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Mme. Mioara Joldes
Chargée de recherches, CNRS (LAAS) Examinatrice
M. Guillaume Moroz
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1.1 Contexte
Cette thèse s’inscrit au sein d’une collaboration entre Safran Electronics & Defense (ex.

Sagem Défense Sécurité), filiale du groupe Safran, l’ Institut National de Recherche en In-
formatique et Automatique et le Laboratoire des Signaux et Systèmes.

L’objectif de cette thèse est de développer des techniques nouvelles d’asservissement
de viseurs via des méthodes récentes issues de la recherche académique. Cette thèse vient
compléter les travaux de plusieurs thèses développés à Safran Electronics & Defense en
collaboration avec le milieu académique :

– la thèse de P. Coustal [Cou97] est la première thèse proposant d’appliquer les techniques
H∞ aux viseurs ;

– la thèse de S. Hirwa [Hir13] propose une méthode de synthèse de correcteurs robustes
à ordre fixe ;

– les travaux de P. Feyel [Fey15] développent des techniques d’optimisation de correcteurs
par les métaheuristiques ;

– la thèse de S. Frasnedo [Fra16] étudie l’optimisation de lois de commande d’un imageur
sur critère optronique, etc.

Afin de définir clairement le problème pratique que l’on cherche à résoudre dans cette thèse,
il est tout d’abord nécessaire de décrire ce qu’est un viseur et sa Ligne de Visée. Nous
exposerons ensuite différentes problématiques émergeant de ces technologies et des moyens
existants pour les résoudre. Finalement, nous motiverons cette thèse et expliquerons la dé-
marche adoptée dans ce mémoire.
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Chapitre 1 : Introduction

1.2 Qu’est-ce qu’un viseur ?
Un viseur est un ensemble de caméras et/ou de dispositifs de pointage, appelé cœur op-

tronique, monté sur un porteur généralement en mouvement et orientable dans l’espace. On
appelle alors Ligne de Visée (LdV) l’axe optique sortant de l’un de ces capteurs. Des viseurs
sont représentés en Figures 1.1 et 1.2. Ces équipements permettent la recherche, la locali-
sation, l’identification et la désignation de cible, le suivi de cible, de l’aide au pilotage, etc.
Le rôle premier du viseur est de stabiliser et d’orienter la LdV quels que soient les mouve-
ments du porteur et/ou de la cible, et quel que soit l’environnement extérieur (conditions
atmosphériques, obstructions, etc.).

Figure 1.1 – Viseurs Safran Electronics & Defense – Copyright Safran

Figure 1.2 – Différentes applications des viseurs – Copyright Safran

L’objectif premier du viseur est d’observer les détails d’une scène lointaine sur un envi-
ronnement vibrant. Tout d’abord, expliquons pourquoi il est nécessaire de stabiliser la LdV.
Pour cela, faisons le parallèle avec une situation de tous les jours. Tout le monde a remarqué
que lorsque l’on désire prendre une photographie de nuit, il ne faut pas bouger pendant la
prise de vue afin d’obtenir une photographie nette. En effet, les photons venant du paysage
sont envoyés sur une grille de photo-capteurs. Un point lumineux est alors représenté par
une impulsion lumineuse. Par rapport à une scène fixe, le mouvement de l’appareil photo
va créer un déplacement relatif de cette impulsion sur la grille pendant le temps d’intégra-
tion du capteur. L’impulsion initiale devient alors une tâche qui donnera une image floue
si celle-ci s’étend sur plusieurs pixels. Dans le cas de l’appareil photo, il est plus fréquent
d’obtenir une image floue de nuit que de jour car l’appareil va naturellement augmenter le
temps d’intégration du capteur lorsque la luminosité est faible. Il se passe exactement la
même chose dans le cadre des viseurs.
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1.2 Qu’est-ce qu’un viseur ?

Quelques aspects diffèrent cependant entre la prise d’une photographie dans la vie de
tous les jours et l’observation précise d’une scène lointaine avec un environnement vibrant.
Safran travaille avec des caméras à très haute résolution et avec des très petits champs de
vision afin de “voir” loin. De plus, le viseur est monté sur un porteur fortement vibrant, ce
qui va déformer la structure mécanique du viseur. Tous ces aspects font que l’on doit mettre
en place un processus permettant de stabiliser l’image de manière précise. Les mouvements
angulaires de la LdV recherchés sont de l’ordre du micro-radian (10−6 radians).

Pour cela, l’idée est de mettre en place un asservissement capable d’agir sur la vi-
tesse/position angulaire de la LdV. La mesure de la position/vitesse angulaire de la LdV
se fait au moyen d’un gyromètre ou d’une centrale inertielle embarquée sur le porteur combi-
née aux capteurs angulaires de la plateforme. La correction de la vitesse/position angulaire
de la LdV se fait au moyen de cardans ou de miroirs actionnés par des moteurs. On distingue
alors deux architectures possibles : les viseurs “mass-stabilized ” et “miror-stabilized ” [Hil08].

Les viseurs “miror-stabilized ” (voir Figure 1.3) stabilisent la LdV par l’intermédiaire de
miroirs orientables selon un ou deux axes, tandis que le cœur optronique du viseur reste
solidaire du porteur. L’asservissement est alors réalisé à l’aide d’une centrale de navigation
placée sur le porteur et de capteurs angulaires mesurant les orientations des miroirs par
rapport à leurs supports respectifs. L’avantage de ce type de viseur est qu’il est protégé et
demande des moteurs plus petits. Pour des applications militaires, un autre avantage est que
le cœur du viseur peut être placé dans une enceinte blindée, et seuls les miroirs sont exposés
aux tirs extérieurs.

Les viseurs “mass-stabilized ” (voir Figure 1.4) se basent sur une stabilisation directe du
cœur optronique. Le cœur est alors monté sur des cardans qui permettent de l’orienter suivant
deux angles afin de balayer tout l’espace. Un gyroscope/gyromètre, placé proche du cœur,
fournit une image de la position/vitesse angulaire de la LdV. Cette mesure est alors utilisée
pour asservir les moteurs entraînant les cardans et permettant la stabilisation de la LdV.
Ces types de viseurs ont généralement de meilleures performances que les miroirs stabilisés
car ils travaillent en rejet de perturbation et non en suivi de consigne, ce qui impose de plus
faible contraintes temporelles sur les synchronisations des mesures et des consignes.

Figure 1.3 – Viseur “miror stabilized” Figure 1.4 – Viseur “mass stabilized”
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Chapitre 1 : Introduction

En pratique, certains viseurs comportent deux étages de stabilisation : pour chacune des
rotations, un axe gros et un axe fin. Ceci permet de distinguer les fonctions de stabilisation
et de poursuite : les axes gros permettent la poursuite de la cible (déplacement grossier de
la LdV), tandis que l’axe fin permet la stabilisation de la ligne de visée (déplacement fin de
la LdV).

Quelle que soit l’architecture choisie, il est nécessaire d’asservir la LdV, c’est-à-dire d’uti-
liser les mesures de position/vitesse angulaires fournies par les capteurs afin d’agir sur la
position/vitesse angulaire de la LdV via les moteurs, et quelles que soient les perturbations
extérieures. C’est sur cet aspect des viseurs que ce travail de thèse se focalise.

1.3 Boucle de stabilisation inertielle
Afin d’assurer une LdV fixe dans un référentiel inertiel, il est nécessaire de rejeter les

perturbations agissant sur le cœur optronique. Pour cela, il faut que la somme des couples
appliqués au cœur soit nulle. Ceci doit être le cas quels que soient les mouvements du porteur
(angulaires ou vibrations linéaires) et quelles que soient les perturbations climatiques exté-
rieures (variations de température, pression, ...). L’objectif final recherché est donc que la
LdV soit fixe dans un repère inertiel, c’est-à-dire ait une vitesse angulaire nulle par rapport à
ce repère considéré comme fixe. Nous parlerons alors improprement de stabilisation inertielle
pour signifier que la LdV est fixe dans un repère inertiel (ce qui ne doit pas être confondu
avec une notion de stabilité d’un asservissement).

Pour atteindre cet objectif, on met en place la structure d’asservissement décrite par la
Figure 1.5. Cette boucle d’asservissement est composée d’actionneurs permettant d’agir sur
un ensemble de pièces mécaniques à stabiliser, tel qu’un cœur optronique, dont on mesure
la vitesse inertielle θ̇ à l’aide d’un capteur (tel qu’un gyromètre).

Chaque bloc de la Figure 1.5 peut-être vu comme un système, c’est-à-dire un ensemble
de relations liant des entrées et des sorties. On parlera aussi de transfert entre des entrées
et des sorties. Par exemple, un bloc moteur peut être considéré comme un transfert entre
une tension de commande u et un couple Γu. Pour plus de détails sur ces notions, nous nous
référons à l’Annexe A.

r +
−

y

ε
Correcteur

u
Moteur +

+

Γd

Γu Γ Masse à
stabiliser

θ̇s
+

+

θ̇δ

θ̇

Capteur

Figure 1.5 – Boucle de stabilisation inertielle de Ligne de Visée

Le but de la structure d’asservissement est de permettre aux moteurs de générer un couple
Γu qui compense les couples perturbateurs Γd. La consigne u de ces moteurs est générée par
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1.3 Boucle de stabilisation inertielle

un correcteur. Cette consigne est une fonction de l’erreur d’asservissement ε, définie comme
la différence entre une référence r (choisie nulle dans une problématique de stabilisation)
et la mesure y. Plus cette erreur ε est importante, plus le couple Γu fourni par les moteurs
devra être important afin de réduire cette erreur.

Savoir quel couple demander aux moteurs en fonction de l’erreur ε n’est pas trivial. Plu-
sieurs phénomènes physiques viennent complexifier cette question. Premièrement, la masse
à stabiliser n’est pas infiniment rigide et résonne à certaines fréquences d’excitation induites
par les vibrations du porteur. De plus, comme nous le mentionnions précédemment, l’asser-
vissement doit être robuste vis-à-vis des perturbations extérieures Γd et θ̇δ : Γd représente
des couples perturbateurs (disturbance en anglais) induits par le porteur et θ̇δ symbolise des
déformations mécaniques entre l’emplacement du capteur et l’emplacement des caméras à
stabiliser. Par ailleurs, le capteur fournit une mesure y de la vitesse angulaire θ̇ de la LdV
avec un certain retard de transmission. La loi de commande doit donc être conçue pour
prendre en compte ces différents phénomènes.

Mathématiquement parlant, θ̇δ peut être vue comme une perturbation agissant directe-
ment sur la mesure y. Nous pouvons alors regrouper la partie Moteur, Masse à stabiliser et
Capteur en un unique système G, et considérer le schéma d’asservissement de la Figure 1.6.
Celle-ci décrit simplement l’asservissement d’un système G soumis à des perturbations en
entrée d et en sortie δ, bouclé par un correcteur K (d étant reliée à Γd par l’inverse du
transfert du moteur, et δ à θ̇δ par l’inverse du transfert du capteur). C’est ce formalisme que
l’on gardera tout au long de ce mémoire.

r +
−
ε

K
u

+
+

d

v
G

z
+

+

δ

y

Figure 1.6 – Boucle de stabilisation

Remarque 1.1. Un viseur comporte deux axes de rotation. Dans la suite, nous ne prendrons
pas en compte le couplage dynamique entre les deux axes, ni même le couplage induit par
les déformées modales. Ainsi, avec ces approximations, l’asservissement d’un axe de rotation
peut se faire de manière indépendante.

Remarque 1.2. Nous nous focaliserons sur le problème de la stabilisation inertielle de la
LdV, c’est-à-dire nous ne détaillons que la boucle utilisée pour un asservissement en vitesse
angulaire. Cependant, le cas de la poursuite, c’est-à-dire de l’asservissement en position
angulaire, est (fortement) similaire à celui détaillé ici.

Il reste maintenant à concevoir une loi de commande des moteurs, c’est-à-dire un correc-
teur K qui satisfasse un cahier des charges. Bien qu’il existe des techniques permettant de
concevoir un correcteur sans aucune connaissance du système (voir par exemple [FJ08] et
les références citées), celles-ci restent limitées face à des techniques plus classiques se basant
sur une connaissance à priori d’un modèle du système étudié. Pour cela, dans le prochain
paragraphe, nous allons étudier la modélisation des viseurs.
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1.4 Modélisation des viseurs

La modélisation d’un système physique peut se faire de deux manières : soit par la des-
cription de phénomènes physiques, soit par des mesures expérimentales. Dans le cadre des
viseurs, nous disposons de différents moyens de modéliser ceux-ci.

Commençons par une modélisation simple en deux dimensions. Le choix de passer en
deux dimensions se justifie en considérant que les deux axes de rotation d’un viseur sont (en
première approximation) découplés. Sous une telle hypothèse, la rotation d’un axe n’influence
pas la rotation de l’autre. C’est ce qui est considéré dans la majeure partie des études R&D
à Safran Electronics & Defense.

Les liaisons pivot sont réalisées à partir de roulements à billes. De plus, les pièces méca-
niques composant le cadre du viseur doivent être considérées comme déformables. On peut
alors assimiler l’ensemble des liaisons et des pièces mécaniques comme des liaisons élastiques
modélisées par des ressorts dans la direction radiale du roulement.

Ainsi, nous pouvons considérer la modélisation 2D de la Figure 1.7. Cette modélisation
consiste en deux poutres indéformables reliées par deux ressorts de raideur et d’amortisse-
ment potentiellement différents. Les liaisons élastiques représentent les déformations de la
structure mécanique du viseur. La première poutre représente le cadre du viseur entrainé en
rotation par les moteurs. La deuxième poutre représente le cœur du viseur où sont placés les
optiques et le gyromètre. La problématique de stabilisation consiste à stabiliser la deuxième
poutre sachant que la première est soumise à un couple.

Figure 1.7 – Modèle double-poutre d’un viseur gyrostabilisé

Une telle représentation permet de comprendre quelques phénomènes physiques liés aux
viseurs. Notamment, nous pouvons voir que si l’on entraîne en rotation la poutre de gauche,
alors la poutre de droite n’effectue pas la même rotation à cause de la compression/extension
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des ressorts. Le transfert entre le couple moteur et la rotation de la LdV est appelé flexi-
bilité [GR03]. Par ailleurs, imaginons que la poutre de gauche soit entrainée en translation
linéaire par le porteur (mouvement gauche droite). Alors, si les deux ressorts sont de rai-
deurs différentes, la poutre de droite est entrainée en rotation. C’est ce que l’on appelle la
transmissibilité [GR03].

La dynamique d’une telle modélisation peut se décrire par des équations différentielles
(voir Annexe F). Nous pouvons en extraire des modèles sous forme de fonction de transfert
dépendant de la variable de Laplace s ∈ C (opérateur de dérivation). Par exemple, la fonction
de transfert entre le couple mécanique exercé sur le cadre et la rotation de la Ligne de Visée
a la forme suivante

G =
c0 + c1 s+ c2 s

2 + c3 s
3

s2 (a2 + a3 s+ a4 s2 + a5 s3 + a6 s4)
,

où les ai et ci sont des coefficients dépendant des raideurs et amortissements des ressorts,
des inerties des poutres et de leurs longueurs (voir Corollaire F.1 de l’Annexe F). Lorsque
les deux ressorts sont identiques, la fonction de transfert G se simplifie pour donner

G =
n0 (p2 + 2ε p s)

s2 (p2 + 2ε p s+ s2)
,

où p, ε et n0 sont des grandeurs réelles. Dans cette modélisation, ε est petit et nous voyons
clairement apparaître un mode mécanique présentant une résonance et une inertie.

Les viseurs sont en général des structures complexes présentant plusieurs modes méca-
niques. La modélisation présentée précédemment ne permet de prendre en compte qu’un seul
mode mécanique. Elle est donc assez limitée.

Une alternative est de considérer des modélisations par éléments finis d’un viseur [GR03,
Chap. 3.3]. Celles-ci consistent à représenter la structure mécanique par un ensemble de
points, appelés nœuds, reliés par des ressorts. Plus le nombre de nœuds est important, plus
la modélisation est complexe et modélise plus finement le système. Certains logiciels (tels
que ANSYS [Bha02]) permettent d’extraire une représentation d’état du système à partir de
l’étude de son comportement dynamique en s’appuyant sur une analyse modale du modèle
[GR03]. Nous pouvons alors nous servir de cette représentation d’état pour concevoir un
correcteur.

Enfin, lorsque l’on dispose de prototypes, il est possible de réaliser directement des me-
sures de fonctions de transfert du système. Ces mesures sont réalisées en utilisant un transfé-
romètre. Le système linéaire à identifier G étant bouclé par un correcteur, le transféromètre
permet de sommer une excitation sinusoïdale en entrée de système (que l’on peut considérer
comme une perturbation en entrée de modèle) et de mesurer à la fois le couple moteur total
appliqué au système ainsi que sa sortie. L’excitation sinusoïdale générée étant de fréquence
connue f0, les mesures sont aussi des sinus de même fréquence, et l’on peut estimer le gain
et la phase de ceux-ci de manière à déduire G(i 2π f0) = |G(i 2 π f0)| ei arg(G(i 2π f0)). Il suffit
alors de réaliser des mesures pour différents f0 afin d’obtenir une série de points permet-
tant d’approcher la fonction de transfert réelle du système. De ces séries de mesures, nous
obtenons des courbes telles que celles données en Figure 1.8. Ces courbes nous permettent
d’identifier plusieurs modèles valables sur une plage de fréquence plus ou moins grande (voir
Annexe G). Par exemple, nous estimons que le transfert représenté en Figure 1.8 peut s’ap-
procher (jusqu’à la fréquence du premier mode) par une fonction de transfert d’ordre 4 avec
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une fréquence normalisée au numérateur et avec un retard :

G4,r :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

) (
1

1 + τ1 s

)
e−T4,r s,

G0 = 6.65 10−3, T4,r = 1.21, ω0 = 1, ω1 = 1.03, ξ = 1.08 10−2, τ1 = 1/1.14.

Figure 1.8 – Réponse fréquentielle de G

Disposant d’un modèle du système à asservir, nous pouvons maintenant concevoir une
loi de commande permettant de stabiliser celui-ci.

1.5 Choix d’une méthode de synthèse de loi de com-
mande

Nous avons vu que la modélisation d’un système physique peut se faire de plusieurs
manières : soit par la description de phénomènes physiques, soit par des mesures expérimen-
tales. Dans les deux cas, un modèle sera donc toujours différent du système réel. Autrement
dit, il existera toujours des incertitudes, des erreurs de modélisation, liées au fait que les
phénomènes physiques ne peuvent être qu’imparfaitement traduits par des modèles mathé-
matiques. Il faut donc accepter de travailler avec des modèles peu précis et imparfaits.

La commande PID [ÅH06, Bod45], apparue dans les années 50, effectue un compromis
entre performances (stabilité, temps de réponse, bande passante) et contraintes de robustesse
(marges de gain et de phase). Cependant, ces techniques se limitent à des systèmes Simple
Entrée Simple Sortie (abrégé SISO pour Simple Input Simple Output) d’ordre très faible, et
il est courant d’utiliser des techniques graphiques à l’aide des diagrammes de Black-Nichols,

22



1.5 Choix d’une méthode de synthèse de loi de commande

Nyquist ou de Bode afin de régler manuellement les paramètres du correcteur. La commande
PID a néanmoins mis en évidence le rôle fondamental de la boucle fermée par rapport à
la boucle ouverte et a introduit des notions pratiques de robustesse (marges de gain et de
phase, etc.).

La commande optimale, et plus particulièrement la commande Linéaire Quadratique
(LQ), est ensuite apparue dans les années 60 sous l’impulsion de Kalman [Kal60, Kal63,
Kal64]. Ces méthodes de commande apparaissent en même temps que le concept de re-
présentations d’état d’un système. L’objectif est de minimiser un critère de performance
quadratique portant sur “l’énergie” de l’état d’un système et de sa commande. Le concep-
teur peut alors agir sur des matrices de pondération afin de régler la dynamique de la boucle
fermée. La conception de ce type de commande se fait dans le domaine temporel, perdant
ainsi toutes les notions introduites par l’étude des systèmes dans le domaine fréquentiel

La commande H∞ est un concept apparu dans les années 80 [Zam81, ZF83, Vid85] qui
permet d’approfondir ces contraintes de performance et de robustesse en boucle fermée. Celle-
ci a pour objectif de concevoir des correcteurs satisfaisant certaines contraintes de stabilité
et de robustesse en “modelant” des fonctions de transfert. Cette méthode permet l’utilisation
des techniques de l’automatique fréquentielle classiques introduites par Bode, etc., ainsi que
les méthodes de synthèse introduites par la commande optimale.

Il existe deux grandes approches dans la commande H∞. La première traite le problème
dit standard où l’on cherche à minimiser la normeH∞ de la fonction de transfert entre l’entrée
et la sortie du système bouclé. L’avantage de cette formulation est la possibilité de prendre
en compte des pondérations fréquentielles sur la boucle fermée, c’est-à-dire de modeler direc-
tement certains transferts particuliers en boucle fermée. Ces modélisations peuvent se faire
sur l’intégralité de la plage de fréquences, ce qui constitue un grand intérêt de la méthode.
La résolution numérique d’un tel problème se fait classiquement à l’aide de deux méthodes.
La première porte le nom d’algorithme de Glover-Doyle [DGKF89, GD88] et requiert la ré-
solution d’équations de Riccati algébriques (ERA). Cet algorithme permet d’approximer la
valeur optimale du critère H∞ par dichotomie (on parle alors de γ-itération). L’autre mé-
thode se base sur la résolution du Lemme Borné Réel. Celui-ci peut alors s’étudier à l’aide
d’une Inégalité Matricielle Linéaire (LMI) [SW00, ACA+99, GA94].

Le deuxième approche traite le problème de commande dite par Loop-Shaping c’est-à-
dire, en traduisant mot à mot, de commande par modelage de la boucle ouverte. Ce problème
cherche à minimiser le maximum de la norme H∞ d’une matrice formée par 4 fonctions de
transferts particulières qui sont directement liés à la performance et la robustesse de l’asser-
vissement. Le modelage de ces fonctions de transfert se fait en boucle ouverte en ajoutant
des pondérations fréquentielles [MG92]. Le désavantage majeur qui en découle est que ces
modelages ne peuvent se faire qu’à gain de boucle très faible ou très élevé. En revanche,
l’avantage de cette méthode (et qui en fait sa force) réside dans la résolution du problème
d’optimisation de la norme H∞ : sa solution optimale est explicite [GM88]. Celle-ci s’exprime
grâce à la résolution de deux équations de Riccati algébriques.

En pratique, la commande H∞ a largement fait ses preuves dans le domaine de l’industrie
[Mam92, Rah04, Cle15], notamment dans le domaine des viseurs [Cou97, Hir13]. En effet,
le formalisme H∞ permet d’introduire des critères de robustesse très pratiques pour gérer le
vieillissement de produits ou les incertitudes de fabrication.
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De plus, le réglage des paramètres du correcteur via des pondérations se fait de manière
itérative. C’est souvent un processus long et fastidieux pour l’ingénieur automaticien. Ceci
devient un problème lorsque le nombre de projets qu’un ingénieur doit gérer devient impor-
tant, et que les délais de conception sont de plus en plus courts afin de réduire les coûts.
Notamment, au cours de la vie d’un même projet, l’architecture du système est susceptible
de changer à de nombreuses reprises, et il est alors nécessaire de refaire des calculs de cor-
recteurs. Aussi, lors d’essais en qualification, il apparaît souvent que les modèles prévus ne
correspondent pas exactement avec le modèle réel, voire peuvent varier suivant les essais.

La commande LPV (Linear Parameter Varying) est une stratégie de synthèse allant dans
ce sens. Elle peut se voir comme une extension de la commande H∞ à des systèmes linéaires
à paramètres variants. Elle apporte la robustesse de la méthode H∞ et permet également
au contrôleur de s’adapter à une variation connue (ou estimée) de paramètres [Sch01]. Elle
repose néanmoins sur des variations paramétriques d’un modèle, c’est-à-dire sur le fait que
la structure de celui-ci reste inchangée. De plus, l’aspect algorithmique de la synthèse reste
complexe.

Il convient alors de chercher une alternative à ces techniques numériques afin de pouvoir
recalculer des correcteurs de manière simple et efficace, tout en gardant un formalisme de
commande robuste. Dans cette perspective, cette thèse a choisi de s’intéresser à la résolu-
tion du problème de commande H∞ par Loop-Shaping pour des systèmes à paramètres non
fixés (c’est-à-dire libres). Ce dernier problème a une solution explicitable via des solutions
d’équations de Riccati algébriques. Le fait de pouvoir expliciter la solution d’un problème si
complexe est une aubaine si l’on souhaite faire de la commande à paramètres inconnus. En
effet, il n’est alors plus nécessaire d’utiliser des algorithmes d’optimisation pour minimiser la
norme H∞. C’est en grande partie ce qui motiva le choix d’une telle méthode de commande.
Celle-ci est à la fois simple à mettre en œuvre et prend en compte des critères de performance
et de robustesse complexes.

1.6 État de l’art sur la résolution d’équations de Riccati
algébriques et la commande H∞ paramétrique

Résoudre le problème de commande H∞ par Loop-Shaping fait appel à la résolution
d’équations de Riccati algébriques (ERA). Celle-ci se présente sous sa forme générale

X A+ AT X −X RX +Q = 0,

où X ∈ Rn×n est l’inconnue, A ∈ Rn×n, Q = QT ∈ Rn×n, Q > 0 et R = RT ∈ Rn×n, R > 0.
Cette équation n’est qu’une extension au cas matriciel de l’équation scalaire du second degré :

−r x2 + 2 a x+ q = 0.

Il n’y a généralement pas unicité de la solution X de l’ERA.

Afin de concevoir un correcteur H∞ par Loop-Shaping pour un système à paramètres
inconnus, il est nécessaire de résoudre une telle équation pour des matrices A, R et Q qui
dépendent de ces mêmes paramètres inconnus.
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paramétrique

Les premiers travaux explorant ce problème furent menés par Forsman et Eriksson
[FE93a, FE93b]. Ceux-ci considèrent l’ERA comme un système d’équations polynomiales
{ei,j = 0 | (i, j) ∈ J0, nK2}, où ei,j représente le coefficient de ligne i et la colonne j de l’ERA
de taille n×n. A ce système, ils appliquèrent des techniques de calcul formel (bases de Gröb-
ner [CLO15, Chap. 2]) afin de réduire ce système à un système plus simple. Leurs travaux
restèrent très empiriques, Forsman et Eriksson déclarant que plusieurs questions restaient
ouvertes, notamment “Est-il possible de réduire le système à une seule équation polynomiale
univariée (c’est-à-dire pour une équation de n’importe quelle taille, et avec n’importe quel
nombre de paramètres) ?” ou encore “Est-il toujours possible de réduire le nombre d’équa-
tions non-linéaires en mettant le système sous forme canonique ?”.

Ces travaux furent poursuivis dans [KYAH09], où il fut notamment montré que l’ERA
peut se ramener, dans le cas générique, à un système de n équations polynomiales B, n
désignant la taille des matrices considérées. Ce système d’équations polynomiales est dérivé
d’une factorisation spectrale [AHKY09, JK85] de la matrice Hamiltonienne [ACA+99] asso-
ciée à l’ERA. Plus particulièrement, il fut montré que ce système de n équations possèdes
des propriétés bien particulières (base de Gröbner réduite [CLO15, Chap. 2]) permettant
d’appliquer des techniques d’éliminations de variables. Notamment, [KYAH09] prouve que
ce système est sous forme shape dans le cas générique, c’est-à-dire, grossièrement, que les
solutions de celui-ci sont paramétrables par une seule variable t ∈ C vérifiant une équa-
tion polynomiale p(t) = 0. Réutilisant leurs résultats sur la factorisation spectrale [AHY05],
[KYAH09] montre que la solution définie positive de l’ERA est définie par la racine réelle
maximale du polynôme univarié p. Ce dernier résultat permet de s’affranchir du critère de
Sylvester [Gil91] pour identifier une matrice définie positive, critère portant sur l’étude du
signe des nmineurs principaux dominants de la matrice. Ce résultat permet donc de transfor-
mer un critère semi-algébrique donné par les conditions de positivité des mineurs principaux
dominants, en un “critère algébrique” donné par la solution réelle maximale d’une équation
polynomiale.

Ce même groupe de recherche proposa ensuite d’étendre leurs travaux sur l’ERA à la
commande H∞. Dans [KHO07], ce groupe présente des expressions explicites de critères H∞
pour des systèmes particuliers d’ordre faible, ainsi que des correcteurs explicites pour des
systèmes de type 1/sn. Ce dernier travail permet de caractériser des systèmes facilement
commandables. Aussi, [KH12] propose une méthode pour concevoir un correcteur H∞ attei-
gnant un critère H∞ minimal. Pour cela, ils utilisent des pondérations fréquentielles comme
moyen de réglage et un algorithme de descente afin de converger vers un minimum local du
critère dans l’espace des paramètres. Par ailleurs, [Muh07] propose l’utilisation de méthodes
graphiques pour la conception de correcteurs robustes, notamment H∞.

De manière générale, à notre connaissance, peu de travaux mêlant calcul formel et au-
tomatique existent dans la littérature. En effet, il est d’usage de résoudre ces problèmes
d’automatique complexes en utilisant des algorithmes d’optimisation numériques. L’avantage
est alors de pouvoir travailler avec des modélisations fines prenant en compte de nombreux
phénomènes pratiques. Cette thèse propose une alternative en promouvant l’aspect formel
dans les applications de l’automatique et du contrôle. L’objectif recherché est de permettre
d’appréhender les problèmes de l’automatique linéaire d’une manière nouvelle, pour des sys-
tèmes définis par des modélisations simples. Cette alternative se veut complémentaire des
méthodes numériques usuelles, donnant en cela de nouveaux outils à l’automaticien.
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1.7 Plan de thèse

Dans la continuité de ces travaux, dans ce mémoire, nous proposons d’étudier la com-
mande H∞ à l’aide des techniques de calcul formel. Dans la rédaction de ce mémoire, nous
avons essayé d’apporter le plus grand soin à ce qu’il soit accessible tant à la communauté
automaticienne qu’à celle des algébristes/calcul formel. Pour cela, nous illustrerons les nom-
breux concepts par des exemples en utilisant un vocabulaire simple et sans rentrer dans des
détails trop techniques. Cependant, les résultats théoriques de cette thèse seront tous prou-
vés rigoureusement, et nous nous réfèrerons parfois à des détails techniques mis en annexe.
La démarche que nous proposons est la suivante :

– Le Chapitre 2 reprend les fondements de la commande H∞ par Loop-Shaping et montre
les différentes facettes de ce problème. Ainsi, le lecteur pourra se familiariser avec le
formalisme de l’automatique et comprendre comment est classiquement abordé ce pro-
blème. Ce problème de commande s’étudie à l’aide de deux ERA. Cependant, dans le
cas des applications aux viseurs, nous considérons souvent des systèmes SISO. Ainsi,
dans le cas de systèmes SISO sans transfert direct, nous montrerons que ce problème
se simplifie et ne nécessite que la résolution d’une seule ERA notée R = 0. Nous rap-
pellerons aussi les liens étroits entre commande H∞ et commande LQG. Nous finirons
par un exemple d’application pratique à un modèle de viseur.

– Au Chapitre 3, nous montrons comment réduire l’ERA à un système d’équations poly-
nomiales par deux méthodes différentes. La première inspectant directement le système
d’équations polynomiales découlant de l’ERA dans le cas où le système est considéré
sous forme canonique. Nous remarquons alors un schéma de substitutions simplifiant
grandement les calculs, et ce à n’importe quel ordre. La deuxième, reprenant l’approche
de [KYAH09], se base sur la recherche d’une factorisation spectrale de la matrice Ha-
miltonienne associée à l’ERA, ainsi qu’une paramétrisation des vecteurs propres de
cette matrice. Nous montrons alors l’équivalence des systèmes obtenus par les deux
approches. En Section 3.4, nous exploitons ces propriétés à l’aide d’outils de la théo-
rie de l’élimination afin d’expliciter une paramétrisation de ce système. Nous propo-
sons alors une paramétrisation rationnelle, la Représentation Rationnelle Univariée
[Rou99, Rou07], présentant de nets avantages par rapport à d’autres paramétrisations
(telle qu’une base de Gröbner sous forme shape [CLO15, App. D.2]). En reprenant les
travaux de [KYAH09], nous montrons ensuite comment isoler l’unique matrice définie
positive solution de l’ERA. Nous explicitons ensuite des formes closes pour la solution
de R = 0 pour 1 ≤ n ≤ 4. Finalement, nous détaillons quelques cas particuliers re-
marquables.

– Au Chapitre 4, nous étendons l’étude paramétrique de l’ERA à la commande H∞ par
Loop-Shaping. Cette extension passe par le calcul de valeurs propres d’une matrice
construite à partir de la solution de l’ERA. Ce calcul de valeurs propres est réalisé
à l’aide d’un calcul de polynôme caractéristique. Lorsque les polynômes sont d’ordre
suffisamment faible, nous verrons que nous pouvons expliciter les racines par radicaux
et identifier des racines maximales à l’aide du concept de variété discriminante. En
revanche, quand ce n’est pas le cas, une étape numérique est alors nécessaire. Nous
détaillons les deux approches dans ce chapitre : l’approche symbolique en petite di-
mension et l’approche symbolique/numérique dans les autres cas. Nous présentons aussi
une méthode pour régler une pondération Loop-Shaping scalaire de manière optimale
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sur deux exemples (un système deux masses ressorts non amorti et amorti). Celle-ci
se base sur le calcul d’un polynôme encodant toutes les valeurs propres de toutes les
matrices solutions des équations de Riccati intervenant dans le problème H∞.

– Au Chapitre 5, nous étendrons nos résultats obtenus en commande H∞ paramétrique
aux systèmes à retard. Pour cela, nous utiliserons une décomposition additive du sys-
tème avec retard. Celle-ci nous permettra de concevoir des correcteurs explicites stabi-
lisant le système avec retard à partir de correcteurs stabilisant le système sans retard.
Nous terminerons en proposant une méthode de réglage de pondération optimale pour
ces systèmes avec retard, intéressante en pratique pour les systèmes considérés chez
Safran Electronics & Defense.

– Enfin, la conclusion permet de résumer les résultats obtenus dans cette thèse et de
formuler de nombreuses perspectives venant de l’utilisation des méthodes du calcul
formel en automatique et, en particulier, en commande H∞.

1.8 Liste de publications

Conférences internationales :

– Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. A symbolic-
numeric method for the parametric H∞ loop-shaping design problem, 22nd Interna-
tional Symposium on Mathematical Theory of Networks and Systems, 2016.

Dans ce papier, nous présentons une méthode symbolique-numérique pour résoudre le
problème de commande H∞ par Loop-Shaping pour des systèmes LTI, SISO, d’ordre
faible avec paramètres. La présence de paramètres inconnus ne permet plus l’utilisation
directe des méthodes numériques classiques pour la résolution du problème de com-
mande H∞ et nécessite donc le développement de nouveaux algorithmes. En utilisant
les concepts de base de Gröbner et de Représentation Univariée Rationnelle de varié-
tés algébriques zéro-dimensionnelles, nous donnons une paramétrisation de toutes les
solutions des deux équations de Riccati algébriques associées au problème de contrôle
H∞. Ensuite, en utilisant un résultat de [AHKY09] sur la factorisation spectrale, nous
obtenons un algorithme symbolique-numérique certifié pour calculer les solutions défi-
nies positives des équations de Riccati algébriques. L’approche est enfin illustrée par un
exemple standard en automatique.

– Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. Explicit H∞
controllers for 1st to 3rd order single-input single-ouput systems with parameters, 20th

International Federation on Automatic Control World Congress, 2017.

Dans ce papier, à l’aide de méthodes de calcul formel pour l’étude des systèmes poly-
nomiaux, nous calculons sous forme close des correcteurs H∞ pour des systèmes LTI,
SISO, d’ordre inférieur ou égal à 3 avec paramètres inconnus.
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Dans ce papier, nous étendons les correcteurs H∞ paramétriques sous forme close dé-
veloppés dans les articles précédents à une classe de systèmes à retard dont la partie
sans retard est d’ordre inférieur ou égal à 4. Cette extension est réalisée en utilisant
une décomposition additive du système en une partie sans retard et une partie avec
un retard distribué. Nous explicitons ensuite une démarche de réglage de pondération
Loop-Shaping scalaire pour cette classe de systèmes à retard et nous illustrons nos ré-
sultats sur un modèle de viseur gyrostabilisé.
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Using symbolic computation to solve algebraic Riccati equations arising in invariant
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pour caractériser la solution définie positive d’une équation de Riccati algébrique ve-
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Chapitre 2

Fondements de la commande H∞ par
Loop-Shaping

L’introduction de cette thèse a motivé le choix de la commande H∞ par Loop-Shaping
comme méthode de commande pour l’asservissement des viseurs développés par Safran Elec-
tronics & Defense. Cette méthode est basée sur le modelage de la boucle ouverte. Ce modelage
se fait dans le domaine fréquentiel à l’aide de pondérations.

Afin de comprendre ces concepts de modelage fréquentiels, la première section de ce
chapitre détaille la signification physique des 4 fonctions de sensibilité, centrales dans ce
problème de commande. Dans un second temps, nous expliquons comment modeler ces fonc-
tions de sensibilité par des considérations sur la boucle ouverte. La Section 2.3 détaille ensuite
l’intérêt de la commande H∞ et les résultats fondamentaux d’un problème H∞ particulier,
originellement présentés dans [GM88]. La Section 2.5 effectue le lien entre ce problème H∞
et le concept de Loop-Shaping en reprenant la méthode de synthèse proposée dans [MG92].
La Section 2.4 montre un lien entre la commande H∞ et la commande Linéaire Quadratique
Gaussienne. Enfin, cette théorie est appliquée à une modélisation de viseur.
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Chapitre 2 : Fondements de la commande H∞ par Loop-Shaping

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un système linéaire G, de dimension finie et invariant
dans le temps. Nous désignons par (A,B,C,D) une représentation d’état minimale de G,
et par G = C (s I − A)−1B + D sa matrice de transfert. La classe de systèmes considérée
en pratique étant strictement propre, nous considèrerons que G est de transfert direct nul,
c’est-à-dire D = 0. Nous noterons alors simplement (A,B,C) une représentation d’état de G.
Ceci nous permet aussi d’alléger les résultats théoriques classiques présentés dans ce chapitre,
faisant intervenir beaucoup plus de termes dans le cas D 6= 0. Par ailleurs, nous supposerons
la paire (A,B) commandable et (C,A) observable (nous parlons aussi de représentation mi-
nimale de G). Nous notons aussi In la matrice identité de taille n × n, ou simplement I si
la dimension de celle-ci est évidente. De même, nous noterons par Om×p la matrice de taille
m× p composée uniquement de zéros.

Dans un souci de lisibilité, nous nous limiterons à l’étude de systèmes Simple Entrée
Simple Sortie (abrégé par SISO pour Simple Input Simple Output) pour expliquer le concept
de Loop-Shaping. Remarquons cependant que ce concept s’étend aux systèmes Multi-Entrées
Multi-Sorties (abrégé par MIMO pourMultiple Input Multiple Output) via des considérations
de valeurs singulières. Le lecteur peut se référer, par exemple, à [DF00] pour une description
rapide et, par exemple, à [GM89] pour plus de détails.

Nous notons par H∞ l’algèbre de Hardy formée par les fonctions holomorphes dans C+ :=
{s ∈ C |Re(s) > 0} bornées pour la norme ||G||∞ = sups∈C+

|G(s)| = ess supω∈R|G(i ω)|
[Zam81, ZDG96]. Nous désignons par RH∞ le sous-espace de H∞ constitué des fonctions
rationnelles bornées et holomorphes dans C+, c’est-à-dire RH∞ := R(s) ∩H∞. En d’autres
termes, RH∞ est l’algèbre des fractions rationnelles propres et stables.

Nous considérons un système G de commande u et de mesure y, introduit en Section 1.3,
bouclé par un correcteur K donné par le schéma de la Figure 2.1. Nous voulons faire tendre
la sortie y vers une référence r, bien que le système soit soumis à des perturbations d en
entrée de système et δ en sortie.

r +
−
ε

K
u

+
+

d

v
G

z
+

+

δ

y

Figure 2.1 – Représentation d’un système bouclé

Nous considérons des fonctions de transfert G et K respectivement du système et du
correcteur. Définissons la boucle ouverte et sa bande passante, notions que l’on réutilisera
par la suite.

Définition 2.1. La boucle ouverte est la fonction de transfert définie par :

L := GK.
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2.1 Introduction

Sa bande passante à 0 dB, notée f0 en Hertz ou s0 := 2 i π f0 en radian, est la plus petite
pulsation positive telle que :

L(s0) = G(s0)K(s0) = 1.

Nous définissons aussi la fonction suivante qui interviendra de manière récurrente dans
ce chapitre.

Définition 2.2. La fonction de sensibilité, notée S, est définie par :

S := (1 +GK)−1 .

En s’appuyant sur le schéma de la Figure 2.1, nous déduisons :

y = δ + z = δ +Gv = δ +Gd+Gu = δ +Gd+GK ε = δ +Gd+GK r −GK y.

Sous réserve que 1 + GK est inversible (la boucle fermée est alors dite bien posée), nous
obtenons :

y = S δ +GS d+GK S r.

De plus, en utilisant u = K ε = K r −K y, nous avons :

u = −K S δ −GK S d+K S r.

Nous avons alors : (
y
−u

)
=

(
S GS GK S
K S GK S −K S

)δd
r

 .

Notons que cette écriture est indépendante de la représentation des systèmes G et K. Dans
le cadre de la stabilisation de LdV, nous avons une consigne/référence nulle (r = 0). Nous
obtenons alors le schéma de la Figure 2.2. En introduisant un signe − dans la boucle interne
et en posant µ = −u, le schéma de la Figure 2.2 se simplifie légèrement par rapport à
la situation précédente. C’est ce type de schéma qui est considéré dans la littérature sur
la commande H∞. Remarquons alors que δ a une double signification d’un point de vue
transfert : il peut représenter une perturbation ou une référence car le transfert entre δ et u
(resp. y) est similaire au transfert entre r et u (resp. y).

y
K

µ

−
+

d

v
G

z
+

+

δ

y

Figure 2.2 – Boucle de stabilisation

Nous définissons aussi la notion de stabilité suivante.

Définition 2.3. Le système bouclé de la Figure 2.2 est dit stable de manière interne si les
matrices de transfert S, KS, GS sont propres et stables, c’est-à-dire appartiennent à RH∞.
Dans ce cas, G est dit stabilisable de manière interne et K est appelé correcteur stabilisant.
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Chapitre 2 : Fondements de la commande H∞ par Loop-Shaping

Dans la suite, nous adoptons la notation suivante :

Π(K,G) :=

(
S S G
K S K S G

)
=

(
I
K

)
S
(
I G

)
. (2.1)

Remarquons que Π(K,G)2 = Π(K,G). Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 2.1. K stabilise G de manière de interne si et seulement si Π(K,G) est un projec-
teur stable, c’est-à-dire Π(K,G) ∈ RH∞.

Par ailleurs, nous venons d’introduire quatre fonctions S, GS, K S et KGS. Celles-
ci permettent de caractériser la boucle de stabilisation (2.2) en terme de performance et de
robustesse. La prochaine section détaille la signification pratique de chacune de ces fonctions.

2.2 Caractérisation fréquentielle des objectifs de perfor-
mance et de robustesse

2.2.1 Fonction de sensibilité et contraintes de performance

Nous avons défini la fonction de sensibilité comme étant S := (I +GK)−1. Elle peut être
aussi perçue comme le transfert de l’atténuation de la perturbation en sortie sur la mesure :

y

δ
= S = (I + L)−1 .

Ainsi, S est un indice de performance de la boucle d’asservissement en rejet de la per-
turbation de sortie. On cherchera à annuler l’erreur en basses fréquences (pour f < f0),
c’est-à-dire à avoir |S| << 1 en basses fréquences (voir la Section 2.5.1 pour la justification).
La forme de S recherchée est donc de type passe haut avec en plus des réjecteurs sur les
fréquences à atténuer.

2.2.2 Fonction de sensibilité complémentaire et contraintes de ro-
bustesse

Supposons que le modèle (nominal), noté G0, s’écarte du système réel G par des erreurs
multiplicatives ∆ :

G0 = (1 + ∆)G .

Dans le cas d’un système SISO, pour garantir la stabilité pour une telle incertitude de modé-
lisation, il suffit que l’écart entre le lieu de la fonction de transfert en boucle ouverte nominale
et le point critique (−1, 0) soit supérieur à l’écart maximal entre la boucle ouverte réelle et
la boucle ouverte nominale (Figure 2.3). En effet, d’après le critère de Nyquist [Vin00, p.17],
dépasser le point critique entraîne une perte de stabilité BIBO (c’est-à-dire pour une entrée
u bornée, la sortie z n’est pas bornée).

Traduisons ce phénomène sous forme d’inégalités. L’écart de module entre les deux
boucles ouvertes est donné par |K(G0 − G)| = |K ∆G|. Il suffit que cet écart soit infé-
rieur à la distance entre la boucle ouverte nominale et le point critique |1 + KG|. Ceci se
traduit par l’inégalité suivante :

|K ∆G| < |1 +KG| ⇔ |LS| =
∣∣∣∣ KG

1 +KG

∣∣∣∣ < 1

|∆|
. (2.2)
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2.2 Caractérisation fréquentielle des objectifs de performance et de robustesse

Figure 2.3 – Incertitudes de modélisation

Cette inégalité fait directement intervenir LS, que l’on nomme fonction de sensibilité
complémentaire. Cette fonction est donc un indice de la robustesse en stabilité pour les er-
reurs multiplicatives de la boucle. Elle prend en compte les variations du modèle qui sont
souvent plus importantes en haute fréquences.

Cette fonction représente aussi le transfert entre la commande et la perturbation en entrée
de modèle :

µ

d
= LS.

En basse fréquence, celle-ci tendra vers 1, ce qui signifie que la perturbation sera compensée
par la commande. En haute fréquence, les erreurs de modèle rendront cette tâche difficile.
Nous chercherons alors à incorporer des comportements de type filtres passes-bas dans cette
fonction (voir la Section 2.5.1 pour la justification).

Remarque 2.1. Il est important de noter que S + LS = 1. Ceci traduit le compromis
inévitable entre la performance (critère sur S) et la robustesse (critère sur LS), inhérent à
toute méthode de contrôle [ZDG96].

Remarque 2.2. En pratique, les modes de résonance mécaniques sont susceptibles de chan-
ger de quelques pour-cents d’un viseur à l’autre. Pour un même viseur, le(s) mode(s) de
résonance dépend(ent) aussi du niveau d’excitation et de température. Les modes de réso-
nance sont donc une limitation à la robustesse de l’asservissement et donc à sa performance.

Remarque 2.3. Noter que le raisonnement ci-dessus s’étend aux systèmes MIMO à l’aide
du théorème du Petit Gain [ZDG96, p. 211][Zam81].
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Chapitre 2 : Fondements de la commande H∞ par Loop-Shaping

2.2.3 Fonction de régulation et contraintes de performance en ré-
gulation

Considérons le transfert entre la perturbation en entrée de modèle d et la mesure y :
y

d
= GS.

Ce transfert est appelé fonction de régulation. Dans le cadre des viseurs, un objectif de l’asser-
vissement est d’avoir un mouvement résiduel le plus faible possible malgré les perturbations
d (des couples de frottement). Ceci est en général envisageable à basse fréquence (voir la
Section 2.5.1 pour la justification).

Remarque 2.4. Supposons que la boucle donnée à la Figure 2.2 décrive une boucle de vitesse
d’un viseur. Nous voulons que l’erreur de position ϑ(s) := y(s)

s
soit nulle, bien que le viseur

soit soumis à des couples perturbateurs d. Ces couples sont de type échelon d’amplitude C0,
soit d(s) = C0

s
. De plus, supposons que le correcteur comporte i intégrateurs :

K(s) =
K0(s)

si
, K0(0) 6= 0.

Sous forme d’équations, cela se traduit par :

lim
t→+∞

ϑ(t) = lim
s→0

s ϑ(s) (th. de la valeur finale)

= lim
s→0

s
y(s)

s
(déf. de l’erreur en vitesse)

= lim
s→0

G(s)S(s) d(s) (déf. fonction de régulation)

= lim
s→0

G(s)
1

1 +G(s) K0(s)
si

C0

s
(perturbation type échelon)

= lim
s→0

si

K0(s)

C0

s

(
approx. basse fréquence

∣∣∣G(s) K0(s)
si

∣∣∣ >> 1
)

=
C0

K0(0)
lim
s→0

si−1.

Ainsi, pour avoir une erreur de position angulaire nulle, c’est-à-dire lim
t→+∞

ϑ(t) = 0, quand le
viseur est soumis à des couples de type échelon, il faut que le correcteur comporte au moins
deux intégrateurs (i ≥ 2).

2.2.4 Fonction de commande et contraintes de saturation

Dans le cadre des viseurs, du bruit dans le capteur ou une forte déformation peut faire
saturer les amplificateurs de puissance. Une fois en saturation, la stabilisation est fortement
dégradée car on quitte alors le régime linéaire. Dans ce cas, la stabilité de la boucle doit
être étudiée d’un point de vue des systèmes non linéaires. Il est donc utile de connaître la
fonction de commande définie par :

µ

δ
= K S.

Une grande bande passante donne un correcteur avec un fort gain et peut amplifier les
bruits au niveau des amplificateurs de puissance. Il est donc nécessaire de filtrer les hautes
fréquences en incorporant des actions filtrantes dans K (voir la Section 2.5.1 pour la justifi-
cation).
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2.3 Stabilisation de systèmes aux facteurs copremiers incertains via critère H∞

Nous venons de décrire l’importance de chacune de ces quatre fonctions dans la caractéri-
sation d’une boucle de stabilisation. La prochaine section présente un problème de commande
robuste dans lequel ces quatre fonctions sont centrales.

2.3 Stabilisation de systèmes aux facteurs copremiers in-
certains via critère H∞

Durant les années 80, la nécessité de prendre en compte des incertitudes de modèle dans
la conception d’un correcteur est devenue incontournable. Les premiers travaux portèrent sur
des incertitudes de type additive ou multiplicative [DS81, CD82]. Cependant, de telles incer-
titudes ne pouvaient prendre en compte toutes les variations possibles de modèles (comme
par exemple le passage de modes stables à instables). C’est ce qui a amené Vidyasagar à
introduire le concept d’incertitude sur les facteurs copremiers [VSF82]. Cette modélisation
particulière de l’incertitude fut reprise par [GM89] dans le cadre de la stabilisation robuste
d’une famille de systèmes.

Cette section reprend les résultats fondamentaux de ces travaux dans le cas des systèmes
MIMO, puis montre des simplifications dans le cas SISO. Ces résultats portent sur des
systèmes linéaires, notés G, de dimension finie, invariants dans le temps. Pour un rappel sur
les systèmes linéaires et les définitions liées, le lecteur est invité à se reporter à l’Annexe A.

2.3.1 Factorisations copremières d’une matrice de transfert

Les résultats de cette section portent sur la prise en compte d’incertitudes sur les facteurs
copremiers. Tout d’abord, définissons donc une factorisation copremière d’une matrice de
transfert.

Définition 2.4. Soit G ∈ R(s)q×p. Une factorisation copremière à gauche de G est un couple
(M̃, Ñ) ∈ RHq×(q+p)

∞ , avec det(M̃) 6= 0, et tel que :
– G = M̃−1 Ñ ,
– Il existe un couple (U, V ) ∈ RH(p+q)×q

∞ tel que : M̃ V + Ñ U = I.

Remarque 2.5. On définit de manière duale une factorisation copremière à droite.

Il existe une infinité de telles représentations. Afin d’en distinguer une unique, nous
pouvons considérer la propriété de normalisation suivante.

Définition 2.5. Une factorisation copremière à gauche (M̃, Ñ) ∈ R(s)q×p est dite normalisée
si

M̃ M̃? + Ñ Ñ? = I,

où M̃?(s) = M̃T (−s) (resp. Ñ?(s) = ÑT (−s)).

Une telle factorisation copremière normalisée de G peut se calculer à l’aide de la résolution
d’une équation de Riccati algébrique [GM88], d’où son intérêt en pratique.

Lemme 2.2. [GM88] Considérons l’équation de Riccati suivante :

R̃ := AY + Y AT − Y CT C Y +BBT = 0.
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Chapitre 2 : Fondements de la commande H∞ par Loop-Shaping

Une factorisation copremière normalisée à gauche de G est alors définie par{
Ñ := C

(
s I − A+ Y CT C

)−1
B,

M̃ := I +
(
s I − A+ Y CT C

)−1
Y CT ,

où Y est l’unique solution définie positive de R̃ = 0.

2.3.2 Un problème de commande robuste

Soit (M̃, Ñ) ∈ RHq×(q+p)
∞ une factorisation copremière à gauche normalisée de G. Nous

pouvons alors définir une famille de systèmes à partir d’incertitudes (∆M ,∆N) sur ses facteurs
copremiers :

Gε =

{
G∆ :=

(
M̃ + ∆M

)−1 (
Ñ + ∆N

)
| ||(∆M ∆N)||∞ < ε

}
. (2.3)

Le problème de commande robuste est alors de trouver un correcteur sous forme de feedback
stabilisant la famille de systèmes Gε (Figure 2.4). La propriété du système bouclé sera appelée
stabilité robuste [GM89].

d +

−
v

Ñ +
+

+
−

M̃
z

∆N ∆M

K
µ +

+

y δ

Figure 2.4 – Stabilisation d’une famille de modèles Gε

Définition 2.6. Le système bouclé est dit robustement stable s’il est stable de manière
interne pour tout G∆ dans Gε.

Nous avons alors le théorème suivant.

Théorème 2.1. [GM89] Le correcteur K stabilise de manière robuste le système G si et
seulement si K stabilise G de manière interne et :∣∣∣∣∣∣∣∣( I

K

)
(I −GK)−1 M̃−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ := ε−1. (2.4)

De manière équivalente, il existe un correcteur K tel que le système bouclé de la Figure 2.4
soit robustement stable si K stabilise G de manière interne et

min
K

∣∣∣∣∣∣∣∣( I
K

)
(I −GK)−1 M̃−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ := ε−1, (2.5)

où le minimum est choisi parmi les K stabilisant G de manière interne.
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Le Théorème 2.1 introduit un critère faisant intervenir des factorisations copremières
normalisées de G. De par ses propriétés, c’est-à-dire(

M̃ Ñ
)(

M̃ Ñ
)?

= I,
∣∣∣∣∣∣( M̃ Ñ

)∣∣∣∣∣∣
∞

= 1,

nous pouvons effectuer la manipulation suivante :∣∣∣∣∣∣∣∣( I
K

)
(I −GK)−1 M̃−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=

∣∣∣∣∣∣∣∣( I
K

)
(I −GK)−1 M̃−1

(
M̃ Ñ

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
,

=

∣∣∣∣∣∣∣∣( I
K

)
(I −GK)−1 ( I G

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
,

qui fait disparaître les termes dûs à la factorisation copremière. En d’autres termes, (2.5)
peut se réécrire en utilisant les transferts S, GS, KS, KSG :∣∣∣∣∣∣∣∣( S S G

K S K S G

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ ⇔ ||Π(K,G)||∞ ≤ γ. (2.6)

On remarque alors les quatre matrices de transferts introduites précédemment traduisent
le compromis performance/robustesse. En effet, reprenant le schéma de la Figure 2.2, nous
avons (

y
−u

)
=

(
S S G
K S K S G

)(
δ
d

)
,

où y représente la mesure de la sortie du système, u la commande générée par le correcteur,
et d et δ les perturbations en entrée et sortie de système. Maximiser la grandeur de la famille
de systèmes définie par leur incertitude sur les facteurs copremiers revient alors à minimiser
la norme H∞ d’un problème 4 blocs dont les transferts ont une signification physique bien
particulière (voir la Section 2.2).

Afin de trouver un correcteur K stabilisant robustement G, nous préfèrerons travailler
sur la norme H∞ du projecteur Π(K,G). Nous définissons alors le problème de commande
suivant qui sera central dans tout ce manuscrit.

Définition 2.7. Problème de Commande Robuste (PCR)
Étant donné γ > 1, trouver un correcteur K stabilisant G de manière interne et qui satis-
fasse :

||Π(K,G)||∞ ≤ γ.

Ce type de problème peut alors être traité à l’aide de techniques d’optimisation H∞
classiques (algorithmes itératifs, voir [DF00, ACA+99]). Cependant, [GM88] montre qu’il
existe une solution explicite au PCR, ce qui fait la force principale de cette approche. Cette
solution se base sur le calcul de solutions définies positives des deux équations de Riccati
algébriques suivantes :

R := X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0, (2.7)
R̃ := Y AT + AY − Y CT C Y +BBT = 0. (2.8)

Ces deux équations ont les propriétés suivantes.

Théorème 2.2. [GM89, Th. A.1, Rem. A.2][ZDG96, Coroll. 13.8] Soit (A,B,C) une repré-
sentation d’état d’un système linéaire G. Si (A,B) est commandable et (C,A) observable,
alors il existe une unique solution définie positive aux équations de Riccati algébriques R = 0
et R̃ = 0.
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La solution explicite du PCR est alors donné par le théorème suivant.

Théorème 2.3. [GM88] Soit X (resp. Y ) l’unique solution définie positive de R = 0 (resp.
R̃ = 0). La valeur minimale γopt de γ satisfaisant (2.5) est donnée par

γopt = ε−1
opt =

(
1−

∣∣∣∣∣∣(Ñ , M̃)∣∣∣∣∣∣2
H

)−1/2

=
√

1 + λmax(Y X), (2.9)

où λmax(M) désigne la valeur réelle propre maximale d’une matrice M ∈ Rn×n et ||•||H la
norme de Hankel [ZDG96, Chap. 8].

Remarque 2.6. γopt peut être perçu comme une marge de stabilité. En effet, par définition
(2.3), ε définit la “grandeur” de la famille de modèles stabilisables par un correcteur K donné.

Dans cette perspective, [Vin00] effectue le lien entre γopt et les marges de gain mG et de
phase mΦ assurées. Si MG(K,G) désigne la marge de gain réelle de la boucle ouverte KG,
et si MΦ(K,G) désigne sa marge de phase, alors nous avons :MG(K,G) ≥ mG :=

1 + γ−1

1− γ−1
,

MΦ(K,G) ≥ mΦ := 2 arcsin
(
γ−1
)
.

(2.10)

2.3.3 Conception d’un correcteur

Maintenant que l’on connait la valeur minimale de γ satisfaisant (2.5), nous pouvons
déterminer à priori la plus grande boule de modèle stabilisable par un correcteur donné. Il
reste cependant à exhiber un tel correcteur. [GM89] montre que les correcteurs minimisant
γ peuvent être obtenus en résolvant un problème d’extension de Nehari. Ils concluent en
donnant une paramétrisation de l’ensemble des correcteurs satisfaisant (2.5). Dans la suite,

nous notons la représentation d’état (A,B,C,D) d’un système G par
[
A B
C D

]
.

Théorème 2.4. [GM89] SoitX (resp. Y ) la solution définie positive de R = 0 (resp. R̃ = 0).
Soient γ > 1 satisfaisant (2.5), ζ := (γ2 − 1)1/2, Zγ := (In + (XY − γ2 In))

−T ∈ Rn×n et
Φ ∈ RH∞ tel que ||Φ||∞ ≤ 1. De plus, soient les transferts suivants :

L1,1 :=

[
A−BBT X −γ2 Zγ B
−BT X Im

]
∈ Rm×m,

L1,2 :=

[
A−BBT X γ2 ζ−1 Zγ Y C

T

−BT X Om×p

]
∈ Rm×p,

L2,1 :=

[
A−BBT X −γ2 Zγ B

C Op×m

]
∈ Rp×m,

L2,2 :=

[
A−BBT X γ2 ζ−1 Zγ Y C

T

C −ζ−1 Ip

]
∈ Rp×p,

L :=

[
L1,1 L1,2

L2,1 L2,2

]
∈ R(m+p)×(m+p).

Les correcteurs satisfaisant (2.4), c’est-à-dire stabilisant tout G∆ dans Gε avec ε = γ−1, sont
donnés par :

K := (L1,1 Φ + L1,2) (L2,1 Φ + L2,2)−1 .

Le choix d’un élément Φ de la boule unité de RH∞ étant libre à priori, il est d’usage de
considérer le correcteur correspondant à Φ = 0. Ce correcteur est appelé correcteur central.
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Corollaire 2.1. Soit X (resp. Y ) la solution définie positive de R = 0 (resp. R̃ = 0). De
plus, soit γ > 1 satisfaisant (2.5). Finalement, soient les matrices suivantes :

Zγ := (In + (XY − γ2 In))
−T
,

Aγ := A−BBT X + γ2 Zγ Y C
T C,

Bγ := −γ2 Zγ Y C
T ,

Cγ := BT X.

Le correcteur central pour γ > γopt a alors pour représentation d’état (Aγ, Bγ, Cγ). Sa fonc-
tion de transfert est donnée par :

Kc(s) := Cγ (s In − Aγ)−1 Bγ. (2.11)

Démonstration. Le correcteur central est obtenu pour Φ = 0. Alors, en reprenant les nota-
tions du Théorème 2.4, on a :

Kc = L1,2 L
−1
2,2.

Le schéma de la Figure 2.5 montre que le correcteur Kc peut se réécrire sous la forme d’un
feedback. La nouvelle représentation de Kc indique que la sortie du correcteur y1 dépend de

L1,2 L
−1
2,2

v y1 v +

+
y2

u
[

L1,2

Ip×p − L2,2

] y1

y2

Figure 2.5 – Construction du correcteur central : équivalence de deux écritures

deux transferts L1,2 et Ip×p − L2,2. Ces deux transferts s’écrivent :

L1,2 =

[
A−BBT X γ2 ζ−1 Zγ Y C

T

−BT X Om×p

]
∈ Rm×p,

Ip×p − L2,2 =

[
A−BBT X γ2 ζ−1 Zγ Y C

T

−C Ip + ζ−1 Ip

]
∈ Rp×p.

Remarquons que l’équation du vecteur d’état est la même pour ces deux transferts. Ainsi,
leur vecteur d’état est le même. Notons xL ce vecteur d’état commun. Nous avons alors les
équations suivantes : 

ẋL =
(
A−BBT X

)
xL + γ2 ζ−1 Zγ Y C

T u,

y1 = −BT X xL,

y2 = −C xL +
(
Ip + ζ−1 Ip

)
u,

u = y2 + v.

Le résultat s’obtient alors par élimination successive des variables u et y2 (en combinant les
équations précédentes) afin d’obtenir une équation d’état en xL et v.

Remarque 2.7. Pour un système G à paramètres fixés, le calcul du gamma optimal (2.9) et
d’un correcteur central (2.11) peut se faire à l’aide, par exemple, de la commande ncfsyn de
MATLAB. Celle-ci est valable dans le cas des systèmes MIMO avec prise en compte de transfert
direct D.
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2.3.4 Cas particulier des systèmes SISO

Supposons maintenant que G est un système SISO de fonction de transfert minimale G
d’ordre n. Supposons que G est strictement propre (c’est-à-dire lim

|s|→∞
|G(s)| = 0) :

G(s) =

∑n−1
k=0 ck s

k

sn +
∑n−1

k=0 ak s
k
.

Notons

N :=
n−1∑
k=0

ck s
k, D := sn +

n−1∑
k=0

ak s
k,

et a := (a0, . . . , an−1) et c := (c0, . . . , cn−1). Il existe une infinité de représentations d’état
possibles de G. Considérons une représentation sous forme compagne de commande, que l’on
note (A,B,C), de transfert direct D nul. Nous noterons les coefficients de (A,B,C) comme
suit :

A :=



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . . . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1

 ∈ R[a]n×n, B :=


0
...
0

1

 ∈ R[c]n×1,

(2.12)
C := (c0 c1 . . . cn−1) ∈ R1×n .

Il est alors possible de lier la solution positive de R = 0 avec celle de R̃ = 0. Pour cela,
définissons la matrice P suivante

P :=
(
P1 · · · Pi · · · Pn

)
, (2.13)

avec : 

Pn := CT ,

Pn−1 :=
(
AT + an−1 In

)
CT ,

...

P2 :=
(

(AT )
n−2

+ an−1 (AT )
n−3

+ · · ·+ a2 In

)
CT ,

P1 :=
(

(AT )
n−1

+ an−1 (AT )
n−2

+ · · ·+ a1 In

)
CT .

Cette matrice permet le passage d’une forme canonique de commande à une forme compagne
d’observation (voir Annexe A.5). Elle est aussi liée à la condition d’observabilité de G par la
relation suivante.

Proposition 2.1. Supposons que G n’est pas observable. Alors, P n’est pas inversible.

Démonstration. La matrice d’observabilité de Kalman est définie par :

O :=


C
C A
...

C An−2

C An−1

 ∈ R[a, c]n×n. (2.14)
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Nous notons son déterminant :
∆o(a, c) := det(O). (2.15)

Lorsque ∆o = 0, alors le système G n’est pas observable (chute du rang de O). La variété
∆o(a, c) = 0 représente le lieu des paramètres a et c à éviter pour trouver une solution au
PCR. Remarquons alors que :


C (An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a1 In)
C (An−2 + an−1A

n−3 + · · ·+ a2 In)
...

C (A+ an−1 In)
C


︸ ︷︷ ︸

=



1 an−1 an−2 · · · a2 a1

0 1 an−1 · · · a3 a2

0 0 1
. . . ...

...
...

... . . . . . . an−1
...

0 0 · · · 0 1 an−1

0 0 · · · · · · 0 1


︸ ︷︷ ︸

×


C An−1

C An−2

...
C A
C


︸ ︷︷ ︸

PT Tn Oi

.

La permutation de deux lignes d’un déterminant multipliant ce dernier par −1, nous en
déduisons :

det(PT ) = det(P) = det(Tn)× det(Oi) =

{
det(Tn)× (−1)

n
2 ∆o, si n pair,

det(Tn)× (−1)
n−1
2 ∆o, si n impair.

Pour q ∈ Q, notons rd(q) l’arrondi inférieur de q dans N. Nous avons :

det(P) = (−1)rd(n/2) ∆o. (2.16)

Cette dernière égalité montre que P n’est pas inversible si ∆o = 0, c’est-à-dire quand le
système n’est pas observable.

Cette condition de non observabilité ∆o(a, c) = 0 se retrouvera dans l’intégralité de ce
mémoire.

Disposant d’une telle matrice P, nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.5. Soit G un système linéaire SISO d’ordre n, strictement propre, de représen-
tation d’état sous forme canonique de commande (A,B,C). Supposons que G est comman-
dable et observable. Soit X l’unique solution définie positive de R = 0. Soient P la matrice
définie par (2.13) et Q := P−1. Alors, Y := QX Q est l’unique solution définie positive de
R̃ = 0.

Démonstration. Considérons une solution définie positive de R = 0. Nous avons :

X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0.

Multiplions cette dernière équation à droite et à gauche par Q :

QX AQ + QAT X Q −QX BBT X Q + QCT CQ = 0. (2.17)

Nous rappelons les propriétés suivantes de Q (voir Annexe A.5) :
A = QAT Q−1,

B = QCT ,

C = BT Q−1.

(2.18)
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En remplaçant les expressions de C et B données dans (2.18) dans (2.17), nous obtenons :

(QX Q)AT + A (QX Q)− (QX Q)CT C (QX Q) +BBT = 0.

Soit Y := QX Q. Il apparaît alors que Y est solution de R̃ = 0. De plus, Q est une matrice
symétrique inversible, ce qui induit :

det (Y − λ In) = det (QX Q − λ In) = det (Q−1) det (QX Q − λ In) det (Q) ,

= det (X Q Q − λ In) ,

= det
(
X QT Q − λ In

)
.

Par ailleurs, Q2 = QT Q est une matrice définie positive (voir Annexe C). L’expression
précédente fait alors apparaître le produit de deux matrices définies positives X et QT Q.
Sachant que les valeurs propres de ce produit sont strictement positives (voir Annexe C), les
valeurs propres de Y le sont aussi.

Enfin, sachant que Q et X sont symétriques et que Y = QX Q, alors Y = Y T . En
d’autres termes, Y est symétrique, a ses valeurs propres réelles strictement positives : elle
est donc définie positive. Ainsi, Y := Y est solution de R̃ = 0.

Ce résultat est très intéressant en pratique puisque nous pouvons réduire la résolution
du PCR (dans le cas des systèmes SISO) à la résolution d’une unique équation de Riccati
algébrique R = 0. En effet, en notant λ?(M) la valeur absolue maximale des valeurs propres
réelles d’une matrice M , nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.6. Soit G un système SISO, strictement propre, de représentation d’état sous
forme canonique de commande (A,B,C). Soit l’équation de Riccati suivante :

R := X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0.

Soit X l’unique solution définie positive de R = 0. La valeur minimale de γ satisfaisant (2.5)
est donnée par :

γopt = ε−1
opt =

√
1 + λmax (Y X) =

√
1 + (λ? (QX))2. (2.19)

Démonstration. X et Y := QX Q sont deux matrices définies positives. La Proposition C.2
de l’Annexe C permet alors d’établir directement que les valeurs propres de Y X sont réelles
strictement positives. De plus, nous avons Y X = (QX)2. Par conséquent, si λ est une valeur
propre de QX, alors λ2 est une valeur propre de Y X. Or, λ2 est un réel strictement positif,
donc λ est réel. Les valeurs propres de QX sont donc nécessairement toutes réelles. De plus,
nous avons alors :

det
(
Y X − λ2 In

)
= det(QX − λ In) det(QX + λ In). (2.20)

Ainsi, d’après (2.20), λ2 est valeur propre réelle de Y X si et seulement si λ ou −λ est valeur
propre de QX. En particulier, λ2 est valeur propre réelle maximale de Y X si et seulement
si λ ou −λ est valeur propre réelle maximale de QX. En d’autres termes, nous avons :

λmax (Y X) = (λ? (QX))2.

De plus, le Théorème 2.3 montre que

γopt =
√

1 + λmax (Y X) =
√

1 + λmax ((QX)2),

et nous déduisons :
γopt =

√
1 + (λ? (QX))2.
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2.4 Lien avec la commande Linéaire Quadratique Gaus-
sienne

Rappelons que, pour un système G de représentation d’état (A,B,C) et disposant de
γ majorant γopt défini par (2.9), les matrices de la représentation d’état (Aγ, Bγ, Cγ) du
correcteur central Kc obtenu au Corollaire 2.1 peuvent s’écrire

Bγ := γ2 ((γ2 − 1) I − Y X)−1 Y CT ,

Aγ := −BBT X + A−Bγ C,

Cγ := BT X,

et nous avons : {
ẋk = Aγ xk +Bγ y,

u = Cγ xk.

Lorsque γ tend vers l’infini, nous obtenons les matrices suivantes
B∞ := lim

γ→∞
Bγ = lim

γ→∞
γ2

γ2−1
(I − 1

γ2−1
Y X)−1 Y CT = Y CT ,

A∞ := lim
γ→∞

Aγ = A−BBT X − Y CT C,

C∞ := lim
γ→∞

Cγ = BT X,

c’est-à-dire que le correcteur s’écrit{
ẋk = (A−BBT X − Y CT C)xk + Y CT y,

u = BT X xk,

où X et Y sont les solutions définies positives des équations de Riccati suivantes :

R := X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0,

R̃ := Y AT + AT − Y CT C Y +BBT = 0.

Le correcteur obtenu correspond alors à un correcteur obtenu par synthèse Linéaire Qua-
dratique Gaussienne (dite LQG) [ACA+99]. Celle-ci consiste à la conception d’un correcteur
par retour d’état minimisant un critère quadratique (dit LQ), tout en estimant l’état via un
filtre de Kalman.

Plus particulièrement, l’équation R = 0 correspond alors à l’étape de conception du
correcteur par retour d’état u = −BT X x qui minimise le critère LQ suivant

∞∫
0

(yT y + uT u) dt,

où u désigne la commande et y = C x la mesure.

L’autre équation R̃ = 0 correspond à l’estimation de l’état x du système, estimé noté
par x̂, par un filtre de Kalman dans le cas où le bruit Gaussien sur la commande u et sur la
mesure y sont unitaires :

˙̂x = A x̂−B u+ Y CT (y − C x̂).
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Par conséquent, la résolution du problème de commande robuste H∞ introduit dans ce
chapitre implique la résolution du problème de commande LQG. Il suffit pour cela de faire
tendre γ vers l’infini. Dans ce cas, nous pouvons nous passer de la partie recherche de valeurs
propres de Y X (ou QX).

2.5 Commande H∞ par Loop-Shaping

Nous disposons à présent d’outils permettant de stabiliser un modèle tout en garantissant
une marge de stabilité définie via les facteurs copremiers de celui-ci. De plus, la Section 2.2 a
formalisé des objectifs fréquentiels à atteindre sur quatre fonctions de transfert. La référence
[MG92] propose une procédure utilisant les outils H∞ présentés en Section 2.3 et sur le
concept de Loop-Shaping ou modelage de la boucle ouverte. Dans un soucis de simplicité,
nous exposons cette procédure dans le cas des systèmes SISO, mais celle-ci s’étend aux
systèmes MIMO par des considérations de valeurs singulières.

2.5.1 Modelage de la boucle ouverte

Nous énoncions en introduction que le concept du Loop-Shaping permettait d’atteindre
des objectifs fréquentiels sur les quatre fonctions S, GS, KS et KGS via l’ajout de pon-
dérations fréquentielles. Ce concept, introduit dans [MG92] (et dont on peut trouver une
synthèse en langue française dans [DF00] par exemple), se base dans un premier temps sur
les remarques suivantes.

Remarque 2.8. Soit un système P et un correcteur C stabilisant P de manière interne.
– Supposons que |PC| >> 1. Alors, nous avons :∣∣∣∣ 1

1 + PC

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ 1

PC

∣∣∣∣ , (2.21)∣∣∣∣ P

1 + PC

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ 1

C

∣∣∣∣ . (2.22)

En pratique, cette supposition est valable en basse fréquence (présence d’un ou deux
intégrateurs purs dans nos systèmes mécaniques).

– Supposons que |PC| << 1. Alors, nous avons :∣∣∣∣ C

1 + PC

∣∣∣∣ ≈ |C| , (2.23)∣∣∣∣ PC

1 + PC

∣∣∣∣ ≈ |PC| . (2.24)

En pratique, cette supposition est valable en haute fréquence (présence d’intégrateurs
purs, et de filtrage haute fréquence lié au capteur).

Les remarques précédentes montrent qu’une manipulation du gain et un modelage de
la boucle ouverte permettent d’attendre les objectifs fixés en Section 2.2 sur les fonctions
de sensibilité. Ceci étant dit, il reste à énoncer une méthode permettant de modeler la dite
boucle ouverte. Cette méthode se base sur la propriété suivante.
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Proposition 2.2. Soit P un système SISO. Soit W ∈ R(s) une pondération fréquentielle
telle que W P ne contienne pas de simplification pôle/zéro. Définissons G := W P , que
l’on appelle système fictif. Soit un correcteur K stabilisant G de manière interne. Alors le
correcteur C := W K stabilise P de manière interne.

Démonstration. Considérons une factorisation copremière de P :

P =
N

M
, (M,N) ∈ RH2

∞.

De même, considérons une factorisation copremière de W :

W =
A

B
, (A,B) ∈ RH2

∞.

Sachant qu’il n’existe pas de simplification pôle/zéro dans G := W P , alors les éléments de
RH∞ suivants {

N0 := AN ∈ RH∞,
M0 := BM ∈ RH∞,

définissent une factorisation copremière de G [Vid85] :

G = W P =
AN

BM
=
N0

M0

.

Soit K un correcteur stabilisant G de manière interne. Considérons une factorisation copre-
mière de K :

K =
V0

U0

, (U0, V0) ∈ RH2
∞.

Soit Z := M0 U0 +N0 V0. Alors, nous avons :

Π(K,G) =
1

Z

(
M0 U0 N0 U0

M0 V0 N0 V0

)
.

Comme le produit ou la somme de fonctions de RH∞ est dans RH∞, il vient Z ∈ RH∞,
M0 U0 ∈ RH∞, N0 U0 ∈ RH∞, M0 V0 ∈ RH∞ et N0 V0 ∈ RH∞.

Montrons maintenant que :

Π(K,G) ∈ RH2×2
∞ ⇔ 1

Z
∈ RH∞.

• Supposons que Π(K,G) ∈ RH2×2
∞ . Comme le couple (U0, V0) ∈ RH2

∞ satisfait une équation
de Bézout [ZDG96, Chap. 5.4]

U0 αK + V0 βK = 1,

où (αK , βK) ∈ RH2
∞, nous avons :(

αK βK
)

Π(K,G) =
1

Z

(
M0 N0

)
∈ RH1×2

∞ .

Nous avons alors M0

Z
∈ RH∞ et N0

Z
∈ RH∞. Considérons alors l’équation de Bézout associée

à la factorisation copremière de G :

∃(αG, βG) ∈ RH2
∞, M0 αG +N0 βG = 1.
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De l’équation précédente, en utilisant que αG ∈ RH∞, βG ∈ RH∞, M0

Z
∈ RH∞ et N0

Z
∈ RH∞,

alors nous déduisons :
1

Z
=
M0

Z
αG +

N0

Z
βG ∈ RH∞.

Nous avons montré que si Π(K,G) ∈ RH2×2
∞ alors 1

Z
∈ RH∞.

• L’implication inverse est triviale.

Soit C := W K = V0 A
U0B

. Alors, nous avons :

Π(C,P ) =

(
1

1+C P
P

1+C P
C

1+C P
C P

1+C P

)
=

(
1

1+KG
GW−1

1+KG
KW

1+KG
KG

1+KG

)
=

1

Z

(
M0 U0 N0 U0BA−1

M0 V0AB
−1 N0 V0

)
.

En notant que N0 = AN et M0 = BM , nous pouvons réécrire Π(C,P ) de la manière
suivante :

Π(C,P ) =
1

Z

(
M0 U0 U0BN
M V0A N0 V0

)
.

Nous avons M0 U0 ∈ RH∞, U0BN ∈ RH∞, M V0A ∈ RH∞, N0 V0 ∈ RH∞ car ces éléments
sont des produits d’éléments de RH∞. De plus, 1/Z ∈ RH∞ donc Π(C,P ) ∈ RH2×2

∞ .

Ainsi, notant U = B U0 ∈ RH∞ et V = AV0 ∈ RH∞, nous déduisons que le correcteur

C :=
U

V
= W K

stabilise P de manière interne.

Remarque 2.9. W peut être instable, notamment contenir des intégrateurs [MG92].

La pondération W peut être vue comme un moyen de modeler à la fois la boucle ou-
verte et le correcteur. Les contraintes à imposer sur les quatre fonctions de transfert vues
précédemment imposent des choix en haute et basse fréquences sur la pondération W :

– |S| << 1 en basse fréquence pour avoir une faible erreur sur la mesure lorsqu’une per-
turbation agit en sortie de modèle. Ceci peut se faire en imposant |L| >> 1 en basse
fréquence. On pourra alors introduire des comportements type intégrateur dans W .

– |LS| << 1 en haut fréquence pour être robuste aux erreurs de modélisation. Ceci peut
se faire en imposant |L| << 1 en haute fréquence. On pourra alors introduire des filtres
haute-fréquence dans W .

– |GS| le plus petit possible pour rejeter les perturbations en entrée de système. Ceci
peut se faire en imposant |L| >> 1 en basse fréquence. Là encore, on pourra introduire
des comportements intégrateurs dans W en basse fréquence pour satisfaire ce critère.

– |KS| ne doit pas être excessivement fort en haute fréquence pour limiter l’amplification
des bruits et les saturations de l’actionneur. Ceci peut se faire en ajoutant des actions
filtrantes dans K en haute fréquence, toujours au moyen de la pondération W .

Le gabarit grossier de la boucle ouverte aura alors l’aspect décrit dans la Figure 2.6.
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Figure 2.6 – Modelage de la boucle ouverte

Ainsi, il faut utiliser une pondération W comportant au moins une action intégrale en
basse fréquence et un effet filtrant en haute fréquence. On règlera aussi la fréquence de pas-
sage à 0 dB de la boucle ouverte en ajustant le gain de W .

Ces techniques de gabarit sur la boucle ouverte ne dépendent pas d’une méthode de
conception de correcteur particulière. Cependant, les références [GM89, MG92] motivent
l’utilisation d’une méthode de commande minimisant un critère H∞ en complément du Loop-
Shaping.

2.5.2 Une procédure de synthèse de correcteur H∞ par Loop-Shaping

Soit P un système nominal SISO à asservir. La procédure énoncée dans [MG92] est la
suivante :

1. Soit une pondération fréquentielle W propre non nécessairement stable. Ajuster cette
pondération selon les recommandations de la Section 2.5.1. Créer le système fictif :

G := W P.

S’assurer que G ne contient pas de simplifications pôle/zéro, sinon revoir la pondération
W . Considérer une représentation d’état (A,B,C,D) de G. Calculer γopt grâce à (2.9)
pour déduire la solution optimale du PCR donné au Corollaire 2.1.

2. Si γ est grand, revenir à l’étape 1 en ajustant la pondération. Sinon, synthétiser un
correcteur K stabilisant G et satisfaisant le PCR en utilisant le Corollaire 2.1.

3. Basculer la pondération dans le correcteur en utilisant le principe décrit dans la Pro-
position 2.2 :

C := W K.

Notons que la partie Loop-Shaping est utilisée pour modeler la boucle ouverte à basse
et haute fréquences, alors que la partie H∞ est utilisée pour stabiliser de manière robuste le
système fictif G. De plus, une telle méthode donne un indicateur (γopt) sur la cohérence entre
la pondération W utilisée, la phase du système physique G et la stabilité robuste du système
bouclé. En effet, rappelons que γopt mesure la marge de stabilité maximale qu’un système
peut atteindre. Ainsi, pour des γopt trop grands, il y a incohérence entre les spécifications
de robustesse introduites dans le modelage de la boucle ouverte via W et celles réellement
atteignables. En pratique, les valeurs de γopt utilisées varient entre 2 et 3.
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2.6 Exemple d’application
Considérons la modélisation la plus fine des mesures du système présentée en Annexe G,

à savoir
P9 :=

P0

s
Hm1 Hm2 F2

(
1− T9 s

2
+ (T9 s)2

12

1 + T9 s
2

+ (T9 s)2

12

)
,

où :

Hm1 :=
s2 + 2 ξ0 ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ1 ω1 s+ ω2
1

, Hm,2 :=
s2 + 2 ξ2 ω2 s+ ω2

2

s2 + 2 ξ3 ω3 s+ ω2
3

, F2 :=
3.0429

3.0430 + 3.3260 s+ s2
.

Après plusieurs démontages et remontages du viseur, on constate que les modes mécaniques
se déplacent, tout en ayant toujours la même forme, à savoir une anti-résonance de fréquence
plus faible que la résonance et des amortissements similaires. Fixons alors le cahier des
charges suivant :

– Les amortissements ξi des modes mécaniques restent inchangés.
– La fréquence des modes varie de 20%.
– L’écart fréquentiel entre résonance et anti-résonance reste inchangé.

Considérons alors que les fréquences des modes prennent les valeurs suivantes

0.8 Ω0 < ω0 < 1.2 Ω0, ω1 = ω0 + Ω1 − Ω0

0.8 Ω2 < ω2 < 1.2 Ω2, ω3 = ω2 + Ω3 − Ω2

Ω0 = 1, Ω1 = 1.03, Ω2 = 1.74, Ω3 = 1.75,

(2.25)

et que les autres paramètres sont fixés aux valeurs suivantes :

P0 = 6.65 10−3, T9 = 9.21 10−1,

ξ0 = 1.08 10−2, ξ1 = 9.7 10−2, ξ2 = 5.74 10−3, ξ3 = 3.80 10−3.

Nous notons par B la boule de modèle suivante

B := {P9 | 0.8 < ω0 < 1.2, ω1 = ω0 + 0.03, 1.39 < ω2 < 2.09, ω3 = ω2 + 0.01} ,

et par P9,n ∈ B le modèle nominal satisfaisant :

∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ωi = Ωi.

Cherchons à établir un asservissement robuste à ces variations paramétriques en reprenant
la procédure de Loop-Shaping décrite précédemment. Considérons un échantillon de modèles
dans B. Nous choisissons ces modèles de telle manière à atteindre les bornes spécifiées en
(2.25). Dans la Figure 2.7, les diagrammes de Bode de ces modèles tests sont représentés.

Afin de satisfaire les contraintes de robustesse, il faut que l’on crée un correcteur tel que
l’inégalité sur la sensibilité complémentaire (2.2) soit vérifiée. Pour cela, dans la pondération
W , on utilise un filtre passe-bas dont on affine la fréquence afin d’englober tous les modèles.
On rajoute ensuite des effets intégrateurs en basse fréquence dans la pondération W pour
rejeter les couples perturbateurs, puis enfin on ajuste le gain de la pondération pour régler
la bande passante à 0 dB de la boucle ouverte. Ce réglage demande un certain nombre
d’itérations par essai-erreur. A chaque essai, le critère γopt appliqué au système G := W P
est un indicateur de la qualité de la conception de la pondération. Si γopt est grand, il
faut revoir la pondération, tandis qu’un γopt faible indique une bonne robustesse. On essaie
d’ajuster le gain de la pondération afin d’avoir γopt autour de 3, ce qui garantit certaines
marges de stabilité confortables en pratique (voir (2.10)). Finalement, on peut retenir la
pondération suivante
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W =
15.4 (s+ 0.1)2

s2 (s+ 0.7)
,

qui est représentée dans la Figure 2.8. Pour une telle pondération, le critère H∞ défini par
(2.9) vaut alors

γopt ≈ 2.97,

ce qui garantit des marges de stabilité confortables. Le correcteur correspondant stabilisant
le système fictif G est donné par :

K =
2.80(s+ 0.702)(s2 + 0.08189s+ 0.002649)(s2 + 3.326s+ 3.042)

(s+ 2.911)(s2 + 0.1951s+ 0.009619)(s2 + 1.574s+ 1.603)

×(s2 + 0.0199s+ 1.062)(s2 + 0.0133s+ 3.071)(s2 + 6.517s+ 14.16)

(s2 + 0.03027s+ 1.056)(s2 + 0.01368s+ 3.073)(s2 + 6.33s+ 14.1)
.

Le correcteur C = W K stabilisant la boule de modèle obtenu a alors la forme suivante
(Figure 2.9) :

C =
43.19(s+ 0.702)(s+ 0.1)2(s2 + 0.08189s+ 0.002649)(s2 + 3.326s+ 3.042)

s2(s+ 0.7)(s+ 2.911)(s2 + 0.1951s+ 0.009619)(s2 + 1.574s+ 1.603)

×(s2 + 0.0199s+ 1.062)(s2 + 0.0133s+ 3.071)(s2 + 6.517s+ 14.16)

(s2 + 0.03027s+ 1.056)(s2 + 0.01368s+ 3.073)(s2 + 6.33s+ 14.1)
.

Nous pouvons alors vérifier que l’ensemble de nos modèles est stable, soit en vérifiant que
l’inégalité (2.2) est vérifiée pour chaque modèle échantillon (Figure 2.10), soit en analysant les
diagrammes de Black de chaque boucle ouverte pour chaque modèle échantillon (Figure 2.11).

Figure 2.7 – Diagramme de Bode des échantillons de modèles P choisis dans B
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Figure 2.8 – Diagramme de Bode de la pondération Loop-Shaping utilisée

Figure 2.9 – Diagramme de Bode du correcteur C obtenu
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Figure 2.10 – Prise en compte d’incertitudes de modèle via la sensibilité complémentaire

Figure 2.11 – Diagramme de Black de KG pour tout G ∈ B
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2.7 Conclusion
La commandeH∞ par Loop-Shaping permet de concevoir un asservissement robuste à des

incertitudes de modèle et à des perturbations extérieures, tout en considérant des contraintes
de performance. Cette conception se réalise via la spécification de pondérations et la mini-
misation d’un critère H∞ portant sur les quatre fonctions de sensibilité S, GS, KS et KGS.

La partie spécification de pondération est la partie la plus délicate et nécessite en pratique
plusieurs itérations avant d’aboutir à un résultat acceptable. De plus, cette spécification n’est
valide que pour une certaine incertitude de modèle spécifiée au préalable. Si ces spécifica-
tions d’incertitude de modélisation changent au cours d’un projet (par exemple lors d’une
fabrication en série de longue durée), alors il est nécessaire de refaire le travail de conception
de correcteur.

Ces problématiques amènent à entrevoir cette méthode de conception d’un angle de vue
différent en considérant les paramètres d’un modèle comme indéterminés. C’est ce qu’on
appelle dans cette thèse la commande paramétrique. L’objectif visé est de se donner de nou-
veaux outils afin de mieux comprendre le problème de commande et les systèmes que l’on
étudie, tout ceci afin de gagner en efficacité lors de la conception de pondérations ou lors du
calcul du correcteur.

Les outils du calcul formel que l’on introduit dans le chapitre suivant vont nous être très
utiles dans cette tâche. Ils vont nous permettre de considérer des paramètres indéterminés
dans notre problème de commande. Selon le type de systèmes étudiés, nous pourrons dire
plus ou moins de choses sur le problème de commande mais, dans tous les cas, la formulation
algébrique de ce problème apportera une plus-value intéressante par rapport à une résolution
numérique classique.

Le chapitre suivant aborde la première difficulté du problème de commande H∞ : la
résolution de l’équation de Riccati R = 0. Le Chapitre 4 utilise ensuite ces résultats pour
l’étude du problème de commande H∞.
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Chapitre 3

Approche symbolique des équations de
Riccati algébriques

Le chapitre précédent a montré que les équations de Riccati algébriques (ERA) inter-
viennent dans la résolution du Problème de Commande Robuste, tout comme dans la for-
mule du problème de commande LQ ou LQG. Dans ce chapitre, nous étudions la résolution
symbolique de telles équations. Par résolution symbolique, nous supposons que l’équation
possède des paramètres inconnus, représentés sous forme symbolique, et que l’on cherche à
réduire la résolution de cette équation à un système plus simple. Dans l’idéal, nous aimerions
trouver une paramétrisation de l’ensemble des solutions, voire les représenter sous forme close.

L’avantage de résoudre symboliquement ces équations par rapport à des méthodes pure-
ment numériques (telles que, par exemple, celles décrites dans [BG96], [Lau79], ou [AL84]
sur laquelle est basée la commande gcare de MATLAB) est que les solutions (ou le moyen
de les représenter symboliquement) dépendent explicitement des paramètres. Ceci permet
d’étudier, par exemple, comment ces solutions évoluent en fonction de ces paramètres. On
parlera alors d’étude de sensibilité par rapport aux paramètres. Un autre avantage est de
pouvoir certifier tout résultat, c’est-à-dire de délimiter complètement des zones singulières
à certains problèmes dans l’espace des paramètres. Enfin, dans le cas où des formes closes
sont calculables pour la solution d’un problème, un avantage est de pouvoir s’affranchir de
tout algorithme d’optimisation pour résoudre le problème pour un jeu de paramètres donnés
(valeurs numériques), puisque seule une évaluation de la forme close est alors nécessaire.

Dans la continuité des travaux de [FE93a, FE93b] ou [KYAH09], nous proposons une
approche pour résoudre l’ERA utilisée pour la commande LQ/LQG/H∞ de systèmes SISO
sans transfert direct, que l’on note R = 0. Après le rappel des définitions de quelques no-
tions d’algèbre (Section 3.1), nous montrons comment réduire cette équation matricielle à un
système d’équations polynomiales E et ce par deux méthodes différentes (Section 3.3). Dans
le cas où le système est considéré sous forme canonique, la première méthode est basée sur
le système d’équation polynomiales découlant de l’ERA. Nous remarquons alors un schéma
de substitution simplifiant grandement les calculs et ce, à n’importe quel ordre. La deuxième
méthode est une généralisation de [KYAH09] dans le cas des systèmes à paramètres (en uti-
lisant des techniques de la théorie des modules [Rot09]). Nous montrons alors l’équivalence
des systèmes obtenus dans les deux méthodes. La paramétrisation des solutions de R = 0
suivant les solutions de E est obtenue explicitement pour n’importe quel ordre n. En Sec-
tion 3.4, nous détaillons les propriétés remarquables de ce système d’équations polynomiales.
Ensuite, en Section 3.5, nous appliquons les outils présentés en Section 3.1 au système E à
paramètres fixés. Nous proposons alors une méthode afin de déterminer systématiquement
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une paramétrisation des solutions de E , puis d’identifier quelle solution de E représente la
solution définie positive de R = 0 en reprenant les travaux de [KYAH09]. En Section 3.6,
nous étendons ces résultats au système E à paramètres non fixés pour 1 ≤ n ≤ 4, en se ba-
sant sur des calculs de cellules régulières et de variété discriminantes de E . Ceci nous permet
d’expliciter des formes closes pour les solutions de E , et donc de R = 0, quels que soient les
paramètres, ainsi que d’identifier la solution définie positive parmi ces solutions. Enfin, en
Section 3.7, nous détaillons quelques propriétés remarquables des systèmes comprenant un
retard défini par une approximation de Padé.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans l’article de conférence [RBQQ16].
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3.1 Quelques notions d’algèbre

3.1.1 Polynômes univariés et multivariés

Dans ce chapitre, nous étudions des polynômes définis sur un corps K, tel que Q, R ou C.
Le lecteur est certainement familier avec la notion de polynôme en une variable, aussi appelé
polynôme univarié. En revanche, nous considérerons en général des polynômes de plusieurs
variables. Nous parlerons alors de polynôme multivarié.

Afin d’être clair avec le formalisme que nous employons dans ce mémoire, nous énonçons
quelques définitions générales.

Définition 3.1. Un monôme en les variables x1, . . . , xn est un produit de la forme xα1
1 . . . xαnn

où les αi sont des entiers positifs, c’est-à-dire α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. Nous noterons alors :

xα := xα1
1 . . . xαnn .

Définition 3.2. Un polynôme f en les variables x1, . . . , xn et à coefficients dans un corps K
est une combinaison K-linéaire finie de monômes :

f =
∑

0≤|α|≤r

aα x
α, aα ∈ K, |α| = α1 + . . .+ αn, r ∈ N.

L’ensemble des polynômes en x1, . . . , xn et à coefficients dans K est noté par K[x1, . . . , xn].

Remarque 3.1. (K[x1, . . . , xn],+,×) est un anneau commutatif (par abus de notation, nous
parlerons simplement de l’anneau K[x1, . . . , xn]). Pour des rappels sur les anneaux, voir, par
exemple, [FED09].

Lorsque K = C, un résultat classique, mais non moins utile, est le suivant.

Théorème 3.1. Tout polynôme non constant f ∈ C[x] admet une racine dans C.

Si l’on veut étendre ce résultat à d’autres corps que C, il est nécessaire de définir la notion
de clôture algébrique.

3.1.2 Extension algébrique et clôture algébrique

Soient K et L deux corps tels que K ⊆ L. On dira alors que L est une extension algé-
brique de K si tout élément l de L satisfait une équation polynomiale univariée à coefficients
dans K, c’est-à-dire qu’il existe p ∈ K[x] tel que p(l) = 0. De plus, cette extension algébrique
sera dite algébriquement close si toute solution d’équation polynomiale univariée à coefficient
dans K appartient à L, c’est-à-dire p(x) = 0 implique que x ∈ L pour tout p ∈ K[x]. On
peut montrer que tout corps K admet une clôture algébrique notée K [Lan02].

Par exemple, Q( 3
√

2) :=
{
a+ b 3

√
2 | (a, b) ∈ Q2

}
est une extension algébrique du corps Q

qui n’est pas algébriquement close car j 3
√

2 et −j 3
√

2, racines de x3− 2, n’appartiennent pas
à Q( 3
√

2). C est une clôture algébrique de R puisque tout élément z = a+i b de C, (a, b) ∈ R2,
est racine du polynôme x2− 2 a x+ a2 + b2 à coefficients réels et toute racine d’un polynôme
à coefficients réels est dans C.
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3.1.3 Systèmes polynomiaux

Dans la suite de ce mémoire, nous considérons des systèmes d’équations polynomiales.
Un système d’équation polynomiales est défini par des polynômes f1, . . . , fs de K[x1, . . . , xn]
tels que : 

f1(x1, . . . , xn) = 0,

...
fs(x1, . . . , xn) = 0.

(3.1)

Exemple 3.1. SoitK = Q. Un exemple de système d’équations polynomiales deQ[x1, . . . , xn]
est : {

x2
1 + 2x1 x2 + x2

2 = 0,

x2
1 x

2
2 − 1 = 0.

Soit K = Q[a]. Un exemple de système d’équations polynomiales de Q[a][x1, . . . , xn] est :{
a x2

1 + 2x2 = 0,

x2
2 x1 + 2x2

1 − a2 = 0.

A ces systèmes de polynômes, nous associons un idéal. Rappelons tout d’abord cette
notion.

Définition 3.3. Soit I ⊆ K[x1, . . . , xn]. I est un idéal si :
– (I,+) est un sous-groupe de (K[x1, . . . , xn],+),
– Si f ∈ I et p ∈ K[x1, . . . , xn], alors p f ∈ I.

Dans le cas de systèmes polynomiaux, nous associons l’idéal suivant.

Définition 3.4. Soient (f1, . . . , fs) ∈ K[x1, . . . , xn]s. Alors, nous notons :

〈f1, . . . , fs〉 :=

{
s∑
i=1

pi fi | (p1, . . . , ps) ∈ K[x1, . . . , xn]s

}
.

Alors 〈f1, . . . , fs〉 est un idéal, appelé idéal de l’anneau K[x1, . . . , xn] engendré/généré par
f1, . . . , fs.

Remarque 3.2. L’idéal 〈f1, . . . , fs〉 est même le plus petit idéal de K[x1, . . . , xn] contenant
{f1, . . . , fs}.

Lorsque K = C, nous pouvons représenter géométriquement les solutions de (3.1). Nous
parlerons alors de variété algébrique complexe. Nous étendrons cette notion sur un corps K
quelconque, bien que les solutions soient généralement définies dans la clôture algébrique K.
Les variétés algébriques en lien avec nos problèmes de commande sont centrales dans cette
thèse.

Définition 3.5. Soit A une K-algèbre. Soient f1, . . . , fs des polynômes de K[x1, . . . , xn] et
〈f1, . . . , fs〉 l’idéal associé. Alors, nous définissons :

VA (〈f1, . . . , fs〉) := {(ν1, . . . , νn) ∈ A n | ∀p ∈ 〈f1, . . . , fs〉, p(ν1, . . . , νn) = 0} .

VA (〈f1, . . . , fs〉) est appelé ensemble algébrique défini par f1, . . . , fs et A , ou encore variété
algébrique affine (formée des A -points) de 〈f1, . . . , fs〉. Dans la suite, on prendra A = K et
on notera V (〈f1, . . . , fs〉) := VK(〈f1, . . . , fs〉), qui sera simplement appelée variété.
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Remarque 3.3. Dans le cas où K = C, la variété VC(〈f1, . . . , fs〉) est un ensemble algébrique
de Cn définie par les zéros communs aux fi.

Remarque 3.4. Reprenons les notations de la Définition 3.5. Si un polynôme
f ∈ K[x1, . . . , xn] s’écrit

f = r +
s∑
i=1

qi fi, r, qi ∈ K[x1, . . . , xn],

alors f = r sur la variété VA (〈f1, . . . , fs〉).

Nous définissons aussi un idéal associé à une variété algébrique comme suit.

Définition 3.6. Soit V une variété algébrique. Alors, nous notons I(V ) l’ensemble des
polynômes s’annulant sur la variété V , c’est-à-dire :

I(V ) := {f ∈ K[x1, . . . , xn] | ∀(ν1, . . . , νn) ∈ V, f(ν1, . . . , νn) = 0} .

I(V ) est un idéal, appelé idéal de V .

Nous disposons de plusieurs objets pour caractériser un système polynomial. Il existe des
correspondances entre ces objets. Notamment, comme tout élément p de 〈f1, . . . , fs〉 s’écrit
sous la forme de p1 f1 + . . .+ ps fs, où (p1, . . . , ps) ∈ K[x1, . . . , xn]s, nous avons :

E := {ν = (ν1, . . . , νn) ∈ A n | fi(ν1, . . . , νn) = 0, i = 1, . . . , s} ⊆ VA (〈f1, . . . , fs〉).

Réciproquement, si ν ∈ VA (〈f1, . . . , fs〉), en utilisant que fi ∈ 〈f1, . . . , fs〉 pour i = 1, . . . , s,
nous obtenons que fi(ν) = 0 pour i = 1, . . . , s, c’est-à-dire que ν ∈ E et donc que
VA (〈f1, . . . , fs〉) ⊆ E, ce qui prouve que E = VA (〈f1, . . . , fs〉).

Proposition 3.1. Si f1, . . . , fs et f ′1, . . . , f ′t sont deux familles génératrices d’un idéal I, c’est-
à-dire que I = 〈f1, . . . , fs〉 = 〈f ′1, . . . , f ′t〉, alors nous avons : V (〈f1, . . . , fs〉) = V (〈f ′1, . . . , f ′t〉),
simplement noté par V (I).

L’idéal contient une information supplémentaire que la variété algébrique n’encode pas :
la multiplicité. Par exemple, considérons les système suivants :

– x2 = 0 : l’idéal associé est I1 = 〈x2〉.
– x = 0 : l’idéal associé est I2 = 〈x〉.

Nous avons I2 6⊆ I1. Par contre, ces deux idéaux sont associés à la même variété algébrique
V (I1) = V (I2) = {0}. En d’autres termes, la multiplicité des solutions d’un système d’équa-
tion polynomiales n’est pas prise en compte dans la variété algébrique associée à celui-ci.
Autrement dit, si un polynôme multivarié s’annule sur tous les points d’une variété V (I),
ceci n’implique pas nécessairement que f ∈ I.

Théorème 3.2. (Hilbert Nullstellensatz ) Soient A une K-algèbre et
f, f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]s+1, où K est un corps algébriquement clos tel que C. Alors,
nous avons :

f ∈ I(VK(〈f1, . . . , fs〉)) ⇒ ∃k ∈ N, fk ∈ 〈f1, . . . , fs〉.

Nous définissons alors la notion d’idéal radical.
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Définition 3.7. Si I est un idéal de K[x1, . . . , xn], alors nous définissons le radical de I, noté√
I, par l’ensemble :

√
I := {f ∈ K[x1, . . . , xn] | fm ∈ I, m ≥ 1} .

Un idéal I est dit radical si
√
I = I.

Afin de déterminer certaines propriétés de la variété V (〈f1, . . . , fs〉) (par exemple sa di-
mension), on est amené à changer de générateurs de l’idéal 〈f1, . . . , fs〉 en considérant, par
exemple, une base de Gröbner. Nous évoquerons cette notion dans les sections qui suivent.

Notons aussi que, disposant du système d’équations (3.1), nous pouvons “simplifier” tout
polynôme dans K[x1, . . . , xn] par (f1, . . . , fs) en utilisant le concept de classe d’équivalence.

3.1.4 Classes d’équivalence

Définition 3.8. Soit r ∈ K[x1, . . . , xn]. On appelle classe d’équivalence de r modulo
〈f1, . . . , fs〉 l’ensemble de polynômes défini par :

r := {α ∈ K[x1, . . . , xn] | r − α ∈ 〈f1, . . . , fs〉} .

r est dit représentant de la classe d’équivalence r.

L’ensemble des classes d’équivalence des polynômes de K[x1, . . . , xn] modulo 〈f1, . . . , fs〉
est un anneau.

Théorème 3.3. [CLO15, Th. 6, Chap. 5, §2] L’ensemble des classes d’équivalences des
polynômes de K[x1, . . . , xn] modulo 〈f1, . . . , fs〉 est un anneau pour les opérations suivantes

∀(r1, r2) ∈ K[x1, . . . , xn]2, r1 + r2 = r1 + r2, r1 r2 = r1 r2,

appelé anneau quotient de K[x1, . . . , xn] par 〈f1, . . . , fs〉 et noté par
A := K[x1, . . . , xn]/〈f1, . . . , fs〉.

Exemple 3.2. Considérons l’idéal 〈f1〉 où f1 = x2
1 − 1. Le polynôme g = x3

1 peut se réduire
modulo 〈f1〉. En effet, nous avons

f1 = x2
1 − 1 = 0,

ce qui implique :
g = x3

1 = x1.

Ainsi, x3
1 et x1 appartiennent à la même classe d’équivalence modulo f1, c’est-à-dire défi-

nissent le même élément dans le quotient K[x1]/〈f1〉.

Notons que l’anneau quotient A vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 3.2. [FED09] A est uneK-algèbre. En particulier, A est unK-espace-vectoriel.
De plus, A est engendré comme K-espace-vectoriel par l’ensemble des classes d’équivalence
des monômes de K[x1, . . . , xn].

Nous accorderons une importance particulière aux anneaux quotients zéro-dimensionnels
définis comme suit.

Définition 3.9. A est dit zéro-dimensionnel si la dimension de A en tant que K espace
vectoriel est finie. Par abus de langage, on dira que 〈f1, . . . , fs〉 est zéro-dimensionnel.

58



3.1 Quelques notions d’algèbre

Il existe des algorithmes permettant de calculer un représentant “simple” d’une classe
d’équivalence, comme par exemple calculer une forme normale [CLO15, Prop. 1, Chap. 2,
§6]. Calculer une forme normale nécessite, par exemple, la connaissance d’une base de Gröbner
de l’idéal 〈f1, . . . , fs〉 engendré par ce système pour un ordre monomial donné. Une base de
Gröbner de 〈f1, . . . , fs〉 est une famille génératrice de l’idéal 〈f1, . . . , fs〉 possédant certaines
propriétés supplémentaires que nous détaillerons dans les sections suivantes. Disposant d’une
base de Gröbner de 〈f1, . . . , fs〉, nous pouvons alors effectuer des opérations effectives dans
l’anneau quotient A := K[x1, . . . , xn]/〈f1, . . . , fs〉, en particulier vérifier si r ∈ 〈f1, . . . , fs〉
en testant que la forme normale r de r vérifie r = 0 (la définition de la forme normale est
explicitée en Section 3.1.7).

3.1.5 Ordres monomiaux

Nous avons vu qu’il y avait une correspondance entre idéaux et systèmes polynomiaux. Il
peut être intéressant de trouver une autre base génératrice de l’idéal I pour “résoudre” cer-
tains problèmes comme reconnaître si un polynôme appartient à un idéal I, ou rechercher les
solutions du système polynomial défini par un idéal zéro-dimensionnel. Les bases de Gröbner
permettent de répondre à ces questions. Avant de définir celles-ci, nous devons parler de
division de polynômes multivariés et d’un algorithme permettant de diviser un polynôme
par un ensemble de polynômes. Dans le cas univarié, celui-ci s’appelle division euclidienne.
Cet algorithme se base sur l’ordonnancement des termes d’un polynôme suivant leur degré.
Si l’on cherche à étendre cet algorithme dans le cas multivarié, nous devons définir la no-
tion d’ordre pour des polynômes à plusieurs variables. C’est ce qui est appelé ordre monomial.

Nous donnons ici la définition d’un ordre monomial ainsi que quelques exemples. Pour
plus de détails, le lecteur est invité à se référer à [CLO15, Chap.2, §2].

Définition 3.10. Un ordre monomial � sur K[x1, . . . , xn] est une relation � sur Nn (ou, de
manière équivalente, une relation sur l’ensemble des monômes xα, α ∈ Nn), satisfaisant :

– � est un ordre total sur Nn, c’est à dire une relation d’ordre pour laquelle deux éléments
de Nn sont toujours comparables,

– si α � β et γ ∈ Nn, alors α + γ � β + γ,
– chaque sous-ensemble non vide de Nn a un plus petit élément pour l’ordre �.

Il existe plusieurs exemples d’ordres monomiaux. Nous en donnons quelques uns ici.

Définition 3.11. Soient α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) dans Nn. Nous disons que
α �lex β si la première composante non nulle de α − β est positive. Nous écrivons alors
xα �lex xβ si α �lex β. Cet ordre est appelé ordre lexicographique.

Définition 3.12. Soient α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) dans Nn. Rappelons que
|α| = α1 + . . . + αn. Nous disons que α �DRL β si |α| > |β| ou si |α| = |β| et la dernière
composante non-nulle de α − β est négative. Nous écrivons alors xα �DRL xβ si α �DRL β.
Cet ordre est appelé ordre du Degré Lexicographique Inverse, abrégé DRL (Degree-Reverse-
Lexicographical).

Exemple 3.3. Considérons les monômes x3
1 x

2
3 et x2

1 x
2
2 x3. Alors, nous avons α = (3, 0, 2)

et β = (2, 2, 1) et α − β = (1,−2, 1). Ainsi, x3
1 x

2
3 �lex x2

1 x
2
2 x3. Par ailleurs,

∑3
i=1 αi =∑3

i=1 βi = 5, d’où x2
1 x

2
2 x3 �DRL x3

1 x
2
3.
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Disposant d’un ordre monomial �, nous pouvons alors ordonner les polynômes de
K[x1, . . . , xn]. Nous définissons les notions suivantes.

Définition 3.13. Soit f :=
∑

α aα x
α un polynôme non nul de K[x1, . . . , xn] et � un ordre

monomial.
• Le degré de f est :

deg(f) = max {α ∈ Nn | aα 6= 0} .

• Le degré total de f est max {|α| | aα 6= 0}.
• Le coefficient de tête (leading coefficient en anglais) de f est :

LC(f) = adeg(f) ∈ K.

• Le monôme de tête (leading monomial en anglais) de f est :

LM(f) = xdeg(f).

• Le terme de tête (leading term en anglais) de f est :

LT(f) = LC(f)LM(f).

Remarque 3.5. Lorsque le contexte est clair, nous ne préciserons par l’ordre monomial
utilisé.

Remarque 3.6. Si n = 1, alors les polynômes de K[x1] sont ordonnés par leur degré.

3.1.6 Division de polynômes à plusieurs variables

Disposant d’un ordre monomial �, nous pouvons définir un algorithme de division dans le
cas multivarié. Étant donné (f, f1, . . . , fs) ∈ K[x1, . . . , xn]s+1, l’algorithme calcule
(r, q1, . . . , qs) ∈ K[x1, . . . , xn]s+1 tel que :

f = r +
s∑
i=1

qi fi.

Un théorème en lien avec un tel algorithme est le suivant.

Théorème 3.4. Soient � un ordre monomial sur Nn et F = (f1, . . . , fs) un s-uplet de
polynômes ordonné de K[x1, . . . , xn]. Alors, tout polynôme f ∈ K[x1, . . . , xn] peut s’écrire

f = q1 f1 + . . .+ qs fs + r, (3.2)

où qi, r ∈ K[x1, . . . , xn] et soit r = 0, soit r est une combinaison K-linéaire de monômes non
divisibles par les termes de tête des fi. Alors, r est appelé reste de la division de f par F .

Ce théorème se prouve simplement en explicitant un algorithme permettant de calculer
les qi et r. L’algorithme est le suivant.
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Algorithme 3.1. (division de f par un s-uplet ordonné (f1, . . . , fs))

Entrées : (f1, . . . , fs) ∈ K[x1, . . . , xn]s un s-uplet ordonné, f ∈ K[x1, . . . , xn]
et � un ordre monomial

Sorties : q1, . . . , qs, r ∈ K[x1, . . . , xn] tels que (3.2) et r est non divisible par
les termes de tête des fi, i = 1, . . . , s

q1 := 0; . . . ; qs := 0; r := 0;

p := f ;

tant que p 6= 0 faire
i := 1

division_effectuée := faux

tant que i ≤ s et division_effectuée = faux faire
si LT(fi) divise LT(p) alors
qi := qi + LT(p)/LT(fi)

p := p− (LT(p)/LT(fi)) fi

division_effectuée := vrai

sinon
i := i+ 1

si division_effectuée = faux alors
r := r + LT(p)

p := p− LT(p)

retourner q1, . . . , qs, r

Notons que, lorsque LT(fi) divise LT(p), alors l’algorithme annule des termes de tête.
Notons aussi que, dans le cas n = 1, nous retrouvons l’algorithme de division euclidienne.

Il est important de noter que suivant l’ordre des fi dans lequel l’algorithme de division
est réalisé, celui-ci peut retourner des résultats différents.

Exemple 3.4. [CLO15, Chap. 2] Soient f = x2 y + x y2 + y2, f1 = y2 − 1 et f2 = x y − 1.
La division de f par (f1, f2) suivant l’ordre x �lex y retourne le reste 2x+ 1. En changeant
l’ordre des polynômes diviseurs, c’est-à-dire en divisant f par (f2, f1) suivant l’ordre x �lex y,
nous obtenons le reste x, différent du reste précédent.

Si {f1, . . . , fs} possède certaines propriétés, alors le résultat de l’algorithme est unique.
Les bases de Gröbner, définies à la section suivante, vérifient une telle propriété.

3.1.7 Bases de Gröbner

Une base de Gröbner d’un idéal I est définie comme suit.

Définition 3.14. Soit un ordre monomial �. Un sous ensemble fini G = {g1, . . . , gt} 6= {0}
d’un idéal I ⊆ K[x1, . . . , xn] est appelée base de Gröbner si :

〈LT(g1), . . . ,LT(gt)〉 = 〈LT(I)〉.

Cette définition étant difficilement applicable en pratique, nous retenons généralement
les propriétés des bases de Gröbner.
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Théorème 3.5. Soient I ⊆ K[x1, . . . , xn] un idéal, G = {g1, . . . , gt} une base de Gröbner de
I pour l’ordre � et f ∈ K[x1, . . . , xn]. Alors, il existe un unique r ∈ K[x1, . . . , xn] avec les
propriétés suivantes :

1. Il existe g ∈ I tel que f = g + r =
t∑
i=1

gi qi + r, pour g1, . . . , gt ∈ K[x1, . . . , xn].

2. Aucun terme de r n’est divisible par LT(gi) pour 1 ≤ i ≤ t.

En particulier, r est l’unique reste de la division de f par G.

Soient I ⊆ K[x1, . . . , xn] un idéal et G = {g1, . . . , gt} une base de Gröbner de I. L’algo-
rithme de division (voir Algorithme 3.1) fourni alors un reste unique lorsque l’on divise le
polynôme f par G. Ce reste est alors appelé forme normale et est noté fG. Cet algorithme
permet notamment de calculer un représentant “simple” (réduit) d’une classe d’équivalence.

Exemple 3.5. Reprenons l’Exemple 3.4. Notons I := 〈f1, f2〉 avec f1 := y2−1 et f2 := x y−1.
Une base de Gröbner de I pour l’ordre lexicographique x �lex y est G1 := {y2 − 1, x − y},
tandis qu’une pour l’ordre x �DRL y est G2 := {x − y, y2 − 1}. Le reste de la division de f
par G1 pour l’ordre x �lex y ou par G2 pour l’ordre x �DRL y est identique et vaut 2y + 1.

Tout d’abord, nous aimerions savoir reconnaître quand un ensemble de polynômes forme
une base de Gröbner, et ensuite, dans le cas négatif, nous voudrions calculer la base de
Gröbner associée à cet ensemble. Pour cela, nous avons besoin d’introduire la définition
suivante.

Définition 3.15. [CLO15, Chap. 2, §6] Soient f et g dans K[x1, . . . , xn]. Le S-polynôme de
f et g est alors la combinaison suivante

S(f, g) =
xγ

LT(f)
f − xγ

LT(g)
g,

où xγ désigne le plus petit commun multiple de LM(f) et LM(g), c’est-à-dire γ = (γ1, · · · , γn),
avec γi = max {αi, βi} avec α = deg(f) et β = deg(g).

Le critère suivant permet alors d’identifier une base de Gröbner.

Théorème 3.6. (Critère de Buchberger) [CLO15, Th. 6, §6, Chap. 2] Soit I un idéal poly-
nomial. Alors, une famille génératrice G = {g1, . . . , gt} de I est une base de Gröbner de I si
et seulement si pour toute paire (i, j) avec i 6= j, le reste de la division de S(gi, gj) par G est
zéro, c’est-à-dire ∀i 6= j, S(gi, gj)

G
= 0.

L’algorithme suivant permet de calculer une base de Gröbner d’un idéal I = 〈f1, . . . , fs〉 6=
{0} en un nombre fini d’étapes.
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Algorithme 3.2. (Algorithme de Buchberger) [CLO15, Chap. 2, §7]

Entrées : F := {f1, . . . , fs} tel que I = 〈f1, . . . , fs〉
Sorties : Une base de Gröbner G = (g1, . . . , gs) de I

G := F ;

répéter
G′ := G

pour toute paire {p, q}, p 6= q dans G′ faire

r := S(p, q)
G′

si r 6= 0 alors G := G ∪ {r}
jusqu’à G = G′

retourner G

Pour des raffinements sur cet algorithme, voir, par exemple, [CLO15, Chap. 2].

Afin de déterminer si deux ensembles de polynômes génèrent le même idéal, il est inté-
ressant de disposer d’une base de Gröbner réduite. Celle-ci est définie comme suit.

Définition 3.16. Une base de Gröbner réduite d’un idéal polynomial I est une base de
Gröbner G de I telle que :

– LC(p) = 1 pour tout p ∈ G,
– pour tout p ∈ G aucun monôme de p n’est divisible par un des monômes de G \ {0}.

Une base de Gröbner réduite possède la propriété suivante.

Théorème 3.7. Soit I 6= {0} un idéal polynomial. Alors, disposant d’un ordre monomial
�, I admet une unique base de Gröbner réduite.

Le Théorème 3.7 permet de montrer que deux ensembles de polynômes génèrent le même
idéal.

3.1.8 Matrices de multiplication

Soit f := {f1, . . . , fs} un système de polynômes de R := K[x1, . . . , xn]. Soit I l’idéal
généré par f , que l’on suppose zéro-dimensionnel. Notons par A := R/I l’anneau quotient
de R par I. Nous définissons la notion de matrice de multiplication de la manière suivante.

Définition 3.17. Soit r ∈ R. Le K-endomorphisme de multiplication de A associé à r ∈ R
est défini par :

Mr : A −→ A

a 7−→ r a.

Autrement dit, l’image de a par cet endomorphisme est la réduction de r a modulo I.
Alors, on peut exprimer a et r a dans une K-base de A . mr est alors défini par une matrice,
permettant de passer du vecteur coordonnée de a à celui de r a ; nous parlons alors de matrice
de multiplication.
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Exemple 3.6. Notons K := Q(d0, d2) le corps des fractions rationnelles en les paramètres
d0, d2 et R := K[b0, b1] l’ensemble des polynômes en les variables b0 et b1 et à coefficients
dans K. Soit B un ensemble de polynômes de R défini par :

B :=
{
b2

0 − d0, b
2
1 − 2 b0 − d2

}
.

Cet ensemble de polynômes sera étudié par la suite. Notons par A := R/〈B〉 l’anneau
quotient de R par 〈B〉. Une K-base de A est {1, b1, b0, b1 b0}. La matrice de multiplication
par b0, notée par Mb0 , a la forme suivante :

Mb0 =


0 0 1 0
0 0 0 1
d0 0 0 0
0 d0 0 0

 .

Celle-ci vérifie bien : 
b0

b0 b1

b2
0

b1 b
2
0

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
d0 0 0 0
0 d0 0 0




1
b1

b0

b1 b0

 .

Soit χ = (χ1, . . . , χn) ∈ Kn. Soit r(x1, . . . , xn) ∈ R. Nous notons r(χ) le scalaire de
K obtenu par substitution de xi = χi dans r pour tout i = 1, . . . , n. Nous avons alors le
théorème suivant.

Théorème 3.8. (Théorème de Stickelberger)[Rou99] Supposons que K est un corps de ca-
ractéristique zéro 1. Soit r(x1, . . . , xn) ∈ R. Alors, les valeurs propres de Mr sont exactement
les r(χ), où χ ∈ V (I), en comptant les multiplicités µχ.

Autrement dit, en calculant le polynôme caractéristique de Mr, on obtient un polynôme
pr dont les racines sont exactement r(χ) où χ est dans V (I). Notons que si pr est sans facteur
carré, nous pouvons en conclure que r sépare V (I).

Les matrices de multiplication et le Théorème de Stickelberger servent notamment au
calcul de la Représentation Univariée Rationnelle présentée au Théorème 3.17.

3.1.9 Résultants

Soient deux polynômes f et g dans K[x], respectivement de degré m et n :

{
f = am x

m + . . .+ a1 x+ a0,

g = bn x
n + . . .+ b1 x+ b0,

a0, . . . , am, b0, . . . , bn ∈ K.

1. La caractéristique d’un anneau est le plus petit entier n ≥ 1 tel que
n∑

i=1

1 = 0. Si un tel entier n n’existe

pas, alors l’anneau est dit de caractéristique zéro. Cette définition s’étend aux corps.
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Le résultant de f et g par rapport à la variable x est défini comme étant le déterminant de
la matrice de Sylvester de taille (m+ n)× (m+ n) suivante

Syl(f, g) =

(
U
V

)
∈ K(m+n)×(m+n),

U =


am am−1 . . . an . . . a0 0 . . . 0
0 am . . . an−1 . . . a1 a0 . . . 0
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 am . . . . . . . . . . . . a0

 ∈ K(n)×(m+n),

V =


bn bn−1 . . . bm . . . b0 0 . . . 0
0 bn . . . bm−1 . . . b1 b0 . . . 0
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...
0 . . . 0 bn . . . . . . . . . . . . b0

 ∈ K(m)×(m+n),

c’est-à-dire Res(f, g, x) := det(Syl(f, g)) ∈ K.

Nous résumons ici quelques propriétés remarquables du résultant.

Proposition 3.3. [CLO06] Soient deux polynômes f et g de K[x]. Alors,

1. Res(f, g, x) est un polynôme en les coefficients de f et g.

2. Res(f, g, x) = 0 si et seulement si f et g ont un facteur commun dans K[x].

3. Il existe deux polynômes A et B dans K[x] tels que :

Res(f, g, x) = Af +B g.

Les coefficients de A et B sont des polynômes en les coefficients de f et g.

Dans cette thèse, le point 2 de la précédente proposition sera souvent utilisé.

Notons aussi que la notion de résultant s’étend à un système de N ∈ N polynômes. Pour
plus de détails, nous référons à [CLO06, Chap. 3].

3.1.10 Variétés discriminantes

Supposons que l’on travaille dans le corps K := Q(θ), où θ = (θ0, . . . , θn) est un vecteur
de paramètres, et que l’on étudie l’idéal zéro-dimensionnel 〈f1, . . . , fs〉 de K[x1, . . . , xn]. Le
nombre de solutions (dansK, comptées avec multiplicités) du système polynomial {f1, . . . , fs}
peut changer pour des valeurs différentes de θ. Pour s’en convaincre, nous pouvons considérer
le système polynomial suivant : {

f1 := θ x1 − 1 = 0,

f2 := x2 − 1 = 0.

Pour θ 6= 0, ce système admet une solution simple (1/θ, 1). En revanche, pour θ = 0, ce
système n’admet pas de solutions. Il convient alors de caractériser ces valeurs de paramètres
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pour lesquelles le nombre de solutions d’un système polynomial change. C’est ce que carac-
térise une variété discriminante.

Définir précisément une variété discriminante d’une manière générale est technique. Nous
proposons ici de limiter sa définition à un polynôme univarié de degré n. Pour une définition
plus générale, nous référons à [LR07] ou [Mor08]. Notons alors θ := (θ0, . . . , θn) un vecteur
de paramètres et définissons un polynôme comme suit :

P := θnX
n + θn−1X

n−1 + . . .+ θ1X + θ0.

Tout d’abord, définissons la notion de discriminant de P .

Définition 3.18. Le discriminant de P est défini par

∆P := Res
(
P,
d P

d x
, x

)
, (3.3)

où Res
(
P, dP

d x
, x
)
dénote le résultant de P et de sa dérivée en x. Nous adoptons aussi la

notation :
disc(P, x) := Res

(
P,
d P

d x
, x

)
.

Pour plus d’informations sur les résultants, voir la Section 3.1.9.

En pratique, le discriminant de P correspond au lieu des paramètres où l’une des ra-
cines de P devient multiple. Des logiciels de calcul formel tels que Maple ou Mathematica
permettent de calculer cet objet.

Exemple 3.7. Soit P := θ2X
2 + θ1X + θ0. Le discriminant de P est alors défini par :

∆P := θ2
1 − 4 θ2 θ0.

∆P = 0 est le lieu de l’espace des paramètres θ sur lequel P admet une solution multiple.

Du discriminant de P , nous définissons sa variété discriminante.

Définition 3.19. La variété discriminante de P est définie par :

VP :=
{
θ ∈ Cn+1 |∆P (θ) = 0

}
∪
{
θ ∈ Cn+1 | θn = 0

}
. (3.4)

Exemple 3.8. Soit P := θ2X
2 + θ1X + θ0. Le variété discriminante de P est alors définie

par :
VP :=

{
θ ∈ C3 | θ2

1 − 4 θ2 θ0 = 0
}
∪
{
θ ∈ C3 | θ2 = 0

}
.

Une coupe de VP à θ2 = 1 est donnée en Figure 3.1.

D’une manière générale, la variété discriminante d’un système polynomial est une géné-
ralisation du discriminant d’un polynôme univarié. Elle décrit l’ensemble des points critiques
du système, c’est-à-dire les singularités, le lieu où le système admet une solution de mul-
tiplicité plus grande que 1, et le lieu où une solution tend vers l’infini. Géométriquement,
la variété discriminante permet de décomposer l’espace des paramètres en cellules régulières
dans lesquelles le nombre de racines réelles est constant. En prenant un point particulier
dans chaque cellule régulière, et en calculant les solutions du système en ce point (via, par
exemple, un algorithme d’isolation certifié tel que celui proposé dans [CA76]), nous déduisons
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alors le nombre de solutions réelles dans la cellule.

Bien que les frontières des cellules soient données par la variété VP , trouver un point
témoin dans chacune d’elles n’est pas trivial. Il convient alors de définir une méthode sys-
tématique pour trouver un point dans chaque cellule. Une méthode consiste à calculer une
Décomposition Cylindrique Algébrique [CH91, ACM84] de P et de ne considérer que les cel-
lules de dimension maximale (c’est-à-dire de dimension égale au nombre de paramètres, ou
en d’autres termes, en ne considérant que les cellules où les racines sont de multiplicité 1).
Nous proposons d’introduire une telle méthode via l’exemple simple suivant.

Exemple 3.9. Considérons un polynôme P de la forme

P (b1) := b2
1 + θ1 b1 + θ0.

Le coefficient de tête de P étant 1, sa variété discriminante est :

VP =
{

(θ0, θ1) ∈ R2 |∆P (θ) := θ2
1 − 4θ0 = 0

}
.

Celle-ci est représentée en Figure 3.1.

Figure 3.1 – Variété discriminante de P suivant b1

Nous distinguons alors deux cellules. Afin de les caractériser, l’idée est de calculer certains
points singuliers de la variété VP [CLO15, Chap. 3], c’est-à-dire des points d’intersection de
la variété avec elle-même, ou des points où une dérivée s’annule.

Considérons ∆P comme un polynôme en θ1. Nous avons :

∂∆P

∂θ1

= 2 θ1.

Afin de déterminer les points de ∆P où sa dérivée en θ1 s’annule, nous devons considérer le
système polynomial suivant : 

∆P (θ1) = θ2
1 − 4θ0 = 0,

∂∆P

∂θ1

(θ1) = 2 θ1 = 0,
(3.5)
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Ceci rappelle la définition du discriminant. En effet, nous cherchons θ1 tel que celui-ci soit
racine de ∆P et de sa dérivée en θ1. En d’autre termes, nous cherchons les conditions telles
que θ1 soit racine multiple de ∆P . Le calcul du discriminant de ∆P en θ1 donne :

disc(∆P , θ1) = 16 θ0. (3.6)

Ce dernier s’annule si et seulement si θ0 = 0. En particularisant θ0 = 0 dans ∆P , nous obte-
nons θ2

1 = 0, soit θ1 = 0. Nous trouvons alors un seul point critique : θ = (0, 0). Notons que
la résolution directe du système (3.5) nous aurait permis de trouver ce point directement.
La Figure 3.1 nous permet de confirmer un tel résultat.

Notons alors que (3.6) décompose les valeurs de θ0 en deux intervalles I1 et I2 :

I1 := {θ0 ∈ R | θ0 < 0}, I2 := {θ0 ∈ R | θ0 > 0}. (3.7)

Au dessus de chaque intervalle, le nombre de racines réelles de ∆P en θ1 est constant. Plus
particulièrement, si θ0 < 0, alors ∆P n’admet pas de racine réelle en θ1, et si θ0 > 0, alors
∆P admet 2 racines réelles en θ1. Nous pouvons alors décomposer l’espace θ = (θ0, θ1) en 4
cellules notées Ci, i = 1, . . . , 4, définis par :

– C1 := {θ = (θ0, θ1) ∈ R2 | θ0 < 0},
– C2 := {θ = (θ0, θ1) ∈ R2 | θ0 > 0, θ1 < −

√
4 θ0},

– C3 := {θ = (θ0, θ1) ∈ R2 | θ0 > 0, −
√

4 θ0 < θ1 <
√

4 θ0},
– C4 := {θ = (θ0, θ1) ∈ R2 | θ0 > 0, θ1 <

√
4 θ0}.

Dans chaque cellule Ci, notons que, le nombre de racines réelles de P est constant puisque
∆P ne s’y annule pas. De plus, un point témoin dans chacune d’elle est facilement calculable
comme suit. On choisi un θ0 positif puis on particularise ∆P en ce point, dont on calcule
les racines en θ1. Il suffit alors de choisir un point dans un intervalle défini par ces dernières
racines en θ1.

Par ailleurs, notons qu’en choisissant de calculer le discriminant de ∆P en θ0, nous ob-
tiendrions une décomposition en cellule plus simple puisque celui-ci ne s’annule jamais. En
effet, pour tout θ1, nous avons :

∆P (θ0, θ1) = 0 ⇔ θ0 = θ2
1/4.

En procédant de la sorte, nous obtenons alors uniquement deux cellules discriminées par
les valeurs de θ0 suivant les valeurs de θ1. Ceci est facilement remarquable en tournant la
Figure 3.1 d’un quart de tour.

�

Une telle procédure se généralise à un nombre quelconque de paramètres en calculant
des discriminants successifs de la variété discriminante du polynôme étudié. Les polynômes
obtenus à ces différentes étapes sont appelés polynômes projetés.

De cet exemple, retenons simplement la chose suivante : en calculant les discriminants
successifs de ∆P suivant les paramètres θ dans un ordre donné, nous décomposons l’espace
des paramètres en cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de P est constant, et
dont il est possible d’extraire un point particulier facilement. En pratique, nous utilisons le
système de calcul formel Maple et la commande CellDecomposition du package RootFinding
afin de calculer une telle décomposition en cellules.
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3.2 Classe de systèmes et équation de Riccati algébrique
R = 0 étudiés

Dans ce chapitre, nous considérons un système linéaire SISO G, de dimension finie n ≥ 1,
strictement propre, et représenté par sa fonction de transfert G d’entrée u et de sortie y.
Soient les paramètres a et c suivants :{

a := (a0, . . . , an−1),
c := (c0, . . . , cn−1).

Nous notons par K[x] l’ensemble des polynômes en la variable x à coefficients dans un corps
K, et K(x) l’ensemble des fractions rationnelles en x à coefficients dans un corps K.

Soient les polynômes suivants{
D(s) := a0 + a1 s+ . . .+ ai s

i + . . .+an−1 s
n−1 + sn ∈ Q[a, s],

N(s) := c0 + c1 s+ . . .+ cj s
j + . . .+cn−1 s

n−1 ∈ Q[c, s],

tels que :

G(s) :=
N(s)

D(s)
∈ Q(a, c, s). (3.8)

Considérons la représentation d’état de G sous la forme canonique de commande définie par
le triplet (A,B,C) donné comme suit :{

Ẋ = AX +B u,

y = C X,

A :=



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . . . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1

 ∈ Q[a]n×n, B :=


0
...
0

1

 ∈ Qn×1, (3.9)

C := (c0 c1 . . . cn−1) ∈ Q[c]1×n .

Remarque 3.7. Supposons que le systèmeG dépende de paramètres physiques θ (tels qu’une
masse, une raideur, une longueur, etc.). Alors, les paramètres a et c dépendent explicitement
de θ.

Afin de simplifier les futures notations, nous imposons les notations suivantes :
an := 1,

cn := 0,

∀k ∈ Z, k < 0, ak := 0, ck := 0,

∀k ∈ Z, k > n, ak := 0, ck := 0.

(3.10)

Dans le cas des systèmes SISO, nous souhaitons résoudre l’ERA associée au PCR pour
un tel système G, à savoir (voir Corollaire 2.6) :

R := X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0. (3.11)
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Une telle équation peut-être vue comme un système d’équations polynomiales en les coef-
ficients de X, comme nous le verrons par la suite. Par résoudre, nous entendons trouver
une représentation la plus simple des solutions de R = 0. Dans ce chapitre, nous ferons ré-
férence au PCR dans le cas des systèmes SISO sans préciser davantage le contexte précédent.

3.3 Réduction de R = 0 à un système d’équations poly-
nomiales B = 0

3.3.1 Paramétrisation des solutions de R = 0 par un calcul des
sous-espaces propres de la matrice Hamiltonienne associée

A paramètres fixés a et c, une approche classique pour trouver la solution définie posi-
tive de R = 0 est de calculer les sous-espaces propres de la matrice Hamiltonienne associée
[ACA+99]. Cette démarche fut reprise par [KYAH09] pour résoudre R = 0 avec des para-
mètres fixés. Nous proposons de reprendre cette démarche ici, dont nous réutiliserons des
résultats par la suite.

Propriétés de la matrice Hamiltonienne associée à l’EAR

La matrice Hamiltonienne associée à l’équation de Riccati algébrique (3.11) est une ma-
trice de taille 2n× 2n définie par :

H :=

(
A −BBT

−CT C −AT
)
∈ Q[a, c]2n×2n. (3.12)

Définissons son polynôme caractéristique comme suit.

Définition 3.20. Nous dénotons par f le polynôme caractéristique de H , soit :

f(λ) := det (H − λ I2n). (3.13)

Remarque 3.8. Notons que le concept de déterminant est bien défini sur un anneau com-
mutatif tel que Q[a, c]. Voir, par exemple, [Rot09].

Ce polynôme possède la propriété suivante.

Théorème 3.9. Soient

d2k := a2
k + c2

k + 2
n∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m) , (3.14)

Alors, le polynôme caractéristique de H a la forme suivante :

f(λ) := (−1)n
n∑
k=0

(−1)k d2k λ
2k. (3.15)
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Démonstration. Rappelons que le polynôme caractéristique de H (voir (3.12)) est défini
par :

f(λ) := det (H − λ I2n) = (−1)2n det (λ I2n −H ) = det (λ I2n −H ) .

Plus précisément, ce déterminant s’écrit

f(λ) = det(H(0)),

où :

H(0) :=



λ −1 0 . . . . . . 0 0 . . . 0 0

0 λ −1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
... . . . . . . . . . ...

...
...

...
...

...

0 0 . . . λ −1 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 λ −1 0 · · · 0 0

a0 a1 a2 . . . an−2 an−1 + λ 0 · · · 0 1

c2
0 c1 c0 . . . . . . . . . cn−1 c0 λ 0 0 . . . 0 −a0

c0 c1 c2
1 . . . . . . . . . cn−1 c1 1 λ 0 . . . 0 −a1

c0 c2 c1 c2 . . . . . . . . . cn−1 c2 0 1 λ . . . 0 −a2

...
...

...
...

...
...

... . . . . . . . . . ...
...

...
...

...
...

...
... 0 . . . 0 1 λ −an−2

c0 cn−1 c1 cn−1 . . . . . . . . . c2
n−1 0 . . . . . . 0 1 −an−1 + λ



.

Rappelons quelques propriétés du déterminant que nous allons utiliser [Gri15, Chap. 4].
Le déterminant d’une matrice M à coefficients dans un anneau commutatif tel que Q[a, c]
possède les propriétés suivantes :

– Échanger une ligne de M avec une autre, ou une colonne avec une autre multiplie le
déterminant par −1.

– La valeur du déterminant de M ne change par lorsque l’on ajoute à une colonne de M
une combinaison linéaire des autres colonnes de M . Cette propriété est aussi vérifiée
pour les lignes de la matrice M .

Nous noterons par lignei(M) la ième ligne d’une matrice M , et par coli(M) sa ième colonne.
Nous allons alors effectuer des opérations sur les lignes et les colonnes de H(0) afin de calculer
son déterminant. Définissons la matrice H(1) ∈ Q[a, c, λ]2n×2n comme suit :

H
(1)
i,j :=

{
−λH(1)

n+2,j +H
(1)
n+1,j si i = n+ 1,

H
(0)
i,j sinon.
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La matrice H1 a alors la forme suivante :

H(1) :=

λ −1 0 . . . . . . 0 0 . . . 0 0

0 λ
. . . 0 . . . 0

... . . .
...

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

... . . .
...

...
...

. . . λ −1 0
... . . .

...
...

0 . . . . . . 0 λ −1 0 · · · 0 0

a0 a1 . . . . . . an−2 an−1 + λ 0 · · · 0 1

c0(c0 − λ c1) c1(c0 − λ c1) . . . . . . . . . cn−1(c0 − λ c1) 0 −λ2 0 . . . 0 −a0 + λ a1

c0 c1 c21 . . . . . . . . . cn−1 c1 1 λ 0 . . . 0 −a1
c0 c2 c1 c2 . . . . . . . . . cn−1 c2 0 1 λ . . . 0 −a2
...

...
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
...

... 0 . . . 0 1 λ −an−2
c0 cn−1 c1 cn−1 . . . . . . . . . c2n−1 0 . . . . . . 0 1 −an−1 + λ



.

Alors, par construction, nous avons :

f(λ) = det(H(1)).

La (n + 1)ème colonne de H(1) est alors composée uniquement de zéros et d’un seul terme
égal à 1 (le terme à la ligne n+ 2). Cette colonne peut-être utilisée pour mettre à zéros tous
les coefficients de la ligne n+ 2. Pour cela, nous utilisons la procédure suivante.

Réduction 3.1.

H(2) := H(1)

i0 := n+ 2

j0 := n+ 1

for j from 1 to 2n

if j 6= j0 then

colj(H(2)) := colj(H(1))−
H

(1)
i0,j

H
(1)
i0,j0

× colj0(H
(1))

end if
end for.
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En appliquant la Réduction 3.1, nous créons la matrice

H(2) :=

λ −1 0 . . . . . . 0 0 . . . 0 0

0 λ −1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

...

0 0 . . . λ −1 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0 λ −1 0 · · · 0 0

a0 a1 . . . . . . an−2 an−1 + λ 0 · · · 0 1

c0(c0 − λ c1) c1(c0 − λ c1) . . . . . . . . . cn−1(c0 − λ c1) 0 −λ2 0 . . . 0 −a0 + λ a1

0 0 . . . . . . . . . 0 1 0 0 . . . 0 0

c0 c2 c1 c2 . . . . . . . . . cn−1 c2 0 1 λ . . . 0 −a2
...

...
...

...
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

...
...

...
...

... 0 . . . 0 1 λ −an−2
c0 cn−1 c1 cn−1 . . . . . . . . . c2n−1 0 . . . . . . 0 1 −an−1 + λ



,

telle que :

f(λ) = det(H(2)).

Ces deux dernières opérations peuvent être répétées de la ligne n+ 1 jusqu’à la ligne 2n.
Pour plus de clarté, nous explicitons la démarche dans la procédure suivante.

Réduction 3.2.

H(3) := H(2)

for i from n+ 2 to 2n

lignen+1(H(3)) := lignen+1(H(3)) + lignei(H
(3))× (−1)i−(n+1)λi−(n+1)

for j from 1 to 2n

if j 6= i− 1 then

colj(H(3)) := colj(H(3))−H(3)
i,j × coli−1(H(3))

end if
end for

end for.

En appliquant la Réduction 3.2, et en utilisant le fait que an := 1, nous obtenons la
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matrice suivante

H(3) :=

λ −1 0 . . . . . . 0 0 . . . 0 0

0 λ
. . . 0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . λ −1 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 λ −1 0 · · · 0 0

a0 . . . aj . . . an−2 an−1 + λ 0 · · · 0 1

. . . . . . cj
n−1∑
k=0

(−1)k ck λ
k . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 0 −

n∑
k=0

(−1)k ak λ
k

0 0 . . . . . . . . . 0 1 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . . . . . . . 0 0 1 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

...
...

...
... 0 . . . 0 1 0 0

0 0 . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . 0 1 0



,

vérifiant f(λ) = det(H(3)). Définissons la matrice H(4) de la manière suivante :

H
(4)
i,j :=

 H
(3)
n+1,j +

(
n∑
k=0

(−1)k ak λ
k

)
×H(3)

n,j si i = n+ 1,

H
(3)
i,j sinon.

En rappelant que cn = 0 et an = 1 (voir (3.10)), nous avons

H
(4)
n+1,j = cj−1

n−1∑
k=0

(−1)k ck λ
k + aj−1

n∑
k=0

(−1)kak λ
k =

n∑
k=0

(−1)k (cj−1 ck + aj−1 ak)λ
k,

pour j = 1, . . . , n− 1. Nous introduisons alors la notation suivante :

αj,k := cj ck + aj ak = αk,j, j = 0, . . . , n, k = 0, . . . , n. (3.16)

Nous avons alors :

H
(4)
n+1,j =

n∑
k=0

(−1)kαj−1,k λ
k, j = 1, . . . , n− 1.

Par ailleurs, le coefficient à la ligne n+ 1 et à la colonne n de H(4) s’écrit :

H
(4)
n+1,n =

n∑
k=0

(−1)k αn−1,k λ
k + λ

n∑
k=0

(−1)k ak λ
k.

74



3.3 Réduction de R = 0 à un système d’équations polynomiales B = 0

La matrice H(4) a alors la forme suivante

H(4) :=

λ −1 0 . . . . . . 0 0 · · · · · · 0 0

0 λ −1
. . . 0

...
...

...
...

...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

...

...
. . . λ −1 0

...
...

...
...

...
0 . . . . . . 0 λ −1 0 · · · · · · 0 0

a0 . . . . . . . . . an−2 an−1 + λ 0 · · · · · · 0 1

n∑
k=0

(−1)k α0,k λ
k . . .

n∑
k=0

(−1)k αj,k λ
k . . .

n∑
k=0

(−1)k αn−2,k λ
k

n∑
k=0

(−1)k αn−1,k λ
k 0 0 0 . . . 0

+λ
n∑
k=0

(−1)k ak λ
k

0 . . . . . . . . . . . . 0 1 0 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 0 0 1 0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0 1 0



,

et vérifie f(λ) = det(H(4)). Nous pouvons alors développer le déterminant par rapport à la
dernière colonne de H(4), constituée d’un seul 1 à la ligne n et de zéros ailleurs. Nous devons
alors multiplier le déterminant par (−1)2n+n = (−1)n. Ainsi, le déterminant à calculer est
celui d’une matrice de taille (2n− 1)× (2n− 1) et s’écrit f(λ) = (−1)n det(H(5)) où :

H(5) :=

λ −1 0 . . . . . . 0 0 . . . 0

0 λ −1 0 . . . 0
...

...
...

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

...
...

...
. . . λ −1 0

...
...

...
0 . . . . . . 0 λ −1 0 · · · 0

n∑
k=0

(−1)k α0,k λ
k . . .

n∑
k=0

(−1)k αj,k λ
k . . . . . .

n∑
k=0

(−1)k αn−1,k λ
k 0 0 0 . . . 0

+λ
n∑

k=0

(−1)k ak λ
k

0 . . . . . . . . . . . . 0 1 0 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 0 0 1 0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
...

...
...

... 0 . . . 0 1 0

0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . 0 1



.

En développant le déterminant par rapport aux n − 1 dernières colonnes de H(5), nous
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obtenons f(λ) := (−1)n det(H(6)), où :

H(6) :=



λ −1 0 . . . . . . 0
0 λ −1 0 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...
0 0 . . . λ −1 0
0 0 . . . 0 λ −1

n∑
k=0

(−1)k α0,k λ
k . . . . . . . . . . . .

n∑
k=0

(−1)kαn−1,kλ
k

+λ
n∑
k=0

(−1)k ak λ
k


.

Afin de calculer plus facilement le déterminant de la matrice H(6), nous appliquons ensuite
la procédure suivante.

Réduction 3.3.

H(7) := H(6)

for i from 1 to n− 1

coln−i(H(7)) := coln−i(H(7)) + λ× coln−i+1(H(7))

end for
end for.

La matrice H(7) obtenue a alors la forme suivante

H(7) :=



0 −1 0 . . . . . . 0
0 0 −1 0 . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...
0 0 . . . 0 −1 0
0 0 . . . 0 0 −1

n−1∑
l=0

n∑
k=0

(−1)k αl,k λ
l+k ? . . . . . . . . . ?

+
n∑
k=0

(−1)k ak λ
n+k


,

où les étoiles représentent des termes qu’il n’est pas nécessaire de préciser pour le calcul de
son déterminant, et nous avons f(λ) = (−1)n det(H(7)). Les expressions des αl,k et an = 1,
cn = 0 permettent alors d’obtenir l’expression intermédiaire suivante :

f(λ) := (−1)n (−1)n−1 (−1)n−1

×
n∑
k=0

((
n−1∑
l=0

(−1)k (al ak + cl ck)λ
l+k

)
+ (−1)k (an ak + cn ck) λ

n+k

)

= (−1)n
n∑
k=0

n∑
l=0

(−1)k (al ak + cl ck)λ
l+k.

(3.17)
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Par ailleurs, nous avons :

f(λ) = (−1)n
n∑
k=0

n∑
l=0

(−1)k (al ak + cl ck)λ
l+k,

= (−1)n
n∑
k=0

 ∑
0≤i,j≤n
i+j=2k

(−1)i (ai aj + ci cj)λ
2k +

∑
0≤i,j≤n

i+j=2k+1

(−1)i (ai aj + ci cj)λ
2k+1

 .

D’une part, le coefficient en λ2 k+1 de f s’écrit :

∑
0≤i,j≤n

i+j=2k+1

(−1)i (ai aj + ci cj) =
k∑
l=0

(−1)l (al a2k+1−l + cl c2k+1−l)

+
k∑
l=0

(−1)2k+1−l (a2k+1−l al + c2k+1−l cl) .

Nous avons al a2k+1−l+cl c2k+1−l = a2k+1−l al+c2k+1−l cl et le signe de (−1)l et de (−1)2k+1−l =
(−1)l+1 sont toujours opposés, ce qui implique∑

i+j=2k+1

(−1)i (ai aj + ci cj) = 0,

ce qui montre que f est un polynôme pair, et plus précisément que :

f(λ) = (−1)n
n∑
k=0

∑
0≤i,j≤n
i+j=2k

(−1)i (ai aj + ci cj)λ
2k. (3.18)

En gardant à l’esprit les notations (3.10), nous pouvons écrire :∑
0≤i,j≤n
i+j=2k

(−1)i (ai aj + ci cj)

=
2k∑
i=0

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i)

(les notations (3.10) permettent des indices négatifs ou supérieur à n)

=
k∑
i=0

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i) +
2k∑

i=k+1

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i)

(changement de variable : l = 2k − i)

=
k∑
i=0

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i) +
0∑

l=k−1

(−1)2k−l (a2k−l al + c2k−l cl)

(la somme est commutative)

=
k∑
i=0

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i) +
k−1∑
l=0

(−1)2k−l (a2k−l al + c2k−l cl)

= (−1)k
(
a2
k + c2

k

)
+

k−1∑
i=0

(
(−1)i + (−1)2k−i) (ai a2k−i + ci c2k−i) .
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En remarquant que

(−1)i + (−1)2k−i = (−1)i + (−1)i = 2 (−1)i,

nous pouvons simplifier l’expression précédente et nous obtenons :∑
0≤i,j≤n
i+j=2k

(−1)i (ai aj + ci cj) = (−1)k
(
a2
k + c2

k

)
+ 2

k−1∑
i=0

(−1)i (ai a2k−i + ci c2k−i)

(changement de variable : m = k − i)

= (−1)k
(
a2
k + c2

k

)
+ 2

1∑
m=k

(−1)k−m (ak−m ak+m + ck−m ck+m)

(la somme est commutative)

= (−1)k
(
a2
k + c2

k

)
+ 2

k∑
m=1

(−1)k−m (ak−m ak+m + ck−m ck+m)

= (−1)k

(
a2
k + c2

k + 2
k∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m)

)
.

L’équation (3.18) donne alors

f(λ) = (−1)n
n∑
k=0

∑
0≤i,j≤n
i+j=2k

(−1)i (ci cj + ai aj)λ
2k

= (−1)n
n∑
k=0

(−1)k

(
c2
k + a2

k + 2
k∑

m=1

(−1)m (ck−m ck+m + ak−m ak+m)

)
λ2k

= (−1)n
n∑
k=0

(−1)k d2 k λ
2k,

ce qui conclut la preuve.
Remarque 3.9. En particulier, le Théorème 3.9 montre que le polynôme f est pair quelles
que soient les valeurs de paramètres a et c, c’est-à-dire :

f(λ) = f(−λ).

De plus, si a et c sont des paramètres réels, alors les d2 k définis par (3.14) sont réels, ce qui
implique que le polynôme f est réel. Ainsi, si λ est racine de f , alors λ l’est aussi. Nous
avons alors les symétries λ 7→ −λ et λ 7→ λ du spectre de la matrice H .

Lorsque les paramètres a et c sont fixés à des valeurs réelles, nous avons le résultat suivant.
Proposition 3.4. [ACA+99] Soient a ∈ Rn et c ∈ Rn. Supposons que le système G défini en
(3.8) est stabilisable et détectable. Alors la matrice Hamiltonienne H définie en (3.12) n’a pas
de valeurs propres sur l’axe imaginaire. De plus, toutes ses valeurs propres sont symétriques
par rapport à l’axe imaginaire. Dans ce cas, les valeurs propres de H ont alors la géométrie
donnée par la Figure 3.2.

En d’autres termes, la Proposition 3.4 implique que, lorsque a et c sont fixés et que G
est commandable et observable, il existe n valeurs propres de H , notées λi pour i ∈ J1, nK
et telles que :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i 6= j, λi 6= −λj. (3.19)
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Figure 3.2 – Schéma du spectre de H avec λ ∈ C+ vérifiant f(λ) = 0

Calcul d’une solution de R = 0 à paramètres fixés

Soient a ∈ Rn et c ∈ Rn. Le raisonnement qui suit est basé sur l’article [KYAH09].
Supposons que le système est commandable et observable. Nous pouvons alors choisir n
valeurs propres satisfaisant (3.19), que l’on note par λi, i = 1, . . . , n. Soit V une matrice
construite par concaténation verticale de vecteurs propres associée aux n valeurs propres λi.
En notant vλi un vecteur propre associé à la valeur propre λi, nous avons :

V :=
(
vλ1 vλ2 · · · vλn

)
∈ R2n×n. (3.20)

Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 3.5. Soient a ∈ Rn et c ∈ Rn tels que G soit commandable et observable.
Soient λi, i = 1, . . . , n, n valeurs propres de H satisfaisant (3.19). Soit V définie par (3.20)
où vλi est un vecteur propre associé à la valeur propre λi. Soit V1 et V2 deux matrices carrées
de taille n vérifiant :

V =

(
V1

V2

)
.

Supposons que V1 soit inversible. La matrice X = V2 V
−1

1 est une solution de l’ERA (3.11).

Démonstration. Soit Λ := diag(λ1, . . . , λn) la matrice diagonale contenant les n valeurs
propres λi sur sa diagonale. Nous avons alors

H V = V Λ, (3.21)

soit (
A −BBT

−CT C −AT
)(

V1

V2

)
=

(
V1

V2

)
Λ,

c’est-à-dire : {
AV1 −BBT V2 = V1 Λ,

− CT C V1 − AT V2 = V2 Λ.

Supposons V1 inversible. Notons alors X := V2 V
−1

1 . Nous avons

−CT C = AT X + V2 ΛV −1
1 ,
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et
Λ = V −1

1 AV1 − V −1
1 BBT V2.

En combinant les deux précédentes équations, nous obtenons :

X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0.

Alors, X est donc solution de R = 0.

Remarque 3.10. Une solution X calculée en utilisant la Proposition 3.5 n’est pas nécessai-
rement définie positive.

La Proposition 3.5 montre que trouver une solution de R = 0 revient à un problème de
calcul de vecteurs propres. Dans la prochaine section, nous montrons comment réutiliser ces
résultats lorsque a et c ne sont pas fixés.

Calcul d’une solution de R = 0 à paramètres non-fixés par factorisation spectrale

Nous proposons maintenant d’étendre la méthode proposée dans [KYAH09] et expliquée
dans la section précédente au cas où a et c ne sont pas fixés à des valeurs numériques.
Montrons tout d’abord comment construire un vecteur propre de H . Pour cela, notons
K := Q(a, c) et définissons le polynôme q ∈ K[x, y] vérifiant :

f(x) = (x− y) q(x, y) + f(y). (3.22)

Remarque 3.11. Notons que q est bien un polynôme. Ceci peut se montrer en considérant
le développement limité d’ordre N de f en y :

f(x) = f(y) + f ′(y) (x− y) + . . .+
f (N)(y)

N !
(x− y)N +O((x− y)N).

Pour N > deg(f), notons que le terme en O((x− y)N) disparaît de l’expression précédente.
Nous obtenons alors :

f(x)− f(y)

x− y
= f ′(y) + f ′′(y) (x− y) + . . .+

f (N)(y)

N !
(x− y)N−1 +O((x− y)N−1).

Pour N − 1 > deg(f), c’est-à-dire N > deg(f) + 1, la partie droite de l’équation précédente
étant polynomiale en x et y, alors q(x, y) ∈ K[x, y].

Remarque 3.12. Par ailleurs, un tel polynôme q peut se calculer en effectuant la division
euclidienne de f(x) par x− y :

f(x) = (x− y) q(x, y) + f(y).

Alors, nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit l’anneau quotient A = K[λ]/〈f(λ)〉 et notons par λ la classe de λ
dans A. Alors, nous avons :

∀ v ∈ A2n, H
(
q
(
H , λ I2n

)
v
)

= λ
(
q
(
H , λ I2n

)
v
)
. (3.23)

Si f est un polynôme irréductible surK, alors A est un corps et (3.23) montre que q
(
H , λ I2n

)
v

est un vecteur propre de H pour la valeur propre λ ∈ A.
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Démonstration. En substituant x = H et y = λ I2n, où λ est un paramètre, dans (3.22),
et en utilisant f(λ I2n) = f(λ) I2n et le fait que le polynôme caractéristique f de H vérifie
f(H ) = 0 [Rot09], nous obtenons :

(H − λ I2n) q (H , λ I2n) + f(λ) I2n = 0. (3.24)

L’identité (3.24) se réduit alors sur A2n×2n à (H − λ I2n) q
(
H , λ I2n

)
= 0, ce qui donne

(3.23).

Nous disposons alors d’un moyen de construire un vecteur propre de H associé à n’im-
porte quelle valeur propre de H . Plutôt que de calculer directement les valeurs propres de
H , afin d’en déduire un vecteur propre, on peut considérer le problème suivant.

Définition 3.21. Rappelons que le polynôme caractéristique de H s’écrit

f(λ) = (−1)n
n∑
i=0

(−1)i d2i λ
2i, (3.25)

où les d2i sont définis en (3.14). Soit β := (β0, . . . , βn−1) un vecteur de paramètres. Par
convention, notons : 

βn := 1,

∀k ∈ Z, k ≤ 0, βk = 0,

∀k ∈ Z, k > n, βk = 0.

(3.26)

De plus, soit le polynôme

g(λ) :=
n∑
i=1

βi λ
i, (3.27)

tels que :
f(λ) = (−1)n g(λ) g(−λ). (3.28)

La recherche d’un tel polynôme g est appelé problème de factorisation de Graeffe, en réfé-
rence à la méthode de Graeffe [Hou59]. Lorsque g a toutes ses racines dans C−, nous parlerons
de problème de factorisation spectrale [JK85].

En égalisant les coefficients en λ à gauche et à droite de (3.28), nous obtenons un système
d’équations polynomiales que doivent satisfaire les βk.

Proposition 3.7. [AHKY09] Les coefficients du polynôme g défini par (3.27), c’est-à-dire
les βk, k = 0, . . . , n− 1, satisfont le système polynomial suivant :{

Bk := βk
2 + 2

n∑
m=1

(−1)mβk−m βk+m − d2 k = 0 | k ∈ J0, n− 1K

}
. (3.29)

Ce système polynomial encode toutes les configurations possibles de (3.28). Nous notons
alors B := {Bk}k=0,...,n−1.

Démonstration. Le terme de droite de (3.28) s’écrit de la manière suivante :

(−1)n g(λ) g(−λ) = (−1)n

(
n∑
k=0

βk λ
k

) (
n∑
l=0

βl (−λ)l

)
= (−1)n

n∑
l=0

l∑
k=0

(−1)l βk βl λ
k+l.
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Similairement au début du Théorème 3.9, nous pouvons prouver que les termes en λ2k+1 sont
tous nuls et que nous avons :

(−1)n g(λ) g(−λ) = (−1)n
n∑
k=0

∑
i+j=2k

(−1)i βi βj λ
2k.

En utilisant les conventions (3.26), nous obtenons alors :

f(λ) = (−1)n
n∑
k=0

(−1)k

(
βk

2 + 2
n∑

m=1

(−1)mβk−m βk+m

)
λ2k.

En égalisant les coefficients en λ à gauche et à droite de (3.28) et en utilisant (3.15), nous
pouvons identifier les coefficients de f et montrer que

∀k ∈ Z, βk
2 + 2

n∑
m=1

(−1)mβk−m βk+m = d2k,

ce qui permet de conclure la preuve.

Disposant de g satisfaisant (3.28), nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 3.10. Avec les notations de la Proposition 3.6, soit L := K[β0, . . . , βn−1]/〈B〉 tel
que g =

∑n
i=0 βi λ

i ∈ L[λ], où βn = 1, satisfait une factorisation de Graeffe de f , c’est-à-dire
vérifie f(λ) = (−1)n g(λ) g(−λ). De plus, notons C la matrice suivante :

C :=



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 1

−β0 −β1 . . . . . . −βn−2 −βn−1


∈ L2n×n.

Alors, il existe une matrice Ṽ ∈ L2n×n telle que :

H Ṽ = Ṽ C .

Finalement, avec les notations suivantes

Ṽ =

(
Ṽ1

Ṽ2

)
, Ṽ1, Ṽ2 ∈ Ln×n,

si Ṽ1 est inversible, alors X = Ṽ2 Ṽ1

−1
est solution de l’ERA associée à H .

Démonstration. Notons B := L[λ]/〈g(λ)〉 = K[β0, . . . , bn−1, λ]/〈B, g(λ)〉 et λ̃ la classe λ dans
B. L’identité (3.24) se réduit sur B2n×2n à (H − λ̃ I2n) q

(
H , λ̃ I2n

)
= 0, ce qui implique :

∀ ṽ ∈ B2n, H
(
q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ
)

= λ̃
(
q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ
)
. (3.30)

82



3.3 Réduction de R = 0 à un système d’équations polynomiales B = 0

En utilisant que B est un L-module libre de rang n [Rot09] et {λ̃i}i=0,...,n−1 est une base de B,
nous pouvons écrire le vecteur q

(
H , λ̃ I2n

)
ṽ ∈ B2n dans la base précédente pour obtenir :

q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ = Ṽ


1

λ̃
...

λ̃n−1

 , Ṽ ∈ L2n×n.

L’équation (3.30) devient alors :

H Ṽ


1

λ̃
...

λ̃n−1

 = λ̃ Ṽ


1

λ̃
...

λ̃n−1

 = Ṽ

 λ̃
...
λ̃n



= Ṽ



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 1

−β0 −β1 . . . . . . −βn−2 −βn−1




1

λ̃
...

λ̃n−1

 .

Soit C ∈ Ln×n la matrice compagnon précédente. Dans les bases canoniques, l’identité pré-
cédente donne alors :

H Ṽ = Ṽ C .

L’équation précédente se réécrit de la manière suivante(
A −BBT

−CT C −AT
)(

V1

V2

)
=

(
V1

V2

)
C ,

c’est-à-dire : {
AV1 −BBT V2 = V1 C ,

− CT C V1 − AT V2 = V2 C .

Supposons V1 inversible. Notons alors X := V2 V
−1

1 . Nous avons

−CT C = AT X + V2 C V −1
1 ,

et
C = V −1

1 AV1 − V −1
1 BBT V2.

En combinant les deux précédentes équations, nous obtenons :

X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0.

Alors, X est donc solution de R = 0.

Remarque 3.13. Le Théorème 3.10 montre que la méthode proposée dans [KYAH09] pour
la paramétrisation des solutions de R = 0 à paramètres fixés peut s’étendre à paramètres
non fixés par des considérations d’algèbre linéaire et de théorie des modules [Rot09]. De
plus, cette méthode peut s’appliquer à des systèmes MIMO, car celle-ci ne nécessite que la
connaissance de la matrice Hamiltonienne H .

83



Chapitre 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

Résumons cette méthode à l’aide de l’algorithme suivant.

Algorithme 3.3.
Entrée : Représentation d’état (A,B,C) d’un système G
Sortie : Matrice X solution de R = 0 dépendant de β := (β0, . . . , βn−1) solution de B

1. Calculer
H =

(
A −BBT

−CT C −AT
)

et son polynôme caractéristique f(λ) =
∑n

k=0 d2 k λ
2 k. Nous obtenons alors une expres-

sion des coefficients d2 k en fonction des coefficients des matrices A, B et C.
2. Considérer le polynôme g(λ) =

∑n
k=0 βk λ

k tel que :

f(λ) = (−1)n g(λ) g(−λ).

3. Égaliser les coefficients en λ de f(λ) et de (−1)n g(λ) g(−λ) afin d’obtenir le système
polynomial B suivant :{

Bk := βk
2 + 2

n∑
m=1

(−1)mβk−m βk+m = d2 k | k ∈ J0, n− 1K

}
.

4. Calculer la division euclidienne de f(x) par (x − y) afin de construire le polynôme q
tel que :

f(x) = (x− y) q(x, y) + f(y).

5. Calculer la matrice q(H , λ̃ I2n) en substituant x par H et y par λ̃ I2n dans q(x, y).
6. Choisir un vecteur ṽ ∈ B2n, où B := L[λ]/〈g(λ)〉 avec L := K[β0, . . . , βn−1]/〈B〉, c’est-

à-dire un vecteur de taille 2n à coefficients polynomiaux en λ̃ de degré au plus n − 1
et à coefficients dans L. Nous obtenons alors un vecteur q(H , λ̃) ṽ ∈ B2n.

7. Calculer une forme normale des coefficients du vecteur q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ par rapport à

une base de Gröbner de l’idéal 〈g,B〉 afin d’obtenir le vecteur q(H , λ̃) ṽ dans la base
{1, λ, . . . , λ̃n−1} de B. Il résulte une matrice Ṽ telle que :

q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ = Ṽ


1
λ
...

λ̃n−1

 .

8. Partitionner Ṽ en deux matrices de taille n× n telles que :

Ṽ =

( ∼
V1
∼
V2

)
.

9. Si V1 est non singulière, alors construire la matrice suivante :

X :=
∼
V2

∼
V1

−1

.

Illustrons les résultats précédents à l’aide d’un exemple explicite.
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Exemple 3.10. Soit un système masse-ressort décrit par la Figure 3.3, notamment étudié
dans [ZDG96, §10.2]. Une masse m est reliée à un support fixe par un ressort de raideur k
et un amortisseur d’amplitude ξ. Nous étudions le déplacement de la masse m, noté par y1,
lorsque la masse m est excitée par une force e1.

Figure 3.3 – Système masse-ressort encastré

La fonction de transfert du système à étudier est :

G :=
y1

e1

=
c0

s2 + a1 s+ a0

, c0 =
1

m
, a1 =

ξ

m
, a0 =

k

m
.

Il s’agit d’un système d’ordre 2. La représentation d’état de G sous forme canonique de
commande est alors définie par :

A =

(
0 1

−a0 −a1

)
B =

(
0

1

)
, C = (c0 0).

Notons K := Q(a0, a1, c0). La matrice Hamiltonienne H s’écrit :

H =


0 1 0 0

−a0 −a1 0 −1

−c2
0 0 0 a0

0 0 −1 a1

 .

Son polynôme caractéristique est donné par :

f(λ) = λ4 +
(
−a1

2 + 2 a0

)
λ2 + a2

0 + c2
0.

Trouver une factorisation de Graeffe de H consiste alors à trouver un polynôme de degré
deux

g(λ) = λ2 + β1 λ+ β0,

tel que :
f(λ) = g(λ) g(−λ).

En égalisant les coefficients en λ de f(λ) et de g(λ) g(−λ), nous obtenons que les coefficients
de g vérifient le système polynomial suivant :{

B1 := β2
1 − 2 β0 − a1

2 + 2 a0 = 0,

B0 := β0 − a2
0 − c2

0 = 0.
(3.31)
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Notons alors B := {B0,B1}, L := K[β0, β1]/〈B〉 et B := L[λ]/〈g(λ)〉. Le polynôme q, défini
en (3.22), s’écrit alors :

q(x, y) := x3 + y x2 +
(
y2 − a2

1 + 2 a0

)
x+ y3 − y a2

1 + 2 y a0.

Notons λ̃ la classe de λ dans B. La substitution de x par H et de y par λ̃ I2n dans q(x, y)
donne alors :

q(H , λ̃ I2n) =



(
λ̃+ a1

)(
λ̃2 − λ̃ a1 + a0

)
λ̃2 − λ̃ a1 + a0 1 −λ̃

−a20 − λ̃
(
λ̃− a1

)
a0 − c20 λ̃

(
λ̃2 − λ̃ a1 + a0

)
λ̃ −λ̃2

−λ̃2c20 + a21c
2
0 −c20

(
λ̃− a1

) (
λ̃− a1

)(
λ̃2 + λ̃ a1 + a0

)
a20 + λ̃

(
λ̃+ a1

)
a0 + c20

c20

(
λ̃+ a1

)
c20 −λ̃2 − λ̃ a1 − a0 λ̃

(
λ̃2 + λ̃ a1 + a0

)


.

Le Théorème 3.10 montre que, pour tout ṽ ∈ B2n, q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ est un “vecteur propre”

de H pour la valeur propre λ̃ ∈ B. En particulier, en choisissant le vecteur

ṽ := (0 0 1 0)T

nous obtenons alors :

q(H , λ̃ I2n) ṽ =


1

λ̃(
λ̃− a1

)(
λ̃2 + λ̃ a1 + a0

)
−λ̃2 − λ̃ a1 − a0

 .

Une base de B est {1, λ̃}. Nous pouvons écrire le vecteur q(H , λ̃) ṽ dans cette base pour
obtenir

q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ = Ṽ

(
1

λ̃

)
,

où :

Ṽ :=


1 0

0 1

−a1a0 + β0β1 −a0 + β0

−a0 + β0 −a1 + β1

 .

La matrice Ṽ peut s’obtenir en calculant une forme normale des coefficients du vecteur
q
(
H , λ̃ I2n

)
ṽ par rapport à une base de Gröbner de l’idéal suivant :

I := 〈g,B〉 = 〈λ2 + β1 λ+ β0, β
2
1 − 2 β0 − a2

1 + 2 a0, β0 − a2
0 − c2

0〉.

Nous partitionnons alors Ṽ en deux matrices de taille 2× 2 telles que

Ṽ =

( ∼
V1
∼
V2

)
,
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où :
∼
V1 :=

(
1 0

0 1

)
,

∼
V2 :=

(
−a1a0 + β0β1 −a0 + β0

−a0 + β0 −a1 + β1

)
.

Les solutions de R = 0 en fonction de β sont alors données par :

X :=
∼
V2

∼
V1

−1

=

(
−a1a0 + β0β1 −a0 + β0

−a0 + β0 −a1 + β1

)
.

Remarque 3.14. D’après (3.8), nous avons G = N/D où D(s) = det(s In − A) de part
la définition de G (voir la section précédente). De plus, notons que par une décomposition
matricielle et les formules d’inversion matricielle ([ZDG96] p.23), nous avons :

det(s I2n −H ) = det(s In − A) det
((
s In + AT

)
− CT C(s In − A)−1BBT

)
,

= D(s) det(s In + AT ) det
(
In − (s In + AT )−1CT C (s In − A)−1BBT

)
,

= (−1)nD(s)D(−s) det
(
In − (s In + AT )−1CT (C(s In − A)−1B)BT

)
,

= (−1)nD(s)D(−s) det
(
In − (s In + AT )−1CT G(s)BT

)
.

Or, pour M1 ∈ Rq×p (resp. M2 ∈ Rp×q), nous avons

det

(
Iq M1

−M2 Ip

)
= det(Ip +M1M2) = det(Iq +M2M1),

d’où :

det(s I2n −H ) = (−1)nD(s)D(−s) det
(
1−BT (s In + AT )−1CT G(s)

)
.

Sachant que G(−s) = G(−s)T = BT (−s In − AT )−1CT , nous en déduisons :

det(s I2n −H ) = (−1)nD(s)D(−s) (1 +G(s)G(−s)).

En développant G, on obtient alors :

det(s I2n −H ) = (−1)n(D(s)D(−s) +N(s)N(−s)).

Le polynôme caractéristique de H peut alors être également calculé à l’aide de l’expression
de G :

f(λ) = (−1)n(D(λ)D(−λ) +N(λ)N(−λ)). (3.32)

On retrouve alors l’équation d’Euler-Lagrange découlant de la minimisation d’un critère
quadratique portant sur l’énergie de l’entrée u et de la sortie y du système SISO G, c’est-à-
dire :

inf

∫ ∞
0

(y(t)2 + u(t)2) dt, D

(
d

dt

)
y(t) = N

(
d

dt

)
u(t).

Pour plus de détails, voir [PQ04].

Proposition 3.8. Supposons que les paramètres a et c sont fixés à des valeurs numériques,
c’est-à-dire que a, c ∈ Rn. Soit g une factorisation spectrale de f , c’est-à-dire telle que :{

g(λ) = 0⇔ λ ∈ C−,
f(λ) = (−1)n g(λ) g(−λ).
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Alors, d’après (3.32), en posant

M̃(s) :=
D(s)

g(s)
, M̃?(s) = M̃(−s) =

D(−s)
g(−s)

,

Ñ(s) :=
N(s)

g(s)
, Ñ?(s) = Ñ(−s) =

N(−s)
g(−s)

,

les transferts M̃ , M̃?, Ñ et Ñ? définis précédemment sont alors propres et stables et vérifient :

M̃(s) M̃?(s) + Ñ(s) Ñ?(s) = 1.

Nous obtenons alors une factorisation copremière normalisée de G (voir Définition 2.5).

Nous avons montré une méthode permettant de paramétrer les solutions d’une équation
R = 0 suivant un système polynomial donné par (3.29). Cette première méthode nécessite
des réductions modulo 〈g,B〉 et une inversion. Dans la partie suivante, nous considérons une
autre méthode, plus directe, nous permettant de nous affranchir de ces opérations coûteuses.

3.3.2 Paramétrisation des solutions de R = 0 par une étude directe
du système d’équation polynomiales

Considérons la matrice R définie par l’équation (3.11). Notons ses éléments Ri,j. Nous
notons X une solution symétrique de taille n × n de cette équation matricielle, et par xi,j
ses coefficients. R vérifie la proposition suivante.

Proposition 3.9. [RBQQ16] Soient (A,B,C) définies par (3.9). L’équation de Riccati al-
gébrique

R := X A+ AT X −X BBT X + CT C = 0

est équivalente au système polynomial de n(n+1)
2

équations suivant :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,

Ri,j = − (xi,n + ai−1) (xj,n + aj−1) + ai−1 aj−1 + ci−1 cj−1 + xi,(j−1) + x(i−1),j = 0.

Démonstration. Comme X est symétrique, nous pouvons noter sa structure de la manière
suivante

X :=



x1,1 x1,2 . . . x1,(n−1) x1,n

x1,2 x2,2 . . . x2,(n−1) x2,n

...
... . . . ...

...
x1,(n−1) x2,(n−1) . . . x(n−1)(n−1) x(n−1),n

x1,n x2,n . . . x(n−1),n xn,n

 ,

en d’autres termes :
∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, xj,i = xi,j.
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En effectuant un produit matriciel, nous déduisons :

XA =



x1,1 x1,2 . . . x1,(n−1) x1,n

x1,2 x2,2 . . . x2,(n−1) x2,n

...
... . . . ...

...
x1,(n−1) x2,(n−1) . . . x(n−1),(n−1) x(n−1),n

x1,n x2,n . . . x(n−1),n xn,n





0 1 0 . . . 0
... . . . 1

. . . ...
... . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 1

−a0 . . . . . . −an−2 −an−1



=


−a0 x1,n x1,1 − a1 x1,n . . . x1,(n−1) − an−1 x1n

−a0 x2,n x1,2 − a1 x2,n . . . x2,(n−1) − an−1 x2,n

...
... . . . ...

−a0 xn,n x1,n − a1 xn,n . . . x(n−1),n − an−1 xn,n

 .

En adoptant les notations suivantes

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i, j ≤ n,

{
xi,0 := 0,
x0,j := 0,

nous pouvons réécrire les éléments de X A comme suit :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, (X A)i,j = xi,(j−1) − aj−1 xi,n.

De manière similaire, nous avons

AT X =



0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

0 1
. . . ...

...
... . . . . . . 0 −an−2

0 · · · 0 1 −an−1





x1,1 x1,2 . . . x1,(n−1) x1,n

x1,2 x2,2 . . . x2,(n−1) x2,n

...
... . . . ...

...
x1,(n−1) x2,(n−1) . . . x(n−1),(n−1) x(n−1),n

x1,n x2,n . . . x(n−1),n xn,n



=


−a0 x1,n −a0 x2,n . . . −a0 xn,n

x1,1 − a1 x1,n x1,2 − a1 x2,n . . . x1,n − a1 xn,n
...

... . . . ...
x1,(n−1) − an−1 x1,n x2,(n−1) − an−1 x2,n . . . x(n−1),n − an−1 xn,n

 ,

dont nous pouvons réécrire les éléments comme suit :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
(
AT X

)
i,j

= x(i−1),j − ai−1 xj,n.

Ainsi, nous avons

X A+ AT X =
−2 a0 x1,n x1,1 − a1 x1,n − a0 x2,n x1,2 − a2 x1,n − a0 x3,n . . . x1,(n−1) − an−1 x1,n − a0 xn,n

? 2 (x1,2 − a1 x2,n) x1,3 + x2,2 − a2 x2,n − a1 x3,n . . . x2,(n−1) − an−1 x2,n + x1,n − a1 xn,n
? ? 2 (x2,3 − a2 x3,n) . . . x3,(n−1) − an−1 x3,n + x2,n − a2 xn,n
...

...
...

. . .
...

? ? ? . . . 2 (x(n−1),n − an−1 xn,n)

 ,

ou de manière équivalente :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
(
X A+ AT X

)
i,j

= xi,(j−1) + x(i−1),j − aj−1 xi,n − ai−1 xj,n.
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Par ailleurs, nous avons

BT X = (0 . . . 0 1)



x1,1 x1,2 . . . x1,(n−1) x1,n

x1,2 x2,2 . . . x2,(n−1) x2,n

...
... . . . ...

...
x1,(n−1) x2,(n−1) . . . x(n−1),(n−1) x(n−1),n

x1,n x2,n . . . x(n−1),n xn,n

 = (x1,n . . . xn,n),

et par conséquent :

X BBT X =

 x1,n

...
xn,n

 (x1,n . . . xn,n) =


x2

1,n x1,n x2,n . . . x1,n xn,n

x1,n x2,n x2
2,n . . . x2,n xn,n

...
...

...
...

x1,n xn,n x2,n xn,n . . . x2
n,n

 .

Les éléments de cette dernière matrice peuvent s’écrire sous la forme :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
(
X BBT X

)
i,j

= xi,n xj,n.

Enfin, nous avons

CT C =


c0

c1

...
cn−1

 (c0 c1 . . . cn−1) =


c2

0 c0 c1 . . . c0 cn−1

c0 c1 c2
1 . . . c1 cn−1

...
...

...
...

c0 cn−1 c1 cn−1 . . . c2
n−1

 , (3.33)

ce qui peut se traduire par :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
(
CT C

)
i,j

= ci−1 cj−1.

Ainsi, les éléments de R peuvent s’écrire

Ri,j = −xi,n xj,n − aj−1 xi,n − ai−1 xj,n + xi,(j−1) + x(i−1),j + ci−1 cj−1

= − (xi,n + ai−1) (xj,n + aj−1) + ai−1 aj−1 + ci−1 cj−1 + xi,(j−1) + x(i−1),j = 0,
(3.34)

où (i, j) ∈ N2 sont tels que 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Examinons plus en détail le système d’équations (3.34). Pour cela, introduisons la nota-
tion suivante : 

k < 0, bk := 0,

0 ≤ k ≤ n− 1, bk := x(k+1),n + ak,

k = n, bk := 1,

k > n, bk := 0.

(3.35)

Adoptons aussi les notations suivantes qui nous permettent d’utiliser des indices fictifs sui-
vants :

∀k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n,

{
∀i ∈ Z, i ≤ 0, xk,i = xi,k = 0,
∀j ∈ N, j > n, xj,k = xk,j = 0.

(3.36)
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En utilisant ces notations, nous pouvons réécrire chaque élément Ri,j (voir (3.34)) comme
suit :

Ri,j = −bi−1 bj−1 + ai−1 aj−1 + ci−1 cj−1 + xi,(j−1) + x(i−1),j = 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Comme schématisé dans la Figure 3.4, nous pouvons exprimer le terme à la ligne i et la
colonne j − 1 par le terme à la ligne précédente i− 1 et la colonne suivante j :

xi,(j−1) = −x(i−1),j + bi−1 bj−1 − (ai−1 aj−1 + ci−1 cj−1) , 1 ≤ i ≤ j ≤ n. (3.37)

De cette remarque, nous pouvons déduire que chaque xi,j peut se réécrire en fonction des bk,
c’est-à-dire en fonction de la dernière colonne de X à une translation près, comme résumé
par la proposition suivante.

Figure 3.4 – Schéma de substitutions des éléments de X

Théorème 3.11. [RBQQ16] Soit (i, j) ∈ N2 tel que 1 ≤ i < j ≤ n. En reprenant les
notations (3.10) et (3.35), l’élément xi,j−1 de X, solution de R = 0, peut se réécrire comme
suit :

xi,(j−1) =
n−1∑
k=0

(−1)k (bi−1−k bj−1+k − (ai−1−k aj−1+k + ci−1−k cj−1+k)) . (3.38)

Démonstration. La matrice X étant symétrique, nous pouvons nous limiter à la partie su-
périeure de X, c’est-à-dire ne considérer que les éléments xi,j où i ≤ j. Aussi, de part la
définition de bk donnée par (3.35), nous tirons trivialement :

∀k ∈ J1;nK, xk,n = bk−1 − ak−1. (3.39)

Il ne reste alors plus qu’à exprimer les xi,j pour 1 ≤ i ≤ j < n. De (3.37), en opérant m
substitutions successives, nous obtenons :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i < j ≤ n,

xi,(j−1) = −(−1)m x(i−1−m),(j+m) +
m∑
k=0

(−1)k (bi−1−k bj−1+k − (ai−1−k aj−1+k + ci−1−k cj−1+k)) .

(3.40)
Le schéma de substitution des xi,j s’arrête quand nous atteignons soit la première ligne (c’est-
à-dire m = i − 2), soit la dernière colonne de X (c’est-à-dire m = n − j). En effet, d’après
(3.39) la dernière colonne de X s’exprime directement en fonction des bk. En particularisant
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(3.37) par i = 1 et en utilisant que x0,j = 0, nous obtenons alors que tous les éléments de la
première ligne s’écrivent en fonction des bk :

x1,(j−1) = b0 bj−1 − (a0 aj−1 + c0 cj−1) , j = 2, . . . , n. (3.41)

Afin d’alléger l’écriture, nous considérons les notations (3.35) et (3.36) qui prennent en
compte des indices négatifs. Si nous effectuons n− 1 substitutions, c’est-à-dire en particula-
risant m = n− 1 dans (3.40), nous obtenons alors :

∀(i, j) ∈ N2, 1 ≤ i < j ≤ n,

xi,(j−1) = (−1)n x(i−n),(j+n−1) +
n−1∑
k=0

(−1)k (bi−1−k bj−1+k − (ai−1−k aj−1+k + ci−1−k cj−1+k))

=
n−1∑
k=0

(−1)k (bi−1−k bj−1+k − (ai−1−k aj−1+k + ci−1−k cj−1+k)) .

Nous obtenons alors l’expression (3.38), ce qui conclut la preuve du théorème.

Notons que (3.38) est obtenu en considérant les équations Ri,j = 0 pour 1 ≤ i < j ≤ n. Il
reste n équations non exploitées, c’est-à-dire les éléments diagonaux Ri,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n.
Notons aussi que nous ne savons pas encore quelles équations doivent vérifier les bk. La
proposition suivante permet de répondre à cette dernière question en utilisant les n équations
restantes et le Théorème 3.11.

Proposition 3.10. [RBQQ16] Notons par d2k les combinaisons de paramètres ak, ck définis
par (3.10), c’est-à-dire :

∀k ∈ J0, n− 1K, d2k := a2
k + c2

k + 2
n∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m) . (3.42)

Soient les polynômes suivants :

∀k ∈ J0, n− 1K, Bk := b2
k + 2

n∑
m=1

(−1)mbk−m bk+m − d2 k. (3.43)

Notons par B l’ensemble des polynômes :

B := {Bk}k=0,...,n−1 . (3.44)

Les n variables bk définies en (3.35) sont solutions du système polynomial E défini par :

E := {Bk = 0}k=0,...,n−1 . (3.45)

Démonstration. En particularisant (3.37) en j = i et en utilisant que x(i−1),i = xi,(i−1), nous
obtenons :

x(i−1),i = xi,(i−1) =
1

2

(
b2
i−1 −

(
a2
i−1 + c2

i−1

))
, i = 1, . . . , n. (3.46)

Tout d’abord, notons que pour i = 1, (3.46) devient

B0 := b2
0 − (a2

0 + c2
0) = 0, (3.47)

c’est-à-dire une équation dépendant uniquement des ai, bj et ck.
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Pour i 6= 1, nous pouvons utiliser (3.38) et (3.46) afin d’en déduire des équations sur les
bk. (3.38) n’est utilisable qu’à la condition que i < j. En substituant i = l − 1 et j = l + 1
dans (3.38), nous obtenons :

l = 2, . . . , n− 1, x(l−1),l =
n−1∑
k=0

(−1)k (bl−2−k bl+k − (al−2−k al+k + cl−2−k cl+k)) . (3.48)

En combinant (3.46) et (3.48), nous obtenons n− 2 nouvelles équations dépendant unique-
ment de ai, bj et ck :

l = 2, . . . , n− 1,

1

2

(
b2
l−1 −

(
a2
l−1 + c2

l−1

))
=

n−1∑
k=0

(−1)k (bl−2−k bl+k − (al−2−k al+k + cl−2−k cl+k)) .
(3.49)

(3.49) peut alors se réécrire :

l = 2, . . . , n− 1, Bl−1 = 0,

où

Bl−1 := b2
l−1−2

n−1∑
k=0

(−1)kbl−2−k bl+k−

(
a2
l−1 + c2

l−1 − 2
n−1∑
k=0

(−1)k (al−2−k al+k + cl−2−k cl+k)

)
= 0.

Substituons l − 1 par l dans Bl−1 :

l = 1, . . . , n− 2,

Bl := b2
l − 2

n−1∑
k=0

(−1)kbl−1−k bl+1+k −

(
a2
l + c2

l − 2
n−1∑
k=0

(−1)k (al−1−k al+1+k + cl−1−k cl+1+k)

)
.

En substituant k + 1 par k, nous déduisons l’écriture suivante :

∀l ∈ N, 1 ≤ l ≤ n− 2,

Bl := b2
l + 2

n∑
k=1

(−1)kbl−k bl+k −

(
a2
l + c2

l + 2
n∑
k=1

(−1)k (al−k al+k + cl−k cl+k)

)
.

(3.50)

Enfin, pour i = n, (3.46) devient

x(n−1),n =
1

2

(
b2
n−1 −

(
a2
n−1 + c2

n−1

))
,

soit, en utilisant x(n−1),n = bn−2 − an−2 et que bn = 1 et an = 1 :

Bn−1 := b2
n−1 − 2 bn bn−2 − (a2

n−1 + c2
n−1 − 2 an an−2). (3.51)

Enfin, remarquons qu’en adoptant les notations (3.35), l’écriture (3.50) permet d’exprimer
(3.47) en l = 0 et (3.51) en l = n− 1. Nous choisissons alors de conserver l’unique écriture
(3.50). En utilisant la notation

d2 l = a2
l + c2

l + 2
n∑
k=1

(−1)k (al−k al+k + cl−k cl+k) ,

nous avons

Bl := b2
l + 2

n∑
k=1

(−1)kbl−k bl+k − d2 l,

ce qui conclut la preuve.
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Remarque 3.15. Les coefficients a et c n’apparaissent que dans les constantes d2 k des
polynômes Bk. De plus, les coefficients des termes quadratiques en les bk des polynômes
Bk sont 1 ou 2 (−1)m. En particulier, le degré des Bk est 2 quel que soient les valeurs des
paramètres a et c.

Remarque 3.16. Pour tout système SISO d’ordre n ∈ N, l’association du Théorème 3.11
et de la Proposition 3.10 montre que nous pouvons réduire la résolution de l’équation de
Riccati algébrique R = 0 à celle d’un système polynomial de taille n. Cette réduction est
immédiate, par application directe des formules explicites (3.38) et (3.43).

Exemple 3.11. Reprenons le système de l’Exemple 3.10 de fonction de transfert :

G :=
c0

s2 + a1 s+ a0

, c0 :=
1

m
, a1 :=

ξ

m
, a0 :=

k

m
.

D’après (3.9), l’ERA associée à ce système G s’écrit de la manière suivante :

R =

(
−2 a0 x1,2 + c0

2 − x1,2
2 −a0 x2,2 − a1 x1,2 − x1,2 x2,2 + x1,1

−a0 x2,2 − a1 x1,2 − x1,2 x2,2 + x1,1 −2 a1 x2,2 − x2,2
2 + 2x1,2

)
= O2×2.

En utilisant les notations (3.35), nous obtenons :{
x1,2 = b0 − a0,

x2,2 = b1 − a1.

L’équation R = 0 s’écrit alors en fonction de ak, bk, ck comme suit :

R =

(
a2

0 − b2
0 + c2

0 a1 a0 − b0 b1 + x1,1

a1 a0 − b0 b1 + x1,1 a2
1 − b2

1 − 2 a0 + 2 b0

)
= O2×2.

Il est alors facile d’extraire x1,1 de R1,2 = 0,

x1,1 = −a0 a1 + b0 b1,

et donc d’obtenir la forme suivante de X solution de R = 0 :

X =

(
−a0 a1 + b0 b1 b0 − a0

b0 − a0 b1 − a1

)
.

Notons que nous retrouvons ce résultat en appliquant directement le Théorème 3.11. De plus,
notons que les termes diagonaux de R dépendent uniquement de b0 et b1. De ces éléments
diagonaux, nous obtenons directement le système suivant :{

b2
0 = a2

0 + c2
0,

b2
1 + 2 b0 = a2

1 + c2
1 + 2 a0.

Nous retrouvons alors le système B défini à la Proposition 3.10.

Exemple 3.12. Afin d’expliciter le schéma de substitution intervenant dans l’ERA, considé-
rons un modèle de deux masses m1 et m2 reliées par un ressort de raideur k sans d’amortisse-
ment. Ce système est un exemple standard en théorie du contrôle [WB92, Vin00, ACA+99].
Celui-ci est représenté en Figure 3.5.
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Figure 3.5 – Modèle deux-masses-ressort

Avec les notations de la Figure 3.5, nous étudions le déplacement de la deuxième masse,
notée y1, lorsque la première est soumise à une force e1 l’entrainant en translation. Nous
noterons m = m1 + m2 et nous considérons alors le système G entre l’entrée e1 et la sortie
y1, de fonction de transfert :

G =
y1

e1

=
c0

s2 (s2 + a2)
, a2 :=

mk

m1m2

, c0 :=
a2

m
> 0.

D’après (3.9), l’ERA associée à ce système G s’écrit de la manière suivante :

R =



c20 − x21,4 −x1,4 x2,4 + x1,1 −a2 x1,4 − x1,4 x3,4 + x1,2 −x1,4 x4,4 + x1,3

• −x22,4 + 2x1,2 −a2 x2,4 − x2,4 x3,4 + x1,3 + x2,2 −x2,4 x4,4 + x1,4 + x2,3

• • −2 a2 x3,4 − x23,4 + 2x2,3 −a2 x4,4 − x3,4 x4,4 + x2,4 + x3,3

• • • −x24,4 + 2x3,4

 = O4×4.

En utilisant les notations (3.35), nous obtenons :
x1,4 = b0,

x2,4 = b1,

x3,4 = b2 − a2,

x4,4 = b3.

L’équation R = 0 s’écrit alors en fonction de ak, bk, ck comme suit :

R :=


−b2

0 + c2
0 −b0 b1 + x1,1 −b0 b2 + x1,2 −b0 b3 + x1,3

• −b2
1 + 2x1,2 −b1 b2 + x1,3 + x2,2 −b1 b3 + b0 + x2,3

• • a2
2 − b2

2 + 2x2,3 −b3 b2 + b1 + x3,3

• • • −b2
3 − 2 a2 + 2 b2

 = O4×4.

Nous remarquons alors que :
– Nous pouvons tirer x1,1 de R1,2 = 0 et x1,2 de R1,3 = 0 :{

x1,1 = b0 b1,

x1,2 = b0 b2.

– Nous pouvons tirer x1,3 de R2,3 = 0 en fonction de x2,2 :

x1,3 = b1 b2 − x2,2.
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– En injectant l’expression précédente de x1,3 dans R1,4, nous tirons x2,2 :

x2,2 = −b0 b3 + b1 b2.

De plus, nous pouvons tirer x2,3 de R2,4 = 0 et x3,3 de R3,4 = 0 :{
x2,3 = b1 b3 − b0,

x3,3 = b2 b3 − b1.

– Il reste alors 4 équations à exploiter correspondant à la diagonale de R. Ces équations
font intervenir x1,2 et x2,3 dont nous disposons des expressions dépendant des ak, bk et
ck. Ainsi, nous retrouvons le système B à partir de la diagonale de R, c’est-à-dire

B0 := b2
0−d0 = 0,

B1 := b2
1 − 2 b0 b2 = 0,

B2 := b2
2 − 2 b1 b3 + 2 b0 − d4 = 0,

B3 := b2
3 − 2 b2−d6 = 0,

où : 
d0 := c2

0,

d4 := a2
2,

d6 := −2 a2.

3.3.3 Équivalence des deux approches

D’un côté, [KYAH09] propose une méthode de résolution symbolique en passant par une
factorisation spectrale du polynôme caractéristique de l’Hamiltonien H . De l’autre, nous
proposons une méthode plus directe en étudiant le système d’équations polynomiales qui
découle de l’ERA. Nous montrons que ces deux méthodes sont équivalentes en démontrant
qu’elles impliquent la résolution du même système d’équations polynomiales.

Théorème 3.12. Soient k ∈ Z, βk défini par la factorisation spectrale de f donné à la
Définition 3.21 et bk défini par (3.35). Alors, nous avons βk = bk. De plus, nous avons
B = B, où B est défini en (3.29) et B est défini en (3.44).

Démonstration. Ce théorème découle directement de la comparaison des systèmes (3.29) et
(3.43).

Par la suite, cette équivalence sera utilisée, notamment pour caractériser la solution dé-
finie positive de l’équation de Riccati algébrique.

Le système polynomial obtenu E a des propriétés particulières que nous allons exploiter.

3.4 Propriétés du système polynomial E issu de R = 0

La section précédente montre que chaque composante xi,j d’une solution X de R = 0
peut s’écrire en fonction des bk définis par (3.35), et ces mêmes bk satisfont un système
d’équations polynomiales B défini par

E := {Bk = 0 | 0 ≤ k ≤ n− 1} ,
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où :

∀k ∈ J0, n− 1K, d2k := a2
k + c2

k + 2
n∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m) ,

∀k ∈ J0, n− 1K, Bk := b2
k + 2

n∑
m=1

(−1)m bk−m bk+m − d2 k.

De plus, notons :
B := (B0, . . . ,Bn−1).

Nous noterons aussi par K := Q(d0, . . . , d2n) le corps des fractions rationnelles en les coef-
ficients d2 k, et R := K[b0, . . . , bn−1] l’anneau des polynômes en les variables b0, . . . , bn−1 à
coefficients dans K. De plus, notons 〈B〉 l’idéal engendré par B et la K-algèbre A := R/〈B〉.

Théorème 3.13. [RBQQ16] La K-algèbre A := R/〈B〉 est zéro-dimensionnelle, c’est-à-
dire forme un K-espace vectoriel de dimension finie. Plus précisément, sa dimension est 2n.
De plus, B est une base de Gröbner réduite de l’idéal 〈B〉 pour l’ordre monomial du degré
lexicographique inverse (DRL) bn−1 � . . . � b0.

Démonstration. Une application directe du critère de Buchberger (voir Théorème 3.6 de la
Section 3.1.7 ou [CLO15, Th. 6, §6, Chap. 2]) montre que B est une base de Gröbner de
〈B〉 suivant l’ordre du degré lexicographique inverse (DRL) bn−1 � . . . � b0. De plus, par
définition (voir Définition 3.16 de la Section 3.1.7 ou [CLO15, Def. 4, §7, Chap. 2]), cette
base de Gröbner est réduite.

Comme le coefficient de tête de chaque Bk vaut 1 (ne dépend pas de d2 k), le monôme de
tête de chaque polynôme de la base de Gröbner B est de la forme b2

k, A est un K-espace

vectoriel de dimension finie [CLO15, Th. 4, §6, Chap. 5]. En utilisant la notation bα :=
n−1∏
i=0

bαii

où α := (α0, . . . , αn−1) ∈ Nn, une base de A est définie par {bα}α∈J0,1Kn . Clairement, la
dimension sur K de A est 2n, ce qui conclut la preuve.

Remarque 3.17. A paramètres a et c sont fixés, le fait que A soit zéro-dimensionnel
implique que le système E a un nombre fini de solutions sur C comptées avec multiplicité
(voir [CLO15]).

Corollaire 3.1. Le système polynomial {Ri,j = 0} associé à l’équation de Riccati algébrique
d’un système SISO est un K-espace vectoriel de dimension finie, de dimension 2n, et de base
{bα}α∈J0,1Kn .

Démonstration. La preuve découle immédiatement des Théorèmes 3.11 et 3.13.

Réduire l’équation de Riccati algébrique au système polynomial E donne directement
une base de Gröbner réduite de l’idéal 〈B〉. Étant donné cette base de Gröbner réduite, nous
pouvons alors déjà utiliser l’algorithme de division pour simplifier des polynômes par rapport
à E avec garantie d’unicité du résultat. Cette propriété est extrêmement utile notamment
pour calculer une paramétrisation de V (〈B〉). Pour des paramètres a et c non fixés, cette
dernière variété est incluse dans une clôture algébrique difficilement manipulable. Ainsi, nous
proposons dans un premier temps de travailler à paramètres fixés, puis d’étendre les résultats
à paramètres non fixés.
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3.5 Étude de E à paramètres fixés

3.5.1 Exemple d’introduction

À paramètres a et c fixés, le système E possède un nombre fini de solutions, et ces
solutions peuvent se représenter par un n-uplet (b0, . . . , bn−1), soit un point de Cn. Ces
points représentent la variété algébrique V (〈B〉). Illustrons ceci par un exemple.

Exemple 3.13. Considérons n = 2, d0 = 1
4
et d2 = 2. Nous avons :

E =

 b2
0 =

1

4
,

b2
1 − 2 b0 = 2,

⇔

 b0 = ±1

2
,

b2
1 = 2 + 2 b0.

En d’autres termes, il y a quatre couples (b0, b1) solutions dans C de E : (−1
2
, 1), (−1

2
,−1),

(1
2
,
√

3), (1
2
,−
√

3). Nous pouvons alors représenter ces solutions dans le plan (b0, b1).

b0

b1

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

Figure 3.6 – Représentation de V (B) dans le cas n = 2, d0 = 1/4, d2 = 2

Dans cet exemple, le nombre de solutions distinctes est 22 = 4, soit exactement la dimen-
sion de A. Autrement dit, chaque zéro de B est de multiplicité 1 ou encore, l’idéal 〈B〉 est
radical [CLO15, Chap. 4, §2]. De plus, nous pouvons voir que la coordonnée b1 de chaque
solution permet d’identifier celle-ci de façon unique (voir la Figure 3.6). Nous dirons alors
que b1 est séparant.

Supposons alors, dans cette section, a ∈ Qn et c ∈ Qn. Nous avons alors
d2k ∈ Q, k = 0, . . . , n. K défini a la section précédente devient alors le corps Q, et R de-
vient Q[b0, . . . , bn−1]. Plus généralement, dans ce contexte, nous pouvons définir un élément
séparant, ce que nous détaillons dans la section suivante.
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3.5.2 Éléments séparant V (〈B〉)
Nous définissons un élément séparant V (〈B〉) comme suit.

Définition 3.22. Un polynôme t dans Q[b0, . . . , bn−1] est dit séparant pour 〈B〉 si et seule-
ment si :

∀ν, µ ∈ V (〈B〉), ν 6= µ⇒ t(ν) 6= t(µ).

Un tel polynôme t :=
n−1∑
i=0

ui bi, ui ∈ Q, de degré 1 est appelé forme séparante.

Remarque 3.18. La forme t est donc séparante pour les zéros de B si l’application suivante
est injective :

V (〈B〉) → C

(b0, · · · , bn−1) 7→ t =
n−1∑
i=0

ui bi.

Trouver une forme séparante 〈B〉 est la première étape à réaliser pour trouver une pa-
ramétrisation de V (〈B〉). En effet, si une forme séparante t de V (〈B〉) est donnée, on peut
alors exprimer chaque coordonnée de V (〈B〉) comme une fraction rationnelle en t, où t vérifie
une équation polynomiale à coefficients dans Q. La proposition suivante, bien qu’intuitive,
est centrale dans notre démarche.

Théorème 3.14. [Rou99] Tout idéal zéro-dimensionnel sur C admet au moins une forme
séparante.

Remarque 3.19. Le Théorème 3.14 se comprend aisément d’un point de vue géométrique.
Trouver une forme séparante revient à trouver une direction de projection. Afin de mieux
expliquer ce point, reprenons l’Exemple 3.13 et considérons la Figure 3.7. Nous cherchons
une forme séparante de la forme t = u0 b0 + u1 b1 avec u0, u1 ∈ Q. La direction de projection
associée à cette forme séparante est la droite u0 b0 + u1 b1 = 0. Si la direction de projection
de t n’est pas colinéaire à l’une des droites passant par deux points de V (〈B〉), alors t est
séparante. Autrement dit, si (b

(i)
0 , b

(i)
1 ) et (b

(j)
0 , b

(j)
1 ) sont deux points de V (〈B〉) tels que

u0 b
(i)
0 + u1 b

(i)
1 = u0 b

(j)
0 + u1 b

(j)
1 ,

alors (b
(i)
0 , b

(i)
1 ) et (b

(j)
0 , b

(j)
1 ) sont sur une même droite et t = u0 b0 + u1 b1 n’est pas séparante.

Par exemple, la forme linéaire t = b1 : (b0, b1) 7→ b1 correspond à la projection sur l’axe b1.
Sa direction de projection est l’axe b0, qui n’est pas colinéaire à aucune des droites jaunes
représentées sur la Figure 3.7. La forme linaire t = b1 : (b0, b1) 7→ b1 est donc séparante.
Un autre exemple est la forme linéaire t = b0 : (b0, b1) 7→ b0, correspondant à la projection
sur l’axe b0. Sa direction de projection est l’axe b1, qui est colinéaire a deux droites jaunes
représentées sur la Figure 3.7. Autrement dit, deux points ont la même abscisse (par exemple,
les points (−1/2,−1) et (−1/2, 1)). La forme linéaire t = b0 : (b0, b1) 7→ b0 n’est donc pas
séparante. Un dernier exemple est la forme linéaire t : (b0, b1) 7→ b0 − 2 b1. Sa direction de
projection est la droite b1 = 1

2
b0, représentée en bleue sur la Figure 3.7. Cette droite n’est

parallèle à aucune des droites jaunes. La forme linéaire t : (b0, b1) 7→ b0 − 2 b1 est donc
séparante. Plus généralement, nous pourrions prendre presque toutes les droites passant par
l’origine comme direction de projection puisque la seule restriction pour obtenir une forme
séparante est que la direction de projection ne soit pas parallèle à l’une des droites jaunes.
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Figure 3.7 – Représentation de V (B) dans le cas n = 2, d0 = 1/4, d2 = 2 (croix rouges),
des directions de projection des formes linéaires non séparant V (B) (droites jaunes) et de la
direction de projection de la forme séparante t : (b0, b1) 7→ b0 − 2 b1 (droite bleue)

L’idéal 〈B〉 étant zéro-dimensionnel, il admet au moins une forme séparante. Il ne reste
plus qu’à en identifier une. Quelques exemples tendent à montrer que bn−(2k−1) est séparant.
Il se trouve que ceci est vrai en dehors d’un fermé de Zariski , c’est-à-dire en dehors d’une
certaine variété algébrique. Autrement dit, pour presque toutes les valeurs de paramètres, la
variable bn−(2k−1) est séparante. En accord avec la géométrie algébrique, c’est ce que nous
appelons cas générique.

Établissons maintenant plus précisément l’affirmation précédente.

Théorème 3.15. Soient a ∈ Qn et c ∈ Qn. Soient λi ∈ C−, i = 1, . . . , n les racines de

f = (−1)n
n∑
k=0

(−1)k d2k λ
2k (voir (3.13) et (3.14)) à partie réelle strictement négative, où

d2k := a2
k + c2

k + 2
n∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m) , k = 1, . . . , n.

Nous avons les résultats suivants.
– Supposons n = 1. Alors b0 est séparant si et seulement si d0 = a2

0 + c2
0 6= 0, c’est-à-dire

si et seulement si a0 6= 0 ou c0 6= 0.
– Supposons n > 1. Alors b0 n’est pas séparant. De plus, pour k = 1, . . . , n/2, bn−2k

n’est pas séparant et bn−(2k−1) est séparant génériquement, c’est-à-dire si et seulement
si Dk 6= 0, où Dk ∈ Q[d0, . . . , d2(n−1)] est un polynôme constructible à partir des
coefficients de f . Le lieu d’annulation de Dk sera appelé cas singulier.

Démonstration. Rappelons que l’on peut retrouver le système B à partir d’une factorisation
spectrale de l’Hamiltonien H associé à l’équation de Riccati algébrique

f(λ) =
n∏
i=1

(λ− λi)(λ+ λi) = (−1)n g(λ) g(−λ), g(λ) =
n∑
i=0

bi λ
i =

n∏
i=1

(λ− εi λi),
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où λi ∈ C− pour i = 1, . . . , n et εi ∈ {−1, 1}. De cette factorisation spectrale et des sommes
de Newton, on en déduit que :

bn−1 = −
n∑
i=1

εi λi,

bn−2 =
∑

1≤i≤j≤n

εi λi εj λj,

...

bn−k = (−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

εij λij ,

...

b0 =
n∏
i=1

εi λi.

(3.52)

• Supposons n = 1. Alors, nous avons b0 = ε1 λ1. Ainsi, b0 prend des valeurs distinctes suivant
les valeurs de ε1, sauf si λ1 = 0. Ceci prouve la séparabilité de b0 dans le cas générique, la
non généricité étant caractérisée par la condition a2

0 + c2
0 = b2

0 = 0 qui définit un point dans
l’espace réel des paramètres (a0, c0).
• Supposons n > 1. Soient deux jeux de n racines de f , notées par {ε1 λ1, . . . , εn λn} et
{ε′1 λ1, . . . , ε

′
n λn}. D’après (3.52), montrer que bn−k est séparant pour V (〈B〉) est équivalent

à dire que :

(−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

εij λij = (−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

ε′ij λij ⇒ ∀i ∈ J1, nK, εi = ε′i.

(3.53)
En factorisant la partie gauche de l’implication (3.53), nous obtenons :

(−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

εij λij = (−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

ε′ij λij

⇔
∑

1≤i1<...<ik≤n

(
k∏
j=1

εij −
k∏
j=1

ε′ij

)
k∏
j=1

λij = 0.

(3.54)

Remarquons alors que pour k pair, on peut choisir εi = 1 et ε′i = −1 pour tout i ∈ {1, . . . , n}
de telle sorte que :

k∏
j=1

εij −
k∏
j=1

ε′ij = 0, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. (3.55)

Ainsi, (3.53) n’est pas vérifiée pour k pair et bn−k n’est pas séparant pour V (〈B〉).

Supposons maintenant k impair. Tout d’abord, considérons l’égalité suivante :

k∏
j=1

εij −
k∏
j=1

ε′ij = 0, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. (3.56)

Posons :
εi = (−1)pi , pi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n.
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L’égalité (3.56) se réécrit alors :

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n,

k∏
j=1

εij −
k∏
j=1

ε′ij = 0 ⇔ (−1)

k∑
j=1

pij
= (−1)

k∑
j=1

p′ij
.

Ainsi, trouver deux couples ε et ε′ tels que (3.56) soit vérifié peut s’écrire comme un problème
d’injectivité de l’application linéaire φ suivante :

φ
Fn2 −→ F(nk)

2

(p1, · · · , pn) 7−→

(
k∑
j=1

pij , · · · ,
k∑
j=1

pij

)
.

Nous notons An,k sa matrice associée dans les bases canoniques de Fn2 et F(nk)
2 . Celle-ci est

formée de vecteurs lignes de longueur n contenant k entrées à 1 et n−k entrées à zéro. Aussi,
la variable bn−k est séparante si et seulement si le rang de la matrice An,k est égal à n.

Dans un premier temps, nous pouvons remarquer que l’on peut extraire une sous-matrice
circulante de la matrice An,k. Celle-ci a la forme suivante :

As :=



1 · · · · · · 1 0 · · · · · · 0

0 1 · · · · · · 1 0
...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1 · · · · · · 1

1
. . . ... . . . . . . ...

... . . . . . . ... . . . . . . ...
1 · · · 1 0 · · · · · · 0 1


.

Notons par h le polynôme ayant pour coefficients les coefficients de la dernière ligne de As,
c’est-à-dire :

h := xn−1 + · · ·+ xn−k+1 + 1.

D’après [Ing56], le rang de la matrice circulante As est égale au degré du plus grand diviseur
commun de xn−1 et h. Comme le nombre de monômes de h (c’est-à-dire k) est impair, alors
h est irréductible sur F2. Ainsi, le plus grand diviseur entre xn − 1 et h est trivial. Ainsi,
le rang de la matrice circulante As est n. Il en est donc de même pour An,k. Ainsi, l’égalité
(3.56) n’est vérifiée que pour ε = ε′. Nous dirons alors que bn−k est séparante génériquement
pour k impair.

Cherchons maintenant à caractériser la condition pour laquelle (3.56) est vérifiée lorsque
ε 6= ε′, condition de non-généricité de la séparabilité de bn−k pour k impair. Soit
β(i1,··· ,ik) ∈ {−2, 0, 2}, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. La condition de généricité pour laquelle la
variable bn−k est séparante pour k impair est :

∑
1≤i1<...<ik≤n

β(i1,...,ik)

k∏
j=1

λij = 0, ⇒ ∀ij, i1 < . . . < ik, β(i1,...,ik) = 0.
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En d’autres termes, bn−k n’est pas séparante pour k impair s’il existe β(i1,...,ik) ∈ {−2, 0, 2},
1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n non tous triviaux (c’est-à-dire non tous zéro) tels que :

∑
1≤i1<...<ik≤n

β(i1,...,ik)

k∏
j=1

λij = 0. (3.57)

Par ailleurs, les racines εj λj de f sont en relation avec les coefficients de son facteur spectral
g via les identités de Newton :

k = 1, . . . , n, d2(n−k) =
∑

1≤i1,··· ,ik≤n
i1<···<ik

k∏
j=1

εij λij . (3.58)

Considérons le système algébrique formé par les n équations (3.58) et la condition de non-
généricité (3.57). Ce système comprend n+1 équations dans les 2n variables {λj, d2(n−j)}j=1,...,n.
On peut alors éliminer les variables λj de manière à obtenir un polynômeDk ∈ Q[d0, · · · , d2(n−1)]
s’annulant si et seulement si le polynôme f n’est pas générique par rapport à la variable bn−k,
ce qui conclut la preuve.

Ainsi, génériquement, 〈B〉 est radical, et, par exemple, bn−1 est un élément séparant B (le
choix de bn−1, plutôt qu’un autre bn−k, comme élément séparant dans le cas générique sera
motivé dans la Section 3.5.4). Cherchons maintenant à déterminer une paramétrisation de
V (〈B〉).

3.5.3 Paramétrisation de V (〈B〉)
bn−1 séparant V (〈B〉), nous pouvons obtenir la base de Gröbner sous forme shape suivante.

Théorème 3.16. Dans le cas générique, B possède une base de Gröbner sous forme shape
par rapport à un ordre d’élimination {b0, . . . , bn−2} �� bn−1. Cette base a la forme suivante :

S :=


p(bn−1) = 0,
bn−2 − pn−2(bn−1) = 0,

...
b0 − p0(bn−1) = 0.

p est un polynôme univarié de degré 2n et les pi sont des polynômes univariés de degré
strictement inférieur à 2n.

Démonstration. Ce théorème découle immédiatement de la propriété de séparabilité de bn−1

et de la dimension de A .

Pour obtenir une telle base de Gröbner, il existe un grand nombre d’algorithmes. En début
de chapitre, nous présentions le plus basique d’entre-eux : l’algorithme de Buchberger. Cet
algorithme permet d’obtenir une base de Gröbner d’un idéal polynomial en un nombre fini
d’étapes, en calculant des réductions de S-polynômes. Une version raffinée de l’algorithme de
Buchberger est donnée dans [CLO15, Chap. 2, §10]. Durant le déroulement de l’algorithme
de Buchberger, on se retrouve souvent à calculer des réductions de S-polynômes triviales.
Celles-ci peuvent être évitées afin de gagner en efficacité. C’est ce que cherche, par exemple,
à faire l’algorithme F5 [Fau02], expliqué brièvement dans [CLO15, Chap. 10, §4]. Le lecteur
intéressé est invité à lire [CLO15, Chap. 10] expliquant plusieurs algorithmes de calcul de
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bases de Gröbner.

Tous ces algorithmes n’utilisent pas le fait que l’on part d’une base de Gröbner pour un
certain ordre monomial. En effet, le système B est déjà une base de Gröbner par rapport à
l’ordre DRL bn−1 � . . . � b0. Il existe d’autres algorithmes que ceux cités ci-dessus permet-
tant de calculer une base de Gröbner pour un certain ordre monomial d’un idéal à partir
d’une base de Gröbner pour un autre ordre monomial. C’est ce qu’on appelle les algorithmes
de changement d’ordre. Le plus connu est l’algorithme FGLM [FGLM93]. Dans le cas du sys-
tème B, ces algorithmes de changement d’ordre sont bien plus efficaces que des algorithmes
“classiques” pour calculer une base de Gröbner sous forme shape.

L’inconvénient majeur du calcul d’une base de Gröbner sous forme shape est la taille et
le degré des polynômes qui la définissent. Reprenons les notations du Théorème 3.16. Dans
le cas générique, le polynôme univarié p sera toujours de degré 2n. Il est donc impossible d’en
trouver un de degré plus faible encodant l’ensemble des solutions. En revanche, les polynômes
pi sont en général de degré élevé (au plus 2n − 1) et la taille de leurs coefficients grossissent
en fonction du nombre de paramètres.

Une manière plus simple de paramétrer les zéros de B est de considérer une représentation
rationnelle. Plus particulièrement, nous proposons de calculer une Représentation Univariée
Rationnelle (RUR) des zéros de B [Rou99, Rou07]. Il s’agit d’une forme bijective entre V (〈B〉)
et les racines d’un polynôme univarié p :

V (〈B〉) −→ V (〈p〉)
b = (b0, · · · , bn−1) 7−→ ξ,(
q0(ξ)

q(ξ)
, · · · , qn−1(ξ)

q(ξ)

)
←− [ ξ.

(3.59)

Une telle représentation peut-être calculée en utilisant l’algorithme donné dans [Rou07]. Cet
algorithme ne requiert que la connaissance d’une base de Gröbner de A = R/〈B〉 et d’un al-
gorithme de réduction calculant une forme normale modulo la base de Gröbner de l’idéal 〈B〉.

Théorème 3.17. [Rou99] Le polynôme univarié p de (3.59) est le polynôme caractéristique
de la matrice de multiplication Mbn−1 par bn−1 dans A (voir Section 3.1.8, Définition 3.17),
c’est-à-dire :

p := det
(
Mbn−1 − λ I2n

)
.

De plus, si gcd(f, g) désigne le PGCD de deux polynômes f et g, alors notons

p(bn−1) :=
p

gcd
(
p, dp

dbn−1

) =
d∑
i=0

vi b
d−i
n−1 ∈ K[bn−1]

la partie sans facteur carré de p et définissons les polynômes suivants :

Hj(bn−1) :=

j∑
i=0

vi b
j−i
n−1 ∈ K[bn−1], j = 0, . . . , d− 1.
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Alors, les polynômes pi de (3.59) peuvent être obtenus de la manière suivante
q(bn−1) :=

d−1∑
i=0

Trace(M i
bn−1

)Hd−i−1(bn−1),

qk(bn−1) :=
d−1∑
i=0

Trace(MbkM
i
bn−1

)Hd−i−1(bn−1), k = 0, . . . , n− 2,

où Mbi désigne la matrice de multiplication par bi.

Exemple 3.14. Soit n = 3. Supposons a ∈ Qn et c ∈ Qn tels que 4 d2−d2
4 6= 0. Une base de

Gröbner de B obtenue pour l’ordre lexicographique b0 � b1 � b2 donne la paramétrisation
suivante :

p = b8
2 − 4 d4 b

6
2 +

(
6 d2

4 − 8 d2

)
b4

2 +
(
−4 d3

4 + 16 d2 d4 − 64 d0

)
b2

2 + d4
4 − 8 d2 d

2
4 + 16 d2

2,

b1 =
1

2
b2

2 −
1

2
d4,

b0 =
1

8

b2 (b6
2 − 4 d4 b

4
2 + 5 d2

4 b
2
2 − 4 d2 b

2
2 − 2 d3

4 + 8 d2 d4 − 64 d0)

4 d2 − d2
4

.

Quant à lui, le calcul d’une RUR donne le résultat suivant
p = b8

2 − 4 d4 b
6
2 +

(
6 d2

4 − 8 d2

)
b4

2 +
(
−4 d3

4 + 16 d2 d4 − 64 d0

)
b2

2 + d4
4 − 8 d2 d

2
4 + 16 d2

2,

q = 8 b2

(
b6

2 − 3 d4 b
4
2 + 3 d2

4 b
2
2 − 4 d2 b

2
2 − d3

4 + 4 d2 d4 − 16 d0

)
,

q1 = 16 b2

(
d2 b

4
2 − 2 d2 d4 b

2
2 + 12 d0 b

2
2 + d2 d

2
4 + 4 d0 d4 − 4 d2

2

)
,

q0 = 16 d0

(
3 b4

2 − 2 d4 b
2
2 − d2

4 + 4 d2

)
,

c’est-à-dire :

p = b8
2 − 4 d4 b

6
2 +

(
6 d2

4 − 8 d2

)
b4

2 +
(
−4 d3

4 + 16 d2 d4 − 64 d0

)
b2

2 + d4
4 − 8 d2 d

2
4 + 16 d2

2,

b1 = 2
d2 b

4
2 − 2 d2 d4 b

2
2 + 12 d0 b

2
2 + d2 d

2
4 + 4 d0 d4 − 4 d2

2

b6
2 − 3 d4 b4

2 + 3 d2
4 b

2
2 − 4 d2 b2

2 − d3
4 + 4 d2 d4 − 16 d0

,

b0 = 2
d0 (3 b4

2 − 2 d4 b
2
2 − d2

4 + 4 d2)

b2 (b6
2 − 3 d4 b4

2 + 3 d2
4 b

2
2 − 4 d2 b2

2 − d3
4 + 4 d2 d4 − 16 d0)

.

Cet exemple illustre que le calcul d’une RUR et celui d’une base de Gröbner pour l’ordre lexi-
cographique donnent tous les deux une paramétrisation des solutions de 〈B〉. En revanche,
il contredit ce que nous disions plus haut sur la taille des objets, la RUR obtenue est visi-
blement moins compacte que la base de Gröbner. Ce résultat ne se généralise pas aux ordres
plus élevés. Nous invitons le lecteur à effectuer quelques tests pour n = 4 ou n = 5 pour s’en
rendre compte. Néanmoins, les paramétrisations obtenues sont très conséquentes dans le cas
d’une RUR, et nous choisissons de ne pas les écrire ici.

Remarquons aussi que la condition 4 d2 − d2
4 = 0 implique que b2 n’est plus séparante.

Pour expliquer ceci, calculons le discriminant de p en b2 :

disc(p, b2) = 1288 d4
0

(
4 d2 − d2

4

)2 (
4 d0 d

3
4 − d2

2 d
2
4 − 18 d0 d2 d4 + 4 d3

2 + 27 d2
0

)2
.

Ainsi, si la condition 4 d2 − d2
4 = 0 est vérifiée, alors le discriminant de p en b2 s’annule.

Celui-ci possède alors au moins une racine de multiplicité 2 ou plus. Autrement dit, sous
cette même condition, au moins deux points de V (〈B〉) ont la même coordonnée en b2, ce
qui veut dire que b2 n’est pas séparante. Remarquons aussi que cette condition intervient au
dénominateur de la paramétrisation de b0 obtenue par un calcul de base de Gröbner pour
l’ordre lexicographique b0 � b1 � b2.
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Calculer une RUR est intéressant en pratique puisque nous obtenons une paramétrisation
des solutions X de R = 0 suivant la variable bn−1, laquelle satisfait une “simple” équation
polynomiale p(bn−1) = 0. Il ne reste alors plus qu’à substituer les racines de p dans la matrice
X(bn−1) afin d’obtenir les solutions de l’ERA R = 0.

3.5.4 Caractérisation de X > 0 solution de R = 0

Nous avons montré qu’il est intéressant de calculer une RUR de V (〈B〉) afin de paramétrer
V (〈B〉) en fonction de la variable bn−1 :

R :=



p(bn−1) = 0,

bn−2 =
qn−2(bn−1)

q(bn−1)
,

...

b0 =
q0(bn−1)

q(bn−1)
.

Cette paramétrisation, combinée avec le Théorème 3.11, permet de paramétrer les solutions
X de R = 0 en fonction de la variable bn−1. Génériquement, parmi ces 2n solutions possibles,
il reste à caractériser celle définie positive.

Pour vérifier si une matrice est définie positive, on peut utiliser le critère de Sylvester
[Gil91]. Rappelons ce critère.

Définition 3.23. Soit M ∈ Kn×n une matrice symétrique réelle dont les coefficients sont
notées par mi,j, c’est-à-direM = (mi,j)1≤i,j≤n. Les mineurs principaux dominants deM sont
les déterminants des sous matrices Mk := (mi,j)1≤i,j≤k pour k = 1, . . . , n.

Théorème 3.18. (Critère de Sylvester) Une matrice symétrique réelle est définie positive
si et seulement si ses mineurs principaux dominants sont positifs.

Disposant de la paramétrisation rationnelle R, tous les coefficients de X se réécrivent
alors rationnellement en fonction de bn−1, où bn−1 est racine de p. Ainsi, tester la positivité
des mineurs principaux dominants de X(bn−1), notés par mi pour i = 1, . . . , n, revient à
tester la positivité de n fractions rationnelles sous la contrainte que bn−1 est racine de p :{

X(bn−1) > 0,

p(bn−1) = 0,
⇔

{
mi(bn−1) > 0, i = 1, . . . , n

p(bn−1) = 0.
(3.60)

Ce critère, qui se ramène à un semi-algébrique (c’est-à-dire un systèmes d’équations et d’in-
équations), est difficile à tester en pratique. [AHKY09] propose une alternative basée sur
la factorisation spectrale permettant de transformer ce critère semi-algébrique en critère
purement algébrique.

Théorème 3.19. [AHKY09] Soient a ∈ Rn et c ∈ Rn tels que G soit commandable et
observable. Soit σ := max{bn−1 ∈ R | p(bn−1) = 0}. La solution définie positive de R = 0 est
alors donnée par X(σ), c’est-à-dire X(σ) > 0.

Démonstration. La Proposition 3.5, vue au début de ce chapitre, montre comment construire
une solution de R = 0 à partir de vecteurs propres de H . En considérant n vecteurs propres
associés à n valeurs propres à partie réelle négative, [ACA+99] montre que l’on peut obtenir
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l’unique solution définie positive de R = 0. Calculer ces valeurs propres à partie réelle

négative revient à trouver un polynôme g(λ) =
n∏
i=1

(λ− λi) =
n∑
i=1

bi λ
i, où λi ∈ C−, tel que :

f(λ) = (−1)n g(λ) g(−λ).

Un tel polynôme g est donc défini par une solution particulière du système polynomial E .
En particulier, nous avons :

bn−1 = −
n∑
i=1

λi, λi ∈ C−.

Notons que dans le cas où g ne comporte pas seulement des valeurs propres à partie réelle
négative, nous avons :

bn−1 = −
n∑
i=1

εi λi, εi ∈ {−1, 1}, λi ∈ C−.

Comme tous les λi sont à partie réelle négative, bn−1 = −
n∑
i=1

λi ∈ R est maximal dans le

sens où aucune autre combinaison −
n∑
i=1

εi λi avec εi ∈ {−1, 1} n’est supérieure à celui-ci.

De plus, génériquement, la variable bn−1 est séparante. Nous disposons alors d’un po-
lynôme univarié p de degré 2n (par calcul du polynôme caractéristique de la matrice de
multiplication par bn−1 dans A = R/〈B〉 par exemple) dont les racines sont les coordonnées
bn−1 de chaque zéro de V (〈B〉). Ainsi, la racine maximale de p définit la solution définie
positive de l’ERA R = 0.

Enfin, la solution définie positive de R = 0 vérifie la propriété suivante.

Proposition 3.11. Soient a ∈ Rn et c ∈ Rn tels que G soit commandable et observable.
Alors, X > 0 vérifie b0 =

√
a2

0 + c2
0.

Démonstration. De part le lien entre les bi et le facteur spectral g de f , nous avons :

b0 = (−1)n
n∏
i=1

λi, λi ∈ C−.

Rappelons que si λi est racine de g, alors λi l’est aussi. De plus, nous avons λi λi = |λi|2 > 0.
Notons alors que nous avons deux cas à étudier.

– Soit n pair. Supposons que g possède n − N racines réelles (nombre pair), notées
λN+1, . . . , λn. Ses N racines complexes sont alors notées λ1, . . . , λN/2 et λ1, . . . , λN/2.
Alors, nous avons :

b0 = (−1)n
n∏

i=N+1

λi

N/2∏
i=1

λi λi =
n∏

i=N+1

λi

N/2∏
i=1

|λi|2.

Or
n∏

i=N+1

λi > 0 car c’est un produit d’un nombre pair de λi < 0. De plus,
N/2∏
i=1

|λi|2 > 0.

D’où b0 > 0.
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– Soit n impair. Supposons que g possède n−N racines réelles (nombre impair), notées
λN+1, . . . , λn. Ses N racines complexes sont alors notées λ1, . . . , λN/2 et λ1, . . . , λN/2.
Alors, nous avons :

b0 = (−1)n
n∏

i=N+1

λi

N/2∏
i=1

λi λi = (−1)
n∏

i=N+1

λi

N/2∏
i=1

|λi|2.

Or
n∏

i=N+1

λi < 0 car c’est un produit d’un nombre impair de λi < 0. De plus, nous

avons
N/2∏
i=1

|λi|2 > 0. D’où, nous obtenons b0 > 0.

Ainsi, nous obtenons b0 > 0 quel que soit l’ordre n du système. De plus, de B0 = 0 (voir (3.43)
et (3.42) pour k = 0), nous déduisons b0 = ±

√
a2

0 + c2
0. Ainsi, nous obtenons b0 =

√
a2

0 + c2
0,

ce qui conclut la preuve.

Cette propriété permet de réduire la taille des objets que l’on étudie d’un facteur 2
lorsque l’on cherche uniquement à trouver la solution définie positive de R = 0. En effet, en
considérant b0 fixé par les paramètres du système G, c’est-à-dire

b0 =
√
a2

0 + c2
0,

nous pouvons alors réduire le système polynomial E en retirant l’équation polynôme B0 = 0 :

B̃ := {Bk}k=1..n−1,

Ẽ := {Bk = 0}k=1..n−1.
(3.61)

b0 devient alors une valeur fixe du système polynomial B̃, qui ne possède alors plus que n−1
inconnues bk. Nous pouvons alors déduire une paramétrisation de ce système en fonction de
bn−1 qui sera de taille plus faible que la précédente (facteur 2). Par exemple, le calcul d’une
RUR de V (〈B̃〉) donne la paramétrisation suivante :

R̃ :=



p̃(bn−1, b0) = 0,

bn−2 =
q̃n−2(bn−1, b0)

q̃(bn−1, b0)
,

...

b1 =
q̃1(bn−1, b0)

q̃(bn−1, b0)
,

b0 =
√
a2

0 + c2
0.

(3.62)

Le degré de p̃ est alors 2n−1, et les degrés des autres polynômes de la RUR B̃r sont inférieurs
à 2n−1. La taille des objets étudiés est donc divisée par 2.

En pratique, ceci est très intéressant car les calculs sont fortement limités par l’ordre
du système. Cette propriété nous permet de travailler sur des système d’un ordre n + 1, ce
qui est non négligeable. Par ailleurs, ceci est très avantageux dans le cas où l’on cherche à
trouver des expressions sous forme close des solutions de R = 0 comme nous allons le voir
dans la Section 3.6.2.

108



3.5 Étude de E à paramètres fixés

3.5.5 Isolation certifiée des zéros de B

Un des avantages de l’approche symbolique par rapport à des approches numériques
classiques pour résoudre une équation de Riccati algébrique est de pouvoir certifier numéri-
quement tout résultat. Une approximation certifiée des solutions d’un système d’équations
est une représentation des solutions de ce système sous forme d’intervalles contenant les
solutions réelles du système. Considérons, par exemple, l’équation p(bn−1) = 0. Une approxi-
mation certifiée des racines de p donnera des intervalles pour les valeurs de bn−1 contenant
à coup sûr les racines de p. Pour plus de détails sur l’analyse par intervalles, nous nous
référons, par exemple, à [Jau01]. Pour des applications de l’analyse par intervalles, citons,
par exemple, [DLDJ+07].

Il existe de multiples algorithmes réalisant une isolation certifiée des racines de p. Citons,
par exemple, [BF00] détaillant un algorithme se basant sur la méthode d’Aberth, ou encore
[RZ04] dont l’algorithme se base sur la règle des signes de Descartes [CA76]. La commande
Maple RootFinding[Isolate] implémente cette dernière méthode.

Les méthodes numériques classiques de calcul de solutions d’équations de Riccati algé-
briques (voir, par exemple, [BG96] pour une liste non-exhaustive de telles méthodes) ne sont
pas certifiées numériquement. L’avantage de disposer d’une RUR de V (B) paramétrant les
solutions de l’équation de Riccati algébrique est de pouvoir utiliser ces algorithmes de calcul
certifié. En effet, la substitution des racines de p sous forme d’intervalles dans la RUR R
permet d’obtenir des intervalles certifiés pour les bk solutions de E .

Exemple 3.15. Soit n = 3. Supposons que les valeurs des paramètres sont fixés aux valeurs
suivantes :

a0 := 0, c0 := 10, a1 := 1, c1 := 2, c2 := 0, a2 := 5.

Le calcul d’une RUR de V (B) pour ces valeurs de paramètres donne le résultat suivant :

p = b8
2 − 92 b6

2 + 3134 b4
2 − 53228 b2

2 + 259081,

b1 =
10 (b4

2 + 194 b2
2 + 2349)

b6
2 − 69 b4

2 + 1567 b2
2 − 13307

,

b0 =
200 (3 b4

2 − 46 b2
2 − 509)

b2 (b6
2 − 69 b4

2 + 1567 b2
2 − 13307)

.

L’isolation des racines réelles de p via la commande RootFinding[Isolate] de Maple avec 10
digits donne les intervalles exacts suivants, et leur évaluation avec 20 chiffres significatifs
donne les intervalles approximés suivants :[
−940430083379

137438953472
,−470215041689

68719476736

]
≈ [−6.8425294257685891353,−6.8425294257613131776],[

−377030844431
137438953472

,−188515422215
68719476736

]
≈ [−2.7432604433197411709,−2.7432604433124652132],[

188515422215
68719476736

, 377030844431
137438953472

]
≈ [2.7432604433124652132, 2.7432604433197411709],[

470215041689
68719476736

, 940430083379
137438953472

]
≈ [6.8425294257613131776, 6.8425294257685891353].

La substitution respective de ces intervalles dans la RUR calculée précédemment donne les
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intervalles respectifs suivants pour b0[
−351843720888325

35184372088832
,−351843720888309

35184372088832

]
≈ [−10.000000000000142109,−9.9999999999996873612],[

−351843720888321
35184372088832

,−351843720888319
35184372088832

]
≈ [−10.000000000000028422,−9.9999999999999715783],[

351843720888319
35184372088832

, 351843720888321
35184372088832

]
≈ [9.9999999999999715783, 10.000000000000028422],[

351843720888309
35184372088832

, 351843720888325
35184372088832

]
≈ [9.9999999999996873612, 10.000000000000142109],

et les intervalles respectifs suivants pour b1 :[
419049547332085
35184372088832

, 209524773666047
17592186044416

]
≈ [11.910104471214850719, 11.910104471215106514],[

−136115336218805
17592186044416

,−544461344875217
70368744177664

]
≈ [−7.7372610700652444393,−7.7372610700652018068],[

−136115336218805
17592186044416

,−544461344875217
70368744177664

]
≈ [−7.7372610700652444393,−7.7372610700652018068],[

419049547332085
35184372088832

, 209524773666047
17592186044416

]
≈ [11.910104471214850719, 11.910104471215106514].

Remarque 3.20. En pratique, l’isolation certifiée des racines de V (〈B〉) par un calcul de
RUR est limité par l’ordre du système n. Par exemple, pour n = 8, p est de degré 256. Il faut
alors isoler les racines de p par intervalles avec une précision de 250 digits pour assurer une
stabilité suffisante de la RUR. Pour plus de détails sur le degré des polynômes de la RUR et
la taille de leurs coefficients, voir l’Annexe E. En pratique, à paramètres fixés, nous pouvons
calculer une RUR de V (B) jusqu’à n = 10 sur une machine personnelle en quelques minutes.

Remarque 3.21. Disposant d’une isolation certifiée des coefficients bi de la factorisation
spectrale g de f , alors en utilisant la Proposition 3.8 nous pouvons déduire une “factorisation
copremière de G par intervalles”.

3.6 Étude de E à paramètres non fixés

3.6.1 Remarques préliminaires

Supposons maintenant que les paramètres a et c ne sont pas fixés à des valeurs nu-
mériques. Nous aimerions étendre les résultats présentés aux sections précédentes à ce cas
paramétrique.

Nous pouvons alors réutiliser les résultats du Théorème 3.11 donnant les coefficients de
X solution de R = 0 en fonction des variables bk. Disposant du système E , nous aimerions
trouver une paramétrisation de ses solutions. Cependant, celles-ci sont dans la clôture algé-
brique Q(a, c), et non plus dans C. Ainsi, la plupart des démonstrations vues précédemment
ne sont plus valides car nous ne pouvons plus parler de λi ∈ C−.

Nous proposons alors une alternative, que nous développons ici, pour des systèmes d’ordre
4 au plus. Pour de tels systèmes, nous exhibons une autre représentation de E par des opé-
rations simples, et nous utilisons le concept de variété discriminante afin de décomposer
l’espace des paramètres en cellules régulières dans lesquelles nous pouvons réutiliser les ré-
sultats de la section précédente.

Rappelons que nous notons K := Q(d0, . . . , d2n), R := K[b0, . . . , bn−1] et la K-algèbre
A := R/〈B〉.
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3.6.2 Paramétrisation des solutions de E pour 1 ≤ n ≤ 4

Soit n ≤ 4. Le Théorème 3.11 (voir page 91) montre que les coefficients de X solu-
tion de R = 0 sont fonction des variables bk. La Table 3.1 explicite ces matrices X pour
les ordres faibles considérés. Ces mêmes variables bk satisfont le système d’équations polyno-
miales E défini par B, rappelé en Table 3.2 pour n ≤ 4, et où les d2k sont définis en Table 3.3.

Remarque 3.22. A la vue de ces Tables, nous remarquons que la complexité de la repré-
sentation des solutions grandit en fonction de n et du nombre de paramètres. Cet aspect est
traité en Annexe E pour n quelconque.

D’après l’équation B0 = 0, la variable b0 est déterminée en fonction des paramètres a0 et
c0. Le cas n = 1 est alors un cas particulier. Pour n ≥ 2, b0 peut être vu comme un nouveau
paramètre comme nous l’avons vu à la section précédente. Nous étudions alors l’ensemble B
privé du premier polynôme B0, que l’on note par B̃, de variables (b1, . . . , bn−1) et de para-
mètres (b0, d2, . . . , d2n). A cet ensemble, nous associons le système d’équations polynomiales
défini par Ẽ := {Bk = 0}k=1,...,n−1.

Ensuite, nous proposons de calculer une paramétrisation des solutions de Ẽ . Par des
opérations simples, nous montrons que ce système peut se réécrire sous une forme plus
exploitable.

Proposition 3.12. Soit 2 ≤ n ≤ 4. Soit B un système polynomial défini dans la Table 3.2.
Une paramétrisation rationnelle des solutions de Ẽ est donnée par R̃ défini dans la Table 3.4.

Démonstration. • Soit n = 2. Le polynôme B1 peut être considéré comme un polynôme
univarié en la variable b1. La paramétrisation obtenue est alors triviale.

• Soit n = 3. En utilisant B2 = 0, nous pouvons exprimer b1 en fonction de b2 :

b1 =
1

2

(
b2

2 − d4

)
.

En substituant cette paramétrisation de b1 dans B1 = 0, nous obtenons le polynôme univarié
p̃ en b2 suivant :

p̃ := b4
2 − 2 d4 b

2
2 − 8 b0 b2 + d2

4 − 4 d2 = 0.

Nous avons alors la paramétrisation rationnelle de R̃ suivante :

R̃ :=


b1 =

1

2

(
b2

2 − d4

)
,

b2 = b2,

p̃ := b4
2 − 2 d4 b

2
2 − 8 b0 b2 + d2

4 − 4 d2 = 0.

(3.63)

• Soit n = 4. En utilisant B3 = 0, nous pouvons exprimer b2 en fonction de b3 :

b2 =
1

2

(
b2

3 − d6

)
. (3.64)

En substituant cette paramétrisation de b2 dans B2 = 0, nous obtenons :

8 b3 b1 = b4
3 − 2 d6 b

2
3 + 8 b0 + d2

6 − 4 d4. (3.65)
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Nous voyons une singularité apparaître pour b3 = 0. Supposons alors, dans un premier temps,
b3 = 0. Alors, (3.65) devient :

8 b0 + d2
6 − 4 d4 = 0. (3.66)

De plus, (3.64) se simplifie en :

b2 =
−d6

2
. (3.67)

La substitution de (3.67) dans B1 donne :

b2
1 + b0 d6 − d2 = 0. (3.68)

Ainsi, b1 est complètement déterminé par les valeurs des paramètres en utilisant l’équation
(3.68). Les solutions de Ẽ sont alors données par :

b2
1 + b0 d6 − d2 = 0,

b2 =
−d6

2
,

b3 = 0.

Supposons maintenant que b3 6= 0. De (3.65), nous déduisons :

b1 =
b4

3 − 2 d6 b
2
3 + 8 b0 + d2

6 − 4 d4

8 b3

. (3.69)

Notons que nous retrouvons la singularité 8 b0 + d2
6− 4 d4 obtenues en (3.66). En substituant

(3.69) et (3.64) dans B1 = 0, nous obtenons un polynôme univarié p en la variable b3 :

p̃ := b8
3 − 4 d6 b

6
3 + (6 d2

6 − 8 d4 − 48 b0) b4
3

+4 (−d3
6 + 4 (d4 + 2 b0) d6 − 16 d2) b2

3 + (d2
6 − 4 d4 + 8 b0)

2
.

(3.70)

Par conséquent, nous obtenons la paramétrisation rationnelle de B suivante :

R̃ :=



b1 =


±
√
d2 − b0 d6 si b3 = 0,

b4
3 − 2 d6 b

2
3 + 8 b0 + d2

6 − 4 d4

8 b3

sinon,

b2 =
1

2

(
b2

3 − d6

)
,

b3 = b3,

p̃ = 0.

(3.71)

Remarque 3.23. Notons aussi que, disposant d’une paramétrisation des zéros de 〈B〉 pour
des paramètres indéterminés, alors l’évaluation de ces paramètres en des valeurs numériques
donne le même résultat que si nous calculions une paramétrisation des zéros de 〈B〉 particu-
larisé en ces mêmes valeurs numériques. Nous parlons alors de la propriété de commutativité
des spécialisations [BPR03, Prop. 8.74]. En d’autres termes, soient d? := (d?0, · · · , d?2n) des
valeurs particulières de paramètres, alors calculer une paramétrisation de V (〈B〉) puis la par-
ticulariser en d? est équivalent à particulariser 〈B〉 en d? puis en calculer une paramétrisation
de ses zéros.
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Remarque 3.24. Il est possible d’étendre le calcul de telles paramétrisations à des ordres
plus élevés. Cependant, ces calculs deviennent très coûteux lorsque le nombre de paramètres
non-fixés ai et ci augmente, ou lorsque l’ordre n augmente. Dans cette optique, l’Annexe E
explicite des ordres de grandeur des polynômes d’une RUR de V (〈B〉) à paramètres fixés. En
pratique, nous ne pouvons calculer une paramétrisation de V (〈B〉), où tous les a et c sont
non nuls et non fixés, pour n = 6 ou plus sur nos machines disposant de 16 GB de RAM,
cette dernière saturant.

3.6.3 Solutions de R = 0 pour 1 ≤ n ≤ 4

Des paramétrisations R̃ obtenues, notons que :
– pour n = 2, p̃ est de degré 2 en b1,
– pour n = 3, p̃ est de degré 4 en b2,
– pour n = 4, p̃ est de degré 4 en b2

3.
Nous pouvons alors appliquer les résultats de l’Annexe D donnant des formules explicites

des racines de polynômes à coefficients quelconques et de degré inférieur ou égal à 4. Ces
racines par radicaux font intervenir des puissances non entières de nombres complexes. Afin
de garder une unicité des notations, nous adoptons les notations suivantes

x ∈ C, n ∈ Q, x1/n = exp

(
1

n
(ln(|x|) + i arg(x))

)
où arg(x) est l’argument de x tel que −π ≤ arg(x) ≤ π. Dans la littérature, x1/n définie
ci-dessus est appelée racine nème principale de x. Voir [BC09, p.26] pour plus de détails.
Notons par ailleurs que les termes de tête des polynômes univariés de R̃ sont tous égaux à
1, ce qui simplifie l’expression des racines par radicaux de p̃. Celles-ci sont données dans la
Table 3.5.

Remarque 3.25. Pour n = 3, le coefficient de p̃ en b2
2, c’est-à-dire µ1 := −8 b0, peut-être

considéré comme non nul. En effet, son annulation correspond à b0 = 0, et donc à a0 = c0 = 0,
ce qui correspond à une dégénérescence d’ordre de G. Cette remarque permet d’éviter une
variété singulière sur lesquelles les racines par radicaux ne sont pas définies.

Remarque 3.26. Notons aussi que, disposant d’une paramétrisation de V (〈B〉) pour n ≥ 5,
le polynôme univarié p̃ obtenu est généralement de degré trop élevé pour expliciter ses racines
par radicaux. Ainsi, l’utilisation de paramètres non fixés s’avère limité. C’est pourquoi nous
choisissons de nous limiter à l’ordre au plus 4 dans cette section.

De ces racines exprimées par radicaux, l’utilisation de la paramétrisation R̃ et de la
Table 3.1 permet de construire les matrices X solutions de R = 0. Parmi ces expressions
sous forme close, il reste à déterminer l’unique solution définie positive.

3.6.4 Solution définie positive de R = 0 pour 1 ≤ n ≤ 4

Avec la paramétrisation R̃ et le Théorème 3.11, nous disposons de X(a, c, b0, bn−1), où :{
p̃(bn−1, b0) = 0,

b2
0 − d0 = 0.
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b0 étant complètement déterminé par d0 = a2
0 + c2

0, nous rappelons que nous le considérons
comme un paramètre fixé.

Par ailleurs, nous disposons de formules par radicaux des racines de p̃ (voir la Table 3.5).
En particulier, cette table montre que les racines de p̃ sont exprimables par une unique
expression par radicaux sauf pour certaines valeurs de paramètres. Nous adoptons alors la
notation suivante.

Définition 3.24. Nous notons par Vs les variétés singulières sur lesquelles les expressions
par radicaux des racines de p̃ changent de forme.

Pour 1 ≤ n ≤ 4, ces variétés singulières sont données en Table 3.6.

Remarque 3.27. Suivant la représentation par radicaux choisie, nous pouvons introduire
différentes variétés singulières Vs. Nous nous référons à [Mut80, Tig15, Kin96, Neu14, Shm11,
Nic09, Hol02] ou encore [Zwi02] pour différentes méthodes de recherche de racines d’un
polynôme sous formes closes. Dans ce mémoire, nous considérons uniquement les méthodes
popularisées par Lagrange et Descartes, qui sont rappelées en Annexe D.

Il reste alors à identifier l’unique matrice définie positive.

Pour cela, nous pouvons appliquer le critère de Sylvester (Théorème 3.18), énoncé à la
section précédente. Notant mi les mineurs principaux dominants de X(a, c, bn−1), celui-ci
consiste à résoudre le système :

mi(a, c, b0, bn−1) > 0, 1 ≤ i ≤ n,

p̃ = 0,

b2
0 − d0 = 0.

(3.72)

Notons que mi(a, c, b0, bn−1) ∈ Q(a, c, b0, bn−1). Ainsi, a et c étant indéterminés, résoudre
(3.72) consiste à déterminer le signe d’expressions rationnelles sous contrainte. En particu-
lier, ces signes peuvent varier suivant les valeurs des paramètres a et c. Pour connaître les
variations de signe de chaque mi suivant les valeurs des paramètres a et c, il est d’abord
nécessaire de caractériser son lieu d’annulation. Considérons le système polynomial obtenu
en considérant les produits des numérateurs et dénominateurs de (3.72). Afin de caractériser
le lieu d’annulation de ce système, nous pouvons en calculer une Décomposition Cylindrique
Algébrique (CAD) [ACM84]. Une CAD est une décomposition en semi-algébriques connectés
de R2n nommés cellules, dans lesquelles chaque polynôme a un signe constant. Cependant,
cet outil n’est généralement pas efficace pour un nombre de paramètres supérieur à 2, à
cause de la complexité doublement exponentielle de l’algorithme sous-jacent. Dans le cas du
système (3.72), le nombre de paramètres est (au plus) 2n. Ainsi, sauf pour des systèmes très
particuliers à faible nombre de paramètres (certains ai et ci étant nuls), il apparaît difficile
d’utiliser un tel critère semi-algébrique. Nous proposons alors une alternative.

Pour cela, nous proposons de calculer la variété discriminante de R̃, c’est-à-dire celle de
p̃. Ce polynôme univarié p̃ est de la forme suivante

p̃ = bNn−1 + θN−1 b
N−1
n−1 + · · ·+ θ1 bn−1 + θ0, (3.73)

où N = 2n−1 (voir Table 3.4). Notons que son terme de tête est égal à 1. Ainsi, la variété
discriminante de p̃ correspond exactement au discriminant ∆p̃ de p̃, c’est-à-dire au lieu des
paramètres où l’une des racines de p̃ devient multiple. Nous avons alors :

Vp̃ := {θ |∆p̃(θ) = 0} . (3.74)
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Suivant l’ordre n du système G, nous notons alors :

Vn := Vp̃ ∪ Vs.

Remarque 3.28. Vn est un sous-espace de l’espace des paramètres défini par a, c et b0.

D’un point de vue géométrique, Vn décompose l’espace des paramètres en cellules ré-
gulières (c’est-à-dire des ouverts de l’espace des paramètres ne contenant pas Vn) dans les-
quelles :

– le nombre de racines réelles de p̃ est constant,
– les représentations des racines de p̃ par radicaux sont identiques suivant les valeurs des

paramètres a, c et b0.
Ces cellules régulières peuvent alors se caractériser suivant la même méthode qu’expliquée
dans l’Exemple 3.9.

En tout point d’une cellule régulière, notée Ci, les racines par radicaux de p̃ sont définies
par la même expression par radicaux et sont de multiplicité 1. Par évaluation numérique de
ces expressions en un point témoin (a, c, b0) de Ci, nous pouvons identifier quelle expression
identifie la racine réelle maximale de p̃ dans Ci.

Par ailleurs, rappelons que la Proposition 3.11 montre que pour a et c fixés, alors X > 0
solution de R = 0 vérifie b0 > 0. Nous pouvons alors ne considérer que les cellules Ci dans
lesquelles b0 prend des valeurs positives, les cellules pour lesquelles b0 est négatif ne nous
permettant pas de distinguer la solution définie positive de R = 0.

Ainsi, en particularisant les racines par radicaux de la Table 3.5 en un point de chaque
cellule Ci ne rencontrant pas Vn et restreinte à b0 > 0, nous identifions l’expression par radi-
caux représentant la racine réelle maximale σ̃ de p̃ dans cette cellule Ci. En particularisant
cette expression dans X(a, c, bn−1, b0) et en choisissant b0 =

√
a2

0 + c2
0, nous obtenons une

expression sous forme close de la solution définie positive X de R = 0 valable dans toute la
cellule Ci.

En pratique, nous utilisons la commande CellDecomposition de Maple pour calculer ces
cellules Ci restreintes à b0 > 0 et calculer un point témoin dans chacune d’elle. Le calcul des
cellules Ci et l’identification des racines réelles maximales de p̃ est résumé dans la proposition
suivante.

Proposition 3.13. Soit n = 2. Alors la racine réelle maximale de p̃ a toujours la même
expression par radicaux et est définie par :

σ̃ := b1(1) =
√

2 b0 + a2
1 + c2

1 − 2 a0.

Soit n = 3. Alors, suivant les notations de la Table 3.5, la racine réelle maximale de p̃
est :

σ̃ := b2(1, 1).

Rappelons que cette expression change de forme pour p4 = 0 (voir la Table 3.5).
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Soit n = 4. La racine réelle maximale de p̃ change d’expression suivant les valeurs des
paramètres. Notons :

µ0 := 16 (2 b0 − d4)2 − 64 d2 d6, µ1 := −64 (d2 + b0 d6) , µ2 := −8 (6 b0 + d4) ,

∆Q := 256 (µ3
0 + β2 µ

2
0 + β1 µ0 + β0) ,

β2 := −µ
2
2

2
, β1 :=

µ2

16

(
µ2

3 + 9µ2
1

)
, β0 := −µ

2
1

64

(
µ2

3 +
27

4
µ2

1

)
,

p3 := −1

3
β2

2 + β1, q3 :=
2

27
β3

2 −
1

3
β1 β2 + β0,

δ3 = 27
(
4 p3

3 + 27 q2
3

)
, α3 :=

(
−27 q3 +

√
δ3

2

)1/3

,

∀i ∈ {1, 2, 3}, ri =
1

3

(
α3 j

2(i−1) − 3 p3

α3 j(i−1)

)
− 1

3
β2,

µ?1 :=

√
−8µ3

2

27
, µ?0 := −µ

2
2

12
.

De plus, définissons les cellules suivantes :

C1 := {µ2 ≤ 0, µ1 ≤ −µ?1, µ0 ≤ r1} ,
C2 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ [−µ?1 ; 0[ , µ0 ∈ ]−∞ ; r1] \ {µ?0}} ,
C3 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ ]0 ; µ?1] , µ0 ∈ ]µ?0 ; r2]} ,
C4 := {µ2 ≥ 0, µ1 < 0, µ0 ≤ r1} ,
C5 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ ]0 ; µ?1] , µ0 ∈ ]−∞ ; µ?0[ ∪ [r2 ; r1]} ,
C6 := {µ2 ≤ 0, µ1 ≥ µ?1, µ0 ≤ r1} ,
C7 := {µ2 ≥ 0, µ1 > 0, µ0 ≤ r1} ,
C8 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ [−µ?1 ; 0[} ,
C9 := {µ2 ≥ 0, µ1 > 0} .

Nous distinguons alors les cas suivants.
– Supposons µ1 = 0. Alors b3(1, 1) est la racine réelle maximale de p̃.
– Supposons µ1 6= 0 et µ0 6= µ?0. Alors b3(1, 1) est la racine réelle maximale de p̃ si et

seulement si
µ ∈ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4,

et b3(1,−1) est racine réelle maximale de p̃ si et seulement si :

µ ∈ C5 ∪ C6 ∪ C7.

– Supposons µ1 6= 0 et µ0 = µ?0. Alors, b3(1,−1) est racine réelle maximale de p̃ si et
seulement si

µ ∈ C8 ∪ C9

et b3(1, 1) est racine réelle maximale de p̃ dans le cas contraire.
Ces résultats sont résumés dans la Table 3.7.

Démonstration. • Soit n = 2. Trivialement, d’après la Table 3.5, la racine réelle maximale
est donnée par b1(1) étant donné que l’intérieur de la racine carrée est positif.

• Soit n = 3. Nous procédons en deux étapes.
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– Supposons µ2
2 + 12µ0 6= 0. Le calcul de CellDecomposition pour p̃(b2, b0, a, c) avec la

restriction b0 > 0 et µ2
2 + 12µ0 6= 0 et ordre de projection

c2 → c1 → c0 → a2 → a1 → a0 → b0,

permet de décomposer l’espace des paramètres en 28 cellules dans lesquelles le nombre
de racines réelles de p̃ est constant et dont l’expression par radicaux de la racine réelle
maximale de p̃ ne change pas. Pratiquement, la commande Maple utilisée est :

CellDecomposition ([p̃ = 0, b0 > 0, µ2
2 + 12µ0 6= 0], [b2], [b0, a0, a1, a2, c0, c1, c2]).

L’évaluation des racines par radicaux données en Table 3.5 montre que, dans chaque
cellule, soit b2(1, 1) est maximale, soit il n’y a pas de solution. Étant donné que nous
avons considéré b0 comme un paramètre sans restriction (b0 vérifie b2

0 = a2
0 + c2

0), il est
normal de voir apparaître des cellules sans solution. Celles-ci ne correspondent alors à
aucune situation réelle, puisque nous sommes assurés que R = 0 possède une solution.
Nous pouvons alors éliminer ces cellules et ne considérer que celles disposant au moins
d’une solution réelle. Ainsi, b2(1, 1) est racine réelle maximale de p̃ si µ2

2 + 12µ0 6= 0.

– Supposons µ2
2 + 12µ0 = 0. La réduction de p̃ modulo µ2

2 + 12µ0 en éliminant c0 donne :

p̃? := 3 b4
2 + 6

(
2 a1 − a2

2 − c2
2

)
b2

2 − 24 b0 b2 − 2
(
−2 a2

2 − 2 c2
2 + 4 a1

)2
.

Remarquons alors que le polynôme obtenu ne dépend plus que des paramètres a1, a2,
c2 et b0. En utilisant la commande Maple

CellDecomposition ([p̃? = 0, b0 > 0], [b2], [a1, a2, b0, c2]),

nous décomposons l’espace des paramètres (a, c, b0) restreint à µ2
2 + 12µ0 = 0 en 2

cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de p̃? est constant. L’évaluation des
racines par radicaux montre alors que b2(1, 1) est racine réelle maximale dans chaque
cellule.
b2(1, 1) est alors la racine réelle maximale de p̃ quelles que soient les valeurs des para-
mètres (a, c, b0) avec b0 > 0.

• Soit n = 4. p̃ est un polynôme univarié de degré 4 en b2
3. Notons t := b2

3 − d6 et le
polynôme p̃t

p̃t := t4 + µ2 t
2 + µ1 t+ µ0,

où les coefficients µi sont définis à la Table 3.5. Notons que si tmax est racine réelle maximale
de p̃t, alors σ :=

√
tmax + d6 est racine réelle maximale de p̃.

Par ailleurs, décomposer l’espace des paramètres en cellules via la variété discriminante de p̃t
en les paramètres (a, c, b0) est très couteux à cause du grand nombre de paramètres, et n’est
pas réalisable sur nos machines. Nous proposons alors de décomposer l’espace des paramètres
selon des valeurs génériques de µi, i = 0, 1, 2, définis dans la Table 3.5. Une décomposition
en cellules de l’espace des paramètres (µ0, µ1, µ2) pour un polynôme générique de degré 4 est
donné en Annexe D et est reprise ici afin de terminer la preuve pour n = 4.

Remarque 3.29. Notons que le cas n = 1 est un cas particulier et la Proposition 3.11
permet de conclure immédiatement quant à la solution définie positive de l’équation de
Riccati (3.11).

De telles solutions sont facilement exploitables, notamment par un calculateur embar-
qué, ce qui motive la présente démarche. Une limitation évidente de l’approche développée
est l’ordre du système G. Cependant, pour certains systèmes remarquables, nous pouvons
augmenter l’ordre du système comme le montre la section suivante.
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n Matrice X solution de R = 0

1 b0 − a0

2

(
b0 b1 − (a0 a1 + c0 c1) b0 − a0

b0 − a0 b1 − a1

)

3

 b0 b1 − (a0 a1 + c0 c1) b0 b1 − (a0 a2 + c0 c2) b0 − a0

b0 b1 − (a0 a2 + c0 c2) b1 b2 − (a1 a2 − c1 c2)− (b0 − a0) b1 − a1

b0 − a0 b1 − a1 b2 − a2



4



b0 b1

− (a0 a1 + c0 c1)
b0 b2

− (a0 a2 + c0 c2)
b0 b3

− (a0 a3 + c0 c3)
b0 − a0

b0 b2

− (a0 a2 + c0 c2)
b1 b2 − b0 b3 + a0 a3

+c0 c3 − (a1 a2 + c1 c2)
b1 b3 − b0

+a0 − (a1 a3 + c1 c3)
b1 − a1

b0 b3

− (a0 a3 + c0 c3)
b1 b3 − b0 + a0

−(a1 a3 + c1 c3)
b1 b2 − b2 b3 − b1

+a1 − (a2 a3 + c2 c3)
b2 − a2

b0 − a0 b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3


Table 3.1 – Matrices X solution de R = 0 pour 1 ≤ n ≤ 4

n Système polynomial B

1 B0 := b2
0 − d0 = 0

2
B0 := b2

0 − d0 = 0

B1 := b2
1 − 2 b0 − d2 = 0

3

B0 := b2
0−d0 = 0

B1 := b2
1 − 2 b0 b2−d2 = 0

B2 := b2
2 − 2 b1−d4 = 0

4

B0 := b2
0−d0 = 0

B1 := b2
1 − 2 b0 b2−d2 = 0

B2 := b2
2 − 2 b1 b3 + 2 b0 − d4 = 0

B3 := b2
3 − 2 b2−d6 = 0

Table 3.2 – Système polynomial B pour 1 ≤ n ≤ 4
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3.6 Étude de E à paramètres non fixés

n Variables d2k

1 d0 := a2
0 + c2

0

2
d0 := a2

0 + c2
0

d2 := (a2
1 + c2

1)− 2 a0

3

d0 := a2
0 + c2

0

d2 := (a2
1 + c2

1)− 2 (a0 a2 + c0 c2)

d4 := (a2
2 + c2

2)− 2 a1

4

d0 := a2
0 + c2

0

d2 := a2
1 + c2

1 − 2 (a0 a2 + c0 c2)

d4 := a2
2 + c2

2 − 2 (a1 a3 + c1 c3) + 2 a0

d6 := a2
3 + c2

3 − 2 a2

Table 3.3 – Expression des d2 k en fonction de a et c pour 1 ≤ n ≤ 4

n R̃

1 ∅

2
b1 = b1

p̃ := b2
1 − 2 b0 − d2 = 0

3

b1 =
1

2

(
b2

2 − d4

)
b2 = b2

p̃ := b4
2 − 2 d4 b

2
2 − 8 b0 b2 + d2

4 − 4 d2 = 0

4

b1 =


±
√
d2 − b0 d6 si b3 = 0

b4
3 − 2 d6 b

2
3 + 8 b0 + d2

6 − 4 d4

8 b3

sinon

b2 =
1

2

(
b2

3 − d6

)
b3 = b3

p̃ = b8
3 − 4 d6 b

6
3 + (6 d2

6 − 8 d4 − 48 b0) b4
3

+4 (−d3
6 + 4 (d4 + 2 b0) d6 − 16 d2) b2

3 + (d2
6 − 4 d4 + 8 b0)

2

Table 3.4 – Paramétrisation rationnelle R̃ des solutions de Ẽ pour 1 ≤ n ≤ 4
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n bn−1(b0, d2k)

1 ∅

2
ε := ±1

b1(ε) = ε
√

2 (b0 − a0) + a2
1 + c2

1

3

ε1 := ±1 ε2 := ±1 ε := (ε1, ε2)

µ0 := d2
4 − 4 d2 µ1 := −8 b0 µ2 := −2 d4

p4 := 4 d2 −
4

3
d2

4 q4 :=
8

3
d2 d4 −

16

27
d3

4 − 8 b2
0

δ4 := 27 (4 p3
4 + 27 q2

4) α4 :=

(
1

2

(√
δ4 − 27 q4

))(1/3)

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
si p4 6= 0

(−q4)1/3 − µ2

3
si p4 = 0

∆4 := −
(
u4 + µ2 + ε1

µ1√
2u4

)
b2(ε) =

√
2

2

(
ε1

√
u4 + ε2

√
∆4

)

4

ε1 := ±1 ε2 := ±1 ε3 := ±1 ε := (ε1, ε2, ε3)

µ0 := 16 (2 b0 − d4)2 − 64 d2 d6 µ1 := −64 (d2 + b0 d6) µ2 := −8 (6 b0 + d4)

p4 := −
(
µ2

2

12
+ µ0

)
q4 :=

µ2

3

(
µ0 −

µ2
2

36

)
− µ2

1

8

δ4 := 27 (4 p3
4 + 27 q2

4) α4 :=

(
1

2

(√
δ4 − 27 q4

))(1/3)

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
si p4 6= 0

(−q4)1/3 − µ2

3
si p4 = 0

∆4 := −
(
u4 + µ2 + ε1

µ1√
2u4

)

t(ε1, ε2) :=


√

2

2

(
ε1

√
u2 + ε2

√
∆2

)
si µ1 6= 0

ε1

√
2

2

√
ε2

√
p2 − 4 r − p si µ1 = 0

b3(ε) = ε3

√
t(ε1, ε2) + d6

Table 3.5 – Racines par radicaux de p̃ pour 1 ≤ n ≤ 4
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3.6 Étude de E à paramètres non fixés

n Vs

1 ∅

2 ∅

3 {(a, c) ∈ R2n | p4(a, c) = 0}

4 {(a, c) ∈ R2n | p4(a, c) = 0} ∪ {(a, c) ∈ R2n |µ1(a, c) = 0}

Table 3.6 – Variétés singulières introduites par les racines par radicaux de p̃

n Racine réelle maximale σ̃ de p̃(bn−1)

1 ∅

2 σ̃ := b1(1) =
√

2 b0 + a2
1 + c2

1 − 2 a0

3 σ̃ := b2(1, 1)

4 σ̃ :=

{
b3(1, 1, 1) si µ1 = 0 ou µ ∈ {C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4} ou µ /∈ {C8 ∪ C9},
b3(1,−1, 1) si µ ∈ {C5 ∪ C6 ∪ C7} ou µ ∈ {C8 ∪ C9} .

Table 3.7 – Expression par radicaux de la racine réelle maximale de p̃ pour 2 ≤ n ≤ 4
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3.7 Cas particulier des systèmes comportant une approxi-
mation de Padé

Avant de conclure ce chapitre, nous proposons d’étendre l’approche aux systèmes à re-
tard. Il existe une vaste littérature sur la commande robuste des systèmes à retard (voir,
par exemple, [FÖT96, PG90]). Dans cette section, nous proposons d’approximer les retards
par des fractions rationnelles appelées approximations de Padé. Dans ce contexte des sys-
tèmes linéaires à dimension finie, nous montrons que la factorisation spectrale permettant la
résolution de l’ERA possède des propriétés intéressantes simplifiant sa résolution.

3.7.1 Rappels sur les approximations de Padé

Un approximant de Padé de la fonction exponentielle est une fraction rationnelleNp,q/Dp,q,
où Np,q désigne un polynôme de degré p et Dp,q de degré q, telle que le développement limité
de la fraction à l’ordre p+q soit identique à celui de l’exponentielle [Pad92]. Plus exactement,
cette fraction est définie comme suit.

Théorème 3.20. [BGM96, Pad92, Mar77, Lam93] Soit (p, q) ∈ N∗2 . Soient np,q ∈ Q[s] et
dp,q ∈ Q[s] tels que :

Np,q(s) :=

p∑
i=0

p!

(p− i)!
(p+ q − i)!

(p+ q)!

si

i!
,

Dp,q(s) :=

q∑
j=0

(−1)j
q!

(q − j)!
(p+ q − j)!

(p+ q)!

sj

j!
.

Alors, es s’approxime par

es ' np,q(s)

dp,q(s)
,

que l’on appelle approximant de Padé.

Un approximant de Padé vérifie la propriété suivante.

Théorème 3.21. [Mar77] L’approximation de Padé d’ordre (p, q) de e−s est stable pour
q ≥ p− 2, c’est-à-dire ne contient pas de pôles dans le demi-plan ouvert droit C+. De plus,
nous avons :

Np,p(s) = Dp,p(−s).

En particulier, nous utiliserons principalement les approximations de Padé dites “équili-
brées”, c’est-à-dire de même degré en s au numérateur et au dénominateur. En effet, celles-ci
permettent d’approximer en basse fréquence le déphasage dû à un retard, sans modification
du gain. Nous avons alors le corollaire suivant du théorème précédent.

Corollaire 3.2. Une approximation de Padé d’ordre (p, p) est stable, c’est-à-dire que ses
pôles sont tous à partie réelle strictement négative. Nous parlerons alors d’approximation de
Padé équilibrée d’ordre p.

Autrement dit, si Gp = Np/Dp désigne une approximation de Padé équilibrée d’ordre p,
alors :

Np(s) = Dp(−s), {si ∈ C |Dp(si) = 0} ⊂ C−, {si ∈ C |Np(si) = 0} ⊂ C+.
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3.7 Cas particulier des systèmes comportant une approximation de Padé

3.7.2 Approximations de Padé et factorisation spectrale

Soit Gp une approximation de Padé équilibrée d’un retard e−τ s définie par :

Gp(s) :=
Np(s)

Dp(s)
.

Rappelons que nous avons Np(s) = Dp(−s). Soit un système G linéaire, SISO, LTI, de la
forme suivante

G(s) = G0(s)Gp(s),

où G0 := N0/D0 est une fonction de transfert strictement propre et où G ne contient pas de
simplification pôle/zéro. Notons alors :{

N(s) := N0(s)Np(s),
D(s) := D0(s)Dp(s).

Il en résulte que G = N/D avec gcd(N,D) = 1, où gcd(N,D) désigne le plus grand commun
diviseur de N et D. Notons n l’ordre de G.

Par ailleurs, à la Remarque 3.14, nous avons vu que calculer les valeurs propres de la
matrice Hamiltonienne H revient à calculer les racines du polynôme pair suivant :

f(s) = (−1)n (N(s)N(−s) +D(s)D(−s)) .

Dans le cas présent, nous avons :

f(s) = (−1)n (N0(s)Np(s)N0(−s)Np(−s) +D0(s)Dp(s)D0(−s)Dp(−s)) .

Or, nous avons Np(s) = Dp(−s), ce qui donne :

f(s) = (−1)nDp(−s)Dp(s) (N0(s)N0(−s) +D0(s)D0(−s)) .

Or, d’après le Corollaire 3.2, nous savons que Dp a toutes ses racines dans le demi-plan ouvert
gauche C−. Ainsi, trouver une factorisation spectrale de f revient à trouver une factorisation
spectrale du polynôme pair f0 défini par

f0(s) := (−1)(n−p) (N0(s)N0(−s) +D0(s)D0(−s)) ,

f0 étant uniquement défini par la partie sans retard de G. En effet, soit g0 tel que :

f0(s) = (−1)(n−p) g0(s) g0(−s).

Alors, nous avons :

f(s) = (−1)pDp(s)Dp(−s) (−1)(n−p) g0(s) g0(−s).

Une factorisation spectrale de f est alors donnée par

f(s) = (−1)n g(s) g(−s),

où g(s) := g0(s)Dp(s). Nous récapitulons ce résultat dans le théorème suivant.

Théorème 3.22. Soit G = G0
Np
Dp

un système linéaire continu, SISO, LTI, où Np(s) =

Dp(−s). Alors, le problème de factorisation spectrale associé à G se réduit au problème de
factorisation spectrale de la fonction de transfert G0.
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes permettant de résoudre une équa-
tion de Riccati algébrique R = 0 à paramètres indéterminés.

La première propose de passer par la matrice Hamiltonienne associée, dont les sous-
espaces propres possèdent des propriétés intéressantes exploitables par factorisation spec-
trale. Ainsi, par une paramétrisation des vecteurs propres de cette matrice Hamiltonienne,
et en considérant une factorisation spectrale de son polynôme caractéristique, nous avons
montré comment paramétrer les solutions de l’équation de Riccati algébrique suivant n va-
riables issues d’un système polynomial E .

La seconde méthode propose d’étudier directement l’équation de Riccati comme un sys-
tème polynomial à n(n+ 1)/2 variables. Par un schéma de substitutions, nous montrons que
ce système polynomial se réduit à l’étude du même système polynomial E obtenu par la
première méthode.

Ces deux méthodes sont complémentaires. La première nous permet de déduire un critère
algébrique permettant d’identifier la solution définie positive, en étudiant les propriétés de
la factorisation spectrale. La seconde propose des expressions explicites des composantes de
la matrice X suivant les variables du système E . Ce dernier aspect permet d’éviter de nom-
breux calculs inhérents à la première méthode. Pour n’importe quel système SISO d’ordre
n et sans aucun calcul, nous obtenons alors une paramétrisation des solutions de R = 0
suivant les solutions d’un système polynomial E .

L’étude de l’équation de Riccati algébrique étant réduite au système E , nous avons mon-
tré qu’il était préférable d’utiliser une Représentation Univariée Rationnelle de celui-ci pour
paramétrer ses solutions. Le calcul d’une RUR augmente avec l’ordre du système et le nombre
de paramètres, comme nous le montrons en Annexe E.

Disposant d’une paramétrisation des solutions de l’équation de Riccati suivant les racines
d’un polynôme univarié p, il suffit d’isoler la racine réelle maximale de celui-ci afin d’obtenir
la solution définie positive de l’équation de Riccati. Pour des équations de taille n inférieure
à 4, nous avons alors montré que cette solution pouvait être trouvée sous forme close en
utilisant des formules par radicaux et une décomposition de l’espace des paramètres à l’aide
de la variété discriminante de p.

Enfin, nous avons aussi montré qu’en considérant des systèmes contenant des approxi-
mations de Padé, le problème de factorisation spectrale se simplifie en ne laissant apparaître
que la partie de la factorisation correspond à la partie sans approximant de Padé. Ainsi, la
résolution de l’équation de Riccati pour des systèmes présentant une approximation de Padé
est grandement simplifiée.

L’ensemble du processus nous donne une méthode en théorie valable pour n’importe quel
système G d’ordre n à paramètres indéterminés. Cependant, en pratique, les différentes pa-
ramétrisations sont coûteuses à calculer et l’ordre du système est très vite limitant. De plus,
lorsque nous cherchons des formules explicites pour les solutions de R = 0, nous sommes
fortement contraints par l’ordre du système G. Ces limitations restent les principales diffi-
cultés de cette méthode.
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3.8 Conclusion

En revanche, lorsque ces paramétrisations sont trouvées pour des paramètres indétermi-
nés, le problème est considéré comme résolu et peut être exploité à souhait. Nous voyons
alors de potentielles applications en commande LQG, le problème étant alors complètement
résolu pour des systèmes d’ordre faible à l’aide de notre approche. De plus, pour des systèmes
comportant des approximations de Padé, cette approche reste applicable, ce qui élargit le
champ de systèmes pouvant être étudiés.

Le Chapitre 2 montre que l’équation de Riccati intervient dans le problème de commande
H∞. Le Chapitre 4 montre comment nous pouvons étendre les résultats sur les équations
de Riccati algébriques à paramètres indéterminés présentés dans ce chapitre à l’étude de la
commande H∞.
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Chapitre 4

Approche symbolique de la commande
H∞ par Loop-Shaping

Le chapitre précédent a montré comment réduire l’étude de l’équation de Riccati R = 0 à
un système polynomial en les variables {b0, . . . , bn−1}, puis comment trouver une paramétri-
sation rationnelle de ce dernier système en fonction de bn−1. Nous avons ensuite caractérisé
de manière explicite la solution définie positive de l’ERA à l’aide de bn−1.

L’équation de Riccati ne constitue qu’une première étape à la résolution du problème de
commande robuste H∞ (PCR) introduit à la Section 2.3.2 du Chapitre 2. Il reste maintenant
à calculer les valeurs propres d’une matrice construite à partir de la solution de l’équation
de Riccati algébrique précédente. Ce calcul de valeurs propres est réalisé à l’aide du calcul
d’un polynôme caractéristique.

Pour des systèmes d’ordre n avec n inférieur ou égal à 4, nous disposons d’une forme
close de la solution définie positive de l’équation de Riccati algébrique issue du PCR. Pour
de tels n, le calcul de polynôme caractéristique précédent peut alors être explicité pour les
systèmes les plus généraux (c’est-à-dire lorsque tous les coefficients de la fonction de trans-
fert sont considérés comme des paramètres indéterminés). Nous pouvons alors caractériser
les racines par radicaux de ces polynômes caractéristiques et identifier les racines maximales
à l’aide du concept de variété discriminante (voir Section 3.1.10). Disposant de ces racines
maximales sous forme close, nous pouvons déduire une solution du PCR sous forme close,
ainsi que les correcteurs optimaux associés. En revanche, pour n ≥ 5, une étape numérique
est nécessaire du fait de la théorie de Galois. En effet, celle-ci stipule que toute racine d’un
polynôme quelconque de degré 5 ou plus n’est généralement pas exprimable par radicaux
(voir, par exemple, [Mut80, Tig15]). Dans ce chapitre, nous détaillons les deux approches.

Nous présentons ensuite une méthode pour régler une pondération scalaire Loop-Shaping
de manière optimale pour deux exemples : un système masse-ressort sans et avec amortis-
sement. Celle-ci est basée sur le calcul d’un polynôme encodant toutes les valeurs propres
des matrices, non nécessairement définies positives, solutions des équations de Riccati algé-
briques intervenant dans le problème H∞.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans les articles de conférence [RBQQ17] et
[RBQ+17].
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4.1 Résolution explicite du Problème de Commande Ro-
buste

La Section 3.6.4 du chapitre précédent donne des formes closes de la solution X > 0 de
l’équation de Riccati algébrique R = 0 associée à un système G d’ordre n, avec 1 ≤ n ≤ 4.
Les formes closes X obtenues sont des expressions explicites dépendant des paramètres a et
c de G. Disposant de ces formes closes, cette section montre comment expliciter des formules
par radicaux de la solution du PCR (voir Définition 2.7). Dans toute cette section, nous
supposons alors 1 ≤ n ≤ 4.

4.1.1 Calcul explicite du critère γopt

Afin de déterminer la valeur du critère H∞, noté γopt, il reste à déterminer les valeurs
propres d’une matrice, construite à l’aide de X > 0 et Q (voir Théorème 2.6). A paramètres
a et c fixés, rappelons que celui-ci peut se déterminer de deux manières différentes (voir
(2.19))

γopt =
√

1 + λmax(Y X) =
√

1 + λ2
?(QX),

où Q est une matrice explicitement connue dépendant des paramètres a et c (voir le Théo-
rème 2.6), Y := QX Q, λ?(M) désigne la valeur absolue maximale des valeurs propres
réelles de M et λmax(M) la valeur propre réelle maximale de M . De plus, rappelons que les
matrices Y X et QX vérifient les propriétés suivantes (voir l’Annexe C).

Proposition 4.1. Les valeurs propres de Y X sont réelles strictement positives et les valeurs
propres de QX sont réelles.

Démonstration. Voir preuve du Théorème 2.6 et la Section C.2 de l’Annexe C.
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4.1 Résolution explicite du Problème de Commande Robuste

A paramètres fixés, le calcul de γopt se ramène donc à un calcul de valeurs propres de
Y X ou de QX. Supposons maintenant que les paramètres a et c ne sont pas fixés à des
valeurs numériques et définissons alors les polynômes caractéristiques suivants :

h := det(Y X − λ I), (4.1)
h? := det(QX − λ I). (4.2)

Notons que h et h? sont deux polynômes en λ, dont les coefficients sont des expressions par
radicaux en a et c. Afin de déterminer γopt de manière explicite en fonction de a et c, nous
disposons alors de deux méthodes.

La première consiste à étudier les racines de h?. Comme n ≤ 4, la matrice QX est au
plus de taille 4× 4 et donc h? est de degré au plus 4 en λ. Nous pouvons alors expliciter les
racines de h? par radicaux (voir l’Annexe D). Cependant, le travail de discrimination de la
racine de plus grande valeur absolue de h? est complexe car les coefficients de h? (c’est-à-dire
les paramètres de G) sont inconnus.

La deuxième consiste à à étudier les racines de h. Là encore, comme n ≤ 4, la matrice
Y X est au plus de taille 4× 4 et donc h est de degré au plus 4 en λ, et nous pouvons expli-
citer ses racines par radicaux (voir Annexe D). Ici, le travail de discrimination est plus facile
puisque nous cherchons la racine réelle maximale sur l’espace des paramètres. Notamment,
ce travail s’effectue à l’aide d’un calcul de variétés discriminantes comme nous l’avons vu
au chapitre précédent. Rappelons que, pour un polynôme à coefficients génériques de degré
inférieur ou égal à 4, l’Annexe D donne l’expression par radicaux de la racine réelle maximale
de ce polynôme suivant les valeurs de ses coefficients. En particulier, cette annexe fournit
l’expression par radicaux de la racine réelle maximale d’un polynôme à coefficients génériques
dont les racines sont toutes réelles (voir Proposition D.1, Corollaire D.1 et Corollaire D.2 de
l’Annexe D).

Dans cette section, nous privilégierons donc cette deuxième méthode, qui s’avère plus
simple que de chercher le maximum des valeurs absolues. Par conséquent, reformulons le
PCR à paramètres non fixés.

Définition 4.1. Étude du critère de robustesse à paramètres non fixés
Trouver une expression sous forme close λm de la racine réelle maximale de h, défini par
(4.1), dépendant de a et c afin d’en déduire γopt :=

√
1 + λm.

Remarque 4.1. Dans toute cette section, X, Q, Y , λm, γopt, sont des fonctions des pa-
ramètres a et c. Afin d’alléger l’écriture, nous ne préciserons pas leur dépendance en ces
paramètres lorsque cela n’est pas nécessaire.

Remarque 4.2. Notons que pour n ≥ 5, les matrices X et Q sont de taille n×n supérieure
ou égal à 5× 5. Ainsi, les polynômes h et h? sont de degré supérieur ou égal à 5 en λ. S’ils
ne sont pas factorisables, ils sont alors de degré trop élevé pour que l’on puisse trouver des
formes closes par radicaux de leurs racines. En effet, la théorie de Galois (voir, par exemple,
[Mut80]) montre qu’au delà du degré 4, il est généralement impossible d’exprimer les solutions
de polynômes par radicaux. Dans ce cas, il est alors impossible d’en déduire une expression
sous forme close par radicaux de γopt et d’un correcteur H∞ satisfaisant ce critère en fonction
de a et c. Durant cette thèse, nous avons pu néanmoins observer grâce à de nombreux tests
sur des exemples intéressants en pratique que certains systèmes présentant des “symétries”
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pouvaient voir leurs polynômes associés p̃ (voir Section 3.6.2) et h se factoriser. Ainsi, nous
invitons le lecteur voulant appliquer nos méthodes à bien regarder les polynômes pour les
systèmes considérés avant de conclure à l’absence de formes closes des solutions par radicaux.

Cherchons donc à expliciter les racines de Y X. Rappelons que la condition de non ob-
servabilité est ∆o = 0. Celle-ci est explicitée dans la Table 4.1 et est utilisée pour calculer
Q (voir (2.13) et le Théorème 2.5 de la Section 2.3.4). Disposant de X > 0 et de Q, nous
en déduisons Y := QX Q. Dans la Table 4.2 nous donnons des formules explicites pour ces
mêmes matrices Q et, dans la Table 4.3, les formules explicites pour Y . Enfin, la Table 4.4
liste les polynômes h. Le théorème suivant donne alors une forme close de γopt pour 1 ≤ n ≤ 4.

Théorème 4.1. Pour 1 ≤ n ≤ 4, γopt est explicitable par radicaux en fonction des para-
mètres . Les expressions sous forme close de γopt sont données dans la Table 4.5.

Démonstration. Tout d’abord, comme nous le rappelons à la Proposition 4.1 ci dessus, insis-
tons sur le fait que les valeurs propres de Y X sont réelles strictement positives. Détaillons
maintenant les calculs pour chaque ordre n.

• Soit n = 1. X et Y sont scalaires. D’après le Théorème 2.6, l’expression de γopt est
alors trivialement obtenue par :

γopt =
√

1 + Y X.

Reprenant les Tables 3.1-3.5 et 4.1-4.3 et en notant τ := a0/c0, nous en déduisons alors :

γopt(c0, τ) =
√

1 + λm(c0, τ) =

√
1 +

(
sgn(c0)

√
1 + τ 2 − τ

)2

. (4.3)

• Soit n = 2. La Table 4.4 donne les coefficients du polynôme h de degré 2 en λ. Ceux-ci
s’expriment en fonction de β0 et β1 définis à cette même Table 4.4. En utilisant l’Annexe D,
nous montrons que les racines de celui-ci s’écrivent alors :

λ1 :=
−β1 +

√
β2

1 − 4 β0

2 ∆2
o

> 0,

λ2 :=
−β1 −

√
β2

1 − 4 β0

2 ∆2
o

> 0.

Comme rappelé précédemment, ces deux racines sont réelles strictement positives, ce qui
implique en particulier que :

β2
1 − 4 β0 > 0.

Trivialement, la racine réelle maximale est alors :

λm = λ1 =
−β1 +

√
β2

1 − 4 β0

2 ∆2
o

.

Nous en déduisons l’expression sous forme close de γopt :

γopt =
√

1 + λm. (4.4)
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• Soit n = 3. La Table 4.4 donne les coefficients νi, i = 0, 1, 2, du polynôme h de degré 3
en λ. Nous introduisons alors les notations suivantes :

j := −1

2
+ i

√
3

2
,

µ1 := −1

3
ν2

2 + ν1,

µ0 :=
2

27
ν3

2 + ν0 −
1

3
ν1 ν2,

∆3 := 27
(
4µ3

1 + 27µ2
0

)
,

α3 :=

(
−27µ0 +

√
∆3

2

) 1
3

.

(4.5)

En utilisant la Proposition D.3 de l’Annexe D, nous montrons que les racines de h s’écrivent
alors sous la forme de :

Si µ1 = 0,


λ1 = (−µ0)1/3 − ν2

3
,

λ2 = j2 (−µ0)1/3 − ν2

3
,

λ3 = j (−µ0)1/3 − ν2

3
.

Si µ1 6= 0,



λ1 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
− ν2

3
,

λ2 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j2 − ν2

3
,

λ3 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j − ν2

3
.

Comme rappelé précédemment, les racines de h sont toutes réelles strictement positives.
Dans ce cas, le Corollaire D.1 de l’Annexe D montre que la racine réelle maximale a alors la
forme suivante quelles que soient les valeurs des paramètres a et c du système :

λm = λ1 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

− ν2

)
.

Nous en déduisons alors l’expression sous forme close de γopt :=
√

1 + λm.

• Soit n = 4. La Table 4.4 donne les coefficients du polynôme h de degré 4 en λ. Intro-
duisons les notations suivantes :

µ2 := −3

8
ν2

3 + ν2,

µ1 :=
1

8
ν3

3 −
1

2
ν2 ν3 + ν1,

µ0 := − 3

256
ν4

3 +
1

16
ν2 ν

2
3 −

1

4
ν1 ν3 + ν0,

p4 := −
(

1

12
µ2

2 + µ0

)
,

q4 :=
µ2

3

(
µ0 −

µ2
2

36

)
− µ2

1

8
,



δ4 := 27
(
4 p3

4 + 27 q2
4

)
,

α4 :=

(
1

2

(√
δ4 − 27 q4

)) 1
3

,

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
, si p4 6= 0,

(−q4)1/3 − µ2

3
, si p4 = 0,

ε1 := ±1, ε2 := ±1, ε := (ε1, ε2)

∆4 := −
(
u4 + µ2 + ε1

µ1√
2u4

)
.
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En utilisant la Proposition D.6 de l’Annexe D, nous montrons que les racines de h s’écrivent
sous la forme de :

λ(ε1, ε2) :=


√

2

2

(
ε1
√
u4 + ε2

√
∆4

)
− ν3

4
, si µ1 6= 0,

ε1

√
2

2

√
ε2

√
µ2

2 − 4µ0 − µ2, si µ1 = 0.

D’après la Proposition C.2 de l’Annexe C, les racines de h sont toutes réelles positives. De
plus, le Corollaire D.2 montre que la racine réelle maximale a alors la forme suivante quelles
que soient les valeurs des paramètres :

λm = λ(1, 1) =


√

2

2

(√
u4 +

√
∆4

)
− ν3

4
, si µ1 6= 0,

√
2

2

√√
µ2

2 − 4µ0 − µ2, si µ1 = 0.

Nous en déduisons alors l’expression sous forme close de γopt :=
√

1 + λm.

Remarque 4.3. Pour n = 1, la forme de γopt est très simple et son unique paramètre ν = a0
c0

permet de représenter γopt en fonction du signe de c0 comme le montre la Figure 4.1. Notons
que si ν = 0, c’est-à-dire si G = c0/s, alors γopt =

√
2 pour tout c0. Nous retrouvons alors

un résultat de [KHO07]. De plus, nous avons :

lim
ν→+∞

γopt(c0, ν) =

{
1, c0 > 0,

+∞, c0 < 0,
lim

ν→−∞
γopt(c0, ν) =

{
+∞, c0 > 0,

1, c0 < 0.

Dans les deux cas, γopt diverge pour a0 < 0 et |ν| → ∞, c’est-à-dire quand le pôle de G est
instable. A contrario, γopt converge vers 1 pour a0 > 0 et |ν| → ∞, c’est-à-dire quand le pôle
de G est stable.

Remarque 4.4. Ces formules explicites de γopt nous permettent alors d’en déduire la valeur
du critère quelles que soient les valeurs de paramètres. Nous pouvons alors exploiter ce
résultat en effectuant des tracés des variations de γopt par rapport aux paramètres comme
montré, par exemple, dans la Figure 4.1 ou dans les exemples de la section suivante. Cela
nous permet d’étudier les variations de γopt vis-à-vis des variations des paramètres et donc
de faire une analyse des sensibilités du critère vis-à-vis des paramètres du système.
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Figure 4.1 – γopt(ν) associé au système G = c0
s+a0

, où ν = a0
c0

n ∆o

1 c0

2 a0 c
2
1 − a1 c0 c1 + c2

0

3
a2

0 c
3
2 − a0 a1 c1 c

2
2 − 2 a0 a2 c0 c

2
2 + a0 a2 c

2
1 c2 + a2

1 c0 c
2
2 − a1 a2 c0 c1 c2

+ a2
2 c

2
0 c2 + 3 a0 c0 c1 c2 − a0 c

3
1 − 2 a1 c

2
0 c2 + a1 c0 c

2
1 − a2 c

2
0 c1 + c3

0

4

a3
0 c

4
3 − a2

0 a1 c2 c
3
3 − 2 a2

0 a2 c1 c
3
3 + a2

0 a2 c
2
2 c

2
3 − 3 a2

0 a3 c0 c
3
3 + 3 a2

0 a3 c1 c2 c
2
3 − a2

0 a3 c
3
2 c3

+ a0 a
2
1 c1 c

3
3 + 3 a0 a1 a2 c0 c

3
3 − a0 a1 a2 c1 c2 c

2
3 − a0 a1 a3 c0 c2 c

2
3 − 2 a0 a1 a3 c

2
1 c

2
3

+ a0 a1 a3 c1 c
2
2 c3 − 2 a0 a

2
2 c0 c2 c

2
3 + a0 a

2
2 c

2
1 c

2
3 + a0 a2 a3 c0 c1 c

2
3 + 2 a0 a2 a3 c0 c

2
2 c3

− a0 a2 a3 c
2
1 c2 c3 + 3 a0 a

2
3 c

2
0 c

2
3 − 3 a0 a

2
3 c0 c1 c2 c3 + a0 a

2
3 c

3
1 c3 − a3

1 c0 c
3
3

+ a2
1 a2 c0 c2 c

2
3 + 2 a2

1 a3 c0 c1 c
2
3 − a2

1 a3 c0 c
2
2 c3 − a1 a

2
2 c0 c1 c

2
3 − 3 a1 a2 a3 c

2
0 c

2
3

+ a1 a2 a3 c0 c1 c2 c3 + 2 a1 a
2
3 c

2
0 c2 c3 − a1 a

2
3 c0 c

2
1 c3 + a3

2 c
2
0 c

2
3 − a2

2 a3 c
2
0 c2 c3

+ a2 a
2
3 c

2
0 c1 c3 − a3

3 c
3
0 c3 + 4 a2

0 c0 c2 c
2
3 + 2 a2

0 c
2
1 c

2
3 − 4 a2

0 c1 c
2
2 c3 + a0 c

4
1

+ a2
0 c

4
2 − 5 a0 a1 c0 c1 c

2
3 + a0 a1 c0 c

2
2 c3 + 3 a0 a1 c

2
1 c2 c3 − a0 a1 c1 c

3
2 − 3 a0 a2 c

2
0 c

2
3

+ 4 a0 a2 c0 c1 c2 c3 − 2 a0 a2 c0 c
3
2 − 2 a0 a2 c

3
1 c3 + a0 a2 c

2
1 c

2
2 − 5 a0 a3 c

2
0 c2 c3 + a0 a3 c0 c

2
1 c3

+ 3 a0 a3 c0 c1 c
2
2 − a0 a3 c

3
1 c2 + 3 a2

1 c
2
0 c

2
3 − 3 a2

1 c0 c1 c2 c3 + a2
1 c0 c

3
2 + a1 a2 c

2
0 c2 c3

+ 2 a1 a2 c0 c
2
1 c3 − a1 a2 c0 c1 c

2
2 − a1 a3 c

2
0 c1 c3 − 2 a1 a3 c

2
0 c

2
2 + a1 a3 c0 c

2
1 c2 − 2 a2

2 c
2
0 c1 c3

+ a2
2 c

2
0 c

2
2 + 3 a2 a3 c

3
0 c3 − a2 a3 c

2
0 c1 c2 + a2

3 c
3
0 c2 + 4 a0 c

2
0 c1 c3 + 2 a0 c

2
0 c

2
2

− 4 a0 c0 c
2
1 c2 − 3 a1 c

3
0 c3 + 3 a1 c

2
0 c1 c2 − a1 c0 c

3
1 − 2 a2 c

3
0 c2 + a2 c

2
0 c

2
1 − a3 c

3
0 c1 + c4

0

Table 4.1 – Conditions de non-observabilité ∆o = 0 pour 1 ≤ n ≤ 4
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n Matrice Q

1 Q := ∆−1
o = c−1

0

2
Q :=

1

∆o

(
q1 q2

q2 q3

)
q1 := −c1, q2 := c0, q3 := c1 a0 − a1 c0

3

Q :=
1

∆o


q1 q2 q3

q2 q3 q4

q3 q4 q5


q1 := a1 c

2
2 − (a2 c1 + c0) c2 + c2

1

q2 := −a0 c
2
2 + a2 c0 c2 − c0 c1

q3 := a0 c1 c2 − a1 c0 c2 + c2
0

q4 := a0 c0 c2 − a0 c
2
1 + a1 c0 c1 − a2 c

2
0

q5 := (a0 c2 − a2 c0)2 − a0 a1 c1 c2 + a0 a2 c
2
1 + a2

1 c0 c2 − a1 a2 c0 c1 + a0 c0 c1 − a1 c
2
0

4

Q :=
1

∆o


q1 q2 q3 q4

q2 q3 q4 q5

q3 q4 q5 q6

q4 q5 q6 q7


q1 := a0a2c3

3 − a0a3c2c3
2 − a1

2c3
3 + a1a2c2c3

2 + 2 a1a3c1c3
2 − a1a3c2

2c3 − a2
2c1c3

2

+a1c2
3 − a2a3c0c3

2 + a2a3c1c2c3 + a3
2c0c2c3 − a3

2c1
2c3 − a0c1c3

2 + a0c2
2c3

+2 a1c0c3
2 − 3 a1c1c2c3 + 2 a2c1

2c3 − a2c1c2
2 − a3c0c1c3 − a3c0c2

2 + a3c1
2c2

−c0
2c3 + 2 c0c1c2 − c1

3

q2 := a0a1c3
3 − a0a2c2c3

2 − a0a3c1c3
2 + a0a3c2

2c3 − a1a3c0c3
2 + a2

2c0c3
2 − a2a3c0c2c3

+a3
2c0c1c3 − a0c0c3

2 + 2 a0c1c2c3 − a0c2
3 + a1c0c2c3 − 2 a2c0c1c3 + a2c0c2

2 + a3c0
2c3

−a3c0c1c2 − c0
2c2 + c0c1

2

q3 := −a0
2c3

3 + a0a2c1c3
2 + 2 a0a3c0c3

2 − a0a3c1c2c3 − a1a2c0c3
2 + a1a3c0c2c3 − a3

2c0
2c3

−2 a0c0c2c3 − a0c1
2c3 + a0c1c2

2 + a1c0c1c3 − a1c0c2
2 + a2c0

2c3 + a3c0
2c2 − c0

2c1

q4 := a0
2c2c3

2 − a0a1c1c3
2 − a0a2c0c3

2 − a0a3c0c2c3 + a0a3c1
2c3 + a1

2c0c3
2 − a1a3c0c1c3

+a2a3c0
2c3 + 2 a0c0c1c3 + a0c0c2

2 − a0c1
2c2 − 2 a1c0

2c3 + a1c0c1c2 − a2c0
2c2 + c0

3

q5 := a0
2c1c3

2 − a0
2c2

2c3 − a0a1c0c3
2 + a0a1c1c2c3 + 2 a0a2c0c2c3 − a0a2c1

2c3 − a0a3c0c1c3

−a1
2c0c2c3 + a1a2c0c1c3 + a1a3c0

2c3 − a2
2c0

2c3 + a0c0
2c3 − 2 a0c0c1c2 + a0c1

3

+a1c0
2c2 − a1c0c1

2 + a2c0
2c1 − a3c0

3

q6 := a0
2c0c3

2 − 2 a0
2c1c2c3 + a0

2c2
3 + a0a1c0c2c3 + a0a1c1

2c3 − a0a1c1c2
2 − 2 a0a2c0c2

2

+a0a2c1
2c2 − 2 a0a3c0

2c3 + 3 a0a3c0c1c2 − a0a3c1
3 − a1

2c0c1c3 + a1
2c0c2

2

+a1a2c0
2c3 − a1a2c0c1c2 − 2 a1a3c0

2c2 + a1a3c0c1
2 + a2

2c0
2c2 − a2a3c0

2c1

+a3
2c0

3 + a0c0
2c2 − a0c0c1

2 + a1c0
2c1 − a2c0

3

q7 := a3
0 c

3
3 − a2

0 a1 c2 c
2
3 − 2 a2

0 a2 c1 c
2
3 + a2

0 a2 c
2
2 c3 − 3 a2

0 a3 c0 c
2
3 + 3 a2

0 a3 c1 c2 c3 − a2
0 a3 c

3
2

+a0 a
2
1 c1 c

2
3 + 3 a0 a1 a2 c0 c

2
3 − a0 a1 a2 c1 c2 c3 − a0 a1 a3 c0 c2 c3 − 2 a0 a1 a3 c

2
1 c3

+a0 a1 a3 c1 c
2
2 − 2 a0a2

2c0c2c3 + a0a2
2c1

2c3 + a0a2a3c0c1c3 + 2 a0a2a3c0c2
2

+3 a0a3
2c0

2c3 − 3 a0a3
2c0c1c2 + a0a3

2c1
3 − a1

3c0c3
2 + a1

2a2c0c2c3 + 2 a1
2a3c0c1c3

−a1
2a3c0c2

2 + a2
3c0

2c3 − a1a2
2c0c1c3 − 3 a1a2a3c0

2c3 + a1a2a3c0c1c2 + 2 a1a3
2c0

2c2

−a1a3
2c0c1

2 − a2
2a3c0

2c2 + a2a3
2c0

2c1 − a3
3c0

3 + 2 a0
2c0c2c3 + a0

2c1
2c3 − a0

2c1c2
2

−3 a0a1c0c1c3 + a0a1c1
2c2 − 2 a0a2c0

2c3 + 2 a0a2c0c1c2 − a0a2c1
3 − 2 a0a3c0

2c2

+2 a2
1 c

2
0 c3 − a1

2c0c1c2 + a1a2c0c1
2 − a1a3c0

2c1 − a2
2c0

2c1 + 2 a2a3c0
3 + a0c0

2c1

+a0a3c0c1
2 − a0a2a3c1

2c2 − a1c0
3

Table 4.2 – Matrices Q pour 1 ≤ n ≤ 4



n Matrice Y

1 Y :=

(√
a2

0 + c2
0 − a0

)
c−2

0

2

Y :=
1

∆2
o

(
z1,1 z1,2

z1,2 z2,2

)
z1,1 := q2

1 x1,1 + 2 q1 q2 x1,2 + q2
2 x2,2

z1,2 := (q2 x1,1 + q3 x1,2) q1 + (q2 x1,2 + q3 x2,2) q2

z2,2 := q2
2 x1,1 + 2 q2 q3 x1,2 + q2

3 x2,2

3

Y :=
1

∆2
o


z1,1 z1,2 z1,3

z1,2 z2,2 z2,3

z1,3 z2,3 z3,3


z1,1 := q2

1 x1,1 + q2
2 x2,2 + q2

3 x3,3 + 2 (x1,2 q1 q2 + x1,3 q1 q3 + x2,3 q2 q3)

z1,2 := q2
2 x1,2 + q2

3 x2,3 + (q1 x1,2 + q4 x3,3) q3 + ((x1,3 + x2,2) q3 + q1 x1,1 + q4 x2,3) q2 + q1 q4 x1,3

z1,3 := q2
3 x1,3 + q1 (q4 x1,2 + q5 x1,3) + q2 (q4 x2,2 + q5 x2,3) + (q1x1,1 + q2x1,2 + q4x2,3 + q5x3,3) q3

z2,2 := q2
2 x1,1 + q2

3 x2,2 + q2
4 x3,3 + 2 (q2 x1,3 + q3 x2,3) q4 + 2 q2 q3 x1,2

z2,3 := q2
3 x1,2 + q2

4 x2,3 + (q2 x1,2 + q5 x3,3) q4 + ((x1,3 + x2,2) q4 + q2 x1,1 + q5 x2,3) q3 + q2 q5 x1,3

z3,3 := q2
3 x1,1 + q2

4 x2,2 + q2
5 x3,3 + 2 q3 q4 x1,2 + 2 (q3 x1,3 + q4 x2,3) q5

4

Y :=
1

∆2
o


z1,1 z1,2 z1,3 z1,4

z1,2 z2,2 z2,3 z2,4

z1,3 z2,3 z3,3 z3,4

z1,4 z2,4 z3,4 z4,4


z1,1 := q1

2x1,1 + (2 q2x1,2 + 2 q3x1,3 + 2 q4x1,4) q1 + q2
2x2,2 + (2 q3x2,3 + 2 q4x2,4) q2

+x3,3q3
2 + 2x3,4q3q4 + x4,4q4

2

z1,2 := q2
2x1,2 + ((x2,2 + x1,3) q3 + (x1,4 + x2,3) q4 + q1x1,1 + q5x2,4) q2 + x2,3q3

2

+ ((x2,4 + x3,3) q4 + q1x1,2 + q5x3,4) q3 + x3,4q4
2 + (q1x1,3 + q5x4,4) q4 + q1q5x1,4

z1,3 := q3
2x1,3 + ((x1,4 + x2,3) q4 + q1x1,1 + q5x3,3 + q6x3,4 + q2x1,2) q3 + x2,4q4

2

+ (q1x1,2 + q2x2,2 + q5x3,4 + q6x4,4) q4 + (q5x1,3 + q6x1,4) q1 + q2 (q5x2,3 + q6x2,4)

z1,4 := x1,4q4
2 + (q1x1,1 + q2x1,2 + q3x1,3 + q5x2,4 + q6x3,4 + q7x4,4) q4

+ (q5x1,2 + q6x1,3 + q7x1,4) q1 + (q5x2,2 + q6x2,3 + q7x2,4) q2 + q3 (q5x2,3 + q6x3,3 + q7x3,4)

z2,2 := q2
2x1,1 + (2 q3x1,2 + 2 q4x1,3 + 2 q5x1,4) q2 + q3

2x2,2 + (2 q4x2,3 + 2 q5x2,4) q3

+x3,3q4
2 + 2x3,4q4q5 + x4,4q5

2

z2,3 := q3
2x1,2 + ((x2,2 + x1,3) q4 + (x1,4 + x2,3) q5 + q2x1,1 + q6x2,4) q3 + x2,3q4

2

+ ((x2,4 + x3,3) q5 + q2x1,2 + q6x3,4) q4 + x3,4q5
2 + (q2x1,3 + q6x4,4) q5 + q2q6x1,4

z2,4 := q4
2x1,3 + ((x1,4 + x2,3) q5 + q2x1,1 + q6x3,3 + q7x3,4 + q3x1,2) q4 + x2,4q5

2

+ (q2x1,2 + q3x2,2 + q6x3,4 + q7x4,4) q5 + (q6x1,3 + q7x1,4) q2 + q3 (q6x2,3 + q7x2,4)

z3,3 := q3
2x1,1 + (2 q4x1,2 + 2 q5x1,3 + 2 q6x1,4) q3 + q4

2x2,2 + (2 q5x2,3 + 2 q6x2,4) q4

+x3,3q5
2 + 2x3,4q5q6 + x4,4q6

2

z3,4 := q4
2x1,2 + ((x2,2 + x1,3) q5 + (x1,4 + x2,3) q6 + q3x1,1 + q7x2,4) q4 + x2,3q5

2

+ ((x2,4 + x3,3) q6 + q3x1,2 + q7x3,4) q5 + x3,4q6
2 + (q3x1,3 + q7x4,4) q6 + q3q7x1,4

z4,4 := q4
2x1,1 + (2 q5x1,2 + 2 q6x1,3 + 2 q7x1,4) q4 + q5

2x2,2 + (2 q6x2,3 + 2 q7x2,4) q5 + x3,3q6
2

+2x3,4q6q7 + x4,4q7
2

Table 4.3 – Matrices Y pour 1 ≤ n ≤ 4



Chapitre 4 : Approche symbolique de la commande H∞ par Loop-Shaping

n Polynôme h

1 h(λ) := λ− Y X = λ−
(√

a2
0 + c2

0 − a0

)2

c−2
0

2

h(λ) := λ2 + ν1 λ+ ν0

ν1 := β1(a, c, b) ∆−2
o

ν0 := β0(a, c, b) ∆−4
o =

(
det(X) ∆−1

o

)2

β1 := − (z1,1 x1,1 + z2,2 x2,2 + 2 z1,2 x1,2)

β0 := (∆o det(X))2

3

h(λ) := λ3 + ν2 λ
2 + ν1 λ+ ν0

νk := βk ∆
2(k−n)
o , n = 3, k = 0, 1, 2

β2 := − (x1,1 z1,1 + x2,2 z2,2 + x3,3 z3,3 + 2 (x1,2 z1,2 + x1,3 z1,3 + x2,3 z2,3))

β1 :=
(
z2

1,2 − z1,1 z2,2

)
x2

1,2 +
(
z2

1,3 − z1,1 z3,3

)
x2

1,3 +
(
z2

2,3 − z2,2 z3,3

)
x2

2,3 − x1,1 x2,2 z
2
1,2

−x1,1 x3,3 z
2
1,3 − x2,2 x3,3 z

2
2,3 + z1,1 z3,3 x1,1 x3,3 + z1,1 z2,2 x1,1 x2,2 + z2,2 z3,3 x2,2 x3,3

+2 (x1,3 (z1,2 z1,3 − z1,1 z2,3) + x2,3 (z1,2 z2,3 − z1,3 z2,2) + x3,3 (z1,2 z3,3 − z1,3 z2,3))x1,2

+2 [x2,3 (z1,3 z2,3 − z1,2 z3,3) + x2,2 (z1,3 z2,2 − z1,2 z2,3)]x1,3

+2x1,1 x2,3 (z1,1 z2,3 − z1,2 z1,3)

β0 := −∆4
o det(X)2

4
h(λ) := λ4 + ν3 λ

3 + ν2 λ
2 + ν1 λ+ ν0

Les coefficients νk sont trop longs pour être affichés ici

Table 4.4 – Polynôme caractéristique h de la matrice Y X pour 1 ≤ n ≤ 4
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4.1 Résolution explicite du Problème de Commande Robuste

n γopt

1
ν :=

a0

c0

γopt =

√
1 +

(
sgn(c0)

√
1 + ν2 − ν

)2

2
λm :=

−β1 +
√
β2

1 − 4 β0

2 ∆2
o

γopt =
√

1 + λm

3

j := −1

2
+ i

√
3

2

µ1 := −1

3
ν2

2 + ν1

µ0 :=
2

27
ν3

2 + ν0 −
1

3
ν1 ν2

∆3 := 27
(
4µ3

1 + 27µ2
0

)
α3 :=

(
−27µ0 +

√
∆3

2

) 1
3

λm :=
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

− ν2

)
γopt =

√
1 + λm

4

µ2 := −3

8
ν2

3 + ν2

µ1 :=
1

8
ν3

3 −
1

2
ν2 ν3 + ν1

µ0 := − 3

256
ν4

3 +
1

16
ν2 ν

2
3 −

1

4
ν1 ν3 + ν0

p4 := −
(

1

12
µ2

2 + µ0

)
q4 :=

µ2

3

(
µ0 −

µ2
2

36

)
− µ2

1

8

δ4 := 27
(
4 p3

4 + 27 q2
4

)
α4 :=

(
1

2

(√
δ4 − 27 q4

)) 1
3

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
, si p4 6= 0

(−q4)1/3 − µ2

3
, si p4 = 0

ε1 := ±1, ε2 := ±1, ε := (ε1, ε2)

∆4 := −
(
u4 + µ2 + ε1

µ1√
2u4

)

λm :=


√

2

2

(√
u4 +

√
∆4

)
− ν3

4
, si µ1 6= 0

√
2

2

√√
µ2

2 − 4µ0 − µ2, si µ1 = 0

γopt =
√

1 + λm

Table 4.5 – Formes closes de γopt pour 1 ≤ n ≤ 4
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Chapitre 4 : Approche symbolique de la commande H∞ par Loop-Shaping

4.1.2 Correcteurs H∞ paramétriques

Disposant explicitement de γopt en fonction des paramètres pour des systèmes d’ordre au
plus 4, l’application du Corollaire 2.1 pour γ > γopt permet alors de déduire un correcteur
H∞ explicite noté Kγ.

En particulier, pour des systèmes à faible nombre de paramètres, nous montrons que
les méthodes de calcul formel permettent d’expliciter le correcteur H∞ optimal, c’est-à-dire
obtenu pour la valeur limite γ = γopt, dépendant uniquement des paramètres du système.
Nous noterons ce correcteur optimal Kγopt .

Dans un souci de clarté, nous choisissons de montrer ici quelques correcteurs Kγ pour
des systèmes généraux d’ordre 1 et 2. Le lecteur comprendra aisément pourquoi de tels
correcteurs peuvent s’avérer complexes à afficher, voir même à calculer, pour des systèmes
comportant plus de paramètres.

• Pour n = 1, comme BBT = 1 et Y CTC = X, le Corollaire 2.1 donne alors :

Zγ =
(
γ2

opt − γ2
)−1

,

Aγ = −a0 − |c0|
√
γ2

opt − 1
γ2

opt − 2γ2

γ2
opt − γ2

,

Bγ = −sgn(c0) γ2

γ2
opt − γ2

√
γ2

opt − 1,

Cγ = |c0|
√
γ2

opt − 1.

Nous obtenons alors un ensemble de correcteurs (sous-)optimaux, paramétrés par γ ≥ γopt,
de fonction de transfert suivante :

γ ≥ γopt, Kγ(s) =
−c0 γ

2
(
γ2

opt − 1
)

(s+ a0)(γ2
opt − γ2) + |c0| (γ2

opt − 2 γ2)
√
γ2

opt − 1
. (4.6)

Pour γ = γopt, nous remarquons une simplification dans (4.6) et le correcteur H∞ optimal a
finalement la forme suivante (simple gain) :

Kγopt = sgn(c0)
√
γ2

opt − 1.

Remarquons que Kγopt est d’ordre 0, tandis que Kγ est d’ordre 1. De telles réductions d’ordre
du correcteur se vérifient à n’importe quel n, voir [DF00] ou [ACA+99, Th. 4.2.2]. Celle-ci
s’explique par la singularité de la matrice Zγopt (voir Corollaire 2.1).

• Pour n = 2, le calcul de Kγ est aussi réalisable, mais commence déjà à être difficilement
affichable sur papier. Celui-ci a la forme suivante

K(s) :=
NK(s)

DK(s)
,

où :
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4.1 Résolution explicite du Problème de Commande Robuste

DK(s) :=
((
−γ4 + 8 γ

2 − 8
)
c
4
0 + 2 c1

((
γ
4 − 4

)
a1 − 3 γ

2
b1 + 4 b1

)
c
3
0 +

((
2 γ

2 − 4
)
c1

4

+
((
−γ4 + 4 γ

2 − 8
)
a
2
1 + 4 a1b1 +

(
−2 γ

4 − 4 γ
2
+ 8

)
a0 + 8 γ

2
b0 − 12 b0

)
c
2
1 +

(
2 γ

2 − 4
)
a
4
1

+
(
−2 γ

2
b1 + 4 b1

)
a
3
1 +

(
−4 γ

2
a0 + 8 γ

2
b0 − 12 b0

)
a
2
1 + 2 b1

(
γ
2
a0 − 3 γ

2
b0 + 4 b0

)
a1

+8 a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0)) c
2
0 + 8 c1

((((
1/4 γ

4 − 1/2 γ
2
)
a0 − 1/2 b0

)
a1

−1/4 b0 b1

(
γ
2 − 2

))
c
2
1 +

(
−1/2 b0 − 1/2 γ

2
a0

)
a
3
1 + 1/2 b1

(
γ
2
a0 + b0

)
a
2
1

+a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0) a1 − a0 (γ − 1) (γ + 1) b1 (−b0 + a0)) c0

−8 a0

(
1/8

(
γ
2 − 2

)2
a0c1

4
+

((
1/2 b0 + a0 − 1/2 γ

2
a0

)
a
2
1 + 1/4 b1

(
γ
2 − 2

)
(a0 + b0) a1

+a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0)) c
2
1 + 1/2 a

3
1 (a1 − b1) (a0 + b0)

))
s
2

+
(((

γ
4 − 16 γ

2
+ 16

)
a1 − 2 b1γ

4
+ 10 γ

2
b1 − 8 b1

)
c
4
0 + 2 c1

(
−8 (γ − 1) (γ + 1) c

2
1

+
(
−γ4 − 4 γ

2
+ 8

)
a
2
1 +

(
2 b1γ

4
+ γ

2
b1 − 4 b1

)
a1 + 16 γ

2
a0 − 8 γ

2
b0 − 16 a0 + 8 b0

)
c
3
0

+
(((
−2 γ

2
+ 4

)
a1 + 4 γ

2
b1 − 4 b1

)
c1

4
+

((
γ
4 − 4 γ

2
+ 8

)
a
3
1 − 2 b1

(
γ
4 − 3 γ

2
+ 4

)
a
2
1

+
((

2 γ
4 − 4 γ

2
)
a0 − 12 γ

2
b0 + 16 b0

)
a1 − 4 (γ − 1)

((
γ
2
+ 2

)
a0 − 3 b0

)
(γ + 1) b1

)
c
2
1

+
(
−2 γ

2
+ 4

)
a1

5
+

(
2 γ

2
b1 − 4 b1

)
a
4
1 +

(
4 γ

2
a0 − 12 γ

2
b0 + 16 b0

)
a
3
1

−2 b1

(
γ
2
a0 − 5 γ

2
b0 + 6 b0

)
a
2
1 − 16 a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0) a1

+8 a0 (γ − 1) (γ + 1) b1 (−b0 + a0)) c
2
0 + 8 c1

(
−1/2 b0 (γ − 1) (γ + 1) c

4
1

+
(
−1/4

(
γ
2 − 2

) (
γ
2
a0 + 2 b0

)
a
2
1 + 1/2

((
γ
4 − γ2

)
a0 + 1/2 γ

2
b0 − b0

)
b1 a1

−2 a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0)) c
2
1 + 1/2

(
γ
2
a0 + b0

)
a
4
1 − 1/2 b1

(
γ
2
a0 + b0

)
a
3
1

−2 a0 (γ − 1) (γ + 1) (−b0 + a0) a
2
1 + a0 (γ − 1) (γ + 1) b1 (−b0 + a0) a1

+4 (γ − 1) (γ + 1) a0
2
(−b0 + a0)

)
c0 − 8 a0

((
−1/8

((
γ
2 − 2

)2
a0 − 4 γ

2
b0 + 4 b0

)
a1

+1/8
(
2 b1γ

4 − 6 γ
2
b1 + 4 b1

)
a0

)
c1

4
+

(
1/2

(
γ
2 − 2

)
(a0 + b0) a

3
1 − 3/4

((
γ
2 − 4/3

)
a0

+1/3 b0

(
γ
2 − 2

))
b1a

2
1 + a0 (γ − 1) (γ + 1) b1 (−b0 + a0)

)
c
2
1 − 1/2 a

4
1 (−b1 + a1) (a0 + b0)

))
s

+
((
−2 γ

4
+ 14 γ

2 − 12
)
c
2
1 +

(
−2 γ

4
+ 14 γ

2 − 12
)
a
2
1 +

(
2 b1γ

4 − 10 γ
2
b1 + 8 b1

)
a1 +

(
3 γ

4 − 12 γ
2
+ 8

)
a0 − 4 b0γ

4
+ 12 γ

2
b0 − 8 b0

)
c
4
0

+ 2 c1

(
−8 (γ − 1)

((
−1/8 γ

2 − 1/4
)
a1 + 1/4 b1

)
(γ + 1) c

2
1 +

(
γ
4
+ γ

2 − 2
)
a
3
1

+
(
−b1γ

4 − γ2b1 + 2 b1

)
a
2
1 +

((
−γ4 − 6 γ

2
+ 4

)
a0 + 2 b0γ

4
+ 2 γ

2
b0 − 4 b0

)
a1

−
((
γ
4 − 6 γ

2
+ 4

)
a0 − b0γ

4
+ 5 γ

2
b0 − 4 b0

)
b1

)
c
3
0 +

((
−2 γ

4
a0 + 4 γ

2
b0 − 4 b0

)
c
4
1

+
(((
−3 γ

4
+ 2 γ

2 − 4
)
a0 + 8 γ

2
b0 − 8 b0

)
a
2
1 + 4

((
γ
4 − γ2 + 1

)
a0 − 1/2 b0γ

4 − 1/2 γ
2
b0 + b0

)
b1 a1

+2
((
γ
4
+ 10 γ

2 − 10
)
a0 − 2 b0

(
γ
4
+ 2 γ

2 − 2
))
a0

)
c
2
1 +

(
2 γ

2
a0 + 4 γ

2
b0 − 4 a0 − 4 b0

)
a
4
1

−2
(
a0

(
γ
2 − 2

)
+ 2 γ

2
b0 − 2 b0

)
b1a

3
1 +

((
8 γ

2 − 12
)
a
2
0 − 4 a0 b0γ

2
)
a
2
1

−6
((
γ
2 − 4/3

)
a0 − 1/3 γ

2
b0

)
a0b1a1 − 8 (γ − 1) (γ + 1) a0

2
(−b0 + a0)

)
c
2
0

+ 8 c1

((
1/4 a0

((
γ
4 − 2

)
a0 − 2 γ
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Un logiciel de calcul symbolique tel que Maple permet de vérifier que pour γ = γopt, nous
obtenons bien une réduction d’ordre du correcteur, le coefficient en s2 du dénominateur de
Kγ s’annulant pour γ = γopt.

Il est évident, à la vue de la taille de Kγ pour n = 2, que celui-ci risque d’être très impo-
sant pour n = 3, voire n = 4. Ceux-ci sont cependant calculables. Nous choisissons de ne pas
les afficher ici, leurs expressions symboliques étant volumineuses, mais facilement stockables
dans un logiciel de calcul formel tel que Maple.

En pratique, nous préfèrerons l’utilisation de correcteurs légèrement sous-optimaux, en
choisissant γ > γopt. En effet, l’implémentation du calcul de γopt est très simple puisque nous
disposons de formules explicites de celui-ci en fonction des paramètres de G. Il suffit alors
d’évaluer les expressions du Corollaire 2.1 pour γ > γopt. Une telle opération est réalisée
pour un faible coût de calcul contrairement à une γ-itération par exemple, ou à n’importe
quel algorithme d’optimisation.

4.1.3 Exemples

Dans cette section, nous appliquons les formules explicites trouvées précédemment à
des systèmes présentant un faible nombre de paramètres afin de montrer l’intérêt de nos
méthodes.

Système d’ordre 2 : masse-ressort avec extrémité encastrée

Soit un système masse-ressort illustré par la Figure 4.2 et, notamment, utilisé dans
[ZDG96, §10.2]. Une masse m est reliée à un support fixe par un ressort de raideur k et
un amortisseur d’amplitude ξ. Nous étudions le déplacement de la masse m, noté y1, lorsque
m est excité par une force e1.

Figure 4.2 – Système masse-ressort encastré

La fonction de transfert du système à étudier est alors donnée par :

G :=
y1

e1

=
c0

s2 + a1 s+ a0

, c0 :=
1

m
, a1 :=

ξ

m
, a0 :=

k

m
.

Il s’agit d’un système d’ordre 2. De plus, comme c1 = 0, alors les expressions sous formes
closes sont un peu plus simples que dans le cas général. De plus, nous pouvons noter que γopt

dépend uniquement des paramètres τ−1 := G(0) = c0/a0 = 1/k et ρ := a1/
√
a0 = ξ/

√
km.

Un tracé de γopt(τ, ρ) est donné dans la Figure 4.3 en utilisant les formules explicites obtenues.
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Par exemple, pour m = 1, k = 1, ξ ∈ {0, 1/2, 1}, les marges de stabilité garanties et
réelles sont données dans la Table 4.6. Rappelons que l’on note MG(G,K) (resp. MΦ(G,K))
la marge de gain (resp. de phase) de la boucle ouverteKG, et que nous définissons les marges
de stabilité garanties par (voir Remarque 2.6 du Chapitre 2) :MG(K,G) ≥ mG :=

1 + γ−1

1− γ−1
,

MΦ(K,G) ≥ mΦ := 2 arcsin
(
γ−1
)
.

(4.7)

Noter que ces valeurs sont obtenues par évaluation d’expressions symboliques et ne néces-
site pas de recalculer numériquement un correcteur robuste pour les valeurs différentes de
l’amortissement ξ. Les diagrammes de Bode des correcteurs optimaux sont donnés dans la
Figure 4.4, et les diagrammes de Black-Nichols de la boucle ouverte pour des correcteurs
optimaux sont données dans la Figure 4.5. Sur ces diagrammes, nous pouvons vérifier la
cohérence des marges de gain et de phase obtenues suivant les valeurs de γopt attendues.

ξ 0 1/2 1

γopt ' 1.80 ' 1.37 ' 1.22

mΦ(γopt) (◦) ' 67.5 ' 93.9 ' 110

MΦ(G,Kγopt) (◦) ' 68.9 ∞ ∞

mG(γopt) (dB) ' 10.9 ' 16.1 ' 20.2

MG(G,Kγopt) (dB) ' 99.1 ' 96.7 ' 95.7

Table 4.6 – γopt, marges de phasemΦ et de gainmG garanties (bornes inférieures), et marges
de phase MΦ et de gain MG réelles pour ξ ∈ {0, 1/2, 1}

Figure 4.3 – γopt du système masse-ressort encastré

141



Chapitre 4 : Approche symbolique de la commande H∞ par Loop-Shaping

Figure 4.4 – Diagramme de Bode de Kγopt pour m = 1 et k = 1

Figure 4.5 – Diagramme de Black-Nichols de Kγopt G pour m = 1 et k = 1
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4.1 Résolution explicite du Problème de Commande Robuste

Système d’ordre 3 : modèle double-poutre d’un viseur gyrostabilité en 2D

En deux dimensions, nous avons vu qu’un viseur pouvait se modéliser par le schéma de la
Figure 4.6, à savoir deux poutres de longueur l et d’inerties J1 et J2 reliées par deux ressorts
de même raideur k. Dans cet exemple, nous supposons que les ressorts ne sont pas amortis.
La première poutre est entrainée par un moteur de couple e1, ce qui constituera l’entrée de
notre système, et l’on cherche à stabiliser la vitesse de la deuxième notée y1 := θ̇.

Figure 4.6 – Modèle double-poutre d’un viseur gyrostabilisé

La fonction de transfert entre le couple e1 et la vitesse de rotation y1 est définie par (voir
Annexe F) :

G :=
y1

e1

= G0
a1 + a2 s

s (a1 + a2 s+ s2)
,

G0 :=
1

J1 + J2

, a1 :=
2 k l2 (J1 + J2)

J1 J2

, a2 :=
ξ

k
a1.

G est un système d’ordre 3 plus simple que le cas général d’un système d’ordre 3 puisque
c2 = a0 = 0 et c0 = G0 a1, c1 = G0 a2. En reprenant les expressions symboliques d’un système
d’ordre 3, et en les simplifiant à l’aide de ces remarques, nous remarquons que γopt ne dépend
que de deux variables ρ := a2/

√
a1 et τ := G0/

√
a1 comme on peut le voir sur le tracé de

γopt de la Figure 4.7.

Nous pouvons aussi reprendre les formules explicites des correcteurs H∞ obtenus dans le
cas général. Par exemple, pour J1 = J2 = 1, k = 1, l = 1, ξ ∈ {0, 1/2, 1}, les diagrammes
de Bode des correcteurs obtenus sont donnés dans la Figure 4.8 et les diagrammes de Black-
Nichols de la boucle ouverte sont affichés dans la Figure 4.9. Nous pouvons aussi vérifier que
les correcteurs obtenus assurent bien les marges de stabilité garanties par γopt, notées mΦ et
mG, comme l’indique la Table 4.7.
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ξ 0 1/2 1

γopt ' 1.86 ' 1.48 ' 1.46

mΦ(γopt) (◦) ' 64.7 ' 84.7 ' 86.2

MΦ(G,Kγopt) (◦) ' 73.5 ' 86.5 ' 86.6

mG(γopt) (dB) ' 10.37 ' 14.2 ' 14.5

MG(G,Kγopt) (dB) ' 10.5 ' 91 ' 96.4

Table 4.7 – γopt, marges de phase mΦ et de gain mG garanties, et marges de phase MΦ et
de gain MG réelles pour ξ ∈ {0, 1/2, 1}

Figure 4.7 – γopt pour un système double poutre
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Figure 4.8 – Diagramme de Bode de Kγopt pour J1 = J2 = 1, k = 1 et l = 1

Figure 4.9 – Diagramme de Black-Nichols de Kγopt G pour J1 = J2 = 1, k = 1 et l = 1
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Système d’ordre 4 : système masse-ressort libre

Enfin, nous choisissons de revenir sur un système masse-ressort pour illustrer nos dé-
marches dans le cadre des systèmes d’ordre 4. Ce système est un exemple standard dans la
théorie du contrôle et constitue un benchmark classique. Voir, par exemple, [WB92, Vin00,
ACA+99]. Il s’agit d’un modèle de deux masses m1 et m2 reliées par un ressort de raideur k
et d’amortissement f . Celui-ci est représenté dans la Figure 4.10.

Figure 4.10 – Modèle deux-masses-ressort

Avec les notations de la Figure 4.10, nous étudions le déplacement de la deuxième masse,
notée y1, lorsque la première est soumise à une force e1 l’entraînant en translation. Nous
considérons alors le système G entre l’entrée e1 et la sortie y1 défini par :

y1

e1

:= G =
a3 s+ a2

ms2 (s2 + a3 s+ a2)
,

m := m1 +m2 > 0, a2 :=
(m1 +m2) k

m1m2

> 0, a3 :=
(m1 +m2) f

m1m2

> 0.

Au travers de cet exemple, nous proposons de montrer que le nombre de paramètres influe
grandement sur la complexité des calculs sous-jacents. Nous distinguerons deux cas : le cas
où f = 0, réduisant de 1 le nombre de paramètres, et le cas où f 6= 0. Considérer un système
non-amorti permet de traiter le pire des cas puisqu’un ressort peut avoir un amortissement
faible mais non nul. Un correcteur stabilisant le système sans amortissement stabilisera le
même système avec amortissement (en effet, sur un diagramme de Black-Nichols, nous remar-
quons qu’un correcteur stabilisant un système sans amortissement “place le mode mécanique
entre les deux points critiques”). C’est donc un bon point de départ. Détaillons la démarche
pour f = 0.

• Étude du système sans amortissement :

La fonction de transfert a la forme suivante :

G =
y1

e1

=
c0

s2 (s2 + a2)
, a2 > 0, c0 :=

a2

m
> 0.

Dans cet exemple, le problème ne fait intervenir que 2 paramètres :

θ0 := (a2, c0) .

De plus, le système B s’écrit alors
B0 := b2

0 − d0 = 0,

B1 := b2
1 − 2 b0 b2 − d2 = 0,

B2 := b2
2 − 2 b1 b3 + 2 b0 − d4 = 0,

B3 := b2
3 − 2 b2 − d6 = 0,

(4.8)
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où les paramètres d2 i sont définis par :

d0 := c2
0, d2 := 0, d4 := a2

2, d6 := −2 a2. (4.9)

En utilisant B0 = 0, nous trouvons que X > 0 satisfait b0 = c0 > 0 (voir Proposition 3.11).
En effet, nous supposerons c0 6= 0 car c0 = 0 donne G = 0, cas que nous excluons. Nous
pouvons alors retirer cette équation en substituant b0 par c0 dans (4.8) et ne travailler que
sur le reste du système B, noté B̃. Une paramétrisation de B̃ se calcule facilement à la main :

R̃ :=


b1 =

b4
3 + 4 a2 b

2
3 + 8 c0

8 b3

,

b2 = 1
2
b2

3 + a2,

b3 = b3,

p̃(b3) := b8
3 + 8 a2 b

6
3 + 16 (a2

2 − 3 c0) b4
3 − 64 a2 c0 b

2
3 + 64 c2

0 = 0.

(4.10)

En appliquant le changement de variable τ = (8 c0)−1/2 b2
3 (c0 > 0 par hypothèse) au poly-

nôme p̃, nous obtenons :

p̃τ := c0 τ
4 +
√

8 c0 a2 τ
3 + 2 (a2

2 − 3 c0) τ 2 −
√

8 c0 a2 τ + c0 = 0. (4.11)

Remarquons qu’en écrivant p̃τ sous la forme

p̃τ =
4∑
i=0

αi τ
i,

alors αi = (−1)iα4−i pour i = 0, 1, . . . , 4. Nous pouvons alors appliquer le changement de
variable ς := τ − τ−1 afin d’obtenir :

p̃s := ς2 + 2

√
2 a2

2

c0

ς + 2
a2

2

c0

− 4 = 0. (4.12)

La résolution de l’équation polynomiale p̃(b3) = 0 de degré 8 est alors réduite à la résolution
de p̃s(ς) = 0 de degré 2. Le discriminant de p̃s en ς est 16 > 0 et donc p̃s a deux racines
réelles distinctes en ς :

ς+ := −

√
2 a2

2

c0

+ 2,

ς− := −

√
2 a2

2

c0

− 2,

ς− < 0, ς+ > ς−, |ς−| > |ς+|.

Alors, τ vérifie l’équation τ 2− τ ς − 1 = 0 dont le discriminant en τ est ς2 + 4 > 0. Ainsi, les
solutions (4.11) sont toutes réelles et s’écrivent sous la forme suivante :

τ+ :=
1

2

(
ς± +

√
ς2
± + 4

)
,

τ− :=
1

2

(
ς± −

√
ς2
± + 4

)
,

ς± ∈ {ς+, ς−}.

Trivialement, τ+ est la racine réelle maximale de (4.11), ce qui nous donne directement la
racine réelle maximale de p̃ :

σ := max {b3 | p̃(b3) = 0} =
√

2

√(√
2 c0 − a2

)
+

√(√
2 c0 − a2

)2
+ 2 c0. (4.13)
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Le Théorème 3.11 permet d’écrire la forme de X solution de R = 0 en fonction des bi
définis en (4.10) :

X :=


c0 b1 c0 b2 c0 b3 c0

c0 b2 −c0 b3 + b1 b2 b1 b3 − c0 b1

c0 b3 b1 b3 − c0 b2 b3 − b1 b2 − a2

c0 b1 b2 − a2 b3

 .

La matrice Q est aussi très simple et s’écrit :

Q :=


0 0 0 c−1

0

0 0 c−1
0 0

0 c−1
0 0 −a2 c

−1
0

c−1
0 0 −a2 c

−1
0 0

 .

Pour cet exemple, montrons que l’on peut conclure sur l’expression de γopt directement en
travaillant sur les valeurs propres de la matrice QX. Le polynôme caractéristique de QX
multiplié par 4/c2

0 s’écrit

hs(λ, b3) := 4 c0 λ
4 − α(b3)λ3 + β(b3)λ2 + α(b3)λ+ 4 c0, (4.14)

où :
α := b4

3 + 8 c0, β := −2 (b4
3 + 4 c0). (4.15)

Encore une fois, nous remarquons une symétrie dans hs. En considérant le changement de
variable t := λ− λ−1 (λ = 0 n’étant pas racine de hs car c0 6= 0), hs peut se réécrire sous la
forme de :

ht(t, b3) = 4 c0 t
2 − α t− 2 b4

3. (4.16)

En particularisant b3 en σ, les racines de ht(t, σ) en t sont alors :
t+ :=

1

8 c0

(
(σ4 + 8 c0)2 +

√
(σ4 + 8 c0)2 + 32 c0 σ4

)
,

t− :=
1

8 c0

(
(σ4 + 8 c0)2 −

√
(σ4 + 8 c0)2 + 32 c0 σ4

)
.

(4.17)

Nous en déduisons alors les racines de hs :
λ+ :=

1

2

(
t± +

√
t2± + 4

)
,

λ− :=
1

2

(
t± −

√
t2± + 4

)
,

t± ∈ {t+, t−}.

Il nous reste alors à déterminer quelle racine de hs(λ, σ) est de plus grande valeur absolue.
Notons que σ > 0 et que nous avons t+ t− = −2σ4

4 c0
< 0 et t+ > t−. Ainsi t− est nécessairement

négative tandis que t+ est nécessairement positive. De plus, comme t+ + t− = α(σ)
4 c0

> 0, alors
nous avons t+ = |t+| > −t−, c’est-à-dire |t+| > |t−|. En conséquence, nous avons :∣∣∣∣t+ +

√
t2+ + 4

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣t+ −√t2+ + 4

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣t− −√t2− + 4

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣t− +
√
t2− + 4

∣∣∣∣ .
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La racine de hs(λ, σ) de plus grande valeur absolue est alors définie par :

λa :=
1

2

(
t+ +

√
t2+ + 4

)
. (4.18)

Nous en déduisons finalement l’expression explicite de γopt suivante :

γopt(σ) :=

√
1 +

(
1

2

(
t+ +

√
t2+ + 4

))2

.

Un tracé de γopt est alors donné dans la Figure 4.11.

Remarquons simplement que pour un tel système, l’expression explicite de γopt en fonc-
tion des paramètres est très simple.

Montrons maintenant l’impact de l’ajout d’un paramètre f .

Figure 4.11 – Tracé de γopt en fonction de a2 et c0
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• Étude du système avec amortissement :

Dans ce cas, le problème fait intervenir les 3 paramètres suivants :

θ := (a2, a3, m) .

Le système B s’écrit toujours
B0 := b2

0 − d0 = 0,

B1 := b2
1 − 2 b0 b2 − d2 = 0,

B2 := b2
2 − 2 b1 b3 + 2 b0 − d4 = 0,

B3 := b2
3 − 2 b2 − d6 = 0,

où les paramètres d2 i s’écrivent alors :

d0 =
a2

2

m2
, d2 =

a2
3

m2
, d4 = a2

2, d6 = a2
3 − 2 a2. (4.19)

Cet exemple fait intervenir un plus grand nombre de paramètres que dans le cas sans amor-
tissement, mais un plus faible nombre de paramètres que dans le cas général. Notamment,
en utilisant B0 = 0, nous trouvons que X > 0 satisfait b0 = a2/m (voir Proposition 3.11).
Nous supposerons aussi a2 6= 0 car a2 = 0 donne un système sans mode mécanique, cas que
nous excluons. Nous pouvons alors retirer cette équation et ne plus travailler que sur B̃. Une
paramétrisation de B̃ se calcule à la main :

R̃ :=



b1 =
b4

3 − 2 (a2
3 − 2 a2) b2

3 + (a2
3 − 2 a2)

2
+ 8 a2

m
− 4 a2

2

8 b3

,

b2 =
1

2

(
b2

3 − a2
3

)
+ a2,

b3 = b3,

p̃(b3) = b8
3 + 4

(
2 a2 − a2

3

)
b6

3 +
(

6 a4
3 − 24 a2 a

2
3 + 16 a2

2 − 48
a2

m

)
b4

3

+

(
24 a2 a

4
3 − 4 a6

3 − 32

(
a2

2 −
a2

m
+

2

m2

)
a2

3 −
64 a2

2

m

)
b2

3

+
(

4 a2 a
2
3 − a4

3 − 8
a2

m

)2

.

Dans le cas général, nous avions établi que l’expression par radicaux de la racine réelle
maximale de p̃ pouvait varier suivant les valeurs des paramètres. Ici, le nombre de paramètres
étant réduit, un calcul de décomposition en cellules à partir de la variété discriminante de p̃
montre que la racine réelle maximale de p̃ a une seule et unique expression par radicaux sur
la totalité de l’espace des paramètres (excepté en sur les variétés singulières µ1 = 0 et p4 = 0
définies dans la Table 3.6) :

σ̃ =
√
t(1, 1) + d6,

où t(1, 1) est défini dans la Table 3.5. Nous obtenons alorsX(σ̃) > 0. En utilisant la Table 4.2,
nous déduisons Q, puis Y := QX Q > 0. Nous pouvons alors calculer le polynôme caracté-
ristique de Y X, noté h, et en déduire sa racine réelle maximale comme effectué dans le cas
général (voir Table 4.5). Contrairement au cas sans amortissement, notons qu’ici toutes ces
expressions ne sont pas affichables du fait de leur taille plus imposante.
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L’utilisation d’un logiciel de calcul formel tel que Maple permet de simplifier l’expression
de γopt et de montrer que celui-ci ne dépend que de deux paramètres suivants qui sont des
combinaisons des 3 autres :

Gr :=
1

ma2

, ρ :=
a3√
a2

.

Nous représentons alors le graphe de γopt en fonction de Gr et ρ dans la Figure 4.12.

Figure 4.12 – Tracé de γopt en fonction de Gr et ρ

• Comparaison des deux cas :

Le lecteur aura facilement remarqué que les expressions se complexifient rapidement ne
serait-ce qu’en rajoutant un paramètre supplémentaire. Dans le cas sans amortissement, en
n’ayant recours qu’à des expressions par radicaux de polynômes de degré 2, nous déduisons
des expressions très simples de γopt. Dans le cas avec amortissement, nous devons utiliser des
racines par radicaux de polynômes de degré 4 afin de déterminer une expression de γopt. Cette
dernière est alors bien plus complexe que dans le cas sans amortissement. De plus, le cas sans
amortissement se traite assez aisément à la main, alors que le cas avec amortissement nécessite
le calcul d’une variété discriminante et d’une décomposition de l’espace des paramètres en
cellules, choses impossibles à faire à la main.
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4.2 Résolution symbolique/numérique du problème de
commande robuste

Pour des systèmes d’ordre n ≥ 5, nous ne pouvons plus généralement trouver de formule
par radicaux pour γopt. En effet, comme nous l’expliquions à la Section 4.1, l’ordre des po-
lynômes p et h entrant en jeu est trop élevé et nous sommes limités par la théorie de Galois
[Mut80]. Une étape numérique est alors nécessaire. La question est maintenant de savoir
quand évaluer numériquement les valeurs des paramètres.

Soit n ≥ 5. Supposons que les coefficients a et c soient fixés à des valeurs rationnelles. De
plus, supposons que l’on dispose d’une paramétrisation rationnelle des solutions du système
B suivant un polynôme univarié p en bn−1 (voir Section 3.5.3). Nous disposons alors d’une
paramétrisation rationnelle de X(bn−1) solution de R = 0. Considérons alors le polynôme
caractéristique de QX défini par

h?(λ, bn−1) = 0,

ainsi que le système T? suivant :

T? :=

{
p(bn−1) = 0,

h?(λ, bn−1) = 0.

Nous disposons alors d’un système polynomial triangulaire en deux variables, bn−1 et λ,
dont les coefficients sont rationnels.

Rappelons que l’objectif est de trouver la plus grande valeur absolue λa des racine réelles
de h? (polynôme en λ) sachant que σ est la racine réelle maximale de p (polynôme en bn−1) .
Pour résoudre ce système, une première idée serait d’abord de calculer les racines de p en bn−1

à l’aide d’un algorithme numérique (citons par exemple la méthode de Newton ou la méthode
des trapèzes [Nou85] pour les plus célèbres), puis d’en choisir la racine réelle maximale σ.
En injectant la valeur numérique obtenue pour σ dans h?, nous obtenons alors un polynôme
univarié en λ à coefficients numériques, dont nous pouvons calculer les racines de la même
manière que précédemment.

Une telle méthode a l’inconvénient de ne pas être certifiée [CA76, RZ04], plus particu-
lièrement lorsque h? n’est pas sans facteur carré en λ. Pour expliquer ceci, supposons que
h? n’est pas sans facteur carré. La substitution d’une approximation numérique d’une racine
de p dans h? donne un polynôme h′?, potentiellement sans facteur carré. L’isolation des ra-
cines de h′? peut alors être erronée : elle peut par exemple retourner des valeurs complexes,
alors que h? ne possède que des racines réelles. Afin d’obtenir un calcul certifié des racines,
nous pouvons utiliser les propriétés du système polynomial triangulaire T? afin de calculer
une approximation numérique certifiée de ses solutions [CA76, RZ04]. Une approximation
certifiée des solutions d’un système d’équations est une représentation des solutions de ce
système sous forme d’intervalles contenant les solutions réelles du système. Considérons par
exemple l’équation p(bn−1) = 0. Une approximation certifiée des racines de p donnera des
intervalles pour les valeurs de bn−1 contenant à coup sûr les racines de p. Pour plus de détails
sur l’analyse par intervalles, nous référons, par exemple, à [Jau01]. Pour des applications de
l’analyse par intervalles, citons, par exemple, [DLDJ+07].

Il existe plusieurs manières de procéder pour résoudre T? de manière certifiée. Nous pou-
vons mentionner l’algorithme de [CGY07] qui utilise des bornes séparantes afin d’isoler les
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racines du polynôme h? au dessus d’une racine de p. Nous pouvons aussi mentionner l’algo-
rithme donné dans [BCLM14] qui requiert la décomposition de T? en un ensemble de systèmes
triangulaires sans facteurs carrés, de telle sorte que pour chaque racine de p, le polynôme h?
soit sans facteur carré.

Nous privilégierons ici de réutiliser l’idée développée dans le Chapitre 3, à savoir calculer
une RUR du système T?. Pour un élément séparant bien choisi τ := u1 bn−1 + u2 λ, les
solutions de T? peuvent s’écrire de la manière suivante :

v(τ) = 0,

bn−1 =
v1(τ)

w(τ)
,

λ =
v2(τ)

w(τ)
.

(4.20)

Ensuite, afin de déterminer une solution de (4.20), il est suffisant d’isoler les racines de v
par intervalles, puis d’évaluer les intervalles obtenus dans les expressions v1(τ)

w(τ)
et v2(τ)

w(τ)
. Nous

obtenons alors des boîtes isolant les solutions (bn−1, λ) de (4.20). Il suffit alors de choisir celle
qui satisfait la condition voulue, c’est-à-dire celle dont la coordonnée λ est de plus grande
valeur absolue sachant que la coordonnée bn−1 est maximale.

Exemple 4.1. Reprenons l’exemple de la double poutre asservie en vitesse utilisé à la section
précédente. Le système est de la forme suivante :

G :=
y1

e1

= G0
a1 + a2 s

s (a1 + a2 s+ s2)
,

G0 :=
1

J1 + J2

, a1 :=
2 k l2 (J1 + J2)

J1 J2

, a2 :=
ξ

k
a1.

Choisissons les valeurs de paramètres suivantes :

J1 = J2 = 1, k = 1, l = 1, ξ =
1

2
.

Nous obtenons alors le système polynomial T? suivant :
4 b4

2 − 1984 b2
2 − 64 2 + 244736 = 0,

256λ3 +
(
16 b2

4 − 64 b2
3 + 96 b2

2 + 256 b2 − 1152
)
λ2

+
(
−8 b2

6 + 32 b2
5 − 96 b2

4 + 512 b2
3 − 672 b2

2 + 1408 b2 − 4864
)
λ

+ b2
9 − 2 b2

8 + 16 b2
7 − 56 b2

6 + 28 b2
5 − 224 b2

4 − 352 b2
3 + 1728 b2

2 − 1088 b2 + 6880 = 0.

(4.21)
Notons que le premier polynôme de (4.21) n’est pas p(bn−1) mais p̃(bn−1, b0) auquel on a
particularisé la valeur de b0. En effet, pour des systèmes présentant un intégrateur, la valeur
de b0 est triviale. Dans le cas présent, les valeurs de paramètres sont particularisées à des
valeurs numériques et nous pouvons travailler sur p̃ sans perte de généralité.
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Le calcul d’une RUR de (4.21) pour l’élément séparant t = λ donne :

4 t12 − 60 t11 + 1417 t10 − 1620 t9 − 76048 t8 − 920 t7 + 153366 t6 + 2712 t5

−78096 t4 + 2004 t3 + 393 t2 − 68 t+ 4 = 0,

λ = t,

b2 =

244 t10 − 254 t9 − 12860 t8 − 152536 t7 − 53920 t6 + 305036 t5

−11056 t4 − 161624 t3 + 29580 t2 − 318 t− 180

24 t11 − 330 t10 + 7085 t9 − 7290 t8 − 304192 t7 − 3220 t6 + 460098 t5

+6780 t4 − 156192 t3 + 3006 t2 + 393 t− 34.

(4.22)

L’extraction des racines du polynôme univarié de la RUR donne les intervalles certifiés sui-
vants pour t (nous utilisons la commande RootFinding[Isolate] de Maple) :

t ∈
[
−825188652418145181

144115188075855872
,−206297163104536295

36028797018963968

]
,

t ∈
[
− 134385842784865663

1152921504606846976
,− 67192921392432831

576460752303423488

]
,

t ∈
[

80711476207981101
1152921504606846976

, 40355738103990551
576460752303423488

]
,

t ∈
[

128609005596969279
144115188075855872

, 2009515712452645
2251799813685248

]
,

t ∈
[

4939673728209055
4503599627370496

, 158069559302689761
144115188075855872

]
,

t ∈
[

1235657290510629919
144115188075855872

, 38614290328457185
4503599627370496

]
.

Nous obtenons alors les boîtes suivantes pour les solutions de (4.21) :

λ = [−422496590038090332259
73786976294838206464

, −211248295019045166117
36893488147419103232

] b2 = [−468997241444025982405
295147905179352825856

, −234498620722012991195
147573952589676412928

],

λ = [−137611103011702438891
1180591620717411303424

, −17201387876462804861
147573952589676412928

], b2 = [93464837667499525323
36893488147419103232

, 373859350669998101295
147573952589676412928

],

λ = [ 330594206547890592307
4722366482869645213696

, 330594206547890592319
4722366482869645213696

], b2 = [373859350669998101293
147573952589676412928

, 23366209416874881331
9223372036854775808

],

λ = [526782486925186168309
590295810358705651712

, 526782486925186168321
590295810358705651712

], b2 = [−468997241444025982397
295147905179352825856

, −468997241444025982393
295147905179352825856

],

λ = [40465807181488578751
36893488147419103232

, 323726457451908630039
295147905179352825856

], b2 = [373859350669998101285
147573952589676412928

, 373859350669998101303
147573952589676412928

],

λ = [9885258324085039353
1152921504606846976

, 316328266370721259321
36893488147419103232

], b2 = [−234498620722012991203
147573952589676412928

, −468997241444025982389
295147905179352825856

].

Une évaluation numérique à 16 chiffres après la virgule (évaluation sous Maple avec Digits :=
16 ) de ces intervalles donne :

λ = [−5.725896509837688,−5.725896509837688] b2 = [−1.589024462697880,−1.589024462697880],

λ = [−0.1165611381589174,−0.1165611381589174], b2 = [2.533369501252700, 2.533369501252700],

λ = [0.07000604627936417, 0.07000604627936417], b2 = [2.533369501252700, 2.533369501252700],

λ = [0.8924042449243807, 0.8924042449243807], b2 = [−1.589024462697880,−1.589024462697880],

λ = [1.096827901438736, 1.096827901438736], b2 = [2.533369501252700, 2.533369501252700],

λ = [8.574094840442733, 8.574094840442733], b2 = [1.589024462697880,−1.589024462697880].

Nous isolons alors la boîte dont la coordonnée λ est maximale en valeur absolue sachant
que la coordonnée bn−1 est réelle maximale :

λa = [40465807181488578751
36893488147419103232

, 323726457451908630039
295147905179352825856

], σ = [373859350669998101285
147573952589676412928

, 373859350669998101303
147573952589676412928

].

Une approximation numérique donne alors les valeurs suivantes :

λa = [1.096827901438736, 1.096827901438736], σ = [2.533369501252700, 2.533369501252700].
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Nous obtenons alors la valeur de γopt =
√

1 + λ suivante :

γopt = [1.484261245662131, 1.484261245662131].

A titre de comparaison, une évaluation des formules symboliques obtenues pour ce même
exemple, pour un calcul effectué avec une précision de 20 chiffres après la virgule (évaluation
sous Maple avec Digits := 20 ), donne :

γopt = 1.4842612456621313162.

Toujours à titre de comparaison, la commande Matlab ncfsyn appliquée au système G donne
le résultat suivant :

γopt = 1.484261245662132.

Toutes les différentes méthodes donnent donc le même résultat avec une grande précision.

L’avantage d’une résolution via Matlab est de ne pas être limité à des systèmes d’ordre
faible. En revanche, le calcul numérique n’est pas certifié. Le calcul de γopt par une méthode
certifiée et l’utilisation de Maple fournissent un résultat certifié. En revanche, cette méthode
est limitée par l’ordre du système.

4.3 Réglage optimal d’une pondération Loop-Shaping
Jusqu’à présent, nous avons proposé une méthode symbolique pour résoudre le problème

de commande robuste (PCR) présenté dans la Section 2.3.2. La résolution du PCR est avant
tout un moyen permettant de réaliser un asservissement assurant un compromis entre per-
formance et robustesse, ce compromis étant mesurée par γopt. Nous pouvons réaliser un
asservissement d’un système au moyen de cette approche. Cependant, nous n’avons aucun
moyen de régler les caractéristiques de l’asservissement obtenu par cette méthode, le PCR
ayant une unique solution optimale, autrement dit γopt est fixé par les paramètres physiques
du système et nous ne pouvons donc pas le régler.

C’est pourquoi le PCR trouve tout son intérêt couplé au concept de Loop-Shaping que
nous avons introduit au Chapitre 2. Celui-ci permet d’introduire des paramètres de réglage
afin de modeler l’asservissement souhaité. Rappelons-en succinctement le principe.

Soit P un système réel, modèle ne contenant que des paramètres physiques à priori non-
modifiables. Celui-ci peut, par exemple, être un système mécanique composé de masses et
de ressorts, dont les caractéristiques physiques (masses, raideurs) ne sont pas modifiables.
L’approche par Loop-Shaping consiste alors à augmenter ce système réel par une pondération
fréquentielle W afin de créer le système fictif G :

G := P W.

Le choix de la pondération W se fait au moyen de la procédure décrite dans la Section 2.5.
Nous pouvons la voir comme un moyen d’introduire des paramètres de réglage permettant de
modifier la boucle ouverte de l’asservissement. Le système G contient alors des paramètres
de réglage. C’est sur ce système que nous travaillons afin de trouver une solution au PCR,
c’est-à-dire déterminer γopt. L’utilisation de pondérations W influe sur la valeur de γopt de
G qui sert d’indicateur pour juger si les pondérations choisies sont bonnes ou non. Une idée
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serait alors de trouver un moyen de régler ces pondérations de manière automatique. C’est
dans ce cadre que l’approche symbolique trouve un autre intérêt.

Dans cette section, nous souhaitons asservir un système à paramètres inconnus par la
méthode H∞ par Loop-Shaping où la pondération est elle aussi à paramètres inconnus. Dans
ce cadre, plus nous introduisons des pondérations avec des dynamiques sophistiquées, plus
nous introduisons un grand nombre de paramètres et plus l’ordre du système fictif augmente.
Or, dans les sections précédentes, nous avons vu que l’ordre du système et le nombre de pa-
ramètres inconnus étaient déterminants quand à la résolution du PCR. C’est pourquoi, dans
cette section, nous nous limitons aux choix de pondérations fréquentielles scalaires de type
gain. Ceci nous permettra de considérer des systèmes réels comportant des dynamiques assez
complexes, tout en disposant d’un moyen de réglage simple que l’on ajustera suivant la valeur
de γopt. L’extension de la méthode à d’autres types de pondérations est laissée en perspective.

Passons maintenant à l’explication de la méthode que nous proposons.

4.3.1 Une méthode de réglage de pondération scalaire de type gain

Soit P un système réel dépendant de q paramètres θ := (θ1, . . . , θq) non fixés à des valeurs
numériques. Supposons que la fonction de transfert de P soit rationnelle en les paramètres θ,
c’est-à-dire que P (s, θ) ∈ Q(s, θ). Soit w un paramètre de réglage qui servira de pondération
scalaire. Notons alors G = wP le système fictif.

Pour toutes valeurs réelles de paramètres θ et w, nous noterons par γopt(w, θ) la solution
du PCR associé à G (rappelons que la définition du PCR est donnée à la Définition 2.7, et
que son unique solution est donnée, à paramètres fixés, au Théorème 2.6). Notons que, pour
des systèmes SISO G d’ordre n avec 1 ≤ n ≤ 4, nous disposons de formules explicites de γopt

associé à G. Voir Section 4.1.1.

Soit γ̄opt > 0. La valeur γ̄opt est la valeur de γopt que l’on souhaite obtenir après réglage
de la pondération w. Nous adoptons aussi les notations suivantes :{

λm(w, θ) := γ2
opt(w, θ)− 1, (w, θ) ∈ R2,

λ̄m := γ̄2
opt − 1 ∈ R.

(4.23)

Dans ce contexte, nous définissons le problème suivant.

Définition 4.2. Problème de réglage de pondération (PRP).
Trouver une fonction scalaire ŵ de θ ∈ Rq, c’est-à-dire

ŵ : Rq −→ R
θ 7−→ ŵ(θ),

telle que :
∀θ ∈ Rq, γopt(ŵ(θ), θ) = γ̄opt.

Afin de résoudre le PRP, supposons que nous disposons d’une paramétrisation rationnelle
des solutions X ∈ Q(bn−1, w, θ)

n×n de l’équation de Riccati algébrique R = 0 suivant une
équation polynomiale p = 0 où p ∈ Q[bn−1, w, θ]. Une telle paramétrisation peut se trouver
pour des systèmes d’ordre faible. Voir la Section 3.6 du Chapitre 3. Disposant de X ∈
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Q(bn−1, w, θ)
n×n, nous pouvons calculer Y := QX Q ∈ Q(bn−1, w, θ)

n×n (voir Théorème 2.5)
ainsi que le numérateur du polynôme caractéristique de Y X, noté h ∈ Q[λ, bn−1, w, θ]. Nous
proposons alors d’étudier la variété algébrique définie par le système polynomial T suivant :

T :=

{
p(bn−1, w, θ) = 0,

h(λ, bn−1, w, θ) = 0.
(4.24)

Le système T paramétrise toutes les “valeurs propres” λ de toutes les matrices Y X pos-
sibles, où X est solution de R = 0 et Y = QX Q, y compris les “valeurs propres” de matrices
X ou Y non définies positives. Comme seul λ est utile ici, puisqu’il permet de calculer di-
rectement γopt, nous choisissons d’éliminer bn−1 dans T en ne gardant que la projection de
T sur la variable λ. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de p et h par rapport
à la variable bn−1 (voir Section 3.1.9). Nous obtenons alors le polynôme suivant :

L(λ,w, θ) := Res(p, h, bn−1) = 0. (4.25)

Notons que la notion de résultant s’étend aux polynômes à coefficients dans Q(w, θ), sa
définition se basant sur le déterminant d’une matrice de Sylvester.

A paramètres w et θ fixés à des valeurs réelles, une des racines de L est égale à λm(w, θ)
(lié à γopt(w, θ) par (4.23)) et toutes les autres racines de L correspondent à toutes les autres
valeurs propres des matrices Y X.

Comme nous cherchons une fonction scalaire ŵ des paramètres θ telle que

∀θ ∈ Rq, γopt(ŵ(θ), θ) = γ̄opt ⇔ λm(ŵ(θ), θ) = λ̄m,

nous définissons le polynôme suivant :

L̄(w, θ) := L(λ̄m, w, θ).

L̄ est un polynôme multivarié en les variables w et θ. Il définit une courbe dans l’espace
Rq+1. Nous pouvons concevoir la variété V (〈L̄〉) comme une série de branches. Sur chaque
branche, une “valeur propre” de toutes les matrices Y X possibles est égale à λ̄m.

Le premier travail est alors d’identifier quelle est la branche qui nous intéresse, c’est-à-dire
la branche C sur laquelle nous avons :

∀(θ, w) ∈ C , λm(w, θ) = λ̄m.

Cette dernière tâche peut être réalisée en calculant la variété discriminante de L̄ en w. Pour
cela, définissons le discriminant de L̄ en w comme suit :

∆L̄(θ) = disc(L̄, w)(θ).

De plus, notons LT(L̄, w) le coefficient du terme de plus haut degré en w de L̄. Pour un
rappel sur les discriminants et les variétés discriminantes, voir la Section 3.1.10. La variété
discriminante de L̄ en w est alors définie par :

VL̄ := {θ ∈ Cq |∆L̄(θ) = 0} ∪
{
θ ∈ Cq |LT(L̄, w) = 0

}
.

La variété VL̄ décompose l’espace des paramètres défini par w et θ en cellules dans lesquelles le
nombre de racines réelles de L̄ en w est constant. En choisissant un point témoin (déterminé
par une valeur rationnelle de θ) dans chacune des cellules, nous pouvons alors isoler les
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racines de L̄ en w de manière certifiée. Nous obtenons alors des couples témoins (w, θ) dans
chaque cellule régulière permettant d’identifier chaque branche de L̄. En spécialisant chacune
de valeurs témoins dans une expression sous forme close de γopt, ou dans T puis en isolant
ses racines, nous identifions la branche L de L̄ telle que :

∀(θ, w) ∈ L , λm(w, θ) = λ̄m ⇔ γopt(w, θ) = γ̄opt.

Remarque 4.5. Notons que cette dernière étape de spécialisation n’est pas certifiée.

Maintenant que nous avons identifié la branche L permettant d’obtenir γopt(w, θ) = γ̄opt

en tout point (w, θ) de la branche, il reste à définir une méthode pour définir ŵ permettant de
rester sur cette branche L quelque soit θ. Disposant de la variété discriminante de L̄ et de la
décomposition en cellules associée, nous distinguons deux cas suivant le degré du polynôme L̄.

– Dans le premier cas, calculer les racines du polynôme L̄ en w est équivalent à trouver les
racines d’un polynôme de degré inférieur ou égal à 4. Dans ce cas, nous pouvons explici-
ter ses racines par radicaux en utilisant l’Annexe D. Nous disposons alors d’expressions
par radicaux de w solution de L̄ = 0 dépendant de θ, notées ŵi, et l’une d’entres-elles
permet d’atteindre γ̄opt, si celui-ci est atteignable. Considérons alors l’union des va-
riétés singulières où les expressions par radicaux ŵi ne sont pas définies et la variété
discriminante de L̄ en w. Ces variétés décomposent l’espace des paramètres en cellules
régulières Ci dans lesquelles le nombre de racines réelles de L̄ en w est constant, et
où les expressions par radicaux ŵi sont continues. L’identification de l’expression par
radicaux telle que

∀θ ∈ Ci, γopt(ŵi(θ), θ) = γ̄opt,

peut alors se faire par évaluation numérique de γopt(ŵi(θ
c), θc) en un point témoin θc

de chaque cellule Ci.
– Dans le cas contraire, nous ne pouvons trouver de racines par radicaux de L en w.
Nous proposons alors d’approximer la branche permettant d’atteindre γ̄opt localement,
c’est-à-dire autour d’un point de fonctionnement par exemple, par un développement
en série de Taylor ou de Puiseux [BPR03, Chap. 6.2]. Ce type de développement fourni
une fonction scalaire :

ŵ : Rq −→ R
θ 7−→ ŵ(θ).

En choisissant comme pondération ŵ(θ), nous assurons alors que γopt est proche de
γ̄opt au voisinage du point de fonctionnement choisi.

Ces deux cas sont illustrés sur deux exemples dans les sous-sections qui suivent. Afin
de mieux représenter les variétés entrant en jeu et de simplifier les calculs, notons que les
exemples qui suivent portent sur des systèmes avec au plus 2 paramètres. Ceci nous permet-
tra de réaliser des tracés dans l’espace, ce qui devient difficilement réalisable avec un plus
grand nombre de paramètres (à moins de réaliser des coupes).

Remarque 4.6. Si aucune branche de L̄ ne correspond à λm, alors la valeur γ̄opt n’est pas
atteignable par γopt. Notamment, les valeurs limites atteignables par λm sont contenues dans
la variété discriminante de L en w.

Remarque 4.7. Nous avons considéré ici le système T défini par p et le polynôme carac-
téristique de Y X. Nous aurions pu appliquer le même genre de démarche au système T?,
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défini par p et le numérateur du polynôme caractéristique de QX noté h? :

T? :=

{
p(bn−1, w, θ) = 0,

h?(λ, bn−1, w, θ) = 0.

La démarche resterait la même à la différence près que nous devons faire attention à la valeur
absolue de λ. En effet, si nous considérons T?, alors γopt est défini à partir de λ?(QX), c’est-
à-dire la valeur absolue maximale des valeurs propres réelles de QX. Nous devons alors
considérer les deux systèmes suivants :

T +
? :=

{
p(bn−1, w, θ) = 0,

h?(λ, bn−1, w, θ) = 0,
T −? :=

{
p(bn−1, w, θ) = 0,

h?(−λ, bn−1, w, θ) = 0.

La projection de chacun de ces systèmes sur λ donne alors :

L+(λ,w, θ) := Res(p, h?(λ), bn−1) = 0, L−(λ,w, θ) := Res(p, h?(−λ), bn−1) = 0.

Chacun de ces polynômes constitue une courbe dans l’espace des paramètres. Il faut alors
étudier l’union de ces deux variétés. Notamment, la décomposition en cellules devra prendre
en compte les intersections de ces deux variétés, une intersection correspondant au lieu où
une racine de QX est égale à l’opposée d’une autre racine de QX.

4.3.2 Application au système double masse-ressort

Reprenons l’exemple du système masse-ressort d’ordre 4 développé dans la Section 4.1.3
et représenté par la Figure 4.13.

Figure 4.13 – Système deux masses ressort amorti

Considérons dans un premier temps le cas sans amortissement, c’est-à-dire f = 0, et montrons
que nous pouvons trouver une expression explicite d’une pondération Loop-Shaping scalaire
permettant d’atteindre un γopt donné.

Étude du système sans amortissement : réglage de pondération global

Dans la Section 4.1.3, nous avions conclu que, pour le système sans amortissement, l’ex-
pression sous forme close de γopt était très facile à obtenir et pouvait se calculer à la main,
de nombreuses simplifications et symétries apparaissant dans les polynômes étudiés. Dans
un premier temps, considérons alors f = 0.
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Soit une pondération scalaire de type gain w. Nous définissons le système réel P par

P :=
c′0

s2 (s2 + a2)
,

et le système fictif G par

G := wP =
c0

s2 (s2 + a2)
, (4.26)

où :
c0 := c′0w.

De plus, notons par θ les paramètres de G, c’est-à-dire :

θ := (c0, a2).

Reprenons les notations de la Section 4.1.3, c’est-à-dire :

σ :=
√

2

√(√
2 c0 − a2

)
+

√(√
2 c0 − a2

)2
+ 2 c0,

t+ :=
1

8 c0

(
σ4 + 8 c0 +

√
(σ4 + 8 c0)2 + 32 c0 σ4

)
,

λa :=
1

2

(
t+ +

√
t2+ + 4

)
.

(4.27)

La Section 4.1.3 montre que la formule explicite de γopt est donnée par :

∀(c0, a2) ∈ ]0,+∞[2, γopt(c0, a2) :=
√

1 + λ2
a. (4.28)

Soit γ̄opt > 0. L’objectif fixé est le suivant.

Définition 4.3. Problème du réglage global de la pondération
Trouver une fonction scalaire ĉ0 de a2 ∈ R+, c’est-à-dire

ĉ0 : R+ −→ R+

a2 7−→ ĉ0(a2),

telle que :
∀a2 ∈ R+, γopt(ĉ0(a2), a2) = γ̄opt.

Remarquons alors dans un premier temps la propriété suivante.

Proposition 4.2. Soit (c0, a2) ∈ ]0,+∞[2. Alors, nous avons

γopt(c0, a2) >
√

2,

et :

∀γ̄opt >
√

2, γopt(c0, a2) = γ̄opt ⇔ t+(c0, a2) =
γ̄2

opt − 2√
γ̄2

opt − 1
.
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Démonstration. La Section 4.1.3 montre la propriété suivante :

∀(c0, a2) ∈ ]0,+∞[2, t+(c0, a2) > 0.

Ainsi, en utilisant (4.27), nous en déduisons

∀(c0, a2) ∈ ]0,+∞[2, λa(c0, a2) > 1,

et :
∀(c0, a2) ∈ ]0,+∞[2, γopt(c0, a2) >

√
2.

Soient γ̄opt >
√

2 et (c0, a2) ∈ ]0,+∞[2 tels que :

γopt(c0, a2) = γ̄opt. (4.29)

En reprenant les notations (4.27), l’équation (4.29) est équivalente à :

λa(c0, a2) = ±
√
γ̄2

opt − 1. (4.30)

En mettant au carré chaque côté de l’équation (4.30), nous obtenons :

λa(c0, a2)2 = γ̄2
opt − 1. (4.31)

Comme γ̄opt >
√

2, alors (4.31) est équivalente à :

λa(c0, a2) =
√
γ̄2

opt − 1. (4.32)

L’équation (4.32) est alors équivalente à

1

2

(
t+(c0, a2) +

√
t+(c0, a2)2 + 4

)
=
√
γ̄2

opt − 1,

c’est-à-dire : √
t+(c0, a2)2 + 4 = 2

√
γ̄2

opt − 1− t+(c0, a2). (4.33)

En mettant (4.33) au carré, nous obtenons alors

t+(c0, a2) =
γ̄2

opt − 2√
γ̄2

opt − 1
, (4.34)

ce qui conclut la preuve.

La Proposition 4.2 montre que chercher une fonction scalaire ĉ0 de a2 ∈ R+ telle que

∀γ̄opt >
√

2, ∀a2 ∈ R+, γopt(ŵ(a2), a2) = γ̄opt,

est équivalent à chercher une fonction scalaire ĉ0 de a2 ∈ R+ telle que :

∀t̄+ > 0, ∀a2 ∈ R+, t+(ŵ(a2), a2) = t̄+.

Dans la suite, nous notons alors :

t̄+ :=
γ̄2

opt − 2√
γ̄2

opt − 1
.
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D’autre part, la Section 4.1.3 (voir (4.11) et (4.14)) montre que t+ est solution du système
polynomial suivant :

T? :=

{
pτ (τ) = c0 τ

4 +
√

8 c0 a2 τ
3 + 2 (a2

2 − 3 c0) τ 2 −
√

8 c0 a2 τ + c0 = 0,

hs(t, τ) = 4 c0 t
2 − (τ 2 + 8 c0) t− 2 τ 2.

(4.35)

Les racines en t du système T? défini par (4.35) permettent de calculer les valeurs propres
d’une partie des matrices QX possibles, où X est solution de R = 0, y compris les valeurs
propres de matrices X non définies positives. Comme seul t est utile ici, puisqu’il permet
de calculer directement γopt, nous choisissons d’éliminer τ dans T? en ne gardant que la
projection de T? sur la variable t. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de pτ et
hs par rapport à la variable τ (voir Section 3.1.9). Nous obtenons alors le polynôme suivant :

Lt := (t4−16 t3 +8 t2 +64 t+16)2 c2
0−8 t (t−2) (t+2) (t2 +4)2 a2

2 c0 +16 t2 (t−2)2 (t+2)2 a4
2.

(4.36)
Notons que la notion de résultant s’étend aux polynômes à coefficients dans Q(c0, a2), sa
définition se basant sur le déterminant d’une matrice de Sylvester. À paramètres c0 et a2

fixés à des valeurs réelles, une des racines de Lt est égale à t+(c0, a2) (liée à γopt par (4.27))
et toutes les autres racines de Lt correspondent à d’autres valeurs propres des matrices QX.

Notons ∆ le discriminant de Lt en c0, c’est-à-dire

∆ := 2048 t3 a4
2 (t2 − 4 t− 4)2 (t− 2)3 (t+ 2)3,

et LT(Lt, c0) le terme de tête de Lt en c0 :

LT(Lt, c0) = (t4 − 16 t3 + 8 t2 + 64 t+ 16)2.

Le lieu d’annulation de ces deux polynômes constitue la variété discriminante de Lt en c0.
Celle-ci divise alors l’espace des paramètres en cellules dans lesquelles le nombre de racines
réelles de Lt en c0 est constant. Notamment, nous avons{

(a2, t) ∈ R2
+ |∆ = 0

}
=

{
(a2, t) ∈ R2

+ | a2 = 0
}
∪
{

(a2, t) ∈ R2
+ | t = 2

}
∪
{

(a2, t) ∈ R2
+ | t = 2 + 2

√
2 ≈ 4.82

}
,

∪
{

(a2, t) ∈ R2
+ | t = 0

}
,

et :{
(a2, t) ∈ R2

+ |LT(Lt, c0) = 0
}

=
{

(a2, t) ∈ R2
+ | t = 4 + 2

√
6− 2

√
3− 2

√
2 ≈ 2.60

}
∪
{

(a2, t) ∈ R2
+ | t = 4 + 2

√
6 + 2

√
3 + 2

√
2 ≈ 15.2

}
.

Toutes ces valeurs délimitent l’espace des paramètres R2
+ en cellules Ci dans lesquelles le

nombre de racines réelles de Lt en c0 est constant. Dans la suite, nous notons :
tf := 2

√
2 + 2 ≈ 4.82,

tmin := 4 + 2
√

6− 2
√

3− 2
√

2 ≈ 2.60,

tsup := 4 + 2
√

6 + 2
√

3 + 2
√

2 ≈ 15.2.

Lt(t, c0, a2) est un polynôme de degré 2 en c0. Ses racines en c0 peuvent alors s’expliciter
par radicaux (voir Annexe D). Celles-ci s’écrivent

∀ε ∈ {−1, 1}, C0(ε)(t, a2) :=
8 t (t− 2) (t+ 2) (t2 + 4)2 a2

2 + ε
√

∆

2 (t4 − 16 t3 + 8 t2 + 64 t+ 16)2
,
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c’est-à-dire (a2 > 0), pour ε ∈ {−1, 1} :

C0(ε)(t, a2) =
4 t (t− 2) (t+ 2) (t2 + 4)2 a2

2 + ε 16
√

2 a2
2

√
t3 (t2 − 4 t− 4)2 (t− 2)3 (t+ 2)3

(t4 − 16 t3 + 8 t2 + 64 t+ 16)2
.

(4.37)

Remarque 4.8. Dans une cellule Ci, les deux expressions C0(1) et C0(−1) sont continues
et ne sont jamais égales. Cette propriété découle directement de la définition de la variété
discriminante Lt en c0.

Considérons alors une cellule Ci de la décomposition et un point de Ci, noté (tc, ac2). Soit
ε ∈ {−1, 1}. Considérons alors la procédure suivante.

1. Évaluer C0(ε)(t, a2) défini par (4.37) en (tc, ac2).
• Si C0(ε)(tc, ac2) ∈ R, alors le point (tc, C0(ε)(tc, ac2), ac2) est sur la variété Lt = 0. Par
conséquent, pour tout (t, a2) ∈ Ci, alors (t, C0(ε)(t, a2), a2) est sur la variété Lt = 0 car
C0(ε) est continue sur Ci.
• Dans le cas contraire, Lt n’a pas de racine réelle en c0 sur Ci. Arrêter la procédure.

2. Évaluer t+(C0(ε), ac2) (voir (4.27)).
Si t+(C0(ε), ac2) = tc, alors la fonction scalaire ĉ0 = C0(ε) permet d’atteindre t+ = t̄+
pour tout (a2, t̄+) ∈ Ci car C0(ε) est continue sur Ci.

Nous pouvons alors appliquer cette procédure à toutes les cellules Ci et obtenir le graphe
donné dans la Figure 4.14. Pour t̄+ ∈ [tf , tmax] (cellule verte), le choix de la fonction scalaire
ĉ0 = C0(1)(t̄+, a2) permet d’atteindre la valeur de t̄+ désirée. Pour t̄+ ∈ [tmin, tf ] (cellule
bleue), le choix de la fonction scalaire ĉ0 = C0(−1)(t̄+, a2) permet d’atteindre la valeur de
t̄+ désirée.

Figure 4.14 – Décomposition de l’espace des paramètres à l’aide de la variété discriminante
de Lt
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Remarque 4.9. Cette étude montre que γopt est compris entre les deux valeurs suivantes :

γmin :=

√
1 +

(
1

2

(
tmin +

√
t2min + 4

))2

=

√
2
√

2 + 4 ≈ 2.61,

γmax :=

√
1 +

(
1

2

(
tmax +

√
t2max + 4

))2

=

√√√√1 +

(
2 +
√

6 +
√

3 +
√

2 +
1

2

√
64 +

(
8
√

3 + 8
√

2 + 16
)√

6 +
(

8
√

2 + 16
)√

3 + 16
√

2

)2

≈ 15.29.
(4.38)

Récapitulons alors les résultats dans la proposition suivante.

Proposition 4.3. Soient γ̄opt ∈ [γmin, γmax], γf :=

√
1 +

(
1 +
√

2 +
√

4 + 2
√

2
)2

≈ 5.126

et C0 défini en (4.37).

• Si γmin < γ̄opt ≤ γf , alors en choisissant la pondération

w :=
1

c′0
C0(−1),

la valeur de γopt associée au système G tend vers la valeur souhaitée, c’est-à-dire, en notant
t̄+ :=

γ̄2opt−2√
γ̄2opt−1

, nous avons :

γopt(C0(−1)(t̄+, a2), a2) = γ̄opt.

• Si γf ≤ γ̄opt ≤ γmax, alors en choisissant la pondération

w :=
1

c′0
C0(1),

la valeur de γopt associée au système G tend vers la valeur souhaitée, c’est-à-dire, en notant
t̄+ :=

γ̄2opt−2√
γ̄2opt−1

, nous avons :

γopt(C0(1)(t̄+, a2), a2) = γ̄opt.

Exemple 4.2. Par exemple, la Proposition 4.3 permet d’affirmer que γopt = 3 est atteignable
en choisissant :

w =
4 a2

2

197261828370049 c′0

(
6246072 + 3625216

√
2−

√
90755864194240 + 67218229682478

√
2

)2

,

≈ 0.103

(
a2

2

c′0

)
.

Examinons maintenant le cas avec amortissement.
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Étude du système avec amortissement : réglage local de pondération

Nous proposons maintenant d’ajouter un paramètre indéterminé. Reprenons toujours
l’exemple du système masse-ressort d’ordre 4 développé dans la Section 4.1.3 mais cette fois-
ci pour un amortissement non nul.

Soit une pondération scalaire de type gain w. Nous définissons le système réel P par

P :=
1

ms2

a3 s+ a2

(s2 + a3 s+ a2)
,

et le système fictif G par :

y1

ẽ1

:= G = wP =
w

ms2

a3 s+ a2

(s2 + a3 s+ a2)
. (4.39)

De plus, notons par θ les paramètres de P , c’est-à-dire :

θ := (m, a3, a2).

En Section 4.1.3, nous avons déterminé une formule explicite de γopt pour le système
P . Passer du système réel au système fictif se fait en multipliant le système réel par une
pondération scalaire. Ainsi, seul le gain du système est modifié entre ces deux systèmes.
Disposant d’une formule explicite de γopt de P dépendant des paramètres θ := (m, a3, a2), il
suffit alors de remplacer m par m/w dans l’expression de γopt pour obtenir une expression
explicite de γopt pour le système fictif G dépendant de (w, θ). L’expression explicite de γopt

de G ne dépend alors que de deux paramètres Gr et ρ définis par :
Gr :=

w

ma2

,

ρ :=
a3√
a2

.
(4.40)

Afin de ne pas alourdir les notations, nous noterons γopt(Gr, ρ) cette nouvelle expression
explicite de γopt, bien que celle-ci soit différente de celle exprimée avec les paramètres (w, θ).

En pratique, les ingénieurs automaticiens veulent concevoir un asservissement permettant
d’assurer un bon compromis performance/robustesse. Un tel compromis est en général obtenu
pour des valeurs de γopt entre 2 et 3. Dans cet exemple, nous choisirons arbitrairement qu’une
bonne valeur de γopt est :

γ̄opt := 3.

Une telle valeur de γopt assure en effet des marges de stabilité relativement confortables :
∆G ≥ 6 dB, ∆Φ ≥ 39◦ (voir (2.10) de la Remarque 2.6).

L’objectif que l’on se fixe est le suivant.

Définition 4.4. Problème du réglage local de la pondération
Trouver une fonction scalaire Ĝr de ρ ∈ R, c’est-à-dire

ŵ : R+ −→ R+

ρ 7−→ Ĝr(ρ),

telle que :
∀ρ ∈ R, γopt(Ĝr(ρ), ρ) = γ̄opt.
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Notons que, si l’on trouve une expression Ĝr de Gr permettant d’atteindre γ̄opt quel
que soit ρ, alors le choix de la fonction scalaire ŵ := ma2 Ĝr comme pondération permet
d’obtenir :

∀(θ) ∈ R3, γopt(ŵ(θ), θ) = γ̄opt.

Dans la suite, nous raisonnerons alors sur les paramètres réduits Gr et ρ, ainsi que sur l’ex-
pression sous forme close de γopt(Gr, ρ) dépendant de ces deux paramètres.

La Section 4.1.3 définit un système de deux polynômes p̃ et h dont un des zéros est
associé à la solution du PCR appliqué au système réel P . En remplaçant m par m/w dans
ces polynômes, nous obtenons les deux polynômes suivants :{

p̃w(b3, b0, w, θ) = 0,

hw(λ, b3, w, θ) = 0,

Ces deux polynômes p̃w et hw définissent un système dont un des zéros est la solution du
PCR appliqué au système fictif G. De plus, dans cet exemple, rappelons que nous avons :

b0 =
a2w

m
. (4.41)

Ainsi, en spécialisant b0 par cette dernière expression (4.41) dans p̃w, le polynôme p̃w reste à
coefficients rationnels en les paramètres et nous pouvons utiliser toutes les techniques d’élimi-
nation vues dans les chapitres précédents. Le système polynomial obtenu après spécialisation
de b0 (4.41) est noté comme suit :

T̃ :=

{
p̃w(b3, w, θ) = 0,

hw(λ, b3, w, θ) = 0.
(4.42)

Par ailleurs, notons λm l’expression par radicaux de la racine réelle maximale de h en λ.

Les racines en λ du système T̃ défini par (4.42) permettent de calculer les “valeurs propres”
d’une partie des matrices Y X possibles, où X est solution de R = 0, y compris les valeurs
propres de matrices X et Y non définies positives. Comme seul λ est utile ici, puisqu’il
permet de calculer directement λm, nous choisissons d’éliminer b3 dans T̃ en ne gardant que
la projection de T̃ sur la variable λ. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de
p̃w et hw par rapport à la variable b3 (voir Section 3.1.9). Nous obtenons alors le polynôme
suivant :

L(λ,w, θ) = Res(p̃, h, b3) = 0. (4.43)
A paramètres (w, θ) fixés à des valeurs réelles, une des racines de L est égale à λm et toutes
les autres racines de L correspondent à d’autres valeurs propres des matrices Y X.

Le polynôme p̃w est de degré 8 en b3 et hw est de degré 4 en λ. Ainsi, L est de degré 32
en λ. Ce dernier est bien trop grand pour être affiché ici. Cependant, il reste exploitable par
des logiciels de calcul formel. Par ailleurs, nous remarquons que L(λ, θ) ne dépend que de
deux paramètres Gr et ρ définis en (4.40), tout comme l’expression par radicaux de γopt. En
effectuant les changements de variable permettant de remplacer les paramètres (w, θ) par Gr

et ρ, nous obtenons le polynôme projeté suivant :

L(λ,Gr, ρ) = 0.

Un tracé de L pour ρ ∈ {0, 1/100, 1/10} est donné dans la Figure 4.15.
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Figure 4.15 – L(λ,Gr, ρ) = 0 pour ρ ∈ {0, 1/100, 1/10}

Remarque 4.10. Notons qu’un tel tracé est extrêmement difficile à obtenir, et que même
les traceurs de Maple et des autres logiciels dédiés à l’affichage de courbes ne permettent pas
d’obtenir des courbes précises. Ce tracé a été obtenu grâce à une collaboration avec Fabrice
Rouillier. Celle-ci nous a permis de tracer L avec la précision souhaitée. Une courbe animée
présentant L avec ρ variant de 0 à 3/4 a aussi été obtenue, voir https://who.rocq.inria.
fr/Fabrice.Rouillier/DARES/ifac_2017.html.

Comme l’on est uniquement intéressé par les valeurs de (Gr, ρ) donnant γopt(Gr, ρ) = γ̄opt,
c’est-à-dire λm(Gr, ρ) = λ̄m où

λ̄m := γ̄2
opt − 1 = 8,

nous définissons :
L̄(Gr, ρ) := L(λ̄max, Gr, ρ).

La Figure 4.16 représente L̄ = 0.

La variété L̄ = 0 consiste en une série de branches. Sur chaque branche, une des “valeurs
propres” des matrices Y X possibles est égale à λ̄m. Nous voulons identifier sur quelle branche
λm = λ̄m.

Pour cela, calculons la variété discriminante de L̄ en Gr, notée ∆L̄. Celle-ci décompose
l’espace des paramètres défini par ρ en cellules Ci dans lesquelles le nombre de racines réelles
de L̄ en Gr est constant (chaque cellule Ci est donc un intervalle délimitant des valeurs de
ρ). Nous pouvons alors choisir un point témoin ρc dans Ci. En évaluant L̄ en ρc, puis en
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Figure 4.16 – Bleu + vert : L̄(Gr, ρ) = 0 – Vert : γopt(Gr, ρ) = γ̄opt – Rouge : Gr = Ĝr(ρ)

isolant ses racines, nous déterminons q valeurs de Gr, notées Gc
r, telles que L̄(Gc

r, ρ
c) = 0.

Nous évaluons ensuite l’expression par radicaux γopt en (Gc
r, ρ

c) pour obtenir :

γcopt := γopt(G
c
r, ρ

c).

Si γcopt = γ̄opt, alors nous avons :

∀(Gr, ρ) ∈ Ci, L̄ = 0 ⇒ γopt(Gr, ρ) = γ̄opt.

Autrement dit, en tout point de la branche de L̄ de la cellule Ci, γopt atteint la valeur
souhaitée γ̄opt. En répétant ce procédé pour chaque cellule Ci, nous identifions la branche
correspondant à γopt(Gr, ρ) = γ̄opt comme la courbe verte de la Figure 4.16.

Afin de résoudre le problème de réglage de pondération, il reste à déterminer une fonction
scalaire Ĝr(ρ) telle que, pour tout ρ ∈ R, le couple (Ĝr(ρ), ρ) appartienne à la branche verte
de la Figure 4.16.

Malheureusement, contrairement au cas sans amortissement, L̄(Gr, ρ) = 0 n’est pas réso-
luble explicitement en Gr. Par contre, en utilisant un développement de Taylor autour d’un
point régulier donné (c’est-à-dire un point n’étant pas sur la variété discriminante de L),
nous pouvons obtenir une formule explicite de Gr dépendant de ρ, dont la courbe associée
“reste proche” la courbe verte de la Figure 4.16 au voisinage de ce point.

Par exemple, choisissons le point ρ̄ := 1 et considérons un voisinage de ce point. Calculons
ensuite un développement en série de Taylor d’ordre 3 de L̄(Gr, ρ) au point ρ̄ := 1. Nous
obtenons alors q fonctions scalaires Ĝr(ρ), chacune correspondant à l’approximation d’une
branche de L̄(Gr, ρ) au voisinage de ρ̄ := 1. En particularisant ρ = ρ̄ dans chacune de ces
fonctions scalaires, nous obtenons q valeurs de Gr, notées Gq

r. En particularisant (Gq
r, ρ̄) dans
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la formule par radicaux γopt, nous identifions quel couple permet d’obtenir :

γopt(G
q
r, ρ̄) = γ̄opt.

Nous en déduisons alors la fonction scalaire Ĝr permettant d’obtenir :

∀ρ ∈ Q, ∃(ε1, ε2) ∈ Q2, |ρ− ρ̄| < ε1 ⇒
∣∣∣γopt(Ĝr(ρ), ρ)− γ̄opt

∣∣∣ < ε2.

La fonction scalaire obtenue est la suivante :

Ĝr(ρ) := 0.033 (ρ− 1)2 + 0.11 ρ+ 0.13.

Cette fonction est représentée en rouge dans la Figure 4.16. Ainsi, nous pouvons utiliser le
paramètre de réglage suivant :

ŵ(θ) := ma2 Ĝr(ρ).

En utilisant une telle pondération ŵ(θ), nous nous assurons que γopt(w̃(θ), θ) reste proche
de γ̄opt autour d’un point de fonctionnement donné. De plus, en notant γ :=

√
λ+ 1, nous

pouvons vérifier que la valeur de γopt réelle en traçant L(γ2 − 1, Ĝr(ρ), ρ) = 0. Voir la
Figure 4.17.

Figure 4.17 – Bleu + vert : L(γ2 − 1, Ĝr(ρ), ρ) = 0 – Vert : branche correspondant à
γopt(Ĝr(ρ), ρ) – Rouge : γopt attendu

Disposant de ρ au voisinage de ρ̄, nous pouvons alors calculer γopt(Ĝr(ρ), ρ) en utili-
sant nos formules explicites, choisir γ > γopt(Ĝr(ρ), ρ) et obtenir un correcteur Cγ(θ) =
Kγ(θ)/ŵ(θ) stabilisant P s’adaptant automatiquement aux variations de ρ et assurant que
γopt(Ĝr(ρ), ρ) reste proche de γ̄opt.
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4.4 Commande H∞ adaptative indirecte
L’avantage de disposer de correcteurs explicites est que ceux-ci sont facilement embar-

quables dans un calculateur. En effet, l’évaluation de formules par radicaux ne nécessite que
des opérations élémentaires telle que l’addition, la multiplication ou le calcul de racines car-
rées. De telles opérations sont maîtrisées dans les calculateurs actuels. Nous proposons alors
d’utiliser les formules explicites données en Section 4.1 afin de réaliser une loi de commande
s’adaptant aux variations des paramètres d’un système.

Soit P (θ) le modèle du système réel à asservir, dépendant des paramètres θ. Le cadre
de nos études sur la correction H∞ paramétrique étant limité aux systèmes linéaires inva-
riants, nous supposerons que ces variations paramétriques θ(t) sont lentes (relativement aux
dynamiques du système bouclé).

Afin de concevoir un correcteur adaptatif conservant un compromis performance/robustesse
quel que soit θ, nous utilisons une pondération Loop-Shaping w et la réglons à l’aide du pro-
cédé décrit dans la Section 4.3. Suivant le système P étudié, nous disposons d’une pondération
optimale valable pour tout θ, nous parlons alors de pondération optimale globale, ou valable
autour d’un point de fonctionnement, et nous parlons de pondération optimale locale. Cette
étude se réalise hors ligne à l’aide du modèle du système réel P et permet de disposer d’une
pondération w(θ) explicite.

Disposant d’un modèle P (θ) du système réel, d’une pondération explicite ŵ(θ) et d’un
correcteur explicite K(θ̂) stabilisant le système fictif G(θ) := P (θ)/ŵ(θ), nous proposons de
considérer le schéma de contrôle adaptatif décrit en Figure 4.18. Celui-ci requiert un esti-
mateur fournissant un estimé θ̂ de θ. De cette estimée, nous pouvons évaluer des formules
explicites d’un correcteur K(θ̂) stabilisant le système fictif G. Le réglage de la pondéra-
tion scalaire w se faisant hors ligne, nous n’avons plus qu’à évaluer la formule explicite de
ŵ dépendant de θ̂ en ligne pour calculer C := K ŵ. Ce type de procédé est appelé com-
mande adaptative indirecte [LLMK11] : les parties identification du modèle et contrôle sont
découplées.

r +
−
ε
C = ŵ(θ̂)K(θ̂)

u
+

+

d

v Syst. physique
de modèle P (θ)

z
+

+

δ

y

Estimateur
θ̂

K(θ̂)

ŵ(θ̂)

u

y

Figure 4.18 – Commande adaptative indirecte

Dans les exemples qui suivent, nous considérons que nous disposons d’un estimateur
parfait permettant d’obtenir en temps réel une mesure exacte θ̃(t) = θ(t) des paramètres du
système. La conception d’un estimateur dans ce cadre fera l’objet de travaux futurs. Dans
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un premier temps, reprenons l’exemple de la double masse-ressort sans amortissement ainsi
que la pondération optimales globale calculée dans la section précédente.

4.4.1 Système double masse-ressort sans amortissement bouclé avec
correction adaptative globale

Soit le système double masse-ressort décrit en Section 4.1.3, dont le modèle est :

P :=
c′0

s2 (s2 + a2)
, c′0 > 0, a2 > 0.

En choisissant la pondération scalaire

ŵ(a2, c
′
0) =

4 a22
197261828370049 c′0

(
6246072 + 3625216

√
2−

√
90755864194240 + 67218229682478

√
2

)2

,

≈ 0.103

(
a22
c′0

)
,

nous nous assurons que γopt associé au système fictif

G :=
c′0 ŵ(a2, c

′
0)

s2 (s2 + a2)

est égal à γ̄opt = 3 quel que soit a2. Cette valeur de γopt assure de bonnes marges de ro-
bustesse en pratique. Alors, en utilisant le Corollaire 2.1 et en choisissant γ > γopt, nous
en déduisons un correcteur K stabilisant G. De ce correcteur, en utilisant les propriétés du
Loop-Shaping, nous concevons un correcteur C stabilisant P qui permet de conserver des
propriétés de la boucle ouverte quels que soient a2 et c′0.

Nous effectuons alors une simulation du système P bouclé par le correcteur adaptatif C.
Cette simulation est représentée dans la Figure 4.19. La courbe bleue représente la référence
à atteindre. La courbe rouge représente la sortie du système bouclé avec un correcteur C fixe
calculé au point nominal a2 = 10 et c′0 = 10. La courbe verte représente la sortie du système
bouclé avec un correcteur C recalculé pour chaque valeur de a2 et c′0. Cette simulation est
effectuée sur 100 secondes. A t = 30s, alors que le système a atteint un point d’équilibre, nous
changeons brutalement le paramètre c′0 en le divisant par deux, ainsi que le paramètre a2 en
le multipliant par 3/4. Ceci correspond en pratique à doubler brusquement la masse de la
seconde masse. Nous remarquons alors que le système retourne dans un état d’équilibre, avec
les mêmes dynamiques que précédemment. De plus, nous remarquons que sans adaptation du
correcteur, le système bouclé est instable. Ce phénomène n’apparaît pas lorsque le correcteur
s’adapte à la variation de a2.

4.4.2 Système double masse-ressort avec amortissement bouclé avec
correction adaptative locale

Nous proposons maintenant de considérer le même système mais avec un amortissement
non nul

P :=
1

ms2

a3 s+ a2

(s2 + a3 s+ a2)
,

et la pondération scalaire locale, valable autour de ρ := a3√
a2

= 1, et calculée dans la section
précédente :

ŵ(a2,m, ρ) = ma2

(
0.033 (ρ− 1)2 + 0.11 ρ+ 0.13

)
.
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Nous obtenons alors un correcteur explicite C stabilisant P , dépendant de ρ, et assurant des
propriétés de robustesse au voisinage de ρ = 1. Nous effectuons une simulation du système P
bouclé par le correcteur adaptatif C. Cette simulation est représentée dans la Figure 4.20. La
courbe bleue représente la référence à atteindre. La courbe rouge la sortie du système bouclé
avec un correcteur C fixe calculé au point nominal ρ = 1. La courbe verte représente la sortie
du système bouclé avec un correcteur C adaptatif au voisinage de ρ = 1. Cette simulation est
effectuée sur 100 secondes. A t = 30s, alors que le système a atteint un point d’équilibre, nous
doublons la masse de la seconde masse. Nous remarquons alors que le système retourne dans
un état d’équilibre avec les mêmes dynamiques que précédemment. De plus, nous remarquons
que notre correcteur adaptatif est nettement plus performant qu’un correcteur nominal.

Figure 4.19 – Simulation du système sans amortissement bouclé soumis à une variation
paramétrique

Figure 4.20 – Simulation du système avec amortissement bouclé soumis à une variation
paramétrique
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4.5 Conclusion
Ce chapitre a montré comment aborder le problème de commande H∞ à paramètres non

fixés.

Dans un premier temps, nous avons montré que ce problème pouvait se résoudre entiè-
rement symboliquement pour des systèmes SISO d’ordre inférieur ou égal à 4 à coefficients
inconnus quelconques en utilisant des formules par radicaux et en découpant l’espace des pa-
ramètres grâce la notion de variété discriminante. Pour des systèmes d’ordre plus élevé, nous
avons montré que le calcul formel trouvait aussi son intérêt en proposant des algorithmes de
calcul certifié.

Nous avons ensuite montré que l’approche symbolique peut servir pour le choix de pon-
dérations Loop-Shaping. Pour cela, nous avons restreint nos études au cas de pondérations
scalaires, et avons montré que l’on pouvait trouver des expressions explicites de celles-ci dé-
pendant des paramètres du système et permettant d’atteindre un critère H∞ donné. Suivant
la complexité du système, ces réglages de pondération optimaux peuvent se réaliser locale-
ment ou globalement.

Plus généralement, ce chapitre a montré que l’approche paramétrique permettait de mieux
comprendre la méthode de synthèse H∞ que nous utilisons. Disposant de solutions explicites,
il est possible de savoir à priori comment va se comporter le système bouclé pour différentes
valeurs de paramètres. Cette démarche de compréhension globale du problème de commande
permet ensuite à l’ingénieur de gagner du temps dans ses calculs de correcteurs optimaux
ou dans l’orientation de l’architecture d’un viseur. Autrement dit, le calcul formel apporte
des outils permettant de visualiser des intuitions qu’un ingénieur aurait acquises via son
expérience pratique. Ces outils de visualisation pourront être utiles lors de réunions multi-
métiers, où une démarche pédagogique et vulgarisatrice est nécessaire afin de mieux se faire
comprendre aux autres corps de métier.

En plus de cet impact important sur la compréhension du problème de commande, nous
pensons que ces correcteurs paramétriques trouveront leur place dans des perspectives de
commande embarquée. En effet, la simplicité des correcteurs obtenus d’un point de vue algo-
rithmique peut-être très attrayante car elle ne nécessite que peu de puissance de calcul. De
plus, leur efficacité s’est montrée convaincante en utilisant des estimateurs idéaux. Il reste
alors à concevoir des estimateurs réalistes afin de pouvoir comparer ces méthodes à des stra-
tégies de commande robuste non adaptatives. Ces aspects, tant théoriques que pratiques,
seront développés dans de futurs travaux.

Le chapitre suivant cherche à étendre ces concepts à certaines classes de systèmes à retard
importantes en pratique.
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Chapitre 5

Extension de la commande H∞
paramétrique aux systèmes à retard

Dans la Section 4.1, nous avons obtenu des correcteurs sous forme close pour des sys-
tèmes linéaires continus SISO invariants dans le temps d’ordre inférieur ou égal à 4, et la
Section 4.3 nous a permis d’expliciter des pondérations Loop-Shaping optimales au sens du
critère H∞.

Un des désavantages de l’approche paramétrique est que nous sommes rapidement limi-
tés par l’ordre des systèmes étudiés. Nous sommes donc amenés à chercher des moyens de
complexifier les modélisations des systèmes pouvant être étudiés par notre approche. Dans
ce chapitre, nous proposons d’étendre ces résultats à des systèmes à retard.

Ce chapitre utilise des résultats sur la stabilisation de systèmes à retard qui peuvent se
décomposer de manière additive [QQ12]. Nous étendons ces résultats au formalisme H∞ et
proposons une majoration du critère H∞ suivant la décomposition choisie. Nous proposons
alors un correcteur symbolique sous-optimal au sens du critère H∞ défini par (2.6). Enfin,
nous illustrons cette approche sur un exemple de modélisation d’un viseur comportant un
retard pur. En particulier, nous montrons qu’il est possible de réaliser une commande adap-
tative indirecte de ce système à retard à l’aide de nos techniques.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans l’article de conférence [RBQQ18].
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5.1 Décomposition additive de systèmes à retard et sta-
bilisation

Soit F ∈ RH∞ tel que F (0) 6= 0. Soit τ > 0 et G un système à retard SISO de la forme
suivante :

G =
F (s)

s
e−τ s. (5.1)

Nous notons le système G sans retard par

G0 :=
F (s)

s
, (5.2)

c’est-à-dire G dans lequel nous avons particularisé τ = 0. Notons aussi :

∆ :=

(
1− e−τ s

s

)
F (s). (5.3)

Remarquons alors que nous avons :

1− e−τ s

s
= τ +O(s2).

1−e−τ s
s

n’a donc aucun pôle dans C+. De plus, sa norme H∞ est bornée par τ . Par conséquent,
nous avons :

∆ ∈ H∞(C+).

Nous pouvons alors écrire G comme la somme de deux systèmes :

G = G0 −∆. (5.4)

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 5.1. [QQ12] Soit F ∈ RH∞ tel que F (0) 6= 0. Soient G0 := F (s)/s ∈ R(s),
G = G0 e

−τ s et ∆ :=
(

1−e−τ s
s

)
F ∈ H∞(C+). Enfin, soit K0 ∈ R(s) un correcteur stabilisant

G0. Alors, le correcteur suivant stabilise P de manière interne :

K :=
K0

1 + ∆K0

. (5.5)

Le Théorème 5.1 donne un correcteur K stabilisant le système avec retard G en utilisant
un correcteur K0 stabilisant le système sans retard G0. Un tel résultat peut se décrire par le
schéma de la Figure 5.1.

Remarque 5.1. Si G0 est d’ordre inférieur ou égal à 4, alors nous pouvons concevoir un
correcteur stabilisant K dépendant explicitement des paramètres de G.

Remarque 5.2. Si ∆ = 0, alors nous obtenons de nouveau le schéma de contrôle classique
décrit dans la Figure 5.2.
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Figure 5.1 – Schéma d’asservissement d’un système avec retard

Figure 5.2 – Schéma d’asservissement avec ∆ = 0

L’idée est alors de combiner ce théorème avec nos résultats obtenus sur la commande
H∞ paramétrique pour des systèmes de dimension finie d’ordre faible. En particulier, si
G0 est de degré inférieur ou égal à 4, alors, dans la Section 4.1, nous avons explicité des
correcteursH∞ paramétriques dépendant des paramètres inconnus de G0 satisfaisant le PCR.
Plus précisément, en définissant le projecteur Π suivant

Π(K0, G0) :=

(
S0 S0G0

K0 S0 K0 S0G0

)
, S0 := (1 +K0G0)−1, (5.6)

ces correcteurs satisfont alors (voir Définition 2.7 du Chapitre 2)

||Π(K0, G0)||∞ ≤ γopt, (5.7)

où γopt est déterminé explicitement en fonction des paramètres de G0. Disposant d’un correc-
teur H∞ explicite K0 stabilisant le système G0 d’ordre inférieur ou égal à 4, nous déduisons
alors des correcteurs H∞ explicites K stabilisant le système G.

Cependant, même si K0 stabilise G0 et satisfait le PCR, c’est-à-dire vérifie (5.7), alors
nous ne pouvons rien dire de ||Π(K,G)||∞. Nous pouvons supposer que celle-ci sera plus
grande que γopt, un système à retard étant plus “complexe” à stabiliser qu’un système sans
retard du fait du caractère de dimension infinie d’un système à retard. La section suivante
cherche à obtenir une estimation sur cette dernière norme.
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5.2 Problème de commande robuste et décomposition ad-
ditive

Dans cette sous-section, nous considérons F , G0, G, ∆ et K0 tels qu’ils sont définis dans
le Théorème 5.1. Nous adoptons les notations suivantes :

S0 := (1 +G0K0)−1,

S := (1 +GK)−1,

T0 := K0 S0G0,

T := K S G.

5.2.1 Liens entre les projecteurs Π(K,G) et Π(K0, G0)

Nous cherchons des relations entre Π(K,G) et Π(K0, G0) (voir (5.6)). Rappelons tout
d’abord que nous avons T + S = 1. Ce résultat implique que Π définit un projecteur :

Π2 = Π.

Le théorème suivant lie Π(K,G) à Π(K0, G0) par ∆.

Théorème 5.2. [RBQQ18] Soient G0 un système SISO, ∆ ∈ H∞, G = G0 − ∆ et K0 un

correcteur stabilisant G0 de manière interne. De plus, notons D :=

(
1 ∆
0 1

)
. Alors, nous

avons :
Π(K,G) = DΠ(K0, G0)D−1. (5.8)

De plus, D ∈ H∞(C+)2×2, D−1 ∈ H∞(C+)2×2 et Π(K,G) ∈ H∞(C+)2×2.

Démonstration. En combinant (5.4) et (5.5), nous obtenons :

S =
1

1 +GK
=

1 + ∆K0

1 + ∆K0 +GK0

=
1 + ∆K0

1 +G0K0

= S0 + ∆S0K0 = (1 + ∆K0)S0,

K S = K (1 + ∆K0)S0 = K0 S0,

S G = G (1 + ∆K0)S0 = G0 S0 + ∆S0 (G0K0 − 1)−∆2 S0K0

T = K S G = 1− S = 1− (1 + ∆K0)S0 = 1− S0 −∆K0 S0 = K0G0 S0 −∆S0K0

= T0 −∆S0K0.
(5.9)

Avec (5.9), nous obtenons alors :

Π(K,G) =

(
S S G
K S K S G

)
=

(
S0 + ∆S0K0 G0 S0 + ∆S0 (G0K0 − 1)−∆2 S0K0

K0 S0 T0 −∆S0K0

)
=

(
1 ∆
0 1

)(
S0 S0G0

K0 S0 K0 S0G0

)(
1 −∆
0 1

)
=

(
1 ∆
0 1

)
Π(K0, G0)

(
1 −∆
0 1

)
.

De plus, en notant

D :=

(
1 ∆
0 1

)
,
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nous avons alors :
D−1 =

(
1 −∆
0 1

)
.

Enfin, comme ∆ ∈ H∞(C+), alors D ∈ H∞(C+)2×2 et D−1 ∈ H∞(C+)2×2. Notons aussi
que Π(K0, G0) ∈ H∞(C+)2×2 puisque K0 stabilise G0. Ainsi, nous obtenons Π(K,G) ∈
H∞(C+)2×2 car défini comme un produit d’éléments de H∞(C+).

Proposition 5.1. La dérivée du projecteur Π par rapport à ∆ a alors la forme particulière
suivante :

∂Π := lim
∆→0

Π(K,G)− Π(K0, G0)

∆
= LΠ(K0, G0)− Π(K0, G0)L

= [L,Π(K0, G0)] ,
(5.10)

où [A,B] = AB −BA est le commutateur de A et B. Notons que

adL : Π(K0, G0) 7−→ [L,Π(K0, G0)]

est une dérivée intérieure de l’anneau de Lie H∞(C+)2×2. Celle forme particulière sera ex-
ploitée dans de futurs travaux.

Démonstration. Les équations (5.9) permettent d’écrire Π sous la forme suivante :

Π(K,G) =

(
S GS
K S GK S

)
= Π(K0, G0) + ∆

(
S0K0 T0 − S0

0 −S0K0

)
−∆2

(
0 S0K0

0 0

)
.

En remarquant que (voir (5.9))

T0 − S0 = T0 −∆S0K0 − (S0 −∆S0K0) = T − S + 2 ∆K S,

nous obtenons alors :

Π(K,G) = Π(K0, G0) + ∆

(
S K T − S

0 −S K

)
+ ∆2

(
0 S K
0 0

)
.

De manière équivalente, cette dernière égalité se réécrit sous la forme suivante :

Π(K0, G0) = Π(K,G)−∆

(
S K T − S

0 −S K

)
−∆2

(
0 S K
0 0

)
.

En définissant L :=

(
0 1
0 0

)
, nous avons alors

{
D = I2 + ∆L,

D−1 = I2 −∆L,

où I2 désigne la matrice identité de taille 2× 2. Le Théorème 5.2 permet alors d’obtenir

Π(K,G) = (I2 + ∆L) Π(K0, G0) (I2 −∆L),

ce que l’on peut réécrire sous la forme de :

Π(K,G) = Π(K0, G0) + ∆ (LΠ(K0, G0)− Π(K0, G0)L)−∆2 LΠ(K0, G0)L.

Nous en déduisons alors l’expression (5.10).
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5.2.2 Un encadrement de ||Π(K,G)||∞
Nous avons montré que Π(K,G) ∈ H∞(C+)2×2. Ainsi, sa normeH∞ est finie. Le théorème

suivant montre que nous pouvons en calculer un majorant.

Théorème 5.3. [RBQQ18] Avec les notations précédentes, la matrice D :=

(
1 ∆
0 1

)
∈

H∞(C+)2×2 vérifie que : ∥∥D−1
∥∥
∞ =

∥∥D∥∥∞ .
De plus, nous avons :

||D||∞ =

√√√√
1 +
||∆||2∞

2
+

√(
1 +
||∆||2∞

2

)2

− 1. (5.11)

Finalement, l’inégalité suivante est vérifiée :∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞∥∥D∥∥2

∞

≤
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ ≤

∥∥D∥∥2

∞

∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ . (5.12)

Démonstration. En passant à la norme H∞, le Théorème 5.2 implique l’égalité suivante :∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ =

∥∥DΠ(K0, G0)D−1
∥∥
∞ .

Le Théorème 5.2 donne aussi Π(K0, G0) = D−1 Π(K,G)D, soit en passant à la norme H∞ :∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ =

∥∥D−1 Π(K,G)D
∥∥
∞ .

En utilisant les propriétés classiques de la norme H∞ (voir Annexe B ou [Vin00]), nous
obtenons alors :∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞∥∥D∥∥∞ ∥∥D−1
∥∥
∞

≤
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ ≤

∥∥D∥∥∞ ∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞

∥∥D−1
∥∥
∞ . (5.13)

Nous désirons maintenant calculer la norme H∞ de D. Pour cela, calculons le polynôme
caractéristique de D(i ω)D∗(i ω) :

hD := det(λ I −D(i ω)D∗(i ω))

= det

((
λ 0
0 λ

)
−
(

1 ∆(i ω)
0 1

)(
1 0

∆?(i ω) 1

))
=

∣∣∣∣λ− 1−∆(i ω) ∆∗(i ω) −∆(i ω)
−∆∗(i ω) λ− 1

∣∣∣∣
= (λ− 1−∆(i ω) ∆∗(i ω)) (λ− 1)−∆(i ω) ∆∗(i ω)

=
(
λ− 1− |∆(i ω)|2

)
(λ− 1)− |∆(i ω)|2

=λ2 − 2λ+ 1− |∆(i ω)|2 λ
=λ2 −

(
2 + |∆(i ω)|2

)
λ+ 1.

(5.14)

Notons que le polynôme caractéristique de D−1(i ω)D−1∗(i ω) est égal à hD. Ceci se vérifie
immédiatement en remplaçant ∆ par −∆ dans hD. Ainsi, nous avons :∥∥D−1

∥∥
∞ =

∥∥D∥∥∞ . (5.15)
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Par ailleurs, pour ε ∈ {−1, 1}, les racines de hD en λ sont données par :

λε(ω) :=
(2 + |∆(i ω)|2) + ε

√
|∆(i ω)|4 + 4 |∆(i ω)|2
2

= 1 +
|∆(i ω)|2

2
+ ε

√(
1 +
|∆(i ω)|2

2

)2

− 1.

Notons que pour toute valeur de ω ∈ R, |∆(i ω)|2 ≥ 0. Ainsi, nous avons :

∀ω ∈ R, λ1(ω) ≥ λ−1(ω).

Par conséquent, nous obtenons :

||D||∞ = sup
ω∈R

√
λ1(ω). (5.16)

Notons ωm une des fréquences pour laquelle |∆(i ω)| est maximal. Nous avons alors :

||∆||∞ = |∆(i ωm)|. (5.17)

En utilisant (5.16) et (5.17), nous déduisons :

||D||∞ =

√√√√
1 +
||∆||∞

2
+

√(
1 +
||∆||∞

2

)2

− 1.

Remarque 5.3. Supposons
∥∥∆
∥∥
∞ = 1 (par exemple avec τ = 1 et F = 1). Alors, nous

avons ∥∥D∥∥∞ =

√
1 +

1 +
√

5

2
=

√
3 +
√

5

2
=

1 +
√

5

2
,

c’est-à-dire :

∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤

(
1 +
√

5

2

)2 ∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ =

3 +
√

5

2

∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ .

Nous voyons apparaître le nombre d’or ϕ = 1+
√

5
2

!

Remarque 5.4. Un développement de Taylor de
∥∥D∥∥2

∞ donné par (5.11) pour
∥∥∆
∥∥
∞ en 0

donne :∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤

(
1 +

∥∥∆
∥∥
∞ + 1

2

∥∥∆
∥∥2

∞ + 1
8

∥∥∆
∥∥3

∞ +O
(∥∥∆

∥∥5

∞

))∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ .

Un tel développement limité pourra être, par exemple, utilisé dans un calculateur embarqué.

Par ailleurs, dans la Figure 5.3, nous avons représenté l’évolution de
∥∥D∥∥2

∞ et
∥∥D∥∥−2

∞ .
Ainsi, nous remarquons que lorsque ||∆||∞ est très grande, alors

∥∥D∥∥2

∞ est grande et
∥∥D∥∥−2

∞
est proche de 0. Dans ce cas, l’inégalité (5.13) devient très large. De tels cas apparaissent
lorsque G0 comporte des modes mécaniques très résonants et/ou lorsque le gain de ∆, c’est-
à-dire de F , est très grand.
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La borne supérieure (5.13) de
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ peut être grande simplement parce que∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ est grande, comme elle peut le devenir parce que ||∆||∞ est grande sans que

pour autant
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ le soit. Autrement dit, il peut y avoir des simplifications dans

Π(K,G) telles que sa norme soit faible bien que ||∆||∞ soit grand, et ceci n’est pas vérifiable
en utilisant des inégalités sur la norme H∞. En pratique, nous observons que cette borne
n’est pas proche de

∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ lorsque ∆ a son maximum ailleurs qu’en zéro.

Nous proposons d’appliquer ces résultats sur un exemple pratique. Ceci nous permettra
d’illustrer nos propos concernant la non-viabilité de cette borne pour un système résonnant.

Figure 5.3 – Évolution de ||D||2∞ et ||D||−2
∞ en fonction de ||∆||∞

5.2.3 Application à un modèle de viseur gyrostabilisé

Nous proposons d’appliquer l’approche précédente à un modèle de viseur gyrostabilisé
d’ordre 4 avec un retard : le système G4,r donné dans la Table G.3 est défini par

G := G0 e
−τ s,

où :

G0 :=
g0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

)
1

T s+ 1
, T > 0.

En notant g = g0

(
ω0

ω1

)2

, nous pouvons réécrire la fonction de transfert sous la forme

suivante :

G =
g

s

 s2

ω2
0

+ 2 ξ s
ω0

+ 1

s2

ω2
1

+ 2 ξ s
ω1

+ 1

 1

T s+ 1
e−τ s.
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Comme précédemment, nous adoptons les notations suivantes :

F := g

 s2

ω2
0

+ 2 ξ s
ω0

+ 1

s2

ω2
1

+ 2 ξ s
ω1

+ 1

 1

T s+ 1
∈ RH∞,

G0 :=
F (s)

s
∈ R(s),

∆ :=

(
1− e−τ s

s

)
F (s) ∈ H∞(C+).

Nous supposons que les paramètres physiques satisfont les propriétés suivantes :

0 < ξ ≤ 1, T > 0, τ > 0, ω0 > 0, ω1 > ω0. (5.18)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.1. La norme H∞ de ∆ est bornée par :∥∥∆
∥∥
∞ ≤ τ

∥∥F∥∥∞ . (5.19)

Démonstration. Soit ω ∈ R+∗. Nous avons :

|∆(i ω)| =
∣∣∣∣1− e−τ i ωi ω

∣∣∣∣ |F (i ω)| .

En désignant par sinc la fonction sinus cardinal, c’est-à-dire sinc(x) = sin(x)/x pour tout
x ∈ R, et en utilisant l’identité classique 2 sin2(a) = 1− cos(2 a), nous avons alors :∣∣∣∣1− e−τ i ωi ω

∣∣∣∣ =
1

ω
|1− (cos(τ ω)− i sin(τ ω))|

=
1

ω

√
(1− cos(τ ω))2 + sin(τ ω)2

=
1

ω

√
1− 2 cos(τ ω) + cos(τ ω)2 + sin(τ ω)2

=

√
2

ω

√
1− cos(τ ω)

=

√
2

ω

√
2 sin2

(τ ω
2

)
=

2

ω

∣∣∣sin(τ ω
2

)∣∣∣
= τ

∣∣∣sinc (τ ω
2

)∣∣∣ .
Comme la fonction sinc admet 1 pour maximum global à l’origine, nous obtenons alors∥∥∆

∥∥
∞ ≤ τ

∥∥F∥∥∞ ,
ce qui conclut la preuve.

Le Lemme 5.1 permet alors de déduire un majorant suivant de
∥∥D∥∥2

∞ :

∥∥D∥∥2

∞ ≤ 1 +
τ 2

2

∥∥F∥∥2

∞ +

√(
1 +

τ 2

2

∥∥F∥∥2

∞

)2

− 1.
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Nous en déduisons un majorant de
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ dépendant de

∥∥F∥∥∞ :

∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤

1 +
τ 2

2

∥∥F∥∥2

∞ +

√(
1 +

τ 2

2

∥∥F∥∥2

∞

)2

− 1

∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ . (5.20)

Nous proposons maintenant de trouver un majorant explicite de
∥∥F∥∥∞ en fonction des

paramètres de G. Pour cela, notons :

R :=

(
s
ω0

)2

+ 2 ξ
(

s
ω0

)
+ 1(

s
ω1

)2

+ 2 ξ
(

s
ω1

)
+ 1

.

Sachant que

∀T > 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

1 + T s

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

= 1,

alors :
||F ||∞ ≤ g ||R||∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

1 + τ1 s

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ g ||R||∞ . (5.21)

De (5.20) et (5.21), nous en déduisons un majorant de
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ dépendant de ||R||∞ :

∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤

1 +
g2 τ 2

2

∥∥R∥∥2

∞ +

√(
1 +

g2 τ 2

2

∥∥R∥∥2

∞

)2

− 1

∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ . (5.22)

Il reste alors à calculer la norme H∞ de R. Celle-ci est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soient ω0 ∈ R+∗, ω1 ∈ R+∗, ω0 6= ω1, 0 < ξ ≤ 1 et :

R :=

(
s
ω0

)2

+ 2 ξ
(

s
ω0

)
+ 1(

s
ω1

)2

+ 2 ξ
(

s
ω1

)
+ 1

.

Soient r := ω1

ω0
et :

δ :=
(
r2 + 1

)2 − 4 r2
(
2 ξ2 − 1

)2
.

Alors, la norme H∞ de R est donnée par :

∥∥R∥∥∞ =



1 si ξ ≥
√

2
2
, r < 1,

r2 si ξ ≥
√

2
2
, r > 1,

r

√
1− r2 +

√
δ

r2 − 1 +
√
δ

si ξ <
√

2
2
, r < 1,

r

√
r2 − 1 +

√
δ

1− r2 +
√
δ

si ξ <
√

2
2
, r > 1.

(5.23)

Démonstration. Soit ω ∈ R. Rappelons que la norme H∞ de R est définie par :

||R||∞ = sup
ω∈R
|R(i ω)|.
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Soient Ω := ω
ω1
∈ R et r := ω1

ω0
. Alors, en appliquant ces changements de variable à R(i ω),

nous obtenons :
R̄(iΩ) :=

1− r2 Ω2 + 2 ξ rΩ i

1− Ω2 + 2 ξ Ω i
.

Le changement de variable ω 7→ Ω est usuellement appelé normalisation en fréquence.
Lorsque nous effectuons un tel changement de variable, la norme H∞ reste inchangée de
par la bijectivité de ω 7→ Ω. Nous préfèrerons alors travailler avec les variables réduites Ω et
r, afin de réduire le nombre de paramètres de 3 à 2. De plus, notons que :

|R̄(iΩ)| =

√
(1− r2 Ω2)2 + 4 ξ2 r2 Ω2

(1− Ω2)2 + 4 ξ2 Ω2
= |R̄(−iΩ)|.

Ainsi, nous avons :
||R||∞ = max

Ω∈R
|R̄(iΩ)| = max

Ω∈R+

|R̄(iΩ)|.

Dans la suite, nous considèrerons alors Ω ∈ R+. Cherchons les pulsations Ω où |R(iΩ)| admet
un extremum. Notons :

P := Ω (r2(2 ξ2 − 1) Ω4 + (r2 + 1) Ω2 + 2 ξ2 − 1).

L’expression de la dérivée de |R(iΩ)| en Ω donne :

∂ |R̄(iΩ)|2

∂ Ω
:=

4 (r − 1) (r + 1)P (Ω, r, ξ)(
(1− Ω)2 + 4 ξ2 Ω2

)2 .

Maintenant, ξ étant supposé strictement positif, le dénominateur de ∂ |R̄(iΩ)|2/∂ Ω ne peut
s’annuler et est strictement positif. Par hypothèse r = ω1

ω0
> 1 (voir (5.18)) donc |R̄(iΩ)|2 est

extrémal si et seulement si P s’annule. P est définit par le produit de Ω et d’un polynôme
de degré 2 en Ω2 dont les racines peuvent s’exprimer par radicaux (voir Annexe D). Soit
ε ∈ {−1, 1} et notons :

δ(r, ξ) := (r2 + 1)2 − 4 r2 (2 ξ2 − 1)2.

Notons que δ représente le discriminant de P/Ω en Ω2. En calculant les extremums de
δ(r, ξ) et en utilisant les hypothèses faites sur les paramètres (voir (5.18)), nous obtenons les
inégalités suivantes : {

r > 1,

δ(r, ξ) > 0.

Notons alors :

Ωε :=

√
− (r2 + 1) + ε

√
δ(r, ξ)

2 r2 (2 ξ2 − 1)
.

Alors les racines de P sont :

EΩ := {Ω |P (Ω) = 0} = {0, Ω−1, Ω1, −Ω−1,−Ω1} .

Les racines de P définissent les fréquences Ω où |R̄(iΩ)| admet un extremum. Il reste à
déterminer quel Ω ∈ EΩ permet de retrouver le maximum de |R̄(iΩ)|. L’expression de
ce maximum peut changer lorsque les paramètres varient. Par conséquent, considérons le
discriminant de P en Ω :

∆Ω := 4 r (2 ξ2 − 1) δ(r, ξ))2.
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Lorsque ∆Ω = 0, l’expression par radicaux de la pulsation correspondant au maximum de
|R̄(iΩ)| peut changer. Voir l’Annexe D. Par conséquent, nous avons l’équivalence suivante :

∆Ω = 0 ⇔ 2 ξ2 − 1 = 0 ⇔ ξ = ξc :=

√
2

2
.

Disposant de ces limites, nous pouvons séparer l’espace des paramètres en cellules dans
lesquelles le nombre de racines réelles de P est constant, comme le montre la Figure 5.4.
L’espace des paramètres (ξ, r), limité pour ξ ∈]0, 1] et r > 0, r 6= 1, est divisé en deux
cellules, une rouge et une bleue, délimitées par la droite ξ = ξc, seule variété sur laquelle le
discriminant s’annule.

Figure 5.4 – Décomposition en cellules de l’espace des paramètres {ξ, r}

En prenant un point particulier dans chaque cellule et en évaluant les formes closes Ωε, on
montre que :

– Si ξ > ξc (cellule rouge), alors 0 est la seule racine réelle de P .
– Si ξ < ξc (cellule bleue), alors P a 5 racines réelles et Ω1 > Ω−1 > 0 > −Ω−1 > −Ω1.

Nous remarquons aussi que :  lim
Ω→0
|R(iΩ)| = 1,

lim
Ω→+∞

|R(iΩ)| = r2.
(5.24)

Suivants ces deux cas distincts, nous déduisons alors les résultats suivants sur
∥∥R∥∥∞.

• Cas 1 : ξ ≥ ξc (cellule rouge).

|R̄(iΩ)| admet un unique extremum en Ω = 0. Ainsi, |R̄(iΩ)| est monotone sur [0,+∞[.
Par conséquent, en utilisant (5.24), nous avons :

∀ξ ≥ ξc,
∥∥F∥∥∞ =

{
1 si r < 1,
r2 si r > 1.
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• Cas 2 : ξ < ξc (cellule bleue).

En calculant un développement limité de |R|2 en 0, nous obtenons

|R̄(iΩ)| = 1 + (2 ξ2 − 1)(r − 1)(r + 1) Ω2 +O(Ω4),

avec 2 ξ2 − 1 < 0 et r + 1 > 0. Nous pouvons alors montrer que |R̄(iΩ)| est décroissante au
voisinage de 0 si r > 1, et est croissante dans le cas contraire. En identifiant la valeur à l’infini
de |R̄(iΩ)| suivant les valeurs de r, on identifie la pulsation du maximum de |R̄(iΩ)|, c’est-
à-dire la pulsation à la résonance Ωr. On en déduit ainsi la norme H∞ de R̄. Les variations
de |R̄| sont résumées dans la Figure 5.5, ainsi que la valeur de la norme H∞ de R̄ suivant les
valeurs de r.

Figure 5.5 – Variations de |R̄(iΩ)| pour ξ <
√

2/2

Le remplacement des expressions symboliques des Ωε dans |R̄(iΩ)| (et leur simplification
via un logiciel de calcul symbolique) permet de conclure la preuve.

Pour se rendre mieux compte de la forme de R̄ dans ces deux cas, dans la Figure 5.6,
nous avons tracé son diagramme de Bode dans chacun des cas.

Figure 5.6 – |R̄(iΩ)| - Rouge : ξ = 0.1, r = 1.01 - Bleue : ξ = 0.1, r = 0.99
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Exemple 5.1. Nous utilisons les valeurs numériques suivantes :

ω0 = 1, ω1 = 1.03, ξ = 1.08 10−2.

En évaluant le résultat symbolique obtenu en (5.23), nous obtenons
∥∥R∥∥∞ ' 3.1558. Une

vérification de ce calcul sous MATLAB à l’aide de la commande hinfnorm donne
∥∥R∥∥∞ =

3.1546. On peut aussi tracer le diagramme de Bode de R et vérifier à nouveau ce calcul (voir
Figure 5.7).

Figure 5.7 – Diagramme de Bode de R et sa norme H∞

Corollaire 5.1. Soient r :=
ω1

ω0

, ξc :=

√
2

2
et δ := (r2 + 1)

2− 4 r2 (2 ξ2 − 1)
2 . Le carré de la

norme H∞ de D est donnée par :

||D||2∞ =



1 +
g2 τ2

2
+

√(
1 +

g2 τ2

2

)2

− 1 si ξ ≥ ξc, r < 1,

1 +
g2 τ2 r4

2
+

√(
1 +

g2 τ2 r4

2

)2

− 1 si ξ ≥ ξc, r > 1,

1 +
g2 τ2 r2

2

(
1− r2 +

√
δ

r2 − 1 +
√
δ

)
+

√√√√(1 +
g2 τ2 r2

2

(
1− r2 +

√
δ

r2 − 1 +
√
δ

))2

− 1 si ξ < ξc, r < 1,

1 +
g2 τ2 r2

2

(
r2 − 1 +

√
δ

1− r2 +
√
δ

)
+

√√√√(1 +
g2 τ2 r2

2

(
r2 − 1 +

√
δ

1− r2 +
√
δ

))2

− 1 si ξ < ξc, r > 1.

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence directe du Théorème 5.3, du Lemme 5.1
et de la Proposition 5.2.

Nous obtenons alors un encadrement de
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ :∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞

||D||2∞
≤
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ ≤ ||D||

2
∞
∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞ .
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Disposant d’une forme close de γ0opt tel que∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ ≤ γ0opt ,

nous obtenons alors une formule explicite d’une borne supérieure de
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ d’un sys-

tème d’ordre 4 avec retard, c’est-à-dire :∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤ ||D||

2
∞ γ0opt .

Exemple 5.2. Nous utilisons les valeurs numériques suivantes :

g0 = 6.65 10−3, τ = 1.21, ω0 = 1, ω1 = 1.03, ξ = 1.08 10−2.

Nous obtenons :

0.976
∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞ ≤

∥∥Π(K,G)
∥∥
∞ ≤ 1.025

∥∥Π(K0, G0)
∥∥
∞ .

La borne obtenue sur ||Π(K,G)||∞ reste proche de ||Π(K0, G0)||∞. Ceci est dû au faible gain
g0. Ainsi, la robustesse de l’asservissement du système G bouclé par K est identique à celle
du système G0 bouclé par K0.

Par ailleurs pour un tel système, en utilisant les formules explicites de γopt de systèmes
d’ordre 1 à 4 obtenues dans la Section 4.1.1, nous obtenons :∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞ ' 1.42.

Encore,
∥∥Π(K0, G0)

∥∥
∞ est très faible à cause du gain faible g0. Nous obtenons alors :∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ ≤ 1.46.

Cette borne sur
∥∥Π(K,G)

∥∥
∞ montre que le système en boucle fermée obtenu est très robuste

voir trop robuste, en d’autres termes possède de très grandes marges de stabilité. Ceci est
dû au fait que g0 est très faible. En pratique, une telle borne ne permettrait pas d’obtenir un
asservissement de G suffisamment performant car trop robuste. Il faut pour cela combiner
cette approche avec la méthode de Loop-Shaping.

La section suivante aborde la problématique de Loop-Shaping dans le contexte des sys-
tèmes à retard décomposés additivement.

5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal à l’aide
d’une pondération Loop-Shaping

Dans cette section, nous proposons de combiner l’inversion de pondération développée
dans la Section 4.3 avec les autres résultats de ce chapitre sur les systèmes à retard et la
décomposition additive. L’objectif est d’obtenir de meilleures performances en boucle fermée
par réglage d’une pondération scalaire.

Comme nous allons proposer de régler une pondération Loop-Shaping, nous allons bien
définir nos systèmes et distinguer le système réel et le système fictif. Nous verrons ensuite
comment exploiter les connaissances que l’on a sur le système afin de régler cette pondération
de manière à obtenir un système bouclé avec retard conservant des propriétés de robustesse
lorsqu’un des paramètres varie.
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5.3.1 Système réel et hypothèses

Nous proposons de travailler à nouveau sur le système à retard G4,r. Nous l’appelons
système réel et nous le notons par P . Nous rappelons ici sa forme

P := P0 e
−τ s,

où :

P0 =
p

s

 s2

ω2
0

+ 2 ξ s
ω0

+ 1

s2

ω2
1

+ 2 ξ s
ω1

+ 1

 1

T s+ 1
.

Nous supposons que les paramètres suivants sont fixés :

ω0 := 1, T := 1/1.14, τ := 1.21, ξ := 1.08 10−2, p := 6.65 10−3. (5.25)

Nous supposons aussi que la fréquence modale naturelle ω1 peut varier très lentement suivant
les paramètres et est considérée comme un paramètre non fixé. De plus, nous supposons que
ω1 satisfait l’inégalité suivante :

ω1 > 1.

La Figure 5.8 représente le diagramme de Bode de P lorsque la fréquence ω1 prend des
valeurs dans l’ensemble suivant :

Ω? :=

{
1.1, 1.53, 2.00, 2.47, 2.94, 3.41, 3.88, 4.35, 4.82, 5.29, · · ·
· · · , 5.76, 6.24, 6.71, 7.18, 7.65, 8.12; 8.59, 9.06, 9.53, 10

}
.

Figure 5.8 – Diagramme de Bode du système P pour ω1 ∈ Ω?
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5.3.2 Système fictif et données préliminaires

Comme dans le cadre du Loop-Shaping étudié dans ce mémoire, au système réel P , nous
associons le système fictif G défini par :

G := wP.

Nous définissons le gain statique de G par :

g = w p.

Comme G = wP0 e
−τ s, nous définissons aussi

G0 := wP0,

et nous avons alors :
G := G0 e

−τ s.

Voir Figure 5.14 pour une vision globale des transformations.

Remarque 5.5. Avec ces notations, G (respectivement G0) est obtenu en substituant p par
g dans P (respectivement P0).

Notons par θ les paramètres non fixés du système fictif :

θ := (g, ω1).

Comme G0 est un système SISO d’ordre 4, nous pouvons trouver un correcteur K0 stabilisant
G0 dépendant explicitement des paramètres θ (voir Section 4.1.2). De plus, nous pouvons
aussi obtenir une borne supérieure γ0opt(θ) sur ||Π(K0, G0)||∞ telle que :

γ0opt(θ) := min
K0(θ)

{γ0 | ||Π(K0(θ), G0)||∞ ≤ γ0} .

Cette borne dépend explicitement de θ. Nous avons tracé celle-ci dans la Figure 5.9. Par
conséquent, les marges de stabilité mG et mΦ de K0G0 assurées par γ0opt(θ) sont elles aussi
connues explicitement (voir (2.10) pour un rappel sur la définition de ces dernières).

D’après le Théorème 5.1, si K0 stabilise G0, alors K := K0

1+K0 ∆
stabilise le système fictif G,

ce qui implique que le correcteur C = wK stabilise P (voir Section 2.5 et Figure 5.14).

Nous cherchons maintenant une méthode pour régler la pondération w afin que le critère

γopt(θ) := min
K(θ)
{γ | ||Π(K(θ), G)||∞ ≤ γ}

atteigne une valeur désirée γ̄. Le problème majeur est que nous n’avons aucune expression
explicite de γopt(θ), ni d’une borne exploitable sur celui-ci. En effet, pour w = 564.7 et
ω1 = 2, la borne (5.22) donne :

||Π(K,G)||∞ ≤ 538 ||Π(K0, G0)||∞.

Bien que le diagramme de la boucle ouverte (voir Figure 5.10) confirme que les marges de
stabilité obtenues pour le système à retard P C soient acceptables, la borne (5.22) ne nous
permet pas de confirmer ces marges de stabilité car celle-ci est bien trop large. En d’autres
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Figure 5.9 – Tracé de γ0opt(θ)

termes, nous avons un moyen de concevoir un correcteur dépendant explicitement des para-
mètres du système et stabilisant le système avec retard mais nous ne savons pas si celui-ci
conserve certaines propriétés de robustesse, héritées du système bouclé sans retard, lorsque
les paramètres varient.

La sous-section suivante permet d’observer que, lorsque l’on règle une pondération w
de telle sorte que γ0opt(θ) reste proche d’une valeur souhaitée, alors le système avec retard
conserve des propriétés de robustesse. De plus, la valeur de γ0opt(θ) constitue un excellent
moyen de réglage afin de régler la robustesse du système bouclé avec retard. Ce résultat a été
observé par des essais empiriques dont la justification reste à prouver. Cette méthode reste
donc à développer théoriquement. Exposons-en le principe en détail et les caractéristiques
observées.

5.3.3 Une procédure de conception de correcteur Loop-Shaping adap-
tatif stabilisant le G

Dans un premier temps, supposons ω1 fixé à la valeur suivante

ω̄1 := 2,

les autres paramètres physiques étant eux toujours fixés aux valeurs données par (5.25).
La pondération w est toujours non fixée. En utilisant un diagramme de Black-Nichols de la
boucle ouverte du système avec retard P C, nous réglons par essai-erreur la pondération w de
telle sorte que les marges de stabilitéMG etMφ de la boucle ouverte P C soient suffisamment
grandes. La valeur obtenue pour un tel w est

w = w̄ = 82.82,

ce qui donne les marges de stabilité suivantes :{
MG(P,C) = 10.3 dB,
MΦ(P,C) = 66.7◦.

Ces marges sont visibles sur la Figure 5.10.
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Figure 5.10 – Tracé du diagramme de Black-Nichols de P C pour w = 82.82 et ω1 = 2

Pour cette valeur de pondération w, la valeur correspondante de γopt
0 est 1.7, et nous avons :

||Π(K0, G0)||∞ ≤ 1.7.

Supposons maintenant que ω1 est non fixé à une valeur numérique mais vérifie la condition
ω1 > 1. Soit γ̄0 une valeur de γ0opt choisie. La remarque précédente a suggéré que

γ̄0 = 1.7,

permettait d’atteindre des bonnes marges de stabilité pour la boucle ouverte du système
avec P C. Nous conjecturons que, si l’on maintient γ0opt proche de γ̄0 lorsque les paramètres
varient, alors les marges de stabilité de P C varient faiblement. Dans un premier temps,
nous cherchons donc à régler w de telle sorte que γ0opt reste proche de γ̄0 pour tout ω1 > 1.
Ce travail a déjà été fait dans la Section 4.3 pour d’autres systèmes. Concrètement, en
intersectant la surface représentée en Figure 5.9 par le plan γ0opt = γ̄0, nous obtenons la
courbe bleue de la Figure 5.11. C’est cette même courbe que nous cherchons à suivre pour
tout ω1. Obtenir une expression explicite de la forme g = gw(ω1) permettant d’obtenir la
courbe bleue n’est pas possible dans ce cas (le polynôme L défini en (4.25) est de degré 68
en g). Nous cherchons alors à approximer localement cette courbe par une fonction de la
forme :

g = ĝ(ω1).

L’approximation suivante, obtenue à partir de développements en série de Taylor pour le
polynôme L(λ, 1

ω1
, g) (défini en (4.25)) particularisé en λ = γ̄0

2 − 1, permet d’approximer
cette courbe autour du point (ω1, g) = (ω̄1, w̄ p) = (2, 0.5647) :

ĝ(ω1) := 0.7170− 0.9320

ω1

+
1.5150

ω2
1

− 0.6320

ω3
1

.

La courbe g = ĝ(ω1) est représentée en rouge dans la Figure 5.11.
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Nous pouvons vérifier que le choix de g = ĝ(ω1) permet d’obtenir γ0opt(g, ω1) proche de
γ̄0 autour du point de fonctionnement choisi. Il suffit pour cela d’évaluer la fonction expli-
cite γ0opt(ĝ(ω1), ω1) fonction uniquement de la variable ω1 (Figure 5.12). En particulier γ0opt

vaut exactement γ̄0 au point ω1 = ω̄1 choisi et reste proche de la valeur choisie lorsque l’on
s’éloigne de ce point. Plus l’approximation gγ̄0(ω1) est fine, plus γ0opt reste proche de la valeur
souhaitée.

En choisissant γ > γ0opt(ĝ(ω1), ω1), nous construisons alors un correcteur H∞ adaptatif
K0(s, ω1) stabilisant G0(s, ω1), dépendant explicitement du paramètre ω1 non fixé et qui
assure que γ0opt reste proche de γ̄0 autour de ω1 = ω̄1. En utilisant le Théorème 5.1, le
correcteur suivant

K(s, ω1) =
K0(s, ω1)

1 +K0(s, ω1) ∆(s, ω1)

stabilise G(s, ω1). En choisissant la pondération

w = ŵ(ω1) :=
ĝ

g
,

nous en déduisons alors un correcteur

C(s, ω1) := ŵ(ω1)K(s, ω1) =
ŵ(ω1)K0(s, ω1)

1 +K0(s, ω1) ∆(s, ω1)

stabilisant P (s, ω1). Les valeurs prises par la pondération scalaire ŵ(ω1) sont tracées dans la
Figure 5.13.

Figure 5.11 – Bleue : γ0opt(g, ω1) = 1.7 – Rouge : g = ĝ(ω1)
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Figure 5.12 – Graphe de γ0opt(ĝ(ω1), ω1)

Figure 5.13 – Graphe de ŵ(ω1)

La procédure de conception de correcteur par Loop-Shaping est résumée par le schéma
de la Figure 5.14. Sur ce schéma, le tracé en trait plein correspond à la procédure décrite
ci-dessus tandis que le trait discontinu représente une procédure duale permettant d’arriver
au même résultat. Récapitulons les étapes de cette méthode en s’appuyant du schéma de la
Figure 5.14 :
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1. P est le système réel avec retard à asservir. De ce système, nous définissons un système
fictif G à l’aide d’une pondération w.

2. Nous décomposons le système fictif avec retard G en une partie sans retard G0 et une
partie stable ∆ contenant le retard distribué.

3. Le système sans retard G0 étant d’ordre 4, nous disposons alors d’une expression ex-
plicite de γ0opt en fonction des paramètres du modèle. Choisissant γ > γ0opt , nous en
déduisons un correcteur K0 stabilisant G0. A l’aide d’une étude préalable de la courbe
γ0opt = γ̄0, nous choisissons w permettant de conserver γ0opt proche de γ̄0 autour d’un
point de fonctionnement choisi. γ0opt constitue un moyen de réglage, réglé via w,
permettant de contrôler la robustesse du système bouclé avec retard.

4. En appliquant le Théorème 5.1, nous en déduisons un correcteur K stabilisant le sys-
tème fictif avec retard G.

5. En basculant la pondération dans le correcteur, nous déduisons alors un correcteur C
stabilisant le système réel avec retard P .

Figure 5.14 – Procédure de Loop-Shaping pour un système à retard
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La Figure 5.15 représente le diagramme de Bode du correcteur C(s, ω1) obtenu pour
différentes valeurs de ω1. En vert, nous avons représenté le correcteur nominal, c’est-à-dire
celui obtenu pour ω1 = ω̄1. Nous remarquons que C le plus faible gain à la fréquence du
mode et que cette baisse de gain s’adapte suivant la fréquence du mode. C’est ce que l’on
appelle un réjecteur. Un gros avantage du correcteur explicite C obtenu est que celui-ci
s’adapte automatiquement aux variations du système sans avoir besoin d’être recalculé par
un algorithme d’optimisation.

5.3.4 Caractéristiques de l’asservissement obtenu

Le diagramme de Bode de la boucle ouverte obtenue est donné en Figure 5.16 et son
diagramme de Black-Nichols en Figure 5.17.

Commençons par commenter la Figure 5.16. Nous remarquons que la bande-passante est
grande pour ω1 très proche de ω0 et qu’elle reste très proche de 0.3 lorsque ω1 s’écarte de
cette valeur.

Regardons maintenant la Figure 5.17. Cette figure est la plus intéressante de notre point
de vue. Sur celle-ci, nous pouvons observer que les marges de stabilité de la boucle ouverte
sont conservées lorsque ω1 varie. Plus spécifiquement, pour les points choisis pour le tracé
tels que 1.1 < ω1 < 10, nous avons :

MG(C,P ) > 9 dB,
MΦ(C,P ) > 70◦.

Ceci est très intéressant du point de vue pratique. En effet, pour cet exemple, nous avons
considéré de très larges variations paramétriques et la stabilité du système bouclé semblent
ne pas changer lorsque l’on fait varier ω1.

A titre de comparaison, considérons le correcteur nominal obtenu pour ω1 = ω̄1 = 2 (voir
la courbe verte de la Figure 5.15). En faisant varier les paramètres de P mais sans changer de
correcteur, c’est-à-dire en gardant le correcteur nominal, traçons les variations de la boucle
ouverte C P sur un diagramme de Black-Nichols dans la Figure 5.18. Nous remarquons que
le système bouclé devient très vite instable du fait des variations de ω1 ! C’est cette approche
qui est employée en pratique au sens où l’ingénieur conçoit un correcteur pour un système
nominal en faisant en sorte que celui-ci stabilise une boule de modèles particulière. Il doit
cependant réitérer la conception de son correcteur à chaque fois que la boule de modèles à
stabiliser change, et/ou alors considérer une grosse boule de modèles. Cette dernière option
a le désavantage d’obtenir un correcteur très robuste et donc peu performant. De plus, le
calcul d’un nouveau correcteur à chaque changement de la boule de modèle est un processus
itératif long. C’est cet aspect pratique qui a, en partie, motivé cette thèse.

Nous proposons maintenant de discuter des caractéristiques de la boucle fermée obtenue.
Pour cela, nous revenons aux notions expliquées dans la Section 2.2 détaillant le rôle de cha-
cune des fonctions de sensibilité S := 1

1+P C
, P S, C S et T := P C S. Celles-ci sont tracées

dans les Figures 5.19–5.22. De plus, nous avons tracé les réponses à des échelons de P S et T
en Figure 5.23 et Figure 5.24 respectivement. Nous remarquons plusieurs faits importants.
Premièrement, nous avons 20 log(||T ||∞) ≤ 0 dB pour tout ω1 ∈ Ω?, ce qui assure une bonne

197



Chapitre 5 : Extension de la commande H∞ paramétrique aux systèmes à retard

robustesse à des incertitudes de modèle caractérisées par des erreurs multiplicatives (voir
Section 2.2). Ensuite, nous avons 20 log(||S||∞) ≤ 6 dB pour tout ω1 ∈ Ω?, ce qui assure un
bon suivi de consigne. Nous remarquons aussi de grands gains dans P S dus au fait que la
structure mécanique comporte des modes résonnants. Ceux-ci ne peuvent être atténués par
le correcteur C sans détériorer la fonction S. La commande H∞ réalise donc un compromis
“automatique”. Alors, nous constatons nécessairement des oscillations dans la réponse de
P S à un échelon (Figure 5.23). En pratique, nous ajoutons des effets intégrateurs en basse
fréquence dans C afin de faire tendre ces réponses vers zéro (rejet de perturbation). Ceci n’a
pas été fait ici.

Il faut cependant “raisonner” l’approche que nous défendons ici. Lorsque nous traçons
les Figures 5.16 et Figures 5.17, nous supposons que le système est parfaitement connu,
c’est-à-dire que nous connaissons parfaitement ω1 pour ensuite l’utiliser pour calculer le
correcteur C. En pratique, ceci n’est jamais le cas, et cela justifie l’approche de la stabilisation
de boules de modèle par critère H∞. En effet, dans cette approche classique, il suffit de
considérer un modèle nominal et de concevoir un unique correcteur de ce système nominal.
Il n’y a alors qu’à estimer d’éventuelles erreurs de modèle. Dans le cas que nous défendons
ici, nous choisissons d’être plus proches de notre système afin d’adapter le correcteur à
celui-ci. En pratique, il faut combiner nos méthodes avec une identification des paramètres
du système afin de pouvoir estimer ω1 et recalculer C automatiquement. Il existe pour
cela une vaste littérature que nous avons commencé à étudier mais qui demanderait un
travail plus approfondi pour établir un état de l’art pour notre problème. Par manque de
temps, cet aspect n’a pas pu être approfondi dans cette thèse. Citons par exemple [LZ05]
ou [GWY08] donnant plusieurs méthodes en boucle ouverte ou boucle fermée. Cependant, à
notre connaissance, il n’existe aucune méthode à l’heure actuelle pour estimer les paramètres
d’un système à retard, comportant des intégrateurs, en boucle fermée.
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Figure 5.15 – Correcteur C(s, ω1) obtenu pour différentes valeurs de ω1

Figure 5.16 – Diagramme de Bode de la boucle ouverte C(ω1)P (ω1) obtenu pour ω1 ∈ Ω?
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Figure 5.17 – Diagramme de Black-Nichols de C(ω1)P (ω1) obtenu pour ω1 ∈ Ω?

Figure 5.18 – Diagramme de Black-Nichols de C(ω1)P (ω1) obtenu pour différentes valeurs
de ω1 lorsque C est fixé au correcteur nominal. Bleu : ω1 = 1.1 (instable) – Violet : ω1 = 2
(stable) – Rouge : ω1 = 3 (instable)
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Figure 5.19 – Diagramme de Bode de S(ω1) = 1
1+C(ω1)P (ω1)

obtenu pour ω1 ∈ Ω?

Figure 5.20 – Diagramme de Bode de P (ω1)S(ω1) = P (ω1)
1+C(ω1)P (ω1)

obtenu pour ω1 ∈ Ω?
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Figure 5.21 – Diagramme de Bode de C(ω1)S(ω1) = C(ω1)
1+C(ω1)P (ω1)

obtenu pour ω1 ∈ Ω?

Figure 5.22 – Diagramme de Bode de T (ω1) = C(ω1)P (ω1)
1+C(ω1)P (ω1)

obtenu pour ω1 ∈ Ω?
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Figure 5.23 – Réponse à un échelon de P (ω1)
1+C(ω1)P (ω1)

obtenue pour ω1 ∈ Ω?

Figure 5.24 – Réponse à un échelon de C(ω1)P (ω1)
1+C(ω1)P (ω1)

obtenue pour ω1 ∈ Ω?

203



Chapitre 5 : Extension de la commande H∞ paramétrique aux systèmes à retard

5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié la possibilité d’étendre les méthodes développées

dans le cadre des systèmes SISO sans retard à une classe de systèmes SISO à retard. Nous
avons montré qu’il était possible de concevoir un correcteur pour ces systèmes à retard en
calculant un correcteur d’un système sans retard et nous avons exhibé des correcteurs expli-
cites pour ces systèmes à retard. Nous avons ensuite proposé un algorithme de conception
de correcteurs H∞ par Loop-Shaping pour des systèmes à retard (et qui conserve certaines
marges de stabilité). Celui-ci se base sur le réglage d’une pondération scalaire afin de garder
la norme du projecteur Π du système sans retard constante pour des variations de para-
mètres, cette même norme constituant un indicateur servant à caractériser la robustesse de
la boucle fermée du système avec retard.

Bien que le résultat de cette méthode ne soit pas encore bien compris théoriquement,
nous remarquons que celui-ci permet d’obtenir de très bons correcteurs adaptatifs pour des
systèmes à retard en pratique dans le cadre de nos applications. Il propose une méthode
simple pour régler les paramètres du système bouclé.

D’une manière générale, la décomposition additive permet d’étendre les correcteurs sym-
boliques obtenus dans le cas des systèmes linéaires SISO d’ordre inférieur à 4 à des systèmes
plus complexes comme certaines classes de systèmes à retard.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Résumé des contributions

Dans ce mémoire, nous avons étudié la possibilité de réaliser de manière effective des cor-
recteurs H∞ pour des systèmes linéaires continus invariants dans le temps, de dimension finie
d’ordre faible, à une entrée et une sortie, à paramètres non fixés, c’est-à-dire de concevoir
des correcteurs robustes dont les coefficients dépendent des paramètres non fixés du système
(par exemple, des paramètres de modèle). Nous nous sommes concentrés sur le problème de
commande H∞ par Loop-Shaping appliqué aux systèmes SISO dont la résolution passe par
le calcul des solutions d’une ERA.

Dans un premier temps, nous avons montré comment paramétrer les solutions d’une ERA
en fonction d’une des inconnues. Cette dernière inconnue doit vérifier une équation polyno-
miale p = 0 de degré 2n en toute généralité (2n−1 si on fixe b0). Lorsque le degré de ce
polynôme p est inférieur ou égal à 4, nous avons explicité ses racines exprimées par radi-
caux à partir desquelles nous avons déduit des solutions explicites de l’ERA en fonction des
paramètres du système. Dans le cas contraire, une étape numérique est alors nécessaire, c’est-
à-dire une étape de particularisation des paramètres dans certaines zones régulières. Nous
avons ensuite vu comment caractériser l’unique solution définie positive d’une telle équation
suivant des racines du polynôme p. Nous en avons alors déduit des formes explicites des
solutions définies positives pour des ERA de taille inférieure ou égale à 4. Ce premier travail
permet déjà d’établir une commande H2 pour la classe considérée de systèmes à paramètres
inconnus.

Nous avons ensuite exploité ce travail sur les équations de Riccati algébriques afin de
concevoir des correcteurs H∞ de systèmes d’ordre faible à paramètres inconnus. Là encore,
nous avons obtenu des correcteurs dépendant explicitement des paramètres d’un système
si ce dernier est d’ordre inférieur ou égal à 4. Lorsque les polynômes intervenant dans le
problème de commande robuste ne sont pas solvables entièrement symboliquement, nous
avons proposé une méthode symbolique/numérique certifiée permettant d’exploiter le for-
malisme algébrique du problème. Ensuite, nous avons exploité cette formulation algébrique
afin de trouver le réglage optimal d’une pondération fréquentielle scalaire lorsque d’autres
paramètres du système sont inconnus.

Enfin, nous avons montré comment étendre cette approche à une classe de systèmes à
retard. Pour cela, nous avons proposé de décomposer de tels systèmes à retard en une somme
d’une partie sans retard (c’est-à-dire de dimension finie) et d’une partie avec retard (conte-
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nant un retard distribué). Disposant d’un correcteur stabilisant la partie sans retard, nous
déduisons alors un correcteur stabilisant le système avec retard. Dans le cas de systèmes dont
la partie sans retard est d’ordre faible, nous disposons alors de correcteurs sous optimaux
au sens du critère H∞ pour ces systèmes à retard, correcteurs dépendant explicitement des
paramètres de ces systèmes. Enfin, nous proposons une méthode de réglage de robustesse du
système avec retard en réglant le critère H∞ du système sans retard.

De manière plus générale, cette thèse a permis d’établir certaines limites théoriques et
pratiques liées au calcul de correcteurs H∞ paramétriques à l’aide de techniques de calcul
formel. En effet, bien qu’il soit possible théoriquement de trouver une paramétrisation des
solutions de l’ERA de systèmes d’ordre grand, il s’avère que ce n’est pas le cas en pratique.
Ceci s’explique par l’explosion exponentielle de la taille des coefficients de la paramétrisa-
tion en fonction du nombre de paramètres. Sur nos machines, nous n’avons pas pu calculer
de telles représentations pour des systèmes généraux d’ordre supérieur ou égal à 6. Ceci
constitue une première limite pratique. De plus, si nous disposons d’une paramétrisation
des solutions de cette équation suivant un polynôme p, alors les racines de ce polynôme ne
peuvent s’expliciter sous forme close que si p est de degré inférieur ou égal à 4 (du fait de la
théorie de Galois). Ceci constitue une seconde limite théorique. Cette limitation se retrouve
à la fois lors du calcul de solutions explicites de l’ERA intervenant dans le problème de
commande, mais également dans le calcul du critère H∞.

Nous avons alors cherché à contourner ces limites en intégrant une étape numérique dans
le processus. L’utilisation de ces algorithmes symboliques-numériques nécessite le calcul de
paramétrisations pour des systèmes évalués en les paramètres. Ce genre de calcul reste rai-
sonnable lorsque n est inférieur à 10. Ceci constitue une nouvelle limite pratique, bien que
celle-ci soit nettement moins restrictive que les précédentes. Aussi, cette étape symbolique-
numérique apporte une plus-value intéressante par rapport à des méthodes numériques clas-
siques car elle certifie numériquement le résultat en donnant un encadrement certifié de ce
dernier.

Par ailleurs, cette thèse a permis une compréhension plus globale du problème de com-
mande H∞ par Loop-Shaping. Les outils du calcul formel sont bien adaptés pour étudier la
dépendance du critère H∞ en fonction des paramètres du système. C’est ce que nous avons
appelé étudier les sensibilités du critère aux variations paramétriques. Les outils du calcul
formel permettent, par exemple, de tracer des graphiques représentant l’évolution du critère
suivant les paramètres et ce avec une précision aussi grande que souhaitée (au prix d’un coût
de calcul augmentant suivant la précision).

Enfin, nous avons montré comment utiliser cette formulation algébrique afin de régler
une pondération Loop-Shaping scalaire. Pour cela, nous avons étudié une certaine courbe.
Cette dernière est constituée d’un nombre fini de branches, dont une seule nous intéresse.
Nous avons proposé une méthode permettant d’identifier cette branche. Ensuite, nous avons
proposé deux méthodes permettant de régler le paramètre de réglage introduit par le Loop-
Shaping afin de rester sur la branche adéquate. La première consiste à trouver une expression
explicite exacte de cette branche. La seconde consiste à approcher localement la branche par
un développement de Taylor ou de Puiseux. Le choix de la méthode est imposé par l’ordre
et le nombre de paramètres du système. Cette méthodologie de conception systématique de
pondération optimale est un atout supplémentaire de nos méthodes.
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6.2 Perspectives

Cette thèse a permis de proposer de nombreuses idées et de soulever de nombreuses
questions qui n’ont pu être étudiées par faute de temps.

La question de l’extension de nos méthodes au cas MIMO n’a pas été étudiée dans sa
globalité. En effet, nous nous sommes concentrés sur les systèmes SISO sans transfert direct
afin de travailler avec des représentations de systèmes simples. Il est établi qu’il existe des
équivalences de nos travaux dans le cas MIMO comme le montre [KYAH09]. Il reste cepen-
dant à établir une paramétrisation des solutions de l’ERA dans le cas MIMO de manière
systématique. Notons que, dans [BRB+18], nous calculons la solution définie positive d’une
ERA à paramètres inconnus associée à un système MIMO particulier provenant de l’esti-
mation de la position d’un drone. Ce résultat montre la faisabilité du calcul explicite de la
solution définie positive d’une ERA pour certains systèmes MIMO avec des paramètres de
modèle.

L’utilisation de racines par radicaux pour représenter les solutions est aussi un point à
étudier. En effet, ce genre de représentation n’est pas certifié d’un point de vue numérique.
En revanche, celles-ci sont faciles d’utilisation et rapidement embarquables dans un calcu-
lateur. Une comparaison des temps de calcul d’un algorithme certifié d’isolation de racines
(par exemple, la méthode des signes de Descartes) et de l’évaluation de nos racines par ra-
dicaux sur calculateur est à réaliser. En environnement de simulation MATLAB, nous avons
remarqué que l’évaluation de nos solutions explicites par radicaux du problème H∞ fournis-
sait un résultat plus rapidement que les algorithmes itératifs de MATLAB. Cette rapidité de
calcul est accrue lorsque le nombre de paramètres est faible. Il reste cependant à faire des
comparaisons sérieuses entre les différentes méthodes numériques de calcul de solutions du
problème H∞.

L’étude de la résolution de l’ERA pour des systèmes sans paramètres à l’aide de l’analyse
par intervalle sera développée dans un travail ultérieur.

Nous avons aussi expliqué comment régler de manière optimale des pondérations Loop-
Shaping scalaires de type gain. La question du réglage de pondérations plus complexes (com-
portant des dynamiques additionnelles telles que des passe-bas, intégrateurs, réjecteurs, etc.)
reste dans le cas général sans réponse. En effet, plus les pondérations considérées sont d’ordre
élevé, plus l’ordre du système fictif augmente et donc plus les systèmes polynomiaux sous-
jacents se complexifient. Quelques tests montrèrent que l’utilisation de pondérations du type
W = w 1+th s

th s
introduisaient des minima locaux dans le critère H∞ pour des systèmes com-

portant une inertie et un mode mécanique. L’étude du réglage optimal de telles pondérations
semble alors être bien plus difficile que pour des pondérations scalaires. Cependant, elles pré-
sentent un réel intérêt pratique dans le cadre des viseurs où nous souhaitons introduire des
comportements intégrateurs en basse fréquence dans le correcteur afin de rejeter les couples
perturbateurs.

De même que pour l’ajout de comportements intégrateurs en basse fréquence dans le
correcteur, le problème d’ajout d’effets filtrants dans le correcteur n’a pas été abordé. En
pratique, ceci est réalisé car le modèle est peu connu en haute fréquence, et qu’il est nécessaire
de concevoir un asservissement robuste à ces incertitudes de modèle.

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié l’utilisation de décompositions additives afin
d’obtenir des correcteurs pour des certaines classes de systèmes à retard. L’utilisation de
décompositions semble être la clé afin d’augmenter la complexité des modélisations que l’on
peut considérer par nos méthodes. En effet, à l’aide de telles décompositions, nous scindons
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les problèmes en plusieurs sous-problèmes qu’on est capable de traiter. Il reste à examiner
d’autres types de décomposition, telles que, par exemple, la décomposition multiplicative.

La comparaison de nos techniques à la commande LPV reste aussi à explorer. Quelques
tests sur un exemple pratique montrent que ces deux approches restent similaires, et pré-
sentent toutes deux avantages et inconvénients. La méthode LPV permet de traiter des
systèmes d’ordre plus élevé, tandis que notre approche permet de prendre en compte des
variations paramétriques très larges.

Une grande partie de cette thèse est consacrée aux équations de Riccati algébriques. Ces
équations interviennent notamment dans le filtrage invariant. Dans le cadre d’une collabora-
tion avec Safran Tech, nous avons alors cherché à étendre nos méthodes au filtrage invariant
pour application à la navigation inertielle. Ceci a donné lieu à l’article [BRB+18]. Cet article
présente la résolution symbolique d’une ERA de taille 6 × 6 dont les solutions sont assez
creuses structurellement. Notons aussi que ces mêmes ERA interviennent dans d’autres pro-
blèmes de l’automatique, comme par exemple le traitement du signal ou la théorie des jeux
différentiels, domaines dans lesquels ce travail de thèse pourrait aussi avoir un intérêt.

Dans cette thèse, nous avons étudié un problème de commande H∞ appliqué à des sys-
tèmes invariants dans le temps. L’adaptation de nos méthodes de commande H∞ paramé-
triques à la commande adaptative reste possible pour des systèmes variant lentement dans le
temps (par rapport aux dynamiques du système). Ceci est le cas pour certains systèmes déve-
loppés par Safran, où les paramètres changent suivant la température ou l’usure du système.
Dans le cas de systèmes variant rapidement dans le temps, il reste intéressant d’étendre ces
techniques symboliques aux équations de Riccati différentielles. Ceci constitue une nouvelle
perspective de recherche future.

Pour finir, une des perspectives les plus attrayantes de ce travail reste son applicabilité à
la commande adaptative. En effet, les correcteurs obtenus étant facilement implémentables
sur un simple calculateur, la question se pose d’identifier plus précisément le modèle de notre
système en temps réel afin de pouvoir adapter le correcteur aux variations paramétriques du
système. Sur des exemples, nous avons vu que si l’on disposait d’une identification parfaite
des paramètres du modèle, alors la commande adaptative obtenue était très performante. Ce-
pendant, pour cela, il est nécessaire de concevoir une stratégie d’identification des paramètres
du modèle continu. Nous pouvons citer, par exemple, [FSR03], [LZ05] ou [GWY08] qui pro-
posent des méthodes différentes pour étudier ce problème. L’identification des systèmes est
un problème important, et demande un travail en profondeur. Notamment, il n’existe pas
de méthodes génériques qui permettent de traiter l’identification de systèmes généraux. Ces
méthodes diffèrent si le système est en boucle ouverte ou fermée, s’il comporte un retard ou
un intégrateur pur, s’il est proche de la non-observabilité, si les signaux sont échantillonnés
à pas variable ou non, etc. De plus, la qualité de l’identification varie en fonction du rapport
signal sur bruit et de la fréquence d’échantillonnage. Tous ces paramètres montrent qu’il est
nécessaire d’acquérir un certain savoir-faire sur ces méthodes avant de pouvoir adapter notre
méthodologie de commande à de la commande adaptative. Notamment, cette thématique
de recherche sur l’identification en ligne de modèles de viseurs fera l’objet d’une prochaine
thèse portée par Safran et Inria Lille Nord-Europe.
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Annexe A

Systèmes linéaires continus invariants
dans le temps

Nous présentons ici quelques rappels sur les systèmes linéaires continus de dimension
finie définis par des équations différentielles linéaires à coefficients constants, sur la stabilité,
l’observabilité et la commandabilité.

A.1 Définition d’un système linéaire

Définition A.1. Un système linéaire continu à temps invariant G (abrégé LTI, pour Linear
Time Invariant) est un opérateur de convolution entre un vecteur d’entrée u(t) ∈ Rm à
support dans R+ (c’est-à-dire u(t) = 0 pour tout t < 0) et un vecteur de sortie y(t) ∈ Rp,
c’est-à-dire

G : u 7→ y = H ∗ u,

où (h∗u)(t) =
∫ t

0
h(s)u(t−s) ds. Nous parlerons aussi de transfert entre un vecteur d’entrées

u ∈ Rm et un vecteur de sorties y ∈ Rp.

Soit s := d
dt

l’opérateur de dérivation, ou variable de Laplace, la transformée de Laplace
étant définie par f̂(s) =

∫∞
0
e−s t f(t) dt, où s ∈ C est proprement choisi. Il existe deux

grandes manières de représenter un système linéaire à temps continu.

Définition A.2. Soit un système LTI G de vecteur d’entrées u ∈ Rm et de vecteur de sorties
y ∈ Rp. Une représentation d’état de G est une représentation de la forme

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t),

y(t) = C x(t) +Du(t),

x(t0) = x0,

(A.1)

où x ∈ Rn est appelé vecteur d’état, t0 ∈ R est l’instant initial (pris généralement nul), x0

l’état initial du système (pris généralement nul).

Définition A.3. Soit un système LTI G, de vecteur d’entrées u(t) ∈ Rm et de vecteur de
sorties y(t) ∈ Rp. Nous désignons par U(s) (resp. Y (s)) la transformée de Laplace du vecteur
u (resp. y). G peut se modéliser par une matrice de transfert G(s) ∈ R(s)m×p telle que :

Y (s) = G(s)U(s).
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Remarque A.1. (Système invariant dans le temps) La définition d’un système LTI se géné-
ralise aux systèmes linéaires variants dans le temps (abrégé LTV, pour Linear Time Varying).
Nous ne rentrerons pas ici dans les détails. Notons cependant que, dans ce cas, les matrices
A, B, C et D d’une représentation d’état d’un système G dépendent alors explicitement du
temps.

A.2 Stabilité d’un système linéaire
Définition A.4. Soit un système LTI G de vecteur d’entrées u ∈ Rm et de vecteur de
sorties y ∈ Rp. Nous dirons que G est stable d’entrée bornée et de sortie bornée, abrégé BIBO
stable, si pour vecteur d’entrée borné, c’est-à-dire, u ∈ L∞(R+)m, alors le vecteur de sortie
est borné, c’est-à-dire y ∈ L∞(R+)p. Nous dirons alors, par abus de langage, que G est stable.

Remarque A.2. Il existe d’autres notions de stabilité : exponentielle, asymptotique, etc.
Nous choisissons de ne pas les détailler ici. Notons simplement que pour un système linéaire
commandable et observable (voir Section A.3), celles-ci sont toutes équivalentes. Pour plus
de détails, voir, par exemple, [Kha96, CZ12].

Afin de donner une caractérisation d’un système linéaire stable, nous rappelons la notion
de matrice stable.

Définition A.5. (matrice stable) Une matrice A ∈ Rn×n est dite stable si ses valeurs propres
sont à partie réelle strictement négatives.

Nous avons alors la propriété suivante.

Définition A.6. (système stable) Un système linéaire invariant dans le temps, de représen-
tation d’état (A,B,C,D) (resp. de fonction de transfert G) est stable si A est stable (resp.
si G a tous ses pôles à partie réelle strictement négative).

A.3 Commandabilité et observabilité
La commandabilité se définit comme suit.

Définition A.7 (Chap. 8.1). [CD12] Un système (A.1) est dit commandable si pour tout
vecteur d’état initial xi et tout vecteur d’état final xf , il existe une commande u permettant
au vecteur d’état d’atteindre l’état final xf à partir de l’état initial xi en un temps fini.

Cette définition étant difficilement exploitable mathématiquement, un critère de com-
mandabilité est le suivant.

Proposition A.1. [Kal63] Un système linéaire de représentation d’état (A,B,C,D) est
commandable si et seulement si :

rang
(
B AB · · · An−1B

)
= n.

D’une manière générale, l’observabilité se définit comme suit.

Définition A.8 (Chap. 8.1). [CD12] Un système (A.1) est dit observable si l’observation de
ses entrées et sorties pendant un intervalle de temps fini [ti, tf ] permet de déterminer l’état
initial du système, et donc, par intégration de l’équation d’état, de connaître le vecteur x(t)
à tout instant t de l’intervalle [ti, tf ].
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Cette définition étant aussi difficilement exploitable mathématiquement, un critère d’ob-
servabilité est le suivant.

Proposition A.2. [Kal63] Un système linéaire de représentation d’état (A,B,C,D) est
observable si et seulement si :

rang


C
C A
· · ·

C An−1

 = n.

A.4 Stabilisabilité et détectabilité

Les notions de stabilisabilité et de détectabilité sont des conditions moins restrictives
que les notions de commandabilité et d’observabilité. Dans un premier temps, définissons
celles-ci.

Définition A.9. • Supposons que (A.1) ne soit pas commandable. Alors, après un chan-
gement de base du vecteur d’état, celui-ci peut être scindé en faisant apparaître un état
commandable et un état non commandable :

(
ẋc(t)
ẋnc(t)

)
=

(
Ac A12

0 Anc

)(
xc(t)
xnc(t)

)
+

(
Bc

0

)
u(t),

y(t) =
(
Cc Cnc

) ( xc(t)
xnc(t)

)
+Du(t),

x(t0) = x0.

(A.2)

Le système (A.2) est dit stabilisable si sa partie non commandable est stable, c’est-à-dire si
Anc est stable.
• Supposons que (A.1) ne soit pas observable. Alors, après un changement de base du vecteur
d’état, celui-ci peut être scindé en faisant apparaître un état observable et un état non
observable : 

(
ẋo(t)
ẋno(t)

)
=

(
Ao 0
A21 Ano

)(
xo(t)
xno(t)

)
+

(
Bo

Bno

)
u(t),

y(t) =
(
C0 0

) ( xo(t)
xno(t)

)
+Du(t),

x(t0) = x0.

(A.3)

Le système (A.3) est dit détectable si sa partie non observable est stable, c’est-à-dire si Ano
est stable.

Corollaire A.1. Un système commandable est stabilisable, et un système observable est
détectable.

Nous avons alors le théorème suivant.

Théorème A.1. [CD12, Chap. 8.7] Le système (A.1) est stabilisable si et seulement s’il
existe une matrice F ∈ Rm×n telle que A + B F est stable. Le système (A.1) est détectable
si et seulement s’il existe une matrice K ∈ Rn×p telle que A+K C est stable.
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A.5 Formes compagnes et matrices de passage
Soit un système LTI de dimension n ∈ N, SISO, strictement propre, commandable et

observable, noté G. Nous désignons par (A,B,C) une représentation sous forme compagne
de commande de G de transfert direct nul, c’est-à-dire une représentation d’état de la forme

A :=



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . . . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1

 ∈ Rn×n, B :=


0
...
0

1

 ∈ Rn×1,

C := (c0 c1 . . . cn−1) ∈ R1×n ,

et par (Ao, Bo, Co) une représentation sous forme compagne d’observation de G de transfert
direct nul, c’est-à-dire une représentation d’état de la forme :

Ao :=



0 0 . . . 0 −a0

1 0
... −a1

0 1
. . . ...

...
... . . . . . . 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1


∈ Rn×n, Bo :=


c0

...
cn−2

cn−1

 ∈ Rn×1,

Co := (0 0 . . . 0 1) ∈ R1×n .

Par ailleurs, notons que Ao = AT , Bo = CT , Co = BT . Nous avons alors le théorème
suivant.

Théorème A.2. La matrice suivante

P =
(
P1 · · · Pi · · · Pn

)
,

avec 

Pn := CT ,

Pn−1 :=
(
AT + an−1 In

)
CT ,

...

P2 :=
(

(AT )
n−2

+ an−1 (AT )
n−3

+ · · ·+ a2 In

)
CT ,

P1 :=
(

(AT )
n−1

+ an−1 (AT )
n−2

+ · · ·+ a1 In

)
CT ,

est inversible.

Notons Q son inverse. Q est une matrice de passage permettant de passer de la forme
compagne d’observation à la forme compagne de commande de G. De plus, celle-ci possède
les propriétés suivantes 

A = QAo Q−1 = QAT Q−1,

B = QBo = QCT ,

C = Co Q−1 = BT Q−1,
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ou, de manière équivalente : 
A = P−1AT P,

B = P−1CT ,

C = BT P.

(A.4)

Démonstration. Soit P :=
(
P1 · · · Pi · · · Pn

)
∈ Rn×n. Remarquons que :


C (An−1 + an−1A

n−2 + · · ·+ a1 In)
C (An−2 + an−1A

n−3 + · · ·+ a2 In)
...

C (A+ an−1 In)
C


︸ ︷︷ ︸

=



1 an−1 an−2 · · · a2 a1

0 1 an−1 · · · a3 a2

0 0 1
. . . ...

...
...

... . . . . . . an−1
...

0 0 · · · 0 1 an−1

0 0 · · · · · · 0 1


︸ ︷︷ ︸

×


C An−1

C An−2

...
C A
C


︸ ︷︷ ︸

PT Tn Oi

.

Le système est supposé observable, donc Oi est de rang plein (corollaire immédiat de la
Proposition A.2). De plus, Tn est de rang plein, donc P est inversible.

Soit P̃ ∈ Rn×n une matrice symétrique inversible vérifiant (A.4). Notons :

P̃ =
(
P̃1 · · · P̃i · · · P̃n

)
.

Avec l’égalité

C = BT P̃T =
(
0 · · · 0 1

) (
P̃1 · · · P̃n−1 P̃n

)T
= P̃T

n ,

nous obtenons P̃n := CT . De plus, P̃ doit aussi vérifier P̃ A = AT P̃, ce que nous pouvons
réécrire : (

P̃1 · · · P̃n

)
A =

(
AT P̃1 · · · AT P̃n

)
.

Décomposons la matrice A de la manière suivante :

A =


0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1
0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸

+


0 · · · 0

...
...

0 · · · 0
−a0 · · · −an−1


︸ ︷︷ ︸

.

Is Ab

Nous avons alors
P̃ Is =

(
0 P̃1 · · · P̃i · · · P̃n−1

)
,

et
P̃ Ab =

(
−a0 P̃n · · · −ai P̃n · · · −an−1 P̃n

)
,

ce qui amène à :(
0 P̃1 · · · P̃n−1

)
+
(
−a0 P̃n · · · −an−1 P̃n

)
=
(
AT P̃1 · · · AT P̃n

)
. (A.5)
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Par conséquent, nous avons

P̃n = CT ,

P̃n−1 =
(
AT + an−1 In

)
Pn =

(
AT + an−1 In

)
CT ,

P̃n−2 = AT Pn−1 + an−2 Pn =
(
(AT )2 + an−1A

T + an−2 In
)
CT ,

...

P̃1 =
(
(AT )n−1 + an−1 (AT )n−2 + · · ·+ a1 In

)
CT .

et donc P̃ = P, ce qui termine la preuve.

Remarque A.3. (A.5) montre que A est solution de l’équation caractéristique suivante :

An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0 In = 0.
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Annexe B

Normes H2 et H∞

Cette annexe a pour but de rappeler des notions sur les normes de systèmes linéaires
continus et invariants dans le temps utilisés dans ce mémoire. Afin de clarifier le propos,
nous introduisons les notions permettant de définir ces normes.

B.1 Norme euclidienne

Soient n ∈ N et un vecteur v ∈ Rn. La norme euclidienne du vecteur v est alors définie
par

||v|| :=
√
vT v,

où vT dénote le transposé de v.

B.2 Normes matricielles

Soit A ∈ Rn×n. De la norme euclidienne précédente, on déduit la norme matricielle
suivante :

||A||2 := sup
06=v∈Rn

||Av||
||v||

.

B.3 Normes de signaux

Notons R+ :=]0,+∞[. On appelle signal toute fonction de L2(R+) définie comme l’espace
des fonctions mesurables au sens de Lebesgue et de carré intégrables, c’est-à-dire :

L2(R+) :=

{
f : R+ → Rn mesurables au sens de Lebesgue

∣∣∣∣∫ ∞
0

||f(t)||2 dt <∞
}
.

L2(R+) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par :

∀x, y ∈ L2(R+), 〈x, y〉 :=

∫ +∞

0

x(t) y(t) dt.

En particulier, la norme f ∈ L2(R+) est définie par :

||f ||2 :=

(∫ +∞

0

||f(t)||2 dt
)1/2

.
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Soit L (f) la transformée de Laplace de f (voir, par exemple, [BK13, Chap. 2.4.1]). L’identité
de Parseval (voir, par exemple, [BK13, Chap. 12.3.1]) donne :

||f ||2 :=
1

2 π

(∫ +∞

−∞
||L (f)(i ω)||2 dω

)1/2

.

Rappelons que l’on appelle valeur singulière d’une matrice M ∈ Rm×p toute racine carrée
d’une valeur propre de M?M (où M? = MT dans le cas d’une matrice M réelle). Notons
alors par σmax(M) la valeur singulière maximale d’une matrice M . Si s 7→ L (f)(s) est
analytique bornée dans C+ = {s ∈ C | <(s) > 0}, alors on peut définir la norme suivante :

||L (f)||∞ := sup
s∈C+

σmax(L (f)(s)).

De plus, nous avons le résultat suivant [ZDG96, Chap. 4] :

||L (f)||∞ = ess sup
ω∈R

σmax(L (f)(i ω)).

B.4 Normes de systèmes
Soit G un système linéaire, continu, invariant dans le temps, de représentation d’état

supposée sans transfert direct (A,B,C) (c’est-à-dire D = 0), et de fonction de transfert :

G(s) = C (s I − A)−1B.

B.4.1 Espace H2(C+) et norme H2

Définition B.1. Nous définissons par H2(C+) l’espace de Hilbert formé des fonctions holo-
morphes dans C+, bornées pour la norme :

||G||2 :=

(
1

2 π

∫ +∞

−∞
Tr (G?(i ω)G(i ω)) dω

)1/2

.

Par abus de langage, nous parlerons de norme H2.

Remarque B.1. Dans le cas SISO, la norme H2 de G représente l’énergie en sortie du
système lorsque l’entrée du système est une impulsion de type Dirac ou un bruit blanc
vérifiant U(i ω)U?(i ω) = I (c’est-à-dire de densité spectrale uniforme).

Remarque B.2. Calcul numérique de la norme H2. Supposons que A est stable et D
est nulle (dans un soucis de clarté). Notons que

L (G(i s)) = C eAtB,

ce qui permet de déduire :∫ +∞

0

BT et A
T

CT C et AB dt =
1

2 π

∫ +∞

−∞
G?(i ω)G(i ω) dω.

Notons que Q :=
∫ +∞

0
et A

T
CT C et A dt est l’unique solution de l’équation de Lyapunov sui-

vante :
AT Q+QA+ CT C = 0. (B.1)
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En passant à la trace, nous obtenons alors

||G||2 :=
(
Tr
(
BT QB

))1/2
,

où Q est solution de (B.1). Ainsi, résoudre (B.1), qui peut se faire à l’aide de des techniques
d’algèbre linéaire [TVTB14], permet de déduire simplement la norme H2 d’un système li-
néaire continu, invariant dans le temps.

B.4.2 Espace H∞(C+) et norme H∞
Définition B.2. [Zam81, ZDG96] Nous définissons par H∞(C+), aussi noté H∞ dans ce mé-
moire, l’algèbre de Hardy formée par les fonctions holomorphes dans
C+ := {s ∈ C |Re(s) > 0} bornées pour la norme

||G||∞ = sup
s∈C+

(σmax(G(s)) = ess supω∈R(σmax(G(i ω)) = sup
U∈H2(C+)6=0

||Y ||2
||U ||2

,

où σmax(M) dénote la plus grande valeur singulière d’une matrice M . Par abus de langage,
nous parlerons de norme H∞.
Remarque B.3. Dans le cas des systèmes SISO, la norme H∞ de G représente le gain
maximal de sa réponse fréquentielle G(i ω). Cette norme est particulièrement utile pour
caractériser des comportements critiques (c’est-à-dire le pire des comportements possibles).

Figure B.1 – Norme H∞ d’une fonction de transfert G dans le cas SISO

Calcul numérique

Soit γ ∈ R. Construisons la matrice Hamiltonienne suivante :

H(γ) :=

(
A γ−1BBT

−γ−1CT C −AT
)
.

[DF00, ACA+99] montre que ||G||∞ < γ si et seulement si H(γ) n’a pas de valeur propre sur
l’axe imaginaire. L’algorithme suivant permet alors d’approximer la norme H∞ de G :

1. Choisir un intervalle grossier [γmin, γmax].
2. Calculer le spectre de H(γ) pour γ = 1

2
(γmin + γmax).

3. Si H(γ) n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire, alors γ est trop grand. On
peut alors raffiner l’intervalle en revenant à l’étape 1 et avec le nouveau encadrement
[γmin, γ]. Sinon, γ est trop petit et on peut raffiner l’intervalle en revenant à l’étape 1
et avec l’encadrement [γ, γmax].
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Calcul symbolique

Dans le cas SISO, pour une fonction de transfert G, calculer sa norme H∞ revient à

calculer les zéros du numérateur de
d |G(i ω)|2

dω
, tout en s’assurant que le dénominateur ne

s’annule pas sur ces zéros. Le travail est donc limité au calcul de variations d’une fonction.
Nous avons suivi cette méthode pour calculer la norme H∞ d’une fonction de transfert don-
née dans la Proposition 5.2.

Dans le cas MIMO, pour une matrice de transfert G, [KS06] propose une méthode basée
sur le calcul du discriminant en s2 de :

Φγ(s) = det(γ2 I −G?(s)G(s)).

Pour la notion de discriminant, nous renvoyons à la Section 3.1.10 du Chapitre 3. La norme
H∞ de G est alors donnée par un des cas suivants :

– une racine de ce discriminant disc(Φγ(s), s
2),

– la valeur singulière maximale de G en s = 0,
– la valeur singulière maximale de G en s = i∞.

Pour plus de détails, se référer à [KS06].

Remarque B.4. Les deux méthodes symboliques énoncées ici sont équivalentes dans le cas
des systèmes SISO. Ceci peut se comprendre en se rappelant que le calcul d’un discriminant
revient à calculer le lieu d’annulation des zéros communs d’un polynôme et de sa dérivée.

Inégalités classiques

Pour finir, nous rappelons quelques propriétés classiques de la norme H∞ que l’on utilise
dans ce mémoire de thèse :

1. ||H1H2||∞ ≤ ||H1||∞ ||H2||∞ , H1, H2 ∈ RH∞.

2.

∣∣∣∣∣∣∣∣( H1 H2

H3 H4

)∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ ⇒


||H1||∞ ≤ γ,
||H2||∞ ≤ γ,
||H3||∞ ≤ γ,
||H4||∞ ≤ γ.

H1, H2, H3, H4 ∈ RH∞

Pour plus de détails, voir, par exemple, [ACA+99] ou [Fey13].
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Annexe C

Matrices définies positives

Définition C.1. Soit M ∈ Rn×n telle que MT = M . Alors, M est dite définie positive si :

∀x ∈ Rn, x 6= 0, xT M x > 0.

Nous noterons alors M > 0.

Nous rappelons maintenant quelques caractéristiques des matrices définies positives.

Proposition C.1. (Caractérisation des matrices définies positives) [Bha09] Soit M ∈ Rn×n

telle que MT = M . Les propositions suivantes sont équivalentes :
– M > 0.
– Toutes les valeurs propres de M sont réelles strictement positives.

– La forme bilinéaire symétrique suivante

Rn × Rn −→ R
(x, y) 7−→ xT M y

est un produit scalaire sur Rn.

– Il existe une matrice N ∈ Rn×n inversible telle que :

M = NT N.

C.1 Produits de matrices définies positives
Proposition C.2. Soit A, B ∈ Rn×n des matrices définies positives. Alors les valeurs propres
du produit AB sont réelles strictement positives.

Démonstration. La Proposition C.1 montre que si A (resp., B) est une matrice réelle définie
positive, alors il existe une matrice non-singulière M ∈ Rn×n (resp. N) telle que A = MT M
(resp., B = NT N). Par conséquent, nous avons :

AB = MT M NT N, (AB)T = (NT N) (MT M).

Si nous notons L := MT M NT , alors nous avons AB = LN . Comme N est non-singulière,
nous avons L = (AB)N−1, ce qui permet d’obtenir :

N (AB)N−1 = N L = N MT M NT = (M NT )T (M NT ).
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En notant P := M NT , nous avons alors :

N (AB)N−1 = P T P.

De plus, en notant que det(M) 6= 0 et det(N) 6= 0, nous avons :

det(P ) = det(M NT ) = det(M) det(NT ) = det(M) det(N) 6= 0.

Par conséquent, P n’est pas singulière, donc inversible. Ainsi, AB est similaire à la matrice
définie positive (M NT )T (M NT ). En particulier, les valeurs propres de AB sont les mêmes
que celles de (M NT )T (M NT ), qui sont réelles strictement positives, ce qui conclut la preuve.

En particulier, le résultat précédent peut s’appliquer aux matrices X et Y solutions de
R = 0 et R̃ = 0.

Remarque C.1. Notons que :

(AB)T = NT N MT M 6= AB.

Ainsi, AB n’est pas nécessairement symétrique, et donc n’est pas nécessairement définie
positive, bien que A et B le soient. Exhibons un contre exemple. Soient les matrices définies
positives suivantes :

A =

(
1 0
1 1

) (
1 1
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
> 0,

B =

(
1 1
0 1

) (
1 0
1 1

)
=

(
2 1
1 1

)
> 0.

Alors, nous avons :

AB =

(
1 1
1 2

) (
2 1
1 1

)
=

(
3 2
4 3

)
6= (AB)T .
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Annexe D

Racines par radicaux de polynômes de
degré inférieur ou égal à 4

Dans cette annexe, nous explicitons les racines par radicaux de polynômes de degré in-
férieur ou égal à 4. Aussi, nous identifions celle correspondant à la racine réelle maximale
selon les valeurs des paramètres.

Ces racines par radicaux font intervenir des puissances non entières de nombres com-
plexes. Afin de garder une unicité des notations, nous adopterons la notation suivante

x ∈ C, n ∈ Q, x1/n = exp

(
1

n
(ln(|x|) + i arg(x))

)
,

où arg(x) est l’argument de x tel que −π ≤ arg(x) ≤ π. Dans la littérature, x1/n définie
ci-dessus est appelée racine nème principale de x. Voir [BC09, p.26] pour plus de détails.

D.1 Polynômes de degré 2

Soit ν0, ν1 ∈ R. Nous considérons le polynôme de degré 2 suivant :

P2 := X2 + ν1X + ν0. (D.1)

D.1.1 Racines par radicaux

Soit ε ∈ {−1, 1}. Les racines de P2 s’écrivent :

x(ε) :=
−ν1 + ε

√
ν2

1 − 4 ν0

2
. (D.2)

D.1.2 Racine réelle maximale

Notons ∆2 := ν2
1 − 4 ν0 le discriminant de P2 en X. Suivant le signe de ∆2, le nombre de

racines réelles de P2 change.

Cas ∆2 > 0 : P2 possède deux racines réelles. Trivialement, la plus grande est :

xmax :=
−ν1 +

√
ν2

1 − 4 ν0

2
.
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Cas ∆2 = 0 : P2 possède une racine réelle double :

xmax :=
−ν1

2
.

Cas ∆2 < 0 : P2 possède deux racines complexes et aucune racine réelle.

L’analyse de ces différents cas peut se compléter par une représentation graphique de la
variété discriminante ∆2 = 0. Dans la Figure D.1, le cas ∆2 < 0 est représenté en rouge, le
cas ∆2 ≥ 0 en bleu, et le cas critique ∆2 = 0 en noir.

Figure D.1 – Variété discriminante δ2 = 0 de P2

Nous retiendrons simplement le résultat suivant.

Proposition D.1. Si P2 admet au moins une racine réelle, alors sa racine réelle maximale
est donnée par :

xmax :=
−ν1 +

√
ν2

1 − 4 ν0

2
.

D.2 Polynômes de degré 3

Soient νi ∈ R pour i = 0, 1, 2. Nous considérons le polynôme de degré 3 suivant :

P3 := X3 + ν2X
2 + ν1X + ν0. (D.3)
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D.2 Polynômes de degré 3

D.2.1 Racines par radicaux

En appliquant le changement de variable X = Y − ν2/3 à (D.3), nous éliminons le terme
en X2 de P3 et nous trouvons le polynôme suivant

Q3 := Y 3 + µ1 Y + µ0, (D.4)

où : 
µ1 := −1

3
ν2

2 + ν1,

µ0 :=
2

27
ν3

2 −
1

3
ν1 ν2 + ν0.

Nous proposons de reprendre la méthode de Lagrange afin d’exprimer les racines par
radicaux de P3. Celle-ci permet de réduire la résolution de Q3 = 0 à la recherche de ra-
cines d’un polynôme de degré 2. Cependant, cette analogie n’est possible sous une condition
particulière, ce qui nous amène à distinguer deux cas.

• Cas µ1 = 0.

Supposons µ1 = 0 et notons j := −1
2

+ i
√

3
2
. Nous cherchons alors les racines de :

Q3 := Y 3 + µ0.

Leur construction est triviale : les racines s’expriment via la racine cubique de µ0 et les
racines cubiques de (−1), c’est-à-dire (−1), −j et −j2. Ceci est résumé dans la proposition
suivante.

Proposition D.2. Supposons ν1 = 1
3
ν2

2 et notons µ0 := 2
27
ν3

2 − 1
3
ν1 ν2 + ν0. Les racines de

P3 := X3 + ν2X
2 + ν1X + ν0, notées x1, x2, x3, s’expriment de la façon suivante :

x1 = (−µ0)1/3 − ν2

3
,

x2 = j2 (−µ0)1/3 − ν2

3
,

x3 = j (−µ0)1/3 − ν2

3
.

(D.5)

• Cas µ1 6= 0.

Supposons maintenant µ1 6= 0. Notons y1, y2, y3 les racines de Q3. A partir des coefficients
de Q3, nous pouvons écrire les sommes de Newton suivantes :

y1 + y2 + y3 = 0,

y1 y2 + y2 y3 + y1 y3 = µ1,

y1 y2 y3 = −µ0.

Notons que j vérifie 1 + j + j2 = 0. Notons alors :{
s1 := y1 + y2 j + y3 j

2,

s2 := y1 + y3 j + y2 j
2.

A l’aide de ces propriétés, après quelques calculs ([Mut80], p. 58), nous trouvons{
s1 s2 = −3µ1,

s3
1 + s3

2 = −27µ0,
(D.6)
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soit : {
s3

1 s
3
2 = −27µ3

1,

s3
1 + s3

2 = −27µ0.
(D.7)

En d’autres termes, (D.7) défini le produit et la somme de deux quantités s1 et s2. On peut
donc dire que ces deux quantités sont solutions d’une équation du second degré vérifiant
ces deux propriétés (la somme et le produit des racines se retrouvant directement dans les
coefficients). s3

1 et s3
2 sont alors solutions de l’équation suivante :

Ez := Z2 + 27µ0 Z − 27µ3
1 = 0. (D.8)

Notant ∆3 := 27 (4µ3
1 + 27µ2

0), les racines de Ez s’écrivent alors :
s3

1 =
−27µ0 +

√
∆3

2
,

s3
2 =
−27µ0 −

√
∆3

2
.

Soulignons aussi que si s1 est une racine cubique de s3
1, c’est-à-dire une racine de Ez, alors

(voir (D.6)) :

s2 = −3µ1

s1

.

Notons alors α3 la racine cubique de s3
1 suivante :

α3 :=

(
−27µ0 +

√
∆3

2

)1/3

.

Il ne nous reste alors plus qu’à résoudre le système linéaire suivant :
y1 + y2 + y3 = 0,

y1 + y2 j + y3 j
2 = α3,

y1 + y3 j + y2 j
2 = −3µ1

α3

.

On obtient alors les trois racines de Q3 = Y 3 + µ1 Y + µ0 :

y1 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
,

y2 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j2,

y3 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j.

Des expressions de y1, y2, y3, on en déduit les expressions des racines de P3, notées x1, x2, x3 :

x1 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
− ν2

3
,

x2 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j2 − ν2

3
,

x3 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j − ν2

3
.

(D.9)
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Récapitulatif

En regroupant les résultats des deux cas précédents, nous obtenons la proposition sui-
vante.

Proposition D.3. Notons par (x1, x2, x3) les expressions par radicaux des racines de P3 :=
X3 + ν2X

2 + ν1X + ν0. Notons aussi :

µ1 := −1

3
ν2

2 + ν1,

µ0 :=
2

27
ν3

2 −
1

3
ν1 ν2 + ν0,

∆3 = 27
(
4µ3

1 + 27µ2
0

)
,

α3 :=

(
−27µ0 +

√
∆3

2

) 1
3

.

Alors, nous avons :

Si µ1 = 0,


x1 = (−µ0)1/3 − ν2

3
,

x2 = j2 (−µ0)1/3 − ν2

3
,

x3 = j (−µ0)1/3 − ν2

3
.

Si µ1 6= 0,



x1 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
− ν2

3
,

x2 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j2 − ν2

3
,

x3 =
1

3

(
α3 −

3µ1

α3

)
j − ν2

3
.

Remarque D.1. Supposons µ1 = 0. Alors, ∆3 = (27µ0)2 et :

α3 =

(
−27µ0 + |27µ0|

2

)1/3

.

Si µ0 = 2
27
ν3

2 − 1
3
ν1 ν2 + ν0 < 0, alors α3 = 3 (−µ0)

1
3 6= 0 et (D.9) est bien défini. Nous

remarquons alors que les valeurs des racines données par (D.5) ou (D.9) coïncident. Dans ce
cas, nous avons alors deux représentations possibles pour les racines de P3, (D.5) étant plus
“légère” dans ce cas.

Par contre, si µ0 > 0, alors α3 = 0 et (D.9) n’est plus défini. Dans ce cas, seul (D.5) est
défini.

La variété µ1 = 0 est très importante en pratique. En effet, à l’approche de cette variété,
les expressions par radicaux (D.9) tendent vers une forme indéterminée de la forme “zéro di-
visé par zéro”. Cela pourra poser des problèmes d’évaluation des racines lorsque la précision
de calcul disponible est limitée.

Par exemple, pour ε ∈ R, posons :
ν0 = 1,
ν2 = 1,
ν1 = 1

3
ν2

2 + ε.
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Pour ε = 0, les valeurs de paramètres choisies sont exactement sur la variété µ1 = 0. En choi-
sissant ε = 1/100, l’évaluation des expressions (D.9) avec 12 chiffres après la virgule donne
des résultats proches des véritables racines (obtenues par une isolation certifiée) à 10−4 près,
tandis que l’évaluation de (D.5) n’est précise qu’à 10−1 près. En revanche, pour ε = 1/1000,
l’évaluation numérique de (D.9) n’est précise qu’à 10−1 près tandis que (D.5) est précise à
10−3 près. Pour ε = 1/100000, nous constatons que l’évaluation numérique de (D.9) diverge.
Il est donc difficile d’avoir une bonne précision de calcul en évaluant des expressions par
radicaux à l’approche de cette variété. Il pourra donc être préférable d’utiliser une technique
d’isolation de racines, voir par exemple [CA76].

Eval. num. des Eval. num. des Isolation
ε formes closes (D.9) formes closes (D.5) numérique

(cas µ1 6= 0) (cas µ1 = 0) certifiée

1/100 −1.31630193883 −1.32083202280 −1.31631186149

1/1000 −1.33300000000 −1.32083202280 −1.32038047536

1/100000 −∞ −1.32083202280 −1.32038047536

Table D.1 – Test

Remarque D.2. [Zwi02] donne une expression des racines de P3 faisant intervenir des
fonctions trigonométriques. Pour µ1 6= 0, celles-ci s’écrivent :

x̃i := 2

√
−µ1

3
cos

(
1

3
acos

(
3µ0

2µ1

√
−3

µ1

)
− 2 (i− 1) π

3

)
− ν2

3
, i = 1, 2, 3. (D.10)

Remarque D.3. Lorsque P3 possède une seule racine réelle et si µ1 6= 0, [Hol02] montre
que l’on peut exprimer cette racine réelle à l’aide de fonctions hyperboliques :

xr :=


−2 sgn(µ0)

√
−µ1

3
cosh

(
1

3
arccosh

(
−3 |µ0|

2 ν1

√
− 3

µ1

))
− ν2

3
, si

{
µ1 < 0,

4µ3
1 + 27µ2

0 > 0,

−2

√
µ1

3
sinh

(
1

3
arcsinh

(
3µ0

2µ1

√
3

µ1

))
− ν2

3
, si µ1 > 0.

(D.11)

D.2.2 Racine réelle maximale

Avec des radicaux

Soit P3 := X3 + ν2X
2 + ν1X + ν0. Notons par x1, x2, x3 les racines de P3 conformément

à la Proposition D.3. Notons ∆ son discriminant divisé par (−27) :

∆ := ∆3/27 = ν2
0 + 2

2 ν2
2 − 9 ν1

27
ν2 ν0 +

4 ν1 − ν2
2

27
ν2

1 .
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Les racines de ∆ en ν0, qui nous serviront par la suite, s’écrivent :

δ1 :=
ν2

3

(
−2 ν2

2

9
+ ν1

)
+

2

27

√
(ν2

2 − 3 ν1)
3
, δ2 :=

ν2

3

(
−2 ν2

2

9
+ ν1

)
− 2

27

√
(ν2

2 − 3 ν1)
3
.

(D.12)
Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition D.4. La racine x1 est la racine réelle maximale de P3 si et seulement si :

{
µ1 = 0,

µ0 ≤ 0,
ou


ν2 ∈ R,

ν1 ∈
]
ν2

2

3
; ∞

[
,

ν0 ∈ R,

ou


ν2 ∈ R,

ν1 ∈
]
−∞ ;

ν2
2

3

[
,

ν0 ∈ ]−∞ ; δ1] .

La racine x3 est la racine réelle maximale de P3 si et seulement si :

{
µ1 = 0,

µ0 ≥ 0,
ou


ν2 ∈ R,

ν1 ∈
]
−∞ ;

ν2
2

3

[
,

ν0 ∈ [δ1 ; ∞[ .

Démonstration. Nous cherchons quelle expression par radicaux, parmi celles de la Propo-
sition D.3, correspond à la racine réelle maximale du polynôme P3. Cette expression est
susceptible de varier suivant les valeurs des paramètres ν0, ν1 et ν2. Si tel est le cas, nous
aimerions savoir pour quelle condition cette expression change.

Nous proposons alors d’identifier le lieu des racines sur lequel deux racines de P3 sont
égales. Ce lieu s’appelle la variété discriminante de P3 (voir Section 3.1.10). Celle-ci, notée
∆ = 0, sépare l’espace des paramètres en cellules (c’est-à-dire en semi-algébriques de l’es-
pace des paramètres) dans lesquelles le nombre de racines réelles de P3 est constant (voir
Section 3.1.10). Disposant des frontières de ces cellules, une isolation numérique certifiée
des racines en un point donné de chaque cellule permet de dénombrer le nombre de racines
réelles dans ladite cellule. Noter que nous pourrions aussi évaluer les expressions par radi-
caux des racines afin de déterminer le nombre de racines réelles, mais nous pourrions perdre
l’aspect certifié. Pour plus de détails sur les variétés discriminantes, se référer à [LR07] ou
[Mor08]. Pratiquement, ce genre de calcul peut se faire à l’aide de Maple et de la commande
CellDecomposition du package RootFinding[Parametric].

Cependant, notons que nous ne voulons pas uniquement déterminer combien de racines
réelles comporte chaque cellule, mais aussi à quelle expression par radicaux correspond la
racine réelle maximale. Nous devons alors prendre en compte le domaine de définition des
expressions par radicaux introduites dans la Proposition D.3.

Étudier la variété discriminante de P3 permet de savoir si deux ou plus racines de P3 coïn-
cident lorsque les paramètres ν0, ν1 et ν2 changent, le lieu sur lesquelles elles se rencontrent
étant exactement la variété discriminante. Cette propriété est uniquement liée au polynôme
P3 et est indépendante de la représentation par radicaux des racines de P3 que nous avons
mis en avant.
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• Soit µ1 = 0. L’annulation du discriminant de P3 coïncide alors exactement avec l’annu-
lation de µ0. On distingue alors deux cas : µ0 ≤ 0 et µ0 ≥ 0. L’évaluation des racines (D.5)
dans un point de chaque cas permet de conclure quant à l’expression de la racine maximale.

• Soit µ1 6= 0. Nous pouvons alors considérer le discriminant générique de P3, noté ∆. Une
décomposition de l’espace des paramètres suivant cette variété discriminante, et l’évaluation
des racines par radicaux (D.9) en chaque point de chaque cellule permet alors de conclure
quant à l’expression de la racine maximale de P3.

Noter que lorsque ν0 = δ1 ou ν0 = δ2, P3 admet une racine multiple car on est alors sur la
variété discriminante. Ainsi, pour ces valeurs de paramètres, il existe plusieurs expressions
par radicaux donnant la racine multiple maximale. Ceci est indiqué dans la Proposition D.4
par des crochets fermants pour les intervalles en ν0.

Remarque D.4. Noter que la borne ν1 = ν3
2/3 est racine du discriminant de ∆3 en ν2. Cette

borne correspond exactement au cas particulier où les expressions (D.9) ne sont pas définies.

De la Proposition D.4, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire D.1. Si les racines de P3 sont toutes réelles, alors l’expression par radicaux de
la solution maximale est x1.

Avec fonctions trigonométriques

Supposons µ1 6= 0. Conformément à la Remarque D.2, notons par x̃1, x̃2, x̃3 les expressions
par fonctions trigonométriques des racines de P3. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition D.5. La forme close x̃1 représente la réelle maximale de P3 si et seulement si :

ν2 ∈ R, ν1 <
ν2

2

3
, ν0 ≤ δ1.

La forme close x̃2 est la seule racine réelle de P3 (d’où la réelle maximale) si et seulement si :

ν2 ∈ R, ν1 >
ν2

2

3
, ν0 ∈ R.

La forme close x̃3 est la seule racine réelle de P3 (d’où la réelle maximale) si et seulement si :

ν2 ∈ R, ν1 <
ν2

2

3
, ν0 ≥ δ1.

Lorsque 3 ν1 − ν2
2 = 0, il y a une seule racine réelle (voir Proposition D.2).

Démonstration. Comme pour la Proposition D.4, la preuve se base sur le calcul d’une variété
discriminante de P3.

Remarque D.5. Lorsque les racines de P3 sont toutes réelles, l’expression par radicaux de
la solution maximale est x̃1. Les racines de P3 sont toutes réelles si et seulement si :

ν2 ∈ R, ν1 <
ν2

2

3
, δ2 ≤ ν0 ≤ δ1.
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D.3 Polynômes de degré 4

Pour i ∈ {0, 1, 2, 3}, soient νi ∈ R. Considérons le polynôme de degré 4 suivant :

P4 := X4 + ν3X
3 + ν2X

2 + ν1X + ν0. (D.13)

D.3.1 Racines par radicaux

Cette section reprend la méthode de Ferrari pour exprimer les racines de P4 [Mut80].

En appliquant le changement de variable X = Y − ν3
4

à P4, nous éliminons le terme en
X3 et nous obtenons le polynôme suivant

Q4 := Y 4 + µ2 Y
2 + µ1 Y + µ0, (D.14)

où : 
µ2 := −3

8
ν2

3 + ν2,

µ1 :=
1

8
ν3

3 −
1

2
ν2 ν3 + ν1,

µ0 := − 3

256
ν4

3 +
1

16
ν2 ν

2
3 −

1

4
ν1 ν3 + ν0.

Nous allons maintenant travailler sur Q4 = 0 pour faire apparaître des termes au carré.
Premièrement, de Q4 = 0, nous avons :(

Y 2 +
µ2

2

)2

= −µ1 Y − µ0 +
1

4
µ2

2. (D.15)

On aimerait faire apparaître un carré parfait dans le membre de droite. On distingue alors
deux cas. Le premier correspond au cas où ce carré parfait apparaît naturellement, c’est-à-
dire µ1 = 0. Le polynôme Q4 est alors quadratique en Y 2. Le second correspond à un cas
plus général où µ1 6= 0.

• Cas µ1 = 0.

Supposons µ1 = 0. L’équation (D.14) est un carré parfait en Y. Soient (ε1, ε2) ∈ {−1, 1}2.
On peut alors se ramener aux formules d’une équation quadratique afin d’obtenir le carré
des racines de Q4 :

y2 :=
1

2

(
ε2

√
µ2

2 − 4µ0 − µ2

)
.

Notons ε := (ε1, ε2). Les racines de P4 s’écrivent alors :

x(ε) := ε1

√
2

2

√
ε2

√
µ2

2 − 4µ0 − µ2.

• Cas µ1 6= 0.

Supposons maintenant µ1 6= 0. On peut introduire un paramètre u4 ∈ C afin de modifier
la partie de droite de (D.15)(

Y 2 +
µ2

2
+ u4

)2

= −µ1 Y − µ0 +
1

4
µ2

2 + 2u4 Y
2 + µ2 u4 + u2

4, (D.16)
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l’objectif étant d’arriver à une expression de la forme, pour u4 6= 0 :(
Y 2 +

µ2

2
+ u4

)2

=

(√
2u4 Y −

1

2
√

2u4

µ1

)2

. (D.17)

En développant le terme de droite de (D.17), et en égalisant avec le terme de droite de (D.16),
on trouve que u4 doit satisfaire l’équation cubique en U suivante :

Eu := U3 + µ2 U
2 +

(
1

4
µ2

2 − µ0

)
U − 1

8
µ2

1 = 0. (D.18)

On peut trouver les solutions de cette équation par radicaux en se servant de la proposi-
tion D.3. Notons : 

p4 := −
(

1

12
µ2

2 + µ0

)
,

q4 :=
µ2

3

(
µ0 −

µ2
2

36

)
− µ2

1

8
,

δ4 := 27
(
4 p3

4 + 27 q2
4

)
,

α4 :=

(
−27 q4 +

√
δ4

2

) 1
3

.

Une solution de Eu est alors donnée par :

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
, si p4 6= 0,

(−q4)1/3 − µ2

3
, si p4 = 0.

Connaissant une solution u de Eu, on en déduit alors y solution de Q4 car l’on se retrouve
avec des formes quadratiques. En effet, en prenant ε1 ∈ {−1, 1}, y est alors solution de

Y 2 +
µ2

2
+ u4 = ε1

(√
2u4 Y − µ1

1

2
√

2u4

)
,

que l’on peut réécrire :

Ey(ε1) := Y 2 − ε1

√
2u4 Y +

µ2

2
+ u4 + ε1 µ1

1

2
√

2u4

= 0. (D.19)

Le discriminant de Ey(ε1) en Y est donné par

∆y(ε1) := −2

(
u4 + µ2 +

ε1 µ1√
2u4

)
, (D.20)

et, en notant ε2 ∈ {−1, 1}, les solutions de (D.19) s’écrivent alors :

Y = ε1

√
2

2

√
u4 + ε2

1

2

√
∆y(ε1). (D.21)

Pour retrouver les solutions en X, il suffit alors d’appliquer le changement de variable X =
Y − ν3

4
. On a alors :

X = ε1

√
2

2

√
u+ ε2

1

2

√
∆y(ε1)− ν3

4
. (D.22)

Remarque D.6. Dans le cas où µ1 = 0, l’équation (D.18) admet nécessairement une racine
nulle (produit des racines égal à 0), ce qui pose des problèmes dans (D.17) (division par
zéro). Ceci justifie la nécessité de distinguer plusieurs cas.
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Récapitulatif

En unifiant certaines notations et en regroupant l’ensemble des cas précédents, nous
obtenons la proposition suivante.

Proposition D.6. Soit P4 := X4 + ν3X
3 + ν2X

2 + ν1X + ν0. Notons :

µ2 := −3

8
ν2

3 + ν2,

µ1 :=
1

8
ν3

3 −
1

2
ν2 ν3 + ν1,

µ0 := − 3

256
ν4

3 +
1

16
ν2 ν

2
3 −

1

4
ν1 ν3 + ν0,

p4 := −
(

1

12
µ2

2 + µ0

)
,

q4 :=
µ2

3

(
µ0 −

µ2
2

36

)
− µ2

1

8
,



δ4 := 27
(
4 p3

4 + 27 q2
4

)
,

α4 :=

(
1

2

(√
δ4 − 27 q4

)) 1
3

,

u4 :=


1

3

(
α4 −

3 p4

α4

− µ2

)
, si p4 6= 0,

(−q4)1/3 − µ2

3
, si p4 = 0,

ε1 := ±1, ε2 := ±1,

∆4 := −
(
u4 + µ2 + ε1

µ1√
2u4

)
.

Les racines de P4 admettent les formes par radicaux suivantes :

x(ε1, ε2) :=


√

2

2

(
ε1

√
u4 + ε2

√
∆4

)
− ν3

4
, si µ1 6= 0,

ε1

√
2

2

√
ε2

√
µ2

2 − 4µ0 − µ2, si µ1 = 0.

D.3.2 Racine réelle maximale

La section précédente donne des formules explicites pour les racines de P4, polynôme de
degré 4 en la variable X. Cette sous-section a pour objectif de montrer quelle expression par
radicaux est la racine réelle maximale de P4 en fonction des valeurs des paramètres νi.

Les racines de P4 s’écrivent x(ε1, ε2) et sont définies à la Proposition D.6. Notons ∆Q le
discriminant du polynôme Q4 défini par (D.14) en la variable Y . Nous avons alors :

∆Q := 256
(
µ3

0 + β2 µ
2
0 + β1 µ0 + β0

)
,

β2 := −µ
2
2

2
,

β1 :=
µ2

16

(
µ2

3 + 9µ2
1

)
,

β0 := −µ
2
1

64

(
µ2

3 +
27

4
µ2

1

)
.

Notons par ri, i ∈ {1, 2, 3}, les racines de ∆Q en µ0. Avec les notations

p3 := −1

3
β2

2 + β1,

q3 :=
2

27
β3

2 −
1

3
β1 β2 + β0,

δ3 = 27
(
4 p3

3 + 27 q2
3

)
,

α3 :=

(
−27 q3 +

√
δ3

2

)1/3

,
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la Proposition D.3 permet d’exprimer celles-ci comme suit :


r1 = (−q3)1/3 − β2

3
,

r2 = j2 (−q3)1/3 − β2

3
,

r3 = j (−q3)1/3 − β2

3
,

si p3 = 0,



r1 =
1

3

(
α3 −

3 p3

α3

− β2

)
,

r2 =
1

3

(
α3 j

2 − 3 p3

α3 j
− β2

)
,

r3 =
1

3

(
j α3 −

3 p3

α3 j2
− β2

)
.

si p3 6= 0.

Notons aussi, pour µ2 ≤ 0, µ?1 :=

√
−8µ3

2

27
et µ?0 := −µ

2
2

12
. De plus, définissons les cellules

suivantes : 

C1 := {µ2 ≤ 0, µ1 ≤ −µ?1, µ0 ≤ r1} ,
C2 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ [−µ?1 ; 0[ , µ0 ∈ ]−∞ ; r1] \ {µ?0}} ,
C3 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ ]0 ; µ?1] , µ0 ∈ ]µ?0 ; r2]} ,
C4 := {µ2 ≥ 0, µ1 < 0, µ0 ≤ r1} ,
C5 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ ]0 ; µ?1] , µ0 ∈ ]−∞ ; µ?0[ ∪ [r2 ; r1]} ,
C6 := {µ2 ≤ 0, µ1 ≥ µ?1, µ0 ≤ r1} ,
C7 := {µ2 ≥ 0, µ1 > 0, µ0 ≤ r1} ,
C8 := {µ2 ≤ 0, µ1 ∈ [−µ?1 ; 0[} ,
C9 := {µ2 ≥ 0, µ1 > 0} .

(D.23)

Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition D.7. • Supposons µ1 = 0. Alors, x(1, 1) est la racine réelle maximale de P4.
• Supposons µ1 6= 0 et µ0 6= µ?0. Alors, nous avons les deux cas suivants :

– x(1, 1) est la racine réelle maximale de P4 si et seulement si :

µ ∈ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4.

– x(1,−1) est la racine réelle maximale de P4 si et seulement si :

µ ∈ C5 ∪ C6 ∪ C7.

• Supposons µ1 6= 0 et µ0 = µ?0. Alors, nous avons les deux cas suivants :
– x(1,−1) est racine réelle maximale de P4 si et seulement si :

µ ∈ C8 ∪ C9.

– x(1, 1) est racine maximale de P4 dans le cas contraire.

Démonstration. Dans un premier temps, nous donnons les grandes idées de la démonstration.
Le discriminant de P4, augmenté des variétés singulières µ0 = µ?0 et µ1 = 0, décompose l’es-
pace des paramètres en cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de P4 est constant
et dont les racines exprimées par radicaux sont continues. L’identification de l’expression par
radicaux correspondant à la racine réelle maximale se fait en évaluant les expressions par
radicaux en un point témoin de chaque cellule. Insistons sur le fait que µ0 = µ?0 et µ1 = 0
sont des cas particuliers où les expressions par radicaux changent sur ces variétés. Ils doivent
donc être traités séparément.
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Pratiquement, cette démonstration est réalisée en utilisant le logiciel Maple et la com-
mande CellDecomposition du package RootFinding[Parametric]. Pour le cas général, nous
utilisons la commande

CellDecomposition ([P4 = 0, µ1 6= 0, µ2
2 + 12µ0 6= 0], [X], [µ0, µ1, µ2]),

qui décompose l’espace des paramètres en 22 cellules. L’évaluation d’un point témoin en cha-
cune de ces cellules nous permet alors d’identifier quelle expression par radicaux correspond
à la solution réelle maximale dans la cellule considérée. Nous pouvons ensuite regrouper ces
cellules en un plus petit nombre de cellules C1, · · · , C7 définies en (D.23).

Pour le cas particulier µ2
2 + 12µ0 = 0, nous remplaçons µ0 par µ?0 dans P4 pour obtenir

le polynôme suivant :
P ?

4 (X,µ2, µ1) := P4(X,µ2, µ1, µ0 = µ?0).

L’utilisation de la commande Maple

CellDecomposition ([P ?
4 = 0, µ1 6= 0], [X], [µ1, µ2])

permet de décomposer l’espace des paramètres en 6 cellules. Nous regroupons alors ces cel-
lules en fonction de l’expression de la solution réelle maximale, ce qui donne les cellules C8

et C9.

Pour le cas µ1 = 0, la démonstration est triviale car l’équation correspondante se ramène
alors à une simple équation quadratique.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Corollaire D.2. Toutes les racines de P4 sont réelles si et seulement si :
µ2 ∈ ]−∞; 0] ,

µ1 ∈ [−µ?1 ; µ?1] ,

µ0 ∈ [r3 ; r2] .

De plus, dans ces intervalles, l’expression par radicaux de la solution réelle maximale est
donnée par x(1, 1).
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Annexe E

Complexité algorithmique et binaire
d’une RUR de E

Le Chapitre 3 montre comment réduire l’étude de l’équation de Riccati algébrique R = 0
à l’étude d’un système d’équations polynomiales E . Ce même chapitre montre comment
résoudre E à l’aide de méthodes symboliques telles que les bases de Gröbner ou les Re-
présentations Univariées Rationnelles (RUR). Ces méthodes symboliques reposent sur des
opérations symboliques. Par conséquent, le coût de calcul de celles-ci augmente lorsque la
taille des matrices ou la taille des coefficients des matrices A,B,C augmentent.

Afin d’estimer précisément la difficulté de la résolution de ces systèmes, et ainsi pou-
voir identifier les classes de systèmes pour lesquelles les algorithmes présentés au Chapitre 3
peuvent être appliquées, nous allons étudier la complexité du système E . Plus précisément,
nous sommes intéressés pour les bornes sur la taille de la représentation des solutions de la
RUR. De telles bornes ont la particularité d’être intrinsèques dans le sens où elles ne dé-
pendent que des objets algébriques/géométriques étudiés et non de l’algorithme utilisé pour
les calculer.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions et notations que nous utiliserons
par la suite.

E.1 Définitions et notations

Définition E.1. Le taille binaire d’un nombre entier p, noté τp, est le nombre de bits requis
pour le représenter, c’est-à-dire floor(log2(p)) + 1, où floor(•) désigne l’arrondi inférieur. Si p
est rationnel, alors son taille binaire est le maximum des taille binaire de son numérateur et
de son dénominateur. Si p est un polynôme, alors sa taille binaire est le maximum des taille
binaire de ses coefficients.

Dans la suite, précisons aussi que nous utiliserons la notation O pour l’étude des bornes
asymptotiques supérieures : si f et g sont deux fonctions de la variable réelle x et qu’il existe
des constantes N et C telles que

∀x > N, |f(x)| ≤ C |g(x)|,

alors nous dirons que f est dominée par g en +∞ et nous noterons f(x) = O(g(x)).
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Rappelons aussi que le système résultant de l’ERA R = 0 d’ordre n est donné par
l’ensemble de n polynômes {Bk}0≤k≤n−1 en les n variables bk, k = 0, . . . , n− 1, où :

Bk := b2
k + 2

n∑
m=1

(−1)m bk−m bk+m − d2k, 1 ≤ k ≤ n− 1,

d2k := 2
n∑

m=1

(−1)m (ak−m ak+m + ck−m ck+m) + a2
k + c2

k, 1 ≤ k ≤ n− 1.

(E.1)

Rappelons que nous fixons :{
ak := 0, bk := 0, ck := 0, k ∈ Z\J0, nK,
an := 1, bn := 1, cn := 0.

Afin de calculer des bornes sur la taille des polynômes de la RUR, nous utilisons la
formulation classique donnée dans [VdWAN50, Ren89] qui exprime ces polynômes comme
facteurs d’un polynôme particulier appelé polynôme u-résultant.

E.2 Résultant multivarié, u-résultant et RUR
Le polynôme u-resultant est un cas particulier du résultant multivarié [CLO06, Chap.

3]. Nous rappelons sa définition ci-dessous. Pour cela, considérons f1, . . . , fn des polynômes
homogènes en les variables x1, . . . , xn, chacun de degré di, donnés par :

fi =
∑

j1+···+jn=di

u
(i)
j1,...,jn

xj11 . . . x
jn
n .

De plus, notons par Z[u] l’anneau des polynômes à coefficients entiers en les coefficients
u

(i)
j1,...,jn

des fi. Nous notons par Pn := Pn(C) = Cn+1\{0} l’espace projectif de Cn. Le
résultant multivarié de f1, . . . , fn se définit alors de la manière suivante.

Définition E.2. Le résultant de f1, . . . , fn est un polynôme irréductible de Z[u] qui s’annule
uniquement si {f1 = · · · = fn = 0} a une solution non triviale dans Pn.

Le degré du résultant multivarié possède la propriété suivante.

Théorème E.1. [CLO06, Thm. 3.1] Le résultant de f1, . . . , fn est un polynôme homogène de
degré

∏
j 6=i dj en le coefficient u(i)

j1,...,jn
De plus, le degré total de ce polynôme est

∑n
j=1

∏
i 6=j di.

Dans le cas de polynômes f1, . . . , fn à coefficients dans Q, le précédent théorème peut se
réécrire, par spécialisation, de la manière suivante.

Théorème E.2. Soient f1, . . . , fn des polynômes homogènes en x1, . . . , xn, chacun de degré
di et à coefficients rationnels de taille binaire τi. Le résultant de f1, . . . , fn est un nombre
rationnel de taille binaire O(

∑n
j=1 τj

∏
i 6=j di).

D’un point de vue calculatoire, le polynôme résultant apparaît comme un facteur spéci-
fique du déterminant d’une matrice appelée matrice de Macaulay. Pour plus de détails sur la
construction de cette matrice, ainsi que sur le calcul du résultant, voir [Mac02, VdWAN50]
et leurs références.

Comme nous le mentionnons au début de cette annexe, nous pouvons utiliser le résultant
pour calculer une RUR d’un ensemble de zéros de polynômes non-homogènes f1, . . . , fn en
les variables x1, . . . , xn. Pour cela, nous pouvons suivre les étapes suivantes :
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– Homogénéiser les polynômes f1, . . . , fn en introduisant une variable supplémentaire
xn+1.

– Ajouter au système un nouveau polynôme de la forme U := u0 t+ u1 x1 + . . .+ un xn,
où t, u0, . . . , un sont les nouvelles indéterminées.

– Calculer le résultant du nouveau système par rapport aux variables x1, . . . , xn, xn+1.
Le résultant obtenu est alors un polynôme en les variables t, u0, u1, . . . , un. Il porte le nom

de polynôme u-résultant. En notant ce polynôme par R(t, u0, u1, . . . , un) et en supposant que
a1 x1 + . . .+an xn est une forme linéaire séparante des zéros du système {f1 = · · · = fn = 0},
alors les polynômes de la RUR, calculés par rapport à cette forme linéaire, sont donnés par : f(t) = R(t, 1, a1, . . . , an),

gi(t) = ∂R
∂ui

(t, 1, a1, . . . , an)/ gcd(f, ∂f
∂t

), i = 1, . . . , n.

Voir [Ren89] pour une preuve des formules ci-dessus et plus de détails.

E.3 Complexité algorithmique et binaire d’une RUR

En utilisant les formules ci-dessus et les Théorèmes E.1 et E.2, nous pouvons esti-
mer la taille du premier polynôme de la RUR d’un système de polynômes non-homogènes
{f1, . . . , fn}.

Théorème E.3. Soit f1, . . . , fn un ensemble de polynômes non-homogènes en les variables
x1, . . . , xn, chacun de degré di et de coefficients de taille binaire au plus τi. Soit
a1 x1 + . . . + an xn une forme linéaire séparante des zéros de f1, . . . , fn, de taille binaire
borné par τs. Alors, le premier polynôme f(t) de la RUR a un degré en t égal à

∏n
i=1 di et

son taille binaire est en O
(

(
∑n

j=1 τj
∏

i 6=j di) + (τs
∏n

i=1 di)
)
.

Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant la définition de f . En effet, après homo-
généisation par la variable xn+1, nous obtenons de nouveaux polynômes F1, . . . , Fn, de même
degré et taille binaire que f1, . . . , fn auxquels nous ajoutons le polynôme
U := u0 t+ u1 x1 + . . .+ un xn. Alors, d’après le Théorème E.1, le résultant de U, F1, . . . , Fn
est un polynôme en les variables t, u0, . . . , un dont le degré en ces variables est

∏n
i=1 di

et de taille binaire en O(
∑n

j=1 τj
∏

i 6=j di). En substituant les variables u0, u1, . . . , un par
1, a1, . . . , an dans ce polynôme, nous obtenons alors un polynôme en t de degré

∏n
i=1 di et de

taille binaire en O((
∑n

j=1 τj
∏

i 6=j di) + (τs
∏n

i=1 di)).

Afin d’estimer la taille des autres polynômes de la RUR, nous utilisons le résultat suivant
de Mignotte [Mig89].

Théorème E.4. Soit f ∈ Z[x] de degré d et de taille binaire τ . Soit g ∈ Z[x] un polynôme
divisant f dans Z[x]. Alors, le taille binaire de g est en O(d+ τ).

Théorème E.5. En utilisant les notations du Théorème E.3, chaque polynôme gi de la RUR
a un degré en t borné par

∏n
i=1 di − 1 et de taille binaire en

O((
∑n

i=1 τj
∏

i 6=j di) + (τs
∏n

i=1 di) + (
∏n

i=1 di)).

Démonstration. Ce théorème est une conséquence directe de la définition des gi et du Théo-
rème E.4.
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Dans le cas où f1, . . . , fn ont le même degré d et taille binaire τ , et considérant une forme
linéaire séparante de même taille binaire τ , alors les Théorèmes E.3 et E.5 donnent le résultat
suivant.

Corollaire E.1. Les polynômes de la RUR ont le même degré en t borné par dn et leurs
coefficients ont un taille binaire borné en taille par O(τ (dn + n dn−1) + dn).

E.4 Application au système E

Retournons maintenant au problème initial, c’est-à-dire à l’estimation de la taille de la
RUR du système (E.1). Les Bk sont des polynômes en les n variables b0, . . . , bn−1 en les
n paramètres d2k. Leur degré en chacune des variables est 2. En appliquant les résultats
précédents à ces polynômes, nous obtenons alors le théorème suivant.

Théorème E.6. Les polynômes de la RUR du système {Bk = 0}k=0,...,n−1 ont leur degré
en bn−1 borné par 2n. Leurs coefficients sont des polynômes en les paramètres d2 k, k =
0, . . . , n − 1, de degré borné par n 2n−1, et de coefficients rationnels de taille binaire en
O(2n + n 2n−1).

Démonstration. Il suffit d’appliquer les Théorèmes E.3 et E.4.

Remarque E.1. Afin de réduire le coût en calcul, nous pouvons ignorer la première équation
b2

0 − d0 = 0 et considérer b0 comme un paramètre dans les autres équations. Dans ce cas, en
appliquant le théorème précédent, nous obtenons que les polynômes de la RUR ont un degré
en bn−1 borné par 2n−1 et leurs coefficients sont des polynômes en les paramètres b0, d2 k,
k = 1, . . . , n−1, de degré borné par (n−1) 2n−2, et de coefficients rationnels de taille binaire
en O((n− 1) 2n−2).

Exemple E.1. Soit n = 11. Alors, les polynômes de la RUR du système {Bk = 0}k=0,...,10

ont leur degré en b10 borné par 211 = 2048. Leurs coefficients sont des polynômes en les
paramètres d2 k, k = 0, . . . , 10, de degré borné par 11 210 = 11264.
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Annexe F

Modélisation d’un viseur en 2 dimensions

Dans cette annexe, nous présentons une modélisation simple d’un viseur en deux dimen-
sions, décrit par le schéma de la Figure F.1. Une telle représentation permet de comprendre
quelques phénomènes physiques liés aux viseurs comme nous l’avons vu en introduction de
ce mémoire. Nous proposons ici de détailler les calculs permettant d’obtenir les fonctions de
transfert entre le couple moteur et la rotation de la ligne de visée. Nous utilisons ces modèles
afin d’illustrer les méthodes de commande développées dans ce mémoire.

Figure F.1 – Modélisation d’un viseur gyrostabilisé par une double poutre

F.1 Hypothèses et notations
Dans la Figure F.2, nous avons représenté une version plus schématique de la représen-

tation 2D du viseur établie en Figure-F.1 afin d’introduire nos notations.

Le viseur simplifié est soumis à une vibration suivant l’axe ~x. Il est composé de deux
barres de longueur 2 l. La première barre a une masse m1. Son centre de gravité est noté A,
situé à une distance dc du centre de symétrie O et ayant une inertie J1 en A. La position
linéaire du point O est notée x1 et la position angulaire de la première barre est x2. La
deuxième barre a une masse m2. Son centre de gravité est noté B, situé à une distance dg du
centre de symétrie C et ayant une inertie J2 en B. La position linéaire du point C est notée
x3 et la position angulaire de la deuxième barre est x4 := θ. Les deux barres sont reliées en
leurs extrémités par deux ressorts de raideur respectivement k1 et k2.
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Figure F.2 – Schéma simplifié d’un viseur en 2D

Un moteur électrique va créer un couple v sur la première barre en O. Le couple total
Q2 := v = d − u est la différence des couples perturbateurs d et du couple moteur u. Le
support vibrant va créer une force Q1 sur la première barre en O. Le capteur de position
angulaire inertiel (gyroscope) ou de vitesse inertielle (gyromètre) est placé sur la deuxième
barre. Ils mesurent respectivement x4 := θ ou ẋ4 := θ̇. Un accéléromètre peut être positionné
sur la deuxième barre pour mesurer l’accélération linéaire ẍ3.

Dans la suite, nous nous limiterons au cas sans balourd, c’est-à-dire à dy = dc = 0 (voir
Figure F.2). Les centres de gravité des deux poutres sont alors confondus avec les axes de
rotation. Les vitesses généralisées seront notées ẋi := dxi

dt
= vxi ou en variable de Laplace,

par s x̂i. Les accélérations généralisées seront notées ẍi := d2xi
dt2

= axi ou, en variable de
Laplace par s2 x̂i. La première barre est entraînée en vibration linéaire ẍ1, ce qui va induire
une accélération linéaire ẍ3 sur la deuxième. Comme, par hypothèse k1 6= k2, cette vibration
linéaire va aussi produire une rotation x4 := θ de la deuxième barre. Les mouvements linéaires
vont créer des mouvements angulaires. Quand un couple Q2 := v est appliqué à la première
barre, celle-ci se met en rotation. Par contre, l’inertie de la deuxième barre tend à immobiliser
cette dernière. Il en résulte une déformation au niveau des ressorts.

F.2 Équations de la mécanique
L’objectif de ce paragraphe est de trouver la relation qui relie la rotation x4 (visible par

un gyromètre) au couple Q2. Pour simplifier les calculs, dans un premier temps, nous allons
négliger l’amortissement des ressorts f1 = f2 = 0. À partir de l’énergie cinétique

2T = m1 ẋ
2
1 + J1 ẋ

2
2 +m2 ẋ

2
3 + J2 ẋ

2
4,

et de l’énergie potentielle

2V = k1 (x3 + l sin (x4)− x1 − l sin (x2))2 + k2 (x3 − l sin (x4)− x1 + l sin (x2))2 ,

nous pouvons définir le Lagrangien comme la différence entre l’énergie cinétique et l’énergie
potentielle :

L := T − V. (F.1)

Les forces généralisées Qi vont créer un travail virtuel W . Dans notre cas, les deux seules
forces généralisées sont d’une part le couple total au niveau de la motorisation Q2 et d’autre
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part la force de réaction du porteur Q1. Elles interviennent respectivement sur les déplace-
ments généralisés x2 et x1. Nous obtenons alors :

∂W

∂x1

=
∂

∂x1

(Q1 x1) = Q1,

∂W

∂x2

=
∂

∂x2

(Q2 x2) = Q2,

Qi = 0, i 6= 1, 2.

Pour chaque degré de liberté xi et vitesse ẋi, les 4 équations d’Euler-Lagrange sont :

d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
− ∂L

∂xi
= Qi, i = 1, . . . , 4. (F.2)

Après linéarisation (en prenant de petits angles et en négligeant les produits de vitesse),
nous obtenons le système d’équations ci-dessous (en remplaçant la dérivation par la variable
s de Laplace) :

(
k1 + k2 +m1s

2
)
x̂1 + (k1 − k2) l x̂2 − (k1 + k2) x̂3 − (k1 − k2) l x̂4 = Q̂1,

(k1 − k2) l x̂1 +
(
J1s

2 + (k1 + k2) l2
)
x̂2 − (k1 − k2) l x̂3 − (k1 + k2) l2 x̂4 = Q̂2,

− (k1 + k2) x̂1 − (k1 − k2) l x̂2 +
(
m2s

2 + k1 + k2

)
x̂3 + (k1 − k2) l x̂4 = 0,

− (k1 − k2) l x̂1 − (k1 + k2) l2 x̂2 + (k1 − k2) l x̂3 +
(
J2s

2 + (k1 + k2) l2
)
x̂4 = 0.

Pour introduire l’effet des amortissements visqueux (f1, f2) des deux ressorts, opérons le
changement de variable suivant :

k1 → k1 + f1 s, k2 → k2 + f2 s.

Finalement le système mécanique des deux poutres est modélisé par 4 équations différentielles
ordinaires du second ordre suivantes :

(
m1s

2 + (f1 + f2) s+ k1 + k2

)
x̂1 + ((f1 − f2) ls+ (k1 − k2) l) x̂2

+ ((−f1 − f2) s− k1 − k2) x̂3 + ((−f1 + f2) ls+ (−k1 + k2) l) x̂4 = Q̂1,

((f1 − f2) ls+ (k1 − k2) l) x̂1 +
(
J1s

2 + (f1 + f2) l2s+ (k1 + k2) l2
)
x̂2

+ ((−f1 + f2) ls+ (−k1 + k2) l) x̂3 +
(
(−f1 − f2) l2s+ (−k1 − k2) l2

)
x̂4 = Q̂2,

((−f1 − f2) s− k1 − k2) x̂1 + ((−f1 + f2) ls+ (−k1 + k2) l) x̂2

+
(
m2s

2 + (f1 + f2) s+ k1 + k2

)
x̂3 + ((f1 − f2) ls+ (k1 − k2) l) x̂4 = 0,

((−f1 + f2) ls+ (−k1 + k2) l) x̂1 +
(
(−f1 − f2) l2s+ (−k1 − k2) l2

)
x̂2

+ ((f1 − f2) ls+ (k1 − k2) l) x̂3 +
(
J2s

2 + (f1 + f2) l2s+ (k1 + k2) l2
)
x̂4 = 0.

Comme le mouvement de x1 est imposé par l’extérieur du système et que nous ne sommes pas
intéressés par Q1, il est possible d’exprimer x2, x3, x4 en fonction de Q2 et x1. Maintenant,
si l’on pose

∆f := f1 − f2, ∆k := k1 − k2, Σf := f1 + f2, Σk := k1 + k2,

a := Σf s+ Σk, b := (∆f s+ ∆k) l,

nous obtenons la matrice de masse suivante

M =

J1s
2 + a l2 −b −a l2
−b m2s

2 + a b
−a l2 b J2s

2 + a l2

 ,
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qu’il est possible d’inverser en utilisant son déterminant, défini par :

det (M) = m2 J1 J2 s
6 +

(
(J1 + J2) l2m2 + J1J2

)
as4 +

(
(J1 + J2) l2 a2 − (J1 + J2) b2

)
s2 .

Proposition F.1. Le système linéaire correspondant à la modélisation du viseur 2D précé-
dent, dont les variables de sortie sont x2 (la rotation du cadre), x3 et x4 (respectivement la
translation et la rotation du cœur), et les entrées Q2 (le couple total) et x1 (le déplacement
du support), est défini parx̂2

x̂3

x̂4

 = M−1

1
0
0

 Q̂2 +

−ba
b

 x̂1

 , M−1 =
N †

(J1 + J2) s2D†
, (F.3)

avec

N † :=

J2m2 s
4 +

(
J2 +m2l

2
)
as2 + α J2 b s

2 m2 a l
2 s2 + α

J2 b s
2 J1 J2 s

4 + (J1 + J2) al2s2 −J1 b s
2

m2 a l
2 s2 + α −J1 b s

2 J1m2 s
4 +

(
J1 +m2 l

2
)
as2 + α

 ,

D† := α +

(
J1 J2

J1 + J2

+m2 l
2

)
a s2 +

J1 J2

J1 + J2

m2 s
4,

et :
∆f := f1 − f2, ∆k := k1 − k2, Σf := f1 + f2, Σk := k1 + k2,

a := Σf s+ Σk, b := (∆f s+ ∆k) l,

α := a2 l2 − b2 = 4 k1 k2 l
2 + 4 (f1 k2 + f2 k1) l2 s+ 4 f1 f2 l

2 s2 .

F.3 Flexibilité

Nous allons nous intéresser maintenant à la fonction de transfert de la mesure du gyro-
scope x4 en fonction du couple total Q2. Cette fonction de transfert P = x̂4

Q̂2

∣∣∣
x̂1=0

s’appelle
la flexibilité.

F.3.1 Flexibilité exacte

Pour calculer la flexibilité, il faut poser x̂1 = 0 dans l’équation (F.3) et ne prendre en
compte que les termes N †3,1 et D†, puis introduire la nouvelle variable :

β :=
α

4 k1 k2 l2
= 1 +

(
f1

k1

+
f2

k2

)
s+

f1 f2

k1 k2

s2 .

Nous avons alors que l’angle du gyroscope est défini en fonction du couple total par

P :=
x̂4

Q̂2

=
N

(J1 + J2) s2D
,

où le numérateur vaut

N :=
N †3,1

4 k1 k2 l2
= 1 +

(
f1

k1

+
f2

k2

)
s+

(
f1 f2

k1 k2

+m2
k1 + k2

4 k1 k2

)
s2 +m2

f1 + f2

4 k1 k2

s3,
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et le dénominateur est le système du 6e ordre défini par :

D :=
D†

4 k1 k2 l2

= 1 +

(
f1

k1

+
f2

k2

)
s+

(
f1 f2

k1 k2

+

(
J1 J2

J1 + J2

+m2 l
2

)
k1 + k2

4 k1 k2 l2

)
s2

+

(
J1 J2

J1 + J2

+m2 l
2

)
f1 + f2

4 k1 k2 l2
s3 +

J1 J2

J1 + J2

m2

4 k1 k2 l2
s4.

Corollaire F.1. Posons les nouvelles inertie et raideur suivantes :

Je :=
J1 J2

J1 + J2

, ke := 4
k1 k2

k1 + k2

l2.

Alors, nous avons la flexibilité avec 2 modes mécaniques définie par la fonction de transfert
suivante :

P :=
x̂4

Q̂2

∣∣∣∣
x̂1=0

=
N

(J1 + J2) s2D
,

N :=1 +

(
f1

k1

+
f2

k2

)
s+

(
f1 f2

k1 k2

+
m2 l

2

ke

)
s2 +

m2 l
2

ke

f1 + f2

k1 + k2

s3,

D :=1 +

(
f1

k1

+
f2

k2

)
s+

(
f1 f2

k1 k2

+
Je +m2 l

2

ke

)
s2 +

Je +m2 l
2

ke

f1 + f2

k1 + k2

s3 +
Jem2

ke (k1 + k2)
s4.

(F.4)
La flexibilité fait apparaître une inertie pure en série avec un filtre passe-bas du quatrième
ordre.

F.3.2 Cas idéal de flexibilité pour deux ressorts égaux

Même dans le cas idéal où les deux ressorts sont égaux (k1 = k2), l’équation (F.4) fait
quand même apparaître un mode de rotation qui va “gêner” l’asservissement. A partir du
résultat précédent (Corolaire F.1) dans le cas ke = 2 k l2, nous remarquons qu’il est possible
de factoriser le numérateur

N = 1 + 2
f

k
s+

(
f 2

k2
+
m2

2 k

)
s2 +

f m2

2 k2
s3 =

(
1 +

f

k
s

) (
1 +

f

k
s+

m2

2 k
s2

)
,

et le dénominateur :

D = 1 + 2
f

k
s+

(
m2

2 k
+
f 2

k2
+
Je
ke

)
s2 +

(
f

k

m2

2 k
+
f

k

Je
ke

)
s3 +

Je
ke

m2

2 k
s4

=

(
1 +

f

k
s+

Je
2 k l2

s2

) (
1 +

f

k
s+

m2

2 k
s2

)
.

La masse m2 n’intervient alors plus et la modélisation se simplifie encore.

Corollaire F.2. Dans le cas d’un système symétrique, c’est-à-dire avec k1 = k2 = k et
f1 = f2 = f , l’inertie équivalente est Je := J1 J2

J1+J2
et la nouvelle raideur équivalente est

ke = 2k l2. On définit la pulsation p :=
√

ke
Je
, l’amortissement ε := f p

2k
et l’inverse de l’inertie
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totale n0 := 1
J1+J2

. La flexibilité se simplifie alors en
P :=

x̂4

Q̂2

∣∣∣∣
x1=0

=
1

(J1 + J2) s2

1 + f
k
s

1 + f
k
s+ Je

2 k l2
s2

=
n0 (p2 + 2ε p s)

s2 (p2 + 2ε p s+ s2)
,

G :=
n0 (p2 + 2ε p s)

s (p2 + 2ε p s+ s2)
,

(F.5)

qui fait apparaître une inertie pure en série avec un filtre passe-bas du second ordre. Ce filtre
passe-bas correspond au mode mécanique de plus basse fréquence du viseur. Ce mode est
très limitant en terme de performance de l’asservissement.

F.3.3 Cas de deux ressorts égaux sans amortissement

Nous reprenons l’équation (F.5) de la modélisation en transfert P entre la position iner-
tielle x4 := θ et le couple total Q2 := v (qui est la somme du couple moteur u et des couples
perturbateurs d). Nous faisons le choix de considérer le mode de fréquence p comme non
amorti (Corollaire F.2) en imposant ε := f/k = 0, c’est-à-dire f = 0. Cela donne une nou-
velle modélisation P̂ du système réel P . Cette hypothèse permet de se placer dans le pire
des cas, dans le sens où si nous pouvons concevoir un correcteur stabilisant un tel système,
alors ce même correcteur stabilisera le même système avec un amortissement non nul.

Proposition F.2. Pour un système décrit par la modélisation double poutre dans le cas
sans balourd et symétrique, c’est-à-dire où les deux ressors sont de même raideur k et sans
amortissement f = 0 alors l’inertie équivalente est Je := J1 J2

J1+J2
et la nouvelle raideur équi-

valente devient ke = 2k l2. On définit alors la pulsation p :=
√

ke
Je

et l’inverse de l’inertie
totale n0 := 1

J1+J2
. La flexibilité entre la position inertielle x4 := θ et le couple couple total

Q2 := v = −u + d, qui est la somme du couple moteur u et des couples perturbateurs d, se
modélise alors par : 

P̂ :=
x̂4

Q̂2

=
1

(J1 + J2) s2

1

1 + s2

p2

=
n0 p

2

s2 (p2 + s2)
,

Ĝ := P̂ s =
n0 p

2

s (p2 + s2)
.

(F.6)

Ce système fait apparaître une inertie pure en série avec un filtre-passe bas du second ordre
sans amortissement correspondant au premier mode limitant le bouclage du viseur.
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Annexe G

Identification de fonction de transfert

Considérons la stabilisation d’une ligne de visée d’un viseur “miror stabilized”, c’est-à-
dire dont la ligne de visée est stabilisée à l’aide de la motorisation de miroirs, telle que
décrite sur le schéma de la Figure G.1. La problématique majeure de ce système vient des
courroies mises en place pour la stabilisation. Les courroies sont des structures mécaniques
très flexibles qui entrent en résonance à certaines fréquences. De plus, ces fréquences de
résonance sont susceptibles de varier d’un viseur à l’autre. Ceci motive les perspectives en
commande adaptative développées en conclusion de cette thèse.

Figure G.1 – Système de stabilisation Bloc Gyro Miroir (BGM)

L’objectif de cette annexe est de montrer comment identifier une fonction de transfert
à partir de données expérimentales mesurées sur un prototype réel. Dans un souci de confi-
dentialité, les données sont normalisées.

G.1 Mesures hors ligne à disposition

Nous disposons de deux jeux de mesures :
– Des mesures de fonctions de transfert entre la tension moteur u et la vitesse angulaire

de la Ligne de Visée y (voir Figure G.2).
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– Des mesures de fonction de transfert entre le courant moteur i et la vitesse angulaire
de la Ligne de Visée y (voir Figure G.3).

Ces mesures mettent en évidence la présence de deux modes mécaniques très prononcés.

Figure G.2 – Réponse fréquentielle de y/u = Gm P H

G.2 Identification du système

Bien que de nombreux algorithmes soient à disposition de l’ingénieur automaticien, l’iden-
tification de la fonction de transfert G entre commande moteur u et vitesse angulaire mesurée
y n’est pas chose aisée. Ces algorithmes permettent en général une bonne identification mais
proposent généralement des fonctions de transfert d’ordre élevé afin d’identifier correctement
G. Nous pouvons cependant nous appuyer sur notre connaissance de la physique de notre
système ainsi que de nos deux mesures afin de simplifier ces modèles identifiés. Dans le cas
des viseurs, le système G peut se décomposer en trois sous-systèmes : une partie moteur, une
partie capteur et une partie mécanique (voir Section 1.3). Identifier la fonction de transfert
G revient à identifier la fonction de transfert de chaque sous-système.

Sachant qu’en basse fréquence, le système se ramène à une simple inertie mécanique,
l’ajustement “à la main” d’un gain G0 permettant de “faire coïncider” la mesure en tension
avec G0

s
permet de déduire grossièrement le gain statique du modèle G. Nous retenons :

G0 := 6.65 10−3.

Aussi, l’utilisation combinée des deux mesures en courant et tension (Figures G.3 et G.2)
nous permet de déduire un modèle pour la partie moteur d’ordre 1 ou 2. Connaissant cela,
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Figure G.3 – Réponse fréquentielle de y/i = Km P H

il reste à déterminer la partie capteur. L’ajustement du gain permet d’identifier l’ordre de
la fonction de transfert. Nous pouvons ensuite recaler la phase avec un retard pur (ou une
approximation de celui-ci).

Cependant, si l’on cherche à obtenir des modélisations d’ordre le plus faible possible,
il est alors préférable d’identifier les parties moteur et capteur comme une seule et unique
fonction de transfert. En effet, la démarche précédente, bien que respectant la connaissance
de la physique du système, a pour inconvénient de donner des fonctions de transfert d’ordre
un peu plus élevé que ce que l’on pourrait souhaiter.

G.2.1 Une première modélisation simple avec retard

Nous considérons ici une modélisation simple deG, précise jusqu’à la fréquence du premier
mode. Le premier mode mécanique est le plus important en pratique car c’est celui qui
conditionne la bande passante du système. On peut alors modéliser G par une inertie, un
mode mécanique amorti et un retard. Notons aussi que l’on considère des amortissements
identiques pour la résonance et l’anti-résonance du mode mécanique. Cette simplification
a son importance dans le Chapitre 5 de ce mémoire, et ne dégrade que très légèrement la
modélisation. Nous notons cette fonction de transfert G3,r

G3,r :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

)
e−T3,r s,

ω0 = 1, ω1 = 1.03, ξ = 1.08 10−2, T3,r = 1.82,
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représentée en Figure G.4. Cette modélisation revient à identifier le système par un système
de deux poutres reliées par des ressorts comme nous le présentions en Annexe F auquel nous
avons ajouté un retard pur.

Figure G.4 – Modélisation avec une inertie, un mode mécanique et un retard

Remarque G.1. Dans un souci de compacité, nous noterons dans la suite :

Hm1 :=
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

.

Remarque G.2. La valeur de T3,r se déduit rapidement à la main, en ajustant la phase.
Les valeurs de Hm,1 peuvent s’obtenir à l’aide d’algorithmes d’identification tels que fitfrd
ou invfreq de MATLAB, ou à la main par essai-erreur.

G.2.2 Une modélisation d’ordre 4 sans retard

La modélisation précédente peut encore se simplifier, en approximant le retard par une
approximation de Padé d’ordre 1. Une telle approximation du retard étant peu précise en
haute fréquence, nous révisons la valeur du retard et obtenons la fonction de transfert G4

G4 :=
G0

s
Hm1

(
1− T4

2
s

1 + T4
2
s

)

G0 = 6.65 10−3, ω0 = 1, ω1 = 1.03, ξ = 1.08 10−2, T4 = 2.36,

représentée en Figure G.5.
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Figure G.5 – Modélisation avec une inertie, un mode mécanique et une approximation de
Padé d’ordre 1

G.2.3 Une modélisation d’ordre 5 plus fine

Les deux modélisations précédentes sont correctes jusqu’à la fréquence du 1er mode. On
peut rajouter un effet passe-bas afin de mieux coller en gain et en phase après la fréquence
du 1er mode. On choisit un passe-bas de la forme suivante :

F1 :=
1

1 + s/1.14
.

Nous obtenons alors les fonctions de transferts G4,r et G5 définies par
G4,r :=

G0

s
Hm1 F1 e

−T4,r s, où T4,r = 1.21,

G5 :=
G0

s
Hm1 F1

(
1− T5

2
s

1 + T5
2
s

)
, où T5 = 1.33,

et représentées en Figure G.6. La modélisation G4,r sert d’exemple au Chapitre 5.

Remarque G.3. Les valeurs du filtre passe-bas F1 peuvent se déterminer “à la main” en
réglant d’abord la fréquence de coupure du filtre, puis en réajustant le gain du filtre. Les
valeurs des retards T4,r et T5 se déterminent simplement en ajustant la phase du modèle
total.

G.2.4 Modélisations plus fines

Il est toujours possible de trouver des modèles plus précis mais mathématiquement plus
complexes. Les possibilités de modélisation sont nombreuses. Nous retiendrons simplement
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Figure G.6 – Modélisation avec une inertie, un mode mécanique, un passe-bas et un retard
pur ou défini par une approximation de Padé d’ordre 1

deux modélisations faisant intervenir un filtre passe-bas F2 du second ordre

F2 :=
3.0429

3.0430 + 3.3260 s+ s2
,

et un deuxième mode mécanique

Hm2 :=
s2 + 2 ξ2 ω2 s+ ω2

2

s2 + 2 ξ3 ω3 s+ ω2
3

,

ω2 = 1.74, ξ2 = 5.74 10−3, ω3 = 1.75, ξ3 = 3.80 10−3,

pour obtenir les fonctions de transfert suivantes :
G7,r :=

G0

s
Hm1 Hm2 F2 e

−T7,r s, où T7,r = 9.21 10−1,

G9 :=
G0

s
Hm1 Hm2 F2

(
1− T9 s

2
+ (T9 s)2

12

1 + T9 s
2

+ (T9 s)2

12

)
, où T9 = 9.21 10−1.

Notamment, la modélisation G9 est reprise dans la Section 2.6 du Chapitre 2.

G.3 Récapitulatif des différentes modélisations
Nous avons vu que nous pouvions choisir entre un certain nombre de modélisations.

Celles-ci sont récapitulées dans le Tableau G.3 et représentées dans la Figure G.8. Plus
celles-ci seront fines, plus la conception de correcteurs sera délicate. Ces modélisations nous
permettront de tester les différents résultats de ce mémoire de thèse.
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G.3 Récapitulatif des différentes modélisations

Figure G.7 – Modélisation avec une inertie, un mode mécanique, un passe-bas et un retard
pur ou défini par une approximation de Padé d’ordre 1

Figure G.8 – Récapitulatif des différentes modélisations
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Chapitre G : Identification de fonction de transfert

Modélisation paramètres physiques normalisés

G3,r :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

)
e−T3,r s

G0 = 6.65 10−3 T3,r = 1.82
ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2

G4 :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

)(
1− T4

2
s

1 + T4
2
s

) G0 = 6.65 10−3 T4 = 2.36
ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2

G4,r :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

) (
1

1 + τ1 s

)
e−T4,r s

G0 = 6.65 10−3 T4,r = 1.21
ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2 τ1 = 1/1.14

G5 :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

) (
1

1 + τ1 s

) (
1− T5

2
s

1 + T5
2
s

) G0 = 6.65 10−3 T5 = 1.33
ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2 τ1 = 1/1.14

G7,r :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

) (
s2 + 2 ξ ω2 s+ ω2

2

s2 + 2 ξ ω3 s+ ω2
3

)
×
(

3.0429

3.0430 + 3.3260 s+ s2

)
e−T7,r s

G0 = 6.65 10−3 T7,r = 9.21 10−1

ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2

ω2 = 1.74 ω3 = 1.75
ξ2 = 5.74 10−3 ξ3 = 3.80 10−3

G9 :=
G0

s

(
s2 + 2 ξ ω0 s+ ω2

0

s2 + 2 ξ ω1 s+ ω2
1

) (
s2 + 2 ξ ω2 s+ ω2

2

s2 + 2 ξ ω3 s+ ω2
3

)
×
(

3.0429

3.0430 + 3.3260 s+ s2

) (
1− T9 s

2
+ (T9 s)2

12

1 + T9 s
2

+ (T9 s)2

12

)
G0 = 6.65 10−3 T9 = 9.21 10−1

ω0 = 1 ω1 = 1.03
ξ = 1.08 10−2

ω2 = 1.74 ω3 = 1.75
ξ2 = 5.74 10−3 ξ3 = 3.80 10−3

Table G.1 – Modélisations possibles du système mesuré
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Titre : Commande H∞ paramétrique et application aux viseurs gyrostabilisés

Mots clefs : Commande H∞ par loop-shaping, paramètres de modèles et paramètres inconnus, équa-
tions de Riccati algébriques, méthodes de calcul formel (systèmes polynomiaux, symbolique-numérique),
systèmes à retard, viseurs, commande adaptative, géométrie algébrique réelle

Résumé : Cette thèse porte sur la commande
H∞ par loop-shaping pour les systèmes linéaires à
temps invariant d’ordre faible avec ou sans retard et
dépendant de paramètres inconnus. L’objectif est
d’obtenir des correcteurs H∞ paramétriques, c’est-
à-dire dépendant explicitement des paramètres in-
connus, pour application à des viseurs gyrostabili-
sés.

L’existence de ces paramètres inconnus ne per-
met plus l’utilisation des techniques numériques
classiques pour la résolution du problème H∞ par
loop-shaping. Nous avons alors développé une nou-
velle méthodologie permettant de traiter les sys-
tèmes linéaires de dimension finie grâce à l’uti-
lisation de techniques modernes de calcul formel
dédiées à la résolution des systèmes polynomiaux
(bases de Gröbner, variétés discriminantes, etc.).

Une telle approche présente de multiples avan-
tages: étude de sensibilités du critère H∞ par rap-
port aux paramètres, identification de valeurs de
paramètres singulières ou remarquables, concep-
tion de correcteurs explicites optimaux/robustes,
certification numérique des calculs, etc. De plus,
nous montrons que cette approche peut s’étendre à
une classe de systèmes à retard.

Plus généralement, cette thèse s’appuie sur une
étude symbolique des équations de Riccati algé-
briques. Les méthodologies génériques développées
ici peuvent s’étendre à de nombreux problèmes de
l’automatique, notamment la commande LQG, le
filtrage de Kalman ou invariant.

Title : Parametric H∞ control and its application to gyrostabilized sights

Keywords : H∞ loop-shaping control, model parameters and unknown parameters, algebraic Riccati
equations, symbolic computation methods (polynomial systems, symbolic-numeric), time-delay systems,
sights, adaptive control, real algebraic geometry

Abstract : This PhD thesis deals with the H∞
Loop-shaping design for low order linear time inva-
riant systems depending on unknown parameters.
The objective of the PhD thesis is to obtain pa-
rametric H∞ controllers, i.e. controllers which de-
pend explicitly on the unknown model parameters,
and to apply them to the stabilization of gyrosta-
bilized sights.

Due to the unknown parameters, no numeri-
cal algorithm can solve the robust control problem.
Using modern symbolic techniques dedicated to the
solving of polynomial systems (Gröbner bases, dis-
criminant varieties, etc.), we develop a new metho-
dology to solve this problem for finite-dimensional
linear systems.

This approach shows several advantages: we can
study the sensibilities of the H∞ criterion to the
parameter variations, identify singular or remar-
quable values of the parameters, compute control-
lers which depend explicitly on the parameters, cer-
tify the numerical computations, etc. Furthermore,
we show that this approach can be extended to a
class of linear time-delay systems.

More generally, this PhD thesis develops an al-
gebraic approach for the study of algebraic Riccati
equations. Thus, the methodology obtained can be
extended to many different problems such as LQG
control and Kalman or invariant filtering.

Université Paris-Saclay
Espace Technologique / Immeuble Discovery
Route de l’Orme aux Merisiers RD 128 / 91190 Saint-Aubin, France


	Introduction
	Contexte
	Qu'est-ce qu'un viseur ?
	Boucle de stabilisation inertielle
	Modélisation des viseurs
	Choix d'une méthode de synthèse de loi de commande
	État de l'art sur la résolution d'équations de Riccati algébriques et la commande H paramétrique
	Plan de thèse
	Liste de publications

	Fondements de la commande H par Loop-Shaping
	Introduction
	Caractérisation fréquentielle des objectifs de performance et de robustesse
	Fonction de sensibilité et contraintes de performance
	Fonction de sensibilité complémentaire et contraintes de robustesse
	Fonction de régulation et contraintes de performance en régulation
	Fonction de commande et contraintes de saturation

	Stabilisation de systèmes aux facteurs copremiers incertains via critère H
	Factorisations copremières d'une matrice de transfert
	Un problème de commande robuste
	Conception d'un correcteur
	Cas particulier des systèmes SISO

	Lien avec la commande Linéaire Quadratique Gaussienne
	Commande H par Loop-Shaping
	Modelage de la boucle ouverte
	Une procédure de synthèse de correcteur H par Loop-Shaping

	Exemple d'application
	Conclusion

	Approche symbolique des équations de Riccati algébriques
	Quelques notions d'algèbre
	Polynômes univariés et multivariés
	Extension algébrique et clôture algébrique
	Systèmes polynomiaux
	Classes d'équivalence
	Ordres monomiaux
	Division de polynômes à plusieurs variables
	Bases de Gröbner
	Matrices de multiplication
	Résultants
	Variétés discriminantes

	Classe de systèmes et équation de Riccati algébrique R= 0 étudiés
	Réduction de R= 0 à un système d'équations polynomiales B= 0
	Paramétrisation des solutions de R=0 par un calcul des sous-espaces propres de la matrice Hamiltonienne associée
	Propriétés de la matrice Hamiltonienne associée à l'EAR
	Calcul d'une solution de R= 0 à paramètres fixés
	Calcul d'une solution de R= 0 à paramètres non-fixés par factorisation spectrale

	Paramétrisation des solutions de R= 0 par une étude directe du système d'équation polynomiales
	Équivalence des deux approches

	Propriétés du système polynomial E issu de R= 0
	Étude de E à paramètres fixés
	Exemple d'introduction
	Éléments séparant V("426830A B"526930B )
	Paramétrisation de V("426830A B"526930B )
	Caractérisation de X>0 solution de R=0
	Isolation certifiée des zéros de B

	Étude de E à paramètres non fixés
	Remarques préliminaires
	Paramétrisation des solutions de E pour 1n4
	Solutions de R=0 pour 1 n 4
	Solution définie positive de R=0 pour 1 n 4

	Cas particulier des systèmes comportant une approximation de Padé
	Rappels sur les approximations de Padé
	Approximations de Padé et factorisation spectrale

	Conclusion

	Approche symbolique de la commande H par Loop-Shaping
	Résolution explicite du Problème de Commande Robuste
	Calcul explicite du critère opt
	Correcteurs H paramétriques
	Exemples
	Système d'ordre 2: masse-ressort avec extrémité encastrée
	Système d'ordre 3: modèle double-poutre d'un viseur gyrostabilité en 2D
	Système d'ordre 4: système masse-ressort libre


	Résolution symbolique/numérique du problème de commande robuste
	Réglage optimal d'une pondération Loop-Shaping
	Une méthode de réglage de pondération scalaire de type gain
	Application au système double masse-ressort
	Étude du système sans amortissement: réglage de pondération global
	Étude du système avec amortissement: réglage local de pondération


	Commande H adaptative indirecte
	Système double masse-ressort sans amortissement bouclé avec correction adaptative globale
	Système double masse-ressort avec amortissement bouclé avec correction adaptative locale

	Conclusion

	Extension de la commande H paramétrique aux systèmes à retard
	Décomposition additive de systèmes à retard et stabilisation
	Problème de commande robuste et décomposition additive
	Liens entre les projecteurs (K,G) et (K0,G0)
	Un encadrement de ||(K,G)||
	Application à un modèle de viseur gyrostabilisé

	Réglage d'un correcteur robuste sous-optimal à l'aide d'une pondération Loop-Shaping
	Système réel et hypothèses
	Système fictif et données préliminaires
	Une procédure de conception de correcteur Loop-Shaping adaptatif stabilisant le G
	Caractéristiques de l'asservissement obtenu

	Conclusion

	Conclusion et perspectives
	Résumé des contributions
	Perspectives

	Systèmes linéaires continus invariants dans le temps
	Définition d'un système linéaire
	Stabilité d'un système linéaire
	Commandabilité et observabilité
	Stabilisabilité et détectabilité
	Formes compagnes et matrices de passage

	Normes H2 et H
	Norme euclidienne
	Normes matricielles
	Normes de signaux
	Normes de systèmes
	Espace H2(C+) et norme H2
	Espace H(C+) et norme H
	Calcul numérique
	Calcul symbolique
	Inégalités classiques



	Matrices définies positives
	Produits de matrices définies positives

	Racines par radicaux de polynômes de degré inférieur ou égal à 4
	Polynômes de degré 2
	Racines par radicaux
	Racine réelle maximale

	Polynômes de degré 3
	Racines par radicaux
	 Cas 1 = 0.
	 Cas 1 =0.
	Récapitulatif

	Racine réelle maximale
	Avec des radicaux
	Avec fonctions trigonométriques


	Polynômes de degré 4
	Racines par radicaux
	 Cas 1 = 0.
	 Cas 1 =0.
	Récapitulatif

	Racine réelle maximale


	Complexité algorithmique et binaire d'une RUR de E
	Définitions et notations
	Résultant multivarié, u-résultant et RUR
	Complexité algorithmique et binaire d'une RUR
	Application au système E

	Modélisation d'un viseur en 2 dimensions
	Hypothèses et notations
	Équations de la mécanique
	Flexibilité
	Flexibilité exacte
	Cas idéal de flexibilité pour deux ressorts égaux
	Cas de deux ressorts égaux sans amortissement


	Identification de fonction de transfert
	Mesures hors ligne à disposition
	Identification du système
	Une première modélisation simple avec retard
	Une modélisation d'ordre 4 sans retard
	Une modélisation d'ordre 5 plus fine
	Modélisations plus fines

	Récapitulatif des différentes modélisations


