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1.1 Contexte

Cette these s’inscrit au sein d’une collaboration entre Safran Electronics & Defense (ex.
Sagem Défense Sécurité), filiale du groupe Safran, I Institut National de Recherche en In-
formatique et Automatique et le Laboratoire des Signaux et Systémes.

L’objectif de cette thése est de développer des techniques nouvelles d’asservissement
de viseurs via des méthodes récentes issues de la recherche académique. Cette thése vient
compléter les travaux de plusieurs théses développés a Safran FElectronics € Defense en
collaboration avec le milieu académique :

— la thése de P. Coustal [Cou97] est la premiére thése proposant d’appliquer les techniques

H., aux viseurs;
— la theése de S. Hirwa [Hir13| propose une méthode de synthése de correcteurs robustes
a ordre fixe;

— les travaux de P. Feyel développent des techniques d’optimisation de correcteurs

par les métaheuristiques;

— la thése de S. Frasnedo [Fral6] étudie 'optimisation de lois de commande d’un imageur

sur critére optronique, etc.
Afin de définir clairement le probléme pratique que 'on cherche & résoudre dans cette thése,
il est tout d’abord nécessaire de décrire ce qu’est un wviseur et sa Ligne de Visée. Nous
exposerons ensuite différentes problématiques émergeant de ces technologies et des moyens
existants pour les résoudre. Finalement, nous motiverons cette thése et expliquerons la dé-
marche adoptée dans ce mémoire.
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CHAPITRE 1 : Introduction

1.2 Qu’est-ce qu’un viseur ?

Un viseur est un ensemble de caméras et/ou de dispositifs de pointage, appelé ceeur op-
tronique, monté sur un porteur généralement en mouvement et orientable dans I’espace. On
appelle alors Ligne de Visée (LdV) I'axe optique sortant de I'un de ces capteurs. Des viseurs
sont représentés en Figures et [[.2l Ces équipements permettent la recherche, la locali-
sation, 'identification et la désignation de cible, le suivi de cible, de I'aide au pilotage, etc.
Le role premier du viseur est de stabiliser et d’orienter la LdV quels que soient les mouve-
ments du porteur et/ou de la cible, et quel que soit I'environnement extérieur (conditions
atmosphériques, obstructions, etc.).

FI1GURE 1.2 — Différentes applications des viseurs — Copyright Safran

L’objectif premier du viseur est d’observer les détails d’une scéne lointaine sur un envi-
ronnement vibrant. Tout d’abord, expliquons pourquoi il est nécessaire de stabiliser la LdV.
Pour cela, faisons le paralléle avec une situation de tous les jours. Tout le monde a remarqué
que lorsque 'on désire prendre une photographie de nuit, il ne faut pas bouger pendant la
prise de vue afin d’obtenir une photographie nette. En effet, les photons venant du paysage
sont envoyés sur une grille de photo-capteurs. Un point lumineux est alors représenté par
une impulsion lumineuse. Par rapport a une scéne fixe, le mouvement de ’appareil photo
va créer un déplacement relatif de cette impulsion sur la grille pendant le temps d’intégra-
tion du capteur. L’impulsion initiale devient alors une tache qui donnera une image floue
si celle-ci s’étend sur plusieurs pixels. Dans le cas de 'appareil photo, il est plus fréquent
d’obtenir une image floue de nuit que de jour car I’appareil va naturellement augmenter le
temps d’intégration du capteur lorsque la luminosité est faible. Il se passe exactement la
méme chose dans le cadre des viseurs.
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1.2 Qu’est-ce qu’un viseur ?

Quelques aspects différent cependant entre la prise d’'une photographie dans la vie de
tous les jours et 1'observation précise d’une scéne lointaine avec un environnement vibrant.
Safran travaille avec des caméras a trés haute résolution et avec des trés petits champs de
wision afin de “voir” loin. De plus, le viseur est monté sur un porteur fortement vibrant, ce
qui va déformer la structure mécanique du viseur. Tous ces aspects font que I'on doit mettre
en place un processus permettant de stabiliser ['image de maniére précise. Les mouvements
angulaires de la LdV recherchés sont de I'ordre du micro-radian (107° radians).

Pour cela, 'idée est de mettre en place un asservissement capable d’agir sur la vi-
tesse/position angulaire de la LdV. La mesure de la position/vitesse angulaire de la LdV
se fait au moyen d’un gyrométre ou d’une centrale inertielle embarquée sur le porteur combi-
née aux capteurs angulaires de la plateforme. La correction de la vitesse/position angulaire
de la LAV se fait au moyen de cardans ou de miroirs actionnés par des moteurs. On distingue
alors deux architectures possibles : les viseurs “mass-stabilized” et “miror-stabilized” [Hil08)].

Les viseurs “miror-stabilized” (voir Figure stabilisent la LdV par l'intermédiaire de
miroirs orientables selon un ou deux axes, tandis que le cceur optronique du viseur reste
solidaire du porteur. L’asservissement est alors réalisé a 1'aide d’une centrale de navigation
placée sur le porteur et de capteurs angulaires mesurant les orientations des miroirs par
rapport a leurs supports respectifs. L’avantage de ce type de viseur est qu’il est protégé et
demande des moteurs plus petits. Pour des applications militaires, un autre avantage est que
le coeur du viseur peut étre placé dans une enceinte blindée, et seuls les miroirs sont exposés
aux tirs extérieurs.

Les viseurs “mass-stabilized” (voir Figure se basent sur une stabilisation directe du
coeur optronique. Le cceur est alors monté sur des cardans qui permettent de I'orienter suivant
deux angles afin de balayer tout I'espace. Un gyroscope/gyrométre, placé proche du coeur,
fournit une image de la position/vitesse angulaire de la LdV. Cette mesure est alors utilisée
pour asservir les moteurs entrainant les cardans et permettant la stabilisation de la LdV.
Ces types de viseurs ont généralement de meilleures performances que les miroirs stabilisés
car ils travaillent en rejet de perturbation et non en suivi de consigne, ce qui impose de plus
faible contraintes temporelles sur les synchronisations des mesures et des consignes.

Miroir orienté
par un moteur

Viseur orienté
par un moteur

CAMERA e
-apteur
angulaire

CENTRALE DE
NAVIGATION

PORTEUR EN MOUVEMENT

FIGURE 1.3 — Viseur “miror stabilized” FIGURE 1.4 — Viseur “mass stabilized”
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CHAPITRE 1 : Introduction

En pratique, certains viseurs comportent deux étages de stabilisation : pour chacune des
rotations, un axe gros et un axe fin. Ceci permet de distinguer les fonctions de stabilisation
et de poursuite : les axes gros permettent la poursuite de la cible (déplacement grossier de
la LdV), tandis que 1’axe fin permet la stabilisation de la ligne de visée (déplacement fin de
la LdV).

Quelle que soit ’architecture choisie, il est nécessaire d’asservir la LdV, c’est-a-dire d’uti-
liser les mesures de position/vitesse angulaires fournies par les capteurs afin d’agir sur la
position /vitesse angulaire de la LAV via les moteurs, et quelles que soient les perturbations
extérieures. C’est sur cet aspect des viseurs que ce travail de thése se focalise.

1.3 Boucle de stabilisation inertielle

Afin d’assurer une LAV fize dans un référentiel inertiel, il est nécessaire de rejeter les
perturbations agissant sur le coeur optronique. Pour cela, il faut que la somme des couples
appliqués au cceur soit nulle. Ceci doit étre le cas quels que soient les mouvements du porteur
(angulaires ou vibrations linéaires) et quelles que soient les perturbations climatiques exté-
rieures (variations de température, pression, ...). L’objectif final recherché est donc que la
LdV soit fixe dans un repére inertiel, ¢’est-a-dire ait une vitesse angulaire nulle par rapport a
ce repeére considéré comme fixe. Nous parlerons alors improprement de stabilisation inertielle
pour signifier que la LAV est fixe dans un repére inertiel (ce qui ne doit pas étre confondu
avec une notion de stabilité d’un asservissement).

Pour atteindre cet objectif, on met en place la structure d’asservissement décrite par la
Figure [I.5] Cette boucle d’asservissement est composée d’actionneurs permettant d’agir sur
un ensemble de piéces mécaniques a stabiliser, tel qu'un cceur optronique, dont on mesure
la vitesse inertielle 8 a I'aide d'un capteur (tel qu'un gyrométre).

Chaque bloc de la Figure peut-étre vu comme un systéme, c’est-a-dire un ensemble
de relations liant des entrées et des sorties. On parlera aussi de transfert entre des entrées
et des sorties. Par exemple, un bloc moteur peut étre considéré comme un transfert entre
une tension de commande u et un couple I',. Pour plus de détails sur ces notions, nous nous
référons a I’Annexe [Al

Lyq Os
r + 2 u i Iy /L—l— ' | Masse a 0, /L—l— 0
— orrecteur oteur T stabiliser TU
Yy
Capteur

FIGURE 1.5 — Boucle de stabilisation inertielle de Ligne de Visée

Le but de la structure d’asservissement est de permettre aux moteurs de générer un couple
', qui compense les couples perturbateurs I'y. La consigne u de ces moteurs est générée par
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1.3 Boucle de stabilisation inertielle

un correcteur. Cette consigne est une fonction de l'erreur d’asservissement ¢, définie comme
la différence entre une référence r (choisie nulle dans une problématique de stabilisation)
et la mesure y. Plus cette erreur ¢ est importante, plus le couple I', fourni par les moteurs
devra étre important afin de réduire cette erreur.

Savoir quel couple demander aux moteurs en fonction de 'erreur € n’est pas trivial. Plu-
sieurs phénomeénes physiques viennent complexifier cette question. Premiérement, la masse
a stabiliser n’est pas infiniment rigide et résonne a certaines fréquences d’excitation induites
par les vibrations du porteur. De plus, comme nous le mentionnions précédemment, 1’asser-
vissement doit étre robuste vis-a-vis des perturbations extérieures I'y et 95 : I'y représente
des couples perturbateurs (disturbance en anglais) induits par le porteur et G5 symbolise des
déformations mécaniques entre 'emplacement du capteur et I'emplacement des caméras a
stabiliser. Par ailleurs, le capteur fournit une mesure y de la vitesse angulaire 6 de la LAV
avec un certain retard de transmission. La loi de commande doit donc étre congue pour
prendre en compte ces différents phénoménes.

Mathématiquement parlant, 65 peut étre vue comme une perturbation agissant directe-
ment sur la mesure y. Nous pouvons alors regrouper la partie Moteur, Masse a stabiliser et
Capteur en un unique systéme G, et considérer le schéma d’asservissement de la Figure
Celle-ci décrit simplement 1’asservissement d’un systéme G soumis a des perturbations en
entrée d et en sortie d, bouclé par un correcteur K (d étant reliée a I'y par U'inverse du
transfert du moteur, et & a 65 par I'inverse du transfert du capteur). C’est ce formalisme que
I'on gardera tout au long de ce mémoire.

d )
r + € U /L+ v a z /L—l— Y
_ _|_U 7] +U

FIGURE 1.6 — Boucle de stabilisation

Remarque 1.1. Un viseur comporte deux axes de rotation. Dans la suite, nous ne prendrons
pas en compte le couplage dynamique entre les deux axes, ni méme le couplage induit par
les déformées modales. Ainsi, avec ces approximations, ’asservissement d’un axe de rotation
peut se faire de maniére indépendante.

Remarque 1.2. Nous nous focaliserons sur le probléme de la stabilisation inertielle de la
LdV, c’est-a-dire nous ne détaillons que la boucle utilisée pour un asservissement en vitesse
angulaire. Cependant, le cas de la poursuite, c’est-a-dire de l’asservissement en position
angulaire, est (fortement) similaire a celui détaillé ici.

Il reste maintenant a concevoir une loi de commande des moteurs, ¢’est-a-dire un correc-
teur K qui satisfasse un cahier des charges. Bien qu’il existe des techniques permettant de
concevoir un correcteur sans aucune connaissance du systéme (voir par exemple [FJO8]| et
les références citées), celles-ci restent limitées face a des techniques plus classiques se basant
sur une connaissance a priori d’'un modéle du systéme étudié. Pour cela, dans le prochain
paragraphe, nous allons étudier la modélisation des viseurs.
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CHAPITRE 1 : Introduction

1.4 Modélisation des viseurs

La modélisation d’un systéme physique peut se faire de deux maniéres : soit par la des-
cription de phénomeénes physiques, soit par des mesures expérimentales. Dans le cadre des
viseurs, nous disposons de différents moyens de modéliser ceux-ci.

Commengons par une modélisation simple en deux dimensions. Le choix de passer en
deux dimensions se justifie en considérant que les deux axes de rotation d’un viseur sont (en
premiére approximation) découplés. Sous une telle hypothése, la rotation d’un axe n’influence
pas la rotation de 'autre. C’est ce qui est considéré dans la majeure partie des études R&D
a Safran Electronics € Defense.

Les liaisons pivot sont réalisées a partir de roulements a billes. De plus, les piéces méca-
niques composant le cadre du viseur doivent étre considérées comme déformables. On peut
alors assimiler I’ensemble des liaisons et des piéces mécaniques comme des liaisons élastiques
modélisées par des ressorts dans la direction radiale du roulement.

Ainsi, nous pouvons considérer la modélisation 2D de la Figure [I.7} Cette modélisation
consiste en deux poutres indéformables reliées par deux ressorts de raideur et d’amortisse-
ment potentiellement différents. Les liaisons élastiques représentent les déformations de la
structure mécanique du viseur. La premiére poutre représente le cadre du viseur entrainé en
rotation par les moteurs. La deuxiéme poutre représente le coeur du viseur ot sont placés les
optiques et le gyrometre. La problématique de stabilisation consiste & stabiliser la deuxiéme
poutre sachant que la premiére est soumise a un couple.

Rotation

LdV
Couple
> moteur IRt
=
L
viseur

FIGURE 1.7 — Modele double-poutre d’un viseur gyrostabilisé

Une telle représentation permet de comprendre quelques phénoménes physiques liés aux
viseurs. Notamment, nous pouvons voir que si I'on entraine en rotation la poutre de gauche,
alors la poutre de droite n’effectue pas la méme rotation a cause de la compression/extension

20



1.4 Modélisation des viseurs

des ressorts. Le transfert entre le couple moteur et la rotation de la LdV est appelé flexi-
bilité |GRO3]. Par ailleurs, imaginons que la poutre de gauche soit entrainée en translation
linéaire par le porteur (mouvement gauche droite). Alors, si les deux ressorts sont de rai-
deurs différentes, la poutre de droite est entrainée en rotation. C’est ce que 'on appelle la
transmissibilité [GRO3).

La dynamique d’une telle modélisation peut se décrire par des équations différentielles
(voir Annexe . Nous pouvons en extraire des modéles sous forme de fonction de transfert
dépendant de la variable de Laplace s € C (opérateur de dérivation). Par exemple, la fonction
de transfert entre le couple mécanique exercé sur le cadre et la rotation de la Ligne de Visée

a la forme suivante ) ;
Cot+c1s+ceas +ce3s

)
s?(ag + az s + ag $2 + a5 s> + ag s*)

ou les a; et ¢; sont des coefficients dépendant des raideurs et amortissements des ressorts,
des inerties des poutres et de leurs longueurs (voir Corollaire de I’Annexe . Lorsque
les deux ressorts sont identiques, la fonction de transfert G se simplifie pour donner

_ ng (PP +2eps)
s2 (p? 4 2eps+s2)

ol p, € et ng sont des grandeurs réelles. Dans cette modélisation, € est petit et nous voyons
clairement apparaitre un mode mécanique présentant une résonance et une inertie.

Les viseurs sont en général des structures complexes présentant plusieurs modes méca-
niques. La modélisation présentée précédemment ne permet de prendre en compte qu’un seul
mode mécanique. Elle est donc assez limitée.

Une alternative est de considérer des modélisations par éléments finis d’un viseur [GRO3,
Chap. 3.3]. Celles-ci consistent a représenter la structure mécanique par un ensemble de
points, appelés noeuds, reliés par des ressorts. Plus le nombre de noeuds est important, plus
la modélisation est complexe et modélise plus finement le systéme. Certains logiciels (tels
que ANSYS |Bha02|) permettent d’extraire une représentation d’état du systéme a partir de
I’étude de son comportement dynamique en s’appuyant sur une analyse modale du modéle
[GRO3|. Nous pouvons alors nous servir de cette représentation d’état pour concevoir un
correcteur.

Enfin, lorsque 'on dispose de prototypes, il est possible de réaliser directement des me-
sures de fonctions de transfert du systéme. Ces mesures sont réalisées en utilisant un transfé-
rometre. Le systéme linéaire & identifier G étant bouclé par un correcteur, le transféromeétre
permet de sommer une excitation sinusoidale en entrée de systéme (que l'on peut considérer
comme une perturbation en entrée de modeéle) et de mesurer a la fois le couple moteur total
appliqué au systéme ainsi que sa sortie. L’excitation sinusoidale générée étant de fréquence
connue fy, les mesures sont aussi des sinus de méme fréquence, et 'on peut estimer le gain
et la phase de ceux-ci de maniére & déduire G(i27 fy) = |G(i 27 fy)| e @8(GE27fo)) 1] suffit
alors de réaliser des mesures pour différents fy afin d’obtenir une série de points permet-
tant d’approcher la fonction de transfert réelle du systéme. De ces séries de mesures, nous
obtenons des courbes telles que celles données en Figure [I.8 Ces courbes nous permettent
d’identifier plusieurs modéles valables sur une plage de fréquence plus ou moins grande (voir
Annexe |G]). Par exemple, nous estimons que le transfert représenté en Figure peut s’ap-
procher (jusqu’a la fréquence du premier mode) par une fonction de transfert d’ordre 4 avec
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une fréquence normalisée au numérateur et avec un retard :

G Go (s> +2E&wps+w 1 T,
T::_ e ,7"
4 s \s2+2&w; s+ w? 14+7s

Go=066510"°% Ty, =121, wy=1, w =103 ¢=10810"2% 7 =1/1.14.

Magnitude (dB)

-180

-270

Phase (deg)

-360

10°
Frequency (rad/s)

FIGURE 1.8 — Réponse fréquentielle de G

Disposant d’un modeéle du systéme a asservir, nous pouvons maintenant concevoir une
loi de commande permettant de stabiliser celui-ci.

1.5 Choix d’une méthode de synthése de loi de com-
mande

Nous avons vu que la modélisation d'un systéme physique peut se faire de plusieurs
maniéres : soit par la description de phénomeénes physiques, soit par des mesures expérimen-
tales. Dans les deux cas, un modéle sera donc toujours différent du systéme réel. Autrement
dit, il existera toujours des incertitudes, des erreurs de modélisation, liées au fait que les
phénomeénes physiques ne peuvent étre qu’imparfaitement traduits par des modeéles mathé-
matiques. Il faut donc accepter de travailler avec des modeéles peu précis et imparfaits.

La commande PID [AH06, Bod45), apparue dans les années 50, effectue un compromis
entre performances (stabilité, temps de réponse, bande passante) et contraintes de robustesse
(marges de gain et de phase). Cependant, ces techniques se limitent a des systémes Simple
Entrée Simple Sortie (abrégé SISO pour Simple Input Simple Output) d’ordre trés faible, et
il est courant d’utiliser des techniques graphiques a 'aide des diagrammes de Black-Nichols,
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Nyquist ou de Bode afin de régler manuellement les parameétres du correcteur. La commande
PID a néanmoins mis en évidence le role fondamental de la boucle fermée par rapport a
la boucle ouverte et a introduit des notions pratiques de robustesse (marges de gain et de
phase, etc.).

La commande optimale, et plus particuliérement la commande Linéaire Quadratique
(LQ), est ensuite apparue dans les années 60 sous l'impulsion de Kalman [Kal60) Kal63]
Kal64]. Ces méthodes de commande apparaissent en méme temps que le concept de re-
présentations d’état d’un systéme. L’objectif est de minimiser un critére de performance
quadratique portant sur “I’énergie” de 'état d’un systéme et de sa commande. Le concep-
teur peut alors agir sur des matrices de pondération afin de régler la dynamique de la boucle
fermée. La conception de ce type de commande se fait dans le domaine temporel, perdant
ainsi toutes les notions introduites par I’étude des systémes dans le domaine fréquentiel

La commande H,, est un concept apparu dans les années 80 [Zam81), [ZF83| [Vid85| qui
permet d’approfondir ces contraintes de performance et de robustesse en boucle fermée. Celle-
ci a pour objectif de concevoir des correcteurs satisfaisant certaines contraintes de stabilité
et de robustesse en “modelant” des fonctions de transfert. Cette méthode permet 1'utilisation
des techniques de ’automatique fréquentielle classiques introduites par Bode, etc., ainsi que
les méthodes de synthese introduites par la commande optimale.

Il existe deux grandes approches dans la commande H,. La premiére traite le probléme
dit standard ot I'on cherche & minimiser la norme H., de la fonction de transfert entre I'entrée
et la sortie du systéme bouclé. L’avantage de cette formulation est la possibilité de prendre
en compte des pondérations fréquentielles sur la boucle fermée, c’est-a-dire de modeler direc-
tement certains transferts particuliers en boucle fermée. Ces modélisations peuvent se faire
sur l'intégralité de la plage de fréquences, ce qui constitue un grand intérét de la méthode.
La résolution numérique d’un tel probléme se fait classiquement a ’aide de deux méthodes.
La premiére porte le nom d’algorithme de Glover-Doyle [DGKES9, I(GDS8S§]| et requiert la ré-
solution d’équations de Riccati algébriques (ERA). Cet algorithme permet d’approximer la
valeur optimale du critére H,, par dichotomie (on parle alors de y-itération). L’autre mé-
thode se base sur la résolution du Lemme Borné Réel. Celui-ci peut alors s’étudier a ’aide
d’une Inégalité Matricielle Linéaire (LMI) [SW00, IACAT99, [GA94].

Le deuxiéme approche traite le probléme de commande dite par Loop-Shaping c’est-a-
dire, en traduisant mot & mot, de commande par modelage de la boucle ouverte. Ce probléme
cherche & minimiser le maximum de la norme H., d’une matrice formée par 4 fonctions de
transferts particuliéres qui sont directement liés a la performance et la robustesse de 1’asser-
vissement. Le modelage de ces fonctions de transfert se fait en boucle ouverte en ajoutant
des pondérations fréquentielles [MG92|. Le désavantage majeur qui en découle est que ces
modelages ne peuvent se faire qu’a gain de boucle trés faible ou trés élevé. En revanche,
l'avantage de cette méthode (et qui en fait sa force) réside dans la résolution du probléme
d’optimisation de la norme H, : sa solution optimale est ezplicite [GMSS]. Celle-ci s’exprime
grace a la résolution de deux équations de Riccati algébriques.

En pratique, la commande H, a largement fait ses preuves dans le domaine de I'industrie
[Mam92,, [Rah04], [Cle15], notamment dans le domaine des viseurs [Cou97, Hirl3|. En effet,
le formalisme H,, permet d’introduire des critéres de robustesse trés pratiques pour gérer le
vieillissement de produits ou les incertitudes de fabrication.
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De plus, le réglage des paramétres du correcteur via des pondérations se fait de maniére
itérative. C’est souvent un processus long et fastidieux pour 'ingénieur automaticien. Ceci
devient un probléme lorsque le nombre de projets qu'un ingénieur doit gérer devient impor-
tant, et que les délais de conception sont de plus en plus courts afin de réduire les coiits.
Notamment, au cours de la vie d'un méme projet, ’architecture du systéme est susceptible
de changer & de nombreuses reprises, et il est alors nécessaire de refaire des calculs de cor-
recteurs. Aussi, lors d’essais en qualification, il apparait souvent que les modéles prévus ne
correspondent pas exactement avec le modéle réel, voire peuvent varier suivant les essais.

La commande LPV (Linear Parameter Varying) est une stratégie de synthése allant dans
ce sens. Elle peut se voir comme une extension de la commande H., & des systémes linéaires
a parameétres variants. Elle apporte la robustesse de la méthode H,, et permet également
au controleur de s’adapter a une variation connue (ou estimée) de parameétres [Sch01]. Elle
repose néanmoins sur des variations paramétriques d’'un modéle, c’est-a-dire sur le fait que
la structure de celui-ci reste inchangée. De plus, 'aspect algorithmique de la synthése reste
complexe.

Il convient alors de chercher une alternative a ces techniques numériques afin de pouvoir
recalculer des correcteurs de maniére simple et efficace, tout en gardant un formalisme de
commande robuste. Dans cette perspective, cette thése a choisi de s’intéresser a la résolu-
tion du probléme de commande H., par Loop-Shaping pour des systémes a parameétres non
fizés (c’est-a-dire libres). Ce dernier probléme a une solution explicitable via des solutions
d’équations de Riccati algébriques. Le fait de pouvoir expliciter la solution d’un probléme si
complexe est une aubaine si ’on souhaite faire de la commande a paramétres inconnus. En
effet, il n’est alors plus nécessaire d’utiliser des algorithmes d’optimisation pour minimiser la
norme H,,. C’est en grande partie ce qui motiva le choix d'une telle méthode de commande.
Celle-ci est a la fois simple & mettre en ceuvre et prend en compte des critéres de performance
et de robustesse complexes.

1.6 Etat de l’art sur la résolution d’équations de Riccati
algébriques et la commande H., paramétrique

Résoudre le probléme de commande H,, par Loop-Shaping fait appel a la résolution
d’équations de Riccati algébriques (ERA). Celle-ci se présente sous sa forme générale

XA4+ATX - XRX+Q=0,

ou X € R™™ est Iinconnue, A € R, Q = QT e R, Q >0et R=RT ¢ R™™, R > 0.
Cette équation n’est qu’'une extension au cas matriciel de I’équation scalaire du second degré :

—raz*+2axr+q=0.

Il n’y a généralement pas unicité de la solution X de 'ERA.

Afin de concevoir un correcteur H,, par Loop-Shaping pour un systéme a paramétres
inconnus, il est nécessaire de résoudre une telle équation pour des matrices A, R et () qui
dépendent de ces mémes parameétres inconnus.
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1.6 Etat de ’art sur la résolution d’équations de Riccati algébriques et la commande H.,
paramétrique

Les premiers travaux explorant ce probléme furent menés par Forsman et Eriksson
[FE93al, [FE93D]. Ceux-ci considérent 'ERA comme un systéme d’équations polynomiales
{e;; =0](4,7) € [0,n]?}, ou e;; représente le coefficient de ligne i et la colonne j de TERA
de taille n x n. A ce systéme, ils appliquérent des techniques de calcul formel (bases de Grab-
ner |[CLO15, Chap. 2|) afin de réduire ce systéme a un systéme plus simple. Leurs travaux
restérent treés empiriques, Forsman et Eriksson déclarant que plusieurs questions restaient
ouvertes, notamment “Est-il possible de réduire le systéme a une seule équation polynomiale
univariée (c’est-a-dire pour une équation de n’importe quelle taille, et avec n’importe quel
nombre de parameétres) 7’ ou encore “Est-il toujours possible de réduire le nombre d’équa-
tions non-linéaires en mettant le systéme sous forme canonique ?7”.

Ces travaux furent poursuivis dans [KYAH09|, ou il fut notamment montré que I'ERA
peut se ramener, dans le cas générique, a un systéme de n équations polynomiales B, n
désignant la taille des matrices considérées. Ce systéme d’équations polynomiales est dérivé
d'une factorisation spectrale [AHKY09, [JK85] de la matrice Hamiltonienne [ACAT99| asso-
ciée & 'ERA. Plus particuliérement, il fut montré que ce systéme de n équations possédes
des propriétés bien particuliéres (base de Grébner réduite [CLOI5, Chap. 2|) permettant
d’appliquer des techniques d’éliminations de variables. Notamment, [KYAHO09| prouve que
ce systéme est sous forme shape dans le cas générique, c’est-a-dire, grossiérement, que les
solutions de celui-ci sont paramétrables par une seule variable ¢ € C vérifiant une équa-
tion polynomiale p(¢) = 0. Réutilisant leurs résultats sur la factorisation spectrale [AHY05],
IKYAHO9] montre que la solution définie positive de 'ERA est définie par la racine réelle
maximale du polyndéme univarié p. Ce dernier résultat permet de s’affranchir du critére de
Sylvester |Gil91] pour identifier une matrice définie positive, critére portant sur ’étude du
signe des n mineurs principaux dominants de la matrice. Ce résultat permet donc de transfor-
mer un critére semi-algébrique donné par les conditions de positivité des mineurs principaux
dominants, en un “critére algébrique” donné par la solution réelle maximale d’une équation
polynomiale.

Ce méme groupe de recherche proposa ensuite d’étendre leurs travaux sur 'ERA a la
commande H,,. Dans [KHOQ7|, ce groupe présente des expressions explicites de critéres H,
pour des systémes particuliers d’ordre faible, ainsi que des correcteurs explicites pour des
systémes de type 1/s". Ce dernier travail permet de caractériser des systémes facilement
commandables. Aussi, [KH12| propose une méthode pour concevoir un correcteur H,, attei-
gnant un critére H.,, minimal. Pour cela, ils utilisent des pondérations fréquentielles comme
moyen de réglage et un algorithme de descente afin de converger vers un minimum local du
critére dans l'espace des paramétres. Par ailleurs, [MuhO7] propose I'utilisation de méthodes
graphiques pour la conception de correcteurs robustes, notamment H...

De maniére générale, a notre connaissance, peu de travaux meélant calcul formel et au-
tomatique existent dans la littérature. En effet, il est d'usage de résoudre ces problémes
d’automatique complexes en utilisant des algorithmes d’optimisation numériques. L’avantage
est alors de pouvoir travailler avec des modélisations fines prenant en compte de nombreux
phénomeénes pratiques. Cette thése propose une alternative en promouvant 'aspect formel
dans les applications de 'automatique et du controle. L’objectif recherché est de permettre
d’appréhender les problémes de 'automatique linéaire d'une maniére nouvelle, pour des sys-
témes définis par des modélisations simples. Cette alternative se veut complémentaire des
méthodes numériques usuelles, donnant en cela de nouveaux outils a 'automaticien.
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1.7 Plan de thése

Dans la continuité de ces travaux, dans ce mémoire, nous proposons d’étudier la com-
mande H,, a l'aide des techniques de calcul formel. Dans la rédaction de ce mémoire, nous
avons essayé d’apporter le plus grand soin a ce qu’il soit accessible tant a la communauté
automaticienne qu’a celle des algébristes/calcul formel. Pour cela, nous illustrerons les nom-
breux concepts par des exemples en utilisant un vocabulaire simple et sans rentrer dans des
détails trop techniques. Cependant, les résultats théoriques de cette thése seront tous prou-
vés rigoureusement, et nous nous référerons parfois a des détails techniques mis en annexe.
La démarche que nous proposons est la suivante :

— Le Chapitre[2reprend les fondements de la commande H,, par Loop-Shaping et montre
les différentes facettes de ce probléme. Ainsi, le lecteur pourra se familiariser avec le
formalisme de I'automatique et comprendre comment est classiquement abordé ce pro-
bléme. Ce probléme de commande s’étudie & I'aide de deux ERA. Cependant, dans le
cas des applications aux viseurs, nous considérons souvent des systémes SISO. Ainsi,
dans le cas de systémes SISO sans transfert direct, nous montrerons que ce probléme
se simplifie et ne nécessite que la résolution d’une seule ERA notée # = 0. Nous rap-
pellerons aussi les liens étroits entre commande H,, et commande LQG. Nous finirons
par un exemple d’application pratique & un modeéle de viseur.

— Au Chapitre [3] nous montrons comment réduire 'ERA & un systéme d’équations poly-
nomiales par deux méthodes différentes. La premiére inspectant directement le systéme
d’équations polynomiales découlant de 'ERA dans le cas ou le systéme est considéré
sous forme canonique. Nous remarquons alors un schéma de substitutions simplifiant
grandement les calculs, et ce a n’'importe quel ordre. La deuxiéme, reprenant I’approche
de [KYAHQ9], se base sur la recherche d’une factorisation spectrale de la matrice Ha-
miltonienne associée & 'ERA, ainsi qu’une paramétrisation des vecteurs propres de
cette matrice. Nous montrons alors I’équivalence des systémes obtenus par les deux
approches. En Section [3.4] nous exploitons ces propriétés a I'aide d’outils de la théo-
rie de I’élimination afin d’expliciter une paramétrisation de ce systéme. Nous propo-
sons alors une paramétrisation rationnelle, la Représentation Rationnelle Univariée
[Rou99, Roul7|, présentant de nets avantages par rapport a d’autres paramétrisations
(telle qu'une base de Grobner sous forme shape [CLO15, App. D.2|). En reprenant les
travaux de [KYAHOQ9], nous montrons ensuite comment isoler I'unique matrice définie
positive solution de ’ERA. Nous explicitons ensuite des formes closes pour la solution
de Z = 0 pour 1 < n < 4. Finalement, nous détaillons quelques cas particuliers re-
marquables.

— Au Chapitre [ nous étendons I’étude paramétrique de 'ERA a la commande H,, par
Loop-Shaping. Cette extension passe par le calcul de valeurs propres d’'une matrice
construite a partir de la solution de 'ERA. Ce calcul de valeurs propres est réalisé
a l'aide d'un calcul de polynéme caractéristique. Lorsque les polynoémes sont d’ordre
suffisamment faible, nous verrons que nous pouvons expliciter les racines par radicaux
et identifier des racines maximales a l'aide du concept de variété discriminante. En
revanche, quand ce n’est pas le cas, une étape numérique est alors nécessaire. Nous
détaillons les deux approches dans ce chapitre : I’approche symbolique en petite di-
mension et ’approche symbolique /numérique dans les autres cas. Nous présentons aussi
une méthode pour régler une pondération Loop-Shaping scalaire de maniére optimale
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sur deux exemples (un systéme deux masses ressorts non amorti et amorti). Celle-ci
se base sur le calcul d’un polyndéme encodant toutes les valeurs propres de toutes les
matrices solutions des équations de Riccati intervenant dans le probléme H.

Au Chapitre [5] nous étendrons nos résultats obtenus en commande H., paramétrique
aux systémes a retard. Pour cela, nous utiliserons une décomposition additive du sys-
téme avec retard. Celle-ci nous permettra de concevoir des correcteurs explicites stabi-
lisant le systéme avec retard a partir de correcteurs stabilisant le systéme sans retard.
Nous terminerons en proposant une méthode de réglage de pondération optimale pour
ces systémes avec retard, intéressante en pratique pour les systémes considérés chez
Safran Electronics & Defense.

Enfin, la conclusion permet de résumer les résultats obtenus dans cette thése et de
formuler de nombreuses perspectives venant de 'utilisation des méthodes du calcul
formel en automatique et, en particulier, en commande H.

1.8 Liste de publications

Conférences internationales :

— Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. A symbolic-
numeric method for the parametric H., loop-shaping design problem, 22" Interna-
tional Symposium on Mathematical Theory of Networks and Systems, 2016.

Dans ce papier, nous présentons une méthode symbolique-numérique pour résoudre le
probleme de commande Ho, par Loop-Shaping pour des systémes LTI, SISO, d’ordre
faible avec paramétres. La présence de parameétres inconnus ne permet plus lutilisation
directe des méthodes numériques classiques pour la résolution du probleme de com-
mande H., et nécessite donc le développement de nouveaux algorithmes. En utilisant
les concepts de base de Griobner et de Représentation Univariée Rationnelle de varié-
tés algébriques zéro-dimensionnelles, nous donnons une paramétrisation de toutes les
solutions des deuxr équations de Riccati algébriques associées au probleme de contréle
Ho.. Ensuite, en utilisant un résultat de [AHKY09] sur la factorisation spectrale, nous
obtenons un algorithme symbolique-numérique certifié pour calculer les solutions défi-
nies positives des équations de Riccati algébriques. L’approche est enfin illustrée par un
exemple standard en automatique.

Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. Explicit H.
controllers for 15 to 3" order single-input single-ouput systems with parameters, 20"
International Federation on Automatic Control World Congress, 2017.

Dans ce papier, a l'aide de méthodes de calcul formel pour l’étude des systémes poly-

nomiauz, nous calculons sous forme close des correcteurs H., pour des systéemes LTI,
SISO, d’ordre inférieur ou égal a 3 avec paramétres inconnus.
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— Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat, Fabrice Rouillier.
Explicit H,, controllers for 4™ order single-input single-ouput systems with parameters
and their application to the two mass-spring system with damping, 20" International
Federation on Automatic Control World Congress, 2017.

Dans ce papier, a l'aide de méthodes de calcul formel pour ’étude des systémes poly-
nomiauz, nous calculons sous forme close des correcteurs Hy, pour des systemes LTI,
SISO, d’ordre 4 avec parametres inconnus. Nous présentons aussi une méthode de ré-
glage optimal d’une pondération Loop-Shaping scalaire de type gain pour un exemple
standard de 'automatique : le systeme masse-ressort.

— Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. Parametric sub-
optimal H., controllers for an optro-mechanical system modeled by a time-delay 4
order system, 8" International Symposium on Optronics in Defence and Security, 2018.

Dans ce papier, nous étendons les correcteurs Ho, paramétriques sous forme close dé-
veloppés dans les articles précédents a une classe de systémes a retard dont la partie
sans retard est d’ordre inférieur ou égal a 4. Cette extension est réalisée en utilisant
une décomposition additive du systéme en une partie sans retard et une partie avec
un retard distribué. Nous explicitons ensuite une démarche de réglage de pondération
Loop-Shaping scalaire pour cette classe de systemes a retard et nous illustrons nos ré-
sultats sur un modéle de viseur gyrostabilisé.

— Axel Barrau, Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat.
Using symbolic computation to solve algebraic Riccati equations arising in invariant
filtering, 17" European Control Conference, 2018.

Dans le cadre de la navigation inertielle, ce papier propose d’utiliser la méthode sym-
bolique pour la commande H., paramétrique, développée dans les papiers précédents,
pour caractériser la solution définie positive d’une équation de Riccati algébrique ve-
nant d’un probléme de filtrage invariant.

Revues scientifiques :

— Guillaume Rance, Yacine Bouzidi, Alban Quadrat, Arnaud Quadrat. A parametric ro-
bust control approach for low order systems, en cours de soumission.

Ce papier fait une synthése de 'ensemble des résultats pour la commande H, paramé-
trique obtenus dans les papiers de conférence précédents et dans ce mémoire de these.
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Chapitre 2

Fondements de la commande H,, par
Loop-Shaping

L’introduction de cette thése a motivé le choix de la commande H., par Loop-Shaping
comme méthode de commande pour ’asservissement des viseurs développés par Safran Elec-
tronics € Defense. Cette méthode est basée sur le modelage de la boucle ouverte. Ce modelage
se fait dans le domaine fréquentiel a 1’aide de pondérations.

Afin de comprendre ces concepts de modelage fréquentiels, la premiére section de ce
chapitre détaille la signification physique des 4 fonctions de sensibilité, centrales dans ce
probléme de commande. Dans un second temps, nous expliquons comment modeler ces fonc-
tions de sensibilité par des considérations sur la boucle ouverte. La Section 2.3 détaille ensuite
I'intérét de la commande H,, et les résultats fondamentaux d’un probléme H., particulier,
originellement présentés dans [GMSS§]. La Section effectue le lien entre ce probléme H,
et le concept de Loop-Shaping en reprenant la méthode de synthése proposée dans [MG92].
La Section [2.4) montre un lien entre la commande H, et la commande Linéaire Quadratique
Gaussienne. Enfin, cette théorie est appliquée a une modélisation de viseur.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un systéme linéaire G, de dimension finie et invariant
dans le temps. Nous désignons par (A, B,C, D) une représentation d’état minimale de G,
et par G = C (sI — A)™' B + D sa matrice de transfert. La classe de systémes considérée
en pratique étant strictement propre, nous considérerons que G est de transfert direct nul,
c’est-a-dire D = 0. Nous noterons alors simplement (A, B, C') une représentation d’état de G.
Ceci nous permet aussi d’alléger les résultats théoriques classiques présentés dans ce chapitre,
faisant intervenir beaucoup plus de termes dans le cas D # 0. Par ailleurs, nous supposerons
la paire (A, B) commandable et (C, A) observable (nous parlons aussi de représentation mi-
nimale de G). Nous notons aussi [,, la matrice identité de taille n x n, ou simplement [ si
la dimension de celle-ci est évidente. De méme, nous noterons par O, la matrice de taille
m X p composée uniquement de zéros.

Dans un souci de lisibilité, nous nous limiterons & I’étude de systémes Simple Entrée
Simple Sortie (abrégé par SISO pour Simple Input Simple Output) pour expliquer le concept
de Loop-Shaping. Remarquons cependant que ce concept s’étend aux systémes Multi-Entrées
Multi-Sorties (abrégé par MIMO pour Multiple Input Multiple Output) via des considérations
de valeurs singuliéres. Le lecteur peut se référer, par exemple, & [DF00] pour une description
rapide et, par exemple, & [GM89| pour plus de détails.

Nous notons par H,, 1'algébre de Hardy formée par les fonctions holomorphes dans C, :=
{s € C|Re(s) > 0} bornées pour la norme ||G|[oc = sup,ec, |G(s)| = ess sup,p|G(iw)|
[Zam&1l, ZDG96]. Nous désignons par RH,, le sous-espace de H,, constitué des fonctions
rationnelles bornées et holomorphes dans C,, c’est-a-dire RHo, := R(s) N Hy. En d’autres
termes, RH ., est I'algébre des fractions rationnelles propres et stables.

Nous considérons un systéme G de commande u et de mesure y, introduit en Section [I.3]
bouclé par un correcteur K donné par le schéma de la Figure 2.1} Nous voulons faire tendre
la sortie y vers une référence r, bien que le systéme soit soumis a des perturbations d en
entrée de systéme et d en sortie.

d

)
€ U + v z /L—i- Y

FIGURE 2.1 — Représentation d’un systéme bouclé

Nous considérons des fonctions de transfert G et K respectivement du systéme et du
correcteur. Définissons la boucle ouverte et sa bande passante, notions que 1’on réutilisera
par la suite.

Définition 2.1. La boucle ouverte est la fonction de transfert définie par :

L=GK.
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2.1 Introduction

Sa bande passante & 0 dB, notée fy en Hertz ou sy := 247 fy en radian, est la plus petite
pulsation positive telle que :
L(S()) = G(S()) K<80> =1.

Nous définissons aussi la fonction suivante qui interviendra de maniére récurrente dans
ce chapitre.

Définition 2.2. La fonction de sensibilité, notée S, est définie par :
S:=(1+GK)™".
En s’appuyant sur le schéma de la Figure 2.1 nous déduisons :
y=0+2=0+Gv=0+Gd+Gu=0+Gd+GKe=0+Gd+GKr—-GKuy.

Sous réserve que 1 + G K est inversible (la boucle fermée est alors dite bien posée), nous
obtenons :
y=S0+GSd+GKSr.

De plus, en utilisant u = K¢ = Kr — K y, nous avons :
u=—-KS6—GKSd+ KSr.

Nous avons alors :

(y)_(S Gs GKS) ’
—u KS GKS —-KS ,
Notons que cette écriture est indépendante de la représentation des systémes G et K. Dans
le cadre de la stabilisation de LdV, nous avons une consigne/référence nulle (r = 0). Nous
obtenons alors le schéma de la Figure [2.2] En introduisant un signe — dans la boucle interne
et en posant ;1 = —u, le schéma de la Figure se simplifie légérement par rapport a
la situation précédente. C’est ce type de schéma qui est considéré dans la littérature sur
la commande H.,. Remarquons alors que ¢ a une double signification d’'un point de vue

transfert : il peut représenter une perturbation ou une référence car le transfert entre ¢ et u
(resp. y) est similaire au transfert entre r et u (resp. y).

d 1)
) |, L,
K 2 ) v a z &

_ 7 +

FIGURE 2.2 — Boucle de stabilisation
Nous définissons aussi la notion de stabilité suivante.

Définition 2.3. Le systéme bouclé de la Figure est dit stable de maniére interne si les
matrices de transfert S, K.S, G.S sont propres et stables, c’est-a-dire appartiennent & RH .
Dans ce cas, G est dit stabilisable de maniere interne et K est appelé correcteur stabilisant.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

Dans la suite, nous adoptons la notation suivante :

mﬁm:(é%}g%):<é>s(zey (2.1)

Remarquons que II(K, G)? = TI(K, G). Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 2.1. K stabilise G de maniére de interne si et seulement si II(K, G) est un projec-
teur stable, c’est-a-dire II(K,G) € RH..

Par ailleurs, nous venons d’introduire quatre fonctions S, GS, K S et K GS. Celles-
ci permettent de caractériser la boucle de stabilisation (2.2) en terme de performance et de
robustesse. La prochaine section détaille la signification pratique de chacune de ces fonctions.

2.2 Caractérisation fréquentielle des objectifs de perfor-
mance et de robustesse

2.2.1 Fonction de sensibilité et contraintes de performance

Nous avons défini la fonction de sensibilité comme étant S := (I + GK)~". Elle peut étre
aussi percue comme le transfert de 'atténuation de la perturbation en sortie sur la mesure :

Yos=u+L0)".
1)

Ainsi, S est un indice de performance de la boucle d’asservissement en rejet de la per-
turbation de sortie. On cherchera a annuler 'erreur en basses fréquences (pour f < fo),
c’est-a-dire & avoir |S| << 1 en basses fréquences (voir la Section pour la justification).
La forme de S recherchée est donc de type passe haut avec en plus des réjecteurs sur les

fréquences a atténuer.

2.2.2 Fonction de sensibilité complémentaire et contraintes de ro-
bustesse

Supposons que le modéle (nominal), noté Gy, s’écarte du systéme réel G par des erreurs

multiplicatives A :
Go=(14+A)G.

Dans le cas d’un systéme SISO, pour garantir la stabilité pour une telle incertitude de modé-
lisation, il suffit que I’écart entre le lieu de la fonction de transfert en boucle ouverte nominale
et le point critique (—1,0) soit supérieur a 1’écart maximal entre la boucle ouverte réelle et
la boucle ouverte nominale (Figure . En effet, d’aprés le critére de Nyquist [Vin00, p.17],
dépasser le point critique entraine une perte de stabilité BIBO (c’est-a-dire pour une entrée
u bornée, la sortie z n’est pas bornée).

Traduisons ce phénoméne sous forme d’inégalités. L’écart de module entre les deux
boucles ouvertes est donné par |[K(Gy — G)| = |K AG|. 1l suffit que cet écart soit infé-
rieur & la distance entre la boucle ouverte nominale et le point critique |1 + KG|. Ceci se
traduit par I'inégalité suivante :

Kd
1+ KG

1

E
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2.2 Caractérisation fréquentielle des objectifs de performance et de robustesse

+
[
I
|
|

Boucle ouverte nominale '

Boucle
ouverte
réelle

KAG|

FIGURE 2.3 — Incertitudes de modélisation

Cette inégalité fait directement intervenir LS, que I'on nomme fonction de sensibilité
complémentaire. Cette fonction est donc un indice de la robustesse en stabilité pour les er-
reurs multiplicatives de la boucle. Elle prend en compte les variations du modéle qui sont
souvent plus importantes en haute fréquences.

Cette fonction représente aussi le transfert entre la commande et la perturbation en entrée
de modéle :

k_rs

d

En basse fréquence, celle-ci tendra vers 1, ce qui signifie que la perturbation sera compensée
par la commande. En haute fréquence, les erreurs de modéle rendront cette tache difficile.
Nous chercherons alors & incorporer des comportements de type filtres passes-bas dans cette
fonction (voir la Section [2.5.1] pour la justification).

Remarque 2.1. Il est important de noter que S + LS = 1. Ceci traduit le compromis
inévitable entre la performance (critére sur S) et la robustesse (critére sur LS), inhérent a
toute méthode de controle [ZDGI6).

Remarque 2.2. En pratique, les modes de résonance mécaniques sont susceptibles de chan-
ger de quelques pour-cents d’un viseur a 'autre. Pour un méme viseur, le(s) mode(s) de
résonance dépend(ent) aussi du niveau d’excitation et de température. Les modes de réso-
nance sont donc une limitation & la robustesse de ’asservissement et donc a sa performance.

Remarque 2.3. Noter que le raisonnement ci-dessus s’étend aux systemes MIMO a I'aide
du théoréme du Petit Gain [ZDG96, p. 211]|Zam81].

33



CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

2.2.3 Fonction de régulation et contraintes de performance en ré-
gulation

Considérons le transfert entre la perturbation en entrée de modele d et la mesure y :

Y

= =G5S

d
Ce transfert est appelé fonction de régulation. Dans le cadre des viseurs, un objectif de 1’asser-
vissement est d’avoir un mouvement résiduel le plus faible possible malgré les perturbations
d (des couples de frottement). Ceci est en général envisageable & basse fréquence (voir la
Section [2.5.1] pour la justification).

Remarque 2.4. Supposons que la boucle donnée a la Figure décrive une boucle de vitesse
= y S

d’un viseur. Nous voulons que l'erreur de position ¥(s) := £ soit nulle, bien que le viseur

soit soumis a des couples perturbateurs d. Ces couples sont de type échelon d’amplitude Cy,
soit d(s) = % De plus, supposons que le correcteur comporte ¢ intégrateurs :
Ko(s)
K(S) =, K(](O) 7é 0.

Sl

Sous forme d’équations, cela se traduit par :

lim J(t) = limsd(s) (th. de la valeur finale)
t—+00 5—=0

= lims y(s) (déf. de l'erreur en vitesse)
s—0 S

= lin(l) G(s)S(s)d(s) (déf. fonction de régulation)
5—

1 Co

= limG(s) —————— — turbation t échel

lim (s) 1) K(;gs) . (perturbation type échelon)
N

= £1_I)I(l) %(3) ?0 (approx. basse fréquence )G(s) K(;ES) >> 1)

_ 0 : i—1
Ro(0) S5

Ainsi, pour avoir une erreur de position angulaire nulle, ¢’est-a-dire lim ¥(¢) = 0, quand le
t—-+o00

viseur est soumis a des couples de type échelon, il faut que le correcteur comporte au moins
deux intégrateurs (i > 2).

2.2.4 Fonction de commande et contraintes de saturation

Dans le cadre des viseurs, du bruit dans le capteur ou une forte déformation peut faire
saturer les amplificateurs de puissance. Une fois en saturation, la stabilisation est fortement
dégradée car on quitte alors le régime linéaire. Dans ce cas, la stabilité de la boucle doit
étre étudiée d’un point de vue des systémes non linéaires. Il est donc utile de connaitre la
fonction de commande définie par :

"
E-Ks.
5 S

Une grande bande passante donne un correcteur avec un fort gain et peut amplifier les
bruits au niveau des amplificateurs de puissance. Il est donc nécessaire de filtrer les hautes
fréquences en incorporant des actions filtrantes dans K (voir la Section pour la justifi-
cation).
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2.3 Stabilisation de systémes aux facteurs copremiers incertains via critére H,

Nous venons de décrire 'importance de chacune de ces quatre fonctions dans la caractéri-
sation d’une boucle de stabilisation. La prochaine section présente un probléme de commande
robuste dans lequel ces quatre fonctions sont centrales.

2.3 Stabilisation de systémes aux facteurs copremiers in-
certains via critére H

Durant les années 80, la nécessité de prendre en compte des incertitudes de modéle dans
la conception d’un correcteur est devenue incontournable. Les premiers travaux portérent sur
des incertitudes de type additive ou multiplicative [DS81], [CD82|. Cependant, de telles incer-
titudes ne pouvaient prendre en compte toutes les variations possibles de modéles (comme
par exemple le passage de modes stables a instables). C’est ce qui a amené Vidyasagar a
introduire le concept d’incertitude sur les facteurs copremiers [VSF82]. Cette modélisation
particuliére de 'incertitude fut reprise par [GM89] dans le cadre de la stabilisation robuste
d’une famille de systémes.

Cette section reprend les résultats fondamentaux de ces travaux dans le cas des systémes
MIMO, puis montre des simplifications dans le cas SISO. Ces résultats portent sur des
systemes linéaires, notés G, de dimension finie, invariants dans le temps. Pour un rappel sur
les systémes linéaires et les définitions liées, le lecteur est invité a se reporter a I’Annexe [A]

2.3.1 Factorisations copremiéres d’une matrice de transfert

Les résultats de cette section portent sur la prise en compte d’incertitudes sur les facteurs
copremiers. Tout d’abord, définissons donc une factorisation copremiére d’une matrice de
transfert.

Définition 2.4. Soit G € R(s)?*P. Une factorisation copremiére a gauche de G est un couple
(M,N) € RHEZ“™ avec det(M) # 0, et tel que :

~ G=M"1N,

— Tl existe un couple (U, V) € RHZ™* tel que : MV + NU = I.

Remarque 2.5. On définit de maniére duale une factorisation copremiére a droite.

Il existe une infinité de telles représentations. Afin d’en distinguer une unique, nous
pouvons considérer la propriété de normalisation suivante.

Définition 2.5. Une factorisation copremiére a gauche (M ,N) € R(s)7*P est dite normalisée
si
MM*+NN* =1,

ot M*(s) = MT(—s) (resp. N*(s) = N7(—s)).

Une telle factorisation copremiére normalisée de GG peut se calculer a l’aide de la résolution
d’une équation de Riccati algébriqgue |[GMS8S]|, d’ott son intérét en pratique.

Lemme 2.2. |[GMS88| Considérons ’équation de Riccati suivante :
#:=AY +Y AT -YCTCY + BB" =0.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

Une factorisation copremiére normalisée & gauche de G est alors définie par
N:=C (sI-A+YCTC) " B,
M=I+(sI—A+YCTC) " YT,

ou Y est I'unique solution définie positive de % = 0.

2.3.2 Un probléme de commande robuste

Soit (]T] , N ) € RHZT™) yne factorisation copremiére a gauche normalisée de G. Nous
pouvons alors définir une famille de systémes a partir d’incertitudes (Ays, Ay) sur ses facteurs
copremiers :

— -1, -
G = {GA = (M + AM) (N + AN) 1Ay An)]|. < g} . (2.3)
Le probléme de commande robuste est alors de trouver un correcteur sous forme de feedback

stabilisant la famille de systémes 4. (Figure. La propriété du systéme bouclé sera appelée
stabilité robuste [GMS89].

AN AM
d + v ~ + — — z
H Y + )
K O

FIGURE 2.4 — Stabilisation d’une famille de modéles 4.

Définition 2.6. Le systéme bouclé est dit robustement stable s’il est stable de maniére
interne pour tout G dans ¥..

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. [GM89| Le correcteur K stabilise de maniére robuste le systéme G si et
seulement si K stabilise G de maniére interne et :

(koo

De maniére équivalente, il existe un correcteur K tel que le systéme bouclé de la Figure [2.4
soit robustement stable si K stabilise G de maniére interne et

( [I( ) (I-GK)" M~

ol le minimum est choisi parmi les K stabilisant G' de maniére interne.

<vyi=egl (2.4)

o0

<yi=el, (2.5)

min
K

[e.9]
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2.3 Stabilisation de systémes aux facteurs copremiers incertains via critére H,

Le Théoréme introduit un critere faisant intervenir des factorisations copremieres
normalisées de GG. De par ses propriétés, c’est-a-dire

(ar &) (ar &) =1 f|(ar &) -
nous pouvons effectuer la manipulation suivante :
I (I -GK)™! M1 = ! (I-GK)™* ]\A/[/_I<M N)
K K ;

=[x Jumemm o]

o0

o

qui fait disparaitre les termes das a la factorisation copremiére. En d’autres termes, (2.5
peut se réécrire en utilisant les transferts S, GS, KS, KSG :

s  Sa
H(KS KSG)HOOSV & |IE, G, <. (2.6)

On remarque alors les quatre matrices de transferts introduites précédemment traduisent
le compromis performance/robustesse. En effet, reprenant le schéma de la Figure 7 nous

avons
v\ (S SG 5
) "\ ks Kksag )\ d)

ol y représente la mesure de la sortie du systéme, u la commande générée par le correcteur,
et d et 9 les perturbations en entrée et sortie de systéme. Maximiser la grandeur de la famille
de systémes définie par leur incertitude sur les facteurs copremiers revient alors & minimiser
la norme H,, d'un probléeme 4 blocs dont les transferts ont une signification physique bien
particuliere (voir la Section [2.2)).

Afin de trouver un correcteur K stabilisant robustement G, nous préférerons travailler
sur la norme H., du projecteur II(K, G). Nous définissons alors le probléme de commande
suivant qui sera central dans tout ce manuscrit.

Définition 2.7. Probléme de Commande Robuste (PCR)
Etant donné v > 1, trouver un correcteur K stabilisant G de maniere interne et qui satis-
fasse :

[, Gl < -

Ce type de probléme peut alors étre traité a ’aide de techniques d’optimisation H
classiques (algorithmes itératifs, voir [DF00, IACAT99]). Cependant, |[GMS8§| montre qu’il
existe une solution explicite au PCR, ce qui fait la force principale de cette approche. Cette
solution se base sur le calcul de solutions définies positives des deux équations de Riccati
algébriques suivantes :

R =XA+A"X - XBB'X+0TC =0, (2.7)
Z=YAT+AY - YC'CY + BBT =0.

Ces deux équations ont les propriétés suivantes.

Théoréme 2.2. [GM89, Th. A.1, Rem. A.2|[ZDG96|, Coroll. 13.8] Soit (A, B, C') une repré-
sentation d’état d’un systéme linéaire G. Si (A, B) est commandable et (C, A) observable,

alors il existe une unique solution définie positive aux équations de Riccati algébriques #Z = 0
et Z =0.
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La solution explicite du PCR est alors donné par le théoréme suivant.
Théoréme 2.3. [GMS8§| Soit X (resp. Y') 'unique solution définie positive de Z = 0 (resp.
% = 0). La valeur minimale ., de ~y satisfaisant 1} est donnée par

—-1/2

Yopt = Eok = (1 -||(¥. JTJ)HZ) — VT e (Y X), (2.9)

OU Amax(M) désigne la valeur réelle propre maximale d'une matrice M € R™" et ||o]|, la
norme de Hankel [ZDG96l Chap. §|.

Remarque 2.6. v, peut étre percu comme une marge de stabilité. En effet, par définition
(2.3)), € définit la “grandeur” de la famille de modeéles stabilisables par un correcteur K donné.

Dans cette perspective, [Vin00] effectue le lien entre v,pt et les marges de gain mg et de
phase mg assurées. Si Mqg(K,G) désigne la marge de gain réelle de la boucle ouverte K G,
et si Mg (K, G) désigne sa marge de phase, alors nous avons :

1+471

1 -~ (2.10)
My(K,G) > me = 2arcsin (v7').

Mg(K, G) > mg =

2.3.3 Conception d’un correcteur

Maintenant que l'on connait la valeur minimale de ~ satisfaisant , nous pouvons
déterminer a priori la plus grande boule de modéle stabilisable par un correcteur donné. Il
reste cependant & exhiber un tel correcteur. [GM89] montre que les correcteurs minimisant
v peuvent étre obtenus en résolvant un probléme d’extension de Nehari. Ils concluent en
donnant une paramétrisation de ’ensemble des correcteurs satisfaisant (2.5)). Dans la suite,
A|B }

nous notons la représentation d’état (A, B, C, D) d’un systéme G par { 1D

Théoréme 2.4. [GMSR9] Soit X (resp. V) la solution définie positive de 2 = 0 (resp. Z = 0).
Soient v > 1 satisfaisant 1} Ci=02=-1D)Y2 Z, = (I, + (XY — +? L) " e Rvm et
® € RH, tel que ||®||o < 1. De plus, soient les transferts suivants :

| A-BB"X | -—*Z,B mxm
Ll,l = I —BTX [m eR )
[ A—BBTX |~2¢tZ,YCT
L1,2 — BTX i g@ 8i C :| c IRmXP7
! — mxp I — { L1,1 L1,2 } c R(m-i-p)x(m-i-p).
Lo = A-BB'X|—*Z,B ] c Rpxm Lo Loz
2,1 - I C ©p><m )
| A-BB"X 72<7127YCT pXp
L272 = i C —C_l Ip eR )

Les correcteurs satisfaisant (2.4)), ¢’est-a-dire stabilisant tout Ga dans ¥ avec ¢ = y~!, sont
donnés par :
K = <L171 0] + LLQ) (Lg’l 0] + L2’2>_1 .

Le choix d’un élément ® de la boule unité de RH., étant libre a priori, il est d’usage de
considérer le correcteur correspondant a & = 0. Ce correcteur est appelé correcteur central.
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2.3 Stabilisation de systémes aux facteurs copremiers incertains via critére H,

Corollaire 2.1. Soit X (resp. Y) la solution définie positive de Z = 0 (resp. R = 0). De
plus, soit v > 1 satisfaisant (2.5)). Finalement, soient les matrices suivantes :

Zy = (I + (XY — o [n))_Ta

A, :=A—-BBT'X+~*Z,YCTC,

B,:=—2Z,YCT,

C,:=BTX.
Le correcteur central pour v > 7o a alors pour représentation d’état (A,, B, C,). Sa fonc-
tion de transfert est donnée par :

K.(s):=0C, (sI,— A)~" B,. (2.11)

Démonstration. Le correcteur central est obtenu pour ® = 0. Alors, en reprenant les nota-
tions du Théoréme [2.4] on a :
Kc - LLQ Li%

Le schéma de la Figure montre que le correcteur K, peut se réécrire sous la forme d'un
feedback. La nouvelle représentation de K. indique que la sortie du correcteur y; dépend de

N
v 1 Y1 _ v + U Ly —
— Liglyy, —mm = ——
Y2 + Loxp = Lap Y2

FIGURE 2.5 — Construction du correcteur central : équivalence de deux écritures

deux transferts Ly o et Iy, — Las. Ces deux transferts s’écrivent :

;o _[A-BBTX |z, YT
BT =BTX ] O

} € R™*P

A-BBTX ‘ ¢tz y or
Ipo —Lyp = —1
—C | L+(T
Remarquons que I'équation du vecteur d’état est la méme pour ces deux transferts. Ainsi,

leur vecteur d’état est le méme. Notons z; ce vecteur d’état commun. Nous avons alors les
équations suivantes :

} € RP*P,

xrp = (A—BBTX) L+ 2, Y CT

Uy = —BTX.I'L,
yo = —Cuap + (Ip + Cil [p) U,
U =Yg + 0.

Le résultat s’obtient alors par élimination successive des variables u et yo (en combinant les
équations précédentes) afin d’obtenir une équation d’état en xj, et v. O

Remarque 2.7. Pour un systéme G a paramétres fixés, le calcul du gamma optimal (2.9)) et
d’un correcteur central (2.11]) peut se faire a 'aide, par exemple, de la commande ncfsyn de
MATLAB. Celle-ci est valable dans le cas des systémes MIMO avec prise en compte de transfert
direct D.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

2.3.4 Cas particulier des systémes SISO

Supposons maintenant que G est un systéme SISO de fonction de transfert minimale G
d’ordre n. Supposons que G est strictement propre (c’est-a-dire ‘l‘im |G(s)| =0) :
S|—00

n—1 k
k=0 Ck S

n—1 :
s" 4D o @k S

G(s) =

Notons
n—1 n—1
o k _.n k
N = s, D:=s"+ ag s,
k=0 k=0

et a := (ag,...,ap_1) et ¢ := (co,...,cn—1). Il existe une infinité de représentations d’état
possibles de GG. Considérons une représentation sous forme compagne de commande, que ’'on
note (A, B, ('), de transfert direct D nul. Nous noterons les coefficients de (A, B,C') comme
suit :

0 0 0
0
0 0 1 0 0
A= ; R, B= | | R
0
0 0 0 1 1
—ayg —a; —Qa ... —Ap—2 —Qp_—1
(2.12)
C:=(cp ¢ ... Cu_q)€R™,

I1 est alors possible de lier la solution positive de #Z = 0 avec celle de % = 0. Pour cela,
définissons la matrice & suivante

D= (P - Py P, (2.13)

avec

(2, .=C7T
yn—l = (AT + ap_1 In) CT,

Py = ((AT)”‘2 tan g (AT P gy In) o7,
| 2= (A e (AN T ) T

Cette matrice permet le passage d’une forme canonique de commande & une forme compagne
d’observation (voir Annexe |A.5)). Elle est aussi liée & la condition d’observabilité de G par la
relation suivante.

Proposition 2.1. Supposons que GG n’est pas observable. Alors, &2 n’est pas inversible.

Démonstration. La matrice d’observabilité de Kalman est définie par :

C
CA
0= : € Rla, ™", (2.14)
C A2
C At
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2.3 Stabilisation de systémes aux facteurs copremiers incertains via critére H,

Nous notons son déterminant :

A,(a,c) = det(0). (2.15)

Lorsque A, = 0, alors le systéme GG n’est pas observable (chute du rang de ). La variété
A,(a,c) = 0 représente le lieu des paramétres a et ¢ a éviter pour trouver une solution au
PCR. Remarquons alors que :

I ap1 apo -+ a2 @

C (An_l +a,-1 A2 4 a In) 0 1 ap-1 -+ 4s a2 o
C (A" 4 gy AV 4oty ) DR N
. 0 0 L :
: = 1. . . . : 8 :
C(A+anq1,) : : i T On—t : CA
C O O e 0 1 anfl O
2T ?fn 7

La permutation de deux lignes d’un déterminant multipliant ce dernier par —1, nous en
déduisons :

det(T},) x (—1)z A, si n pair
Ty __ _ N — o ) )
det(PT) = det(P) = det(T,) x det() { det(T,) x (—1)"7* A, si n impair.

Pour ¢ € Q, notons rd(q) I'arrondi inférieur de ¢ dans N. Nous avons :
det(2) = (=142 A, (2.16)

Cette derniére égalité montre que & n’est pas inversible si A, = 0, c’est-a-dire quand le
systéme n’est pas observable. O

Cette condition de non observabilité A,(a,c) = 0 se retrouvera dans 'intégralité de ce
meémoire.

Disposant d’une telle matrice &2, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.5. Soit G un systéme linéaire SISO d’ordre n, strictement propre, de représen-
tation d’état sous forme canonique de commande (A, B, C'). Supposons que G est comman-
dable et observable. Soit X 1'unique solution définie positive de Z = 0. Soient & la matrice
définie par et 2:= 271 Alors, Y := 2 X 2 est I'unique solution définie positive de
Z = 0.

Démonstration. Considérons une solution définie positive de Z = 0. Nous avons :
XA+A"X-XBB"X+C"C=0.
Multiplions cette derniére équation a droite et a gauche par 2 :
9XA2+2ATX2-2XBB"X2+207C2=0. (2.17)

Nous rappelons les propriétés suivantes de 2 (voir Annexe [A.5) :

A=92A" 97
B=207, (2.18)
C=pB"92"
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

En remplacant les expressions de C' et B données dans ([2.18)) dans (2.17)), nous obtenons :
(QXNDAT+A(2X2) - (2X2)CTC(2X2)+BB"=0.
Soit # = 2 X 2. 1l apparait alors que % est solution de Z = 0. De plus, 2 est une matrice
symétrique inversible, ce qui induit :
det (% — A1) =det (2X 2 —-)\I,) = det(271) det (X 2—\1I,) det (2),
= det(X22-)\1I,),
= det (XQTQ — )\In) :
Par ailleurs, 22 = 27 2 est une matrice définie positive (voir Annexe . L’expression
précédente fait alors apparaitre le produit de deux matrices définies positives X et 27 2.

Sachant que les valeurs propres de ce produit sont strictement positives (voir Annexe , les
valeurs propres de % le sont aussi.

Enfin, sachant que 2 et X sont symétriques et que # = 2X 2, alors # = #T. En
d’autres termes, % est symétrique, a ses valeurs propres réelles strictement positives : elle
est donc définie positive. Ainsi, Y := % est solution de Z = 0. H

Ce résultat est trés intéressant en pratique puisque nous pouvons réduire la résolution
du PCR (dans le cas des systémes SISO) a la résolution d'une unique équation de Riccati
algébrique Z = 0. En effet, en notant A, (M) la valeur absolue mazximale des valeurs propres
réelles d’une matrice M, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.6. Soit G un systéme SISO, strictement propre, de représentation d’état sous
forme canonique de commande (A, B, C). Soit I’équation de Riccati suivante :

R =XA+ATX -XBBT"X+CT"C=0.

Soit X l'unique solution définie positive de Z = 0. La valeur minimale de 7 satisfaisant ({2.5])
est donnée par :

Yot = £t = VT T e (V X) = /14 (A (2 X)) (2.19)

Démonstration. X et Y := 2 X 2 sont deux matrices définies positives. La Proposition
de ’Annexe [C] permet alors d’établir directement que les valeurs propres de Y X sont réelles
strictement positives. De plus, nous avons Y X = (2 X)2. Par conséquent, si A est une valeur
propre de 2 X, alors A\? est une valeur propre de Y X. Or, A2 est un réel strictement positif,
donc \ est réel. Les valeurs propres de 2 X sont donc nécessairement toutes réelles. De plus,
nous avons alors :

det (YX =N 1,) =det(2X — X I,)det(2 X + A 1,,). (2.20)

Ainsi, d’aprés ([2.20), A\? est valeur propre réelle de Y X si et seulement si A ou —\ est valeur
propre de 2 X. En particulier, A\? est valeur propre réelle maximale de Y X si et seulement
si A ou —A\ est valeur propre réelle maximale de 2 X. En d’autres termes, nous avons :

Amax (Y X) = (M (2 X))2.
De plus, le Théoréme [2.3] montre que
Yopt = \/1 + Amax (Y X) = \/1 + Amax ((QX>2)’

et nous déduisons :

Yopt = \/1 + ()‘* (‘QX»Z
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2.4 Lien avec la commande Linéaire Quadratique Gaussienne

2.4 Lien avec la commande Linéaire Quadratique Gaus-
sienne

Rappelons que, pour un systéme G de représentation d’état (A, B,C) et disposant de
v majorant Yoe défini par (2.9), les matrices de la représentation d’état (A,, B, C,) du
correcteur central K. obtenu au Corollaire [2.1] peuvent s’écrire

B, =y*((v*-1)I-YX)'YCT,
A,:=-BBT"X+A-B,C,
C,:=B"'X,
et nous avons :
T = Ay, + By,
{u = C, zp.

Lorsque v tend vers I'infini, nous obtenons les matrices suivantes

1

Bo := lim B, = lim 7;f (I- =5y X) 'yl =y T,
Y

Y—0o0

Api=1lm A, =A-BBT"X -YC"C,
y—00

Ux = lim C, = =BTX,
Y—00

c’est-a-dire que le correcteur s’écrit

Ty =(A-BB"X -YCTC)a, + Y CTy,
uw= BT X x,

ou X et Y sont les solutions définies positives des équations de Riccati suivantes :
R =XA+ATX - XBB'"X+07TC =
Z=YAT+ AT -YC"CY +BB” =0.

Le correcteur obtenu correspond alors a un correcteur obtenu par synthése Linéaire Qua-
dratique Gaussienne (dite LQG) [ACAT99]. Celle-ci consiste a la conception d’un correcteur
par retour d’état minimisant un critére quadratique (dit LQ), tout en estimant ’état via un
filtre de Kalman.

Plus particuliérement, I'équation #Z = 0 correspond alors a 1’étape de conception du
correcteur par retour d’état u = —BT X x qui minimise le critére LQ suivant

/y y+ul ) dt,
0

ou u désigne la commande et y = C x la mesure.

L’autre équation #Z = 0 correspond a l'estimation de I’état x du systéme, estimé noté
par 7, par un filtre de Kalman dans le cas ou le bruit Gaussien sur la commande u et sur la
mesure y sont unitaires :

T=AT—Bu+YCT(y—C%).
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

Par conséquent, la résolution du probléme de commande robuste H,, introduit dans ce
chapitre implique la résolution du probléme de commande LQG. Il suffit pour cela de faire
tendre ~ vers 'infini. Dans ce cas, nous pouvons nous passer de la partie recherche de valeurs
propres de Y X (ou 2 X).

2.5 Commande H. par Loop-Shaping

Nous disposons a présent d’outils permettant de stabiliser un modéle tout en garantissant
une marge de stabilité définie via les facteurs copremiers de celui-ci. De plus, la Section a
formalisé des objectifs fréquentiels & atteindre sur quatre fonctions de transfert. La référence
IMG92| propose une procédure utilisant les outils H,, présentés en Section et sur le
concept de Loop-Shaping ou modelage de la boucle ouverte. Dans un soucis de simplicité,
nous exposons cette procédure dans le cas des systémes SISO, mais celle-ci s’étend aux
systémes MIMO par des considérations de valeurs singuliéres.

2.5.1 Modelage de la boucle ouverte

Nous énoncions en introduction que le concept du Loop-Shaping permettait d’atteindre
des objectifs fréquentiels sur les quatre fonctions S, GS, KS et KGS via I'ajout de pon-
dérations fréquentielles. Ce concept, introduit dans [MG92| (et dont on peut trouver une
synthése en langue frangaise dans [DF00] par exemple), se base dans un premier temps sur
les remarques suivantes.

Remarque 2.8. Soit un systéme P et un correcteur C stabilisant P de maniére interne.
— Supposons que |PC| >> 1. Alors, nous avons :

1 1
‘1+PC’ ~ ‘P_C‘ (221)
P 1
— |~ |=|. 2.22
| = [l 222

En pratique, cette supposition est valable en basse fréquence (présence d’'un ou deux
intégrateurs purs dans nos systémes mécaniques).
— Supposons que |PC| << 1. Alors, nous avons :

C
‘1 + PC‘ ~ el (223
PC

En pratique, cette supposition est valable en haute fréquence (présence d’intégrateurs
purs, et de filtrage haute fréquence lié au capteur).

Les remarques précédentes montrent qu’une manipulation du gain et un modelage de
la boucle ouverte permettent d’attendre les objectifs fixés en Section sur les fonctions
de sensibilité. Ceci étant dit, il reste & énoncer une méthode permettant de modeler la dite
boucle ouverte. Cette méthode se base sur la propriété suivante.
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2.5 Commande H,, par Loop-Shaping

Proposition 2.2. Soit P un systéme SISO. Soit W € R(s) une pondération fréquentielle
telle que W P ne contienne pas de simplification pole/zéro. Définissons G := W P, que
I'on appelle systéeme fictif. Soit un correcteur K stabilisant G de maniére interne. Alors le
correcteur C':= W K stabilise P de maniére interne.

Démonstration. Considérons une factorisation copremiére de P :

N
P=—, (M,N)€RH..
MJ ( ? )E oo

De méme, considérons une factorisation copremiére de W :

A
W ==, (A B)c RH:.
B
Sachant qu’il n’existe pas de simplification pole/zéro dans G := W P, alors les éléments de
RH,, suivants
{NO .= AN € RH.,

My:= BM € RH,,,
définissent une factorisation copremiére de G [Vid85) :

AN N
G=WpP=""r=22

BM M,
Soit K un correcteur stabilisant G' de maniére interne. Considérons une factorisation copre-

miére de K : v
K==, (Uy,Vy) € RH2.
U

Soit Z := My Uy + No Vi. Alors, nous avons :

1 (MOUO NOUO)

MEG =2 v NV

Comme le produit ou la somme de fonctions de RH,, est dans RH,, il vient Z € RH,
MyUy € RHy,, NoUy € RHy,, Mg Vy € RHy et NgVy € RH .

Montrons maintenant que :

(K,G) € RHZ? & € RH,..

—~

e Supposons que [1(K, G) € RH%*?. Comme le couple (U, Vy) € RH?, satisfait une équation

de Bézout [ZDG96, Chap. 5.4]
Uoak + Vo B =1,

ou (ag, Bx) € RH2, nous avons :

(ax fic ) TE.G) =7 ( My Ny) e RHY

Nous avons alors % € RH,, et % € RH,.. Considérons alors ’équation de Bézout associée
a la factorisation copremiére de G :

(ag, Bg) € RHZ, Myag+ NyfBg = 1.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

De I'équation précédente, en utilisant que ag € RH., B € RH, % € RH, et % € RH,,

alors nous déduisons : . N
M 0
- == — RH.
A A aG + A b €

Nous avons montré que si I[I(K,G) € RH2*? alors - € RH.
e [’implication inverse est triviale.

Soit C':=W K = gg—g. Alors, nous avons :

1 P -1 B
H(CP):<1+CCP 1261:_)1)):(14-}(6? ?+V¥<G):l( My Uy . NoUyB A 1)'
1+CP 14+CP HTWG Ik G Z \ MoVo AB No Vo

En notant que Ny = AN et My = B M, nous pouvons réécrire II(C, P) de la maniére
suivante :

1(A%% %BN)

ne, p) =~ MV, A N,V

Nous avons MyUy € RH,,, UyBN € RH,,, MVy A € RH.,, No Vi, € RH, car ces éléments
sont des produits d’éléments de RH,,. De plus, 1/Z € RH,, donc II(C, P) € RH2*2.

Ainsi, notant U = BUy € RH,, et V = AV, € RH,,, nous déduisons que le correcteur

U
=—==WK
C v W

stabilise P de maniére interne. O
Remarque 2.9. W peut étre instable, notamment contenir des intégrateurs [MG92].

La pondération W peut étre vue comme un moyen de modeler a la fois la boucle ou-
verte et le correcteur. Les contraintes & imposer sur les quatre fonctions de transfert vues
précédemment imposent des choix en haute et basse fréquences sur la pondération W :

— |S| << 1 en basse fréquence pour avoir une faible erreur sur la mesure lorsqu’une per-

turbation agit en sortie de modéle. Ceci peut se faire en imposant |L| >> 1 en basse
fréquence. On pourra alors introduire des comportements type intégrateur dans W.

— |LS| << 1 en haut fréquence pour étre robuste aux erreurs de modélisation. Ceci peut
se faire en imposant |L| << 1 en haute fréquence. On pourra alors introduire des filtres
haute-fréquence dans W.

— |GS] le plus petit possible pour rejeter les perturbations en entrée de systéme. Ceci
peut se faire en imposant |L| >> 1 en basse fréquence. La encore, on pourra introduire
des comportements intégrateurs dans W en basse fréquence pour satisfaire ce critére.

— |KS| ne doit pas étre excessivement fort en haute fréquence pour limiter ’amplification
des bruits et les saturations de l'actionneur. Ceci peut se faire en ajoutant des actions

filtrantes dans K en haute fréquence, toujours au moyen de la pondération W.

Le gabarit grossier de la boucle ouverte aura alors I’aspect décrit dans la Figure [2.6]

46



2.5 Commande H,, par Loop-Shaping

|GK]

FIGURE 2.6 — Modelage de la boucle ouverte

Ainsi, il faut utiliser une pondération W comportant au moins une action intégrale en
basse fréquence et un effet filtrant en haute fréquence. On réglera aussi la fréquence de pas-
sage a 0 dB de la boucle ouverte en ajustant le gain de .

Ces techniques de gabarit sur la boucle ouverte ne dépendent pas d’une méthode de
conception de correcteur particuliére. Cependant, les références [GMS89, MG92] motivent
I'utilisation d’une méthode de commande minimisant un critére H,, en complément du Loop-
Shaping.

2.5.2 Une procédure de synthése de correcteur H,, par Loop-Shaping

Soit P un systéme nominal SISO a asservir. La procédure énoncée dans [MG92] est la
sulvante :

1. Soit une pondération fréquentielle W propre non nécessairement stable. Ajuster cette
pondération selon les recommandations de la Section [2.5.1] Créer le systeme fictif :

G:=WP.

S’assurer que G ne contient pas de simplifications pole/zéro, sinon revoir la pondération
W. Considérer une représentation d’état (A, B, C, D) de G. Calculer v, gréace a (2.9)
pour déduire la solution optimale du PCR donné au Corollaire [2.1

2. Si v est grand, revenir a 1’étape 1 en ajustant la pondération. Sinon, synthétiser un
correcteur K stabilisant G et satisfaisant le PCR en utilisant le Corollaire 2.1l

3. Basculer la pondération dans le correcteur en utilisant le principe décrit dans la Pro-

position [2.2] :
C:=WK.

Notons que la partie Loop-Shaping est utilisée pour modeler la boucle ouverte a basse
et haute fréquences, alors que la partie H,, est utilisée pour stabiliser de maniére robuste le
systéme fictif G. De plus, une telle méthode donne un indicateur (Yopt) sur la cohérence entre
la pondération W utilisée, la phase du systéme physique G et la stabilité robuste du systéeme
bouclé. En effet, rappelons que v,,¢ mesure la marge de stabilit¢é maximale quun systéme
peut atteindre. Ainsi, pour des 7, trop grands, il y a incohérence entre les spécifications
de robustesse introduites dans le modelage de la boucle ouverte via W et celles réellement
atteignables. En pratique, les valeurs de v, utilisées varient entre 2 et 3.
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CHAPITRE 2 : Fondements de la commande H,., par Loop-Shaping

2.6 Exemple d’application

Considérons la modélisation la plus fine des mesures du systéme présentée en Annexe [G]

& savoir s Ty 5)2
Py R

Py == Hpy Himy Fy TQS (Tgl?s)2 ’

o I+2+5~

ou :
s+ 2&wp s + w? s2 4+ 28wy s + w3 ' 3.0429

M Gus Wt "™ E i 2Guystwl C 3.0430 4 3.3260s 1 52

Apreés plusieurs démontages et remontages du viseur, on constate que les modes mécaniques
se déplacent, tout en ayant toujours la méme forme, a savoir une anti-résonance de fréquence
plus faible que la résonance et des amortissements similaires. Fixons alors le cahier des
charges suivant :

— Les amortissements &; des modes mécaniques restent inchangés.

— La fréquence des modes varie de 20%.

— L’écart fréquentiel entre résonance et anti-résonance reste inchangé.
Considérons alors que les fréquences des modes prennent les valeurs suivantes

O.890<W0<1.290, wlsz—i—Ql—Qo
0.8 <wy < 1.2 QQ, W3 = Wy + Qg — (225)
QO - 1, Ql == 103, QQ == 174, Qg == 175,

et que les autres paramétres sont fixés aux valeurs suivantes :

Py=6.6510"3, Ty =9.2110"1,
£ =10810"2 & =9.710"2 & =5.7410"3, & =3.801073.

Nous notons par % la boule de modéle suivante
B :={Py|08 <wy<12, w =wyr+0.03 139<w <209, ws3=ws+0.01},
et par Py, € % le modéle nominal satisfaisant :
Vie{1,2,3,4}, w; =,

Cherchons a établir un asservissement robuste a ces variations paramétriques en reprenant
la procédure de Loop-Shaping décrite précédemment. Considérons un échantillon de modeles
dans 4. Nous choisissons ces modéles de telle maniére & atteindre les bornes spécifiées en
(2.25). Dans la Figure , les diagrammes de Bode de ces modéles tests sont représentés.

Afin de satisfaire les contraintes de robustesse, il faut que ’on crée un correcteur tel que
I'inégalité sur la sensibilité complémentaire soit vérifiée. Pour cela, dans la pondération
W, on utilise un filtre passe-bas dont on affine la fréquence afin d’englober tous les modéles.
On rajoute ensuite des effets intégrateurs en basse fréquence dans la pondération W pour
rejeter les couples perturbateurs, puis enfin on ajuste le gain de la pondération pour régler
la bande passante & 0dB de la boucle ouverte. Ce réglage demande un certain nombre
d’itérations par essai-erreur. A chaque essai, le critére v,y appliqué au systéme G := W P
est un indicateur de la qualité de la conception de la pondération. Si v, est grand, il
faut revoir la pondération, tandis quun 7, faible indique une bonne robustesse. On essaie
d’ajuster le gain de la pondération afin d’avoir 7., autour de 3, ce qui garantit certaines
marges de stabilité confortables en pratique (voir (2.10)). Finalement, on peut retenir la
pondération suivante

48



2.6 Exemple d’application

~ 154(s40.1)?
- s2(s4+0.7)
qui est représentée dans la Figure 2.8) Pour une telle pondération, le critére H,, défini par

(2.9) vaut alors
Yopt ~ 2.97,

ce qui garantit des marges de stabilité confortables. Le correcteur correspondant stabilisant
le systéme fictif G' est donné par :

2.80(s + 0.702)(s* 4+ 0.08189s + 0.002649) (s? + 3.326s + 3.042)
(s +2.911)(s2 4 0.1951s + 0.009619)(s2 + 1.574s + 1.603)

(5% +0.01995 + 1.062)(s + 0.01335 + 3.071)(s* + 6.517s + 14.16)
(s2 +0.03027s + 1.056)(s2 + 0.01368s + 3.073)(s% + 6.33s + 14.1)

K —

Le correcteur C' = W K stabilisant la boule de modéle obtenu a alors la forme suivante
(Figure :
43.19(s + 0.702) (s + 0.1)2(s* + 0.08189s + 0.002649)(s* + 3.326s + 3.042)
$2(s+0.7)(s +2.911)(s? + 0.1951s + 0.009619)(s% + 1.574s + 1.603)
" (52 4+ 0.0199s + 1.062)(s% + 0.0133s + 3.071)(s* + 6.517s + 14.16)
(52 +0.03027s + 1.056)(s2 + 0.01368s + 3.073)(s2 + 6.33s + 14.1)

C =

Nous pouvons alors vérifier que I’ensemble de nos modéles est stable, soit en vérifiant que
I'inégalité ([2.2]) est vérifiée pour chaque modéle échantillon (Figure[2.10]), soit en analysant les
diagrammes de Black de chaque boucle ouverte pour chaque modéle échantillon (Figure[2.11]).
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FIGURE 2.7 — Diagramme de Bode des échantillons de modéles P choisis dans %
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FIGURE 2.8 — Diagramme de Bode de la pondération Loop-Shaping utilisée
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2.6 Exemple d’application
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FIGURE 2.10 — Prise en compte d’incertitudes de modéle via la sensibilité complémentaire
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FIGURE 2.11 — Diagramme de Black de K G pour tout G € #
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2.7 Conclusion

La commande H,, par Loop-Shaping permet de concevoir un asservissement robuste a des
incertitudes de modéle et a des perturbations extérieures, tout en considérant des contraintes
de performance. Cette conception se réalise via la spécification de pondérations et la mini-
misation d'un critére H,, portant sur les quatre fonctions de sensibilité S, GS, KS et KGS.

La partie spécification de pondération est la partie la plus délicate et nécessite en pratique
plusieurs itérations avant d’aboutir & un résultat acceptable. De plus, cette spécification n’est
valide que pour une certaine incertitude de modéle spécifiée au préalable. Si ces spécifica-
tions d’incertitude de modélisation changent au cours d’un projet (par exemple lors d'une
fabrication en série de longue durée), alors il est nécessaire de refaire le travail de conception
de correcteur.

Ces problématiques aménent & entrevoir cette méthode de conception d’un angle de vue
différent en considérant les paramétres d’'un modéle comme indéterminés. C’est ce qu’on
appelle dans cette thése la commande paramétrique. 1’ objectif visé est de se donner de nou-
veaux outils afin de mieux comprendre le probléme de commande et les systémes que 'on
étudie, tout ceci afin de gagner en efficacité lors de la conception de pondérations ou lors du
calcul du correcteur.

Les outils du calcul formel que 'on introduit dans le chapitre suivant vont nous étre treés
utiles dans cette tache. Ils vont nous permettre de considérer des paramétres indéterminés
dans notre probléme de commande. Selon le type de systémes étudiés, nous pourrons dire
plus ou moins de choses sur le probléme de commande mais, dans tous les cas, la formulation
algébrique de ce probléme apportera une plus-value intéressante par rapport a une résolution
numérique classique.

Le chapitre suivant aborde la premiére difficulté du probléme de commande H. : la

résolution de I’équation de Riccati Z = 0. Le Chapitre [4] utilise ensuite ces résultats pour
I’étude du probléme de commande H .
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Chapitre 3

Approche symbolique des équations de
Riccati algébriques

Le chapitre précédent a montré que les équations de Riccati algébriques (ERA) inter-
viennent dans la résolution du Probléme de Commande Robuste, tout comme dans la for-
mule du probléme de commande LQ ou LQG. Dans ce chapitre, nous étudions la résolution
symbolique de telles équations. Par résolution symbolique, nous supposons que I’équation
posséde des paramétres inconnus, représentés sous forme symbolique, et que ’on cherche a
réduire la résolution de cette équation a un systéme plus simple. Dans I'idéal, nous aimerions
trouver une paramétrisation de I’ensemble des solutions, voire les représenter sous forme close.

L’avantage de résoudre symboliquement ces équations par rapport a des méthodes pure-
ment numériques (telles que, par exemple, celles décrites dans [BG96|, [Lau79|, ou [ALS84]
sur laquelle est basée la commande gcare de MATLAB) est que les solutions (ou le moyen
de les représenter symboliquement) dépendent explicitement des paramétres. Ceci permet
d’étudier, par exemple, comment ces solutions évoluent en fonction de ces paramétres. On
parlera alors d’étude de sensibilité par rapport auzx paramétres. Un autre avantage est de
pouvoir certifier tout résultat, c’est-a-dire de délimiter complétement des zones singuliéres
a certains problémes dans l'espace des paramétres. Enfin, dans le cas ou des formes closes
sont calculables pour la solution d’'un probléme, un avantage est de pouvoir s’affranchir de
tout algorithme d’optimisation pour résoudre le probléme pour un jeu de parameétres donnés
(valeurs numeériques), puisque seule une évaluation de la forme close est alors nécessaire.

Dans la continuité des travaux de [FE93al, [FE93b] ou [KYAHO09|, nous proposons une
approche pour résoudre I'ERA utilisée pour la commande LQ/LQG/H, de systémes SISO
sans transfert direct, que I'on note % = 0. Aprés le rappel des définitions de quelques no-
tions d’algébre (Section , nous montrons comment réduire cette équation matricielle & un
systéme d’équations polynomiales & et ce par deux méthodes différentes (Section . Dans
le cas ol le systéme est considéré sous forme canonique, la premiére méthode est basée sur
le systeme d’équation polynomiales découlant de 'ERA. Nous remarquons alors un schéma
de substitution simplifiant grandement les calculs et ce, a n’importe quel ordre. La deuxiéme
méthode est une généralisation de [KYAHO9] dans le cas des systémes a parameétres (en uti-
lisant des techniques de la théorie des modules [Rot09]). Nous montrons alors 1’équivalence
des systémes obtenus dans les deux méthodes. La paramétrisation des solutions de Z = 0
suivant les solutions de & est obtenue explicitement pour n’importe quel ordre n. En Sec-
tion [3.4] nous détaillons les propriétés remarquables de ce systéme d’équations polynomiales.
Ensuite, en Section [3.5] nous appliquons les outils présentés en Section au systéme & &
paramétres fixés. Nous proposons alors une méthode afin de déterminer systématiquement
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une paramétrisation des solutions de &, puis d’identifier quelle solution de & représente la
solution définie positive de #Z = 0 en reprenant les travaux de [KYAHO09|. En Section
nous étendons ces résultats au systéme & & paramétres non fixés pour 1 < n < 4, en se ba-
sant sur des calculs de cellules réguliéres et de variété discriminantes de &. Ceci nous permet
d’expliciter des formes closes pour les solutions de &, et donc de Z = 0, quels que soient les
parameétres, ainsi que d’identifier la solution définie positive parmi ces solutions. Enfin, en
Section nous détaillons quelques propriétés remarquables des systémes comprenant un
retard défini par une approzimation de Padé.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans I'article de conférence [RBQQ16].
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3.1 Quelques notions d’algébre

3.1 Quelques notions d’algébre

3.1.1 Polynémes univariés et multivariés

Dans ce chapitre, nous étudions des polynémes définis sur un corps K, tel que Q, R ou C.
Le lecteur est certainement familier avec la notion de polyndéme en une variable, aussi appelé
polynome univarié. En revanche, nous considérerons en général des polynémes de plusieurs
variables. Nous parlerons alors de polyndme multivarié.

Afin d’étre clair avec le formalisme que nous employons dans ce mémoire, nous énongons
quelques définitions générales.

Définition 3.1. Un mondme en les variables xy, . .., x, est un produit de la forme 2" . .. zo"
ou les a; sont des entiers positifs, c’est-a-dire o = (v, ..., a,) € N". Nous noterons alors :
a .01 «

% i=x{" .

Définition 3.2. Un polynome f en les variables x1,...,x, et a coefficients dans un corps K

est une combinaison K-linéaire finie de mondémes :
f= E ao %, an €K, |al=a1+...+a, 7reN.
0< o<
L’ensemble des polynémes en 1, ..., x, et a coefficients dans K est noté par K[z, ..., z,].
Remarque 3.1. (K[zq,...,z,],+, X) est un anneau commutatif (par abus de notation, nous
parlerons simplement de 'anneau K[z, ..., z,]). Pour des rappels sur les anneaux, voir, par

exemple, [FEDQ9].
Lorsque K = C, un résultat classique, mais non moins utile, est le suivant.
Théoréme 3.1. Tout polynéme non constant f € Clz] admet une racine dans C.

Si ’on veut étendre ce résultat & d’autres corps que C, il est nécessaire de définir la notion
de cloture algébrique.

3.1.2 Extension algébrique et cloéture algébrique

Soient K et I deux corps tels que K C L. On dira alors que L est une extension algé-
brique de K si tout élément [ de L satisfait une équation polynomiale univariée a coefficients
dans K, c’est-a-dire qu’il existe p € K[z] tel que p(l) = 0. De plus, cette extension algébrique
sera dite algébriquement close si toute solution d’équation polynomiale univariée & coefficient
dans K appartient a L, c’est-a-dire p(z) = 0 implique que = € IL pour tout p € K[z]. On
peut montrer que tout corps K admet une cloture algébrique notée K [Lan02].

Par exemple, Q(v/2) := {a 4+ bV/2|(a,b) € Q*} est une extension algébrique du corps Q
qui n’est pas algébriquement close car j v/2 et —j v/2, racines de ® — 2, n’appartiennent pas
4 Q(v/2). C est une cloture algébrique de R puisque tout élément z = a-+ib de C, (a,b) € R?,
est racine du polynome 22 — 2a z + a® + b? & coefficients réels et toute racine d’un polyndme
a coeflicients réels est dans C.
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3.1.3 Systémes polynomiaux

Dans la suite de ce mémoire, nous considérons des systémes d’équations polynomiales.
Un systéme d’équation polynomiales est défini par des polynomes fi, ..., fs de Klzy, ..., z,]
tels que :

fl(l'l, ce ,ZL‘n) = O,
: (3.1)
fs(x1,...,x,) =0.

Exemple 3.1. Soit K = Q. Un exemple de systéme d’équations polynomiales de Q[x, . . ., ;]

est :
{x%—i—Qa:le—i—a:g:O,

rias —1=0.

Soit K = Q[a]. Un exemple de systéme d’équations polynomiales de Q|a][z1, ..., ;] est :
ax?+21* =0,
rix; + 222 —a’=0.

A ces systémes de polynomes, nous associons un idéal. Rappelons tout d’abord cette
notion.

Définition 3.3. Soit I C K[zy,...,x,]. I est un idéal si :
— (I,+) est un sous-groupe de (K[zy,...,z,],+),
- SifeletpeK[z,...,x,], alorspf € 1.

Dans le cas de systémes polynomiaux, nous associons l'idéal suivant.

Définition 3.4. Soient (f1,..., fs) € K[z1,...,x,]°. Alors, nous notons :

(fi, - fs) = {sz fil (p1, .- ps) € K[%,---,xn]s}-

Alors (f1,..., fs) est un idéal, appelé idéal de l'anneau Klxy,...,x,] engendré/généré par
fla s 7fs-

Remarque 3.2. L’idéal (f1,..., fs) est méme le plus petit idéal de K[z, ..., z,]| contenant
{flv SR 7f5}‘

Lorsque K = C, nous pouvons représenter géométriquement les solutions de . Nous
parlerons alors de wvariété algébrique complexe. Nous étendrons cette notion sur un corps K
quelconque, bien que les solutions soient généralement définies dans la cléture algébrique K.
Les variétés algébriques en lien avec nos problémes de commande sont centrales dans cette
theése.

Définition 3.5. Soit &7 une K-algebre. Soient fi,..., fs des polynomes de K[zy, ..., x,] et
(f1,..., fs) I'idéal associé. Alors, nous définissons :

Vo ({fi, - s fs)) ={(vn1,...,vn) € A" |Vp € (fi,.... fs), p(v1,...,vn) =0}

Vi ({f1,..., fs)) est appelé ensemble algébrique défini par fi,..., fs et @, ou encore variété
algébrique affine (formée des of -points) de (fi,..., fs). Dans la suite, on prendra o/ = K et
on notera V' ({f1,..., fs)) := Vk({f1,-.., fs)), qui sera simplement appelée variété.
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Remarque 3.3. Dans le cas ou K = C, la variété Ve ((f1, ..., fs)) est un ensemble algébrique
de C™ définie par les zéros communs aux f;.

Remarque 3.4. Reprenons les mnotations de la Définition [3.5 Si un polyndme
feKxy,...,x,] sécrit

F=r+> afi raecKz,. .. )
i=1

alors f = r sur la variété Vi, ((f1,..., fs))-
Nous définissons aussi un idéal associé a une variété algébrique comme suit.

Définition 3.6. Soit V' une variété algébrique. Alors, nous notons I(V) 'ensemble des
polyndémes s’annulant sur la variété V', c’est-a-dire :

IV):={f eKlxy,...,z,) |V(1,...,vn) €V, f(r1,...,1,) =0}.

I(V) est un idéal, appelé idéal de V.

Nous disposons de plusieurs objets pour caractériser un systéme polynomial. Il existe des
correspondances entre ces objets. Notamment, comme tout élément p de (fy,..., fs) s’écrit
sous la forme de p; fi + ... 4+ ps fs, ot (p1,...,ps) € K[zy,...,2,]°, nous avons :

E={v=w,....,vn) €| filvr,...,vn) =0,i=1,...,8} TV, ((f1,..., fs))

Réciproquement, si v € V, ((f1,..., fs)), en utilisant que f; € (f1,..., fs) pouri=1,... s,

nous obtenons que f;(v) = 0 pour i = 1,...,s, c’est-a-dire que v € E et donc que
Vs ({f1,..., fs)) € E, ce qui prouve que E =V, ((f1,..., fs)).
Proposition 3.1. Si f1,..., fset fi,..., f{ sont deux familles génératrices d'un idéal I, c’est-

adive que I = (fiy..., fa) = (fl,- -, f2), alors nous avons : V({fi,...., £)) = V({f},-. - £))
simplement noté par V(I).

L’idéal contient une information supplémentaire que la variété algébrique n’encode pas :
la multiplicité. Par exemple, considérons les systéme suivants :

— 22 =0 : I'idéal associé est I} = (z?).

— x =0 : I'idéal associé est I = (z).
Nous avons Iy € I;. Par contre, ces deux idéaux sont associés a la méme variété algébrique
V(I;) = V(I3) = {0}. En d’autres termes, la multiplicité des solutions d’un systéme d’équa-
tion polynomiales n’est pas prise en compte dans la variété algébrique associée a celui-ci.
Autrement dit, si un polynéme multivarié s’annule sur tous les points d’une variété V (1),
ceci n'implique pas nécessairement que f € I.

Théoréme  3.2. (Hilbert  Nullstellensatz) — Soient o/ une K-algébre et
fifiyo o fs € Klzy,...,2,)*™, ot K est un corps algébriquement clos tel que C. Alors,
nous avons :

fel(Ve({fr,....f)) = FkeN, fFe(fi,....f).

Nous définissons alors la notion d’idéal radical.

o7



CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

Définition 3.7. Si [ est un idéal de K[zy, ..., x,], alors nous définissons le radical de I, noté
VI , par ’ensemble :

VI={feK,.. x| f"el, m>1}.
Un idéal I est dit radical si /I = 1I.

Afin de déterminer certaines propriétés de la variété V((fi,..., fs)) (par exemple sa di-
mension), on est amené a changer de générateurs de U'idéal (f,..., fs) en considérant, par
exemple, une base de Gréobner. Nous évoquerons cette notion dans les sections qui suivent.

Notons aussi que, disposant du systéme d’équations (3.1]), nous pouvons “simplifier” tout
polynéome dans Klzy,...,z,| par (fi,..., fs) en utilisant le concept de classe d’équivalence.

3.1.4 Classes d’équivalence

Définition 3.8. Soit r € Klzy,...,z,]. On appelle classe d’équivalence de r modulo
(f1,..., fs) 'ensemble de polynéomes défini par :

F={aeKzy,...,z)|r—ae{fi,....fs}.
r est dit représentant de la classe d’équivalence 7.

L’ensemble des classes d’équivalence des polynémes de K[z, ..., z,] modulo (fi,..., fs)
est un anneau.

Théoréme 3.3. [CLOI5, Th. 6, Chap. 5, §2] L’ensemble des classes d’équivalences des

polynémes de K|z, ..., z,] modulo (fi,..., fs) est un anneau pour les opérations suivantes
\V/(Tl,TQ) EK[CUl,...,.Tn]2, T_1+T_2:T1+T27 _IT_2:T1T27
appelé  anneau  quotient de Klzy,...,x,] par  (fi,...,fs) et noté par

o =Kz, .. 2]/ (f1,. 0, fs)-

Exemple 3.2. Considérons I'idéal (f;) ou f; = 22 — 1. Le polynéme g = 2% peut se réduire
modulo (f;). En effet, nous avons

ce qui implique :
g=1 =x.

Ainsi, 23 et z; appartiennent a la méme classe d’équivalence modulo fi, c’est-a-dire défi-
nissent le méme élément dans le quotient Klz|/(f1).

Notons que I'anneau quotient o7 vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 3.2. [FEDQ9| < est une K-algebre. En particulier, o7 est un K-espace-vectoriel.
De plus, o7 est engendré comme K-espace-vectoriel par ’ensemble des classes d’équivalence
des mondmes de K[z, ..., x,].

Nous accorderons une importance particuliére aux anneaux quotients zéro-dimensionnels
définis comme suit.

Définition 3.9. o7 est dit zéro-dimensionnel si la dimension de &7 en tant que K espace
vectoriel est finie. Par abus de langage, on dira que (fi, ..., fs) est zéro-dimensionnel.

o8



3.1 Quelques notions d’algébre

Il existe des algorithmes permettant de calculer un représentant “simple” d’une classe
d’équivalence, comme par exemple calculer une forme normale |[CLO15, Prop. 1, Chap. 2,
§6|. Calculer une forme normale nécessite, par exemple, la connaissance d'une base de Grobner
de 'idéal (fi, ..., fs) engendré par ce systéme pour un ordre monomial donné. Une base de
Grobner de (f1, ..., fs) est une famille génératrice de I'idéal (fi, ..., fs) possédant certaines
propriétés supplémentaires que nous détaillerons dans les sections suivantes. Disposant d’une
base de Grobner de (f1, ..., fs), nous pouvons alors effectuer des opérations effectives dans
I'anneau quotient &7 := Klxy,...,z,|/{f1,..., fs), en particulier vérifier si r € (f,..., fs)
en testant que la forme normale 7 de r vérifie 7 = 0 (la définition de la forme normale est
explicitée en Section [3.1.7)).

3.1.5 Ordres monomiaux

Nous avons vu qu’il y avait une correspondance entre idéaux et systémes polynomiaux. Il
peut étre intéressant de trouver une autre base génératrice de 1'idéal I pour “résoudre” cer-
tains problémes comme reconnaitre si un polynéme appartient a un idéal I, ou rechercher les
solutions du systéme polynomial défini par un idéal zéro-dimensionnel. Les bases de Grébner
permettent de répondre a ces questions. Avant de définir celles-ci, nous devons parler de
division de polyndémes multivariés et d’un algorithme permettant de diviser un polynome
par un ensemble de polynémes. Dans le cas univarié, celui-ci s’appelle division euclidienne.
Cet algorithme se base sur I'ordonnancement des termes d’un polyndéme suivant leur degré.
Si l'on cherche a étendre cet algorithme dans le cas multivarié, nous devons définir la no-
tion d’ordre pour des polynomes a plusieurs variables. C’est ce qui est appelé ordre monomial.

Nous donnons ici la définition d’un ordre monomial ainsi que quelques exemples. Pour
plus de détails, le lecteur est invité a se référer a [CLO15, Chap.2, §2|.

Définition 3.10. Un ordre monomial > sur K[zy, ..., x,] est une relation > sur N" (ou, de
maniére équivalente, une relation sur I’ensemble des monomes =%, o € N"), satisfaisant :

— > est un ordre total sur N, c’est a dire une relation d’ordre pour laquelle deux éléments
de N™ sont toujours comparables,

—sia>pPetyeN" alorsa+vy > [+,

— chaque sous-ensemble non vide de N™ a un plus petit élément pour ’ordre >.

Il existe plusieurs exemples d’ordres monomiaux. Nous en donnons quelques uns ici.

Définition 3.11. Soient o = («,...,a,) et § = (P1,...,5,) dans N". Nous disons que
Q >1ep [ sila premiére composante non nulle de @ — [ est positive. Nous écrivons alors
2% >1ep TP si a0 1oy B. Cet ordre est appelé ordre lexicographique.

Définition 3.12. Soient o = («y,...,a,) et § = (f1,...,0,) dans N™. Rappelons que
la| = oy + ... + ap. Nous disons que v >=pprr, B si |a] > |5] ou si |a] = |B] et la derniére
composante non-nulle de a — /3 est négative. Nous écrivons alors 2% >=prr, 2 si o =prr B
Cet ordre est appelé ordre du Degré Lexicographique Inverse, abrégé DRL (Degree- Reverse-
Lezicographical).

Exemple 3.3. Considérons les monomes x3 x3 et x? x3 x3. Alors, nous avons a = (3,0, 2)
et B =(2,2,1) et @ — B = (1,-2,1). Ainsi, 2322 >, 232323 Par ailleurs, 30 o =
S B =5, dot # a3 s - prr 3 22,
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Disposant d’un ordre monomial >, nous pouvons alors ordonner les polynémes de

K[z1,...,z,). Nous définissons les notions suivantes.
Définition 3.13. Soit f := ) a,2® un polynéme non nul de Kzy,...,2,] et > un ordre
monomial.

o Le degré de f est :
deg(f) = max {o € N"|a, # 0} .

e Le degré total de f est max {|a||a, # 0}.
e Le coefficient de téte (leading coefficient en anglais) de f est :

LC(f) = Qdeg(f) c K.

e Le monome de téte (leading monomial en anglais) de f est :

LM(f) = a8,
e Le terme de téte (leading term en anglais) de f est :

LT(f) = LC(f) LM(f).

Remarque 3.5. Lorsque le contexte est clair, nous ne préciserons par 1’ordre monomial
utilisé.

Remarque 3.6. Si n = 1, alors les polyndémes de K[z;] sont ordonnés par leur degré.

3.1.6 Division de polyndémes a plusieurs variables

Disposant d’un ordre monomial >, nous pouvons définir un algorithme de division dans le
cas multivarié. Etant donné (f, fi,...,fs) € Kzy,...,z,]*", Dalgorithme calcule
(1 qus -5 qs) € Klzy, ..., 2,5 tel que :

f:7”+ZqZ‘fzw
i=1

Un théoréme en lien avec un tel algorithme est le suivant.

Théoréme 3.4. Soient > un ordre monomial sur N* et F' = (f1,..., fs) un s-uplet de

polynémes ordonné de K[z, ..., x,]. Alors, tout polynéme f € K[zy,...,x,] peut s’écrire
f:qlfl—i_--'—i_Qst—i_r; (32)

ou q;,r € Klxy,...,x,] et soit r = 0, soit r est une combinaison K-linéaire de monémes non

divisibles par les termes de téte des f;. Alors, r est appelé reste de la division de f par F.

Ce théoréme se prouve simplement en explicitant un algorithme permettant de calculer
les g; et r. L’algorithme est le suivant.
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Algorithme 3.1. (division de f par un s-uplet ordonné (f1,..., fs))

Entrées : (f1,..., fs) € K[xy,...,2,]* un s-uplet ordonné, f € Kz, ..., z,]
et > un ordre monomial

Sorties : q1,...,qs, 7 € Klxy, ..., 2,] tels que et r est non divisible par
les termes de téte des f;, 1 =1,...,s
g :=0;...5q5 :=0;7 :=0;
p=r;
tant que p # 0 faire
1:=1
division effectuée := faux
tant que 1 < s et division effectuée = faux faire
si LT(f;) divise LT(p) alors
¢ = q; + LT(p)/LT(f,)
p:=p— (LT(p)/LT(f;)) fi
division _effectuée := vraz
sinon
1:=1+1
si division _effectuée = faux alors
r:=r+ LT(p)
p:=p—LT(p)
retourner qi,...,Qs, "

Notons que, lorsque LT(f;) divise LT(p), alors I'algorithme annule des termes de téte.
Notons aussi que, dans le cas n = 1, nous retrouvons 'algorithme de division euclidienne.

Il est important de noter que suivant 'ordre des f; dans lequel ’algorithme de division
est réalisé, celui-ci peut retourner des résultats différents.

Exemple 3.4. [CLOT5, Chap. 2| Soient f = 22y +xy* +y fi=v>*—let fo=a2y— 1.
La division de f par (f1, f2) suivant 'ordre = >, y retourne le reste 2 + 1. En changeant
I'ordre des polynomes diviseurs, c¢’est-a-dire en divisant f par (f2, fi) suivant Uordre = >, v,
nous obtenons le reste z, différent du reste précédent.

Si {fi1,..., fs} posséde certaines propriétés, alors le résultat de Ialgorithme est unique.
Les bases de Grobner, définies a la section suivante, vérifient une telle propriété.

3.1.7 Bases de Grobner

Une base de Grobner d’un idéal I est définie comme suit.

Définition 3.14. Soit un ordre monomial >. Un sous ensemble fini G = {gy,...,q:} # {0}
d’un idéal I C K[z, ..., x,] est appelée base de Gribner si :

(LT(g1), .-, LT(ge)) = (LT(1)).

Cette définition étant difficilement applicable en pratique, nous retenons généralement
les propriétés des bases de Grobner.
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Théoréme 3.5. Soient I C K[zy,...,x,] unidéal, G = {g1, ..., g;} une base de Grobner de
I pour l'ordre > et f € K[zy,...,x,]. Alors, il existe un unique r € K[zy,...,x,] avec les
propriétés suivantes :

t
1. existege I tel que f=g+r=>¢;q;+r, pour g1,...,q € Klxy,...,z,]
i=1

2. Aucun terme de r n’est divisible par LT(g;) pour 1 <i <t.

En particulier, r est I'unique reste de la division de f par G.

Soient I C K[xzy,...,z,| un idéal et G = {gi, ..., g:} une base de Grébner de I. L’algo-
rithme de division (voir Algorithme fourni alors un reste unique lorsque l'on divise le

-G .
polynome f par G. Ce reste est alors appelé forme normale et est noté f . Cet algorithme
permet notamment de calculer un représentant “simple” (réduit) d’une classe d’équivalence.

Exemple 3.5. Reprenons 'Exemple[3.4] Notons I := (f1, fo) avec fi == y*—1let fo := xy—1.
Une base de Grobner de I pour lordre lexicographique =, y est Gy := {y* — 1,2 — y},
tandis qu'une pour l'ordre = >prr y est Gy := {zx — y,y* — 1}. Le reste de la division de f
par GG1 pour l'ordre x ., y ou par GGy pour l'ordre x >=ppgy, y est identique et vaut 2y + 1.

Tout d’abord, nous aimerions savoir reconnaitre quand un ensemble de polynémes forme
une base de Grobner, et ensuite, dans le cas négatif, nous voudrions calculer la base de
Grobner associée a cet ensemble. Pour cela, nous avons besoin d’introduire la définition
suivante.

Définition 3.15. [CLO15, Chap. 2, §6] Soient f et g dans K[z, ..., x,]. Le S-polynome de
f et g est alors la combinaison suivante

x7 x7

(! T )

S(f,9) = g,

ou x7 désigne le plus petit commun multiple de LM(f) et LM(g), c’est-a~-dire v = (71, , Yn),
avec v; = max {«;, B;} avec a = deg(f) et § = deg(g).

Le critére suivant permet alors d’identifier une base de Grobner.

Théoréme 3.6. (Critére de Buchberger) [CLO15L Th. 6, §6, Chap. 2] Soit I un idéal poly-
nomial. Alors, une famille génératrice G = {g1,...,¢:} de I est une base de Grobner de [ si
et seulement si pour toute paire (7, j) avec i # j, le reste de la division de S(g;, g;) par G est

— G
zéro, c’est-a-dire Vi # j, S(gi,9;) =0.

L’algorithme suivant permet de calculer une base de Grobner d’'un idéal I = (fy, ..., fs) #
{0} en un nombre fini d’étapes.
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Algorithme 3.2. (Algorithme de Buchberger) [CLO15L Chap. 2, §7|

Entrées : F:={f1,..., fs} tel que I = (f1,..., fs)
Sorties : Une base de Grobner G = (¢1,...,9s) de [

G :=F;
répéter
G =G
pour toute paire {p, q},p # ¢ dans G’ faire
r:=5(p,q)
sir#0alors G:=GU{r}
jusqu’a G = G’

retourner GG
Pour des raffinements sur cet algorithme, voir, par exemple, [CLO15, Chap. 2|.

Afin de déterminer si deux ensembles de polynémes générent le méme idéal, il est inté-
ressant de disposer d’une base de Grobner réduite. Celle-ci est définie comme suit.

Définition 3.16. Une base de Gribner réduite d'un idéal polynomial I est une base de
Grobner G de [ telle que :

— LC(p) = 1 pour tout p € G,

— pour tout p € G aucun mondme de p n’est divisible par un des monoémes de G \ {0}.

Une base de Grobner réduite posséde la propriété suivante.

Théoréme 3.7. Soit I # {0} un idéal polynomial. Alors, disposant d’un ordre monomial
>, I admet une unique base de Grobner réduite.

Le Théoréeme permet de montrer que deux ensembles de polynoémes générent le méme
idéal.

3.1.8 Matrices de multiplication

Soit f := {fi,..., fs} un systéme de polynéomes de R := K[zy,...,z,]. Soit I 'idéal
généré par f, que l'on suppose zéro-dimensionnel. Notons par &7 := R/I I'anneau quotient
de R par I. Nous définissons la notion de matrice de multiplication de la maniére suivante.

Définition 3.17. Soit r € R. Le K-endomorphisme de multiplication de &7 associé ar € R
est défini par :
M, : o —

a +—— Ta.

Autrement dit, 'image de @ par cet endomorphisme est la réduction de r a modulo I.
Alors, on peut exprimer @ et 7a dans une K-base de 7. m,. est alors défini par une matrice,
permettant de passer du vecteur coordonnée de @ a celui de 7a ; nous parlons alors de matrice
de multiplication.
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Exemple 3.6. Notons K := Q(dy, ds) le corps des fractions rationnelles en les paramétres
do,ds et R := Klbg, b1] 'ensemble des polynémes en les variables by et by et a coefficients
dans K. Soit B un ensemble de polynémes de R défini par :

B .= {bg—do, b%—Qbo—dg}.
Cet ensemble de polynomes sera étudié par la suite. Notons par &/ := R/(B) I'anneau

quotient de R par (B). Une K-base de &7 est {1,b1,bo, b1 bp}. La matrice de multiplication
par by, notée par M,,, a la forme suivante :

0O 0 1 0
0 0 0 1
My, = d 0 0 0
0 do 00
Celle-ci vérifie bien :
bo 0O 0 1 0 1
bo b1 - 0 0 01 by
b% do 0 0 0 bo
b bg 0 dy 00 b1 by

Soit x = (X1,---,Xn) € K". Soit r(z1,...,x,) € R. Nous notons r(x) le scalaire de
K obtenu par substitution de z; = x; dans r pour tout ¢ = 1,...,n. Nous avons alors le
théoréme suivant.

Théoréme 3.8. (Théoréme de Stickelberger)[Rou99] Supposons que K est un corps de ca-
ractéristique zéroE]. Soit r(x1,...,x,) € R. Alors, les valeurs propres de M, sont exactement
les r(x), oit x € V(I), en comptant les multiplicités s,.

Autrement dit, en calculant le polynéme caractéristique de M,., on obtient un polynéme
pr dont les racines sont exactement r(x) ou y est dans V' (I). Notons que si p, est sans facteur
carré, nous pouvons en conclure que r sépare V (I).

Les matrices de multiplication et le Théoréme de Stickelberger servent notamment au
calcul de la Représentation Univariée Rationnelle présentée au Théoréme [3.17]

3.1.9 Résultants

Soient deux polynomes f et g dans K[z], respectivement de degré m et n :

=a, "+ ...+ a1+ ag,
{f ! 0 ag,...,am,bo,...,bneK.

g=b,a"+ ...+ bx+ by,

n
1. La caractéristique d’un anneau est le plus petit entier n > 1 tel que > 1 = 0. Si un tel entier n n’existe
i=1
pas, alors 'anneau est dit de caractéristique zéro. Cette définition s’étend aux corps.
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Le résultant de f et g par rapport a la variable x est défini comme étant le déterminant de
la matrice de Sylvester de taille (m + n) X (m + n) suivante

Syl(f’ g) — ( ‘[i > c K(m+n)><(m+n)’

Ay, App—1 - - - Qp ... Qo 0 ... 0

e I P )
0 0 am ... ... ... ... a
bn bn—l bm bO 0 0

V= 0 bn o bi”_l o .bl 'bo o 0 € Kmx(m+n)
0 0 by bo

c’est-a-dire Res(f, g, x) := det(Syl(f, g9)) € K.
Nous résumons ici quelques propriétés remarquables du résultant.

Proposition 3.3. [CLO06] Soient deux polynomes f et g de Kz]. Alors,
1. Res(f, g, ) est un polynéme en les coefficients de f et g.

2. Res(f,g,x) =0 si et seulement si f et g ont un facteur commun dans K|z].

3. Il existe deux polynomes A et B dans K[z] tels que :
Res(f,9.2) = Af+ Bg.
Les coefficients de A et B sont des polyndémes en les coefficients de f et g.

Dans cette these, le point 2 de la précédente proposition sera souvent utilisé.

Notons aussi que la notion de résultant s’étend a un systéme de N € N polynoémes. Pour
plus de détails, nous référons a [CLOO06, Chap. 3].

3.1.10 Variétés discriminantes

Supposons que l'on travaille dans le corps K := Q(0), ot 0 = (0, ..., 6,) est un vecteur
de paramétres, et que 'on étudie I'idéal zéro-dimensionnel (fy, ..., fs) de K[zy, ..., z,]. Le
nombre de solutions (dans K, comptées avec multiplicités) du systéme polynomial { f1, ..., fs}

peut changer pour des valeurs différentes de 6. Pour s’en convaincre, nous pouvons considérer
le systéme polynomial suivant :

f1::9x1—1:0,
f22 1'2—1:0

Pour 0 # 0, ce systéme admet une solution simple (1/6,1). En revanche, pour 6 = 0, ce
systéme n’admet pas de solutions. Il convient alors de caractériser ces valeurs de parameétres
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pour lesquelles le nombre de solutions d’un systéme polynomial change. C’est ce que carac-
térise une variété discriminante.

Définir précisément une variété discriminante d’une maniére générale est technique. Nous
proposons ici de limiter sa définition & un polynéme univarié de degré n. Pour une définition
plus générale, nous référons a [LRO7| ou [Mor(08|. Notons alors 6 := (6, ..., 6,) un vecteur
de parameétres et définissons un polynéme comme suit :

P=0,X"+0, X" 1 4+.. . +6,X+6,.
Tout d’abord, définissons la notion de discriminant de P.

Définition 3.18. Le discriminant de P est défini par

d P
Ap := Res (P, %,x) ) (3.3)

ou Res (P, %,x) dénote le résultant de P et de sa dérivée en x. Nous adoptons aussi la

notation :

dP
disc(P,x) := R P, — .
isc(P, x) es (  Ta ,x)

Pour plus d’informations sur les résultants, voir la Section [3.1.9

En pratique, le discriminant de P correspond au lieu des parameétres ou l'une des ra-
cines de P devient multiple. Des logiciels de calcul formel tels que Maple ou Mathematica
permettent de calculer cet objet.

Exemple 3.7. Soit P := 60, X? + 0, X + 0,. Le discriminant de P est alors défini par :
Ap =02 —40,0,.
Ap = 0 est le lieu de I'espace des paramétres 6 sur lequel P admet une solution multiple.
Du discriminant de P, nous définissons sa variété discriminante.

Définition 3.19. La variété discriminante de P est définie par :
Vp = {9 c C" | Ap(f) = O} U {9 cC"0, = O} . (3.4)

Exemple 3.8. Soit P := 0, X? + 0; X + 0. Le variété discriminante de P est alors définie
par :
Vp:={0e€C’|6; —46,0, =0} U{6 € C*|6,=0}.

Une coupe de ¥p a 0 = 1 est donnée en Figure

D’une maniére générale, la variété discriminante d’un systéme polynomial est une géné-
ralisation du discriminant d’un polyndéme univarié. Elle décrit I’ensemble des points critiques
du systéme, c’est-a-dire les singularités, le lieu ou le systéme admet une solution de mul-
tiplicité plus grande que 1, et le lieu ot une solution tend vers l'infini. Géométriquement,
la variété discriminante permet de décomposer ’espace des parameétres en cellules réqulieres
dans lesquelles le nombre de racines réelles est constant. En prenant un point particulier
dans chaque cellule réguliére, et en calculant les solutions du systéme en ce point (via, par
exemple, un algorithme d’isolation certifié tel que celui proposé dans [CAT6]), nous déduisons
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alors le nombre de solutions réelles dans la cellule.

Bien que les frontiéres des cellules soient données par la variété #p, trouver un point
témoin dans chacune d’elles n’est pas trivial. Il convient alors de définir une méthode sys-
tématique pour trouver un point dans chaque cellule. Une méthode consiste a calculer une
Décomposition Cylindrique Algébrique [CHI1, [ACMS84| de P et de ne considérer que les cel-
lules de dimension maximale (c’est-a-dire de dimension égale au nombre de paramétres, ou
en d’autres termes, en ne considérant que les cellules ou les racines sont de multiplicité 1).
Nous proposons d’introduire une telle méthode via I’exemple simple suivant.

Exemple 3.9. Considérons un polynéme P de la forme
P(by) := b3 + 0, by + bq.
Le coefficient de téte de P étant 1, sa variété discriminante est :
Vp = {(00791) € R*|Ap(0) := 67 — 46y = O} .

Celle-ci est représentée en Figure [3.0]

FIGURE 3.1 — Variété discriminante de P suivant b;

Nous distinguons alors deux cellules. Afin de les caractériser, I'idée est de calculer certains
points singuliers de la variété ¥p [CLOTH, Chap. 3|, c’est-a-dire des points d’intersection de
la variété avec elle-méme, ou des points ot une dérivée s’annule.

Considérons Ap comme un polynéme en #;. Nous avons :

0Ap
00,

- 2 91.
Afin de déterminer les points de Ap ou sa dérivée en #; s’annule, nous devons considérer le
systéme polynomial suivant :

Ap(0)) = 6? — 46, =0,

I
S5 (01 =20, =0,

(3.5)
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Ceci rappelle la définition du discriminant. En effet, nous cherchons 6, tel que celui-ci soit
racine de Ap et de sa dérivée en ;. En d’autre termes, nous cherchons les conditions telles
que 67 soit racine multiple de Ap. Le calcul du discriminant de Ap en #; donne :

diSC(AP, 91) =16 90. (36)

Ce dernier s’annule si et seulement si 6y = 0. En particularisant 8, = 0 dans Ap, nous obte-
nons 07 = 0, soit §; = 0. Nous trouvons alors un seul point critique : § = (0,0). Notons que
la résolution directe du systéme nous aurait permis de trouver ce point directement.
La Figure nous permet de confirmer un tel résultat.

Notons alors que (3.6) décompose les valeurs de 6y en deux intervalles I et I :
I = {90 S R|90 < O}, Iy = {90 S R|00 > O} (37)

Au dessus de chaque intervalle, le nombre de racines réelles de Ap en 0, est constant. Plus
particuliérement, si 6y < 0, alors Ap n’admet pas de racine réelle en 61, et si 6, > 0, alors
Ap admet 2 racines réelles en ;. Nous pouvons alors décomposer 1'espace 6 = (g, 0;) en 4
cellules notées C;, 1 = 1,...,4, définis par :

- ()= {9 = (90,91) € R? | 90 < 0},

- Cy:= {9 = (90,91) c R2|90 >0, 0, < —\/M},

- (5 := {9 = (90,91) ER2|90 > 0, —\/m< 0, < \/M},

- Cy = {9 = (90,91) ER2|90 >0, 0, < \/M}
Dans chaque cellule C;, notons que, le nombre de racines réelles de P est constant puisque
Ap ne s’y annule pas. De plus, un point témoin dans chacune d’elle est facilement calculable
comme suit. On choisi un 0y positif puis on particularise Ap en ce point, dont on calcule
les racines en ;. Il suffit alors de choisir un point dans un intervalle défini par ces derniéres
racines en 0.

Par ailleurs, notons qu’en choisissant de calculer le discriminant de Ap en 6y, nous ob-
tiendrions une décomposition en cellule plus simple puisque celui-ci ne s’annule jamais. En
effet, pour tout ¢, nous avons :

Ap(@o,@l) =0 & 90 = 0%/4

En procédant de la sorte, nous obtenons alors uniquement deux cellules discriminées par
les valeurs de 60, suivant les valeurs de #,. Ceci est facilement remarquable en tournant la

Figure [3.1] d’un quart de tour.
U

Une telle procédure se généralise & un nombre quelconque de paramétres en calculant
des discriminants successifs de la variété discriminante du polynoéme étudié. Les polynoémes
obtenus a ces différentes étapes sont appelés polynomes projetés.

De cet exemple, retenons simplement la chose suivante : en calculant les discriminants
successifs de Ap suivant les paramétres 6 dans un ordre donné, nous décomposons ’espace
des paramétres en cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de P est constant, et
dont il est possible d’extraire un point particulier facilement. En pratique, nous utilisons le
systéme de calcul formel Maple et la commande CellDecomposition du package RootFinding
afin de calculer une telle décomposition en cellules.
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3.2 Classe de systémes et équation de Riccati algébrique
Z = (0 étudiés

Dans ce chapitre, nous considérons un systéme linéaire SISO G, de dimension finie n > 1,
strictement propre, et représenté par sa fonction de transfert G d’entrée u et de sortie y.
Soient les parameétres a et ¢ suivants :

a:=(ag,.-.,an1),
c:=(coy. -y Cn1).

Nous notons par K|[z] ’ensemble des polynémes en la variable = & coefficients dans un corps
K, et K(x) I'ensemble des fractions rationnelles en = & coefficients dans un corps K.

Soient les polyndmes suivants

D(s):=ap+a1s+...+a; 8"+ ... +a, 15" '+ s" € Qla, 3],
N(s):=co+ec1s+...+¢ s+ ... +c15" ! €Qle, 5],

tels que :
N(s)
D(s) € Q(a,c, s). (3.8)

Considérons la représentation d’état de G sous la forme canonique de commande définie par
le triplet (A, B, C') donné comme suit :

G(s) ==

{X:AX+B%

y=0CX,
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : € Qa]™", B:= ; c Q™ (3.9)
0 0 0 1 )
—Qp —ai; —Aaz ... —Ap—2 —ap_q
C:=(co ¢1 ... cn1)€Q[™.

Remarque 3.7. Supposons que le systéme G dépende de paramétres physiques 6 (tels qu'une
masse, une raideur, une longueur, etc.). Alors, les paramétres a et ¢ dépendent explicitement

de 6.
Afin de simplifier les futures notations, nous imposons les notations suivantes :

an =1,
cp =0,
VkeZ, k<0, a,:=0, ¢ :=0,
VkeZ, k>n, a,:=0, ¢, :=0.

(3.10)

Dans le cas des systémes SISO, nous souhaitons résoudre 'ERA associée au PCR pour
un tel systéme G, & savoir (voir Corollaire [2.6)) :

R=XA+A"X-XBB'X+C"C=0. (3.11)
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Une telle équation peut-étre vue comme un systéme d’équations polynomiales en les coef-
ficients de X, comme nous le verrons par la suite. Par résoudre, nous entendons trouver
une représentation la plus simple des solutions de # = 0. Dans ce chapitre, nous ferons ré-
férence au PCR dans le cas des systémes SISO sans préciser davantage le contexte précédent.

3.3 Réduction de #Z = 0 a un systéme d’équations poly-
nomiales B =0

3.3.1 Paramétrisation des solutions de %4 = 0 par un calcul des
sous-espaces propres de la matrice Hamiltonienne associée

A paramétres fixés a et ¢, une approche classique pour trouver la solution définie posi-
tive de Z = 0 est de calculer les sous-espaces propres de la matrice Hamiltonienne associée
[ACAT99|. Cette démarche fut reprise par [KYAH09| pour résoudre Z = 0 avec des para-
meétres fixés. Nous proposons de reprendre cette démarche ici, dont nous réutiliserons des
résultats par la suite.

Propriétés de la matrice Hamiltonienne associée a ’EAR

La matrice Hamiltonienne associée a 1’équation de Riccati algébrique (3.11)) est une ma-
trice de taille 2n x 2n définie par :

A  -BBT 2
H = (—CTC ar ) € Q[a, " (3.12)

Définissons son polynéme caractéristique comme suit.
Définition 3.20. Nous dénotons par f le polynéme caractéristique de 77, soit :
f(A) :=det (H — X Iay,). (3.13)

Remarque 3.8. Notons que le concept de déterminant est bien défini sur un anneau com-
mutatif tel que Q[a, ¢|. Voir, par exemple, [Rot09).

Ce polynoéme possede la propriété suivante.

Théoréme 3.9. Soient
doy := a; + cp + 2 Z(—l)m (@k—m Ot + Ch—m Chtm) 5 (3.14)
m=1
Alors, le polynéme caractéristique de 77 a la forme suivante :

n

FO) = (1)) (=1)F doy A*. (3.15)

k=0
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Démonstration. Rappelons que le polynoéme caractéristique de .7 (voir ({3.12))) est défini
par :

FON) == det (€ — N Io,) = (—1)*"det (A Lo,y — ) = det (A Lo, — ) .

Plus précisément, ce déterminant s’écrit

FN) = det(H"™),

ou :

A -1 0 0 0 0 0

0 A -1 0 0

0 0 -1 0

0 0 0 A -1 0 0 0
agp ai as ... Qp_9 Gp_1+ A0 0 1

H©O
cg C1CO e e Ch—1¢0 X 0 0 ... 0 —ap
Co C1 c% Cp—1c1 1 X 0 ... 0 —aq
Co Co C1 Co Cp—1Co 0 1 A ... 0 —as
O ... 0 1 X —Qpy_9
CoOCne1 ClCpel +vv eve .. 2 0O ... ... 0 1 —ap_1+AX

Rappelons quelques propriétés du déterminant que nous allons utiliser |Grild, Chap. 4].
Le déterminant d’une matrice M a coefficients dans un anneau commutatif tel que Qla, c|
posséde les propriétés suivantes :

— Echanger une ligne de M avec une autre, ou une colonne avec une autre multiplie le
déterminant par —1.

— La valeur du déterminant de M ne change par lorsque 1’on ajoute a une colonne de M
une combinaison linéaire des autres colonnes de M. Cette propriété est aussi vérifiée
pour les lignes de la matrice M.

Nous noterons par ligne,; (M) la i ligne d’une matrice M, et par col;(M) sa i®™® colonne.
Nous allons alors effectuer des opérations sur les lignes et les colonnes de H® afin de calculer
son déterminant. Définissons la matrice H) € Qla, ¢, A]***?" comme suit :

1,J

. AH A+ Y sti=n,
sinon.
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La matrice H; a alors la forme suivante :

HM .—
A -1 0 0 0 0 0
0 A 0 0
: A -1 0
0 0 A -1 0 0 0
ag aq F P ¢ T Ap—1 + A 0 0
colco—Aer) eilco—Aer) oo oo oo epoi(co—=Ac) 0 =A2 0 ... 0 —ag+Aay
coC1 cf Cn_1C1 1 A 0o ... 0 —aq
Cpo C2 C1 C2 Cpn—1C2 0 1 A ... 0 —as
0 0 1 A —Qp—2
Co Cn—1 C1Cn_1 ci_l 0O ... ... 0 1 —ap_1+A

Alors, par construction, nous avons :

f(A) = det(HW).

La (n + 1)® colonne de H™M est alors composée uniquement de zéros et d'un seul terme
égal a 1 (le terme a la ligne n + 2). Cette colonne peut-étre utilisée pour mettre a zéros tous
les coefficients de la ligne n + 2. Pour cela, nous utilisons la procédure suivante.

Réduction 3.1.

H® — g
io =n+42
jo =n 4+ 1

forj from 1 to 2n
lfj 7A j() then
g
col;(H®) := col;(HW) — —a X colj, (HW)
20,J0

end if

end for.
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En appliquant la Réduction [3.1] nous créons la matrice

A -1 0 0 0 0 0
0 A -1 0 0
0 cee A -1 0 : : : :
0 0 ... 0 A —1 0 0 0
ag ay e eee Qp—2 Ap—1 + A 0 0
)
Co(CO — )\Cl) Cl(Co — /\Cl) Cn,1(00 — )\Cl) 0 =X 0 ... 0 —ag + Aaq
0 0 0 1 0 0 ... 0 0
Co C2 C1 C2 Cpn—1C2 0 1 A ... 0 —as
0o ... 0 1 A —Qp—2
Co Cn_1 C1Cn_1 ci_l 0O ... ... 0 1 —ap_1+2A

telle que :

f(\) = det(H®).

Ces deux derniéres opérations peuvent étre répétées de la ligne n + 1 jusqu’a la ligne 2n.
Pour plus de clarté, nous explicitons la démarche dans la procédure suivante.

Réduction 3.2.

H® .— g2
fore from n + 2 to 2n
ligne,,, , (H®) := ligne,,,, (H®) + ligne,(H®) x (—1)"= (D \i=(n+D)
for 7 from 1 to 2n
if 7 # 1 —1 then
col;(H®) := col;(H®) — HE) x col,_(H®)
end if
end for

end for.

En appliquant la Réduction 3.2, et en utilisant le fait que a, := 1, nous obtenons la
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matrice suivante

H®) .=
A1 0 0 0 0 0
0 A 0 0
0 0 A -1 0 : oo :
0 0 A —1 0 0 0
ag ... a; cer Qp_9 Ap_1+X 0
1 )
cj S (=DEep At oL 0 0 0 ... 0 —> (=DFapik
k=0 k=0
0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
: 0 1 0
0 0 0 0 0 0

vérifiant f(\) = det(H®). Définissons la matrice H*) de la maniére suivante :

0 HY + (Z(—l)’“ a Ak) x HY sii=n+1,
i = k=0
Hi(é) sinon.

En rappelant que ¢, =0 et a,, = 1 (voir (3.10])), nous avons

n—1 n n
Hr(:ﬂl,j =Cj—1 Z(—l)k Cr )\k + aj—1 Z(—l)kak )\k = Z(—l)k (Cj_l Cr + aj—1 ak) )\k,
k=0 k=0 k=0
pour j =1,...,n — 1. Nous introduisons alors la notation suivante :
ajpi=cjcp+ajay =0, j=0,....n, k=0,...,n. (3.16)

Nous avons alors :

n

Hr(:ﬂl,j = Z(—l)kaj,l,k )\k, j = 1,...,71— 1.
k=0

Par ailleurs, le coefficient a la ligne n + 1 et & la colonne n de H® s’écrit :

n

H =Y (=D  an i A+ A (=1 ap A

k=0 k=0
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(4

La matrice H® a alors la forme suivante

H®W .=
A -1 0 0 0 0 0
0 A -1 0
-1 0
0 0 A -1 0 0 0
ao an—2 an—1+ A 0 -+ -+ 0
n n n n
> (— 1)k agp AF S (=DFai A S (D an 2k A Y (DFan kA 0 00 0 L 0
k=0 k=0 k=0 k=0
n
XS (—1)F ap AR
k=0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

et vérifie f(A) = det(H™). Nous pouvons alors développer le déterminant par rapport a la
derniére colonne de H®, constituée d’un seul 1 & la ligne n et de zéros ailleurs. Nous devons
alors multiplier le déterminant par (—1)>"™ = (—1)". Ainsi, le déterminant & calculer est
celui d'une matrice de taille (2n — 1) x (2n — 1) et s’écrit f(A) = (—1)" det(H®) ot :

HG) .—
A ~1 0 0 0 0
0 A —1 0 0
A -1 0
0 0 A ~1 0 0
n 13 n
ST (=1)* ag i AF S (=D, AF S (=D)*an_ 1A 0 0 0 0
k=0 k=0 k=0
A Y (—1)* ag AF
k=0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

En développant le déterminant par rapport aux n — 1 derniéres colonnes de H®), nous
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obtenons f(\) := (—1)" det(H®), ou :

A —1 0 0
0 A —1 0 0
o 0 0 A —1 0
HY = 0 0 0 A —1
Z(—l)’“ Qe Ak i > (-1) ozn_l,k/\k
k=0 k=0 "
FA S (= 1)k gy AF
k=0

Afin de calculer plus facilement le déterminant de la matrice H®), nous appliquons ensuite
la procédure suivante.

Réduction 3.3.

H .— [g©)

fore from 1 ton — 1
coln_i(Hm) = COln_i(HU)) + A x coln_iH(H(?))
end for

end for.

La matrice H™ obtenue a alors la forme suivante

0 -1 0 0
0 0 -1 0 0
- 0 o ... 0 -1 0
HO = 0 0O ... 0 0 —1]-
n—1 n
Z(_l)kal,k NFE e K
=0 k'nzo
+ > (—1)Fap ATF

k=0

ou les étoiles représentent des termes qu’il n’est pas nécessaire de préciser pour le calcul de
son déterminant, et nous avons f(A) = (—1)"det(H ). Les expressions des a; et a, = 1,
¢, = 0 permettent alors d’obtenir ’expression intermédiaire suivante :

1

> ((2_3(—1)’“ (arax + crex) W) + (=) (an a + ca ) w’c)
k=0

=0
n n

= (—1)” (—1)k (al ag + ¢ Ck) N

(3.17)
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Par ailleurs, nous avons :

= (=1)" 33 (1" (@wan +ere) X,

k=0 1=0

= (D" | DD (D aas ) W+ > (<) (@i + o) A
k=0 0<i,j<n 0<i,j<n

itj=2k i+j=2k+1

D’une part, le coefficient en \2**! de f s’écrit :

k
E (— 1) (ai aj +¢; Cg = E (ay agpt1-1 + €1 Cort1-1)
0<i,j<n =0
i+j=2k-+1
k
2k:+1 z
+ E (agks1—1 a1 + Copr1-1€1) -

=

Nous avons a; dgg41—;+C; Cokr1—1 = Qo1 Gi+Copr1— ¢ et le signe de (—1)! et de (—1)2 1 =

(—1)"*1 sont toujours opposés, ce qui implique
Z (—1)1 (CLi Q; + ¢ Cj) = 0,
i+j=2k~+1
ce qui montre que f est un polyndéme pair, et plus précisément que :

Z Z (a; aj + c;cj) N (3.18)

k=0 0<i,j<n
itj=2k

En gardant a l'esprit les notations ((3.10)), nous pouvons écrire :

> (=D (aia; +cicy)
0<4,5<n
i+j—2k

- E aza2k 'L+CzCZk z)

(les notations (3.10) permettent des indices négatifs ou supérieur a n)

2%k
= Z (a; agr—i + ¢; Cop—i) + Z (—1)" (a; asp—i + ¢; Cop—i)
i=k+1
(changement de variable : | = 2k — 1)
0
= Z (a; agr—i + ¢; Cop—i) + (—=1)** " (agp—r i + con—1 1)
I=k—1
(la somme est commutative)
k k-1
=Y (=)' (a; agk—i + cicop—i) + ¥ (=1)* " (agk— @ + cop—r 1)
=0 1=0
k-1

= (—1)k (ai + Ci) + ((—1)i + (—1)2k_i> (ai A2k—; + C; Cgk_i) .

%

I
o
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

En remarquant que
(1) + (=D* = (=)' + (1) =2(-1)"

nous pouvons simplifier I’expression précédente et nous obtenons :

E (—1)" (a aj +cicj) = (—1) ak + c,,C + 2 E (@; Qog—i + ¢; Cop—i)
0<i,j<n
it j=2k

(changement de variable : m = k — i)

= (—1) (ak—i-ck +2 Z ak mak+m—|—ck ka+m)

(la somme est commutatwe)

= (=1)* (af +c}) +2 Z (Ak—m @kt + Ch—m Chtm)

= (-1 (ak +eg+2 Z (@ Qhm + Cr mck+m)> :

L’équation (3.18) donne alors

Z Z czcj—i-azaj))\zk

k=0 0<i,j<n
itj=2k

= (=1)" Z( 1) (%"‘%"‘2 Z (Ck—m Chtm + @ mak+m)) A7

= (=" ) (—1)F dai A,

k=0
ce qui conclut la preuve. O

Remarque 3.9. En particulier, le Théoréme montre que le polynéme f est pair quelles
que soient les valeurs de paramétres a et ¢, c’est-a-dire :

F) = f(=N).
De plus, si a et ¢ sont des paramétres réels, alors les dyj définis par (3.14)) sont réels, ce qui
implique que le polynome [ est réel. Ainsi, si A est racine de f, alors A l'est aussi. Nous
avons alors les symétries A — —\ et A — X du spectre de la matrice 2.

Lorsque les parameétres a et ¢ sont fixés a des valeurs réelles, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.4. [ACAT99| Soient a € R" et ¢ € R™. Supposons que le systéme G défini en
est stabilisable et détectable. Alors la matrice Hamiltonienne 5 définie en (3.12)) n’a pas
de valeurs propres sur I’axe imaginaire. De plus, toutes ses valeurs propres sont symétriques
par rapport a I’axe imaginaire. Dans ce cas, les valeurs propres de .7 ont alors la géométrie
donnée par la Figure |3.2]

En d’autres termes, la Proposition implique que, lorsque a et ¢ sont fixés et que G
est commandable et observable, il existe n valeurs propres de J#, notées \; pour i € [1, n]
et telles que :

V(i,j) € [1, n]* i#j, MN# N\ (3.19)
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3.3 Réduction de # = 0 a un systéme d’équations polynomiales B = (

FIGURE 3.2 — Schéma du spectre de ¢ avec A € C, vérifiant f(A) =0

Calcul d’une solution de #Z = 0 a paramétres fixés

Soient a € R"™ et ¢ € R™. Le raisonnement qui suit est basé sur 'article [KYAHQ9].
Supposons que le systéme est commandable et observable. Nous pouvons alors choisir n
valeurs propres satisfaisant , que l'on note par A\;, 2 = 1,...,n. Soit V une matrice
construite par concaténation verticale de vecteurs propres associée aux n valeurs propres \;.
En notant vy, un vecteur propre associé a la valeur propre \;, nous avons :

Vi=(vy, vy ccr wy,) € R (3.20)
Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 3.5. Soient a € R” et ¢ € R” tels que G soit commandable et observable.
Soient A;, i = 1,...,n, n valeurs propres de .7 satisfaisant (3.19)). Soit V' définie par (3.20))

oll vy, est un vecteur propre associé a la valeur propre \;. Soit V; et V, deux matrices carrées

de taille n vérifiant :
(v
- (V ) |

Supposons que V; soit inversible. La matrice X = V5 V™! est une solution de 'ERA (3.11)).

Démonstration. Soit A := diag(A1,...,\,) la matrice diagonale contenant les n valeurs
propres \; sur sa diagonale. Nous avons alors

HV =V A, (3.21)

A —-BBT\ (Vi\ (W A
—CTC _AT ‘/'2 - ‘/'2 )
AVy — BBTV, =V A,
—CT oV, — ATV, =V, Al

soit

c’est-a-dire :

Supposons V; inversible. Notons alors X := V5 V. Nous avons
—CTC=ATX + VoAV,
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

et
A=V AV, =V BBV,

En combinant les deux précédentes équations, nous obtenons :
XA+ ATX - XBB"X+C"C=0.
Alors, X est donc solution de Z = 0. O

Remarque 3.10. Une solution X calculée en utilisant la Proposition n’est pas nécessai-
rement définie positive.

La Proposition montre que trouver une solution de % = 0 revient & un probléme de
calcul de vecteurs propres. Dans la prochaine section, nous montrons comment réutiliser ces
résultats lorsque a et ¢ ne sont pas fixés.

Calcul d’une solution de # = 0 a paramétres non-fixés par factorisation spectrale

Nous proposons maintenant d’étendre la méthode proposée dans [KYAHO09| et expliquée
dans la section précédente au cas ou a et ¢ ne sont pas fixés a des valeurs numériques.
Montrons tout d’abord comment construire un vecteur propre de 7. Pour cela, notons
K := Q(a, c¢) et définissons le polynéme ¢ € K[z, y| vérifiant :

f(x)=(z —y)q(z,y) + f(y). (3.22)

Remarque 3.11. Notons que ¢ est bien un polynome. Ceci peut se montrer en considérant
le développement limité d’ordre N de f en y :

™ (y)
N

f@)y=fy)+fy) -y +... + (z — )N +O((z —y)").

Pour N > deg(f), notons que le terme en O((z — y)") disparait de 'expression précédente.
Nous obtenons alors :

o) — ()
flo) = 7) ;_?J;(y) P+ ) =y e+ L N!(y)

(z—=y)" T+ O((x — )" ).
Pour N — 1 > deg(f), c’est-a~-dire N > deg(f) + 1, la partie droite de I’équation précédente
étant polynomiale en x et y, alors ¢(z,y) € Kz, y].

Remarque 3.12. Par ailleurs, un tel polynéme ¢ peut se calculer en effectuant la division
euclidienne de f(z) par x —y :

f(z) = (xr —y)q(z,y) + f(y).

Alors, nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit I'anneau quotient A = K[A]/(f()\)) et notons par \ la classe de \
dans A. Alors, nous avons :

VoveA™ w7 (q (,%”,Xlgn) v) =\ (q (,%”,Xlgn) v) ) (3.23)

Si f est un polyndme irréductible sur K, alors A est un corps et 1’ montre que ¢q (%ﬂ DY/ Qn) v
est un vecteur propre de .7 pour la valeur propre A € A.
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Démonstration. En substituant x = J et y = A I3,, ou A est un paramétre, dans (3.22)),
et en utilisant f(A Iy,) = f(\) Lo, et le fait que le polynome caractéristique f de 2 vérifie
f(#€) =0 |[Rot09], nous obtenons :

(% - )\IQn> q (%, A ]2n) + f()\) IQn = 0. (324)

Lidentité (3.24) se réduit alors sur A?*?" a (W — N1sy,) q (H, X I5,) = 0, ce qui donne

(3.23). [l

Nous disposons alors d’'un moyen de construire un vecteur propre de 7 associé a n’im-
porte quelle valeur propre de 7. Plutot que de calculer directement les valeurs propres de
, afin d’en déduire un vecteur propre, on peut considérer le probléme suivant.

Définition 3.21. Rappelons que le polynéme caractéristique de ¢ s’écrit

n

FO) = (=)™ (=1)"do; A, (3.25)

1=0

ot les dy; sont définis en (3.14). Soit 8 := (fo,...,Bn—1) un vecteur de paramétres. Par

convention, notons :
5n =1,
VkeZ, k<0, B, =0, (3.26)
Vk € Z, k >n, B =0.

De plus, soit le polynome

g(A) = znjﬁ X, (3.27)
tels que :
) = (=1)"g(N) g(=A). (3.28)

La recherche d'un tel polynéme g est appelé probléme de factorisation de Graeffe, en réfé-
rence a la méthode de Graeffe [Houb9|. Lorsque g a toutes ses racines dans C_, nous parlerons
de probleme de factorisation spectrale [JK85.

En égalisant les coefficients en A & gauche et a droite de (3.28)), nous obtenons un systéme
d’équations polynomiales que doivent satisfaire les (.

Proposition 3.7. [AHKY09] Les coefficients du polynéme ¢ défini par (3.27)), c’est-a-dire

les Bk, k =0,...,n — 1, satisfont le systéme polynomial suivant :
{%k = ﬁ]} + 2 Z(—l)mﬁk_m ﬁ]ﬁ.m - dgk =0 | k c IIO,TL — 1]]} . (329)
m=1

Ce systéme polynomial encode toutes les configurations possibles de ([3.28). Nous notons
alors # = {PBr}._,

..... n—1"
Démonstration. Le terme de droite de (3.28]) s’écrit de la maniére suivante :

n l

(=D"g(N) g(=A) = (=1)" (Zﬁk >\’“> <Zﬁz(—>\)l> = (=1)" )Y (1 BB

=0 k=0
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Similairement au début du Théoréme [3.9) nous pouvons prouver que les termes en A**** sont
tous nuls et que nous avons :

(D" gN) g(=2) = (=1)" Y > (=) BB A"
k=0 i+j=2k
En utilisant les conventions ([3.26]), nous obtenons alors :

) = (=1 > (-1 (&f £2 3 (1) ﬁk+m) W

k=0 m=1

En égalisant les coefficients en A a gauche et a droite de (3.28) et en utilisant (3.15)), nous
pouvons identifier les coefficients de f et montrer que

VEE€Z, B+2 ) (1) Brom Birm = dax,
m=1

ce qui permet de conclure la preuve. O
Disposant de ¢ satisfaisant (3.28]), nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.10. Avec les notations de la Proposition , soit L := K[fo, ..., Bn_1]/(B) tel
que g = > B N € L[], ou 3, = 1, satisfait une factorisation de Graeffe de f, c’est-a-dire
vérifie f(A) = (—1)" g(\) g(—A). De plus, notons € la matrice suivante :

0 1 0 ... 0
0 0 1 0 0
€ = h - - : GLZan'
: . 0
0 0 1
_60 _ﬁl _Bn—Q _ﬁn—l

Alors, il existe une matrice V e L2 telle que :
HV=VE.

Finalement, avec les notations suivantes
~ Vi -~
V=|(~], W lhelL"V

~ ~ ~-—1
si V] est inversible, alors X = V5 V] est solution de 'ERA associée a 7Z.

Démonstration. Notons B := L[\ /(g(A)) = K[Bo, . .., bu_1, A /(B, g(\)) et X la classe A dans
B. L’identité (3.24) se réduit sur B>*2" a (S — X Io,) q (%,X[gn> =0, ce qui implique :

VT eB®, (q (%ﬂ ngn) 5) Y (q (%,X@n) 5) . (3.30)
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-----

nous pouvons écrire le vecteur ¢ (%” , ngn) ¥ € B?" dans la base précédente pour obtenir :

1
N .
a(#NL) 5=V | T |, Vermo
}\“r;—l
L’équation (3.30) devient alors :
1 1 5
~ A ~~ A ~
AV | Tl =v]:
)\n—l Xn.—l A"
0 1 0 0
0 0 1 0 1
~ A
—V
: . 0 .
0 ... ... ... 0 1 A
—Bo =P . o =Pz —Paa

Soit ¥ € LL"*" la matrice compagnon précédente. Dans les bases canoniques, 'identité pré-
cédente donne alors :

HV =VE.

L’équation précédente se réécrit de la maniére suivante
A —BB™\ (Vi _ (W @
-cTo AT Vo)  \V, '

AVi = BBV, =W ¢,
—CTCVi— ATV, =V, .

c’est-a-dire :

Supposons V; inversible. Notons alors X := V, V. Nous avons
—CTC=ATX + VL, &V,
et
€=V AV, =V ' BBV,
En combinant les deux précédentes équations, nous obtenons :
XA+A"X-XBB"X+C"C=0.
Alors, X est donc solution de Z = 0. O

Remarque 3.13. Le Théoréme montre que la méthode proposée dans [KYAH09| pour
la paramétrisation des solutions de #Z = 0 a parameétres fixés peut s’étendre & paramétres
non fixés par des considérations d’algébre linéaire et de théorie des modules [Rot09]. De
plus, cette méthode peut s’appliquer a des systémes MIMO, car celle-ci ne nécessite que la
connaissance de la matrice Hamiltonienne .77 .
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Résumons cette méthode a ’aide de 'algorithme suivant.

Algorithme 3.3.
Entrée : Représentation d’état (A, B,C') d'un systéme G
Sortie : Matrice X solution de #Z = 0 dépendant de 5 := (o, . .., Sn_1) solution de Z#

1. Calculer

—-crtc -—AT

et son polynome caractéristique f(A) = >_,_ day A2¥. Nous obtenons alors une expres-
sion des coefficients ds ) en fonction des coeflicients des matrices A, B et C.

%ﬂ:< A —BBT)

2. Considérer le polynome g(A) = Y7 _ Bx A" tel que :
F) = (=1)"g(A) g(=A).

3. Egaliser les coefficients en A de f()) et de (—1)" g()\) g(—\) afin d’obtenir le systéme
polynomial % suivant :

{%k = 51@2 + 2 Z(_l)mﬁkz—m 6k+m = dyy, ‘ ke [[O,n — 1]]} .
m=1

4. Calculer la division euclidienne de f(x) par (x — y) afin de construire le polynéme ¢
tel que :

f@) = (@ =y)q(z,y) + f(y).
5. Calculer la matrice q(J7, X]Qn) en substituant x par ¢ et y par X, dans q(z,y).
6. Choisir un vecteur ¥ € B?", ou B := LL[\]/(g(\)) avec L := K|[By, - - . , Bn_1]/(B), cest-

a-dire un vecteur de taille 2n a coefficients polynomiaux en A de degré au plus n — 1
et a coefficients dans L. Nous obtenons alors un vecteur q(#, \) v € B?".

7. Calculer une forme normale des coefficients du vecteur ¢ (%” ,X12n> v par rapport a

une base de Grobner de l'idéal (g, %) afin d’obtenir le vecteur (72, \) ¥ dans la base
{1, A, ..., A"} de B. 1l résulte une matrice V telle que :

1
~ o~ A
q(%,)\lzn>v:‘/ :
:\/n.fl
8. Partitionner V en deux matrices de taille n x n telles que :

v=(").
Vs

9. Si V; est non singuliére, alors construire la matrice suivante :

[lustrons les résultats précédents a ’aide d’un exemple explicite.
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Exemple 3.10. Soit un systéme masse-ressort décrit par la Figure [3.3] notamment étudié
dans [ZDG96, §10.2]. Une masse m est reliée & un support fixe par un ressort de raideur k
et un amortisseur d’amplitude £. Nous étudions le déplacement de la masse m, noté par y,
lorsque la masse m est excitée par une force e;.

p ——N

e
el m

L

3

FIGURE 3.3 — Systéme masse-ressort encastré

La fonction de transfert du systéme a étudier est :

U1 Co 1 § k
G=*=——— ¢=—,a,=—>, g = —.
2 9 ) )
el s+ a1 s+ ag m m

Il s’agit d’un systéme d’ordre 2. La représentation d’état de GG sous forme canonique de
commande est alors définie par :

A:(jm_;) B:(?),C:@Om.

Notons K := Q(aq, a1, ¢p). La matrice Hamiltonienne J# s’écrit :

0 1 0 0

0 0 —1 aq
Son polynoéme caractéristique est donné par :
FO) =X+ (—ai®> +2a0) N> + af + ¢

Trouver une factorisation de Graeffe de 7 consiste alors & trouver un polynéme de degré
deux

g(A) =X+ B A+ fo,
tel que :
) =9(N) g(=A).

En égalisant les coefficients en A de f(A) et de g(A) g(—A), nous obtenons que les coefficients
de g vérifient le systéme polynomial suivant :

(3.31)

By =7 =20y —ar® +2a9 =0,
%()i:ﬁo—ag—cg:o.
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Notons alors # := {%Ay, %1}, L := K[y, p1]/(#) et B := L[\ /(g(N\)). Le polynéome ¢, défini
en (3.22)), s’écrit alors :

q(z,y) =2 +ya®+ (y* —al +2a0) 2+ y* — yal + 2y ao.

Notons A la classe de A dans B. La substitution de z par J€ et de y par Xlgn dans ¢(z,y)
donne alors :

<X+a1> <X27Xa1+ao> X27Xa1+ao 1 7}\\/
q(c%a’;{hn) _ —ag — X <X — a1> ag — cg X (X2 — Xa1 + a0> X —X2
—X2cg+a%cg —cg (X—al) (X—zzl) (X2+Xa1 +a0> )\ ()\—l—al) a0+cg
cg (X+a1> cg 7X27Xa17a0 < A2+ )\a1+ao)

Le Théoréme [3.10[ montre que, pour tout v € B?", ¢ (% , X12n> v est un “vecteur propre”

de S pour la valeur propre )\ €B. En particulier, en choisissant le vecteur

v:=0 0 1 0)
nous obtenons alors :
1
B A
AT (G0 (2 + R + o)

—XQ —Xal — Qg

Une base de B est {1,X}. Nous pouvons écrire le vecteur ¢(.72, X)'ﬁ dans cette base pour

obtenir
~ o~ 1
q(%ﬂ,)\lgn) v=V (X)’
ou :
1 0
- 0 1

V.=
—aiao + BoBi —ao + Bo

—ao + Bo —ay + 5

La matrice V peut s’obtenir en calculant une forme normale des coefficients du vecteur
q (%” A IQH) v par rapport & une base de Grobner de I'idéal suivant :

I:= {9, B)=(N+BA+B0,8—28—a;+2ap, o — az — ).

Nous partitionnons alors V en deux matrices de taille 2 x 2 telles que

vVl,
Vs
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‘71:: 10 | ‘72:: —aiag + o —ao+ Po .
01 —ao + Bo —ai + f

Les solutions de Z = 0 en fonction de 8 sont alors données par :

~ ~—1 —arao + BoBi —ao + Bo
—ay + Bo —a1 + .

ou :

Remarque 3.14. D’aprés (3.8), nous avons G = N/D ou D(s) = det(s, — A) de part
la définition de G (voir la section précédente). De plus, notons que par une décomposition
matricielle et les formules d’inversion matricielle ([ZDG96| p.23), nous avons :

det(s I, — #) = det(sl, — A) det ((sI, + AT) = CTC(s1, — A)"'BBT),
= D(s)det(s I, + AT) det (I,, — (s I, + AT)"*CT C(s1, — A" BBT),
= (=1)"D(s) D(—s) det Efn — (sl + AT)"'CT(C(sI, — A)™'B) BT),
= (=1)"D(s) D(—s) det (I, — (s I, + AT)"*CT G(s) BT).

Or, pour M; € R?? (resp. My € RP*?), nous avons

det Lo My _ det(I, + My My) = det(I, + My M),
—M, 1,

d’otu :
det(s Ir, — ) = (—=1)" D(s) D(—s) det (1 — B" (s I, + AT)"' CT G(s)) .
Sachant que G(—s) = G(—s)T = BT (=s1I, — AT)"1 CT | nous en déduisons :
det(s Iyn — ) = (=1)" D(s) D(=s) (1 + G(s) G(=s)).
En développant (G, on obtient alors :
det(s Ion — ) = (=1)"(D(s) D(=5) + N(s) N(=s)).

Le polynoéme caractéristique de 7 peut alors étre également calculé a ’aide de ’expression
de G :
fA) = (=1)"(D(A) D(=A) + N(A) N(=A)). (3.32)

On retrouve alors ’équation d’Euler-Lagrange découlant de la minimisation d’un critére
quadratique portant sur I’énergie de 'entrée u et de la sortie y du systéeme SISO G, c’est-a-

e ot [ a0 () v = () wo)

Pour plus de détails, voir [PQ04].

Proposition 3.8. Supposons que les paramétres a et ¢ sont fixés a des valeurs numériques,
c’est-a-dire que a,c € R™. Soit g une factorisation spectrale de f, c’est-a-dire telle que :

gAN) =0 21eC_,
F) = (=1)"g(A) g(=A).
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Alors, d’apreés (3.32]), en posant

7 _D(S) N*S :N_S :D(_S)
M(S) - g(S) ) M ( ) M( ) g(_8)7
G NE) s N

N(S) - g(S) ’ N ( ) N( ) g(—S) ’

les transferts M , M * N et N* définis précédemment sont alors propres et stables et vérifient :

—~

M (s) M*(s) + N(s) N*(s) = 1.
Nous obtenons alors une factorisation copremiére normalisée de G (voir Définition [2.5)).

Nous avons montré une méthode permettant de paramétrer les solutions d’une équation
Z = 0 suivant un systéme polynomial donné par . Cette premiére méthode nécessite
des réductions modulo (g, &) et une inversion. Dans la partie suivante, nous considérons une
autre méthode, plus directe, nous permettant de nous affranchir de ces opérations cotiteuses.

3.3.2 Paramétrisation des solutions de % = 0 par une étude directe
du systéme d’équation polynomiales
Considérons la matrice Z définie par 1'équation (3.11]). Notons ses éléments %, ;. Nous

notons X une solution symétrique de taille n x n de cette équation matricielle, et par z; ;
ses coefficients. & vérifie la proposition suivante.

Proposition 3.9. [RBQQI16| Soient (A, B,C) définies par (3.9). L’équation de Riccati al-
gébrique

B =XA+ATX -XBBTX+C0TC =0

est équivalente au systéme polynomial de @ équations suivant :

V(i,j) eN? 1<i<j<m,

‘@i,j = — (asm + ai_l) (Ij,n + Clj_l) + ;1 aj_l + Ci—1 Cj_1 + xi,(jfl) + x(i,1)7j = 0.

Démonstration. Comme X est symétrique, nous pouvons noter sa structure de la maniére
suivante

Z1,1 Z1,2 ce T1,(n—-1) Tin
x1,2 T2.2 ce T2 (n—1) Ton
X = ,
L1,(n=1) L2,(n-1) -+ L(n-1)(n-1) L(n-1)n
Tin Ton o T(n-1)n Tnn

en d’autres termes :
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En effectuant un produit matriciel, nous déduisons :

T11 T1,2 cee T1,(n-1) Tin 0 1 0 T 0
1,2 Ta2 . T2(n-1) Tan R |
XA = 0

T1,(n-1) T2(n—1) - - T(n—1),(n—1) L(n—1)n 0o ... ... 0 1
Tin Ton cee T(n—1)n Tnn —Qy ... ... —Qp—2 —Aap_1

—aoT1pn T11 —A1T1ipn --- T1(n-1) — An-1Tin

—Ao T2y X12 —A1T2n .. T2(n—1) — Gn-1T2n

—A0Tnn Tip —01Tpp .. T(in-1);n — Gn-1Tnn

En adoptant les notations suivantes

Zio = 0

V(i) €N, 1<i j<m, 0

Lo,j -
nous pouvons réécrire les éléments de X A comme suit :
.o 2 . .
V(,j) eN°, 1<i<j<n, (XA);=m;-1)— 1T

De maniére similaire, nous avons

0 0 ... 0 —Qp Z1,1 T1,2 Ce $17(n,1) Tin
1 0 ... 0 —a x1,2 T2.2 e $27(n,1) Ton
ATX =10 1
0 —@n TLn=1) T2,m-1) -+ Tn-1),;n-1) T(n-1)n
0 0 1 —a,_1 Tin Tap oo Tl Tnom
—ao T1n —Qp T2 —ao Tnn
T11 — A1 T1n X122 — A1 Tan e Tin — A1 Tpn
= )
T1,(n—1) — @n-1Tin T2(n—-1) — An-1T2n .- T(n-1)n — Gn-1TLnn

dont nous pouvons réécrire les éléments comme suit :

\V/(Z,j) - NZ, 1< < j < n, (AT X) = T(i-1),j — @Gi—1Tjn.

17‘7
Ainsi, nous avons
XA+ AT X =
72a0x1,n 1,1 — A1 T1,n — A0 T2n 1,2 —a2T1,n — A0 T3 n T1,(n—-1) — @n—-1Z1,n — 40 Tn,n
* 2(z1,2 —a1x2,n) 1,3 + %22 —a2%2,n —A1T3,n ... T2 (p—1) ~ On—-1T2n +Tln — a1 Tn,n
* * 2 (2,3 — a2 w3,n) co T3 (n—1) —An—1T3n + T2,n —A2Tn.n
* * * 2(:17(,1,1)7,1 — Anp—1Tn,n)

ou de maniére équivalente :

V(Z,]) - NZ, 1< < ] < n, (XA + AT X) L= X5 (1) -+ T(i-1),j — @j—1Tin — Ai—1 Tjn.

2y
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Par ailleurs, nous avons

T1,1 T12 e T1,(n-1) Tin
Z1,2 T2.2 e T2 (n-1) Ton
T . . . . )
B X:((]Ol) : : .. : : :(xlml...xn’n),
xlv(n_l) x27(n_1) T I(n_1)7(n_1) I(n_1)7n

Tin Ton cee T(n-1)n Tn,n

et par conséquent :
2
xl,n TinT2n --- TinTnn
T1n 2
T xl,n [Egm 1’2’” ... Tan :L‘n,n
XBB X = : (T1pp v Tpp) =
xn,n 2
TinTnn T2nTpn --- xn,n
Les éléments de cette derniére matrice peuvent s’écrire sous la forme :
V(i,j) eN?, 1<i<j<n, (XBB"X) =,z
) 9 S35, i, — dn Ygn:.
Enfin, nous avons
2
Co Co Co C1 ... CoCp—1
2
T C1 Co C1 o ... C1Cph—1
Cc'C= . (CO C1 e Cnfl) = . . . . s (333)
2
Cpn—1 CoCp—1 C1Cp—1 ... Cr_1

ce qui peut se traduire par :
V(i) N’ 1<i<j<n, (CTC), =ciic.

i?

Ainsi, les éléments de # peuvent s’écrire

Rij = —TipTjp — Qj—1 Tip — Qi—1 Tjn + Ti (j—1) + T(i-1),; + Ci—1 Cj—1 (3.34)
= — (Tin +ai-1) (Tjn+aj1) + @11+ ci1 ¢ + X1y + -1y, =0, ‘
ou (7,7) € N? sont tels que 1 < i < j < n. O

Examinons plus en détail le systéme d’équations (3.34]). Pour cela, introduisons la nota-
tion suivante :

k<0, by, := 0,
0<k<n—1,  by:=2Zp+1)n+ a, (3.35)
k = n, b 1= 1,
k> n, b := 0.

Adoptons aussi les notations suivantes qui nous permettent d’utiliser des indices fictifs sui-
vants :
Vi € Z, 1 <0, Tp; = Tjp = 0,

VieN, j>n, xj,=x;=0. (3.36)

VEeN, 1<k<n, {
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En utilisant ces notations, nous pouvons réécrire chaque élément %, ; (voir (3.34)) comme
suit :

Rij = —bi1bj_1 +ai_1aj_1+ci_1¢i1 +xi1) F 2621y, =0, 1<i<j<n.

Comme schématisé dans la Figure [3.4] nous pouvons exprimer le terme a la ligne i et la
colonne 7 — 1 par le terme a la ligne précédente ¢ — 1 et la colonne suivante j :

Ti(j—1) = —L(i—1),j + bi—l bj_l - (ai_l aj—1 +ciq Cj_l) s 1< < j <n. (337)

De cette remarque, nous pouvons déduire que chaque x; ; peut se réécrire en fonction des by,
c’est-a-dire en fonction de la derniére colonne de X a une translation prés, comme résumé
par la proposition suivante.

(331,1 Ti2 13 .-  Tim-1)i [, Tin \
z/v 27”
x o ox @ @Gey | B
X 5= . _
¥ % = : :
el
\ % x®  x % * B )

FIGURE 3.4 — Schéma de substitutions des éléments de X

Théoréme 3.11. [RBQQI6| Soit (i,5) € N? tel que 1 < i < j < n. En reprenant les
notations (3.10) et (3.35), I'élément x; ;1 de X, solution de Z = 0, peut se réécrire comme

suit :
n—1

i = > (=D (b bjak = (@1 k@ 1k + Gk ¢o1in). (3.38)
k=0
Démonstration. La matrice X étant symétrique, nous pouvons nous limiter & la partie su-
périeure de X, c’est-a-dire ne considérer que les éléments x;; ot ¢ < j. Aussi, de part la
définition de b donnée par (3.35)), nous tirons trivialement :

Vk € [[1, n]], Thpn = bp_1 — ap_1. (339)

I ne reste alors plus qu’a exprimer les x;; pour 1 < i < j < n. De (3.37), en opérant m
substitutions successives, nous obtenons :

V(i,j) eN? 1<i<j<n,

m
Ti -1y = —(=1)™ Z(—1-m),(j+m) T Z(—l)k (bic1—k bj—14k — (@im1—k Qj—14k + Cim1—k Cj—14k)) -
k=0
(3.40)
Le schéma de substitution des z; ; s’arréte quand nous atteignons soit la premiére ligne (c’est-
a~dire m = i — 2), soit la derniére colonne de X (c’est-a-dire m = n — j). En effet, d’aprés
(3-39) la derniére colonne de X s’exprime directement en fonction des by. En particularisant
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(3.37) par i = 1 et en utilisant que z(; = 0, nous obtenons alors que tous les éléments de la
premiére ligne s’écrivent en fonction des by, :

T1,(j-1) = bo bj—l — (CL() aj—1 + ¢ Cj—l) 5 j = 2, <o, N (341)

Afin d’alléger 1'écriture, nous considérons les notations (3.35) et (3.36) qui prennent en
compte des indices négatifs. Si nous effectuons n — 1 substitutions, c’est-a-dire en particula-
risant m = n — 1 dans (3.40]), nous obtenons alors :

V(i,j) €eN?, 1<i<j<n,

i
L

Ti-1) = (=1)" Ton) -1y + Y (=1 (bic1—rbjo1k — (@im1-k @14k + Cim1-k Cjo141))
0

i

—
B
I

(= )% b1k bjr4n — (@1 kO 1k + Ci1kCj14k)) -
0

B
Il

Nous obtenons alors l'expression (3.38)), ce qui conclut la preuve du théoréme. O

Notons que est obtenu en considérant les équations Z%; ; = O pour 1 <i < j <n.Il
reste n équations non exploitées, c’est-a-dire les éléments diagonaux #;; = 0 pour 1 <+¢ < n.
Notons aussi que nous ne savons pas encore quelles équations doivent vérifier les b,. La
proposition suivante permet de répondre a cette derniére question en utilisant les n équations
restantes et le Théoréme [3.111

Proposition 3.10. [RBQQ16] Notons par dy les combinaisons de paramétres ay, ¢ définis
par (3.10]), c’est-a-dire :

VE€[0,n—1], do:=ai+c;+2) (—1)™ (@ Gk + Chorm Chrm) - (3.42)

m=1

Soient les polyndémes suivants :
VE€[0,n—1], Bi:=bp+2 > (=1) bk bism — dax. (3.43)
m=1

Notons par B ’ensemble des polynomes :
B = {Bk}k:07...,n—l : (3.44)
Les n variables by définies en ((3.35) sont solutions du systéme polynomial & défini par :
& :={By = O}k:o,..,,n—l : (3.45)
Démonstration. En particularisant (3.37) en j =i et en utilisant que x(;_1); = 2; ;—1), nous
obtenons : )
T-1) = Tifi-1) = 5 (02, — (a2, +cy)), i=1,...,n. (3.46)
Tout d’abord, notons que pour i = 1, (3.46)) devient
By :=b3 — (a4 c3) =0, (3.47)

c’est-a-dire une équation dépendant uniquement des a;, b; et c;.
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Pour i # 1, nous pouvons utiliser (3.38)) et (3.46|) afin d’en déduire des équations sur les
br. (3.38]) n’est utilisable qu’a la condition que ¢ < j. En substituant i =1 —1et j =1+ 1
dans (3.38)), nous obtenons :

S
—

I1=2,....n—1, agu=Y (=D (bapbipr — (@-o—parirx +copcr)) . (3.48)
0

En combinant (3.46]) et (3.48]), nous obtenons n — 2 nouvelles équations dépendant unique-
ment de a;, b et ¢y, :

B
Il

l=2,...,n—1,
n—1
1 (3.49)
92 (512—1 - (%2—1 + 012—1)) = Z(_l)k (121 by, — (-9 Qryk + Cloa—k Clyk)) -
k=0

(3.49) peut alors se réécrire :
122,...,71—1, Bl_lzo,
ol

n

-1 n—1
Biy:=b -2 (=1)"b_g_ biyr— (6%2_1 +cq—2 Z(_l)k (—o—k Qi + oo Cl+k)> = 0.
k=0 k=0

Substituons [ — 1 par [ dans B;_; :

l=1,...,n—2,
n—1 n—1

B :=b; -2 Z(_l)kblflfk btk — (CL? +cf—2 Z(—l)k (@—1—k @14k + Co1—k Cl+1+k)) -
k=0 k=0

En substituant £ 4 1 par k, nous déduisons I’écriture suivante :

VIEN, 1<i<n-2,

" " 3.50
By :=b +2 Z(_l)kbl—k itk — (a? +¢ +2 Z(—l)k (a1—k @ik + Cl+k)> : (850
k=1

k=1

Enfin, pour i = n, (3.46)) devient

1
otyn = 5 (nor = (@ +a1)) s
soit, en utilisant x(,_1), = bp,—2 — ap—2 et que b, = let a, =1:
B, 1:=b —2b,b, o— (a2 |+ | —2a,0a, ). (3.51)

Enfin, remarquons qu’en adoptant les notations (3.35)), I’écriture (3.50) permet d’exprimer
3.47) en I = 0 et (3.51) en I = n — 1. Nous choisissons alors de conserver I'unique écriture
3.50). En utilisant la notation

dyy = al2 + sz +2 Z(_l)k (alfk Ak + C—k Cl+k) )

k=1
nous avons .
Bl = bIQ + 2 Z(_l)kbl—k bl—i—k — dgl,
k=1
ce qui conclut la preuve. O
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

Remarque 3.15. Les coefficients a et ¢ n’apparaissent que dans les constantes dsj des
polynomes Byj. De plus, les coefficients des termes quadratiques en les b, des polyndmes
By, sont 1 ou 2 (—1)™. En particulier, le degré des By est 2 quel que soient les valeurs des
parametres a et c.

Remarque 3.16. Pour tout systéme SISO d’ordre n € N, I’association du Théoréme |3.11
et de la Proposition [3.10| montre que nous pouvons réduire la résolution de 1’équation de
Riccati algébrique Z = 0 a celle d’un systéme polynomial de taille n. Cette réduction est
immeédiate, par application directe des formules explicites et .

Exemple 3.11. Reprenons le systéme de ’Exemple [3.10] de fonction de transfert :
Co 1 f k

Cop: — —, Q1 := —, Qp ‘= —.

Gi=—F—",
s“+a; s+ ag m m m

D’aprés (3.9)), 'ERA associée a ce systéme G s’écrit de la maniére suivante :
2 2
—2ay T2t C" —Tip —QpToo — A1 T12 — T12T22 + T1,1
K = 9 = U2x2
—QoTo — A1 T12 — T12T22 + T11 —2a1 22 — T2 +2T12

En utilisant les notations (3.35)), nous obtenons :

{ T12 = by — ao,

Ta2 = by — a.
L’équation # = 0 s’écrit alors en fonction de ay, by, ¢, comme suit :
at — b3 + 2 arag — by by + 11
7= ( arao — boby + w1y a2 — b2 — 2aq + 2bo ) oo
Il est alors facile d’extraire z1; de %12 =0,
11 = —apay + by by,

et donc d’obtenir la forme suivante de X solution de % =0 :

X: ( —a0a1+b0b1 bo—ao).

by — agp by —a;

Notons que nous retrouvons ce résultat en appliquant directement le Théoréme|3.11] De plus,
notons que les termes diagonaux de &% dépendent uniquement de by et by. De ces éléments
diagonaux, nous obtenons directement le systéme suivant :

{ b = a2+ c2,
b3+ 2by = al + & + 2am.
Nous retrouvons alors le systéme B défini a la Proposition [3.10]

Exemple 3.12. Afin d’expliciter le schéma de substitution intervenant dans 'ERA, considé-
rons un modéle de deux masses my et my reliées par un ressort de raideur k£ sans d’amortisse-
ment. Ce systéme est un exemple standard en théorie du controle [WB92, [Vin00, IACAT99].
Celui-ci est représenté en Figure |3.5]
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3.3 Réduction de # = 0 a un systéme d’équations polynomiales B = (

— Y1

et My IEIIISITy  Me

FIGURE 3.5 — Modéle deux-masses-ressort

Avec les notations de la Figure [3.5] nous étudions le déplacement de la deuxiéme masse,
notée yy, lorsque la premiére est soumise a une force e; 'entrainant en translation. Nous
noterons m = my + moy et nous considérons alors le systéme G entre l'entrée e; et la sortie
y1, de fonction de transfert :

Co mk as

1
G:y—zﬁ, ay ;= ——, ¢op:=— > 0.
er s%2(s?+ag) My Mo m

D’apres (3.9)), 'ERA associée a ce systéme G s’écrit de la maniére suivante :

2 2
Co—T{4 —T14T24+T11 —a2T1,4 —T1,4234 + 1,2 —Z1,4T4,4 +T1,3
2
M —x5 4+ 2z1,2 —a2 %24 — L2434 + 21,3 + 22,2 —x2,4%44+T14+ 223
X = ) = O4x4.
° . —2a3 3,4 — x5 4+ 2x2,3 —Q2T4,4 —T3,4T44+ T24+ T33
° . . —:(;421 4 +2x34

En utilisant les notations (3.35]), nous obtenons :

T14 = bOu
Xo4 = bl;
X34 = by — as,

Tg4 = b3.

L’équation # = 0 s’écrit alors en fonction de ay, by, ¢, comme suit :

—b§ + ¢ —bobi + 211 —bo by + 712 —bo b3 + 713
P . —b+2x15 —biby+ 134+ Tas —bibs+by+ 203 o
° ° a% — b% + 2293 —b3 by + by + 733
° ° ° —b3—2ay+2by

Nous remarquons alors que :
— Nous pouvons tirer z1; de Z12 =0et z19 de #1353 =0

T11 = bo bh

T12 = bo b2.
— Nous pouvons tirer z; 3 de #2353 = 0 en fonction de 55 :

T13 = by by — Z2.2-
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

— En injectant I’expression précédente de x; 3 dans % 4, nous tirons sy :
To2 = —b[) b3 -+ b1 b2.

De plus, nous pouvons tirer xo3 de Zo4 = 0 et x33 de Z54 =0 :

T2 3 = by b3 — by,
r33 = bg b3 — bl.

— Il reste alors 4 équations a exploiter correspondant a la diagonale de #Z. Ces équations
font intervenir z; 5 et x93 dont nous disposons des expressions dépendant des ay, by et
c. Ainsi, nous retrouvons le systéme B a partir de la diagonale de Z, c’est-a-dire

By = bi—dy = 0,

By =02 —2byby = 0,

By :=b%—2b by +2by—dy =0,
Bs := b —2by—dg = 0,

ou : )
do — CO7
_ 42
d4 . CL2,
d6 = -2 a9

3.3.3 Equivalence des deux approches

D’un coté, [KYAHQO9] propose une méthode de résolution symbolique en passant par une
factorisation spectrale du polynoéme caractéristique de I’'Hamiltonien 7. De l'autre, nous
proposons une méthode plus directe en étudiant le systéme d’équations polynomiales qui
découle de ’'ERA. Nous montrons que ces deux méthodes sont équivalentes en démontrant
qu’elles impliquent la résolution du méme systéme d’équations polynomiales.

Théoréme 3.12. Soient k € 7Z, [, défini par la factorisation spectrale de f donné a la
Définition et by défini par (3.35)). Alors, nous avons (B, = b. De plus, nous avons
P = B, ou A est défini en (3.29) et B est défini en (3.44).

Démonstration. Ce théoréme découle directement de la comparaison des systémes ((3.29) et

(3-43). O

Par la suite, cette équivalence sera utilisée, notamment pour caractériser la solution dé-
finie positive de 1’équation de Riccati algébrique.

Le systéme polynomial obtenu & a des propriétés particuliéres que nous allons exploiter.

3.4 Propriétés du systéme polynomial & issu de Z =0

La section précédente montre que chaque composante x;; d’une solution X de #Z = 0
peut s’écrire en fonction des by définis par (3.35)), et ces mémes by satisfont un systéme
d’équations polynomiales B défini par

E:={B,=0]0<k<n-1},
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3.4 Propriétés du systéme polynomial & issu de % = 0

ou :

Vk € [[07 n— 1]]7 d2k = aIQq + Ci +2 Z(_l)m (akfm Qf+4m + Ckem Cker) )

m=1

VE€[0,n—1], By:=b;+2 Y (1) by bprm — das.
m=1

De plus, notons :

B .= (Bo, ce ,Bn_1>.

Nous noterons aussi par K := Q(dy, ..., ds,) le corps des fractions rationnelles en les coef-
ficients dyy, et R := Klbg,...,b,_1] 'anneau des polyndémes en les variables by, ... ,b,_1 &
coefficients dans K. De plus, notons (B) I'idéal engendré par B et la K-algebre o7 := R/(B).

Théoréme 3.13. [RBQQI6| La K-algebre & := R/(B) est zéro-dimensionnelle, c’est-a-
dire forme un K-espace vectoriel de dimension finie. Plus précisément, sa dimension est 2".
De plus, B est une base de Grobner réduite de 'idéal (B) pour l'ordre monomial du degré
lexicographique inverse (DRL) b, > ... > by.

Démonstration. Une application directe du critére de Buchberger (voir Théoréme de la
Section ou |[CLO15, Th. 6, §6, Chap. 2|) montre que B est une base de Grobner de
(B) suivant l'ordre du degré lexicographique inverse (DRL) b,_1 > ... > by. De plus, par

définition (voir Définition de la Section ou [CLOI5, Def. 4, §7, Chap. 2]|), cette
base de Grobner est réduite.

Comme le coefficient de téte de chaque By vaut 1 (ne dépend pas de dyy), le mondme de
tete de chaque polynome de la base de Grobner B est de la forme b7, & est un K-espace

n—1
vectoriel de dimension finie [CLO15, Th. 4, §6, Chap. 5|. En utilisant la notation b* := [] b
i=0
ol a = (ap,...,an-1) € N", une base de & est définie par {b”},f) .- Clairement, la
dimension sur K de .« est 2", ce qui conclut la preuve. n

Remarque 3.17. A paramétres a et ¢ sont fixés, le fait que &/ soit zéro-dimensionnel
implique que le systéme & a un nombre fini de solutions sur C comptées avec multiplicité
(voir [CLO15]).

Corollaire 3.1. Le systéme polynomial {Z; ; = 0} associé a I’équation de Riccati algébrique
d’un systéme SISO est un K-espace vectoriel de dimension finie, de dimension 2", et de base

{ba}aé[[o,l]]" :

Démonstration. La preuve découle immédiatement des Théorémes et |3.13] O]

Réduire I'équation de Riccati algébrique au systéme polynomial & donne directement
une base de Grébner réduite de 1'idéal (B). Etant donné cette base de Grobner réduite, nous
pouvons alors déja utiliser I'algorithme de division pour simplifier des polynémes par rapport
a & avec garantie d’unicité du résultat. Cette propriété est extrémement utile notamment
pour calculer une paramétrisation de V' ((B)). Pour des paramétres a et ¢ non fixés, cette
derniére variété est incluse dans une cloture algébrique difficilement manipulable. Ainsi, nous
proposons dans un premier temps de travailler & paramétres fixés, puis d’étendre les résultats
a parameétres non fixés.
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

3.5 Etude de & a4 paramétres fixés

3.5.1 Exemple d’introduction

A paramétres a et ¢ fixés, le systéme & posséde un nombre fini de solutions, et ces
solutions peuvent se représenter par un n-uplet (bo,...,b,—1), soit un point de C". Ces
points représentent la variété algébrique V ((B)). Illustrons ceci par un exemple.

Exemple 3.13. Considérons n = 2, dy = ;11 et dy = 2. Nous avons :

1 1
2
= - =4+
&= % 4’ 2N o 2’
b — 20y = 2, b3 =2+ 2by.

En d’autres termes, il y a quatre couples (bg, b1) solutions dans C de & : (—%, 1), (—%, —1),
(1,v/3), (£, —v/3). Nous pouvons alors représenter ces solutions dans le plan (bg, by ).

2 29
T T Sl [
S by
B
HEERREEN
2t I
B
. +
L e ) B ey [

FIGURE 3.6 — Représentation de V(B) dans le cas n =2, dy = 1/4, dy = 2

Dans cet exemple, le nombre de solutions distinctes est 22 = 4, soit exactement la dimen-
sion de A. Autrement dit, chaque zéro de B est de multiplicité 1 ou encore, 'idéal (B) est
radical [CLO15, Chap. 4, §2|. De plus, nous pouvons voir que la coordonnée b; de chaque
solution permet d’identifier celle-ci de fagon unique (voir la Figure . Nous dirons alors
que by est séparant.

Supposons alors, dans cette section, a € Q" et ¢ € Q" Nous avons alors
dop, € Q, k = 0,...,n. K défini a la section précédente devient alors le corps Q, et R de-
vient Q[by, . .., b,_1]. Plus généralement, dans ce contexte, nous pouvons définir un élément
séparant, ce que nous détaillons dans la section suivante.
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3.5 Etude de & a paramétres fixés

3.5.2 Eléments séparant V ((B))

Nous définissons un élément séparant V ((53)) comme suit.

Définition 3.22. Un polynéme ¢ dans Q[by, ..., b,_1] est dit séparant pour (B) si et seule-

ment si :
Vv,u e V((B)), v#p=t)#tu).
n—1
Un tel polynéme ¢ := > u; b;, u; € Q, de degré 1 est appelé forme séparante.
i=0

Remarque 3.18. La forme ¢ est donc séparante pour les zéros de B si I’application suivante
est injective :
V((B)) — C

n—1

(bo,"' 7bn—1) — t= Zuzbl
1=0

Trouver une forme séparante (B) est la premiére étape a réaliser pour trouver une pa-
ramétrisation de V((B)). En effet, si une forme séparante ¢t de V((B3)) est donnée, on peut
alors exprimer chaque coordonnée de V' ((B)) comme une fraction rationnelle en ¢, ou ¢ vérifie
une équation polynomiale & coefficients dans Q. La proposition suivante, bien qu’intuitive,
est centrale dans notre démarche.

Théoréme 3.14. [Rou99| Tout idéal zéro-dimensionnel sur C admet au moins une forme
séparante.

Remarque 3.19. Le Théoréme se comprend aisément d’un point de vue géométrique.
Trouver une forme séparante revient a trouver une direction de projection. Afin de mieux
expliquer ce point, reprenons I’Exemple [3.13] et considérons la Figure 3.7 Nous cherchons
une forme séparante de la forme ¢ = ug by + uy by avec ug, u; € Q. La direction de projection
associée a cette forme séparante est la droite ug by + u; by = 0. Si la direction de projection
de t n’est pas colinéaire a I'une des droites passant par deux points de V((B)), alors t est

séparante. Autrement dit, si (b(()i)7 bgi)) et (bgj), bgj)) sont deux points de V((B)) tels que
Uo béz) + U1l b(lz) = Ug bé]) + U1l b(lj),

alors (b(()i), bgi)) et (b(()j ), bgj )) sont sur une méme droite et ¢ = ug by + u1 by n’est pas séparante.
Par exemple, la forme linéaire ¢ = by : (bg, by) — by correspond a la projection sur I'axe b;.
Sa direction de projection est I’axe by, qui n’est pas colinéaire & aucune des droites jaunes
représentées sur la Figure . La forme linaire t = by : (bo,b1) + by est donc séparante.
Un autre exemple est la forme linéaire ¢ = by : (bg, by) — by, correspondant & la projection
sur 'axe by. Sa direction de projection est I’axe by, qui est colinéaire a deux droites jaunes
représentées sur la Figure Autrement dit, deux points ont la méme abscisse (par exemple,
les points (—1/2,—1) et (—1/2,1)). La forme linéaire ¢t = by : (bg, b1) — by n’est donc pas
séparante. Un dernier exemple est la forme linéaire ¢ : (bo, by) +— by — 2by. Sa direction de
projection est la droite b; = %bo, représentée en bleue sur la Figure . Cette droite n’est
paralléle a aucune des droites jaunes. La forme linéaire ¢t : (bg,b;) — by — 2b; est donc
séparante. Plus généralement, nous pourrions prendre presque toutes les droites passant par
I'origine comme direction de projection puisque la seule restriction pour obtenir une forme
séparante est que la direction de projection ne soit pas paralléle & I'une des droites jaunes.
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FIGURE 3.7 — Représentation de V(B) dans le cas n = 2, dy = 1/4, dy = 2 (croix rouges),
des directions de projection des formes linéaires non séparant V' (B) (droites jaunes) et de la
direction de projection de la forme séparante t : (bg, by) — by — 2b; (droite bleue)

L’idéal (B) étant zéro-dimensionnel, il admet au moins une forme séparante. Il ne reste
plus qu’a en identifier une. Quelques exemples tendent a montrer que b, _(2,—1) est séparant.
Il se trouve que ceci est vrai en dehors d’un fermé de Zariski, ¢’est-a-dire en dehors d’une
certaine variété algébrique. Autrement dit, pour presque toutes les valeurs de paramétres, la
variable b,_(o;—1) est séparante. En accord avec la géométrie algébrique, c’est ce que nous
appelons cas générique.

Etablissons maintenant plus précisément I’affirmation précédente.

Théoréme 3.15. Soient a € Q" et ¢ € Q". Soient \; € C_, ¢ = 1,...,n les racines de

n
f= (=" > (=1)*dg A?* (voir (3.13)) et (3.14)) a partie réelle strictement négative, ott
k=0

dgk = CL% + Cz + 2 Z(—l)m (ak,m Afgm + Ch—m Ck+m) , k= 1, Lo, n.

m=1

Nous avons les résultats suivants.

— Supposons n = 1. Alors by est séparant si et seulement si dy = a3 + ¢ # 0, c’est-a-dire
si et seulement si ag # 0 ou ¢ # 0.

— Supposons n > 1. Alors by n’est pas séparant. De plus, pour k = 1,...,n/2, b, o
n’est pas séparant et b,_(or—1) est séparant génériquement, c’est-a-dire si et seulement
si Dy # 0, ot Dy € Q[dp,...,dyn-1)] est un polynéme constructible a partir des
coefficients de f. Le lieu d’annulation de D, sera appelé cas singulier.

Démonstration. Rappelons que I'on peut retrouver le systéme B a partir d’'une factorisation
spectrale de I’Hamiltonien Z associé a I’équation de Riccati algébrique

n n

FO) =TT =200+ 2) = (1) g g(=2), () =3 b X =[x =),

i=1 =1

100



3.5 Etude de & a paramétres fixés

ou )\, €C_pouri=1,...,nete € {—1,1}. De cette factorisation spectrale et des sommes
de Newton, on en déduit que :

/ n
b1 = — Z € i,
=1
bn,Q = E €; )\z €5 )\j,
1<i<j<n

(3.52)

k
b = (1) Z Heij Aij

1<i1<..<ip<n j=1

n
b() = H €; A

\ i=1
e Supposons n = 1. Alors, nous avons by = €; A1. Ainsi, by prend des valeurs distinctes suivant
les valeurs de €1, sauf si Ay = 0. Ceci prouve la séparabilité de by dans le cas générique, la
non généricité étant caractérisée par la condition a3 + ¢2 = b2 = 0 qui définit un point dans
I'espace réel des parameétres (ag, ¢o).
e Supposons n > 1. Soient deux jeux de n racines de f, notées par {e; Ay,..., e, N} et
{ei A1, ... €, A} Dapres (3.52)), montrer que b, est séparant pour V((B)) est équivalent
a dire que :

k k
(—1)* Z Heij i, = (—1)k Z He;j N, = Vie[ln], &=g¢.

1<i1 <...<ip<n j=1 1<i1 <...<ip<n j=1
(3.53)
En factorisant la partie gauche de I'implication (3.53)), nous obtenons :
k k
k k
(=1) >, lax =1 DO | Y
1<i1 <...<ip<n j=1 1<i1 <...<ip<n j=1
i1 ix<n j i1 SN J= . ) X (3 54)
o % (e T04) I -0
1< <. <ipg<n \j=1 7j=1 7j=1
Remarquons alors que pour k pair, on peut choisir ¢; = 1 et €, = —1 pour tout ¢ € {1,...,n}
de telle sorte que :
k k
[Ie, - 1] =0 1<i<...<ix<n (3.55)
j=1 j=1
Ainsi, (3.53)) n’est pas vérifiée pour k pair et b,_, n’est pas séparant pour V((B)).
Supposons maintenant k£ impair. Tout d’abord, considérons I’égalité suivante :
k k
[Ie, 1] =0 1<i<...<ix<n (3.56)

-

.
[y
<

Posons :
&= (—1)" p {01}, 1<i<n.
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L’égalité (3.56]) se réécrit alors :

k
1<y <o <4, < n,

€ij — Hegj =0 < (_1). = <_1)j:1 Ij-

1 7=1

J

Ainsi, trouver deux couples € et € tels que ((3.56)) soit vérifié peut s’écrire comme un probléme
d’injectivité de I'application linéaire ¢ suivante :

¢ n
Fy — IFg’“)

k k
(pl;“’ 7pn) L <sz]7 7zpij> .
j=1 j=1

n
Nous notons A, ; sa matrice associée dans les bases canoniques de F} et ng) Celle-ci est

formée de vecteurs lignes de longueur n contenant k entrées a 1 et n— k entrées a zéro. Aussi,
la variable b,,_, est séparante si et seulement si le rang de la matrice A, est égal a n.

Dans un premier temps, nous pouvons remarquer que l’on peut extraire une sous-matrice
circulante de la matrice A, ;. Celle-ci a la forme suivante :

1T coe cee 10 eee e 0
0 1 - --- 1 0

A = 0
0 0 1 1
1
1 - 1 0 v v 0 1

Notons par h le polynéme ayant pour coefficients les coefficients de la derniére ligne de Aj,
c’est-a-dire :
hi=a" b R

D’apreés [Ing56], le rang de la matrice circulante A est égale au degré du plus grand diviseur
commun de 2" — 1 et h. Comme le nombre de monoémes de h (c’est-a-dire k) est impair, alors
h est irréductible sur Fy. Ainsi, le plus grand diviseur entre 2™ — 1 et h est trivial. Ainsi,
le rang de la matrice circulante Ay est n. Il en est donc de méme pour A, ;. Ainsi, 1'égalité
(13.56]) n’est vérifiée que pour € = €. Nous dirons alors que b,_;, est séparante génériquement
pour k impair.

Cherchons maintenant & caractériser la condition pour laquelle (3.56)) est vérifiée lorsque
e # ¢, condition de mnon-généricité de la séparabilité de b, ; pour k impair. Soit
Bl i) € 172,0,2},1 <4y < ... < ip < n. La condition de généricité pour laquelle la
variable b,,_; est séparante pour k impair est :

k
Z B(il,...,ik) H/\ij = O, = Vij, 1 <...< ik, 6@17_“7%) =0.
j=1

1<iy <...<ip<n
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3.5 Etude de & a paramétres fixés

En d’autres termes, b,_; n’est pas séparante pour k impair s’il existe 8, ) € {-2,0,2},
1 <i; <...<ix <nnon tous triviaux (c’est-a-dire non tous zéro) tels que :

> Baan [T =0 (3.57)

1<iy <. <ip<n j=1

Par ailleurs, les racines €; \; de f sont en relation avec les coefficients de son facteur spectral
g via les identités de Newton :

k
k= ]_, e,y d2(n—k) = Z H GZ‘]. )\Z] (358)

1<iq, e ip<n j=1
11 <<l

Considérons le systéme algébrique formé par les n équations (3.58) et la condition de non-
généricité (3.57)). Ce systéme comprend n+1 équations dans les 2n variables {;, dag—j) }j=1,..n-

On peut alors éliminer les variables \; de maniére a obtenir un polynéme Dy, € Q[dy, - - - , do(n—1)]
s’annulant si et seulement si le polynéme f n’est pas générique par rapport a la variable b,,_,
ce qui conclut la preuve. O

Ainsi, génériquement, (B) est radical, et, par exemple, b, 1 est un élément séparant B (le
choix de b,,_1, plutoét qu'un autre b,,_, comme élément séparant dans le cas générique sera
motivé dans la Section [3.5.4]). Cherchons maintenant & déterminer une paramétrisation de
V((B)).

3.5.3 Parameétrisation de V ((B))

b,—1 séparant V' ((B)), nous pouvons obtenir la base de Grébner sous forme shape suivante.

Théoréme 3.16. Dans le cas générique, B posséde une base de Gribner sous forme shape
par rapport & un ordre d’élimination {bo, ...,b,_2} >=> b,_1. Cette base a la forme suivante :

p(bn—l) =0,

S = bn—2 _ pn—2(bn—1) - 0>

bo —Po(bnfl) = 0.

p est un polynéme univarié de degré 2" et les p; sont des polynémes univariés de degré
strictement inférieur a 2.

Démonstration. Ce théoréme découle immédiatement de la propriété de séparabilité de b,,_;
et de la dimension de 7. O

Pour obtenir une telle base de Grébner, il existe un grand nombre d’algorithmes. En début
de chapitre, nous présentions le plus basique d’entre-eux : 1'algorithme de Buchberger. Cet
algorithme permet d’obtenir une base de Gréobner d’un idéal polynomial en un nombre fini
d’étapes, en calculant des réductions de S-polynémes. Une version raffinée de ’algorithme de
Buchberger est donnée dans [CLO15, Chap. 2, §10|. Durant le déroulement de ’algorithme
de Buchberger, on se retrouve souvent a calculer des réductions de S-polynémes triviales.
Celles-ci peuvent étre évitées afin de gagner en efficacité. C’est ce que cherche, par exemple,
a faire 'algorithme Fy [Fau02|, expliqué brievement dans [CLO15, Chap. 10, §4]. Le lecteur
intéressé est invité a lire [CLO15, Chap. 10] expliquant plusieurs algorithmes de calcul de
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bases de Grobner.

Tous ces algorithmes n’utilisent pas le fait que 'on part d’une base de Grobner pour un
certain ordre monomial. En effet, le systéme B est déja une base de Grébner par rapport a
I'ordre DRL b,,_1 > ... > by. Il existe d’autres algorithmes que ceux cités ci-dessus permet-
tant de calculer une base de Grébner pour un certain ordre monomial d’un idéal a partir
d’une base de Grobner pour un autre ordre monomial. C’est ce qu’on appelle les algorithmes
de changement d’ordre. Le plus connu est ’algorithme FGLM [FGLM93|. Dans le cas du sys-
téme B, ces algorithmes de changement d’ordre sont bien plus efficaces que des algorithmes
“classiques” pour calculer une base de Grobner sous forme shape.

L’inconvénient majeur du calcul d’une base de Grobner sous forme shape est la taille et
le degré des polyndémes qui la définissent. Reprenons les notations du Théoréme [3.16] Dans
le cas générique, le polyndéme univarié p sera toujours de degré 2". Il est donc impossible d’en
trouver un de degré plus faible encodant I’ensemble des solutions. En revanche, les polynémes
p; sont en général de degré élevé (au plus 2" — 1) et la taille de leurs coefficients grossissent
en fonction du nombre de paramétres.

Une maniére plus simple de paramétrer les zéros de B est de considérer une représentation
rationnelle. Plus particuliérement, nous proposons de calculer une Représentation Univariée
Rationnelle (RUR) des zéros de B [Rou99, Rou07]. Il s’agit d’une forme bijective entre V ((B))
et les racines d'un polynéme univarié p :

V() — V()
b= (b bs) o€
(8 5a©) ) 399
PR |

Une telle représentation peut-étre calculée en utilisant 1’algorithme donné dans [Rou07]. Cet
algorithme ne requiert que la connaissance d’une base de Groébner de &7 = R/(B) et d'un al-
gorithme de réduction calculant une forme normale modulo la base de Grobner de I'idéal (B).

Théoréme 3.17. [Rou99| Le polynéme univarié p de (3.59) est le polynéme caractéristique
de la matrice de multiplication M, _, par b,_; dans .o/ (voir Section m, Définition [3.17)),
c’est-a-dire :

p = det (Mbw1 — )\_[271) .

De plus, si ged(f, g) désigne le PGCD de deux polynémes f et g, alors notons

d
Plbior) == —— P = 3 bl € Kb
ng < 9 dbnp_1> 1=0

la partie sans facteur carré de p et définissons les polynémes suivants :

J
Hj(bpo1) :=> vt €Kbo], j=0,...,d—1.
=0
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Alors, les polynomes p; de (3.59)) peuvent étre obtenus de la maniére suivante

(

d—1
q(bur) ==Y _ Trace(M; ) Hy_i—1(bu-r),
=0

d—1

Gr(bnr) == Y Trace(My, M ) Hy—i1(bp—1), k=0,...,n—2,

L i=0

ou M, désigne la matrice de multiplication par b;.

Exemple 3.14. Soit n = 3. Supposons a € Q" et ¢ € Q" tels que 4dy — d? # 0. Une base de
Grobner de B obtenue pour 'ordre lexicographique by > b; = by donne la paramétrisation
suivante :

(p="05—4ds b5+ (6d] — 8dy) by + (—4di + 16dady — 64.dp) b3 + dif — 8dy df + 16d3,

1 1
b1 — Ebg - §d4,

1 by (b —4dybi+5d2b2 —4dy b2 —2d3 +8dydy — 64dy)
b[):— 2 .

Quant a lui, le calcul d’'une RUR donne le résultat suivant
(p=105—4d, b5+ (63 — 8dy) by + (—4d} + 16dy dy — 64dy) b3 + dj — 8dyd3 + 16 d3,
q=8by (b3 —3dyby+3djb5 —4dy b — df +4dydy — 16 dy)
¢ =16by (doby — 2dady b3 + 12dg b3 + dodi + 4 dody — 4d3)
| g0 = 16do (305 — 2dy b5 — di + 4 dy)
c’est-a-dire :
(p="05—4dy b5+ (6d] — 8do) by + (—4d} + 16 dydy — 64.dy) b3 + dj — 8do d + 16 d3,
do by —2dody b3+ 12dg b3 + do d3 + 4 dy dy — 4 d3
bS —3dy b3 +3d3b3 —4dyb3 —di +4dydy —16dy’
b — 9 do (303 —2d, b3 — d? + 4dy)
L0 Ty (b8 — 3dybd + 3202 —4dy b2 — d3 +4dydy — 16dy)
Cet exemple illustre que le calcul d'une RUR et celui d’une base de Grébner pour 'ordre lexi-
cographique donnent tous les deux une paramétrisation des solutions de (B). En revanche,
il contredit ce que nous disions plus haut sur la taille des objets, la RUR obtenue est visi-
blement moins compacte que la base de Grébner. Ce résultat ne se généralise pas aux ordres
plus élevés. Nous invitons le lecteur a effectuer quelques tests pour n = 4 ou n = 5 pour s’en

rendre compte. Néanmoins, les paramétrisations obtenues sont trés conséquentes dans le cas
d’une RUR, et nous choisissons de ne pas les écrire ici.

by =2

Remarquons aussi que la condition 4dy — d? = 0 implique que by n’est plus séparante.
Pour expliquer ceci, calculons le discriminant de p en by :

disc(p, by) = 128°d3 (4dy — d2)* (4dod’ — d2d2 — 18dy dy dy + 4 d3 + 27 d2).

Ainsi, si la condition 4dy — d* = 0 est vérifiée, alors le discriminant de p en by s’annule.
Celui-ci posséde alors au moins une racine de multiplicité 2 ou plus. Autrement dit, sous
cette méme condition, au moins deux points de V({B3)) ont la méme coordonnée en by, ce
qui veut dire que by n’est pas séparante. Remarquons aussi que cette condition intervient au
dénominateur de la paramétrisation de by obtenue par un calcul de base de Grébner pour
lordre lexicographique by >~ by > bs.
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Calculer une RUR est intéressant en pratique puisque nous obtenons une paramétrisation
des solutions X de Z = 0 suivant la variable b, 1, laquelle satisfait une “simple” équation

polynomiale p(b,,—1) = 0. Il ne reste alors plus qu’a substituer les racines de p dans la matrice
X (b,—1) afin d’obtenir les solutions de 'ERA #Z = 0.

3.5.4 Caractérisation de X > 0 solution de % =0

Nous avons montré qu’il est intéressant de calculer une RUR de V' ((B)) afin de paramétrer
V({B)) en fonction de la variable b, 1 :

( p(bnfl) = 07
b _ Gn—2(bn_1)
-2 = "%
Q<bn—1)
0= —7T——.
\ Q(bnfl)
Cette paramétrisation, combinée avec le Théoréme permet de paramétrer les solutions

X de Z = 0 en fonction de la variable b,_;. Génériquement, parmi ces 2" solutions possibles,
il reste & caractériser celle définie positive.

Pour vérifier si une matrice est définie positive, on peut utiliser le critére de Sylvester
|Gil91]. Rappelons ce critére.

Définition 3.23. Soit M € K"*" une matrice symétrique réelle dont les coefficients sont
notées par m; ;, c'est-a-dire M = (m; j)1<; j<n. Les mineurs principaur dominants de M sont
les déterminants des sous matrices My, := (m; ;)1<ij<k pour k =1,..., n.

Théoréme 3.18. (Critére de Sylvester) Une matrice symétrique réelle est définie positive
si et seulement si ses mineurs principaux dominants sont positifs.

Disposant de la paramétrisation rationnelle R, tous les coefficients de X se réécrivent
alors rationnellement en fonction de b,_1, ou b,,_; est racine de p. Ainsi, tester la positivité

des mineurs principaux dominants de X (b, 1), notés par m; pour i = 1,...,n, revient a
tester la positivité de n fractions rationnelles sous la contrainte que b,_; est racine de p :
{ X(bn—l) > 0, { mi(bn_l) > 0, 1= 1, ..o, n (360)
p(bn—1) =0, p(bn1) =0.

Ce critére, qui se raméne a un semi-algébrique (c’est-a~dire un systémes d’équations et d’in-
équations), est difficile & tester en pratique. [AHKY09| propose une alternative basée sur
la factorisation spectrale permettant de transformer ce critére semi-algébrique en critére
purement algébrique.

Théoréme 3.19. [AHKY09] Soient a € R"™ et ¢ € R" tels que G soit commandable et
observable. Soit ¢ := max{b,_; € R|p(b,—1) = 0}. La solution définie positive de Z = 0 est
alors donnée par X (o), c’est-a-dire X (o) > 0.

Démonstration. La Proposition 3.5, vue au début de ce chapitre, montre comment construire
une solution de Z = 0 a partir de vecteurs propres de 7. En considérant n vecteurs propres
associés a n valeurs propres a partie réelle négative, JACAT99| montre que I'on peut obtenir
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I'unique solution définie positive de # = 0. Calculer ces valeurs propres a partie réelle
n

négative revient a trouver un polynéme g(A) = [J(A — X)) = > b; AY, o \; € C_, tel que :
i=1 i=1

Un tel polyndéme g est donc défini par une solution particuliére du systéme polynomial &
En particulier, nous avons :

bn—l - — i)\l, )\z S (C_.
i=1

Notons que dans le cas ol g ne comporte pas seulement des valeurs propres a partie réelle
négative, nous avons :

b1 = —ZE,; )\Z', € € {—1, 1}, A e C_.
=1

n
Comme tous les \; sont a partie réelle négative, b, 1 = — > \; € R est maximal dans le

=1
n

sens ol aucune autre combinaison — Y €; \; avec ¢; € {—1, 1} n’est supérieure & celui-ci.
i=1
De plus, génériquement, la variable b,_; est séparante. Nous disposons alors d’un po-
lyndéme univarié p de degré 2" (par calcul du polynéme caractéristique de la matrice de
multiplication par b, dans &/ = R/(B) par exemple) dont les racines sont les coordonnées
b,—1 de chaque zéro de V((B)). Ainsi, la racine maximale de p définit la solution définie
positive de 'ERA Z = 0. n

Enfin, la solution définie positive de #Z = 0 vérifie la propriété suivante.

Proposition 3.11. Soient a € R™ et ¢ € R" tels que G soit commandable et observable.
Alors, X > 0 vérifie by = /a3 + 3.

Démonstration. De part le lien entre les b; et le facteur spectral g de f, nous avons :

n

bo=(-1)" [[M NecC.

i=1

Rappelons que si \; est racine de g, alors \; I'est aussi. De plus, nous avons \; \; = I\i|? > 0.
Notons alors que nous avons deux cas a étudier.
— Soit n pair. Supposons que g posséde n — N racines réelles (nombre pair), notées
AN+1s--->Ap. Ses N racines complexes sont alors notées Ay, ..., Ay et A, s AN/2-
Alors, nous avons :

n N/2 N/2

bo=(=0" [] xJJrxx= [T » []nP
i=N+1 =1 i=N+1 =1
n N/2
Or J] Xi > 0 car c’est un produit d’un nombre pair de \; < 0. De plus, [] |\i|* > 0.
i=N+1 i=1

D’ou by > 0.
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— Soit n impair. Supposons que g posséde n — N racines réelles (nombre impair), notées
AN+41s- -5 An. Ses N racines complexes sont alors notées Ai, ..., Ano et Ay, ..., Anjo.
Alors, nous avons :

n N/2 N/2
bo=(-1)" [] xJ[xx=(- H i [T N0
i=N+1 =1 i=N+1 =1

n
Or J] A < 0 car c’est un produit d’un nombre impair de A; < 0. De plus, nous
i=N+1
N/2
avons [] [Ai* > 0. D’ou, nous obtenons by > 0.
i=1
Ainsi, nous obtenons by > 0 quel que soit 'ordre n du systéme. De plus, de By = 0 (voir ((3.43))
et (3.42) pour k = 0), nous déduisons by = £+/a? + ¢&. Ainsi, nous obtenons by = v/a? + ¢,

ce qui conclut la preuve. O

Cette propriété permet de réduire la taille des objets que l'on étudie d’un facteur 2
lorsque 'on cherche uniquement & trouver la solution définie positive de Z = 0. En effet, en
considérant by fixé par les paramétres du systeme G, c’est-a-dire

bo = \/ a3 + c3,

nous pouvons alors réduire le systéme polynomial & en retirant I’équation polynéome By = 0 :

B = {Bi}k=1.n-1,
& = {Bk = O}k’:L.n—l-
by devient alors une valeur fixe du systéme polynomial g, qui ne posséde alors plus que n —1

inconnues b;. Nous pouvons alors déduire une paramétrisation de ce systéme en fonction de
b,—1 qui sera de taille plus faible que la précédente (facteur 2). Par exemple, le calcul d’une

(3.61)

RUR de V((g>) donne la paramétrisation suivante :

ﬁ(bnfla bO) = 07
b - an—Z(bn—la bO)
n—-2 = =, 1\
Q(bnfly bo)
R = : (3.62)
p  Dilbus,bo)
a(bn—l) bO) ’
W \Ja + .

Le degré de p est alors 2", et les degrés des autres polynomes de la RUR ZS’VT sont inférieurs
a 2" ! La taille des objets étudiés est donc divisée par 2.

En pratique, ceci est trés intéressant car les calculs sont fortement limités par l'ordre
du systéme. Cette propriété nous permet de travailler sur des systéme d’un ordre n + 1, ce
qui est non négligeable. Par ailleurs, ceci est trés avantageux dans le cas ou 1’'on cherche a
trouver des expressions sous forme close des solutions de % = 0 comme nous allons le voir

dans la Section B.6.2]
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3.5.5 Isolation certifiée des zéros de BB

Un des avantages de l'approche symbolique par rapport a des approches numériques
classiques pour résoudre une équation de Riccati algébrique est de pouvoir certifier numéri-
quement tout résultat. Une approximation certifiée des solutions d’un systéme d’équations
est une représentation des solutions de ce systéme sous forme d’intervalles contenant les
solutions réelles du systéme. Considérons, par exemple, I’équation p(b,_1) = 0. Une approxi-
mation certifiée des racines de p donnera des intervalles pour les valeurs de b,_; contenant
a coup sir les racines de p. Pour plus de détails sur 'analyse par intervalles, nous nous
référons, par exemple, & [JauOl]. Pour des applications de I’analyse par intervalles, citons,
par exemple, [DLDJT07].

11 existe de multiples algorithmes réalisant une isolation certifiée des racines de p. Citons,
par exemple, [BF00] détaillant un algorithme se basant sur la méthode d’Aberth, ou encore
IRZ04] dont ’algorithme se base sur la régle des signes de Descartes [CAT6]. La commande
Maple RootFinding[lsolate] implémente cette derniére méthode.

Les méthodes numériques classiques de calcul de solutions d’équations de Riccati algé-
briques (voir, par exemple, [BG96] pour une liste non-exhaustive de telles méthodes) ne sont
pas certifiées numériquement. [’avantage de disposer d’'une RUR de V(B) paramétrant les
solutions de I’équation de Riccati algébrique est de pouvoir utiliser ces algorithmes de calcul
certifié. En effet, la substitution des racines de p sous forme d’intervalles dans la RUR R
permet d’obtenir des intervalles certifiés pour les by, solutions de &.

Exemple 3.15. Soit n = 3. Supposons que les valeurs des parameétres sont fixés aux valeurs
suivantes :

Le calcul d’'une RUR de V(B) pour ces valeurs de paramétres donne le résultat suivant :

(p =05 — 9265 4 3134 b5 — 53228 b2 + 259081,
10 (b3 + 194 b2 + 2349)
bS — 69 b3 + 1567 b3 — 13307
by — 200 (3 b3 — 46 b2 — 509) _
\ by (bS — 69 b3 + 1567 b — 13307)

b1:

L’isolation des racines réelles de p via la commande RootFinding[Isolate] de Maple avec 10
digits donne les intervalles exacts suivants, et leur évaluation avec 20 chiffres significatifs
donne les intervalles approximés suivants :

90430083379 | ATOASUIGS] o, [ 6,8425294257685891353, —6.8425294257613131776],

[ 3TT030844431 | 18S55129215) o [ 2.7432604433197411709, —2.7432604433124652132],

188515020915 STIOS0814451] 1 [2.7432604433124652132, 2.7432604433197411709)],

ATORIB041689 91040083579, (5, 8425204257613131776, 6.8425294257685891353].

La substitution respective de ces intervalles dans la RUR calculée précédemment donne les
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intervalles respectifs suivants pour by

S01813720888525 | — 3185720888399 ~ [—10.000000000000142109, —9.9999999999996873612],

[ 35184072088832] | S01843720888519] &~ [—10.000000000000028422, —9.9999999999999715783],

S51813720888519  S0I8LSTA088832L ] ~ [9.9999999999999715783, 10.000000000000028422],

B, B8 T2088852 | & [9.9999999999996873612, 10.000000000000142109],

et les intervalles respectifs suivants pour by :

LOAanrasa0s | ZnelTIa000NT | ~ [11.910104471214850719,11.910104471215106514],

L36115330218805 —544461344875217] A~ [—7.7372610700652444393, —7.7372610700652018068],

17592186044416 ° 70368744177664

L36115330218505 —544461344875217] A~ [—7.7372610700652444393, —7.7372610700652018068],

17592186044416 ° 70368744177664

A190195475333085  209520T1366604T] ~ [11.910104471214850719, 11.910104471215106514].

[
B
B
[

Remarque 3.20. En pratique, 'isolation certifiée des racines de V' ({B)) par un calcul de
RUR est limité par 'ordre du systéme n. Par exemple, pour n = 8, p est de degré 256. Il faut
alors isoler les racines de p par intervalles avec une précision de 250 digits pour assurer une
stabilité suffisante de la RUR. Pour plus de détails sur le degré des polynomes de la RUR et
la taille de leurs coefficients, voir I’Annexe [E] En pratique, a parameétres fixés, nous pouvons
calculer une RUR de V/(B) jusqu’a n = 10 sur une machine personnelle en quelques minutes.

Remarque 3.21. Disposant d’une isolation certifiée des coefficients b; de la factorisation
spectrale g de f, alors en utilisant la Proposition |3.8| nous pouvons déduire une “factorisation
copremiére de G par intervalles”.

3.6 Etude de & a4 paramétres non fixés

3.6.1 Remarques préliminaires

Supposons maintenant que les parameétres a et ¢ ne sont pas fixés a des valeurs nu-
mériques. Nous aimerions étendre les résultats présentés aux sections précédentes a ce cas
paramétrique.

Nous pouvons alors réutiliser les résultats du Théoréme donnant les coefficients de
X solution de Z = 0 en fonction des variables by. Disposant du systéme &, nous aimerions
trouver une paramétrisation de ses solutions. Cependant, celles-ci sont dans la cloture alge-
brique Q(a, ¢), et non plus dans C. Ainsi, la plupart des démonstrations vues précédemment
ne sont plus valides car nous ne pouvons plus parler de \; € C_.

Nous proposons alors une alternative, que nous développons ici, pour des systémes d’ordre
4 au plus. Pour de tels systémes, nous exhibons une autre représentation de & par des opé-
rations simples, et nous utilisons le concept de variété discriminante afin de décomposer
I’espace des parameétres en cellules réguliéres dans lesquelles nous pouvons réutiliser les ré-
sultats de la section précédente.

Rappelons que nous notons K := Q(dy, . ..,ds,), R := Kby, ...,b,_1] et la K-algebre
o = R/(B).
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3.6.2 Paramétrisation des solutions de & pour 1 <n <4

Soit n < 4. Le Théoreme [3.11] (voir page montre que les coefficients de X solu-
tion de Z = 0 sont fonction des variables by. La Table explicite ces matrices X pour
les ordres faibles considérés. Ces mémes variables by satisfont le systéme d’équations polyno-

miales & défini par B, rappelé en Table [3.2] pour n < 4, et ou les doy, sont définis en Table

Remarque 3.22. A la vue de ces Tables, nous remarquons que la complexité de la repré-
sentation des solutions grandit en fonction de n et du nombre de paramétres. Cet aspect est
traité en Annexe [E| pour n quelconque.

D’aprés I'équation By = 0, la variable by est déterminée en fonction des paramétres ag et
co- Le cas n = 1 est alors un cas particulier. Pour n > 2, by peut étre vu comme un nouveau
parametre comme nous I'avons vu a la section précédente. Nous étudions alors ’ensemble B
privé du premier polyndéme By, que l'on note par B, de variables (by,...,b,_1) et de para-
meétres (g, da, .. .,ds,). A cet ensemble, nous associons le systéme d’équations polynomiales

défini par & := {By = 0}r—1. n-1.

Ensuite, nous proposons de calculer une paramétrisation des solutions de &. Par des
opérations simples, nous montrons que ce systéme peut se réécrire sous une forme plus
exploitable.

Proposition 3.12. Soit 2 < n < 4. Soit B un systéme polynomial défini dans la Table
Une paramétrisation rationnelle des solutions de & est donnée par R défini dans la Table

Démonstration. e Soit n = 2. Le polyndéme B; peut étre considéré comme un polyndéme
univarié en la variable b;. La paramétrisation obtenue est alors triviale.

e Soit n = 3. En utilisant B, = 0, nous pouvons exprimer b; en fonction de by :
1
by zi(bg—d@.

En substituant cette paramétrisation de b; dans By = 0, nous obtenons le polynéme univarié
p en by suivant :

pi=0by—2d;b5 —8byby +di —4dy = 0.

Nous avons alors la paramétrisation rationnelle de R suivante :

1
bl = 5 (bg - d4)a
R = b2 — 62, (363)

pi=0by—2dyb3 —8byby +di —4ddy = 0.

e Soit n = 4. En utilisant Bs = 0, nous pouvons exprimer by en fonction de b3 :

1

En substituant cette paramétrisation de b, dans By = 0, nous obtenons :
8bsby = by — 2dg b5 + 8by + di — 4 dy. (3.65)
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Nous voyons une singularité apparaitre pour b3 = 0. Supposons alors, dans un premier temps,

bs = 0. Alors, (3.65) devient :

8by+di —4dy = 0. (3.66)
De plus, (3.64)) se simplifie en :
—d
by = 76 (3.67)

La substitution de (3.67) dans B; donne :
b3 4+ bydg — dy = 0. (3.68)

Ainsi, by est complétement déterminé par les valeurs des parameétres en utilisant I'équation
1} Les solutions de E sont alors données par :

b%‘i‘bod(g—dgzo,
_

Supposons maintenant que bz # 0. De (3.65)), nous déduisons :

by —2dgb5 +8by+ di — 4 dy

b
! 8 by

(3.69)

Notons que nous retrouvons la singularité 8 by + d2 — 4 d4 obtenues en (3.66). En substituant
(3.69) et (3.64) dans B; = 0, nous obtenons un polynéme univarié p en la variable bs :

/ﬁZ: bg —4d6bg+ (6(1(25 —8d4—48bo)b§

3.7
4 (—d3 + 4 (dy + 2bo) dg — 16 dy) b2 + (d2 — 4 dy + 8 by)” . (3.70)
Par conséquent, nous obtenons la paramétrisation rationnelle de B suivante :
( :|:\/ dQ — bo d6 si bg = 0,
4 2 2
by = bs —2dg b5 + 8by + dg — 4 dy sinon
8 b3 ’
R = ) (3.71)
b= 5 (83— do),
b3 = b37
(P=0
[

Remarque 3.23. Notons aussi que, disposant d’une paramétrisation des zéros de (B) pour
des parameétres indéterminés, alors ’évaluation de ces paramétres en des valeurs numériques
donne le méme résultat que si nous calculions une paramétrisation des zéros de (B) particu-
larisé en ces mémes valeurs numériques. Nous parlons alors de la propriété de commutativité
des spécialisations [BPR0O3, Prop. 8.74]. En d’autres termes, soient d* := (dj,--- ,d5,) des
valeurs particuliéres de parameétres, alors calculer une paramétrisation de V' ((B)) puis la par-
ticulariser en d* est équivalent a particulariser () en d* puis en calculer une paramétrisation
de ses zéros.
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Remarque 3.24. Il est possible d’étendre le calcul de telles paramétrisations & des ordres
plus élevés. Cependant, ces calculs deviennent trés cotiteux lorsque le nombre de paramétres
non-fixés a; et ¢; augmente, ou lorsque 'ordre n augmente. Dans cette optique, I’Annexe
explicite des ordres de grandeur des polyndémes d’'une RUR de V' ((B)) a parameétres fixés. En
pratique, nous ne pouvons calculer une paramétrisation de V({B)), ou tous les a et ¢ sont
non nuls et non fixés, pour n = 6 ou plus sur nos machines disposant de 16 GB de RAM,
cette derniére saturant.

3.6.3 Solutionsde Z =0 pour 1 <n <4

Des paramétrisations R obtenues, notons que :
— pour n = 2, p est de degré 2 en by,

— pour n = 3, p est de degré 4 en by,

— pour n =4, p est de degré 4 en 2.

Nous pouvons alors appliquer les résultats de I’Annexe [D] donnant des formules explicites
des racines de polynoémes a coefficients quelconques et de degré inférieur ou égal a 4. Ces
racines par radicaux font intervenir des puissances non entiéres de nombres complexes. Afin
de garder une unicité des notations, nous adoptons les notations suivantes

1/n 1 .
reC,neQ, z/"=exp|— (In(z|) +1iarg(z))
n
oil arg(x) est I'argument de z tel que —7 < arg(x) < m. Dans la littérature, z'/" définie
ci-dessus est appelée racine n®™ principale de z. Voir [BC09, p.26] pour plus de détails.

Notons par ailleurs que les termes de téte des polynémes univariés de R sont tous égaux a
1, ce qui simplifie I’expression des racines par radicaux de p. Celles-ci sont données dans la

Table B.5l.

Remarque 3.25. Pour n = 3, le coefficient de p en b3, c’est-a-dire u; := —8by, peut-étre
considéré comme non nul. En effet, son annulation correspond a by = 0, et donc a ag = ¢y = 0,
ce qui correspond & une dégénérescence d’ordre de G. Cette remarque permet d’éviter une
variété singuliére sur lesquelles les racines par radicaux ne sont pas définies.

Remarque 3.26. Notons aussi que, disposant d’une paramétrisation de V' ((B)) pour n > 5,
le polynome univarié p obtenu est généralement de degré trop élevé pour expliciter ses racines
par radicaux. Ainsi, l'utilisation de parameétres non fixés s’avére limité. C’est pourquoi nous
choisissons de nous limiter & I'ordre au plus 4 dans cette section.

De ces racines exprimées par radicaux, l'utilisation de la paramétrisation R et de la
Table permet de construire les matrices X solutions de #Z = 0. Parmi ces expressions
sous forme close, il reste a déterminer 'unique solution définie positive.

3.6.4 Solution définie positive de Z =0 pour 1 <n <4
Avec la paramétrisation R et le Théoréme nous disposons de X (a, ¢, by, b,_1), ou :

ﬁ(bn—ly bO) =0,
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by étant complétement déterminé par dy = a? + ¢Z, nous rappelons que nous le considérons
comme un parameétre fixé.

Par ailleurs, nous disposons de formules par radicaux des racines de p (voir la Table |3.5)).
En particulier, cette table montre que les racines de p sont exprimables par une unique
expression par radicaux sauf pour certaines valeurs de parameétres. Nous adoptons alors la
notation suivante.

Définition 3.24. Nous notons par ¥ les variétés singuliéres sur lesquelles les expressions
par radicaux des racines de p changent de forme.

Pour 1 < n <4, ces variétés singulieres sont données en Table

Remarque 3.27. Suivant la représentation par radicaux choisie, nous pouvons introduire
différentes variétés singuliéres ¥;. Nous nous référons a [Mut80, [Tig15], [Kin96l Neul4l, [Shm11l,
Nic09, Hol02] ou encore [Zwi02] pour différentes méthodes de recherche de racines d'un
polynéme sous formes closes. Dans ce mémoire, nous considérons uniquement les méthodes
popularisées par Lagrange et Descartes, qui sont rappelées en Annexe

Il reste alors a identifier 'unique matrice définie positive.

Pour cela, nous pouvons appliquer le critére de Sylvester (Théoréme [3.18)), énoncé a la
section précédente. Notant m; les mineurs principaux dominants de X (a,c,b,_1), celui-ci
consiste a résoudre le systéme :

m;(a, ¢, by,bp—1) > 0,1 <i<n,
p=0, (3.72)
by — do = 0.

Notons que m;(a,c, by, b,—1) € Q(a,c,bg,b,_1). Ainsi, a et ¢ étant indéterminés, résoudre
consiste a déterminer le signe d’expressions rationnelles sous contrainte. En particu-
lier, ces signes peuvent varier suivant les valeurs des parameétres a et c. Pour connaitre les
variations de signe de chaque m; suivant les valeurs des paramétres a et ¢, il est d’abord
nécessaire de caractériser son lieu d’annulation. Considérons le systéme polynomial obtenu
en considérant les produits des numérateurs et dénominateurs de . Afin de caractériser
le lieu d’annulation de ce systéme, nous pouvons en calculer une Décomposition Cylindrique
Algébrique (CAD) [ACMS84]. Une CAD est une décomposition en semi-algébriques connectés
de R?" nommés cellules, dans lesquelles chaque polynéme a un signe constant. Cependant,
cet outil n’est généralement pas efficace pour un nombre de paramétres supérieur a 2, a
cause de la complexité doublement exponentielle de I'algorithme sous-jacent. Dans le cas du
systéme , le nombre de paramétres est (au plus) 2n. Ainsi, sauf pour des systémes trés
particuliers a faible nombre de paramétres (certains a; et ¢; étant nuls), il apparait difficile
d’utiliser un tel critére semi-algébrique. Nous proposons alors une alternative.

Pour cela, nous proposons de calculer la variété discriminante de 75, c’est-a-dire celle de
p. Ce polynéme univarié p est de la forme suivante
p=bY O b 010, + O, (3.73)

ot N = 2"~ (voir Table [3.4)). Notons que son terme de téte est égal a 1. Ainsi, la variété
discriminante de p correspond exactement au discriminant A; de p, c’est-a-dire au lieu des
parameétres ou 'une des racines de p devient multiple. Nous avons alors :

Vs = {0] Ay(0) = 0} . (3.74)
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Suivant 'ordre n du systéeme G, nous notons alors :
Vo= VU Y.
Remarque 3.28. ¥, est un sous-espace de ’espace des paramétres défini par a, ¢ et by.

D’un point de vue géométrique, ¥, décompose l'espace des paramétres en cellules ré-
gulieres (c’est-a-dire des ouverts de l'espace des paramétres ne contenant pas ¥;,) dans les-
quelles :

— le nombre de racines réelles de p est constant,

— les représentations des racines de p par radicaux sont identiques suivant les valeurs des

parameétres a, ¢ et by.

Ces cellules réguliéres peuvent alors se caractériser suivant la méme méthode qu’expliquée
dans ’Exemple [3.9]

En tout point d’une cellule réguliére, notée C;, les racines par radicaux de p sont définies
par la méme expression par radicaux et sont de multiplicité 1. Par évaluation numérique de
ces expressions en un point témoin (a, ¢, by) de C;, nous pouvons identifier quelle expression
identifie la racine réelle maximale de p dans C;.

Par ailleurs, rappelons que la Proposition [3.11] montre que pour a et ¢ fixés, alors X > 0
solution de Z = 0 vérifie by > 0. Nous pouvons alors ne considérer que les cellules C; dans
lesquelles by prend des valeurs positives, les cellules pour lesquelles by est négatif ne nous
permettant pas de distinguer la solution définie positive de Z = 0.

Alinsi, en particularisant les racines par radicaux de la Table en un point de chaque
cellule C; ne rencontrant pas %;, et restreinte a by > 0, nous identifions I’expression par radi-
caux représentant la racine réelle maximale o de p dans cette cellule C;. En particularisant
cette expression dans X (a,c,b,_1,by) et en choisissant by = /a2 + ¢, nous obtenons une
expression sous forme close de la solution définie positive X de # = 0 valable dans toute la

cellule Cj.

En pratique, nous utilisons la commande CellDecomposition de Maple pour calculer ces
cellules C; restreintes & by > 0 et calculer un point témoin dans chacune d’elle. Le calcul des
cellules C; et 'identification des racines réelles maximales de p est résumé dans la proposition
suivante.

Proposition 3.13. Soit n = 2. Alors la racine réelle maximale de p a toujours la méme
expression par radicaux et est définie par :

g:=1b(1) = \/2b0—|—a%+c%—2a0.

Soit n = 3. Alors, suivant les notations de la Table [3.5] la racine réelle maximale de p
est :

& = by(1, 1).

Rappelons que cette expression change de forme pour py = 0 (voir la Table [3.5)).
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Soit n = 4. La racine réelle maximale de p change d’expression suivant les valeurs des
parameétres. Notons :

(

o =16 (2by — d4)2 —64dyds, p1 = —64(dy+bodg), p2:= —8(6by+dy),
Ag = 2553 (18 + Ba 1§ + B 1o + o) ,
] 25 M2 M 27
Bo = oo B = 16 (M23 + 9#?) ;o Bo=— (M23 + ZN%) )
1 2 1
D3 1= —55224‘51, 3 = = 35 — 551524'50:

27
—27q3+\/£)”3

03 =27 (4p5+27q3), a3 ;:< 5

1 , 3 1
Vi c {1, 2, 3}, r, = g (Oéng(ll) — ¢) — —52,

Oé3j(l_1) 3
*x . _8/“6% *x /J“%
=Ny Moo= Ty

De plus, définissons les cellules suivantes :

\

(Cri={p2 <0, 1 <—pf, po<r},

Cyi={p2<0, g €[—p;0[, poe€l]—oo;r\{u5}},
Cs:={pe <0, p €]0;uy], po€lug; ]},
Cyi={p2>0, <0, po<r},

¢ Csi={p2 <0, i €]0;puj], po€l—o0spuglUlra;ml},
Co:={p2<0, m>pi, po<mn},

Cri={p2>0, >0, po<r},

Cs:={p2 <0, py€[—pf;0[},

Co:={p2>0, 4 >0}.

\

Nous distinguons alors les cas suivants.
— Supposons py; = 0. Alors b3(1,1) est la racine réelle maximale de p.
— Supposons p; # 0 et po # pg. Alors b3(1,1) est la racine réelle maximale de p si et
seulement si
M601U02U03UC4,

et b3(1, —1) est racine réelle maximale de p si et seulement si :
m e 05 U Cﬁ U 07.

— Supposons p; # 0 et py = pg. Alors, bs(1, —1) est racine réelle maximale de p si et
seulement si
n e Cg U Cg

et b3(1, 1) est racine réelle maximale de p dans le cas contraire.
Ces résultats sont résumés dans la Table [3.7]

Démonstration. e Soit n = 2. Trivialement, d’aprés la Table 3.5 la racine réelle maximale
est donnée par by(1) étant donné que 'intérieur de la racine carrée est positif.

e Soit n = 3. Nous procédons en deux étapes.
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— Supposons p3 + 12 g # 0. Le calcul de CellDecomposition pour p(bs, by, a, c) avec la
restriction by > 0 et u3 + 12 g # 0 et ordre de projection

02—>cl—>00%a2—>a1—>a0—>b0,

permet de décomposer I'espace des paramétres en 28 cellules dans lesquelles le nombre
de racines réelles de p est constant et dont ’expression par radicaux de la racine réelle
maximale de p ne change pas. Pratiquement, la commande Maple utilisée est :

CellDecomposition ([p = 0,by > 0, Ng + 12 pg # 0], [ba], [bo, @, a1, az, co, c1, ca]).

L’évaluation des racines par radicaux données en Table montre que, dans chaque
cellule, soit by(1,1) est maximale, soit il n’y a pas de solution. Etant donné que nous
avons considéré by comme un paramétre sans restriction (by vérifie b3 = a2 + ¢2), il est
normal de voir apparaitre des cellules sans solution. Celles-ci ne correspondent alors a
aucune situation réelle, puisque nous sommes assurés que # = 0 posséde une solution.
Nous pouvons alors éliminer ces cellules et ne considérer que celles disposant au moins
d’une solution réelle. Ainsi, by(1,1) est racine réelle maximale de p si p2 + 12 po # 0.

— Supposons p3+ 12 g = 0. La réduction de p modulo 2 + 12 1o en éliminant ¢y donne :
PP =308 +6 (201 — a2 — &) b2 — 24bpby — 2 (=202 —2E + 4ay)” .

Remarquons alors que le polyndéme obtenu ne dépend plus que des paramétres aq, as,
¢y et by. En utilisant la commande Maple

CellDecomposition ([p* = 0, by > 0], [bo], [a1, ag, by, ¢2]),

nous décomposons 'espace des paramétres (a,c,by) restreint a p2 + 129 = 0 en 2
cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de p* est constant. L’évaluation des
racines par radicaux montre alors que by(1, 1) est racine réelle maximale dans chaque
cellule.

b2(1, 1) est alors la racine réelle maximale de p quelles que soient les valeurs des para-
métres (a, ¢, by) avec by > 0.

e Soit n = 4. p est un polyndéme univarié¢ de degré 4 en b2. Notons ¢ := b3 — dg et le
polynéme p;
D=t 4 pa t® + p t + o,
ol les coefficients p; sont définis a la Table Notons que si t,.x est racine réelle maximale
de py, alors 0 := \/tmax + dg est racine réelle maximale de p.
Par ailleurs, décomposer ’espace des paramétres en cellules via la variété discriminante de p;
en les parametres (a, ¢, by) est trés couteux a cause du grand nombre de paramétres, et n’est
pas réalisable sur nos machines. Nous proposons alors de décomposer I'espace des parameétres
selon des valeurs génériques de p;, i = 0,1,2, définis dans la Table [3.5] Une décomposition
en cellules de Iespace des paramétres (p, i1, ft2) pour un polynéme générique de degré 4 est
donné en Annexe [D]et est reprise ici afin de terminer la preuve pour n = 4. ]

Remarque 3.29. Notons que le cas n = 1 est un cas particulier et la Proposition |3.11
permet de conclure immédiatement quant & la solution définie positive de ’équation de

Riccati (3.11)).

De telles solutions sont facilement exploitables, notamment par un calculateur embar-
qué, ce qui motive la présente démarche. Une limitation évidente de I'approche développée
est 'ordre du systéeme G. Cependant, pour certains systémes remarquables, nous pouvons
augmenter 'ordre du systéme comme le montre la section suivante.

117



CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

Matrice X solution de #Z = 0
bo — Qo
bgbl — (a0a1—0—6061) bo—ao
bo — Qg bl —m
bo by — (ap a1 +coc1) bo by — (ag az + co ¢2) bo — ag
bo bl — (CI,Q (05} + Co 02) bl b2 — (Cll a9 — Cq Cg) — (bo — G,Q) bl — a1
bo—ao bl_al b2_a2
b(] b1 bO b2 b() b3 b — a
— (ao ay + ¢ Cl) — (CLO as + Cp 02) — (CL() as + ¢y 03) 0 0
bo ba b1 by — bg bg + ag as b1 by — bo b —a
— (ao as + Co 62) +coc3 — ((ll ag + €1 Cz) “+ag — (Cl1 as + ¢ 63) 1 1
bobg blbg—b0+(l0 blbg—bgbg—bl by — a
— (ao as + ¢y 63) —(0,1 as + ¢1 03) +a; — (CZQ as + Co 03) 2 2
bo—(lo bl—al bg—ag b3—a3

TABLE 3.1 — Matrices X solution de Z =0 pour 1 <n <4

n | Systéme polynomial B

1 Boizbg—dozo

BoI:b(Q)—dOZO
Bl :b%—2b0—d2:0

BO = b%—dg =0
3 Bl = b%_2b062_d2 =0
BQ = b% — 2b1—d4 =0

By :=bi—dy =0

By =02 —2byby—dy =0

By =03 —2bbg+2by—dy =0
Bs :=b%—2by—ds =0

TABLE 3.2 — Systéme polynomial B pour 1 <n <4
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n | Variables dyy,

1| do:=aj+c}

) do := a2 + c?
dy := (a2 + c2) — 2 ag
do:=ak+c2

3 dy := (CL% —+ C%) -2 (Clo ao + Co CQ)
d4::(a%+c§)—2a1
do := a3 + c?

A dy := a3+t —2 (agag + coca)
dy:=a3+c3—2 (a1a3+cic3)+2ap
dg := a3+ c3 — 2ay

TABLE 3.3 — Expression des dy ) en fonction de a et ¢ pour 1 <n <4

n|R
0
bl = bl
2| - 2
p::bl_QbO_dQZO
1
b =35 (b3 — da)
3| by=1by
N:b 2d4b2—8b0b2+d4 4(12:0
dz—bodﬁ sib3 =0
—2dgb3 +8by+d% —4d, .
sinon
8 b
4 1
= - d
2 6
by = bs
8 —4dsbS + (6d2 —8dy — 48by) b}
+4( A3+ 4 (dy + 2bg) dg — 16d2)b2 (d2 —4dy +8by)’
TABLE 3.4 — Paramétrisation rationnelle R des solutions de & pour 1 <n <4
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bn—l (b07 ko)

0

€ :==+1
bi(e) = 5\/2 (bg — ag) + a? + 3

g, 1= =£1 g9 1= =1 e:= (e1,€2)
Mo ‘= di — 4d2 M1 = —8 bo M2 = —2 d4
8 16

4
p4324d2—§di Q4:§d2d4—2—7d2—8b3

(1/3)
1
04 =27 (4p3 +27¢3) Qy = (5 <\/Z—27q4>)

Uy = Qg
<_Q4)1/3 % si ps=0
M1
Ay = — + g+ €
4 (U4 1 25) 1 \/2_164)

by(e) = g (51 Vg + €2 \/A_4>

g := +1 £g 1= +1 g3 := +1 g:= (e1,€9,€3)
Mo ‘= 16 (2 bo - d4>2 — 64 d2 d6 M1 = —64 (dg + bo dﬁ) Mo 1= -8 (6 b() + d4)

2 2 2
—_(H2 el Y B
D4 (12 + Mo) qa: 3 (No 36) 3

(1/3)
1
0o =27 (ApE +27¢%)  au:= <§ <\/5_4 . 27q4>)

U4 = 3 054
<_Q4)1/3 _ S P4 =
3
H
Ay = —
4 (U4 + o + €1 \/2_u4)

V2 .

7(81 VU2 + €9 \/AQ) S1 /L17é0
t(€1,82) =

2
elg\/eg p>P—4r—p si pup =0

bs(e) = e3 \/t(e1,e2) + dg

TABLE 3.5 — Racines par radicaux de p pour 1 <n <4
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n | Y

1| 0

21 0

3 | {(a,c) € R?"[py(a,c) = 0}

4| {(a,¢) € R2" | paa,c) = 0} U{(a,c) € R*" | puy(a,c) = 0}

TABLE 3.6 — Variétés singuliéres introduites par les racines par radicaux de p

n | Racine réelle maximale o de p(b,—1)

L]0

2 |5 :=b(1) = /2by +a + & —2ay

3| 0:=0b(1,1)

A ~:{b3(1,1,1) sipy=0o0oupe{CrUCUC3UC} oup ¢ {CsUCy},
b3(1,—1,1) sipue{Cs5UCsUC:} oup € {CsUCy}.

TABLE 3.7 — Expression par radicaux de la racine réelle maximale de p pour 2 <n <4
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3.7 Cas particulier des systémes comportant une approxi-
mation de Padé

Avant de conclure ce chapitre, nous proposons d’étendre ’approche aux systémes a re-
tard. Il existe une vaste littérature sur la commande robuste des systémes a retard (voir,
par exemple, [FOT96, PG90]). Dans cette section, nous proposons d’approximer les retards
par des fractions rationnelles appelées approzimations de Padé. Dans ce contexte des sys-
témes linéaires a dimension finie, nous montrons que la factorisation spectrale permettant la
résolution de ’'ERA posséde des propriétés intéressantes simplifiant sa résolution.

3.7.1 Rappels sur les approximations de Padé

Un approzimant de Padé de la fonction exponentielle est une fraction rationnelle N, ,/ D, ,,
ot N, , désigne un polynéme de degré p et D, , de degré g, telle que le développement limité
de la fraction a l'ordre p+ g soit identique & celui de ’exponentielle [Pad92|. Plus exactement,
cette fraction est définie comme suit.

Théoréme 3.20. [BGMI6, Pad92, Mar77, Lam93| Soit (p,q) € N*°. Soient n,, € Q[s] et

dyq € Qls] tels que :
P . ;
p (ptg—i)s
N, . (s) == , -
pal?) ZO p—9! (p+q! i

(1) ¢ (ptg-—g)s

D, 4(s) == , T
e = (@—=)t +o! J!
Alors, e® s’approxime par
o8 ~ Npg($)
dp,q(5)

que 'on appelle approximant de Padé.
Un approximant de Padé vérifie la propriété suivante.

Théoréme 3.21. [Mar77| L’approximation de Padé d’ordre (p,q) de e™* est stable pour
q > p — 2, c’est-a-dire ne contient pas de poles dans le demi-plan ouvert droit C,. De plus,
nous avons :

Npp(s) = Dpp(—s).

En particulier, nous utiliserons principalement les approximations de Padé dites “équili-
brées”, c’est-a-dire de méme degré en s au numérateur et au dénominateur. En effet, celles-ci
permettent d’approximer en basse fréquence le déphasage di a un retard, sans modification
du gain. Nous avons alors le corollaire suivant du théoréme précédent.

Corollaire 3.2. Une approximation de Padé d’ordre (p,p) est stable, c’est-a-dire que ses
poles sont tous a partie réelle strictement négative. Nous parlerons alors d’approximation de
Padé équilibrée d’ordre p.

Autrement dit, si G, = N,/D, désigne une approximation de Padé équilibrée d’ordre p,
alors :

Ny(s) = Dy(—s), {si € C|Dy(s;) =0} CcC_, {s; € C|Ny(s;) =0} C,.
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3.7 Cas particulier des systémes comportant une approximation de Padé

3.7.2 Approximations de Padé et factorisation spectrale

Soit G, une approximation de Padé équilibrée d'un retard e~"* définie par :

Rappelons que nous avons N,(s) = D,(—s). Soit un systéme G linéaire, SISO, LTI, de la
forme suivante

G(s) = Go(s) Gy(s),

ot Gy := Ny/Dq est une fonction de transfert strictement propre et ott G ne contient pas de
simplification pole/zéro. Notons alors :

{N(S) = No(s) Ny(s),
D(s) := Do(s) Dy(s).

Il en résulte que G = N/D avec ged(N, D) = 1, ou ged (N, D) désigne le plus grand commun
diviseur de N et D. Notons n l'ordre de G.

Par ailleurs, a la Remarque nous avons vu que calculer les valeurs propres de la
matrice Hamiltonienne 77 revient & calculer les racines du polynéme pair suivant :

f(s) = (=1)" (N(s) N(=s) + D(s) D(—s)).
Dans le cas présent, nous avons :
f(s) = (=1)" (No(s) Np(s) No(—s) Np(—5) + Do(s) Dy(s) Do(—s) Dy(—s5)) -
Or, nous avons N, (s) = D,(—s), ce qui donne :
f(s8) = (=1)" Dp(=s) Dy(s) (No(s) No(—s) + Do(s) Do(—s)) -

Or, d’apres le Corollaire nous savons que D, a toutes ses racines dans le demi-plan ouvert
gauche C_. Ainsi, trouver une factorisation spectrale de f revient a trouver une factorisation
spectrale du polynéme pair fy défini par

fo(s) := (=1)" P (No(s) No(=s) + Do(s) Do(—5)),

fo étant uniquement défini par la partie sans retard de GG. En effet, soit gy tel que :
fo(s) = (=1)" go(s) go(—5).

Alors, nous avons :

f(s) = (=1 Dy(s) Dyp(—s) (=1)" " go(s) go(—s).
Une factorisation spectrale de f est alors donnée par

f(s)=(=1)"g(s) g(—s),

ol ¢(s) := go(s) Dy(s). Nous récapitulons ce résultat dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.22. Soit G = Gog—: un systéme linéaire continu, SISO, LTI, ot N,(s) =
D,(—s). Alors, le probléme de factorisation spectrale associé a G se réduit au probléme de
factorisation spectrale de la fonction de transfert Gg.
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CHAPITRE 3 : Approche symbolique des équations de Riccati algébriques

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes permettant de résoudre une équa-
tion de Riccati algébrique Z = 0 a parameétres indéterminés.

La premiére propose de passer par la matrice Hamiltonienne associée, dont les sous-
espaces propres possédent des propriétés intéressantes exploitables par factorisation spec-
trale. Ainsi, par une paramétrisation des vecteurs propres de cette matrice Hamiltonienne,
et en considérant une factorisation spectrale de son polynome caractéristique, nous avons
montré comment paramétrer les solutions de 1’équation de Riccati algébrique suivant n va-
riables issues d’un systéme polynomial &

La seconde méthode propose d’étudier directement 1’équation de Riccati comme un sys-
téme polynomial & n(n+ 1)/2 variables. Par un schéma de substitutions, nous montrons que
ce systéme polynomial se réduit a I’étude du méme systéme polynomial & obtenu par la
premiére méthode.

Ces deux méthodes sont complémentaires. La premiére nous permet de déduire un critére
algébrique permettant d’identifier la solution définie positive, en étudiant les propriétés de
la factorisation spectrale. La seconde propose des expressions explicites des composantes de
la matrice X suivant les variables du systéme &. Ce dernier aspect permet d’éviter de nom-
breux calculs inhérents a la premiére méthode. Pour n’importe quel systéme SISO d’ordre
n et sans aucun calcul, nous obtenons alors une paramétrisation des solutions de #Z = 0
suivant les solutions d’un systéme polynomial &

L’étude de I’équation de Riccati algébrique étant réduite au systéme &, nous avons mon-
tré qu’il était préférable d’utiliser une Représentation Univariée Rationnelle de celui-ci pour
paramétrer ses solutions. Le calcul d’'une RUR augmente avec I'ordre du systéme et le nombre
de paramétres, comme nous le montrons en Annexe [E]

Disposant d'une paramétrisation des solutions de ’équation de Riccati suivant les racines
d’un polyndéme univarié p, il suffit d’isoler la racine réelle maximale de celui-ci afin d’obtenir
la solution définie positive de ’équation de Riccati. Pour des équations de taille n inférieure
a 4, nous avons alors montré que cette solution pouvait étre trouvée sous forme close en
utilisant des formules par radicaux et une décomposition de I'espace des paramétres a 1’aide
de la variété discriminante de p.

Enfin, nous avons aussi montré qu’en considérant des systémes contenant des approxi-
mations de Padé, le probléme de factorisation spectrale se simplifie en ne laissant apparaitre
que la partie de la factorisation correspond a la partie sans approximant de Padé. Ainsi, la
résolution de ’équation de Riccati pour des systémes présentant une approximation de Padé
est grandement simplifiée.

L’ensemble du processus nous donne une méthode en théorie valable pour n’importe quel
systéme GG d’ordre n & paramétres indéterminés. Cependant, en pratique, les différentes pa-
ramétrisations sont cotiteuses a calculer et I'ordre du systéme est trés vite limitant. De plus,
lorsque nous cherchons des formules explicites pour les solutions de #Z = 0, nous sommes
fortement contraints par 'ordre du systéme G. Ces limitations restent les principales diffi-
cultés de cette méthode.
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3.8 Conclusion

En revanche, lorsque ces paramétrisations sont trouvées pour des paramétres indétermi-
nés, le probléme est considéré comme résolu et peut étre exploité a souhait. Nous voyons
alors de potentielles applications en commande LQG, le probléme étant alors complétement
résolu pour des systémes d’ordre faible a 1’aide de notre approche. De plus, pour des systémes
comportant des approximations de Padé, cette approche reste applicable, ce qui élargit le
champ de systémes pouvant étre étudiés.

Le Chapitre[2) montre que 1’équation de Riccati intervient dans le probléme de commande
H,,. Le Chapitre [d] montre comment nous pouvons étendre les résultats sur les équations
de Riccati algébriques a paramétres indéterminés présentés dans ce chapitre a 1’étude de la
commande H,.
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Chapitre 4

Approche symbolique de la commande
H~, par Loop-Shaping

Le chapitre précédent a montré comment réduire I’étude de I’équation de Riccati Z = 0 &
un systéme polynomial en les variables {by, ..., b, 1}, puis comment trouver une paramétri-
sation rationnelle de ce dernier systéme en fonction de b,,_;. Nous avons ensuite caractérisé
de maniére explicite la solution définie positive de 'ERA & 'aide de b,,_;.

L’équation de Riccati ne constitue qu’une premiére étape a la résolution du probléme de
commande robuste H,, (PCR) introduit a la Section du Chapitre 2] II reste maintenant
a calculer les valeurs propres d’une matrice construite a partir de la solution de I’équation
de Riccati algébrique précédente. Ce calcul de valeurs propres est réalisé a ’aide du calcul
d’un polynome caractéristique.

Pour des systémes d’ordre n avec n inférieur ou égal a 4, nous disposons d’une forme
close de la solution définie positive de ’équation de Riccati algébrique issue du PCR. Pour
de tels n, le calcul de polynome caractéristique précédent peut alors étre explicité pour les
systémes les plus généraux (c’est-a-dire lorsque tous les coefficients de la fonction de trans-
fert sont considérés comme des paramétres indéterminés). Nous pouvons alors caractériser
les racines par radicaux de ces polynomes caractéristiques et identifier les racines maximales
a Paide du concept de variété discriminante (voir Section [3.1.10]). Disposant de ces racines
maximales sous forme close, nous pouvons déduire une solution du PCR sous forme close,
ainsi que les correcteurs optimaux associés. En revanche, pour n > 5, une étape numérique
est nécessaire du fait de la théorie de Galois. En effet, celle-ci stipule que toute racine d’un
polynome quelconque de degré 5 ou plus n’est généralement pas exprimable par radicaux
(voir, par exemple, [Mut80} [Tig15]). Dans ce chapitre, nous détaillons les deux approches.

Nous présentons ensuite une méthode pour régler une pondération scalaire Loop-Shaping
de maniére optimale pour deux exemples : un systéme masse-ressort sans et avec amortis-
sement. Celle-ci est basée sur le calcul d'un polynéme encodant toutes les valeurs propres
des matrices, non nécessairement définies positives, solutions des équations de Riccati algé-
briques intervenant dans le probléeme H,.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans les articles de conférence [RBQQ17| et
[RBQ™17].
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CHAPITRE 4 : Approche symbolique de la commande H., par Loop-Shaping
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4.1 Reésolution explicite du Probléme de Commande Ro-
buste

La Section [3.6.4] du chapitre précédent donne des formes closes de la solution X > 0 de
I’équation de Riccati algébrique Z = 0 associée a un systéme G d’ordre n, avec 1 < n < 4.
Les formes closes X obtenues sont des expressions explicites dépendant des paramétres a et
c de G. Disposant de ces formes closes, cette section montre comment expliciter des formules
par radicaux de la solution du PCR (voir Définition . Dans toute cette section, nous
supposons alors 1 < n < 4.

4.1.1 Calcul explicite du critére 7t

Afin de déterminer la valeur du critére Hy,, noté vopt, il reste a déterminer les valeurs
propres d’une matrice, construite a I'aide de X > 0 et 2 (voir Théoréme [2.6)). A paramétres
a et c fixés, rappelons que celui-ci peut se déterminer de deux maniéres différentes (voir
(2.19)))

Yopt = \/1 + )\max(YX) = \/1 + /\E(QX)J

ol 2 est une matrice explicitement connue dépendant des paramétres a et ¢ (voir le Théo-
réme 2.6), YV = 2X 2 A\ (M) désigne la valeur absolue maximale des valeurs propres
réelles de M et Apax (M) la valeur propre réelle maximale de M. De plus, rappelons que les
matrices Y X et 2 X vérifient les propriétés suivantes (voir I’Annexe |C]).

Proposition 4.1. Les valeurs propres de Y X sont réelles strictement positives et les valeurs
propres de 2 X sont réelles.

Démonstration. Voir preuve du Théoréme [2.6] et la Section de I’Annexe [C] O
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

A parametres fixés, le calcul de v, se rameéne donc & un calcul de valeurs propres de
Y X ou de 2 X. Supposons maintenant que les parameétres a et ¢ ne sont pas fixés a des
valeurs numériques et définissons alors les polyndémes caractéristiques suivants :

hi=det(Y X — A1), (4.1)
he = det(2 X — X\ I). (4.2)

Notons que h et h, sont deux polyndémes en \, dont les coefficients sont des expressions par
radicaux en a et c. Afin de déterminer v, de maniére explicite en fonction de a et ¢, nous
disposons alors de deux méthodes.

La premiére consiste & étudier les racines de h,. Comme n < 4, la matrice 2 X est au
plus de taille 4 x 4 et donc h, est de degré au plus 4 en A\. Nous pouvons alors expliciter les
racines de h, par radicaux (voir I’Annexe @ Cependant, le travail de discrimination de la
racine de plus grande valeur absolue de h, est complexe car les coefficients de h, (c’est-a-dire
les paramétres de G) sont inconnus.

La deuxiéme consiste a a étudier les racines de h. La encore, comme n < 4, la matrice
Y X est au plus de taille 4 x 4 et donc h est de degré au plus 4 en A, et nous pouvons expli-
citer ses racines par radicaux (voir Annexe @ Ici, le travail de discrimination est plus facile
puisque nous cherchons la racine réelle maximale sur ’espace des parameétres. Notamment,
ce travail s’effectue a ’aide d’un calcul de variétés discriminantes comme nous ’avons vu
au chapitre précédent. Rappelons que, pour un polynéme a coefficients génériques de degré
inférieur ou égal & 4, I’Annexe [D| donne I'expression par radicaux de la racine réelle maximale
de ce polyndéme suivant les valeurs de ses coefficients. En particulier, cette annexe fournit
I’expression par radicaux de la racine réelle maximale d’un polynome a coefficients génériques
dont les racines sont toutes réelles (voir Proposition Corollaire et Corollaire de
I’Annexe [D)).

Dans cette section, nous privilégierons donc cette deuxiéme méthode, qui s’avére plus
simple que de chercher le maximum des valeurs absolues. Par conséquent, reformulons le
PCR & paramétres non fixés.

Définition 4.1. Etude du critére de robustesse 4 paramétres non fixés
Trouver une expression sous forme close A, de la racine réelle maximale de h, défini par

1} dépendant de a et c afin d’en déduire Yop := V1 4+ Apy.

Remarque 4.1. Dans toute cette section, X, £, Y, A\, Yopt, sont des fonctions des pa-
rameétres a et c¢. Afin d’alléger ’écriture, nous ne préciserons pas leur dépendance en ces
paramétres lorsque cela n’est pas nécessaire.

Remarque 4.2. Notons que pour n > 5, les matrices X et 2 sont de taille n X n supérieure
ou égal a 5 x 5. Ainsi, les polyndémes h et h, sont de degré supérieur ou égal a 5 en \. S’ils
ne sont pas factorisables, ils sont alors de degré trop élevé pour que 'on puisse trouver des
formes closes par radicaux de leurs racines. En effet, la théorie de Galois (voir, par exemple,
[Mut80]) montre qu’au dela du degré 4, il est généralement impossible d’exprimer les solutions
de polynémes par radicaux. Dans ce cas, il est alors impossible d’en déduire une expression
sous forme close par radicaux de ot €t d'un correcteur H, satisfaisant ce critére en fonction
de a et c. Durant cette thése, nous avons pu néanmoins observer grace a de nombreux tests
sur des exemples intéressants en pratique que certains systémes présentant des “symétries”
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CHAPITRE 4 : Approche symbolique de la commande H., par Loop-Shaping

pouvaient voir leurs polynémes associés p (voir Section [3.6.2)) et h se factoriser. Ainsi, nous
invitons le lecteur voulant appliquer nos méthodes a bien regarder les polynémes pour les
systémes considérés avant de conclure a I’absence de formes closes des solutions par radicaux.

Cherchons donc a expliciter les racines de Y X. Rappelons que la condition de non ob-
servabilité est A, = 0. Celle-ci est explicitée dans la Table et est utilisée pour calculer
2 (voir (2.13)) et le Théoréme de la Section . Disposant de X > 0 et de 2, nous
en déduisons Y := 2 X 2. Dans la Table nous donnons des formules explicites pour ces
mémes matrices 2 et, dans la Table [£.3] les formules explicites pour Y. Enfin, la Table 4.4
liste les polynomes h. Le théoréme suivant donne alors une forme close de vy, pour 1 < n < 4.

Théoréme 4.1. Pour 1 < n < 4, v, est explicitable par radicaux en fonction des para-
meétres . Les expressions sous forme close de 7y, sont données dans la Table [4.5]

Démonstration. Tout d’abord, comme nous le rappelons a la Proposition ci dessus, insis-

tons sur le fait que les valeurs propres de Y X sont réelles strictement positives. Détaillons
maintenant les calculs pour chaque ordre n.

e Soit n = 1. X et Y sont scalaires. D’aprés le Théoréeme @, I'expression de 7op, est

alors trivialement obtenue par :
Yopt = V 1 +YX

Reprenant les Tables et et en notant 7 := ag/co, nous en déduisons alors :

Yopt (€0, T) = /1 + A\p(co, 7) = \/1 + <Sgn(co)\/1 + 72— 7')2. (4.3)

e Soit n = 2. La Table [4.4] donne les coefficients du polynéome h de degré 2 en . Ceux-ci
s’expriment en fonction de 5y et 8, définis a cette méme Table [4.4] En utilisant I’Annexe [D]
nous montrons que les racines de celui-ci s’écrivent alors :

A i —B1+ /B —4 5o >0,

2A2
N Y/ v
9 = 9 A2 > U.

Comme rappelé précédemment, ces deux racines sont réelles strictement positives, ce qui
implique en particulier que :

B? — 4By > 0.
Trivialement, la racine réelle maximale est alors :

A, = Ay = —51-1”\/5%—450.

2 A2

Nous en déduisons 'expression sous forme close de 7opy :

’yopt — 1 —|'_ )\m. (4'4)
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

e Soit n = 3. La Table [£.4 donne les coefficients v;,i = 0,1, 2, du polynome h de degré 3
en \. Nous introduisons alors les notations suivantes :

( I V3
J = ——+Z£,

2 2
1 2
fi= gl + v,
2 1
Mo ‘= 2—7 V23 + Vg — g V1 Vs, (4'5)

Ag =27 (445 + 27 p)

B (—27u0~|—\/_A3>§
_ X ,

Qa3 .
\

En utilisant la Proposition de I’Annexe [D], nous montrons que les racines de h s’écrivent
alors sous la forme de :

A= (—po) P = 2
3
Vg

Sipy =0, Ay = % (—po)'? — 3
N = (o) = 22

Si py # 0, Ay =

\
Comme rappelé précédemment, les racines de h sont toutes réelles strictement positives.

Dans ce cas, le Corollaire de I’Annexe [D] montre que la racine réelle maximale a alors la
forme suivante quelles que soient les valeurs des paramétres a et ¢ du systéme :

1
)\m:)\1:—<053—%—y2).
3 Q3

Nous en déduisons alors I’expression sous forme close de Yopt, := /1 + Ay

e Soit n = 4. La Table donne les coefficients du polynéme h de degré 4 en A. Intro-
duisons les notations suivantes :

) (6,:=27(4p}+27q3),
fig 7= —= V3 + s, 1
8 1 3
1, 1 Qy = (— (\/54—27C]4>) ;
=gV —§V2V3+V1> 2
3 4 1 2 1 1 &4_%_,”2 ) si P47é07
Hoiz—ﬁ%‘f‘ﬁ 2V3—1V1V3+V07 =4 3 Oz;
P4 ‘__<iﬂ2+u0) (_q4>1/3_§2’ st pa=0,
.— 2 9
12 ) ) g1 =11, e9:=41, e:=(e1,89)
q4._@(uo_@)_lﬂ M1
T ' Ay = —(ug+ po+ :
L 3 36 8 \ 4 <4 %) EIM)
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En utilisant la Proposition de I’Annexe [D] nous montrons que les racines de h s’écrivent
sous la forme de :

2
i(el\/u_z;‘l—ﬁz\/le)_@; sipn #0,

61—\/ \ 15— dpo — pa,  siopp =0,

D’apreés la Proposition de "Annexe [C] les racines de h sont toutes réelles positives. De
plus, le Corollaire montre que la racine réelle maximale a alors la forme suivante quelles
que soient les valeurs des parameétres :

f(f+¢_) Bsiom A0,

/\(61, 62)

Am = A(1,1)
\/_ .
p5 — 4o — p2,  siopp =0,
Nous en déduisons alors ’expression sous forme close de Yopt 1= /1 + Ap,.

]

Remarque 4.3. Pour n = 1, la forme de vy, est trés simple et son unique parameétre v = CO
permet de représenter v, en fonction du signe de ¢y comme le montre la Figure {4.1] E Notons
que si v = 0, c’est-a-dire si G = ¢/s, alors Yopt = V2 pour tout ¢y. Nous retrouvons alors
un résultat de [KHOOQT|. De plus, nous avons :

hm 70pt<007 ):{

v—+00

1, co >0, . { +00, ¢o >0,

Iim Yot (co, V) =
400, ¢p <0, ool pi(c0, V) 1, co < 0.

Dans les deux cas, yopt diverge pour ag < 0 et |v| — oo, c’est-a-dire quand le pole de G est
instable. A contrario, Yt converge vers 1 pour ag > 0 et |[v| — oo, c’est-a-dire quand le pole
de G est stable.

Remarque 4.4. Ces formules explicites de 7,p; nous permettent alors d’en déduire la valeur
du critére quelles que soient les valeurs de paramétres. Nous pouvons alors exploiter ce
résultat en effectuant des tracés des variations de v,p¢ par rapport aux parameétres comme
montré, par exemple, dans la Figure ou dans les exemples de la section suivante. Cela
nous permet d’étudier les variations de 7,y vis-a-vis des variations des parametres et donc
de faire une analyse des sensibilités du critére vis-a-vis des paramétres du systéme.
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

., N ¢ N _a
FIGURE 4.1 ~ yopt(v) associé au systeme G = {2 o v = 2

n| A,

Co

aoc%—alcocl—l—cg

2 3 2 2 2 2 2
a002—a0a10102—2a0a20002+a0a20102+a10002—alagcoclcg

2 2 3 2 2 2 3
+ascoce+3apcycica —agc) —2aycyce+aycocy —axcycy + ¢

3.4 2 3 2 3., .2 22 2 3 2 2_ 2 3
Ay C3 — Qg A1 Ca C3 — 205 A C C3 + A5 A €5 C3 — 3ag a3 Co Cy + 3 ag as ¢i ¢ 3 — ag as ¢, C3

—|—a0a%clc§—|—3a0a1agcoc§—a0a1a20102c§—aoalachCQCg—2a0a1a30%c§
—|—G0a1a3010303—QGOQ%COCQC:%+CLQCZSC%C§+aoa2agcoclc§—|—2a0a2a3606363
—a0a2a30f0203+3a0a§cgc§—3a0a§coclcgc;;+a0a§c:fc;»,—ai’cocg
—i—a%azcoczc§+2a%agcoclc§—a%agcgcgcg—alagcgclcg—3a1a2agc§c§
+a1a2agcoclcgcg+2a1a§cgcgc;3—alagcoc%cz),—i—agcgcg—a%a;;c%czc;;
+agaicieics—ascics+4adcocacs+2aicics —4adc cyes+agcy
—l—agc%—5a0alcoclc§+a0alcoc§c;:,+3a0alcf0203—aoalclcg—SaOaQCgcg
+4a0a260616263—2a0a2606§—2&0(120?034-(10(126%0%—5&0&3636263+(I0a3606363
+3a0a300016§—CboagC?Cg—F?)a%CgCg—SCL%CQClCQCg+G%COCg+CL1GQC§CQC3
+2a1agcocf03—a1agcgclc§—alagcgclcg—2a1agcgc§+a1agcocfcg—2a§cgclcg

2 2 2 3 2 2 3 2 2 2
+aychc;+3azazcycs —asascycrca+azcyca+4agcycrcs+2agcyc

2 2 2 2 4
—4a0606162—3a10303+3a1606102—alcoc?—2a20302+agcocl—agcgcl—l—co

TABLE 4.1 — Conditions de non-observabilité A, =0 pour 1 < n <4
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Matrice 2

 A-1 _ -1
2 =A]"=¢
Q — 1 a1 g2
Ao q2 g3
q1 = —C1, (@2:=C, (3:=Cay— a1
a g2 g3
1
2= = 92 43 44
A,
g3 44 G5
._ 2 2
¢ = ajc;— (ageg +cg)ea+ ¢
._ 2
g2 ‘= —QgCy +ascyoCar — CoCq
—— 2
g3 = QpC1C2 — a1 CoC2 + ¢
— 2 2
qq — CLQCOCQ—00C1+G100C1—6LQCO
— 2 2 2 2
gs — (GQCQ — CL2C0> — Qo Q1 C1 C2 +CLQCL261 +(11C0C2 —aiasCyC] +agcycy — ay ¢y
g1 g2 43 4
1 Q2 43 44 Gs
2:= +
o a3 q4 45 Ge
44 G5 4o g7
g1 1= QpazCs® — agazcacs® — ar’cs’ + arascacs® + 2arazeics® — arazc’cs — as’cics’
+aice® — asagcocs® + asascicacs + az’cocacs — as?ciles — ageics® + apca’cs
+2 a160632 -3 a1C1CoC3 + 2 a201203 — (12C1C22 — aszCpC1C3 — a360c22 + CL3012(32
—00203 +2 CpC1Co — 613
— 3 _ 2 _ 2 2. 2 2 2 _
g2 ‘= QpaiCs apgQoCaCs apgazCi1Cs + agazCa™C3 a1a3CpCs + 2" CoCs QAoQ3CHCaC3
+(l32000103 - (1000032 +2 apgC1CoC3 — CL0C23 “+ ajcocacy — 2 a92CoC1C3 + a200022 + CL300263
—a3coCiCa — CoPea + Cocr?
2.3 249 2 _ 2 2.2
g3 := —ap Cc3” + apazxcic3” + 2apazCoC3” — apa3C1C2C3 — A1A2C0C3~ + A1A3CHC2C3 — A37°Co~C3
—2a0CoCaCs — ApC12cs + apC1Ca® 4 a1cociCs — a1CoCa® + agco’cs + asco’ca — o’y
Q1= ag’cacs® — agaicics® — apascocs® — apascocacs + agasci’cs + ai’cocs® — ajascocics
+(Z2(L300203 + 2 apCoC1C3 + CLOCOCQQ — a061262 -2 a1C0203 + ai1coCi1Co — CL200262 + C03
qs ‘= G0201032 - a0202203 - G061100032 + agaicicacy + 2 agaacoCacs — G002012C3 — @pa3CpC1C3
—CL12006203 + ajascocics + a1a360203 — CL2260203 + CL0002C3 -2 apCpC1Co + CL0613
+(l1€0202 — a100012 + CLQC()261 - a3003
o 2 2 _ 9 a2 2.3 2. 2_9 2
gs = Qo CoCs ap°C1C2C3 + ap°C2” + apa1CoC2aCs + Apa1C1°C3 — ApA1C1Co QApaaCoCo
+CL0G201202 -2 CLQCL300203 +3 apaszCoC1Co — 6L06l3613 - 0,12606103 + CL1260022
+G1GQCO2C3 — A1A2CyC1Co — 2 a1a300202 + a1a300012 + (12200262 — (12(1300261
+a32co3 + G()CO2CQ — a000012 + &100201 — a2003
qri= alcd—adaycad —2adazci i+ adagcics —3adazcoci +3adazccacs —atasc

+a0a%01€§ +3CLO(J,1GQCOC§ — Qg Q1 A9 C1 C2C3 — Qg A1 A3 Cy C2 C3 — 2a0a1agc%c;),
+agay az ¢y c% — 2apas’coCacs + agasci’cs + agasascocics + 2 agasascoca’

+3 aoa32002(:3 -3 aoa32coclcg + a0a32013 - (11300032 + CL12CL2006203 + 2 CL12CL3600163
—aq2ascoce® + as’co’cs — ajas’cocics — 3 ajasasco’cs + ajasascocicy + 2 ajas’cy’cs
—a1a3200012 — a22a300202 -+ a2a3200201 — Cl33C[)3 + 2 &020062C3 —+ a0201203 — a0201022
—3agaicocics + agaici®cy — 2 agasco?cs + 2 agaacociCy — agasci® — 2 apasco®cs

+2 a% 0(2) C3 — a12CoC1Co + a1a9CoC12 — a1ascocy — as’co’cy + 2 asascy® + apcy’cr
tapazcoc? — agagazci*cs — arco’

TABLE 4.2 — Matrices 2 pour 1 <n <4




Matrice YV

Y = (y/a%jtcg—ao) cy?

v 1 211 212
A2
) 21,2 222

11 = qt Ti1+2q1 QT2+ 75 T2,2
212 := (Qr11+@Gr12) @1+ (T2 + g3 222) ¢
Zo9 1= @ Ti1+2qq3T12 + @ T2,2
211 212 21,3
Y = Aig 212 222 <23
21,3 223 <33
200= G+ Gl s+ 2 (T12¢ G2+ 1301 43+ T23 G2 G3)
2= Gl Gras+ (T2 + quass) g+ (w13 + 222) @3 + @1 21,1 + qa223) 2 + 1 qa T1 3
213 = G213+ @ Qoo+ ¢ 213) + @ (o + 5 Ta3) + (111 + @12 + Qo3 + ¢5233) @3
P = G+ BT+ G333+ 2 ((2T13+ @3223) Ga+ 2023012
Zog 1= @312+ @ T3+ (@212 + G5 233) qa+ ((T13 + Top) @+ @ T11 + @5 T23) @3 + Q2G5 T1 3
233 = G101+ 3 Ta2+ G T35+ 20312 +2 (313 + quTa3) G5
21,1 212 1,3 R14
Vo L Z12 R22 R23 k24
AZ 21,3 %2,3 <33 <34
21,4 224 234 244
211 0= @Pmia + (2qri +2¢3w13 + 2qur14) G+ @ + (23703 + 2 qua4) ¢
+233q3° + 2 34q3¢4 + T1,404°
210 = @ 1o+ (To2 + 213) g3 + (T14 + T23) @4 + Q11 + 5T2,4) @2 + T2,3G57
+ (224 + 233) @1 + Q112 + gsT34) g3 + 5153,4(142 + (1713 + @5Ta4) 4 + (1571 4
21,3 1= Q32$1,3 + ((x14+ 223) Qu + (1711 + G533 + 634 + Q212) g3 + 372,46142
+ (112 + Q2222 + G534 + GeTaa) qa + (G521,3 + GeT1,4) 1 + G2 (5223 + G6T2,4)
214 = X142 + (1711 + @12 + Gr13 + G5T24 + QT34 + @rT44) G
+ (g5x12 + @613 + G71,4) 1 + (5222 + G623 + qr2.4) G2 + 3 (@523 + G633 + qr23.4)
299 = C]22$1,1 + (2q3x12 +2qur13 +2¢5714) @2 + Q32$2,2 + (2quras +2¢5724) g3
+23301% + 2 234q405 + T4,4q5>
Zo3 1= q3°T12 + (T22 + 213) @a + (T14 + T23) @5 + @211 + G6T2,4) @3 + T2,3¢4>
+ (o + T33) @5 + 12 + G6T3.4) @1 + T3.45° + (¢2213 + G6Ta,4) §5 + G206 1 4
Zo4 = @’ + (T14+ T23) @5 + G211 + G633 + (T34 + @3T1,2) Qa + T2.4G5>
+ (q2x1,2 + 322 + Q634 + GrTa4) @5 + (G6T1,3 + @r214) G2 + 63 (¢62,3 + Gr22,4)
Z33 = @3°T11 + (2qux12 + 2¢5713 + 26T1.4) @3 + @ %0 + (25723 + 2 geTa4) G
+133G5% + 2 340506 + T4.406>
234 = Q42$1,2 + ((r22 +213) @5 + (x14 + 23) g6 + @311 + @r2,4) @1 + 272,36152
+ (o + x33) g6 + @312 + qr234) @5 + T3,446° + (¢321,3 + GrTa4) G6 + G3G7%1 4
Zaa = qiPmia+ (2¢sr12+2¢ex13 +2q771.4) Gu + 52 Ta2 + (2623 + 2 qr2.4) G5 + T3 3¢6°

+2 7349697 + Ta.4q7°

TABLE 4.3 — Matrices Y pour 1 <n <4




CHAPITRE 4 : Approche symbolique de la commande H., par Loop-Shaping

n | Polynome h

Ll hO) = a-vx =a— (Vi + —ao>2ca2

h()\) = )\2 + 11 A+ 140
v = Bia,c,b) A2
2 | = Bola,c,b) Ay = (det(X) A;1)2

b= — (z171 T11 + 222 To2 + 221 :13172)

Bo = (A, det(X))?

hA):== N4+ 4+ A+
Vg = BkAg(kin)a n =3, k:07172
Bo = —(T112110 + o200+ T33233+2 (T12212+ T13213 + T3 223))
pr = (Zig — 21,1 22,2) x%,g + (Zig — 21,1 23,3) 33%3 + (2’%,3 — 222 23,3) x%,;g — X1,1 %22 Zig
3 —T1,1 733 Zig — T22733 2373 T 21,1233 01,133 + 21,1 22,2 T1,1 2,2 + 222233 %22 %33

+2 (213 (212213 — 211 223) + a3 (212223 — 213 202) + T33 (212233 — 21,3 223)) T1.2
+2 (23 (21,3 223 — 212 233) + T22 (213222 — 212 223)| T13
+2211 T23 (211 223 — 21,2 21,3)

ﬁo = —Aﬁ det(X)2

RN == M4+ X+ N+ A+
Les coefficients v, sont trop longs pour étre affichés ici

TABLE 4.4 — Polynéme caractéristique h de la matrice Y X pour 1 <n <4
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

n ’Yopt
ao
U=
1 2
VYopt = \/1 sgnco 1—1—1/2—1/)
A\ _:—514' Bt — 4 By
2 me 2A2
’Yopt:\/l—{')\m
. IRVE]
j.——§+27
L,
Y
2 3 1
fo = ooy H o= g
3| Ag=27(4pd +2747)
<—27M0+\/A3)3
Q3 =
2
1 3
)\mZ:—(OZ;g—ﬂ—l/2>
3 Q3
’Yopt:\/l—i_)\m
M2:—§V§+V2
1 45 1
u1::§1/3—§1/21/3—|—1/1
3 +1 2 1 .
= — v -1 vs+
Ho="956"8 T 16 2 T g0
1
Py = — (12M2+M0)
= Ha2 Iu_@ _lub_%
T3 36 8
04 1= 27 (4p§ +27q5)
1 3
Oy 1= <— <\/E— 27Q4>>
4 2
1 3 .
—(044—ﬁ—,u2)7 si ps #0
Uyg ‘= 3 Oy
(—CI4)1/3 %, S1 P4 =
g1 =241, e:=41, e:=(e1,89)
H1
A Ug + o +
4" (4 M2 61\/2_u4
V2 2
(\/_+V )_Z siopn #0
A 1=
\/_ 5 .
5 py —4po — p2,  siopp =0
7opt:\/1+/\m

TABLE 4.5 — Formes closes de vopt pour 1 <n <4
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CHAPITRE 4 : Approche symbolique de la commande H., par Loop-Shaping

4.1.2 Correcteurs H,, paramétriques

Disposant explicitement de v, en fonction des paramétres pour des systémes d’ordre au
plus 4, 'application du Corollaire pour v > 7opt permet alors de déduire un correcteur
H, explicite noté K.

En particulier, pour des systémes a faible nombre de parameétres, nous montrons que
les méthodes de calcul formel permettent d’expliciter le correcteur H,, optimal, c¢’est-a-dire
obtenu pour la valeur limite v = ~,pt, dépendant uniquement des parameétres du systéme.
Nous noterons ce correcteur optimal K, .

Dans un souci de clarté, nous choisissons de montrer ici quelques correcteurs K, pour
des systémes généraux d’ordre 1 et 2. Le lecteur comprendra aisément pourquoi de tels
correcteurs peuvent s’avérer complexes a afficher, voir méme a calculer, pour des systémes
comportant plus de parameétres.

e Pour n =1, comme BBT =1 et YCTC = X, le Corollaire [2.1| donne alors :

-1

(Z,= (V2 —7")
2 2
Yopt — 277
A, = —ag — |col \ /2 — 1 5,
) g P 2 — 2
B _ sgn(cy) 2 5 .
YT T 2 A9 opt ~ s
rYopt Y
CV = |CO| ’70pt 1

Nous obtenons alors un ensemble de correcteurs (sous-)optimaux, paramétrés par 7 > Yopt,
de fonction de transfert suivante :

—Cp ’72 (’ngt - 1)

7 Z “Yopt; K’y(s) = ) A 5 .
(8 + ao)(’yopt - 72) + |CO| (f}/opt - 272> \/ Yopt — 1

Pour v = 7,pt, nous remarquons une simplification dans (4.6]) et le correcteur H., optimal a
finalement la forme suivante (simple gain) :

(4.6)

K’Yopt = Sgn<co) \/ fygpt - 1
Remarquons que K, est d’ordre 0, tandis que K, est d’ordre 1. De telles réductions d’ordre
du correcteur se vérifient a n’importe quel n, voir [DE00] ou [ACAT99, Th. 4.2.2|. Celle-ci
s’explique par la singularité de la matrice Z,,, (voir Corollaire .

e Pour n = 2, le calcul de K, est aussi réalisable, mais commence déja a étre difficilement
affichable sur papier. Celui-ci a la forme suivante

ou :
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

Dk (s) == ((7’\/4 +8’y2 78) cé +2cq ((’\/4 74) ay — 372171 +4b1) cg + ((272 74) 514

+ ((—v4 +44% - s) a? +4a1by + (—2’y4 — 442 +s) ao +8~%bg — 12b0) 2+ (272 - 4) ot
+ (72 ~2by +4b1) ad 4 (74—72% +8~%bg — 12 bo) a2 4206, (72110 —34%bg + 4b0) a1
+8ag (v — 1) (v + 1) (—bo + ao)) ¢ + 8¢1 ((((1/4w4 - 1/2#) ag — 1/2b0) a1
—1/4bg by (72 - 2)) 2+ (—1/2 bo — 1/2 'yzao) ad +1/2b ('y2a0 + bo) a2
+ao (v = 1) (v + 1) (=bo + a0) a1 — ao (v — 1) (v + 1) b1 (=bo + ao)) co
—8ag (1/8 (wz - 2)2 agert + ((1/2 bo + ap — 1/2 «,"’ao) a? +1/4b, («,2 - 2) (a0 + bo) a1
+ao (v = 1) (v + 1) (=bo + a0)) ¢ + 1/2a (a1 — b1) (a0 + bo)) ) s
+ (((74 — 1642 + 16) a1 — 2b1y? + 1026y — 8b1) 420 (—8 (v=1)(v+1)c?
+ (7# — 442 +8) a? 4 (2b1'y4 + 42 — 4b1) a1 +16~2ag — 8+2bo — 16 ag +8b0) 3
+ (((—QWZ +4) a1 + 426y —4b1) at+ ((Aﬁ‘ — 442 +s) ad — 26 (A,“ — 342 +4) a?
+ ((274 7472) ao — 12~2bg + 16b0) a1 —4(y—1) ((72 +2) ao —3bo) (v + 1)b1) 2
+ (—2«,2 +4) a1® + (2'y2b1 —4b1) ot + (4'y2a0 —12~%bg + 16b0) a?
—2b, ('yzao — 5+%b0 +6b0) a? —16ag (v — 1) (v + 1) (—bo + ap) a1
+8ag (v — 1) (v + 1) by (=bo + ag)) c2 + 8¢; (71/2170 (Y- (v+1)et
+ (—1/4 (72 — 2) (720,0 + QbO) a? +1/2 ((74 — 72) ag +1/2~%bg — bo) b1 a1
~2ag (v = 1) (y + 1) (=bo + a0)) &f +1/2 (v%ao + b0 ) af — 1/2b1 (v*ao + o) af
~2ag (v = 1) (v +1) (~bo + ao) af + ag (v = 1) (v + 1) by (=bo + ao) as
+4 (v — 1) (v + 1) ao? (—=bo +a0)) co — 8ap ((4/8 ((72 - 2)2a0 —4~%bg +4b0) a1
1+1/8 (2 b1yt — 6+2b; +4b1) ao) et (1/2 («,2 - 2) (ap + bo) a — 3/4 ((72 — 4/3) P
+1/8b0 (7 = 2)) braf + a0 (v = 1) (v + 1) b1 (=bo + a0)) ¢ — 1/2a] (b1 +a1) (ag + bo) ) ) s
T ((7274 41442 - 12) 2+ (7274 41442 - 12) a? 4 (21;”4 —10+%b, +8b1) ay + (374 — 1242 +8) ao — 4bgyt + 124260 78b0) ch
+2c1 (—8 (v=1) ((—1/sm2 - 1/4) ar + 1/4b1) (v+1)2 + (74 142 2) ol
+ (717”4 " +2b1) a?+ ((774 — 642 +4) ao + 2boyt + 2~2bg 741;0) a1
- ((74 — 642 +4) ao — boy? + 5~42bo —4b0) bl) S+ ((—274% + 4+%b —4b0) ct
+ (((73—74 +242 74) ao + 8~2bo 78b0) a2 +4 (('y4 2 1) ao — 1/2b0~* — 1/2~42bg +b0) b1 a1
2 ((74 +1042 = 10) ap — 2bg (q“ 4242 = 2)) ao) 24 (272% +4~%by — 4 ag 74170) at
—2 (ag (72 - 2) +2~2by — 2b0) brad + ((872 - 12) a2 — 4ag bm?) a2
-6 ((+v* —4/3) a0 = 1/34°b0) agbras — 8 (v = 1) (v + 1) a0 (~bo + a0)) <§
+8¢c1 ((1/4a0 ((~,4 - 2) ag — 2+42 bo) a1 —1/4 ((w4 +42% - 2) ag — b074) agbl) 2
~1/2a0 (7*bo + a0 ) af + 1/2aob1 (v%bo + a0 ) af = (v = 1) (v + 1) a0® (~bo + a0) a1
+(v = 1) (v + 1) brao” (—bo + a)) co — 8ao (1/8 (v* a0 — 477bo + 4b0) ag ¢
+(1/2a0 (=7%bo + a0 +2b0) af +1/4b1 (v* = 2) a0 (ao +bo) a1 — (v = 1) (v + 1) ao® (=bo + a0)) ef + 1/2ag af (a1 — b1) (a0 + bo)) ,
Nic(s) =4 (1/47% e cg + ((3/2a1 = 1/2b1) ef + ((=7* + 1) a1 +1/2 (v = ) (v + D b1 ) ag +1/2 (af —ai by +2boar —bobr) (2 = 1)) e
+er (1/2¢1 + (—1/2a0 — 1/4 (v% = 6) af —ar by +bo) cf + (v = 1) (v + 1) a
+(1/2 (v +1)af = 1/2a1b1 = (v = D (v + D bo) a0
—1/2a1 ((«,2 - 2) o+ (—72 +2) b1 a? + 25 (wz - 2) a1 — bo by (72 - 2))) 2
+ ((1/272 a0 a1 + bo (a1 — 1/2b1)) At (((7272 +2) a1 +1/2 (v — 1) (v + 1)b1) a2
+(af4? —b1v?al +200 (v* = 1) a1 = 1/2b0 (v = 1) b1 (v + 1)) a0 + af bo (=b1 +a1)) ¢ ) co
+e1 ap (71/4% («,2 - 2) d ((’y 1) (v+1)aZ+ (71/2 (72 - 3) a2+ 1/2b (72 - 2) a1
— (v =1 (v+ 1) bo) ag + a1 bo (a1 = 1/2b1)) ¢f + af (=by + a1) (a0 +b0)) ) 77 s
+4 (=1/a77 g+ 1/4c1 (297 ar —8ar +2b1) ¢ + (—1/2¢f + (1/2a0 + (=1/49% = 1) af + a1 b1 —bo) f + (=7 + 1) a
+((=3/24+1/29%) al + (=1/24% b1 +b1) a1 + (v = ) (v + D bo) ao
~1/2 (af —al by +2boa1 —bob1) a1) cf +c1 ((—1/2agar — boar +1/2bo by) cf
+(v=1)(v+1) (a1 +1/2b1) a2 + ((71/272 - 1/2) a3 +1/2 (72 + 1) by a2
+ (—72 + 1) boai — 1/2bg (v — 1) by (v + 1)) a0 —1/2a1 (zaf bo — 2 a1 bo bl)) 2
+ ((1/472 - 1/2) a2t 4+ ((772 + 1) ad + ((73/2+ 1/272) a2+ (3/21;1 — 42 bl) a1
+(v= 1) (v + 1 bo) ad + (—af bo + 1/2 a1 b1 bo7”) ao) ef — ao af (—b1 + a1) (ag + bo) ) co

+efao (1/2 (v = D (v+ D brag = 1/2bo (v = Dby (v + D ag) ) 7°.
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CHAPITRE 4 : Approche symbolique de la commande H., par Loop-Shaping

Un logiciel de calcul symbolique tel que Maple permet de vérifier que pour v = vopt, nOUS
obtenons bien une réduction d’ordre du correcteur, le coefficient en s?> du dénominateur de
K., s’annulant pour v = y,pt.

Il est évident, a la vue de la taille de K, pour n = 2, que celui-ci risque d’étre trés impo-
sant pour n = 3, voire n = 4. Ceux-ci sont cependant calculables. Nous choisissons de ne pas
les afficher ici, leurs expressions symboliques étant volumineuses, mais facilement stockables
dans un logiciel de calcul formel tel que Maple.

En pratique, nous préférerons 'utilisation de correcteurs légérement sous-optimaux, en
choisissant v > ~,p¢. En effet, I'implémentation du calcul de o, est trés simple puisque nous
disposons de formules explicites de celui-ci en fonction des paramétres de G. Il suffit alors
d’évaluer les expressions du Corollaire pour vy > 7opt. Une telle opération est réalisée
pour un faible cotit de calcul contrairement a une ~-itération par exemple, ou & n’importe
quel algorithme d’optimisation.

4.1.3 Exemples

Dans cette section, nous appliquons les formules explicites trouvées précédemment &
des systémes présentant un faible nombre de paramétres afin de montrer I'intérét de nos
méthodes.

Systéme d’ordre 2 : masse-ressort avec extrémité encastrée

Soit un systéme masse-ressort illustré par la Figure [1.2] et, notamment, utilisé dans
[ZDG96, §10.2]. Une masse m est reliée & un support fixe par un ressort de raideur k et
un amortisseur d’amplitude £. Nous étudions le déplacement de la masse m, noté yy, lorsque
m est excité par une force e;.

k — W1

COR0ang0N0 ey
= m  —

3

FIGURE 4.2 — Systéme masse-ressort encastré

La fonction de transfert du systéme a étudier est alors donnée par :

Y1 Co 1 § k
Gi=—=—F5——"—", ¢:=—, a:=—, a:=—.
el s“ 4+ a1 s+ ag m m m
Il s’agit d'un systéeme d’ordre 2. De plus, comme ¢; = 0, alors les expressions sous formes
closes sont un peu plus simples que dans le cas général. De plus, nous pouvons noter que Yopt
dépend uniquement des paramétres 71 := G(0) = co/ag = 1/k et p := ay/\/ag = £/VEkm.
Un tracé de yopt (7, p) est donné dans la Figureen utilisant les formules explicites obtenues.
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

Par exemple, pour m = 1, k = 1, £ € {0,1/2,1}, les marges de stabilité garanties et
réelles sont données dans la Table [4.6 Rappelons que 'on note Mq(G, K) (resp. Mg (G, K))
la marge de gain (resp. de phase) de la boucle ouverte K G, et que nous définissons les marges
de stabilité garanties par (voir Remarque du Chapitre |2) :

1+ fy_l
1—~ 1 (4.7)
Mg(K,G) > mg := 2arcsin (7_1) )

MG(K, G) 2 mg ‘=

Noter que ces valeurs sont obtenues par évaluation d’expressions symboliques et ne néces-
site pas de recalculer numériquement un correcteur robuste pour les valeurs différentes de
I’amortissement £. Les diagrammes de Bode des correcteurs optimaux sont donnés dans la
Figure [4.4] et les diagrammes de Black-Nichols de la boucle ouverte pour des correcteurs
optimaux sont données dans la Figure Sur ces diagrammes, nous pouvons vérifier la
cohérence des marges de gain et de phase obtenues suivant les valeurs de v, attendues.

£ 0 1/2 1

Yopt ~ 180 | ~137 | ~1.22

mae (Yopt) (°) ~ 675 | ~939 | ~110
Ms(G, K,,,,)(°) | ~68.9 00 00

mea(Yopt) (AB) ~10.9 | ~16.1 | ~20.2
Mq(G, K,,,,) (dB) | ~299.1 | ~96.7 | ~95.7

TABLE 4.6 — 7opt, marges de phase mg et de gain m¢ garanties (bornes inférieures), et marges
de phase Mg et de gain Mg réelles pour € € {0,1/2,1}

FIGURE 4.3 — yopt du systéme masse-ressort encastré
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I =
20 el / 2
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FIGURE 4.4 — Diagramme de Bode de K, , pour m =1let k=1
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FIGURE 4.5 — Diagramme de Black-Nichols de K, G pour m =1et k =1
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

Systéme d’ordre 3 : modéle double-poutre d’un viseur gyrostabilité en 2D

En deux dimensions, nous avons vu qu’'un viseur pouvait se modéliser par le schéma de la
Figure |4.6} & savoir deux poutres de longueur [ et d’inerties J; et J5 reliées par deux ressorts
de méme raideur k. Dans cet exemple, nous supposons que les ressorts ne sont pas amortis.
La premiére poutre est entrainée par un moteur de couple ey, ce qui constituera ’entrée de
notre systéme, et I'on cherche a stabiliser la vitesse de la deuxiéme notée y; := 6.

FIGURE 4.6 — Modéle double-poutre d'un viseur gyrostabilisé

La fonction de transfert entre le couple e; et la vitesse de rotation y; est définie par (voir

Annexe [F)) :

Y1 ap+ass
G===G
e 03(a1+a23+32)’
1 2k12(J1+J2) 13
Gy = —— = = 2 a.
T ™ L, T

G est un systéme d’ordre 3 plus simple que le cas général d’un systéme d’ordre 3 puisque
co = ag = 0 et cg = Gy ay, c; = Gyas. En reprenant les expressions symboliques d’un systéme
d’ordre 3, et en les simplifiant a I’aide de ces remarques, nous remarquons que 7o, ne dépend
que de deux variables p := as/ /a1 et 7 := Gy//a1 comme on peut le voir sur le tracé de

Yopt de la Figure [£.7]

Nous pouvons aussi reprendre les formules explicites des correcteurs H,, obtenus dans le
cas général. Par exemple, pour J; = Jo =1, k=1,1=1, ¢ € {0,1/2,1}, les diagrammes
de Bode des correcteurs obtenus sont donnés dans la Figure [4.§ et les diagrammes de Black-
Nichols de la boucle ouverte sont affichés dans la Figure [4.9] Nous pouvons aussi vérifier que

les correcteurs obtenus assurent bien les marges de stabilité garanties par opt, notées me et
mg, comme 'indique la Table
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£ 0 1/2 1
ma(Yopt) (°) ~64.7 | ~84.7 | ~86.2

My(G, K, ,)(°) | ~73.5 | ~86.5 | ~86.6
me(Yopt) (dB) ~10.37 | ~14.2 | ~ 145
Mq(G, K, ) (dB) | ~10.5 | ~91 | ~96.4

Yopt

TABLE 4.7 — 7opt, marges de phase mg et de gain m¢ garanties, et marges de phase Mg et
de gain Mg réelles pour £ € {0,1/2,1}

FIGURE 4.7 — 45 pour un systéme double poutre
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FIGURE 4.8 — Diagramme de Bode de K, pour Ji =, =1, k=1et =1
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FIGURE 4.9 — Diagramme de Black-Nichols de K, G pour /1 =Jo=1,k=1etl=1

“Yopt
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Systéme d’ordre 4 : systéme masse-ressort libre

Enfin, nous choisissons de revenir sur un systéme masse-ressort pour illustrer nos dé-
marches dans le cadre des systémes d’ordre 4. Ce systéme est un exemple standard dans la
théorie du controle et constitue un benchmark classique. Voir, par exemple, [WB92, [Vin00),
ACAT99|. Tl s’agit d’'un modeéle de deux masses my et ms reliées par un ressort de raideur k
et d’amortissement f. Celui-ci est représenté dans la Figure [4.10]

k — Y1

31_’ m1 e mz

FIGURE 4.10 — Modéle deux-masses-ressort

Avec les notations de la Figure [£.10] nous étudions le déplacement de la deuxiéme masse,
notée y;, lorsque la premiére est soumise & une force e; 'entrainant en translation. Nous
considérons alors le systéme G entre l'entrée e; et la sortie y; défini par :

Y~ as s+ ao
er . ms2(s2+azs+ag)
m::m1+m2>07 a2::M>O’ ag::( 1 2)f>0
myma M1 Mo

Au travers de cet exemple, nous proposons de montrer que le nombre de paramétres influe
grandement sur la complexité des calculs sous-jacents. Nous distinguerons deux cas : le cas
ou f = 0, réduisant de 1 le nombre de parameétres, et le cas ou f # 0. Considérer un systéme
non-amorti permet de traiter le pire des cas puisqu’un ressort peut avoir un amortissement
faible mais non nul. Un correcteur stabilisant le systéme sans amortissement stabilisera le
méme systéme avec amortissement (en effet, sur un diagramme de Black-Nichols, nous remar-
quons qu’un correcteur stabilisant un systéme sans amortissement “place le mode mécanique
entre les deux points critiques”). C’est donc un bon point de départ. Détaillons la démarche
pour f = 0.

e Etude du systéme sans amortissement :

La fonction de transfert a la forme suivante :

1 Co a9
Gzy—zﬁ, ay >0, ¢o:=—>0.
e s2(s?+ay) m

Dans cet exemple, le probléme ne fait intervenir que 2 paramétres :
0o := (ag, co) .
De plus, le systéme B s’écrit alors
By ::bg—dgzo,
Bi:=b —2byby —dy =0,
By :=b2 —2by b +2by —dy = 0,
By =03 —2by, —ds =0,

(4.8)
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4.1 Résolution explicite du Probléme de Commande Robuste

ou les parameétres dy; sont définis par :
dy:=c, dy:=0, dy:=a3 dg:=—2ay. (4.9)

En utilisant By = 0, nous trouvons que X > 0 satisfait by = ¢ > 0 (voir Proposition .
En effet, nous supposerons ¢y # 0 car ¢ = 0 donne G = 0, cas que nous excluons. Nous
pouvons alors retirer cette équation en substituant by par ¢y dans et ne travailler que
sur le reste du systéme B, noté B. Une paramétrisation de B se calcule facilement a la main

( b§+4agb§+800
b1: 3
8 b3
R =1 ba=3505+ay, (4.10)
b3:b37
P(b3) := b5 + 8agbS + 16 (a3 — 3¢o) bs — 64 as cob? + 64 ¢2 = 0.

\

En appliquant le changement de variable 7 = (8¢y)~"/2b2 (o > 0 par hypothése) au poly-
néme p, nous obtenons :

Pri=com +V8cpay ™ +2 (a5 —3¢c) T — V/8coaa T + ¢y = 0. (4.11)

Remarquons qu’en écrivant p, sous la forme

4
ﬁT = Z Q; Tiu
i=0
alors a; = (—1)%ay_; pour i = 0,1,...,4. Nous pouvons alors appliquer le changement de
variable ¢ := 7 — 77! afin d’obtenir :
_ 2 2 2
Pei=?+ 22 2c 4222 4oy, (4.12)
Co Co

La résolution de I’équation polynomiale p(b3) = 0 de degré 8 est alors réduite a la résolution
de ps(s) = 0 de degré 2. Le discriminant de ps en ¢ est 16 > 0 et donc ps a deux racines
réelles distinctes en ¢ :

2 a2
S+ = — _2+2)
Co
<0, s >ay fo| > o]
2 a2
=y [ 2 =2,
Co

Alors, 7 vérifie ’équation 72 — 7¢ — 1 = 0 dont le discriminant en 7 est ¢2 +4 > 0. Ainsi, les
solutions (4.11)) sont toutes réelles et s’écrivent sous la forme suivante :

1
=g (§:|:+\/§3:+4),
1 2
=5 St —/sx+4,

Trivialement, 7, est la racine réelle maximale de (4.11)), ce qui nous donne directement la
racine réelle maximale de p :

st € {5y, }

o i mas (b | lt) = 0) = v\ (V2 - ) +\/ (VB0 - ) + 20 (419
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Le Théoréme [3.11] permet d’écrire la forme de X solution de Z = 0 en fonction des b;
définis en (4.10]) :
o by Co b2 Co b3 Co
Y coby —cobs+b1by bibs — by
cobs  bibs—co  babs—by by —as

Co b1 bg — as b3

La matrice 2 est aussi trés simple et s’écrit :

0 0 0 eyt
0 0 eyt 0

2 .= . .
0 ¢ 0 —ay ¢y
gt 0 —apcy? 0

Pour cet exemple, montrons que I'on peut conclure sur I'expression de ~,p¢ directement en
travaillant sur les valeurs propres de la matrice 2 X. Le polynéme caractéristique de 2 X
multiplié par 4/c2 s’écrit

ho(A, b3) :=4co A — a(bs) A* + B(bs) A2 + au(bs) A + 4 ¢y, (4.14)
ou :
a:=by+8cy;, B:=-2(b3+4c). (4.15)

Encore une fois, nous remarquons une symétrie dans h,. En considérant le changement de
variable ¢ := A — A\ 7! (A = 0 n’étant pas racine de hy car ¢y # 0), hs peut se réécrire sous la

forme de :
hi(t,b3) = dcyt?> — at — 203. (4.16)

En particularisant b3 en o, les racines de hy(¢,0) en t sont alors :

1
by = — ((04 +8¢)? + /(04 + 8¢y)? —1—320004) ,
860
. (4.17)
b= (0" +8c0)* = (o7 +8c0)? + 3200 )
Co

Nous en déduisons alors les racines de hy :

1 /
)\+Z:§(ti+ t3|:—|-4),
1 2
)\_225 t:t_\/t:t+4 N

I nous reste alors a déterminer quelle racine de hg(\, o) est de plus grande valeur absolue.

te e {ty t_}.

Notons que ¢ > 0 et que nous avons t, t_ = —% < 0Oett, >t_.Ainsit_ est nécessairement
négative tandis que ¢, est nécessairement positive. De plus, comme t, +t_ = Z(—;) > (, alors

nous avons ty = |[ty| > —t_, c’est-a-dire |t | > |t_|. En conséquence, nous avons :

t++\/ti+4‘ > [ty — 4 /t2 44
‘t—w/ﬁ +4 t+\/t2_+4‘.

Y

>
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La racine de hy(\, o) de plus grande valeur absolue est alors définie par :

1 /
/\a = 5 (t+ + t%’_ + 4) . (418)

Nous en déduisons finalement I'expression explicite de 7o suivante :

oo s )

Un tracé de 7opt est alors donné dans la Figure [{.11]

Remarquons simplement que pour un tel systéme, [’ezpression explicite de Yop, en fonc-
tion des parameétres est trés simple.

Montrons maintenant I'impact de ’ajout d’un paramétre f.

FIGURE 4.11 — Tracé de o en fonction de as et ¢
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e Etude du systéme avec amortissement :

Dans ce cas, le probléme fait intervenir les 3 paramétres suivants :
0 := (ag, as, m).
Le systeme B s’écrit toujours

By = b2 —dy =0,

By =0 —2byby — dy =0,

By :=b3—2b1 b +2by — dy = 0,
By := b2 —2by — dg = 0,

ou les parameétres dsy; s’écrivent alors :
do = — d2 = — d4 = CL%, d6 = (lg — 2&2. (419)

Cet exemple fait intervenir un plus grand nombre de paramétres que dans le cas sans amor-
tissement, mais un plus faible nombre de paramétres que dans le cas général. Notamment,
en utilisant By = 0, nous trouvons que X > 0 satisfait by = ag/m (voir Proposition [3.11]).
Nous supposerons aussi az # 0 car a; = 0 donne un systéme sans mode mécanique, cas que
nous excluons. Nous pouvons alors retirer cette équation et ne plus travailler que sur B. Une
paramétrisation de B se calcule & la main :

(

by —2 (a3 — 2ay) b§+(a§—2ag)2+8%—4a§

b pu—
1 8 bg )
1
bg = 5 (bg — ag) —I— asg,
~ b3 = b37

Plbs) = B+4 (202 — a) 8§ + (6 — 240303 + 163 —48%) b

a2 2 64 a2
+<24a2a§—4a§—32(ag_E_Fﬁ)a%_ m2 bg

+<4a2 ag — a§ —8 %>2.

\ m

Dans le cas général, nous avions établi que l'expression par radicaux de la racine réelle
maximale de p pouvait varier suivant les valeurs des paramétres. Ici, le nombre de paramétres
étant réduit, un calcul de décomposition en cellules & partir de la variété discriminante de p
montre que la racine réelle maximale de p a une seule et unique expression par radicaux sur
la totalité de l'espace des paramétres (excepté en sur les variétés singuliéres py =0 et py =0

définies dans la Table :
o =+/t(1,1) + dg,

ot t(1,1) est défini dans la Table[3.5] Nous obtenons alors X (5) > 0. En utilisant la Table[4.2]
nous déduisons 2, puis Y := 2 X 2 > 0. Nous pouvons alors calculer le polynéme caracté-
ristique de Y X, noté h, et en déduire sa racine réelle maximale comme effectué dans le cas
général (voir Table . Contrairement au cas sans amortissement, notons qu’ici toutes ces
expressions ne sont pas affichables du fait de leur taille plus imposante.
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L’utilisation d’un logiciel de calcul formel tel que Maple permet de simplifier I’expression
de Yopt et de montrer que celui-ci ne dépend que de deux parametres suivants qui sont des
combinaisons des 3 autres :

1 as

G, = =—
p \/a/_2

mas’
Nous représentons alors le graphe de 7. en fonction de G, et p dans la Figure .

Yopt ‘,

FIGURE 4.12 — Tracé de ~y,pt en fonction de G, et p

e Comparaison des deux cas :

Le lecteur aura facilement remarqué que les expressions se complexifient rapidement ne
serait-ce qu’en rajoutant un parameétre supplémentaire. Dans le cas sans amortissement, en
n’ayant recours qu’a des expressions par radicaux de polynoémes de degré 2, nous déduisons
des expressions trés simples de Yopt. Dans le cas avec amortissement, nous devons utiliser des
racines par radicaux de polynomes de degré 4 afin de déterminer une expression de v,pt. Cette
derniére est alors bien plus complexe que dans le cas sans amortissement. De plus, le cas sans
amortissement se traite assez aisément a la main, alors que le cas avec amortissement nécessite
le calcul d’une variété discriminante et d’'une décomposition de l'espace des parameétres en
cellules, choses impossibles a faire a la main.
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4.2 Reésolution symbolique/numérique du probléme de
commande robuste

Pour des systémes d’ordre n > 5, nous ne pouvons plus généralement trouver de formule
par radicaux pour 7,p. En effet, comme nous I'expliquions a la Section I'ordre des po-
lyndémes p et h entrant en jeu est trop élevé et nous sommes limités par la théorie de Galois
[Mut80]. Une étape numeérique est alors nécessaire. La question est maintenant de savoir
quand évaluer numériquement les valeurs des paramétres.

Soit n > 5. Supposons que les coefficients a et ¢ soient fixés a des valeurs rationnelles. De
plus, supposons que l'on dispose d’une paramétrisation rationnelle des solutions du systéme
B suivant un polynome univarié p en b,_; (voir Section [3.5.3). Nous disposons alors d'une
paramétrisation rationnelle de X (b,,_1) solution de Z = 0. Considérons alors le polynome
caractéristique de 2 X défini par

h*<>\7 bn71> = 07

L p(bn71> = 07
Tai= { he(\, by_y) = 0.

ainsi que le systéme 7, suivant :

Nous disposons alors d’un systéme polynomial triangulaire en deux variables, b, 1 et A,
dont les coefficients sont rationnels.

Rappelons que I'objectif est de trouver la plus grande valeur absolue A\, des racine réelles
de h, (polynome en \) sachant que o est la racine réelle maximale de p (polynoéme en b,_1) .
Pour résoudre ce systéme, une premiére idée serait d’abord de calculer les racines de p en b,,_;
a l'aide d’un algorithme numérique (citons par exemple la méthode de Newton ou la méthode
des trapézes [Nou85| pour les plus célébres), puis d’en choisir la racine réelle maximale o.
En injectant la valeur numérique obtenue pour o dans h,, nous obtenons alors un polynéme
univarié en A a coefficients numériques, dont nous pouvons calculer les racines de la méme
maniére que précédemment.

Une telle méthode a I'inconvénient de ne pas étre certifice [CATO, RZ04], plus particu-
lierement lorsque h, n’est pas sans facteur carré en \. Pour expliquer ceci, supposons que
h, n’est pas sans facteur carré. La substitution d’'une approximation numérique d’une racine
de p dans h, donne un polynéme h’, potentiellement sans facteur carré. L’isolation des ra-
cines de b/, peut alors étre erronée : elle peut par exemple retourner des valeurs complexes,
alors que h, ne posséde que des racines réelles. Afin d’obtenir un calcul certifié des racines,
nous pouvons utiliser les propriétés du systéme polynomial triangulaire 7, afin de calculer
une approximation numérique certifiée de ses solutions |[CAT6l, [RZ04]. Une approximation
certifiée des solutions d’un systéme d’équations est une représentation des solutions de ce
systéme sous forme d’intervalles contenant les solutions réelles du systéme. Considérons par
exemple I'équation p(b,—1) = 0. Une approximation certifiée des racines de p donnera des
intervalles pour les valeurs de b,,_; contenant a coup sir les racines de p. Pour plus de détails
sur I’analyse par intervalles, nous référons, par exemple, a [JauO1]. Pour des applications de
I'analyse par intervalles, citons, par exemple, [DLDJ*07].

Il existe plusieurs maniéres de procéder pour résoudre 7, de maniére certifiée. Nous pou-
vons mentionner l'algorithme de [CGYQT7| qui utilise des bornes séparantes afin d’isoler les
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racines du polyndéme h, au dessus d’une racine de p. Nous pouvons aussi mentionner ’algo-
rithme donné dans [BCLM14| qui requiert la décomposition de 7, en un ensemble de systémes
triangulaires sans facteurs carrés, de telle sorte que pour chaque racine de p, le polynome h,
soit sans facteur carré.

Nous privilégierons ici de réutiliser I'idée développée dans le Chapitre [3], & savoir calculer
une RUR du systéeme 7,. Pour un élément séparant bien choisi 7 := ui b, 1 + us A, les
solutions de 7, peuvent s’écrire de la maniére suivante :

~w(r)’ (4.20)

Ensuite, afin de déterminer une solution de (4.20]), il est suffisant d’isoler les racines de v

par intervalles, puis d’évaluer les intervalles obtenus dans les expressions fj((:)) et Zj((:)) Nous

obtenons alors des boites isolant les solutions (b,,—1, A) de (4.20)). I1 suffit alors de choisir celle
qui satisfait la condition voulue, c¢’est-a-dire celle dont la coordonnée A est de plus grande
valeur absolue sachant que la coordonnée b,,_; est maximale.

Exemple 4.1. Reprenons I’exemple de la double poutre asservie en vitesse utilisé a la section
précédente. Le systéme est de la forme suivante :

Y1 a;+ass
G===G
e Os(a1+a28+s2)’
1 2k12(Jy + Jo) 19
Go = = = —-a.
R A A

Choisissons les valeurs de parameétres suivantes :

SHh=l=1 k=1 I1=1 ¢=

DN | —

Nous obtenons alors le systéme polynomial 7, suivant :

4by — 1984 b5 — 64 + 244736 = 0,
256 A% + (16 by* — 64 05" + 96 by + 256 by — 1152) A?
+ (—8b2% + 32" — 96 by" + 512b,° — 672by” + 1408 by — 4864) A
+by? —2by° +16by" — 56 by° + 28 by” — 224 by* — 352by° + 1728 by? — 1088 by + 6880 = 0.
(4.21)
Notons que le premier polynéme de (4.21)) n’est pas p(b,_1) mais p(b,_1,bp) auquel on a
particularisé la valeur de by. En effet, pour des systémes présentant un intégrateur, la valeur

de by est triviale. Dans le cas présent, les valeurs de parameétres sont particularisées a des
valeurs numériques et nous pouvons travailler sur p sans perte de généralité.
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Le calcul d'une RUR de (4.21) pour I’élément séparant ¢ = A donne :

(412 — 60t 4+ 1417¢1° — 1620¢° — 76048 5 — 920¢7 + 153366 ¢ + 27125
—78096 t* 4 2004 t* + 3931% — 68t + 4 = 0,
A=t
244 1% — 2547 — 12860 ¢% — 152536 ¢" — 53920 t° + 305036 ¢ (4.22)
b, — —11056 t* — 161624 t> 4+ 29580 ¢* — 318¢ — 180
24t — 330¢'° 4+ 7085 — 7290 ¢® — 304192¢7 — 3220t° + 460098 ¢
\ +6780¢" — 156192t 4 3006 t* + 393 ¢ — 34.

L’extraction des racines du polynéme univarié de la RUR donne les intervalles certifiés sui-
vants pour ¢ (nous utilisons la commande RootFinding[Isolate] de Maple) :

t e [__825188652418145181 __206297163104536295}

144115188075855872" 36028797018963968
t e [__ 134385842784865663 67192921392432831:
1152921504606846976 7  576460752303423488 ] ’

t e [ 80711476207981101 40355738103990551}
1152921504606846976 7 576460752303423488
t e [128609005596969279 2009515712452645]
1441151880758558727 2251799813685248
t e [4939673728209055 158069559302689761]
4503599627370496 > 144115188075855872
te [1235657290510629919 38614290328457185}
144115188075855872 7 4503599627370496

Nous obtenons alors les boites suivantes pour les solutions de (4.21]) :

[ —422496590038090332259 —211248295019045166117]
73786976294838206464 ’ 36893488147419103232
[ 137611103011702438891 —17201387876462804861]
1180591620717411303424 > 147573952589676412928
[330594206547890592307 330594206547890592319]
4722366482869645213696 7 4722366482869645213696

526782486925186168309 526782486925186168321]
5902958103587056517127 590295810358705651712
40465807181488578751 323726457451908630039]
368934881474191032327 295147905179352825856
9885258324085039353 316328266370721259321]
1152921504606846976

> > > > > >

36893488147419103232

b2 — P—468997241444025982405 —234498620722012991195]
295147905179352825856 * 147573952589676412928
by = [93464837667499525323 373859350669998101295]
2 368934881474191032327 147573952589676412928 17
by = [373859350669998101293 23366209416874881331]
2 147573952589676412928 7 9223372036854775808 1’
b2 — P—468997241444025982397 —468997241444025982393]
295147905179352825856 7 295147905179352825856
by = [373859350669998101285 373859350669998101303]
2 147573952589676412928 7 147573952589676412928 17
by — P—234498620722012991203 —468997241444025982389]
2 147573952589676412928 ’ 295147905179352825856

Une évaluation numérique a 16 chiffres aprés la virgule (évaluation sous Maple avec Digits :=

16) de ces intervalles donne :

= [—b5.725896509837688, —5.725896509837688]
= [—0.1165611381589174, —0.1165611381589174],
= [0.07000604627936417,0.07000604627936417],
= [0.8924042449243807, 0.8924042449243807],

= [1.096827901438736, 1.096827901438736],

= [8.574094840442733, 8.574094840442733],

[—1.589024462697880, —1.589024462697880],
= [2.533369501252700, 2.533369501252700],

= [2.533369501252700, 2.533369501252700],
[—1.589024462697880, —1.589024462697880],
[

=

2.533369501252700, 2.533369501252700],

1.589024462697880, —1.589024462697880)].

Nous isolons alors la boite dont la coordonnée A est maximale en valeur absolue sachant

que la coordonnée b,_; est réelle maximale :

A = [40465807181488578751 323726457451908630039]
a 7 1368934881474191032327 295147905179352825856 1

g =

[373859350669998101285 373859350669998101303]
147573952589676412928 7 147573952589676412928 1°

Une approximation numérique donne alors les valeurs suivantes :

A = [1.096827901438736, 1.096827901438736],
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Nous obtenons alors la valeur de vop = /1 + A suivante :

Yopt = [1.484261245662131, 1.484261245662131].

A titre de comparaison, une évaluation des formules symboliques obtenues pour ce méme
exemple, pour un calcul effectué avec une précision de 20 chiffres apreés la virgule (évaluation
sous Maple avec Digits := 20), donne :

Yopt = 1.4842612456621313162.

Toujours a titre de comparaison, la commande Matlab ncfsyn appliquée au systéeme G donne
le résultat suivant :
Yopt = 1.484261245662132.

Toutes les différentes méthodes donnent donc le méme résultat avec une grande précision.

L’avantage d’une résolution via Matlab est de ne pas étre limité a des systémes d’ordre
faible. En revanche, le calcul numérique n’est pas certifi¢. Le calcul de v,y par une méthode
certifiée et 'utilisation de Maple fournissent un résultat certifié. En revanche, cette méthode
est limitée par l'ordre du systéme.

4.3 Reéglage optimal d’'une pondération Loop-Shaping

Jusqu’a présent, nous avons proposé une méthode symbolique pour résoudre le probléme
de commande robuste (PCR) présenté dans la Section [2.3.2] La résolution du PCR est avant
tout un moyen permettant de réaliser un asservissement assurant un compromis entre per-
formance et robustesse, ce compromis étant mesurée par 7opi. Nous pouvons réaliser un
asservissement d’un systéme au moyen de cette approche. Cependant, nous n’avons aucun
moyen de régler les caractéristiques de l'asservissement obtenu par cette méthode, le PCR
ayant une unique solution optimale, autrement dit . est fixé par les parameétres physiques
du systéme et nous ne pouvons donc pas le régler.

C’est pourquoi le PCR trouve tout son intérét couplé au concept de Loop-Shaping que
nous avons introduit au Chapitre 2] Celui-ci permet d’'introduire des paramétres de réglage
afin de modeler I’asservissement souhaité. Rappelons-en succinctement le principe.

Soit P un systeme réel, modéle ne contenant que des paramétres physiques & priori non-
modifiables. Celui-ci peut, par exemple, étre un systéme mécanique composé de masses et
de ressorts, dont les caractéristiques physiques (masses, raideurs) ne sont pas modifiables.
L’approche par Loop-Shaping consiste alors & augmenter ce systéme réel par une pondération
fréquentielle W afin de créer le systéme fictif G :

G:=PW.

Le choix de la pondération W se fait au moyen de la procédure décrite dans la Section
Nous pouvons la voir comme un moyen d’introduire des paramétres de réglage permettant de
modifier la boucle ouverte de 1’asservissement. Le systéme G contient alors des paramétres
de réglage. C’est sur ce systéme que nous travaillons afin de trouver une solution au PCR,
c’est-a-dire déterminer ~y,,¢. L'utilisation de pondérations W influe sur la valeur de ., de
G qui sert d’indicateur pour juger si les pondérations choisies sont bonnes ou non. Une idée
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serait alors de trouver un moyen de régler ces pondérations de maniére automatique. C’est
dans ce cadre que 'approche symbolique trouve un autre intérét.

Dans cette section, nous souhaitons asservir un systéme a parameétres inconnus par la
méthode H,, par Loop-Shaping ou la pondération est elle aussi & paramétres inconnus. Dans
ce cadre, plus nous introduisons des pondérations avec des dynamiques sophistiquées, plus
nous introduisons un grand nombre de parameétres et plus I'ordre du systéme fictif augmente.
Or, dans les sections précédentes, nous avons vu que 'ordre du systéme et le nombre de pa-
rametres inconnus étaient déterminants quand a la résolution du PCR. C’est pourquoi, dans
cette section, nous nous limitons aux choix de pondérations fréquentielles scalaires de type
gain. Ceci nous permettra de considérer des systémes réels comportant des dynamiques assez
complexes, tout en disposant d’un moyen de réglage simple que ’on ajustera suivant la valeur
de Yopt. L'extension de la méthode a d’autres types de pondérations est laissée en perspective.

Passons maintenant & I’explication de la méthode que nous proposons.

4.3.1 Une méthode de réglage de pondération scalaire de type gain

Soit P un systéme réel dépendant de ¢ paramétres 6 := (4, ..., 6,) non fixés a des valeurs
numériques. Supposons que la fonction de transfert de P soit rationnelle en les parameétres 6,
c’est-a-dire que P(s,0) € Q(s, 0). Soit w un paramétre de réglage qui servira de pondération
scalaire. Notons alors G = w P le systéme fictif.

Pour toutes valeurs réelles de parameétres 6 et w, nous noterons par Yop(w, 6) la solution
du PCR associé a G (rappelons que la définition du PCR est donnée a la Définition et
que son unique solution est donnée, a paramétres fixés, au Théoréme . Notons que, pour
des systémes SISO G d’ordre n avec 1 < n < 4, nous disposons de formules explicites de vopt
associé a G. Voir Section X111

S0it Yopt > 0. La valeur 7o est la valeur de o5t que I'on souhaite obtenir apres réglage
de la pondération w. Nous adoptons aussi les notations suivantes :

Am(w,0) =72 (w,0) — 1, (w,0) € R?,
2 ('U} _)2 P)/opt(w ) (w ) (423)
Am = Yopt — L ER.

Dans ce contexte, nous définissons le probléme suivant.

Définition 4.2. Probléme de réglage de pondération (PRP).
Trouver une fonction scalaire w de 6 € RY, c’est-a-dire

w: RI — R
0 — w(),

telle que :
Vo € R, 70pt(@(0)7 0) = Yopt-

Afin de résoudre le PRP, supposons que nous disposons d’une paramétrisation rationnelle
des solutions X € Q(b,_1,w,0)" "™ de I’équation de Riccati algébrique Z = 0 suivant une
équation polynomiale p = 0 ot p € Q[b,_1,w,0]. Une telle paramétrisation peut se trouver
pour des systémes d’ordre faible. Voir la Section du Chapitre [3| Disposant de X €
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Q(b—1,w, 8)™" nous pouvons calculer Y := 2 X 2 € Q(b,_1,w, )" ™ (voir Théoréme
ainsi que le numérateur du polynéme caractéristique de Y X, noté h € Q[\, b,—1, w, 0]. Nous
proposons alors d’étudier la variété algébrique définie par le systéme polynomial 7 suivant :

T — {p(bn—la w, 9) = Oa

4.24
h(A, b1, w, 0) = 0. (4.24)

Le systeme T paramétrise toutes les “valeurs propres” A\ de toutes les matrices Y X pos-
sibles, ot X est solutionde Z = 0et Y = 2 X 2, y compris les “valeurs propres” de matrices
X ou Y non définies positives. Comme seul A\ est utile ici, puisqu’il permet de calculer di-
rectement 7y, nous choisissons d’éliminer b,,_; dans 7 en ne gardant que la projection de
T sur la variable A. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de p et h par rapport
a la variable b,,_; (voir Section . Nous obtenons alors le polynéme suivant :

L(A,w,0) := Res(p, h,b,_1) = 0. (4.25)

Notons que la notion de résultant s’étend aux polynomes a coefficients dans Q(w, 6), sa
définition se basant sur le déterminant d’une matrice de Sylvester.

A paramétres w et 0 fixés & des valeurs réelles, une des racines de L est égale a A\, (w, 0)
(lié & yopt (w, B) par (4.23))) et toutes les autres racines de L correspondent & toutes les autres
valeurs propres des matrices Y X.

Comme nous cherchons une fonction scalaire w des paramétres 6 telle que

VO € RY, Yot (W(0),0) = Yopr & Am(W(0),0) = A,
nous définissons le polyndéme suivant :
L(w, 0) := L(Am, w, ).

L est un polynéme multivarié en les variables w et 6. Il définit une courbe dans l’espace
R, Nous pouvons concevoir la variété V((L)) comme une série de branches. Sur chaque
branche, une “valeur propre” de toutes les matrices Y X possibles est égale a \,,.

Le premier travail est alors d’identifier quelle est la branche qui nous intéresse, c¢’est-a-dire
la branche € sur laquelle nous avons :

V(0,w) €E, Am(w,0) = An.

Cette derniére tache peut étre réalisée en calculant la variété discriminante de L en w. Pour
cela, définissons le discriminant de L en w comme suit :

A (0) = disc(L, w)(8).

De plus, notons LT(L,w) le coefficient du terme de plus haut degré en w de L. Pour un
rappel sur les discriminants et les variétés discriminantes, voir la Section 3.1.10 La variété
discriminante de L en w est alors définie par :

V; :={0 € C!|Az(f) =0} U {0 € C*|LT(L,w) =0}.

La variété 77 décompose I'espace des parametres défini par w et 6 en cellules dans lesquelles le
nombre de racines réelles de L en w est constant. En choisissant un point témoin (déterminé
par une valeur rationnelle de #) dans chacune des cellules, nous pouvons alors isoler les
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racines de L en w de maniére certifiée. Nous obtenons alors des couples témoins (w, ) dans
chaque cellule réguliére permettant d’identifier chaque branche de L. En spécialisant chacune
de valeurs témoins dans une expression sous forme close de v,pt, ou dans 7 puis en isolant
ses racines, nous identifions la branche .# de L telle que :

VO, w) €L, In(w,0) =X & Yopr(w,0) = Yopt-
Remarque 4.5. Notons que cette derniére étape de spécialisation n’est pas certifiée.

Maintenant que nous avons identifi¢ la branche .2 permettant d’obtenir Yopt(w, 8) = Fopt
en tout point (w, #) de la branche, il reste a définir une méthode pour définir w permettant de
rester sur cette branche . quelque soit #. Disposant de la variété discriminante de L et de la
décomposition en cellules associée, nous distinguons deux cas suivant le degré du polynoéme L.

— Dans le premier cas, calculer les racines du polynome L en w est équivalent a trouver les
racines d’un polyndéme de degré inférieur ou égal a 4. Dans ce cas, nous pouvons explici-
ter ses racines par radicaux en utilisant I’Annexe [D] Nous disposons alors d’expressions
par radicaux de w solution de L = 0 dépendant de 6, notées w;, et 'une d’entres-elles
permet d’atteindre Y,p, si celui-ci est atteignable. Considérons alors 'union des va-
riétés singuliéres ou les expressions par radicaux w; ne sont pas définies et la variété
discriminante de L en w. Ces variétés décomposent 1'espace des paramétres en cellules
réguliéres €, dans lesquelles le nombre de racines réelles de L en w est constant, et
ol les expressions par radicaux w; sont continues. L’identification de I'expression par
radicaux telle que

Vo € Cgi, ’Yopt(wi<9)7 0) = ;}/OPV

peut alors se faire par évaluation numérique de Yopt(;(6°), 6°) en un point témoin 6°
de chaque cellule ;.

— Dans le cas contraire, nous ne pouvons trouver de racines par radicaux de L en w.
Nous proposons alors d’approximer la branche permettant d’atteindre 7, localement,
c’est-a-dire autour d’un point de fonctionnement par exemple, par un développement
en série de Taylor ou de Puiseux [BPR03|, Chap. 6.2]. Ce type de développement fourni
une fonction scalaire :

w: R — R
0 — w(0).

En choisissant comme pondération w(f), nous assurons alors que Yop¢ est proche de
Yopt a1 voisinage du point de fonctionnement choisi.

Ces deux cas sont illustrés sur deux exemples dans les sous-sections qui suivent. Afin
de mieux représenter les variétés entrant en jeu et de simplifier les calculs, notons que les
exemples qui suivent portent sur des systémes avec au plus 2 parameétres. Ceci nous permet-
tra de réaliser des tracés dans l'espace, ce qui devient difficilement réalisable avec un plus
grand nombre de paramétres (& moins de réaliser des coupes).

Remarque 4.6. Si aucune branche de L ne correspond a A, alors la valeur ,,; n’est pas
atteignable par 7., Notamment, les valeurs limites atteignables par A, sont contenues dans
la variété discriminante de L en w.

P

téristique de Y X. Nous aurions pu appliquer le méme genre de démarche au systéme 7,
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défini par p et le numérateur du polynéme caractéristique de 2 X noté h, :

B {p(bn_l,w,e) =0,

T ha(\, b1, 10,8) = 0.

La démarche resterait la méme a la différence prés que nous devons faire attention & la valeur
absolue de A. En effet, si nous considérons 7y, alors y,py est défini & partir de A\, (2 X), c’est-
a-dire la valeur absolue maximale des valeurs propres réelles de 2 X. Nous devons alors
considérer les deux systémes suivants :

+ . p(bn—la w, 0) = 07 ,7-_ L p(bn—hwa 0) - 07
T AN b, w, ) =0, T ] (= by, w, ) = 0.

La projection de chacun de ces systémes sur A donne alors :
LT\ w,0) := Res(p, hi(N\),b,—1) =0, L~ (\w,0) := Res(p, hy(=\),b,_1) = 0.

Chacun de ces polynémes constitue une courbe dans ’espace des paramétres. Il faut alors
étudier I'union de ces deux variétés. Notamment, la décomposition en cellules devra prendre
en compte les intersections de ces deux variétés, une intersection correspondant au lieu ou
une racine de 2 X est égale a 'opposée d’'une autre racine de 2 X.

4.3.2 Application au systéme double masse-ressort

Reprenons 'exemple du systéme masse-ressort d’ordre 4 développé dans la Section
et représenté par la Figure [4.13]

k — Y1

31_’ m1 T mz

FIGURE 4.13 — Systéme deux masses ressort amorti

Considérons dans un premier temps le cas sans amortissement, c¢’est-a-dire f = 0, et montrons
) )

que nous pouvons trouver une expression explicite d'une pondération Loop-Shaping scalaire

permettant d’atteindre un -y, donné.

Etude du systéme sans amortissement : réglage de pondération global

Dans la Section [£.1.3] nous avions conclu que, pour le systéme sans amortissement, ’ex-
pression sous forme close de 7, €tait trés facile & obtenir et pouvait se calculer & la main,
de nombreuses simplifications et symétries apparaissant dans les polyndémes étudiés. Dans
un premier temps, considérons alors f = 0.
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Soit une pondération scalaire de type gain w. Nous définissons le systéme réel P par

/

c
P 0
52 (s2 4 as)
et le systeme fictif G par
Co
G=wP= 4.26
v s? (5% + aq) (4.26)
ou :
Co i= Cuw
De plus, notons par 6 les paramétres de G, c¢’est-a-dire :
0= (Co, 0/2).
Reprenons les notations de la Section [£.1.3] c’est-a-dire :
(
o= \/5\/(\/200 — ag) + \/(\/200 — a2)2 + 2 ¢,
1
§ = (a4+8c0+ V(0T 1802 + 326 04), (4.27)
Co
1 /
/\aizg(t++ t3_+4)
\
La Section [£.1.3 montre que la formule explicite de 7oy est donnée par :
V(co,az) €]0,+00[%,  Yopt(co, az) := /1 + 2. (4.28)

S0it Yopt > 0. L’objectif fixé est le suivant.

Définition 4.3. Probléme du réglage global de la pondération
Trouver une fonction scalaire ¢y de ay € R, c¢’est-a-dire

é(\): R+ e R+
ays +—> ¢éolag),

telle que :
Yay € R—i—, ’70pt(66(a2)7 a2) = /70pt‘

Remarquons alors dans un premier temps la propriété suivante.
Proposition 4.2. Soit (cg, az) €0, +o0c[?. Alors, nous avons
70pt(007a2) > \/57

et :
v’_}/opt > \/57 Vopt(007 a2> = ﬁopt = t+(007 a2> -
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Démonstration. La Section montre la propriété suivante :

Y(co,as) €10, +ocl?,  ty(co,az) > 0.

Ainsi, en utilisant (4.27]), nous en déduisons

V(Co,ag) G]O, +OO[2a )\a(Co,(Ig) > 17

et :

V<C0,(I2) 6]07+OO[27 P)/opt(cﬂ7a2) > \/5
Soient Yopt > V2 et (co, az) €10, +o00[? tels que :

P}/opt(cm a2) = f_YOpt'

En reprenant les notations (4.27)), I’équation (4.29) est équivalente & :

)\a (CO7 a?)

= i\/ﬁgpt -1

En mettant au carré chaque coté de I'équation (4.30)), nous obtenons :

c’est-a-dire :

)\a(CO, a2)2 = r?c?pt — 1.

Comme Jopt > V2, alors 1) est équivalente a :

Aalco, az) = \/Fop — L.

L’équation (4.32)) est alors équivalente a

1
B <t+(Co7a2) + vty (co,a2)? + 4> =/ Yopt — 1,

Vi (co,a2)? +4=21/72, — 1 =ty (co, ),

En mettant (4.33)) au carré, nous obtenons alors

ce qui conclut la preuve.

i/gpt —2

ti(co,a2) = W
\/Vopt -1

La Proposition montre que chercher une fonction scalaire ¢y de as € R, telle que

V:Yor)t > \/§a Vas € Ry, %pt(@(a2)> a2) = Yopt;

est équivalent a chercher une fonction scalaire ¢y de as € R, telle que :

Vi, >0,

Dans la suite, nous notons alors :

Vag € R+, t+<@(a2), (1/2) = {"r'

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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D’autre part, la Section [4.1.3] (voir ({.11)) et (4.14)) montre que ¢ est solution du systéme

polynomial suivant :

7o [ =ar 4 VBaar +2(6 ~3e) 7~ VBamT =0, .
) hy(tT) =dcot? — (72 + 8¢) t — 272 ‘

Les racines en t du systéme 7, défini par permettent de calculer les valeurs propres
d’une partie des matrices 2 X possibles, ou X est solution de #Z = 0, y compris les valeurs
propres de matrices X non définies positives. Comme seul ¢ est utile ici, puisqu’il permet
de calculer directement v,p¢, nous choisissons d’éliminer 7 dans 7, en ne gardant que la
projection de 7, sur la variable t. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de p, et
hs par rapport a la variable 7 (voir Section . Nous obtenons alors le polynéme suivant :

Li= (t* =162 +8t> 4641t +16)2 2 — 8t (t—2) (t+2) (2 +4)% a2 co + 16t (t —2) (t+2)? as.

(4.36)
Notons que la notion de résultant s’étend aux polynomes a coefficients dans Q(co, az), sa
définition se basant sur le déterminant d’une matrice de Sylvester. A paramétres cy et ap
fixés a des valeurs réelles, une des racines de L; est égale & ¢t (co, ag) (liée & yopt par (4.27))
et toutes les autres racines de L, correspondent a d’autres valeurs propres des matrices 2 X.

Notons A le discriminant de L; en ¢, c’est-a-dire
A =20481%ay (t* — 4t —4)* (t — 2)* (t + 2),
et LT (L, co) le terme de téte de Ly en cq :
LT(Ly,co) = (t* — 16t* + 8% + 64t + 16)°.

Le lieu d’annulation de ces deux polyndmes constitue la variété discriminante de L; en cg.
Celle-ci divise alors ’espace des paramétres en cellules dans lesquelles le nombre de racines
réelles de L; en ¢ est constant. Notamment, nous avons

{(ag,t) €R3|A:0} = {(ag,t) ER1|(12:0} U {(ag,t) ERi|t:2}

U {(ast) e R2 |t =2+22~ 482},
U {(az,t) e RZ |t =0},

et :
{(as,t) € R |LT(Ls,c0) =0} = {(a,t) ER:[t =4+2V6-2V3—-2V2~260}
U {(as,t) eR2 |t =4+2V6+2V3+2V2~152}.

Toutes ces valeurs délimitent I'espace des paramétres R? en cellules 6; dans lesquelles le
nombre de racines réelles de L; en ¢y est constant. Dans la suite, nous notons :

ty:=2v2+2~4.82
bin =4+ 2V6 — 23 — 22 ~ 2.60,
top =44+ 2V6+2V3+2V2~15.2.
L(t, co, az) est un polyndéme de degré 2 en ¢y. Ses racines en ¢y peuvent alors s’expliciter
par radicaux (voir Annexe [D]). Celles-ci s’écrivent

8t(t—2)(t+2)(t2+4)%a2+eVA

vee =L} G e) = e sE ot L 10
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c’est-a-dire (ag > 0), pour € € {—1,1} :

A4t(t—2)(t+2) (12 +4)2a2 +e16V2a3 /13 (12 — 4t —4)2(t — 2)3 (t +2)3
(t* — 1613 + 812 + 64t + 16)2 '

00(6) (t, CLQ) =
(4.37)

Remarque 4.8. Dans une cellule %;, les deux expressions Cy(1) et Co(—1) sont continues
et ne sont jamais égales. Cette propriété découle directement de la définition de la variété
discriminante L; en ¢g.

Considérons alors une cellule €; de la décomposition et un point de %;, noté (t¢, a$). Soit
e € {—1,1}. Considérons alors la procédure suivante.

1. Evaluer Cy(¢)(t, ay) défini par en (t° a$).
e Si Cy(e)(t% as) € R, alors le point (t¢, Cy(e)(t¢, a$), a3) est sur la variété L, = 0. Par
conséquent, pour tout (¢, az) € 6, alors (t, Co(g)(t, az), az) est sur la variété L, = 0 car
Co(e) est continue sur ;.
e Dans le cas contraire, L; n’a pas de racine réelle en ¢y sur %;. Arréter la procédure.

2. Evaluer t,(Cy(¢),a$) (voir (4.27)).
Si t(Co(g),a5) = t¢, alors la fonction scalaire ¢y = Cy(g) permet d’atteindre ¢, = ¢,

pour tout (ag,ty) € 6; car Cy(e) est continue sur ;.

Nous pouvons alors appliquer cette procédure a toutes les cellules C; et obtenir le graphe
donné dans la Figure Pour ¢, € [ts, tmax) (cellule verte), le choix de la fonction scalaire
¢o = Co(1)(t+,as) permet d’atteindre la valeur de ¢, désirée. Pour ¢4 € [tmin,ty] (cellule
bleue), le choix de la fonction scalaire ¢o = Co(—1)(¢4, az) permet d’atteindre la valeur de
t, désirée.

16
f,= 152 [EEEEEEEEE R
14
124

10+

[ Co(1)] [ Col-1)] [ Pas de solutions ]

FIGURE 4.14 — Décomposition de 'espace des paramétres a ’aide de la variété discriminante
de Lt
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Remarque 4.9. Cette étude montre que 7,y est compris entre les deux valeurs suivantes :

1 2

Vmin = \/1 + <2 <tmin + /120 +4)> =1\/2V2+4~261,
1 2

Ymax = {/1+ <2 (tmax + v t?nax +4>>

2
- 1—|—<2+\/6+\/§+\/§+;\/64—1—(8\/§+8\/§+16)\/6+(8\/§+16)\/§+16\/§>

~ 15.29.
(4.38)

Récapitulons alors les résultats dans la proposition suivante.

2
Proposition 4.3. Soient Jopt € [Ymin, Ymax), Vf = \/1 + <1 +vV24+V4+2 \/§> ~ 5.126
et Cy défini en (4.37)).

® Si Ymin < Yopt < 7y, alors en choisissant la pondération
1
w = C_, Co<—1),
0

la valeur de v,p associée au systeme G tend vers la valeur souhaitée, c’est-a-dire, en notant
ﬁopt72

ty = ot nous avons :
’VOpt(CO(_l)(EJm a2)7 a2) = Yopt-

® Sivr < Yopt < Ymax, alors en choisissant la pondération

la valeur de v, associée au systeme G tend vers la valeur souhaitée, c’est-a-dire, en notant
~2
’yopt_z

ty = Wt nous avons :
P)/opt<00<1)<f+7 a?)a a2) = i/opt'

Exemple 4.2. Par exemple, la Proposition 4.3 permet d’affirmer que 7., = 3 est atteignable
en choisissant :

4a% 2
= 6246072 + 3625216 v/2 — 1/ 90755864194240 + 67218229682478 /2
Y T 197261828370049 ¢ ( * v2 \/ " f) ’

2
~ 0.103 (‘?) .
0

Examinons maintenant le cas avec amortissement.
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4.3 Réglage optimal d’une pondération Loop-Shaping

Etude du systéme avec amortissement : réglage local de pondération

Nous proposons maintenant d’ajouter un parameétre indéterminé. Reprenons toujours
'exemple du systéme masse-ressort d’ordre 4 développé dans la Section [1.1.3] mais cette fois-
ci pour un amortissement non nul.

Soit une pondération scalaire de type gain w. Nous définissons le systéme réel P par

1 as s + as
P .= ,
ms? (s2 4+ az s+ as)
et le systéme fictif G par :
N Gowp= G50 (4.39)
é1 m s? (s%2 + az s + ag)

De plus, notons par 6 les paramétres de P, c’est-a-dire :
0 := (m,as,as).

En Section , nous avons déterminé une formule explicite de 7op pour le systeme
P. Passer du systéme réel au systéme fictif se fait en multipliant le systéme réel par une
pondération scalaire. Ainsi, seul le gain du systéme est modifié entre ces deux systémes.
Disposant d’une formule explicite de 7yopy de P dépendant des paramétres 6 := (m, ag, as), il
suffit alors de remplacer m par m/w dans l'expression de 7op, pour obtenir une expression
explicite de 7opt pour le systéme fictif G dépendant de (w, ). L’expression explicite de Yopt
de G ne dépend alors que de deux paramétres G, et p définis par :

w

G, = ,
m as

as (4.40)

Afin de ne pas alourdir les notations, nous noterons Yout(G,, p) cette nouvelle expression
explicite de 7opt, bien que celle-ci soit différente de celle exprimée avec les paramétres (w, 6).

En pratique, les ingénieurs automaticiens veulent concevoir un asservissement permettant
d’assurer un bon compromis performance/robustesse. Un tel compromis est en général obtenu
pour des valeurs de 7o entre 2 et 3. Dans cet exemple, nous choisirons arbitrairement qu’une
bonne valeur de 7op est :

Wopt = 3.
Une telle valeur de 7, assure en effet des marges de stabilité relativement confortables :
Ag > 6dB, Ag > 39° (voir (2.10) de la Remarque [2.6)).

L’objectif que I'on se fixe est le suivant.

Définition 4.4. Probléme du réglage local de la pondération
Trouver une fonction scalaire GG, de p € R, c’est-a-dire

’l/l')\ . R+ — R+
p — Gilp),

telle que : R
Vp € R; ’Yopt(Gr(p)a p) = ’70pt'
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Notons que, si l'on trouve une expression ér de G, permettant d’atteindre 7., quel
que soit p, alors le choix de la fonction scalaire w := may CA?T comme pondération permet
d’obtenir :

Y(0) € R?, Yopt (W(0), 0) = Fope-
Dans la suite, nous raisonnerons alors sur les parameétres réduits G, et p, ainsi que sur l'ex-
pression sous forme close de Yopt (G, p) dépendant de ces deux parameétres.

La Section définit un systéme de deux polynomes p et h dont un des zéros est
associé a la solution du PCR appliqué au systéme réel P. En remplagant m par m/w dans
ces polyndémes, nous obtenons les deux polyndémes suivants :

ﬁw(bi’nbOaw?H) = Oa
hw()\>b37w79) = 07

Ces deux polynomes p,, et h,, définissent un systéme dont un des zéros est la solution du
PCR appliqué au systéme fictif G. De plus, dans cet exemple, rappelons que nous avons :
o W

e 4.41
bo - (4.41)

Ainsi, en spécialisant by par cette derniére expression (4.41)) dans p,, le polynéme p,, reste a
coefficients rationnels en les paramétres et nous pouvons utiliser toutes les techniques d’élimi-
nation vues dans les chapitres précédents. Le systéme polynomial obtenu apres spécialisation

de by (4.41)) est noté comme suit :

~ ﬁw(b37w7 6) = 07
= 4.42
T { hw (M, bs, 0, 60) = 0, (4.42)

Par ailleurs, notons A, ’expression par radicaux de la racine réelle maximale de h en A.

Les racines en A du systéme T défini par permettent de calculer les “valeurs propres”
d’une partie des matrices Y X possibles, ou X est solution de #Z = 0, y compris les valeurs
propres de matrices X et Y non définies positives. Comme seul A est utile ici, puisqu'il
permet de calculer directement A,,, nous choisissons d’éliminer b3 dans 7" en ne gardant que
la projection de T sur la variable A. Pour cela, nous proposons de calculer le résultant de
Dw €t hy,, par rapport a la variable b3 (voir Section . Nous obtenons alors le polynoéme
suivant :

L(A,w,0) = Res(p, h, bs) = 0. (4.43)

A paramétres (w, 0) fixés a des valeurs réelles, une des racines de L est égale a A, et toutes
les autres racines de L correspondent & d’autres valeurs propres des matrices Y X.

Le polynéme p,, est de degré 8 en b3 et h,, est de degré 4 en \. Ainsi, £ est de degré 32
en . Ce dernier est bien trop grand pour étre affiché ici. Cependant, il reste exploitable par
des logiciels de calcul formel. Par ailleurs, nous remarquons que L£(\,#) ne dépend que de
deux paramétres G, et p définis en , tout comme 'expression par radicaux de 7op¢. En
effectuant les changements de variable permettant de remplacer les paramétres (w, §) par G,
et p, nous obtenons le polynéme projeté suivant :

L\ G,,p)=0.
Un tracé de L pour p € {0, 1/100, 1/10} est donné dans la Figure [1.15
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T.5}1

7.0 -

6.5}

5.5}

5.0+

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

G,

FIGURE 4.15 — L(\, G,, p) = 0 pour p € {0, 1/100, 1/10}

Remarque 4.10. Notons qu'un tel tracé est extrémement difficile & obtenir, et que méme
les traceurs de Maple et des autres logiciels dédiés a I'affichage de courbes ne permettent pas
d’obtenir des courbes précises. Ce tracé a été obtenu gréace a une collaboration avec Fabrice
Rouillier. Celle-ci nous a permis de tracer L avec la précision souhaitée. Une courbe animée
présentant L avec p variant de 0 & 3/4 a aussi été obtenue, voir https://who.rocq.inria.
fr/Fabrice.Rouillier/DARES/ifac_2017.html.

Comme I'on est uniquement intéressé par les valeurs de (G, p) donnant Yout (Gr, p) = Yopts
c’est-a~dire \,,,(G,, p) = A\, ot

Am 1= f_ygpt —1=3,

nous définissons :

Gr7 p) = L(Amaxa Gr7 P)
La Figure représente L = 0.

La variété L = 0 consiste en une série de branches. Sur chaque branche, une des “valeurs
propres” des matrices Y X possibles est égale a \,,. Nous voulons identifier sur quelle branche
A = Am.

Pour cela, calculons la variété discriminante de L en G, notée Az. Celle-ci décompose
I’espace des parameétres défini par p en cellules %; dans lesquelles le nombre de racines réelles
de L en G, est constant (chaque cellule G; est donc un intervalle délimitant des valeurs de
p). Nous pouvons alors choisir un point témoin p¢ dans %;. En évaluant L en p°, puis en
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1‘0—_ E‘(Gr:p) =0 yopt(GrrP) = Yopt

FIGURE 4.16 — Bleu + vert : L(G,, p) = 0 — Vert : Yopt(Gy, p) = Jopt — Rouge : G, = éT(p)

isolant ses racines, nous déterminons ¢ valeurs de G,, notées G¢, telles que L(G¢S, p°) = 0.
Nous évaluons ensuite l'expression par radicaux yop en (G¢, p°) pour obtenir :

fYOCpt = P)/opt(Gia pc)

Si 7§pt = Yopt, alors nous avons :

V(Gr,p) €6, L=0 = ~pt(Gr,p) = Yopt-

Autrement dit, en tout point de la branche de L de la cellule %, Yopt atteint la valeur
souhaitée ope. En répétant ce procédé pour chaque cellule %, nous identifions la branche
correspondant & Yopt (G, p) = Jopt comme la courbe verte de la Figure m

Afin de résoudre le probléme de réglage de pondération, il reste a déterminer une fonction
scalaire G.(p) telle que, pour tout p € R, le couple (G,(p), p) appartienne a la branche verte

de la Figure [4.16]

Malheureusement, contrairement au cas sans amortissement, L(G,, p) = 0 n’est pas réso-
luble explicitement en G,. Par contre, en utilisant un développement de Taylor autour d’un
point régulier donné (c’est-a-dire un point n’étant pas sur la variété discriminante de L),
nous pouvons obtenir une formule explicite de G, dépendant de p, dont la courbe associée
“reste proche” la courbe verte de la Figure au voisinage de ce point.

Par exemple, choisissons le point p := 1 et considérons un voisinage de ce point. Calculons
ensuite un développement en série de Taylor d’ordre 3 de L(G,, p) au point p := 1. Nous
obtenons alors ¢ fonctions scalaires @,(p), chacune correspondant & ’approximation d’une
branche de L(G,, p) au voisinage de p := 1. En particularisant p = p dans chacune de ces
fonctions scalaires, nous obtenons ¢ valeurs de G, notées G2. En particularisant (G2, p) dans
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la formule par radicaux v.pt, nous identifions quel couple permet d’obtenir :
Yopt (GF, P) = Fopt-

Nous en déduisons alors la fonction scalaire @r permettant d’obtenir :

vp € Q7 EI(61762) € QQa ‘p - ﬁ‘ <€ = Vopt(@r(p)ap) - :}/Opt < €3.
La fonction scalaire obtenue est la suivante :
Go(p) :=0.033 (p— 1)* +0.11 p+ 0.13.

Cette fonction est représentée en rouge dans la Figure [£.16] Ainsi, nous pouvons utiliser le
paramétre de réglage suivant :

~

w(0) :==may G,(p).

En utilisant une telle pondération w(#), nous nous assurons que Yopt(w (), ) reste proche
de Hopt autour d'un point de fonctionnement donné. De plus, en notant y := /A + 1, nous

pouvons vérifier que la valeur de 7,y réelle en tragant L(y* — 1,@r(p),p) = 0. Voir la
Figure |4.17,

L(yz -1 Gr(p)'p) =0

25 : ; : . : ; : '
0 1 2 3 4

P

FIGURE 4.17 — Bleu + vert : L(y% — 1,G,(p), p) = 0 — Vert : branche correspondant &
Yopt (Gr(p), p) — Rouge : Yopt attendu

~

Disposant de p au voisinage de p, nous pouvons alors calculer vopi(G,(p), p) en utili-
sant nos formules explicites, choisir 7 > ot (G, (p), p) et obtenir un correcteur C,(0) =
K., (0)/w(0) stabilisant P s’adaptant automatiquement aux variations de p et assurant que

o~

Yopt (Gr(p), p) Teste proche de Fopt.
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4.4 Commande H,, adaptative indirecte

L’avantage de disposer de correcteurs explicites est que ceux-ci sont facilement embar-
quables dans un calculateur. En effet, I’évaluation de formules par radicaux ne nécessite que
des opérations élémentaires telle que 1’addition, la multiplication ou le calcul de racines car-
rées. De telles opérations sont maitrisées dans les calculateurs actuels. Nous proposons alors
d’utiliser les formules explicites données en Section afin de réaliser une loi de commande
s’adaptant aux variations des paramétres d’un systéme.

Soit P(f) le modéle du systéme réel a asservir, dépendant des paramétres 6. Le cadre
de nos études sur la correction H,, paramétrique étant limité aux systémes linéaires inva-
riants, nous supposerons que ces variations paramétriques 0(t) sont lentes (relativement aux
dynamiques du systéme bouclé).

Afin de concevoir un correcteur adaptatif conservant un compromis performance /robustesse
quel que soit 6, nous utilisons une pondération Loop-Shaping w et la réglons a 'aide du pro-
cédé décrit dans la Section[4.3] Suivant le systéme P étudié, nous disposons d’une pondération
optimale valable pour tout #, nous parlons alors de pondération optimale globale, ou valable
autour d’un point de fonctionnement, et nous parlons de pondération optimale locale. Cette
étude se réalise hors ligne a I'aide du modéle du systéme réel P et permet de disposer d’une
pondération w(#) explicite.

Disposant d'un modéle P(6) du systéme réel, d'une pondération explicite w(f) et d'un
correcteur explicite K (6) stabilisant le systéme fictif G(6) := P(6)/@(8), nous proposons de
considérer le schéma de controle adaptatif décrit en Figure .18 Celui-ci requiert un esti-
mateur fournissant un estimé 9 de 6. De cette estimée, nous pouvons évaluer des formules
explicites d'un correcteur K (9) stabilisant le systéme fictif G. Le réglage de la pondéra-
tion scalaire w se faisant hors ligne, nous n’avons plus qu’a évaluer la formule explicite de
w dépendant de 6 en ligne pour calculer C' := K w. Ce type de procédé est appelé com-
mande adaptative indirecte [LLMKTI] : les parties identification du modéle et controle sont
découplées.

d )
r +. ¢ U u /L—i- v | Syst. physique | =z /L+ Yy
¢ = 2O K@) PO de modele P(8) [ T
0 u
K(0) Estimateur
Y
@(0)

FIGURE 4.18 — Commande adaptative indirecte
Dans les exemples qui suivent, nous considérons que nous disposons d'un estimateur

parfait permettant d’obtenir en temps réel une mesure exacte 6(t) = 6(t) des paramétres du
systéme. La conception d'un estimateur dans ce cadre fera 1'objet de travaux futurs. Dans
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un premier temps, reprenons l’exemple de la double masse-ressort sans amortissement ainsi
que la pondération optimales globale calculée dans la section précédente.

4.4.1 Systéme double masse-ressort sans amortissement bouclé avec

correction adaptative globale
Soit le systéme double masse-ressort décrit en Section [4.1.3], dont le modéle est :
% /
=———F—, >0, ay>0.
s2(s2 +ag) 2

En choisissant la pondération scalaire

4a3 2
—~ / 2

- 6246072 + 3625216 v/2 — \/ 9075586414240 + 67218229682478 /2
@(92:) = {57561828370019 ( + V2 \/ + f) ’

2
~0.103 (‘?) 7
Co

NOUS NOUS assurons que Yopty associé au systéme fictif

_ ch(az, )
s2(s? + ag)

est égal & Yopt = 3 quel que soit ay. Cette valeur de v, assure de bonnes marges de ro-
bustesse en pratique. Alors, en utilisant le Corollaire et en choisissant v > 7opt, NOUS
en déduisons un correcteur K stabilisant G. De ce correcteur, en utilisant les propriétés du
Loop-Shaping, nous concevons un correcteur C' stabilisant P qui permet de conserver des
propriétés de la boucle ouverte quels que soient as et .

Nous effectuons alors une simulation du systéme P bouclé par le correcteur adaptatif C'.
Cette simulation est représentée dans la Figure [£.19] La courbe bleue représente la référence
a atteindre. La courbe rouge représente la sortie du systéme bouclé avec un correcteur C' fixe
calculé au point nominal a; = 10 et ¢; = 10. La courbe verte représente la sortie du systéme
bouclé avec un correcteur C' recalculé pour chaque valeur de as et ¢f. Cette simulation est
effectuée sur 100 secondes. A t = 30s, alors que le systéme a atteint un point d’équilibre, nous
changeons brutalement le parameétre ¢, en le divisant par deux, ainsi que le paramétre as en
le multipliant par 3/4. Ceci correspond en pratique a doubler brusquement la masse de la
seconde masse. Nous remarquons alors que le systéme retourne dans un état d’équilibre, avec
les mémes dynamiques que précédemment. De plus, nous remarquons que sans adaptation du
correcteur, le systéme bouclé est instable. Ce phénoméne n’apparait pas lorsque le correcteur
s’adapte a la variation de a,.

4.4.2 Systéme double masse-ressort avec amortissement bouclé avec
correction adaptative locale

Nous proposons maintenant de considérer le méme systéme mais avec un amortissement
non nul

1 as s + as
P .= ,
ms? (s2 4+ az s+ as)
et la pondération scalaire locale, valable autour de p := \;‘—% =1, et calculée dans la section

précédente :
W(az, m, p) = mas (0.033 (p— 1) +0.11p +0.13) .
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Nous obtenons alors un correcteur explicite C' stabilisant P, dépendant de p, et assurant des
propriétés de robustesse au voisinage de p = 1. Nous effectuons une simulation du systéme P
bouclé par le correcteur adaptatif C'. Cette simulation est représentée dans la Figure [4.20] La
courbe bleue représente la référence a atteindre. La courbe rouge la sortie du systéme bouclé
avec un correcteur C' fixe calculé au point nominal p = 1. La courbe verte représente la sortie
du systeme bouclé avec un correcteur C' adaptatif au voisinage de p = 1. Cette simulation est
effectuée sur 100 secondes. A t = 30s, alors que le systéme a atteint un point d’équilibre, nous
doublons la masse de la seconde masse. Nous remarquons alors que le systéme retourne dans
un état d’équilibre avec les mémes dynamiques que précédemment. De plus, nous remarquons
que notre correcteur adaptatif est nettement plus performant qu’un correcteur nominal.

I
Mass variation

Reference

Output without upadate of K
Output with update of K

0 10

80

90

FIGURE 4.19 — Simulation du systéme sans amortissement bouclé soumis & une

paramétrique

100

variation

Reference

Output without upadate of K
Output with update of K

FIGURE 4.20 — Simulation du systéme avec amortissement bouclé soumis & une variation

paramétrique
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4.5 Conclusion

Ce chapitre a montré comment aborder le probléme de commande H., & paramétres non
fixés.

Dans un premier temps, nous avons montré que ce probléme pouvait se résoudre entie-
rement symboliquement pour des systémes SISO d’ordre inférieur ou égal a 4 & coeflicients
inconnus quelconques en utilisant des formules par radicaux et en découpant 1’espace des pa-
rameétres grace la notion de variété discriminante. Pour des systémes d’ordre plus élevé, nous
avons montré que le calcul formel trouvait aussi son intérét en proposant des algorithmes de
calcul certifié.

Nous avons ensuite montré que 'approche symbolique peut servir pour le choix de pon-
dérations Loop-Shaping. Pour cela, nous avons restreint nos études au cas de pondérations
scalaires, et avons montré que 1’on pouvait trouver des expressions explicites de celles-ci dé-
pendant des parameétres du systéme et permettant d’atteindre un critére H,, donné. Suivant
la complexité du systéme, ces réglages de pondération optimaux peuvent se réaliser locale-
ment ou globalement.

Plus généralement, ce chapitre a montré que I’approche paramétrique permettait de mieux
comprendre la méthode de synthése H,, que nous utilisons. Disposant de solutions explicites,
il est possible de savoir a priori comment va se comporter le systéme bouclé pour différentes
valeurs de parameétres. Cette démarche de compréhension globale du probléme de commande
permet ensuite a l'ingénieur de gagner du temps dans ses calculs de correcteurs optimaux
ou dans 'orientation de ’architecture d’un viseur. Autrement dit, le calcul formel apporte
des outils permettant de visualiser des intuitions qu’un ingénieur aurait acquises via son
expérience pratique. Ces outils de visualisation pourront étre utiles lors de réunions multi-
métiers, ol une démarche pédagogique et vulgarisatrice est nécessaire afin de mieux se faire
comprendre aux autres corps de métier.

En plus de cet impact important sur la compréhension du probléme de commande, nous
pensons que ces correcteurs paramétriques trouveront leur place dans des perspectives de
commande embarquée. En effet, la simplicité des correcteurs obtenus d’un point de vue algo-
rithmique peut-étre trés attrayante car elle ne nécessite que peu de puissance de calcul. De
plus, leur efficacité s’est montrée convaincante en utilisant des estimateurs idéaux. Il reste
alors a concevoir des estimateurs réalistes afin de pouvoir comparer ces méthodes a des stra-
tégies de commande robuste non adaptatives. Ces aspects, tant théoriques que pratiques,
seront développés dans de futurs travaux.

Le chapitre suivant cherche a étendre ces concepts a certaines classes de systémes a retard
importantes en pratique.
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Chapitre 5

Extension de la commande Ho
paramétrique aux systémes a retard

Dans la Section [4.1, nous avons obtenu des correcteurs sous forme close pour des sys-
témes linéaires continus SISO invariants dans le temps d’ordre inférieur ou égal a 4, et la
Section [4.3] nous a permis d’expliciter des pondérations Loop-Shaping optimales au sens du
critére H.

Un des désavantages de 'approche paramétrique est que nous sommes rapidement limi-
tés par l'ordre des systémes étudiés. Nous sommes donc amenés a chercher des moyens de
complexifier les modélisations des systémes pouvant étre étudiés par notre approche. Dans
ce chapitre, nous proposons d’étendre ces résultats a des systémes a retard.

Ce chapitre utilise des résultats sur la stabilisation de systémes a retard qui peuvent se
décomposer de maniére additive [QQ12|. Nous étendons ces résultats au formalisme H,, et
proposons une majoration du critére H,, suivant la décomposition choisie. Nous proposons
alors un correcteur symbolique sous-optimal au sens du critére H,, défini par . Enfin,
nous illustrons cette approche sur un exemple de modélisation d'un viseur comportant un
retard pur. En particulier, nous montrons qu’il est possible de réaliser une commande adap-
tative indirecte de ce systéme a retard a ’aide de nos techniques.

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans I'article de conférence [RBQQ18|.
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

5.1 Décomposition additive de systémes a retard et sta-
bilisation

Soit F' € RH, tel que F'(0) # 0. Soit 7 > 0 et G un systéme a retard SISO de la forme
suivante :

F
G- E) s (5.1)
s
Nous notons le systéme G sans retard par
F
Gy = 1) (5.2)
s

c’est-a-dire GG dans lequel nous avons particularisé 7 = 0. Notons aussi :

A (i> Fls). (5.3)

s
Remarquons alors que nous avons :

1—¢e 75
L o),
S

—e TS A 2 2
1=¢ " n’a donc aucun pole dans C... De plus, sa norme H, est bornée par 7. Par conséquent,

nous avons :

A € Hy(C,).

Nous pouvons alors écrire G comme la somme de deux systémes :
G =Gy — A. (5.4)
Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. [QQ12] Soit F' € RH tel que F(0) # 0. Soient Gy := F(s)/s € R(s),
G=Goe " et A:= (%) F € Hy(C,). Enfin, soit Ky € R(s) un correcteur stabilisant
Gy. Alors, le correcteur suivant stabilise P de maniére interne :

K,
K : 0

Le Théoréme [5.1| donne un correcteur K stabilisant le systéme avec retard G en utilisant
un correcteur K stabilisant le systéme sans retard Go. Un tel résultat peut se décrire par le
schéma de la Figure [5.1}

Remarque 5.1. Si Gy est d’ordre inférieur ou égal & 4, alors nous pouvons concevoir un
correcteur stabilisant K dépendant explicitement des parametres de G.

Remarque 5.2. Si A = 0, alors nous obtenons de nouveau le schéma de controle classique

décrit dans la Figure
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5.1 Décomposition additive de systémes a retard et stabilisation

G
A
v i Y
G
’ -
! + —4
0 & —
S
= +
i Ky HE3
A

FIGURE 5.1 — Schéma d’asservissement d’un systéme avec retard

G >

e O—

n

K

FIGURE 5.2 — Schéma d’asservissement avec A = (

L’idée est alors de combiner ce théoréme avec nos résultats obtenus sur la commande
H,, paramétrique pour des systémes de dimension finie d’ordre faible. En particulier, si
Gy est de degré inférieur ou égal a 4, alors, dans la Section .1} nous avons explicité des
correcteurs H,, paramétriques dépendant des paramétres inconnus de G satisfaisant le PCR.
Plus précisément, en définissant le projecteur Il suivant

S So G _
II(Ko, Go) := ( KO?SO Ko(igo 80 ) o So= (14 KoGo) ™, (5.6)

ces correcteurs satisfont alors (voir Définition [2.7] du Chapitre [2))
|’H<K07G0)Hoo S Yopt (57)

ol Yopt est déterminé explicitement en fonction des paramétres de G. Disposant d'un correc-
teur H,, explicite Ky stabilisant le systéme G d’ordre inférieur ou égal a 4, nous déduisons
alors des correcteurs H,, explicites K stabilisant le systéme G.

Cependant, méme si K, stabilise G et satisfait le PCR, c’est-a-dire vérifie , alors
nous ne pouvons rien dire de ||II(K, G)||,,. Nous pouvons supposer que celle-ci sera plus
grande que Yopt, Un systéme a retard étant plus “complexe” a stabiliser qu'un systéme sans
retard du fait du caractére de dimension infinie d’un systéme & retard. La section suivante
cherche & obtenir une estimation sur cette derniére norme.
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

5.2 Probléme de commande robuste et décomposition ad-
ditive

Dans cette sous-section, nous considérons F', Gy, G, A et K tels qu’ils sont définis dans
le Théoreme Nous adoptons les notations suivantes :

So = (1+GoKy)™t,
S:=(1+GK)™",
Ty := Ko Sy Gy,
T:=KSG.

5.2.1 Liens entre les projecteurs II(K, G) et II( K, Gy)

Nous cherchons des relations entre TI(K,G) et II(Ky, Go) (voir (5.6))). Rappelons tout
d’abord que nous avons 7'+ S = 1. Ce résultat implique que Il définit un projecteur :

1% = 1II.
Le théoréme suivant lie II(K, G) a II( Ky, Go) par A.

Théoréme 5.2. [RBQQI§| Soient Gy un systéme SISO, A € Hy,, G = Gy — A et Ky un

! A). Alors, nous

correcteur stabilisant Go de maniére interne. De plus, notons D := (0 1

avons :

I(K,G) = DII(Ky, Go) D' (5.8)
De plus, D € Hyo(C )22, D! € Hyo(CL)22 et TI(K, G) € Hoo(C4)><2,

Démonstration. En combinant (5.4) et (5.5)), nous obtenons :

1 1+ AK, 1+ A K,
1+GK 1+AK+tGK, 1+GokK,
KS=K(1+AKy)Sy= Ko So,
SG=G(1+AKp) Sy=GoSo+ASy(GogKy—1)—A%*Sy Ky
T=KSG=1-S=1—-(1+AKo)So=1-S,—AKySo=KoGoSo— A Sy Ko
\ — Ty — A S, K.

!S:

:SU—I—ASOKO: (]_—f—A.KVO)S()7

(5.9)
Avec (j5.9), nous obtenons alors :

ng.ay = (5. SC\ _(Se+ASKy GoSo+ AS (Goko—1) = A?S) Ky
M E\Kks Ksa) T\ Ky S, Ty — A Sy K,

1 A So So Go 1 A
0 1 KoySy KoSoGp) \0 1

((1) ?) (Ko, Go) ((1) _1A).

1 A
D':(o 1)’
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5.2 Probléme de commande robuste et décomposition additive

4 (1 -A
=3 )

Enfin, comme A € H,(C,), alors D € H(C;)**? et D! € H,(C,)**?. Notons aussi
que II(Ky, Go) € Hyoo(C,)**? puisque Ky stabilise Gy. Ainsi, nous obtenons II(K,G) €
H.(C;)**? car défini comme un produit d’éléments de Hoo(C.). O

nous avons alors :

Proposition 5.1. La dérivée du projecteur Il par rapport & A a alors la forme particuliére
suivante :

OIl := lim H(K7 G) B H<K07 GO)

A0 A = LII(Ko, Go) — IL(Ko, Go) L

= [L’ H(K07 GO)] )

(5.10)

ou [A, Bl = AB — B A est le commutateur de A et B. Notons que
ady, : H(K(), G()) — [L, H(K(), Go)]

est une dérivée intérieure de U'anneau de Lie Hy(C.)?*2. Celle forme particuliére sera ex-
ploitée dans de futurs travaux.

Démonstration. Les équations ([5.9)) permettent d’écrire IT sous la forme suivante :

ey SoKo To—S, 0 Sok
H(K’G):(KS GKS):MKO’GOHA(OOO —OSOKS)_N (o 0 O)'

En remarquant que (voir (5.9))
TO—SQ :TO—ASOKQ— (SO—ASQK()) :T—S+2AKS,

nous obtenons alors :

B SK T-8 , (0 SK
H(K,G)_H(KO,GO)+A( 0 _SK>+A (o 0 )

De maniére équivalente, cette derniére égalité se réécrit sous la forme suivante :

B SK T-S , (0 SK
00 <06y (S5 758) e (5.

En définissant L := (8 0), nous avons alors
D=L+AL,
D'=1-AL,

ou I désigne la matrice identité de taille 2 x 2. Le Théoréme [5.2| permet alors d’obtenir
II(K,G) = (I2+ A L) II(Ko, Go) (12 — A L),
ce que 'on peut réécrire sous la forme de :
I(K,G) = (Ko, Gy) + A (LI(Ky, Go) — (Ko, Go) L) — A? LTI(K,, Go) L.
Nous en déduisons alors ’expression . O
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

5.2.2 Un encadrement de ||[I[I(K,G)||«x

Nous avons montré que II(K, G) € H,(C,)**%. Ainsi, sa norme H, est finie. Le théoréme
suivant montre que nous pouvons en calculer un majorant.

P . . ) 1 A
Théoréme 5.3. [RBQQI18] Avec les notations précédentes, la matrice D := €

0 1
H,(C)?*? verifie que :
1D~ = 1Pl

De plus, nous avons :

Al|2 Al2\?
| D] = 1+” 2H°°+\/(1+—H 2“°°> — 1. (5.11)

Finalement, 1'inégalité suivante est vérifiée :

T1(Ky, Gy)
1Mo G0l gk, o) < )12, e, G 65,12

Démonstration. En passant a la norme Ho, le Théoréme [5.2) implique I'égalité suivante :
(K, @), = | PTI(K, Go) D[ -

Le Théoréme [5.2] donne aussi II( Ky, Go) = D' II(K, G) D, soit en passant & la norme H,,
|TI(Ko, Go)|| , = ||PTH K, G) D|| -

En utilisant les propriétés classiques de la norme H,, (voir Annexe [B| ou [Vin00]), nous
obtenons alors :

[TL(o, Go) |
I1P]]..

o = I el < 1Pl oGl [ G

Nous désirons maintenant calculer la norme H,, de D. Pour cela, calculons le polynoéme
caractéristique de D(iw)D*(iw) :

hp = det(A I — D(iw)D*(iw))

“an (30025 (s 1)

')\ —1-AGw) A" (iw) —A(iw)

—A*(iw) A—1

(5.14)
=A—1-AGw) A" (iw)(A=1) — A(iw) A" (iw)

(A= 1= JAG@)E) (A= 1) — [Aiw)P

M 224+ 1 —|AGW)2A

A= 2+ ]AGw)*) A+ 1.

Notons que le polynome caractéristique de D=1 (iw) D™ (iw) est égal & hp. Ceci se vérifie
immédiatement en remplacant A par —A dans hp. Ainsi, nous avons :

1D~ = 1121l (5.15)
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5.2 Probléme de commande robuste et décomposition additive

Par ailleurs, pour € € {—1, 1}, les racines de hp en A sont données par :

M(w) = 1AW >+6¢£A(iw>l4+4|A(m)P

2 2

Notons que pour toute valeur de w € R, |A(iw)|? > 0. Ainsi, nous avons :

VweR, M(w)> A (w).
Par conséquent, nous obtenons :

[|D|]oe = sup v/ A1(w). (5.16)
weR

Notons w,, une des fréquences pour laquelle |A(iw)| est maximal. Nous avons alors :
1A]loe = A wm)|. (5.17)

En utilisant (5.16|) et (5.17)), nous déduisons :

|A]lo N %
|| D + 5 + + 5

Remarque 5.3. Supposons ||AH (par exemple avec 7 = 1 et F = 1). Alors, nous

10|l I 1+\/_ /3+\/_ 1+\/_

1++5
9

]

c’est-a-dire :

3+\/_

HWK®M£< )HM%GM I G

S

1+

!
5 "

Nous voyons apparaitre le nombre d’or ¢ =

ot

1

—_

Remarque 5.4. Un développement de Taylor de HDHiO donné par
donne :

pour HAHOO en 0

jnE o), < (1+[|ale+ 2 AL+ 2 815 +0 ([A]2)) [, o
Un tel développement limité pourra étre, par exemple, utilisé dans un calculateur embarqué.

Par ailleurs, dans la Figure nous avons représenté 1’évolution de HDH2 et HD”f2
Ainsi, nous remarquons que lorsque [|Al|s est trés grande, alors HD” est grande et ||DH_2
est proche de 0. Dans ce cas, 'inégalité - ) devient trés large. De tels cas apparaissent
lorsque Gy comporte des modes mécaniques trés résonants et/ou lorsque le gain de A, c’est-

a-dire de F', est trés grand.
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

La borne supérieure de HH(K , G)HOO peut étre grande simplement parce que
|TI(K, G)Hoo est grande, comme elle peut le devenir parce que ||Al|« est grande sans que
pour autant HH(K , G)Hoo le soit. Autrement dit, il peut y avoir des simplifications dans
II(K, G) telles que sa norme soit faible bien que ||A||« soit grand, et ceci n’est pas vérifiable
en utilisant des inégalités sur la norme H.,. En pratique, nous observons que cette borne
n’est pas proche de HH(K , G)Hoo lorsque A a son maximum ailleurs qu’en zéro.

Nous proposons d’appliquer ces résultats sur un exemple pratique. Ceci nous permettra
d’illustrer nos propos concernant la non-viabilité de cette borne pour un systéme résonnant.

12

oo

FIGURE 5.3 — Evolution de ||D||% et ||D]|32 en fonction de ||Al|s

5.2.3 Application & un modéle de viseur gyrostabilisé

Nous proposons d’appliquer 'approche précédente a un modeéle de viseur gyrostabilisé
d’ordre 4 avec un retard : le systéme G4, donné dans la Table est défini par

G :=Gpe 7",
ou : ) ¢ )
go [ s°+28wps+ wg 1
Gy = =— T > 0.
O s <82+2§w15+w%) Ts+1

2
wo PO .
En notant ¢ = gg [ — ] , nous pouvons réécrire la fonction de transfert sous la forme

w1
suivante :

s2 s
w—3+2£w—0+1 1 .
52 s

—TS8

a=17
S
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5.2 Probléme de commande robuste et décomposition additive

Comme précédemment, nous adoptons les notations suivantes :

( S +2e2+1 ]
F:=y : € RH,,
SH+26-+1) Ts+1
1

Gy := @ € R(s),

A= (1_—6_) F(s) € Ha(Cy).

S

Nous supposons que les paramétres physiques satisfont les propriétés suivantes :
0<é<1, T>0, 7>0, wy>0, wi>uwp. (5.18)
Nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.1. La norme H,, de A est bornée par :
(E [N ) (5.19)

Démonstration. Soit w € R,,. Nous avons :

[Afiw)] = [F(iw)].

1— e—Tiw
W

En désignant par sin. la fonction sinus cardinal, c’est-a-dire sin.(z) = sin(z)/z pour tout
r € R, et en utilisant I'identité classique 2 sin?(a) = 1 — cos(2a), nous avons alors :

1

'Hl = |1 — (cos(Tw) — i sin(rw))|

Tw

— 5\/(1 — cos(Tw))? + sin(7 w)?

1
= — /1 —2 cos(Tw) + cos(Tw)? + sin(1 w)?

€

Comme la fonction sin, admet 1 pour maximum global & 'origine, nous obtenons alors
1Al =7 7]
ce qui conclut la preuve. O

Le Lemme permet alors de déduire un majorant suivant de HDHiO :

2 -2 2
ol <17 el (1 )
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

Nous en déduisons un majorant de ||II(X, G)HOO dépendant de ||F||OO

(K, G < 1+%||F||;+\/(1+%2||F||§0) — 1| |T(Ko, Go)|| .- (5.20)

Nous proposons maintenant de trouver un majorant explicite de HF ||OO en fonction des
paramétres de GG. Pour cela, notons :

Sachant que

1
VT >0 =1
| HHTSOO |
alors : .
Fllo < R < Rl . 5.21
1Pl < 1Rl ||| < 1L (5:21)

De et , nous en déduisons un majorant de ||TI(K, G)HOO dépendant de ||R||_,

2.2 2.2 2
o, < (144 ||Ruio+¢(1+9; IRIZ) =1 ) oGl 622

Il reste alors a calculer la norme H,, de R. Celle-ci est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soient wy € Ry,, w1 € Ry, wog #wy, 0 << 1et:

o (a) 2 (e) o
(w—l) +2¢ (2 )+1

0= (7“2 + 1)2 —4r? (252 — 1)2.

Alors, la norme H,, de R est donnée par :

Soient r := “L et :
wo

( .
1 si

r? si

I—7r2+
R
21+
. r2—14+/6
\ 1—1r24++0

e
=
VoA

Mmoo
(AVAR Y]

<

(5.23)

Iy
A

NS
.
A
\_}—‘

si §<—,7“>1

Démonstration. Soit w € R. Rappelons que la norme H,, de R est définie par :

||R||o = sup [R(iw)].
weR
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5.2 Probléme de commande robuste et décomposition additive

Soient () := s €ERetr:= Z—; Alors, en appliquant ces changements de variable a R(iw),

nous obtenons :
_ 1—r202+26r Qi

R(i Q) :=
(i) 1—-024260Q0
Le changement de variable w +— € est usuellement appelé normalisation en fréquence.
Lorsque nous effectuons un tel changement de variable, la norme H,, reste inchangée de
par la bijectivité de w — €). Nous préférerons alors travailler avec les variables réduites €2 et
r, afin de réduire le nombre de paramétres de 3 a 2. De plus, notons que :

B 1 —7202)2 1 427202 B
‘R(ZQM:\/( (1T_Q2§2::__4§2;2 = |R(—-i192)].

Ainsi, nous avons :

[1Blloo = max [ R(i )] = max | R(i 2)].

Dans la suite, nous considérerons alors {2 € R, . Cherchons les pulsations 2 ot |R(i €2)| admet
un extremum. Notons :

P:=Qr*2& -1+ (1 +1)Q*+2& - 1).
L’expression de la dérivée de |R(i€2)| en © donne :

I|R(iQ)|? _ 4(r—1)(r+1)P(Q,r¢)
o0 ’ ((1_9)24_45292)2

Maintenant, £ étant supposé strictement positif, le dénominateur de 9| R(i 2)|2/0 Q ne peut
s’annuler et est strictement positif. Par hypothése r = £ > 1 (voir (]%@ ) donc |R(i 2)|? est
extrémal si et seulement si P s’annule. P est définit par le produit de 2 et d’un polynoéme
de degré 2 en Q2 dont les racines peuvent s’exprimer par radicaux (voir Annexe @ Soit
e € {—1,1} et notons :

§(r,&) = (r +1)2 —4r2 (262 — 1)

Notons que § représente le discriminant de P/ en Q2. En calculant les extremums de
d(r, &) et en utilisant les hypothéses faites sur les paramétres (voir (5.18))), nous obtenons les

inégalités suivantes :
r>1,
o(r, &) > 0.

=P+ +e/o(rn8)
QE'_\/ 272 (262 —1) '

Notons alors :

Alors les racines de P sont :
Eq ={Q|P(Q2)=0}={0,0Q_1, O, —Q_1, - }.

Les racines de P définissent les fréquences Q ou |R(i Q)| admet un extremum. Il reste a
déterminer quel Q € FEg permet de retrouver le maximum de |R(i))]. L’expression de
ce maximum peut changer lorsque les paramétres varient. Par conséquent, considérons le
discriminant de P en € :

Ag:=4r (26 —1)6(r, &)

185



CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

Lorsque Agq = 0, I'expression par radicaux de la pulsation correspondant au maximum de
|R(i Q)| peut changer. Voir I’Annexe [D] Par conséquent, nous avons I’équivalence suivante :

Ag=0 & 28-1=0 & §=§C::§.

Disposant de ces limites, nous pouvons séparer I'espace des paramétres en cellules dans
lesquelles le nombre de racines réelles de P est constant, comme le montre la Figure
L’espace des paramétres (§,7), limité pour £ €]0,1] et r > 0, r # 1, est divisé en deux
cellules, une rouge et une bleue, délimitées par la droite & = &, seule variété sur laquelle le
discriminant s’annule.

] 02 04 0.6 6 08 1
& ¢

FIGURE 5.4 — Décomposition en cellules de I'espace des paramétres {&, r}

En prenant un point particulier dans chaque cellule et en évaluant les formes closes ()., on
montre que :

— Si € > & (cellule rouge), alors 0 est la seule racine réelle de P.

— Si € < & (cellule bleue), alors P a 5 racines réelles et 3 > Q 1 >0> —0Q_; > —Qy.
Nous remarquons aussi que :

lim [R(iQ) =1,

. . )
QETOO|R(ZQ)| =r-

(5.24)

Suivants ces deux cas distincts, nous déduisons alors les résultats suivants sur HR”OO

e Cas 1: ¢ > ¢, (cellule rouge).

|R(i Q)| admet un unique extremum en = 0. Ainsi, |R(i Q)| est monotone sur [0, +-o00].
Par conséquent, en utilisant ([5.24)), nous avons :

1 si r<l,

w2z A=

T sior>1.
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5.2 Probléme de commande robuste et décomposition additive

e Cas 2 : £ <& (cellule bleue).

En calculant un développement limité de |R|* en 0, nous obtenons
IREQ)| =1+ (2 —1)(r —1)(r+1)Q*+0(Q4),

avec 262 —1 < 0 et r+ 1> 0. Nous pouvons alors montrer que |R(i{2)| est décroissante au
voisinage de 0 sir > 1, et est croissante dans le cas contraire. En identifiant la valeur a I'infini
de |R(i Q)] suivant les valeurs de r, on identifie la pulsation du maximum de |R(i )|, c’est-
a-dire la pulsation & la résonance €2,. On en déduit ainsi la norme H., de R. Les variations
de | R| sont résumées dans la Figure , ainsi que la valeur de la norme H., de R suivant les

valeurs de r.

ﬂo =0 9_1 ﬂl
=|R@Q)|>1

TN

IR(Q_I <1 2 >

1
IR IRl = IR(Q-1)I>1 r’<1
1

IRI
sir>1

sir<1 \ /

IRQ)I <1

FIGURE 5.5 — Variations de |R(i Q)| pour & < v/2/2

Le remplacement des expressions symboliques des €. dans |R(i Q)] (et leur simplification
via un logiciel de calcul symbolique) permet de conclure la preuve.

Pour se rendre mieux compte de la forme de R dans ces deux cas, dans la Figure
nous avons tracé son diagramme de Bode dans chacun des cas.

Magnitude [dB]
o

_0‘5,
I I T I I I I
0.04 0.06 0.1 0.2 04 06081 2 4 6 810 20
Freq [rad/s]

FIGURE 5.6 — |R(i Q)| - Rouge : £ = 0.1, r = 1.01 - Bleue : £ = 0.1, 7 = 0.99
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

Exemple 5.1. Nous utilisons les valeurs numériques suivantes :
wo=1, w =103, ¢=1.0810"2%

En évaluant le résultat symbolique obtenu en (j5.23)), nous obtenons ||RHOo ~ 3.1558. Une

vérification de ce calcul sous MATLAB a l'aide de la commande hinfnorm donne HR”Oo =
3.1546. On peut aussi tracer le diagramme de Bode de R et vérifier a nouveau ce calcul (voir

Figure .

3.5
3r System: P -
Peak gain (abs): 3.15
At frequency (rad/s): 1.03
w25 =
o
&
o 21 7
©
2
€15 _
o
©
= 4 =
i
0.5 i N
‘ i
0 - Ll . . . . L
T T
System: P
L Frequency (rad/s): 1.02 i
90 Phase (deg): 108
=)
i}
2
[}
@
345 b
D- J L
0 I

107 10° 10"
Frequency (rad/s)

FIGURE 5.7 — Diagramme de Bode de R et sa norme H,

. . w 2 )
Corollaire 5.1. Soient r := —, £, ::\/T—et(S:: (r24+1)> —4r2(2€2 = 1) . Le carré de la
Wo
norme H,, de D est donnée par :
( 2.2 2.2\ 2
1+92T +\/<1+927) 1 s E>6,r<],
2.2 4 22,4\ 2
1+g7'27"+\/(1+g7'27") 1 s E>6, >,
2
||D||oo: G222 1—r24+/6 g2 7272 1—r24++/68 2
1+ + 1+ -1 si &£<é, r<l,
2 r2—1++6 2 r2 =144
2
2.2 9 2 2.2, 2
1+ 27T L+ V3 EIN Y iy VoY <& r>1
2 1—r24+06 2 1—r24+35
\

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence directe du Théoréme [5.3] du Lemme [5.1
et de la Proposition [5.2] ]

Nous obtenons alors un encadrement de ||II(K G)Hoo :

TL(Ko, Go) |
D113,

= < |[I(K, G|, < |IDI ||[T(Ko, Go)|

oo’
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5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide d’une pondération Loop-Shaping

Disposant d’une forme close de 7o, tel que
HH(KO,GO)HOO < Voope s

nous obtenons alors une formule explicite d’'une borne supérieure de ||H(K , G)HOO d’un sys-
téme d’ordre 4 avec retard, c’est-a-dire :

[T(K, G| < 1D Yoo
Exemple 5.2. Nous utilisons les valeurs numériques suivantes :
go=6.6510"%, 7=121, wy=1, w =103, ¢=1.0810"2%
Nous obtenons :

0.976 || TI(Ko, Go)|| , < ||TI(K, G)]| , < 1.025 ||TI(Ko, Go)|| _ -
La borne obtenue sur [|[II(K, G)||~ reste proche de ||TI( Ko, Gp)||s- Ceci est dit au faible gain
go- Ainsi, la robustesse de I'asservissement du systéme G bouclé par K est identique a celle

du systéme Gq bouclé par K.

Par ailleurs pour un tel systéme, en utilisant les formules explicites de 7, de systemes
d’ordre 1 & 4 obtenues dans la Section [4.1.1] nous obtenons :

| TL(Ko, Go) || ~ 1.42.
Encore, HH(KO, GO)Hoo est trés faible a cause du gain faible gg. Nous obtenons alors :
|TI(K, G|, < 1.46.

Cette borne sur HH(K ,G) HOO montre que le systéme en boucle fermée obtenu est trés robuste
voir trop robuste, en d’autres termes posséde de trés grandes marges de stabilité. Ceci est
di au fait que gg est trés faible. En pratique, une telle borne ne permettrait pas d’obtenir un
asservissement de G suffisamment performant car trop robuste. Il faut pour cela combiner
cette approche avec la méthode de Loop-Shaping.

La section suivante aborde la problématique de Loop-Shaping dans le contexte des sys-
téemes a retard décomposés additivement.

5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide
d’une pondération Loop-Shaping

Dans cette section, nous proposons de combiner 'inversion de pondération développée
dans la Section avec les autres résultats de ce chapitre sur les systéemes a retard et la
décomposition additive. L’objectif est d’obtenir de meilleures performances en boucle fermée
par réglage d’une pondération scalaire.

Comme nous allons proposer de régler une pondération Loop-Shaping, nous allons bien
définir nos systémes et distinguer le systéme réel et le systéme fictif. Nous verrons ensuite
comment exploiter les connaissances que I'on a sur le systéme afin de régler cette pondération
de maniére a obtenir un systéme bouclé avec retard conservant des propriétés de robustesse
lorsqu’un des paramétres varie.
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

5.3.1 Systéme réel et hypothéses

Nous proposons de travailler a nouveau sur le systéme a retard Ga4,. Nous 'appelons
systeme réel et nous le notons par P. Nous rappelons ici sa forme

P :=PFye "%,
ou :
82 S
w—(2)+2§w—0+1 1

Py = .
’ L4262 +1) Tstl

p
s

Nous supposons que les parameétres suivants sont fixés :
wo:=1, T:=1/1.14, 7:=121, ¢:=1.0810"% p:=6.6510". (5.25)

Nous supposons aussi que la fréquence modale naturelle w; peut varier trés lentement suivant
les paramétres et est considérée comme un paramétre non fixé. De plus, nous supposons que
wy satisfait I'inégalité suivante :

wy > 1.

La Figure [5.8] représente le diagramme de Bode de P lorsque la fréquence w; prend des
valeurs dans I’ensemble suivant :

o . | 1.1,1.53,2.00,2.47,2.94,3.41,3.88,4.35,4.82,5.29, - --
T ... ,5.76,6.24,6.71,7.18,7.65,8.12;: 8.59,9.06,9.53,10 [

Physical system P
— ;

-50 -

Magnitude (dB)

-158 —— S ——— —— N
il ‘4%%\ |

-2880 u

-4320 |~ .

Phase (deg)

-6760 N

7200 , S R , , .
10 107 10° 10" 107
Frequency (rad/s)

FIGURE 5.8 — Diagramme de Bode du systéme P pour w; € €2,
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5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide d’une pondération Loop-Shaping

5.3.2 Systéme fictif et données préliminaires

Comme dans le cadre du Loop-Shaping étudié dans ce mémoire, au systéme réel P, nous
associons le systéme fictif G défini par :

G:=wP.
Nous définissons le gain statique de G par :

TS

Comme G = w Fye™"°, nous définissons aussi

Go :=w Py,

et nous avons alors :

G :=Gye 77,
Voir Figure pour une vision globale des transformations.

Remarque 5.5. Avec ces notations, G (respectivement G) est obtenu en substituant p par
g dans P (respectivement Fjp).

Notons par # les paramétres non fixés du systéme fictif :

0 :=(g,wr).

Comme G est un systéme SISO d’ordre 4, nous pouvons trouver un correcteur K stabilisant
G dépendant explicitement des paramétres 6 (voir Section 4.1.2)). De plus, nous pouvons
aussi obtenir une borne supérieure 7o, (¢) sur ||II(Ky, Go)||~ telle que :

Yoop: (0) = min {50 | ||T(Ko(0), Go)lloo < 70} -

Cette borne dépend explicitement de . Nous avons tracé celle-ci dans la Figure Par
conséquent, les marges de stabilité m¢ et me de Ko Gy assurées par 7, (6) sont elles aussi
connues explicitement (voir (2.10) pour un rappel sur la définition de ces derniéres).

D’aprés le Théoréme [5.1, si K stabilise G, alors K := H—ﬁ stabilise le systéme fictif G,
ce qui implique que le correcteur C' = w K stabilise P (voir Section et Figure |5.14]).

Nous cherchons maintenant une méthode pour régler la pondération w afin que le critére

Yopt (8) : —rlg(gl{v\l\ﬂ( (0), G)|loo <}

atteigne une valeur désirée 7. Le probléme majeur est que nous n’avons aucune expression
explicite de ~,pi(f), ni d'une borne exploitable sur celui-ci. En effet, pour w = 564.7 et

wy = 2, la borne ((5.22]) donne :
|ITL(E, G0 < 538 [[TL(Ko, Go)l[oo-

Bien que le diagramme de la boucle ouverte (voir Figure [5.10) confirme que les marges de
stabilité obtenues pour le systéme a retard P C' soient acceptables, la borne (5.22)) ne nous
permet pas de confirmer ces marges de stabilité car celle-ci est bien trop large. En d’autres
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

FIGURE 5.9 — Tracé de ,,,(0)

termes, nous avons un moyen de concevoir un correcteur dépendant explicitement des para-
metres du systéeme et stabilisant le systéme avec retard mais nous ne savons pas si celui-ci
conserve certaines propriétés de robustesse, héritées du systéme bouclé sans retard, lorsque
les paramétres varient.

La sous-section suivante permet d’observer que, lorsque 'on régle une pondération w
de telle sorte que 7, (¢) reste proche d’une valeur souhaitée, alors le systéme avec retard
conserve des propriétés de robustesse. De plus, la valeur de 7o, (f) constitue un excellent
moyen de réglage afin de régler la robustesse du systéme bouclé avec retard. Ce résultat a été
observé par des essais empiriques dont la justification reste & prouver. Cette méthode reste
donc a développer théoriquement. Exposons-en le principe en détail et les caractéristiques
observées.

5.3.3 Une procédure de conception de correcteur Loop-Shaping adap-
tatif stabilisant le G

Dans un premier temps, supposons w; fixé a la valeur suivante
wy = 2,

les autres paramétres physiques étant eux toujours fixés aux valeurs données par .
La pondération w est toujours non fixée. En utilisant un diagramme de Black-Nichols de la
boucle ouverte du systéme avec retard P C, nous réglons par essai-erreur la pondération w de
telle sorte que les marges de stabilité M et My de la boucle ouverte P C' soient suffisamment
grandes. La valeur obtenue pour un tel w est

w=w = 82.82,
ce qui donne les marges de stabilité suivantes :

Mg(P,C) = 10.3dB,
My(P,C) = 66.7°.

Ces marges sont visibles sur la Figure
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5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide d’une pondération Loop-Shaping

) L &
=3 = S
I I I

Open-Loop Gain (dB)

S
o
T

-30

35 |-

40 \ L i i | -40 dB
-1440 -1260 -1080 -900 -720 -540 -360 -180 0
Open-Loop Phase (deg)

FIGURE 5.10 — Tracé du diagramme de Black-Nichols de P C pour w = 82.82 et w; = 2

Pour cette valeur de pondération w, la valeur correspondante de 45" est 1.7, et nous avons :
ITL(Ko, Go)l|o < 1.7.

Supposons maintenant que w; est non fixé a une valeur numérique mais vérifie la condition
wi > 1. Soit 4y une valeur de vy, choisie. La remarque précédente a suggéré que

Yo = 177

permettait d’atteindre des bonnes marges de stabilité pour la boucle ouverte du systéme
avec P C. Nous conjecturons que, si I'on maintient 7o, proche de +y lorsque les parameétres
varient, alors les marges de stabilité de P C' varient faiblement. Dans un premier temps,
nous cherchons donc a régler w de telle sorte que vy,,, reste proche de ¥ pour tout w; > 1.
Ce travail a déja été fait dans la Section 4.3| pour d’autres systémes. Concrétement, en
intersectant la surface représentée en Figure par le plan 7y, = 7, nous obtenons la
courbe bleue de la Figure .11} C’est cette méme courbe que nous cherchons a suivre pour
tout w;. Obtenir une expression explicite de la forme g = ¢, (w1) permettant d’obtenir la
courbe bleue n’est pas possible dans ce cas (le polynome L défini en (4.25)) est de degré 68
en g). Nous cherchons alors & approximer localement cette courbe par une fonction de la
forme :

g =g(w).
L’approximation suivante, obtenue a partir de développements en série de Taylor pour le

polynéme L(A, wil, g) (défini en 1} particularisé en A = 7,2 — 1, permet d’approximer
cette courbe autour du point (wy, g) = (W, wp) = (2,0.5647) :

0.9320 n 1.5150  0.6320

w1 w? w3

g(wy) :=0.7170 —
La courbe g = g(w;) est représentée en rouge dans la Figure [5.11]

193



CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

Nous pouvons vérifier que le choix de g = g(w;) permet d’obtenir (g, w:) proche de
o autour du point de fonctionnement choisi. Il suffit pour cela d’évaluer la fonction expli-
cite Yo,,,(g(w1),wr) fonction uniquement de la variable w; (Figure . En particulier v,
vaut exactement 7y au point w; = w; choisi et reste proche de la valeur choisie lorsque 1'on
s’éloigne de ce point. Plus I'approximation gy, (w:) est fine, plus 7o, reste proche de la valeur
souhaitée.

En choisissant v > v, (g(w1),w:), nous construisons alors un correcteur Hy, adaptatif
Ko(s,w;) stabilisant Gy(s,w;), dépendant explicitement du paramétre w; non fixé et qui
assure que 7, reste proche de ¥y autour de w; = @;. En utilisant le Théoreme [5.1} le

correcteur suivant
K, (5, w1 )

14+ Ko(s,wi) A(s,wn)

stabilise G(s,w;). En choisissant la pondération

K(s,w) =

w=w(w) =

Y

Q )

nous en déduisons alors un correcteur

C(s,wr) = w(wy) K(s,w;) = 1 +@[((;d(15)7§?)(2°(";>w1)

stabilisant P(s,w;). Les valeurs prises par la pondération scalaire w(w;) sont tracées dans la
Figure .13

1.0
0.9
0.8 4

gv

0.6

0.5

04— : : : : : : : : : : : : : : : : :

FIGURE 5.11 — Bleue : v, (g,w1) = 1.7 — Rouge : g = g(w)
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5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide d’une pondération Loop-Shaping

171 T T

FIGURE 5.12 — Graphe de v, (g(w1),w1)

FIGURE 5.13 — Graphe de @w(w;)

La procédure de conception de correcteur par Loop-Shaping est résumée par le schéma
de la Figure [5.14] Sur ce schéma, le tracé en trait plein correspond a la procédure décrite
ci-dessus tandis que le trait discontinu représente une procédure duale permettant d’arriver
au méme résultat. Récapitulons les étapes de cette méthode en s’appuyant du schéma de la

Figure :
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CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

. P est le systéme réel avec retard a asservir. De ce systéme, nous définissons un systéme
fictif G a I’aide d’une pondération w.

. Nous décomposons le systéme fictif avec retard G en une partie sans retard G et une
partie stable A contenant le retard distribué.

. Le systéme sans retard G étant d’ordre 4, nous disposons alors d’une expression ex-
plicite de 7o,,, en fonction des parametres du modele. Choisissant v > 7o,,,, nous en
déduisons un correcteur K stabilisant Gy. A l'aide d’une étude préalable de la courbe
Yoope = Yo, DOUS choisissons w permettant de conserver vy, , proche de 7, autour d’un
point de fonctionnement choisi. 7, constitue un moyen de réglage, réglé via w,
permettant de controler la robustesse du systéme bouclé avec retard.

. En appliquant le Théoréme [5.1, nous en déduisons un correcteur K stabilisant le sys-
téme fictif avec retard G.

. En basculant la pondération dans le correcteur, nous déduisons alors un correcteur C'
stabilisant le systéme réel avec retard P.

A4
—_

>(X)< Go
v
H_, Loopshaping

A(G) with
Yo! (§(w), wy)

1 KO

/
N

1+ K, AG)

!

A(G)

FIGURE 5.14 — Procédure de Loop-Shaping pour un systéme a retard

196



5.3 Réglage d’un correcteur robuste sous-optimal a I’aide d’une pondération Loop-Shaping

La Figure représente le diagramme de Bode du correcteur C(s,w;) obtenu pour
différentes valeurs de w;. En vert, nous avons représenté le correcteur nominal, c¢’est-a-dire
celui obtenu pour w; = w;. Nous remarquons que C' le plus faible gain a la fréquence du
mode et que cette baisse de gain s’adapte suivant la fréquence du mode. C’est ce que 'on
appelle un réjecteur. Un gros avantage du correcteur explicite C' obtenu est que celui-ci
s’adapte automatiquement aux variations du systéme sans avoir besoin d’étre recalculé par
un algorithme d’optimisation.

5.3.4 Caractéristiques de ’asservissement obtenu

Le diagramme de Bode de la boucle ouverte obtenue est donné en Figure [5.16| et son
diagramme de Black-Nichols en Figure |5.17]

Commengons par commenter la Figure [5.16] Nous remarquons que la bande-passante est
grande pour w; trés proche de wy et qu’elle reste trés proche de 0.3 lorsque w; s’écarte de
cette valeur.

Regardons maintenant la Figure [5.17] Cette figure est la plus intéressante de notre point
de vue. Sur celle-ci, nous pouvons observer que les marges de stabilité de la boucle ouverte
sont conservées lorsque w; varie. Plus spécifiquement, pour les points choisis pour le tracé
tels que 1.1 < wy < 10, nous avons :

Mg(C, P) > 9dB,
My (C, P) > 70°.

Ceci est trés intéressant du point de vue pratique. En effet, pour cet exemple, nous avons
considéré de tres larges variations paramétriques et la stabilité du systéme bouclé semblent
ne pas changer lorsque 1’on fait varier wy.

A titre de comparaison, considérons le correcteur nominal obtenu pour w; = w; = 2 (voir
la courbe verte de la Figure . En faisant varier les paramétres de P mais sans changer de
correcteur, c’est-a-dire en gardant le correcteur nominal, tragons les variations de la boucle
ouverte C' P sur un diagramme de Black-Nichols dans la Figure [5.18} Nous remarquons que
le systéme bouclé devient trés vite instable du fait des variations de w; ! C’est cette approche
qui est employée en pratique au sens ou l'ingénieur congoit un correcteur pour un systéme
nominal en faisant en sorte que celui-ci stabilise une boule de modéles particuliére. Il doit
cependant réitérer la conception de son correcteur a chaque fois que la boule de modéles a
stabiliser change, et/ou alors considérer une grosse boule de modéles. Cette derniére option
a le désavantage d’obtenir un correcteur trés robuste et donc peu performant. De plus, le
calcul d’'un nouveau correcteur a chaque changement de la boule de modéle est un processus
itératif long. C’est cet aspect pratique qui a, en partie, motivé cette theése.

Nous proposons maintenant de discuter des caractéristiques de la boucle fermée obtenue.
Pour cela, nous revenons aux notions expliquées dans la Section détaillant le role de cha-
cune des fonctions de sensibilité S := 5 +}3 5, PSS, CSetT:=PCS. Celles-ci sont tracées
dans les Figures [5.19H5.22] De plus, nous avons tracé les réponses a des échelons de P .S et T
en Figure [5.23] et Figure respectivement. Nous remarquons plusieurs faits importants.

Premiérement, nous avons 20 log(||7'||) < 0dB pour tout w; € €, ce qui assure une bonne

197



CHAPITRE 5 : Extension de la commande H,, paramétrique aux systémes a retard

robustesse a des incertitudes de modéle caractérisées par des erreurs multiplicatives (voir
Section [2.2). Ensuite, nous avons 20log(||S||-) < 6 dB pour tout w; € €, ce qui assure un
bon suivi de consigne. Nous remarquons aussi de grands gains dans P S dus au fait que la
structure mécanique comporte des modes résonnants. Ceux-ci ne peuvent étre atténués par
le correcteur C' sans détériorer la fonction S. La commande H,, réalise donc un compromis
“automatique”. Alors, nous constatons nécessairement des oscillations dans la réponse de
P S a un échelon (Figure . En pratique, nous ajoutons des effets intégrateurs en basse
fréquence dans C' afin de faire tendre ces réponses vers zéro (rejet de perturbation). Ceci n’a
pas été fait ici.

Il faut cependant “raisonner” I’approche que nous défendons ici. Lorsque nous tragons
les Figures [5.16| et Figures [5.17] nous supposons que le systéme est parfaitement connu,
c’est-a-dire que nous connaissons parfaitement w; pour ensuite 'utiliser pour calculer le
correcteur C'. En pratique, ceci n’est jamais le cas, et cela justifie 'approche de la stabilisation
de boules de modéle par critére H,,. En effet, dans cette approche classique, il suffit de
considérer un modéle nominal et de concevoir un unique correcteur de ce systéme nominal.
Il n’y a alors qu’a estimer d’éventuelles erreurs de modéle. Dans le cas que nous défendons
ici, nous choisissons d’étre plus proches de notre systéme afin d’adapter le correcteur a
celui-ci. En pratique, il faut combiner nos méthodes avec une identification des paramétres
du systéme afin de pouvoir estimer w; et recalculer C' automatiquement. Il existe pour
cela une vaste littérature que nous avons commencé a étudier mais qui demanderait un
travail plus approfondi pour établir un état de ’art pour notre probléme. Par manque de
temps, cet aspect n’a pas pu étre approfondi dans cette thése. Citons par exemple [LZ05]
ou [GWYO08| donnant plusieurs méthodes en boucle ouverte ou boucle fermée. Cependant, a
notre connaissance, il n’existe aucune méthode a I’heure actuelle pour estimer les paramétres
d’un systéme a retard, comportant des intégrateurs, en boucle fermée.
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FIGURE 5.15 — Correcteur C(s,w;) obtenu pour différentes valeurs de w;
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FIGURE 5.16 — Diagramme de Bode de la boucle ouverte C(w;) P(w;) obtenu pour wy € €,
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aux systémes a retard
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FIGURE 5.17 — Diagramme de Black-Nichols de C(w;) P(w) obtenu pour wy € €2,
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FIGURE 5.18 — Diagramme de Black-Nichols de C'(w;) P(w;) obtenu pour différentes valeurs
de wy lorsque C est fixé au correcteur nominal. Bleu : w; = 1.1 (instable) — Violet : w; = 2

(stable) — Rouge : w; = 3 (instable)
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la possibilité d’étendre les méthodes développées
dans le cadre des systémes SISO sans retard a une classe de systémes SISO a retard. Nous
avons montré qu’il était possible de concevoir un correcteur pour ces systémes a retard en
calculant un correcteur d’un systéme sans retard et nous avons exhibé des correcteurs expli-
cites pour ces systémes a retard. Nous avons ensuite proposé un algorithme de conception
de correcteurs H,, par Loop-Shaping pour des systémes a retard (et qui conserve certaines
marges de stabilité). Celui-ci se base sur le réglage d’une pondération scalaire afin de garder
la norme du projecteur II du systéme sans retard constante pour des variations de para-
meétres, cette méme norme constituant un indicateur servant a caractériser la robustesse de
la boucle fermée du systéme avec retard.

Bien que le résultat de cette méthode ne soit pas encore bien compris théoriquement,
nous remarquons que celui-ci permet d’obtenir de trés bons correcteurs adaptatifs pour des
systémes a retard en pratique dans le cadre de nos applications. Il propose une méthode
simple pour régler les paramétres du systéme bouclé.

D’une maniére générale, la décomposition additive permet d’étendre les correcteurs sym-

boliques obtenus dans le cas des systémes linéaires SISO d’ordre inférieur & 4 & des systémes
plus complexes comme certaines classes de systémes a retard.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Résumé des contributions

Dans ce mémoire, nous avons étudié la possibilité de réaliser de maniére effective des cor-
recteurs H., pour des systémes linéaires continus invariants dans le temps, de dimension finie
d’ordre faible, & une entrée et une sortie, & paramétres non fixés, c’est-a-dire de concevoir
des correcteurs robustes dont les coefficients dépendent des parameétres non fixés du systéme
(par exemple, des paramétres de modeéle). Nous nous sommes concentrés sur le probléme de
commande H,, par Loop-Shaping appliqué aux systémes SISO dont la résolution passe par
le calcul des solutions d’'une ERA.

Dans un premier temps, nous avons montré comment paramétrer les solutions d’'une ERA
en fonction d'une des inconnues. Cette derniére inconnue doit vérifier une équation polyno-
miale p = 0 de degré 2" en toute généralité (271 si on fixe by). Lorsque le degré de ce
polynome p est inférieur ou égal & 4, nous avons explicité ses racines exprimées par radi-
caux & partir desquelles nous avons déduit des solutions explicites de 'ERA en fonction des
parameétres du systéme. Dans le cas contraire, une étape numérique est alors nécessaire, c’est-
a-dire une étape de particularisation des parameétres dans certaines zones réguliéres. Nous
avons ensuite vu comment caractériser 'unique solution définie positive d'une telle équation
suivant des racines du polynéme p. Nous en avons alors déduit des formes explicites des
solutions définies positives pour des ERA de taille inférieure ou égale a 4. Ce premier travail
permet déja d’établir une commande Hy pour la classe considérée de systémes a paramétres
inconnus.

Nous avons ensuite exploité ce travail sur les équations de Riccati algébriques afin de
concevoir des correcteurs H,, de systémes d’ordre faible a paramétres inconnus. La encore,
nous avons obtenu des correcteurs dépendant explicitement des parameétres d'un systéeme
si ce dernier est d’ordre inférieur ou égal a 4. Lorsque les polynémes intervenant dans le
probléme de commande robuste ne sont pas solvables entiérement symboliquement, nous
avons proposé une méthode symbolique/numérique certifiée permettant d’exploiter le for-
malisme algébrique du probléme. Ensuite, nous avons exploité cette formulation algébrique
afin de trouver le réglage optimal d’une pondération fréquentielle scalaire lorsque d’autres
parameétres du systéme sont inconnus.

Enfin, nous avons montré comment étendre cette approche a une classe de systémes a

retard. Pour cela, nous avons proposé de décomposer de tels systémes a retard en une somme
d’une partie sans retard (c’est-a-dire de dimension finie) et d’une partie avec retard (conte-
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nant un retard distribué). Disposant d’un correcteur stabilisant la partie sans retard, nous
déduisons alors un correcteur stabilisant le systéme avec retard. Dans le cas de systémes dont
la partie sans retard est d’ordre faible, nous disposons alors de correcteurs sous optimaux
au sens du critere H,, pour ces systémes a retard, correcteurs dépendant explicitement des
paramétres de ces systémes. Enfin, nous proposons une méthode de réglage de robustesse du
systéme avec retard en réglant le critére H,, du systéme sans retard.

De manieére plus générale, cette thése a permis d’établir certaines limites théoriques et
pratiques liées au calcul de correcteurs H,, paramétriques a 1’aide de techniques de calcul
formel. En effet, bien qu’il soit possible théoriquement de trouver une paramétrisation des
solutions de 'ERA de systémes d’ordre grand, il s’avére que ce n’est pas le cas en pratique.
Ceci s’explique par 'explosion exponentielle de la taille des coefficients de la paramétrisa-
tion en fonction du nombre de parameétres. Sur nos machines, nous n’avons pas pu calculer
de telles représentations pour des systémes généraux d’ordre supérieur ou égal a 6. Ceci
constitue une premiére limite pratique. De plus, si nous disposons d’une paramétrisation
des solutions de cette équation suivant un polynéme p, alors les racines de ce polyndéme ne
peuvent s’expliciter sous forme close que si p est de degré inférieur ou égal a 4 (du fait de la
théorie de Galois). Ceci constitue une seconde limite théorique. Cette limitation se retrouve
a la fois lors du calcul de solutions explicites de 'ERA intervenant dans le probléme de
commande, mais également dans le calcul du critére H.

Nous avons alors cherché & contourner ces limites en intégrant une étape numérique dans
le processus. L’utilisation de ces algorithmes symboliques-numériques nécessite le calcul de
paramétrisations pour des systémes évalués en les paramétres. Ce genre de calcul reste rai-
sonnable lorsque n est inférieur a 10. Ceci constitue une nouvelle limite pratique, bien que
celle-ci soit nettement moins restrictive que les précédentes. Aussi, cette étape symbolique-
numeérique apporte une plus-value intéressante par rapport a des méthodes numériques clas-
siques car elle certifie numériquement le résultat en donnant un encadrement certifié de ce
dernier.

Par ailleurs, cette thése a permis une compréhension plus globale du probléme de com-
mande H,, par Loop-Shaping. Les outils du calcul formel sont bien adaptés pour étudier la
dépendance du critére H,, en fonction des parameétres du systéme. C’est ce que nous avons
appelé étudier les sensibilités du critére aux variations paramétriques. Les outils du calcul
formel permettent, par exemple, de tracer des graphiques représentant 1’évolution du critére
suivant les paramétres et ce avec une précision aussi grande que souhaitée (au prix d’un cott
de calcul augmentant suivant la précision).

Enfin, nous avons montré comment utiliser cette formulation algébrique afin de régler
une pondération Loop-Shaping scalaire. Pour cela, nous avons étudié une certaine courbe.
Cette derniére est constituée d’'un nombre fini de branches, dont une seule nous intéresse.
Nous avons proposé une méthode permettant d’identifier cette branche. Ensuite, nous avons
proposé deux méthodes permettant de régler le paramétre de réglage introduit par le Loop-
Shaping afin de rester sur la branche adéquate. La premiére consiste a trouver une expression
explicite exacte de cette branche. La seconde consiste a approcher localement la branche par
un développement de Taylor ou de Puiseux. Le choix de la méthode est imposé par 1'ordre
et le nombre de parameétres du systéme. Cette méthodologie de conception systématique de
pondération optimale est un atout supplémentaire de nos méthodes.
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6.2 Perspectives

Cette thése a permis de proposer de nombreuses idées et de soulever de nombreuses
questions qui n’ont pu étre étudiées par faute de temps.

La question de 'extension de nos méthodes au cas MIMO n’a pas été étudiée dans sa
globalité. En effet, nous nous sommes concentrés sur les systémes SISO sans transfert direct
afin de travailler avec des représentations de systémes simples. Il est établi qu’il existe des
équivalences de nos travaux dans le cas MIMO comme le montre [KYAHO09|. II reste cepen-
dant & établir une paramétrisation des solutions de 'ERA dans le cas MIMO de maniére
systématique. Notons que, dans [BRBT18|, nous calculons la solution définie positive d’une
ERA & paramétres inconnus associée a un systéme MIMO particulier provenant de D'esti-
mation de la position d’'un drone. Ce résultat montre la faisabilité du calcul explicite de la
solution définie positive d’'une ERA pour certains systémes MIMO avec des paramétres de
modéle.

L’utilisation de racines par radicaux pour représenter les solutions est aussi un point a
étudier. En effet, ce genre de représentation n’est pas certifié d’un point de vue numérique.
En revanche, celles-ci sont faciles d’utilisation et rapidement embarquables dans un calcu-
lateur. Une comparaison des temps de calcul d’'un algorithme certifié d’isolation de racines
(par exemple, la méthode des signes de Descartes) et de I’évaluation de nos racines par ra-
dicaux sur calculateur est a réaliser. En environnement de simulation MATLAB, nous avons
remarqué que ’évaluation de nos solutions explicites par radicaux du probléme H., fournis-
sait un résultat plus rapidement que les algorithmes itératifs de MATLAB. Cette rapidité de
calcul est accrue lorsque le nombre de parameétres est faible. Il reste cependant a faire des
comparaisons sérieuses entre les différentes méthodes numériques de calcul de solutions du
probléme H...

L’étude de la résolution de 'ERA pour des systémes sans parameétres & ['aide de 'analyse
par intervalle sera développée dans un travail ultérieur.

Nous avons aussi expliqué comment régler de maniére optimale des pondérations Loop-
Shaping scalaires de type gain. La question du réglage de pondérations plus complexes (com-
portant des dynamiques additionnelles telles que des passe-bas, intégrateurs, réjecteurs, etc.)
reste dans le cas général sans réponse. En effet, plus les pondérations considérées sont d’ordre
élevé, plus l'ordre du systéme fictif augmente et donc plus les systémes polynomiaux sous-
jacents se complexifient. Quelques tests montrérent que I'utilisation de pondérations du type
W =w % introduisaient des minima locaux dans le critére H,, pour des systémes com-
portant une inertie et un mode mécanique. L’étude du réglage optimal de telles pondérations
semble alors étre bien plus difficile que pour des pondérations scalaires. Cependant, elles pré-
sentent un réel intérét pratique dans le cadre des viseurs ot nous souhaitons introduire des
comportements intégrateurs en basse fréquence dans le correcteur afin de rejeter les couples
perturbateurs.

De méme que pour l'ajout de comportements intégrateurs en basse fréquence dans le
correcteur, le probleme d’ajout d’effets filtrants dans le correcteur n’a pas été abordé. En
pratique, ceci est réalisé car le modéle est peu connu en haute fréquence, et qu’il est nécessaire
de concevoir un asservissement robuste a ces incertitudes de modéle.

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié 'utilisation de décompositions additives afin
d’obtenir des correcteurs pour des certaines classes de systéemes a retard. L’utilisation de
décompositions semble étre la clé afin d’augmenter la complexité des modélisations que 1’on
peut considérer par nos méthodes. En effet, a I'aide de telles décompositions, nous scindons

207



CHAPITRE 6 : Conclusion et perspectives

les problémes en plusieurs sous-problémes qu’on est capable de traiter. Il reste & examiner
d’autres types de décomposition, telles que, par exemple, la décomposition multiplicative.

La comparaison de nos techniques a la commande LPV reste aussi a explorer. Quelques
tests sur un exemple pratique montrent que ces deux approches restent similaires, et pré-
sentent toutes deux avantages et inconvénients. La méthode LPV permet de traiter des
systémes d’ordre plus élevé, tandis que notre approche permet de prendre en compte des
variations paramétriques trées larges.

Une grande partie de cette thése est consacrée aux équations de Riccati algébriques. Ces
équations interviennent notamment dans le filtrage invariant. Dans le cadre d’une collabora-
tion avec Safran Tech, nous avons alors cherché a étendre nos méthodes au filtrage invariant
pour application & la navigation inertielle. Ceci a donné lieu a I'article [BRB"18]. Cet article
présente la résolution symbolique d’'une ERA de taille 6 x 6 dont les solutions sont assez
creuses structurellement. Notons aussi que ces mémes ERA interviennent dans d’autres pro-
blémes de I'automatique, comme par exemple le traitement du signal ou la théorie des jeux
différentiels, domaines dans lesquels ce travail de thése pourrait aussi avoir un intérét.

Dans cette thése, nous avons étudié un probléme de commande H., appliqué a des sys-
temes invariants dans le temps. L’adaptation de nos méthodes de commande H., paramé-
triques a la commande adaptative reste possible pour des systémes variant lentement dans le
temps (par rapport aux dynamiques du systéme). Ceci est le cas pour certains systémes déve-
loppés par Safran, ol les paramétres changent suivant la température ou 1'usure du systéme.
Dans le cas de systémes variant rapidement dans le temps, il reste intéressant d’étendre ces
techniques symboliques aux équations de Riccati différentielles. Ceci constitue une nouvelle
perspective de recherche future.

Pour finir, une des perspectives les plus attrayantes de ce travail reste son applicabilité a
la commande adaptative. En effet, les correcteurs obtenus étant facilement implémentables
sur un simple calculateur, la question se pose d’identifier plus précisément le modéle de notre
systéme en temps réel afin de pouvoir adapter le correcteur aux variations paramétriques du
systéme. Sur des exemples, nous avons vu que si 'on disposait d’une identification parfaite
des paramétres du modéle, alors la commande adaptative obtenue était trés performante. Ce-
pendant, pour cela, il est nécessaire de concevoir une stratégie d’identification des paramétres
du modéle continu. Nous pouvons citer, par exemple, [FSR03|, [LZ05] ou [GWYO0S8| qui pro-
posent des méthodes différentes pour étudier ce probléme. L’identification des systémes est
un probléme important, et demande un travail en profondeur. Notamment, il n’existe pas
de méthodes génériques qui permettent de traiter I'identification de systémes généraux. Ces
méthodes différent si le systéme est en boucle ouverte ou fermée, s’il comporte un retard ou
un intégrateur pur, s’il est proche de la non-observabilité, si les signaux sont échantillonnés
a pas variable ou non, etc. De plus, la qualité de I'identification varie en fonction du rapport
signal sur bruit et de la fréquence d’échantillonnage. Tous ces parameétres montrent qu’il est
nécessaire d’acquérir un certain savoir-faire sur ces méthodes avant de pouvoir adapter notre
méthodologie de commande & de la commande adaptative. Notamment, cette thématique
de recherche sur l'identification en ligne de modéles de viseurs fera 'objet d’une prochaine
these portée par Safran et Inria Lille Nord-Europe.
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Annexe A

Systémes linéaires continus invariants
dans le temps

Nous présentons ici quelques rappels sur les systémes linéaires continus de dimension
finie définis par des équations différentielles linéaires & coefficients constants, sur la stabilité,
I’observabilité et la commandabilité.

A.1 Définition d’un systéme linéaire

Définition A.1. Un systéme linéaire continu a temps invariant G (abrégé LTI, pour Linear
Time Invariant) est un opérateur de convolution entre un vecteur d’entrée u(t) € R™ a
support dans Rt (c’est-a-dire u(t) = 0 pour tout ¢t < 0) et un vecteur de sortie y(t) € RP,
c’est-a-dire

G:uw—y=H *u,

ou (h*u)( fo —s) ds. Nous parlerons aussi de transfert entre un vecteur d’entrées
ue R™ et un Vecteur de sorties y € RP.

Soit s : l’opérateur de dérivation, ou variable de Laplace, la transformée de Laplace

étant définie par f fo “Stf(t)dt, on s € C est proprement choisi. Il existe deux
grandes maniéres de representer un systéme linéaire a temps continu.

Définition A.2. Soit un systéme LTI GG de vecteur d’entrées u € R™ et de vecteur de sorties
y € RP. Une représentation d’état de G est une représentation de la forme

(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Dul(t), (A1)

z(to) = o,

ou x € R™ est appelé vecteur d’état, ty € R est instant initial (pris généralement nul), zg
I'état initial du systéme (pris généralement nul).

Définition A.3. Soit un systéme LTI G, de vecteur d’entrées u(t) € R™ et de vecteur de
sorties y(t) € RP. Nous désignons par U(s) (resp. Y (s)) la transformée de Laplace du vecteur
u (resp. y). G peut se modéliser par une matrice de transfert G(s) € R(s)™*? telle que :
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Remarque A.1l. (Systéme invariant dans le temps) La définition d’un systéme LTT se géné-
ralise aux systémes linéaires variants dans le temps (abrégé LTV, pour Linear Time Varying).
Nous ne rentrerons pas ici dans les détails. Notons cependant que, dans ce cas, les matrices
A, B, C' et D d’une représentation d’état d’un systéme G dépendent alors explicitement du
temps.

A.2 Stabilité d’un systéme linéaire

Définition A.4. Soit un systeme LTI G de vecteur d’entrées u € R™ et de vecteur de
sorties y € RP. Nous dirons que G est stable d’entrée bornée et de sortie bornée, abrégé BIBO
stable, si pour vecteur d’entrée borné, c’est-a-dire, u € L>°(R,)™, alors le vecteur de sortie
est borné, c’est-a-dire y € L>(R,)?. Nous dirons alors, par abus de langage, que G est stable.

Remarque A.2. Il existe d’autres notions de stabilité : exponentielle, asymptotique, etc.
Nous choisissons de ne pas les détailler ici. Notons simplement que pour un systéme linéaire
commandable et observable (voir Section , celles-ci sont toutes équivalentes. Pour plus
de détails, voir, par exemple, [Kha96, [CZ12].

Afin de donner une caractérisation d’un systéme linéaire stable, nous rappelons la notion
de matrice stable.

Définition A.5. (matrice stable) Une matrice A € R"*" est dite stable si ses valeurs propres
sont a partie réelle strictement négatives.

Nous avons alors la propriété suivante.

Définition A.6. (systéme stable) Un systéme linéaire invariant dans le temps, de représen-
tation d’état (A, B,C, D) (resp. de fonction de transfert G) est stable si A est stable (resp.
si G a tous ses poles a partie réelle strictement négative).

A.3 Commandabilité et observabilité

La commandabilité se définit comme suit.

Définition A.7 (Chap. 8.1). [CD12] Un systéme (A.1)) est dit commandable si pour tout
vecteur d’état initial z; et tout vecteur d’état final z, il existe une commande u permettant
au vecteur d’état d’atteindre ’état final x a partir de I’état initial z; en un temps fini.

Cette définition étant difficilement exploitable mathématiquement, un critére de com-
mandabilité est le suivant.

Proposition A.1. [Kal63] Un systéme linéaire de représentation d’état (A, B,C, D) est
commandable si et seulement si :

rang( B AB --- A"'B)=n.
D’une maniére générale, I’'observabilité se définit comme suit.

Définition A.8 (Chap. 8.1). [CD12| Un systeéme est dit observable si I'observation de
ses entrées et sorties pendant un intervalle de temps fini [t;, t7] permet de déterminer 1'état
initial du systéme, et donc, par intégration de 1’équation d’état, de connaitre le vecteur z(t)
a tout instant ¢ de l'intervalle [t;, t¢].
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Cette définition étant aussi difficilement exploitable mathématiquement, un critére d’ob-
servabilité est le suivant.

Proposition A.2. [Kal63] Un systéme linéaire de représentation d’état (A, B,C, D) est
observable si et seulement si :

C
CA

rang =n

i
A.4 Stabilisabilité et détectabilité

Les notions de stabilisabilité et de détectabilité sont des conditions moins restrictives
que les notions de commandabilité et d’observabilité. Dans un premier temps, définissons
celles-ci.

Définition A.9. e Supposons que (A.l) ne soit pas commandable. Alors, aprés un chan-
gement de base du vecteur d’état, celui-ci peut étre scindé en faisant apparaitre un état
commandable et un état non commandable :

()= ) (e )+ () o
y(t) = (Co Co) ( - ) L D).

L ZL’(t()) = Xg-.

(A.2)

Le systéme est dit stabilisable si sa partie non commandable est stable, c’est-a-dire si
A, est stable.

e Supposons que ({A.1]) ne soit pas observable. Alors, aprés un changement de base du vecteur
d’état, celui-ci peut étre scindé en faisant apparaitre un état observable et un état non

observable :
| (f;(@) ) - ( e ) (5;(8) ) + ( 5 ) u(t),
0= (o 0) (2 )+ put

L z(to) = zo.

(A.3)

Le systéme (A.3) est dit détectable si sa partie non observable est stable, c’est-a-dire si A,
est stable.

Corollaire A.1. Un systéeme commandable est stabilisable, et un systéme observable est
détectable.

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme A.1. [CDI12, Chap. 8.7|] Le systéme (A.1]) est stabilisable si et seulement s’il
existe une matrice F € R™ " telle que A + B F est stable. Le systéme (A.1)) est détectable
si et seulement s’il existe une matrice K € R™*? telle que A + K C' est stable.
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A.5 Formes compagnes et matrices de passage

Soit un systéme LTI de dimension n € N, SISO, strictement propre, commandable et
observable, noté GG. Nous désignons par (A, B, C) une représentation sous forme compagne
de commande de G de transfert direct nul, c’est-a-dire une représentation d’état de la forme

0 1 0o ... o 0 0
0 0 1 0 0 '
A= : : eR™™ B:=| " |[er™,
0 0 e 0 1 (i
—Qp —ai; —Aaz ... —Ap—2 —Qp_q
C:=(co ¢ ... cu1)€R"™,

et par (A,, B, C,) une représentation sous forme compagne d’observation de G de transfert
direct nul, c’est-a-dire une représentation d’état de la forme :

0 0 ... 0 —Aayg
10 —a @
Ap=1 10 1 . e R™", B, := : e R™,
Cn—2
. 0 —Qp—2 Cn_1
0 ... 0 1 —Qp—1
C,.=(0 0 ... 0 1)eR™.

Par ailleurs, notons que A, = AT, B, = CT, C, = BT. Nous avons alors le théoréme
suivant.

Théoréme A.2. La matrice suivante
P = (gzl e P gzn)’
avec
(2, =CT,
yn—l = (AT + an—1 In) CTa

Py = (A" "+ an s (A" 4t L, ) O,
1= (AT ans (AN 4 L) O

\

est inversible.

Notons 2 son inverse. 2 est une matrice de passage permettant de passer de la forme
compagne d’observation a la forme compagne de commande de GG. De plus, celle-ci posséde
les propriétés suivantes

A=9A4,9 ' =9AT 97!,
B=2B,=2C7,
C=0a, a@_l = BT 9.02_17
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A.5 Formes compagnes et matrices de passage

ou, de maniére équivalente :

A=21 AT P,
B=21C"T, (A.4)
C=BT2.
Démonstration. Soit P := (@1 e Py 3””) € R™™. Remarquons que :
1 ap1 ap—o -+ «a a
C (Anfl +a,_q A2 + 4y ]n) 0 1 ! an_j o az a; C A1
C (A2 a0, A3+t ay ) C A
) 0 0 1 . ; : )
: =1. . . _ . X :
C<A+an71[n) : : . e Ap—1 : CA
C 0 O -0 1 a, %,
-— _ 0 0 | 1 . ,
T T, o,

Le systéme est supposé observable, donc &; est de rang plein (corollaire immédiat de la
Proposition [A.2)). De plus, T, est de rang plein, donc & est inversible.

Soit & € R™" une matrice symétrique inversible vérifiant 1} Notons :

—

F= (P - P D)

Avec I'égalité

C=B"ZT=(0 - 0 1) <f@71 e P gzn)Tzﬁg,

nous obtenons &, := C. De plus, & doit aussi vérifier 2 A = AT &, ce que nous pouvons
réécrire :

(@’1 @;)A:(AT% ATgAZ;).
Décomposons la matrice A de la maniére suivante :
0 1 0 0 0 0
+
4= 1 0 (1) 0 0
0 0 —ao —0n-1
A ’ A

Nous avons alors
et

ce qui ameéne & :

(05 Z)s(wde o )= (5 #T). a9



CHAPITRE A : Systémes linéaires continus invariants dans le temps

Par conséquent, nous avons

(%:CTa

<@n—l = (AT + an—1 In) @n = (AT + an—1 ]n) CT?
%72 = AT ,@n,1 + ap—2 c@n = ((AT)2 + an-1 AT + Ap—2 [n) CT>

é\z/l — ((AT)nfl +a, 1 (AT)n72 4+ ta [n) CT.

\
et donc P = 2, ce qui termine la preuve. ]

Remarque A.3. (A.5) montre que A est solution de I’équation caractéristique suivante :

A+ a, 1A+t ag At agl, = 0.
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Annexe B

Normes Hy et Ho

Cette annexe a pour but de rappeler des notions sur les normes de systémes linéaires
continus et invariants dans le temps utilisés dans ce mémoire. Afin de clarifier le propos,
nous introduisons les notions permettant de définir ces normes.

B.1 Norme euclidienne

Soient n € N et un vecteur v € R™. La norme euclidienne du vecteur v est alors définie
par
[[v]| :== Vol v,

ot v! dénote le transposé de v.

B.2 Normes matricielles

Soit A € R™"™, De la norme euclidienne précédente, on déduit la norme matricielle
suivante :

Av
Al = sup [|Av]|
ozverr ||V]|

B.3 Normes de signaux

Notons R :=]0, +o0o[. On appelle signal toute fonction de Lo(R; ) définie comme I’espace
des fonctions mesurables au sens de Lebesgue et de carré intégrables, c¢’est-a-dire :

[T < oo}

Ls(R,) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par :

Ly(Ry) = { f R, — R" mesurables au sens de Lebesgue

400
Ve € LaR). (@)= [ al)uo)d

En particulier, la norme f € Ly(R,) est définie par :

1£1lz = (/m Hf(t)||2dt> "
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CHAPITRE B : Normes Hy et H

Soit Z(f) la transformée de Laplace de f (voir, par exemple, [BK13, Chap. 2.4.1|). L’identité
de Parseval (voir, par exemple, [BK13, Chap. 12.3.1]) donne :

|um:=§%(/:fmfuwaFd{fm.

Rappelons que 'on appelle valeur singuliere d’une matrice M € R™*P toute racine carrée
d’'une valeur propre de M* M (ou M* = M7 dans le cas d'une matrice M réelle). Notons
alors par oy (M) la valeur singuliére mazimale d’une matrice M. Si s — Z(f)(s) est
analytique bornée dans C, = {s € C|R(s) > 0}, alors on peut définir la norme suivante :

12 (Floc = 5UP Omax (L (f)(5))-

seCy

De plus, nous avons le résultat suivant [ZDG96), Chap. 4] :

12 (Pl = essSup Tmax (L (f) (1 w)).

B.4 Normes de systémes

Soit G un systéme linéaire, continu, invariant dans le temps, de représentation d’état
supposée sans transfert direct (A, B, C') (c’est-a-dire D = 0), et de fonction de transfert :

G(s)=C(sI—A)'B.

B.4.1 Espace Hy(C,) et norme H,

Définition B.1. Nous définissons par Ho(C, ) I'espace de Hilbert formé des fonctions holo-
morphes dans C,, bornées pour la norme :

HmwzﬂlfmﬁwWMGWMMf@

27 J_oo
Par abus de langage, nous parlerons de norme Hs.

Remarque B.1. Dans le cas SISO, la norme Hs; de G représente I’énergie en sortie du
systéme lorsque l'entrée du systéme est une impulsion de type Dirac ou un bruit blanc
vérifiant U(iw) U*(iw) = I (c’est-a-dire de densité spectrale uniforme).

Remarque B.2. Calcul numérique de la norme H,. Supposons que A est stable et D
est nulle (dans un soucis de clarté). Notons que

Z(G(is)) =Ce B,

ce qui permet de déduire :

—+00

+oo
/ BTt CT C A Bdt = 2L G*(iw) Gliw) dw.
0 7r

—00

Notons que @ := f0+°° et A" CT C et 4 dt est 'unique solution de 1’ équation de Lyapunov sui-
vante :

ATQ+QA+CTC=0. (B.1)
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B.4 Normes de systémes

En passant a la trace, nous obtenons alors
1/2
1G]l2 = (Tr (B"@B)) ™
ot ) est solution de (B.1)). Ainsi, résoudre (B.1]), qui peut se faire a I'aide de des techniques

d’algebre linéaire [TVTB14], permet de déduire simplement la norme Hs d’un systéme li-
néaire continu, invariant dans le temps.

B.4.2 Espace H,(C.) et norme H,,

Définition B.2. [Zam81l [ZDG96] Nous définissons par H,(C, ), aussi noté H., dans ce mé-
moire, l’algébre de Hardy formée par les fonctions holomorphes dans
C, :={s € C|Re(s) > 0} bornées pour la norme

Y
1Gllos = SUP (G (G(5)) = €55 $uPpcp(Oman(Gliw)) =  sup  Ili2
seCy U€H2((C+)750 HUH2

Ol Omax (M) dénote la plus grande valeur singuliére d’une matrice M. Par abus de langage,
nous parlerons de norme H..

Remarque B.3. Dans le cas des systémes SISO, la norme H.,, de G représente le gain
maximal de sa réponse fréquentielle G(iw). Cette norme est particuliérement utile pour
caractériser des comportements critiques (c’est-a-dire le pire des comportements possibles).

20log(||Glloo) [ e 2()10g{ Giw)|)

e r

Gain (dB)

Pulsation w (rad/s)

FIGURE B.1 — Norme H,, d’une fonction de transfert G dans le cas SISO

Calcul numérique

Soit v € R. Construisons la matrice Hamiltonienne suivante :
A v 1B BT
H(V) T ( _,yfl CTC —AT :

IDF00, ACAT99| montre que ||G|| < 7 si et seulement si H(7) n’a pas de valeur propre sur
I’axe imaginaire. L’algorithme suivant permet alors d’approximer la norme H., de G :

1. Choisir un intervalle grossier [Ymin, Ymax]-
2. Calculer le spectre de H(7y) pour v = % (Vimin + Ymax)-

3. Si H(v) n’a pas de valeurs propres sur I'axe imaginaire, alors 7 est trop grand. On
peut alors raffiner 'intervalle en revenant a I’étape 1 et avec le nouveau encadrement
[Ymin, 7). Sinon, 7 est trop petit et on peut raffiner I'intervalle en revenant a I’étape 1
et avec 'encadrement [y, Ymax]-
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CHAPITRE B : Normes Hy et H

Calcul symbolique

Dans le cas SISO, pour une fonction de transfert G, calculer sa norme H,, revient a

d|G(iw)l?

calculer les zéros du numérateur de , tout en s’assurant que le dénominateur ne

W
s’annule pas sur ces zéros. Le travail est donc limité au calcul de variations d’une fonction.
Nous avons suivi cette méthode pour calculer la norme H,, d'une fonction de transfert don-
née dans la Proposition [5.2]

Dans le cas MIMO, pour une matrice de transfert G, [KS06| propose une méthode basée
sur le calcul du discriminant en s? de :

D, (s) = det(v* I — G*(s) G(s)).

Pour la notion de discriminant, nous renvoyons a la Section du Chapitre [3} La norme
H,, de G est alors donnée par un des cas suivants :

— une racine de ce discriminant disc(®,(s), s?),

— la valeur singuliére maximale de G en s = 0,

— la valeur singuliére maximale de G en s = i 0.

Pour plus de détails, se référer a [KS06].

Remarque B.4. Les deux méthodes symboliques énoncées ici sont équivalentes dans le cas
des systémes SISO. Ceci peut se comprendre en se rappelant que le calcul d’un discriminant
revient a calculer le lieu d’annulation des zéros communs d’un polynoéme et de sa dérivée.

Inégalités classiques

Pour finir, nous rappelons quelques propriétés classiques de la norme H,, que 'on utilise
dans ce mémoire de these :

L [[Hy Hy||, < |[Hillo [|Holl,  Hi, Hy € RHo.

[Hillo <7,
H, H, [ Hal| o <
2. < = o0 ' Hy,Hy,,Hs, H € RH,
|G &)= = iy momma
|[Hallo < -

Pour plus de détails, voir, par exemple, [ACAT99| ou [Fey13].
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Annexe C

Matrices définies positives

Définition C.1. Soit M € R™" telle que MT = M. Alors, M est dite définie positive si :
VeeR™ x#0, ' Mz>0.
Nous noterons alors M > 0.

Nous rappelons maintenant quelques caractéristiques des matrices définies positives.

Proposition C.1. (Caractérisation des matrices définies positives) [Bha09] Soit M € R"*"
telle que MT = M. Les propositions suivantes sont équivalentes :

- M >0.

— Toutes les valeurs propres de M sont réelles strictement positives.

— La forme bilinéaire symétrique suivante

R*xR* —s R
(z,y) — 2" My

est un produit scalaire sur R".

— Il existe une matrice N € R™*" inversible telle que :

M = NTN.

C.1 Produits de matrices définies positives

Proposition C.2. Soit A, B € R™" des matrices définies positives. Alors les valeurs propres
du produit A B sont réelles strictement positives.

Démonstration. La Proposition montre que si A (resp., B) est une matrice réelle définie
positive, alors il existe une matrice non-singuliére M € R™ " (resp. N) telle que A = MT M
(resp., B = NT N). Par conséquent, nous avons :

AB=M"MNT'N, (AB)' =(N'N)M" M).

Si nous notons L := MT M N7, alors nous avons A B = L N. Comme N est non-singuliére,
nous avons L = (A B) N™!, ce qui permet d’obtenir :

NAB)N'=NL=NM"MN" = (MN""(MNT).
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CHAPITRE C : Matrices définies positives

En notant P := M N7, nous avons alors :
N(AB)N'=PTP.
De plus, en notant que det(M) # 0 et det(NN) # 0, nous avons :
det(P) = det(M NT) = det(M) det(NT) = det(M) det(N) # 0.

Par conséquent, P n’est pas singuliére, donc inversible. Ainsi, A B est similaire & la matrice
définie positive (M NT)T (M NT). En particulier, les valeurs propres de A B sont les mémes
que celles de (M NT)T (M NT), qui sont réelles strictement positives, ce qui conclut la preuve.

O

En particulier, le résultat précédent peut s’appliquer aux matrices X et Y solutions de

X =0et Z=0.
Remarque C.1. Notons que :
(ABYY = N'NM" M +# AB.

Ainsi, A B n’est pas nécessairement symétrique, et donc n’est pas nécessairement définie
) )
positive, bien que A et B le soient. Exhibons un contre exemple. Soient les matrices définies

positives suivantes :
1 0 11 11
=) Gan)-(e)e

() (D))
an=(1 ) (3 1)-(13)rasr

Alors, nous avons :
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Annexe D

Racines par radicaux de polynémes de
degré inférieur ou égal a 4

Dans cette annexe, nous explicitons les racines par radicaux de polynomes de degré in-
férieur ou égal a 4. Aussi, nous identifions celle correspondant a la racine réelle maximale
selon les valeurs des parameétres.

Ces racines par radicaux font intervenir des puissances non entiéres de nombres com-
plexes. Afin de garder une unicité des notations, nous adopterons la notation suivante

reC,neQ, z'/"=exp <% (In(|z|) +1 arg(m))) ,

oil arg(z) est 'argument de z tel que —7 < arg(x) < 7. Dans la littérature, z'/" définie
ci-dessus est appelée racine n®™¢ principale de x. Voir [BC09, p.26] pour plus de détails.
D.1 Polynoémes de degré 2

Soit 1y, 1 € R. Nous considérons le polynéme de degré 2 suivant :

P2 I:X2+V1X+I/0. (Dl)

D.1.1 Racines par radicaux
Soit € € {—1,1}. Les racines de P, s’écrivent :

x(e) :== Ve 41/0. (D.2)

2

D.1.2 Racine réelle maximale

Notons Ay := v? — 41, le discriminant de P, en X. Suivant le signe de Ay, le nombre de
racines réelles de P, change.

Cas Ay > 0 : P, posséde deux racines réelles. Trivialement, la plus grande est :

—uv + /v — 4
5 :

t/'U]fl’la)( T
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CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

Cas Ay =0 : P, posséde une racine réelle double :

Tmax - 9

Cas Ay <0 : P, posséde deux racines complexes et aucune racine réelle.

L’analyse de ces différents cas peut se compléter par une représentation graphique de la
variété discriminante Ay = 0. Dans la Figure le cas Ay < 0 est représenté en rouge, le
cas Ay > 0 en bleu, et le cas critique Ay = 0 en noir.

FIGURE D.1 — Variété discriminante do = 0 de P,

Nous retiendrons simplement le résultat suivant.

Proposition D.1. Si P, admet au moins une racine réelle, alors sa racine réelle maximale

est donnée par :
-+ Vi =4
5 .

xmax .

D.2 Polynémes de degré 3
Soient v; € R pour ¢ = 0, 1,2. Nous considérons le polynome de degré 3 suivant :

Py=X 4+ X2+ 1, X + 1. (D.3)
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D.2 Polynoémes de degré 3

D.2.1 Racines par radicaux

En appliquant le changement de variable X =Y — 15/3 & (D.3)), nous éliminons le terme
en X2 de P; et nous trouvons le polynéme suivant

Qs =Y+ 11 Y + po, (D.4)
ou :
1,
Ml:_g 2+V17
2 4 1 n
= —U5 — — U1 U .
Mo o7 V2 3 112 0

Nous proposons de reprendre la méthode de Lagrange afin d’exprimer les racines par
radicaux de Pj3. Celle-ci permet de réduire la résolution de (93 = 0 a la recherche de ra-
cines d’un polynome de degré 2. Cependant, cette analogie n’est possible sous une condition
particuliére, ce qui nous ameéne a distinguer deux cas.

e Cas i =0.

V3
2
Q3 =YY"+ .

Leur construction est triviale : les racines s’expriment via la racine cubique de pg et les
racines cubiques de (—1), c’est-a-dire (—1), —j et —j2. Ceci est résumé dans la proposition
suivante.

Supposons i1 = 0 et notons j := —% + 1 %2. Nous cherchons alors les racines de :

Proposition D.2. Supposons vy = %sz et notons g := 237 Vs — %1/1 vy + 1. Les racines de
Py = X34+ 15 X? + 11 X + 1, notées x1, 29, T3, s’expriment de la facon suivante :
o = (=) = 2,
2y = 5% (—po)/? — % (D.5)
g = j (—po)'* = %

e Cas uy # 0.

Supposons maintenant 1 # 0. Notons y1, y2, y3 les racines de Q3. A partir des coefficients
de ()3, nous pouvons écrire les sommes de Newton suivantes :

Y1+ y2 +y3 =0,
Y1Y2 + Y2 Ys + Y1 Ys = M1,
Y1 Y2Ys = —Ho-

Notons que j vérifie 1 + j + j2 = 0. Notons alors :

S1 =Y +yai + Y3 J°,
So =Y +Ysj + Y2 j°.

A Taide de ces propriétés, aprés quelques calculs ([Mut80], p. 58), nous trouvons

5182 = —3 1,
; 2 X M1 (D.G)
81+ 85 = —27 puo,
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CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

soit :

{si’ sy = —2Tui, D7)

s34 83 = —27 pp.

En d’autres termes, défini le produit et la somme de deux quantités s; et s5. On peut
donc dire que ces deux quantités sont solutions d’une équation du second degré vérifiant
ces deux propriétés (la somme et le produit des racines se retrouvant directement dans les
coefficients). s3 et s3 sont alors solutions de I’équation suivante :

E.:=7°4+2Tpuy Z — 273 = 0. (D.8)

Notant Az := 27 (4 u3 + 27 ud), les racines de F, s’écrivent alors :

3 —2Tpo+ Az
Sl— 2 5
Sg _ =27 pip — VAS‘

2

Soulignons aussi que si s; est une racine cubique de s?, c’est-a-dire une racine de E., alors

(voir ) :
3

S9 = .
S1

Notons alors as la racine cubique de s} suivante :

<_27M0 + \@,) 1/3
a3 1= .

2

Il ne nous reste alors plus qu’a résoudre le systéme linéaire suivant :

Y1+ y2 +y3 =0,
i+ +ysit = as,

3
o

Yi+ysjt+ye s =—

On obtient alors les trois racines de Q3 = Y2 + 11, Y + g :

(1, 3m)
1_3 3 Qs 37




D.2 Polynoémes de degré 3

Récapitulatif

En regroupant les résultats des deux cas précédents, nous obtenons la proposition sui-

vante.

Proposition D.3. Notons par (x1,xs, z3) les expressions par radicaux des racines de P :=
X3 + 15 X% 4+ 14 X + 14. Notons aussi :

Alors, nous avons :

Si 251 #07

(

\

L,
Wy = —3 vy + 11,
2 ! +
==V — - V1 Vy +
Ho o7 V2 T g 0;

Ag =27 (445 427 pg)
B <—27M0+\/A3>3

Qs . 9
1%
Ty = (_/1’0)1/3 - 527
. . 1%
Sipy =0, Ty = j° (_No)l/3 - éa
. : 1%
z3=j(—p )1/3 52
(1, 3m)
1_3 3 s 37
U R T B R
2 3 3 s J 37
1 3,u1 Uy
r3=—|ag— — — =
P73\ T ) T3

Remarque D.1. Supposons u; = 0. Alors, Az = (27 po)? et :

2 .3

Sipo = o7 V3 — Yvivs + 1y <0, alors az = 3(‘#0)% £ 0 et

3

_ (—27N0 + |27M0|)1/3
3 = .

2

D.9

est bien défini. Nous

remarquons alors que les valeurs des racines données par (D.5]) ou (D.9)) coincident. Dans ce
cas, nous avons alors deux représentations possibles pour les racines de P;, (D.5)) étant plus

“légere” dans ce cas.

Par contre, si pg > 0, alors ag = 0 et n’est plus défini. Dans ce cas, seul (D.5)) est

défini.

La variété pu; = 0 est trés importante en pratique. En effet, a ’approche de cette variété,
les expressions par radicaux tendent vers une forme indéterminée de la forme “zéro di-
visé par zéro”. Cela pourra poser des problémes d’évaluation des racines lorsque la précision

de calcul disponible est limitée.

Par exemple, pour € € R, posons :

1/0—1,

1/2—1,
_ 1.2

VI =3V T¢€



CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

Pour € = 0, les valeurs de parameétres choisies sont exactement sur la variété p; = 0. En choi-
sissant € = 1/100, I’évaluation des expressions avec 12 chiffres apres la virgule donne
des résultats proches des véritables racines (obtenues par une isolation certifiée) a 104 pres,
tandis que I’évaluation de n’est précise qu'a 107! prés. En revanche, pour ¢ = 1/1000,
I’évaluation numérique de n’est précise qu’a 10! prés tandis que est précise a
1073 prés. Pour € = 1/100000, nous constatons que I’évaluation numérique de diverge.
Il est donc difficile d’avoir une bonne précision de calcul en évaluant des expressions par
radicaux a 'approche de cette variété. Il pourra donc étre préférable d’utiliser une technique
d’isolation de racines, voir par exemple [CATG6).

Eval. num. des Eval. num. des Isolation
€ formes closes 1@} formes closes {) numeérique
(cas uy #0) (cas pu; = 0) certifiée

1/100 —1.31630193883 —1.32083202280 | —1.31631186149
1/1000 —1.33300000000 —1.32083202280 | —1.32038047536
1/100000 —00 —1.32083202280 | —1.32038047536

TABLE D.1 — Test

Remarque D.2. [Zwi02] donne une expression des racines de P; faisant intervenir des
fonctions trigonométriques. Pour pq # 0, celles-ci s’écrivent :

V 1 3

3 3 2 125}
Remarque D.3. Lorsque P; posséde une seule racine réelle et si py # 0, [Hol02] montre
que 'on peut exprimer cette racine réelle a I'aide de fonctions hyperboliques :

1 3 3 <0,
—2sgn(fo) 4/ M cosh ( = arccosh | — ol [ 3\ ﬁ, si M 5 )
3 3 21 1 3 4py + 27 pg >0,
—24/ M1 sinh (1 arcsinh (M A/ i)) —
3 3 2/ Vo

D.2.2 Racine réelle maximale

Vo

= (D.10)

i=1,2,3.

T, =
Vo

i > 0.
3’ S1 fy

(D.11)

Avec des radicaux

Soit P := X3 + 15 X% 4+ 11 X 4 1. Notons par x1, T2, T3 les racines de P3 conformément
a la Proposition Notons A son discriminant divisé par (—27) :

Ay, —v2
2
v

27 L

202 — 91

A=A 2T =12 +2"2 ~—
3/7 1/0—|— o7

vy Vy +
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D.2 Polynoémes de degré 3

Les racines de A en 14, qui nous serviront par la suite, s’écrivent :

1% 202 2 v 212 2
51 2232(—724—1/1) +2—7 (V22_3V1)37 62 ::g(__Q‘i_Vl) - 3~ (V22_3V1)3'

Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition D.4. La racine x; est la racine réelle maximale de Pj si et seulement si :

V2€R7 VQER,

-0 2 2
= " ou V€ V—2;oo , ou V€ —oo;y—2 ,
/‘L0§07 3 3

VOGR, VoE]—OO; 51]

La racine z3 est la racine réelle maximale de P; si et seulement si :

vy € R,

=0, 2
= ou v € —oo;2 ,
/’LOZ()? 3

Yy € [51; OO[

Démonstration. Nous cherchons quelle expression par radicaux, parmi celles de la Propo-
sition correspond & la racine réelle maximale du polynéme Pj;. Cette expression est
susceptible de varier suivant les valeurs des paramétres vy, 11 et vy. Si tel est le cas, nous
aimerions savoir pour quelle condition cette expression change.

Nous proposons alors d’identifier le lieu des racines sur lequel deux racines de Ps sont
égales. Ce lieu s’appelle la variété discriminante de P3 (voir Section . Celle-ci, notée
A = 0, sépare 'espace des paramétres en cellules (c’est-a-dire en semi-algébriques de 1’es-
pace des paramétres) dans lesquelles le nombre de racines réelles de P3 est constant (voir
Section . Disposant des frontiéres de ces cellules, une isolation numérique certifiée
des racines en un point donné de chaque cellule permet de dénombrer le nombre de racines
réelles dans ladite cellule. Noter que nous pourrions aussi évaluer les expressions par radi-
caux des racines afin de déterminer le nombre de racines réelles, mais nous pourrions perdre
laspect certifié. Pour plus de détails sur les variétés discriminantes, se référer a [LROT| ou
[Mor08]. Pratiquement, ce genre de calcul peut se faire & 1’aide de Maple et de la commande
CellDecomposition du package RootFinding[Parametric].

Cependant, notons que nous ne voulons pas uniquement déterminer combien de racines
réelles comporte chaque cellule, mais aussi a quelle expression par radicaux correspond la
racine réelle maximale. Nous devons alors prendre en compte le domaine de définition des
expressions par radicaux introduites dans la Proposition [D.3]

Etudier la variété discriminante de P permet de savoir si deux ou plus racines de P; coin-
cident lorsque les parameétres vy, v; et vo changent, le lieu sur lesquelles elles se rencontrent
étant exactement la variété discriminante. Cette propriété est uniquement liée au polynéme
P5 et est indépendante de la représentation par radicaux des racines de P3 que nous avons
mis en avant.
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CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

e Soit ;1 = 0. L’annulation du discriminant de Ps coincide alors exactement avec I’annu-
lation de 9. On distingue alors deux cas : o < 0 et po > 0. L’évaluation des racines (D.5))
dans un point de chaque cas permet de conclure quant a ’expression de la racine maximale.

e Soit 111 # 0. Nous pouvons alors considérer le discriminant générique de Ps, noté A. Une
décomposition de I'espace des paramétres suivant cette variété discriminante, et 1’évaluation
des racines par radicaux en chaque point de chaque cellule permet alors de conclure
quant a I'expression de la racine maximale de Pj.

Noter que lorsque vy = §; ou vy = do, P53 admet une racine multiple car on est alors sur la
variété discriminante. Ainsi, pour ces valeurs de paramétres, il existe plusieurs expressions
par radicaux donnant la racine multiple maximale. Ceci est indiqué dans la Proposition
par des crochets fermants pour les intervalles en 1.

]

Remarque D.4. Noter que la borne v, = 13 /3 est racine du discriminant de Az en 1. Cette
borne correspond exactement au cas particulier ol les expressions ne sont pas définies.

De la Proposition [D.4] on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire D.1. Si les racines de P3 sont toutes réelles, alors I’expression par radicaux de
la solution maximale est x;.

Avec fonctions trigonométriques

Supposons p; # 0. Conformément a la Remarque[D.2], notons par 1, &2, Z3 les expressions
par fonctions trigonométriques des racines de P;. Nous avons alors le résultat suivant.
Proposition D.5. La forme close Z; représente la réelle maximale de P; si et seulement si :

3
2

1%
vy € R, v < 32, vy < 0.

La forme close &5 est la seule racine réelle de P; (d’ot la réelle maximale) si et seulement si :
2

V.
VQER, v > 2, vy € R.

3
La forme close &3 est la seule racine réelle de P3 (d’ot la réelle maximale) si et seulement si :
2

V.
vy € R, v < 32, vy > 01.

Lorsque 3v; — v3 = 0, il y a une seule racine réelle (voir Proposition [D.2)).

Démonstration. Comme pour la Proposition|[D.4] la preuve se base sur le calcul d’une variété
discriminante de Ps. O

Remarque D.5. Lorsque les racines de P3 sont toutes réelles, ’expression par radicaux de
la solution maximale est ;. Les racines de P53 sont toutes réelles si et seulement si :
2

V.
VQER, V1<§2, §2§V0§(51.
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D.3 Polynémes de degré 4

D.3 Polynomes de degré 4
Pour i € {0,1,2,3}, soient v; € R. Considérons le polynéme de degré 4 suivant :

Pri=X"+ 13 X+ X2+ X + 1. (D.13)

D.3.1 Racines par radicaux

Cette section reprend la méthode de Ferrari pour exprimer les racines de P, [Mut80].

En appliquant le changement de variable X =Y — % & Pj, nous éliminons le terme en

4
X3 et nous obtenons le polynoéme suivant

Qu=Y "+ 1 Y2+ 111 Y + po, (D.14)
ou : )
[ig i= —= V3 + 1,
8
1, 1 N
= —UVq — — Vo UV 1%
H1 3 3 5 2 V3 15
3 4+1 , 1 N
= ——VU — Vo Vq — — /1 UV .
| Ho 256 3 T 16 2B T g T

Nous allons maintenant travailler sur (), = 0 pour faire apparaitre des termes au carré.
Premiérement, de ()4 = 0, nous avons :

2 1
<Y2+%> = —ulY—uo+Zu§. (D.15)

On aimerait faire apparaitre un carré parfait dans le membre de droite. On distingue alors
deux cas. Le premier correspond au cas ou ce carré parfait apparait naturellement, c’est-a-
dire y1; = 0. Le polyndéme @4 est alors quadratique en Y?2. Le second correspond & un cas
plus général ou puy # 0.

e Cas u; =0.

Supposons u; = 0. L’équation (D.14)) est un carré parfait en Y. Soient (e1,&5) € {—1,1}2.
On peut alors se ramener aux formules d’une équation quadratique afin d’obtenir le carré

des racines de Q) :
1
y? = 5 (m/u% — 4o — Mz) :

Notons ¢ := (g1, €3). Les racines de Py s’écrivent alors :
)

V2
z(e) == &1y Eon/ 13 — 4 po — pa.

e Cas 1y #0.

Supposons maintenant gy # 0. On peut introduire un parameétre uy € C afin de modifier

la partie de droite de (D.15])
2, M2 2 _ . 1 2 2 2
Y +—2 +ug) =—mY ,u0+4,u2+2u4Y + fig uy + ug, (D.16)
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CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

I’objectif étant d’arriver a une expression de la forme, pour uy # 0 :
2
(Y2+@+u)2: VIGY - —— (D.17)
2 WOy A ‘

En développant le terme de droite de (D.17)), et en égalisant avec le terme de droite de (D.16]),
on trouve que uy doit satisfaire I’équation cubique en U suivante :

1 1
Eu::U3+M2U2+(1,&%—,&0)(]—5#%:0- (D.18)

On peut trouver les solutions de cette équation par radicaux en se servant de la proposi-
tion [D.3l Notons :

4 1 9
Po=—(gHatto),
T T 8’

04 := 27 (4p§ +2743),

(—27Q4 +\/&)
L S S

W=

Une solution de E, est alors donnée par :

1 3p .

§<a4—&—44—u2>, si py # 0,
Uy =

(~a)* = 2, sips=0.

Connaissant une solution u de E,,, on en déduit alors y solution de ()4 car I’on se retrouve
avec des formes quadratiques. En effet, en prenant e € {—1,1}, y est alors solution de

2 1
V24 = tug=e (V2w Y — ,
g THT A ( dat T Hy \/2_u4>

que 'on peut réécrire :

2 1
E =Y’ —eV2u Y + = = 0. D.19
Le discriminant de E,(e1) en Y est donné par
€1/
A = =2 + o + , D.20
y(€1) (U4 H2 L u4) ( )

et, en notant e € {—1, 1}, les solutions de (D.19)) s’écrivent alors :

stlg\/@—l—sQ%\/Ay(sl). (D21)

Pour retrouver les solutions en X, il suffit alors d’appliquer le changement de variable X =

Y — %. On a alors :
2 | Y a—
X = €1 % \/E—F g9 5 Ay<€1) — % (D22)

Remarque D.6. Dans le cas ou u; = 0, 'équation (D.18]) admet nécessairement une racine
nulle (produit des racines égal a 0), ce qui pose des problémes dans (D.17)) (division par
zéro). Ceci justifie la nécessité de distinguer plusieurs cas.

230



D.3 Polynémes de degré 4

Récapitulatif

En unifiant certaines notations et en regroupant I’ensemble des cas précédents, nous

obtenons la proposition suivante.

Proposition D.6. Soit Py := X* 4+ 15 X3 4+ 15 X2 4+ 11 X + 1. Notons :

(

(

M23:—§ 32+V27
1 5 1
ul::§V3—§l/2y3+u1,
3 4 1 5 1
MO::_EV3+EV2V3_ZV1V3+VO7
L,

p43=—<ﬁ,u2+/to)7
%12&(#0—“—%)—#—%,

L 3 36 8

\

01 =27 (4p}+27q3)
1 3
Qy 1= (5 (\/E— 27Q4>) ,

1 3 .
—<Oé4—ﬂ—/i2)a S1 P47é07

uy =4 3 o7
(_Q4>1/3 - %7 s Ps =Y,

g1 = :l:l, Eg = :l:l,

A4 Z:—<U4+M2+81\/’;—17>.
4

Les racines de P, admettent les formes par radicaux suivantes :

2
§<51\/U_4+52\/A4>—%, si g #0,

x(e1,62) =

D.3.2 Racine réelle maximale

V2 [ . .
817 o/ 15 — 4 pio — fiz, st =0.

La section précédente donne des formules explicites pour les racines de P,, polyndéme de
degré 4 en la variable X. Cette sous-section a pour objectif de montrer quelle expression par

radicaux est la racine réelle maximale de P, en

Les racines de Py s’écrivent x(eq1,e9) et sont
discriminant du polynéme @4 défini par (D.14))

2
ﬁ? = _%7

fonction des valeurs des paramétres v;.

définies & la Proposition . Notons Ag le
en la variable Y. Nous avons alors :

(Aq =256 (1 + B 112 + Bu o + o) ,

By = L2 (M23 + 9#?) ;

Notons par r;, i € {1,2, 3}, les racines de A en f. Avec les notations

(

2
q3 1:2—753—
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CHAPITRE D : Racines par radicaux de polynémes de degré inférieur ou égal a 4

la Proposition permet d’exprimer celles-ci comme suit :

( 1 3]93
(
r=(—g:)"" - %, "nT3 (0‘3 "o 52) =
. 1 3 .
T2:j2(—Q3)1/3—%, si pg = 0, T2:§(a332—£—52>, si ps # 0.
_ s P 1 3
\7“3-]( q3) 3 r3_§(]a3_a£)’2_52>
\

—8 3 2
Notons aussi, pour ps < 0, pj := 4/ 27” 2 et pf = —%. De plus, définissons les cellules

suivantes :

(Cyi={p2 <0, < —py, po <1},

Cyi={pp <0, m €[=p7;0[, po€l—o0;m]\{u5}},

Cy:={p2 <0, i €10; 3], po € lug; r2l},

Cy={p2>0, <0, po<r},

Csi={p2 <0, i €]0; ], po€l—00;uglUlra;ml}, (D.23)
Co:={p2 <0, g >py, po<m},

07 = {HQ ZO? M1 >07 Ho STl}a

Cs :={p2 <0, € [—pi; 0},

Cy:={us >0, py>0}.

\

Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition D.7. e Supposons p; = 0. Alors, (1, 1) est la racine réelle maximale de Pj.
e Supposons ji1 # 0 et po # . Alors, nous avons les deux cas suivants :
— x(1,1) est la racine réelle maximale de P si et seulement si :

[L601UCQU03UC4.
— z(1,—1) est la racine réelle maximale de Py si et seulement si :
m e C5 @) Cﬁ U 07.

e Supposons j; # 0 et py = pg. Alors, nous avons les deux cas suivants :
— z(1,—1) est racine réelle maximale de Pj si et seulement si :

n e Cg U Cg.
— x(1,1) est racine maximale de P, dans le cas contraire.

Démonstration. Dans un premier temps, nous donnons les grandes idées de la démonstration.
Le discriminant de P;, augmenté des variétés singulieres o = pg et 1 = 0, décompose 1'es-
pace des paramétres en cellules dans lesquelles le nombre de racines réelles de P, est constant
et dont les racines exprimées par radicaux sont continues. L’identification de I’expression par
radicaux correspondant a la racine réelle maximale se fait en évaluant les expressions par
radicaux en un point témoin de chaque cellule. Insistons sur le fait que py = p et g3 =0
sont des cas particuliers ol les expressions par radicaux changent sur ces variétés. Ils doivent
donc étre traités séparément.
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D.3 Polynémes de degré 4

Pratiquement, cette démonstration est réalisée en utilisant le logiciel Maple et la com-
mande CellDecomposition du package RootFinding[Parametric|. Pour le cas général, nous
utilisons la commande

CellDecomposition ([Py = 0, 1 # 0, p3 + 12 g # 0], [X], [10, 11, p2]),

qui décompose 'espace des parameétres en 22 cellules. L’évaluation d’un point témoin en cha-
cune de ces cellules nous permet alors d’identifier quelle expression par radicaux correspond
a la solution réelle maximale dans la cellule considérée. Nous pouvons ensuite regrouper ces

cellules en un plus petit nombre de cellules C1, - - -, C7 définies en (D.23]).

Pour le cas particulier p3 + 12 19 = 0, nous remplagons iy par g dans Py pour obtenir
le polynéme suivant :

Py(X, po, p1) := Po(X, pa, pa, o = p15)-

L’utilisation de la commande Maple
CellDecomposition ([P = 0, iy # 0], [X], [u1, 2]

permet de décomposer 'espace des parameétres en 6 cellules. Nous regroupons alors ces cel-
lules en fonction de I'expression de la solution réelle maximale, ce qui donne les cellules Cy
et 09.

Pour le cas puy = 0, la démonstration est triviale car I’équation correspondante se raméne
alors a une simple équation quadratique. O

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate de la proposition précédente.
Corollaire D.2. Toutes les racines de Py sont réelles si et seulement si :
M2 € ]_007 0] )
1 € [—p1s ),
to € [r35 72 .

De plus, dans ces intervalles, 'expression par radicaux de la solution réelle maximale est
donnée par x(1,1).
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Annexe E

Complexité algorithmique et binaire
d’'une RUR de &

Le Chapitre [3l montre comment réduire I’étude de I’équation de Riccati algébrique Z = 0
a ’étude d’un systéme d’équations polynomiales &. Ce méme chapitre montre comment
résoudre & a l'aide de méthodes symboliques telles que les bases de Grobner ou les Re-
présentations Univariées Rationnelles (RUR). Ces méthodes symboliques reposent sur des
opérations symboliques. Par conséquent, le cotit de calcul de celles-ci augmente lorsque la
taille des matrices ou la taille des coefficients des matrices A, B, C' augmentent.

Afin d’estimer précisément la difficulté de la résolution de ces systémes, et ainsi pou-
voir identifier les classes de systémes pour lesquelles les algorithmes présentés au Chapitre
peuvent étre appliquées, nous allons étudier la complexité du systéme & . Plus précisément,
nous sommes intéressés pour les bornes sur la taille de la représentation des solutions de la
RUR. De telles bornes ont la particularité d’étre intrinséques dans le sens ou elles ne dé-
pendent que des objets algébriques/géométriques étudiés et non de 1’algorithme utilisé pour
les calculer.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions et notations que nous utiliserons
par la suite.

E.1 Définitions et notations

Définition E.1. Le taille binaire d’'un nombre entier p, noté 7,, est le nombre de bits requis
pour le représenter, c’est-a-dire floor(log,(p)) + 1, ot floor(e) désigne I’arrondi inférieur. Si p
est rationnel, alors son taille binaire est le maximum des taille binaire de son numérateur et
de son dénominateur. Si p est un polynome, alors sa taille binaire est le maximum des taille
binaire de ses coefficients.

Dans la suite, précisons aussi que nous utiliserons la notation O pour I’étude des bornes
asymptotiques supérieures : si f et g sont deux fonctions de la variable réelle x et qu’il existe
des constantes N et C' telles que

Vo> N, |f(z)| < Clg(z),

alors nous dirons que f est dominée par g en +o00 et nous noterons f(x) = O(g(z)).

235



CHAPITRE E : Complexité algorithmique et binaire d’'une RUR de &

Rappelons aussi que le systéme résultant de 'TERA % = 0 d’ordre n est donné par
I’ensemble de n polynémes {Bj bo<k<n—1 €n les n variables by, k=0,...,n—1, ou:
Bii=b+2> (1) bpon b — dop, 1<k <n—1,
o (E.1)
dot =2 ) (1) (@ Qo + Chom Com) + a5 + ¢4, 1<k <n—1,
m=1

Rappelons que nous fixons :

{ak :=0,b,:=0,¢c,:=0, keZ\[0,n],

a, :=1,b,:=1, ¢, :=0.

Afin de calculer des bornes sur la taille des polynémes de la RUR, nous utilisons la
formulation classique donnée dans [VAWANS0, [Ren89] qui exprime ces polyndomes comme
facteurs d’'un polynéme particulier appelé polynéme u-résultant.

E.2 Reésultant multivarié, u-résultant et RUR

Le polynome u-resultant est un cas particulier du résultant multivarié [CLO06, Chap.

3]. Nous rappelons sa définition ci-dessous. Pour cela, considérons fi, ..., f, des polynomes
homogénes en les variables 1, ..., x,, chacun de degré d;, donnés par :
_ (7’) jl jn
fi= E (NI N i
1+t in=d;

De plus, notons par Z[u] 'anneau des polyndémes a coefficients entiers en les coefficients
“g'?,...,jn des f;. Nous notons par P" := P"(C) = C"™'\{0} Uespace projectif de C". Le
résultant multivarié de fi,..., f, se définit alors de la maniére suivante.

Définition E.2. Le résultant de fi, ..., f, est un polynome irréductible de Z[u] qui s’annule
uniquement si {f; = --- = f,, = 0} a une solution non triviale dans P".

Le degré du résultant multivarié posséde la propriété suivante.

Théoréme E.1. [CLO0G, Thm. 3.1] Le résultant de fi, ..., f, est un polynéme homogeéne de
@) ., De plus, le degré total de ce polynome est 3 7, [[,.; di-

degré [];_; d; en le coefficient ujllj
Dans le cas de polynoémes fi, ..., f, a coefficients dans Q, le précédent théoréme peut se

réécrire, par spécialisation, de la maniére suivante.

Théoréme E.2. Soient f1,..., f, des polynémes homogeénes en x4, ..., x,, chacun de degré
d; et & coefficients rationnels de taille binaire 7;. Le résultant de fi,..., f, est un nombre
rationnel de taille binaire O(3_7_, 75 [],; di).

D’un point de vue calculatoire, le polynéme résultant apparait comme un facteur spéci-
fique du déterminant d’une matrice appelée matrice de Macaulay. Pour plus de détails sur la
construction de cette matrice, ainsi que sur le calcul du résultant, voir [Mac02l, VdAWAN50)]
et leurs références.

Comme nous le mentionnons au début de cette annexe, nous pouvons utiliser le résultant

pour calculer une RUR d’un ensemble de zéros de polynémes non-homogeénes fi,..., f, en
les variables x1, ..., z,. Pour cela, nous pouvons suivre les étapes suivantes :
b ) n b
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E.3 Complexité algorithmique et binaire d’'une RUR

— Homogénéiser les polyndémes fq,..., f, en introduisant une variable supplémentaire
Tn+1-
— Ajouter au systéme un nouveau polynoéme de la forme U := ugt +ui x1 + ... + Uy T,
ou t,ug, ..., u, sont les nouvelles indéterminées.
— Calculer le résultant du nouveau systéme par rapport aux variables zq, ..., %, Tpi1.
Le résultant obtenu est alors un polynéme en les variables ¢, ug, u1, . .., u,. Il porte le nom
de polynome u-résultant. En notant ce polynéme par R(t, ug, uq, ..., u,) et en supposant que
a; x1+ ...+ a, z, est une forme linéaire séparante des zéros du systéme {f; = --- = f, = 0},

alors les polyndmes de la RUR, calculés par rapport a cette forme linéaire, sont donnés par :
ft)= Rt 1,aq,...,a,),

g:(t) = g—i(t,l,al,...,an)/gcd(f,%—{), i=1,...,n.

Voir [Ren89| pour une preuve des formules ci-dessus et plus de détails.

E.3 Complexité algorithmique et binaire d’une RUR

En utilisant les formules ci-dessus et les Théorémes et [E.2] nous pouvons esti-
mer la taille du premier polynéme de la RUR d’un systéme de polynomes non-homogeénes

{fi, - fu}-

Théoréme E.3. Soit fi,..., f, un ensemble de polynémes non-homogénes en les variables
r1,...,%,, chacun de degré d; et de coefficients de taille binaire au plus 7;. Soit
a1x1 + ...+ a,x, une forme linéaire séparante des zéros de fi,..., f,, de taille binaire

borné¢ par 7,. Alors, le premier polynome f(¢) de la RUR a un degré en ¢ égal a [[7_, d; et
son taille binaire est en O <(Z?:1 7 [igy di) + (75 TTizy dz)>

Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant la définition de f. En effet, aprés homo-

généisation par la variable x, 1, nous obtenons de nouveaux polynémes Fi, ..., F,, de méme
degré et taille binaire que fi,...,f, auxquels nous ajoutons le polynome
U:=ugt+ux+...+ u,x,. Alors, d’aprés le Théoréme [E.1] le résultant de U, Fy, ..., F),
est un polynome en les variables ¢, uq, ..., u, dont le degré en ces variables est [[I_, d;
et de taille binaire en O(>_7_, 7 [[;; di). En substituant les variables uo, uy, ..., u, par
1,a4,...,a, dans ce polynome, nous obtenons alors un polynéme en ¢ de degré [[;_, d; et de
taille binaire en O((3_7_; 75 [, di) + (75 [[iZ di))- O

Afin d’estimer la taille des autres polynémes de la RUR, nous utilisons le résultat suivant
de Mignotte [Mig89].

Théoréme E.4. Soit f € Z[z| de degré d et de taille binaire 7. Soit g € Z[x] un polynome
divisant f dans Z[z]. Alors, le taille binaire de g est en O(d + 7).

Théoréme E.5. En utilisant les notations du Théoréeme |E.3| chaque polyndéme g; de la RUR
a un degré en ¢t bormé par [[i;di — 1 et de taille binaire en

O e 7 Hz’;ﬁj i) + (75 [[icy di) + (ILiz, ).

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence directe de la définition des g; et du Théo-
reme [E.4] O
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CHAPITRE E : Complexité algorithmique et binaire d’'une RUR de &

Dans le cas ou fi, ..., f, ont le méme degré d et taille binaire 7, et considérant une forme
linéaire séparante de méme taille binaire 7, alors les Théorémes [E.3] et [E.5] donnent le résultat
suivant.

Corollaire E.1. Les polynomes de la RUR ont le méme degré en ¢ borné par d" et leurs
coefficients ont un taille binaire borné en taille par O(7 (d" + nd"') + d").

E.4 Application au systéme &

Retournons maintenant au probléme initial, c’est-a-dire a I'estimation de la taille de la
RUR du systeme . Les By sont des polyndémes en les n variables bg,...,b,_1 en les
n parameétres dg,. Leur degré en chacune des variables est 2. En appliquant les résultats
précédents a ces polynémes, nous obtenons alors le théoréme suivant.

Théoréme E.6. Les polynomes de la RUR du systéme {By = 0}4—o__n—1 ont leur degré
en b, 1 borné par 2". Leurs coefficients sont des polyndémes en les paramétres doy, k =
0,...,n — 1, de degré borné¢ par n2" !, et de coefficients rationnels de taille binaire en
O2" +n2m1h).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les Théorémes et [E.4] O

Remarque E.1. Afin de réduire le coiit en calcul, nous pouvons ignorer la premiére équation
b2 — dy = 0 et considérer by comme un paramétre dans les autres équations. Dans ce cas, en
appliquant le théoréme précédent, nous obtenons que les polynémes de la RUR ont un degré
en b,_; borné par 27! et leurs coefficients sont des polynémes en les parameétres by, day,

k=1,...,n—1, de degré borné par (n—1) 2" 2 et de coefficients rationnels de taille binaire
en O((n —1)2"72),

Exemple E.1. Soit n = 11. Alors, les polynomes de la RUR du systéme {Bj; = 0}x—0...10
ont leur degré en by borné par 2! = 2048. Leurs coefficients sont des polynomes en les
paramétres doy, k =0, ..., 10, de degré borné par 112! = 11264.
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Annexe F

Modélisation d’un viseur en 2 dimensions

Dans cette annexe, nous présentons une modélisation simple d’un viseur en deux dimen-
sions, décrit par le schéma de la Figure [F.1] Une telle représentation permet de comprendre
quelques phénomeénes physiques liés aux viseurs comme nous 'avons vu en introduction de
ce mémoire. Nous proposons ici de détailler les calculs permettant d’obtenir les fonctions de
transfert entre le couple moteur et la rotation de la ligne de visée. Nous utilisons ces modéles
afin d’illustrer les méthodes de commande développées dans ce mémoire.

Rotation
LdV

FI1GURE F.1 — Modélisation d'un viseur gyrostabilisé par une double poutre

F.1 Hypothéses et notations

Dans la Figure [F.2] nous avons représenté une version plus schématique de la représen-
tation 2D du viseur établie en FigurefF.I] afin d’introduire nos notations.

Le viseur simplifié est soumis & une vibration suivant 1'axe Z. Il est composé de deux
barres de longueur 2. La premiére barre a une masse m;. Son centre de gravité est noté A,
situé a une distance d. du centre de symétrie O et ayant une inertie J; en A. La position
linéaire du point O est notée x; et la position angulaire de la premiére barre est x5. La
deuxiéme barre a une masse msy. Son centre de gravité est noté B, situé¢ a une distance d, du
centre de symétrie C' et ayant une inertie Jo en B. La position linéaire du point C' est notée
x3 et la position angulaire de la deuxiéme barre est x4 := . Les deux barres sont reliées en
leurs extrémités par deux ressorts de raideur respectivement kq et ks.
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CHAPITRE F : Modélisation d’un viseur en 2 dimensions

FIGURE F.2 — Schéma simplifié d’'un viseur en 2D

Un moteur électrique va créer un couple v sur la premiére barre en O. Le couple total
Q)2 := v = d — u est la différence des couples perturbateurs d et du couple moteur u. Le
support vibrant va créer une force (); sur la premiére barre en O. Le capteur de position
angulaire inertiel (gyroscope) ou de vitesse inertielle (gyromeétre) est placé sur la deuxiéme
barre. Ils mesurent respectivement 24 := 6 ou i, := 6. Un accéléromeétre peut étre positionné
sur la deuxiéme barre pour mesurer ’accélération linéaire 3.

Dans la suite, nous nous limiterons au cas sans balourd, c’est-a-dire & d, = d. = 0 (voir
Figure . Les centres de gravité des deux poutres sont alors confondus avec les axes de
rotation. Les vitesses généralisées seront notées z; := dd”";" = v, ou en variable de Laplace,
par s¥;. Les accélérations généralisées seront notées I; := d;t”;i = a,, ou, en variable de
Laplace par s?7;. La premiére barre est entrainée en vibration linéaire i, ce qui va induire
une accélération linéaire 3 sur la deuxiéme. Comme, par hypothése ki # ks, cette vibration
linéaire va aussi produire une rotation x4 := 0 de la deuxiéme barre. Les mouvements linéaires
vont créer des mouvements angulaires. Quand un couple (); := v est appliqué a la premiére
barre, celle-ci se met en rotation. Par contre, I'inertie de la deuxiéme barre tend & immobiliser
cette derniére. Il en résulte une déformation au niveau des ressorts.

F.2 Equations de la mécanique

L’objectif de ce paragraphe est de trouver la relation qui relie la rotation x4 (visible par
un gyrométre) au couple (). Pour simplifier les calculs, dans un premier temps, nous allons
négliger I'amortissement des ressorts f; = fo = 0. A partir de 1’énergie cinétique

2T = my i} + Jy iy + mo i3 + Jo i,
et de I’énergie potentielle
2V =k (z3 + Isin (z4) — 21 — sin (352))2 + ko (zg — Isin (x4) — x1 + [sin (962))2 ,

nous pouvons définir le Lagrangien comme la différence entre I’énergie cinétique et I’énergie

potentielle :
L:=T-YV. (F.1)

Les forces généralisées (); vont créer un travail virtuel W. Dans notre cas, les deux seules
forces généralisées sont d'une part le couple total au niveau de la motorisation ()5 et d’autre
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F.2 Equations de la mécanique

part la force de réaction du porteur (). Elles interviennent respectivement sur les déplace-
ments généralisés x5 et x1. Nous obtenons alors :

oW 0

8_x1 = 8_1:1 (Q1 $1) = @1,
ow 0
8_:c2 = 8_:1:'2 (Q2 1752) = @2,
Q;=0, 1#1,2.
Pour chaque degré de liberté z; et vitesse ;, les 4 équations d’ Euler-Lagrange sont :
d (0L oL
— — =Q;, i=1,...,4 F.2

Aprés linéarisation (en prenant de petits angles et en négligeant les produits de vitesse),
nous obtenons le systéme d’équations ci-dessous (en remplagant la dérivation par la variable
s de Laplace) :

(kl + ko +m1$2) Ty + (k1 — ko) 12y — (k1 + ko) T3 — (k1 — ko) [ 74 = @\1,
(k1 — ko) 1Ty + (182 + (k1 + ko) 12) Ta — (ky — ko) [T — (k1 + ko) 2Ty = Qo,
— (k1 + ko) T1 — (k1 — ko) LTo + (mas® 4+ ky + ko) Ty + (k1 — ko) 174 = 0,
— (k1 — ko) 1%y — (k1 + ko) P T+ (k1 — ko) 1 T3 + (Jo5® + (K + ko) I?) Ty = 0.

Pour introduire l'effet des amortissements visqueux (f1, f2) des deux ressorts, opérons le
changement de variable suivant :

k1—>k1+f18, k2—>k2+f28.

Finalement le systéme mécanique des deux poutres est modélisé par 4 équations différentielles
ordinaires du second ordre suivantes :

( (mas® + (i + fo) s+ ki + ko) To + ((fs — f2) Is + (k1 — ko) 1) T
+(—fr = fo) s = ki = k) B+ (= f1 + fo) Is + (—hy + ) D) B4 = Q1

(f1 — fo) Is + (k1 — ko) ) @1 + (J18* + (fi + fo) Ps + (k1 + ko) %) T
F((=fit f)ls+ (k1 + ko) )T+ ((—fr = fo) Ps+ (=1 — k) 1) Ty = Qo,

(fi—=fa)s =k = k) T + (= fr + fo) Is + (=K1 + k2) 1) Ty
+ (mas® + (i + fo) s + k1 + ko) Ty + ((fy = f2) Is + (k1 — ko) ) Ty = 0,

(=fi+ fo)ls + (ki + k) DT+ ((—fr = fo) Ps+ (ki — k2) 1) T2
L+ ((fi = fo) Is + (k1 — ko) D) T3 + (Jos® + (f1 + fo) Ps+ (ki + ka) 1P) Ty = 0.

Comme le mouvement de x; est imposé par I'extérieur du systéme et que nous ne sommes pas

intéressés par ()1, il est possible d’exprimer x5, x3, 4 en fonction de ()5 et x;. Maintenant,
si 'on pose

Afi=fi—fa, Ak:i=ki—ky, Xf:=fi+fo, Xk:=Fk + ko,
a:=Xfs+Xk, b:=(Afs+ Ak)l,

nous obtenons la matrice de masse suivante

Jis%2 4+ al? —b —al?
M = —b mes? +a b ,
—al? b Jos% 4+ al?
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CHAPITRE F : Modélisation d’un viseur en 2 dimensions

qu’il est possible d’inverser en utilisant son déterminant, défini par :
det (M) = My Jl J2 86 —+ ((Jl + Jg) l2 mo + Jng) as4 + ((Jl + JQ) l2 CL2 — (Jl + JQ) b2) 82 .

Proposition F.1. Le systéme linéaire correspondant & la modélisation du viseur 2D précé-
dent, dont les variables de sortie sont z5 (la rotation du cadre), x3 et z4 (respectivement la
translation et la rotation du cceur), et les entrées Qs (le couple total) et x; (le déplacement
du support), est défini par

To 1 —b

~ Nt
~ —1 ~ —1
xs3 =M 0 Q2 + a I s M = s (Fg)
avec
Joymg st + (J2+m212) as® + « Jobs? maal?®s® +«
]\/Jf = J2b82 J1 Jo 84—|— (J1+J2) al?s? —J1 b 52 ,
moal?s® +a —J; bs? J1m234+(J1+mgl2)a32+a
Jl JQ Jl JQ
Dl = a+ +mol? | as®+ my st
(J1 T Sty
et :

Afi=fi—f2, Ak:=k —ky, Xf:=Ffi+fo, Sk:=k+ ko,
a:=Xfs+Xk, b:=(Afs+Ak)l,
a:=a’? =0 =4k kP4 (fiko+ foky) Ps+4f frl*s*.

F.3 Flexibilité

Nous allons nous intéresser maintenant a la fonction de transfert de la mesure du gyro-
scope x4 en fonction du couple total ),. Cette fonction de transfert P = §—4‘ s’appelle

@2 |3,=0
la flexibilité.

F.3.1 Flexibilité exacte

Pour calculer la flexibilité, il faut poser ; = 0 dans I’équation (F.3)) et ne prendre en
compte que les termes N§,1 et DT, puis introduire la nouvelle variable :

« Ji [ Jifa o
S N (P R .
5= ok +(k1+k2)s+kz1k28

Nous avons alors que I'angle du gyroscope est défini en fonction du couple total par

Ty N

P

B @2 (J1+J2)82D7

ol le numérateur vaut

N?Tl IRE J1 /2 k1 + ko Ji+ fa
N =—>_=1 — 4 = —_ - 2 i J2 g3
T ko 2 +(k;1+k2)8+<k1k2+m24k1k2>8 T
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F.3 Flexibilité

et le dénominateur est le systéme du 6° ordre défini par :

Dt
D=—
IPNE
i fo fi /o Ji Js 5\ k1t+ka\ o
=1 CERA ) —=
+<k1+k2 Tk T\ GEn ™) Tawme)’

Ji Jo o\ fit+fr 5 JiJo msa 4
z .
+<Jl+JQ+m2 ) ke’ T hiknkE’

Corollaire F.1. Posons les nouvelles inertie et raideur suivantes :

Jl JQ kl k2 2
Je = , e =4 .
Jl + J2 kl + k2

Alors, nous avons la flexibilité avec 2 modes mécaniques définie par la fonction de transfert
suivante :

2 N
p—2 —-_ N
Q- 120 (Jl + Jg) 2D
fi fo fifo  mal®\ 5 mal® i+ fo 4
No=14 (122 ma 17 mal” it J2
+(k1+k2 SRV R AR Y e
fi fo fife  Je+mal? 9 Je+mal® fi+ fo 3 Je My 4
D =1 .t .
+(/€1+/{72 ST \ek T w TR htk Tkt

(F.4)
La flexibilité fait apparaitre une inertie pure en série avec un filtre passe-bas du quatriéme
ordre.

F.3.2 Cas idéal de flexibilité pour deux ressorts égaux

Méme dans le cas idéal ou les deux ressorts sont égaux (k1 = ko), 'équation fait
quand méme apparaitre un mode de rotation qui va “géner” l’asservissement. A partir du
résultat précédent (Corolaire dans le cas k. = 2 k{2, nous remarquons qu’il est possible
de factoriser le numérateur

o / f2 mo 2 Jma 3 / / ma o
N_1+2k;8+ k2+2k s+2k25— 1+ks 1+ks+2k8 ,

et le dénominateur :

2
Dotolgq (M L dey o (fma (TN o ey
k k k ke
)
k

_ f Jo 2
_(1+k8+2k125 1+

La masse ms n’intervient alors plus et la modélisation se simplifie encore.

Corollaire F.2. Dans le cas d’un systéme symétrique, c’est-a-dire avec k1 = ky = k et
fi = fo = f, linertie équivalente est J, := % et la nouvelle raideur équivalente est
k. = 2k 2. On définit la pulsation p := ﬁ—e, I’amortissement € := % et I'inverse de l'inertie
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CHAPITRE F : Modélisation d’un viseur en 2 dimensions

1

totale ng := 5 La flexibilité se simplifie alors en

Ji+
po_dal  __ 1 Ltfs  _ no(p*+2eps)
0 B 2 ! Je 2 g2 (p2 2\
= 2
Q214 —0 (Ji+ ) s I+ ¢s+ 535S s? (p®+2eps+ s?)

F.5
no (p* +2€eps) (¥:5)

T s (p?+2eps+s?)’

qui fait apparaitre une inertie pure en série avec un filtre passe-bas du second ordre. Ce filtre
passe-bas correspond au mode mécanique de plus basse fréquence du viseur. Ce mode est
trés limitant en terme de performance de ’asservissement.

F.3.3 Cas de deux ressorts égaux sans amortissement

Nous reprenons 1’équation de la modélisation en transfert P entre la position iner-
tielle 24 := 6 et le couple total Q2 := v (qui est la somme du couple moteur u et des couples
perturbateurs d). Nous faisons le choix de considérer le mode de fréquence p comme non
amorti (Corollaire en imposant € := f/k = 0, c’est-a-dire f = 0. Cela donne une nou-
velle modélisation P du systéme réel P. Cette hypothése permet de se placer dans le pire
des cas, dans le sens ol si nous pouvons concevoir un correcteur stabilisant un tel systéme,
alors ce méme correcteur stabilisera le méme systéme avec un amortissement non nul.

Proposition F.2. Pour un systéme décrit par la modélisation double poutre dans le cas

sans balourd et symétrique, c’est-a-dire oul les deux ressors sont de méme raideur k£ et sans

amortissement f = 0 alors l'inertie équivalente est J, := J{ 1+J52 et la nouvelle raideur équi-

valente devient k. = 2k[?. On définit alors la pulsation p := 1/% et 'inverse de l'inertie

totale ng := ——. La flexibilité entre la position inertielle x4 := 6 et le couple couple total
Ji+J2

Q2 := v = —u +d, qui est la somme du couple moteur u et des couples perturbateurs d, se
modélise alors par :

ﬁ‘— /{L‘\4 . 1 1 . n0p2
A 2 2 o2 (2 2\’
Q> (J1+J22)8 1_1_1? s? (p? + s?) (F.6)
~ o~ nop
G=Ps=——7"—-.
TSP )

Ce systeme fait apparaitre une inertie pure en série avec un filtre-passe bas du second ordre
sans amortissement correspondant au premier mode limitant le bouclage du viseur.
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Annexe G

Identification de fonction de transfert

Considérons la stabilisation d’une ligne de visée d’un viseur “miror stabilized”, c¢’est-a-
dire dont la ligne de visée est stabilisée a l'aide de la motorisation de miroirs, telle que
décrite sur le schéma de la Figure La problématique majeure de ce systéme vient des
courroies mises en place pour la stabilisation. Les courroies sont des structures mécaniques
trés flexibles qui entrent en résonance & certaines fréquences. De plus, ces fréquences de
résonance sont susceptibles de varier d’'un viseur a l'autre. Ceci motive les perspectives en
commande adaptative développées en conclusion de cette thése.

Miroir

J2

Poulie 2

J1

Poulie 1 A kz

FIGURE G.1 — Systéme de stabilisation Bloc Gyro Miroir (BGM)

Courroie

L’objectif de cette annexe est de montrer comment identifier une fonction de transfert
a partir de données expérimentales mesurées sur un prototype réel. Dans un souci de confi-
dentialité, les données sont normalisées.

G.1 Mesures hors ligne a disposition

Nous disposons de deux jeux de mesures :
— Des mesures de fonctions de transfert entre la tension moteur u et la vitesse angulaire

de la Ligne de Visée y (voir Figure |G.2]).
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CHAPITRE G : Identification de fonction de transfert

— Des mesures de fonction de transfert entre le courant moteur i et la vitesse angulaire
de la Ligne de Visée y (voir Figure |[G.3)).

Ces mesures mettent en évidence la présence de deux modes mécaniques trés prononcés.

-30

-40

-50

Magnitude (dB)

-60

-70
-90

-180

-270

Phase (deg)

-360

10°
Frequency (rad/s)

FIGURE G.2 — Réponse fréquentielle de y/u = G,, P H

G.2 Identification du systéme

Bien que de nombreux algorithmes soient a disposition de I'ingénieur automaticien, I’'iden-
tification de la fonction de transfert GG entre commande moteur u et vitesse angulaire mesurée
y n’est pas chose aisée. Ces algorithmes permettent en général une bonne identification mais
proposent généralement des fonctions de transfert d’ordre élevé afin d’identifier correctement
G. Nous pouvons cependant nous appuyer sur notre connaissance de la physique de notre
systéme ainsi que de nos deux mesures afin de simplifier ces modéles identifiés. Dans le cas
des viseurs, le systéme GG peut se décomposer en trois sous-systémes : une partie moteur, une
partie capteur et une partie mécanique (voir Section . Identifier la fonction de transfert
G revient a identifier la fonction de transfert de chaque sous-systéme.

Sachant qu’en basse fréquence, le systéme se rameéne & une simple inertie mécanique,
I’ajustement “a la main” d’un gain G permettant de “faire coincider” la mesure en tension
avec % permet de déduire grossiérement le gain statique du modeéle GG. Nous retenons :

Go := 6.651073.

Aussi, 'utilisation combinée des deux mesures en courant et tension (Figures et [G.2)
nous permet de déduire un modéle pour la partie moteur d’ordre 1 ou 2. Connaissant cela,
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FIGURE G.3 — Réponse fréquentielle de y/i = K,,, P H

il reste a déterminer la partie capteur. L’ajustement du gain permet d’identifier 'ordre de
la fonction de transfert. Nous pouvons ensuite recaler la phase avec un retard pur (ou une
approximation de celui-ci).

Cependant, si ’on cherche a obtenir des modélisations d’ordre le plus faible possible,
il est alors préférable d’identifier les parties moteur et capteur comme une seule et unique
fonction de transfert. En effet, la démarche précédente, bien que respectant la connaissance
de la physique du systéme, a pour inconvénient de donner des fonctions de transfert d’ordre
un peu plus élevé que ce que l'on pourrait souhaiter.

G.2.1 Une premiére modélisation simple avec retard

Nous considérons ici une modélisation simple de GG, précise jusqu’a la fréquence du premier
mode. Le premier mode mécanique est le plus important en pratique car c’est celui qui
conditionne la bande passante du systéme. On peut alors modéliser G par une inertie, un
mode mécanique amorti et un retard. Notons aussi que l'on considére des amortissements
identiques pour la résonance et l'anti-résonance du mode mécanique. Cette simplification
a son importance dans le Chapitre 5| de ce mémoire, et ne dégrade que trés légérement la
modélisation. Nous notons cette fonction de transfert G,

Gg,«l

)

Go (s°+28wos+wi\ _p s
= — e T
s \$2+28w; s+ wi ’

wo=1, w =103 ¢=10810"% Ty, =182,
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CHAPITRE G : Identification de fonction de transfert

représentée en Figure [G.4l Cette modélisation revient a identifier le systéme par un systéme
de deux poutres reliées par des ressorts comme nous le présentions en Annexe [F] auquel nous
avons ajouté un retard pur.

-30

—Mesure u->y
—Ordre 3 avec retard: Inertie + Retard + 1 mode

40 F o

-50 - N
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-70

-90 -

-180 -

-270
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-360 -

-450 -

10°
Frequency (rad/s)

FIGURE G.4 — Modélisation avec une inertie, un mode mécanique et un retard

Remarque G.1. Dans un souci de compacité, nous noterons dans la suite :

$2+28wps +wi
2+ 28wy s +wi

mi =

Remarque G.2. La valeur de 75, se déduit rapidement a la main, en ajustant la phase.
Les valeurs de H,,; peuvent s’obtenir a l’aide d’algorithmes d’identification tels que fitfrd
ou invfreq de MATLAB, ou & la main par essai-erreur.

G.2.2 Une modélisation d’ordre 4 sans retard

La modélisation précédente peut encore se simplifier, en approximant le retard par une
approximation de Padé d’ordre 1. Une telle approximation du retard étant peu précise en
haute fréquence, nous révisons la valeur du retard et obtenons la fonction de transfert G4

Gyp=66510"° wy=1, w =103, £=10810"2% T, =2.36,
représentée en Figure [G.5]
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-30

—Mesure u->y
—Ordre 4 "minimal": Inertie + Pade Ordre 1 + 1 mode
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FIGURE G.5 — Modélisation avec une inertie, un mode mécanique et une approximation de
Padé d’ordre 1

G.2.3 Une modélisation d’ordre 5 plus fine

Les deux modélisations précédentes sont correctes jusqu’a la fréquence du 1°* mode. On
peut rajouter un effet passe-bas afin de mieux coller en gain et en phase aprés la fréquence
du 1°" mode. On choisit un passe-bas de la forme suivante :

1
Fl -
1+s/1.14
Nous obtenons alors les fonctions de transferts G4, et G5 définies par
G
Gy = =0 H,, F e Tars, ou Ty, =121,
S
Go - %5 N
G5.:?HmlF1 (1—}—%3 , ou T5:133,

et représentées en Figure [G.6] La modélisation Gy, sert d’exemple au Chapitre

Remarque G.3. Les valeurs du filtre passe-bas F; peuvent se déterminer “a la main” en
réglant d’abord la fréquence de coupure du filtre, puis en réajustant le gain du filtre. Les
valeurs des retards Ty, et 15 se déterminent simplement en ajustant la phase du modéele
total.

G.2.4 Modélisations plus fines

Il est toujours possible de trouver des modeéles plus précis mais mathématiquement plus
complexes. Les possibilités de modélisation sont nombreuses. Nous retiendrons simplement
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CHAPITRE G : Identification de fonction de transfert

—Mesure
—Ordre 4 + retard : Inertie + Moteur Ordre 1 + Retard + 1 mode
—Ordre 5: Inertie + Moteur Ordre 1 + Padé Ordre 1 + 1 mode
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FIGURE G.6 — Modélisation avec une inertie, un mode mécanique, un passe-bas et un retard
pur ou défini par une approximation de Padé d’ordre 1

deux modélisations faisant intervenir un filtre passe-bas F, du second ordre

3.0429
F2 = )
3.0430 + 3.3260 s + s2

et un deuxiéme mode mécanique

32+2§2w28+w§
s+ 28wz s + wi’

wo = 1.74, & =05.741073, w3 =175, & =3.801073,

pour obtenir les fonctions de transfert suivantes :

G
Gry = —2 Hyp, Hypy Fye 7, ou Tr, =9.2110"",
S

G — Tas 4 @oo?
S

L+ 5+ 558

Notamment, la modélisation Gy est reprise dans la Section [2.6] du Chapitre [2]

G.3 Récapitulatif des différentes modélisations

Nous avons vu que nous pouvions choisir entre un certain nombre de modélisations.
Celles-ci sont récapitulées dans le Tableau et représentées dans la Figure [G.§ Plus
celles-ci seront fines, plus la conception de correcteurs sera délicate. Ces modélisations nous
permettront de tester les différents résultats de ce mémoire de thése.
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GG.3 Récapitulatif des différentes modélisations

—Mesure
—Ordre 7 + retard: Inertie + PB ordre 2 + Retard + 2 modes
—Ordre 9: Inertie + PB Ordre 2 + Padé Ordre 2 + 2 modes
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FIGURE G.7 — Modélisation avec une inertie, un mode mécanique, un passe-bas et un retard
pur ou défini par une approximation de Padé d’ordre 1
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FIGURE G.8 — Récapitulatif des différentes modélisations
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CHAPITRE G : Identification de fonction de transfert

Modélisation paramétres physiques normalisés
_ -3 _
Go [ +26w0s+w2\ _p . Gp=6.6510 15, =1.82
Gsri=— | 5 5 e wy =1 wy; = 1.03
5 \s*+28w; s+ wi ¢ =1.0810"2
Gy (s> +2€wys + wh 1—Lig Gy =6.6510"% Ty =236
G4::—<2 5 g) 134 wy =1 wp = 1.03
S S _|_ gUJlS_I_Wl 1+?S 5210810_2
_ -3 _
Go (52 +2Ewps + Wi 1 . Gy =6.6510 Ty, =121
G4,T = — 519 5 1 e AT wo=1 wi; = 1.03
s \s?+28wis +w TS £€=1.0810"2 7 =1/1.14
Go (s +2&wys + w? 1 1— 5 Gy =6.65107" T5 =133
G5——(2 g)( ) 7 wo =1 w; = 1.03
S S +2£(A)15+w1 1+7—18 1+7S 5210810_2 7_1:1/114
_ -3 _ -1
o Gy <32+2§wos+w§) (32+2§wQs+w§) G0_16‘6510 Iz, _190‘3110
T s \ 2428w s+ w? 2+ 28wz s+ w? ?0:_1081072 WL
« ( 3.0429 2) o~ Trrs wy = 1.74 wy = 1.75
G Gy s+ 2&wy s+ wp s2 4+ 2&wy s+ ws Go=6.6510"% Ty =9.2110""
27 2428wy s+ w? s+ 28wy s+ w? wo =1 , wy = 1.03
_ Tys (Ty 5)2 ¢§=1.0810"
y ( 3.0429 2) -3+ —(T12)2 wy = 1.74 ws = 1.75
3.0430 + 3.3260 s + s 1+ % + 2—5 £ = 5.74 10-3 & = 3.80 103

TABLE G.1 — Modélisations possibles du systéme mesuré
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Abstract : This PhD thesis deals with the H.
Loop-shaping design for low order linear time inva-
riant systems depending on unknown parameters.
The objective of the PhD thesis is to obtain pa-
rametric H,, controllers, i.e. controllers which de-
pend explicitly on the unknown model parameters,
and to apply them to the stabilization of gyrosta-
bilized sights.

Due to the unknown parameters, no numeri-
cal algorithm can solve the robust control problem.
Using modern symbolic techniques dedicated to the
solving of polynomial systems (Grobner bases, dis-
criminant varieties, etc.), we develop a new metho-
dology to solve this problem for finite-dimensional
linear systems.

This approach shows several advantages: we can
study the sensibilities of the H,, criterion to the
parameter variations, identify singular or remar-
quable values of the parameters, compute control-
lers which depend explicitly on the parameters, cer-
tify the numerical computations, etc. Furthermore,
we show that this approach can be extended to a
class of linear time-delay systems.

More generally, this PhD thesis develops an al-
gebraic approach for the study of algebraic Riccati
equations. Thus, the methodology obtained can be
extended to many different problems such as LQG
control and Kalman or invariant filtering.
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