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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
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��������� ���������� ��� �������� ��� ����� �������� ��� ����� ��� �� ��������

���� �������� ������� ������ ������������

������������ ����������� ����� ���� ���� ����� �� ��� ��������� ���� ���������

��� ���������� ��������� ����� ���� �� ����� ������������ ���� ��������� ��� ��

��� ����� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

����������� �� � ���� ������ a ∈ A = R� ���� ���� ���������� a �� ���������� �

������� U (a, θ) ��� ��� ����������� Vfe (a, θ, b) ��� Vb (a, θ) ��� ������������ ��� ��������

������� ��� ��� ������������ ����� b ∈ [0, 1] �� � ���� ��� θ ∈ Θ = [0, 1] �� � ������

�������� ������������ ��� �������� ���������� ����� �� ������� �� ������ ���� ���

���������� ����� �� ������ �� ��� ����� �� ���� ����� ����� θ ����� �� 0 �� ������ θ

����� �� 1�� ��� ������� �� ���� ������ �� ����� θ ��������� �� ��� �������� ���� ���

��������� ������ ����� θ �� ��� ���������� a ���� �� ������������

��� ���������� ���� ��� ���� �� ����� ��� �������� �������� ���� ���������� �������

���� ��� ������ ����� �� ��� �������� ������ �� � �������� ������ ������� ���������

��������� ������ ��� ������� ������� � ������ ������� ��� a = θ ��� ��� �� �������

���

U (a, θ) = − (a− θ)2 .

���������� ������������ ������� �������� �� ��������� ��� a = θ� ���� ��� �������

�� �� ���� �� ������ ���� ����� ����� �������� ����� ���������� �� ��� ������� ����

��� ��� �� ��� ����������� �����

Vb (a, θ) = U (a, θ) .

�������� �������� �������� ��� ������ ���� � ���� ���������� �� ��� �������� ������

���� ���� ������������ ��� ���������� ���������� ����� ������� ��� ��������� ������

�� ����� �� ��� ���������� ����������� �� ��� ���������� ��������� ������ ��������

�������� ������� �� ��������� ��� a = θ − b ����� b ���������� ��� �������� ��������

������������� �� ����������� �� ��� ��������� ��������� �������� ������� �� �����

Vfe (a, θ, b) = − (a− (θ − b))2 .

�� ��� �����



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

���������� ��� ���������� ���� ��� ���� θ ��� ��� � ����� �� ��� ������ Θ
��

��� �������� �������� ����� θ ��� ������ ����������� ����� ���� ��� ������ ��� ���

����������� ��� ������ � ������� �������� ���� �������� ������� �� ����������� �

��� � �������� ������ �� �������� ������� ������������ �������� �� ����� ���� ����

��� ��� ������� ���� �� ������� ��� ������ ��� ��� ��� � �������������� ���� ���������

������� ���� �������� ��������� ��������� ������� �� ����� ���� ���������� �� ���

�������� ��������� ���� ������� θ ���������� ������������ ��� ������ ���� ����

����� ��������� ���� ��� ���������� �� ���������� ������� �� ����� �� �������� ��

���������� ���� ������ ��������� ������� ��� ���������� ����� �� ���� θ ��� ���� �

��������� Si �� Θ ���� N ����� S1 ∪ S2 ∪ ... ∪ SN = Θ ������

Si =
�

i−1
N
, i
N

�

��� i ∈ 1, 2, ..., N.

��� ��� � ����� θ ∈ Θ� ��� θ ∈ Si� ��� ����������� ��������

θ ∼ U
�

i−1
N
, i
N

�

��� N ∈ 1, 2, .., N.

��� ������ �������� ������ ��� ���������� ��� ���������� ���� �� ���������� ���

��������� �� ������������ ���������� ��������� ���� ���������� ���������� ��� ����

������ ������ ���� ���������� ��� ��� ���� �� ���� ������������� �� ��� ����� ���

���������������� �� ��� �������� ��������� �� �������������� ������ �������� ������

���� ��� ���� �������� �� ��� ���������� ��������� �� ���������� ��� ��������� ���

����������� ������������� ��� ������ �� ��������� ����� N ��� �� ����������� �� ���

������ �� ����� �������� ���������� �� � ������� ������ �������

���������� ��� ���������� ����� � ��������� ������� �� ����������� �������� ���

����������� ��� ��� ������������� ������ �� �������� �������� ��� ��������� �������

��� ������ ���� θ �� ����� ���� � ������ ��������� ������������ F ���� �� ����������
�������� ������� f �� Θ�

���� ������������� ������ N ����� �� � ����� ��� ������ ������ N ����� �� ∞�

��� ����� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

������ ���� ���� ��������� ��� ��� ������ �� ����� �� ��� ���������� ����������� ��

��� �������� ��������� ������ ���������� �� ����������� ������ ��� ����������� �����

������ ������������ ��������������� �������� ��� ���������� �� �������� ������� ���

������� ��� ����������� ����� ������ �������� ���������� ���������

��������� �� � ���������� ���� (α : Θ → A) ������� �� ������ a ∈ A ��� ��� θ ∈ Θ�

��������� � ������ ���� ��� ������ ����� ��� ��������� ������� ����� �� ��� ������

������ �������� �� ��� ��������� ������ ��� ������ ����������� �� ��� ������������

���������� ���� α� ��� ���������� ���� ��� ��������� ����� ��� �������� ������� ��

������ �� �������� � ������� ������ �������� ����� �� �����������

��������� �� �� ��� ��������� ��� ������� ���������� ���� α
∗ ���

α
∗ ∈ argmax

α∈AΘ

E [U(α(θ), θ]

������� ��

θ ∈ argmax
θ̃∈Θ

V (α(θ̃), θ, N, b, π), ����

����� π ������ 1 − π� �� ��� ����� �� �������� ������� ������ ������������ �� ���

�������� �������

��� ������� ���������� ���� ��������� ��� ������������ �������� ������� ����� ���

���������� V ���� ������� �� ��� ���������� ����� �� ���� θ� ��� ����������� �� ���

�������� ����� π ��� ��� ��������� α(θ̃)� ��� ���������� �� ��� �������� N � ��� ���

���������� ���� b�

��� ��������� ���������� ���� ���������� ���� ������� ��� ���� ���� ��� ������ ������ ���
�� ������� �� ���� ��� ������ ����� ��� ����������� ��� ��� ���������� ����� ��� ���� ���������
������� ������� ��� ����� ���� �������� �������� ����� �� ��� ����� ��� ���� ������������� ����
��� ����������� ���� ��� ���� �� ��������� �� ��� ���� ��������� �� ��� ������� �� ��� �����������
���� ����� ���� ��� ���� �� ��� ���������� ���� �������� ������� ��� ��������������� ��� ������
���� ���� ������� ��� ���������� �������� ��� ��� ������� ��������� ������������� �� ���� �������� ���
��������� ������ ��������� �������� ��� ������� ���������� ���� ���� �� ��������� �����������

�� ��� �����



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

������� ��� ���������� ������� ������� �� ��� �� �������� ��� ������ ��������� ����

��� ���������������� ��� ����� ��� ����������� ����������� �� ��� �������� ���� b ���

��� �������� ���������� �� ��� �������� N ��� ������� ��������� �� ��� ��������

������������� ����� α� θ �� ��������� ��� �������� ������� ������� θ ∈ Θ� ���

����������� ������� θ ∈ Si� ��� ������ �������� �������� ������� �� ������������

�������� ����� ��������� ������ ����������� �� α�

���� ��������� �������

�� ���� �������� �� ������ ���� ��� ���������� ��� ���� �������� �������� ��������

��� ���������� ��� �� ������ ������� �� ��� �� �������� �������� ������ �� �� ������

�������� ���� �������� �������� ����� ������� ���� ��������� ��������� ��� ���

�� ������� ��� ���� �� ��� �������� ���������� �� ��� ���������� ��� ���� ����� ���

�������� ����� b� ���� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ����������� ����� ��� ������

�� ������������

����������� �� �� π = 1� ��� ������� ���������� ���� α∗
π=1(θ) ������� ��� ���������

������ �� ��� �������� ������� �� ��� ��������
�

min{b, 1
2
}, 1

�

� ��������� �� ���������

α
∗(θ) =















min{b, 1
2
}, �� θ ∈ [0, min{2b, 1}] ,

θ − b, �� θ ∈ [min{2b, 1}, 1] ,

Vfe (α
∗, 1, b) =















0, �� b ≤ 1
2
,

−
�

b− 1
2

�2
, �� b > 1

2
.

������ ��� �������� �����

��� �� ��������������� �� ������ ���� ���� ���������� ���� �� ��������� ����������� �� ������� ����
��� ���� ���� V (a, 1, b) = 0� ��������� ������� ���� �� ���������� �� ������� ���� �� ������ �������
���� ��� ����� ��������� ������ ��� ���� ����� �� ��� ������

��� ����� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

���� ����������� �� ��� ���������� ����� ���� ���������� �� �������� ������� ��� �� ���

��������� �� ��� ���������� ����������� ��� ���������� ����� �b ≤ 1
2
�� ��� ��� ��������

������� �� ������ ��������� �������� �� ��� �������� ���� ������ ��� ������� �������

���� ���� �� ��������� �� ������� ������� ��� ��������

��� ��� ���� �b ≤ 1
2
�� ��� ���������� �������� �������� ������� ��� ����� ���������� ��

������� ������� ��������� �� �������� ������� ���� �� ������������� ��� ����������

����� �� ����� �� �� ��������� �� ������ � ���� ����������� �������� �� ��� ����� ��

���� ���������� ��� ���� ��� �� ���� ��� �� ����� ��������� �� �� ����� ���� ����

������������� ������ ��� ���������� �� �������� �� b ��� �������� ����������� ���

������ ��� ��������� ������ �� ��� �������� ������� ��� ��������� ������������

��� ���� ���� �b > 1
2
�� ��� ���� �������� �� �������� ������������ ��� ����������

����� �� ���� ������� ��������� ��� ���������� ���� ��� �������� ��� �������� ������ ��

�������� ������� ��� ������ �� ������� ����� �� ���������� ��� ��� θ� ��� �����������

����� �������� ���������� �� ��� ���� �� ���� �������� ���� �����������

θ

�

� �� �
�

�

�

� � θ − �

� � θ

��� ��� ���� �b ≤ 1
2��

θ

�

� �
�

���

�

� � θ − �

� � θ

��� ���� ���� �b > 1
2��

������ ����� ������� ���������� �����

����������� � ��� ��� ������������� ������ ���� ���������� ����������� ��� ���� ���

�������� ���� ������ ��� ���������� �������� �������� ������� ��� ������ ����� �������

�� ������ �� �������� � ���� ����������� ���� ���� ���������� ����� ��� ����� ��

�� ��� �����



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

��� ���� �� ������� ��� ��� ���� ���� �������� ������ ��� ��� �� ������� ������� ��

��������� �������� ������� ���� ���������� ����������� ��� ������� ����� ������ ���

���������� ������� ��� �� �������� ��� �������� ������ ��� ������� ��� ���� ����� ��

���������� ���������� �� ��� ���������� �������� ����������

���� �����������

���� ��� ������� ���� ��� ���������� ��� ���� ������� ������������ �����������

���� ��� ���� ���������� �� ��� ����������� ���� ������ ��������� ������� θ ���

���� � ��������� Si �� Θ ���� N ������ ��� ������ �� ��������� ����� �� ��� ��������

���������� �� ��� ����������� ��� ���� ����� ��� �������� ��������� N ���� ���

�� ����������� �� ��� ������ �� ����� ������� �� �������� ��� ���� �������������

��� ��������� ��� ����� ��� ������ �� ��������� ����� ��� ��� ���� ������������� ���

������������

����������� �� �� π = 0� ��� ������� ���������� ���� α
∗
π=0(θi, θi+1) ������� ���

��������� ������ �� ��� ����������� ��� ��� N > 1� ��������� �� ���������

θ0 = 0, θi+1 − θi =
1
N
,

α
∗(θi, θi+1) =

1
2
(θi + θi+1) ∀ θ ∈ [0, 1] ,

Ṽb (α
∗, 0, N) = − 1

12N2 ∀ N ≥ 1.

������ ��� �������� ����

���� ����������� �� ��� ���������� ����� ���� ���������� ����������� �� ����������

��������� ��� ����������� ����� ��� ������ ������������ �N > 1�� �� ���� �� ���

��������� ����� ���������� ��� ���������� ��� �� ��������� �� �������� ��� ��������

������� ��� ������� ���������� ���� �� ��������� �� ������� ������� ��� ��������

���� ��� �������� �� ���������� ��������������� �N > 1�� ���������� �� �����������

��� ����� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

�������� ��� ���� ����� �� ����� ���� N ����� �� 1�� �� ����������� ��� ���������

����� �� �� ���� ��� ��������� �������� ������ ��� ������� ���������� ���� ������� ���

��������� ������ �� ��� ����������� ��� ����� θ ������� ���������

���� ��� �������� �� ������ ������������� �N = 1�� ���������� ���� ��� ������� ����

����������� �� ��� ����������� ��� �������� ��� ������� ����� �� ���������� ��� ��� �����

�� ��� ������ ��� ������� ���������� ���� ������� � ��� ��� ������� ���������

θ

�

� ��� �
�

���

� � � θ
�����
�����
������

��� ��� �������������� �N > 1��

θ

�

� ��� �
�

���

� � � θ

��� ���� �������������� �N = 1��

������ ����� ������� ���������� �����

��� ����������� �� ����������� � �� ����� �� ���� �� ���������� ������ �����������

��� ��������� ��� ����������� ����� ������ ������������� �� �� ��������� �� �������

����������� ��� �� ���� ���� �������� �������������

���� �����������

�� ���� �������� �� ������� ��� ���������� ������� � ���������� �� ������� ��������

������� ������ ���� ������������ �� ������ ���� ��� ���������� ������ ��� ��������

���� �� ���� ����������������� ������ �� �������� ��� ����� ��������� �� ��������

���������� �� ������ �� ���� b ≤ 1
2
��� �� ��������� ����� N > 1� ������ ���� ������

������ � ��� ����������� �� �� ���������� �� �������� ��� ������ b ��� ����� N �

�� ��� �����



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

������� � ��� b ≤ 1
2
��� N > 1� ��� ���������� �������� �������� ������� �� ���

���� �� N < N∗ = 1
2
√
3b2−4b3

� ���� �� �� ��� �������� ������� ��� π = 1 �� ������ ����

��� �������� ������� ��� π = 0� ��� ������� ���������� ���� �� ��� ��� ��������� ��

����������� ��

������ ��� �������� ����

������� � ���������� ��� ����������� �������� ������� ��������� ��� ���� ��� ������

��� ���������� ��� ����� ��� ����������� �� �������� ������� ���� ���������� ���

���������� �� ���������� ���� N < N∗� �������� ������� �������� ��������� ������

���� ��������� ��� �������� ������ �� ��� ���������� ����� ���� ��������� �� ����

���� ��� ������ ������ �� ������� �N → 1� ������ ��� ���������� ����������� ���

��� ������� �b → 0�� ������� ���� ���� ������ ������� �� �� ������ ���� N > N∗�

����������� ������������ ���� ��� �������� ��������� ��� �������� ������ �� �����

��� ���������� ���� ��������� �� ���� ���� ��� ���������� �������� �� ���������� ���

���������� �� ���� �b → 1
2
�� ������ ��� ������ ������ �� ��� ������� �N → ∞��

� �
�

�

�����������

�����������

������ ����� ����� ������������

������� � ��� ��� ���� ������������� �� ���� ����� ���� ��� ����������� �� �������

���� �� ����������� �� ���������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ����� ��� ����������

��� ����� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

�� ��� ���������� ������� �� ������� ���� ��� ����������� �� ��� ����� ��� ��� ��������

����� �������� ������� ��� ������������ ����������� �� ����� ����������� ����� ������

������������ ��� ����������� ����� �������� ������������ ���� ��������� ������ ���

������� �� ��� �������� �� ��� ������ ��� �� ��� ��������� ������������ �������

� ���� ������������ ��� ��������� ��� ��� �������� �� �������� ��� ���������� �� ���

��������� ������� �� ���������� ��� �������������� �� ����� ����������� ���� ��������

�������� �������� �� ��������� ��� ��������� ��� ���������� �� ���������� ��������

�������� ����� ������� ������ ������� ��������� ��� ���� ������ ����� ������������ ��

�� ��� ���� ����� ������������� ��� ���� ��������� �� ����� ������ ����� ��������������

�� ������������ ��������� ��� ����� ����� ��� ����� ���������� ��� �� ���� �������

�� ������ ����� ��� ����� ����� ����� �� N∗� � ��������� ������������ ��� ����� ��

���������� ��� ����� ��� ���������� �� ���������� ������� ���������� �������� �������

�� ������������ ��� ��� ����������� �� b ��� N ����� ��� ����������� ����� N∗�

��� ���������� ������� �� ������� �������� �������� ���� ��� ��� ����������� �� b

��� N ����� ��� ����������� ������ ����������� ����������� �� ����������

������������� ���� ��������������� ����

N = 1 N > 1

���� ������ �� ����������
�����������

b > 1
2 α

∗ = 1
2

�������� ����������

α
∗ ∈ [0, 1]

N < N∗ N > N∗

��� ������
��������� ������� ��������� ������� �����������

b ≤ 1
2

������� ���������� ������� ���������� �������� ����������

α
∗ ∈

�

min{b, 12}, 1
�

α
∗ ∈

�

min{b, 12}, 1
�

α
∗ ∈ [0, 1]

����� ����� ������� ���������� �����

��� ����� �� ���� ������ ���� ������ �����������

�� ��� �����



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

����� ���� ���������� ��� ������������ ����������� ��������� ������ ��������� ���

������������ ���� ������� �� �������� ������ �������� �������������� �� ���� ���

��������� ������������ ������� �� ������������

�� �������� ����

��������� ��������� ��� ����� ��� ���� �������� ������� �� ��� ������ �� ���������

��� ������� �� ����� ��� ����� ���� ���� �� �������� ��� ��� �������� ������� ����

���� ����� ��������� ������������� ����� �������� ������ ����� ����� �� �������

���� �� ���������� ����� ��� �������� ������ ���� ��� �������� ����� �������� ����

������ �������� ����������� ������� �� ������ ������������ ���� ������� ���������

����� ���� ������� ��� ����������� ��� ��� �������� �� ����� ��� ���������� �� �����

�� ����� ������������� ���� ��� ������ ������ ���� ���� ��� �������� ����������

�������� ������������ ��� ���������� ���������� ���� ��� ����������� �� � ��������

��� �������� ��� ������ �� ����� �� ������������� ��� �������� �������� ���� ��

��� �������� ��������� �������� �� �������� �� �������� �� ���������� ���� � ���

���������������� �������� �� ��� ����������� �� ���������� ����� � ������� ������

����� ������� ��� ������� ������ ������� ��� ��� �������� �������� ��� ���� ���

������� ��� ��� ���� ������ ������� �������� �������� ������ ��������� �� ���

����� ����� �� ��� �������� ������� ����� ������� �������� ���� ��������� ������

��� �������� ������������� ������������ ��������� ������������� ������ �������� ��

������� ������� �������������

��� l ∈ L = [0, 1] �� ��� �������� ����� ������� �� ��� ��������� �������� ����

��������� ��� ����������� �� � ���������� �������� ��� ������ �� ����� �� �������������

������ ��� ������������ ��������� ������ ������� a = θ − lb ��� ��� ������� ��� ��

������� ���

��� �������� ���� ��



������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �������

U (a, θ, b, l) = − (a− (θ − lb))2 .
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�������� ������� �� ���� ���������� � ������������� � ���� ��������

��� ������ �� ������� ������ �� ������� ���������� �� ������ �������� �������

������ ������� �� ��� ������������ ������� �� ������ ������ � �� ����� ��������

�������� ��� � �� ����� �� ������� � ���� ������ ��� ��� ��� �� �� ����� ����������

������� �� �������� ������ ������������

������ �� ������� �������� ������ �� ����������� ������������� ������ �� ����� �������

��� ��� ������ ������� ������� ���� ���

������ ��� � ����������� �� ������� ������������ ���������� ��� ������������ ���

�������� ��� ������������� ������������ �� �� �� ��������� ���� ��������

�������� � �� ���� ��������

����������� ��� � ������������ �� ������� ������������� ������ ��� ������ ������

���� ��������� ������ ���������� ��� �������� ������������� ������� �� ������

�������������� �������� ��� ������ � �� ���� ������

���������� ���



����������

��� ����������



�������� �� ��������� ��������

��� ��������� �������

���� �����������

�� ����� ��� ��� ������� ���������� ����� �� ���� ������� � ��������� ��� �� ����

���� ��� ������������ ��������

��������� �� ��� Ṽb �� ��� �������� ������� �� ����������� ��� θ ∈ Si =
�

i−1
N
, i
N

�

.

Ṽb(a, θ, N) = E
θ∼U [ i−1

N
, i

N
] [Vb(a, θ)]

���� ������ �� �� ����� ��� ��������� ������������

����������� ����� ������� ���������� ���� ������� ��� ��������� ������ �� ��� ���

��������� ��� ��� N > 1�

��� ����� �� ����������� � �������� ������� ������ � ��� �� ����� � �������

���� ����� �� ��� ������ ��� �������� ��� ����� ������� �� ����� ����� ������ ��

��� ���� ����� N �� ����������� ���� b�

����� �� �� π = 0� ��� ������� �� ��� ���������� ��� ��� ���������� �������� �������

U (a, θ) = − 1
12N2 ��� ��������� ��������� ���� ��� ������ �� ��������� ����� N �

������ �������� � ��������� {[0, θ1), ..., [θN−1, θN ]}� ���� �������� ��� �����

���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

������� �� ������� ���� ��� ������������ �������� ���

ai =
1
2
(θi−1 + θi)� ���

��� ����� �� ��� ��������� �� θ ∈ Si� ������� ��� ���� ��������� Si� �� �� �������

��� ����� �� ����� �� ���� ��� θ = ai ��� �� ��������� ��� ��� ��� ������� ������ ��

��� ��������� θ = {θi, θi+1}�

θ�−� �� θ�

ε

������ ����� ����� �� ����� �� � ��������� Si =
�

i−1
N

, i
N

�

�

��� ��������� ��������� ��� �������� ���� ����������� ��� ���������� � �������

���� ����� �� ��� ���������� ������� ����� ��� ���������� ������� ��� ����������

������ �� a�

0 = Ṽb (ā (θi+1, θi) , θi)− Ṽb (ā (θi, θi−1) , θi) .

= −
�

1
2
(θi+1 + θi)− θi

�2
+
�

1
2
(θi + θi−1)− θi

�2
.

���� ��� ��������� ��������� ��� ���� ���� �� θi+1 = 2θi − θi−1�

���� �������� ��� ����� ������ ��� ����� ���� a0 = 0�

θi = θ1i ���

����� ��� ��� ��� ���� ���� θN = 1

θi =
i
N

���

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

���� ���� �� ��� ��������

θi − θi−1 =
i
N
− i−1

N
= 1

N
�

��� �������� ����� �������� �� ��� ���������� ���� ��������

E [U (ai, θ)] =
�N

i=1

�

θi

θi−1

− (ai − θ)2 dθ,

= − 1
12

�N

i=1 (θi − θi−1)
3 ,

= − 1
12

�N

i=1

�

1
N

�3
,

= − N
12N3 ,

= − 1
12N2 . �,

����� �� ��� N > 1� ��������� (a (θi+1, θi) , Ṽ (0)) �� ��������

������ �������� ��� ��������� �������

a1 (θ) =
1
2
,

U1 (a1, θ) = − 1
12
,

������ ���� ��� ��������� (a1 (θi+1, θi) , Ṽ1 (0)) �������� � �������� ������ �������

���� ��� ��������� (a (θi+1, θi) , Ṽ (0)) ��� N > 1� ����� �� ����� ��

0 < U1 (a, θ)− U (a, θ) ,

0 < 1
12N2 − 1

12
,

0 < 1−N2.

�������� ���� �� ��� �������� ����� N > 1� �

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

���� �����������

�� ���� �������� �� �������� ���������� �� ������ �� ���� b ≤ 1
2
��� �� ��������� �����

N > 1 ����� �� ���������� �� �������� ��� ������ b ��� ����� N �

������� �� ��� b ≤ 1
2
��� N > 1� ��� ����� �� �������� ���� �������� ������� ��

��� ���� �� N < 1
2
√
3b2−4b3

�

������ ���� ����������� �� �� ���� ���� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ����

���������� �������� ������� ���

E [U(a, θ)] = −
� 1

2b
(θ − b− θ)2dθ −

� 2b

0
(b− θ)2dθ,

= −(1− 2b)b2 −
�

b2θ − bθ2 + θ3

3

�2b

0
,

= −b2 + 2b3 −
�

2b3 − 4b3 + 8b3

3

�

,

= −b2 + 4
3
b3.

��� ���������� �������� �������� ������� �� ��� ���� �� E [U (ai, θ)] � E [U(a, θ)]�

����� ���� ����� ��

0 > E [U(a, θ)]− E [U (ai, θ)] ,

= −b2 + 4
3
b3 + 1

12N2 .

��� ������������ �������� ������� ��� π = 1 �� ������ ���� ��� �������� ������� ���

π = 0 �� ��� ���� �� N < 1
2
√
3b2−4b3

� �

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

���� �������� ����

������� � ��� 0 > l > 1� ��� ���������� �������� �������� ������� �� N <

1

2
√

3b2(1−l)2−4b3(1−l)3
��� �������� ����������� ����������

������ ���� ����� � �� �� �� ���� ���� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ����

���������� ��� ���������� ���� �� �������� ������� ���

E [U(a, θ)] = −
� 2b(1−l)

0
(b (1− 2l)− (θ− lb))2dθ−

� 1

2b(1−l)
(θ− b− (θ− lb))2dθ,

E [U(a, θ)] = −b2 (1− l)2 + 4
3
b3 (1− l)3,

��� ���������� �������� �������� ������� �� ��� ���� �� E [U (ai, θ)] � E [U(a, θ)]�

����� ���� ����� ��

0 > E [U(a, θ)]− E [U (ai, θ)] ,

= −b2 (1− l)2 + 4
3
b3 (1− l)3 + 1

12N2 .

��� ������������ �������� ������� ���� �������� ������� �� ������ ���� ��� ��������

������� ���� ����������� ���� N < 1

2
√

3b2(1−l)2−4b3(1−l)3
� �

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

���� ������ ��������

�� ���� �������� �� ����� ��� ������ �� �������� �� ��� ������ �� ��� ���� ����� ���

��������� ������ �� ��� ������ �� ����� ���� ��� ��� �� ��� �����������

��� l ∈ L = [0, 1] �� ��� �������� ����� ������� �� ��� �������� ��� ��� w ∈ W =

[0, 1] �� ��� ������� ����������� ���������� ��� ������������ ������� ��� �� ������� ���

U (a, θ, b, l, w) = − (a− (θ − lb+ w))2 .

����������� � �� π = 1� ��� ������� ���������� ���� ������� ��� ��������� ������ ��

��� �������� ������� �� ��� ��������
�

min{b− 2(lb− w), 1
2
− lb+ w}, 1

�

�

��� ����� �� ����������� � �������� ������� ����� � �� ����� ��

����� �� {a (θ) , σ2(θ)} ������� ���� �� ��� ���� ��

�� a (θ) �� ���������������

��� −σ
2(θ) = V (θ) + (a (θ)− (θ − b))2� ��� V (θ) = V (0) +

�

θ

0
2(a(θ̃)− (θ̃ − b))dθ̃.

������ ��� ��������� ��������� �� ������� � ���� �� ��������� �����������

������� ���� ���� ��� ���������� ��� ��� ������ ��� ������� ��� ���� ������� ��

����������� ���� �� ������ ��������� �� ������� ���� ������������

�� ���� ��������� ������������� ��� ����� θ, θ� ∈ Θ �� ����

−σ
2 (θ)− (a (θ)− (θ − b))2 ≥ −σ

2 (θ�)− (a (θ�)− (θ − b))2 ;

−σ
2 (θ�)− (a (θ�)− (θ� − b))2 ≥ −σ

2 (θ)− (a (θ)− (θ� − b))2 .

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

������ �� ��� ����������� �� ����

(θ − θ
�) (a (θ)− a (θ�)) ≥ 0.

��� ���� ���� �� ��� �������

σ
2 (θ) = V (θ) + (a (θ)− (θ − b))2 . ���

�� ��� ����������� �������� ������� ���������� � �������� � ������ ������ ��

��� ������� V (θ) �� � �������� �� ��� ���� ������� V (0) ��� ��� ��������� ������� 0

��� θ�

V (θ) = V (0) +
�

θ

0
2(a(θ̃)− (θ̃ − b))dθ̃.

�� ���� �� ���� ���� ��� ������ ���� � ������ ����� ���� ������� ��� ����� ����

���� ������ ��� ����� ��� ����� θ, θ� ∈ Θ�

�

−σ
2 (θ)− (a (θ)− (θ − b))2

�

−
�

−σ
2 (θ�)− (a (θ�)− (θ − b))2

�

≥ 0. ���

������ �����

−σ
2 (θ�)− (a (θ�)− (θ − b))2 = −σ

2 (θ�)− (a (θ�)− (θ� − b))2 − 2 (a (θ�) (θ� − b)) ,

+(θ� − b)2 + 2 a (θ�) (θ − b)− (θ − b)2 ,

= V (θ�)−
�

θ�

θ
2
�

a(θ�)− (θ̃ − b)
�

dθ̃. ���

���� ��� ��� ���� ��� ��������

V (θ)− V (θ�) +
�

θ�

θ
2
�

a (θ�)− (θ̃ − b)
�

dθ̃ =
�

θ�

θ
2
�

a (θ�)− a(θ̃)
�

dθ̃ ≥ 0. �

������ �� ����� � ��� ������� ���������� ���� ��� �� ����� ��� ��������� ���������

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

��������

max
a(.),σ2(.),V (0)

U =
� 1

0
−σ

2 (θ)− (a (θ)− θ + lb− w)2 dθ,

������� ��

a (θ) �� ��� ����������� �����

σ
2 (θ) = −V (0)− 2

�

θ

0
a(θ̃)− (θ̃ − b) dθ̃ � (a (θ)− (θ − b))2 ; �����

σ
2 (θ) ≥ 0, V (0) ≤ 0. ��������

���� �������������� ������ �� �� ����� ��� ��������

����� �� �� (a (θ) , σ2 (θ) , V (0)) ��� ��������� ���� �� ��� �������

U (a (θ) , σ2 (θ) , V (0))

U (a (θ) , σ2 (θ) , V (0)) = V (0) � 2
� 1

0
a (θ) (1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3

+lb(1− lb)− w(1 + w − 2lb).

������ ���������� ���������� ����� ���� ��� ��������� �������� ��� ������ ��� �����

�� ����������� �� ��� ������ ���������

U(a(θ), σ2(θ), V (0)) =
� 1

0
[V (0) + 2

�

θ

0
a(θ̃)− (θ̃ − b) dθ̃ + (a(θ)− (θ − b))2

− (a (θ)− θ + lb− w)2] dθ

= V (0) � 2
� 1

0

�

θ

0
a(θ̃)− (θ̃ − b) dθ dθ̃

+
� 1

0
2a (θ) (b− lb+w)− 2θ(b− lb+w)+ b2− l2b2+2wlb−w2 dθ

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

= V (0) � 2
� 1

0
a (θ) (1− θ + b− lb+ w) dθ

+
� 1

0
−2(1− θ)(θ− b)− 2θ(b− lb+w) + b2 − l2b2 + 2wlb−w2 dθ

= V (0) � 2
� 1

0
a (θ) (1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3
+ lb(1− lb)

−w(1 + w − 2lb). �

����� �� ��� b− lb+ w ∈
�

0, 1
2

�

� ��������� (a (θ) , σ2 (θ) , V (0)) �� ��������

������ ������ ����� ������ � ���������
�

â (θ) , σ̂2 (θ) , V̂ (0)
�

����� �������� �

�������� ������ ������� ���� ��� ��������� (a (θ) , σ2 (θ) , V (0))�

�� ����� � �� �����

0 < U
�

â (θ) , σ̂2 (θ) , V̂ (0)
�

− U (a (θ) , σ2 (θ) , V (0))

= V̂ (0)− V (0) + 2
� 1

0
(â (θ)− a (θ)) (1− θ + b− lb+ w) dθ ���

����

0 < U
�

â (θ) , σ̂2 (θ) , V̂ (0)
�

− U (a (θ) , σ2 (θ) , V (0))

= −
� 1

0
(â (θ)− (θ − lb+ w))2+σ̂

2 (θ) dθ+
� 1

0
(a (θ)− (θ − lb+ w))2+σ

2 (θ) dθ

≤ −
� 1

0
(â (θ)− (θ − lb+ w))2 dθ +

� 1

0
(a (θ)− (θ − lb+ w))2 dθ

= 2
� 1

0
(â (θ)− a (θ)) (θ − lb+ w − a (θ)) dθ −

� 1

0
(â (θ)− a (θ))2 dθ ���

=
� 1

0
2â (θ) (θ − lb+ w)− 2a (θ) (θ − lb+ w)− â2 (θ) + a2 (θ) dθ

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

=
� 1

0
(â (θ)− (θ − lb+ w))2 dθ +

� 1

0
(a (θ)− (θ − lb+ w))2 dθ

< 2
� 1

0
(â (θ)− a (θ)) (θ − lb+ w − a (θ)) dθ. ���

����� ���� ������� ���� σ
2(θ) = 0 ��������� �� σ̂

2(θ) ≥ 0� ��� ���� σ
2(θ) −

σ̂
2(θ) ≤ 0�

������ �� ���� ��� ���� �������������

0 < V̂ (0)− V (0) + 2
� 1

0
(â (θ)− a (θ)) (1 + b− 2lb+ 2w − a (θ)) dθ.

������������ a (θ) ��� ����� ����� �� ����

0 < V̂ (0)− V (0) + 2
� 1

2(b(1−l)+w)
(â (θ)− a (θ)) (1 + b− 2lb+ 2w − θ + b) dθ

+2
� 2(b(1−l)+w)

0
(â (θ)− a (θ)) (1 + b− 2lb+ 2w − b(1− 2l)− 2w) dθ

= V̂ (0)− V (0) +
� 1

2(b(1−l)+w)
â (θ) (1 + 2b(1− l) + 2w − θ) dθ

+
� 1

2(b(1−l)+w)
a (θ) (1 + 2b(1− l) + 2w − θ) dθ

+
� 2(b(1−l)+w)

0
â (θ) dθ +

� 2(b(1−l)+w)

0
a (θ) dθ

= V̂ (0)− V (0) +
� 1

2(b(1−l)+w)
δV̂ (θ)
δθ

(1 + 2b(1− l) + 2w − θ) dθ

−
� 1

2(b(1−l)+w)
δV (θ)
δθ

(1 + 2b(1− l) + 2w − θ) dθ

+
� 2(b(1−l)+w)

0
δV̂ (θ)
δθ

dθ −
� 2(b(1−l)+w)

0
δV (θ)
δθ

dθ

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

= 2(b(1− l) + w)(V̂ (1)− V (1)) + 2
� 1

2(b(1−l)+w)
V̂ (0)− V (0) dθ ≥ 0.

�������� ���� �� ��� �������� ����� V̂ (θ) ≤ V (θ) = 0 ��� ����� θ ∈ [0, 1]� �

����� �� ��� b − lb + w > 1
2
� ��

�

â (θ) , σ̂2 (θ) , V̂ (0)
�

��� �������� ���� â (θ) ��

�������� �� [0, 1]�

������ ������� ���� â (θ) �� ��� �������� �� [0, 1]� ���� ∃θ, θ� ∈ (0, 1) ���� ����

θ
� > θ� â (θ�) > â (θ)�

�������� ��� ��������� �������

a1 (θ) = â (0) ��� ����� θ�

σ1
2 (θ) = σ̂

2 (0)�

U1 (θ) = Û (0)�

(a1 (θ) , σ1
2 (θ) , U1 (θ)) ������� ���������� ����� ��� ��������� ���� ������

�������� � �������� ������ ����� �� ��� ��������� �������� ���� ��� �������� �������

������ �� ����� ��

U (â, σ̂2) = V̂ (0) � 2
� 1

0
â (θ) (1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3
+ lb(1− lb)

−w(1 + w − 2lb)

< V̂ (0) � 2
� 1

0
â (θ) dθ

� 1

0
(1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3
+ lb(1− lb)

−w(1 + w − 2lb)

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

= V̂ (0) � 2
� 1

0
(θ − b) dθ

� 1

0
(1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3
+ lb(1− lb)

−w(1 + w − 2lb)

< V̂ (0) + 2â (0)
� 1

0
(1− θ + b− lb+ w) dθ + b2 − 1

3
+ lb(1− lb)

−w(1 + w − 2lb)

= U (a1 (θ) , σ1
2 (θ)) .

��� ���� ���������� �� ��� �� ����� ��� ��� ���� ���� â (θ) �� ��� ����

����� �� (0, 1)� ����������� ���������� ����� �� ���� 1
b−a

� b

a
f(t)g(t)dt ≥

�

1
b−a

� b

a
f(t)dt

��

1
b−a

� b

a
g(t)dt

�

�� g(t) ��� h(t) ���� ��� ���� ���������

��� ���� ���������� �� ����� ���
� 1

0
â (θ) dθ =

� 1

0
(θ − b) dθ <

� 1

0
a1 (θ) dθ �������

b− lb + w > 1
2
� ��� ��� ����� ��� ��� ����� a(θ) = 1

2
�� ������ ���� ��� ���� �����

a(θ) = θ − b ������� b− lb+ w > 1
2
� �

����� �� ��� b− lb+ w > 1
2
� ��������� (a (θ) , σ2 (θ) , V (0)) �� ��������

������ �� ����� �� �� â (θ) �� � ���� �� �� ������� ������� ���� �� �� �������� ��

(0, 1)� ������� ���� �� ����������� �� ��� �������� ��������� �� �������� ���� ���� â (θ)

�� �������� �� [0, 1]� ���� ��� ���� ������
�

â (θ) , σ̂2 (θ) , V̂ (0)
�

� ����

U (a (θ) , σ2 (θ) , V (0))− U
�

â(θ), σ̂2(θ), V̂ (0)
�

=
� 1

0
−σ

2 (θ)− (a (θ)− θ + lb− w)2 dθ−
� 1

0
−σ̂

2 (θ)− (â (θ)− θ + lb− w)2 dθ

≥
� 1

0
(a (θ)− θ + lb− w)2 dθ +

� 1

0
(â (θ)− θ + lb− w)2 dθ

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������



�������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������

= −
� 1

0

�

1
2
− lb+ w − θ + lb− w

�2
dθ +

� 1

0
(â (θ)− θ + lb− w)2 dθ

= −
�

θ

4
− θ2

2
+ θ3

3

�1

0
+
�

(â(θ)−θ+lb−w)3

3

�1

0

= â2(θ)− (1− 2lb+ 2w) â(θ) + 1
4
− lb+ l2b2 + w + w2 − 2lbw

= (â(θ)− (1
2
− lb+ w))2 ≥ 0.

����� ��� ���� ���������� ������� ���� ��� ���� ����� σ̂
2 (θ) ≥ σ

2 (θ) = 0 �����

����� �

������� � ��� 0 > l > 1 ��� 0 > w > 1� ��� ���������� �������� �������� �������

�� N < 1

2
√

3(b(1−l)+w)2−4(b(1−l)+w)3
��� �������� ����������� ����������

������ ���� ����� � �� �� �� ���� ���� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ����

���������� ��� ���������� ���� �� �������� ������� ���

E [U(a, θ)] = −
� 2(b(1−l)+w)

0
((b− 2(lb− w))− (θ − lb+ w))2dθ

−
� 1

2(b(1−l)+w)
(θ − b− (θ − lb+ w))2dθ,

E [U(a, θ)] = −(b(1− l) + w)2 + 4
3
(b(1− l) + w)3,

��� ���������� �������� �������� ������� �� ��� ���� �� E [U (ai, θ)] � E [U(a, θ)]�

����� ���� ����� ��

0 > E [U(a, θ)]− E [U (ai, θ)] ,

= −(b(1− l) + w)2 + 4
3
(b(1− l) + w)3 + 1

12N2 .

��� ������������ �������� ������� ���� �������� ������� �� ������ ���� ��� ��������

�������� �� ��������� �������� ��� ��������� ������� ���
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������� ���� ����������� �����

N < 1

2
√

3(b(1−l)+w)2−4(b(1−l)+w)3
� �

��� �������� �� ��������� �������� ��� ��������� �������
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