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Résumé : Ce mémoire de thése est consacré a
I'équation de Fokker-Planck

0 f = Af +div(E f).

Il est subdivisé en deux parties:une partie linéaire
et une partie non linéaire. Dans la partie linéaire
on considére un champ de vecteur E(x) dépendant
seulement de x. Cette partie est constituée des cha-
pitres 3, 4 et 5. Dans le chapitre 3 on montre que
I'opérateur linéaire Lf := Af + div(E f) est le géné-
rateur d’'un semi-groupe fortement continu (S (t))¢>o0
dans tous les espaces LP(R?). On y établit égale-
ment que le semi-groupe (S.(t)).>o0 est positif et ul-
tracontractif. Dans le chapitre 4 nous montrons com-
ment est ce qu'une décomposition adéquate de I'opé-
rateur L permet d’établir certaines propriétés du semi-
groupe (SL(t)):>o notamment sa bornitude. Le cha-

pitre 5 est consacré a l'existence d’un état d’équi-
libre. De plus on y montre que cet état d’équilibre
est asymptotiquement stable. Dans la partie non li-
néaire on considére un champ de vecteur de la forme
E(z,f) := x4+ V(a* f) ou a et f sont des fonctions
assez régulieres et « est 'opérateur de convolution.
Cette parties est contituée des chapitre 6 et 7. Dans
le chapitre 6 nous établissons que pour

ac Wlifo (R?)

'équation de Fokker-Planck non linéaire admet une
unique solution locale dans I'espace L%@- Dans le
dernier chapitre nous montrons que le probleme non
linéaire admet une solution globale. De plus cette so-
lution dépend continument de la donnée initiale f, et
du champ de vecteur a.

Title : Estimate of the rate of return to equilibrium in Fokker-Planck’s equation.

Keywords :

Fokker-Planck equation, Semigroups, Local and Global Existence, Granular media Equa-

tion,Fixed point Theorem, Asymptotical Stability, Rate of Convergence.

Abstract : This thesis is devoted to the Fokker-Planck
equation
O f =Af+div(E f).

It is divided into two parts. The first part deals with
the linear problem. In this part we consider a vec-
tor field E(z) depending only on z. It is composed
of chapters 3, 4 and 5. In chapter 3 we prove that
the linear operator Lf := Af + div(Ef) is an infini-
tesimal generator of a strong continuous semigroup
(Sr(t))e>0. We establish also that (S (¢))¢>0 is posi-
tive and ultracontractive. In chapter 4 we show how
an adequate decomposition of the linear operator L
allows us to deduce interesting properties for the se-
migroup (Sr(t))¢>o0. Indeed using this decomposition
we prove that (S.(t)):>0 is @ bounded semigroup. In

the last chapter of this part we establish that the linear
Fokker-Planck admits a unique steady state. Moreo-
ver this stationary solution is asymptotically stable.

In the nonlinear part we consider a vector field of the
form E(z, f) := 2+V(axf), where a and f are regular
functions. It is composed of two chapters. In chapter
6 we establish that for

a€ Wifo
the nonlinear problem has a unique local solution in
L% . To end this part we prove in chapter 7 that the
nonlinear problem has a unique global solution in L?.
This solution depends continuously on the initial data
fo and the vector field a.

Université Paris-Saclay
Espace Technologique / Immeuble Discovery
Route de I'Orme aux Merisiers RD 128 / 91190 Saint-Aubin, France
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Chapitre 1

Introduction et résultats
principaux

Dans ce mémoire de these nous nous intéressons a la résolution d’une famille
d’équations d’évolution paraboliques dans l'espace R?, avec un entier d > 1,
connues dans la littérature sous le nom de Fokker—Planck, et qui s’écrivent

sous la forme o A (B
t) — —+ div T
{ f(0,2) = fo(z). (1.0.1)

Ici A représente le laplacien classique de R?, et E : R? — R? est un champ
de vecteurs fixé : dans un premier temps il s’agit donc d’une équation linéaire.
Nous souhaitons étudier 'existence, I'unicité, et le comportement en temps
de la solution de (1.0.1) sous diverses hypothéses de croissance sur E, et dans
divers espaces fonctionnels ou la donnée initiale fy est supposée étre. En parti-
culier nous souhaitons prouver ’existence d’une solution positive stationnaire
G et la convergence de la solution f(t,-) vers G, lorsque la donnée initiale est
positive et le temps t tend vers 'infini. Une question importante est celle d’ob-
tenir un taux de convergence vers 1’équilibre, de la maniere la plus précise en
fonction des normes des espaces dans lesquels on peut prouver la convergence.

Dans un second temps nous aborderons une version non-linéaire de 1’équa-
tion de Fokker—Planck ou on suppose que le champ de vecteurs E dépend
également de f, de maniere locale ou non locale. Pour ce cas, les questions
étudiées sont celles de I'unicité, de 'existence locale, ou globale, en temps. La
question de l'existence d'un état stationnaire et celle de la convergence vers
un équilibre sont quelque peu plus difficiles a obtenir, sauf dans des cas tres
particuliers.

Dans un premier temps considérons un champ de vecteurs E du type
E(z) :== Vp(z) + Eo(z), (1.0.2)

ol on suppose que la fonction ¢ € C?(R% R) et le champ de vecteurs Ey €
C*(R4, RY) vérifient

div (e"p(m)Eo(af;)) =0 pour tout z € R% (1.0.3)



On voit alors que pour tout ¢y € R, la fonction positive G définie par
G(z) == e ?@t0  yérifie AG + div(GE) = 0, (1.0.4)

et pourvu que, par exemple, p(z) tende vers +oo suffisamment vite lorsque
|z| — +o0, on peut aussi avoir G € L'(R%), de sorte que 'on peut choisir

co € R pour que
/ G(z)dr = 1.
Rd

En désignant par M(g) la moyenne d’une fonction g € L*(R?), c’est-a-dire

Mig) = [ gta)ds,

et par L2(R?) Pespace de Lebesgue a poids

L3 (RA) = {g RS R [ gl b < oo} ,

moyennant des hypostheses adéquates de croissance sur la fonction ¢, M. P.
Gualdani, S. Mischler et C. Mouhot [17] prouvent que si k > ky > 0 (ou kg
dépend de d et du comportement a U'infini de ¢), 'on peut trouver deux réels
a>0et C >0 tels que si la donnée initiale fy du probléme (1.0.1) est dans
LY(RY) N L (R?), pour tout ¢ > 0 on ait

1£(t) = M(fo)Gll2 < Ce || fo — M(fo)Gl|z- (1.0.5)
Un exemple typique d’'une telle situation est lorsque Eg = 0 et

1
p(r) = —|z,  E(z) =]z,
v

avec ko := (v +d —2)/2 et v > 2. En réalité dans [17] les auteurs prouvent
la convergence vers 1’équilibre pour tout v > 1, mais alors les espaces de
fonctions, et le taux de convergence, doivent étre adaptés.

Au chapitre 3 nous nous intéressons a la situation ou la force de confine-
ment, c’est-a-dire le champ de vecteurs E, ne satisfait pas les conditions tres
particulieres (1.0.2)—(1.0.3), mais vérifie simplement une condition de crois-
sance a l'infini. Dans ce cas on ne dispose plus d'une solution stationnaire
explicitement déterminée comme dans (1.0.4), et il sera nécessaire de prouver
son existence. Nous montrerons que cela est le cas, et nous établirons un taux,
presque optimal, de convergence vers 1’équilibre de la solution de (1.0.1).

De maniere plus précise, nous considérons un champ de vecteur E qui ne
dérive plus d'un potentiel, mais qui vérifie des hypotheses de croissance du
type suivant :

(H1) Le champ de forces E € Wl’oo(Rd) et il existe aq,an > 0, et [y,

loc

Ba€Ret 1<y <7 <2 tels que pour tout = € R?

aj|z|™ + 1 <z E < aglz|™ + Bo. (1.0.6)
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(H2) Il existe un réel ky > d, et une constante Ry > 0 tels que

By:= inf |—div(E)+k——— - B| > —co. (1.0.7)

|z|>Ro 1+ |z?

Dans ces conditions nous pouvons établir le théoréme suivant qui généralise
le résultat cité précédemment.

Théoréme 1.0.1. Supposons que (1.0.6) et (1.0.7) (c¢’est-da-dire les hypothéses
(H1)-(H2)) soient vérifiées. Alors le probléme (1.0.1) admet une unique so-
lution stationnaire G > 0 appartenant a Li(R?), pour tout k > ko. De plus,
sik > ko et fo € L2(R?), alors ’équation (1.0.1) admet une solution unique
f € C([0,00), L2(R%)), et on peut trouver deux constantes strictement positives
C et wy dépendant uniquement de E telles que pour tout t > 0 on ait

£ () = M(fo) Glliz ey < Ce | fo — M(fo) Gl 2 (ray- (1.0.8)

En réalité, dans la suite de ce mémoire nous établirons des résultats ana-
P (d
logues dans des espaces L} (R?).

Pour la preuve de l'existence d’une solution stationnaire positive, nous
utiliserons un résultat de S. Mischler et J. Scher [22, Theorem 4.3], qui est une
généralisation du théoreme classique de Krein—-Rutman dans le cadre d’un
opérateur elliptique a résolvante non compacte du type f — Lf := Af +
div(fE).

Pour prouver 'existence de 1’état stationnaire, mais aussi pour la conver-
gence asymptotique vers 1’équilibre, nous utilisons I'approche employée no-
tamment par C. Mouhot [23], C. Mouhot & S. Mischler [21] et S. Mischler &
J. Scher [22] : étant donné 'opérateur linéaire (L, D(L)) on le décompose sous
la forme L := A+ B ou B est un opérateur borné et A un opérateur linéaire
choisi de telle maniere que le semi-groupe qu’il engendre soit a décroissance
exponentielle. Ensuite, en utilisant une formule de Picard généralisée (voir par
exemple S. Mischler & J. Scher [22, paragraphe 1.1]), on prouve d’abord que
le semi-groupe engendré par L est borné ce qui nous permettra de prouver
I'existence d’'un état stationnaire (voir partie I).

Une fois que l'existence d’un état stationnaire est prouvée, nous utiliserons
un résultat d’analyse spectrale, et la décomposition mentionnée ci-dessus, pour
montrer qu’il y a un « trou spectral » pour opérateur L défini par Lf :=
Af+div(fE), c’est-a-dire qu’il existe w, > 0 tel que o(L) \ {0}, le spectre de
L privé de zéro, soit contenu dans le demi-plan complexe {z € C ; Re(z) <
—wy }. Puis, en utilisant de nouveau une décompostion de l'opérateur L sous
la forme L = A + B, avec B borné, on prouvera le résultat de convergence
d’une solution positive vers un état stationnaire.

Apres avoir étudié I’équation de Fokker—Planck linéaire, nous aborderons
le probleme non-linéaire, c¢’est-a-dire des problemes du type

Oif = Af + div(E(, f) f)
{ f(0,2) = folx), (1.0.9)

3



ou le champ de forces E dépend de f.

Dans cette équation, qui modélise notamment des phénomenes de diffusion,
de confinement et d’agrégation de particules, on suppose que le champ de
forces E(x, f) dépend de la densité de particules, souvent de maniére non
locale. Le phénomene de diffusion permet aux particules de se répartir dans
I'espace, et ainsi d’éviter des concentrations autour de certains points (ce qui
d’un point de vue mathématique conduirait a la création de singularités).
D’un autre coté, en s’opposant a la dispersion des particules dans 1’espace,
le phénomene de confinement tend a agglomérer, ou agréger, les particules,
et ainsi créer, éventuellement des singularités de la fonction de densité f, en
un instant 7T, > 0. Cette force de confinement dépendant de la densité f, en
général il n’est pas évident qu’une solution de (1.0.9) soit globale en temps,
dans un espace fonctionnel suffisamment intéressant pour les modeles étudiés,
et notre étude constitue un apport a cet égard.

Afin de situer notre étude dans le cadre de la littérature existante, commen-
¢ons par rappeler que D. Benedetto, E. Caglioti, J. A. Carrillo & M. Pulvirenti
[5] ont considéré I’équation parabolique non-linéaire en dimension 1,

{8tf+8$[()\F(x,f)—Bx) f} = 004 f dans (0,4+00) x R
F0,5) = folz)  dans R,
(1.0.10)
ou la fonction F'(z, f) est obtenue par convolution de f avec un noyau positif
¢. Plus exactement, 'opérateur g — F'(-, g) est défini par

F(z,g) = — /R o(r —y)g(y)dy = ¢ * g(x).

Dans I’équation (1.0.10) on suppose que A > 0, et ¢ > 0 sont des parametres
fixés, et dans l'article [5] le noyau ¢ : R — R intervenant dans la définition
de F' est supposé étre

o(z) == |z|r = 2?sgn(z). (1.0.11)

En remarquant que si on pose U(s) := slog(s) pour s > 0, alors 0,f =
fOLU(f) = fO0.(1+1og(f)), on peut vérifier que 1'équation (1.0.10) peut
s’écrire

{ Of =0.[F(00, (1 +10g(f) + Mg+ f+ )| dans (0,400) x R

f(0,z) = fo(x) dans R,
(1.0.12)
On introduit ’ensemble P défini par :

:{feLl(R);fz(),/Rfdle,/wa(x)dx:O}.

On considére ensuite la fonctionnelle « d’énergie libre » £ définie pour f € P
par

/ Fa)loa(F@Ndrt s [ eyl f(x) Fy)drdyt / 2] f(a

6o RxR
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L’intérét de cette fonctionnelle est que (du moins formellement) on a

Selm) <o

si f(t) est une solution suffisamment réguliere de I’équation (1.0.10), c’est-a-
dire que £ est une fonction de Lyapounov.

Il est prouvé dans [5], de maniére un peu formelle, que le minimum de E(f),
pour les éléments f € P tels qu'en plus E(f) < oo, est atteint en un point
unique fo, € P, qui satisfait, en désignant par ®(z) := |z|*>/3 la primitive de
p(z) = ||z,

o(1+1og(fso)) + AP * fioo + gxz = Constante.

D’ott on déduit, grace a Iécriture de I’équation sous la forme (1.0.10) que fi
est également un état stationnaire de (1.0.10), ¢’est-a-dire

Oy [ (AF(z, fx) — B ) foo} = 0022 foo sur R.

Ils prouvent ensuite que si la donnée initiale positive f; € P N €2, et en plus

E(fo) < +o0, /x4f0(a7) dr < 00,
R

alors la solution f(¢) du probleme d’évolution (1.0.10) associée a fy, converge
vers fo, lorsque t — oo, plus précisément

lim | f(¢) = focll1) = 0.

t—+o00
Cependant les auteurs ne donnent pas de taux explicite de convergence vers
I’état d’équilibre.
En dimensions supérieures a un, nous devons citer les résultats de J.A.

Carrillo, R.J. McCann et C. Villani [7] qui sont une extension de [5]. Cette
étude porte sur 1’équation suivante

{ Of =div[fV(U(f)+V+Wxf)]  sur |0, +oo[xR?

f0,2) = folx) sur RY, (1.0.13)

ott U : (0,00) — R est une fonction de classe C*, V : R? — R est un potentiel
fixé, et W : R? — R est un noyau de convolution. Un exemple typique de U
est donné par

U(s) := oslog(s) pour s >0, et un réel o > 0 fixé.

Pour ce choix particulier de U, I’équation (1.0.13) prend la forme

of = div(on + fVV + F(VIV % f)) sur 0, +oo[xRd
f(0,7) = fo(x) sur R%.
(1.0.14)



On reconnait naturellement la que la partie linéaire de I’équation, c’est-a-dire
lorsque W := 0, correspond a 'opérateur linéaire de Fokker—Planck mentionné
dans notre étude précédente avec E := VV. On notera aussi que I’équation
(1.0.10) correspond au cas de la dimension d = 1 et
- - A 3 - 6 2

U(s) := o s log(s), W(z) = gla:\ ) V(z) = 57
Pour I'équation (1.0.13) il existe aussi une « fonctionnelle d’énergie libre » qui
est donnée par

1

&)= [ Updos [ Ve @dss s [ W) 5@ 1) dedy
Rd R RexRd

De fait, du moins pour une solution f(¢) suffisamment réguliere de (1.0.13)

qui a une « énergie libre » finie, on peut voir que

d
Gem=-

Cela signifie que la fonctionnelle £ fournit une fonction de Lyapounov pour
I'équation (1.0.13). Par ailleurs, comme l'a prouvé R.J. McCann [20] pour
certaines classes de fonctions U, V, W, la fonctionnelle £ atteint son minimum
sur ’ensemble des fonctions f > 0 telles que f]Rd f(z)dz =1, en un point f
et il est ainsi naturel de se demander si une solution globale et suffisamment
réguliere de (1.0.13) converge vers f., et, si cela est le cas, on peut s’intéresser
a en trouver la vitesse de convergence.

Pour mesurer ’écart entre deux solutions de (1.0.13) on introduit une
fonctionnelle &,, « fonctionnelle d’entropie relative de f par rapport a f »,
définie par :

2

f(t,z)dx.

V(U (F( ) + Vi) + (W (8, )()

g*(f|f00) = E(f) — E(f0);
pour une fonction positive f. Ainsi on dira qu’une solution f tend vers f., si
la quantité E,(f|fx) — 0 lorsque t — oo.

En considérant différentes classes de fonctions U, V, W, en particulier avec
des conditions de convexité sur V, W les auteurs montrent dans [7], que si
une solution globale en temps et positive f(¢) de (1.0.13) est donnée, alors on
a une décroissance exponentielle vers zéro de 'entropie relative E,(f(t)|fx)
lorsque t — o0o. Une fois que cette décroissance est établie, dans certains cas
on peut aussi en déduire que || f(t) — fool|1(re) tend vers zéro lorsque ¢t — oo.

Dans les articles [4] et [7], et ceux d’autres auteurs qui les ont suivis,
la question de l'existence globale des solutions n’est pas abordée, car on s’y
intéresse a la question de la stabilisation : supposant que des solutions globales
suffisamment réguliéres existent, on en prouve la convergence vers un état
stationnaire. Dans le prolongement des deux travaux dont nous venons de
citer les résultats, nous étudions la question de I’existence de solutions globales
dans des espaces de Lebesgue a poids. Ainsi, nous considérons dans un premier
temps le cas ou la fonction d’entropie U et le potentiel V' sont donnés par

U(s) = slog(s), V() = %|:)3|2,



alors que la fonction W apparaissant dans I’équation (1.0.13) ne vérifie aucune
condition de convexité, ni de coercivité a l'infini. Cela revient a considérer
I’équation de Fokker—Planck (1.0.9) avec un champ de vecteur E de la forme

E(z, f) :=z+V(axf), (1.0.15)

ou la fonction a est supposée étre dans un certain espace de Lebesgue.
Plus précisément, nous étudions (1.0.9) dans deux cas différents. Dans le
premier cas nous ferons les hypotheéses suivantes :

a € W= (RY) (1.0.16)
, . ) 2d

si d>3, Vae L ougq= (2" = 7112 (1.0.17)

si d=2, Vae Liffou 0<e<1. (1.0.18)

Ici les espaces de Lebesgue a poids Li. sont définis par
L};{a = {f . fK, € Lp(Rd)}, avec K, (7) := exp(alz|?/4).

On définira aussi les espaces de Sobolev Hj comme étant 'ensemble des
fonctions f telles que fK, € H'(RY).
Sous ces hypotheses on prouvera le résultat suivant :

Théoréme 1.0.2. Supposons que les hypothése (1.0.16)—~(1.0.18) soient véri-
fiées et considérons une donnée initiale fo € Hy (R?) du probléme (1.0.9).
Alors (1.0.9) admet une unique solution locale en temps dans Hy_ .

Pour prouver l'existence globale, dans des espace de type L%, c’est-a-dire
dans des espaces de Lebesgue avec des poids polynémiaux, nous serons amenés
a supposer un peu plus de régularité sur la fonction a.

Théoréme 1.0.3. Supposons que (1.0.17)~(1.0.18) et qu’en plus a € Wi (R%).

Alors si fo € L N LY, il existe une unique solution globale f de (1.0.9) dans
LiN L.

La suite de ce mémoire est organisée de la maniere suivante. Au chapitre
2 nous introduisons les notations, les espaces fonctionnels et les outils d’Ana-
lyse qui détermineront le cadre de notre étude. Aux chapitres 3,4 et 5 nous
traiterons l’équation de Fokker—Planck linéaire en prouvant l'existence d’un
état stationnaire puis la convergence des solutions positives vers un état sta-
tionnaire, dans différentes normes. Au chapitre 6 nous étudions 1’équation
non-linéaire (1.0.9) lorsque la fonction a apparaissant dans (1.0.15) vérifie
les conditions (1.0.16)—(1.0.18). Au chapitre 7 nous étudions ’équation non-
linéaire (1.0.9) lorsque a € VVI?J’COO(Rd), et aussi pour des formes un peu plus
générale du champ de forces E(z, f) de la forme E(z, f) := E¢g+ V(a* f), ou
Ey est un champ de forces vérifiant les conditions du type (1.0.6)—(1.0.7).






Chapitre 2

Notations et outils de base

Nous fixons dans ce chapitre les notations utilisées par la suite, nous réunissons
quelques outils dont nous aurons besoin dans la suite de ce mémoire.

2.1 Espaces de Lebesgue a poids

Nous commencons cette partie par des définitions de quelques espaces de Le-
besgue et de Sobolev avec poids. Nous noterons dans la suite

(@) o= (1+ |2*)'"2,

(ce qui est une régularisation de |z|, la norme de x) et pour un usage ultérieur
on calcule, pour tout k£ € R,

_ (2.1.1)

et
Alx)r  kd  k(k—2)|2*  k(k+d—2)|z]* + kd

WF TR T (o)’
Nous définissons I'espace de Lebesgue & poids polynomial (z)* comme étant
I'espace des fonctions mesurables g telles que (z)*g € LP(R?).

(2.1.2)

b®) = {a: [ oo < oo, 213)

De méme pour p = oo, l'espace L{°(RY) désignera 1'espace des fonctions g
mesurables au sens de Lebesgue telles que (z)*f € L>°(R%). Pour 1 < p < oo,
ces espaces seront munis de la norme naturelle

lgllzz == @) gll o a)-

De la méme manieére, pour o > 0, on définira les espaces de Lebesgue a poids
exponentiel K, en posant

L= {oi [ l@pRateras < ool (2.1.4)

9



ol on a posé
K, (z) := exp(alz|*/4), (2.1.5)

la norme étant définie naturellement comme étant
I9llze. = 1 Kaglloma).

Sur ces espaces on construit les espaces de Sobolev a poids en posant
d
Wi RY = {g e LRY 5 Vg e (LLRY)'}, (2.1.6)
et pour le poids exponentiel
WirRY) = {g € L} (R"); Vg € (L, (RD)'}. (2.1.7)

Ces espaces sont munis de leurs normes naturelles, c¢’est-a-dire la norme du
graphe. Nous écrirons souvent L} et Ly au lieu de L) (R?) et L. (RY), et

. . 1 1
nous procederons de méme avec les espaces de Sobolev W, ™" et WP
. 1
Si g € WP, en posant f := (z)¥g, comme on a

Vf={(2)Vg+kg )z,

o - s 1: 1 A ,
on voit immédiatement que les espaces de Sobolev W, *” peuvent étre caracté-
risés par le fait que

17 . 5
Wy ={g; (z)'g € WH(RY)}.
Cette caractérisation des espaces I/Vk1 P permet de déduire des inégalités de
Sobolev a poids.

Proposition 2.1.1. [ existe des constantes ci,co > 0 telles que si g € Wkl’p
on ait

elglhyr < 1) gl < callgllyo (2.18)

Pour1 <p < d notons p* := dp/(d—p) lexposant de Sobolev. Alors l'injection
VVk1 P C L} est continue et il existe une constante positive ¢, dépendant de k,p
et d telle que pour tout f € Wkl’p

[l < cellfllwpe (2.1.9)

Pour le poids exponentiel K, les espaces de Sobolev avec poids Wll(f
peuvent étre caractérisés de maniere analogue. Par exemple pour p = 2 on
a le lemme suivant (voir M. Escobedo & O. Kavian [13]) :

Proposition 2.1.2. Soit f € Hi (R?) avec a > 0. Alors f vérifie

4 2d
/d 2| | f|2 Kaq do < E/d |V > Kaodx — E/d |fIPKoadz.  (2.1.10)
R R R

En particulier f € H}(a si, et seulement si, fK, € H' (R?), et par ailleurs
il existe des constantes ci,co > 0 dépendant uniquement de o et d telles que
pour tout f € Hj. (R?) on ait

a [Kafllaws < 1 fllmy, < e 1Ko fllm @a)

10



Preuve. Soit f € C>°(R?) on définit la fonction

On en déduit que
x ax
V1 exp (O‘T) = (V9-9):

2

dz

Cela donne
oz
Vg——9

/ ‘Vf’QKza dr = /
Rd Rd 2

2
_ / Vl?dr — a / gVg-rdet O / g2 da
Rd Rd Rd

En intégrant par parties le deuxiéme terme du membre de droite on obtient

d 2
[ ViR = [ 9 Raar+ S [ gPar+ S [ jalgP s
R4 R4 R4 R4

dao o’
> ¢ / P K dz + / 22| 2K d,
2 Rd 4 Rd

ce qui prouve l'inégalité (2.1.10), a la suite d'un argument de densité de
C(R?) dans Hj . O

1p oy
Pour les espaces Wy lorsque 1 < p < 0o on a une propriété analogue.
Comme la preuve est légerement différente nous la donnons ci-dessous.

Proposition 2.1.3. Soit 1 < p < 0. Il existe une constante ¢ > 0 dépendant
de p, v et d telle que pour tout f € WII(’S(RCZ) on ait

/Rd 1f(@)P(1+ |2)?) 2P 2 Kpa(z) dz < ¢ /]Rd \Vf(@)PKpo(z)de. (2.1.11)

En particulier [ € W}(: si, et seulement si, K,f € WYP(R?), et il existe des
constantes cq, co dépendant uniquement de p,a et d telles que

e [Kafllwireay < [l fllwie < 2 [[Kafllwioma).
Preuve. Pour f € Wll(’f(]Rd) en posant g := K, f on a
Vg=K,Vf+(af2)zK,f.

Par conséquent, pour vérifier que g € WH?(R?), on doit estimer le terme x K, f
dans LP(R?Y). Notons d’abord que

|2l Kpa () = (2/pa)|al”*z - VEKpa (),

11



de sorte que pour f € C°(R?), on peut écrire

[ @P P Koy de = =2 [ ol 7721 f Koo
R4 R4

2
— — [ div(|z[""?2) Kpa Pd
. v (|z|P"2) Kpa(2)|g]" dx

2 _
< ol Kall 19 Kol
d -2
S22 @l Kpalo) do
pa Rd

Ici nous avons utilisé le fait que div(|z|[P~2z) = (d + p — 2)|z|P~2, et aussi
I'inégalité de Holder.

Lorsque p = 1, on voit que 'inégalité (2.1.11) est établie. Si 1 < p < oo,
en utilisant 'inégalité de Young

1 ., ., 1
ab < —ePa” + - PP
p p

pour a,b,e > 0 et p' :=p/(p—1), on voit que I'on peut choisir £ > 0 pour que

2 _ 1
allflfleaHzip1 IVf Kaller < Sl Kallzs +clVf KallZ,
pour une constante positive ¢ dépendant de «, p. A la suite de quoi on conclut
que linégalité (2.1.11) est satisfaite pour f € C(R?), puis on termine la
preuve par un argument de densité. O

On déduit de cette caractérisation des espaces W}(O’f les inégalités de Sobo-
lev a poids exponentiel.

Proposition 2.1.4. Pour 1 < p < d notons p* := dp/(d — p) l'exposant de
Sobolev. Alors l'injection W}(f C LY. est continue et il existe une constante
positive ¢, dépendant de k,p et d telle que pour tout f € Wil(f

17l < el g

A plusieurs reprises dans la suite nous aurons besoin de convolution entre
des élements de divers espaces de Lebesgue a poids. Comme les mesures (z)*dx
et exp(a|x|?/4)dz ne sont pas invariantes par translation, on doit vérifier que
le produit de convolution (f,g) — f*g agit bien dans les espaces de Lebesgue
a poids.

Il est immédiat de voir que si u € L et v € L} alors uv(-)*** e LP(R?)

avec
1 1 1

P P P
et que par conséquent par I'inégalité de Holder entre LP°(RY) et LP'(R?) on a

[[wol] Ly

o < llllgo ol g

12



De la méme maniere, la convolution entre des éléments de Lio et de LZI ne
pose aucune difficulté pourvu que

1 1 1
—=—+-—-1€]0,1].
r p g

En effet en posant k := min(ko, k1), on a

|f *g(x)] < /Rd (@ = y)l{x = y)*|g(y) [(y)* (& — y) ™" (y) " dy
< 254 ((IF10Y°) « (191()™) ) (@),
oll nous avons utilisé le fait que pour x,y € R% on a d’une part

(z — ) (y)™ > (x — )" (y)",

et que d’autre part
2,12 2 2 Loeo by o
(@ =)W = A+ le =y A+ [yF) 2 1+ Jfal” = 7 (2)"
Comme d’apres 'inégalité de Young (voir par exemple L. Tartar [31]) on a
(IF1C)F) = (lgl()*) € LR,
on en déduit que f* g € Lj et que
1 glly < 21/l llalleg - (2.1.12)

Ainsi on peut énoncer le résultat suivant :
Proposition 2.1.5. Soient py,p1 € [1,00] et p € [1,00] défini par
1 1 1

- )

p Po D

Alors pour ko, k1 >0 et u € Liﬁ elv e Lﬁ on a

lwollzy |, < llullzrollollzr (2.1.13)
0 1

ko+k1 T
Sip,q,r € [1, o] sont tels que

1 1,1
S=—+--1€[0,1],
rop g

alors pour ko, ki > 0 il existe une constante ¢ > 0 telle que pour u € Lzo et
v e L on ait

Ju*v|zr <ec HUHLio”UHLZI avec k := min(ko, k1). (2.1.14)
c’est-d-dire qu'on a L * Ly — L.
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Pour le produit et la convolution entre espaces de Lebesgue avec poids
exponentiels K, on peut procéder de méme, mais les poids sont modifiés dans
le résultat final.

Proposition 2.1.6. Soient pg,p; € [1,00] et p € [1,00] défini par
1 1 1

p P P
Alors pour a, 8> 0 on a Lig - Ly, — Ly ., cest-d-dire qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour u € Lig etv € Lz on ait

lwllzy, < cllullg lIoll - (2.1.15)

Sip,q,r € [1, 0] sont tels que

1 1 1
S=Z4+--1€e0,1],
rop oq

alors pour o, B > 0 il existe une constante ¢ > 0 telle que pour u € L’;{a et
v € Ly, on ait

af

s T (2.1.16)

luxvlley < cllulle llolleg — avee v:=

) N ; ’ p q T
-Q- * .
c’est-a-dire qu'on a Ly * Ly — Ly

Preuve. Soient u € Lig, et v € Ly . Alors puisque (p/po) + (p/p1) =1, on a

[u(@)v(2) [P Koy p(z)’dr = /Rd (|uKa|p0)p/p0 . (|UKﬁ|p1)p/p1 du

< HUKaHipo(Rd)HUKB”]ZM(W)a

Rd

d’ot on déduit (2.1.15).
Pour vérifier I'inégalité de Young (2.1.16), on peut écrire

[t == [ e liata =) b0 e

Comme K, (z —y)Kps(y) = exp((a]|z — y|* + Bly|?)/4), il nous faut trouver un
minorant de alr — y|? + Bly|? en termes de x, uniformément en y € RY. Si
0<R<1let|yl <Rlz|,alorson a |z —y| > |z| —|y| > (1 — R)|z| et ainsi

alr =y + Bly* > a(l = R)*[af?,
alors que si |y| > R|z| on a
ol —yl* + Bly* = BR*|xl*.
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En choisissant R de telle sorte que a(1 — R)? = BR?, ¢’est-a-dire en posant

Va
Va+ VB

on voit que si v := BR? = af/(y/a + v/B)? alors on a
exp((afz —yI* + Bly|*)/4) = exp(v]z|*/4),
de sorte que d’apres I'inégalité ci-dessus
(wx ) @)Ky (@) < ((ulKa) « (1K) ) (@),

ce qui, en utilisant le fait que |u|K, € LP(R?) et |v| K5 € LY(R?) et 'inégalité
de Young classique pour la convolution entre les espaces de Lebesgue LP(R?)
et LY(R?), donne (2.1.16). O

R =

Remarque 2.1.7. Soient 1 < py < p < 0o et f € LY pour un certain k > 0.
Alors en écrivant

£ 5 = (712 @)7 - ()l

et en appliquant I'inégalité de Holder entre LP/Po(R?) et LP/(P=Po)(RY) on voit
que

(p—po)/p
/ ‘flpo<l.>pk0 dr < HfHJZop (/ <x>ppo(kko)/(ppo)dx) ’
R4 k R4

ou le terme de droite est fini pourvu que

Ppo(k - ko)
P — Do

> d.

Ainsi, lorsque la condition ci-dessus est satisfaite, on a L} C ng, avec injection

continue. Nous utiliserons a plusieurs reprises cette remarque, en particulier
lorsque p = 2 et pg = 1, alors que k > ko + (d/2).

A o\ 7 . . po

De la méme maniere lorsque f € Lp°, on vérifie facilement que f € Ly

pourvu que po(k — ko) > d. ]

Remarque 2.1.8. Comme L7 est un espace de Hilbert, on peut identifier
(par le théoreme de représentation de F. Riesz) son dual a lui-méme :

(L3) = IL3.

Mais alors il faudra prendre garde a ne plus identifier L?(R?) & son dual, si on
est dans un cadre ou les deux espaces interviennent en méme temps.

Apres avoir effectué 'identification de L? & son dual, alors pour 1 < p < oo
le dual de L} peut étre identifié¢ a Li,,

(L) =1Ly, p=—x

15



avec la convention habituelle 1’ := oco. Ainsi, pour f € L} et g € (L}) = Lil
I’action de g sur f peut s’écrire

(0.0) = [ | Fgta)ia)* da,

et on voit que [(g, f) < [ llzz 9l U

2.2 Semi-groupes continus

Dans les lignes qui suivent nous réunissons quelques résultats sur la théorie
des semi-groupes dans les espaces de Banach.

Pour un opérateur linéaire (A, D(A)) agissant dans un espace de Banach
complexe X, on définit 'ensemble résolvant de A par

p(A):={Ae€C; A— Al estinversible et d’inverse borné de X — X},

et le spectre de 'opérateur A sera noté par

o(A) = C\ p(A).

Pour A € p(A) on notera la résolvante R4(\) de A par
RA(A) = (A - )\[)_1,

et on remarquera que l'image de R4(A) est précisément D(A). De maniere
classique, si X est un espace de Banach réel, on considere d’abord son com-
plexifié et ensuite on étend les notions ci-dessus a l'extension complexifiée de
A.

Si X et Y sont des espaces de Banach et L : X — Y est un opérateur
linéaire continu, on notera la norme de L par

[Lllx—y == sup [[Lufly.
u€X, [lullx=1

Si X =Y, la norme de L sera notée ||L| ou ||L| x-x-
Pour la définition suivante voir par exemple K. Yosida [33, chapitre IX] :

Définition 2.2.1. Soit X un espace de Banach réel ou complexe. On dit
qu’un opérateur linéaire (A, D(A)) agissant dans X, de domaine D(A) C X
est m-dissipatif, s’il vérifie les deux conditions suivantes :
(i) Uopérateur linéaire (A, D(A)) est dissipatif, ¢’est-a-dire que pour tout
réel A\ >0 etue X

I(I = AA)ullx = [ullx-

(i) Pour tout A > 0 et tout f € X, il existe u € D(A) tel qu'on ait
(I —AA)u = f.
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Cela signifie, en termes de la résolvante, que (A, D(A)) est m-dissipatif si,
et seulement si pour tout A > 0ona A € p(A) et que de plus || Ra(N)||x—x < 1.

Lorsque l'opérateur —A est dissipatif (resp. m-dissipatif), on dit que A est
un opérateur « accrétif » (resp. « m-accrétif »).

Lorsque X est un espace de Hilbert, en notant (-|-) son produit scalaire,
la dissipativité de A revient a dire que

Vue D(A), Re(Au|u) < 0.

On voit ainsi que la caractere dissipatif d'un opérateur dépend de la norme
considérée sur 'espace de Banach, et de fait ¢’est ainsi que nous allons consi-
dérer I'opérateur de Fokker—Planck f — A f+div(fE) dans des espaces munis
de normes adaptées permettant de prouver en définitive que le semi-groupe
associé est borné dans ces espaces. De fait, nous verrons un peu plus loin que
I’existence d’une solution pour 1’équation de Fokker—Planck dans les espaces de
Lebesgue LP(R?) ne pose aucune difficulté, mais les informations que I’on peut
tirer au sujet du comportement du semi-groupe considéré dans ces espaces ne
sont pas suffisamment précises, et on est amené a considérer le semi-groupe
dans des espaces avec différents poids.

De maniere plus générale, nous avons la définition suivante d’un opérateur
sectoriel :

Définition 2.2.2. Soient 0 < 0 < /2 et le secteur Yo /2 C C défini par
Yo/ = {A € C"; |arg(N\)] < 0+ g} . (2.2.1)

Un opérateur fermé (A, D(A)) agissant dans un espace de Banach X est dit
sectoriel d’angle 0 si Xgyr/2 C p(A) et de plus pour tout € € (0,0) il existe une
constante M, > 1 telle que

M,
Al
Une famille a un parametre t > 0 d’opérateurs linéaires (S(t));>o est dite
étre un semi-groupe fortement continu si elle vérifie
(i) S(0) =1
(i) S(t+t)=S(t)S(t') pour tout t et t' dans R
(iii) limp_yo ||S(h) z — z|| = 0 pour tout x € X.
On définit alors son générateur infinitésimal de la maniere suivante :

VA€ Xy ciny2, [Ra(N)||x=x <

Définition 2.2.3. Soit (S(t));>0 un semi-groupe fortement continu agissant
dans un espace de Banach X. On désigne par D(A) le sous-espace des x € X
tels que

. Sh)z—=z
= X = lim ————.
fex, / B0t h
Sixz € D(A) on note alors
Az = lim Stz -z
h—0+ h



De fait on montre que le domaine D(A) est dense dans X et que pour z € D(A)
on a AS(t)x = S(t)Ax.

Ces définitions faites, nous rappelons trois résultats classiques concernant
les semi-groupes. Pour les preuves de ces résultats nous renvoyons aux livres
de K. Yosida [33], K.J. Engel & R. Nagel [12] A. Pazy [26].

Théoréme 2.2.4. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur un
espace de Banach X. Alors il existe deux constantes w € R et M > 1 telles
que pour tout t > 0 on ait

IS < Me*". (2.2.2)
Siw=0 et M >1, on dira que le semi-groupe (S(t))i>0 est borné.
Siw=0 et M =1, on dira que le semi-groupe (S(t))i>0 est un semi-groupe
de contractions.

Si U'opérateur A est le générateur infintésimal du semi-groupe fortement
continu (S(t))>0, on notera

Sa(t) :=S(t) ouencore Si(t):=exp(tA):=S5(t).
On utilisera parfois les définitions suivantes :

Définition 2.2.5. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un semigroupe
(S4(t))t>0. On définit la « borne spectrale » de A en posant

s(A) :=sup{Re(2); z € 0(A)},
et « l’exposant de Lyapounov » du semi-groupe Sa(t) par

w(A) :=inf{w eR; IM > 1, tel que Vt >0, ||Sa(t)|| < Me“'}.

Lorsque (S4(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu et borné, alors
en particulier on a (0,00) C p(A) et, pour tout A > 0 la résolvante R4(\) de
A est donnée par la transformée de Laplace de S(t) :

Rs(N)z = — /000 e MS () dt. (2.2.3)

(Noter qu’ici la résolvante est définie comme étant Ra(\) = (A — A\I)~!, alors
que dans K.J. Engel & R. Nagel [12] elle est définie comme étant (A — A)~1).
Plus généralement, dans le cas d’un semi-groupe continue (S(t))>o, si l'expo-
sant w € R est tel que (2.2.2) soit vérifiée, alors on a

{z € C; Re(z) >w} C p(A),

et la représentation de R4(\) par la transformée de Laplace (2.2.3) est vraie
pour tout A € C tel que Re(\) > w.

Grace a la transformée de Laplace inverse, on a la représentation suivante
du semi-groupe (S4(t));>0 en termes de la résolvante de son générateur infini-
tésimal A. L’exposant w € R étant comme dans (2.2.2), on considére wy > w
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et un chemin I' C p(A) dans le plan complexe reliant wy —ico a wy +1ico ; alors
pour tout ¢t > 0 on a

Sa(t) = —/FeZtRA(z)dz, (2.2.4)

27

la convergence de l'intégrale étant uniforme pour t € [T, T3], avec 0 < T1 < Ts.

La caractérisation du générateur d’un semi-groupe de contractions est don-
née par le résultat suivant :

Théoréme 2.2.6 (Théoreme de Hille-Yosida). Soit (A, D(A)) un opérateur
linéaire agissant dans un espace de Banach X tel que D(A) est dense dans X .
Alors (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tions si, et seulement si, l'opérateur (A, D(A)) est m-dissipatif.

Un semi-groupe (S(t))i>0 est dit analytique s'il satisfait la définition sui-
vante (voir K.J. Engel & R. Nagel [12, chapter II, Definition 4.5 et Theorem
4.6]) :

Définition 2.2.7. Soient 0 < § < /2 et le secteur X5 défini par

Y5 :={AeC; Jarg(\)] < d}.
Une famille d’opérateurs linéaires continus (S(2)).cqojus, est dite un semi-
groupe analytique borné (d’angle §) si

1. S(0) =1 et S(z1 + 22) = S(21)S(22) pour z1, 22 € Es.
2. Pourtoutx € X et0< 46" <0 ona

lim_ S(z)z = x.
2—0,2€X5
3. L’application z — S(z) est analytique dans le secteur 3s.
4. Pour 0 < ¢ <6, ona

M) :=sup{||S(2)|lx=x; 2 € Xy} < 0.

Nous avons le théoreme suivant caractérisant le générateur d’un semi-
groupe analyique.

Théoréme 2.2.8. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un Banach X.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Lopérateur (A, D(A)) est le générateur d’un semi-groupe analytique
borné (S(t))i>o sur X.

2. Il existe un réel 6 € (0,7/2) tel que chacun des deux opérateurs linéaires
9 A soit le générateur d’un semi-groupe fortement continu.
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3. L'opérateur (A, D(A)) est le générateur d’un semi-groupe fortement
continu (S(t))i>o0 borné sur X tel que pour tout t > 0 on ait Im(S(t)) C
D(A) et de plus

M :=sup |[tAS(t)||xox < 0. (2.2.5)
>0

(Ici on désigne par Im(S(t)) l'image de l'opérateur S(t)).

4. L'opérateur (A, D(A)) est le générateur d’un semi-groupe fortement
continu (S(t))i>o borné sur X et il existe une constante C' > 0 telle
que

, C
|Ra(r +is)|| < sl (2.2.6)

pour tout r > 0 et s € R* tel que r +1is € p(A).
5. L’opérateur (A, D(A)) est sectoriel au sens de la définition 2.2.7.

En particulier, lorsque X est un espace de Hilbert, dont le produit scalaire
est noté (-|-), et (A, D(A)) est un opérateur auto-adjoint tel que (Auju) < 0
pour tout u € D(A), alors le semi-groupe Sy(t) est analytique et on peut
montrer (voir par exemple Th. Cazenave & A. Haraux [8, Chapter 3, Theorem
3.2.1]) que la propriété (2.2.5) devient de maniere plus précise

1
14Sa@)2]” < o [l (2.2.7)

pour tout ¢t > 0 et de plus on a les deux propriétés suivantes
1
—(ASA(t):I:|SA(t)x) <= ||:1:||2 pour x € X, (2.2.8)
|ASA(t)z]? < — (Ax\x) pour x € D(A). (2.2.9)

Si (A, D(A)) engendre un semi-groupe fortement continu (Sa(t));>o, alors pour
fo € D(A) la solution de 1’équation

df
{ at = Af (2.2.10)
f0) = fo

est donnée par f(t) = Sa(t)fo et on a f € C'([0,00), X) N C([0,00), D(A)).
Lorsque fo € X mais fo ¢ D(A), on dira que f(t) := Sa(t)fo est la solution
faible de 1’équation ci-dessus, et on a f € C([0,0), X).

Siv e C([0,T],X) la résolution de 'équation

df
{ o =Af () (2.2.11)
f(0) = fo € D(A)

est donnée par la formule de Duhamel comme étant
t
f(t)=5@)fo +/ S(t — 1)v(r) dr. (2.2.12)
0
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Lorsque fy n’appartient pas au doamine D(A), ou lorsque v n’est pas continue
a valeurs dans X, la fonction donnée par (2.2.12) est appelée solution faible,
ou solution douce (en anglais mild solution), de I’équation d’évolution (2.2.11).
Suivant le type de régularité de v, dans les équations que nous étudierons, nous
préciserons par la suite la régularité de la solution f dans un sens approprié.

2.3 Décompostion de semi-groupes

Il n’est pas difficile de voir que si B : X — X est un opérateur borné et
(A, D(A)) est le générateur d’un semi-groupe fortement continu, alors 'opéra-
teur (A4 B, D(A)) est aussi le générateur d’un semi-groupe fortement continu
(voir par exemple K. Yosida [33] ou K.J. Engel & R. Nagel [12]). Nous allons
utiliser cette propriété sous une forme particuliere qui met a profit la formule
de Duhamel (2.2.12).

Soient (L, D(L)) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu (Sg(t))>0, agissant dans un espace de Banach X. Pour établir des
propriétés intéressantes du semi-groupe (S ()):>o qui ne sont pas « visibles
» d’emblée, nous allons considérer un opérateur borné B : X — X qui sera
choisi de maniere appropriée par la suite, et puis nous poserons

A:=L-B, D(A) :== D(L). (2.3.1)

De fait, pour les équations de Fokker—Planck que nous allons étudier, nous
choisirons l'opérateur B de telle sorte qu’il existe 79 € R tel que pour tout
réel 7 > 79 Uopérateur linéaire A — 71 soit m-dissipatif (nous verrons que cela
est possible, du fait des conditions sur le comportement a 'infini imposées au
champ de force E).

Si un nombre complexe A € p(A) N p(L), alors en partant de 1’égalité

L—M=A-\+B,

et en la multipliant & gauche par R4(\) et a droite par Rz ()) on voit facilement
que 'on a
Rp(A\) = Ra(A) — Ra(A)BRL()) (2.3.2)

pour tout A € p(A) N p(L). On peut aussi voir, en multipliant a droite par
RA()\) et & gauche par Rp()), que l'on a aussi

Rp(A) = Ra(A) = RL(A)BRA(M), (2.3.3)
de sorte que I'on peut noter que 1’'on a
R (AN)BRA(AN) = Ra(A)BRL()).

Naturellement on peut itérer ces identités, en remplagant le terme Ry (\) ap-
paraissant a droite par la méme expression, pour obtenir de nouvelles expres-
sions. Par exemple en itérant I’dentité (2.3.2), ou (2.3.3), successivement, on
obtient a 'ordre deux

Rp(A) = Ra(A) — Ra(A)BRA(A) + (Ra(N)B)* R ()\) (2.3.4)
Ri(\) = Ra(\) = Ra()BRAN) + Ri (N (Ra(NB)” (235
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puis a l'ordre trois

R(N) = Ra(A) — Ra()BRa(A) + (Ra(\)B)*Ra(A) - (RA<A>B)‘°’R€<A> |
2.3.6
et
Rp(\) = Ra(A\) — Ra(N)BRA(A) + (Ra(N)B)’Ra(A) — R(A) (Ra(N)B)’
(2.3.7)

Comme par ailleurs un semi-groupe peut s’exprimer en termes de la résolvante
de son générateur infinitésimal, il est naturel de chercher a exprimer ’analogue
de (2.3.2), ou de (2.3.3), pour les semigroupes Sy, et Sy.

Pour cela, intéressons nous maintenant a I’équation différentielle suivante :

d
{ d_J; — Lf pour te (0,00) (2.3.8)
F0) = fo.

Nous savons que pour fy € X une solution faible de cette équation est donnée
par f(t) = SL(t)fo. Nous pouvons aussi remarquer que cette équation peut
s’écrire sous la forme

dt
0) = fo

Et on sait, en utilisant la formule de Duhamel (2.2.12), que la solution de cette
derniére est donnée par

{ af = Af+Bf pour te (0,00)
f

) = Sa00+ [ Sult— 1) BF(r) dr

:SA(t)fo—i-/ Sa(t —1)BSL(T) fodr,

0

ou dans la deuxieme égalité nous avons utilisé le fait que f(t) = S.(7)fo. Du
fait de I’équivalence des deux écritures (2.3.8) et (2.3) on a donc pour tout
fo € X et pour tout t >0

SL(t)fO = SA(t)fo + /(;t SA(t - T)BSL<T> fo dr

ce qui permet de déduire la formule de décomposition du semi-groupe S, en
termes de Sy
SL(t) = SA(t)—|— (SA*BSL)(t), (239)

ou de maniere naturelle le produit de convolution est défini par

(SA * (BSL))(t) = /OtSA(t—T)BSL(T) dr.

En procédant de la méme maniere pour I’équation

dt

dv = Av pour t € (0,00)
v(0) = vy,

22



dont la solution est donnée par v(t) = Sa(t)vg, et en écrivant A = L — B on
sait que v(t) est solution

d
d_ztj =Lv— Bv pour té€ (0,00)
v(0) = vp.

En utilisant la formule de Duhamel, la solution de cette équation s’écrit

¢
v(t) = SL(t)vg — / Sp(t —1)Bv(r)dr,
0
et comme Bv(T) = BSa(T)vg, on déduit, comme précédemment que

Sa(t) = Sp(t) — (Sp* BSa)(2).

On a ainsi la deuxieme formule de décomposition du semi-groupe Sy, (t)

Sp(t) = Sa(t) + (Sp * BSa)(t). (2.3.10)
En itérant la formule (2.3.10), on obtient
Sp(t) =Sa(t) + (Sax BSa)(t) + (Sp* BSax BS4)(t), (2.3.11)
et aussi
Sp(t) = Sa(t) + (Sa = BSa)(t)+ (Sp* BSaxBSa)(t), (2.3.12)

En fait, puisque la transformée de Laplace et son inverse, changent un produit
en un produit de convolution, et vice versa, et que (au signe pres) la résolvante
du générateur d’un semi-groupe correspond a la transformée de Laplace de ce
dernier par la formule (2.2.4), on peut voir que les relations (2.3.2) et (2.3.3)
sont équivalentes a (2.3.9) et (2.3.10).

En appliquant la formule (2.2.4) de la transformée de Laplace inverse a
l'identité (2.3.2) on voit que

1

SL<t) = SA(t> + .—/etZRA(z)BRL(z)dz,
2T Jp

ce qui, en comparant avec (2.3.9) donne (comme attendu)

L e”Ra(2)BRy(2)dz = (S4 * BSL)(t).

2T Jr
De méme, puisque

1

— [ ”Rs(2)BRA(2)dz = (S4* BSa)(t),

2im Jr

en appliquant la formule de la transformée de Laplace inverse (2.2.4) a I'iden-
tité (2.3.4)

Sp(t) = Sa(t) + (SaB* Sa)(t) — %4etz(BRA(z))2RL(z) dz. (2.3.13)

17T
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En procédant de maniere analogue avec (2.3.6) on obtient

SL(t) = SA(t) + (SAB * SA)<t) + ((SAB) * (SAB) * SA)(t)
+ L/e’tz(BRA(z))BRL(z) dz.

2T Jp

(2.3.14)

Les relations (2.3.13)—(2.3.14) vont étre utilisée de la maniére suivante.
Nous montrerons que si L est 'opérateur de Fokker—Planck f +— A f+div(fE),
alors B peut étre choisi de telle sorte que pour un certain w* > 0 on ait

ISa(@®)]l < Me™™,

puis nous prouverons que le semi-groupe Sr(t) est borné dans les espaces L}
et qu’il existe une unique fonction positive G telle que fRd G(z)dr = 1, et
Sp(t)f = G pour tout t > 0 (autrement dit LG = 0).

Nous montrerons ensuite que o(L) \ {0}, le spectre de L privé de zéro, est
contenu dans un demi plan {z € C; Re(z) < —a*}, pour un certain a* > 0.
Enfin, en prenant 0 < a < min(a*,w*) (on utilise ici le fait que o(A) C
{z € C; Re(z) < —w*}), et choisissant le chemin

I''={-a+is; s € R}

et en appelant P la projection sur un supplémentaire de RG, plus précisément
I’application définie par

fe=Pf:=f—M(f)G, ou M(f):= f(z)dx

Rd
nous montrerons que si

1
Jo(t) = — / etZ(BRA(z))zRL(z)P dz, (2.3.15)
2T Jp
alors on a le résultat suivant

Proposition 2.3.1. Supposons que o(L)\ {0} C {z € C; Re(z) < —a*} pre-
nons 0 < a < min(a*,w*) et ||Sa(t)|| < Me="t. Alors pour une constante

c>0ona
[J(@)]| < ca™le™™.

Ainsi, en utilisant (2.3.13) et le fait que Sa(t) est & décroissance exponen-
tielle, on pourra conclure que |[Sz(t)P fol[z» — 0 lorsque ¢ — +o0.

La preuve de la Proposition 2.3.1 n’est pas difficile. En effet on commence
par observer que comme la distance de la droite I' :== {—a +1is; s € R} aux
spectres de A et de L est strictement positive, c¢’est-a-dire qu’il existe § > 0
tel que

VA€ o(L)Ua(A), dist(z,I') > 4.

Par conséquent il existe une constante positive C; > 0 telle que pour tout
s € R on ait

|RL(—a+1is)|| < Cy et [JARa(—a +is)| < Ch. (2.3.16)
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D’autre part, comme z # 0, et que ARA(z) — zRa(z) = I, on voit que
Ra(z) = 27" (ARa(2) — 1),

ce qui reporté permet de majorer ||J,(¢)|| de la maniére suivante :

1 +oo | |
[J ()] < %e_at/ IBRA(—a +is)||*|| Ri(—a + is)|| ds

I, [ |B(ARa(~a+is) = I)|? |

< e /_OO L |Ri(=a +is)|| ds
|- 2 2 oo ds

< g IBFa e [ ot
1

< %e_atHBHQ(l +C1)?Cy,

ce qui montre que ||.J,(t)|| tend vers zéro exponentiellement.
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Premiere partie

Equation de Fokker-Planck
linéaire
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Chapitre 3

Le semi-groupe S (t) et ses
propriétés

Cette partie est consacrée a I’équation de Fokker-Planck linéaire

{ 0.f = Af + div(E(z) f)
F(0,2) = folz),

ot les fonctions f et fy sont dans L? et le champ de vecteur E vérifient les
hypotheses (3.0.3) et (3.0.4). On définit I'opérateur linéaire (L, D(L)) par :

Lf:=Af+div(E(z)f) et D(L):={feH,; LfeL;}.

Cette partie est organisée comme suit. Dans le paragraphe 3.1 nous mon-
trons l'existence d’un semi-groupe fortement continu engendré par L sur ’es-
pace Li. Dans le paragraphe 3.3 nous étudions l'existence du semi-groupe
fortement continu dans les espaces LP(RY), et ensuite au paragraphe 3.4 nous
établissons le mémes résultats dans les espaces LY pour p € [1, ool.

Pour montrer I'existence d’un semi-groupe fortement continu engendré sur
les espaces L2 on introduit opérateur linéaire

Lf:=Af+div(fE(z)) et D(L):={fe€Hy; LfeLy}. (3.01)

Une fois que l'on aura prouvé l'existence de S (t), on prouvera aussi que ce
semi-groupe est positif et qu’il est ultracontractif. Ainsi on verra que 1’équation
de Fokker—Planck

of = Af+div(E(z) f)
{f(O,x) = fo(x), (3.0.2)

admet une solution unique dans les espaces L lorsque la donnée initiale est
aussi dans 1'un des espaces L.

A toutes fins utiles, nous rappelons que les espaces L} et Lj. ont été
definis au chapitre 2, relations (2.1.3) et (2.1.4), et les espaces de Sobolev
WP et W;Q’j l'ont été par les relations (2.1.6) et (2.1.7). Nous rappelons aussi
que dans toute la suite nous supposons que le champ de forces E vérifie les
conditions suivantes :
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(H1) Le champ de forces E € I/Vll’oo(Rd) et il existe aq,an > 0, et [y,

ocC

Ba€ERet 1<y <7 <2 tels que pour tout = € R?
ailz|™ 4+ 01 <z -E < aolz|”? + fo. (3.0.3)
(H2) Il existe un réel ky > d, et une constante Ry > 0 tels que

x
= inf |—=div(E)+ky——— -E| >0 3.0.4
Bo (o> Ro { ( )+ 01_|_ ’33‘2 } = ( )
Rappelons aussi que si k > kg et si pour un p € [1,00] on a une fonction
f € L%, alors, en utilisant I'inégalité de Hélder on a f € L'(R?), et dans toute
la suite on supposera que k > k.

3.1 Le semi-groupe S (1)

On va prouver que 'on peut trouver A\g € R tel que pour A > Xy 'opé-
rateur (L — A, D(L)) soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contraction. D’apres le théoreme de caractérisation donnée par le théoreme
de Hille-Yosida 2.2.6 il suffit de montrer que l'opérateur (L — A\I, D(L)) est
m-dissipatif & domaine dense. Il est clair que les fonctions C* a supoort com-
pact sont contenues dans D(L), et ainsi le domaine de L est dense dans L2.
Pour prouver le caractere m-dissipatif de (L, D(L)) nous commengons par le
résultat suivant :

Lemme 3.1.1. Supposons que ’hypothése (H2) (3.0.4) soit vérifiée. Alors
pour tout k > ko il existe un réel Ao tel que pour tout ¢ € D(L)

(~Lelole = [ [VoPla* do = da(olo (311)

L’inégalité ci-dessus est vraie pour o € H} en ce sens qu’en notant {-,-) la
dualité entre HY(R?) et H-Y(R?) on a

() Lo (a2 [ Vo) do = dalle

Preuve. Nous savons que I'espace 4>°(R?) est dense dans H}. Donc il suffit
de vérifier (3.1.1) pour une fonction ¢ € €>°(R?) et ensuite de conclure par
un argument de densité. Pour une fonction ¢ € €>°(R%), nous avons

(—Lele)e = — /Rd div (Ve + E(z)p) p(x) (2)* dz
= /Rd (Vg@ + E(a:)go) . V(gp(x) <$)2k) dx

~ [ (Ve +Bla)e) - (Tola) (0 + () T (2)*) do
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Pour la clarté de I’'exposé nous notons

(=Lolp)e = 1y + Iy + I3 + 14,

ou
I = / |V§0|2<$>2k dl‘, Iy = / go(:L’)VQO(.I) . E<:L'>2k dl‘,
R4 R4
Iy = / p(x)Vo(z) - V(z)* dr et enfin Iy := / ¢’E - V(x)* da.
R Re

Nous intégrons par parties les termes I5 et I3 et nous aboutissons aux égalités
suivantes

h=3 [ Viel?) B i
= —% /Rd o(x)? div(E)(z)* dv — % /]Rd o(2)’E - V{(z)** do
et
I3 = %/Rd V(p?) - Viz)* do = —% /Rd ©? Az)?F da.

En sommant I, I3 et I, on obtient
1
L+13+ 1, = —/ O W (x) () du,
2 Rd

oll on a posé

Alz)k V{x)?
_<—;_d1V(E)+E’%‘

) et (2.1.2) (ot on change naturellement k en

(3.1.2)

—_

En utilisant les relations (2.1.
2k) on en déduit que

okd  Ak(k—1) 2k

Uy(z) = — - — div(E :
k() 1122 (1+|zP) 1V<)+1+\x]2

En appliquant I’hypothese (H2) (3.0.4) on obtient pour |z| > Ry

o%kd  Ak(k—1)

Uno) 2 B = TR T T ey

Si on pose

~ 2k(2k + d — 2)|x|? 2kd
A := sup 5 5
|z|>Ro (1+ |z]?) 1+ ||

— fo,

alors on aura pour |z| > Ry
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On voit ainsi qu’en posant

Ao = min(—Xo, c(Ro)) ot ¢(Ro) := inf Wy(z), (3.1.3)

lz|<Ro
cela conduit a
(~Leloh = [ Vol do— o [ oo da,
R4 R4
et le lemme est prouvé. O
Lemme 3.1.2. Supposons que Uhypothése (H2) (3.0.4) soit vérifie et Ao
comme dans le Lemme 5.1.1. Alors, pour tout k > ko lopérateur linéaire

(L—Xol,D(L)) est le générateur infinitésinal d’un 6y-semi-groupe de contrac-
tions sur L?.

Preuve. Soient )¢ le réel défini par (3.1.3) et posons
Lof == Lf = Xof, D(Lo) := D(L).

Pour voir que Ly engendre un semi-groupe fortement continu, nous devons
vérifier que (Lg, D(Lg)) est m-dissipatif, donc d’apres la Définition 2.2.1 on
doit résoudre le probléme suivant : pour fo € Lf et A > 0 trouver f € D(Lg) =
D(L) tel que

f=ALof=1fo et |fllzz <|follzz- (3.1.4)

Résoudre cette équation revient a vérifier que 'opérateur I — ALy est coercif
sur Pespace H}, ce qui est le cas : en effet si p € €°(R?) par (3.1.1) on a

(I = ALo)glg), > )\/Rd Vol () do + /R 2 () d. (3.1.5)

ce qui montre que l'opérateur (I — ML) est coercif sur €>°(R?), et donc par
densité de €>°(R?) dans H} (RY) 'opérateur (I — ALg, D(L)) est coercif sur
HE(R?). Par le théoréme de Lax-Milgram, pour tout fo € L? on peut donc
trouver une unique fonction f € D(L) telle que

f=ALof = fo,

et la corecivité (3.1.5) de I — ALy sur H] montre que £ llzz < [[foll z2- O

Du Lemme 3.1.2 on peut déduire que l'opérateur L est le générateur d'un
6o-semi-groupe, et que la croissance de Sp(t) est au plus comme e*of,

Proposition 3.1.3. Supposons que l’hypothése (H2) (3.0.4) soit vérifiée, et
k > ko. Alors Uopérateur linéaire (L, D(L)) est le générateur d’un 6y-semi-
groupe et pour tout t > 0 on a

1820 53zz < ™"

De plus si z € C et Re(z) > \g on a

< ——m——.
HRL<Z)||Li~>Lz = |Re(z) I A[)|
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Plus loin nous aurons besoin du résultat suivant qui nous donne une infor-
mation sur la borne spectrale s(L*) définie par la Définition 2.2.5.

Proposition 3.1.4. Supposons que les hypothéses (H1) et (H2), c’est-a-dire
(3.0.3) et (3.0.4) soient vérifies. Alors, en désignant par L* l'adjoint de L
dans L*(R?), il existe by € R et une fonction ¢ € D(L*) telle que 1 > 0 et

L < by dans 2'(R%), (3.1.6)

Preuve. Observons qu'en désignant par L* l'adjoint de L dans L2?(R%), si
0 € €>(R?) alors on a
L'o=Ap—E-Vop.

Pour oy > 0, considérons la fonction
(o) = ()70 = (1+ |of?) "

On peut vérifier sans difficulté que, pour «q assez grand, ¢» € D(L*). Ainsi un
calcul simple permet de voir que
L= ap(ag —d + 2)|z|* — agd o T
v (1+ |zf*)? 14 [zf?

L’hypothese (H1) (3.0.3) implique que

L* < by == sup Oéo(Oéo —d+ 2)’J}|2 —agpd ao(a2|x|72 + ﬁ2> “ .
(& 2R (1+]z[?)? 1+ |z|?
puisque v, < 2, et ainsi la preuve est terminée. n

Remarque 3.1.5. Notons que 'opérateur (L*, D(L*)) défini par
feD(lL"), Lf:=Af-E-VJ

vérifie, pour ¢ € €>°(R?)

1
(~8p + B Veloh = Vel + 5 [ P)¥i) (0 de. (317

ou la fonction W} est définie par

o A@E B V)
En utilisant (2.1.1) et (2.1.2) on a
¥ (2) = 2k(2k +d <—:C>23|x|2 +2kd ®) %@E
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et comme E vérifie (3.0.3) et (3.0.4), on voit que pour |z| > Ry on a

2k(2k +d — 2)|x|? + 2kd x-E
( 4>| | +(k0—2k)—2.
(z) (z)
Puisque z - E < ao|z|"? + B2 et que v, < 2, on voit ainsi que W} est bornée
inférieurement sur R?, et par conséquent en posant

Vi(z) > fo —

1
Ap = —3 inf Uy (x), (3.1.8)

zcRd

on a l'inégalité de corecivité pour 'opérateur L*
(—L*elo)e 2 1Vl = NsllellZs, (3.1.9)

ce qui permet d’affirmer, en procédant comme ci-dessus, que L* engendre aussi
un semi-groupe continu Sy« (t) sur L?. O

3.2 Positivité du semi-groupe Sy (t)

Dans ce paragraphe nous étudions la positivité du semi-groupe (S7(t))i>0, en
ce sens que si fo € L2 et fy > 0 presque partout, alors on a aussi S,(¢) fo > 0.

Pour prouver cela plusieurs méthodes existent. La méthode la plus intuitive
est d’étudier la positivité de —Rp(\), ou Ry () est la résolvante de I'opérateur
(L, D(L)), puisque nous savons (voir par exemple K. Yosida [33]) que pour tout
t > 0 fixé on a

Si(t)fo = lim <1 - %L) s (3.2.1)

n—oo
et naturellement

(I—tL/n)"" = —%RL (%) .

De fait la positivité de — Ry (\) est une conséquence de celle du semi-groupe
Sp(t) car comme nous l'avons rappelé dans (2.2.3),

—Rp(\) = /0 h e MSL(t)dt.

pour A > Ag, ou Ag est donné par la Proposition 3.1.3. Ainsi on peut affirmer
que la positivité de —Rp(\), pour A > 0 assez grand, est équivalente a la
positivité de S (t).

Il nous faut donc montrer que si f > 0 alors on a Ry (A)f <0 pour A >0
assez grand. On désignera le cone des fonctions positives ou nulles de L7 par

Li (R :={feli; f>0 pp}. (3.2.2)
Pour € > 0 et s € R on considere la fonction réguliére

Je(s) == Ve2 + 82 —e. (3.2.3)
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s g2

. 2 -1 N

]a(s) - \/m et Je (S) (62 +S2>3/2
On voit immédiatement que 57 > 0, c’est-a-dire la fonction j. est strictement
convexe. Soit f une fonction ¥>°(R%), alors on a

Vie(f) =iV et Dj(f) = 3L (NIV I+ GLAS.

Cela permet de prouver le résultat suivant, qui est I'inégalité de Kato pour le
laplacien.

Lemme 3.2.1. Soit f € D(L). Alors la fonction j. étant définie par (3.2.3),
on a :

(1) Aj-(f) — Alf| dans 2'(R?).

(2) Alf| > sgu(f)Af dans Z'(R?).

(3) Je(f)Af = sgu(f)Af dans 7'(R7).

(1) TNV f = sen(F)VS dans L3

Preuve. Soit f € D(L). Commencons par noter que 0 < j.(s) < |s| et que
par ailleurs j.(s) — |s| pour s fixé et ¢ — 0. Par conséquent on peut en
déduire que j.(f) — |f| dans L2, donc aussi dans 2'(R?), lorsque € — 0. On
en déduit ainsi que

Je(F)Okf = Okje(f) = Oulf| dams Li et Aj.(f) — Alf| dans Z'(RY).
Comme j7(f)|Vf|> >0, on a
Aje(f) = LIV + LA = JLfAS.

Puisque pour s # 0 on sait que j.(s) — sgn(s), si p € Z(R?)

/ )V fodr - / sen(f)V fpdr,
Rd Rd

et aussi

/ S fode — / sen(f)Af dz
Rd Rd

quand £ — 0. On en conclut finalement que V|f| = sgn(f)Vf et que A|f] >
sgn(f)Af. H

Lemme 3.2.2. Supposons que U’hypothése (H1) (3.0.3) soit vérifice. Alors
pour tout f € D(L) on a

LIf| = sgn(f)Lf,
au sens des distributions. Aussi, en notant fT := max(f,0), pour f € D(L),

au sens des distributions on a

L(f*) > = (1 +sgn(f))Lf. (3.2.4)

DN | —
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Preuve. Considérons la fonction j. définie par (3.2.3). Soit f € D(L) et
© € 2(R?) telle que ¢ > 0. Donc on a

(Lj-(f).0) = GLNOIVIP + GL)AS + div(j-()E), @)
> (GLUHAS + div(j.(f)E), ¢).

On sait que jL(f)Af — sgn(f)Af et que

(div(j-(/)E), o) = GV - E+ j(f)div(E), o).

Le champ de vecteur E est dans W™ (R?) donc Vf - E € L} (R%). Ce qui
nous donne

LNV -Eyp0) = (sen(f)VS - B, ),

quand ¢ tend vers 0. En combinant le fait que div(E) € L2 _ et |7.(f)] < |f]
on obtient j.(f)div(E) € L2 . Par conséquent on a

loc

(G(/)div(E), ¢) — (|f|div(E),¢) quand & — 0.

D’autre part on a

(f|div(E), ) = (sgn(f)fdiv(E), ¢).

Finalement on obtient
<L|f|7 90> = lli%<L]a(f)v g0> > <Sgn(f)Af + v|f| -E+ |f|d1V(E)v <P>-
Comme V|f| - E + | f|div(E) = sgn(f)(Vf - E + fdiv(E)), alors

sgn(f)Af + V| f|+|f|div(E) = sgn(f)(Af + V[ -E+ fdiv(E))
= sgn(f)Lf.

Par conséquent pour tout ¢ € Z(R?) telle que ¢ > 0 on a

(LIf], @) = (sgn(f) L, ),

et la preuve de la premiere inégalité du lemme est terminée.
Pour compléter la preuve de la deuxieme inégalité, il suffit de remarquer

que [+ = (f+1f1)/2 a

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que le S (t) est un semi-
groupe positif.

Théoréme 3.2.3. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) soient vérifiées

et soit (Sp(t))>0 le semi-groupe engendré par l'opérateur (L, D(L)). Alors
(SL(t))e>0 est un semi-groupe positif sur L2,
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Preuve. Comme nous 'avons rappelé ci-dessus, grace a la formule (3.2.1), il
suffit de montrer que si fo € L? et fy > 0 est donnée et que A > 0 est assez
grand pour que A € p(L), et f € D(L) est solution de

alors on a f < 0. Effectivement, prenons A > )y et notons que puisque f* =
(If| + f)/2 € H} d’apres le Lemme 3.2.1, en utilisant la deuxiéme forme de
I'inégalité de Kato donnée par le Lemme 3.2.2 on a

2L(fF) = AfT) = (L +sgu(f))(Lf = Af) = (1 +sgn(f)) fo > 0.

En prenant une suite (), de fonctions de €>°(R?) telles que ¢, > 0 et ¢, —
fT dans H}, en notant v, (z) := (2)?*p,(z) on voit que grace & I'inégalité ci-
dessus d'une part on a

(L(fT) = AT ) 2 0,
et que d’autre part
I AT ) = / (VU )+ FYE@)) - V() () da
B Z: (V(f)pn + [TE@)) - pul@) Viz)* da
—/\/ Fronlz)?de,

Rd

et que g, — f+ dans H}, on peut vérifier que lorsque n — 0o
/]Rd (V(f)en +TE(@)) - Vou (@) (2)* do —
L (VGO + 1 B@) - V() @) ) da
et de méme pour les autres termes
/Rd (VU pn +ITE@)) - pul)V (@) dr —
/Rd (VO + FYE@) - (@)Y () de
et aussi

fron(@)de — [ (F5)*(x)*dw.
Rd Rd

Finalement, lorsque n — oo on a donc

0< (L(f+) — AT, V) — <<37>kL(f+)a <$>kf+>H—1(Rd),H1(Rd)

et en utilisant la deuxieme inégalité du Lemme 3.1.1 on voit que
= [ VR - =) [ 15 P> o
R R

ce qui implique que f* =0, et la preuve du théoréme est terminée. O]
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3.3 Existence dans les espaces LP(R?)

Comme nous ’avons signalé plus haut, 'opérateur L engendre aussi un semi-
groupe dans les espaces LP(R?), et on dispose aussi d’'un principe du maximum
faible pour I'opérateur L — A1, si \ est assez grand. En effet, commencons par
noter que, par ’hypothese (H2) (3.0.4), pour |z| > Ry on a

14 [zf?

k’o(a2|.’L'|72 + /62)
1+ [[?

—div(E(x)) > fo — > Bo —

Y

et que 75 < 2, on voit que —div(E) est bornée inférieurement sur R¢. Par
conséquent on peut trouver \j > 0 tel que

Ay — div(E(z)) >0 pour tout z € R?

Théoréme 3.3.1. Soit 1 < p < o0 firé, et soit A > 0 tel qu’il existe py > 0

pour que
A —div(E(x)) > po  sur R, et A > ).

Alors si fo € LP(R?) il existe une unique fonction f € LP(R?) telle que
Lf = Af=Af+div(fE) — \f = fo, (3.3.1)

et de plus on a

N R C )L/uwm</|mwx

De maniére plus précise en posant

. (P p
c:=c(pg,\,p) :=min | —, —— |,
) = min (3,20

on a
£l 2o ey < |l foll Lo rey-
En particulier, si fo € LP°(RY) N L>®(R?), alors on a f € L=(RY) et

1
[ flloo < —Il.folloo-
Ho

Preuve. En effet, dans un premier temps supposons p > 1, et remarquons
qu’il suffit de prouver le résultat pour fo € €>*(R?Y) et fo < 0. Alors on sait
que Iéquation (3.3.1) admet une solution unique dans H}(R?) et que f > 0.
Pour n > 1 entier, considérons les fonctions de troncature T,, définie sur R par

To(5) := s1jsj<n(s) + 15gn(8)1jjs>n], (3.3.2)
et multiplions I'équation (3.3.1) par f2~! ou

fo=To(f) € H-RY N L*(RY) ¢ H'(RY) N L®(RY).
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On obtient, apres intégration par parties,

o=0) [ 1PV Vhde + [ J@h B ds

A S@ ey e = [ fola)fule) de

(3.3.3)

Or puisque V f,, = 15<nVf on a

4
/ |fuP 2V f -V frda = / |fulP 2V [l doe = — / V| flP? P da,
R Rd pP” Jra

et d’autre part puisque fVf, = .,V f,, aprés une intégration par parties on
obtient )
/ f(@) fulx)P°E -V, dv = ——/ div(E)|f,|? da.
Rd D Jrd
Ainsi, reportant ces relations dans (3.3.3), et en utilisant le fait que ff?=! > f?
et que A > 0, on voit que

4(p —1 -1 . _
1) / V1 ful?? 2da + / (A== div(E)) f2dz < | foll o | full2o
p R R4 p

Comme on a

-1 -1 A -1 A
)\—p—diV(E) > P [to + — > max (p uo,—>,
p b p p p

on déduit d’abord que

. (P p
| full ooy < min (? " WO) Voll o
puis en faisant tendre n — oo, on conclut que l'estimation donnée par le
théoreme est vraie.

Pour obtenir le résultat dans le cas p = 1, on peut faire tendre p — 1
dans les estimations obtenues, et apres un argument de densité des fonctions
régulieres a support compact on conclut la preuve (on notera que 1’on obtient
a la limite || fl1gay < A7 foll 21 (ray)-

Lorsque fo € LP°(R?)NL>(RY), alors pour tout p > p finion a f € LP(R?)
et, pour p assez grand on a

. p p p
f dSmm(—,—> Jollzray = ——=<—IlfollLr®a)-
|| ||LP(R ) h\ (p _ 1)/1/0 || ||LP(R ) (p — 1),“0 || ”LP(R )
On voit ainsi que lorsque p — oo, on obtient la derniere estimation donnée
par le théoreme. O]

Si on fixe A comme dans le Théoreme 3.3.1, et on pose Lg := L — A\I, on
peut voir que pour 1 < p < co et fy € LP(RY) il existe un unique f € LP(RY)
tel que

(I = Lo)f = fo, et || fllzrway < |l foll Lo may,
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c’est-a-dire que Lg est m-dissipatif et engendre un semi-groupe de contractions
St,(t). Par ailleurs nous avons rappelé plus haut que si fy € L alors S, () fo
peut étre défini comme la limite de (I —tLo/n)™" fy dans L. En utilisant le
Théoreme 3.3.1 et la remarque ci-dessus on voit donc que si 1 < p < o0 et
fo € L2 N LP(RY) alors

(I — %LO) fo— S, (t)fo dans LZ N Lp(Rd),

ce qui signifie que 'on peut considérer le semi-groupe Si(t) = €Sy, (t) comme
un semi-groupe continu sur LP(RY).
On peut ainsi énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.3.2. Pour 1 < p < oo le semi-groupe Si(t) est un semi-groupe
fortement continu sur LP(R®). Si X\ est firé comme dans le Théoréme 3.5.1,
alors pour fy € LP(RY) on a

1SL(t) foll Lr(ray < eAtHfoHLP(Rdy
et pour fo € L®(R%) on a Si(t) fo € L(R?) et
1SL(8) foll Lo ray < € foll oo (ray-

Une fois que l'on sait que le semi-groupe agit dans L'(R?) on peut mon-
trer que la masse totale de la solution de I'’équation de Fokker—Planck reste
constante :

Proposition 3.3.3. Si fy € LY(R?) et f := Si(t)fy est solution de l’équation
de Fokker—Planck (3.0.2), alors pour toutt >0 on a

flt,x)de = | fo(x)dx.
Rd

R4

Preuve. En effet lorsque p = 1 dans le Théoréme 3.3.2 et fy > 0 est un
élément de D(L) C L2, on sait que f(t) := Si(t) fo vérifie f € C*([0,T], L) C
C*([0, T], L*(R?)) car nous avons choisi k > d/2. Soit (5 € €°>°(R) une fonction
telle que

0<¢ <1, Co(s) =1 pour |s| <1, Co(s) = 0 pour |s| > 2,
et pour n > 1 posons (,(z) := (o(|z|/n). En multipliant I’équation
of =Af+div(fE), f(0,2) = fo(z) >0

par ¢, et en intégrant sur (0,¢) x R? on obtient

/Rd ft,x)Cu () de = g fo(x)Cu(x) da (3.3.4)
— /0 g Vf(s,z) V(. (r)dxds

- /Ot » f(s,2)E(x) - V(,(x) dzds.
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On a clairement Vf € C([0,T],L?) C C([0,T], L}(R%)) et par conséquent

t C T
/0 Vi(s,x) V(,(x)dr| < E/o /[n<|x<2n] |V f(s,z)|dxds — 0,

lorsque n — oo.
De maniere analogue, du fait que E vérifie 'hypothese (H1) (3.0.3), et que

V() = (nfz]) ¢ (|z]/n)z, on a
C
[E(@) - V(@) < — (@)™ lncpai<an) < C lnsiai<an);

puisque 75 — 1 < 1 et pour n < |z| < 2n on a (z)72~! < Cn. Par conséquent
le troisieme terme de droite de (3.3.4) vérifie

T
SC’/ / f(s,x)dxds — 0
0 J[n<|z<2n]

lorsque n — oo. Par conséquent, en passant a la limite n — oo dans (3.3.4)
on voit que la proposition est prouvée pour fo € D(L) et fo > 0. Par un
argument de densité on voit que le résultat annoncé est vrai pour fo € L'(R?)
et fo > 0, puis par une décomposition de fo = fi — f, on conclut. O]

/O e f(S, ZL‘)E(,I) . an($) d ds

Remarque 3.3.4. Puisque, comme on vient de le voir, Si(t) est un semi-
groupe linéaire fortement continu dans tous les espaces avec poids L? et dans
les espaces de Lebesgue sans poids LP(R?) pour 1 < p < oo, on pourrait
utiliser un argument d’interpolation pour dire que S (t) est aussi un semi-
groupe linéaire fortement continu dans tous les espaces interpolés entre ces
espaces (voir par exemple L. Tartar [31], chapitres 21 a 29).

Remarque 3.3.5. Noter que 'exposant A dans le Théoreme 3.3.2 n’est pas
optimal et, de fait, pour prouver la convergence des solutions positives de
I’équation d’évolution de Fokker—Planck vers une solution stationnaire, nous
montrerons un peu plus loin que la borne spectrale de 'opérateur (L, D(L)) et
I'exposant de Lyapounov w(L) du semi-groupe Sy, (t), définis par la Définition
2.2.5, vérifient s(L) € o(SL(t)) et s(L) = w(L). O

Cette remarque jouera un role important dans la suite. Car si nous parve-
nons a décaler le spectre de 'opérateur (L, D(L)) vers la gauche en introdui-
sant un nouvel opérateur (A, D(A)) vérifiant w(A) < 0, et tel que S (¢) puisse
s’exprimer de maniére simple en termes de S4(t), on peut obtenir dans un pre-
mier temps le caractére uniformément borné en temps du semi-groupe Sy (t).
Nous reviendrons sur toutes ces questions plus en détails dans le paragraphe
consacré a la stabilité asymptotique. O

3.4 Existence dans L avec 1 < p < o0

Nous nous intéressons ici a la résolution de I’équation de Fokker—Planck
linéaire dans les espaces L} pour p > 1 fini.
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A certains moments nous utiliserons des fonctions de troncature définies de
la maniere suivante. Commencons par choisir une fonction ¢y € €>° ([0, +oo[)

telle que
1 si 0<s<1

Go(s) = (3.4.1)
0 si s> 2.

Pour tout entier naturel n > 1 on définit la suite ({,),>1 comme suit

x
Gn () —C0(| |) (3.4.2)
De la définition de (,, on déduit que pour une certaine constante ¢ > 0 on a
c c
[VGa(2)| < El[nélx\SQn](x)v et |Ok;Cu(z)| < ﬁl[nSIxISQn]('T)- (3.4.3)

Lemme 3.4.1. Pour ¢ € €*(R?) on a

/—Aw-\wl”%(@pkdl’ —— /!VI olP?Pdx
]Rd
(d—2)|z|>+d 7k
E— YPPdx
el

- / e O = o oy

Preuve. Posons v := (z)*¢. En utilisant (2.1.1) et (2.1.2) (en y remplagant
k par —k) on vérifie facilement que

Ap = A({z)Fv) = (Av — % -V + ik - d “<‘$2>1|95|2 — kdv) (x)7F.

Puisque Ay - [oP~2p(x)P* = A({x)~*v) - [v]P~20(z)*, on a donc
2k
—Ap - |oP2p(x)Prdr :/ ( Av + ﬁ VU) lv[P~2vdx
Rd

k(k —d+ 2)|x]* —
—/ ( il 21|I| ]v|pdx.
R4 (z)

R4

Il ne nous reste plus qu’a écrire

4(p—1
[ v oprde = -1y [ veplop-rae = X220 [ wpppa,
R4 Rd p R

et remarquer que

2k 2k d—2)|z]*+d
/ i VTS lvP2vdr = ——/ ( Nlj i lv|Pdx,
re (1) D Jrd (z)

puis remplacer v par {x)¥p pour terminer la preuve du lemme. ]
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On vérifie ensuite une égalité concernant le terme div(fE) dans I’équation

de Fokker—Planck.

Lemme 3.4.2. Pour ¢ € €*(R?) on a

_ /R div(pE) - gl ey = /R d ( (1;:; E-7? ;1dw( )) ol (x)P*de.

Démonstration. De nouveau en posant v := (z)*¢ on a
- / div(9E) - o o) de = - / div((w)0E) - [0 u{a)da,
R R
et il suffit de déterminer le terme de droite de cette égalité. Or il est clair, par
intégrations par parties, que
- /Rd div((z) *vE) - [vfP v (z)de = (p— 1) /Rd lv[P~?v Vo - Edx

» V(x>k
o TE T

La premiere intégrale de droite s’écrit, en utilisant le fait que

dz.

1
lvP~20 Vo = =V|v]?
p
et en intégrant par parties

-1
(p— 1)/ lw[P 20 Vo - Edr = . |v|Pdiv(E) dz,
Rd p R4

puis en utilisant (2.1.1), on obtient

_ /R div({z) *oE) - [vv(z)Fdz = /R ({;f? E— p; 1div(E)> lo]Pdz.

En remplacant v par (x)¥p on obtient I'expression que 'on voulait prouver
dans le lemme. O

Les deux lemmes précédents conduisent au théoreme suivant

Théoréme 3.4.3. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) données par (3.0.3)
et (3.0.4) soient vérifiées et k > ko. Alors,pour tout p € (1,00), il existe un
Ao € R tel que pour tout X > g lopérateur (L — NI, D(L)) ou

L):={feLl; (x)*|fP* e H'(RY), Lf € LV}

. , . . . D
soit un opérateur m-dissipatif sur L.
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Preuve. On peut fixer un exposant k; assez grand pour que
d . .
k1>k+1+§ si l<p<2, et ky >pk+1 sip>2. (3.4.4)

de sorte que pour opérateur L qui est défini par (3.0.1), en remplagant k par
ki dans la définition de Ay donnée par (3.1.3), on sait qu'il existe Ag(k1) > 0
tel que pour tout A > 1+ \g(k) et toute fonction g € €>(R?) telle que g > 0,
il existe f € Hy solution unique de

—Lf+ A =—-Af —div(fE)+ A\f =g dans R?.

On sait de plus que f > 0, et par le principe du maximum faible donné par le
Théoréme 3.3.1, on sait aussi que f € L®(R?) et || f|lpo@ay < 9]l oo ray (on
prend par exemple po > 1 dans le Théoréme 3.3.1). On peut donc multiplier
cette équation par fP~1(z)PE(,, ot les fonctions de troncature ont été définies
par (3.4.2). En procédant comme dans la preuve des lemmes ci-dessus, en
effectuant des intégrations par parties qui sont justifiées facilement, on voit
que

0=1) [ VIR Gdo+ [ B rlayds = [ g e
(3.4.5)

ol on a posé
Fo(z) = Fi(2)G(2) + Fou(),

et
.y Al p-1 V ()Pt

En utilisant le fait que E vérifie les conditions (3.0.3) et (3.0.4), on peut voir
facilement qu’il existe A\§ > Ao(k1) (dépendant de p, k et des constantes du
champ de forces E données par (3.0.3) et (3.0.4)) tel que pour tout = € R on
ait (par exemple)

Fi(x) > 1.

On voit ainsi que (3.4.5) donne

fp(x>pkén(x)dx§/gfp1<x>pkgndx+/ | By ()] fP(2)PRdz.  (3.4.6)
Rd Rd Rd

Or d’apres la définition de F,, et du fait que (, vérifie (3.4.3), alors que E
vérifie (3.0.3), on voit facilement que pour une constante C' > 0 indépendante
de n on a

C
[Fo ()] < 51[n§|x|§2n]<$>2 < Clpgoi<an) (@),
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de sorte que finalement si p > 2
[ P@iperta<cing? [ plaria o,
R [n<|z|<2n]

lorsque n — oo, car f € L et ky vérifie (3.4.4) lorsque p > 2.
Si 1 < p < 2alors en notant €, := [n < |z| < 2n| et appliquant 'inégalité
de Hélder entre L*?(Q,) et L(?=P)(Q,), si on définit 'exposant

_ 2p(ky — k) — 1)
2-p

on a

[ Pa@ir@rti<c [ i
R4 Qn

(2-p)/p
< [ fla. 7 (z)™™ — 0,
kq Qn

car d’une part f € Lil et d’autre part avec le choix de k; dans (3.4.4) lorsque
l<p<2,onam>d.

On voit finalement, en utilisant 'inégalité de Young ab < a?/p + b /p/,
avec a := g et b:= fP~1 dans (3.4.6) que l'on a

Pl < [ @lorde+y [ P,
R4 Rd R4

d’ott on déduit, en passant a la limite sur n — oo, que || f[|rz < [|g[[zz. I est
clair que (3.4.5) donne aussi I'estimation

-1 [ VIRt des [ paptie < [ et

En utilisant un argument de densité des fonctions g € €>°(R?) dans L?, on
conclut la preuve du théoreme. O

Dans le paragraphe suivant nous étudions 'ultracontractivité du semi-
groupe Sr,(t).

3.5 Ultracontractivité de (SL(t))>0

Dans cette section nous voulons prouver que pour ¢t > 0 le semi-groupe
Sr(t) définit un opérateur borné de L7 dans L°, autrement dit que le semi-
groupe Sp(t) est ultra-contractif. Pour montrer cela nous allons utiliser le fait
que cette propriété est une conséquence de 'inégalité de Nash. En réalité, pour
les semi-groupes auto-adjoints agissant dans un espace de Lebesgue L?(dpu), il
y a équivalence entre le fait que le semi-groupe soit ultracontractif et le fait
que son générateur infinitésimal vérifie I'inégalité de Nash (voir E. B. Davies
& B. Simon [10] et [11], et pour un exposé complet sur le sujet E.B. Davies
[9]. Pour le cas des opérateurs non-autoadjoints voir O. Kavian [18]).
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Lemme 3.5.1. (Inégalité de Nash). Supposons que k+d—2 > 0. Il existe
une constante ¢ > 0 telle que si f € L}, N D(L) alors on ait

1A < el - IV 117 (35.1)

En particulier si Ay et k > ko sont comme dans le Lemme 3.1.1, alors pour
tout f € Ly N D(L) on a

Y < eI of = LFIF)nz (3.5.2)

et aussi pour f € Ly N D(L*) (ou L*f = Af — E-Vf et A} est donné par
(3.1.8))
A1 < eI S = L7 1)z (35.3)

Preuve. En effet si f € L} N D(L) on sait que f(z)* € L2(RY) N LY(R?). En
posant ¢ = f(z)*, alors on a p € H'(R?), et en appliquant I'inégalité de Nash
classique on a
el < cllelliire - IVl 2@a). (3.5.4)
Or
Vo= (@)'Vf+ Vi),

et par une intégration par parties on voit facilement que

/ Vel de = IV fIIzz — %/ (@) — 2|V (2)*?) f(x)*da.
R4 R4

En utilisant (2.1.1) d’une part et (2.1.2) (ou on remplace k par 2k), on voit
que
Az)?* — 2|V (2)*]* = (2k(k + d — 2)|z|* + 2kd) (z)** > 0,
de sorte que ||V¢||L2(Rd < ||Vf||L27 et de (3.5.4) on déduit (3.5.1).
Lorsque A, k et ko sont comme dans le Lemme 3.1.1, alors pour tout
feD(L)ona
(Aol = L) f[f)r2 = ||Vf||%§,

ce qui permet d’obtenir (3.5.2) a partir de (3.5.1). Enfin (3.5.3) est une consé-
quence de (3.5.1) et de l'inégalité (3.1.9) de la Remarque 3.1.5. O

Théoréme 3.5.2. Soit (Sp(t))i>0 le Go-semi-groupe engendré par l'opéra-
teur (L, D(L)). Alors (SL(t))i>0 est ultracontractif, c’est-a-dire qu’il existe des
constantes ¢ > 0 et A\ > 0 telles que pour fy € L

IS0 hllig < et ol (355
1S (t) follL2 < thd/4eAt||f0||L}C (3.5.6)
et aussi
ISL(®) follee < ct™2e| foll (3.5.7)
S (t) foll e < Cfd/Qe/\tHfoHL}c- (3.5.8)
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Preuve. Nous suivons et adaptons ici la preuve classique que 1’on peut trou-
ver dans le livre de E.B. Davies [9]. Notons L, I'adjoint de Lo pour le produit
scalaire de L, et par L* I'adjoint de L pour le produit scalaire de L?(R¢). On
va fixer un réel A > max(Ag, Aj) assez grand, ou Ag et A§ sont comme dans le
Lemme 3.5.1, de telle sorte que les opérateurs

Ly:=L—-MX, Li=L"—M\, Lo:=L,—M\

soient des opérateurs m-dissipatifs et engendrent des semi-groupes de contrac-
tions dans L} et dans L2. Soit alors f(t) := Sz, () fo et p(t) :== || f(t) pour

fo€ D(L)NL;. On a
—(8) = =20 O (#)rz = =2(Lof()F (D) = el F O£ DI

Or [[f(t)llzr < [l follz: puisque Sg,(t) est un semi-groupe de contractions sur
L;. Par conséquent on a

—(t) = el foll ),

||L2’

d’ou on déduit que (p(t)~24) > ¢ HfoH;1 et par conséquent

_ —4/d —4/d
(1) 2 (0) et foll ) = el foll

ce qui donne I'inégalité (3.5.5), en remarquant que Sr,(t) = e*Sz, (). Comme
lopérateur Ly = L* — Al (qui correspond & I'adjoint de Lo dans L*(R?)) vérifie
(3.5.3), il est clair que I'on peut procéder de la méme maniere avec f(t) :=
Sr;(t) fo et obtenir I'inégalité d’ultracontractivité (3.5.6) pour I'opérateur L*.

Pour obtenir 'inégalité (3.5.7), commengons par observer que de nouveau
nous avons l'inégalité de Nash pour f € D(L,) N Lj

1T < elFIE IV AT < e AN (= Loef1f) ez

et par conséquent en procédant comme ci-dessus on a

1550, () follz2 < ct™*|| foll -

Or Sp,.(t) n’est autre que (Sg,(t))«, 'adjoint du semi-groupe Sy, (t) pour le
produit scalaire de L. Comme (S, (t)). : Lj, — L} est un opérateur linéaire
continu avec une norme ne dépassant pas ct~%*, on en déduit donc que son
adjoint pour le produit scalaire de L, c’est-a-dire Sp,(t), est un opérateur
lindaire continu de (L2)" — (L})’, avec une norme ne dépassant pas ct~%*.
Par ailleurs, comme nous I’avons noté a la Remarque 2.1.8, en identifiant (L)’
& L2, alors on peut identifier (L;)" & Lg°. En fin de compte on a donc

150 (8) follze < et follzz.
et en écrivant que Sp,(t) fo = Sr,(t/2)SL,(t/2) fo on a

152, (&) follzpe < et Sy (8/2) follz < et foll .

ce qui donne (3.5.7). Il est clair que la preuve de (3.5.8) suit les mémes argu-
ments et ainsi le théoreme est prouvé. ]
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Afin d’aborder la question de l'existence d’une solution stationnaire, au
chapitre suivant nous allons décomposer le semi-groupe Sy () puis en déduire
qu’en réalité Sy (t) est un semi-groupe borné.
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Chapitre 4

Décomposition du semi-groupe

SL(t)

Dans cette partie nous introduisons la décomposition de 1'opérateur L,
sous la forme introduite au paragraphe 2.3. Soient R > 0 et M > 0 des réels
qui seront fixés un peu plus loin, et (o € €° une fonction telle que ¢, soit
décroissante au sens large sur (0, +00) et de plus

0<¢ <1, ¢(os)=1 pour |s|] <1, ((s)=0 pour |s|> 2.
On noter alors, pour z € R?,

Cr(x) = Go(R™z]),
puis on considére Uopérateur linéaire agissant dans L7 défini par

Af :=Lf — MC(grf, pour f € D(A):= D(L). (4.0.1)

4.1 Choix de la décomposition

Nous allons voir que 'on peut choisir M et R pour que le spectre de A

soit décalé a gauche par rapport a celui de L, de telle sorte que le semi-groupe
Sa(t) devienne un semi-groupe de contractions, et méme dans un certain sens
exponentiellement décroissant, malgré le fait que la « perturbation » introduite
par le terme M(gf soit bornée et identiquement nulle pour |z| > 2R. Pour la
clarté de 'exposé nous séparons 1'étude de S4(t) dans L7 de son étude dans
les espaces LE et LP(R?), comme nous I'avons fait pour I'étude du semi-groupe
Sr(t).
Lemme 4.1.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) données par (3.0.3)
et (3.0.4) soient vérifiées, et soit k > ko+2 — 1. Pour f € L2 on pose Bf :=
MC(rf, et on considére l'opérateur A f := L f — B f pour f € D(A) := D(L).
Alors il existe My, Rox > 0 et une constante wg > 0 tels que pour M > My,
et R > Ry, pour tout o € D(L) on ait

(—ASD\SO)L%E/ \V<x>k¢\2dx+wo/ o(x)* () Mdy, (4.1.1)
Rd Rd
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Par ailleurs pour une constante co >0 on a

(—Aglo)rz = / Vo2 (z) 2 dz + cq / ()2 (z) 22y, (4.1.2)
R4 Rd

Preuve. Pour ¢ € D(L) = D(A), on a (—Ap|p)2 = (—Ly+ Byplp)2, et en
utilisant les Lemmes 3.4.1 et 3.4.2 avec p = 2, on voit facilement que

(—Ap|p) L2 =4d|V<x>k¢(x)|2dx+[RdW(M, R, x)o(x)*(x)*dx, (4.1.3)

ou la fonction ¥(M, R, x) est définie par

kx
1+ [z]?

k.2u,|2

U(M,R,x) = M(gr(x) + W

E- %div(E) _ (4.1.4)

Comme nous avons les conditions (3.0.3)—(3.0.4), alors pour |z| > Ry on a

2k — ko onlz[P 4 (B — )| + ailz|* + By

U(M. R,x) > Mr(x) + = )i :

et il est clair que I'on peut fixer R; > Ry pour que pour |z| > R; on ait
e+ (B = K)o + ol + By > SHa)
On aura ainsi
Vo € RY,  tel que |z| > Ry, U(M, Ry, z) > %(x)‘”“.

Pour R, fixé de cette maniere, on pose

_ 2+m L L2)[ 2 2

Moot H R e (8 = B)laf? + cafol? + 61
2 ek (x)4

de sorte que si M > M; := max (M, 0) et R > Ry, alors pour |z| < R on aura
(M, R,z) > (M — M) + 1.

On voit ainsi qu’avec le choix de M > M; et R > Ry, puisque M(r > Mi(g,,
pour une certaine constante wy > 0 dépendant uniquement de My, Ry, ainsi
que de k et de 71, a1, B, et tout € R, on aura

\IJ(M7 Rv CC') Z Wo <$>_2+71,

et par conséquent pour ¢ € D(L) on aura

R Rd

et cela prouve (4.1.1), c’est-a-dire que l'opérateur (A, D(L)) est un opérateur
m-dissipatif sur L?.
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Pour établir I'inégalité (4.1.2) qui nous sera utile pour montrer que Sy (%)
est ultracontactif, observons qu’en utilisant 1’égalité

V((2)*¢) = ()" Ve + oV (2)*,

et en effectuant une intégration par parties on a

/Rd |V (2)*pPde = /R V| (z) % dx + /R o (Wéﬂgzyz - iég;:) () da.

En utilisant la relation (4.1.3) on voit ainsi que

(Al = [ Voo + [ BOLR2)p( ) ds,

ou on a posé, apres avoir utilisé les relations (2.1.1) et (2.1.2),

~ 2k(d — 2)|x]* + 2kd
U(M,R,z) :=V(M,R,z) — 4<):L>L .

Du fait que la différence entre U et U est un terme d’ordre (r)~2, et que pour
|z| > Ry on a W(M,Ry,z) > ai{z)"*™ en procédant comme ci-dessus on
voit qu’il existe Ry, > Ry et My, > M; et une constante ¢y > 0 tels que pour
tout € R? on ait

\II<MO*7 RO*; .CL') Z CO<£>72+717
et ainsi 'inégalité (4.1.2) est prouvée lorsque M > My, et R > Ry.. O

On déduit de ce que nous venons de prouver le résultat suivant :

Lemme 4.1.2. Avec les notations du Lemme /.1.1, pour M > My, et R >
Ro., le semi-groupe Sa(t) est un semi-groupe de contractions sur L3 et de plus
pour tout fy € L% et toutt >0 on a

IS4 hollz < e llfoll. (4.15)

S

Preuve. Comme le second membre de 'inégalité (4.1.1) est positif, cela si-
gnifie que 'opérateur (A, D(L)) est un opérateur m-dissipatif sur L? et par
conséquent le semi-groupe S4 () est un semi-groupe de contractions sur L3.

Pour montrer la propriété (4.1.5), si fo € D(L) est donnée, considérons
f(t) :== Sa(t) fo pour t > 0. Comme 0, f = Af, on vérifie facilement que

d

dt Jea f(t,2)*(z)* de = 2(Af1f)rz < —2wo /Rd (¢, 2) 2 () 12,

d’ou on déduit, puisque v; < 2,

[t @)} (@)1 2deds < || f(t,2) P (2)* dads
Rd Rd
< [ 1fol@)P () *da
Rd

t
— 2w0/ |f (s, 2)|*(z)** 12 dxds.
0 Jrd
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En posant ¢(t) == [pa |f (¢, )[*(x)** ™ ~2dz, on voit que

t
ult) < 1 Allsy — 200 [ wlo)ds
0
et le lemme classique de Gronwall implique que l'on a

B() < e foll2

et I'inégalité (4.1.5) est prouvée. O

Comme dans la preuve du Théoreme 3.2.3, on peut montrer que pour tout
M > 0 et tout R > 0 fixés, si A > 0 est assez grand et fy € L7 est une fonction
positive, alors I’équation

Af =M= fy

admet une unique solution f € D(A) = D(L), et vérifie f < 0. On a ainsi le
résultat suivant :

Théoréme 4.1.3. Sous les hypothéses du Lemme /J.1.2, le semi-groupe Sa(t)
est un semi-groupe positif, en ce sens que si fy € Li et fo > 0, alors pour tout
t>0onaSa(t)fo>0.

Théoréme 4.1.4. Avec les notations du Lemme J.1.1, il existe wy > 0 tels

que si M >0 et R > 0, pour tout p vérifiant 1 < p < oo et pour toute fonction
¢ € €>(RY) on ait

~ [ torotn 2 M0 [ 9igppas - 2O [ (e
R4

Le semi-groupe S4(t) est un semi-groupe continu sur Lp(Rd) et on a

1S4 follzz, , < 0] fy] .

Aussi pour fo € L®(R?) on a

1Sa(t) foll oo may < | foll e

En particulier Sa(t) est un semi-groupe de contractions sur L'(R?).

Preuve. Pour ¢ € €°(R%), en utilisant 1’égalité (4.1.8) avec k = 0, on voit
facilement que

~ [ e toptoa = 222D [ 9ioppa
Rd

div(E)) o|Pda.

p2
+ (M{R
Rd

Mais grace aux hypotheses (3.0.3) et (3.0.4) on sait que

ao|x |72 + By

—div(E) < —ky o
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et donc | . 2+ 8
p—1.. p— Q|| + Do
M — div(E) > — k )

rl) p (E) 2 p 0 (@)

Mais il est clair que pour une constante W, > 0 on a pour tout z € R,

aolz|? 4+ Py - —2
et el L A A AR
0 < SC>2 = W2 < > )
et on en déduit finalement que I'inégalité annoncée dans le théoreme est vraie,
et les autres propriétés annoncées sont prouvées comme précédemment. En
particulier, si p = 1, on voit que si ¢ > 0 on a fRd Apdr < 0, ce qui permet
de montrer que S4(t) est un semi-groupe de contractions sur L*(R9). O

Maintenant on va montrer que si M et R sont fixés assez grands, alors
le semi-groupe S4(t) agit aussi bien dans les espaces L} que dans les espaces
LP(RY) (il est important que les bornes inférieures M, et Ry, sur M et R,
que nous allons décrire ci-dessous, soient indépendantes de p). En réalité on a
une propriété intéressante de ce semi-groupe, qui est celle de sa décroissance
exponentielle lorsque k£ > kg, a condition toutefois de considérer des espaces
L% différents pour la donnée initiale fy et pour Sa(t) fo.

Théoreme 4.1.5. Avec les notations du Lemme J.1.1, il existe My, > My,
et Ri, > Ro. et wy > 0 tels que si M > My, et R > Ry, pour tout p vérifiant
1 < p < oo et pour toute fonction p € €>(R?) on ait

4(p —1
_/ASO"W‘pQSN@pkdx > —(p 5 )/|V<96)k\90|p/2|2d:c+w1/|g0]p<:c)pk+71de
R4 P Rd .

En particulier le semi-groupe Sa(t) est un semi-groupe continu de contractions
sur LY et si fo € Ly° alors on a

[154(t) follLee < || foll e

Par ailleurs on a

15 4(t) foll v pey = efwltHfoHLg, (4.1.6)
k—Tl
et on a aussi pour fo € LY°
1Sa(t) follee < € || foll Lo (4.1.7)

Preuve. Comme dans la preuve du Lemme 4.1.1, on utilise de nouveau les
relations données par les Lemmes 3.4.1 et 3.4.2 pour trouver I'égalité suivante
pour p € 6.° :

_ 4(p—1
—/fMWW”w@%m:l—Tl/|W@%WW%x
Rd p R4

[ WL RoPEta (@18)
Rd
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ou la fonction W, est définie par

kx - E -1
U, (M, R, z) := MCp(z) + Z;>2 P - div(E)

_2k((d=2)z)* +d)  k(k—d+2)|z|* —kd
p(x)* () '

Ainsi, du fait que d’une part en utilisant (3.0.4)
kx-E p—1_. (p—1)py kox-E z-E
- div(E) > + + (k—k ,
W EE T e PG

et que d’autre part Sy > 0 et on a - E > aq|z|" + (1, en procédant comme
dans la preuve du Lemme 4.1.1, on voit qu’il existe My, > My, et Ry, > R,

tels que pour une certain constante w; > 0, pour tous M > M, et R > Ry,
et pour tout p vérifiant 1 < p < oo, on ait

\II(Ma R7 513') Z w1 <:C>72+’YI

pour tout z € R? (on notera que w; est indépendant de p, mais dépend
naturellement de k ainsi que de M., Ry, et oy, £, donnés par (3.0.3)).

Pour prouver la décroissance exponentielle du semi-groupe S4(t), on pro-
cede comme dans la preuve du Lemme 4.1.2, en notant que si f(t) = Sa(t) fo
alors lorsque fy € D(A) (au sens de 'espace L), on a

d
aww&=p4ﬂﬁuWVM%msﬂmww%zw’

puis on conclut, comme nous ’avons fait dans la preuve du Lemme 4.1.2, en
utilisant le lemme de Gronwall et le fait que [|f(£)][» , < |lf(#)lLz.
B 2771

—p
Comme les nombres M, R, et w; > 0 sont indépendants de p, en passant
a la limite on obtient les résultats annoncés pour fy € Lg°. ]

Il est intéressant de noter que 'estimation (4.1.7) permet de montrer, par
une interpolation que le semi-groupe S(t) est exponentiellement décroissant
dans les espaces L} pour p > 1. En effet sachant que

ISa@®) gz < €™ et [Sa(®)llnry <1,
d’ou on déduit par interpolation que pour p > 1 on a
1S4 (t) pppp < e P Hert/p,

En particulier, en utilisant la représentation de la résolvante R4(A) en termes
du semi-groupe S4(t), donnée par (2.2.3), on déduit que le spectre de 'opéra-
teur A peut étre localisé : si on consideére cet opérateur agissant dans L} pour
1 < p < o0, alors son spectre est contenu dans le demi-plan complexe

{zeC; Re(z)g—w}.

p

En particulier pour p = 2, on peut énoncer le résultat suivant qui nous sera
utile un peu plus loin :
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Corollaire 4.1.6. L’opérateur (A, D(L)) engendre un semi-groupe de contrac-
tions sur Li vérifiant

1Sa(®) follz < €2l foll 2.

et le spectre o(A) vérifie

o(A) C {z €C: Re(z) < —%wl}.

4.2 Ultracontractivité de Su(t)

On a ainsi un semi-groupe S4(t) qui agit dans tous les espaces L¥, qui est un
semi-groupe de contractions sur L ainsi que sur L' (R?). En utilisant I'inégalité
de Nash (3.5.1), on va vérifier que Sa(t) est un semi-groupe ultracontractif
dans les espaces L.

Comme ce que nous avons fait pour le Théoreme 3.5.2, on notera A* I’ad-
joint formel de A pour le produit scalaire de L?*(RY), c’est-a-dire I'opérateur
défini par

A= Ap —E- Vo — M(grp,

et par A, I'adjoint de A pour le produit scalaire de L2.

Tout d’abord, nous avons I’analogue du Lemme 3.5.1 pour 'opérateur A :
en effet, en utilisant I'inégalité (4.1.2) dans l'inégalité de Nash (3.5.1) on a de
maniere évidente :

Lemme 4.2.1. (Inégalité de Nash). Supposons que k+d—2 > 0 et k > ky.
Alors sous les hypthéses et notations du Lemme 4.1.1, il existe une constante
¢ > 0 telle que si f € Lt N D(L) alors on a

T < el FIIL (~AF1 )z (4.2.1)

L
On en déduit alors le résultat suivant :

Théoreme 4.2.2. Sous les hypothéses et notations du Théoréme 4.1.5 lorsque
k > max(ko,2 — d), le semi-groupe Sa(t) est ultracontractif dans les espaces
L, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour fo € L. et t > 0

1S () follzz < C2t_d/4||f0||L]1€7 (4.2.2)

et ausst
1Sa(t) folle < ext™ | foll s (4.2.3)

Par ailleurs pour tout wy < wy, tout fo € L}, et tout t >0 on a

d/2
W1 —d/2 —wat
[Sa(t) follrge < 2 (w1 —w2) 2 e foll (4.2.4)
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Preuve. La preuve de (4.2.2) et (4.2.3) est exactement comme celle du Théo-
reme 3.5.2, en remplacant 'opérateur \o/ — L par 'opérateur —A.

Pour prouver (4.2.4), en posant € := ws/w; on remarque en utilisant
d’abord (4.1.7) puis I'inégalité d’'ultracontractivité (4.2.3) que l'on peut écrire,
pour fo € Ly NLY¥et0< <1

1S4(t) follge < e [[Sa((1 = O)) follge < ce™ (1 = 0)t)~ %[l foll
ce qui par densité de Lj N L3° dans L} donne (4.2.4). O

Par interpolation entre les espaces L; N L° et L + L5°, c’est-a-dire en
réalité en utilisant 'inégalité de Holder et le fait que Sa(t) est un semi-groupe
de contractions dans chaque L}, on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.3. Avec les hypothéses et notations du Théoreme 4.2.2, pour
O<wy<wietl <py<p <o0ona

6d/2
HSA(t)fOHLZl§62< i ) o0 £

W1 — W2

1 1
0= — — —.
Po M

4.3 Le semi-groupe S;(t) est borné

Nous pouvons montrer maintenant, grace aux proprié¢tés que nous venons
d’établir pour le semi-groupe S4(t) que le semi-groupe Sy () est borné dans
tous les espaces LY (alors que jusqu’ici nous savions seulement que Sy (t) était
un semi-groupe de contractions dans L!(R?), et un semi-groupe de norme
majorée par e’ dans L pour un )\ > 0).

Théoréme 4.3.1. Supposons que sous les hypothéses (H1)-(H2) données par
(3.0.3)(3.0.4), on ait k > ko+ (d/2). Alors le semi-groupe Sr(t) est un semi-
groupe borné dans LY pour 1 < p < oo : il existe ¢ > 0 tel que pour fo € L7 (R?)

ISL(@)llzr < el follze-

Preuve. Avec les notations du Théoreme 4.1.5, on sait que si A :== L — B
ou By := M(gyp alors pour M > M, et R > Ry, le semi-groupe Sa(t) est
ultra-contractif dans les espaces L} et de plus pour 1 < py < p; < oo on a

—7
P

15a(t) follzp < e_W1t||f0||L:+2

Nous allons utiliser la relation (2.3.9) :

SL(t)fo = SA(t)fo + /(;t SA(t - T)BSL(T)fodT, (431)
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pour déduire que Sp(t) est un semi-groupe borné dans lespace L; lorsque
k > max(ko, 2 — d). En supposons que || fol[z1 < 1, en utilisant (4.1.6) pour
p = 1, et en prenant la norme dans 'identité ci-dessus, on a

k+2—71

t
ISe) ol < 1+ [ e DB oy, dr
0
Mais comme (g est a support contenu dans [|z| < 2R], on a
IBSL(T) follzy,, < M1+ 2R SL(7) foll prgay < M(1+2R)M270,

ol nous avons utilisé le fait que

1S2(7) foll ray < || follr@ay < [ follzy < 1.
Ainsi on a donc, pour tout ¢ > 0

t M(1 4 2R)F2n
1SL(t) folly < 14 M(1+2R)* 2 / e 1t="dr <1+ (1+2R) :
0 w1

et Sr(t) est un semi-groupe borné dans Lj pour tout k& > max(ko,2 — d).

Pour prouver le résultat dans les espaces L%, afin d’exposer de maniére
plus claire notre démarche, dans un premier temps nous allons supposer que
1<d<3.

Dans ce cas, on sait que Sp(t) est un semi-groupe de contractions dans
'espace L'(R?). Nous allons montrer d’abord que le semi-groupe Sy (t) est
aussi borné sur L2, dés que k > max(ko, 2 — d). Supposons que HfOHLi <let
prenons la norme L7 dans 'égalité ci-dessus, pour obtenir

1S2.(@) follzz < [[Sa(t) follzz + /Ot [Sa(t — 7)BSL(T) foll 2dT (4.3.2)

<1+ efws, wi) /0 t o~ (4 — )~V BSL(T) foll 1y dr

<1+ c(wz, w1, M, R) /t e 2Dt — )= SL(T) foll 11 meydT
0

<1+ c(wz, w1, M, R) /t e 2Dt — 7)Y fol| 1 maydT
0

<1+ c¢(wy,wr, M, R) /t ew2m/2r=d/4gr <
0

car, puisque d < 3, la fonction ¢~%* exp(—wyt/2) est intégrable sur I'intervalle
(0,00). dans les inégalités ci-dessus nous avons utilisé successivement le Co-
rollaire 4.2.3 avec py := 1 et p; := 2, puis le fait que pour toute fonction g la
fonction Bg a son support contenu dans la boule B(0,2R), de sorte que

|1BSL(T) follzy < M(1+ 2R)M(|SL(7) foll 1 ey

< (M, R, K)|| foll 1 (may
< c¢(M,R, kad)HfoHLﬁ-
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En réitérant cette procédure, supposons maintenant que k > ko + d/2, et
prenons cette fois-ci la norme Lg® dans (4.3.1) on voit que si | fol[e < 1, alors

152 (8) follg= < 1Sa(t) foll = +/0 1S4t = 7)BSL(7) foll Lied

t
<1+ C(wg,wl) / e*wz(th)/Z(t . T)fd/4HBSL(7-)fOHLidT.
0
(4.3.3)

Comme nous avons supposé que k > ko + d, on peut fixer j > max(ko,2 — d)
tel que k > j+(d/2), de sorte que pour une constante ¢ dépendant de R, j, k, d
on ait

IBSL(T) follzz < M1+ 2R)*7||S(7) foll 2 < M1+ 2R)* 7 ¢ | foll 2,

donc finalement, puisque ||f0HLJz_ < c|follze=, car on a k — j > d/2, on a pour
0<7<t

IBSL(m) follrz < e(M, Rk, j, d)|[ follze < (M, R, k, j, d).

Par conséquent en reportant cette estimation dans (4.3.3), on voit que
t
1SL() follzge <1+ C/ e~w2t=M2(p — )mdar < o,
0

car t +> t~%/4e7%2t/2 egt intégrable sur (0, 00) lorsque d < 3.

Ainsi, lorsque d < 3 et k > ko + (d/2), le semi-groupe Sp(t) est un semi-
groupe borné dans Lj. et dans L$°, ce qui permet de conclure, par interpolation
(c’est-a-dire ici en utilisant 'inégalité de Holder) que ce semi-groupe est borné
dans tous les espaces L pour 1 < p < oo.

Dans le cas ou d > 4, la démarche est identique mais un peu plus labo-
rieuse : sachant que S7(t) est borné dans L}, en utilisant I'ultracontractivité
du semi-groupe S4(t) sous la forme du Corollaire 4.2.3, on prend py := 1 et,
par exemple, p; :=d/(d — 1) > 1 pour que

1

1
0 =1-—=-<
' n d

2

d?

puis, en supposant que || fol] < 1on prend la norme dans L' de I'égalité
(4.3.1) : on obtient, en procédant comme dans (4.3.2)

t
HSL(t)fOHLil < 1—|—C/ efw2917'7_791d/2d7_’
0

et comme 0,d/2 = 1/2 < 1, la fonction t + e “20114=014/2 ot intégrable
sur (0,00), et on conclut que Si(t) est un semi-groupe borné dans LF'. En
réitérant ce procédé, on construit une suite finie pg < p1 < pg_1 = d telle que
pour 0 <j53<d—1

pj = et pg:= 00
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de telle sorte que pour 1 < j <d
0, = —— — =

Le procédé décrit ci-dessus permet de prouver que si S7(t) est un semi-groupe
borné dans L}’~", alors il est aussi borné dans L}, pour 1 < j < d. O
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Chapitre 5

Existence d’un état d’équilibre
et convergence

Dans ce chapitre, en utilisant le fait que S(¢) est un semi-groupe borné
dans les espaces LY nous prouvons qu’il existe une solution stationnaire de
I’équation de Fokker—Planck et que les solutions positives convergent vers un
multiple de cet état stationnaire.

5.1 Solution Stationnaire

Nous avons déja vu que 'opérateur L vérifiait un principe du maximum
faible, en ce sens qu’il existe A\g € R tel que si Lf —\of < 0 alors f > 0 sur R%.
Nous montrons maintenant que L vérifie en réalité un principe du maximum
fort.

Proposition 5.1.1. Soit f € D(L) N W2>(R?) telle que f 0 et Lf <0 et

loc

f >0 sur R Alors on a f > 0 sur R?.
Preuve. Rappelons qu’il existe Ay € R tel que pour tout f € D(L) on ait
(Lf=Xoff)ez <0.

En posant A := max(1, g + 1), on a donc (Lf — Af[f)rz < —[|f||7,. Comme
k

f # 0, on sait qu’il existe 79 € R? et mg > 0 tel que pour tout x € B(xg,r)
on ait f(z) > myp. Soit maintenant U la fonction définie par

U(x) := mgexp(or® — olz — z¢|?).
Comme on a
LU = XU = (=X = 20d — 20(z — z) - E 4+ div(E(z)) + 40°|z — 20|*) U,

et que E vérifie les hypotheses (3.0.3) et (3.0.4), on voit facilement que 1'on
peut fixer o > 0 assez grand pour que U vérifie

LU —\U >0 pour |z — zo| > 7.
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Nous noterons € := B(zg,7)¢, et nous désignerons par Hj 1,(Q) I'adhérence des
fonctions €.°(€2) pour la norme

1/2
urs (IVully + lullfe) -

En appliquant I'inégalité de Kato (3.2.4) a la fonction g := (U — f)™, on voit
que d'une part ona g € H&yk(ﬂ), et que d’autre part, au sens des distributions,
on a

1
Lg—XAg> 5(1 +sgn(g))(Lg — Ag) > 0,

puisque —Lf > 0et Af > 0. Par conséquent, en prenant une suite de fonctions
régulieres et a support compact (g, ), qui converge vers g dans H& L () et telles
qu’en plus on ait g, > 0, on voit que

0<{(Lg—M\g,gn) — (Lg — >\9a9>H;17H5’k, < _Hgnii(ﬂ)'

Par conséquent on a g = 0, c’est-a-dire que f > U > 0 sur B(xg,r)°. Comme
par ailleurs pour |z — zo| < 7 on a f > mg > 0, on conclut que f > 0 sur
R¢. ]

On va montrer maintenant qu’il existe une solution stationnaire stricte-
ment positive sur R%. Pour cela nous rappelons ici le théoréme du point-fixe
de Markov—Kakutani (voir M. Reed & B. Simon [28], Chapter 5, Theorem
V.20, page 152) :

Théoréme 5.1.2. (Théoréme de Markov—Kakutani). Soit K un conveze
compact non vide d’un espace vectoriel topologique localement convere X. Si
F est une famille d’opérateurs affines continus sur X qui laisse invariant
I’ensemble K et qui vérifie TyTou = T5Tiu pour tous u € K et Ty, T, € F,
alors il existe un point five u, € K commun a tous les éléments de F, c’est-
a-dire que u, € K vérifie Tu, = u, pour tout T € F.

Voici le résultat principal de ce paragraphe :

Théoréme 5.1.3. Soit k > ko + d. Il existe G € D(L) tel que G > 0,

/RdG(x)darzl

et LG = 0. De plus pour tout k > 0 on a G € Lg°, et toute fonction g € D(L)
tel que Lg = 0 est un multiple de G.

Preuve. Comme S;(t) est un semi-groupe borné sur L? lorsque k > ko + d,
alors on peut définir une nouvelle norme sur L, équivalente & la norme || - || .2,
en posant

1 fllsz == sup |SL(t) fll 2.
t>0

De cette maniéere le semi-groupe Sy, (t) devient un semi-groupe de contractions
sur L? muni de la norme || - ||sz.
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Soient R > 0 et K := K(R) l'ensemble convexe défini par

K:{fem;fza 1flsz < R, /nﬂ@mz1}
Rd

Il est clair que 'on peut choisir R > 0 suffisamment grand pour que K # ().
L’ensemble convexe K est compact pour la topologie faible de L?, et reste inva-
riant sous l'action de Sy (t) pour tout ¢t > 0. La famille d’opérateurs (S (t))i>0
est continu pour la topologie faible et les éléments de cette famille commutent
entre eux. Par conséquent on peut appliquer le théoréeme de Markov—Kakutani
5.1.2 et en déduire qu’il existe G € K telle que pour tout t > 0 on ait

Sp(t)G = G.

Cette relation implique en particulier que G € D(L) et que LG = 0 (puisque
t — Sp(t) est différentiable en t = 0 et que cette dérivée est nulle).

Comme G > 0 n’est pas identiquement nulle, le principe du maximum fort
que nous avons montré a la Proposition 5.1.1 permet de dire que G > 0 sur
R?. L’ultracontractivité du semi-groupe Sp(t) montre alors par ailleurs que
G € Ly°, et le théoreme est prouvé.

Pour montrer que le noyau de L est précisément de dimension un, raison-
nons par 'absurde et supposons qu'il existe f € D(L) telle que Lf = 0 et
(fIG)Lz = 0. Alors, comme Lf =0 et f € H}, d’aprés les théorémes de régu-
larité pour les opérateurs elliptiques on doit avoir f € €' (R?), et si f #Z 0 on
doit avoir fT £ 0 et f~ #Z 0 car f est orthogonale & G > 0, et par conséquent
f, étant continue, doit s’annuler quelque part. Or d’apres I'inégalité de Kato
on a, au sens des distributions,

LIf| > sgn(f)Lf = 0.

Cette inégalité implique en réalité L|f| = 0. En effet, Soit {, € €>°(R) une
fonction telle que ¢((s) < 0 pour s > 0 et

0<G<1  Gls)=1Lpour s/ <1, Gls) =0 pour |s| >2,

et pour n > 1 posons (,(z) := (o(|z|/n), de sorte que 0 < (, < (1 < 1 et
(n — 1 uniformément sur tout compact. Alors L|f| étant une mesure positive
sur RY, si L|f] # 0, on aurait pour ng > 1 assez grand et n > ng

0 < (LIf] Gno) S ALISL Gu) = (S LGn),

et on peut montrer que {(|f|, L*¢,) — 0 lorsque n — oo. Par conséquent on
devrait avoir L|f| = 0, et d’apres le principe du maximum fort on a aussi
|f| > 0, ce qui est une contradiction avec le fait que f doit s’annuler quelque
part. On en déduit finalement que le noyau de L est de dimension un, et la
preuve du Théoreéme est terminée. O

Dans le paragraphe suivant nous montrons la convergence des solutions
positives de I’équation de Fokker—Planck vers un état stationnaire.
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5.2 Convergence vers ’équilibre

Rappelons que pour une fonction f € L'(R?) nous avons noté
M(f):= | f(z)dz,
Rd

et que exposant k du poids (x)* est choisi de telle sorte que L2 C L'(R?).

Comme, d’apres le Corollaire 4.1.6, le spectre de 'opérateur A est contenu
dans le demi-plan complexe [Re(z) < —w;/2], et que L = A + B peut étre
considéré comme une perturbation de A, on peut naturellement s’attendre a
ce que les spectres de A et L soient proches dans un certain sens. En fait on
va montrer que dans la bande [—w; /2 < Re(z) < 0] I'opérateur L possede un
nombre fini de valeurs propres. Nous montrons d’abord que dans cette bande
le spectre de 'opérateur L est réduit a des valeurs propres.

Lemme 5.2.1. S5i A € C est tel que —w1/2 < Re(A) <0 et A € o(L), alors A
est une valeur propre de L.

Preuve. Commencons par noter que si A ¢ o(A), alors 'opérateur
BRa(N) : L2 — L2

est un opérateur compact, car d’une part 'image de la boule unité de L? par
RA()) est contenue dans un borné de H}, et d’autre part 'application de H}
dans L*(B(0,2R)) définie par u — ulf,<2p) est compacte. Par conséquent,
comme on a Bu = M(ru avec 0 < (g < 1 et supp(Cg) C [|z] < 2R], on
conclut que BRy(\) est compact de Li — L2.

Maintenant si A vérifie les conditions du lemme, alors A ¢ o(A) et on a

L-M=A—-M+B=(I+BRs\)(A-X), Ieco(L)

et par conséquent 'opérateur I + BR4(A) n’a pas un inverse continu, c’est-
a~dire que 'on a —1 € o(BR4(A)). Or BR4(\) étant compact son spectre
privé de zéro est réduit a ses valeurs propres, et par conséquent —1 est une
valeur propre de BR4()), c’est-a~dire qu'il existe u € LI et u # 0 tel que
u+ BRao(MN)u = 0, c’est-a-dire que si on pose f := R4(\)u on a

Lf=Af=(A=-A)f+Bf=0, feD(L), [f#0,
et on voit ainsi que A est une valeur propre de L. ]
On prouve ensuite que sur l'axe imaginaire le spectre de L est réduit a

zéro, ce qui revient a dire que le spectre de L privé de zéro est contenu dans
le demi-plan complexe situé strictement a gauche de 'origine, c’est-a-dire

o(L)\ {0} € {2z € C; Re(z) < 0}.
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Lemme 5.2.2. Soitr > 0. Il existe w, > 0 et c, >0 tels que sit e R et s € R
et fo € L2 sont tels que 0 <t < w, et |s| <r et M(fy) =0, alors sit+is #0
on a —t —is € p(L). Plus précisément si pour un certain f € D(L) on a

alors
1fllze < el follze-

En particulier on a o(L)\ {0} C {z € C; Re(z) < 0} et la valeur propre nulle
de L est isolée.

Preuve. Sile résultat du lemme n’était pas vrai, en prenant w, := w,, := 1/n
pour n > 1, il existerait une suite (¢, Sn, fon)n>1 de R x R x D(L) telle que
[ fonllrz < 1, vérifiant M(fon) =0 et |s,| <7, et f, € D(L) solution de

Ay — diV(E) = (i) fat for 0 <t < % (5.2.1)

et de plus || fu|[z2 > n. Posons alors

Qp 1= an“Lia et u, = _fm
Gy,

de sorte que u,, est solution de
1
—Au, — div(u,E) = (t, +is,) uy + — fon, HunHLi =1.
G,

Comme nous 'avons fait auparavant par troncature, on vérifie facilement que
M(f,) = 0 car t, + is, # 0, puis en multipliant ’équation ci-dessus par u,
dans le produit scalaire de L? on obtient

|V, [* () dx—i—/ u, Vi, - V(x)** d
R4 R4
+/ unVu_n-E(a:>2kdx+/ lun |°E - V(2)? da
R4 Rd

1
=t,+1is, + — fontin (x)?* da. (5.2.2)
an JRd

En prenant les parties réelles, puis en intégrant par parties, on déduit que I'on

1 1
|V |? (x)?* do + —/ () |un |* () do < t, + —,
R4 2 Jga an
ol nous avons utilisé le fait que [[u, ||z =1 et [[fon|[r2 < 1, et olt nous avons

noté
_E-V(@&)* Afz)™

Comme E vérifie les hypotheses (3.0.3) et (3.0.4), en utilisant les expressions
(2.1.1) et (2.1.2) on voit facilement que 'on a, pour une constante ¢y > 0

—div(E) —

Uy (z) > (2k — ko)ay () 72T — 2¢p(x) 2,
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de sorte qu’en remarquant que l'on a aussi

[ a2 <l < 1
R

et t, < 1/n, on obtient I'estimation

2]{?—]6)061
n2 de ( 0
/Rd\VuHx) 91:—1——2

ce qui prouve que la suite (u,), est bornée dans H}.

On peut donc en extraire une sous-suite, notée (u,,);>1 telle que pour un
certain u € H} on ait up,; — u faiblement dans H 1 lorsque j — oo. En passant
a la limite dans I’équation satisfaite par w,, on voit que

—Au — div(uE) = 0,

1 1
|t |* ()22 d < e + St

Rd an,

et comme M (u) = 0 et que le noyau de L est de dimension un, on en conclut
que u = 0, et par conséquent toute la suite u, — 0 dans H}. En utilisant
la compacité de H} dans L*(B(0, R')) pour tout R > 0, on peut en déduire
que u, — 0 fortement dans L?*(B(0, R')) pour tout R’ > 0. En particulier on
déduit que Bu,, — 0 dans L2-fort, car son support est contenu dans la boule
fermée B(0,2R).

Maintenant soit v,, solution de
1
—Av, = —Av, — div(v,E) + Bv, = (t, +1,) vn + — fon.
Qp,

Cette solution existe et est unique car le spectre de A est contenu dans le
demi-plan complexe [Re(z) < —w; /2], de sorte que si R4(A\) = (A —AI)~! est
la résolvante de A et A\, :=1t, +is,, on a

1
Up = __RA(/\n>fOn7

n

ce qui prouve que v, — 0 dans L2-fort.

D’autre part, si w, := u, — v,, on voit que —Aw, — A\, w, = Bu,, c¢’est-
a~dire que 'on a w, = —Ra(\,)Bu,, et comme on vient de remarquer que
Bu, — 0 dans L7, on déduit que w, — 0 dans Li-fort, et par conséquent
U, = v, +w, — 0 dans Li-fort. Or cela n’est pas possible car [unllz2 =1 par
construction, et ainsi le résultat annoncé est prouvé. O

Enfin nous rappelons le résultat suivant de S. Mischler & J. Scher [22,
Theorem 3.1 et Theorem 3.3], qui est une autre version du résultat de J. Voigt
[32] et du Théoreme de Weyl concernant le spectre d’une perturbation d’un
opérateur. Ces résultats, en les adaptant a notre cas, affirment que dans la
bande du plan complexe [—w; /2 < Re(z) < 0] le spectre de L est réduit a un
nombre fini de points (qui seraient des valeurs valeurs propres de L d’apres
le Lemme 5.2.1). Le résultat ci-dessous est a rapprocher de l'alternative de
Fredholm et du fait que pour tout € > 0, les points du spectre d’un opérateur
compact K contenus dans I'ensemble [|z| > €] sont en nombre fini (voir par
exemple la preuve de 'alternative de Fredholm dans F. Riesz & B. Sz. Nagy
[29], ou H. Brézis [6]).
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Théoréme 5.2.3. Avec les notations précédentes, soit w > 0 tel que
[—w < Re(z) < 0] C p(A).

Alors lopérateur A+ B posséde au plus un nombre fini de valeurs propres dans
la bande [—w < Re(z) < 0]. En particulier il ezxiste a. > 0 tel que a, < w/4
et [—a, < Re(z) <0]No(L) ={0}.

Théoréme 5.2.4. Supposons que les hypothéses (H1)—(H2) données par (3.0.3)
et (3.0.4) soient satisfaites, et soit k > ko + d. Alors il existe une contante
¢ >0 et un exposant w > 0 tels que si fo € L3 est la donnée initiale de (3.0.2)
et vérifie fo > 0, alors pour tout t > 0 on a f(t) > 0 et de plus G > 0 étant
l’état stationnaire donnée par le Théoréme 5.1.5

1f(t) = M(fo)Gllz < ce | fo— M(fo)Gllz- (5.2.3)

Preuve. Nous avons vu au paragraphe 2.3 que Sy (t) vérifie
Sp(t) = Sa(t) + (Sax BSa)(t) + (Sp % BSa % BS4)(t). (5.2.4)

et aussi (voir (2.3.13))

Sp(t) = Sa(t) + (SaB* Sa)(t) — 2,i/Fetz(BRA(Z))%%L(Z) dz.  (5.2.5)

17T

En posant
Pfe=]=M(NG, o M(f):= [ f()de
on a PSL(t)fo = Sp(H)Pfo et
Sp(t)fo— M(f)G = Sa(t)Pfo + (Sax BSAP)(t) fo — Ja(t) fo.  (5.2.6)

ou par commodité on a posé

Jo(t) = L/et'z (BRA(z))QRL(z)P dz, [:=—a+iR,

 2ir
et ou, a, étant donné par le Théoreme 5.2.3, on suppose que 0 < a < a.
Comme on sait que

1Sa()llzz— 12 < exp(—wit/2),

en posant w, = wy/2 il est clair que 'on peut trouver une constante ¢y > 0
telle que pour tout £ > 0 on ait

ISa(®)Pfollzz + [1(Sax BSa)(#)Pfollz < co(l+ t)e™!

Pz (5:27)
I1 nous reste a estimer J,(t) fo. Comme d’apres le Théoréme 5.2.3 on a

[—a. < Re(z) <0]No(L) = {0},
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on voit que les conditions de la Proposition 2.3.1 sont bien réunies et par
conséquent on a

1a(®) foll 2 < ca™ e || foll 2.

En rapprochant cette derniere estimation de celle obtenue a la relation (5.2.7),
et en utilisant (5.2.6) on voit que pour une constante ¢, > 0 on a

ISL(t)fo = M(fo)Gllzz < exe™ ([P foll 2.

pour tout a > 0 tel que a < a,. ]
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Deuxieme partie

L’équation de Fokker-Planck
non linéaire
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This part is devoted to the nonlinear Fokker-Planck equation. Precisely we
study the following granular media equation

O f=Af +div(E(z, f) f)
{ f(0,z) = fo(z), (5.2.8)

where f is supposed to be regular enough and fj is a function which belong
to Lj or L% . The vector field which we consider here, is of the following form

E(z, f) =2+ V(a * f), where a is a function which will be precised later

on. Throughout this part we identify the vector field to the function a. Thus
from now on, we mean by the expression vector field, the function a.

In the first chapter of this part we prove that equation (5.2.8) admits
a unique local solution in the Banach space Lf(a. This result is proved by
assuming that the hypotheses (1.0.16)—(1.0.18) hold. In the second chapter of
this part we consider a vector field which satisfies a different assumption than
(1.0.16)—(1.0.18). We prove also that there exists a global solution depending
continuously on the vector field and on the initial data fj.
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Chapitre 6

Local Existence in L%@(Rd) for
Granular media Equation with
a (GGeneral Force Field

The main purpose of this chapter is to establish that (5.2.8) admits a
unique local solution in Lﬁ{a under some assumptions on E. To this end we
rewrite equation (5.2.8) as follows

O f = Af = div(z f) = div(B(z, ) f ~ =)
{ f(0,z) = fo(w) (6.0.1)

Thus we obtain a nonhomogeneous equation with a second member defined
by
F(u) := div(E(z, u) u — zu). (6.0.2)

Now we consider the following homogeneous linear problem

{ Of =Af+div(z f)
f(ovx> = fo

We see that this equation is a particular case of the linear Fokker—Planck
equation treated in the first part. Indeed if we set Ei(x) = x, where E;
represents the vector field in the left-hand side of equation (6.0.1), we can
prove in connection with the first part that the linear problem above has a
unique solution. We begin with observing that the following linear operator

Lu:=Au+div(zu) and D(L):= {u €Ly ; Lue Lia}, (6.0.3)

is a generator of a %y-semigroup in L%a (the weight function K, is defined in
(2.1.5), and the spaces L in (2.1.4)).

To solve the problem (6.0.1), we use the Duhamel’s formula, that is if f(¢)
is a regular solution (5.2.8) associated to an initial data fy, then f satisfies
the following integral equation

F(£) = Se(t) fo+ /Ot Se(t — 7)F(f(r))dr.
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We know that to find a solution f for (5.2.8) we have to show that the function
F is at least locally Lipschitz from a subspace X of L% into another subspace
Y. To prove this, we need an inequality of the following type : for all regular
solution u of &, u = Au+ div(z u) associated to the initial data ug € L% we
have

1Se(®) ollay, < et 2ljuoll,s, -

Such a property may be obtained as a consequence of the analyticity of the
semigroup (Sz(t))i>0., and that is what we are going to prove.

Indeed let us fix @ = 1. We consider the linear operator £ in L7 then the
linear operator has the following structure :

1
Lu = —div(KyVu) + du,
Ky

where we set K; := exp((|z[?/4). We can observe that the linear operator
(L, D(L)) is a selfadjoint operator in the Hilbert space L7 . Since (£, D(L))
is a selfadjoint in L7, the linear operator (£, D(L)) is the generator of an
analytic semigroup in L%Q However, unfortunately here we will be interested
in proving the analyticity of the semi-group in L% with some o > 0 small
enough, as a matter of fact we will assume that « is in the interval (0, 1].

6.1 Analytic Semigroup (S;(t));>o in L%(a

This section deals with the analyticity of the semigroup (S (t));>0 in L .
To this end we need to know how to characterize linear operators wich are
generator of analytic semigroups. We remind that it is equivalent to prove that
the linear operator £ — ul is a generator of an analyic bounded semigroup
and the property that there exists § € (0, 7/2), such that €L — ul is a
generator of a bounded strong continuous semigroup. For more details we
refer to Klauss J. Engel and Rainer Nagel [[12], Chap II, Theorem 4.6] . From
this we deduce that if we manage to prove the existence of two reals number
0 € (0,7/2), and p € R, such that €L — ulI be a generator of a semigroup
of contractions, then the linear operator (£ — pe™1%I) is a generator of an
analytic bounded semiroup. Now we focus on the study of the linear operator
(L,D(L)). We assume that § € (0,1]. Let a € (0,7/2) be fixed, we consider
the following linear problem : for a function f € L% , find u € H._, such that

(L +pe )= f,

where p will be precised later one. We know that this is equivalent to the
following problem :
—Lu+ du = g,

where we set ¢ := €?f and A = pe % To tackle the analyticity problem’s
of (£, D(L)) we will need some preliminary results concerning the numerical
range of the operator £, that is the set

Num(£) = {(Lulu)ys, ; we D), ullzy, =1},
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and we look to prove that Num(£), which contains the spectrum of L, is
contained in a sufficiently narrow sector of the complex plane, showing that
L is a sectorial operator.

For a given A € R, we define the following functional ®

P(u) == (Au— Lulu)gz_,

and, for the sake of simplicity, from now on we denote by (-|-)k, the scalar
product of L% (R%). One checks casily that

O (u) := (A — Lu|u)g,
= )\/ |u|? Koo (7)dx — / Aut Koo (z) do — / div(zu) u Ko (z)dx
Rd R4 Rd
= )\/ |u|? Koo (x)dz + / |Vul? Koo (z) dv + a/ uVu -z Ky (z)dx
Rd R4 Rd
— d/ |u|? Koq () —/ uVu - tKo,(x)dx
Rd Rd
= ()\—d)/ ]u\nga(x)dx+/ |Vul? Koo (7)dz
Rd Rd
+ (o — 1)/ uVu - 2Ky (z)dz
R4
= ()\—d)/ ]u|2K2a(a:)das+/ |Vul? Koo (2)d
Rd Rd

+(a—1) | Re(@Vu) - 2K (z)dx +i(a — 1)/ Im(aVu) - 2 Koo (z)dx.

Rd Rd

Therefore we have

/ Re(@Vu) - x Ky (x)dz = Viul? -z Koo(x)dx
R4 Rd

d

«
=3 |u|2K2a(x)dx — 5/ |u|2|x|2Kga(x)dx.
]Rd Rd

Replacing in the expression of ® we obtain

B(u) = (A — @) /R 2 K () + /R V2 Ko () d (6.1.1)

+ M /Rd u|?|z|? Koo (z)dx — i (1 — a)/ Im(uVu) -z Koo x)d.

Rd

This implies that the real part of @ is :

d(a +1)

Re (®(u)) = ()\— ) |u|2K2a( dm—l—/ \Vu|? Koo (z)dx

/ PR
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and the imaginary part of ® is :

Im (®(u)) = —(1 — a)/ Im(aVu) - x Koo (x)dx. (6.1.2)

R4

We know that in order to show that (£, D(L)) is a generator of a bounded
analytic semigroup, we have to show that the linear operator (£, D(L)) is
sectorial. In other words the spectrum of (£, D(L)) is located in an angular
sector. This means that the imaginary part of ®(u) must be bounded by a
constant times its real part. This is the result of the following lemma.

Lemma 6.1.1. Assume that v € (0,1] and X\ > d. Let u € Hy (R% C), and
& be defined by (6.1.1). Then ® satisfies

2(1 — )

[T (@ ()] < Re(®(u)).

In particular, for X\ > d the numerical range Num(\ — L) is contained in the
sector

{z €C; [Im(z)| < MRe<z)} .

«

Proof. Let u € Hi (R? C). From the expression of Im(®) given by (6.1.2)
we have, when av < 1 (when v = 1 there is nothing to prove, since in that case
the operator £ is self-adjoint in L )

@) < [l Vallel K (o)

1—«o
1/2 1/2
< (/ |u]2\x|2K2a(x)dx) ( ]Vu|2K2a(x)dx) .
Rd Rd

Using Young’s inequality a.b < %aQ + 2—1€b2, for a,b € R and € > 0 one deduces
that
1
11—«
Therefore

1 € 2 d
——[Im(® <|z+ = *Koodr — — *|z? Ko de.
o) < (542 ) [ 9 Kade = 2 [ uPlef Kads

1
Im(®(u))| < E/ |Vu|2K2a(x)dx+—/ |u|?|z|* Koo (x)da.
2 Rd 2¢e Rd

Using Lemma 2.1.2 we deduce that

1 € 2
<=4+ = 2 .
Im(P(u))] < (2 + z—:a?) /]Rd |Vul” Kyodz

1 -«
Optimizing the right hand side on the variable € we find that the optimal ¢ is
e = 2/a. Therefore we have

1

@) < 2 [ Vil Kads < 2rea)
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As a consequence of this lemma we can list the fact that the linear operator
(L — M) is dissipative when \ > d.

Lemma 6.1.2. Let (£, D(L)) be defined by (6.0.3). Then for all X\ > d, the
linear operator £ — NI is m-dissipative in L (R%, C).

Proof. Let (£, D(L)) be defined by (6.0.3) and A > d. Then Lemma 6.1.1 im-
plies that Re(®) > 0. Therefore the linear operator is dissipative in L3, (R?, C).
This means that for all u € L3 (R% C)

IO = Lyully, > Jullss, -

Since the linear operator is coercive in Hj. (R% C) one deduces that the li-
near operator is maximal. Because of Lax-Milgram’s theorem, for all g €
L3 (R4 C), there exists u € Hi. (R?,C), such that

—Lu+ \u = g.

Since the linear operator £ — Al is dissipative and maximal, therefore it is
m-dissipative. O

Now we are in a position to prove that the semigroup (Sg);>0 generated
by (£, D(L)) is analytic.

Theorem 6.1.3. Assume that o € (0, 1] and let (L, D(L)) be defined by
(6.0.3). Then (L, D(L)) is a generator of an analytic semigroup on L. . In
particular, setting Ao := d, there exists a constant C; > 0 such that for all
t >0 on has

I1Se(0) g, < vt 26 fll s (6.1.3)

Proof. We consider u € Hj, (R% C). We set Ao := d. Then for all A € C such
that Re(A) > Ao, the linear operator £ — AI is m-dissipative and its domain
is dense. Then by Hille-Yosida’s Theorem the linear operator £ — A\ is a
generator of a strong continuous semigroup of contractions. Then by Theorem
4.6 [12], Chapter II, £ — A\ is a generator of an analytic bounded semigroup
T'(t). Now it follows that the semigroup generated by the linear operator L is
an analytic semigroup. As we have

Se(t) = e”T(t).
Therefore we can find a constant Cy > 0 such that

1Sl ez < Co M (6.1.4)

The estimate (6.1.3) is a consequence of the above inequality and the fact that
Sc(t) maps L. into D(L) with a norm of order ¢t~ O
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To finish this section we establish the following lemma which will play a
key role for the sequel.

Lemma 6.1.4. Assume that (1.0.16)—(1.0.18) hold. Then one can find a
constant C > 0 such that if u,v € Hy (R?) one has

ldiv((Vaxup)llzs, < Cllullmy vl - (6.1.5)

Proof. We assume first that d > 3 and (1.0.16)—(1.0.18) hold. We consider u
and v two functions in Hy_ and we split div((Va % u)v) as follows :

div((Va * u)v) = (Va * Vu)v + (Va x u) - V.

2d
From (1.0.16)—(1.0.18) we know that Va € Li™ and Vu € L% . Then thanks
to Proposition 2.1.6 and (2.1.16) (where a@ = 3), we have Va x Vu € Lil(a/y

Since v € Hj_, thanks to Proposition 2.1.4 we have v € L% where 2* =

2d/(d — 2). From this, using (2.1.15), we conclude that (Va * Vu)v € L.,

and

[(VaxVujolls < |[[VaxVull a2
KSa/4 K

V|| y2d/(a-2)
2 ol e

< IVall garaa [Vull g, [Vl 207

< Cllullmy, - llvllay, -

2

With the same argument we can prove that the second term is also in L Koy

Indeed, since u € L%;a and Va € L?D{ (dH), we have u x Va € L%OQM. Therefore

(uxVa)-Vuv e L%(MM, and one sees easily that we have

(s Va) - Vollz < lluxValsg - [90llg,

/4 . |
< IVall gzaraea l[ull 2 1V Vllg

< Cllullmy, - lvllay, -
Finally, when d > 3 one sees that the following inequality holds
Jdiv(Va s a)o)ls, < Cllullay, - ol

When d = 2, the proof is analogous, the only difference coming from
the fact that instead of using the Sobolev imbedding u € L%;a when d > 3

and u,v € Hj_, one uses the fact that u € Lﬁi{j“‘)/f for 0 < € < 1 when
u,v € Hj (R?). O
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6.2 Local Existence in L%(a

In this section we attempt to prove the main result of this section. We prove
that the local existence for the nonlinear Fokker—Planck equation (5.2.8). To
this end we consider again the following equation : for uy € D(L£) and T' > 0
being fixed, find a function v € €([0, T); D(L)) N €' ([0, T); L%. ) which

satisfies
ur — Lu = F(u)
{ w(0) = (6.2.1)
Here the fonction F(.) is defined as follows :
F(u) := div(E(z, v)u — zu) = div(V(a * u)u). (6.2.2)
One knows that the mild solution of (6.2.1) is of the following form :
t
u(t) = Se(t)uo + / Se(t —7)F(u(r))dr. (6.2.3)
0

Let R > 0 be fixed and u € Hj,, such that [lullzi < R, then the function
F defined by F(u) = div(V(a * u)u) belongs to L%<5a/4' Now we consider two
wand v in Hj . We split F(u) — F(v) as follows :

F(u) — F(v) :=div((Va * (u — v))u) + div((Va * v)(u — v)).
Applying twice Lemma 6.1.4 the following holds :

1F () = F)lleg, < 1F@w) = F@)lleg, < CRlu—vlm, . (624)

This means that the function F is locally lipschitz from Hj into L7 and

Ksa/47
also from Hj_into L .

From now on, we denote by C'R the lipschitz constant appearing in (6.2.4)
and Cp > 1 the constant appearing in the inequality (6.1.4). We define the

following number T by
1

(4C,CR)?’

for R > 0 being fixed. We set \g := d and we consider that the space
% ([0; Tr]; Hj, ), which is equipped with the norm

Tr = (6.2.5)

lullx == sup e [fu()] gy, . (6.2.6)
tG[O;TR] @

is a Banach space. With this space and this norm we consider the closed ball
of radius 2Cy R denoted by

X = {u €€ ([0; Tw)s Hy,) 5 sup e fu(t)|m, < 2001;:}, (6.2.7)

te[0; Tr]
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and we also define the functional ®(-) as follows :

D (u)(t) := Se(t)ug + /0 Se(t —71)F(u(r))dr. (6.2.8)

Then we will show that X is invariant under the action of ®, and in fact ® is
a contraction in X.

Lemma 6.2.1. Assume that (1.0.16)—(1.0.18) hold and let o« € (0, 1]. Consider
R > 0 be fized, and Tg be defined by (6.2.5). Then the function ®(-) is a
contraction in X.

Proof. Let R > 0 be fixed and ug € Hy, such that [[ullzz < R. We want

to show that if u € X, then we have also ®(u) € X. For all ¢ € [0, Tg], using
successively (6.1.3) and Lemma 6.1.4, we have (with A\ := d)

¢
90y, < [Seleunll, + [ 1Selt = 5)F(u(s)llny, ds
t
< Co™ fuollny, +Cr [ e — )2 Fu(s),,
0
t
< CoeM' R+ Cpe! CR/ e 08 (t — s)_l/zﬂu(s)HH}( ds
0 «@

t
< CoeM' R+ e)‘OtC’R/ (t —s)"Y2||u||x ds
0

S CO e/\ot ‘R + 201 CRtl/Qe)\ot ||U,||X

Therefore

since Tg is defined by (6.2.5), and thus we see that ®(u) € X for any u € X.
Now we consider u and v two functions in X. Then for ¢ € [0, Tx] we have

I9)(6) = ) Olly, < [ 1Selt =) (F () = P, ds
<O [ (=) NI () = F(u(s)) i, s
<CICR [ (0= 97 fuls) = v(s) iy,

t
< C1CRe™ju — v||x / (t —s)"V2ds.
0
< CLCRtY? et ||lu — v]|x.

Multiplying by e " and taking the sup in both sides, we obtain

_ 1
sup e M| @(u)(t) — D(v) (1) < CLORTY*|lu— vy = Sl =vlx,
tel0, Tr] &

which shows that ® is a contraction in the ball X, and so it has a unique fixed
point there. O
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The equation (6.2.3) admits a unique local solution.

Lemma 6.2.2. Assume that (1.0.16)—(1.0.18) hold. Let R > 0 be fized and
ug € Hig,, such that |luollgy < R. Then there exists a unique function u in
¢ ([0, Tg]; Hk) solution to (6.2.3) associated to ug. Moreover the function
ue ¢ ([, TR] L ).

Proof. Let ug € Hj. and R > 0 be fixed, such that uollgr < R. As-
sume that (1.0.16)—(1.0.18) hold. Then by Lemma 6.2.1 there exists u €
% ([0, Tr); Hj) solution of (6.2.3). Because ®(.) is a contraction in X. Then
the function @() admits a fix point by the Banach Fixed Point Theorem.
Since u(t) € X, we can deduce that u(t) € L% . This means that u €
% ([0, Tr]; L%.) . To prove that u € €* ([0, Tg]; L) , we set :

o(t) :/0 Se(t — s)F(u(s))ds. (6.2.9)

Since u € € ([0, Tg]; H.,) and F is locally lipschitz from Hj_ into L3 PERC
deduce that F'(u) € <[O Trl; L, > Then we have v € €* ([0, Tr; L%.) -
We know that Sy (t)ug € €* ( 0, TY; ) . In fact Sp(t)ug = eFluyg is diffen-
tiable in [0, 7' and

d

ESL( ) ESL(t)UO
is also continuous. Then

Se(t)yug € € ([0, Trl; L%, -

Therefore u € €* ([0, Tx]; L%.) - O

Now we prove our main result.

Theorem 6.2.3. Assume that (1.0.16)—(1.0.18) hold. Let R > 0 be fized.
Consider a functionug € Hy  satisfying [uollgr < R. Then there exist a fived

number Tr > 0 depending on R and a unique function u € € ([O Tr]; Hi )
¢ ([0, Tr]; L) solution to (5.2.8) associated to ug.

Proof. Let R > 0 be fixed, o € (0, 1] and up € Hy , such that [[ugl ;< R.

Assume that (1.0.16)—(1.0.18) hold then there exists a unique function u €
¢ ([0, Tr); H. ) solution of (6.2.3). The function u is a solution of (5.2.8).
This is a consequence of Lemma 6.2.2. Indeed by Lemma 6.2.2 the function
u is also in € ([0, Tg); L3, ) .Therefore u’ exists and v’ € €° ([0, Tg); L%) .
For t € [0, Tg], we have

u(t) = Se(t)ug + v(t),
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where v is defined by (6.2.9). Differentiating u, one has
u'(t) = LSe(t)ug + Lo + F(u(t)).

This means that
u'(t) = Lu+ F(u(t)). (6.2.10)

Now it remains to prove that u € D(L). Since the function F' is locally lip-
schitz, F(u(.)) € L%(S(M. Then the function v’ € ¢ ([0, Tx); L% ) . Because

ue ¢t ([0, Trl; L%) . Using (6.2.10), we obtain
Lu=u—F(u) € L .
So we conclude that u(t) € D(L). O

We know from the theory of evolution equations that (5.2.8) admits a
solution f,.x which cannot be extended any longer. This solution is called
the maximal solution of (5.2.8). This allows us to find a largest time interval
Lnax := [0, Tiax) such that outside this interval the solution f,.y is not defined.
The interval I, is called the maximal interval. We define T}, as follows :

Twax :=sup{T; Jue €' ([0, T}; L%, ) solution of (5.2.8)}.

Thus it is obvious that T}, > Tg.

Conclusion : As a conclusion, we proved the local time existence in Lﬁ(a
under the assumption Va € L (R%). We also shoved that the semigroup
generated by the linear operator £ u := A u + div(x f) is analytic. But this
result is not very satisfying as far as it is local and it has been proved in a
small set of L?(R?). Now our goal is to establish a more satifying that this
one. To this end we introduce a new chapter in which we make assumptions
which will allows us to prove global existence for the nonlinear Fokker—Planck
equation.
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Chapitre 7

(Global Existence for Nonlinear
Fokker—Planck Equation with a
(General Force Field

a € W2 (R

The aim of this chapter is to establish that the nonlinear Fokker—Planck
equation has a unique global solution. To this end we assume that the vector
field a € W2 ©(R?). In the previous chapter we have shown that the linear
operator

Lu:= Au+ div(zu), D(L):={ue Ly, ; Lu€ Li,}

is a generator of an analytic semigroup. Thereby we can find two reals A and
Cp > 0 such that for all real number ¢t > 0 the following holds

ISc(B)]] < Co €.

This chapter is organised as follows.In the first section we prove the local
existence in L% . In the second section we show that there exists a local
solution in LZ. The third section is devoted to the global existence in L. The
last section deals with the continuity dependance on the vector field a and on
the initial data. Assume that a € W2 *(R%).

Let f be a function belonging to L% (R?). Then we have also f € L'(R%),
and since Va € L>®(R?), we conclude that Va x f € L}(R?). Then it makes a
sens to write

(Vax f)(z) = [ Va(zr—y)f(y)dy,

R4

and we have

(Vas )@ < [ [Vale=llfldy

83



Then we obtain

(Ve £)a)| < Vel [ |17ldy

< [Valie [ Kea) £y

1/2 1/2
< Vel ([ Kaatar) ([ 10PRady )
Rd Rd
< C|[Vall= [z,
It then follows that there exists a constant C'(a) > 0 depending on @ such that
(Vax )] < C@lflls,

Using this we can prove the following result.

Lemma 7.0.1. Assume that a € W2 (RY) and (1.0.17)~(1.0.18) hold. Then
there exists a constant C(a) > 0 such that if u,v € Hi (R?) we have

|div(V (a * u)v) ez < Cla)llullay, - lvllay, -

Proof. We take two functions u,v € HJ. , then we have also u,v € Wh1(R?).
We split div(V(a * u)v) in the following way

div(V(a*u)v) = (Va* Vu)v + (Va*u) - Vo.
This leads to the following inequality :
[div(V(a * u)v) HL%Q < |(Va * VU)UHL%{(} +||(Va*u) - Vv]|L§<a.

Using the above remarks regarding the fact that ||Vax f|| o me) < C(a)|| f|z2.
we have

H(Va*Vu)’uH%i{ :/ Va * Vul|?|v]* Koo dz
@ Rd
2 2
< C@)[Vullty o,
< C@)lully, - ol -

With the same argument we can prove that we can have a constant C'(a) > 0,
such that

I(Vaxu)Vollz, < Cla)lullzs - IIVlzs
2 2
< Cla)lullg, Mvlizy, -
Finally we obtain

ldiv(V(ax u)o) iz, < C@)lullm, o - lollm, -
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We consider a fix number R > 0 and two functions u and v Hj_(R%) N
WH(R?) such that [|ully; < R and |v[|g; < R. We define the following

fonction F' :
F(u) := div(V(a * u)u).

We can write
F(u) — F(v) = div((Va * (u — v))v) + div((Va * v)(u — v)).
Now we apply the lemma above and we obtain
17 () = F@)lss,, < C@)lully, - lu = ellay, +C@)llu = vl ol
Using the fact that ||u||H}1{Cx < R and ||1)||H}1{Cx < R, one has
1P () = F0)l13,, < C(@) Rllu— vl
Then we have

|F(w) = )iz, < C@)R - Ju— vy - (7.0.1)

This implies that the function F is locally lipschitz from Hj. (R?) into
.

7.1 Local Existence in L%(a

The aim of this section is to prove the local existence for the nonlinear
Fokker-Planck in L% . To this end we consider the following equation : for
up € D(L) and T > 0, find w € €([0, T); D(L))NE€'([0, T); L3, ) such that

u — Lu = F(u)
{ w2 0) = 1y (7.1.1)
We remind that the function F'is defined as follows :
F(u) := div(E(z,u)u — zu) = div(V(a * u)u). (7.1.2)

The classical theory of evolution equations establish that if (7.1.1) has a solu-
tion, then this solution is given by the following formula :

u(t) = Se(t)uo + /0 t Se(t — 1) F(u(r))dr. (7.1.3)

It is a classical known fact that (7.1.1) admits a unique solution if F' is locally
Lipschitz, and this only allows us to prove a local existence result.

In this paragraph we introduce some notations. Consider R > 0 be a fixed
real number. Let u € Hy_ such that lullmy, < R
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From now on, we denote by C(a)R the Lipschitz constant appearing in
(7.0.1) and Cy and C} the constants appearing in (6.1.4) and (6.1.3).
We define the real number Tg

1

Tpi=—
7 (4C,CLR)Y

(7.1.4)

and we consider again the space ¢ ([0; Tx]; H_ ) equipped with the norm
(6.2.6) where \g = d, and the ball

Xi={uew ((0;Ta H,) 5 swp e ut)|y, <2GR}.  (T15)

te0; Tr)

For a given ug € Hj, we define the functional ® by setting :

¢
O(u)(t) = Sc(t)ug + / Se(t —7)F(u(r)) dr. (7.1.6)
0
Now we prove that (7.1.1) admits a local solution in L7 .

Lemma 7.1.1. Assume thata € W22 (R?). Let R > 0 be fived anduy € D(L),
such that ||u0||H}{ < R. We can find a unique function u in € ([O, TR); H}<a)

solution to (7.1.6) associated to uy.
Moreover the function u belongs to €* ([0, Tg]; L. ) -

Proof. Let ug € D(L) and R > 0 be fixed, such that [lug|z:; < R. Then

by Lemma 6.2.1 there exists u € € ([0, Tg]; Hf. ) solution of (6.2.3), and in
particular u € ¢ ([0, Tr]; L%, ). To prove that u € € ([0, Tg); L%) , we set :

o(t) = /0 Se(t — s)F(u(s))ds. (7.1.7)

Since u € ¢ ([0, Tg); Hf. ) and F is locally lipschitz from H}. into L? we

Ksa/47
deduce that F(u(.)) € € ([O; Tr); L%(5a/4> . Then we have v € €* ([0, Tg); L%) .

We know that Sz (t)ug € €* ([0, T); L) . In fact Se(t)ug = e“'uq is diffen-
tiable in [0, 7' and

d
ESE(t) = ESL(t)UO
is also continuous. Then S¢(t)ug € €* ([0, Tr]; L%.) .
Therefore u € €* ([0, Tg); L) - O

Now we are in a position to prove the following theorem.

Theorem 7.1.2. Assume that a € W2°(R%). Consider R > 0 be fized and

loc

ug € D(L) such that |luol|g. < R. Then there exist T > 0 depending on R

and a unique function u € € ([0, Tg]; Hi. ) N € ([0, Tg); L%,) solution to
(7.1.1) associated to uy.
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Proof. Let R > 0 be fixed and uy € D(L) such that [uol[z < R. We as-

sume that o € (0, 1]. Then there exist a unique function u € €° ([0, Tx]; Hf. )
solution of (7.1.6). The function u is also a solution of (7.1.1). This is a conse-
quence of Lemma 7.1.1. Indeed by Lemma 7.1.1 the function u is also in
€1 ([0, Tg); L3) .Therefore u exists and o' € ¢° ([0, Tx]; L%, ). For t €
[0, Tg], we have

u(t) = Se(t)ug + v(t),
where we set
t
o(t) = / Se(t — s)F(u(s))ds.
0
Differentiating u , one has
u'(t) = LS (t)ug + Lu + F(u(t)).
This means that
u'(t) = Lu+ F(u(t)). (7.1.8)

The only thing, which it remains to prove is the fact that « € D(L). Since
the function F is locally lipschitz then F'(u(.)) € L. Then the function v’ €
% ([0, Tr]; L% ). Because u € € ([0, Tg]; L%.) . Using (7.1.8) we deduce
that

Lu=u—F(u) € L .

So we conclude that u(t) € D(L). O

7.2 Local Existence in L%

The purpose of this section is to prove that the solution found in the
previous section belongs also to the space € ([0, Tr]; L?) where Tr < Tiax-
The proof of this result is based on the following consideration. For a func-
tion g € € ([0, Tx); L) find a function u in € ([0, Tg]; H{) N€* ([0, Tr]; L?)
solution of the following linear problem

Oyu = Au + div(zu) + div((Va * g)u).

We define the operator ® : € ([0, Tx]; L) — €([0,Tgr]; L?) by setting : for
g € ([0, Tg); L?) and u solution to the above linear evolution equation

d(g) := u.

Now our goal is to show that the function ® admit a fix point u € € ([0, Tr]; L3)
solution to (7.1.1).

To make the presentation clear we state the following results. We specify
that throughout this section we assume that T' < T} .x.
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Lemma 7.2.1. Assume a € W2X(R?) hold. Let T > 0 be fized and f, €

L3 N LYRY). Denote by f € ¢* ([0, T]; L) the local solution of (5.2.8)
associated to fy. Then the following inequality holds

sup flt,x)de < | fo(z)da.
tefo, 7] JRrd Ré

This is consequence of the Stokes’s theorem. Indeed if f € € ([O, Ty, H}(a)
then f € L'(R?) and

d
- Rdfdx:/Rddiv(ijfojL(Va*f)f)d?C

<0

Integrating in time between 0 and £ > 0 we obtain

sup flt,x)de < | fo(z)dz.
tefo, 7] JRrd Ré

Lemma 7.2.2. Assume that k > d/2 and a € W2>°(R%) and Va € L=(R?).

loc

Let T > 0 be fized, fo € L3, NL} and f € €* ([0, T); L%.) be the local solution
of (5.2.8) associated to fo. Then there exists a constant Bo(k,a, | fo|lz1) > 0,
depending on a, || follrr and k such that

sup f(t, x)(x)krdr < ( » f0<x>kd$) P, (7.2.1)

tel0,T] J R4

Proof. Let fo € L% N L} and f € €' ([0, T); L% ) NE€ ([0, T); H. ). We

can write

d

@ ). flx)rde = /Rd Af(x)edr + /Rd div(z f + (Va* f)f){z)*dz

= [ fA@de — | fx-V{z)de — / (Vax* f)fV{x)dr
R4 Rd

Rd
Then we have

d ko kd+k‘(k‘+d—2)|$\2_ k|z|? } &
i Rdf(@ dx—/Rdf{ (1+|x|2)2 1+ [z]? () dx

7]
1+ |z)]?

(z)*dx.

IV allz= lfoll / f
Rd

Now we set

Bo(k, a, || follzr) := sup [

rER4

kd + k(k+d—=2)[z[* K|z IIVa||Loo||fo||L1|x|]
(1 + |2]2)? 1+ |z 1+ |22
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The assumption k£ > d/2 implies

d

G | @t < gkl [ fta

Integrating between 0 and ¢ > 0, we obtain

REEEYS f0<x>kdx+ﬁ0(k:,a,HfOHLl)/O /Rdf(s,x)@)’fdxds.

The Gronwall’s lemma implies that

f(x>kdx < ( f0<x>kd:r> ePo(kaillfoll 1)t < < fo(x>kdx) ePo(k.all foll ;)T
R4 R4 R4

]

Lemma 7.2.3. Assume that k > d/2 and a € W**(R?). Let f, € L3, . We
denote by f € €' ([0, T); L%) the local solution of (5.2.8) associated to fy.
We can find a constant 51(k,a, || fol|z1) > O depending on k, a and fy such that
the following inequality holds :

sup |f | (x)rdx < (/Rd fg(.r)kda:) AT, (7.2.2)

tel0,T] JRd

Proof. We consider fy € L% and f € €' ([0, T]; L% ) N€ ([0, T; H. ).
We multiply (5.2.8) by f(z)* and we integrate on R¢. And we obtain

1d

5% f2<x>kdx = Af flz)rda +/ div(z f + (Vax* f)f) f(x)*de

/\Vf\ pie+§ [ Pt
L pa@ykd —1
Rd

+%/}Rd(Aa* f)f2<x>kda; - %/ (Vax f)f*V{x)rdx
kd+k:(k:+d— 2)|z|?

f2ac - V{(x)rdx
Rd

k
k 2
f21 +\x’r |2< >kdx+ §|]Aa||Lo<>Hf0HL1 /R P de

+§HV&HL°°||fo||L1 [ £t
R4

Therefore we have

d

G | Pt <salplo) [ Plo
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Integrating between 0 and ¢ > 0 we have

Fz)rd < f§<x)kdx+ﬁl(k,a,HfOHLl)// P2\ dz ds.
Rd R4 0 Jrd

Using Gronwall’s lemma we deduce that

f2<:13>kd:[ < ( f3<m>kdx) Pkl foll 1)t < ( f02<$>kd{£) ePrkallfoll L1)T
R4 R4 R4
OJ

From now on we assume that for all f; > 0 the local solution f of (5.2.8)
associated to fy is a strictly positive function .

In the following lemma we study the entropy in the functional spaces wi-
thout weight.

Lemma 7.2.4. Let fy € L%{a, such that fo > 0. We consider
feet ([0, T); L) ne€ ([0, T); H,)

the local solution of (5.2.8) associated to fo. Then there exist two constants
Co > 0 and Cy > 0 such that the following inequality holds

R4

Proof. Consider fo € L% , fo > 0and f € €' ([0, T); L% )n% ([0, T); Hy.) ,
the local solution of (5.2.8) associated to fy. We multiply by log(f) and we
integrate in R?. Then we have

d d d
[ otog(pyin =5 [ rostnae =5 [ =5 [ pos(nas,

and therefore, after two integration by parts in the second and third terms we
get

d _ IVfI?
7 Rdflog(f)dx— _/]Rd le'—"d Rdfda:—l—/Rd(Aa*f)fdm

< @+ |8all~ o) [ S
R
< (@-+ |l = folls) ol

Integrating in time we obtain

/ Flog(f)dz < / fodz + (d + | Al g foll o)l foll o T
Rd R4

Setting Co := [o4 fodx and Cy := (d + [|Aal| e || foll21)]| foll£r, we deduce that

flog(f)de < Co+CyT.
R4
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Lemma 7.2.5. We assume that k > d/2 and a € W22 (R?). Consider f, €
L3, such that fo > 0 and f € €' ([0, T}; L% ) N %€ ([0, T]; H}), the local
solution of (7.1.1) associated to fo. Then there exist two constants Cy > 0 and

B2 > 0 depending on k, a, || fol|lr such that the following holds

flog(f)(x)*dx < CyTe?T. (7.2.4)

Rd

Proof. Take fy € L% ,suchthat fo > Oand f € €* ([0, T); L% )€ ([0, T); Hf.)
the local solution of (5.2.8) associated to fy. We multiply (5.2.8) by log f({x)*
and we integrate in RY. Therefore we obtain

K flog(f){zx)rdx = / Aflog(x)*da —|—/ div(z f + (Va* f) f)log(x)*dz
dt Rd R4 Rd
2
- _ij  (ahda

+ [ FAE o V) + [+ (Bax )] do
+ [ f(Vax ) Via)de

+ [ s [A) —a- V(@) = (Vax V)] de
<o [ H) det pula | ll) | Flog(F) (@) do.

where we set

[kd+k(l€+d—2)|x|2 k|x|?

Yk i= sup . ;

et 1+ ) 11 ])
+d+ [|Aaf <l foll 21

+ C oo 1=
|| aHL HfOHL 1 |I|2:|

From (7.2.1) we deduce that there exists a constant 55 > 0 such that

d

G | flos(f) @ ds < v Culkoa o) + B2 [ flos()(a)do.
R4 Rd

Integrating between 0 and ¢ one has

Flog(f){z)fdx < v Ci(k,a, || follr1)t + C/o /Rd flog(f){(x)rdx ds.

R4

The Gronwall’s lemma implies that

sup [ flog(f)(x)*de < pCi(k,a, || foll )T e,
tel0,T] JRd
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Theorem 7.2.6. Assume that k > d/2 and a € W2 (R%). Let fo € L?

loc

and R > 0 such that ||f0||Li < R. Then there exists a unique function f €
€ (0, T); L) solution to (5.2.8) associated to fo.

Proof. We define the following set
Xp={7 e (0. 75 1) ; 1flles < ol and |7z < Cotha [ folluo)}

(7.2.5)
Consider this application

d: X — Xp
9=/

where for all g € Xp we associated f in Xp such that the function f is the
solution of the following linear problem

Of =Af+div(z f) +div((Vaxg)f). (7.2.6)

Now we consider two functions f; and f, solution of (7.2.6) associated with
g1 and go. We want to prove that the function ® is a contraction in Xp. To
this end we set f := fo — f; and g := g5 — g1. Then the function f is solution
of this equation

of =Af+div(zf) +div(Vax*g1)f) + div((Va * g) f2). (7.2.7)

Now we multiply by f(z)* and we integrate in R?. Then it follows that

d

dt f2< >kdx:/dAff< >k’d$—{—/ (xf‘l‘(va*f))f(@kdm

/lVf| dx+/ FPA(x)*de

‘/ P e rd [ Pyt
R4 R4

1+ |z)]?
+ [ Basgnpetis = [ (Vaxg) Vi)'
— a*q)fo o)ede — a*q)fo z)edx
2 [ (Vax )V i()de =2 [ (Vasg)faf(a)'a

<-2 [ Vi) s
]Rd

kd+k(k+d—2)e]z Kz
- f2[ 1+ [2P)? _1+|x|2}<‘”>kdx

+d / F2() dz + || Aa] | / Fa)idr

I Vall=llgillzs / PV(a)de

+2Vaxgles [ LVIa) de+2Vasglin [ LV ds
R4 R4
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Then Young’s inequality implies that

d
RECREE / V1) de
dt ]Rd
-9 2 2
+/ e [kd+k(k+d : Nzl* kx| 2} (1) da
.y (1t ) I+ 4]
+d / PV + || Adl| g g oo / 2 (a)kde
Rd Rd
Vel [ | 7196 ds
L2 Vax gl / () de + 2 / V1) de
R4 R4
2 2/ \k 2 k|x|2 k
Y L
y (1t [o2)?
Setting
kd+k(k+d—2)|x\2 K|z ]2 e
Cy(k,d, a, 1) == su —

kll‘l
+ |z

+IVallz=[lfollz1 7 }+d+ [Aal|ze< | foll s

we obtain

d
& | Pt < cikd o) [ Faltde+alale ol [

< Cu(k, d, a, | follLr) /d f2a)tde + 4|V al 1= [lg]1 7 Ca(k, a, || fol 1)
R
< Cu(k,d, a, | foll o) /d fA @) de + 4|V al 1= [lg]172 Co(k, a. || foll 1)
R
Integrating between 0 and ¢ > 0 the following holds
t
Platde < Culkallfll) [ [ Fatasds
R4 0 JRd
+4|Val < [lgll7: Cak a, || foll 1)t.
By Gronwall’s lemma we deduce that
t
/ fA(a)dedt < 2C5(k, a, || foll 1) | Val | ]| 12 Eeliolit,
0 JRrd

Now we fix T such that
Cu(T) = 2Cs(k, a, || foll o) [ Val| =l g7 T2 hallfol)T <,

Then it follows that

sup | f*(x)"dw < Cu(T)|gll7;-

tefo, 7] J R4 k
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Thus we have proved that the function ® is a contraction in X;. Therefore
by the Banach fixed point theorem, there exists a unique function f € Xr,
such that ®(f) = f. That is, f is the unique local solution of (7.1.1). This
completes the proof. O

We can find a maximal solution f... We denote by T,,.x the time asso-
ciated to fiax-

7.3 Global solution

This section is devoted to the proof of global existence for (7.1.1). In the
previous section we have proved the local existence in L? when fy € L2. Now
we want to establish that the local solution do not blow up when the time
T tends to Tax. To prove this we need to show that the local solution is
uniformly bounded. In other words we have to find a constant C' > 0 such
that for all ¢ < Tiax

[F ()] < C.
We start this section by the following lemma.

Lemma 7.3.1. Assume that k > d/2 and a € W2X(R?). We consider a
function fo € LN LE. We denote by f the local solution of (5.2.8) associated
to fo on the interval [0,T]. Then one can find a constant Cs(k, a, || fol|z1) > 0

depending on k, a, fo and T such that

sup || f(t)[ oo ey < Cs(k, a, fo,T). (7.3.1)

te€[0,T]

Proof. Let fo € L2 N L>®(RY). Denote by f the local solution of (5.2.8) as-
sociated to fy. We assume that V f is well defined at least in the weak sense.
We multiply (5.2.8) by fP~1(x)* and we integrate in R?. We have

1d
—_ P kd - _ 2 rp—2 kd
o [rwte == [ Rt
1 kd + k(k+d — 2)|z|*, .,
— P d
Vol T QrREE
W) [ i [
=~ 7/ dr — = p_I7l d
* P Rdf<x> ! P Rdf 1+|9U|2<x> !

+ —— L (Aa * f)fp(x)kdx
p R
kx

1
——/Rd(Va*f)fpl_'_MP

p

(x)rdx
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Since a € W2 (R4) and ||f|lz: < || follz: one deduces that

1 -2 2
Y RV /fkd+k(k+d It e
Pdt Rd D Jpa (14 |z|?)?
d [ e |Bals Il [ )t
R4 Rd
1 k?|17| k
- o 1 P dx.
IVl il [P @t
Putting together all the terms one has
1d kd + k(k +d — 2)|z|?
il fp x)’dx
pi Jo T p TEArE
2 Fal ol [ )t
P R4 1‘{"33"2

—1
D=2+ | Aal = foll 1) / i

kd + k(k +d — 2)|z]?
(1+ |z[*)?

p—1
+ =@+ [Aalli=llfollz),

1 k|x|
C — v oo 1
)= sup | + 19l ol

we obtain
d

g ., e <p-Colp) | fia)da.

Now we integrate in time between 0 and ¢ > 0 we obtain

plaftae< [ ot pc) [ [ ratas

R4

Using the Gronwall’s lemma we get

[ i< ([ i) e pan.

Raising to the power 1/p we obtain

1/p 1/p
< fp<x)kdx) < < f§<x>kdx> -exp (Co(p)t)
R4 R4
We remind that for all £ > 0 being fixed the following holds
lim {gl[zr = [lg]l =,
p—0o0

From this, since Cy(p) — d + ||Aal| ]| fol|z1 when p — oo, we deduce that
1f ()]l Lo < (| follpooel@tIAalzoeliolnT

Then for all fixed T' > 0 the function f is bounded in the interval [0,7]. O
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A consequence of this lemma is the following result

Theorem 7.3.2. Assume that k > d/2 and a € W2(RY). Let fy € L3 N

L>(RY). Then for all fivred T > 0 the problem (5.2.8) admits a unique global
solution f € € ([0, T); L2) associated to fo.

Proof. Let fy € L N L*(RY). Using lemma 7.3.1 we know that we can find
a constant C'(k, a, fo,T") > 0 such that

f2<$>kdl' § C(ka a, anT)'
R4

The lemma 7.3.1 implies that the solution of (5.2.8) is uniformly bounded. This
means that the solution do not blow up when the time ¢ tends to 7. Then
the solution is defined in the whole intervall [0, T']. Then the solution f €
% ([0, T]; L?) . Since we choose an arbitrary T, this proves the theorem. [J

Since we have a global solution, we want to know how, the solution depends
on the initial data and on the vector field.

7.4 Continuous Dependance on the Vector field

The aim of this section is to study the dependance of the solution to (5.2.8)
on the vector field a and on the initial data fy. That is why we consider two
vector fields a; and ay in W2 (RY). As we know that a; and ay in W2 (R9)
we can find a constant M > 0 such that

ay|lweoe < M and ||ag||yz~ < M.

Take two functions f; and fo the solutions of (5.2.8) associated respectively
to a; and as. We assume that a; and ay are close enough. This mean that
there exists a real number §; > 0 small enough such that ||a; — aq||p2~ < d;.
Let fo1 and foe be two functions of Li and d9 > 0 be a real number such that
| for — fQQHL% < §5. Now we want to know if the solution of (5.2.8) depends
continuously on the vector field. In other words for all real number € > 0 can
we find two real number d; and 9 such that

|ar — arllwz2 <01 and  |[[for — fozllz2 < 02 = [[f1 — follz < €7

To prove this property we introduce the two following equations satisfied by
fiand a; fort =1 or 2.

dfr = Afi +div(z fi) + div((Vay * f1) f1)
{ fl(O,fI?) = f01(£L‘) (741)

and
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Oifa = Afy +div(z fo) + div((Vag * f2) fa)
{ f2(0,2) = foz(). (7.4.2)

We choose two functions fy; and foye belonging to Li. Let R > 0 be a fixed
real number such that || foi[[2 < R and || fool[z2 < R. We make the following

notation g := f; — fy and a := a; —as. We can see that g satisfies the following
nonlinear equation

Og = Ag +div(z g) +div((Vaxg)g) + H(g)
{ 9(0,2) = (for — fo2) (). (7.4.3)

The function H is defined by
H(g) :=div ((Vay * g) f2 + (Va * f2) fo + (Vay * f2)g + (Vag x g)g) . (7.4.4)

Throughout this section we assume that ||a; — a1|jw2~ < M and || for —
foollzze < R

Lemma 7.4.1. Assume that k > d/2 and a € W2 (R%), and let H be defined

by (7.4.4). Then there exist two constants Cy; > 0 and Cy > 0 such that

| [ H@ge)as] < [ 199 do+ o~ aslfya e+ lon ~ ool
R R

+ O /d g*(x)*da. (7.4.5)

Proof. Let H be defined by (7.4.4). We multiply (7.4.4) by g(x)¥ and we
integrate . Then it follows

’ y H(g)g(@kdx) = ‘ — /Rd(Val *g)f2V9<x>kd{L' — /Rd(val *g)f2gv<x>kdx
_ /Rd(Va * f2) fo2Vglz)edo — /Rd(va* fo) fogV () *dx
B %/Rd(ml  F)g (@) — /Rdwal ¥ )92V (x)rda

1 1
— —/ (Vasg * g)g2<x>kda¢ — —/ (Vay * g)g2V<x>kdx )
2 R’i 2 ]R’i

Using the assumption (H4) and Young’s inequality b-d < C b* + C"d? for two
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real number b > 0 and d > 0, we obtain

3
Hotods| < [ [99P @) do + 3IValil o~ fullyy [ f0)da

’ Rd

=1 2 3G Va2 ol [ st
o TP T 2 llfeellzy |

1
+ 3 l8a el falliy | (o
Rd

k||

k
T e

1
+5IVallfially [ o
R4

1
+ 5l Aaz]oll for = fo2||Lg/ g*(x)*dz
R4

k|

k

1
+ 5 IVaslallfor = fallsy [
Rd

Since we have assumed that [|a;|w2~ < M and [ fo;]|2 < R for j = 1,2, we
have

3
Ho(o)ds| < [ V9P do + 3 € Ml = funly

k2 |x|? 3
2 ———— + ~RC|Va, — Vay|?
2 | ¢ + S RCIVe — Vel

1 1 k|x|
~“MR 2(x\kd —MR/ 2 kd

1
+MR/ 92<w)kdx+MR/ RIS
R4 R4 1+‘I’|2

L.

Now we set

k2| z|? 3 k|z| 3
5 = 22— +—-MR —MR.
’ ‘”’[ A+ =p? 2" "Trap) T2

and 3
C = §C max (M, R).

Hencefore one obtains

H(g)g(w)*da| < / Vgl (a)de + Cy [ Vas = Vaall + 1 for = foolzz
R

+CQ/ g {x)edz.
R4

‘ Rd

Using the fact that
IVall% < [Vally2, =

we have

|| H@g) da| < | V) de+ O [[Var = Vaglfe~ + 1for = forllzp
R R

+Cg/ g*(z)rdx.
R4
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In the following theorem we state the main result of this section.

Theorem 7.4.2. Assume that k > d/2 and a € W2(R?). Let fo; j=1,2

belong to L2 and R > 0 a constant such that | fojllz < R. Consider the

vector fields a; j = 1,2 in W»*(R?) and M > 0 a constant such that
laj|lwze < M. We denote by f; the solution of (5.2.8) associated to a;. Then
there exists a constant C(k,d, R, M) > 0 depending on k, d, M and R such
that

11 = fallrz < C(k,d, M, R) |||ay — az|[wzee + [[for — foollrz | -

Proof. We cosider two force fields a; and ay in W2 . Denote by f; and f5 the
two solutions of (5.2.8) associated respectively to a; and as. Set g := f1 — fo
and a := a; — as. Then g satisfies the following equation

{ Og = Ag + div(z g) + div((Va* g)g) + H(g)
9(0, ) = go(x).

Multiplying by g({x)* and integrating in R¢ we have
1 kd + k(k +d — 2)|z|
2 kd — _/ 2 kd _/ 2
1 2 K|z|? k 1 / 2/,./k
- —_— - A
3 | it [ (Basgelalan

d 9/ \k 1 , kzx &
° do — = T ()R
w5 | ot —5 [ (Vasggt @t

+ [ H(g)g(z)*da

Ra

1d
Zdt Ra

(x)rdx

This implies that

1d 0, \k 0, 1 1/ o [kd + k(k +d—2)|z|? k|x|? .

- dr < — dr + - d
2dt Rdgm = /Rdwgl (z) er2 Rdg (14 |z|?)? +1+|a;|2 (w)"de

1 o klz| k 1 2/ \k
+ 3 IVallaols; [ @) de + 5l Aallaolz; | ) da

5 [ awtart] [ @t

Using Young’ sinequality one has

o k||
1+ |x|?

I¥allollgoll 2 / g (2)*dr < | Va2, / (@) da
R4 Rd

ool [ 0 o e
st o T

< C|Var — az|[fy2ee + C'|| for — f02|\%§
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and

IBalllollz [ o a)do < Al [ gode+ ol [ )t
R4 R4 R4
< C||Vay — agffyzee + Cllfor — f02||%§

Now we define

Yo(k,d) := sup
zRd

{kd Y Ek(E+d—2)z2 K|z

+d+ 205.
(1 + [x]?)? 1+ |27|2} i

Combining the two inequalities above and (7.4.5) we obtain

1d Yolk,d)
5 L otata < 20D /R g do + C [llar = aslffpee + L for = foollZs |

Integrating in time and using Gronwall’s lemma one has

/dgg<x>kdq; < okdt o [||a1 — sz e + || for — f02||ig} .
R
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THE FOKKER-PLANCK EQUATION
WITH SUBCRITICAL CONFINEMENT FORCE

O. KAVIAN, S. MISCHLER, M. NDAO

ABSTRACT. We consider the Fokker-Planck equation with subcritical confine-
ment force field which may not derive from a potential function. We prove the
existence of an equilibrium (in the case of a general force) and we establish
some (polynomial and stretch exponential) rate of convergence to the equilib-
rium (depending on the space to which belongs the initial datum) in many
spaces. Our results generalize similar results introduced by Toscani, Villani
[32] and Réchner, Wang [30] for some forces associated to a potential and ex-
tended by Douc, Fort, Guillin [12] and Bakry, Cattiaux, Guillin [4] for some
general forces: the spaces are more general, the rates are sharper.

Version of June 20, 2018

AMS Subject Classification (2000): 47D06 One-parameter semigroups and lin-
ear evolution equations [See also 34G10, 34K30], 35P15 Estimation of eigenvalues,
upper and lower bounds, 47H20 Semigroups of nonlinear operators [See also 37L05,

47J35, 54H15, 58D07], 35Q84 Fokker-Planck equations.

Keywords: Fokker-Planck equation; semigroup; weak Poincaré inequality; weak

dissipativity; Krein-Rutman theorem; spectral mapping theorem.

CONTENTS

Part 1. Article & soumettre
1. Introduction

2. The splitting £ = A+ B and growth estimates on Sg
3. Boundedness of S,

4. The Case 1 when a Poincaré inequality holds

5. The general case - the stationary problem

6. The general case - decay estimate

References

1. INTRODUCTION

In the present work, we consider the Fokker-Planck equation

(1.1) Ouf = Lf = Af +div(f F)
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on the density function f = f(t,z), t > 0, x € R%, d > 1, which is complemented
with an initial condition

(1.2) f(0,z) = fo(z), VzeR

We will always assume that the force field F € C1(R? R?) satisfies
(1.3) z-F(z) > |z|(z)""", div(F(z)) < Cpla["?, Vae Bf,,
as well as

(1.4) |DF(z)] < C (x)772, Ve RY

for some constants Cr > d, Ry > 0, C% > 0 and an exponent

(1.5) ~v € (0,1).

Here and below, we denote (z) := (1 + |]?)*/? for any z € R?.

It is worth mentioning that we have made two normalization hypotheses by tak-
ing a diffusion coefficient equal to 1 in (1.1) as well as a lower bound constant equal
to 1 in the first condition in (1.3). Of course, these two normalization hypotheses
can be removed by standard scaling arguments (in the time and position variables)
and thus do not restrict the generality of our analysis.

A typical example of a force field is the one associated to a confinement potential
¥
(1.6) F(z) :=VV(zx), V(x):= % +W, WweR

In this case, we may observe that
(1.7) G(z) := e V@ e LYRY) N C?(RY),

is a stationary solution of (1.1), and even an equilibrium state. We may assume
that G is a probability measure, by choosing the constant V) adequately. We recall
that when F is given by (1.6) with v > 1, the following Poincaré inequality

3e>0, [ If@Pen(-Vi)ds < [ Vi@ exn(-Via),

holds for any f such that [, f(z)exp(—V(x))dz = 0. Such a Poincaré inequality
does not hold when v € (0,1), which is the case studied in this paper, but only
a weak version of this inequality remains true (see [30], and below (1.13) and sec-
tion 4). In particular, there is no spectral gap for the associated operator £, nor is
there an exponential trend to the equilibrium for the associated semigroup. Simi-
larly, the classical logarithmic Sobolev inequality does not hold but only a modified
version of it, see the discussion in [32, Section 2].

In the general case of a force field which is not the gradient of a potential, one
may see easily that the above Fokker-Planck equation preserves positivity, that is

f(t,.) =0, vt=0, if fo=>0,

and that it conserves mass, that is

M(f(t,-)) =M(fo), Vt>0, with M(g)::/Rdg(x)dac.

Moreover, the Fokker-Planck operator £ generates a positive semigroup in many
Lebesgue spaces. However, due to the lack of compactness of this associated semi-
group, the standard Krein-Rutman theory does not apply directly in the case
~v € (0,1), and the existence of a stationary solution is not straightforward. We
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refer to the recent work [29] and the references therein where the Fokker-Planck
equation with general force field (1.1)-(1.5) in the case v > 1 is considered.

Before stating our existence result, let us introduce some notation. For any expo-

nent p € [1, 00|, we define the polynomial and stretch exponential weight functions
m:R? — R, by

(1.8) m(zx) := (x)*, for some k > k*, with k* := max(d, Cr)/p/,
where p’ :=p/(p — 1) is the conjugated exponent associated to p,

(1.9) m(z) = exp(k (x)?), for some 0 < s <~y and k>0,
or
(1.10) m(z) = exp(k (x)7), for some k € (0,1/7),

as well as the associated Lebesgue spaces

LP(m) = {f € LigeR); || fllLom) := | fmllr» < o0}.
We also use the shorthands LY = LP(m) when m(x) = (z)*. It is noteworthy that,
for such a choice of weights m, we have LP(m) C L'(R?).

As a first step, we have the following existence and uniqueness result.
Theorem 1.1. For any exponent p € [1,00], any weight function m satisfying
either of definitions (1.8), (1.9) or (1.10), and an initial datum fo € LP(m), there
exists a unique global solution f to the Fokker-Planck equation (1.1)—(1.2), such
that for any T > 0,

f € C([0,T]; L' (RY) N L¥(0, T; LP (m)).

Moreover the associated flow preserves positivity and conserves mass. Also, the
operator L generates a strongly continuous semigroup Sp(t) in LP(m) when p €
[1,00).

On the other hand, there exists a unique positive, unit mass, stationary solution
G such that

0<GelLi, M(@QG)= and  AG +div(GF) = 0.

1
More precisely, there exists ki > k& := 1/v such that for any ko € (0,K§),
k1 € (K, 00), there holds

(1.11) Cre (@) < G < Cperol®

for some constants Cy,Cy € (0,00).

" on RY,

Next, we are interested in the long time behaviour of the solution f(¢,-). For the
sake of pedagogy, we consider separately the following two cases:
Case 1. Following [30], we consider the case when furthermore the above steady
state G fulfills a weak Poincaré inequality. More precisely, we assume that there

exist some constants Rg,c1,co > 0 such that the function V := —log G € C1(R?)
satisfies
(1.12) Vx € By, alz|” <V(z) <colz|?,

and also that there exists u > 0 such that for any f € D(R?) with M(f) = 0, we
have

(1.13) /\V(f/G)Pdezu/fz ()2 G da.
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Such a weak Poincaré inequality is known to hold when ¢; = ¢5 in (1.12), see [30,
Example 1.4(c)].

The weak Poincaré inequality is also a consequence of a “local Poincaré inequal-
ity” together with the fact that the following Lyapunov condition (see for instance
4, 3))

(1.14) Aw —VV -Vw < w(—((x) + Mxg), Yz cR%

holds for some well chosen function w : RY — [1,00). Here it is assumed that M
and R are two positive constants, xg(z) := x(z/R) is a truncation function defined
through a certain y € D(R?) such that 1j,<; < X < 1j;1<2 and {(z) = (o ()21
for a constant (o > 0. It is worth emphasizing that, in this case, the force field F
can be written as

(1.15) F=VV+F, diveVFy) =0,

with no other specific condition on F( except that F still satisfies conditions
(1.3)—(1.5). Under these circumstances, we can give a simpler proof than in the
general case.

Case 2.  This corresponds to the general case when F satisfies only conditions
(1.3)—(1.5), without any further assumption on the stationary state G, which in
general cannot be determined explicitly. Using the above notations for M, R, xr
and ¢ introduced in the inequality (1.14), the assumptions (1.3)—(1.5) made on F
imply in particular the following inequality

(1.16) LmP = AmP — F - VmP <mP (—((z) + Mxr), Yz eR%
which is a generalization of the Lyapunov condition (1.14).

The main and fundamental difference between these two cases is that the first
one involves the equilibrium state G = e~ and a certain type of behavior on it,
while the second one only involves the force field F'.

When a(t) > 0 and b(t) > 0 are two functions of time t > 0, we write a(t) < b(t)
to mean that there exists a positive constant ¢y independent of ¢ such that one has
a(t) < cob(t) for all t > 0.

Our main result is as follows:

Theorem 1.2. Let F satisfy (1.3)—(1.5). Then for any p € [1,00], any weight
function m satisfying either of definitions (1.8), (1.9) or (1.10), and any initial
datum fo € LP(m), the associated solution f = f(t,x) to the Fokker-Planck equation
(1.1) satisfies

(1.17) 1f(t,.) = M(fo) Gllrr S Om(t)|l.fo — M(fo) GllLr(m),

with the function ©,, being defined as follows. When m(z) = (z)F, we take 3 €
0, (k—k*)/(2—7)) arbitrary and we set

(1.18) Onm(t) :=(1+1t)7".
When m(x) = exp(k (x)*®), we take o := s/(2 — ) and we set
(1.19) O (t) :=exp(=At7), A€ (0,00).

Remark 1.3. When the force field F and the equilibrium G are as described in
Case 1, some previous results are known. A less accurate result than the one given
by (1.17)-(1.18), actually a decay rate of order O(t~(*=2)/(22=7)) in ['-norm, has
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been proved by Toscani, Villani in [32, Theorem 3] under the additional assumptions
that the initial datum fy is nonnegative, it has finite energy and finite Boltzmann
entropy. That first result lies on a modified and weak version of the log-Sobolev
inequality (which usual and stronger version is known to hold only when v > 2).
In [30, Example 1.4 (c)] (see [30, Section 3] for the proof) Réchner, Wang have
established the exponential rate

(1.20) 17tz S e fllpe ey,

with orw = /(4 — 37), some A > 0 and any fy € L°(G~1) such that M(fo) = 0.
The proof of (1.20) is based on a weak Poincaré inequality and the existence of a
family of entropy functionals. Estimate (1.17)-(1.19) is clearly more accurate than
(1.20) because the rate function ©5-1 decays faster and, maybe more importantly,
the same Lebesgue exponent in both sides of the inequality is involved in (1.17)
while it is not the case in (1.20). That last fact is of main importance when one is
interested in the stability of nonlinear evolution PDEs, see for instance [10].

Remark 1.4. Bakry, Cattiaux, Guillin in [4] have extended to the case of a general
force field the approach of Rochner, Wang. More precisely, they establish a weak
Lyapunov-Poincaré inequality in [4, Theorem 3.10] from which they deduce the
same rate of convergence (1.20) (see [4, Section 4.2.1]).

Remark 1.5. A completely different approach has been developed by Douc, Fort,
Guillin in [12] generalizing the classical Harris-Meyn-Tweedie theory to the weak
confinement setting and adapted to both the potential case and the general force
case. We also refer to the notes on the convergence of Markov processes by Hairer,
and more precisely to [18, Theorem 4.1], for a more explicite formulation of the
subgeometric convergence result and a simplified proof (starting from a slightly
different set of hypothesizes). It provided estimate (1.17) in the case p := 1 and
m := G~ (with same rate), see [18, (7.3)]. The drawback is that the approach is
definitively probabilistic and the constants are maybe not so explicit. In a forth-
coming paper [9], Canizo and Mischler provide a deterministic and elementary proof
of the above mentioned theorem. We also refer to [14] for recent related results.

Remark 1.6. The same kind of decay estimates remain true when, on the left hand
side of (1.17), the norm LP is replaced by a weighted Lebesgue norm LP(m?) with
0 < 6 < 1. More precisely, when m(z) = (z)* and @ is such that k*/k < 6 < 1, we
choose 8 := k(1—-0)/(2—7), and if 0 < 8 < k*/k, we choose 8 € (0, (k—k*)/(2—7))
arbitrary. In both cases, we define ©,, through (1.18). When m(z) = exp(x (z)®)
the definition of the decay rate ©,, is unchanged.

Remark 1.7. When the weight function is given by m(z) := exp(k{z)?), one
could consider a field force F satisfying the first condition of (1.3) and div(F) <
C (z)7' 2, with 4" < 2v, or 4/ = 2 but with (> small enough, and obtain similar
results. However we do not push our investigations in that direction, since the
general ideas of the proof are essentially the same.

Remark 1.8. When the weight function m(x) = (z)*, the decay rate in (1.17) is
given by (1.18), which is better than the decay rate one might obtain by a mere in-
terpolation argument between L2(exp(k{x)?)) and L*(R9). More precisely, assume
that when the weight function m(z) = exp(x(zx)7), the function ©,, being given by
(1.19) with s := v/(2—7), we have (1.17), as well as the estimate || f(¢)||1 < || foll 2
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for any fo € L'(exp(x{x)7)) such that M(fy) = 0. Then for any R > 0 we have
M(folg,) = —M(folpg ), and thus we may write fo = fo1 + fo2 + fos where

for == (fo = M(folpg)) 1Bp, fo2:= folpg, fos:=M(folsg)lp,-

Therefore for ¢ > 0, denoting by f;(t) the solution of (1.1) with initial datum fo;,
one has

[fFOllr < 1AONz + ([ L2020 + 15[ 22
S exp(= A ) [ forll Lt exp(r @)y + I fozllr + [l fosl o
exp(= MY | (fo = M(fo 18,)) 15 | L exp(r(@))
+ M (folpg)lpgllcr +[1fo 1|
exp(— A/ D) e | fol 1+ (RTF + R7F)| £ 11

S (exp(=207C) 4 k(BY) + R 11y

A

A

N

Assuming that ¢ > (2x5/\)2=7)/7, we may choose R so that k(R)Y = \t?/(2=7) /2,
we find that when k > d, for any ¢t > (2k/\)2~7)/7 we have

—(k—d)
If(O)]lpr St 2=

K HfOHL}C'
This decay estimate is not as sharp as the one given by Theorem 1.2 when the
weight function is m := (z)*, since according to the definition (1.18) in this case
we have actually a decay rate of O(t~X) for any K € (0,k/(2 —7)). O

Remark 1.9. In a few previous papers, due in particular to Caflisch [7, 8], Liggett
[22], Toscani and Villani [32], Guo [17] or Aoki and Golse [1], a certain number of
models, arising from statistical physics, has been considered for which only polyno-
mial or stretch exponential (but not exponential) rate of decay to the equilibrium
can be established. As it is the present case, one can associated to each of these
models a linear(ized) operator which does not enjoy any spectral gap in its spectrum
set and that is the reason why exponential rate of convergence fails.

We also refer to Rockner and Wang [30] where the same problem for the Fokker-
Planck equation with subcritical confinement force corresponding to Case 1 is
considered and where a cornerstone step of the strategy we follow here has been
devised. This work has been subsequently carried on by Guillin and collaborators
in [11] and [12, Theorem 3.2 & Section 5.1]. These last works are based on the Lya-
punov condition method, that we discuss in the presentation of Case 1 and which
we believe is related to the method we use here. The Lyapunov condition method
has been extensively studied during the last decade, and we refer for instance to
[4, 3] and the references therein for more details.

An abstract theory for non-uniformly exponentially stable semigroups (with non
exponential decay rate) has also been recently developed and we refer the interested
reader to [5, 6] and the references therein. We finally refer to [10] where similar
semigroup analysis as here is developed and applied in order to establish the well-
posedness of the Landau equation in large spaces.

Let us briefly explain the main ideas behind our method of proof. In Case 1,
and as a first step, we may use the argument introduced in [30] (see also [19, Lemma
1.3]) which we briefly recall now. We consider three Banach spaces Es, Fq and Ey,
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such that B, C E; C Ey C L', and more precisely F; is an interpolation space of
order 1 — 1/« between Ey and E; for some a € (1,00), that is

(1.21) £z, < Ca lFIENA I V€ B,

and such that the semigroup S, (t) associated to the Fokker-Planck equation can be
solved in each of these spaces. Moreover, assume that for any fy € Es, the solution
S (t) fo = f(t) to the Fokker-Planck equation (1.1)—(1.2) satisfies the following two
differential inequalities

d d
(1.22) I Olle < =M fOle,  ZlIF@OlE <0,

for some constant A > 0. Using the fact that || f(¢)||z, < ||follz,, as a consequence

of the above second differential inequality, together with (1.21), we obtain the closed
differential inequality

d - —(a-1
Ol < =2C 1follz VIS DI,
We may readily integrate it and we obtain the estimate

(1.23) IF e, SVl foll ..

Now, choosing By = L*(G~'/?), Ey := L*(G~Y/?(x)"~1) and Fy = L®(G~'), one
may see that the first differential inequality in (1.22) is an immediate consequence
of the weak Poincaré inequality (1.13). The second differential inequality is a kind
of generalized relative entropy principle (see [30, 23]). The above estimate (1.23) is
a somewhat rough variant of estimate (1.19). It is noteworthy that for o € (1,2),
we get that the associated semigroup S, defined by S, (t)fo = f(t) satisfies in
particular ||Sz || g,— 5, € L(0,00).

We then generalize the decay estimate to a wider class of Banach spaces by
adapting the extension theory introduced in [28] and developed in [16, 25]. In
order to do so, we consider the two Banach spaces & := LP(m) and &; := LP, and
we introduce a splitting £ = A + B, where A is an appropriately defined bounded
operator so that B becomes a dissipative operator. Then, we show that for i = 1
and ¢ =2

1S5 Alle,—e, € L' (Ry), 195le,—e, € L' (Ry), I ASB e, e, € L'(Ry).

If 7;, with ¢ = 1,2, are two given operator valued measurable functions defined on
(0, 00), we denote by

(Ti % Ta) () = / T Ta(t — 7) dr

their convolution on R,. We then set 70 := I, TG .= T and, for any k > 2,
TEk) = 7*(k=1) 4« T We may show that for n € N sufficiently large (actually
n > 1+ (d/2) is enough), we have

(1.24) 1(S5A) "™ |5y er € L' (R), [[(ASB) ™ ey, € L (Ry).

Next, from the usual Duhamel formula, the solution of (1.1) can be written as
f@) = Sg(t)fo + fot Sg(t — 7)AS.(7) fodr. Thus, using the above notations for
the convolution of operators valued functions, we have Sy = Sg + Sg * (AS.), and
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interchanging the role played by £ and B in this expression, we get the following
operators versions of Duhamel formulas

(1.25) Sr =S+ S (AS) =S+ (SgA) *S¢
(1.26) =S+ S * (ASg) = S+ (ScA) * Sg.

Upon replacing recursively S, in either of the expressions on the right hand side
by either of the Duhamel’s formula, we get, for instance:

Sy =S+ Sp * A{SB + (SBA) * SL}
=S+ (SB.A) * Sp + (SB.A)(*Q) xSe.

By induction on the integers ny > 0, ny > 0 and n; 4+ ne > 1, we thus obtain
ni+nz—1
(1.27) Sc= Y Spx(ASE) M + (SpA) ™) 5 Sp o (ASg)m2).
k=0

Using the above formulas (1.27) and estimates (1.24), as well as the decay esti-
mate (1.23) for initial data in the space F2, we conclude that ||S¢z||e, e, € L' (Ry)
which is nothing but a rough version of the estimates presented in Theorem 1.2.
While the method leading to (1.23) in F; can be performed only in very specific
(Hilbert) spaces, the last extension method is very general and can be used in a
large class of Banach spaces &; (once we already know the decay in one pair of
spaces (E1, E2)).

Finally, in Case 2, we start proving an equivalent to estimate (1.23) in one ap-
propriate pair of (small) spaces. We then argue similarly as in the previous case.
We present three different strategies in order to establish an equivalent to esti-
mate (1.23). On the one hand, we may adapt the strategy of Rockner and Wang
introduced to deal with Case 1 by using a generalization of the weak Poincaré
inequality which also holds in the general force field case and which has been es-
tablished by Bakry, Cattiaux, Guillin in [4]. A second approach consists in using
the generalization by Douc, Fort, Guillin in [12] to the subgeometric framework of
the well-known Harris-Meyn-Tweedie theory. A last and more original way consists
in adapting the Krein-Rutman theory to the present context. On the one hand,
it is a simple version of the Krein-Rutman theory because the equation is mass
conserving, a property which implies that the largest eigenvalue of £ is Ay = 0. On
the other hand, it is not a classical version because the operator £ does not have
a compact resolvent (however it has power-compact resolvent in the sense of Voigt
[33]) and more importantly 0 is not necessarily an isolated point in the spectrum.
First adapting (from [15, 27] for instance) some more or less standard arguments,
we prove that there exists G, a unique stationary solution of (1.1) which is positive,
has unit mass and is such that G € L (exp(k(z)?)), for all k € (0,1/7). Next, we
prove an estimate similar to (1.23) by establishing a set of accurate estimates on
the resolvent operators Rg(z), Rr(z) and by using the iterated Duhamel formula

5
Se = Spx(ASE)*M + S, x (ASE) ",
k=0
together with the inverse Laplace formula
i1 +ioco n

Se + (ASg)*0 (1) = - et 4

o oo dz"

[Re(2)(ARp(2))°] dz,
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which holds true for any time ¢t > 0 and any integer n.

To finish this introduction, let us describe the plan of the paper. In Section 2,
we introduce an appropriate splitting £ = A + B and present the main estimates
on the semigroup Sp. In Section 3, we deduce that the semigroup S, is bounded
in the spaces LP(m).

In Section 4, the proof of Theorem 1.2 is carried out in the case when a weak
Poincaré inequality is satisfied (Case 1). In Section 5, the second part of the proof
of Theorem 1.1 on the stationary problem is presented in the general case (Case
2). Finally, Section 6 is devoted to the proof of Theorem 1.2 in the general case
(Case 2).

Acknowledgements. The second author’s work is supported by the french “ANR
blanche” project Stab: ANR-12-BS01-0019. We thank M. Hairer and A. Guillin for
enlightening discussions on several results in relation with the present work.

2. THE SPLITTING £ = A+ B AND GROWTH ESTIMATES ON Sz
We introduce the splitting of the operator £ defined by
(2.1) Af = Mxrf,  Bf:=Lf—Mxrf

where M is positive constant, and for a fixed truncation function y € D(R?) such
that 1p00,1) < x < 1p(0,2), and for R > 1 which will be chosen appropriately as
well as M, we set xgr(x) := x(z/R). We establish several growth and regularity
estimates on the semigroup Sg and the family of operators ASg which will be of
fundamental importance in the sequel.

2.1. Basic growth estimates.

Lemma 2.1. For any ezponent p € [1,00] and any stretch exponential or polynomial
weight function m given by (1.8), (1.9) or (1.10), we can choose R, M large enough
in the definition (2.1) of B such that the operator B is dissipative in LP(m), namely

(22) HSB(t)HLP('m)—)LP(’m) < 1; Vi > 0.

Moreover, if m(z) = (x)*, set B := k(1 —0)/(2 —~) for k*/k < 6 < 1, and
B € (0,(k—k*)/(2—7)) arbitrary when 0 < k*/k. Then the function ©,, being
defined by (1.18), we have

(2.3) 1SB(E) | Le (m)—Lr(me) S Om(t)-

If m(z) = exp(k{z)®) satisfies (1.9) or (1.10), the above inequality holds, provided
the function ©,, is defined by

O, (1) := exp(—At¥/ 2=,
where A > 0 can be chosen arbitrarily when s <y, and A < A\, with
Ay = (k(1 = 0))F20/Co) (g (1 — Ry))/ ),

when s = 7.
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Proof of Lemma 2.1. The proof is similar to the proof of [16, Lemma 3.8] and [25,
Lemma 3.8].

Step 1. We first fix p € [1,00), assuming m is as in the statement of the Lemma.
We start recalling an identity satisfied by the operator B (see the proof of [25,
Lemma 3.8]). For any smooth, rapidly decaying and positive function f, we have

/ (B f) 7t mPda =
]Rd

== 1) [ VAP gy o [ ol e
with
| 0,

Observe that

1.
0 m Ty o +]?d1V(F)_F.W_MXR'

Vm = kﬁm(x)s_z

m

A

B ond{e) ™ + s(s — Dfal(a ' + vlaf?(2)

where we have set
5:=0, k=1, v:=k(k—2), when m(z) = (z)*,
k:=s, vi= (sK)?, when m(x) = exp(k (x)°).

In this latter case, for s € (0,~], the third term in the definition of w?wj is negligible
with respect to the first and second terms, and thus

R 1] — —a* = (k)  —ry <0 if s=17,

mp |z|—o00
O |77 — —a¥i=—0c0 if 0<s <.
P
|z|—o00

When m = (x)* and k > k*(p) := Cg/p, the first and second terms are
negligible with respect to the third term, and then

1
lim sup ¢, v |z|>77 < —a*:=(1—=)Cr —k <0.
|z| =00 ’ p
We deduce that for any a € (0,a*(m,p)), we can choose R > 1 and M large
enough in such a way that ¢, (z) < —a(z)7"*72 for all z € R?, and then

(2.5) / BF) 7~ < —a / PP )2 (p— 1) / S fm)P(fm) L

In particular, using only the fact that the RHS term is negative, we conclude
that the operator B is dissipative and we classically deduce that the semigroup
Sp is well-defined on LP(m) for p € [1,00) and that it is a strongly continuous
contraction semigroup, in other words, (2.2) holds for any p € [1,00). Since we
may choose R, M such that the above inequality holds true for any p € [1, 00) when
a € (0,a*(m,o0)), we may pass to the limit as p — oo in (2.2) and we conclude
that Sg is a contraction semigroup in LP(m), for any p € [1, 0o].



SUBCRITICAL FOKKER-PLANCK EQUATION 11

Step 2. Take p € [1,00) and k > k*(p) = Cr/p’, and finally, assuming first
that 0 > k*/k, set £ := 0k € (k*,k). If fo € LP(m) with m := (x)*, denote
f (@) := Sg(t) fo. Dropping the last term in (2.5), we have for a € (0,a*(m, p))

o 1 @ < —a [ 1517 e

Using Hélder’s inequality

[rwrt< ([ e ([re)™

with n := (k= £€)/[k — ¢ + (2 —v)/p] € (0,1), and the fact that the semigroup
Sy is a contraction semigroup in LY by (2.2), upon denoting o := n/(1 —n) =
p(k—=10)/(2=7), we get

%Yg(t) < —apYp(t)@tV/y (0)7V  where Y;(t) ::/fp<x>PT.

Integrating the above differential inequality yields

Yolt) < ()" Ya(0),

k—¢
which in turn implies (2.3) with ©,,(¢) replaced with (W) *7 . Since for
0 <t <1 we have clearly Yy(¢) < Y1(0) the proof of (2.3) is complete when p < oo
and m(z) = (z)* and £ := k6 > k*.

In the case where ¢ = k6 < k*, it is enough to pick 6y > 6 so that kfy > k* and
observe that we have Yy < Yj,: in this way one is convinced that (2.3) holds for all
p<oocand 0<6<1.

We deduce the same estimate for p = co by letting p — oo in (2.3).

Step 3. Similarly, when the weight function m is an stretch exponential as defined
in (1.9) or (1.10), take p € [1,00). Given an initial datum f, € LP(m), denote
f@t) == Sg(t)fo, and set Yy(t) := ||f(t)||’£p(me). Thanks to the above Step 1 we
have forallt > 0and 0 <6 <1

Yp(t) < Yu(0).

For p > 0 denote by B, the ball of R? centered at the origin with radius p. Using
the estimate (2.5) with the weight function m?, neglecting the last term of that
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inequality, we have successively

o) =p [(B) -t
_ P PO YF+s—2
< ap/Bprm (z)
< —ap (o) / P m?

By

< —ap (o) "2, + ap (o) / |FIP 2
B

c
3

—ap{p)"T Yy + ap(ﬂ)”“”m(/))*p(l*e)/ | fol? m?

IN

Bg
< —ap(p)" Yy +ap ()2 m(p) PO [ folP m?.

Integrating this differential inequality we deduce
Yo(t) < exp(—apt (p)"*7%) Yy(0) + m(p) P19 ¥4 (0).
< (exp(—apt (p)7"7%) + exp(—p(1 — 0) p*)) Y(0).

We may choose p such that a (p)77572t = (1 —60) p*, that is we may take p of order
t1/(2=7) which allows us to conclude that (2.3) also holds in the exponential case.
As indicated above, the estimate (2.3) for p = oo is obtained by letting p — co. O

The following two lemmas state that when the weight function is exponential,
that is m(z) := exp(k(z)7), the semigroup Sp is ultracontractive in the spaces
LP(m), that is it maps L'(m) into L>(m) for t > 0. As it is pointed out in
[20] (see Remark 2.2 of this reference for a proof based on Probability arguments,
and Remark 5.2 for a simple proof based on comparison theorems for parabolic
equations), when one considers an operator of the type Lf := Af + VV - Vf with
V satisfying, for some constants R > 0 and ¢y > 0,

1/2
V.CL'EBIC%, AVVT'FC()ZO,
and if there exists a positive constant ¢; > 0 such that V(z) > ¢; for all x € Bg,
then the semigroups Sy (¢) and S« (t) are ultracontractive in the spaces L? (exp(V))
(the above condition on AV1/2/V1/2 is a sort of convexity condition at infinity).
Here the operator B is not exactly of the same type as L, but nevertheless the
ultracontractivity of the semigroup Si(t), as well as that of (Sg)*, holds. (Recall
also that the ultracontractivity of the semigroup Sp is equivalent to an appropriate
form of Nash inequality for the operator B).

Lemma 2.2. Consider the weight function mg := exp(k{x)?), for 0 < ky < 1.
Then there exists Rg, My > 0 such that for M > My and R > Ry we have

(2.6) vt >0, 1S5 L1 (mo)— L2(mo) St~ Y4

Proof. The proof is similar to the proof of [16, Lemma 3.9], see also [25, Section 3],
[26, Section 2] and [19]. For the sake of completeness we sketch it below.
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Consider fy € L?(mg) and denote f(t) = Sg(t)fo. From (2.4) with p = 2 and
throwing out the last term in that inequality, we find

d1
G | @ mbis <~ [ [9(s@moPd
dt 2 Jpa R
Using Nash’s inequality for g := f(t)mo ([21, Chapter 8]) stating that for some

constant ¢ > 0
4

Tt a7tz
(2.7) / g’dr <c (/ |Vg|2d:c> </ |g|dcc>
R R R

we get (for another constant ¢ > 0)
(2.8) X'(t) < =2V ()M X (),
where for brevity of notations we have set
X)) = 1O 2mey: Y = 1FO)llz1 (mo)-

Since according to (2.2) we have Y () < Yj for ¢t > 0, we may integrate the differ-
ential inequality (2.8) and obtain (2.6).
g

The next result states that the adjoint of B generates also an ultracontractive
semigroup in the spaces LP(my).

Lemma 2.3. Consider the weight function mg := exp(rk{x)?), for 0 < ky < 1.
Then there exists Ry > Ro and My > My (where My and Ry are defined in the
previous lemma) such that for M > My and R > Ry, the semigroup generated by
By, the formal adjoint of B, satisfies

(2'9) vt > Ov ”SB* (t)||L1(mo)HL2(mg) 5 tid/4~
Consequently, for M > My and R > Ry, we have
(210) Vit >0, HSB(t)HLz(mo)%L‘”(mo) 5 tid/4.

Proof. We first observe that if the operator B is of the form
Bf=Af+b()-Vf+a(z)f,

and we make the transform h := fm, then the corresponding operator B,,h :=
m B(m~! h) is of the same type and is given by

A 2
Byuh = Ah+ [b(x)—2vm} Vh+ {_m+2|Vm +a—b) Y p
m m m

m2
Observe also that the formal adjoint of B, denoted by B, to avoid any misunder-
standing, is given by

B.g=Ag—b(x)-Vg+ (a(z) — div(b(z))) g.

Applying these observations to Bf = Af+F -V f+ (div(F) — Mxgr) f, we get that
for h := gmg the operator B, ,,, associated to the formal adjoint B, is given by

m m m

Thus, if go > 0 is a smooth initial datum, then the solution g of

g = B.g, 9(0,7) = go(x),
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yields the function h := g mo which satisfies the evolution equation
(2.12) Oth = By moh, h(0,x) = ho(x).
Now, one can verify easily that for hy € C°(R?) and hg > 0, the solution h to the

equation
Oth = Ah+b(z) - Vh + a(z) h, h(0,z) = ho(x)
satisfies h(t,z) > 0 and for 1 < p < oo we have the identity
%1 / h(t,2) da = —(p— 1) / VA2 P2 do + 1/(pa(gs) _ div(b(x))) W da.
p p

As a consequence, applying this to the operator B, ,,,,, we have that the solution h
of equation (2.12) verifies

1
%5 /h(t,az)p dr < —(p—1) / |Vh|>hP=2 da —l—/hp Vs mo.p AT,
where, for convenience, we have set
—-2) A 2 [Vmgl? 1 v
(213) w*,p,mo — (p )) Mo + = | m;‘ + *le(F) _F. mo B MXR
p mo P my p mo

Proceeding as we did above in the study of the function defined in (2.4), we may
choose, if necessary, M and R large enough (in particular larger than My, Ry given
by Lemma 2.2), so that for all z € R? we have 1, ,n,, < 0. Therefore we conclude
that

d1l
(214) GaIhOIE <= -1) [ (R da.

On the one hand, taking p := 1, we deduce that the semigroup generated by B m,
is a contraction semigroup in L!(R?), that is ||h(t)||z: < ||ho|/p: for all £ > 0.

On the other hand, taking p := 2 and using Nash’s inequality (2.7), together with
the fact that ||A(t)||1: is non increasing, we deduce that if we set X (¢) := ||h(¢)||%2,
then for some constant ¢ > 0, the function X (¢) satisfies the differential inequality

d -
ZX(0) < —cllho [ X (1) B+,

Integrating this, we get that for all ¢ > 0
IR()llzz S 4 |lholl -

From this, by a density argument and the splitting of any initial datum as the
difference of two nonnegative functions, we conclude that for any go € L*(myg) the
associated solution to Org = B..g satisfies

(2.15) 155, ()90l 22(m0) = 9 2(me) St~ llg0ll L mg),  VE> 0,

which is precisely (2.9). To conclude the proof of the Lemma, observe that for
f,g € C>*(R?) we have

(Bf19)120me) = / Bf gm? de = / Bony (f m0) (g'm0) da

- / (f 10) Bumo (9 m0) dz = / (f 110) iy B g (g 120) o (1) it
= (f|B*g)L2(mg)-
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This allows one to verify that (Sp(t))* = Sg, (t), the adjoint being taken in the sense
of the Hilbert space L?(my), where we assume that this space is identified with its
dual. Therefore, since with these conventions we have (L (mg))’ = L>(my), thanks
to (2.15), we conclude to (2.10). O

Putting together the previous estimates, we get the following ultracontractivity
result on the semigroup Sz and on the iterated convolution family of operators

(ASB)(*").

Lemma 2.4. Consider the weight function mg := exp(k{x)?), for 0 < ky < 1.
Then, M, R being large enough as in Lemma 2.3, there exists A € (0,00) such that
for any p,q € [1,00], p < q, and for any 0 < Oy < 01 < 1, the semigroup Sp satisfies

< = @/2(/p=1/0) =X ET gy g

(2.16) IS8 Lo 2y La(mery S

Moreover, if n > d/2 is an integer, for all A\ < A, and all t > 0, we have
*n A/ (2=7)
(2.17) [[(ASg) )(t)HLl(mo)ﬂLW(mg) SeM :

Proof. Step 1.  Writing S(t) = Sg(t/2)Sg(t/2), and using (2.6) together (2.10),
we deduce that for any ¢ > 0

1SB()1 L1 (mo) =L (mo) < I1SBE/2)l| L2 (mo)—s Lo (mo) 198 (E/2) || L1 (mo)— 12 (mo)
(2.18) <t

Since on the other hand we have also ||S5(t)follr(mo) < IlfollLr(me)» @ classical
interpolation argument yields that for 1 < p < ¢ < 0o, we have

(2.19) IS8 Lo (mo)— Lo (mo) S £~ W21,
Using Lemma 2.1, since
158 La(mo)—La(mg) < exp(—At?/ 271,

one sees that the proof of (2.16) with ; = 1 is complete. To see that (2.16)
holds with 6; < 1, it is enough to observe that mgl (z) is of the same type as
mo(z) = exp(k(z)?) provided k is replaced with 6;x.

Step 2. In order to show (2.17), first note that the operator A consisting simply
in a multiplication by a smooth compactly supported function, thanks to the above
lemmas, we clearly have, for all ¢ > 0,

(220) ||ASB(t)HLP1(mo)—>LP2(m%) 5 tfo‘ eiktﬁB’

with o := 7/(2—7) and where it is understood that o := d/2 if (p1, p2) := (1, 00),
and « := 0 when p; = ps. We claim that the three estimates for three choices
(p1,p2) = (1,00), and p1 = p2 = 1, as well as p1 = pa = oo, imply that for all
integers n > 1 we have

(2.21) 1(AS8) ™ (Ol (g 2y < C 717 N

from which one readily deduces (2.17). We prove (2.21) by induction. Estimates
(2.21) are clearly true for n = 1. Let us assume that p; = 1 and pa = oo, for which
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(2.21) is true for a certain n > 1. Introducing the shorthand notation u := ASp
and H : ||P1‘>p2 = ” ! HLpl(mo)%L‘W (m2)> we have

t/2
[ (@) 10 < /0 [ (t = 8) 1500 u(s) 151 ds

t
+ / 14 (¢ = 8)l]soso0 [14(3) 1500 d
t/2

L pt)2
<C,Cpe M / (t— s)_a"'"_1 ds
0

.ot
+C,Cre M8 / (t—s)""1s©ds
t/2

. 1/2
< CpCpe AP atn { / (1—7)~ " ldr
0

1
+/ (1—7’)”170‘d7},
1/2

where we have used that t7 < (t — )7 + s7 for any 0 < s < ¢ and o € (0,1). This
proves estimate (2.21) at rank n + 1 and (p1,p2) = (1,00).

The proof of the other cases (p1,p2) = (1,1) and (p1,p2) = (00, 00) is similar, if
not much simpler, and can be left to the reader. O

2.2. Additional growth estimates. In order to deal with the general case in
Section 6, we will need a more accurate version of the previous estimates.

Lemma 2.5. Consider mg := )" with r € (0,1/(47)) and define the sequence
of spaces

k ¢

mo (k (x)7)
2.22 Xy = L? =Y N W)
(222) pi= L2me), mii= 25, vila) ; a
for any k € N. There exist some constants R and M in the definition of B and
some constant 8 > 0 such that for any k,5 € N, k > j and any a € (0,a%),
a* :=1/2(1 — ), the semigroup Sg satisfies the growth estimate
J

9.23 Su(Dllx, o, < e MOV (10K
k—j K /€]<

< taw) Vi > 0.

Proof. We easily compute

Vmy, Y2 T+ .o+ (k)1 (k- 1)!
= 2 —

my @) { 1+ ..+ (r (2))F /K] }

from what we deduce v
S| < 29k fal (2772,
mg
and
. mG

-F < —vklz|"(x)77? Va € B,

mg
As a consequence, we have

& [rm <= [1wsrat+ [ i
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with
|mG|2 1 .
Y = m2 +3 div(F) - F

— M xr

IN

1
472 82 faf? ()2 4 5 O ()7
—vk e[ ()" 1p;, — M xr
< -2 <$>2(v—1)

for any € R? and k € N, by fixing £ > 0 small enough (as we did) and then R
and M large enough. We deduce

d _
2 L [rm<- [1vipmt-on [ 2w o,
and in particular
Yi(t) := /f2 mi < Yi(0) forany k >0.

We now observe that for any j € N, 0 < j < k, there hold my < my_; as well as

mo(z) = K my_;(x x d
) S @ e Ry e M) Ve R

The two inequalities together, we have proved

(2.25) Vji<kVzeRY my(z) < (1 A ) my—;(z).

KJ <x>'Y]
As a consequence, for any p > 0, we have
Vo = [ pwis [ pw
B, B
B _ kI 2
< <p>2(1 ) /f2 m% <1->2(’Y 1) + (]. N W) Yk,j.
Coming back to (2.24), we deduce
kI
fgj <p>’Y]

d 2(7-1) 2(v-1) ?
SXi < =22 (00D Vi + 22 ()20 (1A ) Yies(0),

dt
which in turn implies
kI

W)Q}Ykﬂ‘(o) Vt>0,p>0.

Y (t <{ =22 (p)*0 Dt (1/\ ,
W) < qe - K (p

We conclude by making the choice p =t for any « € (0, a*). (]

Lemma 2.6. Consider mg := " with x € (0,1/(27)). There exist constants
C, A € (0,00) such that Sg satisfies

C 4ok
(2.26) 1850 2oy < 5730 VE>o0.
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Proof. The function f = Si(t)fo satisfies
00; f = A0, f+(0;div(F)) f+div(F) 0, f + 0, F ;0; f +F-VO; f = MO;xrf — MXRO; f,
S0 that

o [ 1V == [ D2+ 5 [ 19 sEam — [@ve) s m
~ [taiv®) 191V~ [ oF;050; 0w - 5 [ (@v(E) (977
—5 [197PF - Vw43 [ div(Fxamds — [l s

<5 [1D2srmd 4 [195Pmd0 + / Fmi?,

with
1Am Vm Vm
m3 m3 m
and
. 1AmE 1 vm, V2
0 o= (@) + 5278 1 L Y7L ar A+ 2019 V0
0 mg 0

Choosing M and R large enough, we have
P < —a(@)?07Y, a>0, ¢?<C()?07Y, CeR,

and, choosing then n > 0 small enough, we get
d 1
& [ vavsemd < =5 [QVaP +nip
—a [(£2 4ol V APy m @20,

On the one hand, keeping only the second term and arguing as in the proof of
Lemma 2.1, we get

(2:27) 1S8(E) | (1 (mo), 1) < Om(t), VE=0.
On the other hand, using the elementary inequality
1
Jrwsemi = [ 502+ [ 525m8 < U5 W s+ C W
the differential inequality
d
%van%z(mo) < =D 22 mey + 192N 1 £ 1172 (0mo)
and the contraction in L?(mg), we then obtain
d _
TNV L2n0) < =1 oll 22 mo) IV £ 2 6oy + 19222 1 Fo 12 o)
As in the proof of Lemma 2.1, we deduce
C
(2.28) IV 1172 (mg) < ?HfOH%Q(mg) vt e (0,1).
We easily deduce (2.26) by gathering (2.27) and (2.28). O
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3. BOUNDEDNESS OF S,

In this section, we establish some estimates on S, which are simple results yielded
by the iterated Duhamel formula (1.27) and the previous estimates on Sg.

Lemma 3.1. For any exponent p € [1,00] and any weight function m given by
(1.8), (1.9) or (1.10), there exists C(m,p) such that

1S (Ol (wr () < Clim.p). 120,
Proof. The estimate
(3.1) 1Scllzry <1, VE>0,
is clear and is a consequence of the fact that S, is a positive and mass conserving
semigroup.
Step 1. We consider first the case p = 1 and we write the Duhamel formula
Sg =5+ S *xASg,
which allows one to deduce that
1Sclley -y < IS8llei—ey +198ly,,—22 * IASclsry,, <C,

because the second term on the right hand side of the first inequality is a bounded
function of time thanks to (3.1) and, by choosing ¢ := 2(2 — v) and applying (2.1),
we have HSBHL}CH—’L}C < (t)72, which is a L'(0, 00) function.

Step 2. In order to study the case 1 < p < oo, we write the iterated Duhamel
formula (1.27) with ny := ¢+ 1 and ng := 0 and we get

Se=Sp+-+Sp* (ASE) ) 4 Sy x (ASR) Y x (ASL)
with £:=d/2+ 1 and then

-1
*
I1Scllz (e my) < ez: 198l 3(Lr (m)) * HASBHF,@()L;)(,,L))
=0

+ 18| 2o (@)= Lo (m) * 1(ASB) * | L1 ()= Lo (w2 * IASL | 1o (m)— 11 ()

where w := ¢ " with v € (0,1/7) large enough. Using (2.20) and (2.17), we see
that the RHS term is uniformly bounded as the sum of ¢ + 1 functions, each one
being the convolution of one L function with less that ¢ integrable functions. [

Remark 3.2. When p = 1, m = (z)¥ and f(t) > 0, the above estimate means
exactly that for £ > 2 — v > 1, there exists a constant C} such that

Mi(Set)fo) < Cubi(ho), Milf) = [ (o) do.

We then recover (with a simpler proof) and generalize (to a wider class of confine-
ment force fields) a result obtained by Toscani and Villani in [32, section 2].

4. THE Case 1 WHEN A POINCARE INEQUALITY HOLDS

In this section we restrict our analysis to Case 1 when furthermore the steady
state G to the Fokker-Planck equation (1.1) is such that the “weak Poincaré in-
equality” (1.13) holds true and satisfies the large  behavior (1.12).
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4.1. Decay estimate in a small space.
We first recall the following decay estimate in a small space. We define

Ey = L3(G™Y?), Ey:=L>®(G™).

Theorem 4.1 (Rockner-Wang [30]). Under assumptions (1.13)—(1.12) on the steady
state G, set Og(t) := exp(—A\t"/2=7)). Then there exists \* such that for X < A,
the semigroup Sp satisfies for allt >0

(4.1) 1Sc(t) fo = M(fo) Glle, < Oc(t) [fo— M(fo) Gl z,-

We briefly sketch the proof of Theorem 4.1 and we refer to [30] for more details.
We define V := —log G, we set Fq := F + VV and we observe that div(FoG) =0
and any solution f to the Fokker-Planck equation (1.1) satisfies

O f = div[GV(f/G) + fFy).

As a consequence, on the one hand, we compute

%%/PG* - —/G|V(f/G)\2+/div[fF0}f/G
(42) < u [ P@e

thanks to the weak Poincaré inequality (1.13) and because

[ alirils/6 = [ 1/6(GFa) - V(1/6) =~ [ (1/6)div(GEy) =

On the other hand, for any convex function j : R — R, the following generalized
relative entropy inequality holds (see [23], and also [30] and the references therein),

Slid)e = [1(L)avievusen+ [5(L)ard
=~ [i(L)yvuer <o
In particular, taking j(s) = |s|’, we obtain
1£#)/Gllze < | fo/llLr,
and passing to the limit p — oo, we get
@3 1760/Gl < /G s VE20.

We obtain (4.1) by gathering the two estimates (4.2) and (4.3). More precisely, we
write, with k := 2 — 2+,

Jrets ] pote [ o

)
<R[ et /G / G.
Br B,

Together with (4.2) and (4.3), we get for R > Ry

d el
G [ ret R [ Pe /Gl [ e
BC

R
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Integrating in time, for any 6 € (0,1), we find a constant Cy > 0 such that
[rat et [ g6t oo /Gl

A/ @
< e fo/Glls

by choosing R := (t/(fc1))'/ (=) for t large enough and defining \ := (fc;) /=),
which is nothing but (4.1).

4.2. Rate of decay in a large space. We now present the proof of our main
Theorem 1.2 in the Case 1 when furthermore G satisfies the weak Poincaré in-
equality (1.13) and the asymptotic estimates (1.12). We recall that the projection
operator II is defined by

If := M(f)G.

Step 1. Here we consider the case p € [1,2]. We begin by fixing m a polynomial
or stretch exponential weight function, and we introduce a stronger confinement
exponential weight mg(x) := exp(rg ()7), with kg € (0,1/7). We denote by O,,,(t),
O, (t) and O (t) the associated rate of decay defined in (1.18), (1.19) and in the
statement of Theorem 4.1, and we may assume that ©,,,/0,,, O /60, € L' (0, 00).
We split the semigroup on invariant spaces

Se =TS + (I —TI) 8¢,
and together with the iterated Duhamel formula (1.27) with ny =n > d/2+ 1 and
ny = 0, we have

n—1

Se—T = (I-M){Ss+ Y (SsA)* 8}  (=T)
=1

+{(I —1ID)S,} % (ASE)*™ (= Ty).
In order to estimate the first term T}, we recall that
IS8 Le(m)—rr < Om(t), [1SB()AllLr—Lr < Oy (),
thanks to Lemma 2.1. We write
1T\ (e (m),Lr) < to + -+ Un—1
with, for £ € {1,...,n — 1},
*0
ug = C || SgAll5 0y * 158 (L0 (m) L)-
Since clearly ©,,1(t) < ©,1(s)0,,}(t — s) for all 0 < s < ¢, we deduce
107 uellzse < 1197, S5ANL 10y 197" S5l (L0 (m), L0
and then
||T1(t)||g3(Lp(m)7Lp) < COn(t) Vt>0.

In order to estimate the second term T5, we recall that from Lemma 2.1, Lemma 2.4
and Theorem 4.1, we have

| ASB(E) | 2(Lr (m), L1 (mo)) < Om (),
1(ASE) D ()| (L1 (mo), 22 (1)) < Omio (E),
1S = Il gL~ (a-1),L2(c-1/2)) < Oc(t),
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where my := mg + G~1. We thus obtain that T, satisfies the same estimate as T}.
We conclude to (1.17) by gathering the two estimates obtained on T7 and Tb.

Step 2. The case p € [2,00]. Thanks to the iterated Duhamel formula (1.27), we
also have

Sp—1I = (I_H){isg*(AsBW)} (=:T1)

=0
+85 % (ASE) =)« A{SL (I —TI)} % (ASp)  (=:T3),

and we conclude in a similar way as in Step 1. ]

5. THE GENERAL CASE - THE STATIONARY PROBLEM

In this section, we present the proof of the existence and uniqueness of the solu-
tion to the stationary problem as claimed in Theorem 1.1 in the general case, that
is assuming that the force field satisfies conditions (1.3)—(1.5), without any further
assumption on the existence and particular properties of a positive stationary state.
In order to do so, we define the “small” Hilbert space

X := L*(mg), mg :=exp(k(x)?), &€ (0,1/7),
and we perform a spectral analysis of £ acting in X. We consider below the
eigenvalue problem on the imaginary axis. We start recalling some standard notions
and notations. For an operator A acting in a Banach space X, we denote N(A) :=
A~1({0}) its null space, X(A) its spectrum, L p(A) its point spectrum set, that is
the set of the eigenvalues of A, while p(A) := C\X(A) will denote the resolvent set
and Ra(z), for z € p(A), the resolvent operator defined by
Ra(z) = (A —2)"".
We denote X the positive cone of X. In this section we shall prove

Theorem 5.1. There exists a unique steady state G € X, positive and normalized
(with total mass M(G) = 1) such that

(5.1) N(L") =span(G), Vn>1.
Moreover, there holds
(5.2) Yp(L)yn{zeC; Rez >0} ={0}.

Finally, estimate (1.11) holds true.

We start by recalling some elementary properties regarding the positivity of the
semigroup S (t).
Proposition 5.2. The operator L and its semigroup Sy satisfy the following prop-
erties:
(a) The semigroup S is positive, namely Sp(t)f > 0 for any f >0 and ¢t > 0.
(b) The operators L and L* satisfy Kato’s inequality, that is if f € D(L) is complex
valued, then we have

1. 1
5.3 Llf| > —Re(FLf),  Lg| > —
(5.3) |f|_|f| e(fLf) lg] P

The above inequality means in particular that for all b € D(L*) N X1 and all
p e DL)NX,, we have

(IFl L) = Re(|fI7 T LE®), (Lo, lgl) > Relo, g g Lg).

Re(g L*g) in D' (RY).
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(¢) The operator —L satisfies a “weak mazimum principle”, namely for any a > 0
and g € X4, there holds

(5.4) feDL)and (—L+a)f =g imply f>0.

(d) The opposite of the resolvent operator is a positive operator, namely for any
a>0and g € X, there holds —R,(a)g € X;.

Proof.  The argument to establish (5.3) is a classical one, but we outline it briefly.
For a smooth complex valued function f if we set f. := (2 + |f|>)'/? — ¢, then for
1 < j <d we have

Re(f9;f)
(5.5) 0jfe = W7
- - 2
(5.6) ;i f. = Re(f 8jjf) + ‘ajﬂz _ (?Re(f 6jf))

@+ T @ R T (@ TR
Observe that f. — |f| in HL . (R?) as ¢ — 0, we have 8;|f| = |f|"'Re(f8;f) in
H (R?). Also since
- 2
0,52 (ReFo0)°

(E+IfP)V2 @+ T
we conclude that 8;;f- > f=! Re(f 9;;f). Passing to the limit in the sense of the
distributions we obtain 0;;|f| > | f|~! Re(f 9;; f), and using the expressions of the
operators £ and £L* we obtain (5.3).

The properties (a), (¢) and (d) are classical consequences of (5.3), applied to real
valued functions, see for instance [2] or [24]. O

Remark 5.3. For later use, we point out that if f € HfOC(]Rd) is complex valued
and moreover is such that |f| > 0 on R?, then as € — 0 one may pass to the limit
in (5.5) and (5.6) and obtain the following equalities

Re(f 9;
(5.7) ;1| = w

R 78 O 2 R 78 2
(5.8) 8jj|f|: e(]|ff|31f) +| ‘ij|| _( e(J;fJf)) ]

Proposition 5.4. The operator —L satisfies a “strong maximum principle”, namely
for any given real valued function f € X\{0}, there holds

f1fleDL), Lf=0 and L|f|=0 dmply f>0 or f<O.

Proof. Consider f € X\{0} such that f € D(L) and Lf = 0. By a bootstrap
regularization argument, we classically have f € C(R%). By assumption, there
exist then zo € R? and two constants c,r > 0 such that |f| > ¢ on B(zo,7).
From Lemma 2.1, we also have that the operator £ — al is dissipative for a large
enough, in the sense that

(5.9) VfeDL) (L-a)flf)x <-Ifl%.

For instance one can take a := M + 1, where M is the constant entering in the
definition of B, using the fact that B is then dissipative and that the same holds
for £L — M1I because 0 < A < M.
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We next observe that for ¢ > 0 large enough, the function
g(x) := cexp(or?/2 — oz — 20|?/2)
satisfies ¢ = ¢ on dB(zp, ) and
(—L+a)g = (a+do+oF - (x—x0) — divF — 0|z — 20|*) g <0 on B(xg,r)".
We define h := (g — |f])* and Q := R4\ B(z¢,7). We have h € HZ(Q, mdx) and

(L—a)h = 0(g—Ifl)Llg—If]) —ah
= 0(g—=IfD (£~ a)g+alf]] =0,

where we have used the notation #(s) = sT. Thanks to a straightforward general-
ization of (5.9) to H} (2, m), we deduce

0 < (£ = a)hlh)r2(@.my < =lIhlIE2(0,m)»

and then h = 0. This implies that we have |f| > g on Q = B(zo,r), and thus
|f| > 0 on R? Since f € C(RY), we must have either f > g>0or f < —g<0. O

Proof of Theorem 5.1. We split the proof into six steps.

Step 1. We prove that there exists G € N(£) such that G > 0, which yields in
particular that 0 € Xp(L). In other words, we prove that there exists a positive

and normalized (with mass 1) steady state G € X. For the equivalent norm || - ||
defined on X by

ILAI = sup [[Se () £l x,
t>0

we have [|Sz(¢) f|l < |If]l for all ¢ > 0, that is the semigroup S is a contraction
semigroup on (X, ||-[|). There exists R > 0 large enough such that the intersection
of the closed hyperplane H := {f ; M(f) = 1} and the closed ball of radius R in
(X, [I-1I) is a convex, non empty subset. Then consider the closed, weakly compact
convex set
Ki={fe X lIfll <R, M(f)=1}.

Since S, (t) is a linear, weakly continuous, contraction in (X, ||-|||) and M (Sz(¢)f) =
M(f) for all ¢ > 0, we see that K is stable under the action of the semigroup.
Therefore we apply the Markov—Kakutani fixed point theorem (see for instance [13,
Theorem 6, chapter V, § 10.5, page 456] or its (possibly nonlinear) variant [15,
Theorem 1.2]) and we conclude that there exists G € K such that S;(t)G = G.
Therefore we have in particular G € D(L) and LG = 0. Moreover since G > 0,
G # 0 and G € C(RY), we may conclude that G > 0 on R? by the strong maximum
principle.

Step 2. In this step we prove that N(£2?) = N(£), which implies that N (L") =
N(L) for all n > 1. Otherwise, there would exist g1 € D(L) with ||g1]| = 1 and
g2 € D(L) such that L£g; = 0 and Lgo = g1. Since Sg(t)g1 = g1 for all ¢ > 0, one
sees easily that one must have S;(t)ga = g2 + tg1. However, since g1 # 0, this is
in contradiction with the fact that the semigroup S, is bounded on X as stated in
Lemma 3.1.

Step 3. We prove here that N(£) = span(G). Since L is a real operator, we may
restrict ourselves to real valued eigenfunctions. Consider a real valued eigenfunction
f € N(L) with f £ 0. First we observe that thanks to Kato’s inequality

0= (Lf)sgn(f) < LIf]-
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Actually this inequality must be an equality, since otherwise we would have

07 (LIf,1) = (If, £71) =0
which is a contradiction. As a consequence, we have also |f| € N(£), so that the
strong maximum principle, Proposition 5.4, implies that either f > 0 or f < 0, and
without loss of generality we may assume that f > 0, and up to a multiplication
by a normalization factor, we may also assume that M(f) = 1. Now, using once
more Kato’s inequality we have

0= £( ~ G)1y-co0 < £ - O)".

and due to the same reasons as above, we may conclude that this last inequality is
in fact an equality, that is (f —G)* € N(L). The strong maximum principle implies
that either (f — G)* =0 or (f — G)™ > 0 on R% This means that either we have
f < Gor f>GonR? Thanks to the normalization hypothesis M (f) = M(G) = 1,
the second possibility must be excluded and thus we have f < G on R%. Repeating
the same argument with (G — f)* we deduce that G < f and we conclude that
f=aG.

Step 4. We prove here that iIRNXp(L) = {0}: the only eigenvalue with vanishing
real part is zero, or in other words, (5.2) holds. We consider a couple (f,u) of
eigenfunction and eigenvalue, with p := iw € iR, and normalized so that M (|f|) =
1. Using the complex version of Kato’s inequality (5.3), we have

1

(5.10) LIf12 R £5) =0,

Computing (L]|f], 1), thanks to the above inequality, we get
0<(L[f.1) =(lf,£1) =0

which implies that the inequality is in fact an equality, that is £|f| = 0, and since
M(G) = M(|f]) =1, we conclude that |f| = G > 0.

Next, using Remark 5.3 and (5.7)—(5.8), we have
|2

FLLIf) = Re(FAS) + Re(FE - V) + div(®) £ + [V /] - ﬁ Re(F V)

— Re(FLf) + |VF|? - # IRe (FV ).

Together with £|f| = 0 and thus Re(f Lf) = 0 from (5.10), the above identity
applies
1

|12
This implies that f = exp(i0) G for some constant 6 € [0,2n], and thus Lf =
exp(if) LG =0 and w = 0.

Indeed, in order to see that f = exp(if) G, for some 6 € [0, 27], let us write f =
u+iv for two real valued functions u and v. Then, since Re(f Vf) = uVu + vV,
relation (5.11) means that

(u® +02) (|Vul* + [Vo[?) = [uVu + vV,

which yields vVu — uVv = 0. Since u and v are both continuous functions and are
not both identically equal to zero, we may assume for instance that there exists
xo € R? such that u(zg) > 0. Thus, if we denote by € the connected component

(5.11) ik IRe(FV )" =0.



26 O. KAVIAN, S. MISCHLER, M. NDAO

of {x € R% u(x) > 0} containing x¢, we have V(v/u) = 0 on Q. Hence v = au
on § for some o € R. However we must have Q = R?, since otherwise we would
have |f| = 0 on 9Q and a contradiction. Thus, setting a := 1+ i we get f = au
and thus v = |u| = |f|/|al] is a positive steady state, so that |u| = G/|a| > 0 from
Step 3. We conclue that f = aG/|a| = exp(10)G for some 6 € [0, 27].

Step 5. Denoting m := e™®" with x € (0,1/7), and a := xy(1 — k7)/2 > 0, we
have

0:/(£G)m=/G(£*m)S/Gmw?n,l,

/Gms;//em(w&,ﬁa)sc/BRG,

for some constructive constants C, R > 0. We have proved G € L'(m). Using
the regularization property of Sz established in Lemma 2.3 and Lemma 2.4 as well
as the same Duhamel formula as in Step 1 in the proof of Lemma 3.1, we deduce
G € L (m).

so that

Step 6. We define s} := v~ 'limsup, 2 - F(z)/]z[" and we know that
K* € [1/7,00) from assumptions (1.3) and (1.4). We then denote g := ce”l*" | with
Kk > K7, and we compute

g (~L+a)yg) = KPP0 £ Pz fa
+a—divF + sy(d+~—2)|z[""2 <0 on B(0,R),

for R > 0 large enough. Arguing as in the proof of Proposition 5.4, we deduce
that G > g on B(0, R)¢, and then the annouced lower bound (see also the proof of
Lemma 6.2 below for similar aguments). O

6. THE GENERAL CASE - DECAY ESTIMATE

In this section we present the proof of the our main Theorem 1.2 in the general
case, that is assuming that the force field satisfies conditions (1.3)—(1.5). We denote
as X the “small” Banack space

Xo := LP(mg), mo:=exp(k(zx)?), k€ (0,k5), p=1or2,

and we will establish a semigroup decay in that space using three different strategies.
The proof of the decay of the semigroup in a general Banach space LP(m), with
a weight function m which is a polynomial or a stretch exponential function, then
follows the same arguments as the ones which have been developed in section 4.2
and may be skipped here.

6.1. Modified Poincaré inequality approach. We recall the Lyapunov condi-
tion (1.16), that we write as

(6.1) L¥mg < —& + Mxr, & := Como(x)>1=7),

(possibly for another choice of the value of the constant M > 0). We also recall that
the the stationary state G given by Theorem (5.1) satisfies estimate (1.11), and thus
a local Poincaré (or Poincaré-Wirtinger) inequality on any ball with constructive
constants. Under both above assumptions, it has been proved in [4, Theorem 3.6]
the following weak modified Poincaré inequality.
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Theorem 6.1 (Bakry-Cattiaux-Guillin). There ezists 8 > 0 and Crp € (0,00)
such that denoting wg := 1+ Bmyg, the following weak Lyapunov-Poincaré inequality

(6.2) 20Lp/h2§0G < /(wo\vm? - h2£*w0)G,

holds for all nice function h such that (hG) = 0.

We introduce the weight function m := w'/2G~'/? and the associated Hilbert
space L%(m). Although the operator £ has no reason to be symetric in L?(m), the
associated Dirichlet form has a nice positivity property. More precisely, in order
to make the discussion simpler, we make the change of unknown h = f/G and we
define

Lh:=G ' L(Gh) = Ah + (2% + F) - Vh.
For any nice function f, we compute
D[f] = (_‘Cfv f)Lz(m) = (_Lhah)Lz(wl/QGl/z)
VG
= 7/{Ah+ (2°5" +F) - VhhuoG

1

= / \Vh|2Gw0 — 5 /VhQ{*vao + ’LU()VG + FwOG}
1

= / |Vh|[>?Gwg — B / h?{GAwy + woAG + div(FuwoG) }

1
= /\Vh|20w0— i/hz L*wo C:7

where we have performed one integration by part in the second line, another inte-
gration by part in the third line and we have used that G is a steady state in the
last line. For any nice function f such that M(f) = 0, we deduce from the weak
Lyapunov-Poincaré inequality (6.2) that

DIf) = Cup / e

As a consequence, denoting f = S, (t) fo for fo € Xo with M (fy) = 0, we compute

%/J&WOG_I =-D[f] < —CLpliioﬁ/fQ(x)%”_l)woG_l.

That last differential inequality is similar to (4.2) and we thus may conclude as in
Section 4 that

Il fillz: S ©c—1 () follLzgmy, Yt =>0.

6.2. Harris-Meyn-Tweedie approach. We present now a second way to get a
decay estimate in one small space. We start establishing a strict positivity estimate
which will be the main technical estimate in our analysis.

Lemma 6.2. For any R > 0, there exist T > 0 and 1) € L>®(R?), 1 >0, 1 # 0,
such that

Sc(T)go =2 v godz, Ygo>0.
Br
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Proof. We split the proof into three parts.

Step 1. We prove that for any p € [1,00) and m := (z)*, k > 0 large enough,
there exist C,a > 1, such that for any go € L*(m), the function g(t) := S, (t)go
satisfies

C
(6.3) IVg@llze < 3 lgollzrmy, V> 0.
First, as a consequence of Lemma 2.4 and the iterated Duhamel formula
Se =85+ + (SpA) D) 4 S 4 (S5 A) ™ % S,
we have
C
lg@)]| e < W”Qo\\u(m), YVt > 0.

Next, we differentiate the Fokker-Planck equation and proceeding in a similar way
as in the proof of Lemma 2.6, we get

C
o)l < W”QOHB(m)» Vi >0.

Repeating the proof of Lemma 2.4 for the derivative of g(¢), we may conclude in a
quite standard way to (6.3).

Step 2. We prove that for any ¢t > 0, R > 0, there exist r,A > 0 and zg € Bg
such that

Sc(t)go > A 1B(w0,'r)/ go dw.
B

R
We fix R > 0 and gy € L*(R?) with suppg C Br. With the same notations as in
the previous step, we have

/gtdl’:/godﬂf:/ godx.
Bgr

Moreover, thanks to Lemma 3.1, there exists A > 0, such that

Jorleldr<a [golelar<ar [ g
Br

For any p > 0, , we write

/gt = /gt_/ gt
B, c
1
> go— — [ gtl|
p
AR 1
(Y sl o
P/ JBn 2 /By

by choosing p > 0 large enough. As a consequence, the exists ¢ € B, such that

1 1
g(t,zo) > 2\ = —/ grdr > —— g0-
1B,| /3, 2[By| Jpy

Because of Step 1 and Morrey embedding W'? c C'/2, which holds true for some
p € (1,00) large enough, we know that g; is bounded in the Holder space Cl/Q(Rd),
and more precisely

Y%

g¢(x) > gi(wo) — C't |z — wo['/? > A
for € B(zo,7), C't=rt/2 =\,
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Because of the we may reformulate our estimate as follows: there exists C' > 0,
such that
C
lgellcrre < thgOHLl(my vt > 0.
Step 3. Spreading of the positivity. =~ We prove that that for any rg,r71 > 0 and
zo € R?, there exist ¢, #; > 0 (computable) such that
90 2 1p@zerg) = g(ts,) = K11B(zg,r)-
We first observe that h := g etldVFll< gatisfies
dth > L*h := Ah +F - Vh.
We introduce the function
o(t,x) =g —e, o= (t +tg) e Hlzmwol’/(tHto),

for some parameters «, i, £,ty > 0 to be specified latter. We compute

|z — 20| « x — o
Orp = — Vep = -2
tp (M (t+t0)2 t+t0)9007 zP K t+to ®o,
2
T — Xo pd
Ayp= (4,u2 | | — )<p0.

(t + )2 t+t

To simplify notations, we only consider the case o = 0 (the general case can be
dealt exactly in the same way) and we denote r = |z| and 7 = ¢t + to. For pu > 1,
T>0andte (0,7), we deduce

Opp — LF r? « r2 |
L ¥ Fg VS, i
©0 N T T T
2
« T
< —2 92T 4 2d B 4 4|F| e,
T T T
and then
(6.4) O < L' on (0,T)xR?

for any « > 2dp + 4T||F|| . We fix € such that
©(0,79) = to_o‘e*’”g/t0 —e=0.
We have built ¢ such that
di(h— @) > LE(h—¢) on (0,T)xR%  (h—¢)(0) >0 on RY
Because (h — ¢)_ € L1((0,T) x R?), by the weak maximum principle, we deduce
g> e~ 2tolldiVF|zoc ¢ on (0,T) x RY.

We now define r; := rot, BB as well as

"(/J(t) = 90(1577}) — T*ae*urgtgwr?ﬂ*l B taaefl“ﬂg/tO.
We have
2,~28(1 _ B
6.5 0) =0, w(t) = (Moo (L =28) _ ot mwirtat 5
1-28
-

2,-28
whenever o < W‘)ﬂfglﬁ_w). We choose p = 1 + 7“0_2, T = 2tg < 1 to be fixed
bellow, 8 = 1/4 and a := 2d + 4||F||~ > 2. We observe that (6.4) is true on the
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time interval (0,7") and (6.5) is true on (0, 2ty) by choosing to :=1/(4a) < 1/2. In
particular, ¥(2tg) > 0. As a consequence,

Y(2t,7) > @1 1= p(2to, 14,) = (3tg) e PO Pt _yecmmri/to 5
for any |z| < 1y, := 792'/* and then
9(2to,x) > @re 2ol diVFlloe g s

by the above weak maximum principle. Itarating the argument, we get the an-
nounced estimate with

1 .
t1 1= 2nty, n:= (1+ (4 O%ogéro])v py o= e 2ldVRle o)

and

Bl = (3t0)*ae*upi2fl/2/to _ taaeﬂwi/to’ o 1= 1o2"/4.

Step 4. Conclusion. From Step 2, we know that we may find 79,79, R, A > 0 and
zo € B(0, R) such that

g(TO7 ) > 1B(xo,r0)7 Cp = )‘/ 90 dzx.
Br
Using Step 3 with 1 := 2R, we obtain
g(1o +t1,-) > Ak1 1p(o,R) / go dx,
Br

which is nothing but the announced Harris condition. (|

We recall the following abstract subheometric Harris-Meyn-Tweedie theorem.

Theorem 6.3 (subgeometric Harris-Meyn-Tweedie). Consider a semigroup S in
LY(mg) which is positive and mass conservative. Assume furthermore that the
following two additional conditions hols: (1) the Lyapunov condition

L'm < —p(m) +b,

for some weight function m : RY — [1,00) converging to infinity and some positive,
concave and converging to infinity function ¢ : R+ — Ry and some constant b > 0;
(2) the strict positivity (or irreducibility) condition

STfZV f7 VfZ()»
Br

forany R >0 and someT > 0 and v > 0, v # 0. Then, there exists some constant
C > 0 such that

(6.6) 1St follr < Il follzt (m)>

_ ¢
(po Hy')(t)
for any fo € L'(m), M(fo) =0, where Hy, is the function defined by

How = [
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Theorem 6.3 is stated in [4, Theorem 1.2] and it is proved in [12, (3.5) in The-
orem 3.2] (see also [12, Section 5.1]) by the mean of probabilistic tools. A simple
semigroup proof is presented in [9]. A variant of [4, Theorem 1.2] is also presented
in [18, Section 4]. Gathering the Lyapunov condition (6.1), the strict positiv-
ity property established in Lemma 6.2 and the subgeometric Harris-Meyn-Tweedie
Theorem 6.3, we deduce the following decay estimate.

Corollary 6.4. For any fo € L*(mg) such that M(fo) = 0, the associated solution
f(t,-) = Sc(t) fo to the Fokker-Planck equation (1.1) satisfies

(6.7 1t M1t S Ona (8L foll 3 (e
which is nothing but the conclusion of Theorem 1.2 in L'(my).
Proof of Corollary 6.4. We write (1.16) (or (6.1)) as
(6.8) Lmy < —p(mo) + M,

with
Y l—7
oy =C—"—, a:=2—".
W) (log y)* gl

We easily compute

u d logu
H,(u) = C/ (logy)agy = C/ 2%dz = C(logu)*™!,
1 1

so that H,'(v) = exp(cv%ﬂ). From (6.6) and ¢(y) 2 y, we conclude to (6.7) with
Oy (t) := Kexp(—AtT7), K > 1, A > 0. O

6.3. Krein-Rutman type approach. We finally present a third approach which
is mainly an adaptation of an argument used in the proof of [27, Theorem 2.1]. The
key argument is an accurate estimate on the confinement process of the semigroup
and it does not deeply use the positivity estimates. The drawback comes from the
fact that the rate of decay in the small space X is worse than in the small space
L?(G~1/?) (see section 4.2 for the notations).

We consider the sequence of spaces (Xi)ken, as defined in (2.22), and X, :=
LQ(mé/Q). We observe that X C Xi11 C X for any £ € N. For 0 <7 <1 we also
denote X}, the space defined by Hilbertian interpolation between X} ¢ = X}, and
Xi1 ={f € Xx; Lf € X}, that is, with the notations of L. Tartar [31, Chapter
22, page 109],

ka = (Xk?Xk»l)n,z .

Lemma 6.5. Let us fiz an integer j > 2(1 —~)/y > 0. There exists a constant C
such that for any €1,02,k € N, k> j, £; > 1, we have for all z € C with Rez > 0

(6.9) IR5(2) x> x, < Cu = Ok,
(6.10) [ARE(2) ARg(2) | xox, < ((11a1)TCHF2 /()12
where z = x + iy, x,y € R.

Proof. We use the representation formula

Ri(z) = —/0Oo e *t Sgp(t) dt
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together with the estimates established in Lemmas 2.1, 2.4 and 2.5 in the following
way. In order to simplify the presentation, we only consider in the sequel the
boundary case Rez = x = 0.

On the one hand, we define, as in Lemma 2.5, a* := 1/2(1—7), so that a*yj > 1,
and we observe that the LHS term of (2.23) belongs to L!'(R,). Therefore, with
the notations of Lemma 2.5, we have for any y € R

_ BN
1RsGy)llx, 0 < ot () amg < CF
On the other hand, from (2.26), we have
(6.11) sup [RB(Y)| X rr < / 198 ()|l x oo~ p dt < C.
ye 0

The latter estimate together with (6.9) yield that, for any y € R and ¢ € N*, we
have
AR (i) || X0 X012 <
< NARB(Y) | x oo =012 1BBOY) X 0y —ay;— X (0g—1y; B89 X0 X,
(6.12) < (L)) 0.
On the other hand, from the identity
Rp(z) = 271 (Rp(2)B — )
and an interpolation argument, we deduce that

IR5 (1)1 /-, < C/ ()2,
and therefore for any ¢; € N

AR (i) | 0.1 250 < (021)7C/ ()2,

It is now clear that the above estimate together with (6.12) completes the proof of
estimate (6.10). O

Lemma 6.6. Let us fix again an integer j > 2(1 —~)/v > 0.  There exists a
constant C such that for any ¢ € N*, denoting by II the projection on G, that is
I(f) := M(f)G, we have

(6.13) S (I =T Re(2) | xo—x. < C° (2.
ez>

Proof. Since the operator £ — al is dissipative for any a > 0, we clearly have
Cra:= sup [[(I =R, (2)|lxp-x0 S sup [[Re(2)]lx0-x. <00,
Rez>a ez>a
and thus we have only to prove that the constant Cfr , does not blow up when
a—0F.
Step 1. We claim that for any fixed M, there holds
(6.14) sup [|(I = )Rz (2)lx,_,—»x. < Car Cr,
z2EQM

where we define Qp :={z =2z +iy € C, 0 < z < 1, |y] < M} and we recall
that Cj is defined in (6.9). We argue by contradiction, assuming that there exists
y € [-M, M] and a sequence (z,) in Qs such that

zn — z:=1y and C;1||R51(Zn)HK@(an_an) — 00,



SUBCRITICAL FOKKER-PLANCK EQUATION 33

with £ := II* £, where for brevity we note I+ := I —II, despite the fact that II is
not an orthogonal projection. The last family of blowing up estimates means that
there exist sequences (fy)n and (gn), such that

Colllfallx, =000 Ngnllx,, =1, fu=Re,(2n) Gn,

or, equivalently, that there exist (fn)n in X, and (gn)n in X,—; satisfying

”fn Xn — L, Cn”gnHanj =0, gn= (‘Cl - Zn) fn
This in turn would imply that
(615) RB(Zn)AHLf’n + HLfn - ZnRB(Zn)an = RB(Zn)g’rn

with
| R5(2n)gnllx, < Cann”X7H — 0,

by using (6.9). Since (f,), is bounded in X,, C Xo = L?(e"®)7), by weak com-
pactness of this sequence in X, we find f € X, and a subsequence denoted again
by (fn)n such that f, — f weakly in X, and then AII*f, — AT+ weakly in Xj.
Together with (6.11), we deduce that

(6.16) Rp(zn)AIl* f,, — Rp(2) Al f  strongly in Xj.
Now, passing (weakly) to the limit in (6.15), we have
Rp(2) At f + I f — 2Rp(2)IIf = 0.
We claim that f # 0. If not, we get from (6.16) that
Rp(2,) AT f, — 0 and I1f, — 0 strongly in Xy
and then together with (6.15) that ||TI* £,

x,, — 0. Thus we would have

1= |fallx, < IMfallxo + T fallx, =0,

which is a contradiction. As a consequence, we have exhibited an f € X, \{0}
such that (£, — zI)f = 0. This means that f is an eigenvector for £; = II+L
associated to an eigenvalue z € iR; however this is in contradiction with the fact
that Y p(II+£) NiR = (. Thus the proof of (6.14) is complete.

Step 2. In this step we complete the proof of the Lemma. We begin by recalling
that £ = A+ B and then we write

Rg(z) = RB(Z) — Rg(Z)ARB(Z)
and
Re(2)(1 = V(2)) = Rs(z) — R(2) ARp(2),  where V(z) := (ARp(2))".

Let )~(k be defined as X but with a coefficient k¥ > & so that )~(k - )?OO C Xo C Xy
with embedding constants uniformly bounded with respect to k. First we may fix
M large enough such that [|V(z)|lz(x,) < 1/2 and [V(2)ll g5, < 1/2, for any
z = x + iy, with |y| > M: this is indeed possible thanks to (6.10) by choosing
{1 =/l5 = 1. Next, we write the expansion

Re(2) = Ru(2) — (Rs(z) — Rp(z) AR (2 (sz)J)ARB 2),
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where the series converges normally in 2(X,) and in 2(X,). More precisely, for
z=x +1iy and |y| > M we have

IRe()x,x < [R5 ()]0,
+I(Rs — Rs ARS)()g, x, (D IV, 5, ) MBslx, 5,
j=0
617) < IRs()lx0 o x0 +2(Rs — Rs ARs)(:) 5, x, 4Rl 5,

The right hand side of the above inequality being bounded by a constant C Cy, we
conclude that

sup (I =D Re(2)]lx, ;»x0 < CCh
|Re z|>M

Together with (6.14), we conclude the proof of (6.13) in the case when ¢ = 1. For
the general case ¢ > 1, we argue similarly as we did in the proof of (6.10). O

Theorem 6.7. Let o} :=1/|2/v], where |s| stands for the integer part of the real
number s, and let mo(z) := exp(k(x)?) and 0 < ky < 1/8. Then for any o € (0,07}]
and 0 < 1 there exist A > 0 such that for allt >0

1 (&) = M(fo) Gllz(mg)y < exp(=At7) [|fo = M(fo) GllL2(mo)-

Proof. We write the representation formulas (taken from [27])

(6.18) Se(t)f =Tf + Y (I —1)Sg* (AS) ") () f + T(1)f,
£=0

i a+iM
where T(t) 1= lim — / e (I~ IRe(2) (ARs(2))° d,

—iM

for any f € D(L),t> 0 and a > 0.

Thanks to Lemma 2.4, we know that each term ||(I — IT)Ss * (ASp)*9 (1) f|| in
the above expression of S, (t) is bounded by O(O.,,(t)). In order to conclude, we
have to estimate the last term.

We introduce the shorthands ®, := R, (I —II), ®, = ARp, for 2 < ¢ < 7, and
we perform n integration by part in the formula giving 7 (¢) to get

1 a+ioco dn 7

ot e (H D;(2)) dz.

=1

i
2 tn

(6.19) T(t)

a—ioco

Using the fact that all the functions appearing in the integral are bounded on the
imaginary axis, together with the resolvent identity

n

N(z) = j?RA(z) =nlRx(2)",
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we find in #(Xy), thanks to Leibniz formula and for any z = x + iy € C with
O<y<1,

L .
Hw(g 2)) <™ sup ] T P, (2)]|

a€N" |al=n ;5

7
<7 sup  [[lleald —T) R gl ARG a7l AR (2)

a€eN” |a|=n ;7§
< O™ () ()72,

where in the last step we have used Lemma 6.6 for some integer j which will be
fixed later. Next, using the bound n! < (C'n)™, we get

17 (@1)| < CcratFng=m V>0, VE>0.

For any t > t*, where t* is large enough and depends on j, we choose n € N such
that ‘

t>20n'" >t/2,
and we obtain

[T @) < (Cn' 1™ < (1/2) < (1/2)#4C)7 yi > 0.

As a consequence, with the choice j := |[2(1 —7)/v] + 1, we have proved that for
all t > 0 we have

IT (0] < exp(—AtT7),
which clearly ends the proof. (I
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