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Introduction

Cette thése a été réalisée dans le cadre du projet HOROCH! au sein
de D'entreprise AxesSim, en collaboration avec Thales Communications &
Security, les centres de recherche IRMA Strasbourg et ONERA Toulouse, les
PME Cityzen Sciences et BodyCap, et financé par la DGE2.

L’objectif de ce projet était de développer, en paralléle, des solutions
de simulation et de mesure du rayonnement électromagnétique des objets
connectés placés a proximité (ou a l'intérieur) du corps humain, afin de four-
nir des outils avancés de conception d’objets connectés (IoT, pour « Internet
of Things ») aux PME de ce secteur d’activité. Les domaines d’application
sont nombreux : téléphones mobiles, montres connectées, maillots connectés,
sondes de mesure médicales (gélules ou patchs), etc.

Ainsi, TCS avait en charge la conception d’un banc de mesure sous la
forme d’une arche composée de 32 récepteurs Vivaldi. AxesSim avait en
charge I’évolution de son solveur Galerkin Discontinu (GD) teta. L'IRMA,
en collaboration avec AxesSim au travers de théses CIFRE, est en charge du
solveur GD générique clac (pour « Conservation Laws on mAny Cores »),
brique de base du solveur teta, spécialisé pour des applications en I’électro-
magnétisme.

Pour AxesSim, 'objectif final de ce projet, et par extension de cette thése,
était d’effectuer une simulation d’une antenne BLE (pour « Bluetooth Low
Energy ») placée a proximité d’'un modéle de corps humain complet (avec
squelette et organes). Ce modéle a été obtenu par scan a rayons X, effectué par
PIRCAD de Strasbourg d’un mannequin anthropomorphique approvisionné
par TCS.

Le maillage non structuré du mannequin complet comporte environ 24
millions de mailles hexaédriques pour des applications entre 1 et 3 GHz,
bande de fréquence des IoT. Les antennes utilisées ont généralement une

1. HOROCH : utilisation des HPC pour I’Optimisation des Radiocommunications des
Objets Connectés proches de ’'Homme
2. Direction Générale des Entreprises



taille de 'ordre de grandeur de la longueur d’onde du signal émis (soit 1-10
cm dans notre cas), avec des adaptations ou des composants d’un voire deux
ordres de grandeur inférieurs en taille.

Dans le cas de cette étude, le facteur d’échelle entre la plus petite maille
(antenne) et la plus grande maille (vide englobant) est de 'ordre de 1000. Ces
variations dans la taille des mailles en fait un cas d’application bien adapté
a la méthode GD, contrairement a la méthode des différences finies, plus
fréquemment utilisée, qui nécessiterait de mailler toute la scéne de maniére
structurée tout en respectant au mieux la géométrie des plus petits détails
de 'antenne.

La premiére simulation sur corps humain complet a été effectuée en 11
jours sur une machine de calcul composée de 8 GPU NVidia de derniére
génération pour seulement 10 ns de temps physique. Cette simulation a été
exécutée avec un faible ordre d’interpolation et a nécessité plus de 40 Go de
mémoire vive. Afin de permettre au solveur teta-clac de traiter des simu-
lations de cette taille, un grand nombre d’optimisations et d’améliorations
algorithmiques ont été nécessaires. Nous allons présenter les travaux qui ont
été menés afin d’atteindre ces performances.

Dans le chapitre 1, nous commencons par rappeler la formulation des
équations de Maxwell. Ce systéme de 4 équations, auxquelles nous ajoutons
I’équation de conservation de la charge, régit la propagation des ondes électro-
magnétiques et nous permettra de les modéliser par la simulation numérique.

Nous écrivons ensuite ces équations sous la forme générique d’un systéme
hyperbolique symétrique linéaire du premier ordre, aussi appelé systéme de
Friedrichs. De nombreuses propriétés sont connues pour ces systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles. Nous examinons ensuite les possibles disconti-
nuités des solutions de ce systéme et donnons les conditions d’existence et
d’unicité d’une telle solution.

Enfin, nous introduisons le schéma GD qui permet d’approcher le systéme
hyperbolique. Le schéma GD est caractérisé par une formulation faible avec
des fonctions test discontinues et un flux numérique sur les discontinuités.
Nous listons alors quelques flux numériques permettant d’assurer la stabilité
du schéma. Nous donnons aussi une formulation semi-discréte du probléme
qui a servi & 'implémentation informatique du solveur générique clac. Des
propriétés de convergence mathématique du probléme semi-discret sont rap-
pelées en annexe B.

Dans le chapitre 2, nous présentons les principaux modéles physiques né-
cessaires & la résolution des problémes qui nous intéressent. Ces modéles sont
implémentés dans la surcouche applicative teta développée par AxesSim,



spécialisation a I’électromagnétisme du solveur générique clac.

Nous commencons par décrire des modéles de conditions de bord respec-
tant les conditions d’unicité de la solution. Nous donnons aussi le détail de
la construction du modéle de couches absorbantes PML (pour « Perfectly
Matched Layer ») permettant de résoudre un probléme en domaine infini
simulé.

Nous présentons ensuite des techniques numériques pour représenter de
fines plaques de matériaux. La suppression géométrique de ces plaques minces
permet de simplifier la modélisation de la scéne étudiée et diminue les temps
de calcul du solveur. L'un de ces modeles de plaque mince sera également
étendu en un modéle permettant I'injection de tensions ou de courants élec-
triques utilisés dans la simulation de dispositifs rayonnants.

Enfin, dans le but de traiter les matériaux diélectriques dont la permitti-
vité varie en fonction de la fréquence, nous décrivons aussi un modéle volu-
mique prenant en compte ces variations. Ce type de modéle est intéressant
dans le cas de simulations faisant intervenir le corps humain qui présente ce
type de matériaux.

Dans le chapitre 3, nous décrivons 'implémentation générique du solveur
clac programmé pour traiter les mailles hexaédriques a arétes droites. La
méthode GD peut théoriquement étre appliquée a tout type de maillage,
notamment sur mailles tétraédriques. Les hexaédres permettent diverses op-
timisations de la formulation GD et sont bien adaptés a la parallélisation sur
processeur graphique.

Nous commencons par introduire l'espace d’approximation dans lequel
nous chercherons la solution numérique de notre probléme. Cet espace est
engendré par des fonctions de base & support inclus dans une unique maille.
Dans le cas du solveur teta-clac nous utilisons une base de polynomes
constituée des produits tensoriels des polynoémes d’interpolation de Lagrange,
eux-mémes générés a partir des points d’intégration de Gauss-Legendre.

Nous présentons aussi les schémas d’intégration en temps actuellement les
plus souvent utilisés par le solveur : les schémas de type Runge-Kutta (RK).
Ces schémas explicites imposent une condition de type CFL afin d’assurer
la stabilité du schéma couplé espace-temps (le plus souvent GD-RK2). Nous
donnons la formulation des 2 conditions CFL utilisées pour les cas d’appli-
cation du dernier chapitre ainsi que 2 diagnostics de stabilité.

Dans le chapitre 4, nous décrivons I'implémentation paralléle sur (un ou)
plusieurs accélérateurs de la méthode GD discréte décrite au chapitre précé-
dent. Pour cela, nous utilisons la bibliothéque OpenCL (pour « Open Com-
puting Language ») qui permet d’exploiter la puissance de calcul de ces ac-
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célérateurs. Les cartes graphiques (GPU) récentes permettent de réaliser des
calculs de fagon massivement paralléle, et sont de ce fait trés utilisées dans
la simulation numérique. L’implémentation GPU a initialement été réalisée
en C++4 en utilisant la bibliothéque OpenCL au cours de la thése de T.
Strub [67], & partir du code non paralléle FemGD développé a 'TONERA de
Toulouse.

Afin de pouvoir traiter des volumes de données importants, la méthode
GD est également parallélisée sur plusieurs accélérateurs a ’aide d’une im-
plémentation du standard MPT (« Message Passing Interface »). Dans notre
cas, MPI offre la possibilité de lancer plusieurs processus qui effectuent les
calculs sur différentes parties du maillage et communiquent par un systéme
de messages.

Cette implémentation GPU est aussi exploitable sur un processeur multi-
ceeurs (CPU) plus classique. Ces derniers ont beaucoup évolué au cours des
années passées pour étre aujourd’hui composés de plusieurs dizaines de coeurs
logiques cadencés a des fréquences supérieures a celles des GPU. Cependant,
de par leur architecture radicalement différente de celle des GPU, une implé-
mentation spécifique aux CPU doit étre développée afin de les exploiter au
mieux.

Nous présentons aussi une méthode d’adaptation de I'ordre d’interpola-
tion spatiale appliquée aux mailles du maillage dans le but de réduire le
temps de simulation en optimisant 1’échantillonnage du domaine de calcul.

Dans le chapitre 5, nous présentons une adaptation algorithmique per-
mettant d’améliorer encore la vitesse de calcul du solveur : un schéma a pas
de temps local par maille. Ce schéma permet de réduire la quantité de cal-
culs et ne nécessite donc pas d’accélérateur supplémentaire pour obtenir de
meilleures performances. Cette méthode d’intégration est théoriquement tres
efficace mais n’est a priori adaptée qu’aux maillages présentant un facteur
d’échelle important entre la plus petite et les plus grandes mailles.

Nous commencons par introduire une variante locale du schéma RK d’ordre
2 (RK2) que nous appelons LRK2 (pour « Local RK2 »). Nous utilisons en-
suite les propriétés locales du schéma LRK2 afin de découpler 'avancée en
temps de 'approximation de la solution sur les différentes mailles. Ainsi,
ce second schéma, que nous appelons LTS2 (pour « Local Time Step 2 »),
permet de réduire considérablement le temps de simulation en divisant la
quantité de calculs lorsque la géométrie est composée de mailles de tailles
treés hétérogenes.

Dans le chapitre 6, nous montrons dans quelle mesure un solveur GD
s’adapte a 'exécution sur ordinateur hybride. Les (super)calculateurs actuels
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sont généralement un regroupement de nceuds de calcul identiques, compo-
sés d'un (ou plusieurs) CPU et éventuellement d’'un GPU. L’équilibrage de la
charge de calcul est donc aisée entre périphériques de méme nature. Cepen-
dant, les CPU sont trés différents des GPU, tant au niveau de ’architecture
que de la puissance de calcul. Ainsi, afin d’étre capable d’utiliser toute la
puissance de calcul d’un nceud hybride, il est trés intéressant de savoir équi-
librer la charge ce calcul entre un CPU et un GPU.

A ces fins, nous avons utilisé la bibliothéque StarPU développée a I'IN-
RIA de Bordeaux. Cette bibliothéque permet de se défaire de 1’équilibrage
manuel des taches via un graphe des taches. Ce dernier est automatiquement
généré par StarPU qui utilise la dépendance des données passées en entrée
et en sortie des taches. Les taches sont alors soumises aux périphériques
automatiquement et les données sont transférées en fonction du besoin.

Les expérimentations de 'utilisation de cette bibliothéque ont été effec-
tuées sur le solveur universitaire schnaps et sont présentées sous la forme
d’un article qui sera prochainement soumis.

Enfin, dans le chapitre 7, nous donnons un ensemble de résultats validant
notre implémentation de solveur GD, autant par la précision des calculs que
par leur vitesse d’exécution.

Nous commencons par présenter des résultats de convergence sur un cas
académique de propagation d’une onde plane dans un cube. Nous en profitons
pour effectuer des comparaisons entre maillages structurés (hexaédres droits)
et non structurés (issus du découpage de tétraédres).

Nous comparons ensuite notre solveur GD a un solveur implémentant
la méthode des différences finies sur un cas d’application mettant en scéne
une antenne dipolaire a proximité de l'oreille d’une téte humaine simplifiée.
Ce cas d’application est un modéle simplifié de rayonnement d’un téléphone
portable. Nous donnons aussi les résultats, sur ce méme cas d’application,
des différents schémas d’intégration en temps que nous avons évoqués plus
tot.

Nous présentons ensuite des calculs réalisés sur un modele de corps hu-
main complet, a coté duquel rayonne une antenne BLE. Il s’agit de la plus
grande simulation réalisée par le solveur a ce jour. Ce calcul a été réalisé sur
un calculateur monté par AxesSim et disposant de 8 cartes graphiques.

Enfin, dans le cadre d’un appel a projets PRACE, nous avons pu avoir
accés au supercalculateur PizDaint. Cela nous a permis, sur le cas d’applica-
tion du corps humain complet, de réaliser un test de scalabilité forte du code
GD sur plusieurs centaines de GPU.






Chapitre 1
Généralités

Dans ce premier chapitre, nous donnons la formulation des équations de
Maxwell. Ces équations régissent la propagation des ondes électromagné-
tiques et nous permettront de la modéliser par la simulation numérique.

Nous écrivons ensuite ces équations sous la forme d’un systéme hyper-
bolique symétrique linéaire du premier ordre, aussi appelé systéme de Frie-
drichs, pour lesquels de nombreuses propriétés sont connues. Nous examinons
ensuite les possibles discontinuités des solutions de ce systéme et donnons les
condition d’existence et d'unicité d’une telle solution.

Enfin, nous introduisons la formulation Galerkin Discontinue (GD) du
systéme hyperbolique ainsi obtenu, en passant par la formulation faible du
probléme d’évolution étudié. Nous listons alors quelques flux numériques per-
mettant d’améliorer la stabilité du schéma et terminons par donner la for-
mulation semi-discréte du probléme.

1.1 Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell décrivent la propagation des champs électroma-
gnétiques dans un milieu quelconque. A la fin du XIX®™ siécle, le physicien
James Clerk Maxwell s’est basé sur les travaux existants concernant 1’élec-
tricité et le magnétisme afin de les unifier en un systéme de huit équations.
Plus tard, Olivier Heaviside les reformula sous forme de quatre équations aux
dérivées partielles que nous présentons ci-apres.

Nous notons = = (1, z2, x3) un point de I'espace R3 et 0; la dérivée par-

tielle suivant x;. De plus, nous notons V = (0, 0, 83)T lopérateur gradient.
Les opérateurs rotationnel et divergence sont respectivement notés Vx et V-,
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ou X représente le produit vectoriel et - le produit scalaire usuel. La dérivée
partielle en temps est notée 0.

Soient E(xz,t) € R? le champ électrique, H (z,t) € R? le champ magné-
tique, J(x,t) € R? le courant électrique et p(x,t) € R la densité de charge
électrique. Soient €, u, o et o* les paramétres constitutifs des matériaux, re-
présentant respectivement la permittivité, la perméabilité et les conductivités
électrique et magnétique du milieu. Dans le cas des matériaux linéaires, ho-
mogeénes, isotropes, et avec réponse instantanée aux changements du champ
électrique, ces parameétres sont des constantes propres au matériau.

Avec ces notations et en tenant compte des équations constitutives des
milieux linéaires, les équations de Maxwell s’écrivent :

OceE+0cE -V xH=-J, (1.1a)
opH +0"H +V x E =0, (1.1b)
V.-eE =p, (1.1c)

V- puH =0, (1.1d)
op+V-(J+0oE)=0. (1.1e)

[’équation (1.1a) est appelée équations de Maxwell-Ampére. Cette équa-
tion énonce qu’une variation du champ électrique ou la présence d’un cou-
rant électrique générent un champ magnétique. L’équation (1.1b) est appelée
équations de Maxwell-Faraday. Cette seconde équation indique que la varia-
tion d'un champ magnétique génére un champ électrique.

A ces deux équations s’ajoutent des conditions sur les divergences des
champs électromagnétiques exprimées par les équations de Maxwell-Gauss
(1.1c) et Maxwell-Thomson (1.1d). Ces équations précisent que le flux élec-
trique sortant d’un volume est lié & la charge électrique contenue dans ce
volume et que le flux magnétique a travers une surface fermée est nul.

Enfin, la derniére équation (1.1e) donne la propriété de conservation de
la charge électrique.

Proposition 1. Si les équations de Mazwell-Gauss (1.1¢) et Mazwell-
Thomson (1.1d) sont vérifiées a l'instant initial pour une solution des équa-
tions de Maxwell, alors elles sont vérifiées a chaque instant.

Démonstration. En appliquant l'opérateur divergence aux équations de
Maxwell-Ampére (1.1a) et Maxwell-Faraday (1.1b), par le fait que la di-
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vergence d'un rotationnel est nulle, nous obtenons :

OV -eE=-V.(J+0oE), (1.2a)
oV -uyH =-V.-0"H. (1.2b)
Nous utilisons ensuite I'équation de conservation de la charge (1.1e) sur la

premiére équation ainsi obtenue (1.2a) et I’équation de Maxwell-Thomson
(1.1d) sur la seconde équation (1.2b) :

atv el = @p, (13&)
O,V - uH = 0. (1.3b)

Enfin, en appliquant les conditions initiales données par les équations de
Maxwell-Gauss (1.1c) et Maxwell-Thomson (1.1d) :

V-eE(z,0) = p(z,0), (1.4a)
V- uH(z,0) =0, (1.4b)
nous obtenons le résultat souhaité. O]

Nous pouvons donc nous contenter de ne considérer que les équations de
Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday dans la suite, en gardant a I’esprit que
les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Thomson doivent étre vérifiées a
I'instant initial du probléme considéré.

1.2 Systéme de Friedrichs

Nous venons de justifier le fait que, en principe, il suffit de résoudre
les équations de Maxwell-Ampére (1.1a) et Maxwell-Faraday (1.1b). Dans
la suite, nous appellerons le systéme constitué de ces deux équations « les
équations de Maxwell ». Nous pouvons écrire ces équations sous la forme
plus générique d’un systéme dit de Friedrichs [17,20,24] afin de bénéficier
des propriétés connues sur ces derniers.

1.2.1 Définitions

Définition 1. Soit w(z,t) un vecteur de m fonctions solution du systéme
d’équations auzr dérivées partielles suivant :

3
0 Aw+Cw+ Y Adw =S (1.5)

i=1



avec Ay, C et (Ai)l-e[[l;;),]] des matrices carrées réelles de taille m et S un vec-
teur de m fonctions sources. Ce systeme est dit de Friedrichs si pour toute
direction m = (ny,n,n3)" de R® la matrice A = Z?:1 A;n; est symétrique
et st la matrice A; est symétrique et définie positive.

Notation 1. Dans la suite nous utiliserons la convention de sommation des
e o 3
indices répétés, i.e. Y ., A;0; = A;0;.

Dans le cas des équations de Maxwell, le vecteur w = (ET, HT)T est le
vecteur des champs électromagnétiques avec m = 6. Les matrices A;, C et
(As)icpi;g) et le vecteur S se déduisent des équations de Maxwell et valent :

0000 0
00000
00000
0000 u 0
00000 p
c 00 0 0 0
0c 00 0 0
000 0 0 0
C=1000o 0 0] (1.6b)
000 0 o 0
000 0 0 o
00 0 0 0 0
00 0 0 0 1
00 0 0 —1 0
Ai=100 0 0 0 ol (L.6c)
00 10 0 0
01 0 0 0 0
0 0000 —1
0 0000 0
00010 0
Ay = 0 0100 0] (1.6d)
0 0000 O
10000 0
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00 0 0 10
00 0 =100
00 0 0 00

A=10 10 0 0o0] (1.6¢)
1 0 0 0 00
00 0 0 00
S = (=J",0%)" . (1.6f)

Nous constatons que la matrice A; est symétrique définie positive et que
les matrices A; sont symétriques. Nous sommes donc bien en présence d’un
systéme de Friedrichs.

La matrice A;n; de la définition 1 est donnée par :

0 _nx 0 —nNs Ty
An;, = ( ) ,aveenx = | ng 0 —ng|. (1.7)
n X 0
—TN9 s 0

Les valeurs propres de cette matrice sont ||n|*, 0 et — ||n||*, chacune de mul-
tiplicité 2.

Nous pouvons aussi énoncer la définition plus générale d’un systéme hy-
perbolique dans R? :

» o . . T .
Définition 2. Soit u(z,t) = (u1,...,un) un vecteur de m fonctions solu-
tion du systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

o+ 0;f'(u) =0 (1.8)

avec f* € CH(R™,R™) des fonctions continuement dérivables non nécessaire-
ment linéaires. Soit aussi les matrices A; = (8ukf;)j7ke[1;m]]. Ce systéme est
dit hyperbolique si pour toute direction n de R® la matrice A = A;n; est
diagonalisable dans R.

Proposition 2. Un systeme de Friedrichs est hyperbolique.

Démonstration. Un systéme de Friedrichs est hyperbolique si pour toute di-
rection n de R? la matrice A; ' A;n; est diagonalisable dans R. Or, la matrice
A; est diagonale définie positive et la matrice A;n; est symétrique et donc
diagonalisable dans R. Il est donc aisé de démontrer que le produit A; " A;n;
est diagonalisable et & valeurs propres réelles. Le systéme étudié est donc un
systéme hyperbolique. O
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1.2.2 Condition de saut

Nous allons maintenant examiner les possibles discontinuités apparaissant
dans les solutions du systéme hyperbolique (1.5). Les discontinuités apparais-
sant dans une solution d’un tel systéme vérifient les conditions de saut de
Rankine-Hugoniot [01]. Appliquons ces conditions aux équations de Maxwell.

Relation de Rankine-Hugoniot

Soit  un ouvert de R® et T un réel positif. Considérons une surface
spatio-temporelle réguliére Sg C @ = 2 x [0;77] orientée par une normale
notée n = (n¥,n,)" (figure 1.1). Le vecteur unitaire n € R? est la partie
spatiale de la normale et n; € R est la partie temporelle de la normale.

Cette surface Sg sépare 2 en deux ouverts €2, et 2. Nous supposons que
n est orienté de 2 vers (2. Notons wy, respectivement wg, la restriction
des champs électromagnétiques w a €1y, respectivement 2z, wy, et wg sont
solutions C! des équations de Maxwell et w vérifie la condition de Rankine-
Hugoniot sur la discontinuité Sg.

Dans la suite de cette section, I'indice L, respectivement R, apposé a
une notation existante fait référence au coté €1, respectivement 2z, de la
discontinuité.

FIGURE 1.1 — Schéma représentant une discontinuité spatio-temporelle Sg
dans Q = Q x [0;7].

! S,
A Q
T+

Définition 3. Soit (n',n,)T, avec n un vecteur unitaire, la normale au
support d’une discontinuité de la solution du systéme hyperbolique (1.5). La
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relation de Rankine-Hugoniot satisfaite sur cette discontinuité est donnée par
I’équation :

ne ((A¢)pwr — (Ay)rwr) = ((Amng) pwr — (Aing) pwr) (1.9)
avec n; la vitesse de propagation de la discontinuité.

En appliquant cette relation aux équations de Maxwell, nous déduisons
la propriété suivante :

Proposition 3. De part et d’autre de la discontinuité, les champs vérifient :

nt(aLEL — ERER) = —nX (HL — HR), (110&)
nt(uLHL — /,LRHR) =n X (EL — ER) (110]3)

Interprétation

En milieu homogéne (¢, = egr = € et u, = ur = p), les équations
précédentes peuvent étre écrites sous la forme matricielle :

EL—ER . 0 —%’I’LX EL—ER
"t (HL—HR)_(%L’I’LX 0 HL—HR ' (111)
Le vecteur ((Ep — Eg)T, (Hy — Hg)™)" est donc vecteur propre associé a la
valeur propre n; de cette matrice. D’autre part, les valeurs propres de cette

matrice peuvent étre calculées et sont v = (S/L)’%, 0 et —v, chacune de mul-
tiplicité 2. Avec v, la vitesse de la lumiére dans le milieu considéré.

Dans le cas ou n; = +wv, la discontinuité se propage a la vitesse de la
lumiére. Ce type de discontinuité apparait dans le cas ot la condition initiale
est discontinue ou pour des sources électromagnétiques de type mesure de
Dirac. Les méthodes d’ordre élevé ont du mal a reproduire correctement ces
solutions (apparition d’oscillations de Gibbs). En pratique, ces deux cas de
figure ne se présenteront pas, puisque physiquement ce type de discontinuité
n’apparait pas spontanément.

Dans le cas ot ny = 0, la discontinuité est fixe. I’égalité obtenue se réduit
alors a une condition de continuité des champs tangents a Sp. Il n’est donc
pas possible d’observer des solutions discontinues sauf si la condition initiale
est elle-méme discontinue. Or, a I'instant initial, les conditions de divergence
(1.1¢) et (1.1d) réduisent les possibilités d’observer des solutions discontinues.
En effet, les égalités suivantes sont vérifiées sur la discontinuité :

En - (EL — ER> = PL — PR, (112&)
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Ainsi, si la charge p est assez réguliére, cela impose que les sauts des com-
posantes normales de E et H sont nuls & 'instant initial et donc & chaque
instants de la solution d’apreés la proposition 1. Par conséquent, les champs
ne peuvent pas présenter de sauts tangentiels ou normaux et ne peuvent étre
que continus.

Dans le cas ot les paramétres du milieu sont discontinus, la situation est
différente. A l'instant initial, nous avons :

n- (éTLEL — 5RER> = 0, (113&)
n - (/LLHL — /LRHR) = 0. (113b)

La solution initiale est donc discontinue au niveau des changements de ma-
tériaux. Ainsi, pour des matériaux inhomogeénes, sur une discontinuité fixe,
les champs électromagnétiques tangents a la discontinuité sont continus et
leurs composantes normales sont discontinues. La méthode GD prend natu-
rellement en compte ces discontinuités fixes.

1.2.3 Probléme d’évolution

Soit 2 un ouvert de R3 et T" un réel positif. Pour que le probléme d’évolu-
tion li¢ au systéme de Friedrichs (1.5) soit bien posé dans le domaine spatio-
temporel @@ = Q x [0; 7], il faut y ajouter une condition initiale, notée wy, et
des conditions aux limites locales et linéaires sous forme d’un espace vectoriel,

noté Vj, et défini sur le bord 0Q = 09 x [0;77] :

OAw+ Cw + A0;w =S surQ, (1.14a)
w(z,0) = wp(x) sur 2, (1.14Db)
w eV, suroQ. (1.14c)

Soit aussi une matrice M définie sur le bord 02 qui permet d’appliquer
la condition aux limites. Cette matrice est définie telle que :

ker M =V, (1.15)
et vérifie donc :
weV, &< Mw=0. (1.16)

Nous pouvons définir une énergie associée aux solutions du systéme (1.14) :
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Définition 4. L’énergie £ associée aux champs w a un instant t est définie
par l'intégrale :

1

&= 3 /Q(At'w) -wdz. (1.17)

Unicité de la solution

Supposons, pour simplifier, le systéme sans sources (C = 0 et S = 0),
alors en multipliant le systéme hyperbolique (1.5) par w puis en intégrant
par parties, nous obtenons le bilan d’énergie :

2 [2}9]

Ainsi, dans le cas d'un second membre nul, la décroissance de I'énergie au
cours du temps assure 'unicité de la solution.
Théoréme 1. 57 :

alors la solution du probléeme d’évolution (1.14) est unique.

Existence de la solution

Les conditions d’existence ont d’abord été analysées par Lax et Phillips
[19] puis étendues par Rauch [58]. Leurs travaux assurent l'existence de la
solution par I'unicité de la solution du probléme adjoint avec condition finale
qui s’écrit :

O Aw~+ CTw — A,0w =0 surQ,
w(z,T) = wr(x) sur,
w € V})# sur 0Q).

1.20a
1.20b

(1.20a)
(1.20D)
(1.20¢)
Ce probléme adjoint est associé a une condition aux limites adjointe (1.20c)
avec V¥ = (An;Vy)h, d.e.

Vw € V;, V' € V¥, (Ainsw) - w? = 0. (1.21)

Cette condition implique que la dimension de I'espace V,, doit étre égale
au nombre de valeurs propres positives ou nulles de A;n; en comptant leur
multiplicité, soit dim Vj, = 4. La justification de cette assertion est donnée en
annexe A. Nous sommes donc amenés & introduire les définitions suivantes
des parties positives et négatives de A;n;.
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Définition 5. Soit D = (d; ;)i jen+ une matrice réelle diagonale. La valeur
absolue de D est définie par |D| = (|d; ;).

Définition 6. Soit A une matrice carrée réelle et diagonalisable sur R.
Soient P une matrice inversible et D une matrice diagonale telles que A =
PDP!. La partie positive de A, notée A", est définie par :

1
At = §P (D + |D|) P (1.22)
La partie négative de A, notée A~ est définie par :
1
A = 5P(D —|D)) P (1.23)

Théoréme 2. Le probléme d’évolution (1.14) admet une unique solution si
en tout point du bord, on a :

Vw € Vi, (Anw) -w >0 (1.24)
et
dim(V}) = dim(ker(A;n;™)). (1.25)

La condition (1.24) est appelée condition de dissipation. La condition
(1.25) est appelée condition de maximalité.

1.3 Méthode Galerkin Discontinue

Dans cette section, nous allons construire & partir d’un systéme de Frie-
drichs bien posé (1.14) une formulation faible de type Galerkin Discontinue
(GD) du probléme d’évolution. Nous verrons que la condition de Lax-Phillips
(théoréme 2) se traduit dans la formulation faible par un choix de flux nu-
mérique frontiére vérifiant les propriétés de dissipation et de maximalité.

Soit 2 un ouvert de R?. Soient des ouverts (Qk)ke[[l . k] tels que sur chacun
d’eux les paramétres physiques du milieu soient continus et :

C =

k=1
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Nous avons vu précédemment (section 1.2.2) que les discontinuités sta-
tionnaires de la solution vont coincider avec les discontinuités des matériaux
diélectriques. La solution du systéme admet donc des discontinuités unique-
ment sur 'union des frontiéres des €.

Nous ajoutons alors des discontinuités fictives a la solution. Pour cela
nous définissons un ensemble fini d’ouverts M = (L;);cp1; N7 inclus dans €
tels que :

N
UZi=Q, Vi# i, Lin Ly =0 et Vi, 3k : L; C . (1.27)
i=1

En particulier, 'union des frontiéres des {2, est incluse dans 'union des fron-
tiéres des L, :

K N
oo cl oL =x. (1.28)
k=1 =1

Ces ouverts L; correspondent dans la suite aux éléments du maillage,
ou mailles. L’union de ces ouverts est notée €. L’union des frontiéres des
mailles est notée >. Par cette méthode de construction, X, 7.e. les faces des
mailles, coincide avec les discontinuités fixes de la solution. La solution du
probleme d’évolution est alors continue sur €. Nous supposons aussi que la
solution est continument différentiable par rapport au temps et que sa res-
triction & L; est continument différentiable en espace sur chaque ensemble L;.

1.3.1 Formulation faible

Soit w une solution du systéme de lois de conservation (1.14). Nous uti-
lisons la notation (f,1) pour le crochet distributionnel d’une distribution
f € D'(Q) et d’'une fonction test ¢ € D(£2). Rappelons que dans le cas on

f € Li., ce crochet vérifie :

() = /Q Jids. (1.29)

D’autre part, la dérivée partielle 0; de f au sens des distributions est définie
par :

(Oif,0) = —(f,00) . (1.30)
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Supposons alors que nous cherchons une solution w du probléme (1.14)
au sens des distributions. Afin de simplifier 'exposé, nous supposerons que
la matrice A; est égale a I'identité. Nous avons alors :

Vi € CHQ), (Oyw, V) + (A;0;w, ) + Muwipds = 0. (1.31)
o0
Le vecteur de fonctions w est discontinu sur 3\ 9€2. Ainsi, en appliquant
la formule des sauts [61], nous pouvons écrire ’équation précédente sous la
forme :

Vip € CH(Q), / Oywpdr + / A, 0;wihdx
Q Q

+ Aini(wg — wr)Yds (1.32)
$\OQ

+ Muwids = 0.
o0

FIGURE 1.2 — Représentation de deux mailles voisines notées L et R. La
normale a l'interface entre les deux mailles est dirigée de L vers R.

OLNOR

Nous rappelons que les indices L et R font références aux ouverts situés
de chaque coté de X (figure 1.2). La surface X est orientée de telle sorte que
le vecteur normal unitaire & X, noté n, soit orienté de L vers R. Les champs
wy,, respectivement wg, sont la restriction a > des champs provenant du coté
L, respectivement R.

1.3.2 Formulation GD

Maintenant que nous avons établi une formulation faible du probléme,
nous pouvons en déduire une formulation GD. Nous allons étendre la for-
mulation faible & des fonctions tests pouvant également présenter une dis-
continuité sur les interfaces entre ouverts et ayant la méme régularité que
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la solution. Pour cela, nous introduisons un flux numérique, dépendant des
états wy, et wg afin de donner un sens a l'intégrale sur X \ 052

Rappelons que dans le cas des équations de Maxwell, la matrice A;n; est
symétrique et vaut :

0 —mnx 0 —ng
An; = ( ) ,aveenx =| ng 0 —ng|. (1.33)
nx 0
—MNy 1 0

. 2 N
Les valeurs propres de cette matrice sont £ ||n||” et 0. Dans le cas ot le vec-
teur m est unitaire, les matrices A;n;" et A;n;” sont elles aussi symétriques
et valent :

An;t = % (_(:;>2 —ZZS)Q) , (1.34a)
A~ = % ((":;)2 (;233) . (1.34b)

La matrice (nx)? correspond a I’application, sur un vecteur u, de 'opération
n X (n X u). Nous avons :

—ng — n% n1n9 n3ny
(nx)? = nny  —n3—ni  nang : (1.35)
2 2
ngny NNy —Ni — N

Nous introduisons alors ces matrices dans la formulation faible (1.32) et
obtenons ainsi la formulation GD. Pour toute fonction test ) éventuellement
discontinue sur X :

Q Q

+ A~ (wr — w ) + Aing (wg — wr)Prds  (1.36)
\0Q

+ M'wLdes = 0.
o0
Il est important de remarquer ici que cette formulation faible n’a plus
de sens dans P'espace des distributions D(€2) puisque les fonctions tests sont
maintenant discontinues. Cette formulation a du sens par exemple lorsque
w est de classe C' sur toute cellule L du maillage M. Nous pouvons donc
introduire I'espace de fonctions suivant :

H={fel*Q):VLeM,freC (D)} (1.37)
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Nous cherchons alors la solution w dans C'([0; T, ™). Lorsque les fonc-
tions tests s’annulent en dehors de L, la formulation GD (1.36) sur L devient :

L L
+ / A;n;” (wr — wp)Yrds (1.38)
HL\OQ
+ M’lUL?/)LdS = 0.
OLNO

En appliquant ensuite la formule de Green sur le second terme :

/L Vo = — /L Vi + /8 o (1.39)

I’équation précédente devient :

L L
+/ (Aini " wp + Ain~wg)Yrds (1.40)
OL\O9

+ / (Alnz + M)’wLQ/JLdS =0.
OLNON

Nous introduisons alors le flux numérique :
F(wp,wgr,n) = Ain; wp, + An; wg (1.41)
et le flux de bord :
Fy(w,n) = (An; + M)w. (1.42)

Ce flux numérique est un flux décentré. Nous avons choisi ce flux car il
introduit une dissipation numérique qui améliore la stabilité du schéma selon
les travaux de Castel et al. [12], Cohen et al. [15] et Hesthaven et al. [37].

Pour obtenir une approximation convergente vers la bonne solution, le
flux doit vérifier les propriétés de consistance :

F(w,w,n) =Anw (1.43)
et de conservation :

F (’LUL,’UJR, —n) =—F (wR,wL,n) . <144)
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Il est possible de choisir d’autres flux numériques. Dans le cas des équa-
tions de Maxwell, nous pouvons donner une famille de flux numériques plus
généraux, en fonction d’un paramétre o > 0, qui garantissent la stabilité du
schéma numérique :

“ln x (Hy + Hp) + a(nx)*(Exp — Ep)
Fo(w, wp,n) = ( In x (Ey + Ep) + a(nx)*(Hp — Hy) ) - (145)

Le paramétre a définit le décentrage du flux numérique et la dissipation de
I’énergie induite. Lorsque a = %, le flux est décentré. Lorsque o = 0, le flux
est centré.

Proposition 4. La famille de flur F, vérifie les propriétés de consistance
(1.43) et de conservation (1.44).

Démonstration. Consistance :

i - ()< (2 ) (B) - Ane 10

Conservation :
_Fa<wL7 WR, _n)

_<%( n) x (Hy + Hg) —a(-n X)Z(ER—EL))
n) x (Ep + Eg) — a(-—nx)*(Hg — Hy)

(1.47)
_ (~inx (Hp+ Hy) + a(nx)*(Ey - En)
B ( 31 % (Eg+ Ep) + a(nx)*(H, — Hg) )
( , WL, N )
]

Nous obtenons finalement la formulation GD de notre probléme : trouver
une solution w € C'([0;T], H™) telle que :

VL € M,V € CY(L),
/ﬁtwgbdm—/F(w,w,Vw) dx
L L
1.48
"—/ F(U)L,’LUR,TL) ¢Ld8 ( )
OL\OQ

"—/ Fb (wL,n)des:O.
OLNOQ

En ajoutant a cette formulation un état initial w(0) = wy, le probléme d’évo-
lution ainsi posé admet en principe une unique solution.
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1.3.3 Stabilité de la méthode

Nous nous intéressons a présent a la stabilité de cette méthode. Plagons-
nous dans le cas ol aucune source d’énergie n’est placée dans le domaine. La
méthode sera stable si I’énergie du systéme décroit au cours du temps. Afin
d’alléger les écritures, supposons, sans perte de généralité, que la matrice
A, est égale a I'identité. Dans la définition 4, nous avons défini une énergie
associée a la solution w. En différenciant son expression par rapport au temps
nous obtenons :

0,€ = 1/atw -wdx. (1.49)
2 Ja

En prenant ¢ = w dans la formulation GD (1.36) nous pouvons exprimer
la dérivée temporelle de I'énergie :

/ oyw - wdr = — /(Aiai'w) -wdr
Q 0
= / (Amn; (wgr —wp)) - wrds
Z\00 (1.50)
—/ (Amﬁ(wR—'wL)) "l_URdS
\0Q
—/ (M'wL) "lULdS.
a0

Le premier terme du membre de doite peut étre décomposé comme suit :

/Q(Aiaiw).wdx: %/ﬂ@-((Aiw)-w)dx

1 1
= = /(AZTLZ’UJL) . ’U)LdS — —/ (Aln,'wR) . ’U)RdS
2 /s 2 Js\o0
1 1
= —/ (Anwr) - wrds + —/ (Anwr) - wrds
2 Jao 2 Js\o0
1
- —/ (Ainjwr) - wrds (1.51)
2 Js\on

1

= —/ (ALnZ'wL) . ’lULdS
2 o0
1

— —/ (AZTLZ(U)R—’LUL)) "UJLdS
2 Js\on

1

— —/ (Az-ni(wR—’wL)) "UJRdS.
2 Js\a0
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De plus,

1 —
2 /z\asz(Ami(wR —wy)) - wrds — / (An;~ (wg —wy)) - wrds

2
X A0 (1.52)
=5 [ (A (0n ~ we) - weds
¥\OQ
et
1
—/ (AZTLI(’(UR—’U)L)) -'wRds—/ (Amﬁ('wR—wL)) "lURdS
£\00 T\oQ (1.53)

/ (|Ain;| (wg — wr)) - wgrds
£\00

| —

ot |An;| = Ain;t — Ayn;~ est une matrice dont les valeurs propres sont des
réels positifs.

Ainsi, nous obtenons une expression de I’évolution de I’énergie ne faisant
intervenir que des intégrales surfaciques :

1
/8tw~'wd:c:— —/ (|Amn| (wg —wy)) - (wr —wyp)ds
0 2 Js\o

1
—/ ((—Aini—l—M) wL) -wrds.
o0 \ \ 2

Cette expression de I’énergie nous permet alors d’énoncer un théoréme
donnant une condition suffisante de stabilité portant sur les conditions aux
limites.

(1.54)

Théoréme 3. L’énergie £ du systéeme décroit si la matrice %Aini + M est
positive.

Démonstration. La dérivée en temps de 'énergie vérifie

1

20,€ = — 5/ (|JAn| (wg —wp)) - (wr —wp)ds
£\00

1
- / ((—Ami + M> wL> -wrds.
a0 \\ 2

Puisque la matrice |A;n;| est une matrice positive, si la matrice %Ami + M
est aussi positive, les intégrales de cette équation sont positives pour tout
w € H™. Dans ce cas la dérivée en temps de & est négative et donc &
décroit. [

(1.55)
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Remarque 1. Cette condition de stabilité porte sur ’expression des condi-
tions aux limites utilisées dans la formulation GD. En particulier, ce théoreme
nous permettra de déduire d’une condition « physique », la (ou les) matrice(s)
M la représentant et garantissant la stabilité du schéma en découlant.

Remarque 2. Si la condition de stabilité est vérifice, alors le théoréme as-
surant Uunicité de la solution (théoréme 1) est vérifié. En effet,

1 1
Vw € ker M, 0 < (<§Alnl + M) w) Cw = §(Alnlw) Sw. (1.56)

1.3.4 Formulation semi-discréte

Supposons maintenant que nous avons construit un maillage M de 2
dont les bords des mailles correspondent exactement aux discontinuités sta-
tionnaires de la solution exacte. Nous approximons alors la solution w du
systéme de Friedrichs (1.5) par une solution discréte w dont les composantes
a chaque instant ¢ sont polynomiales de degré d dans chaque maille. Ces
fonctions polynomiales forment un espace vectoriel de dimension p engendré
par la base (Y ;)ic[o;p—1]- Par exemple, cette base pourrait étre constituée de
produits tensoriels de polyndomes de degré au plus d, nous décrirons plus loin
un tel espace d’approximation. Notons alors cet espace d’approximation :

Hy, = vect{¢r; : Le M, i€ [0; p—1]}. (1.57)
Le paramétre h représente un paramétre de finesse du maillage, par exemple
le diamétre maximal des mailles. Les fonctions 17, ; sont nulles en dehors de

la maille L. Elles constituent une base de dimension finie de fonctions définies
sur L.

Sur la maille L, nous avons :

Vo e L, w(z,t) ~ w(z,t) = ZWL,i(t)z/;L,i(x). (1.58)

Le probléme semi-discret s’écrit alors comme suit.
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Trouver une solution w € C*([0;T], Hi") telle que :
VL e M, Yo € Hy, : supp(v)) C L,

/Lﬁtwwdx—/LF(w,w,Vw) dx

1.59
+ / F<WL7WR7n> deS ( )
OL\OQ

+/ Fb (WL,’I'L) deS =0.
OLNON

Théoréme 4. La solution du probléeme semi-discret (1.59) converge vers la
solution du probléme continu (1.14) lorsque h tend vers zéro.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme ici. Dans un souci de complétude,
la démonstration est donnée en annexe B.

A présent que le théoréme de convergence du probléme semi-discret est
énoncé, nous pouvons identifier la solution discréte a la solution exacte dans
la suite en utilisant ’abus de notation w = w.

Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons rappelé les équations de Maxwell
et montré qu’elles constituent un systéme hyperbolique dit de Friedrichs. En
plus de ce systéme hyperbolique, le modéle de Maxwell donne une condition
initiale sur la divergence des champs.

Nous avons ensuite présenté la méthode GD, particuliérement bien adap-
tée a la résolution de champs réguliers présentant des discontinuités sur des
interfaces stationnaires. Cette méthode peut étre appliquée a tout systéme de
Friedrichs. Elle fait intervenir un flux numérique que nous avons choisi décen-
tré afin d’améliorer la stabilité du schéma. Nous avons également caractérisé
les conditions limites permettant d’assurer cette stabilité.

Enfin, nous avons déduit de cette formulation GD une formulation semi-
discréte dont la solution converge vers celle du probléme continu. De plus,
cette formulation prend naturellement en compte les discontinuités de la so-
lution.

Dans le chapitre suivant, nous appliquerons la condition de stabilité du
théoréme 3 afin de valider différentes conditions aux limites présentes dans
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la littérature et associées aux équations de Maxwell. Nous donnerons aussi
quelques modéles de simulation fréquemment utilisés et dont nous aurons
besoin dans nos cas d’application.
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Chapitre 2

Modéles de simulation et
conditions aux limites

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit un schéma Galerkin Dis-
continu (GD) semi-discret (1.59) dont la convergence est assurée par le théo-
réme 4. Ce schéma nous permettra de résoudre les équations de Maxwell
(1.1) dans un domaine borné donné. Avant de poursuivre dans la description
de 'implémentation discréte que nous avons programmé de ce schéma, nous
allons présenter les principaux modeéles physiques nécessaires a la résolution
des problémes qui nous intéressent.

Nous commencons par décrire des modéles correspondant a des condi-
tions de bord respectant la décroissance de I'énergie associée a la solution.
Décroissance requise afin de garantir 'unicité de la solution. De telles condi-
tions sont aussi nécessaires afin de limiter, informatiquement parlant, la taille
du probléme. Car sans ces modéles, le rayon du domaine de calcul devrait
étre supérieur a la distance parcourue par une onde électromagnétique en
autant de temps que le temps physique simulé. Nous présentons une tech-
nique permettant de résoudre un probléme en domaine infini par 'ajout de
couches absorbantes — appelées PML pour « Perfectly Matched Layer » —
a la périphérie du domaine de calcul.

Dans un second temps, nous présentons des modéles représentant de fines
plaques de matériaux afin de nous permettre de remplacer leur représentation
géométrique en 3 dimensions par de simples faces. Nous verrons dans la suite
(section 3.3.3) que la présence de ces mailles fines produirait un malus im-
portant en temps de simulation. De plus, de par leur nature, ils compliquent
la phase de maillage.

Enfin, dans le but de traiter les matériaux diélectriques dont la permitti-
vité varie en fonction de la fréquence, nous décrivons aussi un modéle volu-

27



mique prenant en compte ces variations. Ce type de modéle est intéressant
dans le cas de simulations faisant intervenir le corps humain qui présente ce
type de matériaux.

Ces modéles sont souvent similaires a ceux implémentés dans les schémas
de type différences finies d’un point de vue formel. Une étude des conditions
aux limites admissibles pour les équations de Maxwell a été faite par Bourdel
et al. [7]. Voir aussi [18,23].

2.1 Conditions aux limites

2.1.1 Conducteur électrique parfait

Cette condition de bord représente la présence d’'un conducteur électrique
parfait (PEC pour « Perfect Electric Conductor »). Ce modéle correspond a
un matériau de resistivité nulle (ou conductivité infinie) et est généralement
utilisé pour représenter les métaux qui ont une resistivité proche de 0.

Ce modéle est appliqué sur le bord du domaine de calcul afin de simu-
ler les ondes a l'intérieur d’une boite métalique. Il est aussi utilisé dans la
modélisation des dispositifs rayonnants, et permet de représenter un plan de
masse ou tout autre composant conducteur tel que les lignes microruban.
Physiquement, cette condition est donnée par :

nxE=0, (2.1)

ou m est le vecteur normal unitaire sortant & la maille considérée.

Soit Mpgc la matrice associée a cette condition. Son noyau est I’ensemble
ker(Mpgc) = {w = (EY, H")T : n x E = 0}. La condition d’existence
(1.25) de la solution impose que cet ensemble soit de dimension 4, ce qui est
le cas ici : I'annulation du champ électrique tangent est composé de deux
contraintes. La forme générique de la matrice Mpgc est donnée par :

(2.2)

Mopsc = (a(nx)2 + bnx O)

c(nx)*+dnx 0

ou a, b, c et d sont des réels non tous nuls.
Pour une telle matrice Mpgc, la condition de stabilité du théoréeme 3
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requiert la positivité de la matrice %Ami + Mpgc, t.e. :

1
0 S/ ((—Aini + MPEC) ’(U) - wds
o0 \\2

:/ (- xH)-E+(nxE)- H)ds

892

+/(an><(n><E)+bn><E)-Eds
oN

—|—/ (tnx (nx H)+dn x H) - Eds (2.3)
o)

:/ a(n x (n x E)) - Eds

oN

+/ ¢(n x (n x H)) - Eds
oN

+/ (1+d)(n x H) - Eds.

Une condition suffisante pour que cette inégalité soit vraie est que, pour tous
champs F et H :

anx (nx E))-E >0, (2.4a)

cnx (nx H))-E >0, (2.4Db)

(1+d)(nx H)-E >0. (2.4¢)
Cette condition est réalisée sia <0, c=0et d = —1.

Nous remarquerons que la valeur de b n’a aucune incidence sur la stabilité
de cette condition de bord, nous pouvons donc choisir b = 0 pour simplifier
les calculs. De plus, le réel a se révéle étre un paramétre permettant de
conditionner la dissipation numeérique de cette condition.

Les résultats obtenus au cours de la thése de Strub [67] montrent que
le choix du paramétre a = —1 augmente la dissipation de ce modéle et
ainsi améliore la stabilité dans des cas ou les mailles du maillage sont treés
déformeées. La matrice Mpgc s’écrit alors :

Mpgc = (_("X)2 0) . (2.5)

—nx 0

Cette formulation correspond donc a 'application d’un champ fictif w*,
défini en fonction de w, imposé du coté extérieur a la maille :

N ET - E!
w = (HJ_ _ HT) ) (26)
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ou E+ et H*, respectivement ET et H', sont les composantes orthogonales,
respectivement tangentielles, a la surface des champs E et H.
Dans ce cas, le flux associé a cette condition s’écrit :

Frpc (w,n) = F (w,w*,n) (2.7)

ou I est le flux numérique décentré.

2.1.2 Conducteur magnétique parfait

Dans la section précédente, nous avons présenté le modéle représentant
la condition de conducteur électrique parfait. En suivant le méme raisonne-
ment nous pouvons définir une condition de bord représentant un conducteur
magnétique parfait (PMC).

Ce modeéle peut étre utilisé de maniére combinée avec le PEC pour ré-
soudre des problémes de propagation d’ondes planes dans un espace de di-
mension 3, notamment dans le but de tester d’autres modéles de matériaux.

Physiquement, cette condition est donnée par :

n x H =0, (2.8)

ol n est le vecteur normal unitaire sortant a la maille considérée. Nous
obtenons alors la matrice correspondante, avec dissipation :

Mpyc = (8 _EZ;)Z> . (2.9)

2.1.3 Condition d’impédance de surface

Cette condition de bord a initiallement été défini par Senior |64 sous
I'acronyme SIBC (pour « Surface Impedance Boundary Condition »). 11 s’agit
d’une formulation générale dont nous présenterons deux cas particuliers dans
la suite : la condition de type Silver-Miiller et le modéle de Bérenger.

Le principe de cette condition est de lier les champs ¢lectrique et ma-
gnétique tangents au bord du domaine par une relation faisant intervenir
une impédance de surface, notée z € R™. Nous nous placons dans le cas ou
I'impédance ne dépend pas de la fréquence.
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La formule associée & cette condition est connue sous le nom de « relation
de Léontovitch » :

nXE+:znx(nxH)=0, (2.10)

ol m est le vecteur normal unitaire sortant a la maille considérée.

En effectuant le produit vectoriel de cette équation par n, nous obtenons
une formulation équivalente nous permettant de déduire une matrice Mgpc
décrivant cette condition et donnée par :

a(nx)? —aznx)

nx  bz(nx)? (2.11)

Mgipc = (

oll a et b sont des réels non tous deux nuls.

La condition d’existence (1.25) est toujours vérifiée pour une matrice de
cette forme. La condition de stabilité du théoréme 3 requiert la positivité de
la matrice B = %Ami + Mgpc. Soit w = (EY, H™)T alors :

w'Bw=(b+az+1)H -n x E

+aE-(nx (nx E)) (2.12)
+bzH - (n x (n x H)).

Or, pour tout vecteur v € R?, la forme quadratique qui a v associe v - (n X
(n x v)) est négative, en effet :

v-mx(nxv)=v-((n-v)n—(n-n)v)

=n-v)?—(n-n)(v-v) <0 (2.13)

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Ainsi, la matrice B est positive si a
et b sont négatifs et liés par la relation b + az + 1 = 0. Ce qui équivaut a :

—=<a<0, (2.14a)
b=—-1-axz. (2.14b)

Nous remarquons alors que la positivité de I'impédance z est essentielle :
dans le cas contraire la condition (2.14a) n’est jamais vérifiée.
La matrice Mgpc s’écrit alors :

a(nx)? —armx )

1+az)nx —(1+az)z(nx)? (2.15)

Mgipe = (_ (
Le paramétre a permet d’augmenter la dissipation numérique de cette condi-

tion aux limites. Lorsqu’il est nul, la matrice B est dégénérée et un minimum
d’énergie est dissipé.
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2.1.4 Condition de Silver-Miiller

La condition de Silver-Miiller se traduit par 'application d’une condition
de radiation sur les bords du domaine. Elle est un cas particulier de la condi-
tion SIBC vue dans la section 2.1.3 et a notamment été étudiée par Barucq
et al. [1] et Bendali et al. |5] et se traduit par une condition aux limites de
type SIBC avec une impédance de surface égale a celle du vide, donnée par :

=,/ (2.16)
€0

Dans le cas des équations de Maxwell adimensionnées que nous résoudrons
dans le solveur implémenté, I'impédance du vide est égale & 1. Nous nous
placons donc dans ce cas afin de simplifier les écritures.

En reprenant les résultats du modéle SIBC appliqué au cas particulier
que nous présentons ici, nous obtenons la matrice de condition aux limites
suivante :

a(nx)? —anx
(—(1+a)n>< —(1+a)(n><)2)’ (2.17)
avec a le parameétre de dissipation tel que —1 < a < 0.
En choisissant a = —%, nous obtenons la matrice Mgy = —A;n; . Dans

ce cas, le flux associé a cette condition vaut :
FSM (’U), n) = (AZTLZ + MSM)U} = AZTLZJF'LU (218)

Considérons maintenant une condition de Silver-Miiller inhomogéne. Cette
condition aux limites permet d’injecter dans le domaine de calcul un champ
incident que nous notons wy :

MSM(’U] — UJ[) =0. <219)

Le flux associé a cette condition inhomogéne s’exprime en fonction du flux
obtenu dans le cas homogéne :

Fsvii (w,m) = Fgy (w, n) — Mgyw;

= F(w,w,n).

Nous retrouvons ainsi le flux numérique décentré F.
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2.1.5 Condition limite absorbante

Pour calculer la solution des équations de Maxwell en espace libre, il est
nécessaire de simuler cet espace libre a 'aide d’une condition limite absor-
bante. Sans une telle condition de bord, le domaine de calcul devrait étre
suffisamment grand pour s’assurer qu’aucune onde réfléchie ne revienne pol-
luer la scéne ¢électromagnétique étudiée.

Le modéle Silver-Miiller vu dans la section 2.1.4, est connu pour sa fa-
cilité d’implémentation et son faible coiit de calcul. Cependant, ce modéle
provoque des réflexions des ondes sortantes contrairement au modéle PML
couramment utilisé en simulation électromagnétique.

Le modéle PML a d’abord été introduit par Bérenger [6] puis étendu et
analysé théoriquement dans une vaste littérature [21,28 17,18 53-55,68,73].
La construction de ce modele utilise un changement de variables complexe
effectué sur la forme harmonique des équations de Maxwell. Ce modéle s’ap-
plique dans un volume englobant le domaine de calcul et consiste en 1’ajout
d’une conductivité électrique fictive qui a pour effet de dissiper les ondes
électromagnétiques dans la dimension imaginaire du modéle.

FIGURE 2.1 — Représentation en 2 dimensions du domaine Qpyy, considéré,
englobant le domaine de calcul (2.

QPML
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Considérons les équations de Maxwell dans le domaine de calcul € =
[a1 ;1] X [ag;ba] X [ag;bs] inclus dans R3. Soit aussi le volume englobant
Qpyr = [a] ;b)) x [ah 5 b] x [af ; 0%] défini tel que dans chaque direction a; > a;
et b; < b, (figure 2.1). Il est possible d’établir des modéles PML pour des
domaines de formes plus complexes comme par exemple dans les travaux de
Laurens [18].

Dans le domaine 2, aprés transformée de Fourier-Laplace en temps du
systéme sans sources (C' = 0 et S = 0), nous obtenons I'expression fréquen-
tielle des équations de Maxwell :

peE —V x H =0, (2.21a)
puH +V x E =0, (2.21b)

avec p = jw ou j est la notation classique en physique du nombre complexe
défini tel que j2 = —1, f la fréquence et w = 27 f la pulsation.

Remarque 3. Le fait de considérer le systeme sans sources est légitime
puisque nous nous situons en bordure de domaine de calcul ot nous cherchons
a simuler un espace libre infini.

Nous introduisons le changement de variable complexe suivant dans le
domaine QPML .

x;
T(r) =2 :3; =x; + 1/ oi(s)ds, (2.22)
P Jo
avec & un point de Pespace complexe C? et (0;);eq1,3) des fonctions réelles ho-
mogénes a des conductivités. Cette opération se justifie théoriquement grace
a des outils avancés de géométrie différentielle sur des variétés complexes dé-
crits dans les travaux de Lassas et al. [17], Laurens [18] et Mazet et al. [5].
Remarquons que la matrice jacobienne 7" de 7 est diagonale :

1
7' = diag(sy, $2, 83), avec s; = 1 + —o;(x;). (2.23)
p

Les conductivités « fictives » o; sont supposées nulles sur §2 et de progression
réguliére sur Qpyp, afin d’absorber progressivement les ondes sortantes du
domaine 2. Un argument de type développement de Taylor, ou développe-
ment analytique, permet de conclure que jusqu’a un certain ordre, la solution
calculée est bien la restriction a un domaine borné de la solution en milieu
libre.

Nous exprimons aussi les opérateurs 9; de dérivation complexe en fonction
des opérateurs 0; en effectuant le changement de variable formel suivant :

~

S
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Nous pouvons alors exprimer les équations de Maxwell sur Qpyp, avec les
dérivées complexes formelles :

peE -V x H =0, (2.25a)
puH +V x E =0, (2.25b)

qui coincide avec le systéme (2.21) sur . En utilisant I'expression du rota-
tionnel complexe d’un champ wu :

V x u = jac (1) 7 (VX)T'u, (2.26)

puis, en injectant cette formule dans le systéme de Maxwell complexe, nous
obtenons le systéme perturbé :

pejac (1) (7)) 2E, — V x H, = 0, (2.27a)
pujac (1) (7)) 2H, 4+ V x E, = 0, (2.27b)

avec E,=7E et H, =7 H.
La matrice jac (7) (7/) 2 est une matrice diagonale :

jac (1) (7)7% = diag (5233, ke 3152) . (2.28)
S1 52 53

Nous introduisons alors les matrices suivantes :

21 = diag(01,02703,01,02703), (229&)
22 = diag(0'2,0'3,0'1,0'2,0'3,0'1), (229]3)
23 = diag(Ug,O'l,O'g,O'g,O'l,O'g), (229C)
et :
S, = diag(s, $2, s3, 51, S2, S3), (2.30a)
SQ = diag(52,53,31,52,33,51), (230]3)
Sg = diag(83751,82783781782>, (230C)
telles que :
1
p

Nous pouvons alors écrire le systéme perturbé (2.27) sous la forme :

pA(S)) 18,85, + A0, = 0, (2.32)
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L \T
aVGC’lIJs:(E;F,H;F .

En réécrivant la matrice du premier terme :
p(S1)7'5:8;5 = (pI + 1)~ (pI + o) (pI + ), (2.33)

et puisque toutes ces matrices sont diagonales, nous pouvons réécrire ce pro-
duit afin d’obtenir une décomposition en éléments simples, en raisonnant
sur un unique terme des diagonales. Ainsi, pour le premier terme de chaque
diagonale, nous obtenons :

(p+02)(p+ 03)
p+o1
_ P*+ (024 03)p + 02073
B p+ o1
(09 + 03 — 01)p + 0903
p+ o1

(p+01) ' (p+0o2)(p+03) =

—(02+ 03 — 01)01 + 0903 (2:34)
:p+(02+03—01)+

P+ o1
2
01 — 0102 — 0103 + 0903
=p+ (o2 +03—071)+
p+ (o2 3 1) »+ oy
:p+ (O’Q + o3 — 0'1) + (01 _0-2)(0-1 _03)
P+ o1

d’ot, en raisonnant de maniére analogue sur les autres termes des diagonales :

p(S1) 71828 = pI + C' + Ri(pI + 1) 'Ry, (2.35)
avec :
C/ = 22 + 23 — 21, (236&)
R1 = 21 - 22, (236b)
RQ = El — 23. (2360)

Nous appliquons alors une transformée de Fourier-Laplace inverse au sys-
téme (2.32) et obtenons un systéme intégro-différentiel en temps. Nous intro-
duisons donc une variable intermédiaire v pour nous ramener a un systéme
d’EDP en espace-temps :

Adw + ACw+ AR v+ A;0;w = 0, (2.37a)
0w + 31v — Ryw = 0. (2.37b)
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Ce systéme est un systéme de Friedrichs (définition 1) et s’écrit sous la forme :

A Db + C + A0 = 0, (2.38)
avec
w=(w', UT)T, (2.39a)
A, = (’?f 2) : (2.39b)
C = (’i‘fg Ag?l) : (2.39¢)
A = (’31' 8) . (2.39d)

L’intérét de cette formulation est qu’elle est bien adaptée au solveur que nous

développons puisque ce dernier est en mesure de résoudre tout systéme de
Friedrichs.

De maniére générale, I'application du modéle PML au bord du domaine
de calcul s’effectue de maniére réguliére, en ajoutant des couches de mailles
d’épaisseur totale dyax = |a; — ai| = |b; — bi| dans chaque direction sur les
bords du domaine de calcul © (figure 2.1). Ces mailles adjointes forment le
domaine englobant Qpyr,.

Le choix des conductivités fictives o; introduites dans la construction
du modéle PML (2.22) est fait afin d’obtenir une certaine régularité dans
I’absorption des ondes sur le domaine Qpyyp,. Cette régularité est importante
pour assurer la « transparence » des PML.

Rappelons que ces conductivités sont nulles dans le domaine de calcul €.
Dans le domaine Qpyy,, elles sont données par la formule :

0i(T:) = Tmae (M)d (2.40)

61113,)(

avec omax la conductivité électrique maximale du modéle PML, d € N la
puissance du modéle dans la croissance des conductivités, 0., I’épaisseur du
volume englobant et §;(x;) la distance de x; € Qpy, au domaine Maxwell :

a; —x; slz; < a,

0 sinon.
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La conductivité maximale o,,,, est atteinte pour chaque composante, dans
sa direction associée, uniquement aux bords du domaine Qpyr,. En général,
nous utilisons ce modéle avec les paramétres suivants qui générent un treés
faible taux de réflexion : d = 2, oyax = 2000 et dpmax = A/2, avec A la lon-
gueur d’onde du signal, subdivisé en 5 couches de mailles hexaédriques. La
condition de bord appliquée a la frontiére extérieure du domaine Qpyy, est
une condition de conducteur électrique parfait présenté dans la section 2.1.1.

2.2 Modéles de plaques minces

Les modéles de plaques minces sont utilisés en simulation numérique afin
de reproduire le comportement des matériaux de faible épaisseur. Cela dans
le but de supprimer du maillage les petites mailles qui produiraient un malus
important en temps de simulation (section 3.3.3) et qui compliquent forte-
ment la phase de maillage. Ces mailles fines sont alors remplacées par des
faces sur lesquelles un flux spécifique est appliqué.

La validité de ces modéles dépend de la fréquence de coupure f. des ma-
tériaux (2.44). Nous avons déja présenté un tel modéle dans la section 2.1.3 :
la condition limite d’impédance de surface SIBC. Nous allons le présenter ici
dans sa version dépendante de la fréquence. Ce modéle est valide en hautes
fréquences, pour des fréquences supérieures a 20f.. Nous présentons deux
autres modéles permettant de couvrir une bande de fréquence plus étendue :
le modeéle de plaque mince de Bérenger valide pour des fréquences inférieures
a la fréquence de coupure et le modéle BIBC valide sur la bande de fréquences
de f./10 a 20f,.

2.2.1 Plaque mince de Bérenger

Le modéle de Bérenger [10| permet de remplacer efficacement les plaques
minces de matériaux pour une fréquence allant jusqu’a la fréquence de cou-
pure f. de ce dernier.

Soit S la surface représentant la plaque mince de matériau. Cette surface
est orientée par un vecteur normal unitaire n, dirigé de la maille L vers la
maille R. Nous notons E] , respectivement E}}, la composante tangentielle &
la surface S du champ électrique du coté L, respectivement R. Soient aussi
zs et z; les impédances de surface et de transfert de la plaque. Les champs
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électrique et magnétique vérifient alors la relation de Léontovitch :

E; +nx (z,Hp + 2Hg) =0, (2.42a)
E}, —n x (z,Hp + zH;) = 0. (2.42b)

En prenant pour hypothése que I'épaisseur de peau® est supérieure a
I’épaisseur de la plaque, nous pouvons approcher les impédances de surface
et de transfert par :

1

Rg — 2t = —
s od’

(2.43)

avec d I'épaisseur de la plaque et o sa conductivité. Cette approximation
reste valide pour des fréquences inférieures a la fréquence de coupure :

1

Je= 2rpod?

(2.44)

Considérons dans un premier temps une plaque placée sur le bord du
domaine de calcul et munie d’'une normale orientée vers I'extérieur. En re-
marquant que :

Vo e R} v = —n x (n x v), (2.45)
la relation de Léontovitch précédente s’écrit :
nx (nxE)—znxH=N0. (2.46)

Nous retrouvons alors la condition aux limites SIBC (2.15) et nous en dédui-
sons la matrice Mgggr représentant la présente condition :

Mger = (_( a(nx)? —azmx )

2.4
1+az )nx —(14 az)zs(nx)? (247)
La condition inhomogeéne s’écrit alors, pour un champ incident wy :

0= MBER(’UJ — w])

_ ( a((nx)2(E — E;) — zn x (H — H)) ) (2.48)
—(1+az) (n x (E — E;) + 2,(nx)*(H — Hy)) )’

avec wy = (E?,H[T)T

1. L’épaisseur de la zone oul se concentre le courant dans un conducteur, en surface.
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Nous pouvons alors choisir le paramétre a assurant la stabilité du schéma :

1
——<a<0. (2.49)
Zs
Par exemple, en prenant a = 0, nous obtenons un flux non dissipatif associé
au modéle de Bérenger :

Fper (wr, wg,n) = Ainwr, + Mpgr(wr, — wg)

_ ( —nx H; ) . (2.50)

n X ER + ZS(’I’LX)Z(HR — HL)

Il est également possible d’ajouter une dissipation numérique dans le but de
stabiliser le schéma en prenant a non nul.

2.2.2 Impédance de surface

Nous avons vu le modéle SIBC comme condition de bord dans la sec-
tion 2.1.3. Ce modéle peut étre implémenté pour prendre en compte une
impédance de surface variable en fonction de la fréquence.

Pour cela, nous utilisons la technique du wvector fitting [32] dans le but
d’approcher I'impédance de surface par une somme de fractions rationnelles
dans le domain fréquentiel :

2y(w) = 2 (1 + Z 7"—’“) : (2.51)

avec z;° I'impédance de surface a la fréquence infinie, N, le nombre de poles,
pr € R les poles et r, € R les résidus.

Cette approximation est alors injectée dans la relation de Léontovitch
(2.10) et nous obtenons le modéle SIBC de la section 2.1.3 appliqué avec
I'impédance a l'infini 22°, auquel nous ajoutons NV, courants annexes :

Tk ~
o Hy, pour k € [1; N,]. (2.52)
Ces courants s’appliquent uniquement du coété considéré de la plaque, 'im-
pédance de transfert étant nulle dans ce cas.

En revenant dans le domaine temporel en appliquant une transformée de
Fourier-Laplace inverse, nous obtenons N, équations différentielles ordinaires
annexes, pour k € [1; N, :

8th — kak — TkHL = O, (253&)
Jy(2,0) = 0. (2.53b)

Jy, =
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Ainsi, les champs wy, = (El, H})" vérifient le systéme :

Np

X (n X EL) — z;”n X HL = Z;)O’I’L X ZJk, (254&)
k=1

Ordy, — pedi — e Hp = 0, pour k € [1; N,J. (2.54b)

Nous pouvons alors définir le flux SIBC a partir du flux de Bérenger
inhomogéne pour l'impédance 2z2°

0 .
Fsipe (wr,n) = Feer (wb ( }l\%}; 7 ) ,n) : (2.55)
T Lik=1YFk

2.2.3 Impédance de surface bilatérale

Le modéle d'impédance de surface bilatérale (ou BIBC pour « Bilateral
Impedance Boundary Condition ») est un modéle de SIBC pour lequel I'im-
pédance de transfert n’est pas nulle. Nous utilisons donc 1a aussi la technique
du vector fitting |32] dans le but d’approcher les impédances de surface et de
transfert par une somme de fractions rationnelles dans le domain fréquentiel :

2s(w) (1 + Z o pk> (2.56a)
zi(w) =2 | 1+ Z

kljw pk

(2.56b)

avec z.° I'impédance de surface a la fréquence infinie, z° I'impédance de
transfert a la fréquence infinie, N, et N} le nombre de poles pour chaque
approximation, py, ), € R les poles et 1, 7). € R les résidus.

Ces approximations sont injectées dans la relation de Léontovitch (2.42a)
pour obtenir les IV, 4 NZQ courants annexes :

T

J, =
Jw — Di

Hj, pour k € [1; N,] (2.57)

et
T

j/
P jw -,

~Hp, pour k € [1; N (2.58)

41



En revenant dans le domaine temporel en appliquant une transformée
de Fourier-Laplace inverse, nous obtenons N, + N) équations différentielles
ordinaires annexes, pour k € [1; N,] :

8th — kak — T'kHL = O, (259&)
Ji(z,0) =0, (2.59b)
et pour k € [1; N/]
O], — ppJ, — 1. Hr =0, (2.60a)
J.(2,0) = 0. (2.60D)

Ainsi, les champs wy, = (ET, H} )T et wr = (E%, HE)7T vérifient le systéme :

nx (nxEp) —z2nx H, = 2°n x J, (2.61a)
oo o0 NI/’ NP
J=2LH+ LN g+ g, (2.61D)
23 2
s S k=1 k=1
Oy — pedy, — riHp =0, pour k € [1; N, (2.61c)
oy, — ppJ, — 1. Hr =0, pour k € [1; NJ. (2.61d)

Nous pouvons alors définir le flux BIBC & partir du flux de Bérenger
inhomogéne pour I'impédance 2z2° :

0
Fgipc (wr, wr,m) = Fper (wL> <_R}) ,n) : (2.62)

2.3 Injection d’ondes

La méthode GD que nous avons présenté dans le chapitre 1 permet de ré-
soudre les équations de Maxwell (1.1) a partir d’un état initial. De maniére gé-
nérale, lorsque nous cherchons la solution d’un probléme d’application indus-
trielle (émission d’un signal par une antenne), la valeur des champs a I'instant
initial est nulle. Or, les équations de Maxwell préservent les états constants.
Nous avons donc besoin d’outils permettant de perturber les champs présents
dans la scéne.
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2.3.1 Injection d’un champ incident

Nous commencons par présenter une condition surfacique permettant I’in-
jection d’un champ incident dans le volume de calcul. Taflove et Hagness [69]
font une description de ce type de source électromagnétique dans le cadre
de la méthode des différences finies. Définissons dans un premier temps, les
solutions dites d’ondes planes des équations de Maxwell.

Proposition 5. Soit g : [0;T] — R une fonction C* définissant 'amplitude
d’une onde plane au cours du temps. Soient Ey, H, et k trois vecteurs for-
mant une base orthogonale directe (O, Ey, Hy, k) de R? tels que ||k| =1 et
| Hol| = /e/u||Eo||. Les champs électrique et magnétique dans cette base :

H

E(2'.t) = g(t — Jeuk - Ox')Ey, (2.63a)
—

H(', t) = g(t — Jeuk - Ox')Hy, (2.63b)

sont solutions des équations de Mazwell sans sources (0 =oc* =0 et J =0).

Démonstration. Par définition de I'orthogonalité, nous avons :

Hyx k= \/EEO. (2.64)

Considérons I’équation de Maxwell-Ampére (1.1a) :

€8tE Vx H
— —
= cO,g(t — /Epik - 02’ Ey — V x <g(t — ek - Ox’)H(])
— —
=eg'(t — /euk - Ox")Ey — Vg(t — \/euk - Oz') x H,
— —
=eg'(t — epk - Ox')Eg + \/eug'(t — ek - Ox')k x Hy  (2.65)

= gl(t — @kﬁ OZE,)(€EQ + \/_k X HO
)

CRNCNEEN)

De maniére analogue, I’équation de Maxwell-Faraday (1.1b) est vérifice. [

Soit S une surface fermée, incluse dans le domaine de calcul €. Nous
appellons zone de champ total le volume délimité par cette surface et zone
de champ diffracté son complémentaire. La surface S qui sépare les deux
zones est appelée surface de Huygens.
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Nous définissons alors un flux numérique appliqué sur cette surface et
permettant d’injecter une onde plane dans la zone de champ total du do-
maine et laissant sortir les ondes diffractées. En appliquant le principe de
superposition, nous définissons deux flux s’appliquant de part et d’autre de
la surface de Huygens :

Finterne (W, wr,n) = F (wp,wr + wr,n), (2.66a)

Fexterne (wL7 Wg, n) =F (wL, wr — Wy, n) , (266b)

avec w; le champ incident associé a l'onde plane injectée.

2.3.2 Générateur de Thévenin

Le modéle de Thévenin représente un générateur de tension parfait. Un
tel générateur est déterminé par la donnée d'une tension notée Vi et une
résistance notée Rr.

Ce modeéle est utilisé pour injecter un courant au niveau d’une antenne
de type ligne microruban (figure 2.2). Nous injectons ce courant en générant
une tension entre la ligne microruban (S pour « strip ») et le plan de masse
(G pour « ground ») de I’antenne.

FIGURE 2.2 — Schéma d’une antenne de type ligne microruban. Vue du coté
de 'alimentation électrique.

La surface du générateur comprise entre la ligne microruban et le plan de
masse posséde une impédance réelle dont la valeur est donnée par la résistance
Rr du générateur de Thévenin :

IRy

o (2.67)

Zs

Nous représentons cette impédance a 'aide du modéle de plaque mince de
Bérenger (section 2.2.1).
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A cette impédance s’ajoute la tension Vi entre les deux surfaces métal-
liques de Pantenne représentées par le modéle PEC (section 2.1.1). La direc-
tion du vecteur champ électrique appliqué entre ces deux bandes est donnée
par :

GS

Ey=—
0 hla

(2.68)
qui correspond a 'application d'une tension de 1 V sur la surface, puisque
appliquée sur toute la largeur [. Le champ électrique incident, tangeant a la
surface, est alors donnée par :

V T
w; = (—TEOT,O%) . (2.69)

Nous injectons alors ce champ sur la surface a 'aide du flux non dissipatif
associé au modéle de Bérenger :

Frug (wL, WR, "’b) = IBEr (’wL, wgr + wy, n) . (2-70)

2.4 Permittivité et matériaux dispersifs

La permittivité diélectrique £ d’un matériau présente dans les équations
de Maxwell influe sur la propagation d’une onde électromagnétique en affec-
tant sa vitesse de propagation et en causant un phénoméne de réfraction-
réflexion aux interfaces entre deux matériaux de permittivité distincte. Dans
le cas d’un matériau linéaire, homogeéne, isotropique, et avec réponse instan-
tanée, la permittivité peut étre considéree comme étant une constante réelle.
C’est le cas dans le vide et, par convention, nous noterons sa permittivité
g0 = 8,854187 - 1072 F.m~!. Mais de maniére générale, la permittivité est
fonction de nombreux paramétres physiques comme la fréquence du champ
électromagnétique considéré ou bien la température et 'humidité du maté-
riau.

Les travaux de Gabriel [25-27] mettent en évidence I'influence de la fré-
quence f sur la permittivité des tissus humains dans la bande de 10 Hz
a 20 GHz. Ces travaux sont trés intéressants en ce qui concerne les objets
connectés qui rayonnent généralement dans la bande des 1 a 3 GHz.
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FIGURE 2.3 — Permittivité relative de différents tissus humains sur la bande
de fréquences de 1 MHz a 10 GHz. Données issues de la base de données
IFAC-CNR.
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Dans la suite, nous ferons référence a la permittivité relative (figure 2.3)
d’un matériau e,.(f) : RT — R en fonction de la permittivité absolue e(f) :
R* — R* dont I'expression est donnée par la formule :

Ep = —. 2.71
- 2.71)
Remarque 4. De maniere analogue, la perméabilité magnétique relative L,

d’un matériau est donnée en fonction de sa perméabilité absolue et de la
perméabilité du vide py = 4m - 1077 Hm™* par la formule :
1

= 2.72
= (2.72)

Remarque 5. Si nous notons ¢ = 2.99792458 - 10® m.s~! la vitesse de pro-
pagation d’une onde électromagnétique dans le vide, alors c,, la vitesse de
propagation dans un matériau diélectrique, est donné par :

C
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Le solveur teta-clac résoud les équations de Maxwell dans le domaine
temporel. Nous ne pouvons donc pas directement prendre en compte les per-
mittivités relatives dépendantes de la fréquence dans les calculs. Ainsi, nous
utilisons un modéle décomposant ces permittivités en sommes de fractions
rationnelles tel que les modéles SIBC (section 2.2.2) et BIBC (section 2.2.3).
Le modéle Complex-Conjugate Poles-Residues (CCPR) a été choisi [34,57]. 11
s’agit d’une généralisation des modéles de Debye et Lorentz [69]. L’expression
du modéle CCPR est la suivante :

%
“ JW = Dk Jw—p_k

e(w) = goer(w) = €0 + €0 Z (2.74)
avec €° la permittivité relative a la fréquence infinie, IV, le nombre de poles,
pr € Cles poles, 1, € Cles résidus et [] l'opérateur de conjugaison complexe.
Les poles et résidus sont obtenus a 'aide de la technique du vector fitting |32]
appliquée a la fonction permittivité relative du matériau.

En écrivant 1’équation de Maxwell-Ampére (1.1a) dans le domaine fré-
quentiel, nous avons :

jwe()E +0E -V x H = 0. (2.75)

Puis, en substituant e(w) dans cette équation par 'expression du CCPR
(2.74), nous obtenons :

Jweg | €° —1—2 Tk E+0E—-V xH=0, (2.76)
JW Pk ]w Pk

soit encore :

N, N,
jwee® E + (0 +&o Z(Tk +r_k)> E-VxH-=- Z(jk +J)) (2.77)

k=1 k=1
avec, pour k € [1; N,] :

jk _ .EOTkpk E~ ot J’ €0TkPk B

JW — Pk Jw — Dk
En réécrivant les équations (2.77) et (2.78) dans le domaine temporel (par
transformée de Fourier-Laplace inverse), et en remarquant que les champs
électromagnétiques sont toujours réels (les courants annexes Jj, et Jj, vérifient

Ji = J}), nous obtenons aprés calculs le systéme différentiel suivant :

(2.78)

Np Np
Dig0e’ B+ (0 + 220 Y R(ry))E =V x H = =2) R(J), (2.79a)
k=1 k=1

Ok — pedi — eoripe B = 0, pour k € [1; Ny, (2.79b)
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avec R la fonction partie réelle.

Nous obtenons alors un couplage entre le schéma GD et N, courants
vectoriels complexes annexes vérifiant chacun une équation différentielle or-
dinaire. Ce modéle est bien défini et stable si les parties réelles des poles py
sont négatives.

Conclusion

Dans ce second chapitre, nous avons présenté plusieurs modéles de simu-
lation. Nous avons commencé par décrire des modeéles de conditions de bord
respectant la condition de décroissance de I'énergie associée a la solution as-
surant l’existence de la solution. Nous avons aussi présenté la construction
d’une condition aux limites simulant un domaine infini par ’adjonction d’'un
domaine englobant sur lequel les équations de Maxwell sont résolues dans
I’espace complexe. Ce probléme complexe est aussi un systéme de Friedrichs.

Ensuite, nous avons énuméré un ensemble de modéles permettant de si-
muler les plaques minces de matériaux. Ces modéles permettent de rempla-
cer les volumes fins par des surfaces et sont complémentaires sur une large
bande de fréquences. Le remplacement des mailles fines par des surfaces va
nous permettre de réduire les temps de simulation et faciliter les phases de
maillage.

Nous avons aussi présenté des modéles permettant d’injecter un signal
dans la scéne simulée, notamment utilisé dans les simulations faisant inter-
venir une antenne.

Enfin, dans le but de traiter les matériaux diélectriques dont la permitti-
vité varie en fonction de la fréquence, nous avons donné un modéle volumique
prenant en compte ces variations.

Dans le chapitre suivant, nous décrivons une implémentation sur mailles
hexaédriques de la formulation semi-discréte présentée au chapitre 1. Cette
implémentation a nécessité le choix d’un espace d’approximation dont nous
décrivons les propriétés et les simplifications qu’elles induisent.
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Chapitre 3

Implémentation

Dans les chapitres précédents, nous avons commencé par décrire la mé-
thode Galerkin Discontinue (GD) appliquée aux équations de Maxwell en
passant par la mise sous forme d’un systéme de Friedrichs. Rappelons que
cette méthode s’applique a tout systéme de lois de conservation pysique. Nous
avons ensuite présenté des modéles de simulation permettant de modéliser
des matériaux spécifiques tels que les conducteurs parfaits (métaux) et les
plaques minces de diélectriques, ou de calculer la solution des équations de
Maxwell en domaine infini simulé a ’aide de conditions limites absorbantes.

Cette méthode peut théoriquement étre appliquée a tout type de maillage.
Nous étudions ici le cas des maillages composés de mailles hexaédriques a
arétes droites. L utilisation des hexaédres a par exemple été étudiée par Co-
hen et al. [15]. Une autre possibilité est I'utilisation des mailles tétraédriques
qui a notamment été étudiée par Hesthaven et al. [38] et Lanteri et al. [51].
Les hexaédres permettent diverses optimisations de la formulation GD et
sont bien adaptés a la parallélisation sur processeur graphique.

Dans ce chapitre, nous introduisons I’espace d’approximation dans lequel
nous chercherons la solution numérique de notre probléme. Cet espace est
engendré par des fonctions de base a support inclus dans une unique maille.
Le choix de ces fonctions de base est varié. Nous pouvons citer par exemple
les travaux de Kopriva et al. [15], Lu et al. [52], Cheong et al. [13] et Cohen
et al. [15]. Dans le cas du solveur teta-clac que nous avons implémenté,
nous utilisons une base de polynomes dite nodale. Cette base est constituée
de produits tensoriels de polynémes d’interpolation de Lagrange. Les points
d’interpolation choisis sont les points d’intégration de Gauss-Legendre.

Avec T'utilisation combinée des hexaédres, ce choix de polynomes et de
points d’interpolation permet plusieurs optimisations (simplifications au sein
des intégrales) qui rendrent la méthode GD particuliérement efficace. Dans
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le cas du solveur schnaps que nous évoquerons au chapitre 6, les points
d’intégration choisis sont ceux de Gauss-Lobatto.

Nous finissons par décrire les schémas d’intégration en temps actuellement
les plus souvent utilisés par le solveur : les schémas de type Runge-Kutta.
Nous donnons aussi 2 diagnostics permettant d’étudier la stabilité du schéma
couplé espace-temps.

3.1 Elément de référence

Dans un premier temps, nous construisons I’espace d’approximation dans
lequel nous cherchons la solution numérique de notre probléme. La construc-
tion de cet espace s’appuie sur la définition d’un élément de référence, ici le
cube unité, noté H = [0;1]3. Nous notons & = (&1, 2, 43) un point de cet
espace. Une transformation géométrique nous permettra de passer du cube
de référence a une maille hexaédrique L.

Les fonctions de base sont alors constituées de compositions entre cette
transformation et des fonctions polynomiales définies sur H. Ces fonctions
polynomiales sont des produits tensoriels de polyndémes de Lagrange asso-
ciés aux points d’intégration de Gauss-Legendre. Ces derniers nous serviront
également a définir des formules de quadrature permettant d’estimer les in-
tégrales volumiques et surfaciques apparaissant dans la méthode GD.

Ces choix de fonctions de base et de formules de quadrature permettent
diverses simplifications de la formulation GD discréte.

Dans la suite, nous noterons d € N*, I'ordre d’approximation du schéma.

Remarque 6. Dans cette section, nous ferons commencer la numérotation
des indices a partir de 'indice 0. Ce choix permet certaines simplifications
d’écriture et correspond ausst & la numérotation du langage C++ utilisé pour
programmer le solveur.

3.1.1 Points d’intégration

Soient (&,)pefo:a) €t (Ap)pefo;a) les points et poids de quadrature de Gauss-
Legendre de degré d sur I'intervalle [0; 1]. Nous allons passer de la dimension
1 & la dimension 3 par des techniques de produits tensoriels. A tout multi-
indice (po,p1,p2) d’entiers compris entre 0 et d nous pouvons associer de
maniére bijective un unique entier i = py + (d + 1)(p1 + (d + 1)p2) compris
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entre 0 et (d+ 1)3 — 1. Des divisions euclidiennes permettent, de retrouver le
multi-indice (pg, p1,p2) de maniére unique a partir de 7.
Nous pouvons alors définir (d + 1) points d’intégration volumiques :

gi = (fpo?gppgpz) €H (31)
et les (d + 1)3 poids d’intégration associés :

Wi = Ay Ay Ap, € R*F (3.2)

Nous approcherons alors les intégrales sur H par la formule de quadrature
en dimension 3 découlant directement de la formule de quadrature sur [0;1] :

v@)de ) with(5i). (3.3)

En découle aussi la propriété suivante :

Proposition 6. La formule de quadrature (3.3) associée auzx points (g;) et
poids (w;) est exacte pour des produils tensoriels de polynomes de degré au
plus 2d + 1.

Ajoutons a ces points d’intégration, des points d’intégration situés sur les
faces du cube H. Notons (Qf)sc[o;5] les 6 faces quadrangulaires du cube H.
Nous avons choisi la numérotation suivante des faces du cube de référence :

Qo = [051] x {0} x [0;1],
Q1= {1} x [0;1] x [0;1],
92:[0;1] x {1} x [0;1], (3.4)
@3 = {0} x [0;1] x [0;1],
Qa = [0;1] x [0:1] x {0},
Qs =[0;1] x [0;1] x {1}.

Nous définissons sur la face Qf, (d + 1)? points d’intégration surfaciques
notés (gs;). Ces points sont numérotés de 0 a (d + 1)* — 1 sur chaque face.
Comme précédemment cette numérotation permet de retrouver facilement
les indices des points unidimensionnels a partir de divisions euclidiennes. Ces
points sont les projetés sur les faces des points d’intégration dans le volume
(figure 3.1).
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FIGURE 3.1 — Points d’intégration volumiques (« + » bleus) et surfaciques
(« x » verts) de I’élément de référence H pour d = 2. Les alignements entre
ces points sont représentés par les lignes pointillées.

(0,1,0)

(1,0,0)

Afin de les définir rigoureusement, nous commencons par considérer le
tableau suivant, donnant pour chaque face les directions des deux axes tan-
gents a la face puis de ’axe normal a la face. La derniére colonne du tableau
correspond & la valeur sur la face de la derniére coordonnée :

Oori =

O~ NN = O
_— O = O N DN
NN O = O
_ O O = = O

Par exemple, pour la face 0 (i.e. la premiére ligne du tableau), les axes
tangents correspondent & ceux des composantes 0 et 2, la direction normale
correspond a l’axe de la composante 1 et la coordonnée sur cet axe normal
est £; = 0.

Considérons maintenant I'indice i compris entre 0 et (d + 1) — 1 d’'un
point de face. Nous pouvons trouver de facon unique deux indices py et p;
compris entre 0 et d tels que i = pg+ (d+ 1)p;. Alors le point correspondant
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sur la face f est donné par :

gri = (a0, a1, az) (3.6)

avec

aaori(fuo) - 5}907 aaori(fvl) - £p17 aaori(faQ) - Uori(f; 3) (37)
A ce point d’intégration correspond le poids d’intégration suivant :
Wi = /\po)‘pl' (3'8)

Ces points et poids d’intégration définissent une formule de quadrature
permettant d’approcher les intégrales sur les faces de ’élément H :

(d+1)2-1

Y(2)di ~ Z wr i (Gr,i)- (3.9)

Qy i=0
Grace aux propriétés de quadrature de Gauss-Legendre, nous avons la

propriété suivante :

Proposition 7. La formule de quadrature (3.9) associée aux points (§y;) et
poids (wy;) est exacte pour des produits tensoriels de polynomes de degrés au
plus 2d + 1.

Nous pouvons encore définir le projeté sur la face Q s d’un point d’inté-
gration volumique §;, avec i = pg + (d + 1)(p1 + (d + 1)ps). Cette projection
nous permettra d’exprimer des simplifications qui appraitront lors de 'extra-
polation des champs sur les faces. Il s’agit du point g;; dont I'indice j peut
étre calculé a I'aide de I'application 7 définie telle que :

j=m(f.1)
=7(f,po+ (d+1)(p1 + (d+ 1)py)) (3.10)
= Poou(£.0) T (d + 1)Poy(r1)-

Enfin, nous munissons les faces de I’élément de référence d’une normale
unitaire sortante notée n (figure 3.2) :

(0,1, O)T sur la face 0,
1,0, O)T sur la face 1,
0,1, O)T sur la face 2,

(

( (3.11)
(—1,0, ())T sur la face 3,

(

(

S
Il

0,0, —1)T sur la face 4,
0,0, 1)T sur la face 5.




FIGURE 3.2 — Orientation des normales des faces de ’élément de référence.
La normale a la face Q)¢ est notée n.

’fbo(s

(1,0,0)

Aprés avoir défini 'espace de référence, nous allons le munir d’une base
de fonctions qui vont nous permettre d’exprimer la solution et de la stocker
sous forme discrete.

3.1.2 Fonctions de base

Considérons maintenant les polynomes de Lagrange (l,)pco,q) associés
aux points (&,)peqo:q)- Ces polynomes sont donnés par :

d
§ - fq
[ = = > 3.12
p(é-) o ép . éq ( )
q#p
et vérifient :
Ip(&q) = 0pq (3.13)

ou 0,4 est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si p = ¢ et 0 sinon.
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Nous définissons la base d’approximation sur H comme étant formée des
produits tensoriels des polynomes (I,). Plus précisément, ces fonctions de
base sont données par :

b H R

GiH=RO (3.14)
T = lpo(x(])lpl (Ilﬂpz(I?)

ot i = po + (d+1)(p1 + (d+ 1)p2).

Proposition 8. La formule de quadrature (3.3) est exacte pour des com-
binaisons linéaires de produits de fonctions de base décrites plus haut. De
plus,

(d+1)3-1 (d+1)3-1 (d+1)3-1
/ Z Z ai,jwiwjdi’ = Z A ;Wi (315)
H =0 =0 i=0

Remarque 7. La formule de quadrature (3.3) est exacte, car nous utilisons
des points de Gauss-Legendre. St nous utilisions des points de Gauss-Lobatto,
la proposition précédente ne serait plus vraie.

La proposition suivante nous permet de simplifier I'extrapolation des
champs sur les points d’intégration surfaciques. Elle nous donne le sous-
ensemble des d + 1 fonctions de base nécessaire a I'extrapolation des champs
sur un point de face donné. Sans cette simplification, I'extrapolation des
champs nécessiterait d’utiliser les (d+ 1) fonctions de base de la maille pour
chaque point d’intégration surfacique.

Proposition 9. Une fonction de base donnée est nulle en tous points d’in-
tégration surfaciques d’une face, excepté celui correspondant au projeté du
point volumique correspondant a cette fonction de base. Autrement dit,

s = {l<<f 3) sij=a(fi).

0 sinon.

(3.16)

Démonstration. Soit ¢; une fonction de base et §; = (&g Epr s Epy) e point
d’interpolation correspondant. Soit gr; un point d’intégration sur la face f
avec j = qo + (d+ 1)g;. Alors, en ce point la fonction de base vaut :

Vi (f]f,j) = lpaori(f,m (gqo)lpgori(m) (€q1 )lpaori(m) (Uori (fa 3))
- 6poori(fv0) 40 5paori(f71> q1 lpaori(fvz) (Uori (f’ 3>) (3 17)
= W(fvi)vjlpo'ori(fﬂ) (Uori(f7 3))'
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Nous allons maintenant définir la transformation géométrique qui nous
permettra de passer de la base d’approximation de référence que nous ve-
nons de définir aux mailles physiques présentes dans le maillage étudié.

3.1.3 Transformation géométrique

Soit (gi)ie[[o;ﬂ] les huit sommets du cube unité H donnés par :

So=1(0,0,0), Sy =(1,0,0),
Sy = (0,1,0), Sy =(1,1,0),
02 ( ) % ( ) (3.18)
542(07071)7 S5:(17071)7

Se=(0,1,1), S;=(1,1,1).

Nous définissons les huit fonctions de forme associées & chacun de ces som-
mets :

(3.19)

Chacune des ces fonctions de forme prend une valeur nulle sur chacun des
sommets du cube unité excepté au point lui correspondant, 7.e. :

0i(S;) = d; . (3.20)

Soit L un hexaédre appartenant au maillage M. Cet hexaédre est défini
par ses huit sommets (.5;);c[o;7]- Nous appellerons point physique et noterons
x un point situé dans la maille L et nous appellerons point de référence et
noterons & un point de H.

Nous définissons alors la transformation géométrique 77, telle que 'image
du cube unité est 'hexaédre s’appuyant sur les huit sommets (S;)icqo;7-
Cette transformation est donnée par la formule classique, faisant intervenir
les fonctions de forme :

TL(E) = Z@(i’)sz (3.21)



Nous supposerons que cette transformation est une bijection entre H et L,
et que son jacobien

jac (11,) = det (77) (3.22)
est strictement positif en tout point de H.

. Contrairement aux maillages en tétraedres, il peut arriver
Remarque 8. Cont t l tétraedres, il t
qu’un mailleur produise exceptionnellement des hexaédres dégénérés, c’est-a-
dire que le jacobien de 711, s’annule ou change de signe en certains points de
L. 1l est important de vérifier, avant de lancer un calcul, que le maillage ne
présente pas de maille dégénérée. Pour cela, nous pouvons calculer le jaco-
bien jac (1) auzx points d’'intégration et vérifier qu’il ne s’annule pas. C’est
pourquot, nous supposerons dans la suite que toutes les mailles considérées
ne sont pas dégénérées et que la numérotation de leurs sommets garantit la
positivité du jacobien des transformations associées.

La transformation 77, permet de passer explicitement de I’élément de réfé-
rence H a la maille physique L. L’inverse de 7, n’est en général pas calculable
explicitement. Cependant, nous n’aurons a calculer 'antécédent d’un point
physique par cette transformation que dans certains cas particuliers. Pour
cela, nous utiliserons la méthode de Newton.

Nous définissons alors sur L une base d’approximation composée des fonc-
tions (wm)ie[[o;(dﬂ)a,l]]. Ces fonctions sont transportées sur la maille phy-
sique a partir des fonctions de base définies sur ’élément de référence :

~

Vi€ H, ¢p; o7 (2) = ¥i(2), (3.23)
soit encore,
Vo € L, ¢¥pi(x) = 1 o1 (). (3.24)

En général, les fonctions de base ainsi définies ne sont pas polynomiales
dans l'espace physique. Cependant, les approximations des intégrales restent
valables pour des maillages non dégénérés. Par ailleurs, nous prolongeons par
0 ces fonctions en dehors de la maille L :

Ve ¢ L, ¢ (x)=0. (3.25)
Rappelons que puisque nous utilisons une interpolation nodale, a chaque

instant ¢, approximation w est identifiée par ses valeurs sur les points d’in-
tégration des mailles L. Notons w; les composantes vectorielles de w dans
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la base d’approximation relative & L. w s’exprime en un point d’intégration
gri = 10.(g;) de L par :

w(gri,t) = ‘ w;(t)Yr;(9.4)

J
(d+1)3-1 (3.26)

Ainsi, la solution est entiérement définie par ses valeurs aux points d’inté-
gration volumiques. Nous stockerons donc en mémoire ces valeurs.

Remarque 9. Les formules de quadrature volumique (3.3) et surfacique (3.9)
restent exactes sur la maille physique si la transformation géométrique T, est
affine. Dans le cas contraire, l'intégration numérique devient approximative.

Remarque 10. Bien que les formules de quadrature soient approxrimatives
lorsque la transformation géométrique est quelconque, l'intégration par parties
(1.39) wutilisée pour obtenir la formulation GD reste exacte : l’erreur commise
est de l'ordre de 107 & lordre d’interpolation d = 2. Les erreurs commises
et la maille tordue testée sont présentées dans la figure 3.5.

Nous allons maintenant décrire la formulation discréte obtenue en utili-
sant ’espace d’approximation que nous venons de construire. Plus précisé-
ment, nous examinerons les approximations des intégrales présentes dans la
formulation GD (1.48) obtenues en appliquant les formules de quadrature
volumique (3.3) et surfacique (3.9).

3.2 Approximation des intégrales

En partant d’'une formulation faible de notre probléme de départ, nous
avons établi une formulation semi-discréte. Nous allons maintenant détailler
le calcul des différentes intégrales apparaissant dans la formulation semi-
discréte (1.59) lorsque nous discrétisons la solution dans l'espace d’approxi-
mation décrit dans la section précédente.

Pour cela, nous estimerons ces intégrales au moyen des formules de qua-
drature volumique (3.3) et surfacique (3.9). Nous verrons alors diverses sim-
plifications de ces estimations introduites par Cohen et al. [15].
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FIGURE 3.3 — Erreur commise au cours de I'intégration par parties discréte
sur un hexaédre quelconque (non affine).

(a) Erreurs.
d ‘ Erreur L? ‘
0]423-1071
1[4.75-1071°
2
3
4

|

1.52- 10~
6.63-10"
1.04-107 5

(b) Hexaedre.

(1,2,0)

(0,1,1)

________ (17 07 O)

(1,0,1)
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Notons les décompositions des champs w et J,w dans la base d’approxi-
mation :

(d+1)3-1
t) = Z Z wy () i(z), avecwr; ERetz € L, (3.27a)
LeM =0
(d+1)3—
Z Z wi;()Yr(x), avecwy; € RO etz € L. (3.27h)
LeM =0

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons au calcul des termes de la for-
mulation semi-discréte (1.59) pour une fonction test ¢ ; fixée.

3.2.1 Terme de masse

Le terme de « masse » est donné par I'intégrale :

(d+1)3-1

/6tw¢L7idm:/ Z ’(UL]wL]’QDleZE
L

7=0
(d+1)*~1 o (3.28)
= / Z wy, jibijac (1) di
2
~ wiwy, gjac (11) (Gi)-
Ainsi, la matrice de masse obtenue est diagonale et ne dépend que des poids

d’intégration et du jacobien de la transformation géométrique 77 sur les
points d’intégration.

3.2.2 Terme de rigidité
Le terme de « rigidité » est donné par l'intégrale :

/F(w,w,vavi) dx
L (3.29)

:/F(wOTL,wOTL,VwL,iOTL)jaC(TL)d:i“.
i

Nous pouvons écrire le gradient Vi ; o7, sous la forme (7] ) 1% ol 77 est
la matrice jacobienne de 71,. Nous introduisons alors la comatrice com (77)
de 77 définie par :

com (15)" 75 = det (74) I. (3.30)
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Ainsi :

/F (w,w, Vi ;) de
L

- /H F (w o Tp,w o 7, com (77) Vin) dz (3.31)
(d+1)3-1
~ Z wiF (wL,j,wLJ,com(Ti)Vwi(gj)>.
=0
Plusieurs termes de la somme précédente sont nuls. Nous pouvons les
déterminer en appliquant les propriétés de fonctions de base. Cela nous
permettra de diminuer significativement le volume de calcul. Par défini-

tion des fonctions de base, le gradient de la fonction de base @zﬁz, avec
i=po+ (d+1)(p1 + (d+ 1)py), s’écrit :

[
Vihi(#) = | Lo (Z0)l, (81)1p, (22) | - (3.32)
)

Par définition des polynoémes de Lagrange, la valeur de la premiére compo-
sante de ce gradient sur un point d’intégration §; = (4., &4, &y,) S'écrit :

ot (g]) = lzlpo (€Q())lp1 (&11)[102 (€Q2)

= l;o (£q0)5p17QI 61’2#12 :
Cette composante est donc nulle en tout point d’intégration, excepté sur les
points dont les indices ¢ et ¢o correspondent aux indices p; et po du point

g;. Ces points sont les points alignés avec g; dans la direction (1,0, O)T, c’est-
a-dire les d + 1 points de coordonnées :

gj = (éqovfpl’fm): avec qop € HO; d]]' (3'34)

(3.33)

De la méme maniére, la seconde, respectivement la troisiéme, composante
s’annule en tout point d’intégration, excepté les points alignés avec la direc-
tion (0, 1, O)T, respectivement la direction (0,0, l)T.

Afin de calculer le terme de rigidité (3.31), nous n’avons a prendre en
compte que les valeurs sur ces 3d+ 1 points. De plus, en chacun de ces points,
excepté g;, seule la composante du gradient correspondant a la direction
d’alignement est non nulle. Cette propriété permet encore de simplifier la
programmation des calculs de ce terme (figure 3.4).

La matrice de rigidité est alors diagonale par bloc, chaque bloc correspon-
dant & une maille du maillage. Le calcul de chacun de ses termes ne nécessite
que I’évaluation de 3d+ 1 termes et est local a chaque maille, ¢.e. il n’y a pas
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FIGURE 3.4 — Points d’intégration volumiques (« + » bleus) associés aux
fonctions de base intervenant dans le calcul du gradient au point d’intégration
considéré (« x » rouge) pour d = 3. Seules les fonctions associées aux points
alignés interviennent.

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

d’interaction entre fonctions de base appartenant a des mailles différentes.
Cette propriété rend la parallélisation de ce terme aisée.

3.2.3 Terme de flux

Le terme de « flux » permet le couplage entre les mailles voisines. Notons
wy, le champ w provenant de la maille L. L.e champ wpg désignera le champ
w provenant d’une maille R ayant une face en commun (ou simplement une
surface de contact) avec la maille L. Notons également (Qy)sc[o;5] les 6 faces
de L image par 77, des faces (Qf)fe[[o;g)ﬂ de H.

Sur une face @)y ne touchant pas le bord du domaine de calcul, nous
avons :

/ F(wg,wg,n) YL ds
Qs (3.35)

Q

ou com (77) est la comatrice de 7; définie précédemment (3.30).
Notons wy, ¢; la valeur des champs provenant de la maille L au point
d’intégration g, s, le i-iéme point d’intégration de la face Q)5 de la maille L.

:/ F(wp, o1y, wg o7, com (1) )y, ; o 7r.dS
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Nous avons :
(d+1)3-1
W fi = wr, jV;(Gyi)- (3.36)
0

j=

Soit f’ I'indice de la face de la maille R coincidant (ou en contact) avec
la face f de L. Lorsque les faces et 'ordre d’interpolation des deux mailles
coincident, le point gy, ; coincide avec un point d’intégration de la maille .
Le raccord est alors dit conforme et ’extrapolation des champs provenant de
la maille voisine est semblable & celle effectuée dans la maille L.

Raccord conforme

Soit o r, la permutation qui a 'indice ¢ du point d’intégration sur la face
f de L associe I'indice du point d’intégration sur la face f’ de R correspondant
au point gy, ¢, ¢’est-a-dire :

TR(If opr() = 9R.f1onr() = 9L.pi = TL(Gfi)- (3.37)

Notons alors wg ¢; la valeur des champs provenant de la maille R au
point d’intégration gg s ;, le i-iéme point d’intégration de la face Q4 de la
maille . Nous avons :

(d+1)3-1
WR i = wr 05 (Gpi)- (3.38)
0

Jj=

Nous approchons alors I'intégrale précédente par :

/ F (va WR, n) wL,idS
Qs

(d+1)2-1 (3.39)
~ Y wri(Gr)F (Wi g, Wh ey (), com (T7) )
=0

De plus, la fonction de base @/AJZ est non nulle en uniquement un point
d’intégration de la face f (proposition 9). Il s’agit du point d’intégration
d’indice j = 7(f, 1), projeté sur la face f du point d’intégration g; associé a
la fonction de base 1[31 La somme précédente se réduit donc a un seul terme :

/ F(wr, wr,n) ¢ ds
Qf (3.40)

R Wea(fi)Ci(Gfm(ri) F (WL (1) WR 01 n(n(f)) COM (T7) T2) -
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Afin de calculer ce flux, nous devons calculer les champs provenant des
deux mailles voisines au point gy, r r(si). L’extrapolation du champ wry, s x(s.;)
n’utilise que les d + 1 valeurs associées aux fonctions de base des points
d’intégration volumiques se projetant sur le point de face gyr(sq), i.e. les
fonctions de base non nulles en ce point.

Lorsque les ordres d’approximation dans les deux mailles voisines sont
égaux et que les faces coincident, le calcul de wg y 5, ,(x(r,0)) €st semblable a
celui de wry, s x(r.i)-

Raccord non conforme

Dans le cas contraire et de maniére plus générale, lorsque le point gr, ¢ (7,
ne coincide pas avec un point d’intégration de la maille R, 'extrapolation des
champs provenant de la maille voisine nécessite I'utilisation de la réciproque
de la transformation géométrique 75 (supposée bijective). Ce cas se présente
lorsque les faces ou 'ordre d’interpolation des deux mailles ne coincident pas.
Nous devons alors calculer le champ wg au point 77(Gr(s)) en appliquant
la décomposition dans la base de I’élément de référence :

(d+1)3-1
Wr(gL (i) = D, Wrilj 0T o TL(Gra(r0)): (3.41)
j=0

Dans cette derniére formule, 'ordre d de la maille R peut étre différent de
celui de la maille L. De plus, aucune propriété n’affirme que certains termes
de cette somme sont nuls. Il faut donc calculer les (d + 1)3 termes pour
extrapoler les champs en un point de face, contrairement au cas conforme
qui ne nécessite que le calcul de d + 1 termes.

Maille de bord

Enfin, dans le cas d’une face touchant le bord du domaine, le lux numé-
rique est remplacé par un flux de bord traduisant ’application d’une condi-
tion limite spécifique. L’évaluation de ce terme de flux en un point d’intégra-
tion de cette face nécessite comme précédemment ’extrapolation du champ
de la maille L en ce point. Afin de garantir la stabilité du schéma, le flux de
bord doit satisfaire le théoréme 3 garantissant la décroissance de I’énergie du
systéme.

Remarque 11. Le calcul du terme de flux fait intervenir des champs pro-
venant des mailles voisines. Ainsi, les fonctions de base appartenant a ces
mailles interagissent, ce qui a pour effet de rendre la parallélisation du calcul
de ce terme plus délicate et plus cotiteuse en temps.
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3.3 Schémas temporels

Aprés avoir donné une formulation discrétisée en espace, il est indispen-
sable de fournir également une technique de discrétisation en temps. Le choix
du schéma en temps est crucial. Il faut en effet s’assurer de la précision et de
la stabilité du schéma couplé espace-temps.

Nous avons décrit le calcul de la dérivée en temps du champ J,w en
fonction du champ w a un instant ¢t donné. Dans cette section, nous noterons
G, 'application qui & un champ w € H}' et un instant ¢ associe sa dérivée
en temps obtenue par la méthode GD décrite précédemment :

Jrw = G(w, t). (3.42)

Soit At un réel strictement positif de [0;7T]. Ce réel est appelé « pas de
temps ». Notons w” la solution numeérique du probléme semi-discret (1.59)
au temps t, = nAt. Supposons w" connu pour un entier n donné. Nous
allons décrire comment calculer la solution au pas de temps suivant w™.

3.3.1 Runge-Kutta

En pratique, nous calculons le plus souvent w"™! par la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2) :

At
wnJr% = w" + _g(,u)n’t)7

2 N (3.43)

w" = w" + AtG (w"+2, t+ 7) .
La premiére étape est appelée prédiction. La seconde étape est appelée mise-
a-jour.

Cependant, comme nous le préciserons dans la suite, cette méthode peut
s’avérer numériquement instable dans certains cas. Nous avons donc aussi
implémenté la méthode de Runge-Kutta d’ordre 3 (RK3) afin de bénéficier,
si nécessaire, de sa condition de stabilité moins contraignante.

3.3.2 Condition de stabilité numérique

Pour étudier la stabilité du schéma GD couplé a une intégration en temps
de type RK, nous considérons le probléme d’évolution (1.14) avec des condi-
tions aux limites impliquant I'existence et 'unicité de la solution.
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Soit w la solution approchée de ce systéme. Notons alors A la matrice
liant la dérivée en temps O;w au champ w. Le schéma numérique s’écrit, en
simplifiant :

Jrw = Aw. (3.44)
Dans ce cas, la solution w est donnée par :
w(t) = exp(At)wy. (3.45)
Un développement de Taylor donne alors 'approximation a l'ordre k :

(Af)i A’ (3.46)

1!

K
w"t = Aw", avec A = g
=0

Dans le cas particulier linéaire, tous les schémas d’intégration en temps
d’ordre k fixé sont équivalents. Un tel schéma est stable si les valeurs propres
de 1a matrice A sont de module inférieur & 1. Ces valeurs propres sont de la
forme Zf:o (A? )Z, ou A est une valeur propre de A.

Proposition 10. Un schéma d’ordre k est stable pour un pas de temps At
si toutes les valeurs propres A de A sont telles que At appartienne a :

< 1} . (3.47)
On peut alors noter Cj, le contour de 'ensemble S, c’est-a-dire :

= } . (3.48)

Dans le cas du couplage GD-RK2, la zone de stabilité est donc donnée
par I’ensemble :

Ck:{/LG(jt

1=0

12

< 1} . (3.49)

Cet ensemble est illustré par son contour dans la figure 3.5.

Le calcul des valeurs propres de A permet donc d’assurer la stabilité du
schéma couplé en cas d’existence d’un pas de temps At vérifiant la proposition
10. Nous constatons que dans le cas des schémas RK1 et RK2, une condition
suffisante a 'existence d’un tel pas de temps est que les valeurs propres non
nulles de la matrice A aient une partie réelle négative. Le choix d’un pas de

66



FIGURE 3.5 — Contours des zones de stabilité du schéma couplé pour les
schémas temporels d’ordre 1, 2 et 3. La zone de stabilité d'un schéma d’ordre

1 est I'ensemble des points compris dans le cercle unité centré en le point
d’affixe z = —1.

Im

—Cy (RK1)
— (O, (RK2)
— Oy (RK3)

temps plus petit permet alors de rapprocher les valeurs propres de I’axe réel
jusqu’a les inclure dans la zone de stabilité. Dans le cas du schéma RK3, la
zone de stabilité est tangente a ’axe imaginaire dans le demi-plan des parties
réelles positives, englobant une partie de ’axe imaginaire, ce qui permet de
fortement relacher la contrainte sur le choix du pas de temps.

Cependant, le calcul de la matrice A nécessite d’appliquer le schéma
couplé pour chaque point d’approximation du maillage, soit pour N mailles
discrétisées a lordre d, ce qui représente 6N (d + 1) degrés de liberté dans
le cas des équations de Maxwell. De plus, pour des maillages contenant un
grand nombre de mailles, le calcul des valeurs propres de cette matrice est
coliteux en temps.
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Cette méthode de calcul des valeurs propres a cependant été utilisée
ponctuellement afin d’évaluer la stabilité d’une maille donnée, par exemple
au cours de 'implémentation d’autres méthodes ayant recours a des pas de
temps propres a chaque maille (méthodes dites & « pas de temps local »).
Nous évoquerons ce type de schémas dans le chapitre 5.

3.3.3 Condition de stabilité a prior:

Devant la complexité de ’évaluation de la condition de stabilité énoncée
précédemment, nous allons présenter un critére de type CFL [16], permettant
de déterminer un pas de temps de stabilité a priori, en fonction du maillage
uniquement.

La définition d’un tel pas de temps par un critére de type CFL a fait
I'objet de différents travaux, voir par exemple [22,38,16] pour une estimation
de la stabilité du schéma GD associé & une intégration en temps de type
saute-mouton. Pour les schémas de type Runge-Kutta, il n’existe pas encore,
a notre connaissance, de résultat théorique de stabilité sur des maillages non
structurés.

Nous utilisons la condition de stabilité empirique décrite par Hesthaven
et al. |38] sous la forme :

(3.50)

ol min /g représente la plus petite aréte du maillage hexaédrique considéré, v
représente la vitesse de propagation dans le milieu considéré et C' est donné
par le rapport du volume d’un hexaédre divisé par la surface de ses faces,
soit C; = 1/6. Les valeurs propres de la matrice A (3.46) obtenues sur un
hexaédre quelconque sont présentés dans la figure 3.6.

Remarque 12. Dans l'implémentation du solveur teta-clac, cette condi-
tion CFL (3.50) a été implémentée avec le dénominateur v(d+1). Les simula-
tions d’ordre élevé exécutées avec cette condition plus faible se sont jusqu’alors
avérées stables.

Cette condition de stabilité convient parfaitement aux hexaédres « relati-
vement » droits. Bien que nous n’ayons pas de critére précis pour quantifier
ce degré de relativité. Nous avons néanmoins constaté que pour certains
maillages contenant des mailles trés déformées, issues du découpage de tétra-
édres notamment (figure 4.3), il peut étre nécessaire d’abaisser le coefficient
de CFL du schéma couplé GD-RK2.
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Ces instabilités liées au critére CFL sont principalement apparues au
cours de résolutions utilisant un pas de temps local (chapitre 5). En effet,
lorsque le pas de temps est uniforme, il est déterminé afin de satisfaire le
critére CFL sur la plus petite maille, contrairement aux méthodes a pas de
temps local qui tiennent compte de ce critére sur chaque maille du maillage.

Les travaux de Schneider et al. [60] et Burman et al. [9] donnent une for-
mulation plus précise de la condition CFL, améliorant la stabilité du schéma
couplé GD-RK2 :

(3.51)

At < C, (mmAm) 7

v

ot min Az représente la plus petite distance entre deux points d’intégration,
a = 4/3 et avec Cy une constante. Ce choix pour « est uniquement préconisé
pour le schéma couplé GD-RK2. Dans le cas d’une intégration en temps
d’ordre supérieur, nous pouvons choisir a = 1.

Le calcul du pas de temps a l'aide du critére (3.51) nécessite de calculer
environ N(d+ 1)¢ distances et est donc plus coiiteux que le critére (3.51) qui
ne nécessite que le calcul d’environ N8? distances. Néanmoins, cette seconde
formulation du critére CFL a permis une résolution stable des équations de
Maxwell avec un schéma a pas de temps local pour un cas instable avec le
premier critére. Ce qui démontre qu’elle est plus adaptée aux déformations
des mailles.

3.3.4 Diagnostic de stabilité : Puissance itérée

Une autre technique de diagnostic des instabilités a été implémentée dans
le solveur : la méthode de puissance itérée.

Proposition 11. Soit A une matrice carrée de taille m et (X;)icpi;m] Ses
valeurs propres telles que :

M| > max([Aa] - -, [Am])- (3.52)

Soit aussi les sous-espaces caractéristiques (Ei)ie[[l;m]] de A associés aux va-
leurs propres (\;).

Alors, si la projection de wg sur E1 n'est pas nulle, la suile de vecteurs (w™)
définie par la relation de récurrence :

1

VneNw' ™ = ——
[Aw"

Aw" (3.53)
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FIGURE 3.6 — Valeurs propres de la matrice A (3.46) dans la zone de stabilité
GD-RK2 dans le cas d'un hexaédre du cas d’application 7.2. La condition de
stabilité utilisée est la formule (3.50).

(a) Valeurs propres.

Im

0.4\t

0.2}

—0.4/t

(b) Hexaédre.

T2
A

(—0.9240327,0.113758,0.156124)

(—0.0254891,0.114049, 0.158067)
(—0.02112,0.113175,0.156844)

(—0.0228056, 0.

(—0.0233675,0.111719, 0.
(—0.0204548,0.111137,0.157775)

;xl

T3 (—0.0201222,0.110118, 0.160542)
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vérifie :
lim ||[Aw"|| = |\]. (3.54)
n—oo

Pour appliquer cette méthode, les champs sont tout d’abord initialisés
avec un bruit blanc gaussien. Cette initialisation nous permet d’assurer (avec
une trés forte probabilité) que la projection du vecteur initial sur 'espace
caractéristique de la plus grande valeur propre n’est pas nulle.

FIGURE 3.7 — Résultats d’application du diagnostic de la puissance itérée
pour différents coefficients CFL dans le cas de la simulation de la section 7.2
a l'ordre d’interpolation spatiale d = 2.

| Aw™|| —0.9

1.001 | — 1.5
2.0

. 2.5
3.0

0.999 |

Iterations

10 10? 10°

Ensuite, a chaque étape, une normalisation globale des champs est ef-
fectuée avant d’appliquer le schéma couplé représenté dans la proposition
précédente par la matrice A. La norme des champs ainsi calculée a chaque
étape tend vers le module de la plus grande valeur propre, ce qui nous donne
deux informations : I’évolution de la norme nous indique ’état de la conver-
gence et la limite nous permet de nous positionner par rapport aux zones de
stabilité définies dans la proposition 10.

Grace a cette méthode nous pouvons évaluer la stabilité du schéma pour
un pas de temps et un maillage donnés. Nous avons aussi la possibilité d’affi-
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ner le calcul du pas de temps en 'augmentant jusqu’a ce que la limite tende
vers 1.

L’inconvénient majeur de cette méthode est que la convergence est geé-
néralement d’ordre O(%) Il faut donc plusieurs milliers d’itérations afin de
vérifier la stabilité du schéma.

De plus, toute source électromagnétique doit étre supprimée pour I’appli-
cation de ce diagnostic. Ainsi, aucun signal ne doit étre injecté, la conducti-
vité des matériaux doit étre nulle et le modéle PML (section 2.1.5) doit étre
remplacé par le modéle de Silver-Miiller (section 2.1.4).

Nous appliquons ce diagnostic sur le cas d’application étudié¢ dans la
section 7.2. La figure 3.7 présente I'évolution de la norme || Aw"|| en fonction
du nombre d’itérations pour différents coefficients CFL. Le diagnostic a été
mené jusqu’a 10k itérations dans les cas stables, bien que nous ne présentons
que les 1000 premiéres. Nous constatons que cette simulation est stable pour
un coefficient CFL de 3.1 et instable au-dela, pour une interpolation spatiale
d’ordre d = 2. Pour l'ordre spatial d = 1, le coefficient CFL de stabilité
maximal ainsi déterminé est de 4.5.

Remarque 13. En temps normal, un coefficient CFL ne doit pas dépasser 1.
Cette assertion est vraie lorsque la condition CFL est exacte. Or, la condi-
tion (3.50) est empirique et fonctionne dans la plupart des cas, mais sans
étre exacte. Il arrive donc que certaines simulations soient instables avec un
coefficient CFL de 0.9. Il arrive aussi, comme dans le cas ci-dessus, qu’une
simulation soit stable avec un coefficient CFL supérieur a 1.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit l’espace d’approximation dans
lequel nous chercherons la solution numérique de notre probléme. Cet es-
pace est représenté par un élément de référence : le cube unité, et muni de
fonctions de base qui vont nous permettre d’exprimer la solution a l'aide
de coordonnées discrétes. Ces fonctions de base sont les produits tensoriels
des polynomes de Lagrange qui s’appuient sur les points de Gauss-Legendre
dans chaque direction. Une transformation géométrique nous permet alors
de passer de I'élément de référence & n’importe quelle maille physique. Nous
sommes donc en mesure de résoudre tout type de probléme d’électromagné-
tisme modélisé a partir de mailles hexaédriques.

Cet espace d’approximation a été choisi pour ses propriétés de simplifi-
cation des formules de quadrature par 'annulation du gradient des fonctions
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de base en de nombreux points d’interpolation. Ces simplifications n’appa-
raissent pas dans les mailles tétraédriques.

Nous avons ensuite présenté les schémas de type Runge-Kutta qui vont
nous permettre d’intégrer temporellement la solution afin d’avancer cette
derniére jusqu’au temps final souhaité. L'implémentation de ces schémas ne
présente pas de difficulté. Cependant, leurs conditions de stabilité sont trés
contraignantes. Nous verrons un autre type de schéma, permettant de réduire
I'impact de ces contraintes, dans le chapitre 5.

Dans le chapitre suivant, nous décrivons 'implémentation sur un ou plu-
sieurs accélérateurs, comme des GPU ou des CPU multicceurs, de la méthode
GD sur hexaédres. Les cartes graphiques sont toujours plus utilisées dans la
simulation numérique et permettent de paralléliser le traitement de grandes
quantités de données. Dans le cas de notre solveur, les simplifications induites
par les hexaédres permettent la parallélisation efficace du code.
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Chapitre 4

Parallélisations et optimisations

Dans ce chapitre, nous décrivons 'implémentation sur un ou plusieurs
accélérateurs de la méthode Galerkin Discontinue (GD) décrite au chapitre
3. Pour cela, nous utilisons la bibliothéque OpenCL (pour « Open Compu-
ting Language ») [29] qui permet d’exploiter la puissance de calcul des ac-
célérateurs (cartes graphiques, processeurs multi-coeurs, coprocesseurs, etc.)
produits par divers constructeurs (NVidia, AMD, Intel) et compatibles avec
différents systémes d’exploitation (Linux, Windows, Mac OS).

La puissance des cartes graphiques récentes permet de réaliser des calculs
de fagon massivement paralléle. Ces GPGPU (pour « General Purpose Gra-
phic Processing Unit »), ou plus simplement GPU, possédent une puissance
créte élevée, de 'ordre de plusieurs téraflops. Ce type de matériel est trés uti-
lisé dans la simulation numérique. Nous les retrouvons par exemple dans la
résolution des équations de Maxwell [11,11], de Vlasov-Maxwell [18], dans la
simulation de gaz et fluides [19,35], et bien d’autres domaines. L’implémen-
tation GPU a initialement été réalisée en C+-+ en utilisant la bibliothéque
OpenCL au cours de la thése de Strub [67], & partir du code non paralléle
FemGD développé a 'TONERA de Toulouse [15].

Afin de pouvoir traiter des volumes de données importants, la méthode
GD est également parallélisée sur plusieurs accélérateurs a ’aide d’une im-
plémentation du standard MPI (« Message Passing Interface ») [11]. MPI
offre la possibilité de lancer plusieurs processus qui effectuent les calculs sur
différentes parties du maillage et communiquent par un systéme de messages.

Cette implémentation GPU est aussi exploitable sur un processeur multi-
ceeurs (CPU) plus classique. Ces derniers ont beaucoup évolué au cours des
années passées pour étre aujourd’hui composés de plusieurs dizaines de coeurs
logiques cadencés a des fréquences supérieures a celles des GPU. Cependant,
de par leur architecture distincte de celle des GPU, une implémentation spé-
cifique aux CPU doit étre développée afin de les exploiter au mieux.

75



Dans un premier temps, nous présenterons la parallélisation OpenCL des
calculs sur GPU ainsi que la stratégie asynchrone de parallélisation MPI.
Ensuite nous décrirons les adaptations effectuées afin d’en améliorer les per-
formances sur CPU. Enfin, nous présenterons une méthode d’adaptation de
I'ordre d’interpolation spatiale appliquée aux mailles du maillage dans le but
de réduire le temps de simulation en optimisant ’échantillonnage du domaine
de calcul.

4.1 La bibliothéque OpenCL

OpenCL est une interface de programmation (ou API pour « Application
Programming Interface ») maintenue par le Khronos Group [29], qui gére
aussi le standard graphique OpenGL. Cette API a initialement été créée par
Apple, puis confiée & Khronos en 2008, dans l'espoir qu’elle devienne un
standard. Les différents constructeurs d’accélérateurs (NVidia, AMD, Intel)
ont développé et maintiennent des pilotes permettant d’utiliser OpenCL pour
paralléliser des calculs sur leurs matériels.

Dans Pabstraction OpenCL, le processeur appelé hote (ou « host ») exé-
cute les instructions du programme principal et assure la soumission des
calculs sur les périphériques de calculs ainsi que les taches annexes (pré- et
post-traitement des données, etc.).

4.1.1 Les périphériques OpenCL

Les périphériques de calculs (ou accélérateurs, ou « devices ») exécutent
les calculs paralléles programmés sous forme de fonctions a I'aide d’un lan-
gage dérivé du C. Une telle fonction est appelée noyau (ou « kernel »).
L’exécution d’un kernel par un périphérique ou le transfert de données entre
le périphérique et 1’hote sont appelés des taches. La soumission d’une tache
est effectuée via une file d’attente.

Du point de vue de I’exécution d’'un kernel, le périphérique est vu sous la
forme d’un ensemble d’unités de travail appelées « work-items », rassemblés
en groupes de travail appelés « work-groups ». Un kernel a aussi accés a plu-
sieurs espaces mémoire (figure 4.1). En particulier, tous les work-items d’un
méme work-group ont accés & un espace mémoire partagé réserve.

L’exécution des taches peut étre gérée de plusieurs maniéres : elles peuvent
étre soumises de maniére synchrone ou asynchrone. Dans le cas synchrone,
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les taches sont exécutées dans ’ordre de soumission et le programme hote est
stoppé durant ’exécution d’une tache. Ce mode de soumission est généra-
lement utilisé en phase de développement pour se soustraire des éventuelles
erreurs de synchronisation.

Dans le cas asynchrone, chaque tache est associée & un événement qui
permet de consulter son statut d’exécution : en attente, soumise, en cours
d’exécution ou terminée. Contrairement au mode synchrone, le programme
hote continue son exécution sans interruption jusqu’a rencontrer un point
de synchronisation demandé par 'utilisateur. Afin de garantir le bon enchai-
nement des calculs, ’exécution d’une tache peut étre conditionnée par la
terminaison d’un ensemble de taches a I'aide des événements qui leur sont
associés. Ces dépendances entre les événements sont représentées au moyen
d’un graphe acyclique direct appelé graphe de taches.

FIGURE 4.1 — Schéma d’un périphérique OpenCL présentant des work-items
regroupés en work-groups.

Mémoire locale (ko) Mémoire locale (ko) ... Mémoire locale (ko)
work-group 1 work-group 2 work-group n
k work-items k work-items k work-items

TN Il T B O - O
l l )

Mémoire globale (Go)

4.1.2 La mémoire OpenCL

Dans ’API OpenCL, la mémoire d’un périphérique est constituée de dif-
férentes parties. Par défaut, une variable définie dans un kernel est allouée
dans l'espace privé du work-item (aussi identifiable par le préfixe facultatif
__private). Cette mémoire est allouée pour chaque work-item et demeure
la plus rapide.

Nous disposons aussi d’une mémoire constante (identifiée par le préfixe
__constant). Cette mémoire est d’accés rapide et accessible par tous les
work-items. Les données de cet espace sont définies et allouées lors de la
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compilation des kernels et en lecture seule : leurs valeurs ne peuvent pas étre
changées lors de I'exécution.

Ensuite, chaque work-group a accés une mémoire locale (identifiée par le
préfixe __local). Les accés a cette mémoire cache sont trés rapides, mais
les valeurs qui y sont stockées ne sont accessibles que par les work-items du
work-group et sont perdues a la fin de I’exécution du kernel. La taille de cette
mémoire est petite, de 'ordre de quelques dizaines de kilo-octets, et a pour
but d’y stocker les données temporaires partagées au sein du work-group.

Enfin, un périphérique contient une mémoire globale (identifiée par le
préfixe __global). Celle-ci est de l'ordre de quelques gigaoctets dans le cas
d’un GPU et correspond a la mémoire vive du nceud dans le cas d'un CPU.
Cette mémoire est accessible par tous les work-items exécutant un kernel. Les
lectures et écritures y sont relativement lentes. De plus, I'efficacité des accés
a cette mémoire est conditionnée par leur ordonnancement. La fagon la plus
efficace de procéder est d’y accéder de maniére « coalescente » : c’est a dire
lorsque les work-items dont les numéros se suivent accédent a des données
rangées de maniére contigué et dans le méme ordre.

4.1.3 Les kernels OpenCL

Les sources des kernels peuvent étre dynamiquement construites par le
programme hote et compilées au cours de 'exécution. Ceci nous permet d’y
inclure des constantes qui facilitent leur programmation.

Lors de 'exécution d’un kernel par le périphérique OpenCL, nous avons
aussi accés a des données contextuelles qui permettent de piloter la parallé-
lisation. Nous pouvons par exemple connaitre le numéro du work-group et le
numéro du work-item. Ces données permettent alors de paralléliser les calculs
de la maniére souhaitée.

Le nombre de work-items et la taille des work-groups associés a I’exécution
d’un kernel sont spécifiés lors de la soumission de la tache a la file d’attente.
Tous les work-items exécutent alors le méme kernel en paralléle. Cependant,
dans le cas d'un GPU qui posséde une architecture SIMD (pour « Simple
Instruction, Multiple Data »), contrairement aux CPU qui possédent une ar-
chitecture MIMD (pour « Multiple Instructions, Multiple Data »), les work-
items d'un méme work-group partagent la méme unité d’instructions, c¢’est-
a-dire que les instructions conditionnelles conduisent & I’exécution successive
de toutes les branches et seules les écritures sont désactivées dans les branches
rejetées. Ainsi, nous devons limiter au maximum le nombre de branches pré-
sentes dans les kernels.
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4.2 Implémentation GPU

Initialement, I'implémentation de I'algorithme GD a plus spécifiquement
été adaptée aux GPU. Ce type de périphérique posséde un volume de mémoire
limité. Afin de réduire le volume de données, certains paramétres constants
sont donc calculés lorsque requis. De plus, il est nécessaire d’utiliser les res-
sources de mémoire locale pour y stocker les résultats intermédiaires, mais
aussi certaines données auxquelles 'accés est fréquent.

Remarque 14. Nous présentons dans cette section les kernels optimisés pour
hezaédres. Le solveur posséde aussi les kernels génériques qui permettent d’ef-
fectuer des calculs sur tétraeédres. Ces kernels génériques sont semblables auz
kernels optimisés, mais sans tenir compte des simplifications liées auz pro-
priétés des fonctions de base.

4.2.1 Zones homogénes

Un GPU est composé de plusieurs milliers de work-items travaillant en
paralléle. Afin que leur utilisation soit optimale, 'exécution d’un kernel doit
solliciter tous les work-items disponibles. Ce maximum ne peut pas étre at-
teint avec un kernel traitant une seule ou peu de mailles & la fois. Les mailles
sont donc réparties dans des zones homogénes. Chaque zone contient une
unique géométrie de maille ainsi qu'une méme base d’approximation.

Cette répartition en zones homogénes nous permet de spécifier et simpli-
fier les kernels de calcul afin de limiter au maximum les branches condition-
nelles qui dégradent les performances. Chaque zone de maillage est transfor-
mée en tableaux de données dans la phase de pré-traitement et a destination
des kernels OpenCL. Ainsi, les données géométriques se résument en 3 ta-
bleaux : les coordonnées des noeuds (réels), la définition des mailles par les
indices de leurs sommets (entiers) et la connectivité entre les faces des mailles
voisines (entiers). La transformation géométrique associée a chaque maille,
les coordonnées des points d’interpolation et la valeur des fonctions de base
sont recalculées dés que nécessaires.

Stockage coalescent

Le champ ¢lectromagnétique et sa dérivée en temps sont stockés dans
p + 1 autres tableaux de réels, ou p est généralement 'ordre du schéma
en temps. Il existe des implémentations dites « low storage » de certains
schémas qui permettent de réduire le nombre de tableaux. Les valeurs des
champs sont rangées dans les tableaux de fagon a ce que les accés en mémoire
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soient coalescents comme illustré dans la figure 4.2. Cet ordre est choisi pour
optimiser les accés en mémoire globale du kernel calculant le terme de volume.

FIGURE 4.2 — Ordre de stockage des champs électromagnétiques dans les
tableaux passés aux kernels de calcul. w;”’ représente la k-iéme composante
du champ électromagnétique au j-iéme point d’approximation de la i-iéme
maille.

6 composantes

(d 4 1)2 points

0,0 0,1 0,2 0,0 0,1 0,2 0,0 0,1 0,2
wy wy wy _>'w1 wy wy _>w2 w, w, R g P )
C 1,0 | 1,1 1,2 1,0 | 1,1 1,2 1,0 | 1,1 1,2 B
wy (wy |wg > w; w) w) > w, w, w, e ) E
L =
=
@
( wn
2,0 2,1 2,2 > 2,0 2,1 2,2 > 2,0 2,1 2,2 >
Wo  |Wo  |Wo wyp | W |Wr Wy W2 W2
2 4 .
Géométrie

En pratique, seuls les hexaédres ont été implémentés dans le solveur. Il
est toutefois possible de traiter des maillages composés de tétraédres. Ces
derniers sont alors découpés en hexaédres dans le pré-traitement (figure 4.3).
Toutefois, n'importe quel type de géométrie pourrait étre implémenté dans
le solveur & condition d’étre en mesure de fournir les fonctions géométriques
associées ainsi qu’'un espace d’approximation. Les hexaédres ont été choisis
pour leur propriétés qui nous permettent d’optimiser et paralléliser le code
de maniére plus aisée.

Les kernels de calcul sont alors appliqués zone par zone dans 'ordre sui-
vant pour déterminer la dérivée en temps du champ électromagnétique :

— terme de volume (3.2.2);

— terme de flux (3.2.3);

— terme de masse (3.2.1).
Dans la plupart des schémas temporels, la mise-a-jour des champs est effec-
tuée avec une étape de type Euler. Le graphe des taches du schéma couplé
GD-RK2 est donné dans la figure 4.4.
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FIGURE 4.3 — Découpage classique d'un tétraédre en 4 hexaédres. Les som-
mets des hexaédres sont les sommets du tétraédre ainsi que les centres de
gravité de ses arétes, de ses faces et de ses sommets.

4.2.2 Etape de type Euler

La mise-a-jour des champs est effectuée avec une étape de type Euler dont
la parallélisation est aisée. En effet, chaque valeur du tableau des dérivées en
temps est utilisée pour mettre a jour la valeur du champ située a la méme
position dans un autre tableau ordonné a 'identique.

Ce kernel (figure 4.5) n’utilise aucune donnée géométrique ou d’interpo-
lation, nous pouvons donc associer un work-item & chaque composante du
champ sans tenir compte de la répartition en zones. Ainsi, chacun effectue le
calcul pour la composante qui lui est associée.

Enfin, les lectures et écritures en mémoire sont coalescentes dans ce cas
et I'utilisation de la mémoire locale s’avére inutile puisque aucun calcul in-
termédiaire n’est effectué.

4.2.3 Kernel du terme de masse

L’intégrale (3.28) qui représente le terme de masse est calculée par un
kernel parallélisé sur un nombre de work-items égal au nombre de points
d’approximation présents dans le maillage. Les points d’approximation d’une
méme maille sont regroupés dans un work-group. Nous notons iy, € [0; N—1]
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FIGURE 4.4 — Graphe des taches d'un demi pas de temps du schéma couplé
GD-RK2 pour deux zones homogénes.
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Interface Interface
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Etape d’Euler

Fin du demi
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le numéro du work-group courant et i € [0; (d+1)* — 1] le numéro du work-
item courant dans son work-group.

Dans un premier temps, chaque work-item lit en mémoire globale les co-
ordonnées des nceuds de la maille & laquelle il est associé. Ensuite, chaque
work-item calcule le poids d’intégration w; de la fonction de base @/3, associée
au point d’approximation g; et le jacobien de la transformation géométrique
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FIGURE 4.5 — Kernel de calcul de I’étape Euler.

__kernel void euler (double dt,
__global const doublex Wn,
__global const doublex dtWn,
__global doublex Wnpl) {
// Numero du work—item
const int i = get global id(0);

// Mise a jour
Wnpl[i] = Wn[i] + dt * dtWn]i];

en ce méme point. Enfin, la dérivée en temps des champs au point d’approxi-
mation g; est mise-a-jour en mémoire globale en la divisant par le produit
wijac (1) (i)-

Dans ce kernel, le regroupement des work-items par maille est unique-
ment utilisé pour récupérer les nceuds de la maille.

4.2.4 Kernel du terme de volume

L’intégrale (3.31) qui représente le terme de volume est calculée par un
kernel parallélisé sur un nombre de work-items égal au nombre de fonctions
de base définies sur la zone considérée. Les fonctions de base a support sur
une méme maille sont regroupées dans un work-group. Cette répartition est
équivalente & celle utilisée pour le terme de masse. Nous notons iy, € [0; N —
1] le numéro du work-group courant et i € [0; (d + 1)* — 1] le numéro du
work-item courant dans son work-group.

Dans un premier temps, chaque work-item lit en mémoire globale les
coordonnées des nocuds de la maille a laquelle il est associé. Cette étape est
nécessaire et requiert plusieurs lectures en mémoire non coalescentes car le
maillage est généralement non structuré. Ensuite, les champs de la maille
17, sont lus et stockés en mémoire locale. Cette lecture est faite de maniére
paralléle : chaque work-item lit les champs du point d’approximation qui lui
est associé. La coalescence des données lues est assurée par 'ordre de stockage
des champs illustré par la figure 4.2. Aprés le chargement des champs en
mémoire locale, une synchronisation locale est nécessaire.

Nous calculons alors I'intégrale (3.31) sur les mailles hexaédriques en ti-
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rant parti de la propriété vérifiée par le gradient des fonctions de base expo-
sée dans la section 3.2.2. Pour un work-item d’indice ¢, nous évaluons cette
intégrale en ne considérant que les points alignés avec le point d’indice 1.
Observons alors les termes de cette somme :

~

ZWJF (wL,j,wLJ,com (72) @Qbi(gj)) - (4.1)

Les termes demandant le plus de calcul sont le flux F' et la comatrice
com (77). Le flux dépend des deux indices ¢ et j, alors que la comatrice ne
dépend que de l'indice 7. Nous pouvons aussi rappeler que le gradient @zﬂz
s’annule en tout point d’approximation non aligné avec g;. Nous parallélisons
ce calcul en attribuant a un work-item le calcul des termes pour un indice ¢
fixé (fonctions de base) afin d’éviter les écritures concurrentes qu’il faudrait
gérer en parallélisant par rapport a I'indice j (points d’approximation). Pour
cela, nous considérons le multi-indice (pg, p1, p2) tel que i = pg+ (d+ 1)(p1 +
(d+1)p,). Les indices des poins alignés avec g; dans une direction sont obtenus
en faisant varier la composante du multi-indice de cette direction.

Soit Ry l'application qui a un entier associe le reste de la division eu-
clidienne de cet entier par d + 1. Nous pouvons alors définir les 3 fonctions
d’indices :

io(a) = Ra(po + @) + (d + 1)(p1 + (d + 1)p2),
i1(a) = po + (d+ 1)(Ra(pr + ) + (d + 1)pa), (4.2)
i2() = po + (d+1)(p1 + (d + 1) Ra(p2 + o).

pour « variant dans l'intervalle [0; d].

Chaque work-item (fonction de base) ajoute les contributions qu’il calcule
a un tableau privé contenant la dérivée en temps au point d’approximation
associé. Enfin, la dérivée en temps est mise-a-jour en mémoire globale par
des accés coalescents.

Le calcul du terme de volume est trés bien adapté a la parallélisation et
I’algorithme décrit ci-dessus est donné en pseudo-code dans la figure 4.6.

Remarque 15. Les champs en mémoire globale sont stockés de facon a ce
que les accés soient coalescents. Ce rangement des données est nécessaire afin
d’assurer Uefficacité des lectures et écritures.

Remarque 16. L’utilisation de la mémoire locale est impérative. Dans le
cas contraire, un grand nombre d’acceés non coalescents a la mémoire globale
seraient effectués, dégradant fortement les performances.

Remarque 17. Le chargement en mémoire locale s’effectue en paralléle :
chaque work-item charge les champs qui lui sont associés. Apreés le charge-
ment en mémoire locale, les work-items sont synchronisés, ce qui assure que
toutes les données utiles pour la suite du calcul sont disponibles.
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FIGURE 4.6 — Algorithme paralléle du calcul du terme de volume.

iel // indice du work—group (de [’ element)
i // indice du work—item (de la fonction de base)
S // sommets de 1 ’element

// Copie des champs de [’ element en memoire locale

local _Wn[i] = global WnJiel |[1i]
Synchronisation locale

// Initialisation de la derivee des champs
dtWn = 0

for (dir = 0; dir < 3; ++dir) { // directions
for (a = 0; a<d+ 1; ++a) { // alignement
// Calcul de [’indice j
i =i dir(a)

// Donnees d’interpolation (utilise S)
g j // point d’integration j
w_j // poids d’integration j

// Calcul de la comatrice
// de la transformation (utilise S et g_j)
codtau = comatrice au point j

// Calcul du gradient
gradpsi = gradient i au point j

// Ajout des contributions en memoire locale
dtWn += w_j *
F(local _Wn[j]|, local_Wn[j], codtau x gradpsi)
}
}

// Mise a jour en memoire globale
global dtWn[iel |[i] += dtWn
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Remarque 18. Au cours de la boucle sur les points j, nous ne calculons pas
toutes les composantes du gradient de la fonction de base. En effet, puisque ¢
est différent de j, seule la composante correspondant a la direction d’aligne-
ment de i et j est non nulle.

Remarque 19. Dans le cas des mailles non hexaédriques, la propriété de
nullité du gradient des fonctions de base ne s’applique pas et tous les termes
de la somme approximant le terme de volume doivent étre calculés dans les
3 directions de l’élément de référence.

4.2.5 Kernels du terme de flux

Le terme de flux représente les échanges aux interfaces entre les mailles
d’une méme zone homogéne. Le raccord entre ces mailles est conforme et
leurs ordres d’interpolation sont identiques.

Rappelons la formule d’approximation du terme de flux entre deux mailles
homogeénes (3.40) :

W) Li(G (1) F (WL () WRLfr o p(x(£)) COM (T7) 7)) . (4.3)

Cette intégrale est calculée en trois étapes. La premiére étape consiste en
I'extrapolation des champs du volume sur les faces de chaque maille. Ensuite,
les flux sont calculés & partir des champs extraits dans la seconde étape, puis
appliqués a la dérivée en temps dans la derniére étape. Chacune de ces étapes
est effectuée par un kernel distinct.

Extrapolation des champs

L’extrapolation est parallélisée sur un nombre de work-groups égal au
nombre de mailles présentes dans la zone considérée. Chaque work-group est
composé d’autant de work-items qu’il y a de points d’approximation sur les
faces d’une maille. Nous notons i, € [0; N — 1] le numéro du work-group
courant et 7, le numéro du work-item courant dans son work-group. L’indice
de la face f € [0; 5] associé a chaque work-item ainsi que l'indice du point
d’approximation iy € [0; (d+1)* — 1] sur cette face sont calculés & partir de
I'indice 7, du work-item tels que :

iy =i+ f(d+1)% (4.4)

Dans un premier temps, les work-items se partagent la lecture en mémoire
globale des champs de la maille iy et les stockent en mémoire locale. Cette
étape est effectuée comme dans le calcul des termes de volume, par les (d+1)>?
premiers work-items.
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Remarque 20. Jusqu’a ['ordre d’interpolation 5 y compris, le nombre de
points de faces d’une maille est supérieur (ou égal) au nombre de points
volumiques. En effet, lorsque d =5, 6(d+1)? = (d+1)3. Au-dessous, certains
work-items restent inactifs au cours de cette étape. Au-dela, certaines données
ne sont pas chargées en mémoire locale, mais en pratique nous n’utilisons
jamais d’interpolation d’ordre supérieur a 5.

Chaque work-item calcule alors la valeur des champs provenant de la
maille sur le point de face qui lui est associé. Pour cela nous commencons
par calculer les coordonnées du point de face 7, dans ’élément de référence.
Ensuite, nous ajoutons les contributions des fonctions de base en ce point.
Dans notre cas de mailles hexaédriques, seules les fonctions de base associées
aux points d’approximation alignés avec le point de face considéré sont non
nulles en ce point (proposition 9). Ainsi, seules d + 1 contributions sont a
prendre en compte, contre celles de toutes les fonctions de base de la maille
dans le cas non hexaédrique.

Ces champs extrapolés sont ensuite stockés de facon coalescente en mé-
moire globale & destination du kernel chargé de calculer le flux. L’algorithme
décrit ci-dessus est donné en pseudo-code dans la figure 4.7.

Calcul des flux

Le calcul des flux est parallélisé de la méme facon que I'extrapolation des
champs : un nombre de work-groups égal au nombre de mailles présentes dans
la zone considérée et autant de work-items qu’il y a de points d’approximation
sur les faces d’une maille. Nous notons 77, le numéro du work-group courant
et 7, le numéro du work-item courant dans son work-group. L’indice de la
face f ainsi que l'indice du point d’approximation ¢; sont calculés comme
précédemment (4.4).

Dans un premier temps, chaque work-item lit en mémoire globale les
coordonnées des nceuds de la maille & laquelle il est associé. Comme pour
le kernel de volume, cette étape est nécessaire et requiert plusieurs lectures
en mémoire non coalescentes car le maillage est généralement non structuré.
Les work-items chargent aussi en mémoire locale les champs extraits dans
le kernel d’extrapolation au point de face associé. Cette lecture est faite en
acceés coalescent.

Ensuite, lorsque le flux numérique classique s’applique (1.41), en I'absence
de modeéle de surface spécifique (chapitre 2), nous chargeons les champs de
face extraits de la maille voisine R. Pour cela nous calculons I'indice du point
de face de la maille R correspondant au point courant de la maille L grace aux
données de connectivité des mailles et en tenant compte des orientations des
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FIGURE 4.7 — Algorithme paralléle de Iextrapolation des champs dans le
calcul du terme de flux.

iel // indice du work—group (de [’ element)
ib // indice du work—item (du point de bord)

f —ib / (d + 1)°2 // indice de face
i=1ib % (d + 1)°2 // indice du point sur la face

// Copie des champs de [’ element en memoire locale
if (ib < (d + 1)73)
local _Wn[ib]| = global Wn/Jiel |[ib]

Synchronisation locale

// Calcul des coordonnees du point de reference
g~ {f,i} // point i sur face f

// Initialisation de la wvaleur des champs

face. Wn = 0

dir // direction normale a la face f

for (a = 0; a <d + 1; ++a) { // alignement
// Calcul de [ ’7indice de la fonction de base
i = i_dir(a)

// Extrapolation
face_Wn +— psi_j(g"_{f,i}) * local_Wu[j]
}

// Stockage en memoire globale
global face Wn|iel|[ib]| = face_ Wn

faces. Cette lecture est généralement faite en accés non-coalescent, compte
tenu de la structure du maillage.

Pour terminer cette étape, chaque work-item calcule le flux numérique
au point qui lui est associé. Nous devons pour cela calculer les coordonnées
physiques du point d’intégration ainsi que la normale en ce point. Les coor-
données physiques ne servent que pour certains flux spécifiques, mais elles
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sont nécessaires pour le calcul de la normale.

Ces flux sont ensuite stockés en mémoire globale de facon coalescente
a destination du kernel chargé d’ajouter leur contribution au tableau de la
dérivée temporelle de la solution. L’algorithme décrit ci-dessus est donné en
pseudo-code dans la figure 4.8.

Application a la dérivée

Ce kernel est parallélisé de la méme fagon que le kernel de volume : un
nombre de work-groups égal au nombre de mailles présentes dans la zone
considérée et autant de work-items qu’il y a de fonctions de base définies sur
la maille considérée. Nous notons iy, le numéro du work-group courant et ¢ le
numéro du work-item courant dans son work-group.

Dans un premier temps, les work-items se partagent la lecture en mémoire
globale des flux calculés sur les faces de la maille ¢, et les stockent en mémoire
locale. Comme précisé dans la remarque 20, le nombre de points de volume
(ou de fonctions de base) est généralement inférieur au nombre de points de
faces. Une boucle optimisée a donc été implémentée afin de charger ces flux
en réduisant l'inactivité de certains work-items : a chaque itération, (d + 1)3
valeurs sont copiées en acceés coalescent. A 'ordre 0, 6 itération sont néces-
saires; a l'ordre 1, 3 itérations sont nécessaires ; aux ordres 2 a 4, 2 itérations
sont nécessaires; et aux ordres supérieurs a 5, une seule itération est néces-
saire. Apreés le chargement des flux en mémoire locale, une synchronisation
locale doit étre effectuée.

Ensuite, chaque work-item ¢ calcule I'intégrale (3.40) pour chaque face de
la maille. En appliquant la propriété 9, ce calcul ne nécessite que la contribu-
tion d’un flux par face : pour une face f donnée, le seul flux utilisé est celui
associé au point de face sur lequel le point de volume est projeté. Chaque
work-item (fonction de base) ajoute les contributions qu’il calcule & un ta-
bleau privé contenant la dérivée en temps au point d’approximation associé.

Enfin, la dérivée en temps est mise-a-jour en mémoire globale par des ac-
cés coalescents. L’algorithme décrit ci-dessus est donné en pseudo-code dans
la figure 4.9.

4.2.6 Kernels du terme d’interface

Le terme d’interface représente les échanges entre les mailles de 2 zones
homogénes distinctes. Le raccord entre ces mailles n’est pas nécessairement
conforme ou leurs ordres d’interpolation sont distincts. Dans ce cas, les points
d’interpolation des faces ne coincident pas.
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FIGURE 4.8 — Algorithme paralléle du calcul du flux.

iel // indice du work—group (de [’ element)
ib // indice du work—item (du point de bord)
S // sommets de l’element

t // temps physique courant

f =1ib / (d + 1)°2 // indice de face
i=1ib % (d + 1)°2 // indice du point sur la face

// Copie des champs du point de face
WL — global face_Wn/|iel |[ib]

// Copie des champs du point de face wvoisin

jel // indice de la maille voisine

it (jel) {
jb // indice du point wvoisin (utilise jel, i et f)
WR = global face Wn|[jel |[jb]

}

// Donnees d’interpolation (utilise S, i et f)
g i // point d’integration i

w_ i // poids d’integration i

n i // normale au point i

// Initialisation de la valeur du fluz
face flux = 0

// Calcul du flux (utilise aussi g i et t en fonction

// du type de flux)
face flux = F(WL, WR, n_i)

// Stockage en memoire globale
// Application directe du poids d’integration
global face flux[iel][ib] = face flux % w_i

Nous identifions alors le coté le plus finement discrétisé spatialement 21,
supposons qu’il s’agit du coté gauche. Les points d’interpolation de face des
mailles de gauche situés sur 'interface servent de points d’extrapolation des
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FIGURE 4.9 — Algorithme paralléle de I'application des flux & la dérivée
temporelle.

iel // indice du work—group (de [’ element)
i // indice du work—item (de la fonction de base)

// Copie des flux ponderes en memoire locale
// Boucle optimisee
j_max = ceil (6 * (d + 1)°2 / (d + 1)°3)
for (j = 0; j < j_max; ++j) {

ib =1 +j % (d+ 1)"3 // point de face

if (ib < 6 % (d + 1)°2)

face flux|ib] = global face flux[iel][ib]

}

Synchronisation locale

// Initialisation de la derivee des champs

dtWn = 0

for (f = 0; £ < 6; ++f) { // faces
j // indice du point de face aligne
jb = j + f x (d + 1)°2 // indice du point de bord

// Calcul des coordonnees du point de reference

g~ {f,j} // point j sur face f

// Application du flur pondere
dtWn — psi_i(g~ {f,j}) = face flux|[jb]
}

// Mise a jour en memoire globale
global dtWn[iel |[i] += dtWn

champs. Ainsi, sur une maille L du c6té gauche, le comportement des kernels
est identique & un simple terme de flux homogeéne (section 4.2.5).

Du c6té droit, sur une maille R, puisque les points d’extrapolation (ou
d’interface) ne sont pas les projetés des points de volume, Pextrapolation
et I'application des flux ne bénéficient pas des simplifications apportées par
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les propriétés des fonctions de base. Ainsi, 'extrapolation des champs sur
les points d’interface nécessite de calculer la somme compléte (3.41) pour les
(d+1)3 fonctions de base (contre d+1 dans le cas conforme). Les coordonnées
des points d’interface dans I’élément de référence associé a la maille R doivent
étre calculées en approchant la réciproque de la transformation 7z par la
méthode de Newton, appliquée au point d’interface physique. De plus, le flux
calculé en chaque point d’interface de la maille R doit ajouter sa contribution
a la dérivée temporelle pour les (d + 1)® fonctions de base (1a encore contre
d + 1 dans le cas conforme).

Remarque 21. En pratique, nous utilisons des maillages a connectivité
conforme et n‘avons que 2 cas de figure a traiter dans le solveur :

— raccord de face conforme et ordre d’interpolation distinct ;

— raccord 1/6 en bord de domaine (figure 4.10).

Dans le premier cas, nous extrapolons les champs sur les points de face
du coté d’ordre le plus élevé. Ce choix est stratégiquement le meilleur dans le
but de diminuer la quantité de calculs et d’améliorer la précision. En effet,
nous bénéficions ainsi des simplifications lies aux propriétés des fonctions
de base du coté le plus coiteux.

Le second cas se présente lors de 'ajout de couches PML (section 2.1.5)
autour d’un maillage en tétraédres découpés (figure 4.3). Nous obtenons alors
un raccord d’une face contre 6 a cette interface. Nous extrapolons alors les

champs sur les points de face du coté le plus raffiné : le coté interne, non
PML.

4.2.7 Parallélisation MPI

L’architecture classique des (super)calculateurs possédant des GPU est
d’associer un GPU a chaque nceud de calcul. Dans le cas des CPU (section
4.3), chaque périphérique est par nature un nceud de calcul. Chaque nceud
de calcul posséde son propre espace mémoire. Ainsi, afin de paralléliser les
calculs sur plusieurs périphériques OpenCL, nous utilisons une bibliothéque
MPT [11]. Celle-ci permet de réaliser des calculs sur des machines 4 mémoire
distribuée. Plusieurs processus sont lancés en paralléle. Chaque processus
posséde son propre espace mémoire. Les différents processus communiquent
alors entre eux par un systéme de messages.

Cette bibliothéque permet aussi d’effectuer des calculs sur une machine a
mémoire partagée. Par exemple, les machines de calcul possédées par Axes-
Sim qui associent plusieurs GPU & un unique nceud de calcul. Dans ce cas, la
mémoire de la machine doit étre suffisament grande pour accueillir tous les
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FIGURE 4.10 — Schéma représentant le raccord 1/6 entre les couches de PML
adjointes et le maillage initial en tétraédres découpés (figure 4.3). Les faces
des tétraedres découpés sont représentées en bleu et en rouge.

Interface

Domaine interne Domaine PML
(6 hexaédres) (1 hexaédre)

processus, car, méme si ces derniers sont hébergés dans le méme espace mé-
moire, chacun gére sa propre copie de la mémoire allouée par le programme
au cours du pré-traitement.

Pour paralléliser les calculs sur plusieurs périphériques, le maillage global
est réparti de maniére équilibrée entre les différents processus MPI. Cette
subdivision du maillage est effectuée a ’aide de la bibliothéque de parti-
tionnement metis [13]. Chaque processus utilise un périphérique OpenCL
différent pour effectuer les calculs sur le sous-domaine qui lui a été associé.

Les communications sont effectuées aux interfaces entre les sous-domaines,
lors du calcul du terme de flux. Une telle interface est appelée « interface
MPI ». Le calcul du flux nécessite la connaissance des champs provenant des
mailles voisines. Si la maille voisine est traitée par un processus différent,
I'information doit étre récupérée au préalable.

Pour réduire le volume des données communiquées, chaque processus ef-
fectue I'extrapolation des champs de son coté de I'interface MPI. Ceci permet
de diviser le nombre de données échangées par d+ 1 contrairement a une mé-
thode qui consisterait a échanger les données volumiques des mailles voisines
de l'interface. De plus, nous sommes assurés que les données a échanger sont
stockées de maniére contigué dans un unique tableau.

Une fois les champs extraits des deux cotés, les processus partageant une
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interface MPT s’échangent ces données afin de calculer le flux. Cet échange
de données est effectué de maniére asynchrone a 'aide de threads dédiés
(figure 4.11). Pour chaque interface MPI et a chaque calcul du terme de
flux, deux threads sont générés (un par processus) : le processus noté P,
respectivement P, transfére les données extraites du périphérique de calcul a
I'hote et les échange (envoie, réception) avec le processus Pj, respectivement
Py, puis transfére les données recues de I’hdte au périphérique de calcul.
Ensuite, chaque domaine effectue le calcul et I'application du flux.

FIGURE 4.11 — Schéma représentant une interface MPI.

Interface MPI

Transfert
Domaine F, Py > P Domaine P;
—_— »> <
1y > -l
oy > -
N > -
1y = <l
Extrapolation

sur les faces

Comme nous ’avons précisé dans la section 4.1.1, la soumission et I’or-
donnancement des taches sont gérés par un graphe des taches. Ce graphe
des taches utilise les événements de I’API OpenCL pour contréler 'ordre des
taches. Afin d’intégrer un thread de communication MPI dans le graphe des
taches, son exécution est conditionnée par la complétion d’une liste d’évé-
nements OpenCL (ceux associés aux kernels d’extrapolation) et un nouvel
événement OpenCL est généré a sa soumission. Ce nouvel événement est mar-
qué comme étant terminé & la fin du thread de communication MPI. C’est
aussi cet événement qui conditionnera ’exécution du kernel de calcul du flux
d’interface MPI.

Le partitionnement du maillage effectué dans le but de diviser le probléme
simulé sur plusieurs périphériques de calcul génére des interfaces supplémen-
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taires qui augmentent le coiit de calcul de la simulation. Ce surcotit diminue
Pefficacité du solveur qui doit étre étudiée dans le but de valider I'implémen-
tation MPL. Nous étudions l'efficacité MPI (ou scalabilité) dans la section 7.4.

4.3 Adaptations CPU

Les kernels optimisés pour GPU présentés dans la section 4.2 fonctionnent
aussi sur CPU mais ne sont pas optimisés pour ces derniers. La différence
d’architecture — SIMD pour les GPU wversus MIMD pour les CPU — im-
plique une différence de performances pour un méme kernel.

Les axes d’optimisation sont documentés par les constructeurs des CPU
(Intel [10], AMD [1]). Afin d’améliorer les performances d’un kernel sur CPU,
les points suivants sont a respecter :

— n’utiliser que la mémoire globale ;

— augmenter la sérialisation des traitements ;

— préférer stocker les résultats récurrents;

— solliciter les unités de calcul vectoriel.

Nous présentons dans la suite les gains de performance constatés suite a
lapplication de ces différentes étapes [72|. Les accélérations présentées ont
été obtenues & 'ordre d’interpolation spatiale d = 2.

Le cas d’application utilisé est la propagation d’une onde plane dans
une grille réguliére (section 7.1). Nous procédons a quelques itérations sur
un maillage cube de 90 mailles par coté. Les périphériques utilisés pour ces
résultats sont un CPU Intel Core i7-920 et un GPU NVidia GeForce GTX
460. Initialement, ce CPU est 15.97 fois plus lent que ce GPU lorsque nous
utilisons les mémes kernels (optimisés pour GPU). La répartition en temps
de calcul des différents kernels GPU est présentée dans le tableau 4.12.

FIGURE 4.12 — Comparaison de la répartition en temps de calcul sur CPU
Intel Core i7-920 et GPU NVidia GeForce GTX 460 des principaux kernels
de calcul optimisés pour GPU (avant spécialisation pour CPU).

| [GPU [ CPU |

Temps total (s) | 17.49 | 279.38
Volume (%) | 23.47 | 47.57
Flux (%) | 68.75 | 48.71
Masse (%) 5.17 | 2.58
Euler (%) 1.88 | 0.81
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Etant déja en possession de kernels optimisés GPU, I'objectif de ces tra-
vaux a été de les optimiser au mieux a destination des CPU, tout en conser-
vant leur essence. Cette approche nous a permis d’obtenir de bonnes perfor-
mances, tout en limitant le cott de développement.

4.3.1 Suppression de 'utilisation de la mémoire locale

Pour les CPU, la mémoire locale est généralement de nature identique a
la mémoire globale, dans les deux cas il s’agit de la mémoire vive du noeud.
Cette information est donnée par l'identifiant CL_DEVICE_LOCAL_MEM_TYPE
dans I’'API OpenCL. Contrairement aux GPU pour lesquels le temps d’accés
a la mémoire locale est bien plus rapide que le temps d’accés a la mémoire
globale, dans le cas du CPU ce temps est identique.

Nous avons modifié les kernels du terme de volume 4.2.4 et de flux 4.2.5
afin qu’ils ne chargent plus les champs de la maille considérée en mémoire
locale, les kernels du terme de masse et [’étape d’Euler n’utilisant pas la
mémoire locale. Les champs sont alors directement lus en mémoire globale
dés que utilisés dans les calculs.

Puisque la mémoire locale n’est plus utilisée, nous ne renseignons plus la
taille des work-groups a I'exécution de ces kernels. Ce choix est laissé & ’API
OpenCL qui regroupe les work-groups au mieux en fonction du périphérique
cible (comportement par défaut). Nous retrouvons I'indice de la maille et de
la fonction de base a traiter a l'aide d’une division euclidienne de 'indice
global du work-item.

Suite & ces modifications (et d’autres simplifications qui en découlent),
nous avons constaté un facteur d’accélération de 2.39 pour le kernel du terme
de volume.

4.3.2 Sérialisation

L’objectif d’un CPU est la polyvalence. Chaque cceur de calcul fonctionne
indépendamment avec ses propres unités d’instruction dans le but d’exécuter
des traitements distincts en paralléle (c’est le principe du « multitasking »).
Il n’est donc pas nécessaire de paralléliser le code & I’échelle de 'instruction,
au contraire, I’augmentation de la sérialisation au sein d’un kernel accorde
plus de liberté aux cceurs de calcul et produit de meilleures performances.
Cette approche permet aussi de bénéficier de I'effet de cache dans ’accés aux
données.
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Nous avons modifié le kernel du terme de volume 4.2.4 afin que chaque
work-item traite, non plus une fonction de base, mais I’ensemble des fonctions
de base d’une maille. Pour cela il a suffi d’ajouter une boucle sur les fonctions
de base englobant le traitement déja codé dans le kernel. Le nombre de work-
items passe donc de N(d+1)* a N.

Nous avons aussi modifié les kernels du terme de flux 4.2.5 afin que chaque
work-item traite, non plus un point de face, mais I’ensemble des points d’une
face dans le cas des étapes d’extrapolation et de calcul du flux. L’application
des flux a été adaptée comme le kernel de volume. De plus, les deux premiéres
étapes (extraction des champs et calcul du flux numérique) ont été regroupées
en un seul kernel et les flux sont calculés une seule fois par interface entre
mailles, contre un calcul de flux de chaque c6té de 'interface dans le cas du
kernel optimisé pour GPU. Le nombre de work-items passe donc de 6N (d+1)?
a 3N, dans le cas de ce kernel fusionné. L’exécution d’un seul kernel donne de
meilleures performances. Ce choix revient a supprimer une synchronisation
globale des work-items.

Suite a ces modifications, nous avons constaté un facteur d’accélération
de 1.40 pour le kernel du terme de volume. Dans le cas des kernels du terme
de flux, la combinaison de la suppression de I'utilisation de la mémoire locale
et de la sérialisation des traitements a mené a une accélération de 2.24.

4.3.3 Stockage des données récurrentes

Dans I'implémentation GPU, compte tenu de la lenteur des accés mé-
moire par rapport a la vitesse de calcul et de I'espace mémoire limité, nous
avons fait le choix de calculer a chaque itération un certain nombre de don-
nées constantes, propres a chaque maille, dont notamment : le gradient des
fonctions de base qui intervient dans le lux numérique du terme de volume
et la valeur de la normale aux faces qui intervient dans le flux numérique du
terme de flux.

En comparaison, la taille mémoire associée aux CPU d’une machine de
calcul est colossale : généralement de 64 4 256 Go contre 8 & 16 Go de mémoire
sur un GPU concu pour le calcul. Ces données constantes, récurrentes et
propres a chaque maille sont donc pré-calculées puis passées en argument aux
kernels, comme pour les tableaux des champs, des nceuds, de connectivité,
ete..

Suite a ces modifications, nous avons constaté des facteurs d’accélération
de 4.45 pour le kernel du terme de volume et 1.3 pour les kernels du terme
de flux avec une augmentation de la taille mémoire de 57 %.
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4.3.4 Unités de calcul vectoriel

Une action supplémentaire pour améliorer les performances sur CPU est
I'utilisation des unités de calcul vectoriel SSE (pour « Streaming SIMD FEi-
tensions) ou AVX (pour « Advanced Vector Extensions ») lorsqu’ils en sont
pourvus. Ce sont des architectures pour lesquelles les registres sont de plus
grande taille, pouvant ainsi stocker plusieurs valeurs a traiter en paralléle.
Dans le cas AVX-512 (derniére génération, avec registres de 512 bits), il est
possible de traiter simultanément jusqu’a 16 opérations de nombres réels en
simple précision et 8 en double précision. Ces valeurs correspondent aussi au
facteur d’accélération théorique lié a 'utilisation de ces capatités vectorielles
du CPU.

Cependant, la complexité algorithmique de la méthode GD rend cette
adaptation trés difficile. Pour étre pleinement efficace, les données devraient
étre ordonnées sous forme de vecteurs en mémoire vive afin que les kernels
puissent directement appliquer le masque du type vectoriel (par exemple
float4 pour un vecteur de 4 réels simple précision). Ensuite, tous les ker-
nels doivent traiter les données sous forme vectorielle (ou étre adaptés pour
extraire les données des vecteurs), ce qui implique de devoir adapter tout le
code de calcul avant de pouvoir valider les développements et constater une
accélération.

4.3.5 Bilan du gain de performances

Finalement, nous avons constaté une accélération d’un facteur 5.52 sur le
cas d’application décrit plus haut. Le GPU NVidia GeForce GTX 460 que
nous avons utilisé, avec les kernels optimisés pour GPU, n’est donc plus que
2.90 fois plus rapide que le CPU Intel Core i7-920 utilisé avec les kernels
optimisés pour CPU. La répartition en temps de calcul des différents kernels
aprés optimisations est présentée dans le tableau 4.13.

Ces résultats sont dépendants des périphériques utilisés. En effet, dans le
cas d’une comparaison entre un CPU Intel Core i7-5820K et un GPU NVidia
GeForce GTX 1070 sur 100 itérations du cas d’application 7.2, le facteur
d’accélération constaté sur ce CPU avec l'utilisation des kernels optimisés
CPU n’est que de 2.76. De plus, ce GPU reste 10 fois plus rapide que ce
CPU, chacun utilisé avec les kernels optimisés pour son architecture. La ré-
partition en temps de calcul des différents kernels pour ces périphériques est
présentée dans le tableau 4.14.
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FIGURE 4.13 — Comparaison de la répartition en temps de calcul sur CPU
Intel Core i7-920 et GPU NVidia GeForce GTX 460 des principaux kernels
de calcul optimisés pour ’architecture cible.

| | GPU | CPU |

Temps total (s) | 17.49 | 50.63
Volume (%) | 23.47 | 12.90
Flux (%) | 68.75 | 70.94
Masse (%) 5.17 | 9.69
Euler (%) | 1.88 | 4.47

FIGURE 4.14 — Comparaison de la répartition en temps de calcul sur CPU In-
tel Core i7-5820K et GPU NVidia GeForce GTX 1070 des principaux kernels
de calcul optimisés pour ’architecture cible.

| [ GPU [ CPU |

Temps total (s) | 2.02 | 20.4
Volume (%) | 10.34 | 10.37
Flux (%) | 65.42 | 63.88
Masse (%) 7.26 | 6.96
Euler (%) 7.63 | 11.67

4.4 Ordre d’interpolation adaptatif

Une autre amélioration apportée au solveur est ce que nous appelons
I'ordre d’interpolation adaptatif.

Lorsque nous procédons au maillage du domaine de calcul, les contrainntes
géométriques peuvent générer de petites mailles. Ces petites mailles, sous
contrainte d’une condition CFL de stabilité, induisent une réduction signifi-
cative du pas de temps de la simulation, rallongeant ainsi le temps de simu-
lation. Afin de limiter 'impact des petites mailles sur le temps de simulation,
nous adaptons leur ordre d’interpolation. En réduisant ’ordre, nous augmen-
tons la distance entre les points d’interpolation et par conséquent le pas de
temps.

Au cours de la phase de maillage, nous utilisons la régle empirique du
& Amin sur 10 » pour déterminer la distance entre deux points d’interpola-
tion, et par extension la longueur des arétes des mailles. Le paramétre A,
représente la longueur d’onde de la fréquence maximale f,., simulée. Nous
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avons :
v 1
fmax fmax \/ gu’

avec v la vitesse de propagation dans le milieu considéré. Dans le cas des
hexaédres, la longueur approximative des arétes [y passée au mailleur est
donc donnée par :

)\min =

(4.5)

/\min vd
lg = d= )
10 10 finax
Dans le cas de maillages en tétraédres, puisque chaque aréte de tétraedre est
coupée en son milieu dans le but de former les hexaédres (figure 4.3), nous

retiendrons la formule suivante :

(4.6)

2ud
1Ofmax ‘

Remarque 22. En général, du point de vue de la stabilité, le choix de taille
d’aréte (4.7) dans la phase de maillage en tétraédres est plus contraignant
que la régle du « Amin sur 10 ». En effet, les arétes des hexaédres issues du
découpage (figure 4.3) et intérieures aux tétraédres sont de taille inférieure a
celle donnée par la formule (4.6).

Ip = 20y = (4.7)

Ce sont aussi ces formules que nous utilisons pour appliquer la régle de
lordre adaptatif suivante : si la plus petite aréte d’une maille d’ordre d
vérifie la régle du « Ay, sur 10 » donnée par la formule (4.6) avec un ordre
d’interpolation d' inférieur & d, alors nous appliquons l'ordre d’ & la maille.

Cette adaptation de 'ordre peut aussi étre utilisée dans le but d’améliorer
la précision dans d’éventuelles zones sous-maillées. Lorsqu’une maille est trop
grande, il peut en résulter une perte d’information dans les hautes fréquences,
proches de f.x. Nous appliquons alors la régle suivante : tant que la plus
grande aréte d’une maille d’ordre d ne vérifie pas la régle du « A, sur 2 »
(théoréme de Shannon), nous incrémentons son ordre.

Toutefois, en présence d’une antenne dans le domaine simulé, il est fré-
quent que celle-ci soit modélisée par les plus petites mailles du maillage.
Pour ne pas dénaturer la source du rayonnement, nous choisissons de ne pas
réduire 'ordre d’interpolation & 0. La méthode GD d’ordre 0 dicrétise la so-
lution de facon constante par maille et induirait une perte de précision trop
importante pour étre utilisée a 1’origine du rayonnement.

Des résultats de 'application de cette méthode sont présentés dans la
section 7.2.3. Une accélération d’un facteur 3.8 y est constatée.
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Conclusion

En conclusion, dans ce chapitre, nous avons présenté l'implémentation
GPU que nous avons faite de la méthode GD sur hexaédres décrite dans
le chapitre 3. Le solveur teta-clac qui en est issu utilise la bibliothéque
OpenCL couplée avec une implémentation du standard MPI pour proposer
un outil de simulation efficace permettant de traiter des problémes de grande
taille. Ces qualités seront étudiées dans le chapitre 7.

Nous avons ensuite décrit les adaptations qui ont été menées dans le
but d’optimiser les kernels de calcul OpenCL & destination des CPU. Les
performances ont été nettement améliorées sur ce type de périphériques mais
restent dépendantes des caractéristiques du périphérique en lui-méme.

Enfin, nous avons présenté la méthode de 'ordre d’interpolation spatiale
adaptatif qui permet de corriger automatiquement la discrétisation dans les
zones sur- ou sous-maillées. Cette méthode facilite I'étape de maillage et
donne plus de liberté & D'utilisateur. Elle permet aussi d’effectuer des si-
mulations sur différentes bandes de fréquences tout en conservant le méme
maillage en évaluant 'ordre d’interpolation a appliquer & chaque maille.

Dans le chapitre suivant, nous allons introduire un schéma temporel per-

mettant de découpler 'avancée en temps des mailles. Ce schéma va nous
permettre d’appliquer un pas de temps local a chaque maille.
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Chapitre 5

Schéma a pas de temps local

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit I'implémentation de la ver-
sion paralléle du solveur, pouvant utiliser simultanément un grand nombre
d’accélérateurs. Cette capacité de gérer plusieurs accélérateurs nous a déja
permis d’accélérer considérablement la vitesse de calcul.

Afin d’améliorer encore la vitesse de calcul du solveur, sans avoir recours
a de plus puissants et plus nombreux accélérateurs, nous allons présenter une
adaptation algorithmique trés efficace. Aprés avoir détaillé les schémas tem-
porels de type Runge-Kutta dans la section 3.3, nous allons & présent décrire
un schéma inspiré des méthodes de type ADER initialement proposée par
Toro (voir par exemple [62,63]).

Le schéma LRK2 (pour « Local RK2 ») que nous présentons dans cette
section est une adaptation du schéma RK2, modifié & 'aide d'une phase
de prédiction locale. Le shéma RK2 tel que présenté dans la partie 3.3.1 se
décompose en 2 étapes faisant chacune intervenir 'opérateur G qui permet
d’évaluer la dérivée a un instant ¢ donné par la méthode Galerkin Discontinue
(GD). Le schéma LRK2 reprend les mémes étapes que le schéma RK2 a la
différence prés que l'opérateur G de la premiére étape est remplacé par une
version locale de celui-ci.

Nous utilisons ensuite les propriétés locales du schéma LRK2 afin de dé-
coupler 'avancée en temps de 'approximation de la solution sur les différentes
mailles. Ce second schéma, que nous appellerons LTS2 (pour « Local Time
Step 2 »), permettra alors de réduire considérablement le temps de simula-
tion en divisant la quantité de calculs lorsque la géométrie est composée de
mailles de tailles trés hétérogénes.
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5.1 Approximation locale en dimension 1

Remarque 23. Nous décrivons les modifications apportées a la méthode GD
(1.59) en dimension 1 d’espace Il s’agit de 'implémentation développée afin de
tester la méthode sur un cas simple d’équation du transport. Ces modifications
se généralisent facilement en dimension 3.

Nous considérons le probléme d’évolution (1.14) pour un systéme de Frie-
drichs (1.5). Afin de simplifier les écritures, nous considérons le probléme
sans sources (C = 0 et S = 0) et nous supposons que la matrice A, est égale
a I'identité. Dans ces conditions, le probléme d’évolution s’écrit :

dyw + Ad,w = 0. (5.1)

5.1.1 Formulation GD en dimension 1

Nous considérons le maillage M du domaine Q =la;b[ donné par Ien-
semble des points (;);c[o; n] tels que :

a=x9<...<zy=0b (5.2)
Les mailles (L;);c[i; v sont donc les intervalles :
L; =|z;_1; 2], pouri € [1; NJ. (5.3)

Remarque 24. Puisque nous décrivons cetlte méthode en dimension 1, dans
la suite, nous notons L [indice de la maille L; considérée. Les indices des
mailles voisines, L1 ; pour j € Z*, sont alors notés L + j.

Nous utilisons alors 1’élément de référence L =]0; 1[. Dans chaque maille,
nous considérons une approximation spatiale d’ordre d, avec d + 1 points
d’approximation par maille. Les points (g;)ico;q et poids (w;)icjo;q d’inter-
polation choisis sont ceux de Gauss-Lobatto.

Remarque 25. Nous aurions pu utiliser une interpolation a l'aide des points
de Gauss-Legendre d’ordre d. L’utilisation des points de Gauss-Lobatto, par
la présence des points de bord, simplifie 'tmplémentation en supprimant [’ex-
trapolation des champs sur les interfaces entre les mailles.

Les fonctions de base sur 'élément de référence L sont données par les
polynomes de Lagrange d’ordre d définis par :

d . .
Di(d) = H iU _?;', pour i € [0; d], (5.4)
i =9

J=0
g
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ainsi, par définition :
Di(G5) = 0. (5.5)

Nous notons 7;, la transformation permettant de passer de ’élément de
référence L a la maille physique L =]z _q ;x| L'expression de celle-ci est
donnée par :

71(2) = w1 + (L —20). (5.6)

Pour une maille L donnée (figure 5.1), les points d’approximation physiques
sont notés :

grL: = TL(gi)7 pour (&S [[07 d]]? (57)
et les fonctions de base physiques sont données par :
Wpi 0 TL(2) = (%) & vpa(x) = ;0 N (x). (5.8)

Ainsi, dans chaque maille L, nous approchons w(z,t) par :

w(z,t) ~ Z wi (1) Yri(r) = wp(t)Yri(r), (5.9)

en utilisant la convention de sommation des indices répétés.

FIGURE 5.1 — Mailles et points d’approximations du maillage considéré pour
I'ordre d’approximation 3.

Tr—1 Xy,

L—-1 L L+1
,,,,, | | | | | | .
w | w w | w
gr-12 gr1 gr2 gr+1,1
— —
9gr-1,3 = 9gLo gr.3 = 9grL+1,0

Avec ces notations, nous avons la formulation GD suivante : trouver une
solution w telle que :

VL :}a:L_l ;JTL[ € M,V@ZJLJ' c Cl(Z),
/c%wqbwdx - / Aw@xwmdx
L L

+ (A+w(x1jvt> + Aiw(xJLSt))wL,i(mZ)
- (A_w(fi_pt) + A+w($2—17t))¢L,i(IZ—l> = O’

(5.10)
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ou AT, respectivement A, représente la partie positive, respectivement né-
gative, de A (définition 6) et w(z}, 1), respectivement w(x},t), représente la
valeur de w a l'instant ¢ en x, a droite, respectivement & gauche. En d’autres
termes :

w(zy,t) = ll_f% w(xp +e,t) = wri0(t), (5.11a)
e>0

w(z,,t) =limw(z, —e,t) = wgq(1). (5.11Db)

e—0
e>0

Et de méme pour ’évaluation de la fonction vy, ; :

¢L,i($z71) = llg(l) wL,i(fol + 5) = wL,i(gL,O) = (51',07 (5-123)
e>0

Yri(rr) = limdri(rr — ) = Pri(gr.a) = dia (5.12b)
e>0

En utilisant approximation de w dans la base d’approximation (5.9),
nous obtenons :

/at'wL,ij,ﬂ/)L,idx_/AwL,ij,jaxqva,idx
L L

+ (ATwr g+ A wri10)0i4a
— (A_’wL() + A+’wL_17d)5i70 = 0.

(5.13)

Ainsi, en supposant connue la solution a l'instant ¢ = «, nous pouvons évaluer
la solution & l'instant t = 5 > « en intégrant (5.13) sur [o; (] :

(vt )= ot

B
[ [ Awgin,dundede
t=a /L (5.14)

B
+ / (A*wL,d + Ai’wLJrl,O)(Si,ddt
t=«

B
— / (A_’lUL,O + A+wL_1,d)5i70dt =0.
t=a

En appliquant les simplifications vues dans la section 3.2.1, le terme de masse
devient :

/¢L,j¢L,idﬂU = wj(rr — xp1). (5.15)
L
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Nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général. Nous pouvons
aussi considérer un systéme d’équations différentielles ordinaires défini par
un graphe G = (M, E), ou 'ensemble des noeuds du graphe est noté M et
E C M? est I'ensemble des arétes orientées du graphe. Dans notre cas M est
I’ensemble des mailles L du maillage et E s’identifie & ’ensemble des inter-
faces entre deux mailles voisines. Avec ces notations, ’équation différentielle
(5.13) s’écrit pour chaque noeud du L graphe :

Owy, = Z IJJL,R(wLawR)a (5-16)
(L,R)EE

ou les py, p sont des matrices de couplage entre les inconnues des mailles L
et R. L’expression de la solution au temps ¢t = [ en fonction de la solution
connue au temps t = « devient alors :

8
w(8) — wr(a) :/ > prr(wr, wr). (5.17)
t=c (L R)eE

Remarquons que le systéme composé des équations (5.16) permet de dé-
terminer la dérivée en temps de la solution a un instant donné pour lequel la
solution est connue. Cette opération correspond a ’application de 'opérateur
G (3.42) en dimension 1.

5.1.2 Formulation GD locale en dimension 1

Afin de supprimer le couplage entre les mailles, nous approchons I'équa-
tion différentielle (5.13) par un « prédicteur » local & la maille :

/3tUL,j¢L,j¢L,¢d9€—/AUL,j¢L,jaxT/JL,id£U
L L

+ (Atvpa+ A v 4)dia (5.18)
— (A—'UL’(] + A+’UL70)5Z'70 =0.
Puis, en simplifiant les termes de bord :
vy idﬂ:—/Av A O0pr dr
/L t L,ij,]wL, . L,ij,] ¢L7 (519)

+ A(vpadia — v100i0) = 0.

Nous obtenons ainsi un autre systéme d’équations différentielles dont la so-
lution est une approximation locale du probléme (5.13) ou (5.16), v, = wy.
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Dans notre formalisme d’équations différentielles posées sur les noeuds d’'un
graphe, (5.16) est donc approché par un systéme diagonal, sans interaction
entre les noeuds voisins. Ce systéme diagonal est de la forme

OtvL = VL(’UL), (520)

ot les termes de couplage pr r sont remplacés par une approximation dia-
gonale vy. Nous notons G; 'opérateur associé a 1’évaluation de la dérivée en
temps a laide du systéme composé des équations (5.20).

Nous sommes alors en mesure de calculer une prédiction locale de la
dérivée en temps a partir de la solution de bonne qualité w, a l'aide du
systéme (5.20) :

o = G(w,1). (5.21)

Remarque 26. L’application de l'opérateur G, correspond a [’application de
Vopérateur G (3.42) en remplacant le flux d’interface F (wp,wr,m) par le
fluz local F (wp,wp,n).

Remarque 27. Ce prédicteur ne prend pas en compte la valeur de la solution
des mailles voisines. L’évaluation de la dérivée en temps ne doit donc pas étre
calculée uniquement a l'aide de cet opérateur. Nous ['utilisons, comme son
nom lindique, dans la phase de prédiction, une mise-a-jour étant toujours
calculée a laide du systéeme d’approzimation GD (5.16).

En appliquant la prédiction locale (5.20), nous admettons que les variables
conservatives a gauche et a droite des interfaces entre les mailles sont iden-
tiques. Nous négligeons alors cet écart afin de réduire les cotits de calcul et,
dans la suile, découpler 'avancée en temps des mailles.

Supposons calculée la solution w au temps t = . Pour calculer la solution
au temps t = 3, nous utilisons alors la mise-a-jour :

wL(ﬁ / Z NLR ’UL,’UR> (522)
(L,R)EE

ou v est calculé grace au équations différentielles locales (5.20). Cette inté-
grale en temps peut étre approchée par n’importe quelle formule de quadra-
ture, par exemple la méthode du point milieu :

wi(B) —wr(a) =

B—a) Z ML R (’l)L(a;—ﬁ),’UR(a;_ﬁ)). (5.23)

(L,R)EE
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Il s’agit 1a du schéma LRK2 que nous présentons ci-aprés (voir 5.2).

De maniére plus générale, nous pouvons choisir une intégration temporelle
propre a chaque maille, & I'aide de points de Gauss temporels. Afin d’avancer
la solution en temps sur une maille donnée, une prédiction doit étre calculée
en chaque point temporel, sur la maille considérée ainsi que sur ses voisins.
La mise-a-jour s’effectue ensuite en appliquant la formule de quadrature tem-
porelle (5.22) avec ces prédictions.

5.2 Schéma LRK2

L’avancée en temps dans I’évaluation de la solution peut se faire sur le
modéle du schéma RK2 (3.43), en substituant la premiére étape par une
prédiction locale (5.21) :

At
vn-&-% = w" + gl(wn’t)’

2
A (5.24)
w" = w" + AtG <’u”+2, t+ 7) .

Il s’agit de la formule d’intégration temporelle (5.23) appliquée de maniére
uniforme sur tout le maillage. La aussi, la premiére étape est appelée pré-
diction et la seconde étape est appelée mise-a-jour. Le graphe des taches
de I'étape de prédiction locale du schéma couplé GD-LRK2 est donné dans
la figure 5.2. I’étape de mise-a-jour est identique a celle du schéma couplé
GD-RK2 dont le graphe des taches est présenté dans la figure 4.4.

La stabilité et la convergence de cette méthode sont expérimentalement
démontrées équivalentes au schéma RK2 dans les sections 5.4 (équation du
transport 1-d) et 7.2.4 (équations de Maxwell 3-d). De plus, un facteur d’ac-
célération non négligeable a été constaté suite a la simplification des flux d’in-
terfaces entre les mailles. Nous présentons ces résultats dans la section 7.2.4.

5.3 Schéma LTS2

Les critéres de stabilité de type CFL donnent des pas de temps pro-
portionnels & la taille des mailles. Or, dans le cas des schémas que nous
avons présenté précédemment, I’avancée en temps de la solution s’effectue au
rythme du plus petit pas de temps. Ainsi, dans le cas de maillages contenant
des mailles de tailles trés variées, une méthode permettant de faire avancer la
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FIGURE 5.2 — Graphe des taches du demi pas de temps de prédiction locale
du schéma couplé GD-LRK2 pour deux zones homogénes. L’étape de mise-
a-jour est donnée dans la figure 4.4.

Début du demi
pas de temps
de prédiction

Zone 2
Terme de volume

Zone 1
Terme de volume

Zone 2
Terme de flux local

Zone 1
Terme de flux local

Zone 1 Zone 2
Terme de masse Terme de masse
\ y

Zone 2
Etape d’Euler

Zone 1
Etape d’Euler

Fin du demi
pas de temps
de prédiction

solution sur chaque maille au rythme du pas de temps propre a cette maille
nous donnerait un important facteur d’accélération en réduisant la quantité
de calculs nécessaires.

C’est le cas du schéma que nous présentons ici. Nous utilisons les proprié-
tés locales du prédicteur G; afin de découpler ’avancée en temps de la solution
sur les mailles. Rappelons que cet opérateur permet d’estimer la valeur de la
solution & un instant donné, indépendamment des mailles voisines.
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5.3.1 Description

Remarque 28. Nous nous replacons dans le cas en dimension 1 pour les
explications schématiques de cette métode.

Considérons les mailles L, L + 1, L + 2 et Aty, Atp.q, Aty o leurs pas
de temps respectifs donnés par ’application d’un critére CFL de stabilité.
Supposons ces mailles définies telles que :

AtL+2 2 AtL+1 — 2AtL (525)

Avec un schéma temporel a pas de temps uniforme tel que les schémas
de type RK, la solution sur toutes ces mailles avance d’un pas de temps
Aty & chaque itération. En effet, ce pas de temps est imposé par la maille
L qui nécessite ’avancée synchronisée de la maille L + 1 afin de procéder
de maniére consistante et conservative au calcul du flux entre les mailles
(figure 5.3). Ainsi, de proche en proche, la solution évolue sur le maillage
complet avec le plus petit pas de temps a chaque itération.

Dans les figures 5.3, 5.4 et 5.5, les lignes pointillées rouges représentent
le domaine de définition de la solution aux différentes étapes des schémas
d’intégration temporelle présentés. La solution peut étre définie a chaque
étape sur le maillage complet (figures 5.3 et 5.4) ou partiellement sur quelques
mailles (figure 5.5). Afin d’avancer en temps (passer d’une ligne pointillée
rouge a la suivante), nous appliquons l'opérateur G ou l'opérateur G; suivi
d’une étape de type Euler (section 4.2.2). Seul le terme de flux (local ou non)
des opérateurs est réprésenté dans ces figures a 1’aide de fléches.

Remarque 29. Dans la suite, nous utiliserons l’abus de notation qui consiste
a identifier une maille a sa solution. Ainsi, lorsque nous dirons qu’une maille
avance d’un pas de temps At, cela signifie que la solution définie sur cette
maille est avancée d’un pas de temps At par une méthode d’intégration, ou
de maniére plus générale, par un schéma temporel.

Dans le cas du schéma LRK2 (5.24), 'avancée en temps doit aussi s’ef-
fectuer de maniére synchronisée (figure 5.4) au rythme du plus petit pas de
temps.

Ces deux schémas implémentent une quadrature temporelle par la mé-
thode du point milieu, de maniére uniforme sur le maillage. A partir de la
solution au temps ¢, une prédiction au temps t + %AtL — par opérateur G
dans le cas RK2 et par 'opérateur G; dans le cas LRK2 — permet ensuite
d’intégrer les champs sur Uintervalle [t ;¢ + At;] afin d’obtenir la solution au
temps t + Atp.
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FiGURE 5.3 — Calcul d’un pas de temps RK2 dans une configuration de
mailles hétérogénes. Les étapes dans le calcul de la solution sont en pointillés
rouges. Le calcul des flux dans l'opérateur G est représenté par les cercles
bleus et leur application via 'avancée en temps par les fleches bleues.

t A
20t
s N T
wAZLO/ \0/ ---------- \c/ ---------- x@
wnc\/ \(}/ \/ \o -

L L+1 L+2

FIGURE 5.4 — Calcul d’un pas de temps LRK2 dans une configuration de
mailles hétérogénes. Les étapes dans le calcul de la solution sont en pointillés
rouges. Le calcul des flux dans l'opérateur G est représenté par les cercles
bleus et leur application via I’avancée en temps par les fléches bleues. Le
calcul des flux locaux dans 'opérateur G; est représenté par les demi-disques
verts et leur application via ’avancée en temps par les fléches vertes.

t
2Atr, +
wn+1
Aty / \)/ """"" \O/ """"" \(
'U"”L%( """"""""""""""""""""""" D
w"
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Nous adaptons alors ce dernier schéma en utilisant les propriétés locales
du prédicteur G; afin d’avancer en temps indépendamment sur chaque maille.

Toujours dans la configuration des 3 mailles L, L + 1 et L + 2, nous ap-
pliquons le pas de temps Aty & la maille L et le pas de temps 2At; a la
maille L + 2. Ainsi, sur un pas de temps 2At;, nous avons 2 points d’inté-
gration temporels a gauche de la maille L + 1 et un seul a droite. La maille
L + 1 est alors appelée maille « tampon ». Celle-ci est stable pour le pas de
temps 2At, mais nous la faisons avancer en temps de maniére hybride afin
de satisfaire la consistance et la conservation du flux avec ses voisins.

Ainsi, sur les mailles L et L 4+ 1, nous commencons par effectuer une
premiére prédiction au temps ¢ + %At 1, afin de nous permettre d’avancer la
maille L au temps ¢t + Aty par une mise-a-jour (figure 5.5a). Il s’agit 1a d’une
itération de type LRK2 de pas de temps Aty sur la maille L.

Ensuite, toujours sur les mailles L et L + 1, nous effectuons une seconde
prédiction au temps t+ %AtL afin de nous permettre d’avancer la maille L au
temps t + 2At;, par une seconde mise-a-jour (figure 5.5b). Il s’agit la d’une
seconde itération de type LRK2 de pas de temps Aty sur la maille L.

Enfin, nous effectuons une itération de type LRK2 de pas de temps 2At¢,,
sur les mailles L+1 et L+2 afin de les avancer au temps t+2At;, (figure 5.5¢).
La subtilité réside au niveau de l'interface entre les mailles L et L + 1. En
effet, pour assurer la propriété de conservation du flux, nous devons intégrer
les 2 flux issus de la maille L lorsque nous intégrons — en une seule étape
— la solution sur la maille L + 1. Informatiquement, nous stockons les flux
calculés a droite de cette interface au cours des mises-a-jour de la maille L
(étapes 5.5a et 5.5b). Ces flux sont ensuite utilisés dans la mise-a-jour de la
maille L + 1 (étape 5.5¢).

Cette méthode permet de découpler de maniére conservative ’avancée en
temps des mailles associées a un pas de temps distinct.

5.3.2 Classes de pas de temps

Remarque 30. Nous nous replacons dans le cas général en dimension quel-
conque pour la description des classes de pas de temps et de [’algorithme.

Afin de faciliter 'implémentation de cette méthode, nous utilisons des
pas de temps de la forme 2°At,, i € N, avec Aty le pas de temps minimal
du maillage. Nous associons a chaque maille L, de pas de temps exact Atp,
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FIGURE 5.5 — Calcul d’un pas de temps complet dans une configuration de
mailles hétérogénes avec application d’un pas de temps local par maille. Nous
reprenons la légende de la figure 5.4.

(a) L avance au temps ¢t + Aty,.

[
2Atr +
er_l
Aty
"t (9{-4 -x@ ---------------
w”™ b a4 ¢ -
L L+1 L+2 L
(b) L avance au temps ¢ + 2Atp.
t A ’IL+2
9AL, /“’, \
1;"+3(97',<@ """"""""
Aty
wn+1
D
wn‘
L L+1 L+2 2
(¢) L+ 1et L+ 2 avancent au temps ¢t + 2A¢y,.
ta
2AtL / \ wn/—‘rZ
Atp t——t e B--mm e Dyt
\*/ \. w"
Q

L+1

114

L+2



le pas de temps local :

At
Aty = 2800 30 Ar < A, (5.26)
ou E est la fonction partie entiére. Le pas de temps local maximal est donné
par :

Atmax
At oP(om ) Ay Ay (5.27)

max

ol Atax est le pas de temps maximal du maillage. Nous notons V; le nombre
entier défini tel que :

At =2V At (5.28)

max

et qui correspond au nombre de pas de temps locaux distincts, différents de
At i, définis sur le maillage. Si IV, = 0, alors le pas de temps est uniforme
sur le maillage et vaut At,.

Ce choix de pas de temps nous assure, sous contraintes, la possibilité d’ap-
pliquer la méthode décrite par la figure 5.5 & tout le maillage. Ces contraintes
s’appliquent a la régularité¢ des pas de temps locaux et nous assurent la pré-
sence des mailles tampon :

VL, L' L" e M:LNL #0,L'NL"+0,
max(At), Aty Aty,) _ ) (5.29)
min(AtL, At A ,) T

Afin de les appliquer, il nous suffit d’abaisser le pas de temps local de certaines
mailles a 1’aide de divisions par 2.

L’application qui associe a une maille son pas de temps local est continue
par morceaux. Nous pouvons alors regrouper les mailles en classes de pas de
temps :

Vi€ [0; NiJ,Ci={L € M: At} = 2" At} (5.30)
Nous avons :
M= | C,avecVi£je[0;N], G;NC =0 (5.31)
1€[0; N¢]

et, par Papplication des contraintes (5.29), les mailles voisines sont classées
telles que :

VLEeC,VReC;: LNR#D, i=jou l|i—j|=1. (5.32)
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Ces contraintes sont méme plus fortes puisqu’elles imposent localement dans
chaque classe de pas de temps une épaisseur minimale de 2 mailles.
Nous pouvons aussi définir les ensembles, pour ¢ € [0; Ny] :

i ii= N,
K, =4 ¢ o = (5.33)
CiU{LGCiH:EIRECi:LﬂR#@} sinon,

T, =K\ C; (5.34)

et

N
=" = (5.35)
{LNR+#0:LeC,ReCi1} sinon.

Les (K;) sont les classes de pas de temps, chacune enrichie des mailles tampon
de la classe supérieure. Les (7;) sont les mailles tampon de la classe supé-
rieure. Les (Z;) sont les interfaces entre les classes (C;) et les mailles tampon
de la classe supérieure. Ces ensembles sont représentés en dimension 2 dans
la figure 5.6.

5.3.3 Algorithme

Avec ces notations, nous pouvons écrire le schéma en temps correspondant
a la figure 5.5. Ce schéma est composé d’une boucle principale permettant
d’intégrer toutes les mailles sur un pas de temps complet At! . . Cette boucle
est composée de 2™t étapes. Les mailles de la classe Cy avancent d’un pas de
temps At & chaque étape. Les mailles de la classe Cy, n’avancent qu'une
seule fois d’un pas de temps At! _ a la derniére étape. Plus généralement,
les mailles de la classe C; avancent 2Nt=J fois d’un pas de temps 27 Atpin.

Contrairement au schéma de la figure 5.5, nous indicons les itérations de
la solution par rapport au pas de temps maximal afin que les termes de la
suite résultante soient totalement définis sur le maillage complet.

Ainsi, considérons connue la solution du probléme & résoudre au temps
t =nAt. . A chaque étape i € [1; 2M], pour tous les j € [0; N tels que

27 divise i, avec k l'indice de I'étape courante de la classe C; :
keN:i=2(k+1), (5.36)

r l'indicateur de décalage temporel de la derniére solution calculée entre la
classe C; et les mailles tampon 7; :

re{0,1}:k=r[2, (5.37)
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FIGURE 5.6 — Schéma représentant un agencement classique des classes de
pas de temps dans le domaine d’étude. Plan de coupe d’'un domaine en di-
mension 3 contenant une source rayonnante et un obstacle éclairé. La classe
Cy est généralement définie au niveau de la source du rayonnement électroma-
gnétique ou la miniaturisation et les détails de la structure imposent la finesse
du maillage. La classe Cy, est généralement définie sur les bords du domaine
ol aucune contrainte autre que la permittivité du milieu ne s’applique sur
les mailles.

Source Obstacle

1

& T T T T 7,

Até le pas de temps local associé a la classe C; :

At =2 Aty = 27 VAL = aAtl (5.38)
s 'indice temporel de la derniére solution intermédiaire calculée :
_ n+ ak sur Cj, (5.39)
n+alk—r) surT;,

et p I'indice temporel de la prédiction servant a calculer la solution intermé-
diaire suivante :

1 s+ < sur C;
p=n a( 2) {s—f—a(%—kr) sur 7, ( )
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nous avons :

v = w* + (p— )AL Gi(w®, sAt ), sur C; U T;,

Wt = w® + oAt G(vP, pAt ), sur C;,

max

(5.41)

avec l'opérateur G intégrant les flux suivants aux interfaces de la classe C; :

F (V7 0% n) sur Z;,
L (p p—9 P9 F p+§  pt+g T+ i (5.42)
5 v, ,vp ;M| + v; Y,vp Yn surZ;” 4,5 >0,

ou If, respectivement Z., représente le coté 7T, respectivement C;, de I'in-
terface Z; dans le cadre du stockage et de I’application des flux entre deux
classes de pas de temps.

Aprés ces 2Vt étapes, toutes les mailles du maillage sont avancées au
temps nAtL .+ 2N At = (n+ 1AL, . Le graphe des taches du schéma

couplé GD-LTS2 est donné dans la figure 5.7. Ce graphe représente le calcul

d’un pas de temps At! _sur 2 classes de pas de temps.

5.4 Application a ’équation du transport

5.4.1 Implémentation en dimension 1

Nous appliquons les schémas d’intégration LRK2 (5.24) et LTS2 (5.41)
dans le cas de I'équation de transport en dimension 1. Il s’agit du premier
cas d’application qui a permis de vérifier la validité et la stabilité numérique
de ces méthodes. Ainsi, m =1, Q =[a;b] CR, t € [0;T] C R, w = w(x, 1)
et A = u € R la vitesse de propagation. Dans ces conditions, le probléme
d’évolution s’écrit :

Oyw + ud,w = 0. (5.43)
Les noeuds du maillage sont placés a I’aide d’une bijection continue o :

o:10;1] = [0;1]

e s (o) (5.44)

définie pour controler la taille des mailles. Nous plagons N+1 nceuds (2;)ic[o; N]
délimitant N mailles :

v =a+ (b—a)o (%) | (5.45)
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FIGURE 5.7 — Graphe des taches d'un pas de temps At! _du schéma couplé

GD-LTS2 pour 2 classes de pas de temps.
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d’on :

hi = 2 — 210 = (b— a) (a (%) —a<i]‘vl>). (5.46)

Ainsi, lorsque o(z) = x, les mailles sont homogénes et le pas de temps est
uniforme sur le maillage. De maniére plus générale, si nous prenons pour o
une fonction polynomiale strictement croissante et d’ordre supérieur a 1, nous
pouvons obtenir un maillage contenant des mailles dilatées sur les bords, aux
voisinages de a et b, et contractées au centre au voisinage de 0 (figure 5.8).

Pour la réalisation des tests de la méthode, nous nous plagons sur I'intervalle
[—1;1].

FIGURE 5.8 — Application de la fonction o sur l'intervalle [0; 1] pour o(x) =
223 — 322 + 2. L’intervalle de départ est représenté par 'axe horizontal.
L’intervalle image est représenté par ’axe vertical.
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Une solution exacte du probléme (5.43) est donnée par :
Wexact (T, t) = cos(2m(x — ut)). (5.47)
Nous simulons donc le déplacement de la solution initiale :
wo(r) = cos(2rm). (5.48)

Nous effectuons ces simulations dans les cas u = —1 et u = 1.
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5.4.2 Prédicteur exact

Afin de simplifier 'implémentation de cette application en dimension 1,
nous choisissons un prédicteur local exact. Soit wy une solution approchée
sur la maille L. Nous pouvons exprimer la valeur de sa dérivée temporelle a
partir de sa décomposition dans la base d’approximation :

0 U)L Z, t (ZU)LI QZJLZ ) Zsz xsz( ) (549)

et de la formulation de I'équation du transport (5.43) :

Oywy, = —ud,wy, ~ —uZsz Oxthr (). (5.50)

=0

Ainsi, en décomposant aussi les dérivées des fonctions de base dans la base
d’approximation, et par orthogonalité des fonctions de base, nous obtenons
le systéme matriciel suivant :

wr.o wr.0
O : + A : =0, (5.51)
Wwr.d Wwr.d
avec
A = w(0:0r;(90.0))igerosa = (71) " u(03;(3:))ijefo: (5.52)
et
7'2 :jac (TL) = hL. (553)

Le prédicteur local est donné par une exponentielle de matrice, qui est
calculable exactement (par exemple avec un logiciel de calcul formel) :

VL0 wr,0
=exp(AtA) | . (5.54)

VL.d wr.d
P S

L’expression de ce prédicteur est donné pour les ordres d’interpolation 0, 1
et 2 dans le tableau 5.9.
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FIGURE 5.9 — Expression du prédicteur exact utilisé dans I'implémentation
du schéma LTS2 appliqué a ’équation du transport en dimension 1 pour les
ordres d’interpolation 0, 1 et 2. Nous notons A = (1) 'uAt.

’ d \ Solution en ¢ \ Prédiction exacte en t + At ‘
0 Wi Wi,
1 Wr,,0 (1+Nwpo — Adwga
wr 1 )\wLp + (1 - )\)wLJ
wWr.0 (1 + )\)(1 + 2)\)71)[/70 — 4)\(1 + )\)UJLJ + /\(1 + 2>\)wL,2
2 wr,1 )\(1 + 2)\>UJL70 + (1 - 2)\)(1 + 2)\)10[”1 — /\(1 - 2)\)ij2
wr2 —)\(1 — 2)\)va0 + 4/\(1 — )\)U)LJ + (1 — )\)(1 — 2)\)va2

5.4.3 Condition de stabilité et convergence

Ce cas d’application a expérimentalement été vérifiée stable en temps long
avec un pas de temps uniforme sur tout le maillage (schéma LRK2 (5.24))
pour une condition CFL de type :

At < Ay (5.55)

avec C' une constante dépendante de 'ordre d dont les valeurs sont données
dans le tableau 5.10. Ces valeurs ont été utilisées dans le cas du schéma LTS2
(5.41) et n’ont généré aucune instabilité.

FIGURE 5.10 — Valeur de la constante CFL de stabilite C' (5.55) utilisée
dans I'implémentation du schéma LRK2 (et LTS2) appliqué a I'équation du
transport en dimension 1 en fonction de I'ordre d’interpolation d.

Cd)

0] 0.56
11 0.50
2| 0.17
3| 0.08
41 0.05

La solution calculée converge vers la solution exacte pour ces conditions de
stabilité. La figure 5.11 présente un résultat dans le cas LRK2 avec u = 1, sur
100 mailles et pour I'ordre d’interpolation d = 2 jusqu’au temps T" = 1. Nous
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FIGURE 5.11 — Solution calculée w,,. et solution exacte weyaet de I’équation
du transport en dimension 1 dans le cas du schéma LRK2 (pas de temps
homogeéne) avec u =1, N =100, d =2 et T = 1.

15 [ 7wexact($7T) |
x wcalc(maT)

1 [ -
0.5 |
0l |
—0.5 :
_1 [ |

| | | | |

-1 —0.5 0 0.5 1

avons choisi la bijection o(z) = 22% — 32 + 2z représentée dans la figure 5.8
pour ce résultat, avec un pas de temps homogeéne sur tout le maillage.

Les courbes de convergence du schéma LRK2 sont données dans la fi-
gure 5.12. Nous pouvons constater que cette méthode est généralement d’ordre
2 en temps, tout comme le schéma RK2. Elle est d’ordre 1 en temps unique-
ment lorsque 'ordre d’interpolation spatiale choisi est 0.

Remarque 31. Les résultats de convergence présentés dans les figures 5.12
et 5.14 sont ceux du schéma en temps théoriquement d’ordre 2. Pour consta-
ter 'ordre de convergence de la méthode d’intégration spatiale, le coefficient
CFL devrait étre choisi trés petit afin de minimiser erreur induite par 'in-
tégration temporelle.

Dans le cas de I'application du schéma LTS2, la solution calculée converge
aussi vers la solution exacte, dans les mémes conditions que pour le résultat
LRK2 de la figure 5.11, a savoir u = 1, N = 100, d = 2 et T' = 1. Le critére
de stabilité C'(2) = 0.17 donné dans le tableau 5.10 est encore vérifié dans ce
cas. Nous avons la aussi choisi la bijection o(z) = 223 — 322 4 2z représentée
dans la figure 5.8, mais cette fois sans imposer de pas de temps homogéne.
Le calcul a donc été effectué avec 2 classes de pas de temps. Ce résultat est
présenté dans la figure 5.13. Les classes de pas de temps des mailles y sont
aussi représentées par rapport a ’axe de droite.

Les courbes de convergence du schéma LTS2 sont données dans la fi-
gure 5.14. Nous pouvons constater que cette méthode est aussi d’ordre 2
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FIGURE 5.12 — Convergence du schéma LRK2 (pas de temps homogéne)
appliqué a ’équation du transport en dimension 1 avec u =1 et T'= 1. Les
points correspondent a I'application de la méthode pour les premiers termes
(i € [0; 3]) de la suite 100 - 2 en nombre de mailles.

0l ——d =

E d=3
S _p5l |
% o L
g
£ -] f
%
2

_157 |

|
-7 —6.5 —6 —5.5 -5 —4.5 —4
log <mL1n hL>

en temps, tout comme les schémas RK2 et LRK2. La aussi, ce schéma est
d’ordre 1 en temps uniquement lorsque 'ordre d’interpolation spatiale choisi
est 0.

Ces résultats démontrent la capacité de cette méthode a produire des
solutions de bonne qualité. Nous avons aussi la preuve que notre méthode
d’application des flux sur les mailles tampon est conservative. Dans notre
cas d’étude, la solution se déplace dans un sens, mais les interfaces entre
les classes de pas de temps sont définies dans les deux sens de la direction
étudiée. Nous avons présenté des résultats dans le cas u = 1. Les résultats
dans le cas u = —1 sont identiques, hormis le sens de déplacement opposé.

Remarque 32. Dans notre implémentation, nous avons choisi d’utiliser un
prédicteur exact. La propriété de convergence de la méthode dépend de la qua-
lité du prédicteur. Dans la section suiwante, pour 'application auzx équations
de Mazwell en dimension 3, nous utiliserons l'opérateur G, dans les phases
de prédiction.
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FIGURE 5.13 — Solution calculée w,,. et solution exacte weyacet de I’équation
du transport en dimension 1 dans le cas du schéma LTS2 (pas de temps local)
pour u =1, N =100, d = 2, T =1 et 2 classes de pas de temps. La valeur
de la solution est donnée par I'axe de gauche. La classe de pas de temps est
donnée par I'axe de droite. Agrandissement de la solution au voisinage d’une
interface située entre les classes de pas de temps.

15 [ - wexact(xa T)
X wcalc(va)
Ly —{i:zeLeC}

0.5|
0 11

—05|

—1| 1o

0

—0.5 —0.45 —-0.4 —0.35 -0.3 —0.25

5.4.4 Performances

Remarque 33. Le programme qui nous a servi a évaluer les performances
de cette méthode appliquée a ['équation du transport en dimension 1 a été
codé en C, sans optimisation particuliére.

Maintenant que la convergence et la stabilité de la méthode sont assurés,
nous pouvons évaluer le gain de performance apporté par celle-ci. Intuitive-
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FIGURE 5.14 — Convergence du schéma LTS2 (pas de temps local) appliqué
a ’équation du transport en dimension 1, pour u = 1 et T" = 1. Les points
correspondent & l'application de la méthode pour les premiers termes (i €
[0; 3]) de la suite 100-2° en nombre de mailles. Les courbes en pointillés sont,
a titre de comparaison, celles obtenues avec un pas de temps homogéne (figure
5.12). Les résultats de convergence pour LRK2 avec d = 3 sont masqués par
les résultats pour LTS2 avec d = 4.

O, -
=
4
$ -5) 1
|
g -
£ -lop .
o0
i)
15| .
| | | | | | |

ment, une telle méthode devrait produire un temps de calcul inférieur de la
forme :

Ny

T,(LRK2, M) 3 1

T.(LTS2, M) > T(LTS2, M) = M

=#Ci, (5.56)
i=0 2

ou T représente le temps de calcul d’une simulation pour une méthode don-
née sur un ensemble de mailles, T} représente le temps de calcul idéal (théo-
rique) d’une méthode et #[.] représente le cardinal d’un ensemble.

En effet, au cours d’une étape du schéma LTS2, chaque classe de pas
de temps C; n’effectue que 2V~ étapes de prédiction et mise-a-jour dans le
calcul d’un pas de temps At! __ qui se décompose en 2 pas de temps At iy
Le temps de calcul pour une classe de pas de temps est donc donné par la
proportion d’étapes effectuées :

oNi—i
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multiplié par le temps de calcul engendré par les mailles de cette classe :

1 T,(LRK2, M)

H#C;. (5.58)

La formule (5.56) nous donne une expression du temps de simulation idéal
en appliquant le schéma L'TS2. Cependant, cette formule ne tient pas compte
des mailles tampon qui nécessitent plus de calculs que leurs mailles voisines.

Nous donnons des résultats de performance en fonction de la taille des
classes de pas de temps dans le tableau 5.15. Nous nous contentons de 2
classes de pas de temps et choisissons des bijections de la forme o(z) =
ar® + (1 — a)z. Ainsi, nous imposons les classes de pas de temps :

CIO = CQ, (559&)
ch= {J ¢ (5.59D)

ie[[l 3 Nz]]

FIGURE 5.15 — Facteurs de gain de temps mesurés (et idéal) du schéma LTS2
appliqué a I’équation du transport en dimension 1 par rapport au schéma
LRK2 pour différentes tailles de 2 classes de pas de temps et différents ordres
d’interpolation d. Le paramétre « intervient dans ’expression de la bijection
o(x) =ax®*+ (1 — a)z.

| a [ #Co[#C1|d=1][d=2]d=3] Idéal |
0.5 [ 579 [ 421 [ 0.99 [ 0.90 | 0.80 [0.7895
0.7 [ 380 [ 620 [ 087 [ 0.78 | 0.73 | 0.69
0.9 [ 194 [ 806 [ 0.73 [ 0.67 | 0.64 | 0.597
0.99 | 60 | 940 | 0.66 [ 0.61 | 0.56 | 0.53
0.999 | 20 | 980 | 0.63 | 0.59 | 0.54 | 0.51
1 3 ] 997 ] 0.63 | 0.58 | 0.53 [ 0.5015

Nous constatons que le gain de temps résultant de 'utilisation du schéma
LTS2 est principalement lié au nombre de mailles présentes dans la classe
de pas de temps Cy. Moins il y a de mailles dans cette classe, plus le gain
de temps est conséquent. Ce résultat est logique puisque la majeure partie
des calculs est effectuée dans cette classe. Idéalement, le temps LTS2 est
la moitié du temps LRK2 lorsque le nombre de mailles dans la classe Cy
passe a 0. Toutes les mailles sont alors de classe C’; et la résolution s’effectue
globalement avec le pas de temps 2At .
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Cette méthode est aussi plus efficace en ordre d’interpolation spatiale
élevé. Bien qu’en dimension 1 et faible ordre d’interpolation spatiale, ce sur-
colt ne représente que peu de calculs contrairement & une méthode en di-
mension 3 avec un ordre d’interpolation élevé. Ce phénomeéne s’explique par
le fait que le surcoftit de calculs engendré par la structure du programme et les
mailles tampon sont compensés par la complexité globale des calculs lorsque
Iordre augmente.

Enfin, pour les cas en ordre spatial 3 présentés dans le tableau 5.15, les
performances sont proches de celles données théoriquement par la formule
du temps idéal (5.56).

FIGURE 5.16 — Facteurs de gain de temps mesurés (et idéal) du schéma LTS2
appliqué a I’équation du transport en dimension 1 par rapport au schéma
LRK2 pour différentes tailles de classes de pas de temps et différents ordres
d’interpolation d. Le paramétre « intervient dans ’expression de la bijection
o(r) = azr®+ (1 — a)x.

| a | (#Co, #C1, .. .) |d=1]d=2]d=3] Idéal |
0.5 (579, 421) 0.99 | 0.90 | 0.80 |~ 0.79
0.7 (380,277, 343) 0.75 | 0.68 | 0.64 |~ 0.60
0.9 (194,141,176, 236, 253) 0.46 | 0.41 | 0.39 |~ 0.35
0.99 | (60,43,53,71,98,138,193,273,71) | 0.17 | 0.14 | 0.13 |~ 0.12

Dans le tableau 5.16, les résultats de performances sont présentés pour
les mémes simulations que celles présentées dans le tableau 5.15. Pour cette
seconde salve de résultats, nous n’avons pas forcé le nombre de classes de pas
de temps a 2. Celles-ci sont en nombre croissant en fonction du paramétre o
de la bijection o utilisée.

Nous constatons que plus le nombre de classes augmente, plus le temps
idéal diminue et plus le gain de temps augmente. Ainsi, a I'ordre spatial 1,
avec les 9 classes de pas de temps (N; = 8) du cas a = 0.99, le facteur
d’accélération est d’approximativement 6. Ce facteur d’accélération passe a
7.6 pour l'ordre spatial 3.

D’importantes accélérations sont réalisables avec cette méthode, dans les
cas ou la géométrie est bien adaptée. Son efficacité est directement liée a
I’hétérogénéité de la taille des mailles. Lorsque les tailles des mailles sont ho-
mogénes, aucun gain ne sera constaté. Au contraire, plus le facteur d’échelle
entre les mailles est important et moins il y a de petites mailles, meilleure
sera 'accélération.
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Nous présentons des résultats de ’application de cette méthode aux équa-
tions de Maxwell en dimension 3 dans la section 7.2.5.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une variante locale de la méthode
GD décrite au chapitre 1. Cet opérateur d’intégration local permet d’alléger
les calculs de flux et de découpler I'avancée en temps des mailles. Notons tou-
tefois que cet opérateur local n’est & utiliser qu’en phase de prédiction (calcul
des points d’intégration temporels), une mise-a-jour globale est nécessaire a
chaque étape du calcul dans le but d’assurer la stabilité du schéma.

Cet opérateur local nous a permis de décrire deux schémas temporels.
Le schéma LRK2 qui est une implémentation a prédiction locale du schéma
RK2 (section 3.3.1). Ce schéma utilise un pas de temps homogeéne sur tout le
maillage. Il a expérimentalement ét¢ démontré convergeant et stable. Nous
verrons cependant dans la section 7.2.4 que ce schéma est moins intéressant
en temps de calcul que le schéma RK2 car ce dernier admet un coefficient
CFL de stabilité plus grand.

Nous avons aussi présenté le schéma LTS2 pour lequel le pas de temps est
local a chaque maille. Pour ce schéma, les mailles sont réparties en classes
de pas de temps : sous-ensembles de mailles sur lesquels le pas de temps
est homogéne. Le schéma LRK2 est alors localement appliqué sur ces classes
avec une intégration temporelle spéficique aux interfaces entre les classes. Ce
second schéma a lui aussi été expérimentalement démontré convergeant et
stable. Les accélérations obtenues a 1’aide de cette méthode sont trés proches
de I'accélération théorique en dimension 1. Nous constaterons aussi une ac-
célération des calculs en dimension 3 dans la section 7.2.5. Ce schéma LTS2
permet de réduire considérablement le temps de simulation en divisant la
quantité de calculs lorsque la géométrie est composée de mailles de tailles
tres hétérogeénes.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les résultats de I'exécu-
tion du solveur GD schnaps sur architecture hybride (composition de CPU
et/ou GPU hétérogenes). Pour cela nous avons utilisé (entre autres) la bi-
bliothéque StarPU développée a 'INRIA de Bordeaux [2,3]. Des expérimen-
tations d’équilibrage automatique de la charge de calcul entre les différents
supports d’exécution ont aussi été effectuées a I'aide de la bibliothéque de
partitionnement metis [13].
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Chapitre 6

Exécution sur ordinateur hybride

Dans les chapitres précédents, nous avons décrit la méthode Galerkin
Discontinue (GD) de résolution des équations de Maxwell, puis nous avons
développé I'implémentation paralléle de cette méthode que nous avons pro-
grammé, pouvant utiliser simultanément un grand nombre d’accélérateurs
OpenCL identiques.

Apreés avoir présenté une adaptation algorithmique permettant d’appli-
quer un pas de temps local a chaque maille et allégeant considérablement la
quantité de calculs, nous allons montrer dans quelle mesure un solveur GD
s’adapte a ’exécution sur ordinateur hybride.

Les (super)calculateurs actuels sont généralement équipés de périphé-
riques (de méme nature) identiques. L’équilibrage de la charge de calcul est
donc aisée entre périphériques de méme nature. Cependant, bien que tous
les CPU soient identiques et de méme pour les GPU, les CPU sont trés dif-
férents des GPU, tant au niveau de l'architecture que de leur puissance de
calcul respective. Or, chaque nceud de calcul d’un (super)calculateur est gé-
néralement composé d’'un CPU et d'un GPU. Ainsi, bien que le fait de savoir
diviser efficacement un probléme entre 2 GPU hétérogénes ne soit pas une
priorité, il est trés intéressant de savoir équilibrer la charge ce calcul entre un
CPU et un GPU. Nous pourrions alors exploiter toute la puissance de calcul
disponible.

A ces fins, nous avons utilisé la bibliothéque StarPU développée a 'INRIA
de Bordeaux |2, 3|. Cette bibliothéque permet de se défaire de I’équilibrage
manuel des taches via un graphe des taches. Ce dernier est automatiquement
généré par StarPU selon une politique d’ordonnancement choisie par I'utilisa-
teur (nous) et est basé sur la dépendance des données passées en entrée et en
sortie des taches. Les taches sont codées sous forme de « codelets » écrits en
langage C et pouvant contenir des soumissions de kernels OpenCL. Chaque
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tache peut étre implémentée par plusieurs codelets (par exemple une version
C pour CPU et une version C-OpenCL pour GPU) et StarPU choisit a I'exé-
cution de chaque tache quel codelet exécuter en fonction de ses performances
passées et du périphérique de destination. Dans le code du solveur, toutes les
taches sont alors soumises dans un ordre séquentiel (dictant la dépendance
des données) a StarPU. Les transferts de données sont eux aussi délégués a
StarPU.

Les expérimentations de 'utilisation de cette bibliothéque ont été effec-
tuées sur le solveur universitaire schnaps [36] et sont présentées en anglais
dans larticle qui suit (publication & venir). Les notations et numérotations
sont donc globalement différentes du reste de ce mémoire. Le solveur schnaps
implémente la méthode GD avec une interpolation spatiale utilisant les points
de Gauss-Lobatto. L’autre grande différence avec le solveur teta-clac est
que les mailles sont des subdivisions réguliéres de macro-mailles équivalentes
a des zones homogénes structurées globalement déformées.
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OPTIMIZATION OF A DISCONTINUOUS FINITE ELEMENT SOLVER WITH
OPENCL AND STARPU

PHILIPPE HELLUY, MICHEL MASSARO, LAURA MENDOZA, BRUNO WEBER

ABSTRACT. schnaps is a finite element solver designed to simulate various physical phenomena.
It is designed to run on hybrid computers made of several CPUs and GPUs. In order to address
the hybrid architectures we rely on the StarPU runtime. StarPU allows to optimize in an incre-
mental way a sequential algorithm in order to migrate to multicore parallelism and then to hybrid
computing with OpenCL accelerators. StarPU proposes several task scheduling strategies in or-
der to efficiently exploit the available computing power. We present the design of schnaps and
the performance gain that we have obtained in electromagnetic simulations thanks to OpenCL
codelets.

1. INTRODUCTION

The development of engineering simulation software is difficult. On one hand, the user is interested
in handling more and more complex physical phenomena, in devices with arbitrary geometries.
These constraints require to adopt a generic and abstract software engineering approach in order
to ensure the generality of the code. On the other hand, the user also wants to harness the full
computational power of his hybrid computer. This requirement generally imposes to use low level
hardware optimization hacks that are not always compatible with a generic and elegant approach.
In addition, as the hardware evolves, optimizations of yesterday are not necessarily relevant for the
devices of tomorrow...

OpenCL is a nice software environment for optimization purposes. It presents the good balance
between an abstract view of the computing devices and some important hardware aspects, such as
local memory for accelerating data transfers or subgroups for minimizing synchronization barriers.
However depending on architecture, optimizations written for one accelerator may be completely
irrelevant for another one. This is especially true with local memory optimizations. For instance,
cache prefetching is generally efficient for discrete GPUs while inefficient for IGPs.

In this paper, we present our practical approach to this issue, with the help of the StarPU runtime
system. StarPU is developed at Inria Bordeaux since 2006'. StarPU is a runtime C library based
on the dataflow paradigm. The programmer has to split the computation workload into abstract
computational tasks. Each task processes data buffers that can be in read (R), write (W) or
read/write (RW) mode.

The tasks are then conveniently implemented into C codelets. It is possible (and recommended) to
write several implementations of the same task into several codelets. For instance, one can imagine
to write an unoptimized codelet for validation purposes and one or several optimized OpenCL
codelets. The user then submits his tasks in a sequential way to StarPU. At runtime, StarPU is able
to construct a task graph based on buffer dependencies. The tasks are submitted to the available

We are not involved in the creation and development of StarPU, but only users.
1
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accelerators, in parallel if the dependencies allow it. In addition, StarPU automatically handles
data transfers between the accelerators. It is also able to measure the efficiency of the different
codelets’ implementations in order to choose the best, according to the scheduling strategy.

With StarPU, implementing a complex dataflow of OpenCL kernels becomes easier. Indeed, the
programmer does not have to handle the kernel dependencies with OpenCL events. In addition, it
is possible to first write a well validated pure C version of the software, with only C codelets. Then,
one can enrich the tasks with OpenCL codelets, which allows an incremental optimization of the
code. At each stage, StarPU should be able to use the available codelets in an efficient way.

In this paper, we describe how we applied the StarPU philosophy in order to optimize a discontin-
uous finite element solver for conservation laws. The outlines are as follows: first we will present
in its main lines the Discontinuous Galerkin (DG) scheme that is used in the solver. Then, after a
short presentation of StarPU, we will explain how we have integrated the OpenCL optimizations
into the DG solver. Finally, we will present some numerical experiments.

2. DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD

The Discontinuous Galerkin (DG) method is a general finite element method for approximating
systems of conservation laws of the form

D
Orw + Y ¥ (w) = 0.
k=1
The unknown is the vector of conservative variables w(x,t) € R™ depending on the space variable
x = (2!,...,2P) € RP and on time ¢. In this paper, the space dimension is D = 3. We adopt the
notations 0; for the partial derivative with respect to ¢ and 0 for the the partial derivative with

respect to z¥. Let n = (ny,...,np) € RP be a spatial direction, the flux in direction n is defined
by

D
f(w,n) = anfk(w).
k=1

For instance in this work we consider the numerical simulation of an electromagnetic wave. In this
particular case, the conservative variables are

w=(ETH" X\, )" ¢R™, m=38.

where E € R3 is the electric field, H € R3 is the magnetic field and A, p are divergence cleaning
potentials (Munz et al. [2000]). The flux is given by

—nx H+ An
nxE+pun
cn-E
cn-H

f(w,n) =

and ¢ > 1 is the divergence cleaning parameter.
We consider a mesh M of Q2 made of open sets, called cells, M = {L;, i=1...N.}. In the most
general setting, the cells satisfy

(1) LinL; =0, if i # js

(2) U;L; = Q.
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OLNOR

FI1GURE 2.1. Convention for the L and R cells orientation.

In each cell L € M, we consider a basis of functions (¢r, ;(x))i=0...n,—1 constructed from polyno-
mials of order d. We denote by h the maximal diameter of the cells. With an abuse of notation we
still denote by w the approximation of w, defined by

Ng—1
w(x,t) = Z wr ;(t)er(x), x€L.
j=0

The DG formulation then reads: find wy ; such that for all cell L and all test function ¢r ;

(2.1) /BtwLavai—/f(wL,VgoL,i)—l-/ f(wr,wgr,n)pr,; =0.
L L oL

In this formula (see Figure 2.1):

e R denotes the neighboring cell to L along its boundary 0L N dR, or the exterior of {2 on
OL N os.

n = nzg is the unit normal vector on dL oriented from L to R.

e wp denotes the value of w in the neighboring cell R on 0L N OR.

If L is a boundary cell, one may have to use the boundary values instead: wr = w; on
oL N os.

f(wr,wg,n) is the standard upwind numerical flux encountered in many finite volume or
DG methods.

In our application, we consider hexahedral cells. We have a reference cell

L=]-1,1["

and a smooth transformation x = 71,(X), X € L, that maps L on L

(L) = L.
We assume that 7 is invertible and we denote by 7/ its (invertible) Jacobian matrix. We also
assume that 7, is a direct transformation

det 77, > 0.

In our implementation, 7, is a quadratic map based on hexahedral curved “H20” finite elements
with 20 nodes. The mesh of H20 finite elements is generated by gmsh (Geuzaine and Remacle
[2009]).

On the reference cell, we consider the Gauss-Lobatto points (X;)i—o...n,—1, Na = (d+1)” and asso-
ciated weights (w;)i=o...n,—1. They are obtained by tensor products of the (d + 1) one-dimensional
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Gauss-Lobatto (GL) points on | — 1,1[. The reference GL points and weights are then mapped to
the physical GL points of cell L by
(2.2) xri=T7L(Xi), wr;=w;det7(%;) > 0.

In addition, the six faces of the reference hexahedral cell are denoted by F,, ¢ = 1...6 and the
corresponding outward normal vectors are denoted by n.. One advantage of choosing the GL points
is that the cells and the faces share the same quadrature points. We use the following notations to
define the face quadrature weights:

e if a GL point x; € F¢, we denote by u$ the corresponding quadrature weight on face we;
e we also use the convention that p = 0 if %; does not belong to face F.

Let us remark that a given GL point X; can belong to several faces when it is on an edge or in a
corner of L. Because of symmetry, we observe that if u$ # 0, then the weight pf does not depend
on e.

We then consider basis functions ¢; on the reference cell: they are the Lagrange polynomials
associated to the Gauss-Lobatto points and thus satisfy the interpolation property
Pi(%;) = bij-
The basis functions on cell L are then defined according to the formula
pLi(x) = @i(t (%))
In this way, they also satisfy the interpolation property
(2.3) pri(XL,;) = bij.

In this paper, we only consider conformal meshes: the GL points on cell L are supposed to match
the GL points of cell R on their common face. Dealing with non-matching cells is the object of a
forthcoming work. Let L and R be two neighboring cells. Let x;, ; be a GL point in cell L that is
also on the common face between L and R. In the case of conformal meshes, it is possible to define
the index 7’ such that

XL,j = XR,j’-

Applying a numerical integration to (2.1), using (2.2) and the interpolation property (2.3), we
finally obtain

Na—1 6
(24)  Owrawri— Z f(wr,j, Vori(xr,;))wr,; + Z pif(wr i, wrar,ne(xr,:)) = 0.
7=0 e=1

We have to detail how the gradients and normal vectors are computed in the above formula. Let
A be a square matrix. We recall that the cofactor matrix of A is defined by

(2.5) co(A) = det(A) (A7) "

The gradient of the basis function is computed from the gradients on the reference cell using (2.5)
Vor,i(xr,;) = WCO(Ti(ﬁj))V(ﬁi(&j)'

In the same way, the scaled normal vectors n. on the faces are computed by the formula

n.(xr ;) = co(r7 (X;))ne.
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We introduce the following notation for the cofactor matrix
cri = co(T(%;)).
The DG scheme then reads

Ng—1 6
. 1 R
(2.6) QWi — » > f(wr e, Vei(%)))w, + o > s (Wi Wrar, cp b)) = 0.
) =0 =1

In formula (2.6) we identify volume terms that are associated to Gauss-Lobatto points in the volume
(2.7) Vig =Ff(wrj cr;Voi(X;))w;
and surface terms that are associated to cell boundaries
(2.8) Sii = pif (Wr i, Wrir, €L i) -
Then, once these terms have been accumulated, one has to apply the inverse of the mass matrix.
Here, this matrix is diagonal and it corresponds to a simple multiplication of 0;wy ; by

1

WL

(2.9)

Generally, 7 and i’ are associated to unknowns of internal cells, i.e. cells that do not touch the
boundaries. On boundary GL points, the value of wg ;s is given by the boundary condition

WR,ir = Wy(Xpi,t), Xri=XR-

For practical reasons, it can be interesting to also consider wg; as an artificial unknown in a
fictitious cell. The fictitious unknown is then a solution of the differential equation

(2.10) WR,ir = Wy (XL, ).

In the end, if we put all the unknowns in a large vector W(¢), (2.6) and (2.10) read as a large
system of coupled differential equations

(2.11) W = F(W).

This set of differential equations is then numerically solved by a Runge-Kutta numerical method.
In practice, we use a second order Runge-Kutta method (RK2).

3. DATA-BASED PARALLELISM AND STARPU

StarPU is a runtime system library developed at Inria Bordeaux (Augonnet et al. [2011, 2012]). It
relies on the data-based parallelism paradigm. The user has first to split its whole problem into
elementary computational tasks. The elementary tasks are then implemented into codelets, which
are simple C functions. The same task can be implemented differently into several codelets. This
allows the user to harness special accelerators, such as vectorial CPU cores or OpenCL devices, for
example. In the StarPU terminology these devices are called workers. If a codelet contains OpenCL
kernel submissions, special utilities are available in order to map the StarPU buffers to OpenCL
buffers.

For each task, the user also has to describe precisely what are the input data, in read mode, and
the output data, in write or read/write mode. The user then submits the task in a sequential
way to the StarPU system. StarPU is able to construct at runtime a task graph from the data
dependencies. The task graph is analyzed and the tasks are scheduled automatically to the available
workers (CPU cores, GPUs, etc.). If possible, they are executed in parallel into concurrent threads.
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The data transfer tasks between the threads are automatically generated and managed by StarPU.
OpenCL data transfers are also managed by StarPU.

When a StarPU program is executed, it is possible to choose among several schedulers. The simplest
eager scheduler adopts a very simple strategy: the tasks are executed in the order of submission by
the free workers, without optimization. More sophisticated schedulers, such as the dmda or dmdar
scheduler, are able to measure the efficiency of the different codelets and the data transfer times,
in order to apply a more efficient allocation of tasks.

Recently a new data access mode has been added to StarPU: the commute mode. In a task, a
buffer of data can now be accessed in commute mode, in addition to the write or read/write
modes. A commute access tells to StarPU that the execution of the corresponding task may be
executed before or after other tasks containing commutative access. This allows StarPU to perform
additional optimizations.

There also exists a MPI version of StarPU. In the MPI version, the user has to decide an initial
distribution of data among the MPI nodes. Then the tasks are submitted as usual (using the
function starpu_mpi_insert task instead of starpu_insert task). Required MPI communications
are automatically generated by StarPU. For the moment, this approach does not guarantee a good
load balancing. It is the responsibility of the user to migrate data from one MPI node to another
to improve the load balancing, if necessary. The MPI version of StarPU is not tested in this work.

3.1. Macrocell approach. StarPU is quite efficient, but there is an unavoidable overhead due to
the task submissions and to the on-the-fly construction and analysis of the task graph. Therefore it
is important to ensure that the computational tasks are not too small, in which case the overhead
would not be amortized, or not too big, in which case some workers would be idle. To achieve the
right balance, we decided not to apply the DG algorithm at the cell level but to groups of cells
instead.

The implementation of the DG scheme has been made into the schnaps software? which is a C99
software dedicated to the numerical simulation of conservation laws. In schnaps, we first construct
a macromesh of the computational domain. Then each macrocell of the macromesh is split into
subcells. See Figure 3.1. We also arrange the subcells into a regular sub-mesh of the macrocells.
In this way, it is possible to apply additional optimizations. For instance, the subcells L of a same
macrocell £ share the same geometrical transformation 7, which saves memory access.

In schnaps we also defined an interface structure in order to manage data communications between
the macrocells. An interface contains a copy of the data at the Gauss-Lobatto points that are
common to the two neighboring macrocells.

To solve one time step of the DG method, here are the most important tasks:

(1) Interface extraction: this task simply extracts the values of w coming from the neighboring
macrocells to the interface. In this task, the macrocell buffers are accessed in read mode
and the interface data in write mode.

(2) Interface fluxes: this task only computes the numerical fluxes (2.8) that are located at
the Gauss-Lobatto points on the interface. The fluxes are then applied to the neighboring
macrocells. In this task, the interface data are accessed in read mode and the macrocell
data in read/write mode. For a better efficiency, we also assume a commute access to the

?http://schnaps.gforge.inria.fr/
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FiGURE 3.1. Macrocell approach: an example of a mesh made of five macrocells.
Each macrocell is then split into several subcells. Only the subcells of the top
macrocell are represented here (in green).

Algorithm 1 DG algorithm

for all interface:
Extract interface (copy the data from the neighboring macrocells to the interface)
If the interface is a boundary interface, compute the boundary fluxes (2.8) and apply them to the
neighboring macrocell
Else the interface is an internal one. Compute the numerical fluxes (2.8) and apply them to the
two neighboring macrocells
End for
Then, for each macrocell:
Compute and apply the numerical fluxes (2.8) between the subcells
Compute the volume terms (2.7) inside the subcells
Apply the inverse of the mass matrix (2.9) inside the subcells
End for

macrocell data. In this way the interface fluxes can be assembled in any order, which can
help the StarPU scheduling.

(3) Interface boundary fluxes: this task computes the boundary data and only numerical fluxes
(2.8) that are located at the boundary interface. The fluxes are applied to the neighboring
macrocell. In this task, the interface data are accessed in read mode and the macrocell
data in read/write and commute mode.

(4) Volume terms: this task applies the volumic terms (2.7) in a given macrocell. The macrocell
data are accessed in read/write/commute mode.

(5) Subcell fluxes: this task applies the numerical subcell fluxes (2.8) that are internal to a
given macrocell. The macrocell data are accessed in read/write/commute mode.

Additional simple tasks are needed to apply the Runge-Kutta algorithm. We do not describe them.
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The general sequential DG algorithm is then given in Algorithm 1. Thanks to StarPU, this algorithm
can be submitted in a sequential way. StarPU then uses the data dependency in order to distribute
the tasks in parallel on the available workers.

In the next section we give more details about the implementation of the OpenCL codelets.

4. HYBRID C/OPENCL CODELETS

In order to attain better performance, we programmed an OpenCL version of the previously de-
scribed codelets. As it is often the case, special care has to be given in order to improve the
coalescence of memory access. The values of w at the Gauss-Lobatto points are stored into what
we call a field structure. A field is attached to a macrocell. A given component of w in a field
is located thanks to its subcell index ic, a Gauss-Lobatto index ig in the cell, and a component
index iw. If the macrocell is cut into n, subcells in each direction, if the polynomial order is d and
for a system of m conservation laws, these indices have the following bounds

0§ic<ni, 0§ig<(d+1)3, 0<iw<m.

The values of w in a given field are stored into a memory buffer wbuf. In order to test several
memory arrangements, the index in the buffer is computed by a function varindex(ic,ig,iw)
that we can easily change. For instance, we can consider the following formula, in which the
electromagnetic components at a given Gauss-Lobatto point are grouped in memory

(4.1) varindex(ic,ig, iw) = iw+mx(ig+(d + 1)*+ic),
or this formula
(4.2) varindex(ic,ig, iw) = ig+(d + 1)*s(iw+mxic),

in which the electromagnetic components are separated in memory. We have programmed an
OpenCL codelet for each task described in Section 3.1. The most time consuming kernels are: (i)
the kernel associated to the computations of the volume terms (2.7) inside the macrocells, volume
kernel, and (ii) the kernel that computes the subcell fluxes, the surface kernel. Boundary and
interface terms generally involve less computations.

A natural distribution of the workload is to associate one subcell to each OpenCL work-group and
the computations at a Gauss point to a work-item. With this natural distribution, formula (4.2)
ensures optimal coalescent memory access in the volume kernel, but the access is no more optimal
in the surface kernel, because neighboring Gauss points on the subcell interfaces are not necessarily
close in memory. Therefore, we prefer considering formula (4.1).

5. NUMERICAL RESULTS

In this section, we present some practical experiments that we realized with schnaps. The first
experiment deals with the efficiency of the StarPU C99 codelets on a multicore CPU. The second
experiment deals with the efficiency of the OpenCL codelets. Then we test the code in a CPU/GPU
configuration.

We approximate by the DG algorithm an exact plane wave solution of the Maxwell equations

—v ‘ 0
E=-( v |, H==[ 0|, Xx=0, px=0
"\ o "\ 1
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‘ config. ‘ CPU ‘ # cores ‘ mem. CPU ‘ GPU ‘ mem. GPU ‘
“PC” | AMD FX-8320E 3.2 GHz 8 8 GB NVIDIA GTX 1050 Ti 4GB
“WS” | Intel Xeon E5-2609 1.7 GHz 2x8 64 GB NVIDIA QUADRO P6000 24 GB

TABLE 1. Configurations of the computers used for the tests.

[y | nepu | Time (s) | Ideal time | Efficiency |

9

4 2 704 704 1
4 4 365 352 0.96
4 7 209 201 0.96
6 7 689 679 0.99
8 4 2902 2816 0.97
8 7 1650 1609 0.98
TABLE 2. Efficiency of the CPU codelets for the “PC” configuration with the dmdar scheduler.

with ¢ = — cos(7/2(uzt +va? — t)) and (u,v) = (cos(w/4),sin(r/4)).

We consider the propagation of the previous electromagnetic plane wave into a torus-shaped domain
Q represented on Figure 5.1. In the DG solver, we consider only third order polynomials: d = 3.
The domain is split into M = 400 macrocells. The macrocells are split into n, subcells in each
direction. The number of degrees of freedom is thus

Nd.of. = Mm(d+1 3n3 d=3.

o, M =400, m =38,
StarPU will have to take decisions on how to distribute efficiently the tasks on the available accel-
erators. We have performed our experiments on two different computers. The first configuration
“PC” correspond to a standard desktop personnal computer. The second configuration “WS” is

made of a more powerful two-CPU workstation The technical details are listed in Table 1.

5.1. Multicore CPU tests. In the first test, we only activate the C99 codelets, and thus the
GPU is not activated. We also vary the number of computing CPU cores from 2 to 7 for the “PC”
configuration and from 2 to 15 for the “WS” configuration. One CPU core is anyway reserved for
the main StarPU thread.

We perform a fixed number of n; iterations of the RK2 algorithm. We assume that the number
of elementary computing operations increases as O(n?). Ideally, with infinitely fast operations at
interfaces, and with n, identical CPU cores, the computations time would behave like

3
n;.
T ~ Cnt—T

Na

(5.1)

where C' is fixed constant, depending on the hardware. In our benchmark the efficiency is the
ratio of the measured execution time over this ideal time. Normally it should be smaller than one
(because of communications). If it is close to one, the algorithm is very efficient. In Table 2 and
3, we observe an excellent efficiency of the StarPU task distribution on the CPU cores even on a
machine with two NUMA nodes.
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[y | nepu | Time (s) | Ideal time | Efficiency |

4 2 763 763 1

4 4 382 381 0.99
4 8 196 191 0.97
4| 15 110 102 0.92
8 8 1586 1526 0.96
8 | 15 828 814 0.98

TABLE 3. Efficiency of the CPU codelets for the “WS” configuration with the dmdar scheduler.

| n, | config. [ tcpu (s) | tapu(s) | tepu/taru | tepuraru () | tepu/topusaru |

4 PC 209 73 2.86 32 6.53
6 PC 689 86 8.01 64 10.77
8 PC 1650 171 9.65 130 12.69
4 WS 110 86 1.28 36 3.05
8 WS 828 88 9.41 7 10.75

TABLE 4. Efficiency of the CPU/GPU implementation.

FiGURE 5.1. Computational domain Q. Only the macrocells of the mesh are vis-
ible. The represented mesh contains 240 macrocells (poloidal refinement set to
Npot = 3 and toroidal refinement set to n., = 3. In the numerical experiments,
we take npo = 3 and ng, = 5, which leads to a mesh of 400 macrocells). Each
macrocell is then cut regularly into the three directions.

5.2. OpenCL codelets. In this section, we compare the efficiency of the CPU/C99 and
GPU/OpenCL codelets on the two configurations “PC” and “WS”. We first perform a CPU-only
computation with all the cores activated (7 for the “PC” platform and 15 for the “WS” platform)
and a GPU-only computation. The results are given in Table 4. We observe that the OpenCL
codelets are faster than the CPU codelets. The highest efficiency is achieved for the finer meshes

(n, = 8).
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5.3. Hybrid CPU/GPU computations. Now that we are equipped with verified OpenCL
codelets we can try to run the code with StarPU in order to see if it is able to distribute the
tasks efficiently on the available accelerators.

One difficulty is to manage efficiently the data transfers between the accelerators. Several scheduling
strategies are available in StarPU. With the eager scheduler, the task are distributed in the order
of submission to the inactive device, without taking into account the cost of memory transfers. This
strategy is obviously not optimal.

It is better to choose another scheduler, such as the dmdar scheduler. With the dmdar scheduler, the
computational and memory transfer costs are evaluated in a preliminary benchmarking phase. Then
an optimized scheduling is activated in order to better overlap computations and communications.

We perform computations by letting StarPU decide how to distribute the computations on the
available CPU cores and GPU.

The results are given in the two last columns of Table 4. We observe that in all the situations,
StarPU is able to get an additional gain from the CPU cores, even if the GPU codelets are faster.

6. CONCLUSION

We have proposed an optimized implementation of the Discontinuous Galerkin method on hybrid
computer made of several GPUs and multicore CPUs. In order to manage the heterogeneous
architecture easily and efficiently, we rely on OpenCL for the GPU computations and on the StarPU
runtime for distributing the computational tasks on the available devices.

OpenCL programming becomes much easier because the task depndency is computed by StarPU.
We only had to concentrate on the optimization of the individual OpenCL kernels and not on data
distribution or memory transfers. We first tested the efficiency of our OpenCL kernels. We verified
that the macrocell approach and cache prefetching strategy, while not optiaml, give good results.
In addition, with a good choice of scheduler, and for heavy computations, we have shown that
StarPU is able to overlap computations and memory transfer in a quite efficient way. It is also able
to use the available CPU codelts to achieve even higher acceleration.
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Conclusion

Dans ce chapitre (cet article), nous avons présenté les résultats de 'uti-
lisation de la bibliothéque StarPU pour I'exécution et 'ordonnancement des
taches de calcul du solveur GD schnaps sur ordinateur hybride. Les taches
ainsi exécutées sont chacune codées en 2 versions : sous forme de codelets
écrits en langage C a destination des cceurs CPU (notons que StarPU se
réserve un coeur pour leffort d’ordonnancement) et sous forme de codelets
C-OpenCL a destination des GPU.

Les résultats sur CPU multi-coeurs se sont avérés excellents : une effi-
cacité presque optimale quelque soit le nombre de ceceurs sollicités et pour
diverses tailles (divers raffinements) du probléme étudié. Ces résultats ont
été constatés pour 2 CPU distincts, I'un produit par AMD, I'autre par Intel.
Le second CPU est de plus composé de 2 noceuds NUMA, ce qui ne semble
pas impacter les performances et témoigne d’'une bonne gestion des affinités
entre coeurs.

Les résultats en configuration hybride sont eux aussi de bonne qualité.
Dans un premier temps, nous avons facilement pu comparer la différence de
performance entre les codelets CPU et les codelets GPU testés. Nous avons
aussi constaté que 'ajout des coeurs CPU au GPU a permis d’améliorer les
performances du GPU seul. Dans le cas des plus petites tailles de probléme,
I’accélération constatée est au-dela de ’accélération théorique donnée par les
temps sur CPU seul et GPU seul. Ce phénoméne s’explique par le fait que
le CPU soulage le GPU des petites taches qui générent beaucoup de temps
de latence OpenCL et le GPU peut ainsi se concentrer sur les grandes taches
de calcul.

Remarquons que dans les expérimentations présentées nous utilisons un
seul GPU NVidia. Rappelons alors qu’il est possible de proposer a StarPU
plusieurs versions de codelet C ou C-OpenCL pour une méme tache. Cela
permettrait de proposer une version optimisée AMD du codelet C-OpenCL au
cas ol les performances ne sont pas au rendez-vous avec les kernels optimisés
sur NVidia.

Cependant, 'utilisation de la bibliothéque StarPU n’a pas été implémen-
tée dans le solveur teta-clac. Le nombre de kernels (GD, modéles) implique-
rait un effort de développement trés important alors que ce solveur permet
déja d’effectuer des simulations équilibrées sur un grand nombre de GPU.
La stratégie de découpage en zones et les communications MPI telles qu’im-
plémentées sont éprouvées et fonctionnent parfaitement dans le cadre d’une
exploitation industrielle.

Dans le dernier chapitre, nous allons revenir sur le solveur teta-clac
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et présenter un certain nombre de résultats de validation. Nous commen-
cerons par un cas académique de propagation d’onde plane dans un cube
afin de démontrer la convergence du schéma. Nous présenterons aussi un cas
d’application représentatif d’une scéne de télécommunication sur lequel nous
confrontons notre solveur 4 une implémentation de la méthode des différences
finies. Enfin, nous terminerons par le cas d’application du corps humain com-
plet & proximité duquel nous faisons rayonner une antenne Bluetooth.
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Chapitre 7

Validations

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté la méthode Galerkin
Discontinue (GD) et son implémentation paralléle optimisée pour traiter des
mailles hexaédriques. Nous avons aussi décrit plusieurs modéles physiques de
simulation et différents schémas d’intégration en temps.

Dans ce dernier chapitre, nous présentons des résultats permettant de
valider notre implémentation de solveur GD, autant par la précision des
calculs que par leur vitesse d’exécution.

Ainsi, nous commencons par présenter des résultats de convergence sur un
cas académique de propagation d’une onde plane dans un cube. Nous en pro-
fitons pour effectuer des comparaisons entre maillages structurés (hexaédres
droits) et non structurés (issus du découpage de tétraédres).

Nous comparons ensuite notre solveur GD & un solveur implémentant la
méthode des différences finies sur un cas d’application mettant en scéne une
antenne dipolaire a proximité de 'oreille d’une téte humaine simplifiée. Nous
donnons aussi les résultats, sur ce méme cas d’application, des différents
schémas d’intégration en temps que nous avons présenté plus tot. Ce cas
d’application s’apparente a une communication téléphonique et a servi de fil
conducteur au cours de cette thése.

Le second fil conducteur a été I'objectif d’effectuer des simulations sur
un modéle de corps humain complet (avec organes) dans le cadre du projet
HOROCH. Nous présentons les résultats de la simulation effectuée sur ce
modéle de corps humain, & c6té duquel nous avons placé une antenne de
type Bluetooth. Il s’agit de la plus grande simulation réalisée par le solveur
a ce jour.

Enfin, nous terminons par présenter les résultats d’efficacité du solveur
exécuté en paralléle sur un grand nombre de périphériques de calcul.
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7.1 Simulation d’onde plane

7.1.1 Convergence du schéma couplé GD-RK?2

Pour déterminer 'ordre de convergence du schéma couplé GD-RK2, nous
simulons la propagation d’une onde plane dans le vide, a I'aide d’une surface
de Huygens (section 2.3). La condition limite utilisée est le modeéle de Silver-
Miiller (section 2.1.4).

Une onde plane est définie par une fonction donnant I'amplitude du si-
gnal au cours du temps (proposition 5). Le signal que nous utilisons est une
impulsion gaussienne définie sur U'intervalle [0 ;7] par :

t— Aexp <— (t _TtA>2> : (7.1)

avec A I'amplitude de I'onde, 7 donnant l'intervalle de temps entre les deux
points de demie-amplitude (de largeur 2v/In 27) et t4 'antécédent de la valeur
d’amplitude maximale (figure 7.1).

FIGURE 7.1 — Signal adimensionné définissant ’onde plane utilisée au cours
des tests de convergence du schéma couplé GD-RK2.

1 1
A
0.5 1
2V 1In 27
ta
0 0.1 0.2 0.3 0.4 ct

Afin de définir le signal temporel, nous utilisons la définition fréquentielle
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de 'onde plane donnée par :

[ Ary/mexp (—(nf1)* — 2jmfta), (7.2)

avec f la fréquence et j le nombre complexe défini tel que j2 = —1. Nous
pouvons alors définir notre signal en fonction de la fréquence maximale fi.y
souhaitée et retrouver le signal temporel grace aux relations suivantes :

= —;;:(3A> (7.3a)

ta =714/ —In(ap), (7.3b)

ol ag représente atténuation au temps initial (¢ = 0) et a représente 1’at-
ténuation au temps d’amplitude maximale 4.

Ces paramétres d’atténuation permettent de réduire la durée du signal.
Une impulsion gaussienne tend vers 0 aux infinis, I’atténuation au temps ini-
tial indique la tolérence & appliquer en ¢ = 0 afin de diminuer ¢4 qui est le
retard permettant d’avoir le début de la gaussienne en temps positif. L’atté-
nuation au temps d’amplitude maximale permet de diminuer la valeur de 7
(i.e. la durée de I'impulsion). Pour notre cas d’application nous choisissons :

— A=1;

T fmax =3 GHZ;

— ap = 0.001 (ou 0.1 %).

— ay =0.01 (ou 1 %);

Avec ces valeurs, dans le cas adimensionné, nous avons 7 = 0.0683 et t4 ~
0.1795, ce qui nous donne une durée de signal d’environ 1.2 ns.

La direction de propagation choisie est suivant la composante x3. Le
champ FE varie selon la composante x; de l’espace et le champ H varie
selon la composante xs.

Maillage structuré

Nous considérons le domaine délimité par le cube de c6té 0.1 m. Nous
choisissons le temps maximal 7" = 1 ns. Ce domaine est maillé par des hexa-
édres droits, tous identiques. Nous calculons les résultats de convergence pour
une subdivision en 5, 10, 20 et 40 mailles (raffinements en puissances de 2)
dans chaque direction pour les ordres d’interpolation 1 a 3.

Les résultats de convergence sont présentés dans la figure 7.2. Nous pou-
vons constater que cette méthode est d’ordre 2 en temps. Elle est méme
d’ordre plus élevé mais inférieur & 3 a ordre spatial d = 2.
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Remarque 34. Les résultats de convergence présentés dans les figures 7.2
et 7.7 sont la aussi ceur du schéma en temps théoriquement d’ordre 2 (re-
marque 31). Les résultats de convergence en espace de la méthode GD sont
présentés dans la these de Strub [07] et sont toujours vérifiés. Nous mesu-
rons ici seulement le taur de convergence du couplage espace-temps, qui est
imposé par 'ordre de la méthode en temps.

FIGURE 7.2 — Convergence du schéma couplé GD-RK2 appliqué aux équa-
tions de Maxwell en 3 dimensions sur maillage structuré.

—4 —x—d:27
d=3

1Og (Hwexact - wcachL?)
|
D
T
!

| | | | | | |
—-28 =26 —-24 =22 -2 —-18 —-16 —-14
log (Ix)

Nous mesurons aussi 'efficacité de la méthode en fonction de 'ordre d’in-
terpolation. Pour cela nous simulons la méme onde plane dans le domaine
délimité par le cube de cété 0.3 m et jusqu'au temps maximal 7" = 1 ns
(figure 7.3). Ce domaine est maillé par des hexaédres droits, tous identiques.
Nous utilisons la condition CFL (3.50). Nous mesurons les temps de calcul
pour une subdivision en 30 mailles dans chaque direction a l'ordre 1, 15
mailles dans chaque direction a l'ordre 2 et 10 mailles dans chaque direc-
tion a l'ordre 3. Ces subdivisions générent des mailles dont la taille corres-
pond a l'application de la régle empirique du « Ap;, sur 10 ». Nous sommes
donc placés dans un cas discrétisé de maniére équivalente pour chaque ordre
d’interpolation évalué. Nous notons Ty(d) le temps de simulation a l'ordre
d’interpolation d > 0 pour ce cas d’application.

Définition 7. Dans les conditions décrites ci-avant, ['efficacité en fonc-
tion de l’ordre d’interpolation spatiale d > 0 du schéma couplé GD-RK2
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est donnée par le rapport :

E(d) = . (7.4)

FIGURE 7.3 — Plan de coupe (z;0x3) en 22 = 0.15 m de la norme du champ
électrique de la solution exacte de ’onde plane (7.1) simulée, au temps final
T =1 ns.

[E| (V/m)

|
0.3 1
0.8
0.2
0.6
0.4
0.1
0.2
OO 0.1 0.2 0.3 0

T
Les résultats d’efficacité sont présentés dans le tableau 7.4. Nous pouvons
constater qu’'un ordre élevé est plus efficace et plus précis. Cette différence
d’efficacité est diie au fait que le pas de temps est proportionnel a la taille
des mailles (plus grandes en ordre élevé) et a la décroissance cubique de
leur nombre avec la croissance de 'ordre. Ces deux facteurs surcompensent
I’augmentation de la complexité des calculs.

x3

Maillage non structuré

Nous effectuons aussi les calculs de convergence du schéma couplé GD-
RK2 sur maillage non structuré. La convergence de la méthode GD appliquée
aux systémes hyperboliques de lois de conservation sur maillages non struc-
turés a initialement été démontrée par Szepessy et al. [11].

Nous maillons le méme domaine délimité par le cube de coté 0.1 m en
tétraedres a 'aide du mailleur MeshGems commercialisé par Distene. Ce do-
maine est maillé par des tétraédres dont nous imposons la taille I7 des arétes a
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FIGURE 7.4 — Efficacité du schéma couplé GD-RK2 en fonction de 'ordre
d’interpolation spatiale.

| d| #M | T, (ens) | E(d) | Erreur L
1| 308 11.6 1 2.35-1074
2| 15° 2.06 5.63 | 5.45-107°
3| 10° 1.30 892 | 3.79-107°

0.04, 0.02, 0.01 et 0.005 m, et qui sont ensuite découpés en hexaédres (figures
4.3 et 7.5) ayant respectivement une taille d’aréte maximale, notée maxy,
de 0.02, 0.01, 0.005 et 0.0025 m. Ces tailles d’aréte maximale correspondent
a celles obtenues avec les subdivisions utilisées en maillage structuré, a sa-
voir des subdivisions respectives en 5, 10, 20 et 40 mailles par coté. Nous
choisissons aussi le méme temps maximal 7' = 1 ns.

Le nombre de mailles contenues dans ces maillages non structurés est
généralement environ 4 fois plus important que celui des maillages structurés
correspondants. De plus, la taille d’aréte minimale est 4 a 6 fois inférieure
a la taille d’aréte maximale, facteur impactant directement le pas de temps
et donc le nombre d’itérations de la méthode. Nous pouvons donc estimer
un temps de calcul en moyenne 23 fois plus long sur maillage non structuré
issu de tétraedres découpés, par rapport a un maillage structuré équivalent
(tableau 7.6).

Les résultats de convergence sont présentés dans la figure 7.7 pour les
ordres d’interpolation 1 & 3. Nous les présentons en fonction de la taille [
des arétes des tétraedres, proportionnelle a la taille maximale max/y des
arétes des hexaédres, puisque ce paramétre est 'indicateur de discrétisation
du maillage. Nous les présentons aussi en fonction de la taille minimale min [y
des arétes des hexaédres.

Ces résultats sont moins réguliers que sur maillage structuré (probable-
ment) car nous ne sommes pas dans le cas de raffinements d’un méme maillage
initial. Nous constatons un ordre de convergence moyen d’environ 1.5 & l'ordre

spatial d = 1 et supérieur a 2 (mais toujours inférieur a 3) pour les ordres
d=2etd=3.

7.2 Téte humaine simplifiée

Nous comparons le solveur teta-clac (Teta) au solveur Temsi-FD [30]
(Temsi) qui implémente la méthode des différences finies dans le domaine
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FIGURE 7.5 — Faces x50x3 en x1 = 0 des maillages non structurés utilisés
pour les différentes tailles de maille.

(a) 7 = 0.04 m. (b) Iy = 0.02 m.
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temporel (FDTD pour « Finite Differences in Time Domain ») et développé
a l'institut de recherche Xlim de Limoges. Cette comparaison permet de
confronter deux méthodes de calcul implémentées par des équipes différentes
et sur des architectures distinctes car cet autre solveur utilise OpenMP (sur
CPU).

Pour cela, nous comparons les résultats d’une simulation mettant en scéne
une téte humaine simplifiée a proximité de laquelle nous avons placé une
antenne dipole planaire de type ELPOSD (pour « End-Loaded Planar Open-
Sleeve Dipole ») [65] congue pour rayonner a une fréquence de 1 GHz. La
particularité de cette antenne est que la source (la zone d’injection du si-
gnal) est un carré de coté 1 mm. Cette forte contrainte géométrique diminue
considérablement le pas de temps de simulation.
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FIGURE 7.6 — Comparaison des maillages structurés et non structurés utilisés
dans le calcul de 'ordre de convergence du schéma couplé GD-RK2.

(a) Comparaison en nombre de mailles.

Structuré Non structuré
Subdiv [ #M | Iy | #M Facteur #M
5 125 | 0.04 508 4.064
10 1k 0.02 4352 4.352
20 8k 0.01 37408 4.676
40 64k | 0.005 | 304916 4.764
(b) Comparaison en taille d’arétes.
Structuré Non structuré Inverse du
Subdiv | Iy lr | maxly | minly | Facteur (min)ly
5 0.02 0.04 0.02 | 0.004373 4.574
10 0.01 0.02 0.01 0.002189 4.568
20 0.005 | 0.01 | 0.005 | 0.000829 6.031
40 0.0025 | 0.005 | 0.0025 | 0.000419 5.967

7.2.1 Description
Composition de la scéne

Cette simulation s’apparente au rayonnement d’une antenne de téléphone
mobile au cours d’'une communication téléphonique. L’antenne est placée a
proximité de l'oreille de la téte simplifiée et rayonne en direction du cerveau.

Dans notre cas d’étude, 'antenne est orientée dans le sens de la longueur
sur I'axe (Ox3), dans le sens de la largeur sur axe (Oxq) et rayonne dans
la direction de 'axe (Oxs). La téte simplifiée est placée de maniére a ce que
I’antenne rayonne au niveau de son oreille droite, a 3.5 cm de celle-ci. Le
centre de 'antenne se situe en (0,0.113175,0.12). La téte simplifiée contient
un cerveau simplifié délimité par un ellipsoide.

Le domaine de calcul pour toutes les simulations de ce cas d’étude est un
pavé de dimensions [—0.2;0.2] x [-0.2;0.2] x [-0.1;0.35] (en métres), avant
adjonction de couches de PML (section 2.1.5).
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FiGURE 7.7 — Convergence du schéma couplé GD-RK2 appliqué aux équa-
tions de Maxwell en 3 dimensions sur maillage non structuré.

(a) Convergence en fonction de la taille {p.
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(b) Convergence en fonction de la taille minlz.
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log (min )
Matériaux

Nous appliquons le modéle PEC (section 2.1.1) sur toute la surface de
I’antenne, hormis la source. La source nous permet d’injecter le signal dans
la scéne.
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FIGURE 7.8 — Maillage en surfaces de 'antenne ELPOSD (en gris sombre)
placée a proximité de la téte simplifiée. Scéne vue depuis le coté positif de
I'axe (Oxz). Une moiti¢ de la surface délimitant la téte (en gris clair) est
cachée pour laisser apparaitre le cerveau (en rouge).

(a) Scéne compléte.

(b) Zoom sur la zone d’injection du signal (en blanc).

La téte contient des matériaux diélectriques dont les propriétés sont don-
nées dans le tableau 7.9. Nous utilisons les propriétés de la matiére grise
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dans le cerveau simplifié et celles de la matiére osseuse dans le reste de la
téte simplifiée [26]. Les propriétés électromagnétiques de ces matériaux sont
globalement constantes sur la bande de fréquences utilisée (0.1 & 10 GHz).

FIGURE 7.9 — Propriétés électromagnétiques des matériaux utilisés dans la
scéne de la téte simplifiée.

| Matériau | & | g, [ 0 (S/m) | 0" |
cerveau | 51.8 | 1 1.521 0
0S8 1141 | 1 0.43 0
vide 1 1 0 0

Signal source

Dans le cas de la méthode FDTD, la zone d’injection du signal, représen-
tée par un carré de coté 1 mm situé au centre de 'antenne, est remplacée par
un fil d’excitation de rayon 0.125 mm. Ce fil implémente un modéle dérivé
de celui de Holland et al. [39] et qui peut s’appliquer aux fils obliques [31].

Dans le cas de notre solveur GD, nous utilisons le modéle de générateur de
Thévenin (section 2.3.2) sur la zone d’injection. Pour les deux méthodes, nous
appliquons le modéle d’excitation avec une impédance réelle de 50 Ohms.

Le signal que nous utilisons pour les deux méthodes est une impulsion
gaussienne modulée définie sur Uintervalle [0; 7] par :

gt Asin (27 fo (t —ta))exp (— (t_tA) ) , (7.5)

T

avec A 'amplitude de 'onde, f; la fréquence centrale du signal, 7 donnant
'intervalle de temps entre les deux points de demie-amplitude (de largeur
2v/In27) de l'impulsion gaussienne non modulée et t4 antécédent de la
valeur d’amplitude maximale (figure 7.10). Ce signal modulé est le produit
d’une impulsion gaussienne (7.1) avec une sinusoide.

Dans le cas de notre solveur GD, ce signal est injecté sur toute la zone
d’injection par le champ électrique incident (section 2.3.2) :

g(t) Ox —
= — 3 pu—

avec une impédance de surface de 50 Ohm définie sur cette méme surface.
Le champ magnétique incident est nul.
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FIGURE 7.10 — Signal adimensionné de la tension générée, utilisé au cours
des simulations avec 'antenne ELPOSD.

1A

0.5 | jKA A]

—0.5 +

Les paramétres 7 et t4 sont donnés par les relations suivantes :

—ln(aA)
7TAf ’

ta =714/ —1In(ap), (7.7b)

=2 (7.7a)

oll ag représente I'atténuation au temps initial (¢t = 0), a4 représente Iatté-
nuation au temps d’amplitude maximale t4 et Ay représente la largeur de la
bande de fréquences du signal considéré, centrée en f.

Pour notre cas d’application nous choisissons :

— A=1;
— fo=1 GHz;
— Ay = 0.6 GHz;

— ag = 0.001 (ou 0.1 %).

— as =0.05 (ou b %);
Avec ces valeurs, dans le cas adimensionné, nous avons 7 &~ 0.5509 et t4 ~
1.448, ce qui nous donne une durée de signal d’environ 10 ns.
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Maillage

La fréquence maximale considérée est de fuax = fo+Ar/2 = 1.3 GHz. Le
tableau 7.11 présente la distance maximale entre deux points d’interpolation
selon la régle empirique du « A, sur 10 » en fonction des propriétés élec-
tromagnétiques des matériaux a la fréquence fi.x = 1.3 GHz (tableau 7.9).

FIGURE 7.11 — Distances maximales entre deux points d’interpolation en
fonction des matériaux a la fréquence 1.3 GHz.

| Matériau | Az (mm) [ Iy, d =2 (mm) |

cerveau 3.2 12.8
oS 6.8 27.2
vide 23 92

Pour obtenir la taille d’aréte maximale d’un hexaédre a partir de ces
valeurs, nous devons les multiplier par ’ordre d’interpolation spatiale choisi.
Dans le cas d’un maillage en tétraédres, nous devons considérer le double des
arétes des hexaédres, afin d’appliquer le découpage présenté en figure 4.3.

Pour une simulation a I’ordre d’interpolation spatiale d = 2, nous maillons
donc la scéne avec les longueurs d’aréte de tétraeédre [ données dans la
derniére colonne du tableau 7.11. Pour cela, nous commencons par mailler
les surfaces avec la plus petite taille d’aréte a appliquer sur les volumes voisins
(12.8 mm pour la peau du cerveau et 27.2 pour la peau de la téte), puis nous
maillons les volumes.

L’antenne ELPOSD a préalablement été maillée avec une taille d’aréte
maximale de 10 mm afin d’assurer un rayonnement de bonne qualité. Les
champs électromagnétiques obtenus avec cette finesse de maillage corres-
pondent a ceux obtenus sur une version maillée a une taille d’aréte maximale
de 5 mm (figure 7.12) ainsi que ceux obtenus dans le cas de la méthode FDTD.
Dans le cas de I'antenne maillée & une taille d’aréte maximale de 15 mm, nous
observons une dégradation des résultats en fin de signal (figure 7.12b).

Apreés cette phase de maillage, nous obtenons un ensemble de 19413 té-
traédres. En résultent 77652 hexaédres quelconques apres le découpage des
tétraedres, auxquels s’ajoutent 4570 hexaédres droits en bordure de domaine
pour I'application du modéle PML. Les surfaces présentées dans la figure 7.8
sont issues de ce maillage.

Dans le cas de la méthode FDTD, la zone d’injection du signal, représen-
tée par un carré de coté 1 mm situé au centre de 'antenne, impose le pas
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FIGURE 7.12 — Composante x3 du champ E au point (0,0.095675,0.12) (a
mi-chemin de la distance antenne-oreille) dans une configuration « antenne
seule ». Comparaison a la méthode FDTD pour différents raffinements de
I’antenne dans le cas du schéma couplé GD-RK2.

(a) Signal complet.

6 | E (V/m) A /\ ——Temsi @ 1 mm
f'\ ‘\ ---- Teta @ 5 mm
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(b) Agrandissement de la zone d’intérét.

— Temsi @ 1 mm
---- Teta @ 5 mm
Teta @ 10 mm
Teta @ 15 mm

de discrétisation. Cette méthode de calcul nécessite de discrétiser la scéne
en mailles hexaédriques sous la forme d’une grille structurée. Le maillage ré-
sultant est composé d’environ 77.5 millions de mailles (417 x 428 x 434). Le
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modéle PML ajoute environ 12 millions de mailles en bordure de domaine.
Nous avons donc une grille structurée composée d’'un peu moins de 90 mil-
lions de mailles de c6té 1 mm. Soit un nombre de mailles 1087 fois plus
important que pour la méthode GD.

7.2.2 Comparaison & la méthode FDTD
Mémoire

Du point de vue de la mémoire, la simulation GD occupe 380 Mo sur le
GPU (avec environ 100 Mo supplémentaires pour I’allocation des instances
OpenCL) contre environ 9 Go en RAM dans le cas de la simulation FDTD,
soit 23 fois moins de mémoire utile pour la méthode GD.

Cette différence d’occupation en mémoire est principalement liée a la
quantité de mailles et aux degrés de liberté par maille. Dans le cas de la
méthode GD, la nature non structurée du maillage nécessite aussi de stocker
une grande quantité de coordonnées et d’informations de connectivité entre
les mailles.

Performances

En temps de calcul, la simulation FDTD sur grille structurée a nécessité
4.85 heures pour simuler 20 ns de temps physique sur 22 cceurs (logiques)
d’un processeur Intel Dual Xeon E5645 (2 x 6 cceurs physiques hyperthrea-
dés) cadencé & 2.40 GHz. Le temps de calcul sur 46 cceurs (logiques) du
plus récent processeur Intel Dual Xeon E5-2650 v4 (2 x 12 cceurs physiques
hyperthreadés) cadencé a 2.20 GHz est de 2.24 heures. Le coefficient CFL
imposé par la largeur du fil d’excitation est de 0.92 et le pas de temps de la
simulation est calculé & 1.772-107'2 s par la condition CFL classique utilisée
avec la méthode FDTD.

Dans le cas de la méthode GD sur maillage non structuré a 'ordre spatial
d = 2, la simulation a nécessité 1.88 heures de calcul sur un GPU NVidia
GeForce GTX 1070 cadencé a 1.721 GHz et 1.19 heures de calcul sur un GPU
NVidia GeForce GTX 1080 Ti cadencé a 1.582 GHz.

[application du diagnostic de la puissance itérée (section 3.3.4) nous a
permis de constater que dans le cas ce cette simulation, la condition CFL
de stabilité (3.50) sous-évalue le pas de temps de stabilité. Nous avons fixé
le coefficient CFL & 3.1 et utilisé la formule (3.50) pour le calcul du pas de
temps de la simulation. Le pas de temps ainsi obtenu est de 6.641 - 10~ s,
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soit 27 fois plus petit que celui utilisé dans le cas de la méthode FDTD.

Les performances des deux solveurs peuvent donc étre considérées du
méme ordre de grandeur sur ce cas d’application. Bien que la méthode GD
soit présentée comme étant plus rapide que la méthode FDTD, le temps de
restitution est fonction du support de calcul utilisé. Les temps de calculs
obtenus sont résumés dans le tableau 7.13.

La méthode GD est trés bien adaptée dans ce cas d’application compte
tenu du facteur d’échelle (proche de 100) entre la plus petite et la plus grande
maille du maillage. La méthode FDTD quant & elle, est directement affectée
par la plus petite maille qui impose le pas spatial de la grille structurée.

FIGURE 7.13 — Temps de calcul des méthodes GD et FDTD en fonction
du support d’exécution dans le cas de la simulation de I’antenne ELPOSD
placée a proximité de la téte humaine simplifiée.

‘ Solveur ‘ Support d’exécution ‘ CFL ‘ Temps (h) ‘
Temsi Dual Xeon E5645, 22 threads 0.92 4.85
Dual Xeon E5-2650 v4, 46 threads | 0.92 2.24
Teta GeForce GTX 1070 3.1 1.88
GeForce GTX 1080 Ti 3.1 1.19
Résultats

La figure 7.14 présente un plan de coupe des résultats de la simulation
par la méthode GD.

Ces résultats sont trés proches de ceux obtenus avec la méthode FDTD.
Afin de faciliter la comparaison, nous présentons aussi la valeur de la com-
posante x3 du champ électrique mesuré en différents points d’observation
(figure 7.15) :

— en O; = (0,0.095675,0.12), & mi-chemin entre 'antenne et la téte;

— en Oy = (0,0,0.12), a Pintérieur du cerveau, a hauteur de la zone

source de 'antenne ;

— en O3 = (0,—0.113175,0.12), le symétrique de la zone source de 1'an-

tenne par rapport au point Os.

Nous constatons que les deux solveurs produisent sensiblement les mémes
résultats. Un léger décalage peut étre constaté dans le cas des mesures ef-
fectuées a l'intérieur du cerveau et de 'autre coté de la téte par rapport a
I’antenne. Entre la téte et I’antenne, les résultats sont identiques.
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FIGURE 7.14 — Plan de coupe (z10z2) en x3 = 0.12 m du logarithme (10dB)
de la norme du champ électrique de la solution calculée dans le cas de la simu-
lation de ’antenne ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée
au temps t = 3 ns. Discrétisation a 5 mm. La zone rouge correspond au
centre de 'antenne, la zone bleue foncée correspond a la téte simplifiée.
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Nous pouvons aussi remarquer que l'onde électromagnétique atteint le
cOté opposé de la téte avant le centre du cerveau. Ces résultats sont dis a
la forte permittivité des matériaux de la téte qui diminuent la vitesse de
propagation des ondes. Cette proprié¢té des matériaux génére le phénomeéne

d’« enroulement » des ondes constaté au niveau de la zone du cerveau sur la
figure 7.14.

Nous avons évoqué d’autres axes d’optimisation dans les chapitres pré-
cédents. Du point du vue de la discrétisation spatiale, nous pouvons réduire
la masse de calculs en appliquant ’ordre spatial adaptatif. Nous avons aussi
décrit une méthode d’intégration avec application d'un pas de temps local

163



FIGURE 7.15 — Valeur de la composante z3 du champ électrique mesuré
en différents points d’observation dans le cas de la simulation de ’antenne
ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée. Comparaison de
la méthode FDTD au schéma couplé GD-RK2.

(a) Au point O;. (b) Au point Os.

0.2+ :
E (V/m) E (V/m) —— Temsi
T ---- Teta
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N U e
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VVS 10 12 2 X/v V100 12
701 1
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(¢) Au point O3. (d) Position des points.
SRC TETE

Oq O3

x1

opa

par maille. Les résultats et perfomances obtenues avec ces deux méthodes
sont présentés dans les sections suivantes.

7.2.3 Application de I’ordre spatial adaptatif

Le découpage des tétraédres génére des hexaédres dont la taille minly
de la plus petite aréte peut étre jusqu’a 6 fois inférieure a la taille don-
née par Papplication de la régle du « Ap, sur 10 » (tableau 7.6b). Nous
pouvons donc appliquer un ordre d’interpolation spatiale inférieur sur ces
mailles (section 4.4) tout en conservant un raffinement suffisant du point de
vue de Pévaluation du pas de temps de simulation (application du critére
CFL (3.50) sur la plus petite aréte de chaque maille devant respecter la régle
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du « Apin sur 10 »).

Rappelons que nous imposons un ordre spatial minimal a d = 1. Ainsi, la
plupart des mailles de notre simulation passent a cet ordre d’interpolation.
Seuls les hexaédres droits générés en bordure de domaine pour ’application
du modéle PML ont une taille suffisante pour conserver un ordre spatial
2. Du point de vue de la discrétisation spatiale (théoréme de Shannon sur
’échantillonnage des signaux), le passage de I'ordre 2 a 'ordre 1 implique une
discrétisation proche de « Ay, sur 5 » a proximité des arétes les plus longues.
Cet échantillonnage est suffisant pour représenter fidélement les ondes.

Le maillage ainsi que les paramétres de simulation (hormis les ordres
d’interpolation) sont identiques a ceux présentés dans la section 7.2.1. Nous
obtenons donc une simulation composée de 77652 hexaédres quelconques spa-
tialement interpolés a l'ordre 1 et 4570 hexaédres droits en bordure de do-
maine pour 'application du modéle PML interpolés a 'ordre 2.

Performances

Cette simulation a duré 0.31 heures sur NVidia GeForce GTX 1080 Ti
avec l'application du coefficient CFL 4.5 déterminé par la méthode de la
puissance itérée pour l'ordre d’interpolation spatiale d = 1. Les mailles du
modéle PML sont suffisamment grandes pour étre stables avec ce coefficient
CFL. Le pas de temps de la simulation est de 1.446 - 10713 s.

Une accélération d’un facteur 3.8 par rapport a la méme simulation inter-
polant spatialement & 'ordre d = 2 sur toutes les mailles est donc constaté.

Résultats

Les résultats sont proches de ceux obtenus avec une interpolation homo-
géne a l'ordre 2. Nous constatons cependant une légére perte dans 'amplitude
du signal (=5 %), dés son injection via le modeéle de générateur de Thévenin
(section 2.3.2).

L’amplitude du signal au niveau du point de mesure Og, situé de 'autre
coté de la téte, est plus faible que celle mesurée pour 'ordre 2. Ceci témoigne
du fait que 'interpolation spatiale & I'ordre 1 est plus dissipative qu’une inter-
polation a I'ordre 2. En effet, nous passons de fonctions de base quadratiques
a des fonctions linéaires, ’approximation est donc moins précise. L’amplitude
du signal au niveau du point de mesure O,, situé dans le cerveau, est quant
a elle plus importante que celle mesurée pour 'ordre 2.

Toutefois, mises a part les différences d’amplitude, la forme du signal
est fidele au signal mesuré pour une interpolation a 'ordre 2. La perte de
précision est naturellement induite par 1'utilisation d’un ordre d’interpolation
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inférieur, et spécialement dans le cas de I'ordre 1 qui linéarise (par morceaux)
I’approximation de la solution. Il est donc préférable d’appliquer ’ordre adap-
tatif dans le cas d’une interpolation initiale d’ordre plus élevé.

FIGURE 7.16 — Valeur de la composante 3 du champ électrique mesuré
en différents points d’observation dans le cas de la simulation de ’antenne
ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée. Comparaison du
schéma couplé GD-RK2 pour d = 2 au méme schéma avec application de
I'ordre d’interpolation spatiale adaptatif (d < 2).
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7.2.4 Application du schéma LRK?2

Avant d’appliquer la méthode a pas de temps local, nous commencons par
appliquer le schéma LRK2 décrit dans la section 5.2. Rappelons qu’il s’agit
du schéma RK2 modifié pour effectuer une prédiction locale a chaque maille.
L’étape de mise-a-jour reste inchangée. Le pas de temps de simulation est
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homogeéne sur tout le maillage et nous reprenons la condition CFL (3.50).

Le coefficient CFL de ce schéma, déterminé par la méthode de la puissance
itérée pour l'ordre d’interpolation spatiale d = 2, est de 1.9. La stabilité de ce
schéma est donc inférieure au schéma RK2. Le pas de temps de la simulation
est de 4.071-107™ s et le temps de calcul sur NVidia GeForce GTX 1080 Ti
est de 1.71 heures.

Les résultats avec ’application de ce schéma sont équivalents a ceux ob-
tenus avec le schéma RK2, malgré I'utilisation d’un prédicteur local. Cepen-
dant, cette méthode est 1.44 fois moins efficace compte tenu de son coeffi-
cient CFL de stabilité. Remarquons tout de méme qu’a pas de temps égal,
ce schéma serait plus efficace que le schéma RK2 de 12 %, cela grace aux
propiétés locales du terme de flux de I'étape de prédiction.

7.2.5 Application du schéma LTS2

Contrairement a une méthode a pas de temps homogéne telle que les
méthodes de type RK (section 3.3.1), le schéma LTS2 impose de vérifier un
critére de type CFL sur chaque maille. Dans le cas d’une méthode & pas
de temps homogéne, il suffit de satisfaire la condition CFL sur la maille la
plus contraignante (généralement une seule maille : la plus petite, ou dans
certains cas une maille trés déformeée).

Une condition CFL de stabilité offrant les meilleurs performances est
donc difficile a déterminer. En effet, dans le cas d’une une grande maille
(déformée) sur laquelle le schéma en temps homogéne était stable avec le
pas de temps imposé par la plus petite maille du maillage, des instabilités
peuvent apparaitre lors de P'utilisation d’un pas de temps (calculé avec la
méme condition CFL) propre a chaque maille.

Nous présentons donc des résultats pour les coefficients CFL de stabilité
maximaux dans le cas de Papplication des critéres CFL (3.50) et (3.51). Nous
noterons respectivement ces critéres CFL1 et CFL2. Pour le second criteére,
nous avons testé différentes valeurs pour 'exposant a. Ce paramétre permet
de faire varier le gradient de la fonction qui associe & chaque maille son pas
de temps et impacte directement la répartition des classes de pas de temps
qui utilise la fonction log,.

Nous utilisons le schéma LTS2 sur le cas d’application de ’antenne dipo-
laire placée a proximité d’une téte humaine simplifiée (section 7.2.1). Nous
choisissons l'ordre d’interpolation spatiale d = 1 et remplagons la condition
de bord PML par la condition de Silver-Miiller (section 2.1.4). Dans ces condi-
tions, la simulation & ’aide du schéma couplé GD-RK2 sur 20 ns de temps
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physique a nécessité 0.44 heures de calcul sur un GPU NVidia GeForce GTX
1070. Le pas de temps de cette simulation est de 1.446 - 10713 s déterminé &
'aide du critére CFL (3.50). Le coefficient CFL de stabilité déterminé par la
méthode de la puissance itérée (section 3.3.4) est de 4.5.

Mémoire

Du point de vue de la mémoire, la simulation GD-RK2 occupe 142 Mo
sur le GPU contre en moyenne 155 Mo dans le cas des simulations GD-LTS2,
soit environ 10 % de plus de mémoire utile pour le schéma LTS2.

Cette faible différence d’occupation en mémoire est principalement liée a
la génération d’interfaces supplémentaires entre les classes de pas de temps et
les zones de mailles tampon. En effet, 'implémentation actuelle de ce schéma
utilise le découpage en zones homogeénes pour séparer les classes de pas de
temps et les mailles tampon.

Performances

Les performances en dimension 3 sont nettement inférieures a celles consta-
tées en dimension 1 (section 5.4). En effet, en dimension 1, une interface
(terme de flux) entre 2 classes de pas de temps ne représente qu’un seul
degré de liberté contre des milliers en dimension 3. Ces interfaces sont des
surfaces fermées topologiquement comparables & des frontiéres de boules.

Dans le cas de la simulation a pas de temps homogéne, toutes les mailles
sont regroupées en une unique zone homogéne. Les kernels de calcul sont
donc peu nombreux et traitent un grand nombre de mailles. Dans le cas des
simulations a pas de temps local, nous avons entre 6 et 16 zones homogénes
supplémentaires, issues du découpage en classes de pas de temps. Ce décou-
page multiplie d’autant le nombre de kernels exécutés et génére une interface
entre chacune de ces zones (agencement en « peau d’oignon »). Ces zones et
interfaces comptent un nombre de mailles réduit, les kernels sont donc moins
efficaces, en plus d’augmenter le temps de latence OpenCL par leur nombre.

Néanmoins, malgré tous ces facteurs diminuant 'efficacité en OpenCL
et dimension 3, nous avons obtenu de meilleures performances en temps de
calcul & l'aide du schéma LTS2. Le tableau 7.17 présente les résultats en
temps de calcul en fonction du critére et du coefficient de CFL.

Nous pouvons constater qu’avec un bon critére CFL, le pas de temps
de stabilité du schéma LTS2 est seulement 2 fois plus petit que celui du
schéma RK2. Nous observons aussi que les meilleures performances ne sont
pas obtenues avec le plus grand nombre de classes de pas de temps. Rappelons
que le nombre de classes de pas de temps augmente la quantité de kernels et
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FIGURE 7.17 — Temps de calcul des méthodes RK2 et LTS2 en fonction du
critére et du coefficient de CFL sur GPU NVidia GeForce GTX 1070 dans
le cas de la simulation de 'antenne ELPOSD placée a proximité de la téte
humaine simplifiée pour l'ordre d’interpolation spatiale d = 1. La derniére
ligne correspond au temps de calcul obtenu en prenant pour chaque maille
le plus grand pas de temps donné par tous les critéres CFL précédents.

Methode |- aC‘FL AL | N | T
RK2 1 - 4.5 1.446-1078 ] 0 | 0.44
1 - 0.22 7.070-107% [ 7 | 1.10

4/31 1.2-10% [3285-107° [ 8 [ 2.21

1 0.20 8.601-10"" [ 7 | 0.96

3/4132-1077 [1.931-107" ] 6 | 0.54

LT52 2 2?3 3.1-107° [ 2.094-107" [ 5 | 0.50
1/2 ] 45-1077 [ 3.894-107 | 4 | 0.39
1/4165-1070[7.721-107% | 3 | 0.33

max At 7.721-107% | 4 0.28

le nombre d’interfaces. Le nombre de mailles par classe de pas de temps et
par interface est donné dans le tableau 7.18.

Du point de vue de la répartition des classes de pas de temps, le cas
« max At » est trés proche de celui pour lequel nous appliquons le critére
CFL2 avec le paramétre a = 1/4. La principale différence réside dans le
fait que 'utilisation du pas de temps maximal de toutes les conditions CFL
précédentes déplace un certain nombre de mailles dans les classes supérieures.

Puisque la classe Cy contient trés peu de mailles dans le cas « max At »,
nous avons relancé la simulation en imposant le maximum de N; = 3 dans
le but de réduire le nombre de kernels. Suite a cette modification, le gain de
performances constaté est de 2.77 %. Ce gain peut paraitre faible, mais n’a
nécessité que trés peu d’efforts.

En comparant les temps de calcul passés sur chaque kernel (tableau 7.19),
nous constatons que les interfaces générées en pas de temps local représentent
environ 30 % du temps de calcul. De plus, I'inactivité du GPU liée aux
changements de kernel passe de moins de 2 % a environ 10 %.

De 'autre coté, nous pouvons & nouveau constater que le terme de flux
local est beaucoup moins cotiteux que le terme de flux classique. Remarquons
aussi que, du fait que le plus petit pas de temps du schéma LTS2 est 2 fois
plus petit que celui du schéma RK2, et puisque le kernel calculant le modéle
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FIGURE 7.18 — Composition des zones homogénes pour les méthodes RK2 et
LTS2 en fonction du critére et du coefficient de CFL dans le cas de la simu-
lation de 'antenne ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée
pour 'ordre d’interpolation spatiale d = 1.

(a) Zones homogenes.

Meéthode | RK2 LTS2
CFL[-q] 1 1 [24/3] 21 [2-3/4[22/3]21/2]21/4 | maxAt
[~ [ o [ 7 [ 8 [ 7 | 65 [ 4 ]3] 4 |
#Co (5.30) [ 77652 | 640 | 601 [ 649 [ 799 | 876 | 1063 | 4741 [ 4560
#To (5.34) [ - 608 | 592 | 660 | 593 | 540 [ 527 [ 1552 | 1603
#C\ To - | 1036 | 1035 | 975 | 1289 | 1422 | 3239 | 21551 | 2414
#T1 - 984 | 1016 | 984 | 1113 | 1099 | 1504 | 2056 | 2178
#C\ T - | 1156 | 1128 [ 1167 | 1749 | 2812 | 11063 | 11169 | 9941
#Ts - | 1088 | 1068 | 1093 | 1269 | 1443 | 4548 | 5499 | 11074
#C5\ T - | 1208 | 1065 | 1262 | 4843 | 9403 | 17074 | 31084 | 39058
#Ts - | 1036 | 924 | 1045 | 4352 | 4682 | 6204 | - 6608
#Ci\ Ts - | 1704 | 833 | 1779 | 20045 | 18492 | 32430 | - 216
#Ti - | 2224 | 895 | 2331 | 7332 | 5573 | - - -
#C\Ta - | 9888 | 1147 [ 10259 | 30144 | 31310 | - - -
#Ts - | 9828 | 1448 [ 10331 | 4108 | - - - -
#C\ Ts - 33384 ] 3455 [ 36614 | 16 - - - -
#To - 12476 | 5734 | 8443 | - - - - -
#Cr\ Ts - 392 [ 15980 [ 60 - - - - -
#T: - - |17203] - - - - - -
#Cs\ T - - | 23528 - - - - - -
(b) Interfaces.
Méthode | RK2 LTS2
CFL|-0] 1 1 [24/3] 21 [23/4[22/3]2-1/2]2-1/4 | max At
L~ o[ 7 |8 [7]6][5 ] 4]3 ] 4 ]
#7o (5.35) - [ 570 | 570 [ 580 [ 544 [ 486 | 464 | 1428 [ 1474
#ToNC\To | - | 582 | 610 | 544 | 486 | 474 | 464 | 1176 | 1202
#1 - [ 858 | 900 | 858 | 992 | 972 [ 1356 | 1560 | 1802
#TNC\Ti | - | 936 | 966 | 936 | 1004 | 992 | 1152 | 3168 | 2584
#I, - | 972 | 966 | 976 | 1132 [ 1276 | 3796 | 4298 | 9278
#TNCs\ T2 | - | 996 | 1026 | 1030 | 1088 | 1294 | 5456 | 5772 | 9148
#Z1s - | 978 | 906 | 1006 | 3570 | 3936 | 5222 | - 7649
#TsNC\Ts | - | 888 | 790 | 922 | 4800 | 5532 | 6426 | - 309
#1, - | 1872 | 856 [ 2040 | 6542 | 4430 | - - -
#TNC\Ta | - | 2910 | 1002 | 3048 | 6654 | 6270 | - - -
#1s - [ 8172 [ 1326 | 8522 4998 | - - - -
#HTsNC\Ts | - 0132 | 1820 | 9434 | 24 - - - -
#Ls - | 12028 | 4831 [ 8994 | - - - - -
#TsNC:\Ts | - | 480 | 7101 | 66 - - - - -
#I; - - 13042 - - - - - -
#TNCs\Tr | - - 13504 | - - - - - -
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FIGURE 7.19 — Temps de calcul par kernel des méthodes RK2 et LTS2 (cas
« max At ») sur GPU NVidia GeForce GTX 1070 dans le cas de la simulation
de 'antenne ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée pour
I'ordre d’interpolation spatiale d = 1 sur 0.1 ns de temps physique.

Kernel RK2 LTS2
Temps (ms) | Ratio (%) | Temps (ms) | Ratio (%)

Volume 1048 13.86 585 11.10
Flux 4716 62.35 923 17.51
Flux local - - 947 17.97
Interface - - 1536 29.14
Masse 821 10.85 373 7.08
Euler 303 4.00 139 2.64
Matériaux 495 6.55 159 3.02
Thévenin 41 0.54 71 1.34
Inactif 138 1.82 028 10.02

de Thévenin se trouve au niveau de 'antenne dans la classe Cy, le temps de
calcul passé sur ce kernel est 2 fois plus important dans le cas du schéma
LTS2 (au prorata du temps de calcul global). Ce phénoméne est inverse dans
le cas du kernel appliquant les propriétés des matériaux diélectriques puisque
ces derniers sont situés dans les classes de pas de temps supérieures.

FIGURE 7.20 - Temps de calcul des méthodes RK2 et LTS2 sur GPU NVidia
GeForce GTX 1070 dans le cas de la simulation de I’'antenne ELPOSD placée

a proximité de la téte humaine simplifiée pour I'ordre d’interpolation spatiale
d=2.

CFL
crit. | coeff.
RK2 1 ‘ 3.1 6.641-107 ] 0 1.82
LTS2 0.49 - max At | 3.350- 10~ | 3 1.33

Méthode Atl . (s) | Ny | Ty (h)

Les performances du schéma LTS2 par rapport au schéma RK2 a I'ordre
d’interpolation spatiale d = 2 sont présentés dans le tableau 7.20. Nous
constatons que 1a aussi le schéma a pas de temps local est plus efficace que
le schéma a pas de temps homogeéne. Le critére CFL utilisé ici est celui du
« max At » qui a donné les meilleures performances a l'ordre d = 1, avec
un abaissement global de cette condition CFL d’un facteur 0.49 pour une
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FIGURE 7.21 — Composition des zones homogénes pour les méthodes RK2 et
LTS2 dans le cas de la simulation de 'antenne ELPOSD placée & proximité
de la téte humaine simplifiée pour I'ordre d’interpolation spatiale d = 2.

(a) Zones homogenes.

| Méthode | RK2 | LTS2 |

N [ 0 | 3
#Co (5.30) | 77652 | 4641
#To (5.34) | - 1539
#C1\ To - 6684
#T, - 4677
#C,\ Ty - | 15188
#T, - 8630
#C3\ T - ] 36293

(b) Interfaces.

| Méthode | RK2 [ LTS2 |

N [0 [ 3
#T, (5.35) - | 1400
#ToNC\To | - 1220
4T, - | 3834
HTINC\ T | - | 4996
#7, - | 7069
#TNC\ T | - | 8479

FIGURE 7.22 — Temps de calcul par kernel des méthodes RK2 et LTS2 sur
GPU NVidia GeForce GTX 1070 dans le cas de la simulation de I'antenne
ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée pour 'ordre d’in-
terpolation spatiale d = 2 sur 0.1 ns de temps physique.

Kernel RK2 LTS2
Temps (ms) | Ratio (%) | Temps (ms) | Ratio (%)

Volume 3234 10.95 2106 9.61
Flux 19448 65.83 4639 21.15
Flux local - - 5673 25.89
Interface - - 4747 21.65
Masse 2230 7.54 1313 5.99
Euler 2215 7.49 1302 5.94
Matériaux 2017 6.82 689 3.14
Thévenin 137 0.46 268 1.22
Inactif 253 0.85 1157 5.27

simulation stable. La aussi, cette condition CFL donne un pas de temps de
stabilité du schéma LTS2 environ 2 fois plus petit que celui du schéma RK2.

Nous constatons que cette méthode est 1.37 fois plus rapide que le schéma
RK2 a l'ordre d’interpolation d = 2, contre une accélération de 1.57 a ’ordre
d = 1. Le critére CFL n’a pas été déterminé de maniére optimale pour 'ordre
2, mais il permet d’effectuer une simulation stable.

Pour ce cas, le nombre de classes de pas de temps est naturellement de
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4 (N; = 3) avec un grand nombre de mailles dans la plus haute classe. Le
nombre de mailles par classe de pas de temps et par interface est donné dans
le tableau 7.21.

Du point de vue du temps passé sur les différents kernels (tableau 7.22),
les résultats sont similaires a ceux de la simulation a l'ordre d = 1, a la
différence prés que les kernels du terme de flux (et d’interface) et de I'étape
d’Euler prennent plus de temps. Ces résultats concernant le terme de flux
étaient prévisibles puisque sa parallé¢lisation est moins aisée que celle du terme
de volume.

Les performances constatées avec ce schéma sont meilleures que pour
le schéma RK2, mais nettement inférieures aux espérances formulées dans
la section 5.4.4 suite aux expérimentations sur 1’équation du transport en
dimension 1.

Ce manque de performances est essentiellement lié a la petite taille du
cas d’application de I'antenne dipolaire placée a proximité de la téte humaine
simplifiée. Le facteur d’échelle entre la plus petite et la plus grande maille de
cette simulation est d’environ 100, ce qui ne suffit pas a compenser les temps
de lattence OpenCL induits par la multiplication des kernels et la réduction
de la masse de données qu’ils traitent.

De bien meilleures performances peuvent étre attendues sur un cas d’ap-
plication tel que celui présenté dans la section 7.3 et pour lequel le facteur
d’échelle est de 'ordre de 1000. Nous pourrons aussi gagner en performances
en revoyant la stratégie de découpage en zones dans le but de réduire le
nombre de kernels en les regroupant (toutes les mailles tampon dans une
zone et les autres mailles dans une seconde zone, et de méme pour les inter-
faces) et en leur passant en argument des tableaux contenant les propriétés
temporelles des mailles. Ainsi, seule la masse de données traitée par les ker-
nels changera en fonction de ’étape courante du schéma et leur quantité sera
énormément réduite.

Résultats

Les résultats de P'application du schéma LTS2 pour les ordres d’inter-
polation d = 1 et 2 sont identiques a ceux obtenus avec le schéma RK?2
(figure 7.23).
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FIGURE 7.23 — Valeur de la composante z3 du champ électrique mesuré
en différents points d’observation dans le cas de la simulation de ’antenne
ELPOSD placée a proximité de la téte humaine simplifiée. Comparaison du
schéma RK2 au schéma LTS2 pour les ordres d’interpolation d = 1 (a gauche)
et 2 (& droite).
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7.3 Corps humain complet

L’objectif du projet HOROCH |[33,50] était de démontrer I'intérét et la
pertinence de 'utilisation du GD pour la conception et 'optimisation des
objets connectés proches du corps humain par la confrontation mesure /si-
mulation. Nous n’avons malheureusement pas de mesures & ce jour pour ef-
fectuer cette confrontation. Néanmoins, la qualité des résultats produits par
notre solveur a été démontrée au cours de ’étude comparative réalisée dans
la section 7.2.2 ou nous le confrontons & un solveur FDTD largement uti-
lisé dans 'industrie francaise. Ce cas d’application sur corps humain complet
est donc uniquement présenté pour la performance technique qu’il représente.

Dans le secteur des objets connectés, il est d’usage, exception faite de
certains besoins spécifiques, d’utiliser des technologies standards trouvées
sur catalogue. En particulier pour les communications entre un dispositif
de mesure physiologique et une station de base, généralement un téléphone,
le protocole naturel est le Bluetooth basse consommation (ou BLE pour
« Bluetooth Low Enerqgy »).

Nous avons donc choisi une antenne de technologie LTCC (« Low Tempe-
rature Cofired Ceramic ») |70] du fabriquant Johanson Technology et ayant
pour référence 2450AT18B100E. La figure 7.24 représente le maillage surfa-
cique du dispositif rayonnant. Cette antenne rayonne a une fréquence centrale
de 2.45 GHz et est composée d’un volume de céramique, incluant une cavité
formée de bandes métalliques, et de vias représentés en simulation par le
modéle PEC (section 2.1.1). Le substrat de antenne situé entre le plan de
masse et le dispositif rayonnant est composé d’'un matériau 4.4 nommé FR4.
Les propriétés électriques de ces matériaux sont donnés dans le tableau 7.25.

Le modéle d’excitation utilisé est le générateur de Thévenin (section 2.3.2)
avec une impédance réelle de 50 Ohms. Le signal du générateur de tension que
nous utilisons est une impulsion gaussienne modulée (7.5) dont les paramétres
sont :

— A=1;
— fo=24 GHz;
— Ay =1 GHz;

— ag = 0.001 (ou 0.1 %).
— a4 = 0.05 (ou 5 %);
Avec ces valeurs, la durée du signal est d’environ 6 ns.

Dans cette configuration, nous étudions le rayonnement de I’antenne LTCC

placée entre 'avant-bras et le modeéle de corps humain complet (telle une
montre connectée), ¢’est-a-dire avec 12 organes pour lesquels nous disposons

175



FIGURE 7.24 — Maillage du dispositif rayonnant de ’antenne de technologie
LTCC utilisée. Le PEC est en gris, la céramique en transparence et le FR4
en marron.

des propriétés électriques représentatives du corps humain [25-27] : le cer-
veau, le coeur, les poumons (2), le foie, la vésicule biliaire, la rate, le pancréas,
les reins (2), une portion du colon, la vessie ainsi que le squelette avec un
haut niveau de détail, du cartilage et la peau. Le reste du corps est considéré
comme étant du muscle. Les propriétés électriques de ces matériaux sont
donnés dans le tableau 7.25.

Le maillage du corps complet est issu de la numérisation d’un mannequin
anthropomorphique, le modéle PBU-60 produit par la société Kyoto Kagaku.
L’TRCAD de Strasbourg a réalisé des images 3-d haute résolution a ’aide d’un
scanner CT (pour « Computerized Tomography »). Ensuite, la société Visible
Patient a procédé a la segmentation de ces images en surfaces. Nous avons
par la suite retravaillé les géométries pour les rendre conformes aux besoins
du calcul numérique (figure 7.26).

Le maillage de la scéne simulée est composé de 5840122 tétraédres, soit
23360488 hexaédres aprés découpage (figure 4.3) auxquels sont ajoutés 47340
mailles de PML (section 2.1.5) aux limites du domaine de calcul. Cette si-
mulation occupe 40 Go de mémoire GPU a l'ordre d = 1 (adaptatif), 100 Go
a lordre d = 2 et 200 Go a 'ordre d = 3.

Le facteur d’échelle entre la plus petite (5.076 - 107> m) et la plus grande
(5.781-1072 m) aréte de tétraedre du maillage est de 1139. Ce facteur passe
a 863 si nous considérons la plus petite aréte de chaque tétraédre. Aprés le
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FIGURE 7.25 — Propriétés électromagnétiques des matériaux utilisés dans la
scéne du corps humain complet.

| Matériau | e | g, [ o (S/m) | o* ]
céramique | 7.8 1 0 0
FR4 4.4 1 0.01 0
cerveau | 48.34 | 1 2.02 0
coeur 58.67 | 1 3.02 0
poumon 22 1 0.36 0
foie 41.82 | 1 1.9 0
bile 60 1 2 0
rate 56.75 | 1 2.46 0
pancréas | 56.75 | 1 2.46 0
rein 56.83 | 1 2.62 0
colon 485 | 1 0.93 0
vessie 20 1 0.7 0
muscle 50 1 1.33 0
08 1141 | 1 0.43 0
cartilage 36 1 1.6 0
vide 1 1 0 0

découpage en hexaédres, nous obtenons un facteur d’échelle entre la plus pe-
tite (7.006 - 107% m) et la plus grande (3.538 - 1072 m) aréte du maillage de
5050 (hors PML). Ce facteur passe a 1373 si nous considérons la plus petite
aréte de chaque hexaédre (toujours hors PML). Ces valeurs témoignent de la
forte déformation des hexaédres issus du découpage de tétraedres.

La simulation a nécessité environ 2091 heures machine dont 2072 heures
de calcul GPU pour réaliser 10 ns de temps physique a ’aide de la technique
de l'ordre adaptatif sur la machine de calcul possédée par AxesSim. Le choix
de l'ordre adaptatif a été fait car cette machine est composée de 8 GPU
NVidia GeForce GTX 1080 Ti possédant chacun une mémoire de 11 Go,
soit un total de 88 Go. Chaque GPU a donc traité environ 5 Go de données
pendant 10.79 jours (homme) de calcul pour une durée totale de simulation
de 10.89 jours en comptant les 2.34 heures de pré- et post-traitement et
récupération des données en sortie.

Les données en sortie, principalement sous forme de plans de coupe, re-
présentent une taille mémoire de 55 Go. Un apercu des résultats sous forme
de plan de coupe est présenté dans la figure 7.27. Les autres plans de coupe,
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FIGURE 7.26 — Représentation de la géométrie du corps humain complet
avec ses 12 organes (le crane contient un cerveau).
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un par nanoseconde écoulée, sont présentés en annexe C.

FIGURE 7.27 — Résultats de la simulation sur corps humain complet en plan
de coupe (z10z3) en o = —0.1255 m (antenne) aux temps ¢t = 2 ns (a
gauche) et ¢t =4 ns (a droite).

1EJ] (dBV/m) E[] (dBV/m)

1000 1000

1600

1600

2200 2200

2800 2800

3400 -3400

-400.0 -400.0

Nous pouvons constater la compression de la longueur d’onde dans les
matériaux de forte permittivité et leur absorption par les tissus présentant
une conductivité électrique non nulle. Les ondes étant plus rapides dans le
vide, elles pénétrent dans le corps du coté droit (opposé a Pantenne) avant
I’arrivée des ondes qui le traversent de part en part dans le sens gauche-droite.

Des tests de scalabilité du solveur ont été effectués sur cette simulation
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jusqu’a 256 GPU pour les ordres d’interpolation 1 a 3. Ces résultats sont
présentés dans la section 7.4.4.

7.4 Scalabilité MPI

L’implémentation MPI du solveur GD que nous avons présenté dans la
section 4.2.7 nécessite de partitionner le maillage de la scéne simulée dans le
but d’affecter une partie a chaque périphérique de calcul. Ce partitionnement
génére des interfaces supplémentaires qui augmentent le coit de calcul de la
simulation. Ce surcott diminue I'efficacité du solveur qui doit étre étudiée
dans le but de valider I'implémentation MPI. Nous étudions 'efficacité MPI
(ou scalabilité, de Panglais « scaling ») dans ce chapitre.

Pour cela, outre la machine de calcul possédée par la société AxesSim,
nous avons bénéficié d’heures de calcul sur le Mésocentre de 'université
de Strasbourg et sur le supercalculateur Suisse dénommé PizDaint, 3°™¢ au
TOP500 [66] jusqu’en juin 2018 avec plus de 25 PFlop - s7!, et passé 6°m°
depuis. Les heures de calcul sur PizDaint ont été obtenues grace a l’ap-
pel a projet SHAPE (SME HPC Adoption Programme in Europe) lancé par
PRACE (Partnership for Advanced Computing in Europe).

7.4.1 Théorie de la scalabilité

Deux types de scalabilité peuvent étre évalués : les scalabilités faible et
forte.

L’évaluation de la scalabilité faible consiste a traiter un probléme de
taille proportionnelle au nombre de périphériques de calcul investis. Pour
ce type de scalabilité, le temps de calcul idéal est constant quelque soit le
nombre de périphériques de calcul. En pratique, le temps de calcul augmente
généralement avec le nombre de périphériques investis. Ainsi, le temps de
simulation mesuré est de la forme :

TE(kM) = T (M) + PL(M), (7.8)

ott TF représente le temps de simulation sur k périphériques, kM repré-
sente un maillage dont le nombre de mailles est k fois plus important que
le maillage M et avec (Pk’f )i une suite généralement croissante représentant
la perte d’efficacité sur k périphériques. Les valeurs de cette suite dépendent
du probléme initial.
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L’évaluation de la scalabilité forte consiste a traiter un probléme de
taille fixe sur un nombre croissant de périphériques de calcul. Pour ce type de
scalabilité, le temps de calcul idéal est divisé par le nombre de périphériques
de calcul investis. Cependant, en pratique, le temps de calcul effectif est 1a
aussi généralement plus long que le temps idéal. Ainsi, le temps de simulation
mesuré dans ce cas est de la forme :

_ M)
THM) = ==

s + P (M), (7.9)
avec (P[); une suite généralement croissante représentant la perte d’efficacité
en divisant le probléme sur k périphériques. La aussi, les valeurs de cette suite
dépendent du probléme initial.

L’efficacité en scalabilité faible sur k périphériques est donnée par :

THM) 1
EI(M) = == = <1, 7.10
THM)

terme de la suite (F} ), généralement décroissante et positive.
L’efficacité en scalabilité forte sur k£ périphériques est donnée par :

TH(M) 1
EF = 8 = <1 11
TP Ch "

terme de la suite (EL);, généralement décroissante et positive.

Dans le cas de notre solveur, ces pertes d’efficacité sont essentiellement
générées par 'augmentation du nombre d’interfaces MPI. Nous les mesurons
dans la suite sur différentes machines de calcul.

7.4.2 Machine de calcul AxesSim

La machine de calcul possédée par AxesSim est composée d’'un CPU Intel
Dual Xeon E5-2650 v4 (24 cceurs physiques hyperthreadés cadencés a 2.20
GHz) et de 8 GPU NVidia GeForce GTX 1080 Ti, chacun regroupant 3584
coeurs CUDA cadencés a 1.582 GHz et possédant 11 Go de mémoire.

L’unique nceud de cette machine posséde 256 Go de mémoire vive. Les
processus MPI y sont donc tous hébergés en paralléle et les transferts mé-
moire sont des transferts internes & la mémoire vive du nceud, donc trés
rapides mais aussi trés nombreux.

Nous avons mené des tests de scalabilité faible et forte jusqu’a 8 GPU sur
cette machine. Les cas d’application utilisés pour ces tests sont semblables
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a celui qui nous a permis de déterminer la convergence du schéma couplé
GD-RK2 (section 7.1). Nous simulons une onde plane dans un cube dont
nous paramétrons la taille et le raffinement selon le besoin. Les tailles des
maillages utilisés sont approximativement les termes d’une suite géométrique
de raison 2. Nous évaluons ainsi la scalabilité du solveur pour des tailles de
maillage allant de 10 mille & 16 millions de mailles. Les résultats d’efficacité
sont présentés dans le tableau 7.28.

FIGURE 7.28 — Efficacité du schéma couplé GD-RK2 a I'ordre spatial d = 2
sur GPU NVidia GeForce GTX 1080 Ti. La correspondance explicite en
nombre de mailles et la taille mémoire correspondante sont uniquement pré-
cisés dans le second tableau.

(a) Scalabilité faible (maillage proportionnel).

1 GPU 2 GPU 4 GPU 8 GPU
#M | #2M ] Ef [#aM | B] [#SM] E]
223 283 1 0.728 | 35° | 0.620 | 44° | 0.494
30° 38% | 0.769 - - - -
373 47° | 0.807 - - - -
433 55% | 0.743 - - - -
503 633 | 0.885 - - - -
633 80° | 0.891 - - - -
803 1013 [ 0.965 | 127% | 0.954 | 160° | 0.928
1003 126% | 0.963 | 159° | 0.969 | 200° | 0.944
1263 159% 1 0.993 | 201° | 0.989 | 252% | 0.994

(b) Scalabilité forte (maillage fixe).
| #M  [RAM (Go) | EY | EI' | EI |
223 ~ 10k 0.037 0.347 | 0.188 | 0.072
30% ~ 25k 0.088 0.671 - -
373 ~ 50k 0.156 0.725 - -
433 ~ 75k 0.236 0.891 - -
50% ~ 125k 0.356 0.689 - -
633 ~ 250k 0.672 0.850 - -
80°% ~ 500k 1.302 0.883 - -
100° ~ 1M 2.426 0.923 | 0.793 | 0.624
1263 ~ 2M 4.852 0.962 | 0.845 | 0.734

Nous remarquons que le solveur est trés efficace en scalabilité faible (El{ >
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0.9) pour des tailles de maillage supérieures & 500k mailles par GPU. Cette
taille de maillage correspond a environ 1.3 Go de mémoire par GPU a 'ordre
d’interpolation spatiale d = 2, soit environ 12 % de la mémoire globale d’un
GPU NVidia GeForce GTX 1080 Ti.

Les résultats en scalabilité forte rejoignent ceux de la scalabilité faible :
le solveur est fortement scalable sur 2 GPU avec un maillage initial de taille
supérieure & 1 million de mailles, soient 500k mailles par GPU.

7.4.3 Meésocentre de Strasbourg

Le Mésocentre de Strasbourg met a disposition des étudiants (gratuite-
ment) et des professionnels de la simulation, des heures de calcul sur CPU
et GPU de différents types. Nous avons notamment utilisé les GPU NVidia
Tesla K20m (regroupant 2496 cceurs CUDA cadencés 4 706 MHz et possédant
4.6 Go de mémoire) et les CPU Intel Xeon de la famille E5-26** (composés
de 8 & 16 coeurs physiques cadencés a 2.6 GHz et possédant 64 ou 128 Go de
mémoire vive).

Nous avons mené des tests de scalabilité faible et forte jusqu’a 16 GPU
et 4 CPU (en OpenCL) sur ce calculateur. Les cas d’application utilisés pour
ces tests sont identiques a ceux utilisés sur la machine de la société AxesSim
(mis & part le dernier pour des raisons de taille mémoire). Nous évaluons
la scalabilité du solveur pour des tailles de maillage allant de 10 mille & 8
millions de mailles.

Les résultats d’efficacité sur GPU sont présentés dans le tableau 7.29. Le
solveur est trés efficace sur ces derniers : Iefficacité en scalabilité faible est
supérieure a 0.9 a partir d’environ 100k mailles par GPU et méme supérieure
a 1 a partir de 500k mailles par GPU! Ce seuil d’efficacité est & nouveau
vérifié en scalabilité forte. Rappelons que, contrairement & la machine de
calcul possédée par AxesSim, tous les GPU ne sont pas associés au méme
nceud sur le Mésocentre. Les transferts MPI sont donc répartis entre les
différents noeuds sollicités.

Sur CPU, les résultats en scalabilité faible sont inférieurs. Pour un maillage
initial de 500k mailles (seuil identifié sur la machine de calcul possédée par
AxesSim) Defficacité est d’environ 0.8. Cette baisse est principalement die
au fait que le masquage des communications MPI par I'’exécution des kernels
OpenCL n’est plus possible. En effet, lors de I’'exécution d’un kernel OpenCL
sur CPU, tous les cceurs sont sollicités. Le kernel et les communications MPI
sont donc mis en concurrence et mutuellement ralentis. Dans les versions
récentes d’OpenCL, un CPU peut étre subdivisé pour libérer des coeurs de
calcul. Tl s’agit 1a d’une piste pour améliorer I'efficacité sur CPU.
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FIGURE 7.29 — Efficacité du schéma couplé GD-RK2 a 'ordre spatial d = 2
sur GPU NVidia Tesla K20m. La correspondance explicite en nombre de
mailles et la taille mémoire correspondante sont uniquement précisés dans le
second tableau.

(a) Scalabilité faible (maillage proportionnel).

1 GPU 2 GPU 4 GPU 8 GPU 16 GPU
#M | #2M | E] | #4M | E] | #8M | E] | #16M | Ej
223 28% 0482 [ - - - - - -
30° 38% [0.706 | - - - - - -
373 473 1 0.861 | - - - - - -
433 55° 10913 | - - - - - -
50° 63° [0.993] 80° [0.941 | - - - -
633 80° [0.977] 101° [0.940 | - - - -
80° 101% | 1.004 | 127° | 1.006 | 160% | 1.012 | 202° | 0.950
1003 | 126 | 1.011 | 159° | 1.015 | 2003 | 1.033 - -
1223 | 1543 [1.009 | 194 [ 1.022 | - - - -

(b) Scalabilité forte (maillage fixe).
| #M  |[RAM (Go) | EI' | Ef | EI' | Ef |
22% ~ 10k 0.037 0323 | - - -
30% ~ 25k 0.088 0.515 | - - -
373 ~ 50k 0.156 0.659 | - - -
43% ~ 75k 0.236 0.761 | - - -
50° ~ 125k 0.356 0.874 | - - -
63% ~ 250k 0.672 0.925 [ 0.689 | - -
80% ~ 500k 1.302 0.952 [ 0.854 | 0.717 | 0.468
100° ~ 1M 2.426 0.961 | 0.861 | 0.754 | 0.597
1223 ~ 1.8M 4.243 0.966 | 0.905 | 0.834 | 0.638

Toujours sur CPU, en scalabilité forte, 'efficacité est généralement supé-
rieure & 0.9 a partir du seuil de 500k mailles par périphérique. Ce résultat
pourrait s’expliquer par le fait que la réduction de la taille des kernels laisse
progressivement plus de place aux communications MPI, elles-mémes plus
courtes, bien que plus nombreuses. Cela dit, la réduction de la taille des ker-
nels peut aussi induire 'apparition d’effets de cache.
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7.4.4 PizDaint via PRACE

Suite a 'appel a projet SHAPE lancé par PRACE dans le but de rendre
les supercalculateurs européens accessibles aux PME européennes, la société
AxesSim a obtenu 2000 heures de calcul sur le supercalculateur PizDaint.
Cette machine est équipée de plus de 5000 GPU NVidia Tesla P100, équiva-
lents en terme de performance au GPU NVidia GeForce GTX 1080 Ti.

L’objectif était d’utiliser ces heures de calcul pour effectuer des simula-
tions sur le corps humain complet (avec organes). Cependant, aprés la pre-
miére simulation effectuée sur la machine de calcul possédée par AxesSim,
nous avons constaté que ce quota d’heures était insuffisant pour une unique
simulation. Nous avons donc utilisé ces heures pour effectuer des tests de
scalabilité forte sur la configuration présentée sans la section 7.3.

Nous sommes arrivés jusqu’a 'utilisation simultanée de 256 GPU [71],
une premiére pour le solveur teta-clac. Les résultats sont présentés dans le
tableau 7.30. Les temps de référence qui ont permis de calculer ces efficacités
n’ont pas été obtenus sur un seul GPU mais sur un nombre croissant de
GPU en fonction de 'ordre spatial. En effet, la taille mémoire nécessaire
rend impossible la simulation sur un seul GPU.

FIGURE 7.30 — Efficacité du schéma couplé GD-RK2 sur la configuration du
corps humain complet pour différents ordres d’interpolation sur GPU NVidia
Tesla P100.

| #GPU [d=1(*) | d=2 | d=3|

4 1 (**) _ _

8 0.980 |1(7)| -
16 0.955 | 0.980 | 1 (¥%)
32 0.909 | 0.943 | 0.970
64 0.844 | 0.889 | 0.919
128 0.749 - -
256 0.612 -

(*) Simulations en ordre spatial adaptatif (PML a Uordre 2).
(**) Simulation prise comme référence pour l'ordre courant.

Nous constatons que la scalabilité du solveur est trés bonne sur ce cas
d’application. L’efficacité du solveur a l'ordre (adaptatif) 1 sur 256 GPU est
de 0.612 par rapport a une exécution sur 4 GPU, soit une efficacité de 0.6 par
rapport & 8 GPU. Ce qui signifie que le temps GPU nécessaire a I’exécution
sur 256 GPU est d’environ 3454 heures pour réaliser 10 ns de temps physique
mais avec un temps réel de restitution d’environ 13.5 heures (homme).
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Notons que le coefficient CFL utilisé pour cette simulation est naivement
de 0.9 (At = 3.165 - 107'° s) et pourrait trés certainement étre augmenté
par la méthode de la puissance itérée (section 3.3.4). Ce temps pourra en-
core étre réduit avec 'application du schéma LTS2 (section 5.3), lorsque ce
dernier sera pleinement fonctionnel en MPI.

Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons présenté des résultats permettant
de valider notre implémentation de solveur GD, autant par la précision des
calculs que par leur vitesse d’exécution.

Dans un premier temps, nous avons présenté des résultats de convergence
et de précision sur un cas académique de propagation d’une onde plane dans
un cube pour différents ordres d’interpolation. L’ordre de convergence théo-
rique du schéma en temps a été vérifié en pratique et lerreur globale com-
mise reste négligeable. Ces résultats ont été obtenus sur maillages structurés
et non structurés et démontrent le bon fonctionnement du solveur ainsi que
sa polyvalence du point de vue géométrique. Nous avons aussi comparé les
caractéristiques des maillages étudiés, notamment leur nombre de mailles
et la taille des arétes afin de dégager un ordre de grandeur du malus dont
bénéficient les maillages en tétraédres.

Nous avons ensuite comparé notre solveur GD a un solveur implémentant
la méthode des différences finies sur un cas d’application mettant en scéne
une antenne dipolaire & proximité de 'oreille d’une téte humaine simplifiée.
Ce cas d’application présentant peu de formes rectilignes et une trés petite
source d’excitation avantage notre solveur GD en temps de calcul par le faible
nombre de mailles non structurées requises. La grande quantité d’optimisa-
tions est cependant la principale raison des hautes performances produites
par le solveur GD comme en témoignent les résultats en temps de calcul.
Parmi ces optimisations, la méthode & pas de temps local présentée dans le
chapitre 5 qui permettrait d’obtenir des accélération encore plus importantes
sur un cas tel que celui du corps humain complet.

Nous avons enfin présenté les résultats d’une simulation exécuté sur le mo-
déle de corps humain complet dans le cadre du projet HOROCH. Le rayon-
nement d’une antenne de type Bluetooth placée telle une montre connectée
a proximité du bras a été simulé sur 10 ns de temps physique en paralléele
sur 8 GPU NVidia de derniére génération. Rappelons qu’il s’agit de la plus
grande simulation réalisée par le solveur a ce jour. Celle-ci a aussi servi a
effectuer des tests d’efficacité allant jusqu’a 256 GPU ce qui nous a permis
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de pleinement valider son implémentation MPI. L’implémentation MPI de
la méthode & pas de temps local n’a pas encore été finalisée mais devrait
permettre de significativement réduire le temps de calcul.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons commencé par rappeler les équations de
Maxwell et montré qu’elles constituent un systéme hyperbolique dit de Frie-
drichs (chapitre 1). Ce systéme a ensuite été présenté sous sa forme Galerkin
Discontinue (GD) qui fait intervenir un flux numérique que nous avons choisi
décentré afin d’améliorer la stabilité du schéma. Nous avons également carac-
térisé les conditions limites permettant d’assurer cette stabilité. La formula-
tion GD a ensuite été présentée sous sa forme semi-discréte dont la solution
converge vers celle du probléme continu (annexe B).

Nous avons ensuite présenté plusieurs modéles de simulation qui per-
mettent de faciliter la génération de la scéne simulée et de réduire le temps
de calcul (chapitre 2).

Nous avons commencé par décrire des modéles de conditions de bord
respectant la condition d’existence de la solution, notamment la condition
de Silver-Miiller ainsi que les couches absorbantes PML trés utilisées dans
les applications industrielles. Grace a ces modeéles, le domaine de calcul peut
étre borné au plus prés de la zone d’intérét tout en limitant les réflexions qui
viendraient polluer le domaine de calcul.

Nous avons aussi donné un ensemble de modéles permettant de simuler
les plaques minces de matériaux. Ces modéles permettent de remplacer les
volumes fins par des surfaces, sont complémentaires sur une large bande de
fréquences, et réduisent les temps de simulation tout en facilitant la phase
de maillage.

L’implémentation de la méthode GD que nous avons présentée (cha-
pitre 3) utilise un espace d’approximation hexaédrique discrétisé par les
points de Gauss-Legendre et muni des produits tensoriels des polynémes de
Lagrange qui s’appuient sur ces points. Les propriétés de cet espace d’approxi-
mation simplifient les formules de quadrature par 'annulation du gradient
des fonctions de base en de nombreux points d’interpolation. Ces simplifica-
tions n’apparaissent pas dans les mailles tétraédriques.
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Nous pourions aussi utiliser les points d’interpolation de Gauss-Lobatto
qui produiraient d’importantes simplifications au niveau du terme de flux.
Dans ce cas les points de bord sont placés sur les interfaces et 'extrapo-
lation /application des champs sur le volume n’est plus nécessaire. Ils per-
mettent aussi d’appliquer un schéma de type « split form » qui conserve
mieux I'empreinte fréquentielle du signal. Ces points feront 'objet de futurs
travaux sur le solveur.

Nous avons aussi présenté les schémas de type Runge-Kutta qui nous per-
mettent d’intégrer temporellement la solution afin d’avancer cette derniére
jusqu’au temps final souhaité. Néanmoins, la stabilité de la méthode RK2
et directement liée & la taille et la forme des mailles, ce qui complique son
utilisation dans les applications en tétraédres découpés. Nous avons donc
présenté 2 conditions de stabilité de type CFL ainsi que 2 diagnostics de
stabilité : le calcul des valeurs propres du systéme et la puissance itérée. Ce
second diagnostic permet de déterminer avec précision le coefficient CFL de
stabilité. Une implémentation OpenCL du calcul de la norme utilisée dans
cette méthode nous permettra de déterminer ce coefficient rapidement et sys-
tématiquement en procédant & une dichotomie.

Cette implémentation de la méthode GD a été programmeée & destination
des GPU en utilisant la bibliothéque OpenCL (chapitre 4). La parallélisation
sur plusieurs GPU est asurée via une implémentation du standard MPI.
Le partitionnement du maillage est automatiquement généré a I'exécution
afin de répartir la charge de calcul de fagon équilibrée entre les accélérateurs.
Toutes ces capacités permettent au solveur teta-clac de facilement résoudre
des problémes de grande taille sur un nombre quelconque de GPU.

Nous avons aussi décrit les adaptations qui ont été menées dans le but
d’optimiser les kernels de calcul OpenCL & destination des CPU. Les per-
formances ont été nettement améliorées sur ce type de périphériques mais
restent dépendantes des caractéristiques du périphérique en lui-méme.

Enfin, nous avons présenté la méthode de 1'ordre d’interpolation spatiale
adaptatif qui permet de corriger automatiquement la discrétisation dans les
zones sur- ou sous-maillées. Cette méthode nous permet de mailler avec pré-
cisions (par de petites mailles) des géométries présentant un haut niveau de
détail : ordre d’interpolation y sera automatiquement abaissé pour réduire
le temps de calcul. Nous avons néanmoins constaté qu'un ordre d’interpola-
tion trop faible risque de dénaturer le signal. Tl est donc préférable de projeter
I'utilisation d’un ordre d’interpolation élevé afin de conserver un ordre abaissé
supérieur a 1.

Nous avons ensuite énoncé une variante locale de la méthode GD qui
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permet d’alléger les calculs de flux et de découpler I'avancée en temps des
mailles (chapitre 5). Cet opérateur local nous a permis de décrire deux sché-
mas temporels. Premiérement, le schéma LRK2 qui est une implémentation
a prédiction locale du schéma RK2. Ce schéma utilise un pas de temps homo-
géne sur tout le maillage. Il a expérimentalement été démontré convergeant
et stable.

Nous avons aussi présenté le schéma LTS2 pour lequel le pas de temps est
local & chaque maille. Les accélérations obtenues & 'aide de cette méthode
sont trés proches de l'accélération théorique en dimension 1. Nous consta-
tons aussi une accélération des calculs en dimension 3, mais plus éloignée des
valeurs théoriques. Ce schéma n’est adapté qu’aux géométries composées de
mailles de tailles trés hétérogénes. Dans le cas d’un facteur d’échelle entre
la plus petite et la plus grande maille de 'ordre de 100, le surcoiit engendré
par la multiplication des interfaces est tout juste amorti et un faible gain de
temps est constaté (~ 35 % a l'ordre d = 1 et ~ 27 % a l'ordre d = 2). Cette
méthode devrait cependant montrer de bien meilleures accélérations sur un
cas tel que celui du corps humain complet qui présente un facteur d’échelle
10 fois plus important.

Pour répondre a la problématique des architectures hybrides et devant
le complexité de certains graphes des taches, nous avons décrit 1'utilisation
de la bibliothéque StarPU pour I'exécution et 'ordonnancement des taches
de calcul du solveur GD schnaps (chapitre 6). Les résultats sur CPU multi-
ceeurs se sont avérés excellents : une efficacité presque optimale quelque soit
le nombre de cceurs sollicités et pour diverses tailles (divers raffinements) du
probléme étudié.

Les résultats en configuration hybride sont eux aussi de bonne qualité.
Nous avons constaté que I’ajout des coceurs CPU au GPU a permis d’améliorer
les performances du GPU seul. Dans le cas des plus petites tailles de pro-
bleme, ’accélération constatée est au-dela de 'accélération théorique donnée
par les temps sur CPU seul et GPU seul.

Nous sommes ensuite revenus sur le solveur teta-clac et avons présenté
des résultats permettant de valider notre implémentation de solveur GD, au-
tant par la précision des calculs que par leur vitesse d’exécution (chapitre 7).

Dans un premier temps, nous avons présenté des résultats de convergence
et de précision sur un cas académique de propagation d’une onde plane dans
un cube pour différents ordres d’interpolation. [’ordre de convergence théo-
rique du schéma en temps a été vérifié en pratique et 'erreur globale commise
reste négligeable. Ces résultats ont été obtenus sur maillages structurés et
non structurés et démontrent le bon fonctionnement du solveur ainsi que sa
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polyvalence du point de vue géométrique.

Nous avons ensuite comparé notre solveur GD a un solveur implémentant
la méthode des différences finies (FD) sur un cas d’application mettant en
scéne une antenne dipolaire & proximité de 'oreille d’une téte humaine sim-
plifiée. La grande quantité d’optimisations ont permis a notre solveur GD
de produire de hautes performances et de meilleurs temps de calcul que le
solveur FD.

Nous avons enfin présenté les résultats d’une simulation exécutée sur le
modéle de corps humain complet dans le cadre du projet HOROCH. Une
simulation de 10 ns de temps physique en paralléle sur 8 GPU NVidia de der-
niére génération. Cette simulation démontre la capacité du solveur teta-clac
a traiter des problémes de rayonnement électromagnétique d’objets connectés
placés a proximité (ou a l'intérieur) du corps humain.

Précisons que le temps de simulation sur corps humain complet donné a
11 jours est issu d’un premier essai. L’utilisation d’un coefficient CFL plus
adaptée devrait permettre de réduire ce temps de restitution (facteur d’ac-
célération proche de 5 dans le cas de la téte humaine simplifiée a l'ordre
d’interpolation 1). La finalisation de I'implémentation MPI du schéma LTS2
devrait aussi permettre de constater un important gain de temps compte
tenu du facteur d’échelle proche de 1000 entre la plus petite et la plus grande
maille.

Cette simulation a aussi permis d’effectuer des tests de scalabilité MPI
allant jusqu’a 256 GPU. Nous avons alors évalué qu’elle pouvait étre réalisée
en moins d’un jour sur 256 GPU. Ces tests témoignent du fait que le temps de
calcul d’une simulation peut étre compressé en investissant plus de ressources
de calcul et ainsi passer de plus de 10 jours a seulement quelques heures
d’attente avant la restitution des données. C’est I’amélioration constante du
solveur GD teta-clac qui nous a permis d’obtenir ces résultats encore hy-
pothétiques il y a 3 ans.
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Annexe A

Existence de la solution du
probléme d’évolution

A.1 Théorie des opérateurs linéaires

Le théoréme de Hille-Yosida est un théoréme abstrait de la théorie des
opérateurs linéaires qui permet de démontrer ’existence et 'unicité de la so-
lution d’un probléme d’évolution. Nous donnons les notions minimales pour
comprendre 1’énoncé de ce théoréme. Pour plus de détails, nous renvoyons au
livre de Brézis [8].

Nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-, ).
En général, A désignera un opérateur non-borné de H & domaine dense,
c’est & dire une application linéaire d’un sous-espace vectoriel D(A) de H a
valeurs dans H. Le sous-espace vectoriel D(A) est appelé domaine de A. Si
H est un Hilbert de dimension infinie, D(A) n’est généralement pas fermé.
Nous supposons que le domaine de A est dense, c’est a dire que D(A) = H
pour la topologie forte de H. La topologie forte est la topologie associée a la
norme du produit scalaire de H. Le graphe de A, noté G(A) est ’ensemble :

G(A) = {(u,Au) :u € D(A)} C H*. (A1)

En général, G(A) n’est pas le graphe d’un opérateur univoque, c’est a dire que
(u, f) € G(A) et (u,g) € G(A) n’implique pas forcément f = g. Si G(A)
est le graphe d’un opérateur univoque, nous dirons que A est un opérateur

non-borné fermable. Nous appellerons fermeture de A et nous noterons A

Vopérateur tel que G(A) = G(A).

Définition 8. Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (-,-). Soit A
un opérateur linéaire de D(A), sous-espace vectoriel de H, dans H. A est
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dit monotone si :
Vu € D(A), (Au,u) > 0. (A.2)

Lopérateur A est dit mazimal monotone si de plus I + A est surjectif de
D(A) sur H.

Considérons le probléme d’évolution abstrait d’inconnue u(t) € D(A) :

du + Au = 0, (A.3a)
u(0) = uy € D(A). (A.3D)

Le théoréme de Hille-Yosida donne une condition pour que ce probléme soit
bien posé. Dans le cas qui nous intéresse, I'opérateur A sera formellement
lopérateur aux dérivées partielles en espace A;0; et son domaine D(A) sera
I’ensemble des w qui satisfont les conditions aux limites.

Théoréme 5 (Hille-Yosida). Si A est mazimal monotone, alors le probléme
(A.3) admet une unique solution w dans C*([0;T],H) NC([0;T],D(A)) et
pour tout t :

lw@)] < fluoll, [[0u@®)] = [[Au(®)]| < || Auql|- (A.4)
Remarque 35. D(A) est muni de la norme dite du graphe :
el piay = llullg + [ Aull - (A.5)

Remarque 36. L’application qui & wy associe u(t) peut donc étre prolon-
gée par densité en un semi-groupe de contrations de H dans H. Il est donc
possible de définir des solutions du probleme d’évolution lorsque ug € H.

Nous allons maintenant introduire quelques outils qui permettront de
démontrer la surjectivité de I + A. Les démonstrations seront basées sur des
techniques d’intégration par parties et de passage a 1’adjoint.

Définition 9. Soit A un opérateur linéaire de H dans H de domaine D(A)
dense. A% est un adjoint formel de A si A¥ est a domaine dense et :

Vu € D(A),Vv € D(A¥), (Au,v) = (u, A%v). (A.6)

Proposition 12. Si A, un opérateur linéaire de H, admet un adjoint formel
A7 alors A est fermable, c’est a dire que la fermeture du graphe de A dans
H?, G(A), définit un opérateur univoque.
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Démonstration. Soit (w,)neny une suite définie sur D(A) telle que u,, — wu.
Soient (f,)nen €t (gn)nen des suites définies telles que, pour tout n nous
ayons (W, fn), (un,g,) € G(A) et, f, — f et g, — g. Ainsi, (u, f) et

(u, g) appartiennent & G(A). Puisque A admet un adjoint formel A%, pour
tout v € A% et tout n, nous avons :

<.fn7 'U> = <gn> U> = <un, A#'U> . (A7)

S’ensuit, par linéarité a gauche du produit scalaire :

<fn7 v> - <gnv U> = <-fn - gn>v> =0, (A'S)
et donc f,, = g,,. En passant a la limite nous obtenons le résultat souhaité. [J

Définition 10. Soit A un opérateur de H dans H a domaine dense. L’adjoint
(non formel) de A, noté A*, est un opérateur de H dans H défini tel que :

D(A*) ={ve H:3C >0:vu € D(A), (Au,v)| < C|ul}.  (A.9)

En d’autres termes, D(A*) est [’ensemble des v € H tel que la forme linéaire
o :u— (Au,v) est continue sur D(A) pour la norme de H.

De plus, siv € D(A*), alors ¢ se prolonge (par densité de D(A) dans H) en
une forme linéaire continue sur H, c’est 4 dire un élément de 'espace dual
de H. Comme H est un espace de Hilbert, par le théoreme de représentation
de Riesz, il existe un unique f € H tel que (Au,v) = (f,u). Alors par
définition f = A*v.

Remarque 37. En général, A* # A . Cependant, pour tout adjoint formel
A# G(A") C G(A*) et ainsi D(A%) C D(A*).

Définition 11. Soit A un opérateur fermable. Soit w un élément de H. w
est solution forte de Au= f si Au= f.

Une solution forte u de Au = f est telle que (u, f) € G(A) = G(A). En
d’autres termes, u est solution forte de Au = f si, et seulement si, il existe
une suite (w,)peny d’éléments de D(A) telle que u,, — u et Au,, — f.

Définition 12. Soit u un élément de H. u est solution faible de Au = f
si A admet un adjoint formel A" et :

Vv € D(A%), (f,v) = (u, A%v). (A.10)

Proposition 13. Si A admet un adjoint formel, alors toute solution forte
de Au = f est ausst solution faible.
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Démonstration. Soit (u,)nen une suite d’éléments de D(A) telle que w,, — u
et Au, — f. Puisque A admet un adjoint formel A%, pour tout v € A* et
tout n, nous avons :

(Au,,v) = (u,, A%v). (A.11)
En passant a la limite nous obtenons le résultat souhaité. O

Proposition 14. Si A et A* sont deuz opérateurs & domaines denses, ad-
joints formels et si toute solution faible de Au = f est aussi une solution

forte, alors A = (A#)* et A# = (A)*.

Démonstration. Montrer 'égalité d’opérateurs revient a démontrer 1’égalité
des graphes. Montrons d’abord que G(A) C G((A%)*). Soit (u, f) € G(A),
alors u est solution forte de Au = f. Il s’ensuit que u est aussi solution
faible c’est a dire :

Vv € D(A%), (u, A%v) = (f,v). (A.12)

La forme linéaire v +—» <u,A#'v> = (f,v) est donc continue. Nous avons
aussi u € D((A%)*) et (A7)*u = f donc (u, f) € G((A¥)*).

Montrons que G((A#)*) C G(A). En effet, soit (u, f) € G((A#)*). Alors la
forme linéaire v € D(A%) — (u, A%v) = (f,v) est continue et :

<(A#)*u,'v> = (f,v) = (u, A#v>. (A.13)

Par conséquent, u est solution faible de Au = f. Comme toute solution
faible est forte, u est aussi solution forte et donc (u, f) € G(A).
La seconde égalité découle de résultats généraux sur les adjoints d’opérateurs
dans les espaces de Hilbert. D’abord I'adjoint d’un opérateur fermable est égal
a adjoint de sa fermeture donc A = (A#)* = (A#)*. D’autre part, ’adjoint
de 'adjoint d’un opérateur fermé a domaine dense est 'opérateur lui-méme
donc (A)* = A#.

m

Proposition 15. Si A est un opérateur & domaine dense fermable, alors
A* = (A)~.

Démonstration. Nous procédons a nouveau sur les graphes. D’une part,

G(A*) C G((A)*). En effet, soit (v, A*v) € G(A*). Alors la forme linéaire
u — (Au,v) = (u, A*v) est linéaire continue sur D(A) et donc aussi sur
D(A), en prolongeant par continuité, et donc (v, A*v) € G((A)*). De méme,
G((A)*) € G(A*) car D(A) C D(A).

[
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Proposition 16. Soit A un opérateur fermé a domaine dense tel que D(A*)
est dense. Alors A = A.

Ce résultat repose sur des propriétés de la topologie faible des espaces
de Hilbert. Une suite (w,)neny d’éléments de H converge faiblement vers u
si, et seulement si, pour tout v € H, (u,,v) — (u,v). La convergence forte
implique la convergence faible, mais la réciproque est fausse. Nous avons donc
a notre disposition deux topologies sur H : la topologie forte associée a la
convergence forte des suites, au sens de la norme de H, et la topologie faible
associée a la convergence faible.

Considérons maintenant un ensemble X' C H. Si K est fermé pour la
topologie faible, alors K est aussi fermé pour la topologie forte. En général,
la réciproque est fausse, si K est fermé pour la topologie forte il n’est pas
forcément fermé pour la topologie faible. Un résultat fondamental de I’analyse
fonctionnelle est le suivant :

Théoréme 6. Soit K un convexe fermé de H pour la topologie forte. Alors
K est fermé pour la topologie faible.

Utilisons ce théoréme pour démontrer la proposition 16.
Démonstration. Soit (u, Au) € G(A). Alors :
Vv € D(AY), (Au,v) = (u, A*v) . (A.14)

Par conséquent, la forme linéaire v — (u, A*v) est continue et Au = A*u
et donc (u, A U) € G(A™).

Réciproquement, soit (u, A™u) € G(A*). Pour tout v € D(A*) la forme
linéaire v — (u, A*v) = (A*™*u, v) est continue. Or, D(A) est dense dans H,
il existe donc une suite (u,),eny d’éléments de D(A) telle que u,, — u. Nous
avons alors d’aprés la définition de 'adjoint A* que (u,, A*v) = (Au,,v).
Il s’ensuit que (Au,,v) — (A*u,v). Comme D(A*) est dense, nous en
déduisons que Awu,, tend vers A*u pour la topologie faible. O

Lemme 1. Soit A un opérateur de H a domaine dense. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. A est surjectif;

2. 3C >0:VYv € D(AY),||v|]| < C||A*v| ;

3. ker(A*) = {0} et l'image de A* est fermée.

Ce lemme est une généralisation fondamentale d’un résultat bien connu
d’algébre linéaire en dimension finie : pour montrer ’existence de la solution

d’un probléme linéaire il suffit de démontrer 'unicité de la solution du pro-
bléme adjoint. Pour la démonstration, nous renvoyons au livre de Brézis |3].
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Théoréme 7. Si A et A" sont adjoints Jormels, monotones et si toute so-
lution faible de Au = f est forte, alors A et A# sont mazimauz monotones.

Démonstration. Pour tout u € D(A), (I + A)u,u) > (u,u) car A est
monotone. Par densité, nous montrons aussi que pour tout u € D(A),
<(I + A)u, u> > (u,u). En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous
obtenons :

Yu € D H (I + A uH > |Jul| . (A.15)
De méme :

Vv € D(A#),

(I+E)UH > o] (A.16)

Mais puisque A# = (A)*, il s’ensuit :
Yo € D(( H I+(A H > ||v]| . (A.17)

Donc, en appliquant le lemme 1, I + A et I + (A)* sont surjectifs. Nous
obtenons bien que A et A# sont maximaux monotones. n

A.2 Application au probléme d’évolution

Dans cette section nous supposons que {2 est un ouvert de bord 0f) régu-
lier. Pour z un point du bord 02, nous définissons V,(x) un espace vectoriel
de dimension ¢ < m. Les conditions aux limites en x seront de la forme
w(z,t) € Vy(z).

Nous considérons le probléme d’évolution (1.14) pour un systéme de Frie-
drichs (1.5). Afin de simplifier les écritures, nous considérons le probléme
sans sources (C' = 0 et S = 0) et nous supposerons que la matrice A; est
égale a l'identité.

Rappelons alors la formulation (simplifiée) du probléme d’évolution :

atw + Aﬁsz =0 sur Q,
w(z,0) = wo(x) sur €,
w eV, surdQ.
Rappelons aussi que dans un tel systéme, les matrices A; sont symétriques

et donc que le systéme est bien hyperbolique. Nous choisissons H = L?((Q).
Nous prenons :

D(A) = {u € C'(Q) : Vo € 0, u(z) € Vi(x)}, (A.19)
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et si u € D(A), alors Au = A;0;u.
Pour le probléme adjoint, nous commencons par définir une condition aux
limites adjointe V,;* (z) = (A;n;Vi(z))T. Nous prenons :

D(A*) = {'v e CY(Q) : Yz € 90, v(z) € v;#(g;)} , (A.20)

et si v € D(A¥), alors A#v = —A,;0v.
Proposition 17. Les opérateurs A et A* ainsi définis sont adjoints formels.

Démonstration. 11 suffit de montrer que :
Vu € D(A),Vv € D(A%), (Au,v) = (u, A%v). (A.21)

En écrivant le premier terme & l'aide du produit scalaire défini sur L2(2),
puis en intégrant par parties, nous obtenons :

Q Q

o0

Or, par définition de V} et V})#, le terme de bord apparaissant dans le second
membre est nul. Nous avons donc bien 1'égalité recherchée. ]

Le théoréme qui suit est issu des travaux de Lax-Phillips [19] et Rauch [58].
Ce résultat est assez technique mais fondamental.

Théoréme 8 (Lax-Phillips-Rauch). Soit Q un domaine de R* de frontiere
9Q de classe C*. Pour x € 99, notons n(x) le vecteur normal a 9 en .
Nous supposons que x — Vy(x) est une application Lipschitzienne par rapport
a x. St dimker A;n;(x) est constant sur chaque composante conneze de OS)
et si pour tout x € 09, ker A;n;(x) C V,(x), alors toute solution faible de
Au = f est ausst une solution forte.

Dans cet énoncé, remarquons que l'espace vectoriel Vj,(z) peut étre défini
par une base :

Vi(z) = vect{bi(x), ..., by(x)}. (A.23)

Dire que Vj(z) est Lipschitzien par rapport a z signifie que les applications
x +— b;(x) sont Lipschitziennes. L’espace V,(x) peut aussi étre défini au
moyen du noyau d’une matrice M (x) telle que :

w € Vy(z) & M(z)w = 0. (A.24)

Dans ce cas, c¢’est x — M (x) qui est Lipschitzienne.
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Définition 13. L’espace vectoriel des conditions aux limites V, est dit positif
par rapport a A;n; si :

1l est dit maximal positif si de plus la dimension de V,, est égale au nombre
de valeurs propres positives ou nulles de A;n; en comptant leurs multiplicités.

Nous allons vérifier que la positivité maximale exprime qu’il n’existe pas
d’espace vectoriel positif contenant V}, et strictement plus grand que V;. D’oll
la notion de maximalité. Nous allons aussi montrer que si V}, est maximal
positif, alors c’est aussi le cas pour Vb#.

Comme A;n; est une matrice symétrique, elle admet une base orthonor-
mée de vecteurs propres. Dans un premier temps, nous allons considérer le
cas ol A;n; est inversible.

Si A;n; n’est pas inversible, on peut se ramener au cas inversible avec un
argument d’espace vectoriel quotienté par le noyau de A;n; [58]. Notons que
dans le cas des équations de Maxwell, A;n; n’est pas inversible...

Nous supposons donc que les valeurs propres (\;)icqi;m] sont rangées de
la facon suivante :

M > o2 >0> 00 >0 2>\, (A.26)

Par conséquent, 'entier p est le nombre de valeurs propres positives de A;n;
en tenant compte de leurs multiplicités. Nous notons (7;);c1 ;] une base or-
thonormée de vecteurs propres correspondants. La matrice P = (ry ... 7,)
est orthogonale (i.e. P~1 = PT) et :

D = PTAn; P = diag(\1, ..., \n). (A.27)

Remarquons alors que dans la nouvelle base, le produit scalaire (A;n;u,v)
devient (Du/,v’), avec v’ = Pu et v/ = Pw.

Nous notons E I'espace vectoriel engendré par {ry,...,r,} et E_ I'espace
engendré par {r,1,..., Ty} Par conséquent, dim £, = pet dim E_ = m—p.
De plus, R = E, & F_ et Ajn;E+ = E.. Nous notons II,, respectivement
IT_, la projection orthogonale sur ’espace vectoriel ., respectivement E_.

Lemme 2. Si 'V}, est un espace positif par rapport a A;n;, alors V,NE_ = {0}
et ¢ =dimV, < p.

Démonstration. V, N E_ = {0} découle du fait que :

Vu e E_\ {0}, (Ainu,u) < max N |lul® <0. (A.28)

T k€[pt+1;m]
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Raisonnons par I'absurde et supposons que dim V,, = ¢ > p. Considérons une

base (by,...,b,) de V,. Il existe des réels «,. .., a, non tous nuls tels que :
q
> aIlb; = 0. (A.29)
i=1
En effet, {II by, ..., 111 b,} est un ensemble de ¢ vecteurs dans E,, espace de

dimension p < ¢. Considérons alors le vecteur u = Y7 | a;b;. Par construc-

tion, u € V,N E_, donc w = 0. Comme les b; sont des vecteurs linéairement
indépendants, les «; sont tous nuls, ce qui conduit & une contradiction. [

La condition aux limites V}, et la condition aux limites adjointe \/;)# jouent
des roles symétriques. Lorsque A;n; est inversible, comme V;)# = (AmiVb)T,
nous avons dim Vb# =m — dim V}. Nous en déduisons le lemme suivant.

Lemme 3. Si V;)# est un espace positif par rapport & —A;n;, alors V;#HEJF =
{0} et dimV,;* <m —p.

Une conséquence intéressante des lemmes 2 et 3 est que si les conditions
aux limites V} et Vb# sont positives alors elles sont toutes les deux aussi
maximales puisque dim V}, + dim V},# = m. De ce qui précéde nous pouvons
déduire la suite.

Lemme 4. 57V, est un espace maximal positif par rapport a A;n;, alors %#
est aussi maximal positif par rapport a —A;n;.

Démonstration. Supposons que Vj, est maximal positif pour A;n;. Montrons
alors que Vb# est maximal positif pour —A;n;. Sinon, il existerait v € Vb# tel
que (A;n;v,v) > 0. De plus, v ne peut pas aussi appartenir & V}, car sinon
nous aurions (A;n;v,v) = 0.

Considérons l'espace vectoriel U = {u+tv : u € Vj,t € R}. U contient V} et,
puisque v ¢ V;, dimU = 1+ dim V}, = p + 1. Montrons que U est un espace
positif. Soit w =u+tv € U avect € Ret u € V, alors :

(An;(u + tv), (u + tv))
= (Amnu,u) +t* (Anw,v) >0,
donc U est bien un espace positif. D’aprés le lemme 2, nous devrions alors
avoir dimU < p. Or, dimU = p + 1, ce qui conduit a une contradiction.
Par conséquent, Vb# est bien positif pour —A;n;. D’autre part, dim V}]# =
m —dim V, = m — p et donc Vb# est aussi maximal positif. [
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Nous pouvons maintenant regrouper les résultats de cette section dans le
théoréme suivant.

Théoréme 9. Supposons que V, est un espace maximal positif par rapport
a Ain;. Supposons aussi que les hypotheéses du théoréme 8 soient satisfaites.
Alors les opérateurs A et A# sont mazimauz monotones.

Ce théoréme assure que si les conditions aux limites sont maximales po-
sitives alors les problémes d’évolution :

Oru + Au = 0, (A.31a)
u(+,0) = uo(+) (A.31b)
et
v+ Afv =0, (A.32a)
v(-,T) = vo(+) (A.32b)

sont bien posés.
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Annexe B

Démonstration de la convergence
du schéma semi-discret

Rappelons 1’énoncé du théoréme de convergence 4 :

Théoréme. La solution du probléme semi-discret (1.59) converge vers la
solution du probléme continu (1.14) lorsque h tend vers zéro.

Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas d’'une condition de bord
de type Silver-Miiller (2.1.4) représentée par la matrice :

Msy = —Ain;~. (B.1)
Cette condition aux limites correspond a I'application du flux de bord :

Cette démonstration de la convergence de la méthode GD est une adap-
tation de celle qui est présentée dans les travaux de Lesaint et al. [50] et
Johnson et al. [12]. Nous commengons par définir la forme bilinéaire B défi-
nie sur H}' x Hj* (1.57) et & valeurs dans R :

Blp, ) = / (B Asp) - il

O\Zp
+ / (Ain;,” (pr — L)) - Prds
Zh\ag (BS)
+ / (A (pr — 1)) - Yrds
£,\09
- / (Ain;,”r) - Prds,
09

203



avec h le paramétre de finesse du maillage et X, 1'union des interfaces entre
les mailles de ce maillage.

B est une forme bilinéaire définie positive et, en convenant que ¢r =
Ygr = 0 sur 0N puis en reprenant les étapes de la section 1.3.3, nous obtenons :

1

Blg, o) = / (A (pr— 1) - (pr — @r)ds.  (B4)

2

Avec cette forme bilinéaire, le probléme semi-discret peut étre mis sous la
forme : trouver w dans C!([0; T'], H") tel que pour tout v dans C1([0; T, H}") :

/@W'WM+B('W (B.52)
/WxO Wm_/wo¢w (B.5b)

Cette derniére formulation est équivalente a celle présentée précédemment
(1.59), mais il est plus aisé de considérer des fonctions tests vectorielles plutot
que scalaires dans la démonstration.

Nous pouvons également mettre le probléme continu (1.48) sous cette
forme :

/ ow - Pdr + B(w, ) =0, (B.6a)
Q
/w@mwwz/wwa (B.6b)
Q Q

Afin de démontrer le théoréme de convergence 4, nous utiliserons le ré-
sultat suivant.

Lemme 5. [l existe une constante positive X\ telle que pour tout ¢ et
appartenant a L2(3,) :

/z,,( nip) - pds| <

Démonstration. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne la majoration :

V2AB(0, ) [¥ll12(s,) - (B.7)

< Az, 1%llaes,)

/ (Ain;p) - pds
Zh

-([ (e <Ai”i¢>d8); 6l B9
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Puisque A;n; est symétrique, elle est diagonalisable en base orthonormée,
i.e. il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles
que A;n; = PDP". Alors,

(Anip) - (Ainip) = ((A 2”@) p) e
_ (PDPTg) o
< (P|)|D|P'yp)-
= [\ (P |D| P'yp)-
= A(|Amni| ) - ¢

® (B.9)
@

avec A > 0 la plus grande valeur propre de A;n;. Dans le cas des équations
de Maxwell, cette valeur propre est la vitesse de la lumiére, notée c. Nous
avons donc :

/Eh( nip) - pds| <

_ ( /Eh“AmM.Sods) [l (1)
= V2¢B(#,9) [l 25, -

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 4.

Démonstration du théoréme 4. Notons 7 la projection L? sur I'espace d’ap-

proximation Hj" :
chEH,T,/wcp:/w(w)go. (B.11)
Q Q

Soient alors A = m(w) — w € H™ Pécart entre la solution continue et sa
projection sur H}" et Ay, = m(w) —w € H}' I'écart entre la solution discréte
et la projection de la solution continue. Nous avons donc w — w = A, — A.

En soustrayant le probléme semi-discret au probléme continu et en pre-
nant 'écart A;, comme fonction test, nous obtenons :

/ 8t(Ah - A) . Ahdx + B(Ah - A, Ah) = 0. (B12)
Q

Remarquons, par définition de la projection, que I’écart A est orthogonal
a lespace ‘H}" qui contient Ay, 0;A;Ap et 0;Ay, soit :

Q Q Q
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Ainsi :

O—at/AAhdx
Q

= /(&A) - Apdx + / A - (0:Ap)dx (B.14)
Q Q
~ [@8)- s
Q
et 'équation (B.12) devient :
/(8,5Ah> : Ahdl’ + B(Ah, Ah) = B(A, Ah) (B15)
Q

Pour démontrer la convergence du probléme semi-discret, nous souhai-
tons majorer les membres de cette équation. Afin d’appliquer I'inégalité de
Cauchy-Schwarz au second membre, nous devons déterminer la partie anti-
symétrique de B, soit la moitié de la différence symétrique suivante :

By, ) — B(Y, ») =/

N

NEp

+/ (Ain; (pr —¢1)) - Yrds

\g}
>

(Aini"(¢r — L)) - Prds (B.16)

(Amf(QPR — 1)) - Prds,

J
- /E (A (Yr — L)) - prds
/.

avec pr = ¥r = 0 sur 99. En appliquant la formule de Green (1.39) sur
le premier terme de volume puis, en simplifiant les termes d’interface, nous
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obtenons :

Blp, )~ B3, ) = —2 / o (0, Ap)dz

N

+ /E}L<Az‘ni90L) “prds — /Z}L(Am#PR) - Pprds
(Ain; (pr — 1)) - Prds

/ (Ain " (or — L)) - Yrds

Zh (B.17)
/z (Ani~ (Pr — 1)) - prds
[ (i o = ) - o

+ /E (Aini(pr + ¢r)) - (Y — Pr)ds.

En appliquant ensuite I'inégalité triangulaire suivie de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous obtenons la majoration suivante :

’B<A7 Ah)’ = |BS(A7 Ah) + Ba(Av Ah)‘
B, ) + (B8 &) = B, )

< |BJ(A A + ’%(B(A, A) - B(Ah,A))’ (B.18)

< /B(A,A)\/B(Ay, Ay)

1
+ ‘5/ (Aini(AL + Agr)) - (Anp — Ang)ds
Zh

ou B, respectivement B,, est la partie symétrique, respectivement antisy-
métrique, de B. En appliquant le lemme 5, I'inégalité devient :

B, 2] < VBB &) (VB A) + K |Al s,y ) (B.19)

avec K une constante réelle.
Nous disposons aussi des estimations de projection données par Raviart et
al. [59] qui permettent de mesurer 'écart entre une solution w et son projeté
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L? sur l'espace d’approximation spatiale HJ" :

||A||L2(Eh) S Chd+2 ||w||W3+1(M) y (BQOb)

ou C est une constante dépendant de €2, d est 'ordre d’approximation spa-
tiale, h est le paramétre de finesse du maillage M et la norme Hng () €st
+

une norme de Sobolev par morceaux définie par :

N-1 2

a) 12
d+1 Z ||’lU|| d+1(Li) - Z Z Hw( )HLQ(Li) . (le)

[|w ||W2
=0\ |a|<d+1

Cette estimation est valable & condition que les mailles ne s’étirent pas lorsque

h tend vers 0. C’est le cas par exemple, si pour le passage a la limite sur h,

on considére des raffinements uniformes d’un maillage fixé initialement.
Nous obtenons ainsi la majoration :

—8t 12wz 0) + B(Aw, An) < Kon/B(Ay, Akt lwllwz, (g,  (B:22)

avec K5 une constante réelle. Puis, en appliquant I'inégalité :

1
Va,b € R, ab < §(a2 +b?), (B.23)

avec a = /B(Ay, Ay) et b= Kyh*t2 ||'w||W3 _(Mm)» Dous avons :
+

O | AnlIz2 () + B(An, Ar) < K3h* wliys (B.24)

) )

et finalement en intégrant par rapport au temps :

T T
\/HAhHiQ(Qﬁ/O B(Ah,Ah)dthzhdﬂ\//o lwls o dt. (B.25)

Puisque w — w = A;, — A,nous pouvons conclure par :

Hw WHLQ < KthJFQ\// ’wHWJrl(M dt. (B26)

208



Remarque 38. L’inégalité (B.25) est plus précise que cette derniére inégalité
puisqu’elle comprend un controle des discontinuités sur les interfaces entre
les mailles. Ce contréle montre qu’en un certain sens, le saut de A;n;w
sur l'ensemble des discontinuités ¥y, tend vers 0 en norme La(Xy) lorsque
h tend vers 0. Comme la longueur de l’ensemble ¥y tend vers l'infini, ce
controle est assez fort. Dans le cas de utilisation d’un flux centré, ce terme
de controle n’est pas présent. Ainsi, les oscillations de Gibbs sont en général
plus importantes avec un tel flux.
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Annexe C

Résultats sur corps humain
complet

Dans cette annexe nous présentons les résultats de la simulation présentée
dans la section 7.3. Cette simulation met en scéne un modeéle de corps humain
complet (comprenant 12 organes, le squelette et la peau) avec une antenne de
technologie LTCC placée entre le bras gauche et le corps. Le temps physique
simulé est de 10 ns. Nous présentons les résultats en plan de coupe a chaque
nanoseconde écoulée.

211



FIGURE C.1 — Résultats en plan de coupe (z10z3) en x5 = —0.1255 m
(antenne) au temps t = 1 ns.
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FIGURE C.2 — Résultats en plan de coupe (z;0x3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps t = 2 ns.
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FIGURE C.3 — Résultats en plan de coupe (z;0z3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 3 ns.
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FIGURE C.4 — Résultats en plan de coupe (z10z3) en x5 = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 4 ns.
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FIGURE C.5 — Résultats en plan de coupe (z;0z3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 5 ns.
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FIGURE C.6 — Résultats en plan de coupe (z;0x3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 6 ns.

1E]| (dBV/m)

200

-100.0

-160.0

x_3(m)

-220.0

-280.0

-3400

-400.0

x_1(m)

217



FIGURE C.7 — Résultats en plan de coupe (z;0z3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 7 ns.
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FIGURE C.8 — Résultats en plan de coupe (2;0x3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 8 ns.
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FIGURE C.9 — Résultats en plan de coupe (z;0z3) en zo = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 9 ns.
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FIGURE C.10 — Résultats en plan de coupe (z;0x3) en x5 = —0.1255 m
(antenne) au temps ¢ = 10 ns.
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Optimisation de code Galerkin Discontinu sur ordinateur
hybride. Application & la simulation numérique en
électromagnétisme.

Résumé :

Nous présentons dans cette thése les évolutions apportées au solveur Galerkin Discontinu
teta-clac, issu de la collaboration IRMA-AxesSim, au cours du projet HOROCH (2015-
2018). Ce solveur permet de résoudre les équations de Maxwell en 3D, en paralléle sur un
grand nombre d’accélérateurs OpenCL.

L’objectif du projet HOROCH était d’effectuer des simulations de grande envergure sur un
modéle numérique complet de corps humain. Ce modéle comporte 24 millions de mailles
hexaédriques pour des calculs dans la bande de fréquences des objets connectés allant de 1
a 3 GHz (Bluetooth). Les applications sont nombreuses : téléphonie et accessoires, sport
(maillots connectés), médecine (sondes : gélules, patchs), ete.

Les évolutions ainsi apportées comprennent, entre autres : l'optimisation des kernels
OpenCL a destination des CPU dans le but d’utiliser au mieux les architectures hybrides ;
I'expérimentation du runtime StarPU ; le design d’un schéma d’intégration & pas de temps
local ; et bon nombre d’optimisations permettant au solveur de traiter des simulations de
plusieurs millions de mailles.

Mots-clés :

solveur, Maxwell, électromagnétisme, systéme hyperbolique, Galerkin Discontinu, GD,
GDTD, maillage, hexaédres, GPU, CPU, OpenCL, MPI, StarPU, pas de temps local,
ordre adaptatif, modéle de corps humain complet, objets connectés, Bluetooth.

Abstract:

In this thesis, we present the evolutions made to the Discontinuous Galerkin solver
teta-clac — resulting from the IRMA-AxesSim collaboration — during the HOROCH
project (2015-2018). This solver allows to solve the Maxwell equations in 3D and in parallel
on a large amount of OpenCL accelerators.

The goal of the HOROCH project was to perform large-scale simulations on a complete
digital human body model. This model is composed of 24 million hexahedral cells in order
to perform calculations in the frequency band of connected objects going from 1 to 3 GHz
(Bluetooth). The applications are numerous: telephony and accessories, sport (connected
shirts), medicine (probes: capsules, patches), ete.

The changes thus made include, among others: optimization of OpenCL kernels for CPUs
in order to make the best use of hybrid architectures; StarPU runtime experimentation; the
design of an integration scheme using local time steps; and many optimizations allowing
the solver to process simulations of several millions of cells.

Keywords:

solver, Maxwell, electromagnetism, hyperbolic system, Discontinuous Galerkin, DG,
DGTD, mesh, hexahedrons, GPU, CPU, OpenCL, MPI, StarPU, local time step,
adaptive order, complete human body model, connected objects, Bluetooth.
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