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❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛✲
r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts✳

❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ rés✉❧t❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✿
q✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡✉①✲♠ê♠❡s s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés s✉r ❞❡ très ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✜❝t✐❢ q✉✐ s❡r❛✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❄ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣✉✐s
❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✖ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✖ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞♠❡t✲
t❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ♦♣t✐♠✐s❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣ré❛✲
❧❛❜❧❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣✉✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Zd

▼♦ts✲❝❧és✿ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ éq✉❛✲
t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ é♥❡r❣✐❡s s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✿ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❄ ❈♦✉❧❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧
r❛♥❞♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❜❡❤❛✈❡s✱ ❛t ❜✐❣ s❝❛❧❡✱ ❛s ❛ ✜❝t✐♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❄ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊s✱ s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❞♠✐tt✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
r❡s✉❧t✳ ❋r♦♠ t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ Z
d✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ P❉❊✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❜✲
❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡✱ s❛♥s q✉✐ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s ❥❛♠❛✐s é❝r✐t ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t ♣✉✐s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ❛❞♠✐ré s❛
❢❛ç♦♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧à ♦ù ❥❡ ♥✬ét❛✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❡t ❡♥✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
♣❛t✐❡♠♠❡♥t ❞❡s ❝❤♦s❡s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ ▼❡r❝✐ à ❙❝♦tt ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉✐✈✐
❡t ❣✉✐❞é ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à P✐❡rr❡ ❈❛r❞❛❧✐❛❣✉❡t ❡t ❏❡❛♥✲❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❉❡✉s❝❤❡❧✱ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❝♦♥s❛❝ré ❞✉ t❡♠♣s à ❧✐r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t é♠✐s ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s à s♦♥ s✉❥❡t✳ ❏❡
r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ◆✐♥❛ ●❛♥t❡rt✱ ❆❧✐❝❡ ●✉✐♦♥♥❡t ❡t ●ré❣♦r② ▼✐❡r♠♦♥t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡
♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✳

❏✬❛✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠❛ t❤ès❡ à ❧✬❯▼P❆✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞é❛❧❡s✳ ❙♦♥
s❡❝rét❛r✐❛t✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✱ ♠ér✐t❡ ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ r❡♠❡r❝✐❡ ▼❛❣❛❧✐❡ ❡t ❱✐r❣✐♥✐❛✳ ❏❡ t✐❡♥s
❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✉r❛✐ ♣❛rt❛❣é ✉♥ ❚❉ ✿ ▼✐❝❦❛ë❧ ❑✳✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❏♦♥❛t❤❛♥✱
▲♦ï❝ ❡t ▼❛r✐❡ ❀ ❝❡✉① q✉✐ ❛✉r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❝❤♦s❡s à ♠✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✿ ❋❧♦r✐❛♥ ❚❤❛✉✈✐♥ ✭✐❧ s❡
r❡❝♦♥♥❛îtr❛✮ ❡t ▼✐❝❦❛ë❧ ✭♣rés❡♥t ❞✉r❛♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s✮✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❘♦♠❛✐♥
❡t ❙❛♠✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡✉rs ♣❛ss❡s✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ✭❡t s❡s ❞é✜s ♥♦♥✲t❡♥✉s✮✱ ❆rt❤✉r✱ ❇❡♥♦ît✱ ▲é♦✱ ❚❤♦♠❛s✱
❱❛❧❡♥t✐♥ ❡t ❱❛❧❡♥t✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✕ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ✕ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❡✉❡s✳

❏✬❛✐♠❡r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r q✉❡❧q✉❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts s❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s ♣❛s s✉✐✈✐ ❝❡tt❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿ ❈❛r♦❧❡✱ ❋r❛♥③✱ ➱♠❡r✐❝✱ ❏ür❣❡♥✱ ❝❡✉① ❞é❥à ❝✐tés ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥❝♦r❡✳

▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❦❛②❛❦✐st❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢r❛♥❝❤✐ ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ♣♦rt❡s✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ▼❛rt✐♥❡ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥✱ s❛♥s q✉✐ ❥❡ ♥✬❡①✐st❡r❛✐s ♣❛s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❆♥t♦✐♥❡

❡t ❙♦♣❤✐❡✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ♠❡♥é ❧❛ ✈✐❡ ❞✉r❡ ✦ ❊t ❊❧✐s❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛✈♦✐r é❣❛②é❡ ✦
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✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
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✶✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
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✶✳✷✳✶ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
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✶✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
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✶✳✸✳✸ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
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✶✳✹✳✶ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❛✣♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
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✶✳✹✳✹ ■❞é❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t ✸✹

✷ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

✖ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❥✉st✐✜❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣✉r❡♠❡♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡
à ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐s❝r❡t✱ ♣✉✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦♥t✐♥✉✳

✖ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✿ q✉✬❛❞✈✐❡♥t✲✐❧ s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❄
▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞♠❡t✲✐❧ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ❄ ◆♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✱ ♣✉✐s s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥
é♥♦♥❝❡r❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ q✉✐
❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

✖ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛❧é❛t♦✐r❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧✐é❡ ✕ ❡♥ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛♥t ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛ été é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✕ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡
s✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s
❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❝❡s q✉❡st✐♦♥s à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ♦✉t✐❧ ✿ ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐
✉♥ ❛❧é❛ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉ ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✰ ♠❛r❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮ à ✉♥ ❛❧é❛ s✐♠♣❧❡
✭❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞✬ét✉❞✐❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧✛❡r✲❙❥östr❛♥❞✳

✖ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ q✉✐
❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ② ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛❜♦✉t✐r à ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧✬✐❞é❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡✲
♣rés❡♥t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧✱
q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡♥tr❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❞é❥à tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱
❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ rés✉❧t❛t q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ❬✹❪✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱
♥♦✉s rés✉♠❡r♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✖ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
rés✉❧t❛t q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❞♦♥♥❡
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✐s❝r❡t✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳



✶✳✶✳ P❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✶

✶✳✶ P❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ à ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♣✉✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞é✲
❝r✐r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥t✐❡r ❡t ❝❡❧✉✐ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✶✳✶✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✐s❝r❡t

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❞✐s♣♦sé❡s ❡♥ ✉♥ ✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥
rés❡❛✉✱ Zd✱ s✉✐✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡ rés❡❛✉ Z

d ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st Zd ❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❥♦✐♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ✈♦✐s✐♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ x ∼ y ❧❡s t❡❧❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

x ∼ y ⇐⇒ ∥x − y∥1 = 1.
❖♥ ♥♦t❡r❛ Ed = E(Zd) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡ ✭✈❛❧❛♥t ❞♦♥❝ 1

2d
✮

✈❡rs ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s 2d ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❛✉t❡♥t✱
à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t à ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

u(t, x) = ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x.

❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦✐t ❞♦♥♥é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ rés❡❛✉ ✿ u0(x)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ♥♦✉s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t t ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x ❞✉ rés❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡
❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦sé❡ ❛✉ s♦♠♠❡t y ∈ Zd ❛✐t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(t, y, x) ❞❡ s❡ s✐t✉❡r
à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t x à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Eu0 [u(t, x)] = ∑
y∈Zd

u0(y)p(t, y, x), ✭✶✳✶✳✶✮

♦ù t ∈ N ❞és✐❣♥❡ ❧❡ teme ✐♥st❛♥t ❡t x ∈ Zd ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉ rés❡❛✉✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ Z

d✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
✐❞❡♥t✐q✉❡✱ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés p(t, x, y) ❡t p(t, y, x) s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ▲✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

Eu0 [u(t, x)] = ∑
y∈Zd

u0(y)p(t, x, y),

q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ p(t, x, ⋅) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xt✱
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡ ✐ss✉❡ ❞❡ x s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Px✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Eu0 [u(t, x)] = Ex [u0(Xt)] .
❊♥ ♥♦t❛♥t v(t, x) ❝❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r q✉❡ v s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts t ❡t t + 1 ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té E [u(t, x)] ❡♥
❡①♣r✐♠❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛♣rès t+1 ét❛♣❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ x ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♣rès t ét❛♣❡s ♣❛rt❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t ✈✐s✐té✱ X1✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s
2d ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿

Ex [u(t + 1, x)] = Ex [EX1
(u0(t, x))]= ∑z∈Zd Px [X1 = z]Ez [u0(Xt)] . ✭✶✳✶✳✷✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té Px [X1 = z] ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z ✈♦✐s✐♥ ❞❡ x ❡t ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡
♣♦✐♥t✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

Px [X1 = z] = 1

2d
δx∼z.

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

E [u(t + 1, x)] = 1

2d
∑
z∼x

E [u(t, z)] , ✭✶✳✶✳✸✮

❝❡ q✉✐✱ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té E [u(t, x)] ❛✉① ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v(t + 1, x) − v(t, x) =∆v(t, x),
♦ù ∆ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ q✉✐ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∶ Zd → R ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∆f = x ↦
1
2d ∑y∼x (f(y) − f(x)) ❡t v ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∶ (t, x)↦ E [u(t, x)]✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t
v(t + 1, x) − v(t, x) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té v(⋅, x)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ✭❈♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t x à ✉♥ s♦♠♠❡t y ✈❛✉t
a(x, y) ✭❛✈❡❝ ∑y∼x a(x, y) = 1✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (t, x)↦ v(t, x) ❞❡✈✐❡♥t

v(t + 1, x) − v(t, x) = ∑
y∈Zd

a(x, y) (v(t, y) − v(t, x)) .

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✭✶✳✶✳✸✮ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ a(x, y) ✈❛❧❡♥t 1

2d
δx∼y✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ∇ ⋅ a∇ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ à f ❛ss♦❝✐❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∇ ⋅ (a∇f)(x) = ∑y∈Zd a(x, y) (f(y) − f(x))✱ ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ✭P♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✮✳ ❊♥ ✜①❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t t ∈ N✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r v(t, ⋅) ❝♦♠♠❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R

Z
d

✱ ❡t ♥♦t❡r A ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ A(x, y) ✈❛✉t 0 s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts x ❡t y ❡t 1 s✐♥♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ∆ = 1

2d
A − Id

RZd ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
✭✶✳✶✳✸✮ s✬é❝r✐t

v(t + 1, ⋅) = 1
2d
Av(t, ⋅),

❝❡ q✉✐✱ ❛❥♦✉té à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ v(0, x) = u0(x) ❞♦♥♥❡
v(t, ⋅) = ( 1

2d
A)t u0.

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ An ❞✬✐♥❞✐❝❡s (x, y)
❞és✐❣♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♠♣♦rt❛♥t n ❛rêt❡s ❥♦✐❣♥❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t x ❛✉ s♦♠♠❡t y✱ q✉✐✱
❞✐✈✐sé ♣❛r 2n ✭❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ s♦✐t ♣❛r❝♦✉r✉✮✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❧❧❡r ❞❡ x à
y ❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ét❛♣❡s✳



✶✳✶✳ P❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✸ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❧❡ st✐♣✉❧❡✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ v(t, ⋅) ∶= x ↦ v(t, x) ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p(t, ⋅, ⋅)✳ P❛r
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Zd ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❧✐❡r
x à y ❡♥ t ét❛♣❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ r❡❧✐❡r 0 à y − x✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ré✐♥t❡r♣rét❡r ✭✶✳✶✳✶✮ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v(t, x) = ∑
y∈Zd

u0(y)p(t,0, y − x),
♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s

v(t, x) = u0 ⋆ p(t,0, ⋅)(x). ✭✶✳✶✳✹✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x↦ p(t,0, x) ❡♥❣❧♦❜❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é

❆❞♠❡tt♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ét✉❞✐é ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s Zd ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é
U ⊆ Z

d✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0 ❡♥ q✉❛♥t✐té u0(0, x) à
❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t x✱ q✉❡ ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r à U ✭✐✳❡✳ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à U✮✱
❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❛✉t❡♥t✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s ❡♥t✐❡r✱ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ x✳ ◆♦t♦♥s Γ ❧❡ ❜♦r❞
❞❡ U ✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ U ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ✈♦✐s✐♥ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à U ✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡
❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♣♦✐♥t z s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞✐s♣❛r❛ît ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❡t ♦♥ ♥♦t❡ τ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✳ P♦✉r ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y ❞❡ U
❡t ✉♥ ✐♥st❛♥t t ∈ N✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ x à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ s❡ s✐t✉❡ ❡♥ y à
❧✬✐♥st❛♥t t s❡r❛ ♥♦té❡ p̃(t, x, y) ∶= Px [τ > t,Xt = y]✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
U ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡st ❝réé❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té u0(t, z) ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t z ∈ Γ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✱
❡❧❧❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ♦ù ❡❧❧❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❡t ♥♦♥
❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝réé❡s✮✳ ■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s à ♥♦✉✈❡❛✉ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❡♥ ✉♥ ✐♥st❛♥t t ∈ N à ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t x ∈ U ✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
♣rés❡♥t❡s à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t y ∈ U ❡t q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p̃(t, y, x) ❡♥ t
❛✉ s♦♠♠❡t x✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts s ∈ {0, .., t} ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝réé❡s ❛✉ s♦♠♠❡t z ∈ Γ à
❧✬✐♥st❛♥t s✱ q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p̃(t − s, z, x)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p̃(t, ⋅, ⋅) ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r

Eu0 [u(t, x)] = ∑
y∈U

u0(0, y)p̃(t, x, y) + ∑
z∈Γ,s∈{0,..,t}

u0(s, z)p̃(t − s, x, z), ✭✶✳✶✳✺✮

❡t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡✱ q✉❡ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t x ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉ t❡♠♣s t ✿

✖ ❙♦✐t ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t y ❛✈❡❝
♣r♦❜❛❜✐❧✐té p̃(t, x, y)✱

✖ ❙♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s s ∈ {0, .., t} ❛✉q✉❡❧ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✬❡st r❡tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts z
❞❡ Γ✱ ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p̃(s, x, z)✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ réé❝r✐r❡ ✭✶✳✶✳✺✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Eu0 [u(t, x)] = Ex [u0(t − t ∧ τ,Xt∧τ)] . ✭✶✳✶✳✻✮



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❊♥ ♣♦s❛♥t v(t, x) = Eu0 [u(t, x)]✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✭✶✳✶✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ N ❡t x ∈ U ∖ Γ

v(t + 1, x) = 1

2d
∑
y∼x

v(t, y).
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉✐✈❛♥t ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

v(t + 1, x) − v(t, x) =∆v(t, x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U ∖ Γ
v(0, x) = u0(0, x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U
v(t, z) = u0(t, s) ♣♦✉r t♦✉t z ∈ Γ.

✭✶✳✶✳✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✹ ✭❈♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬❛❞✲
♠❡ttr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a(x, y) s②♠étr✐q✉❡ ♠è♥❡r❛✐t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣❛r ∇ ⋅ a∇✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ v(t, x) ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ v(x) ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ x ∈ U ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❡t q✉❡ u0(t, z) = g(z) ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t z ∈ Γ✱ ✭✶✳✶✳✼✮
✐♠♣♦s❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∆v(x) = 0
v(x) = g(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Γ, ✭✶✳✶✳✽✮

q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ g ∈ RΓ✱ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

v(x) = Ex [g(Xτ)] ,
q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ t ∧ τ Ð→

t→∞
τ ❡t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s

✭✶✳✶✳✻✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻ ✭P♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡♠♣s t ∈ N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x ↦ v(t, x) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R

U ✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦t❡ v(t, ⋅)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

v(t + 1, ⋅) = (∆ + Id) v(t, ⋅) +Et,
♦ù ∆ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ∆ + Id = Q✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r U ✭♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s s✐t❡s ❞✉ ❜♦r❞ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡✛❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s✉r
❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ Et ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ RU ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s
❛✉① s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ U s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ❡t q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ z ∈ Γ✱ ✈ér✐✜❡

Et(z) = u0(t + 1, z) − [Qv(t, ⋅)] (z).
❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Q st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ✈❛✉t 1✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ t❡r♠❡ Et✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ❜♦r❞s✳ ❙✐
❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ✖ ✉♥ t♦r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✖ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q ❡st
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
1✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
▲❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à 1✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t
⟨f⟩ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r f ∈ RU ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

v(t, ⋅) = Qtv(0, ⋅) Ð→
t→∞
⟨v(0, ⋅)⟩.



✶✳✶✳ P❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✺

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ s❛♥s ❜♦r❞ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✽ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✶✳✼✮ ❡st r❛♠❡♥é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ 1

2d
A ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❡♥ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡❧❛ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡

♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s a(x, y) ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ✖ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹ ✖ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∇ ⋅ a∇ + IdU ✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡♥tr❡ s♦♠♠❡ts✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

▼♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

➚ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡ ❥♦✐❣♥❛♥t x à y ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡✱ q✉✐ s♦♥♥❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a(x, y)✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t x✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ② r❡st❡
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛rêt❡s ✐ss✉❡s ❞❡ x✖ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ (x, y)✖ s♦♥♥❡✱
❡t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t y ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥é✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❤♦r❧♦❣❡s s✉✐✈❛♥t ❞❡s
❧♦✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ✿ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s❡
s✐t✉❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t x✱ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛ssé❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡♣✉✐s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❞é♣❧❛❝é❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s a(x, y) s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳ a(x, y) = a(y, x)✱ ❧❡
❝❛s ❝♦♥st❛♥t ✭a(x, y) = Cδx∼y✮ ♥✬ét❛♥t q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s

é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é✈❛❧✉❡r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s très ❝♦✉rt✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r δt << 1✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
♣❛ss❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t x à ✉♥ s♦♠♠❡t y✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ t❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a(x, y) ❛✐t s♦♥♥é ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ a(x, y)δt✱ ❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Px [Xδt = z] ∼a(x, z)δt s✐ z ∼ x
Px [Xδt = x] =1 − δt(∑

z∼x

a(x, z)) + o(δt)
Px [Xδt = z] =o(δt) s✐ dist(x, z) ≥ 2.

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬ét❛t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s δt << 1 ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st r❡sté❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❀ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ δt ✭❡t ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r a(x, y)✮✱ ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥ s❛✉t✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✐t ❡✛❡❝t✉é ❞❡✉① s❛✉ts ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ❡st
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ (δt)2 ✭❝❡❝✐ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s a(x, y) s♦♥t ❜♦r♥é❡s✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t v(t, x)
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ x à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

v(t + δt, x) = ⎛⎝1 − δt∑y∼xa(x, y)
⎞
⎠ v(t, x) + δt∑z∼x v(t, z) + o(δt),

❝❡ q✉✐✱ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té v(t, x) ❛✉① ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣✉✐s ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r
δt ❡t ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tv(t, x) = ∇ ⋅ (a∇v)(t, x),
♦ù ∇ ⋅ a∇ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ à f ∈ RZ

d

❛ss♦❝✐❡

∇ ⋅ (a∇f)(x) = ∑
y∼x

a(x, y) (f(y) − f(x))
❡t v ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∶ (t, x)↦ E [u(t, x)]✳



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

▼♦❞è❧❡ à ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬é❝❤❡❧❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré✱ εZd✱ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd✱ ❡t q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞é♥♦♠❜r❡r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ t ❛✉ s✐t❡ x✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ t s✉r ✉♥ ❝✉❜❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝❡♥tré ❡♥ x✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡✈✐❡♥t
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥❡✱ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ❛✈❡❝ s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés
v(t, x) ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u(t, x)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ s✉✐t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡ ✖ q✉✐ ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ✖ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■t♦✱ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥❡

∂tu(t, x) = 1

2
∆u(t, x). ✭✶✳✶✳✾✮

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳ ❙♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ f ∈ C∞(Rd)✱
❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

u(t, x) = Ex [f(Xt)] , ✭✶✳✶✳✶✵✮

♦ù (Xt)t≥0✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Px✱ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ✐ss✉ ❞✉ s♦♠♠❡t x✳ P♦✉r ✉♥ t❡♠♣s
t ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xt s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ x ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ tId✱
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ Xt ∼N (x, tId)✱ q✉✐ ❛❞♠❡t ♣♦✉r ❞❡♥s✐té ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

p(t, x, ⋅) ∶ y ↦ exp (− ∣y−x∣2
2t
)

(2πt)d/2 .

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✭✶✳✶✳✶✵✮ s✬é❝r✐t

u(t, x) = f ⋆ p(t,0, ⋅)(x).
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t, x) ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ s♦✐t ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✳✾✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ f
s✬♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❝❛r

✖ p(t,0, ⋅) = δ0✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❞♦♥❝ u(0, ⋅) = f ✳
✖ ∂tp(t,0, ⋅) =∆p(t,0, ⋅)✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (t, x)↦ p(t,0, x)✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✔✱ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✾✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳✸❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t✱
❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✭✶✳✶✳✹✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ q✉✐✱ ❝♦♥✈♦❧é à ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
✭✶✳✶✳✾✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼ ✭❱❛❧✐❞✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ é♥♦♥❝é ♣❛r ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ ✶✽✶✶✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉✳ ◆♦t♦♥s u(t, x) ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡t à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t x✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂tu +∇ ⋅ j = 0,



✶✳✶✳ P❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✼

♦ù j ❡st ❧❡ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋♦✉rr✐❡r é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❝❡ ✢✉① ❡st é❣❛❧ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❝❡ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿

∂tu = ∇ ⋅ (a∇u) .
❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ t❡♥❞ à êtr❡ ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st très é❧❡✈é✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❆✈♦❣❛❞r♦✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦t♦♥s ♦✉ ❞❡ ♥❡✉tr♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡✱ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 6.1023✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t
♣❛s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✾✮ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
❜♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❛♥t ✿ ❝✬❡st ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ❋✐❝❦✱ é♥♦♥❝é❡ ❡♥ ✶✽✺✺✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽ ✭❉♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✵✱ ♦♥ ♣❡✉t
s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞ ✿ ✉♥ t♦r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s sér✐❡s ❞❡
❋♦✉r✐❡r✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✭✶✳✶✳✾✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❜♦r❞✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✭❞❡ ré❣✉❧❛r✐té
❛❞❛♣té❡✮ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾ ✭❙♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✺ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ✭✶✳✶✳✾✮✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✭✶✳✶✳✾✮ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✮
s✉✐✈❛♥t ✿

∆u = 0, ✭✶✳✶✳✶✶✮

❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s✳
❙✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ à ✭✶✳✶✳✶✶✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵ ✭●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳

✖ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐t ✓ s♦✉r❝❡ ✔ ✿ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té u∗(t, x) ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡ ♠❛t✐èr❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ét✉❞✐é✮ ❛✉ t❡♠♣s t à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t x✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ✭✶✳✶✳✾✮✳

✖ ❙✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉①
f(t, x, u(t)) ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✮✱ ❧❡ t❡r♠❡
f(t, x, u(t))u(t, x) s✬❛❥♦✉t❡ ❛✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✳✶✳✾✮ ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳

✖ ❙✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ✭q✉✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡✱ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡t❝✳✮ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱
♠♦❞✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ à ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡
❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ✶
❡t ✹✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ♣❧✉s ❛✐sé ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ✿ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r
❞❛♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐tés t❤❡r♠✐q✉❡
❞✐✈❡rs❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s Xt✱
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

dXt = σ(t,Xt)dBt + b(t,Xt)dt,
♦ù σ(t, x) ❞és✐❣♥❡✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❡t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐✲
t✐✈❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ❧✬✉♥✐q✉❡
♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈ér✐✜❛♥t σ2(t, x) = a(t, x)✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss❡r♦♥s à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a(t, x) ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡ ✭❝♦♥st❛♥t❡ s✉r
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❊❉❙ ♣ré❝❡❞❡♥t❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♥♦♥❝❡ ❬✷✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✷❪✱
q✉✐ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
b(t, x) = ∇ ⋅a(t, x)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ d✱ ♦♥ ❛ bi(t, x) = ∑dj=1 ∂iai,j(t, x)✱ ❝♦♥❢♦r♠é✲
♠❡♥t à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s u(t, x) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

∂tu(t, x) = 1

2
∇ ⋅ a∇u(t, x), ✭✶✳✶✳✶✷✮

s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s✐ ❧❡ s②stè♠❡
❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ❛❞♠❡t ✉♥✳

✶✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣♦✉✈❛✐t ♣r♦✈❡♥✐r
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉ q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ét❛✐t ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s r❡♠❛rq✉❡s ✶ ❡t ✹ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉✬❛❞✈✐❡♥t✲✐❧ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ à
♣rés❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❞✉ t❡♠♣s ❄ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ très ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ✿ ❧❡ ♣♦❧②st②rè♥❡ ❡①♣❛♥sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡✱ ❜♦♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ❣❛③✱ ✐s♦❧❛♥t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❤ér✐t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧✬✐s♦❧❛♥t q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡✱ ♦✉ ♣❧✉tôt ❞✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✭q✉❡st✐♦♥ ❧é❣✐t✐♠❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ✐s♦❧❛♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝é❞é✮✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡
❝♦♠♣♦rt❡✱ à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té s❡r❛✐t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❣❛③ ❡t ❞✉ s♦❧✐❞❡ q✉✐ ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛❞♠❡ttr❡ q✉❡
❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡s ❜✉❧❧❡s ❞❡ ❣❛③ ❡t ❞❡ ♣♦❧②st②rè♥❡ s✬♦♣èr❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡
♠❛tér✐❛✉ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡✱ à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ s✬✐❧ ét❛✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❡st ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✐❝✐t❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛✣r♠❛♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ t②♣✐q✉❡ ✭✐❝✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❜✉❧❧❡s ❞❡ ❣❛③✮ ❡st très ♣❡t✐t❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✷✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ a ❝♦♥st❛♥t❡✱ s♦♥t



✶✳✷✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✾

✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té a✳ ▲❡s
❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐ s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
ét❛♥t

✖ a ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ a ∶ Rd → R
d×d ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◗✉✐tt❡ à

❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❞❡ Zd✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ a ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❡t ✭✶✳✶✳✾✮
♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s
❝✉❜❡s✳ P♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣♦❧②st②rè♥❡ é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❜✉❧❧❡s s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✖ a ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ a ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ a s✉r s✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ U ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ V ✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ U ❡t V s♦✐t s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t é❧♦✐❣♥és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ a s✉r U ❡t V ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
dist(U,V )✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡♥ t♦✉s ♣♦✐♥ts✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐t❡
❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱
♣✉✐s ♥♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❞✐s❝r❡t✱ q✉❡ ❥✬❛✐ ét✉❞✐é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡
tr♦✐s✐è♠❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ❡t é♥♦♥❝❡r♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✷✳✶ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡
❞✬♦r❞r❡ 1✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s✉❣❣érés ✿ ❧❡ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❧❡
❝❛s ❛❧é❛t♦✐r❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ∈ C0(R)✱ 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦✉s s♦✐t ❞♦♥♥é❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u′ε(t) = a ( tε)uε(t)
uε(0) = 1. ✭✶✳✷✳✶✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

uε ∶ t ↦ exp(∫ t0 a (s
ε
) ds)= exp (ε ∫ t/ε0 a(u)du) , ✭✶✳✷✳✷✮

♦ù ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♦♣ér❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ a✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ at✱ ♦ù a = ∫ 1

0 a(s)ds✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

∫ t/ε

0
a (u) du = ε⌊x

ε
⌋∫ 1

0
a(u)du + ε∫ x/ε

⌊x/ε⌋
a(u)du.



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞é✜♥✐r

a ∶= ∫ 1

0
a(u)du,

♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡

∣∫ t/ε

0
a (u) du − ax∣ ≤ 2ε∥a∥∞,

❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ✿ ∣uε(x) − uhom(x)∣
eax

= 1 +O(ε),
♦ù uhom(x) = eax ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u′hom(t) = auhom(t)
uhom(0) = 1. ✭✶✳✷✳✸✮

➚ ♣rés❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✭✶✳✷✳✶✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ a ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r
❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [n;n + 1]✱ é❣❛❧❡ à ❆n✱ ♦ù (❆n)n≥0 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡
✐✳✐✳❞✳ ❡t ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ét✉❞✐❡r

ε
⌊x/ε⌋∑
k=1

❆k−1 + (x
ε
− ⌊x/ε⌋)❆⌊x/ε⌋,

q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ E [❆1]x✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ a = E [❆1]✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t a(⋅) ♣❛r
a ❞❛♥s ✭✶✳✷✳✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥tr❡
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❆k ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

⎛
⎝ε
⌊x/ε⌋∑
k=1

❆k−1
⎞
⎠ − a ∼√εX,

♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ Var(❆1)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✳✶✮ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
a(⋅) ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ✖ ✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ a ✖ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

√
ε✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶ ✭❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✮✳
❈❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉
t❡♠♣s t✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ à t❛✉① a(t)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✭✶✳✷✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥
✐♠❛❣✐♥❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❝tér✐❡s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ à ✉♥ t❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✬✉♥ ❥♦✉r✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❡ r❡♠♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❛✉① a ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ♣❛r s❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
q✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ε✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡✱ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬♦♣ér❡r ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✷✳✶✮ ❡t ✭✶✳✷✳✸✮ ❡st ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

√
ε✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡ ♠❛✐s ♠♦✐♥s

♣ré❝✐s❡✳



✶✳✷✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✲✶ ✕ uhom ❡t uε ♣♦✉r ε = 1/4 ❡t ε = 1/40✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷ ✭◆♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✮✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ❛ été ❡sq✉✐ssé❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ♦♥ ❛ ✜①é ✉♥ ré❡❧ x ❡t ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
uε(x)✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❧✬❡st✐♠é ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é ♥❡ ❞é♣❡♥❞
♣❛s ❞✉ ♣♦✐♥t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ uε ✈❡rs u ❛ ❧✐❡✉ ❡♥
♥♦r♠❡ L∞ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡s♣ér❡r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❛♥s W 1,p ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ✭✶✳✷✳✶✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ uε s♦✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à u(x) s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [x,x + ε] ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿ u′ε = a(z/ε)u(x) s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a(⋅/ε)✱ ❛✐♥s✐✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡
uε ❛❞♠❡ttr❛ ✉♥❡ ✓ q✉❛s✐✲♣ér✐♦❞❡ ✔ ε ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦✉r ε << 1✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré ♣♦✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a(x) = 1 + 2 cos(x)✱ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs −1 ❡t 3✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ a = 1✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✶✳✷✲✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✷✳✶✮ ♣♦✉r ε = 1/4 ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ε = 1/40 ✭❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡ ✭❡♥ ♥♦✐r✮✳

✶✳✷✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳

❆✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r s❡s s♦❧✉t✐♦♥s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ✐✳❡✳ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❝♦♠♠❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❛♣rès ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ t❡♠♣s très ❧♦♥❣✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ U ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Rd✱ ❞♦♥♥♦♥s✲
♥♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ g ❡t ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ a∇u(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U
u = g s✉r ∂U.

◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
♣❡✉t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ RU ✱ ♣♦✉r R >> 1 ❞♦♥♥é

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∇ ⋅ a∇uR(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ RU
uR(x) = Rg ( x

R
) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂(RU),



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

♣✉✐s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ♦♣ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✿ ũR(x) =
1
R
uR ( xR)✱ ♦✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ε << 1 ✜①é✱ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ a ✈❛r✐❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡ ε✱ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∇ ⋅ a(x

ε
)∇uε(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U

uε(x) = g(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂U.
P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ε = 1/R✱ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡✲
r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♣✉✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0,1]✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ a ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 1✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2(R)✱ ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a(x/ε)u′ε)′ = 0
uε(0) = 0
uε(1) = 1.

✭✶✳✷✳✹✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ a(x/ε)uε ❡st ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ a ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ✭❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C1 > C0 > 0 t❡❧❧❡s q✉❡
C0 ≤ a(t, x) ≤ C1✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té✮ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡

u′ε(x) = C

a(x/ε) ,
♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✭✶✳✷✳✹✮ ✿

C = 1

∫ 1
0

dx
a(x/ε)

.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uε ✿

uε(x) = ∫ x0 a−1(t/ε)dt
∫ 1
0 a−1(t/ε)dt = ∫

x/ε
0 a−1(u)du
∫ 1/ε
0 a−1(u)du ,

❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ u = t/ε ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ➚ ♣rés❡♥t✱ ♦♥
♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xk ∶= ∫ k+1k a−1(u)du✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✐♠♣♦sé❡✱ Xk ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✳ ❊♥
❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱
❝❛r Xk ❞é♣❡♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ Xk−1 ❡t Xk+1✱ ♠❛✐s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❡♥
❞❡✉① s♦♠♠❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣❛✐rs ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✐♠♣❛✐rs✮✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (Bt)t≥0 t❡❧s q✉❡

uε(x) =
x
ε
m + σ√

ε
Bx +O(ε)

1
ε
m + σ√

ε
B1 +O(ε) ,



✶✳✷✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✶✸

Pr♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✲✷ ✕ uε✱ uhom ❡t uε−uhom√
ε

♣♦✉r ε−1 = 100✱ 200✱ 500 ❡t 1000✳

♦ù m = E(X0) ❡t σ2 = Var(X0)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

uε(x) = x + σ
m

√
ε (Bx − xB1) +O(ε).

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✱
à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ (Bx − x B1)x∈[0,1]✱ q✉✐ ❛✉ ♣♦✐♥t x s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥ ♣♦♥t
❜r♦✇♥✐❡♥✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡rs ❧❡ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✷✲✷✳ ❬✾❪ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝❡✐♥ts ✐✳✐✳❞✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❡①♣r✐♠❡r uε ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

uε(x) = Eaε

x [g(Xτ)] ,
♦ù✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Paε

✱ (Xt)t≥0 ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ∇ ⋅ (a( ⋅
ε
)∇) ❡t τ ❡st ❧❡

♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ U ✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε à u✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ a∇u(x) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U
u(x) = g(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂U,

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té
u(x) = Eax [g(Xτ)] ,



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa✱ X ❛❞♠❡tt❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ∇ ⋅ a∇✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧♦rsq✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té uε(x) ✈❡rs u(x) ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ Xx,aε

τ ✈❡rs Xx,a
τ ✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ s✉r❡ ❞❡ ∥uε−u∥ ✈❡rs 0✳ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t❤é♦rè♠❡s
❡r❣♦❞✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✱ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥tr❛❝tés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ε ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐sé❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳
❈♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

√
ε✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α > 0 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮
❛❧é❛t♦✐r❡ Ψ t❡❧s q✉❡

uε − u
εα

loiÐ→
ε→0

Ψ.

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t à ❝❤♦✐s✐r✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ♥❡ s♦✐t ♥✐ 0 ♥✐ +∞ ❡st α = 1/2
❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ ❡st ❧❡ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❬✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✹❪✱ é♥♦♥❝❡ ✉♥
rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✿ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s uε ❡t u✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ α = d/2
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❛♣♣❡❧é ✓ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✔✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣
❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♣♦♥t ❜r♦✇♥✐❡♥✱ ❡t✱ ❝♦♠♠❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s très ✈❛r✐és✳ ❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ uε ✈❡rs u✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
εd/2✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡

❙✉♣♣♦s♦♥s a ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ a(x+ z) = a(x)
♣♦✉r t♦✉t x ∈ Rd ❡t t♦✉t z ∈ Zd✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡ ❝✉❜❡ [−N,N]d s✉✐✈❛♥t

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ (a(∇u)) = 0 s✉r [−N,N]d
u(x) = p ⋅ x s✉r ∂ [−N,N]d . ✭✶✳✷✳✺✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ℓp ∶= x↦ p ⋅x ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ t♦r❡ T ∶= Rd/Zd✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ a ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté
❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T→ R✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t φ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡ t♦r❡ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∇ ⋅ (a(p +∇φ)) = 0
φ ∈H1(T),

♣✉✐s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∶ x ↦ p ⋅ x + φ ○ π(x)✱ ♦ù π ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
R
d ❛ss♦❝✐❡ s❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ w ∶= u − v ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ (a∇w) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [−N,N]d
w = φ ○ π(x) s✉r ∂[−N,N]d.

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ a✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ s♦♥ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♥✬❡①❝è❞❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r ∥φ∥L∞✮✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡

∥u − ℓp∥ ≤ C,



✶✳✷✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✶✺

❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ P♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ N ✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✷✳✺✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ p ⋅ x s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ p ⋅ x à
❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛❞❞✐t✐♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ q✉✐ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✶✳✷✳✸ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ q✉✐ ❡st ❞é♠♦♥tré
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

∂tu(t, x) = ∇ ⋅ a(t, x)∇u(t, x).
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ a ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ❯♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Λ > 1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R, x ∈ Rd✱ ❡t t♦✉t
ξ ∈ Rd ♦♥ ❛

Λ−1∣ξ∣2 ≤ ξ ⋅ a(t, x)ξ ≤ Λ∣ξ∣2.
✖ ❙t❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ a ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❡♥t✐èr❡s ✿ ❡♥ ♥♦t❛♥t τt0,x0a ∶= (t, x)↦ a(t0 + t, x0 + x)✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ τza ❡t a s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱
♣♦✉r t♦✉t z ∈ Z ×Zd✳

✖ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ P♦✉r ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s U ❡t V ❞❡ R
+ × Rd✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡

dist(U,V ) ≥ 1✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t FU ❡t FV ❧❡s tr✐❜✉s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
ré✈é❧é❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ a ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ♦♥ ❛

FU ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ FV .
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ✶✳ ➱❝❤✐q✉✐❡r✳ ❊♥ ✜①❛♥t a0 ❡t a1 ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡

❡❧❧✐♣t✐❝✐té ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✮✱ ❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ p ∈ (0,1)✱ ♦♥ s❡
❞♦♥♥❡ (Xt,x)(t,x)∈Z×Zd ∼ B(p)⊗(Z×Zd)✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ a ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

a(t, x) = aX⌊t⌋,⌊x⌋ ,
❝♦♥st❛♥t s✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s✳

✷✳ ❇✉❧❧❡s ❞✐s♣♦sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊♥ ✜①❛♥t φ ∶ Rd+1 → R à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ s✉r Rd+1 ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ Π✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t

a(t, x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(∑
z∈Π

φ(z + (t, x))) Id s✐ 1 ≤ ∑
z∈Π

φ(z + (t, x)) ≤ 2
Id s✐ ∑

z∈Π
φ(z + (t, x)) ≤ 1

2Id s✐ 2 ≤ ∑
z∈Π

φ(z + (t, x)),
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ ❞❡ ❧♦✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✭❡t ♠ê♠❡ ♥♦♥✲♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡s✮✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r
❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ φ✮✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t q✉❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s❝❛❧❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t
❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r
φ à ✈❛❧❡✉rs ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s
φ1, ..., φk ❡t s✉♣❡r♣♦s❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ k ♥✉❛❣❡s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❤❛♠♣ (a(t, x))(t,x)∈Rd+1 ✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I = [0, T ] ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ U ❞❡ R
d ✭♦♥

♥♦t❡r❛ V = I ×U ❡t ∂⊔V = {0}×U ⋃ I ×∂U ❧❡ ❜♦r❞ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ V ✮✱ ❡t 0 < ε << 1✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂tu

ε(t, x) −∇ ⋅ (a( t
ε2
,
x

ε
)∇uε(t, x)) = 0 ❞❛♥s V,

uε = f s✉r ∂⊔V.

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ uhom✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ♠♦②❡♥♥é
a✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂tuhom −∇ ⋅ (a∇uhom) = 0 ❞❛♥s V,

uhom = f s✉r ∂⊔V.
❙❛♥s ♣ré❝✐s❡r q✉❡❧❧❡ ♥♦r♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡

∥uε − uhom∥Ð→
ε→0

0 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t.

❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s à q✉❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛ ❧✐❡✉
❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r à q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ uε ✈❡rs uhom✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❧✉ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡
✐♥✜♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ uε s♦✐t ❛♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ uhom q✉❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡♥❞r❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∥uε − uhom∥ ≤ α1(ε) + α2(ε)X ,
❛✈❡❝ αi(x)Ð→

x→0
0 ❡t ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡st ✓ ❞✬♦r❞r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✔✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝r✐r❛ ♣❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❛♣rès✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞è❧❡ ❧✬é❝❤✐q✉✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p = 1/2✱ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [0, n2] × [−n,n]d✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❧✉ q✉❡ ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①trê♠❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés s✉r✈✐❡♥♥❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♦ù ❧❡ t✐r❛❣❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞♦♥♥❡ (n2 + 1)(2n + 1)d ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♦ù ❝❡ t✐r❛❣❡ ❞♦♥♥❡ (n2 + 1)(2n + 1)d ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✳ ❉❛♥s ❝❡s
❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❛✉r♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts très ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t
✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞✉ t❡r♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ α2(ε)X ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①trê♠❡s ♥❡ s✉r✈✐❡♥♥❡♥t q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❛❧❛♥t
2−(n2+1)(2n+1)d ❝❤❛❝✉♥✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ α1 ❡t
α2✳ ▲✬✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ❋✐①♦♥s s ∈ (0,2 + d)✱ U ⊆ B1 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✱ I ∶= (I−,0) ⊆ (−1
4
,0) ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t δ > 0 ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t V ∶= I ×U ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t β(δ, V, d,Λ) > 0✱
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(s, V, δ, d,Λ) <∞ ❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ✈ér✐✜❛♥t

X = O1(C) ✐✳❡✳ E [exp(X
C
)] ≤ 2,

t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈ (0, 1
2
] ❡t t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ f ∈W 1,2+δ

par (V )✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t

aε(t, x) ∶= a( t
ε2
,
x

ε
)



✶✳✷✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✶✼

❡t ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t uε, u ∈ f +H1
par,⊔(V ) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu

ε −∇ ⋅ (aε∇uε) = 0 ❞❛♥s V,

uε = f s✉r ∂⊔V,
❡t
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ❞❛♥s V,

u = f s✉r ∂⊔V,
✭✶✳✷✳✻✮

♦♥ ❛✐t ❧✬❡st✐♠é❡

∥∇uε −∇u∥H−1par(V ) + ∥aε∇uε − a∇u∥H−1par(V ) + ∥uε − u∥L2(V )
≤ C ∥f∥

W
1,2+δ
par (V ) (εβ(2+d−s) +X εs) .

♦ù ❧❡s ♥♦r♠❡s H−1par(V ) ❡t W 1,2+δ
par (V ) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❛r ✭✷✳✶✳✶✺✮ ❡t ✭✷✳✶✳✶✹✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t
✭✶✳✶✳✻✮✱ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Xε ❛②❛♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa

x ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧

Lε(u) = ∇ ⋅ aε∇u,
❡t t❡❧ q✉❡ Pa

x [Xε(0) = x] = 1✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t τ εU ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ Xε ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ U ✱ ♦♥ ❛

uε(t, x) = Ea
x [f(t − t ∧ τ εU ,Xε

t∧τε
U
)] .

❊♥ ♥♦t❛♥t X ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛②❛♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa
x ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧

L(u) = ∇ ⋅ a∇u,
❡t t❡❧ q✉❡ Pa

x [X(0) = x] = 1✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t τU ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ X ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ U ✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

u(t, x) = Eax [f(t − t ∧ τU ,Xt∧τU )] .
❊♥ ✜①❛♥t I ❡t U ✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥t❡r♣rété
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s Xε

t∧τε
U

✈❡rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Xt∧τU ✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡
♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❡t t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ U ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xε

t )t>0 ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t>0✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹ ✭➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✮✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡
rés✉❧t❛ts q✉❛❧✐t❛t✐❢s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉
à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✸✻✱ ✶✶✱ ✸✸❪✮✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡
s♦✉s✲❛❞❞✐t✐❢ ❬✷❪ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés s❛♥s ❛✈♦✐r à ♣r♦✉✈❡r ❞❡ rés✉❧t❛t
q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞✉ rés✉❧t❛t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✳

❯♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s
❬✶✶✱ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳✶✷❪✱ q✉✐ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ♦♥t été ♣r♦✉✈és ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ●❧♦r✐❛ ❡t ❖tt♦ ❞❛♥s ❬✷✽✱ ✷✾❪ ✭s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Zd✮✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❞❡s ❜♦r♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧✬♦❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

ǫd/2✮ ♠❛✐s ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✬❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❛❞♠❡t ❞❡s ♠♦✲
♠❡♥ts ♣♦❧②♥♦♠❛✐❛✉① ♠❛✐s ♥♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ✐❞é❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✽✱ ✼✱ ✺✱ ✻❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✹❪ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ❛ été tr❛✐té ❞❛♥s
❬✹✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽❪✳

✶✳✸ ▼❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

✶✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
Z
d✱ ❛✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ (x,x+e)✱ ♦♥ t✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐✳✐✳❞ ✉♥ ré❡❧ a(x,x + e) > 0✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ q✉✐ s❛✉t❡ ❞❡ x à x + e à t❛✉① a(x,x + e)✳
❖♥ ♥♦t❡ P ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ a✱ ❡t E ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉❡
❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ P ∼ ν⊗Ed ♦ù
ν ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ❧♦✐s

✖ ▲❛ ❧♦✐ q✉❡♥❝❤❡❞✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t a✱ ♣♦✉r t♦✉t s✐t❡ x ∈ Zd✱ ♦♥ ♥♦t❡

Pa
x ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣❛rt❛♥t ❞❡ x ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ a(x, y).

✖ ▲❛ ❧♦✐ ❛♥♥❡❛❧❡❞✳ ❖♥ ♥♦t❡ P0
x✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧♦✐ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ✭♦✉ ♠♦②❡♥♥é❡✮✱ ❧❛ ❧♦✐ ✈ér✐✜❛♥t✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r n t♦✉t ♣♦✐♥ts x1, ..., xn ∈ Zd ❡t t♦✉t ✐♥st❛♥ts 0 = t0 < t1 < ... < tn✱ ❧✬é❣❛❧✐té
P0
x [Xt0 = x0, ...,Xtn = xn] = E [Pa

x (Xt0 = x0, ...,Xtn = xn)] .
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ q✉❡♥❝❤❡❞ ❡st q✉❡ (Xt)t>0 ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛♥♥❡❛❧❡❞
❡st q✉✬❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t P ∼ ν⊗Ed ✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t>0 ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t a✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ Z
d ❛❞♠❡t ♣♦✉r ♠❡s✉r❡

✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
πa(x) = ∑

y∼x
a(x, y).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ x ∼ y
πa(x)p(x, y,a) = a(x, y) = a(y, x) = πa(y)p(y, x,a).

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ Pa
x(X(t) = y) = Pa

y(X(t) = x) ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
x ❡t y✳

P♦✉r ❞é❜✉t❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ v ∈ Rd t❡❧ q✉❡

Xt

t
→ v ∈ Rd♣✳s✳ ❄

❊t s✐ ♦✉✐✱ ♣♦✉r q✉❡❧❧❡ ❧♦✐ ❄ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦r❡s ❡t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❛❞♠❡t ❞❡s
s②♠étr✐❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s P ∼ ν⊗Ed ✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♠✐t❡ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t v = 0✳
❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❧✐❡✉ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s q✉❡♥❝❤❡❞ ❡t ❛♥♥❡❛❧❡❞✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿



✶✳✸✳ ▼❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✶✾

◗✉❡st✐♦♥ ✶ ✭❚❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳ ✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Λ✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
τΛ = inf{t > 0,Xt ∉ Λ̊}✱ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t τΛ ❡t XτΛ ❄ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st✲✐❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❧♦rsq✉❡ Λ↗ Z

d✱ ❡t à q✉❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✲t✲❡❧❧❡ ❧✐❡✉ ❄
❖♥ ♣❡✉t ❞♦r❡s ❡t ❞é❥à ❝♦♥st❛t❡r q✉✬❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à x ∈ Λ ❛ss♦❝✐❡
Pa
x [Xτ = y] ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉✐✈❛♥t

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑
z∼x

a(x, z) (u(z) − u(x)) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Λ
u(z) = δy(z) ♣♦✉r t♦✉t z ∈ ∂Λ. ✭✶✳✸✳✶✮

❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B(0, n)✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t ❞❡ S(0, n) ✈✐s✐té ♣❛r ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s♦✐t s✐t✉é ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s α
❡t β s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✭✶✳✸✳✶✮ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✬✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✲
✸✳

∂�n ∩ Cα,β ∂� ∩ Cα,β

n → ∞

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✲✸ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ◻n s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s α ❡t β✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❡♥
❡✛❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ∂Λ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t x ❡st é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡♥ 0✱ q✉✐
s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1/πa(x)✱ ❞♦♥❝ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ πa(x)✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥é ❛✉
t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ∂Λ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t ✈✐s✐té ❛♣rès x✳ ❖r ❝❡ s♦♠♠❡t ❡st
❧✬✉♥ ❞❡s 2d ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té a(x, y)/πa(x)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∑
y∼x

a(x, y) (Ea
y [τΛ] −Ea

x [τΛ]) = −1 s✐ x ∈ Λ̊
E
a
z [τΛ] = 0 s✐ z ∈ ∂Λ.

❊♥✜♥✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ GΛ
a ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿

GΛ
a (x, y) = Ea

x [∫ τΛ

0
1Xt=y dt] ,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❧✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés Pa
x [τ{y} ≤ τΛ] ❡t Pa

y [τ{y} ≤ τΛ]✳
❊♥ ❡✛❡t✱

GΛ
a (x, y) = Pa

x [τ{y} ≤ τΛ]
1 −Pa

y [τ{y} ≤ τΛ] .



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t z0 ∈ Λ̊ ✜①é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ GΛ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
s✉✐✈❛♥t ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∑
y∈Λ,x∼y

a(x, y) (GΛ
a (x, z0) −GΛ

a (y, z0)) = δz0(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Λ̊
GΛ

a (y, z0) = 0 ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ∂Λ.
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G̃Λ

a,z0
∶= x↦ GΛ

a (x, z0) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∇ ⋅a∇G̃Λ
a,z0
=

δz0 ✱ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Λ✳

◗✉❡st✐♦♥ ✷ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳✮✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ v ∈ Rd ❡t a ∈ S+d (R) t❡❧s q✉❡
Xt − vt√

t
→N (0,a)?

❱♦✐r❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ ❄ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t1 < ... < tn✱ ♣❡✉t✲♦♥
❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s t❡♠♣s T k1 , .., T

k
n t❡❧s q✉❡

⎛⎜⎝
XTk

1√
T k1

, ...,
XTk

n√
T kn

⎞⎟⎠ Ð→k→∞ (Bt1 , ...,Btn).
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ✐✳✐✳❞✳ ♣❛r ❧❛
ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ i ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ v✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✸ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ q✉❡♥❝❤❡❞✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ a s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ a = αId✱ ♦ù ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ α s❡r❛
❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
P♦✉r ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y ❞❡ Z

d✱ ❡t t > 0✱ ❛✲t✲♦♥
Pa
x(X(t) = y) ≈ e−

∣x−y∣2

4αt(4απt)d/2 =∶ P(t, x, y) ?

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ P (t, x, y) ∶=
Pa
x(X(t) = y) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tP (t, x, ⋅) −∇ ⋅ a(⋅)∇P (t, x, ⋅) = 0 ❞❛♥s Zd,

P (0, x, y) = δ0(x − y) ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ Zd,
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ P(t, x, y) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭❝♦♥t✐♥✉✮
❤♦♠♦❣é♥é✐sé ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂tP(t, x, ⋅) −∇ ⋅ a∇P(t, x, ⋅) = 0 ❞❛♥s Rd,

P(0, x, ⋅) = δx ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Rd.
❯♥ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❧♦❝❛❧ ✭♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ q✉❡♥❝❤❡❞✮ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞♦♥❝ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐✲
s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ✖ ❛♣rès r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✖ ✈❡rs ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❛✐♥s✐
❝♦♠♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳



✶✳✸✳ ▼❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✶

✶✳✸✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à é✈♦q✉é✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Xt✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r t♦✉t x✱

E
a [Xt+δt∣Xt = x] −Xt = ∑

∣e∣=1
a(x, e)e + o(δt) =∶ Va(x),

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ Va(x) ❡st ❛♣♣❡❧é ❞ér✐✈❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ x ❡t ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ♥✉❧✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ (Xt)t>0 ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ à ❝❡tt❡✲
❞❡r♥✐èr❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ(a, ⋅) ∶ Zd → R✱ ❧❛ s✉✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ(a, ⋅) ❡st a✕❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳

❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ rés❡❛✉ Z✳ ➚ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ✱ ❧❛ s✉✐t❡
Mn = Ψ(a,Xn) ❡st ✉♥❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa

x ❄ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Z
a(x,x + 1) (Ψ(a, x + 1) −Ψ(a, x)) + a(x,x − 1) (Ψ(a, x − 1) −Ψ(a, x)) = 0,

❝❡ q✉✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ a✱ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t Ψ(a, x+
1) −Ψ(a, x) ✿

Ψ(a, x + 1) −Ψ(a, x) = a(x,x − 1)
a(x,x + 1) (Ψ(a, x) −Ψ(a, x − 1)) .

❉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Ψ(a, x+1)−Ψ(a, x) s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✭♣♦✉r x > 0✮✱ ♣❛r
♣r♦❞✉✐t té❧❡s❝♦♣✐q✉❡ ✿

Ψ(a, x + 1) −Ψ(a, x) = 1

a(x − 1, x) (Ψ(a,1) −Ψ(a,0)) s✐ x > 0.
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞✐t❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

Ψ(a, n) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n−1∑
k=0

1

a(k, k + 1) s✐ n > 0
0 s✐ n = 0
−1∑
k=n

1

a(k, k + 1) s✐ n < 0.
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ a−1(0,1) s♦✐t ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ Mn ❡st ✉♥❡ Pa

x ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ❡t s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
✈✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❧❡ ❚❈▲ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Ψ(a,Xt)√
t

loiÐ→
t→∞N (0, σ2).

▼✐❡✉① ✿ ✐❧ ② ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (Ψ(a,t1n)√
t1n

, ...,
Ψ(a,tkn)√

tkn
) ✈❡rs (σBt1 , ..., σBtk)✳ ▲❛ ❧♦✐

❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E [ 1
a(k,k+1)] > 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss✉ré ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ P✲♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t

Ψ(a, n)
n

Ð→
n→±∞ E [ 1

a(0,1)] =∶ α.



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❆✐♥s✐✱ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Ψ(a,Xt) ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Xt ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱

Xt√
t
= XT

Ψ(a,Xt)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð→1/α

Ψ(a,Xt)√
t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

→N(0,σ2)

. ✭✶✳✸✳✷✮

❈❛s ❣é♥ér❛❧

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ(a, ⋅) ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r (Xt)t≥0 ❡♥ ✉♥❡
♠❛rt✐♥❣❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Pa✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ Ψ(a, ⋅) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té✱
❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r Xt à Ψ(a,Xt) ❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✓ ❧é❣èr❡ ✔ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ Xt

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ✉♥ ❚❈▲✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡❧❛✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❝♦♠♠♦❞❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✱
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ(a, ⋅) q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s a✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ P✲♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t

∣Ψ(a, ⋅) − x∣ = o(x).
❈❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❈♦rr❡❝t❡✉r✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χ(a, ⋅) ✈ér✐✜❛♥t
χ(a, x) = ψ(a, x) − x.

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ✐♠♣♦s❡r❛✐t ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡❧❛✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❡t ❡s♣ér❡r
♣♦✉✈♦✐r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❬✹✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹❪ ❞é♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥t✐❡r✳

❆✈❛♥t t♦✉t❡ ❝❤♦s❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Ψ(a, ⋅) ❡st a✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ d✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ i✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ Ψi(a, ⋅) ❡st a✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ∣Ψ(a, ⋅) − x∣ = o(x) ⇐⇒ ∀i, ∣Ψi(a, ⋅) − xi∣ = o(x)✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♠❡♥é✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ei✱ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Z

d → R✱ a✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à xi✳ ❋✐①♦♥s à
♣rés❡♥t e ∈ Zd ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ue,n ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉✐✈❛♥t ✿

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑y∼x a(x, y) (u(y) − u(x)) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ◻̊n
u(x) = e ⋅ x ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂ ◻n . ✭✶✳✸✳✸✮

❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ue,n ❞❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ℓe ∶= e ⋅ x s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ue,n ❡t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ φe,n ∶=
x↦ ue,n(x) − e ⋅ x ❞❡✈✐❡♥♥❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❈❡❝✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
♠❛ t❤ès❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a(x,y) s♦♥t t✐rés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ,1]✱ ♦ù λ ❡st
✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ P♦✉r t♦✉t s ∈ (0, d)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t β(d, λ) > 0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C(s, d, λ) <∞ t❡❧s q✉❡

3−n∥φe,n∥L2(◻n) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) ,



✶✳✸✳ ▼❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✸

♦ù ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(◻n) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(◻n) ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ◻n✱ ❡t ♦ù ♣♦✉r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡t ✉♥ ré❡❧ C✱ ❧✬é♥♦♥❝é

X ≤ O1(C),
s✐❣♥✐✜❡ E [exp (X

C
)] ≤ 2✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ φe,n ét❛✐t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s❡r❛✐t ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿ ❝❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ s♦✉s✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ φe,n✳

✶✳✸✳✸ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ●✐❜❜s s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s
❬✶✷❪ ❡t ❬✷✹✱ ✹✶✱ ✸✽✱ ✶✼❪✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❡st ❞✬✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r✳ ❉❛♥s R

2 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❡♥
❡✛❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ❝❡❧❧❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ r❡❝♦✉✈r❡ ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡①❝❧✉t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞❡ ✓ ❜✉❧❧❡s ✔ ❡t ❞❡s s✉r♣❧♦♠❜s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❡st ✐♥tér❡ssé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝❡❧❛
r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♠❛✐s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡s à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✳ ❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉✬❛❧♦rs✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r Z

d✱ ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ φ q✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r Zd✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r s✉r Λ ⊆ Zd ✜♥✐ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ φ ∈ RZ

d

✱

µ
φ
Λ
(dφ) = 1

Z
φ
Λ

exp(−HΛ(φ))∏
x∈Λ

dφ(x)∏
x∉Λ

δ
φ(x)(dφ(x)),

♦ù ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HΛ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

HΛ(φ) = ∑
x,y∈Λ,x∼y

V (φ(x) − φ(y)),
♣♦✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ✈ér✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ré❣✉❧❛r✐té ❡t ♣❛r✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦r❡s
❡t ❞é❥à s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r q✉✬❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ φ✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉

❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µφ
Λ
s✬❡♥ tr♦✉✈❡ êtr❡ tr❛♥s❧❛té❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ s✉r RZ
d

❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ Λ ⊆ Zd✱
❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ µ à Λ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

µ(A) = Eµ [µφΛ(A)] ,
♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ φ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡✳ ■❧ s❡r❛✐t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Z

d → R✱ ❝❛r
❝♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡①tér✐❡✉r❡ φ✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡ φ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Λ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ φ q✉❡ ✈✐❛ ∇φ✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ♣ré❢éré❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♣♦s❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉rs ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r q✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✮✳



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dφt(x) = − ∂H

∂φ(x)dt +
√
2dBt(x), ✭✶✳✸✳✹✮

♦ù (Bt(x))x∈Zd s♦♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❜r♦✇♥✐❡♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛r✲
q✉❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ φt ❛❞♠❡t ❡♥ x ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡ − ∂H

∂φ(x) q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡

❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts y ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té V ′(φt(y) − φt(x) ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❡♥
r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té φt(x) ❛✉r❛ t❡♥❞❛♥❝❡
à ❝r♦îtr❡✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ ❡❧❧❡ ❛✉r❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞é❝r♦îtr❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
ét❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ❜r✉✐t ✔✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❞♠❡t ♣♦✉r ♠❡s✉r❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✜♥✐❡ Λ ⊆ Zd✱ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r
✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s φt s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡

L(F ) = ∑
x∈Λ
( ∂

∂φ(x))
2

F − ∑
x∈Zd

∂H

∂φ(x) ∂F

∂φ(x) .
❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t ❛❧♦rs q✉❡

∫
RΛ
FLGe−H dφΛ = ∫

RΛ
F ∑
x∈Λ

∂

∂φ(x) [ ∂G

∂φ(x)e−H] dφΛ
= − ∑

x∈Λ
∫
RΛ

∂F

∂φ(x)
∂G

∂φ(x)e−H dφΛ,

♣♦✉r t♦✉t F,G ∈ C2c (RΛ)✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ F ❡t G✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
eH dφΛ = dµΛ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✭✶✳✸✳✹✮✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t φt(x) ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ Zd ❡t t > 0✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xt q✉✐ à ❧✬✐♥st❛♥t t s❛✉t❡ ❞✉ s♦♠♠❡t
x ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t y à t❛✉① V ′′ (φt(x) − φt(y))✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ V (x) = 1

2
x2✱ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❖♥ s❛✐t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❡♥ x ❡t y ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Covµ [φ(x), φ(y)] = Ex [∫ ∞
0

1Xt=x dt] , ✭✶✳✸✳✺✮

♦ù Xt✱ s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ Px✱ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡ ✐ss✉❡ ❞❡ x✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t
G(x, y)✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r ❞❡ ❝❡❧❛
❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ét❛♥t exp(−HΛ(φ)) ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❝♦♠♠❡ φt∆Λφ✱ ♦ù ∆Λ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Λ✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧
q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ φ(x) ❡t φ(y) s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s s✉r Zd ✈❛✐❧❧❡ G(x, y)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
●r❡❡♥ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧✛❡r✲❙❥östr❛♥❞✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✷✱ ✸✾❪ ét❛❜❧✐t q✉❡✱ ♣♦✉r
F,G ∈ C2(RZ

d)✱ ♦♥ ❛

Covµ [F (φ),G(φ)] = ∑
x∈Zd

∫ ∞
0

E
µ [ ∂F

∂φ(x)(φ0)
∂G

∂φ(Xt)(φt)] dt,



✶✳✸✳ ▼❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✷✺

♦ù ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ φt = {φt(x), x ∈ Zd} ∈ RZ
d

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
✭✶✳✸✳✹✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù F (φ) = φ(0) ❡tG = φ(x)✱ ♣♦✉r x ∈ Zd ❞♦♥♥é✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ✭✶✳✸✳✺✮

Covµ [φ(0), φ(x)] = EµE0,φ [∫ ∞
0

1Xt=x dt] .
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✭✶✳✸✳✹✮
♥❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈✐♦❧é❡ ❡st ❞✐s❝✉té❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❡t q✉✬❡❧❧❡ r❡❧è✈❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡❧❧❡ ❛♠è♥❡ à s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉①
rés✉❧t❛ts ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r (φt(x))x∈Zd,t>0 ❛❞♠❡tt❡
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ✈✐s✐t❡
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t y ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t x ❛❞♠❡ttr♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♣♦✉r
φ(x) ❡t φ(y) ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(t, x, y, φ) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tp(t, x, y, φ) = ∑z∼x V ′′(φt(z) − φt(x)) (p(t, z, y) − p(t, x, y))
p(0, x, y, φ) = δ0(x − y).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✺ ✭❉é❢❛✉t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❬✼❪ ❞é♠♦♥tr❡
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ a ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥tFU ❡t FV ✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ dist(U,V )→∞✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭P✸✮ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ a s✉r ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❧✐❜r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r f, g ∈ C∞c (R)✱ ❝♦♠♠❡ (φ(x), φ(y)) ∼ (0,Γ) ♦ù

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (G(x,x) G(x, y)
G(x, y) G(y, y))✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t α = G(x,x) ❡t β = G(x, y) ♦♥ ❛

Γ−1 = 1
det(Γ) ( α −β−β α

)✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ β ∼ C
∣x−y∣d−2 ✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✿ det(Γ) ∼∣x−y∣→∞ α2✱

❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t

E [f(φ(x))g(φ(y))] ≈ ∫
R2
f(u)g(v)exp (−α

−1

2
(u2 + v2) + α−2βuv)

2πα
dudv

❡t

E [f(φ(x))]E [g(φ(y))] = ∫
R2
f(u)g(v)exp (

−α−1
2
(u2 + v2))

2πα
dudv,

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡

Cov [f(φ(x)), g(φ(y))] ≈ ∫
R2
f(u)g(v)exp (

−α−1
2
(u2 + v2))

2πα
(eα−2βuv − 1)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∼α−2βuv

dudv ≈ C ′
∣x − y∣d−2 .



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐❝✐té✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❡❧✲
❧✐♣t✐❝✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ λ ≤ V ′′ ≤ Λ✳

❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧✛❡r✲❙❥östr❛♥❞ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✶✼❪✳

✶✳✹ ■❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱
❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✳✻✮ ❡♥ ❥✉st✐✜❛♥t
q✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù V ❡st ✉♥ ❝✉❜❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ f ❡st ❛✣♥❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs
❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❡t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐
♣♦ssé❞❡r♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
rés✉♠❡r♦♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞❡ ❝❡s✲❞❡r♥✐èr❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉✳

✶✳✹✳✶ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❛✣♥❡✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✳✻✮✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❝✉❜✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❛✣♥❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✱ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ uε✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❡t uhom✱ ❝❡❧❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ wε✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à
❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ✔ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à uhom ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢✱ ❞❡st✐♥éà r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
uhom ✓ q✉❛s✐♠❡♥t ✔ aε✲s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (∂t − ∇ ⋅ aε∇)u = 0✮✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝✉❜❡ ⊡0 = [−1/2,1/2]d+1 ✖ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✐tt❡
à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t, x) ↦ (λ2t, λx) ✖ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ φk,ε ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❞❛♥s ✭✶✳✷✳✻✮ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ 0 < ε << 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉
❜♦r❞ f(t, x) = ek ⋅ x ❡t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡✳ ❉❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ek ⋅ x ♥✬❡st ♣❛s aε✲s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ s✉✣t
❞✬② ❛❥♦✉t❡r ❧❡ t❡r♠❡ φk,ε ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ uhom s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛s✐✲❛✣♥❡✳ ❖♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

uhom(t, x) ≈ uhom(t, x0) + d∑
i=1
∂iuhom(t, x0)(x − x0) ⋅ ei. ✭✶✳✹✳✶✮

❙✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ét❛✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✉♥✐q✉❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧❡✮ u(t, ⋅) s❡r❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛✣♥❡ uhom✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s i✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s✱ ♣♦♥❞éré❡s♣❛r ∂iuhom(t, x0)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✳✻✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t
❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

v(t, x) = uhom(t, x0) + d∑
i=1
∂iuhom(t, x0)φi,ε(x).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✭s✐ uhom ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡✮✱ ✭✶✳✹✳✶✮ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t
❞♦♥❝ ♣❛s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∂t − ∇ ⋅ (aε∇⋅) ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t à
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uhom ❧❛ s♦♠♠❡ ∑di=1 ∂iuhom(t, x0)φi,ε✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

w̃ε ∶= uhom + d∑
i=1
∂iuhom(t, x0)φi,ε,

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ∥∂tw̃ε−∇⋅(aε∇w̃ε)∥ ❡st ♣❡t✐t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φi,ε ✐♠♣♦s❡♥t ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ⊡0✱
❡t ♥♦♥ s✉r ∂⊔V ✱ ❛✐♥s✐✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s w̃ε ❡t uhom ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s s✉r ❝❡ ❜♦r❞✳ P♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❝❡❧❛✱
♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr♦♥❝❛t✉r❡ ζ✱ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ∂⊔V ❡t ✈❛✉t 1 s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ V s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

wε(t, x) ∶= uhom(t, x) + ζ(t, x) d∑
i=1
∂iuhom(t, x)φi,ε(t, x).

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛❜❧✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♣✐✈♦t ❡♥tr❡ uhom ❡t uε ✿ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ∥uhom −
uε∥ ≤ ∥uhom −wε∥ + ∥wε − uε∥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢

ζ(t, x) d∑
i=1
∂iuhom(t, x)φi,ε(t, x),

q✉✐ s❡ ♠❛❥♦r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✱ q✉✐ ❝r♦ît à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
ζ = 1 s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ V ✮✱ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ uhom✱ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ f ✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡t ❡♥✜♥✱ ♣❛r ✉♥❡
❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φi,ε✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡
♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ wε − uε ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ∂⊔V ✱ à ♣❛rt✐r
❞❡ ∥∂t − ∇ ⋅ aε(wε − uε)∥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉✐ s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ à
♣rés❡♥t r❛♠❡♥é à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✭✷✳✶✳✷✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ f(t, x) = p ⋅x✱ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ⊡0✳
❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ✜①❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❝♦♥tr❛❝t❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
à ❧✬♦r❞r❡ ε r❡✈✐❡♥t à ✜①❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞✐❧❛t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1/ε✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞r❛ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✶✳✹✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡
✭✶✳✷✳✻✮ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❬✷✸❪ ✭q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷✷❪✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ tr❛✐té ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥✐ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♥✐ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ a(∇u(x)) = 0 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U
u(x) = f(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂U, ✭✶✳✹✳✷✮

❞❛♥s H1(U)✱ s♦✐t ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

∫ 1

2
∇u ⋅ a∇u, ♣♦✉r u ❞é❝r✐✈❛♥t f +H1

0(U).
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▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝♦❡r❝✐✈❡ ✭✈♦✐r ❬✶✾✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽❪✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♣♦✉r p ∈ Rd✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

ν(U, p) ∶= inf
u∈ℓp+H1

0
(U)⨏U 1

2
∇u ⋅ a∇u,

♦ù ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⨏ ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ⨏U f =
1
∣U ∣ ∫U f ✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ν ♣♦ssè❞❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡♥

❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ν(U, p) ❧♦rsq✉❡ U ↗ R
d✳

❉❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❞✐✣❝✉❧té r❡♥❝♦♥tré❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
à ❧❡✉r t♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✶✳✹✳✷✮ q✉✐ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ a s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s
êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❬✼❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜❡r♦♥s
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✭✶✳✹✳✷✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r
✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s a ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ A(⋅, ⋅)
❝♦♥✈❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ A(p, q) ≥ p ⋅ q ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q = a(p)✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ A
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s a ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✲
❧à✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ A(p, q) = 1

2
p ⋅ ap + 1

2
q ⋅ a−1q r❡♣rés❡♥t❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t L2

sol(U) = {g ∈ L2(U,Rd),∇⋅g ≡ 0}✱ ❡t A(U) = {u ∈
H1(U),∇ ⋅ (a(∇u)) = 0} ♦♥ ❛

u ∈ A(U)⇔ ∃g ∈ L2
sol(U), g = a(∇u). ✭✶✳✹✳✸✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫
U
(A(∇u, g) −∇u ⋅ g) ≥ 0,

♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r A✳ ▲✬é❣❛❧✐té ♥✬❡st ❛tt❡✐♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣r❡sq✉❡
♣❛rt♦✉t✱ ✐✳❡✳ ❧♦rsq✉❡ g ≡ a(∇u)✳ ❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t ❛❧♦rs q✉❡

I(u) ∶= inf
g∈L2

sol
(U)∫U (A(∇u, g) −∇u ⋅ g) ≥ 0,

❡t ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ ❝❡t ✐♥✜♠✉♠ s♦✐t ❛tt❡✐♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ✖ ❝❡ q✉✐ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q ↦ A(p, q) − p ⋅ q ✖ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
u ∈ A(U)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ❙✐ I(u) > 0✱ ❛❧♦rs u ∉ A(U)✳



✶✳✹✳ ■❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✷✾

✖ ❙✐ I(u) = 0✱ ❛❧♦rs u ∈ A(U)✳
P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u0 ∈H1(U) ✜①é❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ (a(∇u)) = 0 ❞❛♥s U,

u = u0 s✉r ∂U.
⇔ u ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 +H1

0(U) → R
+,

u ↦ I(u).
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✿ 0✳ ❈❡❝✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ é✈♦q✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t ♣❡✉ t s❡ ré✈é❧❡r ✉t✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ s♦♥
♠✐♥✐♠✐s❡✉r✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ I(u) s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ❡♥
u− ũ✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t ũ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té I(u) ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ♥♦♥✲s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡ s❛✈♦✐r s✐ u ∈ A(U)✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t u ❡st
❧♦✐♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

➚ ♣rés❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❙♦✐t I ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❡t U ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R

d✳ ❖♥ ♥♦t❡ à ♣rés❡♥t V = I ×U ❡t

A(V ) = {u ∈H1
par(V ), ∂tu = ∇ ⋅ a(∇u)}.

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ H1
par(V ) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

∇ ⋅ a(∇⋅)✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❢♦✉r♥✐ss❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ✐♥st❛♥t t ∈ I ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ H−1(U) à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ H1(U) ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ∂tu ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H−1(U)✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

H1
par(I ×U) ∶= {u ∈ L2(I;H1(U)) ∶ ∂tu ∈ L2(I;H−1(U))} .

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✈❡❝ ✭✶✳✹✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡

u ∈ A(V )⇔ ∃g ✈ér✐✜❛♥t ∇ ⋅ g = ∂tu ❡t g = a(∇u).
❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té A(p, q) ≥ p ⋅ q✱ q✉❡

J (u) ∶= inf
g/∇⋅g=∂tu∫V (A(∇u, g) −∇u ⋅ g) ≥ 0.

▲❡ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ♥✬❡st ♦❜t❡♥✉ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ g ✈ér✐✜❛♥t ∇ ⋅ g = ∂tu t❡❧❧❡ q✉❡ g = a(∇u)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ u ∈ A(V )✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ❙✐ J (u) > 0✱ ❛❧♦rs u ∉ A(V )✳
✖ ❙✐ J (u) = 0✱ ❛❧♦rs u ∈ A(V )✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u0 ∈H1
par,⊔(U) ✜①é❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu = ∇ ⋅ (a(∇u)) ❞❛♥s V,

u = u0 s✉r ∂parV.
⇔ u ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u0 +H1

par,⊔(V ) → R
+

u → J (u).
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡♥❞✉ ❡st ♥✉❧✳



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s a r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r A(⋅, ⋅)
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s A ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

é♥♦♥❝é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é φ ❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧

φ∗(q) ∶= sup
p∈Rd

(p ⋅ q − φ(p)) ,
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ φ ❛❞♠❡tt❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r p ∈ Rd ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ φ∗✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ↦ p ⋅ q − φ(p) ✖ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
✈❛✉t q − ∇φ(p) ✖ s❛t✐s❢❛✐t ∇φ(p) = q✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ φ(p) + φ∗(q) ≥ p ⋅ q✱ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ q = ∇φ(p)✳ ❆✐♥s✐✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ a s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥✈❡①❡ φ✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ A(p, q) = φ(p) + φ∗(q)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù a ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❧✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
p ↦ 1

2
p ⋅ ap✱ ❞♦♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q ↦ 1

2
q ⋅ a−1q✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t

A(p, q) − p ⋅ q = 1
2
∥a1/2p − a−1/2q∥2✱ ❞♦♥t ♦♥ s✬❛ss✉r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥✉❧❧✐té✳

❙✐ a ♥✬❡st ♣❧✉s s②♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿ a = s +m ❛✈❡❝ s s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡t m ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t A(p, q) ∶= Ã(p, q −mp)✱ ♦ù Ã r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s
❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ 1

2
P ⋅ sp + 1

2
q ⋅ s−1q✮✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r a ❡t ✈ér✐✜❡

A(p, q) = 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) ♦ù A = (s −ms−1m ms−1

−s−1m s−1 ) .
✶✳✹✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ét✉❞✐é❡s

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡❧❧❡ ❥✉st✐✜❡
❧✬✐♥térêt ❞❡ tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ C✱ C0 ❡t S q✉✐ s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés
ν✱ ν∗ ❡t J ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡sq✉✐ss❡ à ♣rés❡♥t✳ ❙♦✐t I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R

+ ❡t U ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R
d✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V = I ×U ✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❛♠è♥❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥ts ✿

C(V ) ∶= {(∇u
g
) , u ∈H1

par(V ),∇ ⋅ g = ∂tu} , C0(V ) ∶= {(∇u
g
) , u ∈H1

par,⊔(V ),∇ ⋅ g = ∂tu} ,
♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❧✐❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ g à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ u ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r C(V ) ❞é✜♥✐t ♣❛r

⟨S∣T ⟩L2(A,V ) ∶= ⨏
V
S ⋅AT,

♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡
S(V ) ∶= C(V ) ∩ C0(V )⊥A .

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼ ✭❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s C(V )✱ C0(V ),S(V ) ❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ∇H1(U)✱ ∇H1

0(U)✱ ∇A(U)✳
❊♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ✭❧❡ t❡r♠❡ g ❞♦♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛✉t ∂tu✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s C(V ) ↔ ∇H1(U) ❡t C0(V ) ↔ ∇H1

0(U) s♦♥t
✐♠♠é❞✐❛t❡s✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t s✉r L2(U,Rd) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ⟨⋅, ⋅⟩a ❞❡ ❧❛ s♦rt❡

⟨f, g⟩a = ∫
U
f ⋅ ag,
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♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A(U) = {u ∈H1(U),∀v ∈H1
0(U), ∫U ∇v ⋅ a∇u = 0} ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r a✮
à H1

0(U)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡ ❞✬❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ S(V ) ❛❞♠❡tt❡♥t ♣♦✉r ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ A(V )✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❝❡❝✐ ❡st ❡♥
❢❛✐t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳

❯♥ é❧é♠❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽✱ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡

S(V ) ∶= {( ∇u +∇u∗
a∇u − at∇u∗) , u ∈ A(V ), u∗ ∈ A∗(V )} ,

♦ù A(V ) ❡t A∗(V ) s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡
✷✳✾ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r X,X∗ ∈ R2d✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té

ν(V,X) = inf
S∈X+C0(V )⨏V 1

2
S ⋅AS, ✭✶✳✹✳✹✮

❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ q✉❛♥t✐té ❞✉❛❧❡

ν∗(V,X∗) = sup
S∈C(V )⨏V X∗ ⋅ S −

1

2
S ⋅AS.

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ X∗ ⋅S− 1
2
S ⋅AS ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡

à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ S ❢♦♥t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ν∗(V, ⋅) s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲
❋❡♥❝❤❡❧ ❞❡ ν(V, ⋅)✳ ❊♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡st ré❛❧✐sé✱ ❡t ❡♥ s✬❛✉t♦r✐s❛♥t ❛✐♥s✐
à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ⨏ ❡t sup ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t
❞♦♥❝ supS∈Rd (X∗ ⋅ S − 1

2
S ⋅AS) q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ❞❡ 1

2
S ⋅ AS✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛✈♦✐r à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ S ∈ C(V ) ❡♠♣ê❝❤❡ ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧♦rsq✉❡ V ↗ R

+ × Rd✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t t❡♥❞ à êtr❡
✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ν∗(V, ⋅) ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ❞❡ ❞❡ ν(V, ⋅)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r X,X∗ ∈ R2d ❞♦♥♥és✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t X + SV,X
❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡ ν(V,X) ❞❛♥s ✭✶✳✹✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ν(V,X∗)

ν∗(V,X∗) ≥ ⨏
V
(X∗ ⋅ (X + SV,X) − 1

2
(X + SV,X) ⋅A (X + SV,X)) =X∗ ⋅X − ν(V,X),

♦ù ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ⨏V SV,X = 0✱ ❝❛r SV,X ∈ C0(V )✱ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
ν(V,X)✳ ❈❡❝✐ ét❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡ X✱ ♦♥ ❛

ν∗(V,X∗) ≥ sup
X∈R2d

(X∗ ⋅X − ν(V,X)) ,
❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ν∗(V, ⋅) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧
❞❡ ν(V, ⋅)✳

▲❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ν ❡t ν∗ s♦♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ X ❡t X∗✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs
❡s♣ér❛♥❝❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ✿

E [ν(V,X)] = 1

2
X ⋅BVX ; E [ν∗(V,X∗)] = 1

2
X∗ ⋅A−1V X∗,
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♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ s❡r❛ ❧é❣✐t✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ ♣rés❛❣❡❛♥t q✉❡ ❧❡s
q✉❛♥t✐tés ν ❡t ν∗ s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉é❡s✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r BV =AV ✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♠❛✐s
❧❡ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t
s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s V1, ..., Vn✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❝♦♥❝❛té♥❡r ❧❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞❡ ν∗(Vi,X) ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ν(Vi,X) ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ν(⋃i Vi,X)✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❛♥s ✭✶✳✹✳✹✮ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉✳ P♦✉r ❧❛ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ν∗ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡✉r ❞❡
ν∗(⋃i Vi,X) q✉❡ ❧✬♦♥ r❡str❡✐♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Vi✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ν∗(Vi,X) ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Vi ♣♦✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡✉r
s✉r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s Vi✳

❈❡tt❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡s q✉❛♥t✐tés s❡ tr❛♥s♠❡t à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❡s♣ér❛♥❝❡s ❀ ♠✐❡✉① ✿ ♣♦✉r ❧❛
s✉✐t❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s (⊡n)n∈N✱ ❛♣♣❡❧és ❝②❧✐♥❞r❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ n + 1✲è♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥
ré✉♥✐✜❛♥t 3d+2 tr❛♥s❧❛tés ❞✉ n✲è♠❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ν(⊡n+1,X) ≤
3−(n+2)∑z∈Zn,n+1

ν(z+⊡n,X)✱ ♦ù Zn,n+1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 3d+2 ❝❡♥tr❡s ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n
❞❛♥s ⊡n+1✳ P❛r st❛t✐♦♥♥❛r✐té✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ν(z+⊡n,X) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ z ∈ Zn,n+1✱
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ E [ν(⊡n,X)]✳ ❉❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱
♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ν ♣❛r ν∗ ♦✉ J ❡t ❛❜♦✉t✐r ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s A⊡n ❡t B⊡n ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ A ❡t B✳

▲✬❡♥❥❡✉ ❡st à ♣rés❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡B =A✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ν ❡t ν∗ s♦♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s
❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ ♠✉t✉❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té✱ J ✱ q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ν ❡t ❞❡ ν∗

J(V,X,X∗) = inf
S∈S(V )⨏V −12S ⋅AS −X ⋅AS +X∗ ⋅ S.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s C(V ) ❡t C0(V )✱ ♦♥ ❛

ν(V,X) = 1

2
∥ProjAS(V )(X)∥2 , ν∗(V,X∗) = 1

2
∥ ProjAS(V )(A−1X∗)∥2 , ✭✶✳✹✳✺✮

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✱ é♥♦♥ç❛♥t q✉❡ ✿

J(V,X,X∗) = 1

2
∥ProjAS(V )(X −A−1X∗)∥2.

❡t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❥❡tés ✐♠♣❧✐q✉és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ν✱ ν∗
❡t J ✳ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ν ❡t ν∗ s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é❡s r❡✈✐❡♥t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ J s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✐♥s✐ ✿

J(X,X∗) = 1

2
X ⋅AX + 1

2
X∗ ⋅A−1X∗ −X ⋅X∗,

q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ X∗ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r AX✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ q✉❛♥t✐té J ✈❡rs ❧❛ q✉❛♥t✐té J ✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
J(V, ⋅, ⋅) à J(⋅, ⋅) ❡♥ ✓ ❣❡❧❛♥t ✔ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t

sup
X,X∗∈B1

∣J(V,X,AX∗) − J(X,X∗)∣ ≤ C sup
X∈B1

(J (V,X,AX)) 12 .
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✽✳ ❊♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs X ∈ R2d ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✓ ♣r❡sq✉❡ ✔ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S(⊡n) ♣♦✉r
n >> 1✱ ♦♥ ❛ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ProjAS(⊡n)(X) ≈X ❡t ProjAS(⊡n)(A−1X∗) ≈A−1X∗,



✶✳✹✳ ■❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✸✸

❝❡ q✉✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✹✳✺✮ ❧é❣✐t✐♠❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡

ν(⊡n,X) ≈ 1

2
X ⋅AX ❡t ν∗(⊡n,X∗) ≈ 1

2
X∗ ⋅A−1X∗.

❊t ❞♦♥❝ ❡♥✜♥

J(⊡n,X,X∗) ≈ 1

2
X ⋅AX + 1

2
X∗ ⋅A−1X∗ −X ⋅X∗ = J(X,X∗).

◆❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❧❛ q✉❛♥t✐té A✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥A ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛rAn ∶=A⊡n ✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ét❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ∣An−A∣✱
❞♦♥t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ n✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥trô❧❡r
❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té E [J(⊡n,X,AnX)]✱ ❞♦♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ é♥♦♥❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳

➱t❛♣❡ ✶✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t τn q✉✐ q✉❛♥t✐✜❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ J ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❡st ♣❡t✐t❡ ✭❡s✲
t✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés (τk)k≤n✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻✱
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r S(⋅,⊡n,X,X∗) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❜♦✉t à
❜♦✉t ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs ❞✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡m < n✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✬❡st✐♠❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡
❡✛❡❝t✉é ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡t ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ q✉❛♥t✐té
S(⋅,⊡n,X,X∗)✳ ▲✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ s♦✉s✲❝✉❜❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞♦♥t
❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ n ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✮ ❞❡ ❝❡❧❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ n − l ✭❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢✮✱ ♣✉✐s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✻✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s (τk)0≤k≤n−1✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
❝♦♥st❛♥t❡s α > 0 ❡t C > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

Var [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .

➱t❛♣❡ ✷✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té
E [(⨏V S(⋅,⊡n,X,X∗))2] q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❝✐ s✉r✈✐❡♥t

♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ X∗ =AnX ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ X∗ ↦ ∇X∗E [J(⊡n,X,X∗)]✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ J(⊡n, ⋅, ⋅) à
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ✭❧❡ rés✉❧t❛t ✭✷✳✷✳✷✾✮✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

E [(⨏
V
S(⋅,⊡n,X,AnX))2] = Var [⨏

V
S(⋅,⊡n,X,AnX)] .

➱t❛♣❡ ✸✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té E [J(⊡n,X,AnX)] ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2

❞✉ ♠❛①✐♠✐s❡✉r S(⋅,⊡n,X,AnX)✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠❛❥♦r❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ H−1 ❞❡ ❝❡✲❞❡r♥✐❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲❝✉❜❡s ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s ⊡n✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡
L2 ❞❡ S(⋅,⊡n,X,AnX)✳ ❈❡❝✐ ❛❜♦✉t✐t à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✱ é♥♦♥ç❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ α > 0 t❡❧ q✉❡



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

E[J(⊡n,X,AnX)] ≤ C 3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❊❉❖✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s τk ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é❝r♦ît ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
∣An −A∣ ❞é❝r♦ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C ❡t β > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

E [J(⊡n,X,AX)] ≤ C3−βn.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♣rés❡♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✷✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ J(⊡n,X,X∗) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ J(X,X∗)✱ ❝❡
q✉✐✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✭❡♥ ✜①❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❡st✐♠é❡
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ X ❡t
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✷✳✷✽✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(X,X∗) ✭❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✭✷✳✷✳✷✾✮ ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ✢✉① AS(⋅,⊡n,X,X∗) − AS(X,X∗)✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s
❝✉❜❡s à é❝❤❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ✉♥❡ ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ H−1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱
♣✉✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❡✉rs✳ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✾
♣❡r♠❡ttr❛ ❛❧♦rs ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❞❡✉①
é❝❤❡❧❧❡s✳

✶✳✹✳✹ ■❞é❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❞✐s❝r❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ à ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❯♥❡
❞✐✣❝✉❧té r❡♥❝♦♥tré❡ ❛ été ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ν ❡t ν∗ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3n+1 ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡
3d ❝✉❜❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3n✱ s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❝✉❜❡s✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡
♥✉❧❧❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ❞❡ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té✮✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✐s❝r❡t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛rêt❡s E(U) ❧✐❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U ✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❧✬é❣❛❧✐té E(U1⋃U2) = E(U1)⋃E(U2)✱ ❝❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❧✐❛♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U1 à
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U2 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛rêt❡s✱ E+(U)✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈❛❧❛❜❧❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❞✐✛ér❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ✖ ✷✳✸ ❡t
✸✳✷ ✖ à ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣✉r❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
♣r❡✉✈❡s✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❡st très ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s s♦✐❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉✬à ❧♦♥❣✉❡
♣♦rté❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ✭✸✳✸✳✶✵✮ ♦✉ ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ J ❞❛♥s ✭✸✳✸✳✷✹✮✳



✶✳✹✳ ■❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✸✺

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✱
✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∂tu
ε −∇ ⋅ (a( t

ε2
,
x

ε
)∇uε) = 0 ✐♥ I ×U, ✭✷✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ I ⊆ R ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧✱ U ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ Rd✱ ❛♥❞ (t, x) ↦ a(t, x) ✐s
❛ st❛t✐♦♥❛r② r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ d✲❜②✲d ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞
❝♦♥st❛♥t Λ ∈ [1,∞)✱

∀ξ ∈ Rd, ξ ⋅ a(t, x)ξ ≥ Λ−1 ∣ξ∣2 ❛♥❞ ∣a(t, x)ξ∣ ≤ Λ ∣ξ∣ . ✭✷✳✶✳✷✮

❍❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧∇ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧②✱ t❤❛t ✐s✱∇w = (∂x1w, . . . , ∂xdw)✳
❲❡ ❧❡t P ❜❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ a(t, x)✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥s ❜② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z×Zd ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ✭❙❡❡ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳✮

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s uε(t, x) ❢♦r 0 < ε≪ 1✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t✱
✉♥❞❡r ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❡r❣♦❞✐❝✐t②✮✱ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✮ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡s t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ I ×U, ✭✷✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ a ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ d✲❜②✲d ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✱ ❜✉t
✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s uε ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✮✱ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s ε → 0✱ P✕❛❧♠♦st s✉r❡❧② ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t♦

✸✼



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✸✮✳ ✶ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② s♦❢t ❛r❣✉♠❡♥ts✱
✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ r❡❝❡♥t ✐♥t❡r❡st ✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❣❛♥
✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●❧♦r✐❛ ❛♥❞ ❖tt♦ ❬✷✽✱ ✷✾❪✱ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✷✼❪✮✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❬✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✖✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①♣❧✐❝✐t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✖✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛s r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✼✱ ✺✱ ✻❪✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❤❛♣s ❜❡st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳ ❚❤♦s❡ ♣❛♣❡rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s✖
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✖❛r❡ ❛❧s♦ r❛t❤❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r st✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✿ ✭✐✮ t❤❡② ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s✱ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡② ❛r❡
❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡✈❡❛❧s ❛ ✏❧✐♥❡❛r✑ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠♥❡ss ✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
q✉❛♥t✐t✐❡s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ε ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝
✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳ ❆ r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✽✱ ✼✱ ✺✱ ✻❪ ❤❛s ❛❧s♦ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✸✵✱ ✸✶❪✳

❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✭✐✮ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
❡rr♦r ❢♦r ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t②
t❤❡♦r② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✮✳ ■t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❬✹❪✮ t❤❛t r❡s✉❧ts ♦❢
t❤✐s t②♣❡ ❛r❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❢♦r ✜rst✲
♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ t♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❬✹❪ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢♦r♠ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❛s ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❇r❡③✐s ❛♥❞
❊❦❡❧❛♥❞ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳✼✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②t✐❝ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✷✸❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❬✹❪✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛ r❡♥♦r♠❛t✐♦♥✲t②♣❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡❛❦ ❙♦❜♦❧❡✈ ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❣✐✈❡s ✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

✶✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❛t ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝

❝❛s❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✻✱ ✶✶✱ ✸✸❪✮ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✾

✜rst✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ■♥
t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
✇❡ st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

✷✳✶✳✷ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

❲❡ ✜① ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2 ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r Λ ∈ [1,∞)✳ ❲❡ ❧❡t Ω ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞s a(t, x)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠❛♣s ❢r♦♠ R×Rd ✐♥t♦ t❤❡
s❡t Ω0 ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s a s❛t✐s❢②✐♥❣

∀ξ ∈ Rd, ξ ⋅ aξ ≥ Λ−1∣ξ∣2 ❛♥❞ ∣aξ∣ ≤ Λ∣ξ∣. ✭✷✳✶✳✹✮

❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

Ω0 ∶= {a ∈ Rd×d ∶ a s❛t✐s✜❡s ✭✷✳✶✳✹✮}
❛♥❞ t❤❡♥ s❡t

Ω ∶= {a ∶ R ×Rd → Ω0 ✐s ▲❡❜❡s❣✉❡✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡} . ✭✷✳✶✳✺✮

❋♦r ❡✈❡r② ❇♦r❡❧ s✉❜s❡t V ⊆ R×Rd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ FV t♦ ❜❡ t❤❡ σ✕❛❧❣❡❜r❛ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ V ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

FV ∶= t❤❡ σ✕❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✷✳✶✳✻✮

a↦ ∫
V
ϕ(t, x)a(t, x)dt dx, ϕ ∈ C∞c (R ×Rd).

❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s ✐♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ✐s F ∶= FR×Rd ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (Ω,F) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✿

✭P✶✮ P ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Z ×Zd✕tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✿ ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ Z ×Zd ❛♥❞ ❡✈❡♥t A ∈ F ✱
P [A] = P [TzA] .

✭P✷✮ P ❤❛s ❛ ✉♥✐t r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✿ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ❇♦r❡❧ s✉❜s❡ts U,V ⊆ R ×Rd✱
dist(U,V ) ≥ 1 Ô⇒ FU ❛♥❞ FV ❛r❡ P✕✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❍❡r❡ ✏dist✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ R×Rd✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E [X]
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ F ✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳

✷✳✶✳✸ ◆♦t❛t✐♦♥

❲❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♠✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡ q✉✐t❡ ❛ ❜✐t ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣
✇✐t❤ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ s❦✐♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✉❧t ❛s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

●❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜② N ∶= {0,1,2, . . .}✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s ∧ ❛♥❞ ∨ t♦
❞❡♥♦t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r∧ s =min{r, s} ❢♦r r, s ∈ R✳ ❋♦r ❡✈❡r②
r ∈ R✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ r+ ∶= r ∨ 0 ❛♥❞ r− ∶= r ∧ 0✳ ❋♦r ❛♥② m ∈ N ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡t E ⊆ Rm✱
t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ E ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∣E∣✱ ✉♥❧❡ss E ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ∣E∣ ✐s t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ E✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r m ∈ {1, d,1 + d}✳ ❆ s❧❛s❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡♥♦t❡s
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ✿ ⨏E ∶= 1

∣E∣ ∫E ✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ L1(E) ✐s ❛❧s♦
❞❡♥♦t❡❞ ❜② (f)E ∶= ⨏E f ✳

❆ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❛♥② s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ I × U ✇❤❡r❡ I = (I−, I+) ⊆ R ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡♥
✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ U ⊆ Rd ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ I ×U
❜②

∂⊔(I ×U) ∶= (I × ∂U) ∪ ({I−} ×U) .
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜❛❧❧ ♦❢ Rd ♦❢ r❛❞✐✉s r ∈ (0,∞] ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x ∈ Rd ❜② Br(x)✱ ❛♥❞ ♣✉t
Br ∶= Br(0)✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ (0,∞) ❜②

In ∶= (−32n
2
,
32n

2
) , ◻n ∶= (−3n

2
,
3n

2
)d , ⊡n ∶= In × ◻n.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ⊡n ✐s ❡✈✐❞❡♥t❧② ♥♦t ❛ ❝✉❜❡ ♣❡r s❡ s✐♥❝❡ ✐ts s✐❞❡s ❤❛✈❡ ❛ s❝❛❧✐♥❣
✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❝❛❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ m,n ∈ N ✇✐t❤ m < n✱ ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ ⊡n ❛s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ✭✉♣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ③❡r♦✮ ♦❢ ❡①❛❝t❧② 3(2+d)(m−n) ❝✉❜❡s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ z + ⊡m ✇✐t❤ z ∈ 32mZ × 3mZd✳

❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ✿ ❢♦r ❡❛❝❤ r ∈ (0,∞] ❛♥❞ (t, x) ∈
R ×Rd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

Ĩr ∶= (−r2,0], Qr(t, x) ∶= (t, x) + Ĩr ×Br, ❛♥❞ Qr ∶= Qr(0,0), ✭✷✳✶✳✼✮

✇✐t❤✱ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ Q∞ ∶= (−∞,0] ×Rd✳
❋✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

❋♦r ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ U ⊆ R
d ✇✐t❤ ∣U ∣ < ∞ ❛♥❞ p ∈ [1,∞)✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ Lp(U) ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ Lp(U) ❜②
∥f∥Lp(U) ∶= (⨏

U
∣f ∣p)

1
p = ∣U ∣− 1

p ∥f∥Lp(U). ✭✷✳✶✳✽✮

❋♦r p = ∞✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ∥f∥L∞(U) ∶= ∥f∥L∞(U)✳ ❲❡ ✉s❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡♥♦t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
✭s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ❙♦❜♦❧❡✈ ♥♦r♠s ✿ ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ [1,∞) ❛♥❞ f ∈W 1,p(U)✱

∥f∥W 1,p(U) ∶= ∣U ∣− 1
d ∥f∥Lp(U) + ∥∇f∥Lp(U)

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ p = 2 ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∥f∥H1(U) ∶= ∥f∥W 1,2(U)✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ H1
0(U) ❛♥❞ W

1,p
0 (U)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ H1(U) ❛♥❞ W 1,p(U)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞
s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ U ✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡s t♦W 1,p(U) ❛♥❞W 1,p

0 (U) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ŵ −1,p′(U) ❛♥❞



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✶

W−1,p′(U)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ p′ ∶= p
p−1 ✐s t❤❡ ❍ö❧❞❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ p✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱

s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉❛❧ ♥♦r♠s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∥v∥
Ŵ
−1,p′(U) ∶= sup{⨏U uv ∶ u ∈W 1,p(U), ∥u∥W 1,p(U) ≤ 1}

❛♥❞ ∥v∥
W−1,p′(U) ∶= sup{⨏U uv ∶ u ∈W 1,p

0 (U), ∥u∥W 1,p(U) ≤ 1} .
❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ⟨u,w⟩ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡s
✭✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✮ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t
✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❡♥❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t w ∈ C∞c (U) ♦♥W 1,p(U) ❜② u↦ ⨏U uw✳
❋♦r p = 2✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ ∥ ⋅ ∥

Ĥ
−1(U) ∶= ∥v∥Ŵ−1,2(U) ❛♥❞ ∥ ⋅ ∥H−1(U) ∶= ∥v∥W−1,2(U)✳

❲❡ ♥❡①t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ ❜♦✉♥❞❡❞
▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ U ⊆ Rn✱ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ X ❛♥❞ p ∈ [1,∞)✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Lp(U ;X) t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
▲❡❜❡s❣✉❡✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣s u ∶ U →X s✉❝❤ t❤❛t

∥u∥Lp(U ;X) ∶= (⨏
U
∥u(x)∥pX dx)

1
p <∞.

❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡r✈❛❧ I = (I−, I+) ⊆ R ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ U ⊆ Rd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
s♣❛❝❡

H1
par(I ×U) ∶= {u ∈ L2(I;H1(U)) ∶ ∂tu ∈ L2(I;H−1(U))} , ✭✷✳✶✳✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ I ×U ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠

∥u∥H1
par(I×U) ∶= ∥u∥L2(I;H1(U)) + ∥∂tu∥L2(I;H−1(U)). ✭✷✳✶✳✶✵✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②H1
par,⊔(I×U) t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥H1

par(I×U) ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t
s✉♣♣♦rt ✐♥ (I−, I+] ×U ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ H1

par,⊔(I ×U) ❤❛s ③❡r♦ tr❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
❜♦✉♥❞❛r② I × ∂U ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ {I−}×U ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳

❲❡ ❧❡t H1
par,0(I × U) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t

s✉♣♣♦rt ✐♥ I ×U ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠

∥v∥H1
par,0(I×U) ∶= ∥v∥L2(I;H1(U)) + ∥∂tv∥L2(I;Ĥ−1(U)). ✭✷✳✶✳✶✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✭✷✳✶✳✶✵✮✱ ❤❡r❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂tv(t, ⋅) t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ Ĥ−1(U) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ H−1(U)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r v ∈H1

par,0(I ×U)✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ∂tv ♦✈❡r
I ×U ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ L2(I;H1(U)) ✭✇❤✐❧❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣
t♦ L2(I;H1

0(U))✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② v ∈H1
par,0(I ×U)✱

∫
I×U ∂tv = 0. ✭✷✳✶✳✶✷✮

❚❤✐s ✐❞❡♥t✐t② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❧❡❛r ✐❢ v ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ I ×U ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❜② ❞❡♥s✐t②✳

■♥ ❝❡rt❛✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ H1
par(I×U) ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t

♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ✐s p ∈ (1,∞) r❛t❤❡r t❤❛♥ 2✳ ❙♦ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s

W 1,p
par(I ×U) ∶= {u ∈ Lp (I;W 1,p(U)) ∶ ∂tu ∈ Lp (I;W −1,p(U))} , ✭✷✳✶✳✶✸✮



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ I ×U ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠

∥u∥W 1,p
par(I×U) ∶= ∥u∥Lp(I;W 1,p(U)) + ∥∂tu∥Lp(I;W−1,p(U)). ✭✷✳✶✳✶✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ H1
par,⊔(I ×U)✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② W 1,p

par,⊔(I ×U) t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ W 1,p
par(I ×U) ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢

s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ (I−, I+] × U ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r V ✱
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② W 1,p

par, loc
(V )✱ H1

par, loc(V )✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ V ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ W 1,p
par(W ) ❛♥❞ H1

par(W )✱ ❡t❝✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜❝②❧✐♥❞❡r W ⊆ V ✇✐t❤ W ⊆ V ✳

❲❡ ♥❡①t t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
Ĥ−1par(V ) ❛♥❞ H−1par(V ) t❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡s t♦ H1

par(V ) ❛♥❞ H1
par,⊔(V )✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱

s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ❞✉❛❧ ♥♦r♠s ❣✐✈❡♥ ❜②

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∥f∥

Ĥ
−1
par(V ) ∶= sup{⨏V fw ∶ w ∈H1

par(V ), ∥w∥H1
par(V ) ≤ 1}

∥f∥H−1par(V ) ∶= sup{⨏V fw ∶ w ∈H1
par,⊔(V ), ∥w∥H1

par(V ) ≤ 1} .
✭✷✳✶✳✶✺✮

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ⨏V fw s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
f ∈ Ĥ−1par(V ) ♦r f ∈ H−1par(V )✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ w ∈ H1

par(V ) ♦r w ∈ H1
par,⊔(V )✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s

t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ H1
par(V ) ♦r H1

par,⊔(V )✳ ❲❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡

s♣❛❝❡ W−1,p
par (V ) t♦ ❜❡ t❤❡ ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ W 1,p′

par,⊔(V )✱ ✇❤❡r❡ p′ ∶= p
p−1 ✱ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇

✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ♥♦r♠

∥f∥W−1,p
par (V ) ∶= sup{⨏V fw ∶ w ∈W 1,p′

par,⊔(V ), ∥w∥W 1,p′
par (V ) ≤ 1} . ✭✷✳✶✳✶✻✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♥♦r♠s ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ q✉❛♥t✐❢② ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ Lp ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ✭s❡❡ ❬✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹❪✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡✐r ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ Os ♥♦t❛t✐♦♥
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐✲

♥✐st✐❝ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ ❛ ✏s♠❛❧❧✑ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✻❪
❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❖r❧✐❝③
♥♦r♠s✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♠✐♥❞ ✉s ♦❢ ✏❜✐❣✲O✑ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♠♣r❡ss❡s
s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡s ♦✉r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛t ❛ ❣❧❛♥❝❡✳

■❢ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ s, k ∈ (0,∞)✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡

X ≤ Os(k)
❛s ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t

E [exp((X+
k
)s)] ≤ 2. ✭✷✳✶✳✶✼✮

❘♦✉❣❤❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✏X ✐s ♦❢ ♦r❞❡r k ✇✐t❤ str❡t❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧s ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t s✳✑
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ s❡❡ t❤❛t

X ≤ Os(k) Ô⇒ ∀λ > 0, P [X > λk] ≤ 2 exp (−λs) . ✭✷✳✶✳✶✽✮



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✸

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛❧♠♦st tr✉❡ ✿ ❢♦r ❡✈❡r② k ≥ 0✱
∀λ ≥ 0, P [X ≥ λk] ≤ exp (−λs) Ô⇒ X ≤ Os (2 1

s θ) . ✭✷✳✶✳✶✾✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

X = Os(k) ⇐⇒ X ≤ Os(k) ❛♥❞ −X ≤ Os(k).
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ X ≤ Y +Os(k) t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t X −Y ≤ Os(k) ❛♥❞ X = Y +Os(k) t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t
X − Y = Os(k)✳ ■❢ s ∈ [1,∞)✱ t❤❡♥ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s ✉s ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r Os(⋅) ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡ ✿ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ (E,S, µ)✱ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K ∶ E → (0,∞) ❛♥❞
❥♦✐♥t❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢❛♠✐❧② {X(z)}z∈E ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀z ∈ E, X(z) ≤ Os(K(z)) Ô⇒ ∫
E
X dµ ≤ Os (∫

E
K dµ) . ✭✷✳✶✳✷✵✮

■❢ s ∈ (0,1]✱ t❤❡♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❛❝t♦r ❝♦♥st❛♥t Cs > 1 t♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳
❋♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✶✳✶✽✮✲✭✷✳✶✳✷✵✮✱ s❡❡ ❬✹✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆❪✳

✷✳✶✳✹ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♥✐t✐❛❧✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r I × U ✱
✇❤❡r❡ U ⊆ Rd ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❬✽❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✻❪✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ❋✐① s ∈ (0,2 + d)✱ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ U ⊆ B1✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ I ∶= (I−,0) ⊆(−1
4
,0) ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t δ > 0✳ P✉t V ∶= I × U ✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(δ, V, d,Λ) > 0✱ ❛

❝♦♥st❛♥t C(s, V, δ, d,Λ) <∞ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X s❛t✐s❢②✐♥❣

X = O1(C)
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ε ∈ (0, 1

2
] ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ f ∈W 1,2+δ
par (V )✱ ❞❡♥♦t✐♥❣

aε(t, x) ∶= a( t
ε2
,
x

ε
)

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ uε, u ∈ f +H1
par,⊔(V ) t♦ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠s

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu

ε −∇ ⋅ (aε∇uε) = 0 ✐♥ V,

uε = f ♦♥ ∂⊔V,
❛♥❞

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ V,

u = f ♦♥ ∂⊔V,
✭✷✳✶✳✷✶✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥∇uε −∇u∥Ĥ−1par(V ) + ∥aε∇uε − a∇u∥Ĥ−1par(V ) + ∥uε − u∥L2(V )
≤ C ∥f∥

W
1,2+δ
par (V ) (εβ(2+d−s) +X εs) . ✭✷✳✶✳✷✷✮

❆s ✇❡❧❧ ❛s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✶✳✷✷✮ q✉❛♥t✐✜❡s
t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ L2(V ) ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ✢✉①❡s ♦❢ uε t♦ t❤♦s❡ ♦❢ u✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✱ ♥❛♠❡❧② X εs ❢♦r ❛♥ s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ 2 + d✱ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛rt✱ εβ(2+d−s)✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t X ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f ✳

❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✶✳✷✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❧✐t t❤❡ ❡rr♦r ✐♥t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧② r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♣❛rt ✭❧❛r❣❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ β > 0✮ ♣❧✉s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ s✉❜♦♣t✐♠❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ β > 0 ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ t❛✐❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤✐s r❛♥❞♦♠
♣❛rt ✐s s❤❛r♣❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ t❡r♠ (εβ(2+d−s)+X εs)
t♦ ❜❡ O(1) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ exp(−ε−s/C)✱ ❢♦r ❛r❜✐t❛r② s < 2 + d✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s s❤❛r♣✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❢♦r ❛♥② s > 2 + d✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✹✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺❪ ❢♦r
s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t✱ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
t♦ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛❧❧ ❛♥❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ✉s t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t, x1, . . . , xd ❜② P(R×Rd)✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞❡❣r❡❡ degp(w)
♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t w ∈ P(R×Rd) ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (t, x) ↦ w(t2, x)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k ∈ N ✇❡
❧❡t Pk(R ×Rd) ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ P(R ×Rd) ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st k✳ ❋♦r
α > 0✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∶ R×Rd → R ♦r φ ∶ (−∞,0]×Rd → R ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝❛❧❧② α✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✐❢

∀λ ∈ R, φ(λ2t, λx) = λαφ(t, x).
❆♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Pk(R ×Rd) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❛t ♠♦st C(d, k) <∞ ♠❛♥② ♣❛r❛❜♦❧✐❝❛❧❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ak(Q∞) t❤❡ s❡t ♦❢ a✲❝❛❧♦r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Q∞ ✇✐t❤ ❣r♦✇t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss
t❤❛♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞❡❣r❡❡ k + 1 ✿

Ak(Q∞) ∶=
{w ∈H1

par(Q∞) ∶ lim sup
r→∞

r−(k+1) ∥w∥L2(Qr) = 0, ∂tw −∇ ⋅ (a∇w) = 0 ✐♥ Q∞} .
■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t Ak(Q∞) ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ a✲❝❛❧♦r✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✷ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞❡❣r❡❡ ❛t
♠♦st k✳ ❚❤❛t ✐s✱

Ak(Q∞) = {w∣Q∞ ∶ w ∈ Pk(R ×Rd), ∂tw −∇ ⋅ (a∇w) = 0 ✐♥ R ×Rd} . ✭✷✳✶✳✷✸✮

❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ n✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s a✲❝❛❧♦r✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❛t ♦❢ n✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ Rd✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞s ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s a✲❝❛❧♦r✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t ❛♥❞
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹✷❪ ♦r ❬✸✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶❪✮✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t dim(Ak(Q∞)) = (d+kd ) <∞✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ✭✷✳✶✳✷✸✮ t♦ a(x)✲
❝❛❧♦r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ Ck,1✲t②♣❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❡st✐♠❛t❡✳ ❉❡♥♦t❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r I ×U ⊆ R×Rd✱

A(I ×U) ∶= {w ∈H1
par, loc(I ×U) ∶ ∂tw −∇ ⋅ (a∇w) = 0 ✐♥ I ×U}

✷✳ a✲❝❛❧♦r✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡❛t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ a = Id



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✺

❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② k ∈ N✱
Ak(Q∞) ∶= {w ∈ A(Q∞) ∶ lim sup

r→∞
r−(k+1) ∥w∥L2(Qr) = 0} .

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ a ∈ Ω✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s
❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✭P❛r❛❜♦❧✐❝ ❤✐❣❤❡r r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r②✮✳ ❋✐① s ∈ (0,2 + d)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t
δ(s, d,Λ) ∈ (0, 1

2
] ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xs s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

Xs ≤ Os (C(s, d,Λ)) ✭✷✳✶✳✷✹✮

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② k ∈ N ✿

(i)k ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(k, d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ Ak(Q∞)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts p ∈ Ak(Q∞) s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② R ≥ Xs✱ ∥u − p∥L2(QR) ≤ CR−δ ∥p∥L2(QR) . ✭✷✳✶✳✷✺✮

(ii)k ❋♦r ❡✈❡r② p ∈ Ak(Q∞)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts u ∈ Ak(Q∞) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✶✳✷✺✮ ❢♦r ❡✈❡r② R ≥ Xs✳
(iii)k ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(k, d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② R ≥ Xs ❛♥❞ u ∈ A(QR)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

φ ∈ Ak(Q∞) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ [Xs,R]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥u − φ∥L2(Qr) ≤ C ( rR)
k+1 ∥u∥L2(QR) . ✭✷✳✶✳✷✻✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ P✲❛❧♠♦st s✉r❡❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② k ∈ N✱

dim(Ak(Q∞)) = dim(Ak(Q∞)) = (d + k
d
). ✭✷✳✶✳✷✼✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r k = 0 t❤❡ t❤✐r❞ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❣✐✈❡s
✉s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣r❛❞✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡♠❡♥t (iii)0 ❛♥❞
t❤❡ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② R ≥ Xs✱ u ∈ A(QR) ❛♥❞ r ∈ [Xs,R]✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥∇u∥L2(Qr) ≤ C ∥∇u∥L2(QR) .

❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ C0,1✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ❛♥❞ ❛ r♦✉t✐♥❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳

❙♦♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✇❛s s✉❜♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♣♦st❡❞ t♦ t❤❡ ❛r①✐✈✱ ❛ ♥❡✇ ♣r❡♣r✐♥t
♦❢ ❇❡❧❧❛✱ ❈❤✐❛r✐♥✐ ❛♥❞ ❋❡❤r♠❛♥ ❬✶✵❪ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤
❤❛s s♦♠❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ k = 1 ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✶✳✷✹✮ ♦♥ Xs r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞ P [Xs <∞] = 1✳



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✶✳✺ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦r❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳✼✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❧❛t❡r
✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✇❡❛❦ ♥♦r♠s ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❝✉❜❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✲t②♣❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ str♦♥❣ ♥♦r♠s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❡❛❦ ♥♦r♠s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
✐s t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜②
❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❡tt✐♥❣✮✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳✽✱ ✇❡ ❣✐✈❡
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❡②❡rs ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥❡✇ ❛♥❞
s♦♠❡✇❤❛t s❤❛r♣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✷✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

✷✳✷✳✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆s ✇❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢
❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ st❛t❡♠❡♥t✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
✜①❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞ a ∈ Ω✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡①
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✷✸❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤
❬✷✷❪✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧
♠♦♥♦t♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (w,w∗) ❀ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭P❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮✳ ▲❡t J ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ✭✷✳✷✳✹✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤
w ∈H1

par(I ×U) ❛♥❞ w∗ ∈ L2(I;H−1(U))✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

{ w +H1
par,⊔(I ×U) → R

u ↦ J [u,w∗]
✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
u ∈ w +H1

par,⊔(I ×U) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

(∂t −∇ ⋅ a∇)u = w∗ ✐♥ I ×U. ✭✷✳✷✳✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✮ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

∀φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U ∇φ ⋅ a∇u = ∫I×U φ (w∗ − ∂tu) . ✭✷✳✷✳✷✮

❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

∫
I×U ∇φ(t, x) ⋅ a(t, x)∇u(t, x)dt dx,



✷✳✷✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✹✼

✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✷✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

∫
I
⟨φ(t, ⋅), (w∗ − ∂tu)(t, ⋅)⟩dt,

✇✐t❤ ⟨⋅, ⋅⟩ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ H1
0(U) ❛♥❞ H−1(U)✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ✇❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① a ✐♥t♦ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rts ✿

s(t, x) ∶= a(t, x) + at(t, x)
2

, m(t, x) ∶= a(t, x) − at(t, x)
2

,

❛♥❞ s❡t

A(p, q, t, x) ∶= 1

2
p ⋅ s(t, x)p + 1

2
(q −m(t, x)p) ⋅ s−1(t, x)(q −m(t, x)p), ✭✷✳✷✳✸✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② (t, x) ∈ R ×Rd✱
(p, q)↦ A(p, q, t, x) −C−1(∣p∣2 + ∣q∣2) ✐s ❝♦♥✈❡①,

❛♥❞
(p, q)↦ A(p, q, t, x) −C(∣p∣2 + ∣q∣2) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② (t, x) ∈ R ×Rd ❛♥❞ p, q ∈ Rd✱
A(p, q, t, x) ≥ p ⋅ q,

✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q = a(t, x)p✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢✖s❡❡ ❛❧s♦ ❬✼✱ ✭✷✳✻✮❪✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (p, q) ↦ A(p, q, t, x) ✐s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ C1,1 ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ω ✐♥ ✭✷✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❧❡♠♠❛ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

A(p, q, t, x) − p ⋅ q = 1

2
(a(t, x)p − q)s−1(t, x)(a(t, x)p − q).

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ H1
par(I × U) ❛♥❞

u∗ ∈ L2(I;H−1(U))✱ ❜②
J [u,u∗] ∶= inf {∫

I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g) ∶ −∇ ⋅ g = u∗ − ∂tu} . ✭✷✳✷✳✹✮

■♥ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t g ∈ L2(I ×U ;Rd)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s

∀φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U ∇φ ⋅ g = ∫I×U φ (u∗ − ∂tu) .
■♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✹✮✱ t❤❡ ❞♦t ✏ ⋅ ✑ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ A(∇u,g, ⋅) st❛♥❞s ❢♦r
t❤❡ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱

∫
I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g)

= ∫
I
∫
U
(A(∇u(t, x),g(t, x), t, x) −∇u(t, x) ⋅ g(t, x)) dxdt.



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✷✳✷ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♠❛♥② r❡❛❞❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞
t❤❡♠ t♦ ❜❡ ♦♥ ✜rst r❡❛❞✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡♠✱ ✐t ✐s ❜❡st
t♦ ✜rst ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠✉❝❤ ♦❢ ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❜❡❧♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦❢ ❬✹❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✹✱ ❈❤❛♣t❡rs ✶✲✸❪ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ◆♦✇✱
s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s
♥❛t✉r❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡rs✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♥❡s✳
❆ s✐♠✐❧❛r ✐ss✉❡ ✇❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ✇❤❡r❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
❢♦r ✏♥♦♥✲✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧✑ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✏r✐❣❤t✑ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
t♦ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t♦rs
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥t♦ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳

❲✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❛❞♦✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ▲✐♣s❝❤✐t③
❞♦♠❛✐♥ U ⊆ Rd✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ I ⊆ R ❛♥❞ p, q ∈ Rd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

µ(I ×U, p, q) ∶= inf(∇v,h)∈C0(I×U)⨏I×U A(p +∇v, q + h, ⋅), ✭✷✳✷✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r (∇v,h) r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

C0(I ×U) ∶= {(∇v,h) ∈ L2(I ×U,Rd)2 ∶ v ∈H1
par,0(I ×U) ❛♥❞

∀φ ∈ L2(I;H1(U)), ∫
I×U ∇φ ⋅ h = −∫I×U φ∂tv}. ✭✷✳✷✳✻✮

❙✐♥❝❡ φ ∈ L2(I;H1(U)) ❛♥❞ ∂tv ∈ L2(I; Ĥ−1(U))✱ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s

∫
I
⟨φ(t, ⋅), ∂tv(t, ⋅)⟩dt,

✇❤❡r❡ ❤❡r❡ ⟨⋅, ⋅⟩ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ H1(U) ❛♥❞ Ĥ−1(U)✳ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥ ✭✷✳✷✳✻✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(t, x) ∶= p ⋅ x ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ✐♥ t✐♠❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛♥②
❝❛♥❞✐❞❛t❡ h ♠✉st s❛t✐s❢②

∫
I×U h = 0. ✭✷✳✷✳✼✮

❚❤❡ ❞✉❛❧ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② µ∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② p∗, q∗ ∈ Rd✱ ❜②
µ∗(I ×U, q∗, p∗) ∶= sup

(∇u,g)∈C(I×U)⨏I×U (−A(∇u,g, ⋅) + q∗ ⋅ ∇u + p∗ ⋅ g) , ✭✷✳✷✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r (∇u,g) r❛♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡

C(I ×U) ∶= {(∇u,g) ∈ L2(I ×U ;Rd)2 ∶ u ∈H1
par(I ×U),

∀φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U ∇φ ⋅ g = −∫I×U φ∂tu}. ✭✷✳✷✳✾✮



✷✳✷✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✹✾

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ p ∈ Rd ❛♥❞ (∇v,h) ∈ C0(I ×U)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (p+∇v, q +h) ∈ C(I ×U)✳ ❯s✐♥❣ ❛❧s♦
✭✷✳✶✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✼✮✱ ✇❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② p, q, p∗, q∗ ∈ Rd✱

µ∗(I ×U, q∗, p∗) ≥ q∗ ⋅ p + p∗ ⋅ q − µ(I ×U, p, q). ✭✷✳✷✳✶✵✮

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (q∗, p∗) ↦ µ∗(I × U, q∗, p∗) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ (p, q) ↦ µ(I×U, p, q)✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❬✺✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶❪ ❛♥❞ ❬✻❪✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡
µ ❛♥❞ µ∗ ✐♥t♦ ❛ ♠❛st❡r q✉❛♥t✐t② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② J ✇❤✐❝❤ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧✐t②
♣❛✐r✐♥❣✳ ❋♦r ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ s❡t

V ∶= I ×U, ✭✷✳✷✳✶✶✮

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ 2d✲❜②✲2d ♠❛tr✐① ✜❡❧❞ A ∶ R ×Rd → R
2d×2d ❜②

A(t, x) ∶= (s(t, x) −m(t, x)s−1(t, x)m(t, x) m(t, x)s−1(t, x)
−s−1(t, x)m(t, x) s−1(t, x) ) ,

s♦ t❤❛t

A(p, q, t, x) = 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) .

❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ µ ❛♥❞ µ∗ ✐♥ ✭✷✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✽✮ ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t
♥♦t❛t✐♦♥ ✿ ❢♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱ ✇❡ ❤❛✈❡

µ(V,X) = inf
S∈X+C0(V )⨏V 1

2
S ⋅AS, ✭✷✳✷✳✶✷✮

µ∗(V,X∗) = sup
S∈C(V )⨏V (−

1

2
S ⋅AS +X∗ ⋅ S) , ✭✷✳✷✳✶✸✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✷✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

µ∗(V,X∗) ≥X ⋅X∗ − µ(V,X). ✭✷✳✷✳✶✹✮

❲❡ ♥♦✇ s❡t

S(V ) ∶= {(∇v,h) ∈ C(V ) ∶ ∀(∇φ, f) ∈ C0(V ), ∫
V
(∇φ

f
) ⋅A(∇v

h
) = 0}, ✭✷✳✷✳✶✺✮

❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱

J(V,X,X∗) ∶= sup
S∈S(V )⨏V (−

1

2
S ⋅AS −X ⋅AS +X∗ ⋅ S) . ✭✷✳✷✳✶✻✮

❚❤❡ ♠❛st❡r q✉❛♥t✐t② J ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❛t✐♦♥ ✿

J (V,(p
q
) ,(q∗

p∗)) ∶=
sup

(∇v,g)∈S(V )⨏V (−
1

2
(∇v
g
) ⋅A(∇v

g
) − (p

q
) ⋅A(∇v

g
) + (q∗

p∗) ⋅ (∇vg )) . ✭✷✳✷✳✶✼✮

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t J ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ µ ❛♥❞ µ∗✳
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▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱

J(V,X,X∗) = µ(V,X) + µ∗(V,X∗) −X ⋅X∗. ✭✷✳✷✳✶✽✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r S(⋅, V,X,X∗) ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✻✮ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ µ∗(V,X∗)
✐♥ ✭✷✳✷✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ µ(V,X) ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✷✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X∗ ∈ R2d✱

µ∗(V,X∗) = sup
S∈S(V )⨏V (−

1

2
S ⋅AS +X∗ ⋅ S) . ✭✷✳✷✳✶✾✮

▲❡t S∗ ∈ C(V ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ∗(V,X∗)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X∗ ∈ R2d

❛♥❞ S ∈ C0(V )✱
⨏
U
X∗ ⋅ S = 0. ✭✷✳✷✳✷✵✮

❇② t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r µ∗✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∀S′ ∈ C0(V ), ∫
V
S′ ⋅AS∗ = 0.

❚❤❛t ✐s✱ S∗ ∈ S(U)✱ ❛♥❞ t❤✉s ✭✷✳✷✳✶✾✮ ❤♦❧❞s✳

▲❡t X = (p, q) ∈ R2d ❛♥❞

S0 = (∇v,h) ∈X + C0(V ) ✭✷✳✷✳✷✶✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ(V, p, q) = µ(V,X)✳ ❋♦r ❡✈❡r② S ∈ S(V )✱
µ(V,X) +⨏

V
(X∗ ⋅ S − 1

2
S ⋅AS) −X ⋅X∗

= ⨏
V
(1
2
S0 ⋅AS0 − 1

2
S ⋅AS +X∗ ⋅ S) −X ⋅X∗. ✭✷✳✷✳✷✷✮

❇② ✭✷✳✷✳✷✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ X = ⨏V S0✳ ❋♦r ❡❛❝❤ S ∈ S(V )✱
⨏
V
S ⋅AS0 = ⨏

V
S ⋅AX,

❛♥❞ t❤✐s ❧❛st ✐❞❡♥t✐t② ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r S = S0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✷✷✮
✐s ❡q✉❛❧ t♦

⨏
V
(−1

2
(S − S0) ⋅A (S − S0) −X ⋅A (S − S0) +X∗ ⋅ (S − S0)) .

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t❡s ✭✷✳✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✶✻✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ❝♦❧❧❡❝ts ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ J ❛♥❞ ✐ts ♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷❪✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ✭❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ J✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② J(V,X,X∗) ❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✐③❡r S(⋅, V,X,X∗)
s❛t✐s❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✖ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (X,X∗) ↦ J(V,X,X∗) ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✳



✷✳✷✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✺✶

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ C1,1 ✐♥ X ❛♥❞ X∗ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) < ∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X1,X2,X

∗ ∈ R2d✱

1

C
∣X1 −X2∣2 ≤ 1

2
J (V,X1,X

∗) + 1

2
J (V,X2,X

∗) − J (V, 1
2
X1 + 1

2
X2,X

∗)
≤ C ∣X1 −X2∣2 ✭✷✳✷✳✷✸✮

❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② X∗1 ,X∗2 ,X ∈ R2d✱

1

C
∣X∗1 −X∗2 ∣2 ≤ 1

2
J (V,X,X∗1 ) + 1

2
J (V,X,X∗2 ) − J (V,X, 1

2
X∗1 + 1

2
X∗2 )

≤ C ∣X∗1 −X∗2 ∣2 . ✭✷✳✷✳✷✹✮

✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳ ▲❡t V1, . . . , VN ⊆ V ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥ V ✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
Vi ∩ Vj = ∅ ✐❢ i ≠ j ❛♥❞

∣V ∖ N⋃
i=1
Vi∣ = 0.

❋♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱ ✇❡ ❤❛✈❡

J(V,X,X∗) ≤ N∑
i=1

∣Vi∣∣V ∣J(Vi,X,X∗). ✭✷✳✷✳✷✺✮

✖ ❋✐rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r J ✳ ❋♦r X,X∗ ∈ R2d✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(⋅, V,X,X∗) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ S(V ) s✉❝❤ t❤❛t

∀T ∈ S(V ), ⨏
V
T ⋅AS(⋅, V,X,X∗) = ⨏

V
(−X ⋅AT +X∗ ⋅ T ) . ✭✷✳✷✳✷✻✮

✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d ❛♥❞ T ∈ S(V )✱
1

C
⨏
V
∣T − S(⋅, V,X,X∗)∣2

≤ J(V,X,X∗) −⨏
V
(−1

2
T ⋅AT −X ⋅AT +X∗ ⋅ T)

≤ C ⨏
V
∣T − S(⋅, V,X,X∗)∣2 . ✭✷✳✷✳✷✼✮

✖ ❋♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ J ✳ ❋♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱

∇XJ(V,X,X∗) = −⨏
V
AS(⋅, V,X,X∗) ✭✷✳✷✳✷✽✮

❛♥❞
∇X∗J(V,X,X∗) = ⨏

V
S(⋅, V,X,X∗). ✭✷✳✷✳✷✾✮

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤♦s❡
♦❢ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷❪✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✼✳ ❙✐♥❝❡X∗ ↦ µ∗(V,X∗) ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✷✳✷✽✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺
t❤❛t ⨏

V
S(⋅, V,X,0) = ∇X∗J(V,X,0) = −X, ✭✷✳✷✳✸✵✮
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❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ −S(⋅, V,X,0) ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❞✉❛❧ ✐❞❡♥t✐t②

⨏
V
AS(⋅, V,0,X∗) =X∗.

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ S(I ×U) ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❞✉❛❧✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ A(I × U) t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s
u ∈H1

par(I ×U) ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ I ×U,

❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ A∗(I × U) t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s u∗ ∈ H1
par(I × U) ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧

❡q✉❛t✐♦♥
∂tu
∗ +∇ ⋅ (at∇u∗) = 0 ✐♥ I ×U.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱

A(I ×U) ∶=
{u ∈H1

par(I ×U) ∶ ∀w ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U w∂tu = −∫I×U ∇w ⋅ a∇u} ,
A∗(I ×U) ∶=

{u∗ ∈H1
par(I ×U) ∶ ∀w ∈ L2(I;H1

0(U)), ∫
I×U w∂tu

∗ = ∫
I×U ∇w ⋅ at∇u∗} .

▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ❲❡ ❤❛✈❡

S(V ) ∶= {(∇u +∇u∗,a∇u − at∇u∗) ∶ u ∈ A(V ), u∗ ∈ A∗(V )} . ✭✷✳✷✳✸✶✮

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t V = I ×U ✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② S ′(I ×U) t❤❡ s❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✷✳✸✶✮✳ ❚❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∫

I×U(∇φ, f) ⋅A(∇v,h) = 0
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s

∫
I×U (∇φ ⋅ s∇v + (f −m∇φ) ⋅ s−1 (h −m∇v)) = 0. ✭✷✳✷✳✸✷✮

❲❡ ✜rst ✈❡r✐❢② t❤❛t S(I × U) ⊆ S ′(I × U)✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ {0} × L2(I,L2
sol,0(U)) ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢

C0(I ×U)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ✭✷✳✷✳✸✷✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❡✈❡r② (∇φ,h) ∈ C0(I ×U)✱ t❤❡♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

∀f ∈ L2(I;L2
sol,0(U)), ∫

I×U f ⋅ s−1(h −m∇v) = 0.
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s−1(h −m∇v) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ L2(I;L2

sol,0(U)) ✐♥ L2(I ×U)✳
❚❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts w ∈ L2(I;H1(U)) s✉❝❤ t❤❛t

s−1(h −m∇v) = ∇w,
❛♥❞ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (∇φ, f) ∈ C0(I ×U)✱

∫
I×U (∇φ ⋅ (s∇v +m∇w) −w∂tφ) = 0.



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✺✸

❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② ∆−1N t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ U ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ φ ∈H1

par,0(I ×U)✱ t❤❡ ♣❛✐r (∇φ,∇∆−1N (∂tφ)) ❜❡❧♦♥❣s t♦C0(I ×U)✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛❜♦✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② φ ∈H1
par,0(I ×U)✱ ❛♥❞ ✇❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡

t❤❛t ∂tw ∈ L2(I,H−1(U))✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜② ♣❛rts ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∀φ ∈H1
par,0(I ×U), ∫

I×U (∇φ ⋅ (s∇v +m∇w) + φ∂tw) = 0. ✭✷✳✷✳✸✸✮

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛r❜✐tr❛r② φ ∈ L2(I;H1
0(U)) ❜② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐✲

r❡♠❡♥t t❤❛t (∇v,h) ∈ C(I ×U) ❜r✐♥❣s
∀ψ ∈ L2(I;H1

0(U)), ∫
I×U (∇ψ ⋅ (s∇w +m∇v) + ψ ∂tv) = 0. ✭✷✳✷✳✸✹✮

❙❡tt✐♥❣

u ∶= 1

2
(v +w), u∗ ∶= 1

2
(v −w), ✭✷✳✷✳✸✺✮

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t u ∈ A(I ×U), u∗ ∈ A∗(I ×U)✱ ✇✐t❤
v = 1

2
(u + u∗), h = a∇u − at∇u∗,

❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t S(I ×U) ⊆ S ′(I ×U)✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ u ∈ A(I ×U) ❛♥❞ u∗ ∈ A∗(I ×U)✱ ✇❡ s❡t

v = u + u∗, w ∶= u − u∗, h ∶= a∇u − at∇u∗ = s∇w +m∇v,
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

a∇u + at∇u∗ = s∇v +m∇w.
❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✭✷✳✷✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✳✸✹✮ ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✸✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞
❢♦r ❡✈❡r② (∇φ, f) ∈ C0(I × U)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t (∇v,h) ∈ S(I × U)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s s❤♦✇♥ t❤❛t
S ′(I ×U) ⊆ S(I ×U)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✾✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r S = (∇u +∇u∗,a∇u − at∇u∗) ∈ S(V )✱ ✇❡ ❤❛✈❡

AS = (a∇u + at∇u∗,∇u −∇u∗). ✭✷✳✷✳✸✻✮

■♥❞❡❡❞✱ ✭✷✳✷✳✸✻✮ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ∇u ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ♦♥❡ ❤❛❧❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ AS✱ ❛♥❞ a∇u ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ ❝♦rr❡❝t♦rs✳

✷✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❲❡ ❝♦❧❧❡❝t ❤❡r❡ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳
❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ✏♠✉❧t✐s❝❛❧❡✑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✲t②♣❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S(⊡n)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❡❧♠❤♦t③✲❍♦❞❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❡st✳

❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ ❛ ✉s❡❢✉❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦♥❧②✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✳ ▲❡t ψ ∈ L2(◻n) s❛t✐s❢②
⨏◻n ψ = 1.

❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈H1(◻n)✱
∥u − ⨏◻n uψ∥L2(◻n)

≤ C ∥ψ∥L2(◻n) ∥∇u∥Ĥ−1(◻n) . ✭✷✳✸✳✶✮

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ✉s✉❛❧ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t

∣⨏◻n u (1 − ψ)∣ ≤ C ∥ψ∥L2(◻n) ∥∇u∥H−1(◻n) . ✭✷✳✸✳✷✮

▲❡t w ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−∆w = 1 − ψ ✐♥ ◻n,
n ⋅ ∇w = 0 ♦♥ ∂ ◻n .

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ∫◻n(1 − ψ) = 0✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ H2 ❡st✐♠❛t❡ ✭s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ❇✳✶✽❪✮

∥∇w∥H1(◻n) ≤ C ∥1 − ψ∥L2(◻n) ≤ C (1 + ∥ψ∥L2(◻n)) ≤ C ∥ψ∥L2(◻n) .

❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r w ❜② u t❤✉s ②✐❡❧❞s

∣⨏◻n u (1 − ψ)∣ = ∣⨏◻n ∇u ⋅ ∇w∣≤ C ∥∇u∥
Ĥ
−1(◻n) ∥∇w∥H1(◻n)

≤ C ∥ψ∥L2(◻n) ∥∇u∥Ĥ−1(◻n) .

❋♦r ❡✈❡r② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r V ❛♥❞ f ∈ L1(V )✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤♦rt❤❛♥❞
♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ f ♦✈❡r V ✿

(f)V ∶= ⨏
V
f. ✭✷✳✸✳✸✮

❇② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ 1 + d ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥u − (u)⊡n∥L2(⊡n) ≤ C3n∥∇u∥L2(⊡n) +C32n∥∂tu∥L2(⊡n). ✭✷✳✸✳✹✮

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr② t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✸✳✹✮ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞✖s❡❡ ❛❧s♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✸ ❜❡❧♦✇✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈H1
par(⊡n) ❛♥❞ g ∈ L2(⊡n;Rd)

s❛t✐s❢②✐♥❣ ∂tu = ∇ ⋅ g✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥u − (u)⊡n∥L2(⊡n) ≤ C (∥∇u∥L2(In;Ĥ−1(◻n)) + ∥g∥L2(In;H−1(◻n))) .



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✺✺

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✷✳ ■♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✸ ❛♥❞ Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂tu = ∇ ⋅ g ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s

∀φ ∈ L2(In;H1
0(◻n)), ∫⊡n ∇φ ⋅ g = −∫⊡n φ∂tu.

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t (∇u,g) ∈ C(⊡n)✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s t❛❦❡
g = ∇∆−1◻n∂tu✱ ✇❤❡r❡ ∆−1◻n ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ ◻n ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✮✳ ▲❡t ψ ∈ C∞c (◻n) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt
✐♥ ◻n s✉❝❤ t❤❛t ⨏◻n ψ(x)dx = 1✱ 0 ≤ ψ ≤ 2✱ ❛♥❞

3−n ∥∇ψ∥L∞(◻n) + ∥∇2ψ∥
L∞(◻n) ≤ C3−2n. ✭✷✳✸✳✺✮

❲❡ ✇r✐t❡ (u)◻n,ψ ∶= ⨏◻n u(x)ψ(x)dx ❛♥❞ (u)◻n ∶= ⨏◻n u(x)dx✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✐♥
t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✮ ✐♥ t✐♠❡ s❧✐❝❡s ❣✐✈❡s✱ ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ In✱

∥u(t, ⋅) − (u(t, ⋅))◻n,ψ∥L2(◻n) ≤ C ∥∇u(t, ⋅)∥Ĥ−1(◻n) .
❚❤✉s ⨏

In
⨏◻n ∣u(t, x) − (u(t, ⋅))◻n,ψ ∣2 dxdt ≤ C ⨏In ∥∇u(t, ⋅)∥2Ĥ−1(◻n) dt. ✭✷✳✸✳✻✮

❙✐♥❝❡ ψ ∈H1
0(U) ❛♥❞ ∇ψ ∈H1

0(U ;Rd)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ In✱
∣∂t (u(t, ⋅))◻n,ψ ∣ = ∣⨏◻n ψ(x)∂tu(t, x)dx∣

= ∣⨏◻n ∇ψ(x) ⋅ g(t, ⋅)(x)dx∣≤ C ∥∇ψ∥H1(◻n) ∥g(t, ⋅)∥H−1(◻n)≤ C3−2n ∥g(t, ⋅)∥H−1(◻n) .
❚❤✉s

sup
t∈In
∣(u(t, ⋅))◻n,ψ −⨏In×◻n ψ(x)u(t, x)dxdt∣
≤ ∫

In
∣∂t (u(t, ⋅))◻n,ψ ∣ dt

≤ C3−2n∫
In
∥g(t, ⋅)∥H−1(◻n) dt

= C ⨏
In
∥g(t, ⋅)∥H−1(◻n) dt.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ ✭✷✳✸✳✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

⨏
In
⨏◻n ∣u(t, x) −⨏In×◻n ψ(y)u(s, y)dsdy∣

2

dxdt

≤ C ⨏
In
∥∇u(t, ⋅)∥2

Ĥ
−1(◻n) dt + (⨏In ∥g(t, ⋅)∥H−1(◻n) dt)

2

.

❙✐♥❝❡
∥u − (u)⊡n∥L2(⊡n) = infc∈R ∥u − c∥L2(⊡n),

t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ r❡s✉❧t✳
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❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ H1
par(⊡n) ❛♥❞ g ∈ L2(⊡n,Rd)

s❛t✐s❢②✐♥❣ ∂tu = ∇ ⋅ g✱
∥u − (u)⊡n∥L2(⊡n) ≤ C3n (∥∇u∥L2(⊡n) + ∥g∥L2(⊡n)) . ✭✷✳✸✳✼✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

∥v∥L2(In;H−1(◻n)) ≤ ∥v∥L2(In;Ĥ−1(◻n)) ≤ C3n ∥v∥L2(⊡n) .

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✹✳ ❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✷ t❤❛t ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✸✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡
g = ∇∆−1◻n∂tu✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② f ∈ L2(In;H−1(◻n))✱

C−1 ∥f∥L2(In;H−1(◻n)) ≤ ∥∇∆−1◻nf∥L2(⊡n) ≤ C∥f∥L2(In;H−1(◻n)).

■♥❞❡❡❞✱ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ♥♦r♠ ∥⋅∥H1(◻n) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ u ↦
∥∇u∥L2(◻n) ♦♥ H

1
0(◻n)✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱

sup{⨏⊡n fφ ∶ φ ∈ L2(In;H1
0(◻n)), ∥∇φ∥L2(⊡n) ≤ 1}

= sup{⨏⊡n ∇φ ⋅ ∇∆−1◻nf ∶ φ ∈ L2(In;H1
0(◻n)), ∥∇φ∥L2(⊡n) ≤ 1}

= ∥∇∆−1◻nf∥L2(⊡n).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✸✳✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠ ∥g∥L2(⊡n) ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
∥∂tu∥L2(In;H−1(◻n))✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ H−1par(V ) ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ m,n ∈ N✱ m ≤ n✱ ✇❡ s❡t

Zm ∶= [(32mZ) × (3mZd)] ∩ ⊡n. ✭✷✳✸✳✽✮

❆❧t❤♦✉❣❤ Zm ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ n✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✐❞❡♥t✐t②
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ ❬✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✭▼✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② n ≥ 1 ❛♥❞ f ∈ L2(⊡n)✱

∥f∥
Ĥ
−1
par(⊡n) ≤ C∥f∥L2(⊡n) +C

n−1∑
m=0

3m
⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣(f)z+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✮✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✷✳✶✳✶✺✮✱ ✇❡ ✜① g ∈H1
par(⊡n) s✉❝❤ t❤❛t

∥g∥H1
par(⊡n) ≤ 1, ✭✷✳✸✳✾✮

❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✺✼

❙t❡♣ ✶✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
m ∈ {0, . . . , n}✱

∑
z∈Zm

∫
z+⊡m

∣g − (g)z+⊡m ∣2 ≤ C ∣ ⊡n ∣32m. ✭✷✳✸✳✶✵✮

❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✸ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✹✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

C32m ∣ ⊡m ∣ ∑
z∈Zm

(∥∇g∥2
L2(z+⊡m) + ∥∂tg∥2L2(z0+Im,H−1(z′+◻m))) ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✇r✐t❡ z = (z0, z′) ∈ Z × Zd✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞✱ s✐♥❝❡
❜② ✭✷✳✸✳✾✮✱

∣ ⊡m ∣ ∑
z∈Zm

∥∇g∥2
L2(z+⊡m) = ∫⊡n ∣∇g∣2 ≤ ∣ ⊡n ∣.

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✇❡ ✇r✐t❡

∑
z∈Zm

∥∂tg∥2L2(z0+Im,H−1(z′+◻m))

= sup⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ ∑z∈Zm

(⨏
z+⊡m

φz ∂tg)2 ∶ φz ∈ L2(z0 + Im;H1
0(z′ + ◻m)), ∥∇φz∥L2(z+⊡m) ≤ 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

❋♦r φz s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣ ⊡n ∣−1 ∑
z∈Zm

(∫
z+⊡m

φz ∂tg)2 = ⨏⊡n ∂tg
⎛
⎝ ∑z∈Zm

φz ∫
z+⊡n

φz∂tg
⎞
⎠

≤ ∥∂tg∥L2(In;H−1(◻n))
XXXXXXXXXXX ∑z∈Zm

φz ∫
z+⊡n

φz∂tg

XXXXXXXXXXXL2(In;H1(◻n))
.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜② ✭✷✳✸✳✾✮✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 1✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s φz✱

XXXXXXXXXXX ∑z∈Zm

φz ∫
z+⊡n

φz∂tg

XXXXXXXXXXX
2

L2(In;H1(◻n))
≤ C XXXXXXXXXXX ∑z∈Zm

∇φz ∫
z+⊡n

φz∂tg

XXXXXXXXXXX
2

L2(⊡n)

≤ C ∣ ⊡m ∣∣ ⊡n ∣ ∑z∈Zm

(∫
z+⊡m

φz ∂tg)2 .
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞✐s♣❧❛②s✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t

∑
z∈Zm

∥∂tg∥2L2(z0+Im,H−1(z′+◻m)) ≤ C ∣ ⊡n ∣∣ ⊡m ∣ ,

❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✸✳✶✵✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ⨏⊡n fg✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐♥t♦

⨏⊡n fg = ⨏⊡n f(g − (g)⊡n) + (f)⊡n (g)⊡n . ✭✷✳✸✳✶✶✮



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ H1
par ♥♦r♠ ✐♥ ✭✷✳✶✳✶✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (g)⊡n ≤ 3n✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❏❡♥s❡♥✬s

✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

(f)⊡n (g)⊡n ≤ 3n ∣(f)⊡n ∣ ≤ C3n−1 ⎛⎝∣Zn−1∣−1 ∑z∈Zn−1

∣(f)z+⊡n−1 ∣2⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✸✳✶✷✮

❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✸✳✶✶✮ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ❋♦r
❡✈❡r② m ∈ {0, . . . , n − 1} ❛♥❞ z ∈ Zm+1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∫
z+⊡m+1

f ⋅ (g − (g)z+⊡m+1) = ∑
y∈Zm∩(z+⊡m+1)

∫
y+⊡m

f ⋅ (g − (g)y+⊡m)
+ ∣ ⊡m ∣ ∑

y∈Zm∩(z+⊡m+1)
((g)y+⊡m − (g)z+⊡m+1) ⋅ (f)y+⊡m . ✭✷✳✸✳✶✸✮

❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r z ∈ Zm+1 ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❣❡t

∑
z∈Zm+1

∫
z+⊡m+1

f ⋅ (g − (g)z+⊡m+1) ≤ ∑
y∈Zm

∫
y+⊡m

f ⋅ (g − (g)y+⊡m)

+ ∣ ⊡m ∣⎛⎝ ∑
z∈Zm+1

y∈Zm∩(z+⊡m+1)
∣(g)y+⊡m − (g)z+⊡m+1 ∣2 ⎞⎠

1
2 ⎛
⎝ ∑y∈Zm

∣(f)y+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.

❇② ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ z ∈ Zm+1✱
∑

y∈Zm∩(z+⊡m+1)
∣(g)y+⊡m − (g)z+⊡m+1 ∣2 ≤ ∑

y∈Zm∩(z+⊡m+1)
⨏
y+⊡m

∣g − (g)z+⊡m+1 ∣2 ,

❛♥❞ t❤✉s✱ ❜② ✭✷✳✸✳✶✵✮✱

∑
z∈Zm+1

y∈Zm∩(z+⊡m+1)
∣(g)y+⊡m − (g)z+⊡m+1 ∣2 ≤ C ∣ ⊡n ∣∣ ⊡m ∣ 3

2m.

❯s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❛t ∣Zm∣ = ∣ ⊡n ∣/∣ ⊡m ∣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ✭✷✳✸✳✶✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑
z∈Zm+1

∫
z+⊡m+1

f ⋅ (g − (g)z+⊡m+1)

≤ ∑
y∈Zm

∫
y+⊡m

f ⋅ (g − (g)y+⊡m) +C ∣ ⊡n ∣3m ⎛⎝∣Zm∣−1 ∑y∈Zm

∣(f)y+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.

❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r m ∈ {0, . . . , n − 1} ②✐❡❧❞s
∫⊡n f (g − (g)⊡n)

≤ ∑
z∈Z0

∫
z+⊡0

f ⋅ (g − (g)z+⊡0) +C ∣⊡m∣
n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑y∈Zm

∣(f)y+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✺✾

❍❡♥❝❡✱ ❜② ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✶✵✮✱

∫⊡n f (g − (g)⊡n)
≤ C ∣ ⊡n ∣ 12 (∫⊡n ∣f ∣2)

1
2 +C ∣⊡n∣ n−1∑

m=0
3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑y∈Zm

∣(f)y+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ∣ ⊡n ∣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ✭✷✳✸✳✶✶✮✲✭✷✳✸✳✶✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

⨏⊡n fg ≤ C∥f∥L2(⊡n) +C n∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑y∈Zm

∣(f)y+⊡m ∣2⎞⎠
1
2

.

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ g s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✸✳✾✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏♠✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✑ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✐s ❜❡st ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱ u ∈H1
par(⊡n+1)

❛♥❞ g ∈ L2(⊡n+1;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣ ∂tu = ∇ ⋅ g✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥u − (u)⊡n∥L2(⊡n) ≤ C∥∇u∥Ĥ−1par(⊡n+1) +C∥g∥Ĥ−1par(⊡n+1).
❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r
❡✈❡r② r > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(r, d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱ u ∈ H1

par(⊡n) ❛♥❞
g ∈ L2(⊡n;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣ ∂tu = ∇ ⋅ g✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥u − (u)⊡n−r∥L2(⊡n−r) ≤ C∥∇u∥Ĥ−1par(⊡n) +C∥g∥Ĥ−1par(⊡n).
❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛❜♦✈❡ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r r = 0✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐t ❛s ❛♥ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♦✉rs❡❧✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ❡st✐♠❛t❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✺ ❛♥❞ ✷✳✶✻ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✭✐♥t❡r✐♦r✮ L2 ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ u ✐♥
t❡r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ∇u ❛♥❞ g ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶❪✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r
✐♥t❡r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✏s✐♥❣❧❡✲s❝❛❧❡✑ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ∇u ❛♥❞ g ❞✐s♣❧❛② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s
❢❡❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♦✉r s✉❜s❡q✉❡♥t ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ H2 ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ st❛t❡ ✐t ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❜② H1

#(U)✱ H1
par,#(I ×U)✱ ❡t❝✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽ ✭H2 ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
n ∈ N✱ ✐❢ f ∈ L2(⊡n) ❛♥❞ u ∈H1

par,#(⊡n) s♦❧✈❡s t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(∂t −∆)u = f ✐♥ ⊡n,
u = 0 ♦♥ {−32n

2
} × ◻n, ✭✷✳✸✳✶✹✮

t❤❡♥ ∇u ∈H1
par,#(⊡n) ❛♥❞

3−n∥u∥H1
par,#(⊡n) + ∥∇u∥H1

par,#(⊡n) ≤ C∥f∥L2(⊡n). ✭✷✳✸✳✶✺✮
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Pr♦♦❢✳ ❇② s❝❛❧✐♥❣✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r n = 0✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s ∈ I0✱ ✇❡ t❡st ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✶✹✮
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (t, x) ↦ 1t<su(t, x) ❛♥❞ ❣❡t

∫(− 1
2
,s)×◻0

(u∂tu + ∣∇u∣2) = ∫(− 1
2
,s)×◻0

uf,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
1

2
∥u(s, ⋅)∥2L2(◻0) +∫(− 1

2
,s)×◻0

∣∇u∣2 ≤ ∥u∥L2(⊡0) ∥f∥L2(⊡0).

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r s ∈ I0✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

sup
s∈I0
∥u(s, ⋅)∥L2(◻0) ≤ ∥u∥L2(⊡0)

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∥u∥L2(⊡0) + ∥∇u∥L2(⊡0) ≤ C∥f∥L2(⊡0).

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ∥∇2u∥L2(⊡0)✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✱ ✇❡
❤❛✈❡ ∥∇2u∥L2(⊡0) = ∥∆u∥L2(⊡0)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✸✳✶✹✮✱ ✇❡ ❣❡t

∥∆u∥2L2(⊡0) = ∫⊡0 ∆u(f + ∂tu) = ∫⊡0 f∆u −∫⊡0 ∇u ⋅ ∂t∇u,
✇✐t❤

∫⊡0 ∇u ⋅ ∂t∇u = 1

2
∥∇u (1

2
, ⋅)∥2

L2(◻0) ≥ 0,
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

∥∆u∥L2(◻0) ≤ ∥f∥L2(◻0). ✭✷✳✸✳✶✻✮

❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ u ❛♥❞ ∇u✳ ◆♦t❡ t❤❛t
∥∂t∇u∥L2(I0;H−1#

(◻0)) = sup{∫⊡0 ∂t∇u ⋅ F ∶ ∥F ∥L2(I0;H1
#
(◻0)) ≤ 1}

= sup{∫⊡0 ∂tu∇ ⋅ F ∶ ∥F ∥L2(I0;H1
#
(◻0)) ≤ 1}

≤ ∥∂tu∥L2(⊡0),

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ L2✲♥♦r♠ ♦❢ ∂tu ✉s✐♥❣ ✭✷✳✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✶✻✮ ✿

∥∂tu∥L2(⊡0) = ∥f +∆u∥L2(⊡0) ≤ 2∥f∥L2(⊡0).

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❜♦✉♥❞

∥∂tu∥L2(I0;H−1#
(◻0)) ≤ C∥∂tu∥L2(⊡0)

❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✸✳✶✺✮✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✮✳ ❇② ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r n = 0✳ ▲❡t
ψ ∈ C∞c (R1+d) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ⊡−2 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ∫R1+d ψ = 1✳ ❲❡
❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✳



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✻✶

❙t❡♣ ✶✳ ▲❡t η ∈ C∞c (⊡1) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ⊡3/4 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t
η ≡ 1 ♦♥ ⊡1/2✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,ψ, η) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② u ∈ L2(⊡1)✱

∥η (u − u ⋆ψ) ∥Ĥ−1par(⊡1) ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) , ✭✷✳✸✳✶✼✮

❋♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ ✇❡ s❡t
ψn ∶= 3n(2+d)ψ(32nt,3nx).

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ−1 − ψ0 ✐s ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ♦❢ ♠❡❛♥ ③❡r♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❡✳❣✳ ❬✹✱
▲❡♠♠❛ ✺✳✼❪ ✭✐♥ 1 + d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ t♦ r❡✇r✐t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

ψ−1 − ψ0 = ∂th○ +∇ ⋅ h′,
✇❤❡r❡ h = (h○,h′) ∈ C∞c (R1+d;R×Rd) ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ⊡−2 ✭✇✐t❤ h○ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ R ❛♥❞ h′ ✐♥
R
d✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n ∈ N✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

hn(t, x) = (h○n,h′n)(t, x) ∶= 3n(2+d)h(32nt,3nx),
s♦ t❤❛t

ψn−1 − ψn = 3−2n∂th○n + 3−n∇ ⋅ h′n.
❙✐♥❝❡ u ⋆ψn → u ✐♥ L2(⊡3/4)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❜♦✉♥❞

∥η (u − u ⋆ψ) ∥Ĥ−1par(⊡1) ≤
+∞∑
n=0
∥η (u ⋆ψn−1 − u ⋆ψn) ∥Ĥ−1par(⊡1). ✭✷✳✸✳✶✽✮

❲❡ ♥❡①t ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ ⊡3/4✱
(u ⋆ψn−1 − u ⋆ψn)(z) = ∫⊡1 u(y) (3−2n∂th○n + 3−n∇ ⋅ h′n) (z − y)dy

= ∫⊡1 (3−2n∂tu(y)h○n(z − y) + 3−n∇u(y) ⋅ h′n(z − y)) dy
= 3−n∫⊡1 ∇u(y) ⋅ h′n(z − y)dy

− 3−2n∫⊡1 g(y) ⋅ ∇h○n(z − y)dy,
❲❡ ✜① f ∈H1

par(⊡1)✱ s❡t f̃ ∶= ηf ✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡

∫⊡1 η(u ⋆ψn−1 − u ⋆ψn)f = 3−n∫⊡1 ∇u ⋅ (f̃ ∗ h′n) − 3−2n∫⊡1 g ⋅ (f̃ ∗∇h○n).
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,ψ,h) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∥f̃ ∗ h′n∥H1
par(⊡1) + 3−n∥f̃ ∗∇h○n∥H1

par(⊡1) ≤ C∥f∥H1
par(⊡1).

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✉s s❤♦✇♥ t❤❛t

∥η (u ⋆ψn−1 − u ⋆ψn) ∥Ĥ−1par(⊡1) ≤ C3−n (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) .
❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r n ∈ N ✐♥ ✭✷✳✸✳✶✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✸✳✶✼✮✳
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❙t❡♣ ✷✳ ❉❡✜♥❡
c(u) ∶= u ⋆ψ(0).

■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,ψ, η) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∥η (u − c(u)) ∥Ĥ−1par(⊡1) ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) . ✭✷✳✸✳✶✾✮

❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,ψ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱
❢♦r ❡✈❡r② y, z ∈ ⊡3/4✱

∣u ⋆ψ(z) − u ⋆ψ(y)∣ ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) . ✭✷✳✸✳✷✵✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✸✳✷✵✮ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ♦♥❧② s✐♠♣❧❡r ✿ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
ψ(⋅ − z) − ψ(⋅ − y) ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

∂th̃
○ +∇ ⋅ h̃′,

✇✐t❤ (h̃○, h̃′) ∈ C∞c (⊡1;R ×Rd)✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✸✳✷✵✮ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✳

❙t❡♣ ✸✳ ❋♦r ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡
ũ ∶= u − c(u).

▲❡t χ ∈ C∞c (⊡1) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ⊡1/2 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t χ ≡ 1 ♦♥ ⊡0✳
■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,ψ, η, χ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∥χũ∥L2(⊡1) ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) . ✭✷✳✸✳✷✶✮

▲❡t w ∈H1
par,#(⊡1) s♦❧✈❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(∂t −∆)w = χũ ✐♥ ⊡1,
w = 0 ♦♥ {−9

2
} × ◻1. ✭✷✳✸✳✷✷✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∥w∥H1
par,#

(⊡1) + ∥∇w∥H1
par,#

(⊡1) ≤ C∥χũ∥L2(⊡1). ✭✷✳✸✳✷✸✮

❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✷✷✮ ❛❣❛✐♥st χũ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❣✐✈❡s

∥χũ∥2L2(⊡1) = ∫⊡1 (∇w ⋅ ∇ (χũ) −w∂t (χũ))
= ∫⊡1 (∇w ⋅ ∇ (χũ) +∇ (χw) ⋅ g − ∂tχwũ)≤ ∥∇w∥H1

#,par(⊡1)
(∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥ũ∇χ∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1))

+ ∥w∥H1
#,par(⊡1)

(∥g∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥ũ∇χ∥Ĥ−1par(⊡1)) .
❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✷✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✸✳✷✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✱ s✐♥❝❡

∥u − (u)⊡0∥L2(⊡0) ≤ ∥u − c(u)∥L2(⊡0) ≤ ∥χ (u − c(u)) ∥L2(⊡0).



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✻✸

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S(⊡n)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ S ∈
S(⊡n+1)✱ ∥S∥L2(⊡n) ≤ C3−n∥S∥Ĥ−1par(⊡n+1).

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
Ĥ−1par(I ×U)✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✵ ✭■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥ−1par✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(I,U, d) < ∞ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤
u∗ ∈ L2(I ×U)✱ ❛ ♣❛✐r (w,w∗) ∈ L2(I;H1

0(U)) ×L2(I;H−1(U)) s✉❝❤ t❤❛t

u∗ = ∂tw +w∗, ✭✷✳✸✳✷✹✮

✇✐t❤ ∥w∥L2(I;H1(U)) + ∥w∗∥L2(I;H−1(U)) ≤ C∥u∗∥Ĥ−1par(I×U). ✭✷✳✸✳✷✺✮

▲❡t V ⊆ V ′ ⊆ I×U ❜❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦❢ I×U s✉❝❤ t❤❛t V ⊆ V ′✳ ■❢ u∗ ✈❛♥✐s❤❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ V ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣❛✐r (w,w∗) ∈ L2(I;H1

0(U)) ×L2(I;H−1(U)) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✸✳✷✹✮✲✭✷✳✸✳✷✺✮ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t
C(V,V ′, I,U, d) < ∞✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t w ❛♥❞ w∗ ✈❛♥✐s❤ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ V ′✳

Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ ❜②∆−1◻n t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ ◻n ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

(u, v) ↦ ⨏
I×U (∣U ∣−

2
duv +∇u ⋅ ∇v +∇∆−1U ∂tu ⋅ ∇∆−1U ∂tv)

✐s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❢♦r t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H1
par(I ×U)✳ ❇② t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ u ∈H1
par(I ×U) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② v ∈H1

par(I ×U)✱
⨏
I×U u

∗v = ⨏
I×U (∣U ∣−

2
duv +∇u ⋅ ∇v +∇∆−1U ∂tu ⋅ ∇∆−1U ∂tv) ,

❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❡st✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡♥t✐t② ✇✐t❤ v = u✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∥u∥H1

par(I×U) ≤ C∥u∗∥Ĥ−1par(I×U). ✭✷✳✸✳✷✻✮

❲❡ s❡t
w ∶=∆−1U ∂tu ❛♥❞ w∗ ∶= ∣U ∣− 2

du −∆u.
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✸✳✷✺✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✳✸✳✷✻✮✳ ❋♦r v ∈H1

par(I ×U) ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ I ×U ✱
✇❡ ❤❛✈❡ ⨏

I×U u
∗v = ⨏

I×U (w∗v + ∂twv) .
❙✐♥❝❡ u∗ ∈ L2(I × U)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❜② ❞❡♥s✐t② t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t w∗ + ∂tw ∈ L2(I × U)✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❛❜♦✈❡ t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s ✭✷✳✸✳✷✹✮✳

■❢ u∗ ✈❛♥✐s❤❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ V ⊆ I ×U ✱ t❤❡♥ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ s♠♦♦t❤ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ η s✉❝❤ t❤❛t η ≡ 1
♦♥ V ❛♥❞ η ≡ 0 ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ V ′✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡

u∗ = ηu∗ = η(∂tw +w∗)= ∂t(ηw) + ηw∗ −w∂tη.
❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♥♦r♠s✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✳ ❇② s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛② ✜① n = 0✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
S ∈ S(⊡1) ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C0(⊡1) ❛♥❞ t❤✉s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t S(⊡1)✱ s❡❡ ✭✷✳✷✳✶✺✮✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❍♦❞❣❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ S ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❞✉❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈❛r✐❛♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❤❡❛t ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ ❢♦✉r st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③✲❍♦❞❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ S✱ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦r♠s✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣
✉s❡s t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ S t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C0(⊡1) ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❙t❡♣ ✶✳ ❲❡ ✇r✐t❡ S = (∇u,g) ∈ S(⊡1)✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t s✐♥❝❡ S(⊡1) ⊆ C(⊡1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∂tu = ∇ ⋅g✱
s❡❡ ✭✷✳✷✳✾✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜① s♦ t❤❛t

⨏⊡3/4 u = 0.
▲❡t η ∈ C∞c (⊡1) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ⊡3/4✱ s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ η ≤ 1 ❛♥❞
η ≡ 1 ♦♥ ⊡1/2✳ ❲❡ s❡t

ũ ∶= ηu, ❛♥❞ ∀j ∈ {1, . . . , d}, g̃j ∶= ηgj .
❋♦r ❡❛❝❤ j ∈ {1, . . . , d}✱ ❧❡t T0j ∈H1

par,#(⊡1) ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(∂t −∆)T0j = g̃j − ∂xj ũ ✐♥ ⊡1,
T0j = 0 ♦♥ {−9

2
} × ◻1. ✭✷✳✸✳✷✼✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✵ t❤❡r❡ ❡①✐st (wj ,w∗j ) ∈ L2(I1;H1
0(◻1))×L2(I1;H−1(◻1)) ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ∂⊡1 ❛♥❞ s❛t✐s❢②
g̃j − ∂xj ũ = ∂twj +w∗j ,

✇✐t❤ ∥wj∥L2(I1;H1(◻1)) + ∥w∗j ∥L2(I1;H−1(◻1)) ≤ C∥g̃j − ∂xj ũ∥Ĥ−1par(⊡1).

❙✐♥❝❡ (wj ,w∗j ) ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ∂⊡1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♣❛✐r ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

L2(I1;H1
#(◻1)) ×L2(I1;H−1# (◻1)),

✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥wj∥L2(I1;H1
#
(◻1)) + ∥w∗j ∥L2(I1;H−1#

(◻1)) ≤ C∥g̃j − ∂xj ũ∥Ĥ−1par(⊡1).

❙✐♥❝❡ g̃j − ∂xj ũ ∈ L2(⊡1)✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ∂twj ∈ L2(I1;H−1# (⊡1))✱ ❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t
wj ∈ H1

#,par,⊔(⊡1)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤❡❛t ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡r❡
❡①✐st ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) <∞ ❛♥❞ T ′0j ∈H1

#,par,⊔(⊡1) s✉❝❤ t❤❛t

(∂t −∆)T ′0j = −∆wj +w∗j ,
✇✐t❤

∥T ′0j∥L2(⊡1) + ∥∇T ′0j∥L2(⊡1) ≤ C (∥wj∥L2(I1;H1(◻1)) + ∥w∗j ∥L2(I1;H−1(◻1)))≤ C∥g̃j − ∂xj ũ∥Ĥ−1par(⊡1).



✷✳✸✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✻✺

❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ (∂t −∆)(wj + T ′0j − T0j) = 0,
✇✐t❤ wj + T ′0j − T0j ∈H1

#,par,⊔(⊡1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
T0j = wj + T ′0j ,

❛♥❞ ∥T0j∥L2(⊡1) + ∥∇T0j∥L2(⊡1) ≤ C∥g̃j − ∂xj ũ∥Ĥ−1par(⊡1).

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ∥g̃j∥H−1par(⊡1) ≤ C∥gj∥H−1par(⊡1)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻✱ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛✲
r✐s♦♥ ∥ũ∥H−1par(⊡1) ≤ ∥ũ∥L2(⊡1) ≤ ∥u∥L2(⊡3/4) = ∥u − (u)⊡3/4∥L2(⊡3/4),

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ∥T0j∥L2(⊡1) + ∥∇T0j∥L2(⊡1) ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) . ✭✷✳✸✳✷✽✮

❙t❡♣ ✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i, j ∈ {1, . . . , d}✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Tij ∈H1
par,#(⊡1) ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(∂t −∆)Tij = ∂xi g̃j − ∂xj g̃i ✐♥ ⊡1,
Tij = 0 ♦♥ {−9

2
} × ◻1.

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ Tij ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(I1;H−1# (◻1))✳ ❲❡ ♥♦✇
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ Tij ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ φij ∈ H1

par,#(⊡1) t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− (∂t +∆)φij = Tij ✐♥ ⊡1,
φij = 0 ♦♥ {9

2
} × ◻1. ✭✷✳✸✳✷✾✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∥∇φij∥H1
par,#

(⊡1) ≤ C∥Tij∥L2(⊡1).

❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✷✾✮ ❛❣❛✐♥st Tij ✱ ✇❡ ❣❡t

∥Tij∥2L2(⊡1) = ∫⊡1 (g̃i ∂xjφij − g̃j ∂xiφij) ≤ ∥∇φij∥H1
par,#

(⊡1) ∥g̃∥Ĥ−1par(⊡1).

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s♣❧❛②s ②✐❡❧❞s

∥Tij∥L2(⊡1) ≤ C∥g̃∥Ĥ−1par(⊡1) ≤ ∥g∥Ĥ−1par(⊡1). ✭✷✳✸✳✸✵✮

❙t❡♣ ✸✳ ❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ {1, . . . , d}✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Tj0 ∶= −T0j ✱ ∂0 ∶= ∂t✱
∂j ∶= ∂xj ✱

R0 ∶= ũ − d∑
j=1

∂jT0j ,

❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . , d}✱
Ri ∶= g̃i − d∑

j=0
∂jTij .



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

∥R0∥L2(⊡1) + ∥∇R0∥L2(⊡1) ≤ C∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) +C∥g∥Ĥ−1par(⊡1). ✭✷✳✸✳✸✶✮

❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ {1, . . . , d}✱
∥Ri∥L2(⊡1) ≤ C∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) +C∥g∥Ĥ−1par(⊡1). ✭✷✳✸✳✸✷✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ∂tu = ∇ ⋅ g✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t

(∂t −∆)R0 = (∂t −∆)ũ − d∑
j=1

∂j (g̃j − ∂j ũ) = u∂tη + g ⋅ ∇η,
❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . , d}✱

(∂t −∆)Ri = (∂t −∆)g̃i − ∂t (g̃i − ∂iũ) − d∑
j=1

∂j (∂ig̃j − ∂j g̃i)
= (∂iu)(∂tη) + (∂tu)(∂iη) + (∇ ⋅ g)(∂iη) + (∂ig) ⋅ ∇η.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t T0j ❛♥❞ Tij ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
t✐♠❡ s❧✐❝❡ {−9

2
}×⊡1✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✷✳✸✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✸✷✮ ❛r❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❡♣s

t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✳✸✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✸✵✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙t❡♣ ✹✳ ❲❡ ♥♦✇ s❡❧❡❝t ❛ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ ∈ C∞c (⊡1) s✉❝❤ t❤❛t χ ≡ 1 ♦♥ ⊡0 ❛♥❞ χ ≡ 0 ♦✉ts✐❞❡
♦❢ ⊡1/2✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d∑
j=1
∇∂j(χ4T0j)
d∑
j=0

∂j(χ4Tij)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ C0(⊡1),

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❜♦✈❡ ❞❡♥♦t❡s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇✐t❤
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ {1, . . . , d}✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S(⊡1)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∫⊡1
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d∑
j=1
∇∂j(χ4T0j)
d∑
j=0

∂j(χ4Tij)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⋅A(∇u

g
) = 0. ✭✷✳✸✳✸✸✮

■♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛② ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2d ✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst r❛✇
❝❛rr✐❡s t❤❡ ✜rst d ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r d ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❛✇
❛♥❞ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ {1, . . . , d}✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✸✳✸✸✮ ②✐❡❧❞s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❡r♠s✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s

∫⊡1 χ4

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d∑
j=1
∇∂jT0j
d∑
j=0

∂jTij

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⋅A(∇u

g
) = ∫⊡1 χ4 (∇ũ

g̃
) ⋅A(∇u

g
) +∫⊡1 χ4 (∇R0

Ri
) ⋅A(∇u

g
)

= ∫⊡1 χ4 (∇u
g
) ⋅A(∇u

g
) +∫⊡1 χ4 (∇R0

Ri
) ⋅A(∇u

g
) .



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✻✼

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤✐s s✉♠✳ ❇② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ A✱
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤✐s s✉♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s

(∥∇R0∥L2(⊡1) + d∑
i=1
∥Ri∥L2(⊡1))(∫⊡1 χ4 (∇u

g
) ⋅A(∇u

g
))

1
2

.

❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✸✳✸✸✮✱ t❤❡ ❧❡❢t♦✈❡r t❡r♠s ❛r❡

4∫⊡1 χ2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d∑
j=1

T0j (3∇χ∂jχ + χ∇∂jχ) + 2∇T0jχ∂jχ
d∑
j=0

Tijχ∂jχ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⋅A(∇u

g
) .

❯s✐♥❣ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢A✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
❛❜♦✈❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s

⎛⎝
d∑
j=1
(∥T0j∥L2(⊡1) + ∥∇T0j∥L2(⊡1)) + d∑

j=0
∥Tij∥L2(⊡1)

⎞⎠(∫⊡1 χ4 (∇u
g
) ⋅A(∇u

g
))

1
2

.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s♣❧❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✷✳✸✳✷✽✮✱ ✭✷✳✸✳✸✵✮✱ ✭✷✳✸✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✸✷✮✱ ✇❡
❛rr✐✈❡ ❛t

(∫⊡1 χ4 (∇u
g
) ⋅A(∇u

g
))

1
2 ≤ C (∥∇u∥Ĥ−1par(⊡1) + ∥g∥Ĥ−1par(⊡1)) .

❇② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢A✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ∥S∥L2(⊡0)✱ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✽✱ ✼❪✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✷❪✳

❲❡ ❧❡t A ❜❡ t❤❡ 2d✲❜②✲2d ♠❛tr✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t

lim
n→∞E [µ(⊡n,X)] = 1

2
X ⋅AX. ✭✷✳✹✳✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ µ(⋅,X) =
J(⋅,X,0) ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❡♥s✉r❡ t❤❛t E [µ(⊡n,X)] ✐s ❛ ♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t X ↦ µ(⊡n,X) ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❛❧s♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ X ❛♥❞ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✻✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C(Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

1

C
I2d ≤A ≤ C I2d, ✭✷✳✹✳✷✮

✇❤❡r❡ I2d ✐s t❤❡ 2d✲❜②✲2d ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡

J(X,X∗) ∶= 1

2
X ⋅AX + 1

2
X∗ ⋅A−1X∗ −X ⋅X∗.

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d,Λ) > 0 ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈(0,2 + d)✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(s, d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ B1 ❛♥❞ n ∈ N✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣J(⊡n,X,X∗) − J(X,X∗)∣ ≤ C3−nβ(2+d−s) +O1 (C3−ns) . ✭✷✳✹✳✸✮

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ✭✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✼❪✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✷✳✷✶ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② J(⊡n,X,AX)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✱ ❛
❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ infX∗ J(V,X,X∗) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧✐t②
❞❡❢❡❝t✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s µ ❛♥❞ µ∗✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡①
❞✉❛❧ ♣❛✐r✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✷ ✭r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ Γ ≥ 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(Γ, d,Λ) < ∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② 2d✲❜②✲2d s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① Ã s❛t✐s❢②✐♥❣

Γ−1 I2d ≤ Ã ≤ Γ I2d ✭✷✳✹✳✹✮

❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r V ⊆ Rd+1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

sup
X,X∗∈B1

∣J(V,X,X∗) − (1
2
X ⋅ ÃX + 1

2
X∗ ⋅ Ã−1X∗ −X ⋅X∗)∣

≤ C sup
X∈B1

(J (V,X, ÃX)) 12 . ✭✷✳✹✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ V ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ V ✳
❉❡♥♦t❡

δ2 ∶= sup
X∈B1

J (X, ÃX) .
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ tr❛♥s❢♦r♠ ✭❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢ µ ❜②

H(X∗) ∶= sup
X∈R2d

(X ⋅X∗ − µ(X)) .
■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✭✷✳✷✳✶✹✮ t❤❛t

H(X∗) ≤ µ∗(X∗).
❚❤✉s✱ ❜② ✭✷✳✷✳✶✽✮✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ B1✱

0 ≤ µ(X) +H(ÃX) −X ⋅ ÃX
≤ µ(X) + µ∗(ÃX) −X ⋅ ÃX = J(X, ÃX) ≤ δ2. ✭✷✳✹✳✻✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ B1✱

∣µ∗(ÃX) −H(ÃX)∣ ≤ δ2. ✭✷✳✹✳✼✮

❋♦r ❡❛❝❤ X ∈ R2d✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ X∗ ↦ µ(X) + H(X∗) − X ⋅ X∗ ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ✐t ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t X∗ ❢♦r ✇❤✐❝❤ X∗ = ∇µ(X)✳ ❇② ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ✭q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✻✮✱
✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ B1✱

∣ÃX −∇µ(X)∣2 ≤ Cδ2. ✭✷✳✹✳✽✮



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✻✾

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

µ(X) = 1

2
X ⋅ ∇µ(X)

✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ B1✱ ∣1
2
X ⋅ ÃX − µ(X)∣ ≤ Cδ.

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② X∗ ∈ B1✱

∣1
2
X∗ ⋅ Ã−1X∗ −H(X∗)∣ ≤ Cδ.

❍❡♥❝❡ ❜② ✭✷✳✹✳✼✮✱ ✭✷✳✹✳✹✮ ❛❣❛✐♥✱

∣1
2
X∗ ⋅ Ã−1X∗ − µ∗(X∗)∣ ≤ Cδ.

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✷✳✶✽✮ ♥♦✇ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r J(⊡n,X,AX) ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢②
❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛tr✐① A✳ ❲❡ ♥❡①t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ J(⊡n,X,AX) ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ J ✐♥ ❙✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ J(⊡n,X,AX)✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✳

✷✳✹✳✶ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t S(⋅, V,X,X∗) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ J(V,X,X∗)✱ s❡❡
✭✷✳✷✳✶✻✮✳ ❲❡ ❧❡t AV ∈ R2d×2d ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X∗ ∈ R2d✱

E[J(V,0,X∗)] = 1

2
X∗ ⋅A−1V X∗.

❇② ✭✷✳✷✳✷✹✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

1

C
I2d ≤AV ≤ C I2d,

❛♥❞ ❜② ✭✷✳✷✳✷✾✮✱

E [⨏
V
S(⋅, V,0,X∗)] =A−1V X∗.

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❛❧s♦ ✭✷✳✷✳✸✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (X,X∗) ↦ S(⋅, V,X,X∗)✱ ✇❡ t❤✉s s❡❡
t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① AV ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ R2d✱

E [⨏
V
S(⋅, V,X,AVX)] = 0. ✭✷✳✹✳✾✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② ▲❡♠♠❛s ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻✱ ❢♦r ❡❛❝❤ X ∈ R2d✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

X∗ ↦ E[J(V,X,X∗)] = E[µ(V,X)] +E[µ∗(V,X∗)] −X ⋅X∗
✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t X∗ s❛t✐s❢②✐♥❣

E[∇X∗µ∗(V,X∗)] =X.
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▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ X∗ = AVX✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
X,X∗ ∈ R2d✱

E[J(V,X,AVX)] ≤ E[J(V,X,X∗)] ≤ E[J(V,X,AVX)] +C ∣X∗ −AVX ∣2. ✭✷✳✹✳✶✵✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥
An ∶=A⊡n . ✭✷✳✹✳✶✶✮

✷✳✹✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ J

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ✭❉❡❝❛② ♦❢ E[J]✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st β(d,Λ) > 0 ❛♥❞ C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ X ∈ B1(R2d)✱

E [J(⊡n,X,AX)] ≤ C3−βn. ✭✷✳✹✳✶✷✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ J ♥❡❛r (X,AX) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✏❛❞❞✐t✐✈✐t② ❞❡❢❡❝t✑ ♦❢ J ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr✐❛❞✐❝ s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✉s✐♥❣
t❤❡ q✉❛♥t✐t②

τn ∶= sup
X,X∗∈B1

(E[J(⊡n,X,X∗)] −E[J(⊡n+1,X,X∗)]) . ✭✷✳✹✳✶✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α(d) < ∞ ❛♥❞ C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞
X ∈ B1(R2d)✱

E[J(⊡n,X,AnX)] ≤ C 3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .
❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥

❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❛♥ ❖❉❊ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ❢♦r ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✱ ❛♥❞ st❛rt
❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✭✷✳✷✳✷✼✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r♠✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺ ✭◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❤♦❧❞s✳ ▲❡t V ✱ V1, . . . , Vk ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs s✉❝❤ t❤❛t {V1, . . . , Vk} ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ V ✱ ✉♣
t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥✉❧❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱ ✇❡ ❤❛✈❡

k∑
j=1

∣Vj ∣∣V ∣ ∥S(⋅, V,X,X∗) − S(⋅, Vj ,X,X∗)∥2L2(Vj)

≤ C k∑
j=1

∣Vj ∣∣V ∣ (J(Vj ,X,X∗) − J(V,X,X∗)) .
Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ T ∶= S(⋅, V,X,X∗)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✷✳✷✳✷✼✮ ♦♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ Vj ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ {1, . . . , k}✱
✇❡ ❣❡t

1

C
∫
Vj
∣T − S(⋅, Vj ,X,X∗)∣2

≤ ∣Vj ∣J(Vj ,X,X∗) −∫
Vj
(−1

2
T ⋅AT −X ⋅AT +X∗ ⋅ T) .

❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r j ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✷✳✷✳✶✻✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✳



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✼✶

❲❡ ♥❡①t s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ S ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❛❞❞✐t✐✈✐t② ❞❡❢❡❝ts ♦❢ J ♦♥ ❛❧❧ s♠❛❧❧❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

Sn(X,X∗) ∶= E [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] .
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✻✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α(d) < ∞ ❛♥❞ C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ X,X∗ ∈
B1(R2d)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [∣⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗) − Sn(X,X∗)∣
2] ≤ C3−αn (1 + n−1∑

k=0
3αkτk) . ✭✷✳✹✳✶✹✮

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② X ′ ∈ B1✱ m ≤ n ❛♥❞ z ∈ Zm✱ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✷✻✮ ❣✐✈❡s

X ′ ⋅ ⨏
z+⊡m

(S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗))
= ⨏

z+⊡m
S(⋅, z + ⊡m,0,X ′) ⋅A (S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)) .

❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r z ∈ Zm ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s

∣Zm∣−1 ⋅ RRRRRRRRRRRX
′ ⋅ ∑
z∈Zm

⨏
z+⊡m

(S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗))
RRRRRRRRRRR

≤ ⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

∣AS(⋅, z + ⊡m,0,X ′)∣2⎞⎠
1
2

⋅ ⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

∣S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)∣2⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✹✳✶✺✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) <∞✳ ❲❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺ t♦
❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

RRRRRRRRRRR∣Zm∣
−1 ∑

z∈Zm

⨏
z+⊡m

∣S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)∣2
RRRRRRRRRRR

≤ C

∣Zm∣ ∑z∈Zm

(J(z + ⊡m,X,X∗) − J(⊡n,X,X∗)) .
◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗) ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ ❛t s❝❛❧❡ m ✿

Var [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] ≤ 2Var
⎡⎢⎢⎢⎣3
−(d+2)(n−m) ∑

z∈Zm

⨏
z+⊡m

S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)⎤⎥⎥⎥⎦
+CE [J(⊡m,X,X∗) − J(⊡n,X,X∗)] .

❋♦r m,n ∈ N✱ m ≤ n✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ Zm ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 2d+1 ✏❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞✑ s✉❜s❡tsZ(1), . . . ,Z(21+d) t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . ,21+d}✱
(z, z′) ∈ Z(i) Ô⇒ dist(z + ⊡m, z′ + ⊡m) ≥ 1.
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❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❛♥② i ∈ {1, . . . ,2d+1} ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ (i0, . . . , id) ∈ {0,1}d+1✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡t

Z(i) ∶= ((i032m, i13m, . . . , id3m) + 2 ((32mZ) × (3mZd))) ∩ ⊡n. ✭✷✳✹✳✶✻✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞

Var
⎡⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)⎤⎥⎥⎥⎦
≤ C(d) 2d+1∑

i=1
Var

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Z(i)⨏z+⊡m S(⋅, z + ⊡m,X,X
∗)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

❛♥❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② ✿

Var
⎡⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)⎤⎥⎥⎥⎦ ≤ C3(d+2)(n−m)Var [⨏⊡m S(⋅,⊡m,X,X∗)] .
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ S ❛t s❝❛❧❡ n ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡s ✿

Var [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] ≤ C3−(d+2)(n−m)Var [⨏⊡m S(⋅,⊡m,X,X∗)]
+CE [J(⊡m,X,X∗) − J(⊡n,X,X∗)] . ✭✷✳✹✳✶✼✮

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ℓ t♦ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t C3−(d+2)ℓ ≤ 1
3
✱ ✇❡ ❣❡t

Var [⨏⊡m+ℓ S(⋅,⊡m+ℓ,X,X∗)] ≤ 1

3
Var [⨏⊡m S(⋅,⊡m,X,X∗)]

+CE [J(⊡m,X,X∗) − J(⊡m+ℓ,X,X∗)] .
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

un ∶= Var [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] ,
❛♥❞ vn ∶= unℓ✳ ❲❡ ❤❛✈❡

vn ≤ 1

3
vn−1 +C nℓ−1∑

k=(n−1)ℓ
τk,

❛♥❞✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱

vn ≤ 3−nu0 +C n∑
i=1

3−i
(n−i+1)ℓ−1∑
k=(n−i)ℓ

τk.

❉❡✜♥✐♥❣ α ∶= 1
ℓ
✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ℓ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ d✮✱ ✇❡ ❣❡t

vn ≤ C (3−n + nℓ−1∑
k=0

3−α(nℓ−k)τk) ,
❚❤✉s✱ ✐❢ n ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ℓ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

un ≤ C (3−αn + n−1∑
k=0

3−α(n−k)τk) ,



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✼✸

❛♥❞ ❢♦r n = ℓn′ +m✱ ✇✐t❤ 0 ≤ m < ℓ✱ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✹✳✶✼✮ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡✱ s♦
✜♥❛❧❧②

Var [⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗)] ≤ C (3−αn +
n−1∑
k=0

3−α(n−k)τk) ,
✇❤✐❝❤ ✐s ✭✷✳✹✳✶✹✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s✉♠ t❤❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t S(⋅,⊡n,X,X∗) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦
s❡♥s❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ (τk)k<n ✐s s♠❛❧❧✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✷✼ ✭❲❡❛❦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ S✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α(d) <∞ ❛♥❞ C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
n ∈ N ❛♥❞ X,X∗ ∈ B1(R2d)✱

E [∥S(⋅,⊡n,X,X∗) − Sn(X,X∗)∥2
Ĥ
−1
par(⊡n)

] ≤ C3(2−α)n (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✳

❙t❡♣ ✶✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
m,n ∈ N✱ m ≤ n ❛♥❞ X,X∗ ∈ B1(R2d)✱

∣Sn(X,X∗) − Sm(X,X∗)∣2 ≤ C n−1∑
k=m

τk. ✭✷✳✹✳✶✽✮

■♥❞❡❡❞✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Zm ✐♥ ✭✷✳✸✳✽✮ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ n✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❏❡♥s❡♥✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t② t♦ ❣❡t

RRRRRRRRRRRE
⎡⎢⎢⎢⎣⨏⊡n S(⋅,⊡n,X,X∗) − ∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)⎤⎥⎥⎥⎦
RRRRRRRRRRR
2

≤ E⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⨏
z+⊡m

∣S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(⋅, z + ⊡m,X,X∗)∣2⎤⎥⎥⎥⎦≤ C (J(⊡n,X,X∗) − J(⊡m,X,X∗))
≤ C n−1∑

k=m
τk,

❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✭✷✳✹✳✶✽✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
m ∈ N✱ m ≤ n ✱

E

⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣(S (⋅,⊡n,X,X∗))z+⊡m − Sn(X,X∗)∣2
⎤⎥⎥⎥⎦

≤ C (3−αm + m∑
k=0

3α(k−m)τk + n−1∑
k=m

τk) . ✭✷✳✹✳✶✾✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑
z∈Zm

∥S (⋅,⊡n,X,X∗) − S (⋅, z + ⊡m,X,X∗) ∥2L2(z+⊡m)

≤ C ∑
z∈Zm

(J (⊡n,X,X∗) − J (z + ⊡m,X,X∗)) . ✭✷✳✹✳✷✵✮
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❚❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

E

⎡⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Zm

∣(S (⋅,⊡n,X,X∗))z+⊡m − (S (⋅, z + ⊡m,X,X∗))z+⊡m ∣2
⎤⎥⎥⎥⎦

≤ C ∣Zm∣ n−1∑
k=m

τk. ✭✷✳✹✳✷✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E

⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣(S (⋅, z + ⊡m,X,X∗))z+⊡m − Sm(X,X∗)∣2
⎤⎥⎥⎥⎦
≤ C (3−αm + m∑

k=0
3α(k−m)τk) . ✭✷✳✹✳✷✷✮

❙✐♥❝❡

∣(S (⋅,⊡n,X,X∗))z+⊡m − Sn(X,X∗)∣2≤ 3 ∣(S (⋅,⊡n,X,X∗))z+⊡m − (S (⋅, z + ⊡m,X,X∗))z+⊡m ∣2
+ 3 ∣(S (⋅, z + ⊡m,X,X∗))z+⊡m − Sm(X,X∗)∣2
+ 3 ∣Sn(X,X∗) − Sm(X,X∗)∣2 ,

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✹✳✶✾✮ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✳✹✳✷✶✮✱ ✭✷✳✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✶✽✮✳

❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∥S(⋅,⊡n,X,X∗) − Sn(X,X∗)∥2H−1par(⊡n) ≤ C ⎛⎝1 + (
n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎞
⎠ , ✭✷✳✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Zm ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣

E[Zm] ≤ C (3−αm + m∑
k=0

3α(k−m)τk + n−1∑
k=m

τk) . ✭✷✳✹✳✷✹✮

❇② ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2 ≤ (n−1∑
m=0

3m)(n−1∑
m=0

3mZm) ≤ C3n n−1∑
m=0

3mZm. ✭✷✳✹✳✷✺✮

❚❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✹✳✷✹✮✱ ✇❡ ❣❡t

E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦
≤ C3n n−1∑

m=0
3m (3−αm + m∑

k=0
3α(k−m)τk + n−1∑

k=m
τk) .

❋♦r t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s✱ ✇❡ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠s t♦ ✜♥❞

n−1∑
m=0

3m
m∑
k=0

3α(k−m)τk = n−1∑
k=0

3αkτk

n−1∑
m=k

3(1−αm) ≤ C3(1−α)n n−1∑
k=0

3αkτk,



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✼✺

❛♥❞
n−1∑
m=0

3m
n−1∑
k=m

τk = n−1∑
k=0

k∑
m=0

3mτk ≤ C n−1∑
k=0

3kτk. ✭✷✳✹✳✷✻✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst✱ t❤✉s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s♣❧❛②s ②✐❡❧❞s

E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(
n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦
≤ C3(2−α)n (1 + n−1∑

k=0
3αkτk) ,

❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❲❡ ♥❡①t ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✾✮✱ ✇❡
❤❛✈❡

E [∥S(⋅,⊡n,X,AnX)∥2L2(⊡n−1)] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

E [∥S(⋅,⊡n−1,X,AnX)∥2L2(⊡n−1)] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t (z + ⊡n−1)z∈Zn−1 ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ⊡n✱ ✉♣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥✉❧❧ ♠❡❛s✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜②
st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s♣❧❛② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ Zn−1✱

E [∥S(⋅, z + ⊡n−1,X,AnX)∥2L2(z+⊡n−1)] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r z ∈ Zn−1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ R2d✱
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ X ↦ B(X) ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦✈❡r R2d✱ t❤❡♥

sup
X∈B1

B(X) ≤ C ∑
X∈B

B(X). ✭✷✳✹✳✷✼✮

■♥❞❡❡❞✱ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts tr❛❝❡ ❀ t❤✐s tr❛❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❛❜♦✈❡✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ τn✱ s❡❡ ✭✷✳✹✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τn ≤ sup
X∈B1

(E [µ(⊡n,X)] −E [µ(⊡n+1,X)])
+ sup
X∗∈B1

(E [µ∗(⊡n,X∗)] −E [µ∗(⊡n+1,X∗)]) .
❙✐♥❝❡ X ↦ E [µ(V,X)] ❛♥❞ X∗ ↦ E [µ(V,X∗)] ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✳✹✳✷✼✮ t❤❛t

τn ≤ C ∑
X∈B
(E[µ(⊡n,X)] −E[µ(⊡n+1,X)])

+C ∑
X∈B
(E[µ∗(⊡n,AnX)] −E[µ∗(⊡n+1,AnX)]) ,



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤✉s ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✱

τn ≤ C ∑
X∈B
(E[J(⊡n,X,AnX)] −E[J(⊡n+1,X,AnX)]) .

❇② ✭✷✳✹✳✶✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [J(⊡n+1,X,An+1X)] ≤ E [J(⊡n+1,X,AnX)] ,
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

τn ≤ C ∑
X∈B
(E[J(⊡n,X,AnX)] −E[J(⊡n+1,X,An+1X)]) . ✭✷✳✹✳✷✽✮

❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

Dn ∶= ∑
X∈B

E [J(⊡n,X,AnX)] .
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❛ss❡rts t❤❛t

Dn ≤ C3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .
❙❡tt✐♥❣

D̃n ∶= 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2
kDk,

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

D̃n ≤ C3−α
2
n

n∑
m=0

3−α
2
m (1 + m∑

k=0
3αkτk)

≤ C3−α
2
n +C3−α

2
n

n∑
k=0

n∑
m=k

3−α
2
m 3αkτk

≤ C3−α
2
n (1 + n∑

k=0
3

α
2
kτk) . ✭✷✳✹✳✷✾✮

❙✐♥❝❡ D0 ≤ C✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

D̃n − D̃n+1 ≥ 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2
k (Dk −Dk+1) −C3−α

2
n.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ ✭✷✳✹✳✷✽✮ ②✐❡❧❞s

D̃n − D̃n+1 ≥ C−1 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2 τk −C3−α

2
n.

❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✷✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d,Λ) ∈ (0, α
2
) s✉❝❤ t❤❛t

D̃n+1 ≤ 3−βD̃n +C3−α
2
n,

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ vn ∶= 3βnD̃n ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐❞❡♥t✐t② ❜② 3(β+1)n ❣✐✈❡s

vn+1 ≤ vn +C3(β−α
2
)n.



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✼✼

❙✉♠♠✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r n ②✐❡❧❞s vn ≤ v0 + C

1−(3β−α
2 ) ✱ ✐✳❡✳ v ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❛t ✐s✱

D̃n ≤ C3−βn.
❇② ✭✷✳✹✳✷✽✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥

τn ≤ C3−βn.
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ An✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∣An −An+1∣ ≤ Cτn,
s♦ t❤❛t✱ s❡tt✐♥❣

A ∶= lim
n→∞An, ✭✷✳✹✳✸✵✮

✇❡ ❣❡t

∣An −A∣ ≤ ∞∑
m=n
∣Am −Am+1∣ ≤ C ∞∑

m=n
τm ≤ C3−βn.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞✐s♣❧❛②s ✇✐t❤ ✭✷✳✹✳✶✵✮ ②✐❡❧❞s

sup
X∈B1

E [J (⊡n,X,AX)] ≤ C3−βn.
❇② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① A ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✳✸✵✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❛t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳✹✳✸ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ J

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✷✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ✐s t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ J(⊡n,X,AX)✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉s✐♥❣ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✮✳ ❙t❡♣ ✶✳ ■♥ t❤✐s ✜rst st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t
β(d,Λ) > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② X ∈ B1(R2d) ❛♥❞ m,n ∈ N✱ m ≤ n✱
✇❡ ❤❛✈❡

3−(2+d)(n−m) logE [exp (C−13(2+d)(n−m)J(⊡n,X,AX))] ≤ C3−βm. ✭✷✳✹✳✸✶✮

❋♦rm,n ∈ N✱m ≤ n✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝✉❜❡ ⊡n ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 2d+1 ✏❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞✑
s✉❜s❡ts✱ s❡❡ ✭✷✳✹✳✶✻✮✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . ,21+d}✱

z, z′ ∈ Z(i) Ô⇒ dist (z + ⊡n, z′ + ⊡n) ≥ 1.
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜①❡❞ i ∈ {1, . . . ,21+d}✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s (z+⊡n)z∈Z(i)m

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❇② s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ X ∈ B1(R2d) ❛♥❞ t > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

logE [exp (t3(2+d)(n−m)J(⊡n,X,AX))] ≤ logE⎡⎢⎢⎢⎢⎣exp
⎛
⎝t ∑z∈Zm

J(z + ⊡m,X,AX)⎞⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

❛♥❞ ❜② ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

≤ 2−(1+d) 21+d∑
i=1

logE

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
exp
⎛⎜⎝t2

1+d ∑
z∈Z(i)m

J(z + ⊡m,X,AX)⎞⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦≤ 2−(1+d) ∑

z∈Zm

logE [exp (t21+dJ(z + ⊡m,X,AX))] .



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❇② st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ t❤❡ s✉♠♠❛♥❞s ❛❜♦✈❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ z ∈ Zm✳ ❙✐♥❝❡
J(⊡m,X,AX) ≤ C(d,Λ),

✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t(d,Λ) > 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(s) ≤ 1 + 2s ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ s ≤ 1,
log(1 + s) ≤ s ❢♦r ❛❧❧ s ≥ 0

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

logE [exp (C−13(2+d)(n−m)J(⊡n,X,AX))] ≤ C3(2+d)(n−m)E [J(⊡m,X,AX)] .
■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✹✳✸✶✮ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✸✳

❙t❡♣ ✷✳ ❙❡t
ρn ∶= sup

X∈B1

J(⊡n,X,AX).
■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d,Λ) > 0 ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② s ∈ (0,2 + d)✱ ❛
❝♦♥st❛♥t C(s, d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱

ρn ≤ C3−β(2+d−s)n +O1 (C3−sn) . ✭✷✳✹✳✸✷✮

❇② ✭✷✳✹✳✷✼✮ ❛♥❞ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✳✸✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦

3−(2+d)(n−m) logE [exp (C−13(2+d)(n−m)ρn)] ≤ C3−βm. ✭✷✳✹✳✸✸✮

❇② ❈❤❡❜②s❤❡✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❡✈❡r② t ≥ 0✱
P [ρn ≥ t] ≤ exp (−C−13(2+d)(n−m)t)E [exp (C−13(2+d)(n−m)ρn)]

≤ exp (−C−13(2+d)(n−m)t +C3(2+d)(n−m)−βm) .
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t ❜② C3−βm + t ❣✐✈❡s

P [ρn ≥ C3−βm + t] ≤ exp (−C−13(2+d)(n−m)t) .
❈❤♦♦s✐♥❣

m ∶= ⌊2 + d − s
2 + d n⌋

②✐❡❧❞s

P [ρn ≥ C3−β 2+d−s
2+d

n + t] ≤ exp (−C−13snt) .
❇② ✭✷✳✶✳✶✾✮✱ t❤✐s ✐s ✭✷✳✹✳✸✷✮✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β(d,Λ) > 0✳

❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✷✱ ✭✷✳✹✳✸✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∀a, b > 0, (a + b) 12 ≤ a 1
2 + 1

2
a− 1

2 b ✭✷✳✹✳✸✹✮

t♦ ❣❡t

sup
X,X∗∈B1

∣J(⊡n,X,X∗) − (1
2
X ⋅AX + 1

2
X∗ ⋅A−1X∗ −X ⋅X∗)∣

≤ 3−β

2
(2+d−s)n +O1 (C3−(s−β

2
(2+d−s))n) . ✭✷✳✹✳✸✺✮



✷✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✼✾

❋♦r ❡✈❡r② s′ ∈ (0,2 + d)✱ ✐❢ ✇❡ s❡t

s ∶= 2s′ + β(2 + d)
2 + β ∈ (0,2 + d),

t❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✹✳✸✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

3
− β

2+β
(2+d−s′)n +O1 (C3−s′n) .

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✷✳✹✳✸✮✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β(d,Λ) > 0✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st C(d,Λ) <∞ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① a ∈ Rd×d s❛t✐s❢②✐♥❣

∀ξ ∈ Rd, ξ ⋅ aξ ≥ 1

C
∣ξ∣2 ❛♥❞ ∣aξ∣ ≤ C ∣ξ∣ , ✭✷✳✹✳✸✻✮

s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) − p ⋅ q = 0 ⇐⇒ q = ap. ✭✷✳✹✳✸✼✮

Pr♦♦❢✳ ❙t❡♣ ✶✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱
A(p, q) ∶= 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) ≥ p ⋅ q. ✭✷✳✹✳✸✽✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡✈❡r② S = (∇u,g) ∈ C0(I ×U) ❛♥❞ p, q ∈ Rd t❤❛t

⨏ A(p +∇u, q + g, ⋅) ≥ ⨏ (p +∇u) ⋅ (q + g) = p ⋅ q.
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µ ✐♥ ✭✷✳✷✳✺✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

µ(I ×U, p, q) ≥ p ⋅ q,
❛♥❞ t❤✉s ✭✷✳✹✳✸✽✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✳✹✳✶✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② q∗, p∗ ∈ Rd✱
1

2
(q∗
p∗) ⋅A−1 (

q∗
p∗) ≥ q∗ ⋅ p∗. ✭✷✳✹✳✸✾✮

❋✐① p∗ ∈ Rd✳ ❋♦r ❡✈❡r② u ∈ ℓp∗ +H1
par,⊔(I ×U) ❛♥❞ g ∈ L2(I ×U ;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣ −∇ ⋅ g = −∂tu✱ ✇❡

❤❛✈❡ (∇u,g) ∈ C(I ×U) ❛s ✇❡❧❧ ❛s
⨏
I×U ∇u = p∗

❛♥❞

⨏
I×U(p∗ −∇u) ⋅ g = 1

∣I ∣ ⨏U(u − ℓp)2 ≥ 0.
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② q∗ ∈ Rd✱

µ∗(I ×U, q∗, p∗) ≥ ⨏
I×U (−A(∇u,g, ⋅) + q∗ ⋅ ∇u + p∗ ⋅ g)

≥ ⨏
I×U (−A(∇u,g, ⋅) + q∗ ⋅ p∗ +∇u ⋅ g)

= q∗ ⋅ p∗ −⨏
I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g) .



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❇② t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✮✱ ❢♦r ❡✈❡r② p∗ ∈ Rd✱
0 = inf {∫

I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g)
∶ u ∈ ℓp∗ +H1

par,⊔(I ×U), g ∈ L2(I ×U ;Rd), −∇ ⋅ g = −∂tu}.
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞s

µ∗(I ×U, q∗, p∗) ≥ q∗ ⋅ p∗.
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ P✲❛✳s✳ ❧✐♠✐t

lim
n→∞µ

∗(⊡n,X∗) = 1

2
X∗ ⋅A−1X∗.

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✷✳✹✳✸✾✮✳

❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ Rd✱
inf
q∈Rd
(A(p, q) − p ⋅ q) = 0. ✭✷✳✹✳✹✵✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ✭✷✳✹✳✸✽✮ t❤❛t t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s
❛tt❛✐♥❡❞✱ ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ q ↦ A(p, q)✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ ✜① p ∈ Rd
❛♥❞ s❡❧❡❝t q ∈ Rd ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠✳ ❚❤❡♥

A(p
q
) = (∗

p
) .

▲❡t q∗ ∈ Rd ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✏∗✑ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡✱ s♦ t❤❛t

A(p
q
) = (q∗

p
) . ✭✷✳✹✳✹✶✮

❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✹✳✹✶✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

1

2
(q∗
p
)A−1 (q∗

p
) = sup

p′,q′∈Rd

((q∗
p
) ⋅ (p′

q′) − 1

2
(p′
q′) ⋅A(p

′
q′))

= (q∗
p
) ⋅ (p

q
) − 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
)

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✸✾✮✱ ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❛t

p ⋅ q∗ ≤ (q∗
p
) ⋅ (p

q
) − 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) = p ⋅ q∗ + p ⋅ q − 1

2
(p
q
) ⋅A(p

q
) .

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s A(p, q) ≤ p⋅q✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✷✳✹✳✸✽✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t A(p, q) =
p ⋅ q ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✹✳✹✵✮✳

❙t❡♣ ✹✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ a t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ t❛❦✐♥❣ p t♦ t❤❡ q
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐♥ ✭✷✳✹✳✹✵✮✳ ❚❤❛t t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ q ↦ A(p, q)✳ ❚❤❛t t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t q ↦ A(p, q) ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ✭✷✳✹✳✸✻✮ ❛r❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✷✳✹✳✷✮✳ ❚❤✐s
❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



✷✳✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✽✶

✷✳✺ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦✲
❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r♦❝❡❡❞s
✐♥ ❢♦✉r st❡♣s ✿ ✭✐✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ S ❛♥❞ AS ✐♥ H−1 ❀ ✭✐✐✮
✇❡ ✉s❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✾ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✏✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❝t♦rs✑ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❤✐❞✐♥❣
✐♥ S ❛♥❞ AS ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡♠ ❀ ✭✐✐✐✮ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ❛♥❞ ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✇♦✲s❝❛❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t♦rs t♦ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✺✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ♠❛①✐♠✐③❡rs

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✮ t♦ ♦❜t❛✐♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ S(⊡n,X,X∗) ❛s n → ∞✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
q✉❛♥t✐t② E(V ) ∶= sup

X,X∗∈B1

∣J(V,X,X∗) − J(X,X∗)∣ ,
✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡✱ ❣✐✈❡♥ X,X∗ ∈ R2d✱

S(X,X∗) ∶=A−1X∗ −X.
◆♦t❡ t❤❛t S = ∇X∗J ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✭✷✳✷✳✷✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t J ❛♥❞ J ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱
❢♦r ❡✈❡r② X,X∗ ∈ R2d✱

∣S(X,X∗) −⨏
V
S(⋅, V,X,X∗)∣ = ∣∇X∗J(X,X∗) −∇X∗J(V,X,X∗)∣ ✭✷✳✺✳✶✮

≤ C (∣X ∣ + ∣X∗∣)E(V ).
❙✐♠✐❧❛r❧②✱

∣AS(X,X∗) −⨏
V
AS(⋅, V,X,X∗)∣ = ∣∇XJ(X,X∗) −∇XJ(V,X,X∗)∣ ✭✷✳✺✳✷✮

≤ C (∣X ∣ + ∣X∗∣)E(V ).
❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ S(⋅, V,X,X∗) ❛♥❞ AS(⋅, V,X,X∗) ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ E(V )✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ②✐❡❧❞s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✾ ✭❲❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ (S,AS)✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② X,X∗ ∈ B1 ❛♥❞ n ∈ N✱

3−n ∥S(⋅,⊡n,X,X∗) − S(X,X∗)∥Ĥ−1par(⊡n)
≤ C3−n +C n−1∑

m=0
3m−n

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

✭✷✳✺✳✸✮



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞

3−n ∥AS(⋅,⊡n,X,X∗) −AS(X,X∗)∥Ĥ−1par(⊡n)
≤ C3−n +C n−1∑

m=0
3m−n

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✺✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜① X,X∗ ∈ B1 ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❞r♦♣ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐s♣❧❛②
♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ (X,X∗)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✺✱

∥S(⋅,⊡n) − S∥Ĥ−1par(⊡n) ≤ C ∥S(⋅,⊡n) − S∥L2(⊡n)

+C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣(S(⋅,⊡n))z+⊡m − S∣2⎞⎠
1
2

.

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇❡ ❥✉st ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

∥S(⋅,⊡n) − S∥L2(⊡n) ≤ ∥S(⋅,⊡n)∥L2(⊡n) + ∣S∣ ≤ C.
❲❡ ♥❡①t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ❇② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✭✷✳✺✳✶✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✺✱

∑
z∈Zm

∣(S(⋅,⊡n))z+⊡m − S∣2

≤ 2 ∑
z∈Zm

(∣(S (⋅, z + ⊡m))z+⊡m − S∣2 + ∥S (⋅,⊡n) − S (⋅, z + ⊡m)∥2L2(z+⊡m))
≤ C ∑

z∈Zm

E (z + ⊡m) +C ∑
z∈Zm

(J(z + ⊡m) − J(⊡n))
≤ C ∑

z∈Zm

(E (z + ⊡m) + E (⊡n)) .
❚❤✉s

n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣(S(⋅,⊡n))z+⊡m − S∣2⎞⎠
1
2

≤ C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝CE (⊡n) + ∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

≤ C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞s ✭✷✳✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✺✳✹✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦
✉s❡ ✭✷✳✺✳✷✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✷✳✺✳✶✮✳

❲❡ ♥❡①t ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✺✳✸✮
❛♥❞ ✭✷✳✺✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛❝❡ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ✉s❡❞✳



✷✳✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✽✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts β(d,Λ) ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② s ∈ (0,2 + d)✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(s, d,Λ) < ∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱

n−1∑
m=0

3m−n
⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−nβ(2+d−s) +O1 (C3−ns) . ✭✷✳✺✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❋✐① s′ ∶= 1
3
(2s + 2 + d) ❛♥❞ s′′ ∶= 1

3
(s + 2(2 + d)) s♦ t❤❛t s < s′ < s′′ < 2 + d ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧②

s✐③❡❞ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✶ ❛♥❞ ✭✷✳✶✳✷✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣Zm∣−1 ∑
z∈Zm

(E (z + ⊡m)) ≤ C3−mβ(2+d−s′′) +O1 (C3−ms′′) .
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✹✳✸✹✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(2+d−s′′)/2 +O1 (C3mβ(2+d−s′′)/2−ms′′) .

❘❡❞❡✜♥✐♥❣ β t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ❣❡t

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(2+d−s′) +O1 (C3−ms′) .

❆s t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② C✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✸❪ t♦ ♦❜t❛✐♥

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(2+d−s′) +Od+2 (C3−ms′/(d+2)) .

❙✐♥❝❡ s′/(d + 2) ≤ 1 − c✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ✭✷✳✶✳✷✵✮ ❛❣❛✐♥ t♦ ♦❜t❛✐♥

n−1∑
m=0

3m−n
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−nβ(2+d−s′) +Od+2 (C3−ns′/(d+2)) .

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱

X ≤ C3−nβ(2+d−s′) +Od+2 (C3−ns′/(d+2)) Ô⇒ X ≤ C3−nβ(2+d−s) +O1 (C3−ns) , ✭✷✳✺✳✻✮

✇❤❡r❡ β(d,Λ) ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

X ≤X + 3−nβ(2+d−s)(1+d) ≤ 3nβ(2+d−s)(1+d) (X + 3−nβ(2+d−s))2+d
≤ C3nβ(2+d−s)(1+d) (X2+d + 3−nβ(2+d−s′)(2+d))
≤ C3nβ(2+d−s)(1+d) (C3−nβ(2+d−s)(2+d) +O1 (C3−ns′))
≤ C3−nβ(2+d−s) +O1 (C3−ns) ,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t β ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t β(2+d−s)(2+d) ≤ s′−s✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ r❡q✉✐r❡ β ≤ 1/3(2+d)✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✺✳✻✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✳✺✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❝t♦rs

❲❡ ♥❡①t ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡✮ ❝♦rr❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✏❝♦rr❡❝✲
t♦r✑ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r②✱ ♠❡❛♥✲③❡r♦
❣r❛❞✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❝②❧✐♥❞❡r ⊡n✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ✇❤❛t ❝♦♠❡s ♠♦st
❡❛s✐❧② ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❢r♦♠ S(⋅,X,X∗) ❛♥❞ AS(⋅,X,X∗) ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✾ ❀ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡
♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✭✷✳✺✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t♦rs
❛r❡ ♥♦t st❛t✐♦♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✇✐t❤ s❧♦♣❡ e ∈ Rd ♦♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ⊡n ✇✐t❤ n ∈ N ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② φe,n✳ ❲❡ ❞❡✲
✜♥❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ J(⊡m,X,0)✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ♠✉st ♠❛❦❡ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ X✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ e✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❡①❡r❝✐s❡ ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✳
❲❡ s❡t

Xe ∶= −( e
ae
)

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ✭✷✳✹✳✸✼✮ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

AXe = −(ae
e
) . ✭✷✳✺✳✼✮

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✮ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣

q ↦ 1

2
(e
q
) ⋅A(e

q
) − e ⋅ q ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t q = ae

❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣

p↦ 1

2
( p
ae
) ⋅A( p

ae
) − p ⋅ ae ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t p = e.

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐♥ p ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡s ✭✷✳✺✳✼✮✳

❲❡ ♥❡①t t❛❦❡ ue,n ∈H1
par(⊡n+1) t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t u ∈ A(⊡n+1) ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ S(⋅,⊡n+1,Xe,0)

❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽✱ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t (ue,n)⊡n = 0✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢
❘❡♠❛r❦ ✷✳✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ue,n t♦ ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ⊡n+1 ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ♦♥ ⊡n ✇✐t❤ ❣r❛❞✐❡♥t
❣✐✈❡♥ ❜②

∇ue,n = 1

2
(π1S (⋅,⊡n+1,Xe,0) + π2AS (⋅,⊡n+1,Xe,0)) , ✭✷✳✺✳✽✮

✇❤❡r❡ π1 ❛♥❞ π2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s R2d → R
d ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ d ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡❧② ✭t❤❛t ✐s✱ π1(x, y) = x ❛♥❞ π2(x, y) = y ❢♦r x, y ∈ Rd✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✷✳✾✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

a∇ue,n = 1

2
(π2S (⋅,⊡n+1,Xe,0) + π1AS (⋅,⊡n+1,Xe,0)) . ✭✷✳✺✳✾✮

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✾✱ ✭✷✳✺✳✼✮✱ ✭✷✳✺✳✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

3−n ∥∇ue,n − e∥Ĥ−1par(⊡n+1) + 3−n ∥a∇ue,n − ae∥Ĥ−1par(⊡n+1)
≤ C3−n +C n∑

m=0
3m−n

⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✺✳✶✵✮



✷✳✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✽✺

❙✐♥❝❡ ue,n ∈ A(⊡n+1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ue,n ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

∂tue,n −∇ ⋅ (a∇ue,n) = 0 ✐♥ ⊡n+1 . ✭✷✳✺✳✶✶✮

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t♦r φe,n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x ↦ e ⋅ x
❢r♦♠ ue,n ✿

φe,n(x) ∶= ue,n(x) − e ⋅ x.
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❛t φe,n ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

∂tφe,n −∇ ⋅ (a (e +∇φe,n)) = 0 ✐♥ ⊡n+1, ✭✷✳✺✳✶✷✮

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

3−n (∥∇φe,n∥Ĥ−1par(⊡n+1) + ∥a (e +∇φe,n) − ae∥Ĥ−1par(⊡n+1))
≤ C3−n +C n∑

m=0
3m−n

⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✺✳✶✸✮

❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❞✐s♣❧❛②s✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❛♥❞ (φe,n)⊡n = 0✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

3−n ∥φe,n∥L2(⊡n) ≤ C3−n +C n∑
m=0

3m−n
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

. ✭✷✳✺✳✶✹✮

✷✳✺✳✸ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶

❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦rs
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ ✭✷✳✺✳✺✮✱ ✭✷✳✺✳✶✸✮
❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✹✮✱ t❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♠♣❧② t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡♥♦t❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱
E ′(m) ∶= 3−m d∑

k=1
(∥φek,m∥L2(⊡m) + ∥∇φek,m∥Ĥ−1par(⊡m)

+ ∥a (ek +∇φek,m) − aek∥Ĥ−1par(⊡m) ).
❲❡ ❛❧s♦ s❡t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ε > 0✱

aε(t, x) ∶= a( t
ε2
,
x

ε
) ❛♥❞ φεe,n(t, x) ∶= εφe,n ( tε2 , xε ) . ✭✷✳✺✳✶✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ❋✐① ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ I ∶= (I−,0) ⊆ (−1
4
,0)✱ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥

U ⊆ ◻0✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ∈ (0, 1
2
]✱ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t δ > 0 ❛♥❞ ❛ ✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f ∈

W
1,2+δ
par (I ×U)✳ ▲❡t

uε, u ∈ f +H1
par,⊔ (I ×U)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu

ε −∇ ⋅ (aε∇uε) = 0 ✐♥ I ×U,
uε = f ♦♥ ∂⊔ (I ×U) , ✭✷✳✺✳✶✻✮



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ I ×U,
u = f ♦♥ ∂⊔ (I ×U) . ✭✷✳✺✳✶✼✮

▲❡t n ∈ N ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 3−n ≤ ε < 3−(n+1)✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st β(δ, d,Λ) > 0 ❛♥❞ C(I,U, δ, d,Λ) < ∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (0,1)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥∇uε −∇u∥Ĥ−1par(I×U) + ∥aε∇uε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U) + ∥uε − u∥L2(I×U)

≤ C ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U) (rβ + 1

r3+(2+d)/2
E ′(n)) . ✭✷✳✺✳✶✽✮

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤ n ✜①❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❧❡t φe = φe,n ❞❡♥♦t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ e ∈
R
d✱ t❤❡ ✭✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡✮ ❝♦rr❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✭✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ✐ts

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ n✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ φεe = φεe,n ❛s ✐♥ ✭✷✳✺✳✶✺✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t uε ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ♠♦❞✐✜❡❞ t✇♦✲s❝❛❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s✉✐t❛❜❧② ❝✉t ♦✛ ♥❡❛r t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

wε(t, x) ∶= u(t, x) + εζr(t, x) d∑
k=1

∂xku(t, x)φek ( tε2 , xε ) ✭✷✳✺✳✶✾✮

= u(t, x) + ζr(t, x) d∑
k=1

∂xku(t, x)φεek(t, x),
✇❤❡r❡ r ∈ (0,1) ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

Ur ∶= {x ∈ U ∶ dist(x, ∂U) > r} ❛♥❞ Ir ∶= (I− + r2, I+) ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ζr ✐s s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 ≤ ζr ≤ 1, ζr = 1 ✐♥ I2r ×U2r,

ζr ≡ 0 ✐♥ (I ×U) ∖ (Ir ×Ur) ,
∀k, l ∈ N, ∣∇k∂ltζr∣ ≤ Ck+2lr−(k+2l).

✭✷✳✺✳✷✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t Cm ❤❡r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ (I,U, d) ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ m ∈ N✳
❙t❡♣ ✵✳ ❲❡ r❡❝♦r❞ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r② ❢♦r ✉♥✐✲

❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✷✳✸✾✮ ❣✐✈❡s ✉s δ0(U,d,Λ) > 0 s✉❝❤ t❤❛t δ ≤ δ0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

∥∇uε∥L2+δ(I×U) + ∥∇u∥L2+δ(I×U) ≤ C ∥f∥W 1,2+δ
par (I×U) . ✭✷✳✺✳✷✶✮

❲❡ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t δ ≤ δ0 s♦ t❤❛t ✭✷✳✺✳✷✶✮ ❤♦❧❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞
♣♦✐♥t✇✐s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❝♦♥st❛♥t✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳❝❪ ✭♥♦t❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∂t −∇ ⋅ a∇ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❡❞
❜② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✣♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ②✐❡❧❞✱ ❢♦r
❡✈❡r② m, l ∈ N✱

∥∂lt∇mu∥L∞(Ir×Ur) ≤ Cm+2lr−m−2lr−(2+d)/2 ∥u∥L2(I×U) ✭✷✳✺✳✷✷✮

≤ Cm+2lr−m−2lr1−(2+d)/2 ∥∇u∥L2(I×U) .



✷✳✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✽✼

❍❡r❡ Ck ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ (d,Λ) ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ k ∈ N✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ∥uε −wε∥H1

par(I×U)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t❡❞

❜❡❧♦✇ ✐♥ ✭✷✳✺✳✷✺✮✳
❙t❡♣ ✶✳ ❲❡ ♣❧✉❣ wε ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❛t

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ (∂t −∇ ⋅ aε∇)wε ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

(∂t −∇ ⋅ aε∇)wε = ∂tF +G
✇❤❡r❡ F ∈H1

par,⊔(I ×U) ❛♥❞ G ∈ L2(I;H−1(U)) s❛t✐s❢② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s

∥F ∥L2(I;H1(U)) + ∥G∥L2(I;H−1(U)) ≤ C (r δ
4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥

W
1,2+δ
par (I×U) . ✭✷✳✺✳✷✸✮

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇wε = ζr d∑
k=1
(ek +∇φεek)∂xku + d∑

k=1
φεek∇ (ζr∂xku) + (1 − ζr)∇u,

∂tw
ε = ∂tu + ζr d∑

k=1
∂tφ

ε
ek
∂xku +

d∑
k=1

φεek∂t (ζr∂xku) .
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✺✳✶✶✮✱ t❤❡ ♠❛♣ ûεe(t, x) ∶= e ⋅ x + φεe(t, x) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

∂tû
ε
e −∇ ⋅ (aε∇ûεe) = 0 ✐♥ I ×U.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

∂tw
ε −∇ ⋅ (aε∇wε) = ∂tu + d∑

k=1
φεek∂t (ζr∂xku) − d∑

k=1
∇ (ζr∂xku) ⋅ aε (ek +∇φεek)

−∇ ⋅ (aε ( d∑
k=1

φεek∇ (ζr∂xku) + (1 − ζr)∇u)) .
❙✐♥❝❡ u s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t

∂tu = ∇ ⋅ a∇u = d∑
k=1
∇ (ζr∂xku) ⋅ aek +∇ ⋅ ((1 − ζr)a∇u) ,

❛♥❞ t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

∂tw
ε −∇ ⋅ (aε∇wε) = d∑

k=1
φεek∂t (ζr∂xku) − d∑

k=1
∇ (ζr∂xku) ⋅ (aε (ek +∇φεek) − aek)

−∇ ⋅ (aε d∑
k=1

φεek∇ (ζr∂xku)) −∇ ⋅ ((aε − a) (1 − ζr)∇u) .
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ v ∈ L2(I;H1

0(U)) ❛♥❞ v∗ ∈ L2(I;H−1(U)) s✉❝❤ t❤❛t

f∗ ∶= − d∑
k=1
∇ (ζr∂xku) ⋅ (aε (ek +∇φεek) − aek) = ∂tv + v∗ ✭✷✳✺✳✷✹✮

❛♥❞ ∥v∥L2(I;H1(U)) + ∥v∗∥L2(I;H−1(U)) ≤ C ∥f∗∥Ĥ−1par(I×U) .



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❛❦❡ v ❛♥❞ v∗ t♦ ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ I ×U ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✺✳✷✹✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(I;H−1(U))✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❤❛t v ∈H1

par,⊔(I ×
U)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∂tw
ε −∇ ⋅ (aε∇wε) = ∂tF +G

✇❤❡r❡
F ∶= v

❛♥❞

G ∶= v∗ + d∑
k=1

φεek∂t (ζr∂xku) −∇ ⋅ (aε d∑
k=1

φεek∇ (ζr∂xku)) −∇ ⋅ ((aε − a) (1 − ζr)∇u) .
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t

∥F ∥L2(I;H1(U)) + ∥G∥L2(I;H−1(U))

≤ C d∑
k=1
∥φεek∂t (ζr∂xku)∥L2(I×U) +C

d∑
k=1
∥∇ (ζr∂xku) ⋅ (aε (ek +∇φεek) − aek)∥Ĥ−1par(I×U)

+C ∥aε d∑
k=1

φεek∇ (ζr∂xku)∥
L2(I×U)

+C ∥(aε − a) (1 − ζr)∇u∥L2(I×U)

= T1 + T2 + T3 + T4.
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t❡r♠s Ti ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✺✳✷✸✮✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E ′(n) ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✭✷✳✺✳✷✵✮✱ ✭✷✳✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✷✷✮✳ ❋♦r T1✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✷✳✺✳✷✵✮
❛♥❞ ✭✷✳✺✳✷✷✮ t♦ ✜♥❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ e ∈ ∂B1✱

∥φεek∂t (ζr∂xku)∥L2(I×U) ≤ C ∥∂t (ζr∂xku)∥L∞(I×U) ∥φεe∥L2(I×U)
≤ Cr−3−(2+d)/2E ′(n) ∥f∥H1

par(I×U) .

❋♦r T2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥∇ (ζr∂xku) ⋅ (aε (e +∇φεe) − ae)∥Ĥ−1par(I×U)≤ C ∥∇ (ζr∂xku)∥W 1,∞(I×U) ∥aε (e +∇φεe) − ae∥Ĥ−1par(I×U)≤ Cr−3−(2+d)/2E ′(n) ∥f∥H1
par(I×U) .

❋♦r T3✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✷✳✺✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✷✷✮ ❛❣❛✐♥ t♦ ❣❡t

∥aεφεe∇ (ζr∂xku)∥L2(I×U) ≤ C ∥∇ (ζr∂xku)∥L∞(I×U) ∥φεe∥L2(I×U)
≤ Cr−2−(2+d)/2E ′(n) ∥f∥H1

par(I×U) .

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r T4✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✷✳✺✳✷✵✮✱ ✭✷✳✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❣❡t

∥(aε − a) (1 − ζr)∇u∥L2(I×U) ≤ C ∣{x ∈ I ×U ∶ ζr(x) ≠ 1}∣ δ
4+2δ ∥∇u∥L2+δ(I×U)

≤ Cr δ
4+2δ ∥f∥

W
1,2+δ
par (I×U) .



✷✳✺✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✽✾

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✺✳✷✸✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∥uε −wε∥L2(I;H1(U)) ≤ C (r δ
4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥

W
1,2+δ
par (I×U) . ✭✷✳✺✳✷✺✮

❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✺✳✷✸✮ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t uε −wε, F ∈H1

par,⊔(I ×U) ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✼✳✶✷✮ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ uε t♦ wε✳ ❲❤❛t ✐s ❧❡❢t ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ wε

t♦ u ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✺✳✶✾✮ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✹✮✳

❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

∥u −wε∥L2(I×U) + ∥∇u −∇wε∥Ĥ−1par(I×U) + ∥a∇u − aε∇wε∥Ĥ−1par(I×U)
≤ C (r δ

4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U) . ✭✷✳✺✳✷✻✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∇wε(t, x) − ∇u(t, x)
= ε d∑

k=1
∇(ζr∂xku) (t, x)φek ( tε2 , xε ) + ζr(t, x) d∑

k=1
∂xku(t, x)∇φek ( tε2 , xε )

t♦ ❣❡t

∥∇u −∇wε∥Ĥ−1par(I×U)

≤ ∥∇(ζr∇u)∥L∞(I×U) ε d∑
k=1
∥φek∥L2(Q

ε−1) +C ∥ζr∇u∥W 1,∞(I×U) ∥∇φek ( ⋅ε2 , ⋅ε)∥Ĥ−1par(I×U)

≤ Cr−2 ∥f∥H1
par(I×U) E ′(n).

❋♦r t❤❡ ✢✉①❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ ✐t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡

(aε∇wε)i (t, x) = d∑
j,k=1

ζr(t, x)aεij(t, x)∂xku(t, x) (δjk + ∂xjφek ( tε2 , xε ))
+ ε d∑

j,k=1
aεij(t, x)∂xj (ζr∂xku) (t, x)φek ( tε2 , xε ) .

❚❤✉s

(aε∇wε)i (t, x) − (a∇u)i (t, x)
= d∑
j,k=1

ζr(t, x)∂xku(t, x) (aεij(t, x) (δjk + ∂xjφek ( tε2 , xε )) − aik)
+ d∑
j,k=1
(1 − ζr(t, x))aik∂xku(t, x) + ε d∑

j,k=1
aεij(t, x)∂xj (ζr∂xku) (t, x)φek ( tε2 , xε ) .
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❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✺✳✷✵✮✱ ✭✷✳✺✳✷✶✮✱ ✭✷✳✺✳✷✷✮ ❛♥❞
t❤❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d∑
j,k=1
∥(1 − ζr)aik∂xku∥L2(I×U) ≤ C ∥∇u∥L2((I×U)∖(Ir×Ur))

≤ Cr δ
4+2δ ∥∇u∥L2+δ(I×U) ≤ Cr δ

4+2δ ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U)

❛♥❞

ε
d∑

j,k=1
∥aεij∂xj (ζr∂xku)φek ( ⋅ε2 , ⋅ε)∥L2(I×U) ≤ C ∥∇ (ζr∇u)∥L∞(I×U) ε d∑

k=1
∥φek∥L2(Q1/2)

≤ Cr−2−(2+d)/2 ∥f∥H1
par(I×U) E ′(n).

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

d∑
j,k=1
∥ζr∂xku (aεij (δjk + ∂xjφek ( ⋅ε2 , ⋅ε)) − aik)∥Ĥ−1par(I×U)

≤ C d∑
j,k=1
∥ζr∂xku∥W 1,∞(I×U) ∥aεij (δjk + ∂xjφek ( ⋅ε2 , ⋅ε)) − aik∥Ĥ−1par(I×U)

≤ Cr−3 ∥f∥H1
par(I×U)

d∑
k=1
∥aε (ek +∇φek) − aek∥Ĥ−1par(Q1/2)

≤ Cr−3−(2+d)/2 ∥f∥H1
par(I×U) E ′(n).

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦✉r ❞✐s♣❧❛②s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∥aε∇wε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U) ≤ C (r δ
4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥

W
1,2+δ
par (I×U) .

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ wε − u✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∥wε − u∥L2(I×U) ≤ C ∥∇u∥L∞((I×U)∖(Ir×Ur)) ε

d∑
k=1
∥φek ( ⋅ε2 , ⋅ε)∥L2(I×U)

≤ Cr−1−(2+d)/2 ∥f∥H1
par(I×U) E ′(n).

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✺✳✷✻✮✳

❙t❡♣ ✹✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✺✳✷✺✮✱ ✭✷✳✺✳✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥∇uε −∇u∥Ĥ−1par(I×U) ≤ ∥∇uε −∇wε∥Ĥ−1par(I×U) + ∥∇wε −∇u∥Ĥ−1par(I×U)≤ C ∥uε −wε∥L2(I;H1(U)) + ∥∇wε −∇u∥Ĥ−1par(I×U)
≤ C (r δ

4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U) .

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✢✉①❡s ✇❡ ❤❛✈❡

∥aε∇uε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U) ≤ ∥aε∇uε − aε∇wε∥Ĥ−1par(I×U) + ∥aε∇wε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U)≤ C ∥uε −wε∥L2(I;H1(U)) + ∥aε∇wε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U)
≤ C (r δ

4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U) ,



✷✳✻✳ ❘❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r② ✾✶

❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∥uε − u∥L2(I×U) ≤ ∥uε −wε∥L2(I×U) + ∥wε − u∥L2(I×U)
≤ C (r δ

4+2δ + r−3−(2+d)/2E ′(n)) ∥f∥
W

1,2+δ
par (I×U) .

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✺✳✶✽✮ ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✷✳✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✹✮ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡❝t♦rs✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✮✳ ❋✐① s ∈ (0,2 + d) ❛♥❞ ♣✉t s′ ∶= 1
2
s+ 1

2
(2+d) ❛♥❞ s′′ ∶= 1

2
s′+ 1

2
(2+d)✳

❚❤✉s s < s′ < s′′ < 2 + d ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣s ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ♦❢ s✐③❡ 1
4
(2 + d − s)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✷✳✺✳✶✸✮

❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✹✮ ✐♠♣❧② t❤❛t

E ′(n) ≤ C3−n +C n−1∑
m=0

3m−n
⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ⊡m))⎞⎠
1
2

.

❚❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵✱

E ′(n) ≤ C3−nβ(2+d−s′′) +O1 (C3−ns′′) .
❚❤✉s

3ns
′ (E ′(n) −C3−nβ(2+d−s′′))+ ≤ O1 (C3−n(s′′−s′)) .

❇② ✭✷✳✶✳✷✵✮✱ X ∶= ∑
n∈N

3ns
′ (E ′(n) −C3−nβ(2+d−s′′))+ ≤ O1 (C) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✶ ②✐❡❧❞s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ε ∈ (0, 1
2
] ❛♥❞ r ∈ (0,1)✱

∥∇uε −∇u∥Ĥ−1par(I×U) + ∥aε∇uε − a∇u∥Ĥ−1par(I×U) + ∥uε − u∥L2(I×U)

≤ C ∥f∥
W

1,p
par(I×U) (rβ + 1

r3+(2+d)/2
(εβ(2+d−s′′) + εs′X ′)) .

❲❡ ♥♦✇ s❡❧❡❝t r ∈ (0,1) ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ε✮
s✉❝❤ t❤❛t r−3−(2+d)/2εs′ ≤ εs ❛♥❞ r−3−(2+d)/2 ≤ ε−β(2+d−s′′)/2✳ ❲❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

r ∶= εβ(2+d−s′′)/(3+(2+d)/2) ∨ ε(s′−s)/(3+(2+d)/2).
❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t 2 + d − s′′ ≥ 1

4
(2 + d − s) ❛♥❞ s′ − s ≥ 1

4
(2 + d − s)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

✷✳✻ ❘❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪ ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❢✉❧❧ ❞❡t❛✐❧s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st ✈❡r❜❛t✐♠ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧♦r✐❝ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥ ❬✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷❪✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷ ✭❈❛❧♦r✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❋✐① s ∈ (0,2+d)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t α(d,Λ) >
0✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(s, d,Λ) < ∞✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xs ∶ Ω→ [1,∞] s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

Xs = Os (C) , ✭✷✳✻✳✶✮

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ✿ ❢♦r ❡✈❡r② R ≥ Xs ❛♥❞ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈H1
par(QR) ♦❢

∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ QR, ✭✷✳✻✳✷✮

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈H1
par(QR/2) ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = 0 ✐♥ QR/2

s✉❝❤ t❤❛t
∥u − u∥L2(QR/2) ≤ CR−α(2+d−s) ∥u − (u)QR

∥
L2(QR) . ✭✷✳✻✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡✳
❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷❪✱ ✇❡
❥✉st ♥❡❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡r✐♦r ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✽ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❣✐✈❡s ✉s δ(d,Λ) > 0 ❛♥❞ C(d,Λ) > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
u ∈H1

par(QR) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✻✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ∇u ∈ L2+δ(QR/2) ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥∇u∥L2+δ(QR/2) ≤ CR ∥u − (u)QR
∥
L2(QR) . ✭✷✳✻✳✹✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷❪✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✻✳✹✮✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❬✹✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✻❪ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❲❡ ♥❡①t st❛t❡ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺❪✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✸✳ ❋✐① α ∈ [0,1]✱ K ≥ 1 ❛♥❞ X ≥ 1✳ ▲❡t R ≥ 2X ❛♥❞ u ∈ L2(QR) ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ [X,R]✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts wr ∈H1

par(Qr/2) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

∂twr −∇ ⋅ (a∇wr) = 0 ✐♥ Qr/2

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s
∥u −wr∥L2(Qr/2) ≤Kr−α ∥u − (u)Qr

∥
L2(Qr) . ✭✷✳✻✳✺✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② k ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts θ(α, k, d,Λ) ∈ (0, 1
2
) ❛♥❞ C(α, k, d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②

r ∈ [X,R]✱
inf

p∈Ak(Q∞)
∥u − p∥L2(Qθr)

≤ 1

4
θk+1−α/2 inf

p∈Ak(Q∞)
∥u − p∥L2(Qr) +CKr−α ∥u − (u)Qr∥L2(Qr) . ✭✷✳✻✳✻✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺❪✳ ❲❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡
❜❛❧❧s ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✐ts ❡❧❧✐♣t✐❝ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s
❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❲✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✸ ✐♥ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐s ♥♦✇ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻❪✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♠♦st ✈❡r❜❛t✐♠ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦❜✈✐♦✉s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✹❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳



✷✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾✸

✷✳✼ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛✉s❡s ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣r♦♦❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r st❛t❡♠❡♥t ❞✐✛❡rs ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✷✸❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦
t❤❡ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❬✷✷❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❬✷✸❪ ❀ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡
r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ❛s t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✇❛s ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✸✱ ✶✹❪✳

▲❡t I ∶= (0, T ) ⊆ R ❛♥❞ U ⊆ Rd ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
w∗ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

∂tu −∇ ⋅ (a(∇u, ⋅)) = w∗ ✐♥ I ×U, ✭✷✳✼✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦t ✏ ⋅ ✑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡✲s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ I ×U ⊆ R1+d✱ ❛♥❞ a ∈ L∞loc(Rd ×R1+d;Rd)
✐s ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥ ✐ts ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ❝♦♥st❛♥t λ <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p1, p2 ∈ Rd ❛♥❞ z ∈ R1+d✱

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∣a(p1, z) − a(p2, z)∣ ≤ λ∣p1 − p2∣,
(a(p1, z) − a(p2, z)) ⋅ (p1 − p2) ≥ λ−1 ∣p1 − p2∣2 . ✭✷✳✼✳✷✮

❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ p ↦ a(p, z)✱ ❢♦r ❡❛❝❤
z ∈ R1+d✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❋✐t③♣❛tr✐❝❦ ❬✷✵❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❑r②❧♦✈ ❬✸✹❪ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❡❛r❧✐❡r✳

❇② ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✾❪✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts A ∈ L∞loc(Rd ×Rd ×R1+d) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱
❢♦r Λ ∶= 2λ + 1 ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ z ∈ R1+d ✿

✖ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

(p, q)↦ A(p, q, z) − 1

2Λ
(∣p∣2 + ∣q∣2) ✐s ❝♦♥✈❡①; ✭✷✳✼✳✸✮

✖ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

(p, q)↦ A(p, q, z) − Λ

2
(∣p∣2 + ∣q∣2) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡; ✭✷✳✼✳✹✮

✖ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱ ✇❡ ❤❛✈❡
A(p, q, z) ≥ p ⋅ q, ✭✷✳✼✳✺✮

❛♥❞
A(p, q, z) = p ⋅ q ⇐⇒ q = a(p, z). ✭✷✳✼✳✻✮

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡♥ p ↦ a(p, z) ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (p, q) ↦ A(p, q, z)
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✷✳✸✮✱ s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧✐❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✇❤❡♥ a(⋅, z) ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L(p, z)✱ t❤❛t ✐s✱ a(⋅, z) = ∇pL(⋅, z) ✇❤❡r❡ p↦ L(p, z) ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧②
❝♦♥✈❡①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡

A(p, q, z) ∶= L(p, z) +L∗(q, z),



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ L∗ ✐s t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ L✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♥♦t ✉♥✐q✉❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡

Z(I ×U) ∶= {(u,u∗) ∶ u ∈ L2(I;H1(U)) ❛♥❞ (u∗ − ∂tu) ∈ L2(I;H−1(U))} ,
✇✐t❤ ♥♦r♠ ∥(u,u∗)∥Z(I×U) ∶= ∥u∥L2(I;H1(U)) + ∥u∗ − ∂tu∥L2(I;H−1(U)).

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ H1
par(I × U) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✾✮✲✭✷✳✶✳✶✵✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H1

par,⊔(I × U) t❤❡
❝❧♦s✉r❡ ✐♥ H1

par(I × U) ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ (0, T ] × U ✳ ❋♦r
❡✈❡r② (u,u∗) ∈ Z(I ×U)✱ ✇❡ s❡t

J [u,u∗] ∶= inf {∫
I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g) ∶ −∇ ⋅ g = u∗ − ∂tu} . ✭✷✳✼✳✼✮

■♥ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t g ∈ L2(I ×U ;Rd)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s

∀φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U ∇φ ⋅ g = ∫I×U φ (u∗ − ∂tu) . ✭✷✳✼✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r g ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜② ∆−1U t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐♥ U ✇✐t❤ ❛ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t

g = ∇∆−1U (u∗ − ∂tu)
✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ u∗ − ∂tu ∈ L2(I;H−1(U))✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ (w,w∗) ∈ Z(I ×U)✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

{ w +H1
par,⊔(I ×U) → R

u ↦ J [u,w∗] ✭✷✳✼✳✾✮

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
u ∈ w +H1

par,⊔(I ×U) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✼✳✶✮✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

∀φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∫

I×U ∇φ ⋅ a(∇u, ⋅) = ∫I×U φ (w∗ − ∂tu) .
❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✺✳ ❇② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

H1
par(I ×U) ×L2(I;H−1(U)) ⊆ Z(I ×U), ✭✷✳✼✳✶✵✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹ ❡♥s✉r❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✳✶✮ ❢♦r ❡✈❡r②
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ w∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❛♥❞ ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ w ∈H1

par(I ×U) ❀ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ H1

par(I ×U)✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② w∗ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

w∗ = ∂tf + v, f ∈ L2(I;H1
0(U)), v ∈ L2(I;H−1(U)), ✭✷✳✼✳✶✶✮



✷✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾✺

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t (f,w∗) ∈ Z(I × U) ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ f +H1

par,⊔(I ×U) ♦❢ ✭✷✳✼✳✶✮ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥u − f∥H1
par(I×U) ≤ C (∥f∥L2(I;H1(U)) + ∥w∗ − ∂tf∥L2(I;H−1(U))) . ✭✷✳✼✳✶✷✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣

∂tf + v z→ f + P (f, v), ✭✷✳✼✳✶✸✮

✇❤❡r❡ f ∈ L2(I;H1
0(U))✱ v ∈ L2(I;H−1(U))✱ ❛♥❞ P ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ L2(I;H1

0(U))×
L2(I;H−1(U)) t♦ H1

par,⊔(I × U)✳ ■❢ ✇❡ ♠♦r❡♦✈❡r r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✱ s❛②✱ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s f ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ {0} ×U ✱ t❤❡♥ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✼✳✶✮ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ I × U ✳
❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ f ♥❡❛r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡
✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② w∗ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✼✳✶✶✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Ĥ−1par(I × U)✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛tt❡r s♣❛❝❡ ✐s
str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ w∗✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛r ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✵✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❧❡♠♠❛ r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t u∗ ❜❡❧♦♥❣ t♦ L2(I × U)✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s r✉❧❡s ♦✉t ❝❡rt❛✐♥
s✐♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ Ĥ−1par(I ×U) ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✼✳✶✶✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✻✳ ❖♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✐❢✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ r❡✢❡①✐✈❡
s✉❜s♣❛❝❡ E ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤❡❛t ♦♣❡r❛t♦r (∂t −∆) ♠❛♣s
E t♦ ✐ts ❞✉❛❧ E∗ s✉r❥❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ✇❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ❜r✐❡✢②✳ ❖❜s❡r✈❡
✜rst t❤❛t ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✱ t❤❡ ❤❡❛t ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ H1

par,⊔(I × U) t♦
L2(I;H−1(U))✱ ❛♥❞ t❤❛t L2(I;H−1(U)) ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ H1

par,⊔(I×U)✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ H1

par,⊔(I × U) ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∂tv✱ ❢♦r v ∈ L2(I;H1
0(U))✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ s♣❛❝❡ E s❤♦✉❧❞ ❜❡ str✐❝t❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡s H1
par,⊔(I × U) ❛♥❞ L2(I;H1

0(U))✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ✭✷✳✼✳✶✸✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡ E ❞♦❡s
♥♦t ❡①✐st✳

❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t② r❡s✉❧t
❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ H1

par,⊔(I × U) ❛♥❞ H1
par(I × U) ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❧❧

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✹✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳✹❪ ❢♦r ❛
♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸✼✳ ▲❡t u ∈ L2(I;H1
0(U)) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ∂tu ∈ L2(I;H−1(U))✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ũ ∈

C (I;L2(U)) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧♠♦st ❡✈❡r② t ∈ I✱ ✇❡ ❤❛✈❡ u(t, ⋅) = ũ(t, ⋅)✳
❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸✼✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t

✇✐t❤ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹✮✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ ❢♦✉r st❡♣s✳

❙t❡♣ ✶✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ✭✷✳✼✳✾✮ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ♣r♦✈❡ t❤❡
str♦♥❣❡r st❛t❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

(u,g)↦ ∫
I×U (A(∇u,g, ⋅) −∇u ⋅ g) , ✭✷✳✼✳✶✹✮

❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs (u,g) ✐♥ t❤❡ s❡t

{(u,g) ∈ (w +H1
par,⊔(I ×U)) ×L2(I ×U ;Rd) ❛♥❞ −∇ ⋅ g = w∗ − ∂tu} , ✭✷✳✼✳✶✺✮



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

(u,g) ↦ −∫
I×U ∇u ⋅ g

✐s ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r t❤❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✼✳✶✺✮✳ ❇② ✭✷✳✼✳✽✮ ✭✇✐t❤ u∗ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② w∗✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

−∫
I×U ∇u ⋅ g = −∫I×U ∇w ⋅ g +∫I×U(w − u)(w∗ − ∂tu)

= −∫
I×U ∇w ⋅ g +∫I×U(w − u)(w∗ − ∂tw) + 1

2
∥(u −w)(T, ⋅)∥2L2(U). ✭✷✳✼✳✶✻✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r (u,g)✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s st❡♣ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (u,g) ↦ ∫

I×U A(∇u,g, ⋅)
✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r t❤❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✼✳✶✺✮✳ ❇② ✭✷✳✼✳✸✮✱ ❢♦r ❡✈❡r② (u,g) ✐♥ t❤❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✷✳✼✳✶✺✮ ❛♥❞ (v,h) ∈H1

par,⊔(I ×U) ×L2(I ×U ;Rd) s✳t✳ ∇ ⋅ h = ∂tv, ✭✷✳✼✳✶✼✮

✇❡ ❤❛✈❡

1

2
A(∇(u + v),g + h, ⋅) + 1

2
A(∇(u − v),g − h, ⋅) −A(∇u,g, ⋅) ≥ 1

2Λ
(∣∇v∣2 + ∣h∣2) .

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✭✷✳✼✳✶✼✮✱

∥∂tv∥L2(I;H−1(U)) = sup{∫
I×U φ∂tv ∶ φ ∈ L2(I;H1

0(U)), ∥∇φ∥L2(I×U) ≤ 1}
= sup{∫

I×U ∇φ ⋅ h ∶ φ ∈ L2(I;H1
0(U)), ∥∇φ∥L2(I×U) ≤ 1}

≤ ∥h∥L2(I×U).

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s s❤♦✇♥ t❤❛t

∫
I×U (

1

2
A(∇(u + v),g + h, ⋅) + 1

2
A(∇(u − v),g − h, ⋅) −A(∇u,g, ⋅))

≥ 1

4Λ
(∥∇v∥2L2(I×U) + ∥∂tv∥2L2(I;H−1(U)) + ∥h∥2L2(I×U)) ,

s♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙t❡♣ ✷✳ ❇② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛✐r (u0,g0) ✐♥ t❤❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞
❜② ✭✷✳✼✳✶✺✮ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✭✷✳✼✳✶✹✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✐t s✉✣❝❡s
t♦ s❤♦✇ t❤❛t

∫
I×U (A(∇u0,g0, ⋅) −∇u0 ⋅ g0) = 0. ✭✷✳✼✳✶✽✮

■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✭✷✳✼✳✺✮✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✼✳✶✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

g0 = a(∇u0, ⋅) ❛✳❡✳ ✐♥ I ×U,
❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✭✷✳✼✳✶✺✮✱

∇ ⋅ g0 = w∗ − ∂tu0,



✷✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✾✼

s♦ t❤❛t u0 ✐♥❞❡❡❞ s♦❧✈❡s
∂tu0 −∇ ⋅ (a(∇u0, ⋅)) = w∗

✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ s❡♥s❡✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ s❤♦✇ ✭✷✳✼✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✼✳✶✽✮ ✐s
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ ✭✷✳✼✳✺✮✳ ❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✱
t❤❛t ✐s✱

inf
u∈H1

par,⊔(I×U)
J [w + u,w∗] ≤ 0. ✭✷✳✼✳✶✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r②
u∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❜②

G(u∗) ∶= inf
u∈H1

par,⊔(I×U)
(J [w + u,w∗ + u∗] +∫

I×U uu
∗) .

◆♦t❡ t❤❛t ✭✷✳✼✳✶✾✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t G(0) ≤ 0✳ ❇② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✼✳✶✻✮✱
❢♦r ❡✈❡r② u∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❛♥❞

(u,g) ∈H1
par,⊔(I ×U) ×L2(I ×U ;Rd) s✳t✳ −∇ ⋅ g = w∗ + u∗ − ∂t(w + u), ✭✷✳✼✳✷✵✮

✇❡ ❤❛✈❡

∫
I×U (A(∇(w + u),g, ⋅) −∇(w + u) ⋅ g) +∫I×U uu∗

= ∫
I×U (A(∇(w + u),g, ⋅) −∇w ⋅ g − u(w∗ − ∂tw)) +

1

2
∥u(T, ⋅)∥2L2(U), ✭✷✳✼✳✷✶✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✐s ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r L2(I;H−1(U))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦
❧♦❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t G ✐s ❧♦✇❡r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❜② ❝♦♥✈❡①✐t② ✭s❡❡ ❡✳❣✳
❬✶✽✱ ▲❡♠♠❛ ■✳✷✳✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ■✳✷✳✷❪✮✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② G∗ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧ ♦❢ G✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r②
v ∈ L2(I;H1

0(U)) ❜②
G∗(v) ∶= sup

u∗∈L2(I;H−1(U))
(−G(u∗) +∫

I×U v u
∗) ,

❛♥❞ ❜② G∗∗ ✐ts ❜✐❞✉❛❧✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t G = G∗∗ ✭s❡❡ ❬✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■✳✹✳✶❪✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

G(0) = G∗∗(0) = sup
v∈L2(I;H1

0
(U))
(−G∗(v)) .

❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✳✼✳✶✾✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∀v ∈ L2(I;H1
0(U)), G∗(v) ≥ 0. ✭✷✳✼✳✷✷✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ♥❡①t t✇♦ st❡♣s✳

❙t❡♣ ✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ v ∈ L2(I;H1
0(U))✱ ✇❡ ❤❛✈❡ G∗(v) ∈ R ∪ {+∞}✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

G∗(v) < +∞ Ô⇒ ∂tv ∈ L2(I;H−1(U)). ✭✷✳✼✳✷✸✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t

G∗(v) = sup{∫
I×U ((v − u)u∗ −A(∇(w + u),g, ⋅) +∇(w + u) ⋅ g) ∶

u∗ ∈ L2(I;H−1(U)), (u,g) s❛t✐s❢② ✭✷✳✼✳✷✵✮}. ✭✷✳✼✳✷✹✮



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t♦ u∗ = ∂tu ❛♥❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ g ∈ L2(I × U ;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣ −∇ ⋅ g = w∗ − ∂tw ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

G∗(v) ≥ sup{∫
I×U (v ∂tu −A(∇(w + u),g, ⋅) +∇(w + u) ⋅ g) − 1

2
∥u(T, ⋅)∥2L2(U) ∶

u ∈H1
par,⊔(I ×U)}.

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ G∗(v) <∞ t❤✉s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

sup{∫
I×U v ∂tu ∶ u ∈H1

par,⊔(I ×U), ∥∇u∥L2(I×U) ≤ 1, ∥u(T, ⋅)∥L2(U) ≤ 1} <∞.
❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❛❜♦✈❡ ❜② C < ∞✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s♠♦♦t❤ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✇✐t❤
❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ I ×U ✱

∣∫
I×U u∂tv∣ ≤ C∥∇u∥L2(I×U).

❇② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ∂tv ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ L2(I;H1
0(U))✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❞✉❛❧ s♣❛❝❡ ✐s L2(I;H−1(U))✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✼✳✷✸✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙t❡♣ ✹✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

v ∈ L2(I;H1
0(U)) ❛♥❞ ∂tv ∈ L2(I;H−1(U)) Ô⇒ G∗(v) ≥ 0. ✭✷✳✼✳✷✺✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✳✼✳✷✸✮✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✼✳✷✷✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t G∗(v) ≥ 0 ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ✭✷✳✼✳✷✹✮ ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ u = v ❛♥❞
t❤❡♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❡ ❢❛❝❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❛♥❣❡ ✐♥ H1

par,⊔(I ×U)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s
s♣❛❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐s❤ t♦ ❛r❣✉❡
t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ u ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞✳

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ u∗ ❜② u∗ + ∂tu ✐♥ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐♥ ✭✷✳✼✳✷✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ G∗(v) ❛s
G∗(v) = sup{∫

I×U ((v − u) (u∗ + ∂tu) −A(∇(w + u),g, ⋅) +∇(w + u) ⋅ g)} , ✭✷✳✼✳✷✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❡✈❡r② u∗ ∈ L2(I;H−1(U))✱ u ∈ H1
par,⊔(I × U) ❛♥❞ g ∈ L2(I ×

U ;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣
−∇ ⋅ g = w∗ + u∗ − ∂tw. ✭✷✳✼✳✷✼✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ∂tu ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✼✳✷✻✮ ❛s

∫
I×U(v − u)∂tu = −∫I×U u∂tv +∫U u(T, ⋅)v(T, ⋅) − 1

2
∥u(T, ⋅)∥2L2(U).

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐♥ ✭✷✳✼✳✷✻✮ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢

I1(u,u∗,g) ∶= ∫
I×U ((v − u)u∗ − u∂tv −A(∇(w + u),g, ⋅) +∇(w + u) ⋅ g) ✭✷✳✼✳✷✽✮

❛♥❞

I2(u(T, ⋅)) ∶= ∫
U
u(T, ⋅)v(T, ⋅) − 1

2
∥u(T, ⋅)∥2L2(U). ✭✷✳✼✳✷✾✮



✷✳✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ▼❡②❡rs✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t❡s ✾✾

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ u∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❛♥❞ g ∈ L2(I ×U ;Rd)✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ u↦ I1(u,u∗,g)
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ L2(I;H1(U))✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ b ∈H1

0(U)✱ ❛♥❞ ũ ∈ L2(I;H1
0(U))✱

♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡

{u ∈H1
par,⊔(I ×U) ∶ u(T, ⋅) = b}

✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ũ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ L2(I;H1(U))✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❣✐✈❡♥ u∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❛♥❞ g ∈ L2(I ×U ;Rd)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

sup{I1(u,u∗,g) + I2(u(T, ⋅)) ∶ u ∈H1
par,⊔(I ×U)}≥ sup{I1(u,u∗,g) + I2(b) ∶ u ∈ L2(I;H1

0(U)) ❛♥❞ b ∈H1
0(U)} .

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ b ↦ I2(b) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ L2(U)✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥
❢❛❝t

sup{I1(u,u∗,g) + I2(u(T, ⋅)) ∶ u ∈H1
par,⊔(I ×U)}= sup{I1(u,u∗,g) + I2(b) ∶ u ∈ L2(I;H1

0(U)) ❛♥❞ b ∈ L2(U)} .
❙❡❧❡❝t✐♥❣ u = v ❛♥❞ b = v(T, ⋅)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✉s s❤♦✇♥ t❤❛t

G∗(v) ≥ sup{1
2
∥v(T, ⋅)∥2L2(U) +∫

I×U (−v ∂tv −A(∇(w + v),g, ⋅) +∇(w + v) ⋅ g)} ,
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❡✈❡r② u∗ ∈ L2(I;H−1(U)) ❛♥❞ g ∈ L2(I × U ;Rd) s❛t✐s❢②✐♥❣
✭✷✳✼✳✷✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t

1

2
∥v(T, ⋅)∥2L2(U) −∫

I×U v ∂tv = 1

2
∥v(0, ⋅)∥2L2(U) ≥ 0.

❙❡❧❡❝t✐♥❣ u∗ s✉❝❤ t❤❛t
−∇ ⋅ (a(∇(w + v), ⋅)) = w∗ + u∗ − ∂tw,

❛♥❞ t❤❡♥
g = a(∇(w + v), ⋅)

❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✳✼✳✷✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❛♥❞ ❜② ✭✷✳✼✳✻✮✱ t❤❛t

∫
I×U (A(∇(w + v),g, ⋅) −∇(w + v) ⋅ g) = 0.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✼✳✷✺✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ▼❡②❡rs✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t❡s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❡②❡rs ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛✲
❜✐❧✐t② ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❚❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝❛s❡ ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r
❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✽✱ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡
s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r
✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❝♦♠❡ ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡ t♦ ❡①♣❡rts✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ❤❛s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❜❡❢♦r❡✳



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

●❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❬✸✼❪✱ ❜✉t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✸✼❪ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦
♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✖❛ ♠♦❞❡st t❡❝❤♥✐❝❛❧
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ s❡❡ ✭✷✳✶✳✼✮✳
❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r (t, x) ∈ R ×Rd✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

Ĩr ∶= (−r2,0], Qr(t, x) ∶= (t, x) + Ĩr ×Br, ❛♥❞ Qr ∶= Qr(0,0).
❲❡ ✜① ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞ a = a(t, x) s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✶✳✷✮ ❢♦r ❡✈❡r② (t, x) ∈ R ×Rd✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

∂tu −∇ ⋅ (a(t, x)∇u) = u∗. ✭✷✳✽✳✶✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ♠❛❦❡s ♠✐❧❞ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳✼✳

❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡W 1,p
par ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✳✶✸✮

❛♥❞ ✭✷✳✶✳✶✹✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✽ ✭■♥t❡r✐♦r ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ❬✷✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✮✳ ❋✐① r > 0✱ p ≥ 2 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t u ∈ H1

par(Q2r) ❛♥❞ u∗ ∈ Lp (I2r;W−1,p(B2r)) s❛t✐s❢② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✳✶✮ ✐♥ Q2r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥

❡①♣♦♥❡♥t δ(d,Λ) > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t u ∈W 1,p∧(2+δ)
par (Qr) ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❡st✐♠❛t❡ ∥∇u∥
Lp∧(2+δ)(Qr) ≤ C (∥∇u∥L2(Q2r) + ∥u∗∥Lp∧(2+δ)(I2r;W−1,p∧(2+δ)(B2r))) . ✭✷✳✽✳✷✮

❲❡ ♥❡①t ❣✐✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t
✐♥✐t✐❛❧✲❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾ ✭●❧♦❜❛❧ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡✮✳ ❋✐① p ≥ 2✳ ▲❡t U ∈ Rd ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③
❞♦♠❛✐♥✱ I ⊆ R ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ s❡t V ∶= I × U ✳ ❋✐① f ∈ W 1,p

par(V )✱ u∗ ∈ Lp (I;W−1,p(V ))
❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

u ∈ f +H1
par,⊔(V )

✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = u∗ ✐♥ V,

u = f ♦♥ ∂⊔V.

❚❤❡r❡ ❡①✐st δ(V, d,Λ) > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(V, d,Λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t u ∈ W 1,p∧(2+δ)
par (V ) ❛♥❞ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

∥u∥
W

1,p∧(2+δ)
par (V ) ≤ C (∥f∥W 1,p∧(2+δ)

par (V ) + ∥u∗∥Lp∧(2+δ)(I;W−1,p∧(2+δ)(V ))) . ✭✷✳✽✳✸✮

❚❤❡ ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ r❡❣✉❧❛✲
r✐t② ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢♦r♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✳



✷✳✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ▼❡②❡rs✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t❡s ✶✵✶

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✵ ✭♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t u ∈H1
par(Q2r) ❛♥❞ u∗ ∈ L2(I2r;H−1(B2r))

s❛t✐s❢②
∂tu −∇ ⋅ (a∇u) = u∗ ✐♥ Q2r.

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t

∥∇u∥L2(Qr) ≤ Cr−1 ∥u∥L2(Q2r) +C ∥u∗∥L2(I2r;H−1(B2r)) ✭✷✳✽✳✹✮

❛♥❞
sup
s∈Ir
∥u(s, ⋅)∥L2(Br) ≤ C ∥∇u∥L2(Q2r) +C ∥u∗∥L2(I2r;H−1(B2r)) . ✭✷✳✽✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ t❛❦❡ ηr ∈ C∞c (Q2r) t♦ ❜❡ ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣

0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 ♦♥ Qr, ∣∂tη∣ + ∣∇η∣2 ≤ Cr−2.
❲❡ t❡st t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

∀φ ∈ L2(I2r;H1
0(B2r)), ∫

Q2r

φ (u∗ − ∂tu) = ∫
Q2r

∇φ ⋅ a∇u
✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∶= η2ru ∈ L2(I2r;H1

0(B2r))✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜②

∫
Q2r

∇φ ⋅ a∇u ≥ 1

Λ
∫
Q2r

η2r ∣∇u∣2 −C ∫
Q2r

ηr ∣∇ηr ∣ ∣u∣ ∣∇u∣
≥ 1

2Λ
∫
Q2r

η2r ∣∇u∣2 −C ∫
Q2r

∣∇ηr ∣2 ∣u∣2
≥ 1

2Λ
∫
Q2r

η2r ∣∇u∣2 −Cr−2∫
Q2r

∣u∣2
❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜②

∫
Q2r

η2ru (u∗ − ∂tu) ≤ −∫
Q2r

∂t (1
2
η2ru

2) +∫
Q2r

ηr ∣∂tηr ∣u2
+∫ 0

−4r2 ∥(η2ru)(t, ⋅)∥H1(B2r) ∥u∗(t, ⋅)∥H−1(B2r) dt

≤ −1
2
∫
B2r

η2r(0, x)u2(0, x)dx +Cr−2∫
Q2r

u2

+C ∥η2ru∥L2(I2r;H1(B2r)) ∥u∗∥L2(I2r;H−1(B2r)) .

❯s✐♥❣ t❤❛t
∥η2ru∥L2(I2r;H1(B2r)) ≤ Cr−1 ∥u∥L2(I2r×B2r) +C ∥ηr∇u∥L2(I2r×B2r) ,

✇❡ ❣❡t

C ∥η2ru∥L2(I2r;H1(B2r)) ∥u∗∥L2(I2r;H−1(B2r))

≤ r−2 ∥u∥2L2(I2r×B2r) + 1

4Λ
∥ηr∇u∥2L2(I2r×B2r) +C ∥u∗∥2L2(I2r;H−1(B2r)) .

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

1

2
∫
B2r

η2r(0, x)u2(0, x)dx + 1

4Λ
∫
Q2r

η2r ∣∇u∣2 ≤ Cr−2∫
Q2r

∣u∣2 +C ∥u∗∥2L2(I2r;H−1(B2r)) .
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❚❤✐s ②✐❡❧❞s ✭✷✳✽✳✹✮✳

❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ∶= η2ru1{t<s} ❢♦r ✜①❡❞
s ∈ I2r✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ♥❛♠❡❧②

∫
Q2r

∇φ ⋅ a∇u ≥ −C ∥ηr∇u∥2L2(Q2r) −C ∥∇ηr∇u∥L2(Q2r) ∥uηr∥L2(Q2r)

≥ −C ∥∇u∥2L2(Q2r) − 1

16
r−2∫

Q2r

η2ru
2

≥ −C ∥∇u∥2L2(Q2r) − 1

4
sup
t∈I2r
∫
B2r

η2r(t, x)u2(t, x)dx,
✇❡ ❣❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞

1

2
∫
B2r

η2r(s, x)u2(s, x)dx
≤ C ∥∇u∥2L2(Q2r) + 1

4
sup
t∈I2r
∫
B2r

η2r(t, x)u2(t, x)dx +C ∥u∗∥2L2(I2r;H−1(B2r)) .

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r s ∈ I2r ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t ✭✷✳✽✳✺✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❛t q < 2✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈
❡①♣♦♥❡♥t q ∶= 2∗✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ q = 1 ✐♥ d = 2 ❝❛✉s❡s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s♦ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡
❥✉st t❛❦❡ q ∈ (5

4
, 7
4
)✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✶ ✭❘❡✈❡rs❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t u ∈H1
par(Q4r) ❛♥❞ u∗ ∈ L2 (I4r;H−1(B4r))

s❛t✐s❢②

∂tu −∇ ⋅ (a(x)∇u) = u∗ ✐♥ Q4r.

❉❡♥♦t❡ q ∶= 2∗ = 2d/(2 + d) ✐❢ d > 2 ♦r ❧❡t q ❜❡ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ (5
4
, 7
4
) ✐❢ d = 2✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts

C(d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② α > 0✱
∥∇u∥2L2(Qr) ≤ Cα ∥∇u∥2Lq(Q4r) + α ∥∇u∥2L2(Q4r) +C ∥u∗∥2L2(I4r;H−1(B4r)) , ✭✷✳✽✳✻✮

Pr♦♦❢✳ ❇② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t (u)Q2r
= 0✳ ▲❡t ξ ∈ C∞c (Br) ✇✐t❤∫Br

ξ = 1 ❛♥❞ ∣∇ξ∣ ≤ Cr−1✳ ❉❡♥♦t❡
v(t, x) ∶= u(t, x) −w(t), w(t) ∶= ∫

Br

ξ(y)u(t, y)dy.
❚❤❡♥ v s❛t✐s✜❡s

∂tv −∇ ⋅ (a∇v) = u∗ − ∂tw.
❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✷✳✽✳✺✮ t♦ v✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

∫
Q2r

∣v∣2 ≤ ( sup
s∈I2r
∫
B2r

∣v(s, x)∣2 dx)
1
2 ∫

I2r
(∫

B2r

∣v(t, x)∣2 dx)
1
2

dt

≤ C (∥∇u∥L2(Q4r) + ∥u∗ − ∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r)))∫I2r (∫B2r

∣v(t, x)∣2 dx)
1
2

dt.
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❉❡♥♦t❡ ❜② q′ t❤❡ ❍ö❧❞❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❡①♣♦♥❡♥t t♦ q ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t q′ = 2∗ ✐♥ d > 2 ❛♥❞ q′ < ∞ ✐♥
d = 2✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❍ö❧❞❡r ❛♥❞ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

∫
I2r
(∫

B2r

∣v(t, x)∣2 dx)
1
2

dt

≤ ∫
I2r
(∫

B2r

∣v(t, x)∣q dx)
1
2q (∫

B2r

∣v(t, x)∣q′ dx)
1

2q′

dt

≤ Cr1+d( 14− 1
2q
)∫

I2r
(∫

B2r

∣∇v(t, x)∣q dx) 1
2q (∫

B2r

∣∇v(t, x)∣2 dx) 1
4

dt

≤ Cr1+d( 14− 1
2q
) ∥∇v∥ 12

Lq(Q2r)
⎛⎜⎝∫I2r (∫B2r

∣∇v(t, x)∣2 dx) (2q)
′

4

dt
⎞⎟⎠

1
(2q)′

.

❆s (2q)′/4 ≤ 1
2
< 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✭✷✳✽✳✹✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵ t♦

❣❡t

⎛⎜⎝∫I2r (∫B2r

∣∇v(t, x)∣2 dx) (2q)
′

4

dt
⎞⎟⎠

2
(2q)′

≤ Cr 2
(2q)′

− 1
2 (∫

I2r
∫
B2r

∣∇v(t, x)∣2 dxdt) 1
2

≤ Cr 2
(2q)′

− 1
2 (∥∇u∥L2(Q4r) + ∥u∗ − ∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r))) .

▲❡t κ ∶= d (1
4
− 1

2q
) + 1

(2q)′ + 3
4
✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡t

∥v∥2L2(Q2r) ≤ Crκ ∥∇v∥ 12Lq(Q2r) (∥∇u∥L2(Q4r) + ∥u∗ − ∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r)))
3
2
.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✷✳✽✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∥∇v∥2L2(Qr) ≤ Crκ−2 ∥∇v∥ 12Lq(Q2r) (∥∇v∥L2(Q4r) + ∥u∗ − ∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r)))
3
2

+C ∥u∗ − ∂tw∥2L2(I4r;H−1(B4r)) .

◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

∥∇v∥2L2(Qr) ≤ ∥∇v∥ 12Lq(Q2r) (∥∇v∥L2(Q4r) + ∥u∗ − ∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r)))
3
2

+C ∥u∗ − ∂tw∥2L2(I4r;H−1(B4r)) .

❆♣♣❧②✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② α > 0✱
∥∇v∥2L2(Qr) ≤ Cα ∥∇v∥2Lq(Q4r) + α ∥∇v∥2L2(Q4r) +C ∥u∗ − ∂tw∥2L2(I4r;H−1(B4r)) . ✭✷✳✽✳✼✮

■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❤♦✇✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ w✱ t❤❛t

∥∂tw∥L2(I4r;H−1(B4r)) ≤ C (∥∇u∥L1(Q4r) + ∥u∗∥L2(I4r;H−1(B4r))) .
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❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❞✐s♣❧❛②s ②✐❡❧❞s

∥∇v∥2L2(Qr) ≤ Cα ∥∇v∥2Lq(Q4r) + α ∥∇v∥2L2(Q4r) +C ∥u∗∥2L2(I4r;H−1(B4r)) .

❙✐♥❝❡ ∇v = ∇u✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ▼❡②❡rs ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
●❡❤r✐♥❣✬s ❧❡♠♠❛ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛ r❡✈❡rs❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❡r❡✳ ❙❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝✉❜❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❝②❧✐♥❞❡rs ✭✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐ts ♣r♦♦❢✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✷ ✭●❡❤r✐♥❣✲t②♣❡ ❧❡♠♠❛✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t R > 0✱ q > 1✱ F ∈ L1(Q4R)✱ G ∈ Lq(Q4R)✱
m ∈ (0,1) ❛♥❞ A ∈ [1,∞)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② (t, x) ∈ QR ❛♥❞ r ∈ (0, 1

2
R]✱

∥F ∥L1(Qr(t,x)) ≤ A(∥Fm∥ 1
m

L1(Q4r(t,x)) + ∥G∥L1(Q4r(t,x))) + ε ∥F ∥L1(Q4r(t,x)) .

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ε0(d,m) ∈ (0, 12] s✉❝❤ t❤❛t ε ≤ ε0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t δ(ε,A,m, q, d) ∈
(0, 1

2
] ❛♥❞ C(ε,A,m, d) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t F ∈ L1+δ(QR) ❛♥❞

∥F ∥L1+δ(QR) ≤ C (∥F ∥L1(Q4R) + ∥G∥L1+δ(Q4R)) .
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✽ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✷✳✹✶

❛♥❞ ✷✳✹✷ ❛♥❞ ❛ r♦✉t✐♥❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ W −1,p(U) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Lp(U ;Rd) ❜② t❤❡ ❘✐❡s③ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬✶✱
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾❪✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✽✳✷✮✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ∂tu ❜❡❧♦♥❣s t♦
Lp∧(2+δ) (Ir;W−1,p∧(2+δ)(Br))✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✳✽✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✽✳✶✮✳

❲❡ ♥❡①t ❣✐✈❡ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ✜rst r❡✈✐s✐t t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✸ ✭❣❧♦❜❛❧ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ▲❡t U ⊆ Rd ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞
❞❡♥♦t❡ V ∶= I2 ×U ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ∈H1

par(V )✱ u ∈ f +H1
par,⊔(V ) ❛♥❞ u∗ ∈ L2(I2;H−1(U)) s❛t✐s❢②

∂tu −∇ ⋅ (a(x)∇u) = u∗ ✐♥ V.

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts C(V, d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (0,1) ❛♥❞ (t, x) ∈ I1 ×U ✱

∥∇(u − f)∥L2(Qr(t,x)∩V ) ≤ Cr−1 ∥u − f∥L2(Q2r(t,x)∩V )
+C ∥∇f∥L2(Q2r(t,x)∩V ) +C ∥u∗∥L2((t+I2r)∩I2;H−1(B2r(x)∩U)) ✭✷✳✽✳✽✮

❛♥❞

sup
s∈(t+I2r)∩I2

∥(u − f)(s, ⋅)∥L2(Br(x)∩U) ≤ C ∥∇(u − f)∥L2(Q2r(t,x)∩V )

+C ∥∇f∥L2(Q2r(t,x)∩V ) +C ∥u∗∥L2((t+I2r)∩I2;H−1(B2r(x)∩U)) . ✭✷✳✽✳✾✮



✷✳✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ▼❡②❡rs✲t②♣❡ ❡st✐♠❛t❡s ✶✵✺

Pr♦♦❢✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ u ❜② ũ ∶= u − f ❛♥❞ u∗ ❜② ũ∗ ∶= u∗ − (∂t −∇ ⋅ a∇)f ✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡
✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t f = 0✳ ❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢
▲❡♠♠❛ ✷✳✹✵ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✹✹ ✭❘❡✈❡rs❡ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ▲❡t U ⊆ Rd ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡
V ∶= I2 ×U ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ∈H1

par(V )✱ u ∈ f +H1
par,⊔(V ) ❛♥❞ u∗ ∈ L2(I2;H−1(U)) s❛t✐s❢②

∂tu −∇ ⋅ (a(x)∇u) = u∗ ✐♥ V.

❉❡♥♦t❡ q ∶= 2∗ = 2d/(2 + d) ✐❢ d > 2 ♦r ❧❡t q ❜❡ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ (5
4
, 7
4
) ✐❢ d = 2✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts

C(V, d,Λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② r ∈ (0,1)✱ (t, x) ∈ I1 ×U ❛♥❞ α > 0✱
∥∇(u − f)∥2L2(Qr(t,x)∩V )

≤ C
α
∥∇(u − f)∥2Lq(Q4r(t,x)∩V ) + α ∥∇(u − f)∥2L2(Q4r(t,x)∩V )

+ α ∥∇f∥2L2(Q4r(t,x)∩V ) +C ∥u∗∥2L2(t+I4r∩I2;H−1(B4r(x)∩U)) .

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ❡❛s② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✾ ✐s ♥♦✇ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛s ✷✳✹✷ ❛♥❞ ✷✳✹✹✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❞✐s❝r❡t❡

❡q✉❛t✐♦♥s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ (Zd,Ed) ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2✱ ✇❤❡r❡Ed ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs {x, y} ✇✐t❤ x, y ∈ Zd s❛t✐s❢②✐♥❣ ∣x − y∣ = 1✳ ❲❡ ❛r❡
❣✐✈❡♥ λ ∈ (0,1) ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥

a ∶ Ed Ð→ [λ,1].
❚❤❡ q✉❛♥t✐t② a({x, y}) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ {x, y} ∈ Ed ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
{a(e)}e∈Ed ✐s ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥

−∇ ⋅ a∇u = 0 ✐♥ Z
d, ✭✸✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ −∇ ⋅ a∇ ✐s t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s u ∶ Zd → R ❜②

(−∇ ⋅ a∇u) (x) ∶= ∑
y∼x

a({x, y}) (u(x) − u(y)) . ✭✸✳✶✳✷✮

❲❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r −∇ ⋅ a∇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐♥ r❛♥❞♦♠
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❇② ❛tt❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝❧♦❝❦ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e ∈ Ed✱ t❤❛t r✐♥❣s ❛❢t❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡
♦❢ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ a−1(e)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r (Xt)t≥0 t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡
✈❡rt❡① 0✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ X(t) ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡rt❡① x ∈ Zd✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ st❛②s ✐♥ t❤✐s ✈❡rt❡①
✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 2d ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (x,x ± ei) ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❥✉♠♣s t♦ t❤❡
❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤✐s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s −∇⋅a∇✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❢♦r♠s✳ ❋♦r U ⊆ Zd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ E+(U) ❛s ✿

E+(U) ∶= d⋃
i=1
{(x,x + ei), x ∈ U}.
✶✵✼
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❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ U+ ❛s ✿

U+ ∶= U ∪ d⋃
i=1
(ei +U) .

❲❡ ❞❡✜♥❡ ∂U ❛s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ U ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐t ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ Z
d ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t

❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ U ✳ ❚❤❛t ✐s ✿

∂U ∶= {x ∈ U,∃y s✉❝❤ t❤❛t y ∉ U ❛♥❞ ∣x − y∣ = 1}.
❲❡ ❧❡t E ∶= {(x, y) ∶ x, y ∈ Zd, x ∼ y} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ♣❛✐rs ❛♥❞E(U) ∶= {(x, y) ∶ x, y ∈ U,x ∼ y} t❤❡ ❡❞❣❡s ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t U ⊆ Zd✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

G ∶ E(U) → R

✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t G(x, y) = −G(y, x) ❢♦r ❡✈❡r②
(x, y) ∈ E(U)✳ ■❢ u ∶ U → R✱ t❤❡♥ ∇u ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ s❛t✐s❢②✐♥❣

(∇u)(x, y) ∶= u(x) − u(y)
❛♥❞ a∇u ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(a∇u) (x, y) ∶= a ({x, y}) (u(x) − u(y)) .
■❢ q ∈ Rd✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ℓq ❣✐✈❡♥ ❜② x↦ q ⋅x ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t q ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ∇ℓq✱ t❤❛t ✐s

q(x, y) ∶= q ⋅ (x − y).
❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ♦♥ U ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✿

⟨F ∣G⟩L2(E(U)) ∶= 1

2∣U ∣ ∑
x,y∈U,x∼y

F (x, y)G(x, y),
❛♥❞ ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ⟨⋅∣⋅⟩L2(U) ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥sE+(U) → R✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

⟨f ∣g⟩L2(U) ∶= 1

∣U ∣ ∑x∈U
1≤i≤d

f(x,x + ei)g(x,x + ei).

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ⟨F ⟩E(U) ❛♥❞ ⟨F ⟩E+(U) t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ R
d s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ Rd✱

p ⋅ ⟨F ⟩E(U) = ⟨p∣F ⟩L2(E(U)) ❛♥❞ p ⋅ ⟨F ⟩E+(U) = ⟨p∣F ⟩L2(U).

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡✱ ❢♦r u ∶ U → R
d✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ u ♦♥ U ❜② ⟨u⟩U ✱ ♣r❡❝✐s❡❧②

⟨u⟩U = 1

∣U ∣ ∑x∈U u(x).
❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ❢♦r a ∶ Ed → R ❛♥❞ u, v ∶ U → R✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✭❜✐❧✐♥❡❛r✮ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❢♦r♠ ❛s

⟨∇u∣a∇v⟩L2(E(U)) = 1

2∣U ∣ ∑
x,y∈U,x∼y

(u(x) − u(y))a ({x, y}) (v(x) − v(y)) .
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❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

A(U) ∶= {u ∶ U → R ∶ −∇ ⋅ a∇u(x) = 0 ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ int(U)} , ✭✸✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ int(U) = U ∖∂U ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r✐♦r ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ U ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❛❧❧❡❞ a✲❤❛r♠♦♥✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t U ⊆ Zd✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C0(U) t❤❡ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s w ∶ U → R ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t
s✉♣♣♦rt ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ w = 0 ♦♥ ∂U ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛✐♠

u ∈ A(U) ⇐⇒ ⟨∇w∣a∇u⟩L2(E(U)) = 0 ❢♦r ❡✈❡r② w ∈ C0(U). ✭✸✳✶✳✹✮

❋♦r n ∈ N✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ◻n ❛s ✿

◻n ∶= [−3n,3n]d ∩Zd.
❚❤❡ r❡s✉❧t ✭✸✳✶✳✹✮ ❣✐✈❡s

u ∈ A(◻+n) ⇐⇒ ⟨∇w∣a∇u⟩L2(◻n) = 0 ❢♦r ❡✈❡r② w ∈ C0(◻+n), ✭✸✳✶✳✺✮

t❛❦✐♥❣ U = ◻+n✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ E(◻+n) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ E+(◻n) ❛r❡
❛❧✇❛②s ❡❞❣❡s ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ∂◻+n✱ s✉❜s❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ C0(◻+n) ✈❛♥✐s❤❡s✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ L2(U)✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ L2(E(U)) ✇✐❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ⟨⋅, ⋅⟩L2(U) ❛♥❞ ⟨⋅, ⋅⟩L2(E(U))✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ H1 ♥♦r♠ ❛s

∥u∥H1(U) = ∥∇u∥L2(E(U)),

❛♥❞ t❤❡ H−1 ♥♦r♠ ❜②

∥u∥H−1(U) = sup
∥φ∥

H1(U)=1
⟨u,φ⟩L2(U).

❚❤❡ ♥♦r♠s H1(U)✱ L2(U) ❛♥❞ H−1(U) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥♦r♠s H1(U)✱ L2(U) ❛♥❞ H−1(U)
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ U ✳
❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ⟨⋅, ⋅⟩a,U ✱ ♦♥ L2(E+(U)) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

⟨φ,ψ⟩a,U ∶= 1

∣U ∣ ∑e∈E+(U)
a(e)φ(e)ψ(e).

❙✐♥❝❡ a ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥♦t❡ U ✐♥st❡❛❞ ♦❢ E+(U) t♦ s❤♦rt❡♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ❋♦r E ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ L2(E+(U))✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E⊥a ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② a✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

L2
pot(E+(U)) = ∇L2(U+) ❛♥❞ L2

pot,0(E+(U)) = ∇C0(U+).
❲❡ ❞❡✜♥❡ S(U) ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✕ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② a ✕ ♦❢ L2

pot,0(E+(U))
✐♥ L2

pot(E+(U))✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ a✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
S(◻n) = ∇A(◻+n)✱ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✺✮✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✸✳✶✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts a✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❝❛❧❛r✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ λ ≤ a ≤ 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
s ∈ (0, d)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d, λ) > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(s, d, λ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ue,n t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∇ ⋅ a∇ue,n = 0 ✐♥ int(◻+n),
ue,n = e ⋅ x ♦♥ ∂◻+n, ✭✸✳✶✳✻✮

✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✇✐t❤ s❧♦♣❡ e ∈ Rd ♦♥ t❤❡ ❝✉❜❡ ◻+n✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② φe,n ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
ue,n ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ℓe✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✻✮✱ t❤❛t
✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ a ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② a✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

3−n∥∇φe,n∥H−1(E(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) , ✭✸✳✶✳✼✮

❛♥❞
3−n∥a(e +∇φe,n) − ae∥H−1(E(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) . ✭✸✳✶✳✽✮

✸✳✶✳✸ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡✐r ✜rst ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✳

❋♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t U ⊆ Zd✱ ❛♥❞ p ∈ Rd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

ν(U, p) ∶= inf
v∈ℓp+C0(U+)

1

∣U ∣ ∑e∈E+(U)
1

2
a(e)∇v(e)2. ✭✸✳✶✳✾✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ♦♥ L2
pot,0✱ ❤❡♥❝❡ ❛❞♠✐ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡

♠✐♥✐♠✐③❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

v(⋅, U, p) t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν(U, p). ✭✸✳✶✳✶✵✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν(U, p) ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

ν(U, p) = inf
φ∈p+L2

pot,0(E+(U))
1

2
∥φ∥2a,U . ✭✸✳✶✳✶✶✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡

φ(⋅, U, p) t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ ✭✸✳✶✳✶✶✮. ✭✸✳✶✳✶✷✮

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t φ(⋅, U, p) = ∇v(⋅, U, p)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋♦r ❛♥② f ∈ L2
pot,0(E+(U))

⟨φ(⋅, U, p), f⟩a,U = 0.
■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ φ(⋅, U, p) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ p+L2

pot,0(E+(U)) ❛♥❞ L2
pot,0

⊥a ✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t φ(⋅, U, p) ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② a✮



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶✶

♦❢ p ♦♥ L2
pot,0

⊥a ✳ ❙✐♥❝❡ p ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2
pot(E+(U))✱ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

x↦ p ⋅ x✱ t❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ S(U) ✿
φ(⋅, U, p) = ProjaS(U)(p), ✭✸✳✶✳✶✸✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡

ν(U, p) = 1

2
∥ProjaS(U)(p)∥2a,U . ✭✸✳✶✳✶✹✮

❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν(U, p)✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ν ✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✸ ✭❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ν✮✳ ❋✐① U ⊆ Z
d ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ν(U, p) ❛♥❞ ✐ts

♠✐♥✐♠✐③❡r φ(⋅, U, p) = ∇v(⋅, U, p) s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿
✖ ❇♦✉♥❞❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② p ∈ Rd✱

λ

2
∣p∣2 ≤ ν(U, p) ≤ 1

2
∣p∣2. ✭✸✳✶✳✶✺✮

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥ p✳ ❋♦r ❡✈❡r② p1, p2 ∈ Rd✱
λ

8
∣p1 − p2∣ ≤ 1

2
ν(U, p1) + 1

2
ν(U, p2) − ν (U, p1 + p2

2
) ≤ 1

8
∣p1 − p2∣2. ✭✸✳✶✳✶✻✮

✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳ ▲❡t U1, .., Un ❜❡ s✉❜s❡t t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ U ✱ t❤❡♥

ν(U, p) ≤ n∑
i=1

∣Ui∣∣U ∣ ν(Ui, p). ✭✸✳✶✳✶✼✮

✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❛❧❧ φ ∈ p +L2
pot,0(E+(U))✱ ✇❡ ❤❛✈❡

λ

2
∥φ − φ(⋅, U, p)∥2L2(E+(U)) ≤ 1

2
⟨φ∣aφ⟩L2(U) − ν(U, p) ≤ 1

2
∥φ − φ(⋅, U, p)∥2L2(E+(U)). ✭✸✳✶✳✶✽✮

Pr♦♦❢✳ ✖ ❇♦✉♥❞❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r✐❣❤t ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✉s❡ ✭✸✳✶✳✾✮ ✇✐t❤ v = ℓp✳
❋♦r t❤❡ ❧❡❢t ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② φ ∈ L2

pot,0(E+(U))
⟨p + φ∣a(p + φ)⟩L2(U) ≥ λ⟨p + φ∣p + φ⟩L2(U) = λ∥p + φ∥2L2(E+(U)),

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❆s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
L2
pot,0(E+(U))✱ φ ❤❛s ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✭✸✳✶✳✶✺✮✳

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✶✹✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

1

2
ν(U, p1) + 1

2
ν(U, p2) − ν (U, p1 + p2

2
) = 1

4
∥ProjaS(U)(p1 − p2)∥2a,U .

❇② ✭✸✳✶✳✶✹✮✱ t❤✐s ✐s 1
2
ν(U, p1 − p2)✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✶✳✶✺✮ ❣✐✈❡s ✭✸✳✶✳✶✻✮✳

✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳ ❉❡✜♥✐♥❣ v ∶ U → R s✉❝❤ t❤❛t v ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ v(⋅, Ui, p) ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t Ui✱
❛♥❞ ❡q✉❛❧s 0 ♦♥ U+ ∖U ✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ℓp + C0(U+)✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ✭✸✳✶✳✾✮ ❣✐✈❡s

ν(U, p) ≤ 1

2
⟨p +∇v∣a(p +∇v)⟩L2(U)

≤ n∑
i=1

∣Ui∣∣U ∣ ⟨p +∇v(⋅, Ui, p)∣a(p +∇v(⋅, Ui, p))⟩L2(Ui),

✇❤✐❝❤ ✐s ✭✸✳✶✳✶✼✮✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ⟨φ∣aφ⟩L2(U)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t φ(⋅, U, p)
✐s a✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ L2

pot,0(E+(U)) ✿
⟨φ∣aφ⟩L2(E+(U)) = ⟨φ + (φ − φ(⋅, U, p))∣aφ⟩L2(U)= ⟨aφ(⋅, U, p)∣φ⟩L2(U)

+ ⟨φ − φ(⋅, U, p)∣a(φ − φ(⋅, U, p))⟩L2(U)

❚❤❡r❡❢♦r❡

⟨φ∣aφ⟩L2(U) − ⟨φ(⋅, U, p)∣aφ(⋅, U, p)⟩L2(U)= ⟨φ − φ(⋅, U, p))∣a(φ − φ(⋅, U, p))⟩L2(U), ✭✸✳✶✳✶✾✮

❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② 2 ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✾✮✱ ✇❡ ❣❡t

1

2
⟨φ∣aφ⟩L2(U) − ν(U, p) = ∥φ − φ(⋅, U, p) ∥L2(E+(U)), ✭✸✳✶✳✷✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✭✸✳✶✳✶✽✮ ❢♦❧❧♦✇s✳

✸✳✶✳✹ ❚❤❡ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t② ν∗

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t② ν∗ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐ts ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

ν∗(U, q) ∶= sup
u∈C(U+)

1

∣U ∣ ∑e∈E+(U)
(−1

2
a(e)∇u(e)2 + (q ⋅ e)∇u(e))

= sup
ψ∈L2

pot(E+(U))
⟨−1

2
ψ + a−1q∣ψ⟩

a,U
.

✭✸✳✶✳✷✶✮

❲❡ ❞❡✜♥❡

u(⋅, U, q) ∈ C(U+) ❛♥❞ ψ(⋅, U, q) ∈ L2
pot(E+(U))

t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ✐♥ ✭✸✳✶✳✷✶✮.
✭✸✳✶✳✷✷✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ψ(⋅, U, q) = ∇u(⋅, U, q)✳ ❲✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ψ(⋅, U, q) −
a−1q ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② a✱ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ L2

pot(E+(U))✳ ❚❤❛t
✐s✱ ψ(⋅, U, q) ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ L2

pot(E+(U)) ♦❢ a−1q✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
L2
pot,0(E+(U))⊥a ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

ψ(U, q) = ProjaS(U)(a−1q). ✭✸✳✶✳✷✸✮

❲❡ ❞❡❞✉❝❡

ν∗(U, q) = 1

2
∥ProjaS(U)(a−1q)∥2a,U . ✭✸✳✶✳✷✹✮

◆♦✇✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ν∗ ✭t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ❢♦r ν✳✮

▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ✭❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ν∗✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ν∗(U, q) ❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✐③❡r φ(⋅, U, q) s❛t✐s❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✖ ❇♦✉♥❞❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② q ∈ Rd✱
λ

2
∣q∣2 ≤ ν∗(U, q) ≤ 1

2
∣q∣2. ✭✸✳✶✳✷✺✮



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶✸

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥ q✳ ❋♦r ❡✈❡r② q1, q2 ∈ Rd✱
λ

8
∣q1 − q2∣ ≤ 1

2
ν∗(U, q1) + 1

2
ν∗(U, q2) − ν∗(U, q1 + q2

2
) ≤ 1

8
∣q1 − q2∣2. ✭✸✳✶✳✷✻✮

✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳ ▲❡t U1, .., Un ❜❡ s✉❜s❡t t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ U ✱ t❤❡♥

ν∗(U, q) ≤ n∑
i=1

∣Ui∣∣U ∣ ν∗(Ui, q). ✭✸✳✶✳✷✼✮

✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ψ ∈ L2
pot(E+(U))✱ ✇❡ ❤❛✈❡

λ

2
∥ψ−ψ(⋅, U, p)∥2L2(E+(U)) ≤ ⟨12ψ∣aψ⟩L2(U)−ν∗(U, q) ≤ 1

2
∥ψ−ψ(⋅, U, q)∥2L2(E+(U)). ✭✸✳✶✳✷✽✮

✸✳✶✳✺ ❚❤❡ ♠❛st❡r q✉❛♥t✐t② J✳

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ν ❛♥❞ ν∗✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② J ✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s t❤❡s❡
t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱ ✇❡ s❡t

J(U, p, q) ∶= sup
S∈S(U)

⟨S∣ − 1

2
aS − ap + q⟩L2(U). ✭✸✳✶✳✷✾✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r q✉❛♥t✐t② J r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ν ❛♥❞ ν∗ ✇❤✐❝❤
❥✉st✐❢② ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥s❡ J ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱
J(U, p, q) = ν(U, p) + ν∗(U, q) − p ⋅ q. ✭✸✳✶✳✸✵✮

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r S(⋅, U, p, q) ✐♥ ✭✸✳✶✳✷✾✮ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ν∗(U, q) ✐♥ ✭✸✳✶✳✷✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ν(U, p) ✐♥ ✭✸✳✶✳✾✮✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r S(⋅, U, p, q) ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✖❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② a✖♦❢ q − a−1p ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ S(U)✳ ❇② ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✜rst r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❛♥② T ∈ S(U)

⟨T ∣ − aS(⋅, U, p, q) − ap + q⟩L2(U) = 0,
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

⟨T,S(⋅, U, p, q) − (a−1q − p)⟩
a,U
= 0.

❙✐♥❝❡ S(⋅, U, p, q) ∈ S(U) ❛♥❞ S(⋅, U, p, q) − (a−1q − p) ∈ S(U)⊥a ✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
S(⋅, U, p, q) = ProjaS(U)(a−1q − p), ✭✸✳✶✳✸✶✮

❢r♦♠ ✇❤❡r❡✱ ✭✸✳✶✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✸✮ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛✣r♠ t❤❛t S(⋅, U, p, q) ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
ψ(⋅, U, q) ❛♥❞ φ(U, p)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ ν∗(U, q) ✐♥ ✭✸✳✶✳✷✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ν(U, p)
✐♥ ✭✸✳✶✳✾✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✶✳✸✶✮ ✇✐t❤ ✭✸✳✶✳✷✾✮ ❣✐✈❡s

J(U, p, q) = 1

2
∥ProjaS(U)(q − a−1p)∥2a,U . ✭✸✳✶✳✸✷✮

❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✶✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✹✮ ❣✐✈❡s ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ✸✳✻ ✭❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ J✮✳ ❋✐① U ⊆ Zd ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② J(U, p, q) ❛♥❞ ✐ts
♠❛①✐♠✐③❡r S(⋅, U, p, q) = ∇w(⋅, U, p, q) s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✖ ❇♦✉♥❞❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱
J(U, p, q) ≤ ∣p∣2 + ∣q∣2

2
. ✭✸✳✶✳✸✸✮

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ✐♥ p ❛♥❞ ✐♥ q✳ ❋♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱
p↦ J(U, p, q) ❛♥❞ q ↦ J(U, p, q) ❜♦t❤ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ✭✸✳✶✳✸✹✮

✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳ ▲❡t U1, .., Un ❜❡ s✉❜s❡t t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ U ✱ t❤❡♥

J(U, p, q) ≤ n∑
i=1

∣Ui∣∣U ∣ J(Ui, p, q). ✭✸✳✶✳✸✺✮

✖ ❋✐rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❋♦r ❡❛❝❤ p ❛♥❞ q ∈ Rd✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② T ∈ S(U)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

⟨S(⋅, U, p, q)∣aT ⟩L2(U) = q ⋅ ⟨aT ⟩E+(U) − p ⋅ ⟨T ⟩E+(U). ✭✸✳✶✳✸✻✮

✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❛❧❧ S ∈ S(U)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

λ

2
∥S − S(⋅, U, p, q)∥2L2(E+(U)) ≤ J(U, p, q) − ⟨−12aS − ap + q∣S⟩L2(U)

≤ 1

2
∥S − S(⋅, U, p, q)∥2L2(E+(U)).

✭✸✳✶✳✸✼✮

✖ ❋♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ J ✳ ❋♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱
∇pJ(U, p, q) = −⟨aS(⋅, U, p, q)⟩E+(U) ✭✸✳✶✳✸✽✮

❛♥❞
∇qJ(U, p, q) = ⟨S(⋅, U, p, q)⟩E+(U). ✭✸✳✶✳✸✾✮

Pr♦♦❢✳ ✖ ❇♦✉♥❞❡❞✳ ❆❢t❡r ✭✸✳✶✳✸✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J(U, p, q) ≤ ∥p−a−1q∥2a,U ✱ ❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❡ r❡s✉❧t✳

✖ ❯♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✻✮ ✇✐t❤ ✭✸✳✶✳✸✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✳
✖ ❙✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✼✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✶✳✸✵✮ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳
✖ ❋✐rst ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✸✶✳
✖ ◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Ŝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ S(⋅, U, p, q) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✿

J(U, p, q) − ⟨−1
2
aS − ap + q∣S⟩L2(U)

= ⟨−1
2
Ŝ + (a−1q − p)∣aŜ⟩L2(U) − ⟨−12S + (a−1q − p)∣aS⟩L2(U),

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛t

J(U, p, q) − ⟨−1
2
aS − ap + q∣S⟩L2(U)

= 1

2
⟨a−1q − p∣a(S − Ŝ)⟩L2(U) + 1

2
⟨S + Ŝ∣a(S − Ŝ)⟩L2(U),



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶✺

❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ✭✸✳✶✳✸✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛s ⟨Ŝ∣a(S − Ŝ)⟩L2(U)✱ t❤✉s✱ ✜♥❛❧❧②

J(U, p, q) − ⟨−1
2
aS − ap + q∣S⟩L2(U) = ⟨S − Ŝ∣a(S − Ŝ)⟩L2(U),

❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭✸✳✶✳✸✼✮✳
✖ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✶✳✸✷✮✱ ❢♦r ❛♥② p′, q′ ∈ Rd✱ ✇❡ ❤❛✈❡

J(U, p + p′, q + q′) = J(U, p, q) + ⟨ProjaS(U)(a−1q − p),a−1q′ − p′⟩a,U + o(p′, q′),
✉s✐♥❣ t❤❛t ProjaS(U)(a−1q − p) = S(⋅, U, p, q) ❜② ✭✸✳✶✳✸✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✶✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✸✾✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ aU t♦ ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① s❛t✐s❢②✐♥❣ ✿ ❢♦r ❡✈❡r② q ∈ Rd✱
E [J(U,0, q)] = 1

2
q ⋅ a−1U q. ✭✸✳✶✳✹✵✮

a◻n ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦rt❡♥❡❞ ✐♥ an✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✽✳ ❆❢t❡r ✭✸✳✶✳✸✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [J(U, p, q)] = E [ν(U, p)] + 1

2
q ⋅ a−1U q − p ⋅ q,

t❤✉s✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ p ∈ Rd✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

q ↦ E [J(U, p, q)]
✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛❢t❡r ✭✸✳✶✳✸✹✮✱ ❛❞♠✐ts ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s✱
t❤❛t ✐s ❢♦r q = aUp✱ ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd

E [J(U, p,aUp)] ≤ E [J(U, p, q)] . ✭✸✳✶✳✹✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ q ↦ E [J(U, p, q)]✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱
s♦ ✜♥❛❧❧②

E[J(U, p,aUp)] ≤ E[J(U, p, q)] ≤ E[J(U, p,aUp)] +C ∣q − aUp∣2. ✭✸✳✶✳✹✷✮

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t U ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ i ❛♥❞ j✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ a ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ aU ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❤♦❧❞s ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ i✱ t❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ s❡t U = ◻n ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss❡s t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡
♠❛tr✐① a◻n ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✾✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡✱ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✸✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∇qE [J(U, p, q)] = E [⟨S(⋅, U, p, q)⟩E+(U)] .
❯s✐♥❣ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✽✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ q = aUp✱ t❤❛t ✐s

E [⟨S(⋅, U, p,aUp)⟩E+(U)] = 0.



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✸✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛ ✏♠✉❧t✐s❝❛❧❡✑ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
❛♥❞ ❛ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A(◻n)✳

❋♦r ❛ ✜①❡❞ n ∈ N✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r m ≤ n✱ t❤❡ s✉❜s❡t Zm✱ ✐♠♣❧✐❝t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
n✱ ❛s Zm ∶= 3mZd ∩ ◻n, ✭✸✳✷✳✶✮

s♦ t❤❛t ◻n ✐s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❝✉❜❡s z + ◻m ❢♦r z ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❡t Zm✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭▼✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
n ≥ 1 ❛♥❞ f ∈ L2(◻n)✱

∥u∥L2(◻n) ≤ C∥∇u∥L2(E+(◻n)) +C
n−1∑
m=0

3m
⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣⟨∇u⟩E+(z+◻m)∣2⎞⎠
1
2

.

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮✳ ▲❡t g ∶ ◻n → R
d s✉❝❤ t❤❛t ∥∇g∥L2(E(◻n)) = 1. ❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ∑
x∈◻n

f(x) ⋅ g(x) = ∑
x∈◻n

f(x) (g(x) − ⟨g⟩◻n) .
r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t g(x) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ⟨g⟩◻−1(x)✱ ✇❤❡r❡ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ◻−1 = {0}✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss ✐t
❛s ❛ t❡❧❡s❝♦♣✐❝ s✉♠ ✿

∑
x∈◻n

f(x)g(x) = n∑
i=0
∑
x∈◻n

f(x) ⋅ (⟨g⟩◻i−1(x) − ⟨g⟩◻i(x)) ,
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∑
x∈◻n

f(x)g(x) = n∑
i=0
∣ ◻i ∣ ∑

z∈Zi−1

⟨f⟩z+◻i−1 (⟨g⟩z+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(z)) .
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑
z∈Zi−1

⟨f⟩z+◻i−1 (⟨g⟩z+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(z))

≤ ⎛⎝ ∑y∈Zi−1

∣⟨f⟩y+◻i−1 ∣2⎞⎠
1
2 ⎛
⎝ ∑y∈Zi−1

∣⟨g⟩y+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(y)∣2⎞⎠
1
2

.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s✉❜❝✉❜❡ ♦❢ s✐③❡ 3i+1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 3d s✉❜❝✉❜❡s ♦❢ s✐③❡ 3i✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱
z + ◻i = ⋃y∈Zi−1∩(z+◻i) (y + ◻i−1)✳ ❇② ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❛❧❧ y ∈ Zi−1 ∩ (z + ◻i) ✿

∣⟨g⟩y+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(y)∣2 ≤ 1

∣ ◻i−1 ∣ ∑x∈y+◻i ∣g(x) − ⟨g⟩◻i(y)∣2.
❆❢t❡r ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ y ∈ Zi−1∩(z + ◻i)✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ✜♥❞

∑
y∈Zi−1∩(z+◻i)

∣⟨g⟩y+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(y)∣2 ≤ C32i∣ ◻i ∣ ∑
e∈E(z+◻i)

∣∇g(e)∣2.



✸✳✷✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✶✶✼

❲❡ t❤❡♥ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ y ∈ Zi−1 t♦ ♦❜t❛✐♥

∑
y∈Zi−1

∣⟨g⟩y+◻i−1 − ⟨g⟩◻i(y)∣2 ≤ C32i∣ ◻i ∣ ∥∇g∥2L2(E(◻n)).

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ∥∇g∥2
L2(◻n) = 1✱

∑
x∈◻n

f(x)g(x) ≤ C n∑
i=0

3i
⎛
⎝∣ ◻i ∣−1 ∑y∈Zi−1

∣⟨f⟩y+◻i−1 ∣2⎞⎠
1
2

❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

∥f∥H−1(◻n) ≤ n∑
i=0
C3i
⎛
⎝∣ ◻i ∣−1 ∑y∈Zi−1

∣⟨f⟩y+◻i−1 ∣2⎞⎠
1
2

,

♦r✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ◻−1
∥f∥H−1(◻n) ≤ C∥f∥L2(◻n) +C n−1∑

i=0
3i
⎛
⎝∣ ◻i ∣−1 ∑y∈Zi

∣⟨f⟩y+◻i ∣2⎞⎠
1
2

. ✭✸✳✷✳✷✮

❚♦ ❡①tr❛❝t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✭✸✳✷✳✷✮ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ∇⃗f ∶ x↦ (f(x + ei) − f(x))i=1..d ❛♥❞ w✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∆w = f ✐♥ ◻n
∂νw = 0 ♦♥ ∂◻n
⟨w⟩◻n = 0,

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
⟨∇⃗f ∣∇⃗w⟩◻n = ∥f∥2L2(◻n),

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
∥f∥2L2(◻n) ≤ ∥∇⃗f∥H−1(◻n)∥∇∇⃗w∥L2(E(◻n)).

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✳✷✮✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱
✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

∥∇∇⃗w∥L2(E(◻n)) = ⟨∇∇⃗w∣∇∇⃗w⟩L2(E(◻n))= −⟨∇⃗w∣∆∇⃗w⟩L2(◻n)= −⟨∇⃗w∣∇⃗∆w⟩L2(◻n)= ⟨∆w∣∆w⟩L2(◻n)= ∥f∥L2(◻n),

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ∇∇⃗w = 0 ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ◻n✱ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ∇ ❛♥❞ ∇⃗✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ∂νw = 0✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∥f∥L2(◻n) ≤ ∥∇⃗f∥H−1(◻n),



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛♥② y ∈ Zd ❛♥❞ k ∈ N ❛♥❞ f ∶ y + ◻+k → R✱ ✇❡ ❤❛✈❡

⟨∇⃗f⟩y+◻k = ⟨∇f⟩E+(y+◻k),
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✷✳✷✮ ❣✐✈❡s

∥f∥L2(◻n) ≤ C∥∇f∥L2(E+(◻n)) +C
n−1∑
i=0

3i
⎛
⎝∣ ◻i ∣−1 ∑y∈Zi

∣⟨∇f⟩E+(y+◻i)∣2⎞⎠
1
2

.

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ∣ ◻n ∣1/2 ❛♥❞ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ∣◻n∣∣◻i∣ = ∣Zi∣✱ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A(◻n)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭❈❛❝❝✐♦♣♣♦❧✐ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ u ∈ A(◻n+1) ✿

∥∇u∥L2(E+(◻n)) ≤ C3−n∥u∥L2(◻n+1).

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✮✳ ▲❡t φ ∶ ◻+n+1 → R s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∀x ∈ ◻+n+1, 0 ≤ φ(x) ≤ 1
∀x ∈ ◻n, φ(x) = 1
∀x ∈ ∂◻+n+1, φ(x) = 0
∀x ∼ y, ∣∇φ(x, y)∣ ≤ C3−n

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ2u ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡t C0(◻+n+1)✱ t❤❛t ✐s ✇❤②✱ ❛❢t❡r ✭✸✳✶✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
⟨a∇u∣∇(φ2u)⟩L2(◻n+1) = 0. ✭✸✳✷✳✸✮

❋♦r e = (x, y) ∈ E+(◻n+1)✱ ❛♥❞ u, v ∶ ◻+n+1 → R ✇❡ ❤❛✈❡

∇(uv)(e) = u(y)∇v(e) +∇u(e)v(x). ✭✸✳✷✳✹✮

❋♦r f ♠❛♣♣✐♥❣ ◻n+1 t♦ R✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f ∶ e = (x, y) ↦ f(y)
f ∶ e = (x, y) ↦ f(x).

❚❤❡♥✱ ✭✸✳✷✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

∇(uv)(e) = u(e)∇v(e) +∇u(e)v(e) = u(e)∇v(e) +∇u(e)v(e),
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

2∇(φ2u) = (φ2 + φ2)∇u + (u + u)∇(φ2).
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ∇(φ2) ❜② (φ + φ)∇φ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✷✳✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

⟨a∇u∣(φ2 + φ2)∇u⟩L2(◻n+1) = −⟨a∇u∣(u + u)(φ + φ)∇φ⟩L2(◻n+1).



✸✳✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✶✶✾

❙✐♥❝❡ a(⋅) ≥ λ✱ ✉s✐♥❣ ❨♦✉♥❣✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡

λ

2
∥(φ + φ)∇u∥2L2(E+(◻n+1) ≤ ∥(φ + φ)∇u∥L2(E+(◻n+1))∥∇φ∥L∞(E+(◻n+1))∥u + u∥L2(E+(◻n+1)),

❡✐t❤❡r ∇u ≡ 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✸✳✶✶ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ♦r ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳
❯s✐♥❣ t❤❛t φ ≡ 1 ♦♥ ◻n✱ ❛♥❞ t❤❛t ∥u + u∥L2(E+(◻n+1)) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② C(d)∥u∥L2(◻n+1) ✇❡ ❤❛✈❡

∥∇u∥L2(E+(◻n)) ≤ C3−nλ ∥u∥L2(◻n+1).

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✸✳✸ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❞♠✐t ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳

❲❡ ❧❡t a ❜❡ t❤❡ d✲❜②✲d ♠❛tr✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t

lim
n→∞E [ν(◻, p)] = 1

2
p ⋅ ap. ✭✸✳✸✳✶✮

❇② s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ ν(⋅, p) = J(⋅, p,0) ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✸✳✶✮ ✐s
♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ n✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐ts ❧✐♠✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ p↦ ν(◻n, p) ✐s q✉❛❞r❛t✐❝
✐♥ p ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❛❧s♦ q✉❛❞r❛t✐❝✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞
✉♥✐❝✐t② ♦❢ a ✐s ❛ss❡rt❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ν∗ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ν✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜♥✐t❡
✈♦❧✉♠❡✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡

J(p, q) ∶= 1

2
p ⋅ ap + 1

2
q ⋅ a−1q − p ⋅ q.

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d, λ) > 0 ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈ (0, d)✱
❛ ❝♦♥st❛♥t C(s, d, λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ B1 ❛♥❞ n ∈ N✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣J(◻n, p, q) − J(p, q)∣ ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) . ✭✸✳✸✳✷✮

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛✱ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✼❪✮✱ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐t② J(◻n, p,ap) t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ infq J(U, p, q) q✉❛♥t✐✜❡s ❤♦✇
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ν(U, ⋅) ❛♥❞ ν ∗ (U, ⋅) ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✲❋❡♥❝❤❡❧ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ Γ ≥ 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(Γ, d, λ) <∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② d✲❜②✲d s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① â s❛t✐s❢②✐♥❣

Γ−1 Id ≤ â ≤ Γ I2 ✭✸✳✸✳✸✮

❛♥❞ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ s❡t U ⊆ Rd✱ ✇❡ ❤❛✈❡

sup
p,q∈B1

∣J(U, p, q) − (1
2
p ⋅ âp + 1

2
q ⋅ â−1q − p ⋅ q)∣ ≤ C sup

p∈B1

(J (U, p, âp)) 12 . ✭✸✳✸✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✸✱ ▲❡♠♠❛
✹✳✷❪✳



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

✸✳✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ J

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✭❉❡❝❛② ♦❢ E[J]✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st β(d, λ) > 0 ❛♥❞ C(d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
n ∈ N ❛♥❞ p ∈ B1(Rd)✱

E [J(◻n, p,ap)] ≤ C3−βn. ✭✸✳✸✳✺✮

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
E [J(◻n, p,ap)] ❛♥❞ t❤❡ ✏❛❞❞✐t✐✈✐t② ❞❡❢❡❝t✑ ♦❢ E [J(⋅, p, q)] ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr✐❛❞✐❝ s❝❛❧❡s✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡

τn ∶= sup
p,q∈B1

(E[J(◻n, p, q)] −E[J(◻n+1, p, q)]) . ✭✸✳✸✳✻✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts α > 0 ❛♥❞ C(α, d, λ) < ∞✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N
❛♥❞ p ∈ B1(Rd)✱

E[J(◻n, p,anp)] ≤ C 3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .

E [∣⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n) − Sn(p, q)∣2] ≤ Cτn. ✭✸✳✸✳✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❞✉❝❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ❜②
✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❖❉❊ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❚♦
❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✳✸✼✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻ ✭◗✉❛❞r❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t ❣✐✈❡♥ U ✱
❛❞♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ U1, . . . , Uk✱ ❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱ ✇❡ ❤❛✈❡

k∑
j=1

∣Uj ∣∣U ∣ ∥S(⋅, U, p, q) − S(⋅, Uj , p, q)∥2L2(Uj) ≤ C k∑
j=1

∣Uj ∣∣U ∣ (J(Uj , p, q) − J(U, p, q)) .
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✉s❡ ✭✸✳✶✳✸✼✮ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ Uj ✱ ❞❡✜♥✐♥❣ T ∶= S(⋅, U, p, q)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

C
∑
e∈Uj

∣T (e) − S(e,Uj , p, q)∣2 ≤ ∣Uj ∣J(Uj , p, q) − ∑
e∈Uj

(−1
2
T ⋅ aT − p ⋅ aT + q ⋅ T) .

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r j✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ S ♦♥ ◻n ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠
♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ❞❡❢❡❝ts ♦❢ J ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

Sn(p, q) ∶= E [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n))] .
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts α(d) < d✱ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s d ❛s ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ C(α, d, λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ p, q ∈ B1(Rd)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [∣⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n) − Sn(p, q)∣2] ≤ C3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) . ✭✸✳✸✳✽✮



✸✳✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✶✷✶

Pr♦♦❢✳ ▲❡t p′ ∈ B1✱ m ≤ n ❛♥❞ z ∈ Zm✱ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✸✻✮ ❣✐✈❡s

p′ ⋅ ⟨S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻))= ⟨S(⋅, z + ◻m,0, p′)∣a (S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q))⟩L2(z+◻m).

❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r z ∈ Zm ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ②✐❡❧❞s

∣Zm∣−1 ⋅ RRRRRRRRRRRp
′ ⋅ ∑
z∈Zm

⟨S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m))
RRRRRRRRRRR

≤ ⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⟨∣aS(⋅, z + ◻m,0, p′)∣2⟩E+(z+◻m)⎞⎠
1
2

⋅ ⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⟨∣S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q)∣2⟩E+(z+◻m)⎞⎠
1
2

. ✭✸✳✸✳✾✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) < ∞✳ ❲❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻ t♦
❜♦✉♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

RRRRRRRRRRR∣Zm∣
−1 ∑

z∈Zm

⟨∣S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q)∣2⟩E+(z+◻m)
RRRRRRRRRRR

≤ C

∣Zm∣ ∑z∈Zm

(J(z + ◻m, p, q) − J(◻n, p, q)) .
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤♦s❡ ❛t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s

Var [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n)] ≤ (1 + ε)Var⎡⎢⎢⎢⎣3−d(n−m) ∑z∈Zm

⟨S(⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m)
⎤⎥⎥⎥⎦

+ (1 + 1
ε
)E [J(◻m, p, q) − J(◻n, p, q)] .

❇② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Var
⎡⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Zm

⟨S(⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m)
⎤⎥⎥⎥⎦ = 3d(n−m)Var [⟨S(⋅,◻m, p, q)⟩E+(◻m)] .

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ S ❛t s❝❛❧❡ n ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡s ✿

Var [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n)] ≤ (1 + ε)3−d(n−m)Var [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n)]
+CεE [J(◻m, p, q) − J(◻n, p, q)] . ✭✸✳✸✳✶✵✮

▲❡t α ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 3−α = (1+ ε)3−d✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ε ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧♦s❡ t♦ 0✱ α ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r②
❝❧♦s❡ t♦ d✳

Var [⟨S(⋅,◻n+1, p, q)⟩E+(◻n+1)] ≤ 3−αVar [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n)]+CE [J(◻n, p, q) − J(◻n+1, p, q)] .



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱

Var [⟨S(⋅,◻n+1, p, q)⟩E+(◻n+1)] ≤ 3−αnVar [⟨S(⋅,◻0, p, q)⟩E+(◻0))] +C n∑
i=1

3−αiτi.

❙♦ ✜♥❛❧❧② ✿

Var [⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n)] ≤ C (3−αn + n−1∑
k=0

3−α(n−k)τk) ,
✇❤✐❝❤ ✐s ✭✸✳✸✳✽✮✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ (τk)k<n ✐s s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❧❛st r❡s✉❧t
❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❤♦✇ S(⋅,◻n, p, q) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ H−1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ S(⋅,◻n, p, q) ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽ ✭❈♦♥tr♦❧ ♦❢ w✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st α(d) > 0 ❛s ❝❧♦s❡ ❛s d ❛s ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ C(α, d, λ) <∞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N ❛♥❞ p, q ∈ B1(Rd)✱

E [∥w(⋅,◻n, p, q) − ℓSn(p,q)∥2L2(E+(◻n))] ≤ C3(2−α)n (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t st❡♣s✳

❙t❡♣ ✶✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
m,n ∈ N✱ m ≤ n ❛♥❞ p, q ∈ B1(Rd)✱

∣Sn(p, q) − Sm(p, q)∣2 ≤ C n−1∑
k=m

τk. ✭✸✳✸✳✶✶✮

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❝✉❜❡s (z + ◻m)z∈Zm ✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t Zm ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ s✉❜❝✉❜❡s ♦❢ s✐③❡ m ✐♥ ◻n

RRRRRRRRRRRE
⎡⎢⎢⎢⎣⟨S(⋅,◻n, p, q)⟩E+(◻n) − ∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⟨S(⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m)
⎤⎥⎥⎥⎦
RRRRRRRRRRR
2

≤ E⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

⟨∣S(⋅,◻n, p, q) − S(⋅, z + ◻m, p, q)∣2⟩E+(z+◻m)
⎤⎥⎥⎥⎦≤ C (J(◻n, p, q) − J(◻m, p, q))

≤ C n−1∑
k=m

τk,

❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✸✳✶✶✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
m ∈ N✱ m ≤ n ✱

E

⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣⟨S (⋅,◻n, p, q)⟩E+(z+◻m) − Sn(p, q)∣2
⎤⎥⎥⎥⎦
≤ C (3−αm + m∑

k=0
3α(k−m)τk + n−1∑

k=m
τk) . ✭✸✳✸✳✶✷✮



✸✳✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✶✷✸

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻✱ t♦ ♦❜t❛✐♥

∑
z∈Zm

∥S (⋅,◻n, p, q) − S (⋅, z + ◻m, p, q) ∥2L2(z+E+(◻m))

≤ C ∑
z∈Zm

(J (◻n, p, q) − J (z + ◻m, p, q)) . ✭✸✳✸✳✶✸✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡✱ ✉s✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
✇❡ ❣❡t

E

⎡⎢⎢⎢⎣ ∑z∈Zm

∣⟨S (⋅,◻n, p, q)⟩E+(z+◻m) − ⟨S (⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m)∣2
⎤⎥⎥⎥⎦

≤ C ∣Zm∣ n−1∑
k=m

τk. ✭✸✳✸✳✶✹✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E

⎡⎢⎢⎢⎣∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣⟨S (⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m) − Sm(p, q)∣2
⎤⎥⎥⎥⎦
≤ C (3−αm + m∑

k=0
3α(k−m)τk) . ✭✸✳✸✳✶✺✮

∣⟨S (⋅,◻n, p, q)⟩E+(z+◻m) − Sn(p, q)∣2
≤ 3 ∣⟨S (⋅,◻n, p, q)⟩E+(z+◻m) − ⟨S (⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m)∣2
+ 3 ∣⟨S (⋅, z + ◻m, p, q)⟩E+(z+◻m) − Sm(p, q)∣2
+ 3 ∣Sn(p, q) − Sm(p, q)∣2 ,

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✸✳✶✷✮ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✳✶✹✮✱ ✭✸✳✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✶✶✮✳

❙t❡♣ ✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
w(⋅,◻n, p, q)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts S(⋅,◻n, p, q) ❢♦r ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣

∥w(⋅,◻n, p, q) − ℓSn(p,q)∥2L2(E+(◻n)) ≤ C ⎛⎝1 + (
n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎞
⎠ , ✭✸✳✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zm s❛t✐s✜❡s

E[Zm] ≤ C (3−αm + m∑
k=0

3α(k−m)τk + n−1∑
k=m

τk) . ✭✸✳✸✳✶✼✮

❯s✐♥❣ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2 ≤ (n−1∑
m=0

3m)(n−1∑
m=0

3mZm) ≤ C3n n−1∑
m=0

3mZm. ✭✸✳✸✳✶✽✮

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✸✳✶✼✮✱ ✇❡ ❣❡t

E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦
≤ C3n n−1∑

m=0
3m (3−αm + m∑

k=0
3α(k−m)τk + n−1∑

k=m
τk) .



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

P❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s✱ ✇❡ ✜♥❞

n−1∑
m=0

3m
m∑
k=0

3α(k−m)τk = n−1∑
k=0

3αkτk

n−1∑
m=k

3(1−αm) ≤ C3(1−α)n n−1∑
k=0

3αkτk,

❛♥❞
n−1∑
m=0

3m
n−1∑
k=m

τk = n−1∑
k=0

k∑
m=0

3mτk ≤ C n−1∑
k=0

3kτk, ✭✸✳✸✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❛♥t✐t②✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ❣✐✈❡s

E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(
n−1∑
m=0

3mZ
1
2
m)

2⎤⎥⎥⎥⎥⎦
≤ C3(2−α)n (1 + n−1∑

k=0
3αkτk) ,

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❲❡ ♥❡①t ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✮✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥

E [∥S(⋅,◻n, p,anp)∥2L2(E+(◻n−1))] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

E [∥S(⋅,◻n−1, p,anp)∥2L2(E+(◻n−1))] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② z ∈ Zn−1✱

E [∥S(⋅, z + ◻n−1, p,anp)∥2L2(z+E+(◻n−1))] ≤ C3−αn (1 +
n−1∑
k=0

3αkτk) .
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r z ∈ Zn−1✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t
(z + ◻n−1)z∈Zn−1 ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ◻n✳
Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ Rd✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d) <∞ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ p↦ B(p) ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♦✈❡r Rd✱ t❤❡♥

sup
p∈B1

B(p) ≤ C∑
p∈B

B(p). ✭✸✳✸✳✷✵✮

■♥❞❡❡❞✱ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts tr❛❝❡ ❀ t❤✐s tr❛❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❛❜♦✈❡✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ τn✱ s❡❡ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡

τn ≤ sup
p∈B1

(E [ν(◻n, p)] −E [ν(◻n+1, p)]) + sup
q∈B1

(E [ν∗(◻n, q)] −E [ν∗(◻n+1, q)]) .
❙✐♥❝❡ p ↦ E [ν(U, p)] ❛♥❞ q ↦ E [ν∗(U, q)] ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✸✳✸✳✷✵✮ t❤❛t

τn ≤ C∑
p∈B
(E[ν(◻n, p)] −E[ν(◻n+1, p)])

+C∑
p∈B
(E[ν∗(◻n,anp)] −E[ν∗(◻n+1,anp)]) ,



✸✳✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✶✷✺

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱

τn ≤ C∑
p∈B
(E[J(◻n, p,anp)] −E[J(◻n+1, p,anp)]) .

❇② ✭✸✳✶✳✹✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [J(◻n+1, p,an+1p)] ≤ E [J(◻n+1, p,anp)] ,
❤❡♥❝❡

τn ≤ C∑
p∈B
(E[J(◻n, p,anp)] −E[J(◻n+1, p,an+1p)]) . ✭✸✳✸✳✷✶✮

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

Dn ∶= ∑
p∈B

E [J(◻n, p,anp)] .
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ st❛t❡s t❤❛t

Dn ≤ C3−αn (1 + n−1∑
k=0

3αkτk) .
❉❡✜♥✐♥❣

D̃n ∶= 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2
kDk,

❢r♦♠ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s

D̃n ≤ C3−α
2
n

n∑
m=0

3−α
2
m (1 + m∑

k=0
3αkτk)

≤ C3−α
2
n +C3−α

2
n

n∑
k=0

n∑
m=k

3−α
2
m 3αkτk

≤ C3−α
2
n (1 + n∑

k=0
3

α
2
kτk) . ✭✸✳✸✳✷✷✮

❇❡s✐❞❡s✱ D0 ≤ C t❤✉s

D̃n − D̃n+1 ≥ 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2
k (Dk −Dk+1) −C3−α

2
n.

❋r♦♠ ✇❤❡r❡✱ ✭✸✳✸✳✷✶✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥

D̃n − D̃n+1 ≥ C−1 3−α
2
n

n∑
k=0

3
α
2 τk −C3−α

2
n.

❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✷✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d, λ) ∈ (0, α
2
) s✉❝❤ t❤❛t

D̃n+1 ≤ 3−βD̃n +C3−α
2
n,

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ vn ∶= 3βnD̃n ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐❞❡♥t✐t② ❜② 3(β+1)n ❣✐✈❡s

vn+1 ≤ vn +C3(β−α
2
)n.



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❙✉♠♠✐♥❣ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r n vn ≤ v0 + C

1−(3β−α
2 ) ✱ ✐✳❡✳ v ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❛t ✐s✱

D̃n ≤ C3−βn.
❇❡s✐❞❡s✱ ✭✸✳✸✳✷✶✮ ❣✐✈❡s

τn ≤ C3−βn.
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ an✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣an − an+1∣ ≤ Cτn,
s♦ t❤❛t✱ ❞❡✜♥✐♥❣

ã ∶= lim
n→∞an, ✭✸✳✸✳✷✸✮

✇❡ ❣❡t

∣an − ã∣ ≤ ∞∑
m=n
∣am − am+1∣ ≤ C ∞∑

m=n
τm ≤ C3−βn.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✳✹✷✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

sup
p∈B1

E [J (◻n, p, ãp)] ≤ C3−βn.
✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ã✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✸✳✸✳✷✸✮ ❛♥❞
✭✸✳✸✳✶✮ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

✸✳✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ J

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣ ✐s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ J(◻n, p,ap)✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✮✳ ❙t❡♣ ✶✳ ■♥ t❤✐s ✜rst st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t
β(d, λ) > 0 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t C(d, λ) > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ B1(Rd) ❛♥❞ m,n ∈ N✱ m ≤ n✱ ✇❡
❤❛✈❡

3−d(n−m) logE [exp (C−13d(n−m)J(◻n, p,ap))] ≤ C3−βm. ✭✸✳✸✳✷✹✮

❋♦r m,n ∈ N✱ m ≤ n✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s J(z + ◻m)z∈Zm ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❇②
s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ p ∈ B1(Rd) ❛♥❞ t > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

logE [exp (t3d(n−m)J(◻n, p,ap))] ≤ logE⎡⎢⎢⎢⎢⎣exp
⎛
⎝t ∑z∈Zm

J(z + ◻m, p,ap)⎞⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

✇❤✐❝❤✱ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❡q✉❛❧s

≤ ∑
z∈Zm

logE [exp (tJ(z + ◻m, p,ap))] .
❇② st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ z ∈ Zm ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❧✐♥❡✳ ❙✐♥❝❡

J(◻m, p,ap) ≤ 1

2
,



✸✳✸✳ ❋❧❛t♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❡rs ✶✷✼

t❤❡r❡ ❡①✐sts t > 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(s) ≤ 1 + 2s ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ s ≤ 1,
log(1 + s) ≤ s ❢♦r ❛❧❧ s ≥ 0

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

logE [exp (t3d(n−m)J(◻n, p,ap))] ≤ 2t3d(n−m)E [J(◻m, p,ap)] .
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✳✷✹✮✳

❙t❡♣ ✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
ρn ∶= sup

p∈B1

J(◻n, p,ap).
■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t β(d, λ) > 0 ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② s ∈ (0, d)✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t
C(s, d, λ) <∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱

ρn ≤ C3−β(d−s)n +O1 (C3−sn) . ✭✸✳✸✳✷✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❍ö❧❞❡r✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✸✳✷✵✮ ✐♥ ✭✸✳✸✳✷✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

3−d(n−m) logE [exp (C−13d(n−m)ρn)] ≤ C3−βm. ✭✸✳✸✳✷✻✮

❇② ▼❛r❦♦✈✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❢♦r ❡✈❡r② t ≥ 0✱
P [ρn ≥ t] ≤ exp (−C−13d(n−m)t)E [exp (C−13d(n−m)ρn)]

≤ exp (−C−13d(n−m)t +C3d(n−m)−βm) .
❲❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ C3−βm + t ✐♥t♦ t❤❡ t❡r♠ t

P [ρn ≥ C3−βm + t] ≤ exp (−C−13d(n−m)t) .
❲❡ ❞❡✜♥❡

m ∶= ⌊d − s
d

n⌋
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥t❡❣❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡

P [ρn ≥ C3−β d−s
d
n + t] ≤ exp (−C−13snt) .

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✸✳✷✺✮ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✱ ✭✶✳✶✾✮❪✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β(d, λ) > 0✳
❙t❡♣ ✸✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✸✳✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∀a, b > 0, (a + b) 12 ≤ a 1
2 + 1

2
a− 1

2 b ✭✸✳✸✳✷✼✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥

sup
p,q∈B1

∣J(◻n, p, q) − (1
2
p ⋅ ap + 1

2
q ⋅ a−1q − p ⋅ q)∣

≤ 3−β

2
(d−s)n +O1 (C3−(s−β

2
(d−s))n) . ✭✸✳✸✳✷✽✮



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❋♦r ❡✈❡r② s′ ∈ (0, d)✱ ✐❢ ✇❡ s❡t

s ∶= 2s′ + βd
2 + β ∈ (0, d),

t❤❡♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✸✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

3
− β

2+β
(d−s′)n +O1 (C3−s′n) .

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✸✳✸✳✷✮✱ ✉♣ t♦ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ β(d, λ) > 0✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✾✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① a s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

1

2
p ⋅ ap + 1

2
q ⋅ a−1q − p ⋅ q = 0 ⇐⇒ q = ap. ✭✸✳✸✳✷✾✮

■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ a ❛❞♠✐ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡ s②♠♠❡tr✐❝ sq✉❛r❡ r♦♦ts✱ ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡

J(p, q) = 1

2
p ⋅ ap + 1

2
q ⋅ a−1q − p ⋅ q = 1

2
∣a1/2p − a−1/2q∣2.

✸✳✹ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t Pr♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡❞✉❝❡ ✭✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J✲♠❛①✐♠✐③❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② J ✐ts❡❧❢✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠
J ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦♥ s✉❜✲❝✉❜❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✐③❡s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❣✐✈❡s ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡rs✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ J✲♠❛①✐♠✐③❡rs
❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✳✹✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ♠❛①✐♠✐③❡rs

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮ t♦ ♣r♦✈❡
❡st✐♠❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ p, q ∈ Rd✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ S(⋅,◻n, p, q) ❛s n → ∞✱ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤♦s❡ ♦❢
w(⋅,◻n, p, q)✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

E(U) ∶= sup
p,q∈B1

∣J(U, p, q) − J(p, q)∣ ,
✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ J ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛✈❡r❛❣❡

S(p, q) ∶= a−1q − p.
◆♦t❡ t❤❛t S = ∇qJ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✭✸✳✶✳✸✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t J ❛♥❞ J ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱
❢♦r ❡✈❡r② p, q ∈ Rd✱

∣S(p, q) − ⟨S(⋅, U, p, q)⟩E+(U)∣ = ∣∇qJ(p, q) −∇qJ(U, p, q)∣ ✭✸✳✹✳✶✮

≤ C (∣p∣ + ∣q∣)E(U).
❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✿

∣aS(p, q) − ⟨aS(⋅, U, p, q)⟩E+(U)∣ = ∣∇pJ(p, q) −∇pJ(U, p, q)∣ ✭✸✳✹✳✷✮

≤ C (∣p∣ + ∣q∣)E(U).
❚❤❡ t✇♦ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ S(⋅, U, p, q) ❛♥❞ aS(⋅, U, p, q)
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ E(U)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ❣✐✈❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t Pr♦❜❧❡♠ ✶✷✾

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ (S,aS)✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C(d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r②
p, q ∈ B1 ❛♥❞ n ∈ N✱

3−n ∥S(⋅,◻n, p, q) − S(p, q)∥H−1(E+(◻n))
≤ C3−n +C n−1∑

m=0
3m−n

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2

✭✸✳✹✳✸✮

❛♥❞

3−n ∥aS(⋅,◻n, p, q) − aS(p, q)∥H−1(E+(◻n))
≤ C3−n +C n−1∑

m=0
3m−n

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2

. ✭✸✳✹✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜① p, q ∈ B1 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱

∥S(⋅,◻n) − S∥L2(◻n) ≤ C ∥S(⋅,◻n) − S∥L2(◻n)

+C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣⟨S(⋅,◻n)⟩E+(z+◻m) − S∣2⎞⎠
1
2

.

❲❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❛t

∥S(⋅,◻n) − S∥L2(◻n) ≤ ∥S(⋅,◻n)∥L2(◻n) + ∣S∣ ≤ C.
❲❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ❇② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✭✸✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✻✱

∑
z∈Zm

∣⟨S(⋅,◻n)⟩E+(z+◻m) − S∣2

≤ 2 ∑
z∈Zm

(∣⟨S (⋅, z + ◻m)⟩E+(z+◻m) − S∣2 + ∥S (⋅,◻n) − S (⋅, z + ◻m)∥2L2(E+(z+◻m)))
≤ C ∑

z∈Zm

E (z + ◻m) +C ∑
z∈Zm

(J(z + ◻m) − J(◻n))
≤ C ∑

z∈Zm

(E (z + ◻m) +E (◻n)) .
❍❡♥❝❡

n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

∣⟨S(⋅,◻n)⟩E+(z+◻m) − S∣2⎞⎠
1
2

≤ C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝CE (◻n) + ∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2

≤ C n−1∑
m=0

3m
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2

.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ②✐❡❧❞s ✭✸✳✹✳✸✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✹✳✷✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✸✳✹✳✶✮✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✹✳✹✮✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭✸✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✳✹✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s E(z + ◻m)✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤✐s✳ ❚❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ✉s❡ ❛♥② r❡s✉❧t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❡♦r② ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts β(d, λ) ❛♥❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② s ∈ (0, d)✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t
C(s, d, λ) < ∞ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✱

n−1∑
m=0

3m−n
⎛⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) . ✭✸✳✹✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❋✐① s′ ∶= 1
3
(d − s) ❛♥❞ s′′ ∶= s + 2

3
(d − s) s❛t✐s❢②✐♥❣ s < s′ < s′′ < d ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞

❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ Os✲♥♦t❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡
✭✷✳✶✳✷✵✮✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣Zm∣−1 ∑
z∈Zm

(E (z + ◻m)) ≤ C3−mβ(d−s′′) +O1 (C3−ms′′) .
❲❡ ❛♣♣❧② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✳✷✼✮ t♦ ♦❜t❛✐♥

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(d−s′′)/2 +O1 (C3mβ(d−s′′)/2−ms′′) .

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t β✱ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❡✮ s✉❝❤
t❤❛t

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(d−s′) +O1 (C3−ms′) .

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② C✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✸❪ ✇❡ ❤❛✈❡

⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−mβ(d−s′) +Od (C3−ms′/d) .

●✐✈❡♥ t❤❛t s′/d ≤ 1 − c✱ ❛♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✹✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✹❪ ❣✐✈❡s

n−1∑
m=0

3m−n
⎛
⎝∣Zm∣−1 ∑z∈Zm

(E (z + ◻m))⎞⎠
1
2 ≤ C3−nβ(d−s′) +Od (C3−ns′/d) .

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱

X ≤ C3−nβ(d−s′) +Od (C3−ns′/d) Ô⇒ X ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) , ✭✸✳✹✳✻✮

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ β(d, λ) ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
✜rst✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

X ≤X + 3−nβ(d−s)(d−1) ≤ 3nβ(d−s)(d−1) (X + 3−nβ(d−s))d
≤ C3nβ(d−s)(d−1) (Xd + 3−nβ(d−s′)d)
≤ C3nβ(d−s)(d−1) (C3−nβ(d−s)d +O1 (C3−ns′)) ,



✸✳✹✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t Pr♦❜❧❡♠ ✶✸✶

✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t β ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❤❛✈❡ β(d−s)(d−1) ≤ s′−s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞
❢♦r β ≤ 1/3 ✇❡ ❣❡t

X ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) .
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✸✳✹✳✻✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✸✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✳✹✮ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

3−n ∥S(⋅,◻n, p, q) − S(p, q)∥H−1(E+(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) ,
❛♥❞

3−n ∥aS(⋅,◻n, p, q) − aS(p, q)∥H−1(E+(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) .
✸✳✹✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❝t♦rs✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡r♠ ✏❝♦rr❡❝t♦r✑ ✉s✉❛❧❧② ♠❡❛♥s✱ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ Z

d ❛♥❞ ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❞❡♥♦t❡❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❝t♦rs ♦♥ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ Zd✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr✐❛❞✐❝ ❝✉❜❡s ◻n✳ ❙✐♥❝❡
✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ S(◻n, p,0)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘❡♠❛r❦
✸✳✶✳✸✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛✣♥❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t S(⋅,◻n, e,0) = ∇w(⋅,◻n, e,0)✱ ✇❤❡r❡ ❜② ✭✸✳✶✳✶✸✮✱ S(⋅,◻n, e,0) ∈ S(◻n) ❛♥❞ w(⋅,◻n, e,0) ∈A(◻n)✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ w(⋅,◻n, e,0) ∈ ℓe + C0(◻+n)✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

φe,n(x) ∶= w(⋅,◻n, e,0) − e ⋅ x.
❆❢t❡r ✭✸✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✳✹✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

3−n∥∇φe,n∥H−1(E(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) ,
❛♥❞

3−n∥a(e +∇φe,n) − ae∥H−1(E(◻n)) ≤ C3−nβ(d−s) +O1 (C3−ns) .
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❘✳ ❆✳ ❆❞❛♠s ❛♥❞ ❏✳ ❏✳ ❋✳ ❋♦✉r♥✐❡r✳ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✵ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✳ ❊❧s❡✈✐❡r✴❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✸✳

❬✷❪ ▼✳ ❆✳ ❆❦❝♦❣❧✉ ❛♥❞ ❯✳ ❑r❡♥❣❡❧✳ ❊r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r s✉♣❡r❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❏✳ r❡✐♥❡
❛♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✱ ✸✷✸✭✺✸✲✻✼✮ ✿✶✵✻✕✶✷✼✱ ✶✾✽✶✳

❬✸❪ ❙✳ ❆r♠str♦♥❣✱ ❆✳ ❇♦r❞❛s✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ▼♦✉rr❛t✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✐t② t❤❡♦r② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❬✹❪ ❙✳ ❆r♠str♦♥❣✱ ❚✳ ❑✉✉s✐✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ▼♦✉rr❛t✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦✳❡♥s✲❧②♦♥✳❢r✴

❥❡❛♥✲❝❤r✐st♦♣❤❡✳♠♦✉rr❛t✴❧❡❝t✉r❡♥♦t❡s✳♣❞❢ ✭✷✵✶✼✮✳

❬✺❪ ❙✳ ❆r♠str♦♥❣✱ ❚✳ ❑✉✉s✐✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ▼♦✉rr❛t✳ ▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❤✐❣❤❡r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t②
✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✸✹✼✭✷✮ ✿✸✶✺✕✸✻✶✱ ✷✵✶✻✳

❬✻❪ ❙✳ ❆r♠str♦♥❣✱ ❚✳ ❑✉✉s✐✱ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ▼♦✉rr❛t✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛✲
t✐♦♥✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✵✽✭✸✮ ✿✾✾✾✕✶✶✺✹✱ ✷✵✶✼✳

❬✼❪ ❙✳ ◆✳ ❆r♠str♦♥❣ ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ▼♦✉rr❛t✳ ▲✐♣s❝❤✐t③ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆r❝❤✳ ❘❛t✐♦♥✳ ▼❡❝❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✶✾✭✶✮ ✿✷✺✺✕✸✹✽✱ ✷✵✶✻✳

❬✽❪ ❙✳ ◆✳ ❆r♠str♦♥❣ ❛♥❞ ❈✳ ❑✳ ❙♠❛rt✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ✐♥t❡❣r❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❆♥♥✳ ❙❝✐✳ ➱❝✳ ◆♦r♠✳ ❙✉♣ér✳ ✭✹✮✱ ✹✾✭✷✮ ✿✹✷✸✕✹✽✶✱ ✷✵✶✻✳

❬✾❪ ●✳ ❇❛❧✱ ❏✳ ●❛r♥✐❡r✱ ❙✳ ▼♦ts❝❤✱ ❛♥❞ ❱✳ P❡rr✐❡r✳ ❘❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t♦rs ✐♥ ❤♦♠♦❣❡✲
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❬✸✶❪ ❆✳ ●❧♦r✐❛ ❛♥❞ ❋✳ ❖tt♦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✿ ♦♣t✐♠❛❧ r❛t❡s✱ st♦❝❤❛st✐❝
✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♣r❡♣r✐♥t✱ ✶✶✹ ♣♣✳✱ ❛r❳✐✈ ✿✶✺✶✵✳✵✽✷✾✵✈✸ ✭▼❛② ✷✵✶✻✮✳

❬✸✷❪ ❇✳ ❍❡❧✛❡r ❛♥❞ ❏✳ ❙❥östr❛♥❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❦❛❝✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝❛s❡✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✼✹✭✶✮ ✿✸✹✾✕✹✵✾✱ ❏❛♥ ✶✾✾✹✳



✶✸✺

❬✸✸❪ ❱✳ ❱✳ ❏✐❦♦✈✱ ❙✳ ▼✳ ❑♦③❧♦✈✱ ❛♥❞ ❖✳ ❆✳ ❖❧❡✐♥✐❦✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞
✐♥t❡❣r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✹✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❜② ●✳ ❆✳
❨♦s✐✜❛♥✳

❬✸✹❪ ◆✳ ❱✳ ❑r②❧♦✈✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ▲✐t♦✈s❦✳ ▼❛t✳ ❙❜✳✱ ✷✷✭✷✮ ✿✽✵✕✽✼✱
✶✾✽✷✳

❬✸✺❪ ❉✳ ◆✉❛❧❛rt✳ ❚❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦♣✐❝s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭◆❡✇ ❨♦r❦✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✻❪ ●✳ ❈✳ P❛♣❛♥✐❝♦❧❛♦✉ ❛♥❞ ❙✳ ❘✳ ❙✳ ❱❛r❛❞❤❛♥✳ ❇♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ r❛♣✐❞❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
r❛♥❞♦♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ ❘❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✱ ❱♦❧✳ ■✱ ■■ ✭❊s③t❡r❣♦♠✱ ✶✾✼✾✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼ ♦❢ ❈♦❧❧♦q✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❏á♥♦s ❇♦❧②❛✐✱ ♣❛❣❡s ✽✸✺✕✽✼✸✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✶✾✽✶✳

❬✸✼❪ ▼✳ P❛r✈✐❛✐♥❡♥✳ ●❧♦❜❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♥♦♥s♠♦♦t❤
❞♦♠❛✐♥s✳ ❆♥♥✳ ▼❛t✳ P✉r❛ ❆♣♣❧✳ ✭✹✮✱ ✶✽✽✭✷✮ ✿✸✸✸✕✸✺✽✱ ✷✵✵✾✳

❬✸✽❪ ❙✳ ❙❤❡✣❡❧❞✳ ❘❛♥❞♦♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆stér✐sq✉❡✱ ✭✸✵✹✮ ✿✈✐✰✶✼✺✱ ✷✵✵✺✳

❬✸✾❪ ❏✳ ❙❥östr❛♥❞✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ❛♥❞ ✇✐tt❡♥ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥s✳ ❙t✳ P❡t❡rs❜✉r❣ ▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✽ ✿✶✷✸✕
✶✹✼✱ ✶✾✾✼✳

❬✹✵❪ ❘✳ ❚❡♠❛♠✳ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷ ♦❢ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ❆♠st❡r❞❛♠✲◆❡✇ ❨♦r❦✱ r❡✈✐s❡❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✼✾✳ ❲✐t❤
❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❜② ❋✳ ❚❤♦♠❛ss❡t✳

❬✹✶❪ ❨✳ ❱❡❧❡♥✐❦✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ Pr♦❜❛❜✳ ❙✉r✈✳✱ ✸ ✿✶✶✷✕✶✻✾✱
✷✵✵✻✳

❬✹✷❪ ❉✳ ❱✳ ❲✐❞❞❡r✳ ❙❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆♥♥✳
▼❛t✳ P✉r❛ ❆♣♣❧✳ ✭✹✮✱ ✺✺ ✿✸✽✾✕✹✵✾✱ ✶✾✻✶✳



❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛✲
r❛❜♦❧✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞✐s❝r❡ts✳

❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ rés✉❧t❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✿
q✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡✉①✲♠ê♠❡s s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés s✉r ❞❡ très ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✜❝t✐❢ q✉✐ s❡r❛✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❄ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣✉✐s
❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✖ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✖ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞♠❡t✲
t❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ♦♣t✐♠✐s❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♣ré❛✲
❧❛❜❧❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣✉✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
Z
d✳
▼♦ts✲❝❧❡❢s✳ ❍♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s✱

éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ é♥❡r❣✐❡s s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡s✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✿ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❄ ❈♦✉❧❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧
r❛♥❞♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❜❡❤❛✈❡s✱ ❛t ❜✐❣ s❝❛❧❡✱ ❛s ❛ ✜❝t✐♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❄ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊s✱ s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❞♠✐tt✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
s✉❜❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
r❡s✉❧t✳ ❋r♦♠ t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ Z
d✳

❑❡②✇♦r❞s✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ P❉❊✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱
s✉❜❛❞❞✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
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