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Résumé

Cette thése porte sur I’homogénéisation quantitative d’équations aux dérivées partielles pa-
raboliques, et de problémes elliptiques discrets.

Dans l'introduction, nous voyons comment de tels problémes, méme lorsque les coefficients
sont déterministes, résultent d’un modele aléatoire. Nous introduisons alors ’homogénéisation :
que se passe-t-il lorsque les coefficients eux-mémes sont aléatoires, est-il possible de considérer
qu'un environnement présentant des inhomogénéités sur de trés petites échelles se comporte
d’une maniére proche d’un environnement fictif qui serait homogéne 7 Nous donnons ensuite une
interprétation de cette question en terme de marche aléatoire en conductances aléatoires, puis
donnons une idée des outils utilisés dans les preuves des deux chapitres suivants.

Dans le chapitre 2] nous démontrons un résultat d’homogénéisation quantitative pour une
équation parabolique — I’équation de la chaleur par exemple — dans un environnement admet-
tant des coefficients aléatoires et dépendant du temps. La méthode utilisée consiste & considérer
les solutions d’un tel probléme comme optimiseurs de fonctionnelles qui seront définies au préa-
lable, puis d’utiliser la propriété cruciale de sous-additivité de ces quantités, afin d’en déduire
une convergence puis un résultat de concentration, qui permettra d’en déduire une vitesse de
convergence des solutions vers la solution du probléme homogénéisé.

Dans le chapitre , nous adaptons ces méthodes pour un probléme elliptique sur le graphe Z¢

Mots-clés: Homogénéisation stochastique, équations aux dérivées partielles paraboliques, équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques, méthodes variationnelles, énergies sous-additives

Abstract

This thesis deals with quantitative stochastic homogenization of parabolic partial differ-
ential equations, and discrete elliptic problems.

In the introduction, we see how such problems can come from random models, even when
the coefficients are deterministic. Then, we introduce homogenization : what happens if the co-
efficients themselves are random ? Could we consider that an environment with microscopical
random heterogeneities behaves, at big scale, as a fictious deterministic homogeneous environ-
ment 7 Then, we give a random walk in random environment interpretation and the sketch of
the proofs in the two following chapters.

In chapter [2, we prove a quantitative homogenization result for parabolic PDEs, such as heat
equation, in environment admitting time and space dependent coefficients. The method of the
proof consists in considering solutions of such problems as minimizers of variational problems.
The first step is to express solutions as minimizers, and then to use the capital property of
subadditivity of the corresponding quantities, in order to deduce convergence and concentration
result. From that, we deduce a rate of convergence of the actual solutions to the homogenized
solution.

In chapter [3] we adapt these methods to a discrete elliptic problem on the lattice Z.

Keywords: Stochastic homogenization, parabolic PDE, elliptic PDE, variational methods, sub-
additive quantities, functional inequalities
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Chapitre 1

Présentation des résultats

— Dans ce chapitre, nous commencerons par justifier comment 1’équation de la chaleur,
probléme a priori purement analytique, provient d’un phénoméne aléatoire, comme limite
& grandes échelles d’un systéme de particules se déplacant aléatoirement. Nous verrons
ceci dans la section en décrivant tout d’abord un réseau discret, puis un modéle
continu.

— Dans un second temps, nous introduirons I’homogénéisation : qu’advient-il si le comporte-
ment de 'environnement sur lequel on étudie la diffusion varie de maniére microscopique ?
L’environnement admet-il & grande échelle le méme comportement que celui d'un environ-
nement simplifié 7 Nous évoquerons deux modéles différents : des variations périodiques
et des variations aléatoires. Nous donnerons des exemples simples sur des équations dif-
férentielles ordinaires, puis sur des équations aux dérivées partielles elliptiques. Enfin, on
énoncera un résultat d’homogénéisation quantitative pour le probléme parabolique, qui
est le théoréme principal obtenu au cours de ma thése.

— L’étude de I'équation de la chaleur en milieu aléatoire se trouve donc liée — en considé-
rant ce qui aura été énoncé dans la premiére section — & ’étude d’un processus aléatoire
sur un environnement lui-méme aléatoire. Nous introduirons le modéle des conductances
aléatoires, les questions qui se posent sur le comportement de la marche aléatoire dans
cet environnement, et comparerons ces questions & des résultats d’homogénéisation. Nous
introduirons alors un outil : le correcteur, qui permettra de transférer les questions sur le
comportement de la marche aléatoire a un probléme d’homogénéisation, réduisant ainsi
un aléa & deux niveau (environnement + marche dans I’environnement) a un aléa simple
(le correcteur, dépendant de l'environnement). Enfin, nous justifierons l'intérét d’étudier
un modéle dans lequel les conductances varient dans le temps en introduisant la repré-
sentation de Helffer-Sjostrand.

— La derniére partie de ce chapitre est consacrée & la preuve du résultat d’homogénéisation
stochastique pour des équations paraboliques avec coefficients dépendant du temps, qui
est le résultat principal de ma thése. Nous y donnerons les idées principales permettant
d’aboutir & ce résultat. Dans un premier temps, nous décrirons 'idée qui consiste a re-
présenter les solutions d’un tel probléme comme minimiseurs d’un probléme variationnel,
qui est 'un des aspects sur lesquels la preuve de I’homogénéisation différe le plus entre
les modéles elliptiques et paraboliques. Dans le cas elliptique, déja traité dans le passé,
cette caractérisation permettait ensuite d’introduire des quantités sous-additives, permet-
tant d’établir un résultat quantitatif d’homogénéisation, comme Uexplique [4]. Aprés avoir



Chapitre 1. Présentation des résultats

prouvé qu’il est encore possible de définir des quantités analogues dans le cas parabolique,
nous résumerons les idées qui permettent de conclure.

— La suite de ce manuscrit est constituée de deux chapitres. Le premier est la preuve du
résultat quantitatif d’homogénéisation pour les équations paraboliques. Le second donne
un résultat d’homogénéisation pour les correcteurs du probléme elliptique sur un ensemble
discret, en s’inspirant des méthodes utilisées dans le premier chapitre.



1.1. Particules se déplacant de maniére aléatoire 1

1.1 Particules se déplacant de maniére aléatoire

Dans cette section, nous observons que I’équation de la chaleur résulte d’'un modéle proba-
biliste, comme limite & grandes échelles d’un systéme de particules se déplagant aléatoirement.
Nous décrirons d’abord un modéle discret, puis un modéle continu. Dans les deux cas, nous dé-
crirons le modéle sur ’espace entier et celui sur un domaine borné, nous verrons apparaitre le
probléme parabolique mais aussi celui elliptique, comme solutions stationnaires de ce dernier.

1.1.1 Modélisation de particules se déplacant sur un réseau discret

Considérons un ensemble de particules, disposées en un instant initial en des points d’un
réseau, Z¢, suivant chacune une marche aléatoire. Le réseau Z% considéré est le graphe dont
’ensemble de sommets est Z¢ et pour lequel une aréte joint deux sommets si et seulement si ces
derniers sont voisins. On notera z ~ y les telles paires de sommets, formellement,

x~y <= |x-yl1=1.

On notera & = £(Zy) 'ensemble des arétes du graphe ainsi formé. Dans un premier temps,
considérons la marche aléatoire simple & temps discret, c’est-d-dire une trajectoire le long de
laquelle la particule en un point donné se déplace avec une probabilité identique (valant donc 2—1d)
vers I'un de ses 2d voisins. Ceci correspond & une situation dans laquelle les particules sautent,

a intervalle de temps constant, d’un sommet & 'un de ses voisins. Notons également
u(t,z) = le nombre de particules a U'instant ¢ & la position x.

Cette quantité est aléatoire. Supposons que nous soit donnée & linstant initial la quantité de
particules en chaque point du réseau : ug(z). Alors il nous est possible de calculer pour chaque
instant ¢ la quantité moyenne de particules en un point x du réseau. FEn effet, admettant que
chaque particule initialement disposée au sommet y € Z¢ ait une probabilité p(t,y,z) de se situer
a 'emplacement x & l'instant ¢, on obtient, en effectuant un bilan sur 'intégralité des particules,
le résultat suivant :

Ey, [u(t,2)] = Y uo(y)p(t,y, o), (1.1.1)
yeZa

o t € N désigne le t°™ instant et x € Z% est un sommet du réseau. Par ailleurs, on peut remarquer
en utilisant la symeétrie du réseau Z¢, ainsi que le fait que chaque aréte se comporte d’une maniére
identique, que les probabilités p(t,z,y) et p(t,y, ) sont égales. I.’égalité précédente devient donc

Eu, [u(t,z)] = Y uo(y)p(t, z,y),

yeZd

qui peut se réécrire, en remarquant que p(t,z,-) désigne la densité de la variable aléatoire X,
marche aléatoire simple issue de z sous la loi P, sous la forme

Euo [u(tvx)] =E, [UO(Xt)] .

En notant v(¢,x) cette espérance, on peut établir que v satisfait une égalité fonctionnelle. En
effet, on peut calculer la variation entre deux instants ¢ et ¢t + 1 de la quantité E[u(t,z)] en
exprimant que la position de la particule aprés ¢ + 1 étapes partant de x n’est rien d’autre que la
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configuration aprés t étapes partant cette fois-ci du premier sommet visité, Xy, qui est I'un des
2d voisins de x avec probabilité identique. En utilisant la propriété de Markov :

E;[u(t+1,2)] = E;[Ex, (uo(t,x))

]
ZzeZd P, [Xl ZZ]EZ [UD(Xt)] (112)

Dans ce cas, la quantité P, [ X = z] est identique pour tout z voisin de x et nulle pour tout autre
point. Formellement,

1
Px [Xl = Z] = 2—d5xNz.
On peut donc conclure que
1
Elu(t+1,2)] = ¥ ZE[u(t,z)], (1.1.3)

ce qui, aprés soustraction de la quantité E [u(¢,2)] aux deux membres de 1’égalité donne I’équa-
tion fonctionnelle suivante :

v(t+1,2) —v(t,x) = Av(t,x),

ot A est lopérateur laplacien qui & une fonction f : Z¢ - R associe la fonction Af = = ~
i Yy~z (f(y) = f(x)) et v est la fonction v : (t,2) = E[u(t,2)]. On peut interpréter 'incrément
v(t+1,2) —v(t,x) comme une dérivée par rapport au temps de la quantité v(-, z).

Remarque 1 (Conductances variables). On peut constater que si ’'on ne considére non plus la
marche aléatoire simple, mais que la probabilité de passer d’'un sommet z 4 un sommet y vaut
a(z,y) (avec ¥, a(z,y) = 1), 'équation satisfaite par la fonction (¢,z) + v(t,z) devient

v(t+1,z) —v(t,x) = Z a(z,y) (v(t,y) —v(t,x)).

yeZd

On peut remarquer que n’est qu’'un cas particulier de cette équation, dans lequel les
probabilités de transition a(z,y) valent Qidélwy. On notera V -aV lopérateur qui a f associe
la fonction V- (avVf)(z) = ¥ eza alz,y) (f(y) - f(2)), et on remarquera que dans le cas de la
marche aléatoire simple, cet opérateur est le laplacien.

Remarque 2 (Point de vue matriciel). En fixant un instant ¢ € N, on peut voir v(t,-) comme
un vecteur de de, et noter A la matrice d’adjacence, pour laquelle A(x,y) vaut 0 s’il n’y a pas
d’aréte entre les sommets = et y et 1 sinon. On remarque que A = %A — Idggza et on observe
(1.1.3) s’écrit

v(t+1,-) = %Av(tg),

ce qui, ajouté a la condition initiale v(0,z) = up(z) donne
t
'U(t,') = (Q—IdA) Uugp-

On peut également démontrer par récurrence que les coefficients de la matrice A™ d’indices (z,y)
désignent le nombre de chemins comportant n arétes joignant le sommet x au sommet y, qui,
divisé par 2" (la probabilité qu’un tel chemin soit parcouru), donne la probabilité d’aller de x a
Yy en exactement n étapes.
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Remarque 3 (Fonction de Green). Etant donné I’absence d’interactions entre les particules, le
comportement du systéme pour une condition initiale donnée n’est en fait qu'une superposition
de chacun des systéemes ou il n’y aurait qu’une seule particule. Comme le stipule, la
fonction v(t,-) := & — v(t,x) est entiérement déterminée par la connaissance de p(t,-,-). Par
linvariance par translation d’un vecteur de Z¢ du modéle, on obtient que la probabilité de relier
x & y en t étapes est identique a celle de relier 0 & y — 2. On peut donc réinterpréter de
la fagon suivante :

’U(t,.%') = Z uo(y)p(t,O,y—x),
yeZd

ou, en d’autres termes
v(t,z) = ug > p(t,0,-)(x). (1.1.4)

On remarque alors que la fonction z — p(t,0,x) englobe toute la complexité du probléme.

Modélisation d’un domaine borné

Admettons a présent que le réseau étudié ne soit plus Z% mais seulement un domaine borné
U c Z% On admet que les particules sont présentes a linstant ¢ = 0 en quantité uo(0,2) a
Pemplacement x, que de tout point intérieur a U (i.e. dont tous les voisins appartiennent a U),
les particules sautent, en chaque temps entier, aléatoirement en un voisin de x. Notons I' le bord
de U, i.e. ’ensemble des points de U admettant un voisin qui n’appartient pas a U. On admet que
lorsqu’une particule atteint un point z sur le bord du domaine, celle-ci disparait immédiatement
et on note 7 le premier instant auquel cette disparition a lieu. Pour deux sommets x et y de U
et un instant ¢ € N, la probabilité qu’une particule présente en x a l'instant initial se situe en y &
Iinstant ¢ sera notée p(t, x,y) := Py [T > t, X} = y], qui dépend de maniére implicite de 'ensemble
U. On suppose de plus qu’en chaque instant est créée une quantité ug(t, z) de particules en tout
point z € I' du bord du domaine. Ces particules admettent le méme comportement que les autres,
elles disparaissent au premier instant ou elles atteignent a nouveau le bord du domaine (et non
Pinstant auquel elles sont créées). Intéressons nous a nouveau a la quantité moyenne de particules
en un instant ¢t € N & un emplacement x € U. En faisant un bilan sur ’ensemble des particules
présentes a l'instant initial en un point y € U et qui se retrouvent avec probabilité p(t,y,z) en t
au sommet x, ainsi que sur tous les instants s € {0, ..,t} des particules créées au sommet z € I" &
Pinstant s, qui se retrouvent avec probabilité p(t — s, z, ), en utilisant la symétrie du probléme,
on peut intervertir les deux arguments d’espaces dans la fonction p(t,-,-) afin d’obtenir

By [u(t,2)] = Y w0, )Pt asy) + Y uols,2)p(t - 5,2, 2), (1.1.5)
yeU zel,5€{0,..,t}

et remarquer, en faisant le raisonnement inverse, que partant du sommet z il y a deux possibilités
pour la particule au temps ¢ :
— Soit celle-ci n’a pas encore atteint un bord du domaine et se retrouve en un point y avec
probabilité p(t, z,y),
— Soit il existe un temps s € {0, ..,t} auquel la particule s’est retrouvée en I'un des points z
de T', ceci avec probabilité p(s, z, z).
On peut donc réécrire sous la forme

Ey, [u(t,z)] =Ey [uo(t —t AT, Xinr)]- (1.1.6)
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En posant v(t,z) = Ey, [u(t,z)], et en utilisant la propriété de Markov de la méme facon que
pour établir (1.1.2)), on obtient, pour tout t e Net x e UNT

v(t+1,z) = %i > o(t,y).

Yy~

La fonction v est donc 'unique solution du probléme de Dirichlet suivant :

v(t+1,2) —v(t,x) = Av(t,x) pour tout x e U\T
v(0,2) = up(0,x) pour tout x € U (1.1.7)
v(t,z) = up(t,s) pour tout z eI

Remarque 4 (Conductances variables). Comme dans la remarque , on peut constater qu’ad-
mettre des conductances de la forme a(z,y) symétrique ménerait au méme résultat, & condition
de remplacer 'opérateur laplacien par V-avV.

Remarque 5 (Solutions stationnaires). En supposant que v(t,z) admette une limite v(z) pour
chaque z € U lorsque ¢ tend vers U'infini, et que uo(t,2) = g(z) pour tout sommet z € I', ((1.1.7)
impose 1’égalité suivante :

(1.1.8)
v(x) = g(x) pour tout z €T,

{M(x) =0

qui, pour toute condition au bord ¢g € R, admet une unique solution, donnée par la formule

v(z) =B [9(X7)],

qui pouvait étre retrouvée en admettant que t A T T et en substituant son expression dans
(1.1.6)).

Remarque 6 (Point de vue matriciel). De la méme maniére que pour la remarque , on peut
considérer, pour chaque temps t € N la fonction & — v(t,z) comme un vecteur de RY, que lon
note v(t,-). On a alors la relation de récurrence

v(t+1,)=(A+1d)v(t,-) + Ey,

ou A est interprétée comme la matrice telle que A + Id = @), la matrice de transition de la
marche aléatoire simple sur U (pour laquelle les sites du bord n’ont pas d’effets particuliers sur
les particules). Le terme E; désigne le vecteur de RY dont toutes les coordonnées correspondantes
aux sommets internes de U sont nulles, et qui pour chaque z € I', vérifie

Ei(2) =uo(t +1,2) - [Qu(t,-)] (2)-

Ce point de vue nous fournit une matrice () stochastique, i.e. dont la somme des coefficients
sur chaque ligne vaut 1. Afin de simplifier le terme FE;, considérons un réseau sans bords. Si
I'on suppose de plus que le domaine est connexe — un tore par exemple — la matrice @) est
irréductible et le théoréme de Perron-Frobenius permet d’affirmer qu’elle admet la valeur propre
1, pour laquelle I'espace propre associé est de dimension 1; il s’agit de 'espace des constantes.
Les autres valeurs propres de cette matrice sont de modules strictement inférieurs & 1. En notant
(f) la valeur moyenne d’un vecteur f € RY, on obtient alors

v(t,) = Q"(0,) — (v(0,)).
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Dans le cas d’un domaine borné, sans bord et connexe, on s’apercoit que les solutions stationnaires
évoquées dans la remarque [1.1.8|sont donc les fonctions constantes. Par ailleurs, la connaissance
. PN 1 , o
des solutions de (1.1.7) est ramenée & celle des valeurs propres de 554 et de la décomposition
en vecteurs propres de la condition initiale. On peut d’ailleurs remarquer que cela reste valable

pour des conductances a(x,y) plus générales — décrites dans la remarque |4 — & condition de
considérer la matrice de 'opérateur V -aVv + Idy, i.e. la matrice des probabilités de transition
entre sommets, au lieu de la matrice du laplacien.

Modéle d’espace discret a temps continu

A présent, nous allons modéliser des trajectoires en temps continu. On suppose que chaque
aréte joignant x & y est munie d’une horloge, qui sonne au bout d’'un temps suivant une loi
exponentielle de paramétre a(x,y). Lorsqu'une particule se situe en un sommet x, celle-ci y reste
jusqu’a ce que 'une des horloges associées aux arétes issues de x — que 1’on note (z,y) — sonne,
et se déplace vers le sommet y ainsi déterminé. L’intérét de considérer des horloges suivant des
lois exponentielles réside dans ’absence de mémoire de cette loi : sachant qu’une particule se
situe en un sommet x, son comportement est indépendant de la trajectoire passée de la particule,
ainsi que du temps depuis lequel cette derniére ne s’est pas déplacée. On supposera dans cette
sous-section que les conductances a(z,y) sont seulement symétriques, i.e. a(z,y) = a(y,z), le
cas constant (a(z,y) = Cd,.y) n'étant qu'un cas particulier de ce dernier. Afin d’établir les

égalités précédemment obtenues dans le modéle & temps discret, nous commengons par évaluer
la probabilité qu’au cours d’un intervalle de temps trés court, de longueur §t << 1, une particule
passe d’'un sommet x a un sommet y. Au cours d’un tel intervalle, la probabilité qu’une horloge
de parameétre a(x,y) ait sonné est de I'ordre de a(x,y)dt, ce dont on déduit :

P, [Xs:=2] ~a(z,z)0t siz~ax
P, [Xs=x] =1 —5t(2a(x,z)) +o(dt)
P, [Xs: =2] =o0(dt) si dist(zx, z) > 2.

En d’autres termes, ’état le plus probable au bout d’'un temps §t << 1 est celui dans lequel la
particule est restée immobile ; avec une probabilité de 'ordre de dt (et pondérée par a(z,y)), la
particule a effectué un saut, et la probabilité que la particule ait effectué deux sauts voire plus est
de l'ordre de (0t)? (ceci est valable si les conductances a(x,%) sont bornées). En notant v(t, )
I'espérance du nombre de particules en z a I'instant ¢, on peut donc conclure que

v(t+dt,x) = (1 -6ty a(ac,y)) v(t,x) + 6t Y v(t,z) +o(dt),
Yy~ Z~T

ce qui, apres soustraction de la quantité v(t,z) aux deux membres de ’égalité puis division par
0t et passage a la limite, donne I’équation fonctionnelle suivante :

aﬂ)(t, CC) =V- (aVv)(t, .Z'),
ou V-aV est l'opérateur qui & f € RZ" associe

v-(avf)(z) = alz,y) (f(y) - f(2))

Yy~
et v est la fonction v : (¢,2) = E[u(t,z)].
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Modéle a espace continu

Afin de modéliser la diffusion d’un trés grand nombre de particules sur un réseau d’échelle
microscopique, il est naturel d’admettre que le réseau considére, eZ%, se comporte de la méme
maniére que Uespace R?, et qu’au lieu de dénombrer les particules en ¢ au site x, on effectue une
moyenne du nombre de particules en ¢ sur un cube d’échelle mésoscopique centré en x. L’intuition
donnée par la loi des grands nombres est que cette quantité, lorsque la maille du réseau devient
de plus en plus fine, coincidera avec son espérance. Ceci justifie 'intérét d’étudier les quantités
v(t,x) car elles sont une bonne approximation de u(t,x). Par ailleurs, si 'on suppose que chaque

particule suit une trajectoire brownienne — qui est la version continue de la marche aléatoire
simple considérée dans la section — la formule d’Ito, aprés intégration, donne

Ou(t,z) = %Au(t,a:). (1.1.9)

Cette égalité porte le nom d’équation de la chaleur. Soumise & une condition initiale, f € C*°(R?),
elle admet une unique solution, qui se trouve étre la fonction

u(t, ) =K, [f(X4)], (1.1.10)

ot (X¢)e0, sous la loi P,, désigne un mouvement brownien issu du sommet x. Pour un temps
t donné, la variable X; suit une loi gaussienne d’espérance x et de matrice de covariance tId,
formellement, X; ~ N (z,tId), qui admet pour densité la fonction

exp (-5

p(t,z,) =y
(2rt)¥?

On remarque alors que ([1.1.10)) s’écrit
u(t,x) = f *p(t707)(x)

Le fait que la fonction u(¢,x) ainsi obtenue soit bien solution de avec condition initiale f
s’obtient alors car

— p(t,0,-) = do, la mesure de Dirac, donc u(0,-) = f.

- atp(ta 0, ) = Ap(t7 0, )
En d’autres termes, la fonction (¢,x) = p(t,0,z), appelée « noyau de la chaleur », est une fonction
de Green pour I’équation de la chaleur, une preuve est donnée dans [19, Chapitre 2.3|. Ce résultat,
en lien avec , permet de transférer la régularité du noyau de la chaleur, qui, convolé & une
condition initiale éventuellement peu réguliére, donne une régularité supérieure a la solution de

[T.1.9).

Remarque 7 (Validité du modele). Le modéle étudié nous a conduit & I’établissement de I’équa-
tion de la chaleur, énoncé par Joseph Fourier en 1811. Comme son nom l'indique, cette équation
permet de modéliser la diffusion de la température au sein d’un matériau. Notons u(t,x) la
température au temps t et & 'emplacement x, en I’absence de sources de chaleur. Afin d’obtenir
I’équation de la chaleur, on établit dans un premier temps la loi de conservation suivante :

du+vV-j=0,
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ou j est le flux thermique. La loi de Fourrier énonce que ce flux est égal a I'opposé du gradient de
température multiplié par le coefficient de conductivité du matériau, ce qui aboutit a ’équation
de la chaleur :

Ou =V - (avu).

D’apreés ce qui précede, cette équation coincide avec la modélisation d’un systéme de particules
se déplacant aléatoirement. Ce modéle est valide si le nombre de particules en un point est
comparable & I'espérance de ce nombre, ce qui tend & étre vrai lorsque celui-ci est trés élevé. Le
nombre d’Avogadro, qui correspond approximativement au nombre de protons ou de neutrons
023. Cette modélisation est donc intéressante
pour caractériser le comportement, & notre échelle, de la diffusion de particules n’interagissant
pas entre elles, qui se déplacent de maniére aléatoire et isotrope. L’équation est donc un
bon modéle concernant la diffusion de la concentration d’un élément dans un solvant : c’est la
loi de Fick, énoncée en 1855.

dans un gramme de matiere, est de ’ordre de 6.1

Remarque 8 (Domaine borné). De la méme fagon que dans la sous-section on peut
se restreindre & un domaine borné. Celui-ci peut n’avoir pas de bord : un tore par exemple,
domaine sur lequel une décomposition spectrale du laplacien peut étre donnée par les séries de
Fourier, qui fournissent un outil particuliérement efficace afin de résoudre . Le domaine
peut également contenir un bord, auquel cas il faut ajouter une condition au bord (de régularité
adaptée) a la condition initiale afin d’obtenir I'unicité d’une solution.

Remarque 9 (Solutions stationnaires). De la méme maniére que pour la remarque [5|dans le cas
discret, on peut s’intéresser aux solutions constantes en temps de (|1.1.9)). Celles-ci correspondent
aux solutions du probléme elliptique (par opposition a (1.1.9) qui est un probléme parabolique)
suivant :

Au =0, (1.1.11)

dont les solutions sont appelées fonctions harmoniques, comme par exemple les fonctions affines.
Sur un domaine borné, I’ajout d’une condition au bord & {{1.1.11)) fournit un probléme de Dirichlet
admettant une unique solution.

Remarque 10 (Généralisations du modéle).

— Il est possible d’intégrer a ce modéle un terme dit « source » : considérant qu’il y a
production d’une quantité u*(¢,x) de particules (de chaleur ou de matiére, en fonction du
systéme étudié) au temps t & ’emplacement x, ce terme peut-étre ajouté dans le membre
de droite dans (|1.1.9)).

— Si les particules se déplacent toujours de la méme maniére, et se divisent avec un taux
f(t,z,u(t)) (éventuellement négatif, auquel cas les particules disparaissent), le terme
f(t,z,u(t))u(t, x) s’ajoute au membre de droite de : ¢’est ce qu’on appelle éguation
de réaction-diffusion.

— Si les caractéristiques de ’environnement dans lequel se déplacent les particules ne sont
pas les mémes en tout points de l’espace, un terme de conductivité (qui, en fonction
du systéme étudié, correspond & une conductivité thermique, électrique, etc.) intervient,
modifiant ainsi ’opérateur laplacien. Cette considération est I’objet de la section suivante.
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Diffusion dans un milieu inhomogéne

Jusqu’a présent, nous nous intéressions, pour le modéle & espace continu, a des particules se
déplagant de la méme maniére dans tous les endroits de 'espace. Par analogie avec les remarques|[l]
et 4] nous pouvons admettre que le déplacement des particules est plus aisé dans certaines régions
de 'espace que dans d’autres : ceci permet de modéliser, par exemple, la diffusion de la chaleur
dans un matériau composé de plusieurs couches d’éléments possédant des conductivités thermique
diverses. Formellement, ceci revient a considérer des particules admettant des trajectoires Xy,
qui sont des processus continus, markovien, solutions de I’équation différentielle stochastique

dXt = O'(t,Xt)dBt + b(t,Xt)dt,

ou o(t,z) désigne, en chaque instant et point de I'espace, une matrice symétrique définie posi-
tive, relative a la conductivité de ’environnement. Celle-ci est choisie de maniére a étre I'unique
matrice symétrique définie positive vérifiant o2(¢,2) = a(t,z). Dans la suite, nous nous inté-
resserons & des hypotheéses pour lesquelles la matrice a(t,x) n’est pas réguliére (constante sur
des cellules de taille unitaire par exemple), ce qui ne permet pas, a priori, de garantir ’existence
d’une solution a 'EDS précedente. Cela est en fait possible, comme ’énonce [21], Théoréme 7.2.2],
qui établit une correspondance entre forme de Dirichlet et diffusion. En supposant de plus que
b(t,x) = V-a(t,x), c’est-a-dire, que pour tout 1 <i <d, on a b;(t,x) = Z;lzl 0;a; ;(t,x), conformeé-
ment & U'intuition donnée dans la section la formule d’It6 permet d’affirmer que la quantité
de particules u(t,x) vérifie ’équation aux dérivées partielles parabolique

ou(t,z) = %V -avu(t,x), (1.1.12)

soumise & une condition initiale donnée et éventuellement une condition au bord si le systéme
considéré en admet un.

1.2 Homogénéisation

Dans la section précédente nous avons vu comment ’équation de la chaleur pouvait provenir
d’un systéme aléatoire. Nous avons également vu qu'un parameétre de cette équation était le
coeflicient de conductivité, que I’on a tout d’abord supposé constant. Les remarques [1| et 4] ainsi
que le dernier paragraphe conduisent & la question suivante : qu’advient-il si I'on suppose &
présent que celui-ci dépend de l'espace, du temps? C’est ce que nous allons voir dans cette
section.

Considérons un matériau trés inhomogéne : le polystyréne expansé par exemple, constitué du
mélange d’un solide, bon conducteur thermique, et d’un gaz, isolant. Si I’on souhaite étudier la
propagation de la chaleur au sein de ce matériau, afin de savoir si celui-ci hérite des propriétés
de l'isolant qui le compose, ou plutot du conducteur (question légitime si I'on souhaite construire
un isolant thermique par ce procédé), il semble relativement naturel de considérer que celui-ci se
comporte, & notre échelle, comme un matériau homogéne dont la conductivité serait une moyenne
entre celles du gaz et du solide qui le constituent. L’idée de cette simplification est d’admettre que
I’alternance des bulles de gaz et de polystyréne s’opére & une échelle microscopique, si bien que le
matériau se comporte, a notre échelle, comme s’il était homogeéne. L’enjeu de I’homogénéisation
est de rendre licite cette approximation, en affirmant que lorsque la taille typique (ici la taille
des bulles de gaz) est trés petite, les solutions de , pour une valeur de a constante, sont
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une bonne approximation des solutions obtenues en considérant la véritable conductivité a. Les
hypothéses qui sont faites sur la donnée des coefficients a sont multiples, les deux principales
étant

— a est périodique, i.e. a: RY > R™? admet une période dans chaque direction. Quitte a
appliquer une transformation linéaire, on peut supposer que a est invariant par translation
de Z9. Dans ce cas, a est déterminé par sa valeur sur un cube de taille unitaire, et
modélise une diffusion dans un environnement correspondant & un empilement de tels
cubes. Pour reprendre l'exemple du polystyréne évoqué précédemment, ceci consiste a
faire I’hypothése que les bulles sont réparties de maniére périodique.

— a est aléatoire, et vérifie une condition d’ergodicité. Une condition relativement naturelle
est la suivante : la loi de a est invariante par translation, et la donnée de a sur sur un
domaine U est indépendante de celle sur un domaine V', pourvu que U et V soit suffisam-
ment éloignés I'un de 'autre. Cette derniére hypothése peut étre affaiblie, notamment en
imposant que la corrélation entre les données de a sur U et V' décroissent avec la distance
dist(U, V).

Par ailleurs, il est commode de supposer qu’en tous points, la matrice a vérifie une condition dite
d’uniforme ellipticité. Dans la suite, nous donnons des exemples de problémes d’homogénéisation.
Nous commencerons par une équation différentielle ordinaire d’ordre 1, que nous étudierons
d’abord avec I’hypothése des coefficients périodiques, puis aléatoires. Nous étudierons ensuite
le probléme elliptique, tout d’abord en dimension 1, pour lequel une résolution explicite est
possible, et nous observerons que le correcteur se comporte comme un pont brownien. Nous
verrons ensuite ce probléme en dimension supérieure, tout d’abord avec des coeflicients aléatoires,
puis nous évoquerons briévement le cas des coefficients périodiques. Nous traiterons le cas du
modele elliptique, aléatoire et discret, que j’ai étudié & la fin de ma thése. Enfin, dans une
troisiéme sous-section, nous verrons I’équation parabolique, et énoncerons le résultat principal
de cette thése.

1.2.1 Homogénéisation d’une équation différentielle ordinaire d’ordre 1.

Pour commencer, donnons un exemple trés simple : celui d’une équation différentielle ordinaire
d’ordre 1. Nous traiterons cet exemple selon les deux modéles suggérés : le cas périodique et le
cas aléatoire.

Dans un premier temps, supposons qu’une fonction a € C°(R), 1-périodique nous soit donnée.
Considérons 1’équation

_ . (t
ue(0) = 1.
Cette équation admet une unique solution, qui est la fonction
t
Us:t - ex a(f)ds

= exp (5 /Ot/e a(u) du) ,

ou la deuxiéme ligne est obtenue en opérant un changement de variable linéaire dans la premiére.
En raison de la périodicité de a, I'intégrale présente dans cette formule se comporte asymptoti-
quement comme at, ol a = [01 a(s)ds. Plus précisément,

At/sa(U) du=5[§J[Ola(u)du-i-e‘[[:/:a(u)du.
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Il est alors naturel de définir

a:= /01 a(u)du,

t/e
‘/0 a(u) du-ar

on remarque alors que

< 2¢fafe,

ce dont on peut conclure :

|ue () __Uhom($)|

=1+0(¢e),

Ol Upom () = A7 est la solution de 'équation homogénéisée

up o () = Bupem (t

hom (#) = Bthom (1) (1.2.3)
uhom(O) =1.

A présent, considérons toujours (1.2.1)) dans laquelle on suppose la valeur de a constante sur
les intervalles de la forme [n;n + 1], égale & A,,, ot (Ay)ns0 est une suite de variables aléatoire
i.i.d. et intégrables. Dans ce cas, d’apres ([1.2.2]), on est ramené & étudier

/<] "
=3 A+ (L= Lafe]) A,
k=1 €

qui d’apreés la loi des grands nombres se comporte asymptotiquement comme E [A1] . Il est donc
naturel d’introduire & = E[A], puis de comparer a la solution obtenue en remplacant a(-) par
a dans . En effet, le théoréme central limite permet d’estimer la différence réalisée entre
la somme des Aj et son approximation :

/]
(5 > A,H) —a~eX,
k=1

ou X est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance Var(Aj). De maniére heuristique,
on peut donc dire que la différence relative entre la solution du probléme (1.2.1)) pour la fonction
a(-) et celle de équation homogénéisée — i.e. pour la constante & — est de Uordre de /e.

Remarque 11 (Comparaison entre la solution réelle et la solution du probléme homogénéisé).
Ces deux équations permettent de modéliser une dynamique de population dans laquelle au
temps t, chaque individu se multiplie & taux a(t). Dans le cas périodique, permet ainsi de
modéliser la dynamique d’une population dont le taux de reproduction admet une période. En
imaginant qu'une population de bactéries se multiplie 4 un taux dépendant de la température et
en supposant que cette derniére admet une périodicité d’un jour, on en conclut que le rempla-
cement d’un taux a dépendant du temps par sa moyenne sur une période ne modifie le résultat
qu’a l'ordre €, une fois divisé par la valeur de la fonction. Il est donc légitime, pour modéliser
la. dynamique de la population & I’échelle d’un mois par exemple, d’opérer cette simplification.
Dans le cas ou a est aléatoire, le rapport entre les solutions de (1.2.1]) et (1.2.3)) est d’apres le
théoréme central limite de I'ordre de /. La simplification est donc toujours valable mais moins

précise.
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FIGURE 1.2-1 — upopm, et ue pour € = 1/4 et e = 1/40.

Remarque 12 (Non convergence de la dérivée). La convergence qui a été esquissée précédem-
ment n’est a priori valable que ponctuellement : on a fixé un réel x et étudié le comportement de
ue (). En réalité, dans le cas périodique, l’estimé de Uerreur sur tout intervalle borné ne dépend
pas du point auquel on se place, on en déduit donc que la convergence de u® vers u a lieu en
norme L* localement. En terme de norme de Sobolev, on ne peut pas espérer de convergence
dans WP : en effet, la premiére égalité de et le fait que wu. soit comparable & u(x) sur
lintervalle [,z + €] nous donne : u. = a(z/e)u(z) sur une période de la fonction a(-/¢), ainsi,
tandis que la dérivée de la solution homogénéisée se comportera comme une constante, celle de
ue admettra une « quasi-période » ¢ (phénomeéne observable pour ¢ << 1). Ceci est illustré pour
la fonction a(z) = 1+ 2cos(z), qui oscille entre les valeurs —1 et 3, avec une moyenne a = 1. La
figure représente les solutions de ((1.2.1]) pour € = 1/4 (en bleu) et € = 1/40 (en rouge), ainsi
que la solution homogénéisée (en noir).

1.2.2 Homogénéisation de problémes elliptiques.

Avant de s’intéresser aux solutions de ’équation parabolique, on peut étudier ses solutions
stationnaires, i.e. celles constantes en temps, que 'on peut imaginer comme ’état d’un systéme
apres attente d’un temps tres long. Formellement, pour un domaine U de Uespace RY, donnons-
nous une condition au bord g et étudions le probléme :

V-aVu(z) =0 pour tout z € U
u=g sur oU.

Nous sommes intéressés par le comportement & grande échelle de ces solutions. Pour cela, on
peut alternativement étudier les solutions du probléme sur un domaine RU, pour R >> 1 donné

V-aVug(z)=0 pour tout z € RU

ur(z) = Rg (%) pour tout z € I(RU),
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puis considérer la fonction définie sur le domaine initial en opérant une contraction : Ugr(x) =

%u R (f—%), ou directement, pour € << 1 fixé, supposer que I’échelle & laquelle a varie est de 'ordre

de €, plus formellement, on s’intéresse au probléme
V'a(z)VuE(x)z() pour tout z € U
5
u®(z) = g(x) pour tout x € OU.

Pour le choix de ¢ = 1/R, ces deux facons de considérer le probléme aboutissent aux mémes
solutions. Afin de fixer les conventions, nous choisirons la deuxiéme possibilité. Nous considére-
rons dans un premier temps le probléme elliptique en dimension 1, pour laquelle une résolution
explicite est possible. Nous évoquerons ensuite le cas de la dimension supérieure, puis du modéle
avec coefficients périodiques.

Probléme elliptique en dimension 1

Considérons a présent le probléme elliptique, avec condition au bord sur 'intervalle [0, 1].
On suppose a de période 1, de classe C?(R), et on s’intéresse a I'équation

(a(z/e)ul)" =0
u:(0) =0 (124
us(1) = 1.

En remarquant que a(x/e)u. est de dérivée nulle, donc constante, et en supposant que a ne

s’annule pas (dans la suite, on supposera qu'il existe deux constantes C7 > Cy > 0 telles que
Cp < a(t,z) < Cq, condition dite d’uniforme ellipticité) on observe que

. C
UE(.%') - a($/8)7

ou C' est une constante que l'on peut déterminer en intégrant entre 0 et 1 et en utilisant les
conditions aux bords fournies par ((1.2.4) :

1
C = ﬁ
fO a(z/e)
On obtient dans ce cas une formulation explicite de la solution wu. :
_fyaTl(tfe)dt Om/a al(u)du
/01 a“l(t/e)dt 01/5 al(u)du

ue(x)

en effectuant le changement de variable linéaire u = t/e dans les deux intégrales. A présent, on
peut exprimer ces intégrales comme des sommes de variables aléatoires X := kk+1 a~!(u) du.
D’aprés la condition d’uniforme ellipticité imposée, X est bornée, donc de carré intégrable. En
admettant que ces variables aléatoires sont indépendantes (ce qui n’est éventuellement pas le cas,
car X dépend a priori de X;_1 et X1, mais ce probléme peut étre contourner en séparant en
deux sommes, celle des termes pairs et celle des termes impairs), la loi des grands nombres et le
théoréme central limite permettent d’affirmer qu’il existe (By)so tels que
Im+-%B,+0(e
ue(z) = i v ©

sm+ ZB1+0(e) ’
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Probléme elliptique en dimension 1

08 e 10
_——
__— /
05 == e

i _——

FIGURE 1.2-2 — ug, upom €t pour el = 100, 200, 500 et 1000.

oit m = E(Xp) et 02 = Var(Xy). On obtient finalement
us(x) = x+ Z/2 (By —aB1) + Oe).
m

La solution est donc approximativement la fonction affine, solution du probléme homogénéisé,
a laquelle est ajouté un multiple de (B, — = Bl)xe[o,l]a qui au point x suit la loi d’un pont
brownien. Il y a en fait convergence du processus vers le pont brownien. Ceci est illustré par la
figure . [9] démontre ce résultat, pour des hypothéses plus générales que des coefficeints i.i.d.

Probléme elliptique en dimension supérieure

En dimension supérieure, il n’y a plus de formule explicite permettant d’exprimer la solution.
On peut toutefois exprimer u® de la maniére suivante :

ut(z) = E5 [9(X7)],
o1, sous la loi P2, (X;)s0 est le processus de générateur infinitésimal V - (a(é)V) et T est le
premier instant auquel ce processus atteint le bord du domaine U. L’enjeu de I’homogénéisation
est de comparer la fonction u® & u, solution du probléme homogénéisé
V-avu(z) =0 pour tout z € U
u(x) = g(x) pour tout x € U,
qui vérifie I'égalité _
u(z) = EZ [9(X7)],
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en supposant que sous la loi Pé, X admette le générateur infinitésimal V -aVv. Un résultat de
convergence, lorsque € tend vers 0, de la quantité u(x) vers u(x) peut ainsi étre considéré comme
une convergence en loi de X7 A% vers xX5a, L’homogénéisation qualitative consiste & prouver la
convergence presque sure de ||u®—u| vers 0. Un tel résultat peut étre obtenu a partir de théorémes
ergodiques, qui ne fournissent pas de vitesse de convergence.

De la méme maniére que la loi des grands nombres, un résultat qualitatif fournit donc une
convergence de la solution pour les coefficients contractés a 1’échelle € vers la solution homo-
généisée, mais ne permet pas d’obtenir d’information sur la fluctuation autour de cette limite.
Comme l'illustre le cas de la dimension 1, pour lequel la fluctuation est de I'ordre de /€, on peut
s’attendre a ce qu’en dimension supérieure, il existe o > 0 et une fonction (voire distribution)
aléatoire WU tels que

u® —U loi

—
e e-0

En dimension 1, 'exposant a choisir, afin que la fonction limite ne soit ni 0 ni +oo est « = 1/2
et la fonction ¥ est le pont brownien. En dimension supérieure, [4, Théoréme 5.24|, énonce un
résultat de ce type : en considérant le gradient plutot que les fonctions u® et @, le choix de a = d/2
conduit & une convergence d’'un objet appelé « gradient du champ libre gaussien ». Le champ
libre gaussien peut étre vu comme un analogue multidimensionnel du pont brownien, et, comme
ce dernier, apparait dans des contextes trés variés. Dans 'optique de démontrer un tel résultat,

la premiére étape consiste & déterminer la vitesse de convergence de u® vers u, en 'occurrence,
/2
g4,

Probléme elliptique en dimension d, cas périodique

Supposons a périodique, de période unitaire dans chacune des directions, i.e. a(x + z) = a(x)
pour tout z € R? et tout z € Z%. Considérons le probléme sur le cube [-N, N]? suivant

= sur | — d
{V-(a(Vu)) =0 [-N,N] 125

u(x)=p-x sur d[-N,N]*.

Dans la suite, on notera ¢, := x + p-x la fonction affine qui intervient dans I’équation précédente.
On définit le tore T := Rd/Zd. Etant donné que a est périodique, nous pouvons sans ambiguité
la considérer comme une fonction de T — R. En notant ¢ I"unique solution de moyenne nulle du
probléme sur le tore

V-(a(p+Ve))=0
¢ e H'(T),

puis en définissant la fonction v:x — p-x+ ¢ om(z), ou 7 est Papplication qui & un élément de
R? associe ses parties entiéres, on observe que la différence w := u — v est solution de

V- (avw) = 0 pour tout z € [-N, N]%
w=¢on(x)sur I[-N,N]<.

La différence est donc a-harmonique, le principe du maximum permet d’affirmer que son maxi-
mum est atteint sur le bord du domaine, et n’excéde donc pas une constante (donnée par |@| o).
On conclut alors que

lu-t,l < C.
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ce qui fournit une borne indépendante de la taille du domaine considéré. Pour de grandes valeurs
de N, les solutions de ([1.2.5) avec condition au bord p -z sont donc la fonction affine p-x a
laquelle est additionné un terme correctif qui n’excéde pas une constante.

1.2.3 Homogénéisation pour I’équation parabolique

Dans cette sous-section, nous énoncons le résultat principal de cette thése, qui est démontré
dans le chapitre 2] Nous considérons ’équation

Owu(t,x) =V -a(t,x)Vu(t, ).

On suppose que le champ a vérifie les conditions suivantes :
— Uniforme ellipticité. On suppose qu'il existe A > 1 tel que pour tout ¢t € R,z € R%, et tout
£eR%on a
AP <& alt, 2)¢ < AEP.

— Stationnaire. On suppose que la loi de a est invariante par translation a coordonnées
entiéres : en notant 7, z,a:= (t,x) = a(to +t,z9 + x), les lois de 7,a et a sont identiques,
pour tout z € Z x A

— Indépendance & longue distance. Pour deux domaines U et V de R* x R?, dés lors que
dist(U, V) > 1, en notant respectivement Fy et Fy les tribus contenant l'information
révélée par I'observation du champ a dans les domaines respectifs, on a

Fu est indépendante de Fy .

Exemple 1. 1. Echiguier. En fixant ag et a; deux matrices vérifiant la condition d’uniforme
ellipticité (par exemple, deux multiples de V'identité), et un paramétre p € (0,1), on se

d .

donne (Xt7$)(t7m)ezxzd ~ B(p)®%*Z%) le champ a obtenu comme suit
a(t,x) = ax, |,

constant sur des cellules de taille unitaire, satisfait les conditions imposées.

2. Bulles disposées de maniere aléatoire. En fixant ¢ : R - R a support compact et en
considérant un nuage de Poisson sur R4*! d’intensité constante II, en définissant

(Z ¢(z+(t,;1:)))[d si 1<) ¢(z+(t,x)) <2

zell zell
a(t,x)=11d si Y o(z+(t,x)) <1
zell
21d si 2< > ¢z + (t,x)),
zell

on obtient un champ uniformément elliptique en tout point, de loi invariante par translation
(et méme non-nécessairement entiéres), et indépendante & longue distance (déterminée par
le support de ¢).

On remarque que ce modéle ne fournit que des matrices scalaires, mais ceci dans un but
de garantir plus simplement 'uniforme ellipticité, on pourrait éventuellement considérer
¢ & valeurs matricielles. On peut également généraliser en considérant plusieurs fonctions
o1, ..., Or et superposer les champs obtenus avec k£ nuages de Poisson indépendants.
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Etant donné un champ (a(t,2))(1,z)era+1, un intervalle I = [0,T] et un domaine U de R? (on
notera V =IxU et 9,V = {0} xUUIx9U le bord parabolique de V'), et 0 < £ << 1, on s’intéresse
a I'équation aux dérivées partielles parabolique suivante :

t x
€ — . _ = € =
O (t,x) -V (a(é_z, 6)Vu (t,:r:)) 0 dansV,
ut=f sur 0,V.
Intuitivement, lorsque ¢ tend vers 0, on imagine que la solution de cette équation converge vers
une limite upom, solution du probléme homogénéisé, pour le coefficient de conductivité moyenné
a, formellement

Ottthom — V - (AVUpem) =0 dans V,
Uhom = f sur 8|_|V

Sans préciser quelle norme est utilisée, I’enjeu de I’homogénéisation est de démontrer que
[u® = Unom | v 0 presque strement.
E—

Ceci correspond & un résultat d’homogénéisation qualitative, qui peut étre obtenu a partir d’une
variante du théoréme ergodique. Cependant, un tel résultat ne précise pas a quelle vitesse a lieu
cette convergence. Plus précisément, on peut s’intéresser & quantifier la vitesse de convergence
de u® vers Unom. Etant donné que les coefficients sont aléatoires, il n’est pas exclu qu’avec une
infime probabilité, u® soit anormalement plus éloignée de upom que ce qu'on peut attendre dans
un cadre générique. C’est pourquoi on souhaite une estimée de la forme suivante :

[u = tnom [ < @1 (e) + a2(e) X,

avec a; () — 0 et ou la variable aléatoire X est « d’ordre raisonnable », ce que ’on décrira plus
xr—

précisément dans le théoréme ci-aprés. En prenant pour modéle ’échiquier aléatoire décrit dans
I'exemple [l avec le parameétre p = 1/2, sur un domaine cubique de la forme [0,n2] x [-n,n]?,
il n’est pas exclu que deux événements extrémement opposés surviennent. Il s’agit, d'une part
de I’événement ou le tirage des lois de Bernoulli donne (n? + 1)(2n + 1)¢ fois la valeur 0, et
d’autre part de 1’événement ou ce tirage donne (n? + 1)(2n + 1)? fois la valeur 1. Dans ces
deux cas, les solutions des problémes paraboliques auront des comportements trés différents, et
il n’est donc pas possible de se passer du terme aléatoire ag(e)X dans I'équation précédente.
Heureusement, ces deux événements extrémes ne surviennent qu’avec une probabilité valant
9-(n*+1)(2n+1)¢ chacun, ce qui fournit une borne théorique minimale pour les choix de «; et
ag. L’un des résultats principaux obtenu dans cette thése est le théoréme d’homogénéisation

quantitative suivant.

Théoréme 1.1. Fizons s € (0,2+d), U ¢ By un domaine borné, I = (I_,0) ¢ (—%,O) un
intervalle et § > 0 un exposant. On définit V := I xU. Alors il existe un exposant 5(6,V,d, ) >0,
une constante C(s,V,0,d,\) < co et une variable aléatoire X vérifiant

X =01(0) ie. E[exp(g)] <2,

telle que, pour tout € € (0, %] et toute condition au bord f € Wgﬁﬂs (V), en notant

a®(t,x) := a(i f)

g2’ ¢
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et en définissant u®,ue f + Héar’u(V) les solutions des problémes suivants

(1.2.6)

Ot -v-(a°vu®) =0 dansV, . Ou—V-(avu) =0 dansV,
e
ut=f sur OV, u=f sur OV,

on ait l'estimée

[Vu® = Vul oy vy + 2°Vu® —aVa| g oy + |0 =l g2y

<Cf Iz (7G4 xe®).

ot les normes Hl;alr(V) et WplﬁM(V) sont définies dans le chapitre @ par (2.1.15) et (2.1.14)

respectivement.

Remarque 13 (Convergence de processus stochastiques). On peut remarquer, en adaptant
(1.1.6)), que pour un processus X¢ ayant, sous la loi P2 le générateur infinitésimal

Lf(u) =V -a°Vu,

et tel que P3[X°(0) =x] =1, en notant 77, le premier instant auquel X¢ atteint la frontiére du
domaine U, on a

u(t,) =3[ f(E =t AT, Xiue) |-
En notant X le processus ayant, sous la loi Pg le générateur infinitésimal
L(u) =V -avu,

et tel que Pg [7(0) = x] =1, en notant 7y le premier instant auquel X atteint la frontiere du
domaine U, on a également

u(t,x) =E2[f(t -t ATu, Xinry )]

En fixant I et U, un résultat de convergence pour tout fonction f peut donc étre interprété
comme une convergence en loi du processus X;,
pour tout intervalle I et tout domaine U, on peut alors I'interpréter comme une convergence en

loi du processus (X7 ), vers le processus (X;)

-« vers le processus X a7, . Ceci étant valable
U

t>0°

Remarque 14 (Etat de l'art). Bien qu’il n’y ait pas, & notre connaissance, de références de
résultats qualitatifs pour le modeéle des coefficients aléatoires, un tel résultat peut étre obtenu
a partir des preuves utilisées pour le modeéle elliptique dans [36] 111, 33]). Il est également pos-
sible d’étudier les mémes quantités que dans le chapitre [2 et d’utiliser le théoréme ergodique
sous-additif [2] afin d’obtenir la convergence de ces quantités sans avoir a prouver de résultat
quantitatif (dans ce cas, les deux inégalités fonctionnelles ne sont pas nécessaires a 1’obtention
du résultat qualitatif notamment).

Un résultat d’homogénéisation qualitative pour le probléme parabolique est démontré dans
[11, Remarque 10.12], qui traite le cas de coefficients réguliers et périodiques.

Récemment, des résultats quantitatifs ont été prouvés pour le probléme elliptique avec coefli-
cients aléatoires, tout d’abord par Gloria et Otto dans [28,29] (sur le graphe Z¢), qui fournissent
des bornes optimales pour l'erreur d’homogénéisation (i.e. l'odre de grandeur de la borne est
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edl 2) mais l'intégrabilité stochastique de Iestimée d’erreur n’est pas optimale (admet des mo-
ments polynomaiaux mais non exponentiels) en utilisant une inégalité de trou spectral.

Dans le chapitre [2] on exploite les idées introduites dans [8, [7, 5, 6] et dans le livre [4] afin
d’obtenir de telles bornes pour le modéle parabolique avec coefficients dépendants du temps. Le
probléme parabolique avec coefficients aléatoires ne dépendants pas du temps a été traité dans
[4, Chapitre 8§|.

1.3 Marches aléatoires en conductances aléatoires

1.3.1 Description du modéle et questions principales

On considére dans cette sous-section les marches aléatoires en milieu aléatoire sur le graphe
Z%, au plus proche voisin. Pour chaque aréte (z,x+e), on tire de fagon i.i.d un réel a(z,x + €) > 0.
On consideére le processus de Markov a temps continu, qui saute de x & x + e & taux a(z,x +€).
On note P la mesure image de a, et E P'espérance associée. Dans la suite, on considérera que
les conductances sont indépendantes et identiquement distribuées, c’est-a-dire que P ~ v®€d on
v désigne la loi de la conductance d'une aréte donnée. On définit ensuite deux lois

— La loi quenched. Etant donné un environnement a, pour tout site z € Z¢%, on note

P2 la loi de la chaine de Markov partant de x et de transition a(z,y).

— La loi annealed. On note PV, appelée loi annealed (ou moyennée), la loi vérifiant, pour
tout entier n tout points x1,...,x, € 7% et tout instants 0 =ty <ty < ... < tn, 'égalité

P [ X, = w0, ..., Xt,, = ¥p] = E[P2 (X4 = X0, ..., Xz, = T0)] -

L’avantage de la loi quenched est que (X )0 est un processus de Markov. Celui de la loi annealed
est qu’en supposant P ~ v 1a loi du processus (X; )0 est invariante par translation.

Etant donné un environnement a, la chaine de Markov sur le réseau Z¢ admet pour mesure
invariante la mesure

ma(z) = ) a(z,y).

Yy~

De plus, cette mesure est réversible : en effet, pour tout couple = ~y

Ta(2)p(z,y,2) = a(z,y) = a(y,z) = ma(y)p(y, =, ).

De ce fait, on déduit notamment que P3(X(t) = y) = P{(X(t) = x) pour tout couple de points
zety.

Pour débuter, nous pouvons nous demander si ce modéle admet une loi des grands nombres.
Autrement dit, existe-t-il v € R? tel que

X
Tt —>veRips.?

Et si oui, pour quelle loi? On peut dores et déja remarquer qu’avec un modéle qui admet des
symétries, comme le cas P ~ v®%_si une telle vitesse limite existe, on a nécessairement v = 0.
Cette convergence a en fait lieu presque strement pour les lois quenched et annealed. Ensuite,
nous nous posons les questions suivantes :
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Question 1 (Temps de sortie d’un compact. ). Etant donné un domaine A, en introduisant
A = inf{t > 0,X; ¢ A}, comment se comportent 74 et X, 7 Le comportement de ces deux
variables aléatoires est-il similaire a ceux qui sont obtenus pour des marches aléatoires dans un
environnement déterministe lorsque A ~ Z%, et a quelle vitesse cette convergence a-t-elle lieu ?
On peut dores et déja constater qu’en vertu de la remarque [1] la fonction qui & x € A associe
P2 [ X, = y] est 'unique solution du probléme de Dirichlet suivant

Y a(z,z) (u(z) —u(x)) =0 pour tout z € A
= (1.3.1)
u(z) = 0y(2) pour tout z € JA.

On s’apercoit alors qu’en considérant une suite de domaines de la forme B(0,n), la probabilité
que le premier sommet de S(0,n) visité par la marche aléatoire soit situé entre les angles «
et B s’interpréte comme la solution d’un probléme semblable & dont le comportement
asymptotique est un résultat sur 'homogénéisation de cette équation, ce qu’illustre la figure

Bl

o0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 o0 o |- == = = = ==
o |
‘e
¢ 8Dnﬁ6’aﬁ
.
n — oo

0 -0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

o o0/ e o o o

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

FicURE 1.3-3 — Probabilité que le point de sortie de O,, se situe entre les angles « et 5.

D’autre part, ’espérance de ce temps de sortie est également solution d’'une EDP elliptique, en
effet le temps d’atteinte de OA partant d’'un sommet x est égal au temps d’attente en 0, qui
suit une loi exponentielle de paramétre 1/m,(z), donc admet une espérance m,(z), additionné au
temps nécessaire pour atteindre A depuis le premier sommet visité aprés x. Or ce sommet est
I'un des 2d voisins de z, avec une probabilité a(x,y)/ma(x). En utilisant la propriété de Markov,
on obtient finalement

Za(w,y) (EE[TA]—Ei[TA]):—l sizel

Yy~

E2[7a] =0 si z € DA.

Enfin, en définissant la fonction de Green G2 de la sorte :
A a ™
Ga(ay) =E2| [ xmy e

on obtient une expression qui lie cette fonction aux probabilités P2 [T{y} < TA] et P [T{y} < TA].
En effet,

P3 [y <]
L=P [y <]

GA(2,y) =
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Par ailleurs, pour un sommet zg € A fixé, la fonction G est solution du probléme elliptique

suivant i
> a(z,y) (Gg(x, 20) - GA (y, 20)) =6z (x) pour tout z € A
yeA,x~y
G2y, %) =0 pour tout y € 9A.

Autrement dit, la fonction 62720 i= x> GA(x, 20) est Punique solution de I'équation V-aVéQ,ZO =
02, qui s’annule sur le bord de A.

Question 2 (Principe d’invariance.). Existe-t-il v € R? et & € SJ(R) tels que

Xt—’Ut

Vi

Voire, plus précisément, existe-t-il une bonne normalisation pour laquelle on ait la convergence

- N(0,a)?

des trajectoires vers celle d’un mouvement brownien 7 Formellement, pour ¢ < ... < t,, peut-on
définir de maniére naturelle des temps Tf, ..,T,’f tels que

Xrp Xy

On remarque que si un tel couple existe, 'invariance du modéle des conductances i.i.d. par la

k—c; (Btl, ...,Btn).

réflexion de coordonnée i permet de garantir la nullité de v, et avec U'invariance par permutation
de coordonnées, on observe que la matrice &, si elle existe, est une homothétie.

Question 3 (Théoréme central limite local pour la loi quenched). On suppose qu'il existe une
matrice a satisfaisant les hypothéses de la question 2], que on note a = ald, ou le scalaire « sera
explicité dans la suite.

Pour deux sommets z et y de Z%, et ¢t > 0, a-t-on

_ lz—y[?
e 4at

(4ot )d/2

PA(X (1) = y) = P(t,2,y) 7

Le terme de droite correspond au noyau de la chaleur pour la matrice a. La fonction P(¢,x,y) :=
P2(X(t) =y) est la fonction de Green parabolique, i.e. 'unique solution du probléme

o P(t,x,-)-V-a(-)VP(t,xz,-) =0 dans Z¢,
P(0,z,y) =do(z —y) pour tout z,y € Z%,
tandis que la fonction P(¢,z,y) est la fonction de Green du probléme parabolique (continu)
homogénéisé
oP(t,z,") - v-avP(t,z,-) =0 dans R,
P(0,z,) = 0, pour tout z € R%.

Un tel théoréme limite local (pour la loi quenched) s’apparente donc a un probléme d’homogénéi-
sation pour I’équation parabolique. Dans le cas de coefficients variables dans le temps, un résultat
de convergence en loi — aprés renormalisation — vers un mouvement brownien s’interpréte ainsi
comme un résultat d’homogénéisation.
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1.3.2 La méthode des correcteurs

Comme on I’a déja évoqué, le processus Xy, sous la loi P? n’est pas une martingale. En effet,

pour tout z,
E? [Xppot| Xp = 2] - Xy = HZ a(z,e)e+o(dt) = Va(x),
e|=1

ou le terme V() est appelé dérive locale en z et n’est a priori pas nul. Une maniére d’obtenir
une martingale & partir de la marche aléatoire (X;),,, est d’appliquer une fonction ¥ a cette-
derniére. Pour une fonction ¥(a,-) : Z¢ - R, la suite obtenue est une martingale si et seulement
si la fonction ¥(a,-) est a-harmonique.

Cas de la dimension 1

Nous considérons pour commencer le réseau Z. A quelle condition sur la fonction VU, la suite
M, = ¥(a, X,) est une martingale sous la loi P2 ? Ceci est équivalent au fait que pour tout x € Z

a(z,z+1)(V(a,z+1)-VY(a,z)) +a(z,z-1) (¥(a,z-1)-¥(a,z)) =0,

ce qui, en utilisant la symeétrie de a, impose une formule de récurrence pour l'incréement ¥(a, z +
1)-¥(a,z) :
a(z,z-1)

U(a,z+1)-T(a,z) = az 2 1)

(Y(a,z) - V¥(a,xz-1)).

De cette formule de récurrence, 'expression de ¥U(a,z+1) - ¥ (a,z) s’en déduit (pour z > 0), par
produit télescopique :

1
U(a,z+1)-¥Y(a,z) = —— (¥(a,1) - ¥(a,0)) siz>0.
a(x-1,x)
L’espace des fonctions solutions, dites harmoniques, est donc de dimension 2, engendré par la
fonction constante égale a 1 et la fonction

n—1 1
_ in>0
kz:;)a(k,k+1) s
U(a,n) =40 sin=0
_1 1
_ in<0.
,;na(k;,ku) S

Dans ce cas, en supposant que a (0, 1) soit intégrable, M, est une P2 martingale, et si elle est
de plus de carré intégrable, comme précédemment, en utilisant 'ergodicité de ’environnement
vu de la particule et le TCL pour les martingales, on obtient :

\Il(aaXt) ﬂ) N(O,Uz).
\/E t—>oo
Mieux : il y a convergence en loi du vecteur (\P%n),..., \I’Ejhi—kn")) vers (0By,,...,0By, ). La loi

des grands nombres permet d’affirmer que dans le cas ou E [M] >0, ce qui est assuré dans
le cas uniformément elliptique, on a P-presque siirement

U(a,n) 1 B
7 n:ooE[a(o,n] -
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Ainsi, du comportement de ¥(a, X;) on peut déduire celui de X; : en effet,

& _ XT \Il(aa Xt)
t \Ij(a7Xt) \/%

—1l/a  -N(0,02)

(1.3.2)

Cas général

L’intérét de la fonction ¥(a,-) précédemment introduite est de transformer (X¢)s0 en une
martingale sous la loi P?. Comme de plus, ¥(a, ) est asymptotiquement un multiple de l'identité,
cela permet de comparer X; a ¥(a, X;) et donc d’obtenir une « légére » déformation de X,
pour laquelle on a un TCL. En g’inspirant de cela, il serait commode, en dimension supérieure,
d’introduire une fonction ¥(a,-) qui soit a la fois a-harmonique et telle que P-presque stirement

W(a,-) - z[=o(z).
Ceci introduit la notion de correcteur :

Definition 1.1 (Correcteur). On appelle correcteur la fonction x(a,-) vérifiant

x(a,z) =y(a,z) - .

Malheureusement, on ne peut pas exprimer une telle fonction comme solution d’un probléme
elliptique dont la condition au bord imposerait cette linéarité asymptotique. Pour pallier & cela,
on peut construire une suite de correcteurs sur des ensembles de plus en plus grands et espérer
pouvoir en extraire une sous-suite convergente. [4, Chapitre 4| démontre comment, & partir de
ces correcteurs en volume fini, il est possible de construire des correcteurs sur l’espace entier.

Avant toute chose, nous pouvons remarquer que W(a,-) est a-harmonique si et seulement si,
pour tout 1 <7< d, la projection sur la coordonnée i, que I'on notera ¥;(a,-) est a-harmonique.
Par ailleurs, |¥(a,-) - z| = o(x) <= Vi,|¥;(a, ) — z;| = o(z). On est donc amené, pour chaque
direction e;, a construire une fonction de Z? - R, a-harmonique et équivalente a z;. Fixons a
présent e € Z% et introduisons Ue,n, 1'unique solution du probléme de Dirichlet suivant :

{Zw a(z,y) (u(y) - u(x)) = 0 pour tout €, (1.3.3)

u(z) = e-x pour tout z € d 0O, .

En imposant & la solution u., de coincider avec la fonction affine ¢, := e -z sur le bord du
domaine, on s’attend a ce que la fluctuation entre u., et cette fonction, que l'on notera ¢, :=
x > Ue () — e devienne négligeable lorsque la taille du domaine tend vers U'infini.

Ceci est I'objet de le chapitre [3] oli 'on démontre le théoréme suivant, obtenu au cours de
ma these.

Théoréme 1.2. On suppose que les coefficients a(, ,y sont tirés de maniére indépendanle sur
chaque aréte, suivant une méme loi dont le support est inclus dans Uintervalle [\, 1], ot A est
un réel strictement positif. Pour tout s € (0,d), il existe un exposant 5(d,\) >0 et une constante

C(s,d,\) < oo tels que

3_nH¢e’n”£2(Dn) < CS_YLB(d_S) + 01 (CB_HS) )
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ot la norme L*(0,) désigne la norme L?(0,) normalisée par le volume de O, et ot pour une
variable aléatoire X et un réel C, I’énoncé

X< 01(0),

signifie E [exp (%)] <2

On peut remarquer que si ¢, était linéaire, le membre de gauche de l'inégalité serait de
P’ordre d'une constante : ce résultat implique donc la sous-linéarité de ¢ .

1.3.3 Une motivation a I’étude des coefficients dépendant du temps

Dans cette sous-section, on décrit le lien entre le modéle des conductances aléatoires dépen-
dantes du temps et les mesures de Gibbs sur les champs de gradient. Ce lien est explicité dans
[12] et [24], [41), 38, I7]. Une maniére de décrire une interface aléatoire entre deux phases est d’in-
troduire une fonction de hauteur. Dans R? par exemple, le graphe de cette fonction permet en
effet de distinguer deux phases, celle située au dessus du graphe et celle en dessous. Une telle re-
présentation ne recouvre bien sir pas la totalité des cas possibles, car elle exclut les phénomeénes
de « bulles » et des surplombs. Si 'on est intéressé uniquement par la forme du graphe, cela
revient & dire que ’on ne considére non plus la fonction elle-méme mais la classe des fonctions
qui lui sont égales & une constante prés. On s’apercoit qu’alors, la donnée du gradient de cette
fonction permet de déduire 'allure de la surface qu’elle définit. Pour cette raison, on cherche a
définir une mesure sur 'ensemble des gradients de fonctions définies sur Z¢, ou tout du moins
une mesure dont I’expression ne dépend de la donnée de ¢ qu’a une constante prés. Pour définir
une mesure sur Z%, on commence par définir sur A ¢ Z¢ fini et une condition au bord ¢ € de,

4 (d9) = — exp(~H(6)) T] do(w) [T 65, (do(2)).
A ¢\

A zeA

ol le hamiltonien Hp s’exprime de la maniére suivante

Hy()= ) V(o(x) - o)),

z,yel,x~y

pour un potentiel V vérifiant des conditions de convexité, régularité et parité. On peut dores

et déja s’apercevoir qu’en additionnant une constante a la condition au bord ¢, la donnée du

hamiltonien, et donc celle de la mesure ,ui s’en trouve étre translatée d’une constante.

On dit que la mesure p sur RZ" est une mesure de Gibbs si pour tout domaine fini A ¢ Z¢,
la restriction de p & A coincide avec celle définie précédemment, formellement :

p(A) =B, [ ().

ot la condition au bord ¢ est la variable aléatoire qui justifie le calcul d’une espérance. Il serait
possible de définir une telle mesure sur Iensemble des gradients de fonctions de Z? — R, car
comme remarqué précédemment, conditionnellement a une donnée extérieure ¢, la loi du gradient
de ¢ sur un domaine A ne dépend de ¢ que via V. En pratique, une telle considération peut
étre préférée pour la raison suivante : ’étude de la forme d’une interface repose davantage sur les
différences de hauteurs plutot que sur les hauteurs elles-mémes (autrement dit, la forme d'une
interface ne dépend de la fonction de hauteur qu’a une constante preés).
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On introduit la dynamique suivante :

doy(x) = ————dt + /2dB;(z), (1.3.4)

3¢( )

ol (B(x))4eza sont des mouvements browniens indépendants. Pour commencer, on peut remar-
quer que lorsque ¢; admet en z un minimum local, le terme de dérive —% qui s’exprime
comme la somme sur les sommets y voisins de z de la quantité V'(¢¢(y) — ¢¢(x) est positif, en
rappelant que le potentiel V' est convexe. Dans ce cas de figure, la quantité ¢;(x) aura tendance
a croitre. Inversement, en un maximum global, elle aura tendance & décroitre. Ce phénoméne
étant en compétition avec le terme de « bruit », la dynamique admet pour mesure stationnaire
toutes les mesures de Gibbs. En effet, en se restreignant a une partie finie A ¢ Z%, le générateur
infinitésimal du processus ¢; s’exprime de la sorte

o 2 0H OF
“40)- 5 (5am) *- Z a6y

On s’apercoit alors que

T o [ 06 _,
/RAFLGe dpy = fRAF%%(x)[%(me ]d¢A

OF  9G _,
— d
2 Jor 3oy o@)©

pour tout F,G € CCQ(RA). Cette expression est symétrique en F' et G, ce qui signifie que la mesure
el dpp = dun est réversible pour la dynamique introduite par . Connaissant ¢¢(x) pour
tout = € Z% et ¢ > 0, on peut s'intéresser a la marche aléatoire X; qui a 'instant ¢ saute du sommet
z vers le sommet y a taux V" (¢i(z) - #¢(y)). On peut remarquer que lorsque V(x) = 122, le
processus ainsi décrit est celui de la marche aléatoire simple. Par ailleurs, pour un tel potentlel,
la mesure de Gibbs décrit un champ libre gaussien. On sait, dans ce cas-1a qu’il est possible
d’écrire la covariance des hauteurs en x et y de la maniére suivante :

Cov,, [6(x), d(y)] = [ [ Ty, gcdt] (1.3.5)

ou X, sous la loi P, désigne la marche aléatoire simple issue de x. Le terme de droite est en fait
G(x,y), fonction de Green pour la marche aléatoire simple. Une maniére de s’apercevoir de cela
est de remarquer que la densité de la mesure étant exp(—Hx (¢)) on peut exprimer le hamiltonien
comme ¢'Aprg, oit Ap est la matrice symétrique laplacienne qui se trouve étre Iinverse de la
matrice de covariance pour la mesure de Gibbs restreinte au domaine A. Il semble alors naturel
que la covariance de ¢(x) et ¢(y) sous la mesure de Gibbs sur Z¢ vaille G(x,y), la fonction de
Green en tant qu’inverse du Laplacien.
La représentation de Helffer-Sjostrand, introduite dans [32, [39] établit que, pour

F,Ge C2(]de), on a

Cov, [F(¢),G(#)]= > f (¢0) (¢¢) | d

weZ [%( ) 5¢(Xt)
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ot dans le terme de droite, ¢; = {¢y(x),z € Z} € RZ* désigne le processus décrit par la dynamique
(1.3.4). Dans le cas ott F(¢) = $(0) et G = ¢(x), pour = € Z¢ donné, on retrouve une généralisation
de (|1.3.5))

Cov,, [6(0), 6(z)] = E,E*® [fooo Txyme dt] .

Cette représentation en terme de marche aléatoire fournit donc un outil permettant d’étudier les
covariances pour une mesure de Gibbs. Dans cette perspective, il semble intéressant d’étudier
la marche aléatoire en milieu dépendant du temps. Bien que la dynamique décrite par (|1.3.4])
ne satisfasse pas les conditions imposées dans le chapitre 2 (la condition violée est discutée
ci-dessous) et qu’elle reléve d’un modeéle discret et non continu, elle améne a s’intéresser aux
résultats d’homogénéisation d’équations paraboliques en milieu dépendant du temps.

En supposant que la marche aléatoire dans 'environnement décrit par (¢¢(2)) yezd 150 admette
& grande échelle un comportement trés proche de la marche aléatoire simple, les temps de visite
d’un sommet y partant du sommet z admettront également un comportement semblable & ceux
obtenus pour la marche aléatoire simple, si bien qu’on peut espérer obtenir des covariances pour
o(z) et ¢(y) comparables a celles du champ libre gaussien. Ceci s'interpréte également en terme
d’homogénéisation, en effet, la probabilité p(¢,x,y,¢) est donnée par la solution de I’équation
parabolique suivante, & coeflicients dépendant du temps

{atp(tvxayv(b) = ZZNCL’ V,/(¢t(2) - ¢t(x)) (p(tvz7y) _p(t7x7y))
p(O,x,y,qﬁ) = 50(33‘ _y)

Remarque 15 (Défaut d’indépendance a longue distance). Dans le cas elliptique, [7] démontre
un résultat d’homogénéisation avec des conditions de mélange sur le champ a portant sur la dé-
croissance des corrélations d’événements respectivement Fy; et Fy-mesurable lorsque dist(U, V') —
co. La condition (P3) de article [7], consiste en une condition de mélange imposant une décrois-
sance polynomiale en la distance entre deux domaines de la décorrélation d’événements qui ne
dépendent que de la donnée de a sur ces domaines respectifs. Cette condition est vérifiée dans
le cas du champ libre gaussien, en effet, pour f,g € C°(R), comme (¢(x),o(y)) ~ (0,I') on
G(r,x) Gla,y)
G(z,y) G(y,y)
r-t= ﬁ (_aﬁ _f), étant donné que 8 ~ #, on a lasymptotique : det(T) |x_y~‘_>oo a?,
dont on déduit

la matrice I' est définie par ( ), en notant a = G(xz,x) et 8 = G(x,y) on a

ex —O‘—_l(u2+v2)+a‘25uv
e~ [, fem T ) o
et
exp (=2 (u? + v2)
NI - [ 1o ! . o,
ce qui nous permet de conclure
oxp (%(UQ * 1;2)) a2 Buv c’
CovF(6(2) 96N~ [, Fge)———5 e (" - 1) dudvm =

~a~2Buv



26 Chapitre 1. Présentation des résultats

Remarque 16 (Condition d’uniforme ellipticité). Afin de garantir la condition d’uniforme el-
lipticité, on considére un potentiel V' de maniére a ce qu’il existe deux constantes strictement
positives telles que A < V" <A. O

D’autres applications de la représentation de Helffer-Sjostrand sont données dans [17].

1.4 1Idées de la preuve

Dans cette section, nous présentons les grandes lignes de la démonstration du Théoreme [I.1]
constituant le chapitre 2] qui est ensuite modifiée pour étre appliquée au cas elliptique discret
dans le chapitre |3| Nous commencons par justifier la réduction du probléme en justifiant
qu’il suffit d’étudier le cas ott V' est un cube, et la condition au bord f est affine en espace,
constante en temps. Ensuite, nous donnons une caractérisation des solutions comme minimiseurs
d’une certaine fonctionnelle, ce qui constitue la principale différence entre les problémes elliptique
et parabolique. Nous introduirons ensuite des quantités en lien avec cette caractérisation, qui
posséderont des propriétés trés intéressantes, notamment celle de sous-additivité. Enfin, nous
résumerons les arguments aboutissant & la convergence des quantités introduites, qui impliquera
la convergence des minimiseurs de ces-dernieres, dont on déduit le résultat attendu.

1.4.1 Restriction aux ensembles cubiques avec condition au bord affine.

Afin de simplifier le probléme , on se raméne a I’étude des équations sur des domaines
cubiques, avec des conditions au bord affines. Cela permet en effet de conclure dans la section
2.5] en construisant un intermédiaire entre u®, la solution du probléme original, et upom, celle
du probléme homogénéisé. Pour cela, on introduit, la fonction w®, appelée « développement a
deux échelles » construite en ajoutant & upen un terme correctif, destinéa rendre la fonction
Uhom « quasiment » a®-solution (i.e. solution du probléme (J9; - V-a°V)u = 0). On admet que
le domaine V est inclus dans le cube mg = [-1/2,1/2]%"! — ce qui est toujours possible quitte
& appliquer une opération linéaire de la forme (t,x) = (A%, \z) — et on note ¢ la différence
entre la solution du premier systéme dans pour un réel 0 < £ << 1 avec la condition au
bord f(t,x) = e - x et cette fonction affine. De la sorte, e - & n’est pas a®-solution, mais il suffit
d’y ajouter le terme ¢y . pour qu’elle le devienne. On considére que upom se comporte localement
de maniére quasi-affine. On exploite ensuite I’approximation suivante :

d

uhom(t7x) N uhom(tva) + Z aiuhom(t,xo)(x - SUU) < €. (141)
=1

Si cette approximation était une égalité, la fonction (uniquement spatiale) u(t,-) serait la fonction
affine upom, a laquelle est ajoutée une combinaison linéaire des projections sur les i-éme coordon-
nées, pondéréespar O;unom (t, o). En utilisant la linéarité du probléme , la solution serait
donc la fonction

d
v(t, ) = Unom (t,20) + ), Ojtinom (t, T0) die ().
i

Dans le cas général (si upom n'est pas affine), (1.4.1) n’est qu'une approximation, on n’obtient
donc pas rigoureusement une fonction qui annule l'opérateur d; — V - (a°V-) en additionnant a
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Uhom 18 SOmme Z?:l Oiunom (t, o) Pi -, mais ceci fournit une fonction

d
W° = Upom + Z Oiuhom (t, 20) Pi e,
i=1

pour laquelle la quantité |0,@°—V-(a®V@*©)| est petite. Par ailleurs, on s’apercoit que la condition
au bord pour les fonctions ¢; . imposent la nullité de ces dernieres sur le bord parabolique de My,
et non sur 9,V , ainsi, les fonctions W° et upom ne coincident pas sur ce bord. Pour imposer cela,
on multiplie le terme correctif par une fonction troncature ¢, qui s’annule sur d,V et vaut 1 sur
I’ensemble des points de V' suffisamment éloignés de sa frontiére. On introduit alors la véritable
fonction intermédiaire

d
w(t,x) = upom (t, ) + (¢, ) Z Oiuhom (t, 2) i (t, ).
i=1
Cette fonction établit alors un pivot entre upon, et u® : U'inégalité triangulaire assure que |upom —
u®|| € ||unom — wE| + |w® — u®|. La premiére des deux normes est celle du terme correctif

d
C(ta 1') E 8iuhom(ta x)¢i,s(tv :E)a
i=1

qui se majore par une estimée de la fonction de troncature, qui croit & mesure que ’ensemble
¢ =1 se rapproche de V), des dérivées directionnelles de upom, qui est obtenue & partir de la
condition au bord f, & partir d’un résultat d’analyse purement déterministe, et enfin, par une
estimée de la norme des fonctions ¢; ., a laquelle on se ramenera par la suite. Le deuxiéme terme
peut étre majoré en remarquant que la fonction w® — u® est nulle sur le bord 9,V, a partir
de |0, — V - a®(w® — uf)||, pour une norme qui sera explicitée dans la section [2.5] On est donc a
présent ramené & I’étude de pour des conditions au bord f(¢,x) = p-x, sur le domaine &y.
Comme remarqué au début de la sous-section[[.2.2] fixer un domaine et contracter les coefficients
a lordre € revient a fixer les coefficients et dilater le domaine d’un facteur 1/e, ce qui rendra les
propriétés de sous-additivité plus commode dans la suite.

1.4.2 Caractérisation des solutions comme minimiseurs

Dans cette sous-section, on donne une caractérisation des solutions du probléme parabolique
en tant que minimiseurs d’une fonctionnelle. Cette caractérisation est proche de celle
établie par [23] (qui se trouve également dans [22]). Contrairement au probléme elliptique en
dimension 1, traité au début de la sous-section [1.2.2] qui est une équation différentielle ordinaire,
nous n’avons de formule explicite ni pour les solutions au probléme elliptique en dimension
supérieure, ni pour le probléme parabolique. Par ailleurs, ces solutions dépendent des coefficients
de maniére non-locale et non-linéaire. L'idée introduite dans [15][16], dans le cas elliptique, repose
sur le fait que la solution du probléme de Dirichlet

{v a(Vu(a)) = 0 pour tout x €U (1.4.2)

u(z) = f(z) pour tout = € U,

dans H'(U), soit le minimiseur de la fonctionnelle suivante

1
f §Vu -aVu, pour u décrivant f + Hy(U).
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L’existence et 'unicité d’'un minimiseur est assurée par le fait que cette fonctionnelle est unifor-
meément convexe et coercive (voir [19, Chapitre 8]). Cette caractérisation justifie la définition,
pour p € R, de la quantité

1
v(U,p):= inf ][ —Vu-avVu,
(U:p) uelp+HL(U) JU 2

ou le symbole { désigne l'intégrale normalisée par la mesure de Lebesgue, précisément J[U f=
|(1J_\fU f. La quantité v posséde notamment la propriété de sous-additivité, qui permettra d’en

déduire la convergence de v(U, p) lorsque U ~ R%.

Dans 'optique d’étendre la preuve du probléme elliptique au probléme parabolique, la premiére
difficulté rencontrée consiste a chercher une caractérisation similaire, qui permettrait d’exprimer
& leur tour les solutions du probléme parabolique comme minimiseurs d’une intégrale.

Dans un premier temps nous allons exposer une autre caractérisation des solutions au probléme
qui reste valable dans des cas ou la fonction a n’est plus linéaire, mais vérifie une hy-
pothése. On donnera un exemple d’une fonction a satisfaisant cette hypothése sans toutefois
étre linéaire. Cette caractérisation est notamment utilisée par [7]. Ensuite, nous modifierons
cette formulation variationnelle afin qu’elle permette de caractériser les solutions du probléme
parabolique.

Une seconde formulation variationnelle

Nous donnons donc & présent une formulation variationnelle de , permettant de traiter
un cadre plus général que les fonctions a linéaires. Supposons qu’il existe une fonction A(:,-)
convexe telle que A(p,q) > p-q avec égalité si et seulement si ¢ = a(p). On dira alors que A
représente la fonction a. Nous donnerons ensuite quelques exemples de fonctions a non linéaires
qui peuvent étre représentées de la sorte, mais nous remarquons tout d’abord que dans ce cadre-
la, pourvu que la matrice a soit uniformément elliptique, A(p,q) = %p -ap + %q -a g représente
la fonction a.
On remarque tout d’abord qu’en introduisant L2 (U) = {g € L*(U,R%),V-g =0}, et A(U) = {u e
HY(U),v-(a(Vu)) =0} on a
we A(U) < 3ge L2 ,(U),g=a(vVu). (1.4.3)

sol

Par ailleurs, quelle que soit la fonction g, on a I'inégalité suivante :

][; (A(Vu,g) —-Vu-g) >0,

par hypothése sur A. L’égalité n’est atteinte que dans le cas ou l'intégrande est nulle presque
partout, i.e. lorsque g = a(Vu). On s’apercoit alors que

Z(w:= inf [ (A(Vu.g)-Vu-g)>0,
geLi (U) YU

et en admettant que cet infimum soit atteint par une fonction g — ce qui se justifie par un
argument de convexité de la fonction ¢ = A(p,q) —p-q — ce dernier est nul si et seulement si
u e A(U). On obtient donc I'alternative suivante :

— SiZ(u) >0, alors u ¢ A(U).
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— Si1Z(u) =0, alors u € A(U).
Pour une fonction ug € H'(U) fixée, on a alors équivalence entre

uo+ Hy(U) — R,

{V -(a(Vu)) =0 dans U,
u — Z(u).

< wu est 'unique minimiseur de
U = Ug sur oU.

Par ailleurs, on connait la valeur de ce minimum : 0. Ceci n’était pas le cas pour la formulation
variationnelle évoquée précédemment, et peu t se révéler utile. En effet, au voisinage de son
minimiseur, la fonctionnelle Z(u) se comporte comme une forme quadratique non-dégénérée en
u—1, en notant u la fonction réalisant le minimum. La quantité Z(u) permet ainsi non-seulement
de savoir si u € A(U), mais également de savoir, lorsque ce n’est pas le cas, & quel point u est
loin d’appartenir & cet ensemble.

Une formulation variationnelle pour le probléme parabolique

A présent, on s'inspire de la formulation variationnelle pour le probléme elliptique obtenue
dans le paragraphe précédent afin d’en obtenir une pour le probléme parabolique. Soit I un
intervalle de R et U un domaine de R%. On note & présent V =1 x U et

A(V)={ue Héar(V), Ou=V-a(Vu)}.

Dans la définition précédente, 'espace Hgar(V) est l'espace adéquat pour définir d’'une part
V -a(V:), de maniére a ce que cet opérateur fournisse pour presque tout instant ¢ € I une
distribution de H=*(U) a partir d’une distribution de H*(U) et d’autre part que dyu appartienne
a l’ensemble H~1(U). Précisément, on a

Hy(IxU):={ue LX(I;H'(U)) : Que L*(I; H ' (U))}.
De la méme maniére qu’avec (1.4.3), on peut remarquer que
ue A(V) < Jg verifiant V- g = dpu et g = a(Vu).

On s’apergoit, toujours en utilisant 'inégalité A(p,q) >p-q, que

J(u):= inf f (A(Vu,g) —Vu-g) > 0.
g9/V-g=0tu JV

Le cas d’égalité n’est obtenu que s'il existe g vérifiant V- g = dyu telle que g = a(Vu), ce qui est
équivalent au fait que u € A(V'). Comme dans le paragraphe précédent, on obtient l’alternative
suivante :

— 51 J(u) >0, alors u ¢ A(V).

— 81 J(u) =0, alors u € A(V).
Pour une fonction ug € Héar,u(U) fixée, on a alors équivalence entre

ug + H;ar’u(V) - R*

{Otu =V-(a(Vu)) dansV,
u - J(u).

< u est 'unique minimiseur de
u =g sur OparV.

De plus, on sait que le minimum attendu est nul.
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Exemples de fonctions a représentées par A(:,-)

Nous donnons & présent quelques exemples simples de fonctions A possédant les propriétés
énoncées précédemment. De telles fonctions peuvent étre obtenues a partir de fonctions convexes.
En effet, étant donné ¢ convexe, on définit sa transformée de Legendre-Fenchel

¢*(q) :=sup (p-q-¢(p))
peRd

en supposant que ¢ admette de bonnes conditions de régularité, le vecteur p € R® introduit dans
la définition de ¢*, en tant que point critique de la fonction p — p-q— ¢(p) — dont le gradient
vaut ¢ — Vo(p) — satisfait Vo(p) = ¢. On remarque alors que ¢(p) + ¢*(q) > p- q, avec égalité
si et seulement si ¢ = Vo(p). Ainsi, dés lors que a s’exprime comme le gradient d’une fonction
convexe ¢, il est possible de la représenter par la fonction A(p,q) = ¢(p) + ¢*(q). Dans le cas
ol a est une matrice symétrique définie positive, on ’obtient comme le gradient de la fonction
p - %p -ap, dont la transformée est la fonction ¢ — %q -a~'q. Dans ce cas, on a effectivement
A(p,q)-p-q = %Hal/zp - a‘1/2qH2, dont on s’assure facilement la positivité et le cas de nullité.
Si a n’est plus symétrique mais se décompose de la sorte : a = s + m avec s symétrique définie
positive et m antisymétrique, on introduit A(p,q) = Z(p, q—mp), ou A représente la matrice s
avec les notations précédentes (i.e. %P - Sp + %q -571¢). On vérifie que A représente la fonction
linéaire définie par a et vérifie

-ms'm ms™!
A(p,Q)=%(p)-A(p) 011A=(S -1 1).

q q -s'm S

1.4.3 Définition des quantités étudiées

Bien que cette caractérisation ne soit pas directement utilisée dans le chapitre [2], elle justifie
I’intérét de trois ensembles de fonctions : C, Cy et S qui seront introduits, ainsi que des quantités
v, v* et J, que lon esquisse & présent. Soit I un intervalle de R* et U un domaine de RY.
Considérons le probléme parabolique sur le domaine V = I xU. La caractérisation de la solution
comme minimiseur ameéne & introduire les espaces de fonctions suivants :

Vu

C(V):= {(Vg“),ueﬂgar(V),v-g:atu} , Co(V) = {( . ),ueﬂgaw(V),v-gzatu},

ou ’égalité liant la divergence de g a la dérivée temporelle de u est plus forte dans la deuxiéme
définition. Pour le produit scalaire sur C(V') définit par

(SIT) 2 a ) = ][V S.AT,

on définit ’espace
S(V):=C(V)nCo(V)*.

Remarque 17 (Comparaison avec le modeéle elliptique). On peut établir une correspondance
entre les espaces C(V'), Co(V),S(V) et, respectivement, les espaces VH(U), VH (U), VA(U).
En omettant la deuxiéme coordonnée (le terme g dont la divergence vaut d;u) des éléments de
la premiére liste d’ensembles, les correspondances C(V) < VHY(U) et Co(V) < VHI(U) sont
immeédiates. En introduisant sur L?(U,R?) le produit scalaire (-,-)a de la sorte

(f.9)a= [ f-20.
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on s’apergoit que I’ensemble A(U) = {u e HY(U),Vv e HJ(U), [, Vv-avu = 0} est précisément
Pensemble des fonctions dont le gradient est orthogonal (pour le produit scalaire induit par a)
a H}(U). 1 est donc légitime d’espérer que les fonctions de S(V') admettent pour premiére
coordonnée le gradient d’une fonction de A(V'). Comme nous le verrons ci-dessous, ceci est en
fait plus compliqué. O

Un élément capital dans le chapitre [2] est le Lemme [2.8], stipulant que

S(V) = {( Vi + Vu” ),ueA(V), u*eA*(V)},

avu - avu*

ou A(V) et A*(V) sont les ensembles des solutions de deux problémes paraboliques. La remarque
2.9 explique comment extraire de cette combinaison la solution au probléme étudié. On introduit
ensuite, pour X, X* € R%, la quantité

W(V,X)= inf ][ES'AS, (1.4.4)
SeX+Co(V)JV 2

ainsi que sa quantité duale

1
v (V,X*) = sup X*-S-=5-AS.
sec(vyJV 2

L’expression de I'intégrande dans I’équation précédente, X *-S5 - %S-AS et le fait que ’on cherche
a optimiser en la variable S font en sorte que v*(V,-) s’apparente a la transformée de Legendre-
Fenchel de v(V,-). En omettant espace sur lequel le supremum est réalisé, et en s’autorisant ainsi
a maximiser l'intégrande point par point, les symboles f et sup commutent, 'intégrande devient
donc supgega (X .8 - %S -AS ) qui est bien la transformée de Legendre-Fenchel de %S -AS.
Bien str, la contrainte d’avoir a maximiser l'intégrale pour une fonction S € C(V') empéche une
telle considération, mais d’une certaine maniére, lorsque V7 R* x R%, I’argument tend a étre
valable en un certain sens.

Par ailleurs, on peut plus rigoureusement démontrer une inégalité entre v*(V,-) et la transformée
de Legendre-Fenchel de de v(V,-). En effet, pour X, X* € R?? donnés, en considérant X + Sy x
le minimiseur de v(V, X)) dans , on obtient, en I'utilisant dans I'expression de v(V, X*)

1
VX2 (X0 (0 S0 - 5 (04 S0 A (X + 510 ) = X7 X =0V, ),

ot l'on obtient I'égalité de part le fait que £, Sy,x =0, car Sy,x € Co(V), et par définition de
v(V, X). Ceci étant valable pour tout choix de X, on a

v (V,X*) > sup (X*-X-v(V,X)),
XeR2d
ce qui revient précisément a dire que v*(V,-) est supérieure a la transformée de Legendre-Fenchel
de v(V,-).
Les deux quantités v et v* sont quadratiques en X et X*, ce qui reste valable pour leurs
espérances, que 'ont peut donc exprimer par deux matrices :

1 1

E[n(V,X)] = X ByX ; ED(V,X")] = X7 A7X,
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ol la notation, peu naturelle au premier abord, sera légitimée par la suite : présageant que les
quantités v et v* sont conjuguées, on devrait avoir By = Ay, Ceci n’est en fait pas le cas, mais
le deviendra asymptotiquement. En effet, on peut tout d’abord montrer que ces quantités sont
sous-additives en la variable V' : étant donnée une liste d’ensembles Vi, ..., V,,, on peut dans le
premier cas concaténer les minimiseurs de v*(V;, X)) dans la définition de v(V;, X) afin d’obtenir
un candidat pour v(U; V;, X), permettant de garantir que l'infimum dans est inférieur au
résultat obtenu. Pour la sous-additivité de v* & I'inverse, on peut considérer le maximiseur de
v*(U; Vi, X) que l'on restreint sur chacun des ensembles V;, afin d’obtenir autant de candidats,
permettant de garantir que v*(V;, X) est supérieur a la contribution de V; pour le maximiseur
sur la réunion des V;.

Cette sous-additivité des quantités se transmet & celles de leurs espérances; mieux : pour la
suite d’ensembles (@), )nen, appelés cylindres paraboliques, on obtient le n + 1-éme ensemble en
réunifiant 392 translatés du n-éme. La propriété de sous-additivité implique que v(@,,1,X) <
3-(n+2) Y e Zp v(z+08y,X), out Z, n1 désigne I'ensemble des 392 centres des cubes de taille n
dans @y,41. Par stationnarité, I'espérance de la quantité v(z+8,, X ) ne dépend pas de z € Z,, 541,
et on obtient alors la décroissance de la suite E [v(@,, X)]. Dans le raisonnement qui précéde,
on peut remplacer v par v* ou J et aboutir au méme résultat. Ceci permet d’affirmer que les
matrices Ag, et By, admettent des limites, que I'on note A et B.

L’enjeu est & présent de montrer que B = A i.e. que les limites de v et v* sont des transformées
de Legendre-Fenchel mutuelles. On introduit une nouvelle quantité, J, qui encode la connaissance
a la fois de v et de v*

J(V, X, X*)= inf —lS-AS—X-AS+X*-S.
Ses(vyJv 2

En utilisant les propriétés des espaces C(V) et Co(V'), on a

1 : « w1 : 1 y#
V(V7X) = 5 "PrOJAS(V)(X)H2 y V (VvX ) = 5 H PrOJAS(V)(A IX )‘27

(1.4.5)

et finalement, on en déduit le Lemme [2.5, énongant que :

* 1 . - *
J(V,. X, X7) =5 Proj® s (X - A7 X )%

et tous les projetés impliqués correspondent aux optimiseurs respectifs des définitions de v, v*
et J. Prouver que les quantités v et v* sont asymptotiquement conjuguées revient a prouver que
la limite de J se comporte ainsi :

- 1o o 1o, —
J(X,X*):§X-AX+§X*-A1X*—X-X*,

qui ne s’annule que lorsque X* prend la valeur AX. L'objectif est d’obtenir la convergence de
la quantité J vers la quantité J. Le Lemme permet de réduire le calcul de la distance de
J(V,-,-) a J(-,-) en « gelant » I'une des deux coordonnées, précisément

D=

sup |J(V, X, AX") - J(X,X")
X,X*eBy

<Csup (J(V,X,AX))>.
XEBl

Remarque 18. En admettant que toutes les quantités s’homogénéisent lorsqu’on considére de
grandes échelles, et que les vecteurs X € R?? deviennent « presque » des éléments de S (@) pour
n >> 1, on a I’heuristique suivante :

Projf sy (X)X et Projfgm, (ATX")» AT X",
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ce qui, en utilisant ((1.4.5)) 1égitime I'intuition selon laquelle
1 — * * 1 * —--1 *
V(En,X)méX'AX et v(@,, X )w§X A X7
Et donc enfin

1o = 1o, — _
(@0, X, X)) v =X -AX + X" A X - XX = J(X, XY).
2 2

O

Ne connaissant pas la quantité A, nous donnons une estimation du membre de gauche dans
laquelle expression A est remplacée par A, := Ag, , I'erreur commise étant de I'ordre de |A,, —A],
dont on démontre a posteriori la décroissance exponentielle en n. Ceci nous améne & controler
la décroissance de la quantité E[J(ER,X, KnX)], dont la Proposition énonce qu’elle est
exponentielle. La preuve de cette décroissance se fait en plusieurs étapes.

FEtape 1. On introduit 7, qui quantifie la décroissance de I'espérance de J entre deux échelles
successives. On démontre que la variance de la valeur moyenne d’un minimiseur est petite (es-
timée par une moyenne pondérée de ces quantités (74)ken), ce qui constitue le Lemme [2.26]
en comparant le minimiseur S(-,@,, X, X*) avec une approximation obtenue en mettant bout a
bout des minimiseurs d’une échelle m < n. La variance s’estimera ensuite par celle de ’assemblage
effectué ajoutée a 'erreur commise en considérant cet assemblage plutot que la véritable quantité
S(-,@,, X, X"). L’assemblage de sous-cube permet d’obtenir des quantités indépendantes dont
les variances s’additionnent, permettant ensuite d’exprimer la variance & 1’échelle n comme une
fraction (i.e. un multiple pour un réel inférieur a 1) de celle & I’échelle n — 1 (additionnée d’un
terme correctif), puis par récurrence d’en déduire le Lemme , qui donne une majoration
de cette variance a partir d’'une somme pondérée des (7x)o<k<n-1- Précisément, il existe deux
constantes o > 0 et C > 0 telles que

n-1
Var[][ S(-,EH,X,X*)] <03 (1+ Z 3ak7'k).
o

k=0

Etape 2. Le contrélg de la variance ne permet a priori d’estimer la quantité
E [(J[V S(, En,X,X*)) ] que dans le cas o I'espérance de la moyenne est nulle. Ceci survient

précisément pour le choix de X* = A, X ; en effet, celui-ci s’exprime comme un annulateur de la
fonction X* — Vx+E[J(3,, X, X™)], les relations liant la dérivées directionnelle de J(3,,,) a
la moyenne du minimiseur (le résultat (2.2.29))) permettent de conclure que la variance est bien
I’espérance du carré de la moyenne :

E[(][VS(-,ER,X,KnX))z]:Var[][VS(-,mn,X,KnX) .

Etape 3. La quantité E[J(E]n,X, KnX)] est directement estimée a partir de la norme L2
du maximiseur S(-,3,, X, A, X). L'utilisation du théoréme de Poincaré multi-échelle permet de
majorer la norme H~! de ce-dernier & partir de ses moyennes sur chacun des sous-cubes contenus
dans @,. L’inégalité de Caccioppoli permettra ensuite d’en déduire une majoration pour la norme
L? de S(-,m,,X,A,X). Ceci aboutit & la Proposition , énoncant 'existence de a > 0 tel que
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n-1
E[J (80, X, ApX)] < C37" (1 + 2 3°‘ka) :
k=0

On conclut alors par un argument de type EDO, qui permet de démontrer que la moyenne
pondérée des 7, dans la majoration précédente décroit polynomialement, ce dont on déduit que
|A,, — A| décroit également de maniére polynomiale. Ceci prouve la proposition : il existe
des constantes C et 5 > 0 telles que

E[J(3,, X, AX)] < C37F",

En utilisant & présent le Lemme , on en déduit que J(@,, X, X*) est proche de J(X, X*), ce
qui, pour des formes quadratiques (en fixant l'une des deux variables) implique la méme estimée
pour la distance de leurs gradients. En utilisant & nouveau le lien entre le gradient en X et
la moyenne des minimiseurs, donné par (2.2.28)), on en déduira une majoration de la moyenne
de S(-,@,, X, X*) - S(X,X*) (de la méme maniére, permettra les mémes majorations
pour la différence des moyennes flux AS(:,@,, X, X*) - AS(X,X*)). Comme précédemment,
I’inégalité de Poincaré multi-échelle permettra de transférer une estimée sur les moyennes des
cubes a échelles données & une estimée sur la norme H~! de la fonction sur une échelle supérieure,
puis l'inégalité de Caccioppoli démontrera la convergence des minimiseurs. La remarque [2.9
permettra alors d’en déduire une décroissance du correcteur en volume fini, qui permettra dans
la section d’en déduire un résultat d’homogénéisation en effectuant un développement & deux
échelles.

1.4.4 Idées communes et différences dans la preuve du probléme elliptique
discret

Dans le chapitre [3] nous utilisons des méthodes relativement proches afin de démontrer la
convergence des correcteurs du probléme elliptique discret. La principale différence réside a nou-
veau dans ’expression d’une solution au probléme comme minimiseur d’une fonctionnelle. Une
difficulté rencontrée a été d’introduire des quantités v et v* sous-additives. En effet, contraire-

37+l en réalisant 1'union de

ment au modeéle continu pour lequel on obtient un cube de taille
3% cubes de taille 3", sans se soucier du bord de ces sous-cubes, qui est de mesure de Lebesgue
nulle (et donc ne joue pas de role dans la sous-additivité), ceci n’est pas aussi immédiat dans le
cas discret. Si I'on considére par exemple les ensembles d’arétes £(U) liant les sommets de U,
nous n’avons plus 'égalité E(U; UUz) = E(U1) UE(Us), car les arétes liant des sommets de Uy a
des sommets de Us n’appartiennent pas au second ensemble. Pour contourner ce probléme, nous
considérerons d’autres ensembles d’arétes, £ (U), pour lesquels cette égalité est valable.

Un autre aspect sur lequel les deux preuves différent est celui des inégalités de type Poincaré
multi-échelle et Caccioppoli, qui dans les deux preuves consistent en une section dédiée —[2.3] et
B.2] — a ces deux résultats purement déterministes qui sont indispensables pour chacune de ces
preuves.

La preuve de la décroissance des quantités sous-additives dans la section est trés proche
de celle décrite dans le cas parabolique dans la section Le fait que les conductances soient
indépendantes tandis que dans le chapitre 2] les coefficients ne sont indépendants qu’a longue
portée, permet de simplifier certaines étapes, comme le calcul de la variance dans ou le
contréle de la fluctuation de J dans .
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Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les correcteurs, il n’y a donc pas d’analogue a la
section
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Chapitre 2

Quantitative stochastic homogenization
and regularity theory of parabolic
equations

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation and informal summary of results

In this chapter, we develop a quantitative theory of stochastic homogenization for linear,
uniformly parabolic equations with coefficients depending on both the space and time variables.
We consider equations of the form

8tu€—v-(a(€iz,§)Vu5)=0 in IxU, (2.1.1)

where I € R is an open interval, U is a bounded Lipschitz domain of R?, and (t,z) + a(t,z) is
a stationary random field taking values in the set of real d-by-d matrices satisfying, for a fixed
constant A € [1, 00),

VEeR?Y, g-a(t,z)é> AP and  a(t,z)E| < Al (2.1.2)

Here the symbol V denotes the gradient in the space variables only, that is, Vw = (05, w, ..., 0z, w).
We let P be the law of the random field a(¢,x), which we assume to be invariant under transla-
tions by elements of Z x Z% and to have a finite range of dependence. (See below in the following
subsection for the precise assumptions.)

We are interested in the behavior of the solutions u®(¢,x) for 0 < € « 1. It is well-known that,
under very general qualitative assumptions on the coefficients (stationarity and ergodicity), the
equation (2.1.1) homogenizes to an effective limiting equation of the form

Ou—-vV-(avu)=0 in I xU, (2.1.3)

where a is a deterministic d-by-d matrix. This principle can be formulated in various ways, but
it means for example that the solutions u® of (2.1.1)), subject to appropriate initial-boundary
conditions, converge as € — (0, P-almost surely and in some appropriate function space, to

37
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solutions of the homogenized equation (2.1.3) EI Such a result is usually proved by soft arguments,
using an abstract version of the ergodic theorem, which unfortunately does not give quantitative
information concerning the convergence.

There has been a lot of recent interest in quantitative stochastic homogenization for elliptic
equations, particularly in the case of linear, uniformly elliptic equations. This essentially began
with the work of Gloria and Otto [28] 29], who proved the first quantitative results which are
optimal in the scaling of the parameter ¢ (see also [27]). Their work motivated a great number of
subsequent works, and we refer to the recently completed monograph [4] for more background,
references and historical information.

In this chapter, motivated by the desire to obtain quantitative homogenization results—in
particular, explicit estimates of the homogenization error—we develop an analytic approach for
parabolic equations with random coefficients based on the ideas recently introduced in [8, 7 5] 6],
which are perhaps best presented in [4]. Those papers developed a rather complete quantitative
theory of elliptic homogenization starting from the observation that certain energy quantities—
which are very natural from a variational perspective—are also rather convenient for studying
the homogenization process. This is because : (i) they efficiently encode information about the
weak convergence of the fluxes, gradients, and energy densities of solutions; and (ii) they are
amenable to renormalization arguments in the sense that we can obtain rates of convergence for
the quantities by iterating the length scale. This variational approach allows one to circumvent
the need for nonlinear concentration inequalities, because it reveals a “linear” structure of the
randomness : while the solutions are very nonlinear functions of the coefficients, the energy
quantities turn out to be essentially linear. This observation greatly simplifies the theory and
allows one to derive estimates which are optimal both in the scaling of € as well as in stochastic
integrability. A related approach inspired by [8][7, 5] [6] has also recently been developed in |30}, [31].

The two main results of this chapter are (i) a quantitative estimate on the homogenization
error for Cauchy-Dirichlet problems (Theorem and (ii) a complete large-scale regularity
theory (Theorem [2.2)). It has already been observed in the elliptic case (see [4]) that results of
this type are the first step towards optimal quantitative estimates and scaling limits for first-
order correctors as well as optimal error estimate for boundary-value problems. At the same
time, the results in this chapter are the first quantitative stochastic homogenization results, to
our knowledge, for parabolic equations with coefficients with space-time dependence.

The starting point for adapting the techniques of [4] to the parabolic case is a variational
characterization of divergence-form parabolic equations that was first discovered by Brezis and
Ekeland [13| [14]. We give a self-contained presentation of this characterization in Appendix ,
where we also give a convex analytic proof of the well-posedness of general Cauchy-Dirichlet
problems inspired by [23]. Based on this variational principle, we introduce subadditive quantities
for the homogenization problem in Section and adapt the methods of [4], using an iteration of
scales and a renormation-type argument, to obtain an algebraic rate of convergence in Section[2.4]
Compared to the elliptic case, the main sources of additional difficulty in the iteration argument
have to do with the need to control certain weak Sobolev norms of the time derivatives of the
solutions. We accomplish this with the help of some functional inequalities we prove in Section[2.3]
In Section we show that the convergence of the subadditive quantities gives us approximate

1. We remark that we are unaware of a reference which proves this specific result in the parabolic setting.
Nevertheless, we maintain that it is essentially well-known, since the classical qualitative proof given in the elliptic
case (see for instance [36, 1T B3]) can be straightforwardly generalized to the parabolic setting.



2.1. Introduction 39

first-order correctors with good quantitative bounds, which allows us to prove Theorem [2.1] In
the last section, we obtain the regularity result of Theorem In the rest of this introduction,
we state the assumptions, notation and main results.

2.1.2 Assumptions

We fix a spatial dimension d > 2 and a parameter A € [1,00). We let Q denote the set of all
possible coefficient fields a(t,x), which are assumed to be measurable maps from R x R? into the
set 0o of matrices a satisfying

vEeRY, ¢-at>AY¢? and  |ag] < A¢). (2.1.4)
That is, we define

Qo = {a e R™? . a satisfies }

and then set
Q:= {a ‘R xR? - Qq is Lebesgue—measurable} . (2.1.5)

For every Borel subset V ¢ RxR?, we define Fy to be the o-algebra representing the information
obtaining by observing the coefficient field in V. Formally,
Fy := the o—algebra generated by the random elements (2.1.6)
ar~ /v o(t,x)a(t,z)dtdr, ¢eC(RxR?).
The largest of the o-algebras in this family is F := Fp,gd. We assume that P is a given probability
measure on the measurable space (€2, F) which satisfies the following two assumptions :

(P1) P is stationary with respect to Z x Ztranslations : for every z € Z x Z% and event A € F,

P[A]=P[T.A].

(P2) P has a unit range of dependence : for every pair of Borel subsets U,V ¢ R x R,

dist(U,V) >1 = Fy and Fy are P-independent.

Here “dist” is defined with respect to the usual Euclidean distance on RxR%. We denote by E[X]
the expectation of an F-measurable random variable X with respect to P. While we assume
that the coefficient field has a finite range of dependence for simplicity, we point out that this
hypothesis can be weakened using arguments similar to those exposed in [7].

2.1.3 Notation

We unfortunately must introduce quite a bit of notation, particularly since we are working
with parabolic equations which require us to define various function spaces. We collect the
notation needed in this subsection, which the reader is encouraged to skim and consult as a
reference.
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General notation

We denote the set of natural numbers by N:= {0,1,2,...}. We use the symbols A and Vv to
denote minimum and maximum, respectively, for example r A s = min{r, s} for r, s € R. For every
r € R, we also denote r, :=r v 0 and r_ :=r A 0. For any m € N and measurable subset £ ¢ R™,
the Lebesgue measure of F is denoted by |E|, unless F is a finite set, in which case |E| is the
cardinality of E. This is often used for m € {1,d,1+ d}. A slash through the integral denotes
normalization by the Lebesgue measure : 5 := \_JlEI /- The mean of a function f e L'(E) is also

denoted by (f)g:=fg [
A parabolic cylinder is any set of the form I x U where I = (I_,1,) € R is a bounded open

interval and U ¢ R? is a bounded Lipschitz domain. We denote the parabolic boundary of I x U
by

(I xU):=(IxoU)u({I-} xU).
We denote the Euclidean ball of R? of radius r € (0, c0] centered at 2 € R? by B,(x), and put
B, := B,(0). Throughout, we work with the triadic cubes defined for every n € (0, 00) by

32n 32n 3n 3n d
o[ 58). an(33)) ko

Note that the parabolic cylinder &, is evidently not a cube per se since its sides have a scaling
which match the parabolic scaling. However, we note that for each m,n € N with m <n, we can
write @, as the disjoint union (up to a set of Lebesgue measure zero) of exactly 3(2*D(m=") cubes
of the form z + @, with z € 32™Z x 3™Z4.

We also use the following notation for parabolic cylinders : for each r € (0,00] and (¢, ) €
R x R?, we define

I.:=(-r%,0], Q.(t,z):=(t,z)+ I, xB,, and Q,:=Q.(0,0), (2.1.7)
with, by convention, Qo = (—00,0] x R,

Function spaces

For every bounded Lipschitz domain U ¢ R? with |U| < oo and p € [1,00), we denote the
normalized LP(U) norm of a function f € LP(U) by

1wy = (£ 107) =107 1l (2.1.8)

For p = oo, we denote |f[ e~y = [ flre(). We use similar notation to denote normalized
(scale-invariant) Sobolev norms : for every p € [1,00) and f e WHP(U),

1
[ flwre @y =0T 1 oy + 1V Fll ooy

In the case p = 2 we use the notation | f[ g1y = [ flwr2). As usual, H}(U) and Wol’p(U)
respectively denote the closure in H*(U) and WP (U), respectively, of the compactly supported
smooth functions in U. The dual spaces to W?(U) and Wol’p(U) are denoted by W12 (U) and
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W’l’p,(U), respectively, where p’ := % is the Holder conjugate exponent of p. The normalized,
scale-invariant dual norms are respectively defined by

[Wlgas 1y = 5P {]i“” Lue W), Julwir) < 1}

and
ol 0 = sup{]guv Fu e WEP(U), Julyr < 1}.

Here we are abusing notation by denoting the natural pairing (u,w) between the two dual spaces
(up to a constant) by the normalized integral. This is done to emphasize the normalization that
we wish to enforce, which extends the action of an element w € CZ°(U) on W'?(U) by u ~ f; uw.
For p =2, we also write |- -1, = lolggs2 ) and |- | = [oll=rqo:

We next introduce function spaces designed for parabolic equations. For each n € N, bounded
Lipschitz domain U € R", Banach space X and p € [1,00), we denote by LP(U; X) the space of
Lebesgue-measurable mappings u: U — X such that

1
vy = ( f, u@ dz)” < o

For every interval I = (I_,1,) € R and bounded Lipschitz domain U € R, we define the function
space
Hy(IxU):={ue L*(I;H'(V)) : Qe L*(I; H'(U))}, (2.1.9)

which is the closure of bounded smooth functions on I x U with respect to the norm
Il rxory = Nl 2 oy + 1950l 2 (1, 0y (2.1.10)

We denote by H.,. ,(IxU) the closure in H}, (IxU) of the set of smooth functions with compact
support in (I_,1.] x U. In other words, a function in H},. (I x U) has zero trace on the lateral
boundary I x QU and the initial time {I_} x U but does not necessarily vanish at the final time.
We let H;ar,[)(] x U) denote the completion of the set of smooth functions with compact

support in I x U with respect to the norm
lola,, vy = 10l L2 mr @y #1000 2 gt 0y (2.1.11)

~“par,

Note that compared with (2.1.10), here we require the time derivative dyv(t,-) to be an element
of HY(U) instead of H™'(U). In particular, for v € Héar,O(I x U), the spatial average of dyv over
I x U is well-defined, since constant functions belong to L?(I; H'(U)) (while they do not belong
to L2(I; H(U))). Moreover, the boundary condition imposes that for every v e Hg)ar,o(—, xU),

Ay = 0. (2.1.12)
IxU

This identity is indeed clear if v is smooth and compactly supported in I x U, and we can then
obtain the general case by density.

In certain situations, it is useful to work with variations of Hrl)ar(l xU) in which the exponent

of integrability is p € (1, c0) rather than 2. So we also define the function spaces

Wok(IxU) ={ue P (I;W"P(U)) : dpue LP (I W P(U))}, (2.1.13)
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which is the closure of bounded smooth functions on I x U with respect to the norm
HUHwég;(le) = ”uHLP(I;ELp(U)) + Hatuny’(l;w’l-p(U))' (2.1.14)

Similarly to HJ,. (I xU), we denote by Wpé’?u(I x U) the closure in Wp P(I xU) of the set of
smooth functlons with compact support in (I_,I,] x U. Finally, for every parabolic cylinder V,

we denote by W20 loc(V) par 10c(V), and so forth, the functions on V' which are, respectively,

elements of Wpar( ) and H. paLr(I/V), etc, for every subcylinder W ¢ V with W c V.
We next turn to the definitions of the negative parabolic Sobolev spaces. We denote by

par(V) and H ar(V) the dual spaces to par(V) and H ar L(V), respectively, with (normalized,
scale-invariant) dual norms given by

g2 = s { £, fu s we B V), ol vy <1)

(2.1.15)
. ) 1

”f“ﬁ;}lr(\/) T Sup{]€ Jw:we Hpar,u(v)a HwHﬁédr(V) < 1} ’

As explained above, the notation ][v fw should be interpreted as the canonical pairing between

par(V) or f e par(V) respectively, and w € Héar(V) or w € Hrl)amu(‘/)7 which extends

the actlon of bounded smooth functions on H! (V) or Il,aru(V) We similarly define the

par
space Wp P(V') to be the dual space of the Banach space Wp;ﬁ L(V), where p’ : = —£- and endow
it with the (normalized, scale-invariant) norm
1,p'
sy = s { £ g s w e WL, oy, <1} (2.1.16)

Recall that negative Sobolev norms arise naturally when one wishes to quantify weak convergence
in LP or positive Sobolev spaces (see [4, Section 1.4]). This is indeed their purpose in this chapter.

The O, notation

Since the random variables we encounter in this chapter are very often the sum of a determi-
nistic quantity and a “small” random part, it is useful to work with the notation introduced in [6]
for expressing the sizes of random variables (essentially, an alternative notation for certain Orlicz
norms). It is intended to remind us of “big-O” notation and is convenient because it compresses
some of our computations and makes our inequalities easier to understand at a glance.

If X is a random variable and s,k € (0, 00), then we write
X < O4(k)

as a shorthand for the statement that

E[exp((%)s)] <2 (2.1.17)

Roughly, this means that “X is of order k with stretched exponential tails with exponent s.”
More precisely, we can use Chebyshev’s inequality to see that

X <O4(k) = YA>0, P[X > M] <2exp(=A°). (2.1.18)
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The converse of this statement is almost true : for every k > 0,
VA20, P[X 2] <exp(-X) = X <0O,(276). (2.1.19)
This can be obtained by integration. We also use the notation
X =04(k) —= X <O4(k) and - X < O4(k).

Similarly, we write X <Y + O4(k) to mean that X —-Y < O4(k) and X =Y + O,(k) to mean that
X -Y =04(k). If s €[1,00), then Jensen’s inequality gives us a triangle inequality for Os(+) in
the following sense : for any measure space (E,S, i), measurable function K : F — (0, 00) and
jointly measurable family {X(z)},.5 of nonnegative random variables, we have

Vze B, X(2)<Oy(K(z)) = [EXd,usOs(fEKdu). (2.1.20)

If s € (0,1], then the statement is true after adding a prefactor constant Cs > 1 to the right side.

For a proof of (2.1.18)-(2.1.20)), see [4, Appendix A].

2.1.4 Statement of the main results

We present two main results. The first provides an algebraic convergence rate for the ho-
mogenization limit of the Cauchy-Dirichlet initial-value problem in a parabolic cylinder I x U,
where U ¢ R? is a bounded Lipschitz domain. This is a parabolic counterpart of a theorem proved
in the elliptic setting in [§] (see also [4, Theorem 2.16]).

Theorem 2.1. Fiz s€ (0,2 +d), a bounded Lipschitz domain U € By, an interval I := (I_,0) C
(—%,O) and an exponent § > 0. Put V := I x U. There exist an exponent B(6,V,d,\) > 0, a
constant C(s,V,9,d,\) < oo and a random variable X satisfying

X =0:(0)

such that the following convergence result holds : for each € € (0, %] and initial-boundary condi-

tion f € Wplé%w (V), denoting
t x

and taking u®,u € f + Hgar’u(V) to be the solutions of the Cauchy-Dirichlet problems

ot =v-(a°vu') =0 nV, du-Vv-(avu)=0 inV,
{ U (a°vu®) in and { U (avu) in (2.1.21)

ut = f on d,V, u=f on duV,
we have the estimate
|V = Vul gy vy + 05V~ BVl gy + 1~ ul o
B(2+d-s) s
<Clflyrews iy (2 +Xet). (21.22)

As well as estimating the homogenization error, notice that the estimate (2.1.22)) quantifies
the weak convergence in L?(V) of the gradients and fluxes of u® to those of u. The random
part of the error, namely Xe® for an s arbitrarily close to 2 + d, is very small compared to the
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deterministic part, ° (2+d=3) Tt is also important for applications to observe that X is independent
of the initial-boundary condition f.

On the right side of , we have split the error into a possibly rather large deterministic
part (large, since we do not control the smallness of 5 > 0) plus a random error. While the typical
size of the error is estimated suboptimally, since 8 > 0 is small, the tail behavior of this random
part is sharply estimated. In particular, we see that the probability for the term (&” (2+d=s) 4 yes )
to be O(1) is smaller than exp(-e~*/C), for arbitary s < 2 + d. This estimate is sharp, in the
sense that it would be false for any s > 2 + d. We refer to [4, Remark 2.5 and Section 3.5] for
similar considerations in the elliptic setting.

The second theorem we present here is a large-scale regularity result, a parabolic counterpart
to [4, Theorem 3.6]. In particular, we seek to classify all ancient solutions of the parabolic equation
which exhibit at most polynomial growth at infinity and backwards in time. This requires us to
introduce some additional notation.

We denote polynomials in the variables ¢, z1, ..., x4 by P(RxR?). The parabolic degree deg,,(w)
of an element w € P(R x RY) is the degree of the polynomial (¢,z) ~ w(t?,z). For each k ¢ N we
let P (R x R?) be the subset of P(R x R%) of polynomials with parabolic degree at most k. For
a >0, we say that a function ¢ : RxR¢ > Ror ¢ : (=00,0] xR?% - R is parabolically a-homogeneous
if

VAR, (Nt x) = X(t, x).

Any element of Py(R x R?) can be written as a sum of at most C'(d, k) < co many parabolically
homogeneous polynomials.

We denote by Ai(Qoo) the set of a-caloric functions on Qe with growth which is strictly less
than a polynomial of parabolic degree k + 1 :

Ap(Qoo) =
{w € H), (Qoo) : limsup (kD) |wll2¢g,) =0, dw-V-(avw) =0 in Qoo} :

r—>00

It turns out that A(Qe) coincides with the set of a-caloric polynommls of parabolic degree at
most k. That is,

A(Qoo) = {wlg.. + wePL(RxRY), w -V - (aVw) =0 in Rx R} (2.1.23)

The vector space of n-homogeneous a-caloric polynomials is isomorphic to that of n-homogeneous
polynomials of R?. This can be shown by backwards uniqueness and the fact that this vector
space is spanned by products of homogeneous a-caloric polynomials depending only on ¢ and
one of the space variables (see for instance [42] or [35, Proposition 1.1.1]). In any case, we have
that dim(A(Qw)) = () < 0.

In the next result, we generalize the parabolic Liouville theorem implicit in (2.1.23)) to a(z)-
caloric functions. At the same time we provide a quantitative version of this Liouville principle, in
other words, a C*'-type regularity estimate. Denote, for every parabolic cylinder I x U ¢ RxR?,

A(IXU):={w€H11, (IxU):ow-v-(avw)=0in I xU}

ar, loc

2. a-caloric polynomials are often called heat polynomials in the literature, in the case a = I
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and, for every k e N,
Ar(Qoo) = {w € A(Qo) : limsupr~*+D) lwl2 g,y = 0},

Note that these vector spaces are random since they depend on a € ). The following theorem is
a parabolic analogue of [4, Theorem 3.6].

Theorem 2.2 (Parabolic higher regularity theory). Fiz s € (0,2 +d). There exist an exponent
0(s,d,\) e (0, %] and a random variable X satisfying the estimate

X, < O, (C(s,d,A)) (2.1.24)

such that the following statements hold, for every ke N :

(i), There ezists C(k,d,\) < oo such that, for every u € Ar(Qo), there exists p € Ax(Qoo) such
that, for every R > X,

lu =2l 120 S CR 1Pl 2001) (2.1.25)

(i), For every p e Ay(Qw), there exists u € Ay(Qoo) satisfying [2.1.25)) for every R > Xs.

(iii), There exists C'(k,d,A) < oo such that, for every R > X, and u € A(QR), there exists
¢ € Ap(Qoo) such that, for every r € [Xs, R], we have the estimate

r k+1
lu= 2o <C(5)  Tulzn- (2.1.26)

In particular, we have, P-almost surely, for every k e N,

d+k)

dim(Ax(Qw)) = dim(Au(Qw)) = (*

(2.1.27)
Observe that, as in the elliptic case, even for k = 0 the third statement of Theorem gives

us an important gradient estimate on solutions. Indeed, the combination of statement (iii), and

the Caccioppoli inequality yields that, for every R > X, u € A(Qr) and r € [X;, R], we have

IVul L2,y < ClVulL2qp) -

This should be seen as a C%!-type estimate and compared to pointwise gradient bounds for the
solutions of the heat equation.

The proof of Theorem [2.2] is obtained as a consequence of Theorem [2.1] and a routine adap-
tation of the proof of [4, Theorem 3.6|, which is the statement of the analogous result in the
elliptic case. In Section we explain the modifications required in the parabolic setting.

Soon after the first version of this proof was submitted and posted to the arxiv, a new preprint
of Bella, Chiarini and Fehrman [10] appeared which contains a large-scale regularity result which
has some overlap with Theorem In particular, under qualitative assumptions, they obtain
the statement of Theorem in the case k =1 with the estimate on X; replaced by the
qualitative bound P [X < oo] = 1.
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2.1.5 Outline of the chapter

In the next section, we introduce the subadditive quantities inherited from the variational
structure of the equation and record some of their basic properties. For convenience, the varia-
tional formulation of uniformly parabolic equations is recalled in a self-contained presentation in
Appendix In Section we present several functional inequalities which are needed later
in the chapter. Of particular interest are inequalities giving us control of certain weak norms of
functions in terms of the spatial averages of the functions in cubes as well as Caccioppoli-type
inequalities giving us control of strong norms of solutions in terms of weak norms. Section
is the heart of the chapter, where we prove the convergence of the subadditive quantities by
an iteration over the length scales. In Section we demonstrate how to pass from control
of the convergence of the subadditive quantities to general homogenization results. Finally, in
Section [2.6] we summarize the passage from the quantitative homogenization results to the higher
regularity theory (which is entirely analogous to the elliptic setting). In Appendix , we give
local and global versions of the Meyers higher integrability estimate for gradients of solutions.
We remark that the statement of the global Meyers estimate we prove appears to be new and
somewhat sharper compared to what has previously appeared in the literature.

2.2 Variational structure and subadditive quantities

2.2.1 Variational formulation of parabolic equations

As we now explain, the solution of a parabolic equation can be obtained as the minimizer of
a uniformly convex functional. This is an entirely deterministic statement, valid for an arbitrary
fixed coefficient field a € €.

The following proposition states the solvability of parabolic equations. It relies on convex
analysis and calculus of variations, and is close to the main result of [23] (see also the monograph
[22]). We provide a self-contained proof in the appendix in the more general setting of maximal
monotone operators, and for a larger set of pairs (w,w™) ; see Proposition

Proposition 2.3 (Parabolic variational principle). Let J be defined below in (2.2.4)). For each
we H, (IxU) and w* e L*>(I; HY(U)), the mapping

par

{ w+HL, (IxU) - R

U > J[u,w]

1s uniformly convexr. Moreover, its minimum is zero, and the associated minimizer is the unique

uew+ Héaw(l x U) solution of
(O —vV-aV)u=w" inIxU. (2.2.1)
Equation is interpreted as
Vo e LA(I; HY(U)), fsz Vé-avu = fsz & (w* - By (2.2.2)

The left side of (2.2.2)) can be more explicitly written as

fle Vo(t,x)-a(t,z)Vu(t,x)dt dx,
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while the right side of (2.2.2]) could be more properly written as
[0t (w* = dru)(t.)) dt,

with (-,-) the duality pairing between H}(U) and H-*(U).
We proceed to define the functional J appearing in Proposition To start with, we de-
compose the matrix a into its symmetric and skew-symmetric parts :
a(t,z)-a'(t,z)
2 )

a(t,z) +a(t,x) 7

s(t,z) = 5

m(t,z) =
and set ] .
A(p,q,t,2) = 5p-s(t2)p + 5 (g - m(t,2)p) -5~ (1, 0) (g - m(t, 2)p), (2.2.3)
so that the following lemma holds.
Lemma 2.4. There ezists a constant C(A) < oo such that, for every (t,x) € R x R%,
(p,q) = A(p,q,t,x) = CH(|p]* +]g|*) s conves,

and
(pa q) g A(pv q, ta :E) - C(|p|2 + |Q|2) 1S concave.

Moreover, for every (t,x) e R xR? and p,q € R?,
A(p7 q7t7 x) 2p-q,
with equality if and only if q = a(t,x)p.

Proof. We briefly recall the proof—see also [7, (2.6)]. The fact that (p,q) » A(p,q,t,x) is
uniformly convex and C™! follows from the definition of Q in (2.1.5). The second part of the
lemma is a consequence of the identity

A(p,q;t,x) ~p-q= %(a(t, z)p-q)s ' (t,z)(a(t,z)p - q).
0

The functional J appearing in Proposition is defined, for every u € H;ar(l x U) and
u* € L2(I; HY(U)), by

J[u,u*] :=inf {/IxU (A(Vu,g,")-Vu-g) : -V-g=u" - 8tu} . (2.2.4)

In the infimum above, we understand that g e L2(IxU; ]Rd), and the last condition is interpreted
as

Vo e LALHYU)), [ Vo-g= [ o -ow).

In the integral on the right side of (2.2.4)), the dot “-” in the expression A(Vu,g,-) stands for
the time-space variable, that is,

fIxU (A(Vu,g,-) - Vu-g)
B \/I\‘[U (A(VU(t,m)’g(t,x%t’x) - Vu(t,:v) ‘g(t,iﬁ)) dx dt.
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2.2.2 Subadditive quantities and basic properties

In this subsection, we define the subadditive quantities and collect their basic properties.
Although their definitions are actually very natural and intuitive, many readers will not find
them to be on first reading. In order to understand the motivation for studying them, it is best
to first have some familiarity with the elliptic case with symmetric coefficients, which is described
in [4]. Indeed, much of what appears below can be compared to Chapter 2 of [4], and in fact
this chapter can be seen as a generalization of [4, Chapters 1-3] to the parabolic setting. Now,
since the subadditive quantities are endowed from the variational structure of the equation, it is
natural that the parabolic versions should be somewhat more complicated than the elliptic ones.
A similar issue was encountered in [7], where subadditive quantities were defined and analyzed
for “non-variational” elliptic equations.

In any case, the most convincing demonstration that these are the “right” quantities will have
to wait until Section [2.5] where we prove that quantitative information about the convergence
of the subadditive quantities can be translated directly into control of the first-order correctors
and therefore into estimates on the rate of homogenization.

Without further ado, we give the definitions of the subadditive quantities. For every Lipschitz
domain U ¢ R?, bounded interval I € R and p,q € R?, we define

IxUp,q)=  inf ][ A g+h,), 2.2.5
p(I xU,p,q) oS ey Tt (p+Vv,qg+h,) (2.2.5)

where the infimum is taken over (Vov,h) ranging in the space
Co(IxU):= {(vv,h) e > (IxURY? : veH}, o(IxU) and

Vo e LA(I; H(U)), fww-h:—fwww}. (2.2.6)

Since ¢ € L*(I; HY(U)) and dv € L*>(I; H'(U)), the last integral is well-defined, in the usual
interpretation as

[ (ot 0wt ) at,

where here (-,-) denotes the duality pairing between H'(U) and H~'(U). Testing the condition
in (2.2.6) against the function ¢(t,x) := p-x and integrating by parts in time, we see that any
candidate h must satisfy

h=0. 2.2.7
IxU ( )

The dual subadditive quantity p* is defined, for every p*,¢* € R%, by

M*(IX Uvq*vp*) = sup ][ (_A(vuagf)-’-q*'vu"'p*'g)? (228)
(Vu,g)eC(IxU) JIxU

where the supremum is taken over (Vu,g) ranging in the space

C(IxU):= {(Vu,g) e L2(IxU;RH? - we HL, (IxU),

par

Vo e L2(I: H(U)), fww-g:—fwap@u}. (2.2.9)
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Note that for each p e R? and (Vv,h) € Co(I x U), we have (p+ Vv,q+h) e C(I xU). Using also

[2.1.12) and (2.2.7)), we thus deduce that for every p,q,p*,¢* € RY,
w(IxUq",p*)2q" -p+p*-q-pu(l xU,p,q). (2.2.10)

That is, the function (¢*,p*) » p* (I x U,q*,p") is bounded below by the convex dual of the
function (p,q) = (I xU,p,q). As in the elliptic case (see [, Lemma 3.1] and [6]), we will combine
@ and p* into a master quantity denoted by J which monitors the defect in this convex duality
pairing. For concision, we set

Vi=IxU, (2.2.11)
and define a 2d-by-2d matrix field A : R x R? » R24*2d hy

A(t,z) = (S(’f’f’f) -m(t,2)s™ (t,2)m(t, x) m(t,$)s_1(t,x)) |

-s }(t,z)m(t,z) s7i(t,x)
so that

A(p,q,t,x)z%(Z)-A(Z).

This notation allows to rewrite the definitions of ¢ and p* in (2.2.5) and (2.2.8) in more compact
notation : for every X, X* e R%¢ we have

1
V.X)= inf ][—S-AS, 2.2.12
& ) SeXlJrnco(V) V2 ( )
1
pw (V,X*)= sup (——S-AS+X*-S), (2.2.13)
sec(v)JV \ 2
and the inequality (2.2.10) can be rewritten as
WV, X*) 2 XX — (V. X). (2.2.14)
We now set
S(V) = {(Vv,h)eC(V) L V(V6,E) € Co(V), fv(vf)-A(Vh”):o}, (2.2.15)
and for every X, X* e R%?,
1
J(V,X,X*) = sup (——S'AS—X-AS+X*-S). (2.2.16)
s5es(v)yJV \ 2

The master quantity J can be rewritten in the following more explicit notation :

(0 G-
i £ ()2 00)-C) 2 () 6) () e

The next lemma shows that J monitors the defect in convex duality between p and p*.



50 Chapitre 2. Parabolic equations

Lemma 2.5. For every X, X* e R%?,
JV, X, X)) =p(V,;X)+p (V,X")-X-X". (2.2.18)

Moreover, the maximizer S(-,V, X, X*) in (2.2.16)) is the difference between the mazimizer of p*(V, X*)
in (2.2.13) and the minimizer of u(V,X) in (2.2.12)).

Proof. We first argue that, for every X* e R??,

p*(V,X*)= sup (—lS-AS+X*-S). (2.2.19)
Ses(vyJV \ 2

Let S* € C(V) denote the maximizer in the definition of u*(V, X*). Note that, for every X* ¢ R
and S € Co(V),

][ X*.5=0. (2.2.20)
U

By the first variation for p*, we deduce that
V.S e Co(V), fvs’-AS* -0,

That is, S* € S(U), and thus (2.2.19) holds.
Let X = (p,q) € R?? and
So = (V’U,h) eX +C0(V) (2.2.21)

denote the minimizer in the definition of u(V,p,q) = u(V, X). For every S € S(V),
1
M(V,X)+][V(X* -S—ES-AS) XX

:]{/(%SO‘ASO_%S'AS"_X*'S)_X'X*' (2.2.22)

By (2.2.21)), we have X = §,, Sp. For each S e S(V),

][S-ASO:][S-AX,
174 1%

and this last identity holds true in particular for S = .Sy. We obtain that the left side of (2.2.22))
is equal to

£ (-5(5-50)-A(5-50) - X-A(S-50)+ X" (5-50).

We compare this result to the identites (2.2.19)) and (2.2.16) to obtain the lemma. O

The next lemma collects elementary properties of J and its minimizer. It can be compared
with [4, Lemma 2.2].

Lemma 2.6 (Basic properties of J). The quantity J(V, X, X*) and its mazimizer S(-,V, X, X*)
satisfy
the following properties :

— The mapping (X, X*) ~ J(V, X, X™) is quadratic.
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— Uniformly convex and C! in X and X* separately. There exists a constant C(d, A) < oo
such that, for every X1, X2, X* e R%?,

1 9 1 " 1 " 1 1 "
5|X1—X2| S§J(V,X1,X )+2J(‘/,X2,X ) J(V,2X1+2X2,X )
<C|X;-Xo)* (2.2.23)

and, for every X{, X5, X e R,
1 * %2 1 * 1 * 1 * 1 *
6|X1 _X2| < §J(‘/7X7X1)+§J(‘/7X7X2)_J(‘/7X)§Xl +§X2)
<CIX;-X37. (22.24)

— Subadditivity. Let Vi,...,Vy €V be parabolic cylinders that partition V , in the sense that
VinVi=@ ifi+j and

N
‘V ~UVil=0.
i=1
For every X, X* e R*, we have
N 11/
J(V,X,X*) < E%J(VZ-,X,X*). (2.2.25)
i=1

— First variation for J. For X, X* e R?, the function S(-,V,X,X*) is the unique element
of S(V') such that

VT eS(V), ﬁT-AS(-,V,X,X*) - ][V(—X-AT+X*-T). (2.2.26)

— Quadratic response. For every X, X* e R?? and T e S(V),

= fm-se VX X
sJ(V,X,X*)-][V<-%T.AT-X-AT+X*-T)
< C][V T - SV, X, X)°. (2.2.27)
— Formulas for derivatives of J. For every X, X* ¢ R*¢,
VxJ(V, X, X*) = —][VAS(-,V,X,X*) (2.2.28)

and

Vo J(V, X, X*) = ][VS(-,V,X,X*). (2.2.29)

Proof. Since these properties are easy to check and their proofs are almost the same of those
of [, Lemma 2.2|, we omit the details. O

Remark 2.7. Since X* — p*(V, X™) is a quadratic form, we obtain from ([2.2.28]) and Lemma
that

]{/5(-,‘/,)(,0)=VX*J(V,X,0)=—X, (2.2.30)
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a property which also follows directly from the definition of p in (2.2.12)) and the identification
of —=S(-,V, X,0) as the minimizer in this definition. From (2.2.29)) and Lemma we also obtain
the dual identity

][VAS(-,V,O,X*) - X",

In the next lemma, we relate the space S(I x U) with the space of solutions of the parabolic
equation and of its dual. Define the vector space A(I x U) to be the set of weak solutions
we HL, (I xU) of the equation

par

Ou—-V-(avu)=0 in I xU,

and the vector space A*(I x U) to be the set of weak solutions u* € H! (I x U) of the dual

par
equation

8tu*+v‘(atVu*) =0 inIxU.
Note that the direction of time is reversed in the dual equation. Precisely,

A(I xU) :=

{ueﬂgar([xU) Yw e LA(L; HY(U)), flewatu:—fMVw-aw},

A*(IXU) =
“eH (IxU): Ywe L2(I; H (U f a*zf at }
(el vwe P HWY, [ woac= [ vu-dva
Lemma 2.8. We have
S(V):= {(Vu+ Vu*,aVu—atVu*) cue AV), u' e A*(V)}, (2.2.31)

Proof. Recall that V =1 x U, and denote by S’(I xU) the set on the right side of (2.2.31)). The

condition

Vo, f)-A(Vv,h) =0
[ (76.6)-A(vv.h)
appearing in (2.2.15)) can be rewritten more explicitly as

fle(V¢-va+ (f-mve)-s™' (h-mvv)) =0. (2.2.32)

We first verify that S(I x U) ¢ S'(I x U). The space {0} x LQ(I,Lgol’O(U)) is a subspace of
Co(I x U). Hence, if (2.2.32)) holds for every (Vo,h) € Co(I x U), then in particular

vE e L2(1; 12, 0(U)), fI fes7 (h-mvo) =0,

In other words, s™'(h - mvv) belongs to the space orthogonal to L*(I; L%, ,(U)) in L*(I x U).
That is, there exists w e L2(I; H*(U)) such that

s (h-mvv) = Vuw,

and we deduce that for every (Vo,f) € Co(I x U),

[[XU (Vo (sVv+mvVw) —wdp) = 0.
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Denoting by A]’\,l the solution operator for the Laplace equation on U with null Neumann boun-
dary condition, we observe that for each ¢ € Héar,o(l x U), the pair (V¢, VAR (9:¢)) belongs to
Co(I xU). The identity above therefore holds for arbitrary ¢ € le)ar,()(l xU), and we thus deduce
that dyw € L*>(I, H1(U)). We can then integrate by parts in time and obtain that

Vo e HL, o(IxU), fw (Vé- (sVo + mVw) + ¢ dw) = 0. (2.2.33)

This property can be extended to arbitrary ¢ € L*(I; Hi(U)) by density. The additional requi-
rement that (Vv,h) e C(I x U) brings

v e L2(1; H (D)), /1 (V- (sTw+ mTv) + ¢ 9yo) = 0. (2.2.34)
Setting
u = %(U+w), u* = %(v—w), (2.2.35)

we deduce that uwe A(I xU),u* € A*(I xU), with
1

U:E(quu*)7 h=avu-a'vu*,
and this completes the proof that S(I xU) c §'(I xU).
Conversely, given v € A(I xU) and u* € A*(I xU), we set

v=u+u", wi=u-—-u", h:=avVu-aVvu* =sVw + mvo,
and observe that
aVu +a'vu' =sVv+mvw.

The identities (2.2.33) and (2.2.34]) follow. This implies that the condition (2.2.32)) is satisfied
for every (Vo¢,f) € Co(I x U), and hence that (Vv,h) € S(I x U). We have thus shown that

S'(I xU)cS(IxU), which completes the proof. O
Remark 2.9. Note that for S = (Vu + Vu*,avVu - a'Vu*) € S(V'), we have
AS = (avu +a'vu*, Vu-vu*). (2.2.36)

Indeed, is implicit in the proof of Lemma above and can also be checked by a direct
computation. In particular, Vu can be written as one half the sum of the first component of S
and second component of AS, and aVu can be recovered similarly. This observation is needed
in Section [2.5|in the construction of (approximate) correctors.

2.3 Functional inequalities

We collect here some functional inequalities which will be useful in the rest of the chapter.
The two main results are a “multiscale” version of the Poincaré inequality, and a Caccioppoli-type
inequality for elements of S(m@,). The proof of the latter is based on a parabolic version of the
Helmhotz-Hodge decomposition of vector fields, which is of independent interest.

We first recall a useful version of the Poincaré inequality, for functions of the space variable
only.
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Lemma 2.10. Let ¢ € L*(0,) satisfy
][ b=1.

On

There exists C(d) < oo such that, for every u e HY(Oy,),

u—]énuw

Proof. By the usual Poincaré inequality, all we need to show is that

£ =)

Let w be the solution of the Neumann problem

{—szl—zp in O,

<C Vu| - . 2.3.1
ULl o | I Pov (23.1)

<Ol 2o IVl 1o - (2.32)

n-Vw=0 on d0O, .

Notice that this has a solution because [, (1-1%) = 0, and we have the H? estimate (see for
instance [4, Lemma B.18])

[Vl < CI =%l 2o,y < C (14 1% 2(0,) < C Il 2o,

Testing the equation for w by u thus yields

‘]énu(l—d;)‘z‘]énVu-Vw‘

<OVul g gy IVl
<Ol IVulgr g,y -
O

For every parabolic cylinder V and f € L'(V), we recall that we use the following shorthand
notation for the spatial average of f over V :

(flv:= ][V f. (2.3.3)

By the standard Poincaré inequality in 1 + d coordinates, we have
[u - (Wanll 2@, < C3" VUl 2o,y + O3 [0l 2, (23.4)

In the context of parabolic equations, it is natural to try to preserve a matching between the
number of times a function is differentiated in space and half the number of times it is differen-
tiated in time. The estimate is not consistent with this scaling. The purpose of the next
proposition is to obtain such a bound—see also Corollary below.

Proposition 2.11. There exists C(d) < oo such that, for every u € Héar(ﬂn) and g € L*(m,;RY)
satisfying Oyu =V - g, we have

o= o, g2y = O (190 1, 0) * 821 017 )
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Remark 2.12. In the statement of Proposition (and similarly for Corollary and Pro-
position below), the condition dyu = V - g is interpreted as

Vo € L2(Ly; H (On)), fm V(b-g:—fm m

Equivalently, this amounts to saying that (Vu,g) € C(@,). As an example, we can always take
g = VAa}ﬁtu, where Ag}L is the solution operator for the Laplacian in O, with null Dirichlet
boundary condition.

Proof (Proof of Proposition [2.11)). Let ¢ € C°(Q,) be a smooth function of compact support
in O, such that {3 ¥(z)dr=1,0<% <2, and
3" Hvd}”L“(Dn) + HVQdJHLN(Dn) < 03—271‘ (235)

We write (u)g, = fo u(2)y(z)de and (u)g = f, u(z)dz. Using the Poincaré inequality (in
the form given by Lemma [2.10)) in time slices gives, for every ¢ € I,,,

uct,) = ((t; N, ol 2, < CIVEE G g, -

Thus )
2
ﬁn ]én lu(t,z) - (u(t,")g, | dwdt< C]i [Vt ) g g, dt: (2.3.6)

Since 1 € HY(U) and V¢ € H} (U;R?), we have, for every ¢ € I,,,
01 (ut. e, ol = | £, v@)0utt,2) o
| £ vo) gt @) da

<OVl o, 180 g1 o,
<C37 gt ) g1 a,) -

Thus

(u(t, -))Dyw - ][I o Y(x)u(t,z)dx dt‘

< fI 10c (u(t,)) g, ] dt
303_%/] ||g(tv‘)Hg‘1(\:|n) dt
=C]€ Hg(t,')Hg-l(m") dt.

Combining this with (2.3.6]), we obtain

1. %.

2
2
< C]gn [Vult, Mg g, @+ (]€ Ig(t, ) g1 o) dt) '

sup
tely,

2
dx dt

u(t.e)- f, v(uls.)dsdy

Since
lu-(u)a, ||£2(mn) = iﬁlﬂg Ju- C||L2(E|n)7

this yields the announced result. O
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Corollary 2.13. There exists C(d) < oo such that, for every u € Hrl)ar(mn) and g € L*(@,,R%)
satisfying Ou=V - g,

2@ SO (HV“H@Z(EH) + Hg\\y(mn)) : (2.3.7)

Hu - (u)EIn

Proof. This follows from Proposition and the inequalities

lol L2 (1,311 ) < ”””y(zn;ﬁ’l(mu) <03 l2a,) -
O

Remark 2.14. Recall from Remark that in the statement of Corollary [2.13] we can take
g = VAZ! dyu. Moreover, there exists C(d) < oo such that, for every fe L*(I,; H '(0y)),

CUA 2 (st 00y < 1V 2@y < CI 2t (00))-

Indeed, by the standard Poincaré inequality, the norm |-| ;1 (o) 18 equivalent to the norm u +

[Vul 2(q,) on Hg(d,), and moreover,

sup{Jé fo ¢ e L*(In; Hy(Dn)), V0|12, 31}

cswn{ £ v6-vAZLS ¢ 0 L2 HY(O), 1961120 < 1)
= ”VAEi,f”y(mn)-

In particular, on the right side of (2.3.7), we can replace the term [g] ;25 ) with the quantity

10l 21,1 (0,

The next proposition allows to obtain a control of the Hgalr(V) norm of a function from a
knowledge of its spatial averages over large scales. For each m,n e N, m <n, we set

Z,=[(37"2) x (3"2%) ]| n &, (2.3.8)

Although Z,,, depends on n, we keep this dependence implicit in the notation, since its identity
will be clear from the context. This is a parabolic version of the inequality which first appeared
in [5, Proposition 6.1].

Proposition 2.15 (Multiscale Poincaré inequality). There exists C(d,A) < oo such that, for
every n>1 and f e L*(@,),

1
n—1 2
Hng;l (@) < CHf”E(En) +C Z 3" (|Zm|_1 Z |(f)Z+E|m|2) :
“par m=0

2€Zm

Proof (Proof of Proposition . Recalling (2.1.15)), we fix g € le)ar(lz‘n) such that

Igll g2 (@) S L (2.3.9)

==par

and decompose the proof into two steps.
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Step 1. In this step, we show that there exists a constant C(d) < oo such that, for every
me{0,...,n},

> fzm 9= (9):z4m,,° < C| @, |37 (2.3.10)

2€Zm

By Corollary and Remark [2.14] the left side above is bounded by

2 2 2
O3 [ | > (199032 s,y + 100032yt 100))

2€Zm

where we write z = (29, 2) € Z x Z¢. The contribution of the first term is easily estimated, since

by (£39).

(®n | 5 199125,y = [, [99F <80l

2€Zm,

For the second term, we write

2
> Hatg”ﬁ(zoum,ﬂ*l(z'mm))

2€Zm

2
= sup z 0. 0| : @€ L2(z0 +Im;H3(z'+Dm)), Vo] 12(00m y <1t
zZ+[E E=4 ( m)

2€Zm,

For ¢, satisfying the conditions in the supremum above, we have

o 2 (o 6-09) = f c%g( oo f <z>zatg)

2€Zm
<gl 2@y | 2 ¢z[ ¢-01g
26Zm Z+En

L2(1n§£1(‘:‘n))

Notice that, by (2.3.9)), the first term on the right side of the previous inequality is bounded by 1.
Moreover, by the normalization of the functions ¢,,

2 2

<C

> o [ o, B0 > vo. [ o G010

2€Zm L2(In;:H(On)) 2€Zm L2(@n)
< C’ Em | Z ([ ¢ atg)Q .
| En | 2€Zm Z+0m

Combining the last three displays, we arrive at

| &y, |

2
2 N0 2t 710 < g

2€Zm

and this completes the proof of (2.3.10).
Step 2. We aim to control Jlmn fg, which we decompose into

£ f9=f 19~ @)+ (D (9. (23.11)
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By the definition of the Héa
inequality,

norm in (2.1.10]), we have (g)m, < 3", and therefore, by Jensen’s

T

(Nan (g)mné?’”!(f)mnlﬁmn1(!Zn-1|1 > \(f)z+mn1|2) : (2.3.12)

ZEZn,l

We then proceed to decompose the first integral on the right side of (2.3.11) recursively. For
every me{0,...,n—1} and z € Z,,,1, we have

fmmﬂ F(9-(9)z0m,.,) = > fymm f(9-(9)ym,,)

YEZmN(z+B8m+1)

+| B | > (Dyre, = Dzsgpn) (Pyia,, - (23.13)

YeZmN(2+8m+1)

Summing over z € Z,,,1 and using Holder’s inequality, we get

> f F(9-(Dyia,,)

yEZm Y+Em

[z+l3m+1 f ' (g - (g)z+\3m+1) <

2€Zm+1

+mm|( > |<g>y+mm—<g>z+mm+l|2) (Z \(f)ymmf) .

Z62m+1 yezm
YeZmN(2+8m+1)

By Jensen’s inequality, we have, for each z € Z,,,,1,

2 2
Z |(g)y+\1\m - (g)z+\3m+1 < Z ]£+\z| ‘g - (g)z+mm+1| J

YeZmN(z+Em+1) YEZmN(z+8m+1)

and thus, by (2.3.10)),

&
Z |(g)y+|z|m - (g)Z+E'77L+l |2 < C M 32m

2€Zm+1 ‘ Em ’
YEeZmN(z+8m+1)

Using also that |Z,,| = | ®, |/| @ | and combining with (2.3.13)), we obtain

‘/';+|3nl+1 f (g - (9)z+\3m+1)

2€Zm+1
1
2
m _ 2
< [ P (9= @)ye,) +C18l3 120 |(D)yes,
YeZy, Y YHEm YeZm
Summing over m € {0,...,n -1} yields

| fa-(@a)

SIS

n—1 . 9
S Z /z+mo f- (g - (9)z+mo) +C |5y 22203771 (|Zm| Z ‘(f)yﬂgm‘ )

z€Zy YeZm
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Hence, by Hélder’s inequality and (2.3.10]),

| - @a)

1 3 n-l 2 :

1 2 -1

<Clo, ([ 1F) +Clanl 3 3m(|zm| > 150 ) .
En m=0 YeZm

Dividing by | @, | and combining with (2.3.11)-(2.3.12)), we obtain

]én fg< CHf”L2(|z|n) +C Zogm(’2m|_l Z ‘(f)’y-HZImF) :

YeZm
Taking the supremum over all ¢ satisfying (2.3.9) yields the result. O

The name “multiscale Poincaré inequality” for Proposition is best understood in conjunc-
tion with the following statement.

Proposition 2.16. There exists a constant C(d) < oo such that, for everyn e N, u e Hrl)ar(mn+1)
and g € L*(@,.1;RY) satisfying Opu = V - g, we have

= (Weanl 2@,y < CIVulg o, * Cl8lg o,00)
Remark 2.17. It is clear that the proof of Proposition can be adapted to show that for
every r > 0, there exists a constant C'(r,d) < oo such that, for every n € N, u € Héar(mn) and
g € L2(@,;RY) satisfying Oyu = V - g, we have

lu= o Iz2(e, ) < CITul g2 o) +ClElg )

Although one can expect that the estimate above still holds for » = 0, we leave it as an open
question here, and content ourselves with an interior estimate.

Combining Propositions and allows to estimate the (interior) L? oscillation of u in
terms of spatial averages of Vu and g (see also [, Proposition 6.1]). The estimate yields better
interior information than the “single-scale” Poincaré inequality provided by Proposition 2.11] as
soon as the spatial averages of Vu and g display non-trivial cancellations over large scales. This
feature will be crucial to our subsequent arguments.

Before turning to the proof of Proposition [2.16] we recall the classical H? estimate for solu-
tions of the heat equation. For simplicity, we state it using periodic boundary conditions in the
space variable. We denote the corresponding function spaces by H#(U), H! #(I x U), etc.

par
Lemma 2.18 (H? estimate for the Cauchy problem). There exists C(d) < oo such that, for every

neN, if feL*(m,) and u e Hrl) ’#(En) solves the Cauchy problem

(O —D)u=f in @y,

32n (2.3.14)
u=0 on G X On,

then Vu e H! 4(Bn) and

par

3_n ||’U,||ﬂ113ary#(lz|n) + ”vu”ﬂéar,#(mn) S CHf”LQ(Eln) (2315)



60 Chapitre 2. Parabolic equations

Proof. By scaling, it suffices to prove the result for n = 0. For each s € Iy, we test equation (2.3.14))
against the function (t,z) — Lycsu(t,x) and get

/(-_ o (u&tu+|vU|2) - f(_l o uf,

2 28

[

which implies

1 2 2
1l Miaay * fy o 9 < Tl 1o

Taking the supremum over s € Iy, observing that

sup [|u(s, )| 22(oy) < 1wl 2 (@)
selp

and using Young’s inequality, we obtain

lullz2(@o) + [Vl L2 @) € Clf 22 @o)-

We now turn to the estimation of | V?uz2(g,). We first observe that by integration by parts, we
have |V2u]12(gy) = |Au] 12(g,y)- Moreover, using (2.3.14), we get

HAUH%Q(E\O) = —[30 Au(f + 0Opu) = /mo fAu- LO Vu- 0 Vu,
with .
2
L v o= v (3700 2 0

and therefore
1A% 22(qg) < £ 22¢a0)- (2.3.16)

We also need bounds on the time derivatives of u and Vu. Note that
10evulr2 gm0 (o)) = Sup{/EO OVu-F o |Fl g2, o) < 1}
—sup{ [ 0wV F Py <1
< Ol p2(mp)>
and we can estimate the L2-norm of dyu using and :
|0l L2(mg) = [ + Aul 2@y < 2 fL2@0)-

The obvious bound

10l 212 (00)) < ClOvull L2(@0)

completes the proof of (2.3.15]). O

Proof (Proof of Proposition [2.16)). By homogeneity, it suffices to show the result for n = 0. Let
¥ e O (R?) be a smooth function with compact support in @_ and such that Jricath = 1. We
decompose the proof into three steps.
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Step 1. Let n e C°(@1) be a smooth function with compact support in E3/4 and such that
n =1 on By In this step, we show that there exists a constant C(d,,7n) < oo such that, for
every u e L?(m),

[ (u=ux) Hﬁgg}r(gl) <C (“VUHﬁgir(ml) + ||g||ﬁ5;r(gl)) ’ (2.3.17)

For each n € N, we set
P 1= 30 FDep (3218, 37).

Since the function t¥_; — g is compactly supported and of mean zero, we can use e.g. [4]
Lemma 5.7] (in 1+ d dimensions) to rewrite it in the form

P_1 =Yg = O:h° + V'h/,

where h = (h°,h’) e C° (R4, R x RY) is supported in m_y (with h° taking values in R and h’ in
RY). For each n € N, we denote
h,(t,z) = (h%, h)) (¢, z) := 3" D32, 3"x),

n

so that
zﬂn—l - wn = 3_2n8th:l +3™ AV h;

Since u * ¥, = u in L2(|1|3/4), we can use the triangle inequality to bound

+o00
In (u—u ) ”ﬁ;;r(ml) < Z |n (u * Pp-1 —u*1y,) Hﬁp—)alr(gl)' (2.3.18)
n=0
We next observe that, for every z € 34,

(s tbumr = )(2) = [ uly) (37200 + 87 V- (2 - ) dy
= [ (50 (=~ v) + 37 Tu(y) W,z - 1)) dy
=37 [ u(y) W,z -y)dy

—3‘2”fE g(y) - Vhy (2 -y) dy,
1

We fix f € H1;1> (21), set f:=nf, and compute

ar
f (w* Yp_1 —u* ) f=3" [ Vu-(f+h!)-37" f g (f*vh).
[Of} O] &1
One can check that there exists a constant C'(d, ), h) < oo such that

17+ 00, @) + 37" 1 VIS, @) < CLF g, (m0)-

Summarizing, we have thus shown that
7 (o1 = ) Lt oy < O3 (IVUl s 1) * I8 71 (o)) -

Summing over n € N in (2.3.18)), we obtain (2.3.17]).



62 Chapitre 2. Parabolic equations

Step 2. Define
() 1= u = (0).

In this step, we show that there exists a constant C'(d,1,n) < oo such that

In (u=e(w)) 7.1 @) < C IVl g1 @) *+ 18171, @) (2.3.19)

This is an immediate consequence of the fact that there exists a constant C'(d, 1)) < oo such that,
for every y, 2 € @34,

fur(2) —us () < C(IVul g1 @) *+ 1871 (@) - (2.3.20)

The proof of (2.3.20) is very similar to the previous step, only simpler : we represent the function
P(-—2)—9(-—y) in the form
oth°+v - h’7
with (HO,H’) e C*°(m1; R x R?), and then obtain (2.3.20)) thanks to an integration by parts.
Step 8. For concision, we write

Ui=u—c(u).

Let x € CZ°(@1) be a smooth function with compact support in @/ and such that x =1 on &.
In this step, we show that there exists a constant C'(d, 1,7, x) < oo such that

Il 2@y < C (IVul s o)+ 18071 o)) - (2.3.21)
Let w e Héar,#(ﬂl) solve the Cauchy problem
(O —A)w = xu in @, (2.3.22)
w=0 on {—% x 0. o
By Lemma [2.18] there exists a constant C(d) < oo such that
ol o+ 1Vl e < ClxTla,). (23.23)

Testing the equation against xu and integrating by parts gives
P2y = [ (Vw7 (@) - wh (1)
= [ (Vw9 (6@ + ¥ (xw) - g - O uid)
<1Vl e (Hv“”ﬁ;;r(ml) HEvxl g @ * ”g”ﬁg;r(ml))
ol (I8l 0 * 89X 75,0 -

Using the result of the previous step and (2.3.23)), we obtain (2.3.21]). This completes the proof
of Proposition [2.16] since

[ = (Wl 22 (mo) < lu = (W) 2@ < X (u = () [ L2(mp)-
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Finally, we prove a Caccioppoli-type inequality for elements of S(3,,).

Proposition 2.19. There exists a constant C(d,A) < oo such that, for every n € N and S «
S(ETL+1)7

-n
190 2@,y < €37 18151 (@)
In order to prove this result, we first describe more explicitly the structure of elements of
Ho (IxU).
Lemma 2.20 (Identification of ﬁg;r) There exists a constant C(I1,U,d) < oo and, for each
u* e L2(I xU), a pair (w,w*) e L>(I; HY(U)) x L*(I; H(U)) such that
u' =0 +w”, (2.3.24)
with
lwl 2 w0y + 10" | 2sm—wyy < Clw’l g, (ewy: (2.3.25)

Let V c V' ¢ IxU be subdomains of IxU such that V ¢ V'. If u* vanishes outside of V, then there

exists a pair (w,w*) € L*(I; H3(U)) x L*>(I; HY(U)) satisfying [2.324)-(2.3.25) for a constant
C(V,V' 1,U,d) < oo, and such that w and w* vanish outside of V'.

Proof. Denote by Aai the solution operator for the Laplacian in O,, with null Dirichlet boundary
condition. We observe that

(u,v) ]ng (|U|_%uv +Vu- Vo + VAR dpu - VA&latv)

is a scalar product for the Hilbert space Héar(l xU). By the Riesz representation theorem, there
exists a unique u € Hy, (I x U) such that, for every v e H., (I x U),

][ uv = ][ (|U|_%uv+VU-VU+VA[}18tu-VA516tv),
IxU IxU
and moreover, by testing this identity with v = u, we obtain

HUHHgar(IxU) < C\\U*Hﬁ;r([w)- (2.3.26)

We set ,
w=Adu and w* = |U[ du - Au.

The estimate (2.3.25)) follows from ([2.3.26[). For v € Héar(l x U) with compact support in I x U,

we have
][ uv = ][ (w* v+ dwv).
IxU IxU

Since u* € L?(I x U), we can argue by density to infer that w* + dyw € L?(I x U). The identity

above then implies (2.3.24)).

If u* vanishes outside of V' ¢ I x U, then we select a smooth cutoff function 7 such that n=1
on V and n =0 outside of V', and we write

" =nut =n(Ow +w”)

= Oy(nw) + nw™ — wn.

This decomposition yields the second part of the statement, by standard comparisons of norms.
O
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Proof (Proof of Proposition 2.19). By scaling, we may fix n = 0. In order to localize an element
S € §(1) into an element of Cp(m;) and thus be able to use the orthogonality property in
the definition of the set S(@1), see (2.2.15)), we introduce a version of the Helmholtz-Hodge
decomposition of S which is adapted to the parabolic setting. In order to minimize difficulties
due to boundary conditions, we work with functions which are periodic in the space variable. In
the course of the proof, we will use the elementary variant of Proposition for the standard
heat operator with space-periodic boundary condition.

We decompose the proof into four steps. The first two steps are devoted to the construction
of the Helmholtz-Hodge decomposition of S, and its estimation in relevant norms. The last step
uses this representation to localize S to an element of Cop(@;) and concludes the proof.

Step 1. We write S = (Vu, g) € S(31). We recall that since S(@1) € C(31), we have yu = V-g,
see (2.2.9). The function u is determined up to an additive constant, which we fix so that

][ u = 0.
B3/4

Let 7 € C°(®1) be a smooth function with compact support in @34, such that 0 <7 <1 and
n=1on By We set

U=nu, and Vje{l,...,d}, g =ng;.
For each j e {1,...,d}, let Ty; € Héar,#(ml) be the unique solution of

{(at—A)TOj =g -0n,T  inm, 2,327

Toj =0 on {—% x [O1.

By Lemma there exist (wj,w}) € L*(I; H}(01)) x L?(11; H Y(01)) which vanish in a neigh-
borhood of 0m; and satisfy
) — 02U = Qywj + wj,
with
lwill L2asmr @)y + W)l 2nsm-1(00)) < Cl8 = 02, s @y

Since (wj,w}) vanish in a neighborhood of 9@1, we can interpret this pair as an element of
L*(I; Hy(01)) x L*(In; Hy' (o)),
with the estimate
ijHLQ(Il;H#(Dl)) + Hw; ||L2(11;H;(D1)) <Clg; - afﬂja’Hﬁgér(Bl)'

Since g; — 0., € L*(m,), it is clear that dpw; € L2(11;H#1(|31)), and we therefore deduce that
w; € HY (@1). Moreover, by Proposition applied to the standard heat operator, there

#7par7u
exist a constant C'(d) < oo and Tj; € H} (1) such that

#7par7u
(815 - A)Téj = —ij + w;-’,
with

17551 220y + 1V T050 22y < C (lwjllp2cy.m @) + 105 | z2crm-1(an)))
<C|g; - 9.,

ﬁ};;r(ml)'
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We thus have
(8t - A)(wj + Téj - TOj) = 0,

with w; + Tp),; — To; € H},

#,par,U (21). Therefore,

T()j = wj + Téj,
and
1051l 21y + IV T05] 2(@1) < ClI85 = 02,8 11, (1)

It is clear that g1 (@) < Clg;l ;1 (@,)- By Proposition , Remark and the compa-

par
rison

111, o0y < N2y < Tl 2 ogy0) = N = (W |2y
we obtain

1Tl 2@y + 19052y < C (IVUl s o)+ 181 720 (o)) - (2.3.28)

Step 2. For each i,j € {1,...,d}, we define T;; € H! ’#(Ell) as the solution of

par

(at - A)j—lL] = aﬁblgj - aﬂngl in o,
Tij:O on {—g X Oq.

The solution Tj; is well-defined since the right-hand side belongs to L2(11;H;(D1)). We now
estimate the L? norm of T;; using Lemma and duality. We define ¢;; € H;ar#(ml) the
solution of the backwards heat equation

(2.3.29)

— (0 + A) ¢ij =Ty in @y,
qf)ij:O on {%}XDL

By Lemma [2.18] we have
Vil @) <ClTijl 2@

Testing the equation ([2.3.29)) against T;;, we get
2 ~ ~ ~
1731 72@,) = fml (8i 0n; 0ij — &) O, 0ij) < | Vi HH;an#(ml) 18l 7.1, 1)
Combining the two previous displays yields
1751 2@y < C||§||ﬁ53r(ml) < ||g||ﬁl;;r(|31)- (2.3.30)

Step 3. For notational convenience, for each j € {1,...,d}, we denote T}y := -Tp;, 0y = O,
a_] = azja

and, for each i € {1,...,d},
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In this step, we show that
[ Rollz2 (@) + [V Rollz2(@y) < ClVul gy @,y + Clgl g, @) (2.3.31)
and that for every i€ {1,...,d},
[Rill 2(@1) < ClVul gy a,) + Clel g @) (2.3.32)

Recalling that dyu = V - g, we note that
d
(at - A)RO = (815 - A)ﬁ— Z aj (gj - 8]‘17) =udm+g-vn,
j=1
and, for each i € {1,...,d},

d
(0 —A)R; = (0 — A)gi — 0 (8 — 0ir) - Z 0; (0;8; — 0;8:)

= (0iu)(0m) + (Ou)(9im) + (V - 8)(9in) + (9ig) - V.

Moreover, it is clear from their definitions that T; and 7;; vanish in a neighborhood of the initial
time slice {-5} x@;. The estimates (2.3.31) and (2.3.32)) are thus obtained by following the steps

to the derivations of (2.3.28)) and ([2.3.30]) respectively.

Step 4. We now select a cutoff function y € C°(m;) such that x =1 on g and x = 0 outside
of @17, and observe that

d
Z 4T0])

:}i ECO(El),
E

(X' Ti)

where we understand that the second component above denotes a d-dimensional vector field with
components indexed by i € {1,...,d}. By the definition of S(®1), we deduce that

4
X" To;)

d
Z u
: % . -A( ):0. (2.3.33)
1 Y on'T

In the display above, the first vector is of dimension 2d : the gradient appearing on the first raw
carries the first d components, while the other d components are represented by the second raw
and indexed by i € {1,...,d}. Applying the chain rule in the identity (2.3.33) yields a number of

terms, one of which is

d
> vo;To;

= v
LS [ A0
> 9Ty
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We are interested in estimating the first term in this sum. By the uniform boundedness of A,
the absolute value of the second term in this sum is bounded by a constant times

1
d 3
Vu Vu
R 3R [ V). A .
(1970120 + ST ) (£, () A (%))
When applying the chain rule in the identity (2.3.33)), the leftover terms are
d
> Toj (3Vx0;x + xVI;x) +2VT;x9;x
4[ ol K -A(vu).
[OF} g

Using once more the uniform boundedness of A, we obtain that the absolute value of the quantity

d
> Tijx9ix
7=0

above is bounded by a constant times

1
d d 1
Vu Vu
(2(||T0j|Lz(ml>+|VTo]-L2<ml))+z|T@-j|Lz<ml))([Elx4( J-a(%)
j=1 Jj=0

g g

Combining the previous displays with the estimates (2.3.28)), (2.3.30)), (2.3.31)) and (2.3.32)), we

arrive at L
4(Vu Vu 2
L ()a(5) sclvuno +lelne.)-

By the uniform ellipticity of A, the left side is an upper bound for |[S| 12 (@), up to a multiplicative

constant, and therefore the proof is complete. O

2.4 Convergence of subadditive quantities

In this section, we obtain an algebraic rate of convergence for the limits of the subadditive
quantities by adapting the approach of [8 [7], following the presentation of [4, Chapter 2.

We let A be the 2d-by-2d matrix characterized by the limit

lim E [p(=,, X)] = %X -AX. (2.4.1)

n—oo

Note that the existence of the limit on the left side follows from the subadditivity of u(-, X) =
J(+, X,0) and stationarity, which together ensure that E [u(®,, X)] is a nonincreasing sequence.
The fact that X — pu(@,,X) is quadratic ensures that the limit is also quadratic in X and can
therefore be represented by a matrix. Moreover, by Lemma , there exists C'(A) < oo such that

1 —
6 Irg < A <C Iy, (2.4.2)

where o4 is the 2d-by-2d identity matrix. It is convenient to define
- * 1 e 1 x w1 * *
J(X,X)::§X-AX+§X A XXX

The goal of this section is to prove the following theorem.
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Theorem 2.21 (Convergence of J). There exist an exponent 5(d,A) > 0 and, for each s €
(0,2+d), a constant C(s,d,\) < oo such that, for every X, X" € By and n € N, we have

| T (@0, X, X*) - (X, X )| < 37PC=5) L 0 (037). (2.4.3)

The next lemma (which should be compared to [4, Lemma 2.7]) allows us to reduce Theo-
rem m to an estimate on the quantity .J(@,,X,AX). Note that, in view of Lemma , a
control on the size of infx+ J(V, X, X*) can be interpreted as information on the “convex duality
defect” between the quantities g and p*, quantifying how close these functions are to a convex
dual pair.

Lemma 2.22 (reduction to minimal set). For each T > 1, there exists a constant C(T',d,A) < oo
such that, for every 2d-by-2d symmetric matriz A satisfying

I Ly <A <T Iy (2.4.4)
and every parabolic cylinder V ¢ R*1, we have

1~ 1 ~
sup J(V,X,X*)—(—X.AX+—X*-A—1X*—X-X*)
X, X*eB; 2 2

NI

<C J(V,X,AX
<O pup (7% A))

(2.4.5)

Proof. Since the domain V plays no role in the argument, we drop the explicit dependence on V.
Denote

6% := sup J(X,KX).
XGBl

To avoid a conflict in the notation, we denote the Legendre-Fenchel transform (convex dual
function) of u by

H(X*)::XslllRI;d(X-X*—u(X)).

It is clear from (2.2.14)) that
H(X") < (X7).

Thus, by (2.2.18), for every X € By,

0<u(X)+H(AX)-X -AX
<u(X)+p*(AX)-X-AX =J(X,AX) <6 (2.4.6)

This implies that, for every X € By,

p(AX) - H(AX)| <6 (2.4.7)

For each X € R?? the minimum of the map X* ~ u(X)+ H(X*) - X - X* is zero and it is
achieved at X™* for which X* = vu(X). By uniform convexity (quadratic response) and (2.4.6)),
we deduce that, for every X € By,

AX - vu(x)| < 0o (2.4.8)
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Using the expression
1
(X)) = 5 X - Vau(X)
we obtain, for every X € Bj,

Ex AX - pu(x)| < co.

From this, uniform convexity and (2.4.4), we obtain, for every X* € By,

‘%X* CATIX* - H(XM)| <06
Hence by , again,
‘%X* CATIX - pf (X)) < O
The formula now yields the lemma. O

We decompose the estimate for J(@,, X, AX) into three steps. In the first step, we identify
a convenient finite-volume approximation of the homogenized matrix A. We next control the
expectation of J(@,, X, AX) in Subsection We finally use the subadditivity of J in Sub-
section to deduce a control of the fluctuations of J(@,, X, AX), and complete the proof of
Theorem 2.211

2.4.1 The coarsened mapping
Recall that S(-, V, X, X*) denotes the unique maximizer in the definition of J(V, X, X ™), see
[2-216). We let Ay e R?22d be the symmetric matrix such that, for every X* ¢ R??,
1 —
E[J(V.0,X7)] = 5 X Ay X

By (2.2.24)), there exists C'(d,A) < oo such that

1 _
— g < Ay <C Iy,

Q

and by ([2.2:29),
E [][V S(, V,O,X*)] - A X"

Recalling also (2.2.30)) and the linearity of the mapping (X, X*) » S(-,V, X, X*), we thus see
that the matrix Ay is such that, for every X ¢ R*¢,

E[]Q S(,V, X, KVX)] - 0. (2.4.9)
We note that by Lemmas and , for each X € R??, the mapping
X" »E[J(V, X, X)]=E[pw(V,X)]+E[p*(V,X")]- X - X"
is uniformly convex, and achieves its unique minimum at X* satisfying

E[Vx-p"(V,X")] =X
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Moreover, the latter condition is equivalent to X* = Ay X. We thus deduce that for every
X, X* e R,

E[J(V,X, Ay X)] <E[J(V,X,X*)] <E[J(V,X, Ay X)] + C|X* - Ay X|°. (2.4.10)

We use the shorthand notation
A,=Ag, . (2.4.11)

2.4.2 Control of the expectation of J
The goal of this subsection is to prove the following proposition.

Proposition 2.23 (Decay of E[J]). There exist 3(d,A) > 0 and C(d,A) < co such that, for
every n e N and X e By (R??),

E[J(8,, X, AX)] < C37P™, (2.4.12)

The main step to prove this result is to control the size of J near (X, AX) in terms of the
expected “additivity defect” of J between successive triadic scales. We measure the latter using
the quantity

= sup (E[J(3@,,X,X")]-E[J(@1,X,X)]). (2.4.13)
X,X*eB,

Proposition 2.24. There erxist a(d) < oo and C(d,A) < oo such that, for every n € N and
X € B (R?*),
n—1
E[J(5,, X,A,X)]<C3™*" (1 + ) SQka) .
k=0
As will be explained below, Proposition follows from Proposition by iteration, in

analogy with an ODE argument. We focus for now on the proof of Proposition [2.24] and start
by rewriting the quadratic response (2.2.27) in a more convenient form.

Lemma 2.25 (Quadratic response). There ezists a constant C(d, ) < oo such that the following
holds. Let V., Vi,..., Vi be parabolic cylinders such that {V1,...,Vi} forms a partition of V, up
to a set of null measure. For every X, X* e R?*?, we have

4
V]

> il

7=1

ISV X, X7) = SC Vi X, X ) 2y

J(Vj,X,X*)—J(V,X,X*)).

<|.<

Proof. Denote T':= S(-,V, X, X*). Applying (2.2.27) on the subdomain Vj for each j € {1,...,k},
we get

1 2
~ [ r-s¢v,x,x*
& Jo 1T =513 X, X))
£|VJ-|J(V},X,X*)—/V(—%T—AT—X-AT+X*-T).
J

Summing over j and recalling (2.2.16|) yields the result. O
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We next show that the spatial averages of S can be controlled by an expression involving the
additivity defects of J on all smaller length scales. We denote

Su(X,X*)=F []én S(, EmX,X*)] .

Lemma 2.26. There ezist a(d) < oo and C(d,\) < oo such that, for every n e N and X, X* €
B1(R?*%), we have

2 n—1
EU][ S, E,, X, X*) - S, (X, X™) ] SCB_Q”(1+ Z3ak7k). (2.4.14)
Bn k=0
Proof. For any X' € By, m <n and z € Z,,, the first variation ({2.2.26]) gives

X' ][ (S( B, X, X*) = S(-, 2 + By X, X*))
Z+Em

- ][ S(y 2+ Ty 0, X7) - A (SCEny X, X¥) = S(, 2 + Fiy X, X))
Z+Em

Averaging over z € Z,, and using the Cauchy-Schwarz inequality yields

|Zm|71 ’

2
< (|Zm|_1 Z ][ ‘AS(-,2+E|m,O,X’)|2)
2€Zm Z+Em

2
-(IZmI‘1 >, ][B |S(-,En,X,X*)—S(-,z+|3|m,X,X*)|2) . (2.4.15)

2€Zm z+

The first term on the right side is bounded by a constant C'(d,A) < co. We use Lemma to
bound the second term and obtain

|"ZTTL|_1 Z ][ |S('5En7X7X*)_S(')Z+Em7X7X*)|2

2€Zy, Y ZTEm

SL Y (J(z+Em, X, X)) - J(B,, X, X7)).
|Zm’ 2€Zm,

Now, we can estimate the variance of fmn S(-, @, X, X*) using those at scale m :

Var[][ S(-,En,X,X*)]S2Var|:3_(d+2)(”_m) Y. ][
G

262, J#+Em

S(,z+ mm,X,X*)]
+ CE[J (@, X, X*) = J(@,, X, X)].

For m,n € N, m < n, we can decompose Z,, into a union of 29! “checkerboard” subsets
zM . ,Z(QHd) to ensure that for each i € {1,..., 24},

(2,2') € 200 — dist(z + @y, 2" + @) 2 1.
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For example, to any i € {1,...,2%"!} we can associate (ig,...,iq) € {0,1}%*!, and then set
ZW = (103%™, 113™, .. .,ia3™) + 2((3*MZ) x (3™Z%))) n m,. (2.4.16)

Thus, we obtain the following bound

Var[ > ][ S(-,z+mm,X,X*)]
2€Zm, Z+Em

2d+1
<C(d) ZVar[ > ][ S(-,,2+E|m,X,X*)]7
i=1 Z+Em

2eZ()

and by independence at distance larger than one and stationarity :

Var[ 2 ][ SCz+ Em’X’X*)] < ¢34 (mm) 7y [][ S(, Em,X,X*)] :
2€Zm Z+E8m B

We can now estimate the variance of the spatial average of S at scale n by the variance at smaller
scales :

VarI:][ S('ymn,X,X*):I < 03_(d+2)(n_m) Var[][ S(',Em,X,X*):I
En Elm
FCE[J (B, X, X*) = (@0, X, X*)]. (2.4.17)

Selecting ¢ to be the smallest integer such that C3~(@+2)¢ < %, we get

Var[][ S(-,mm+g,X,X*)] < 1Var[][ S(.,mm,X,X*)]
Elm+e 3 Blm
£ CE[J (@, X, X*) = (@, X, X1)].

We introduce

up = Var [][ S(',En,XvX*)}
On

and vy, := upe. We have

1 nl-1
Up < sUp-1 +C Z Tk
3 k=(n-1)¢
and, by induction,
n (n-i+l)e-1
Un S3_nUQ+023_Z Z Tk
i=1 k=(n—i)¢

Defining « := % (recall that ¢ only depends on d), we get

nf-1
vy < C (3” + 3 36“("“)@) ,
k=0

Thus, if n is a multiple of £, we have

n—1
mec(gomsSpoeng),
k=0
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and for n = fn’ + m, with 0 < m < £, another application of (2.4.17) gives the same estimate, so
finally

n—1
Var [][ S(, Eln,X,X*)] <C (3_0‘" + Z 3_‘”(”_1‘3)773) ,
En k=0

which is (2.4.14). O

We can now sum the scales and deduce that S(-,@,, X, X™) is close to a constant in a weak
sense, provided that a weighted norm of (7)<, is small.

Lemma 2.27 (Weak control of S). There exist a(d) < oo and C(d, ) < oo such that, for every
neN and X, X* € B;(R?*?),

n—1
E[HS("E"’X’X*) = Sn(X, X5 )] s g (1 Y 3“’%1:) .
part= k=0

Proof. We decompose the proof into three steps.

Step 1. To begin with, we show that there exists a constant C'(d, A) < oo such that, for every
m,n eN, m<n and X, X* e BY(R%*),

n-1
<Y (2.4.18)

k=m

‘gn(XwX*) _Em(XaX*)

Indeed, recalling the definition of Z,, in (2.3.8]) (which depends implicitly on n), we use Jensen’s
inequality, Lemma [2.25] and stationarity to get

2

‘IE []gn SC B, X, X*) = | Zp| ™ Zezzjm ngm S(,z+ mm,X,X*)]
<E [|zm\1 é ]Qmm 1S, @, X, X*) = S(-, 2 + mm,X,X*)\Q]
SC(J(En,X,;*)—J(Em,X,X*))

S n,
k=m

and this implies (2.4.18]).

Step 2. In this step, we show that there exists a constant C(d,A) < oo such that, for every
meN, m<n,

- * < %12
E[]Zm| YIS Comn, X, X ))zrm, — Sa(X, X7) ]
2€Zm

m n-1
<C (30”” + Y gelkmmg Tk) . (2.4.19)
k=0 k=m

By Lemma [2.25] we have
2 18 (8, X, X*) =S (2 + 8, X, X7) |72

z+0E
2€Zm ( m)

<C Y (J(@n, X, X*)=J(2+8m,X,X")). (2.4.20)

2€Zm
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Taking expectations, using stationarity and Jensen’s inequality, we deduce that

IE[ > S CEn, X, X)), - (S(-,zmm,X,X*))meF]

2€Zm

n—1
<C|Zm| Y m. (24.21)

k=m

Moreover, by stationarity and Lemma we have

E[|Zm|‘1 3 \(5(.,z+mm,X,X*))z+Em—Em(X,X*)f]

2€Zm

<C (3“” + 3 3a<km)m) . (2.4.22)

k=0
Since
* el w2
(S (@, X, X )).em, — Sn(X, X™)
* % 2
<3S, X, X)), — (S z+8,, X, X ))Mm\
£3[(S (2 2+ B, X, X)), = Son(X, X[

+3[5,(X, X*) = S (X, X,

we obtain ([2.4.19) by combining ([2.4.21)), (2.4.22) and @.4.18).

Step 3. We now combine Proposition with the result of the previous step to obtain that

n—-1 1 2
* < *\ (12 mrz73
1S(, @, X, X™) = Sp(X, X )HE;;(E”) SC(1+(mz_:03 Z{é) ), (2.4.23)
where Z,, is a random variable satisfying
m n—-1
E[Z,]<C (S‘Qm + 3 getkemg o rk) : (2.4.24)
k=0 k=m

By Hoélder’s inequality, we have
n—1 1 2 n-1 n-1 n—1
( > 3’”2,%) < ( > 3’”) ( > 3mZm) <C3" Y 3" Zp,. (2.4.25)
m=0 m=0 m=0 m=0
Taking expectations and using (2.4.24)), we get
n-1 1 2
E ( > 3’”2;;1)
m=0

For the last two terms, we reverse the order of the sums to find

<C3" nf 3" (3‘“’“ £ gatkom) 5 )
< k Z Tk |-
m=0 k=0 k=m

n-1 m n-1 n-1 n-1
Z gm Z Sa(k—m)Tk _ Z 30¢ka Z 3(1—am) < 03(1—04)71 Z 304ka7
m=0 k=0 k=0 m=k k=0
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and
n—1 n—1 n-1 k n—1
23" Y m=y 33" <C Y 3. (2.4.26)
m=0 k=m k=0 m=0 k=0

The second sum is bounded by the first, thus combining the above displays yields
n—-1 1 2 n—-1
E ( 3 3mZ%) < 03(on (1 + 3 3“%) :
m=0 k=0
and this completes the proof. O
We next complete the proof of Proposition and then of Proposition [2.23]

Proof (Proof of Proposition [2.24). According to Lemma [2.27} Proposition 2.19| and (2.4.9)), we
have

n—1
A 2 —-an ak
E[[SC,m, X, K X) 32, ] < C3 (1+k§3 rk).

By Lemma [2.25] we deduce

n-1
EI:HS('aEnfl’X, AnX)HzQ(En_I)] < Ogn (1 N kzg)saszk)‘

Recall that (z + Bp-1)sez, , is a partition of m@,, up to a set of null measure. Moreover, by
stationarity, the previous display implies that for every z € Z,_1,

n—-1
E I:”S(7Z + E‘n_l,X7 AnX)HiQ(zHZIn,l):I < c3-an (1 + Z 3ak7_k) .
B k=0

Applying Lemma 2.25] once more and summing over z € Z,,_1, we obtain the result. O
Proof (Proof of Proposition . We denote by B the set of canonical basis elements of R??,

and observe that there exists a constant C(d) < oo such that if X » B(X) is a nonnegative
quadratic form over R2?, then

sup B(X)<C ) B(X). (2.4.27)
XeB; XeB

Indeed, a quadratic form is associated to a nonnegative symmetric matrix with largest eigenvalue
bounded by its trace; this trace is equal to the right side above.

By the definition of 7,, see (2.4.13)), and Lemma we have

Tn < SUP (E [IU’(E”HX)] -E [/’L(En+1;X)])
XeBy

+ sup (E[p" (@0, X*)] - E [ (Bne1, X)) -
X*eBy

Since X —» E[u(V,X)] and X* — E [u(V, X™)] are nonnegative quadratic forms, and since this
property is stable under linear changes of coordinates, it follows from (2.4.27) that

T <C Z (E[p(®n, X)] - E[p(&n+1, X)])

XeB
+C XZB (E(p* (@0, An X)] - E[p* (@041, Kp X)])
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and thus by Lemma [2.5

70 <C Y (E[J (B0, X, A X)] - E[J(Bns1, X, A, X)]) .
XeB

By ([2.4.10)), we have
E[J(@ns1, X, Ap1 X)] <E[J(ps1, X, A, X)),

and therefore

70 <C Y (E[J(30, X, A, X)] - E[J (Bns1, X, Api1 X)]) . (2.4.28)
XeB

This motivates the definition of

Dy =Y E[J(m,,X,A,X)].
XeB

Proposition [2.24] asserts that

n—1
D, < (37" (1 + 3 36“%) .
k=0

Setting

we deduce that

<C373" (1 + 333k ). (2.4.29)

Since Do < C', we also have

Combining this with (2.4.28)) yields

n
Dy =Dy >C71372" Y 327, - C372",
k=0

From this and ({2.4.29)), we obtain that there exists an exponent (d,A) € (0, §) such that
Dypi1 <37°D, + 0372,
introducing vy, := 35" D,, and multiplying the previous identity by 3(B+1)n gives

Vsl < vy + O3,
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Summing this inequality over n yields v, < vg + ﬁ, i.e. v is bounded, that is,

D, <C37P".
By (2.4.28)), we also obtain

T < C37P7,

By the definition of A,,, we have
|An - An+1‘ < Ctp,

so that, setting
A:=lim A, (2.4.30)

we get

B, -E|< S [Kp- K| <C S 1 <0300,

Combining the last displays with (2.4.10) yields
sup E[J (2., X,AX)] < 037"

XEBl
By an application of Lemma we can verify that the matrix A defined in (2.4.30)) coincides
with that defined in (2.4.1)). The proof is therefore complete. O

2.4.3 Control of the fluctuations of J

In this subsection, we prove Theorem [2.21] In view of Lemma the main point is to
obtain a control on the fluctuations of .J(@,, X, AX), which we obtain using subadditivity.

Proof (Proof of Theorem [2.21)). Step 1. In this first step, we show that there exists an exponent
B(d,A) >0 and a constant C(d,A) > 0 such that, for every X ¢ B;(R??) and m,n € N, m < n,
we have

3-(2+d)(n-m) logE [exp (0713(2+d)("7m)=7(5n7 X, KX))] <C3om, (2.4.31)

For m,n € N, m < n, recall that the cube &, is partitioned into into a union of 2%*! “checkerboard”
subsets, see ([2.4.16)), to ensure that for each i € {1,...,21*7},

2,2 e 20—  dist (z+mn,z'+mn) > 1.

In particular, for each fixed i € {1,...,2"?}, the random variables (Z+E’")zez(i> are independent.
By subadditivity, for each X € B;(R??) and ¢ > 0, we have

log E [exp (t3(2+d)(n—m)J(E|n, X, KX))] <logE [exp (t S J(z+ 8, X, KX))] :

2€Zm

and by Hoélder’s inequality and independence, the latter is bounded by

ol+d
S2—(1+d) Z logE | exp tol+d Z J(z+Bm,X,KX)
=1 22V
<200 5 oy oxp (24 0, X, KX))]-

2€Zm
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By stationarity, the summands above do not depend on z € Z,,. Since
J(8m, X,AX) <C(d,N),
we can choose t(d, A) > 0 sufficiently small and use the elementary inequalities
exp(s)<1+2s forall0<s<1,
{log(l+s)£s for all s>0
to obtain that

logE [exp (0‘13(2+d)(”‘m)J(En,X, KX))] <03 D-ME[ 1(@,,, X, AX)].

Inequality (2.4.31)) then follows by an application of Proposition [2.23|
Step 2. Set

pn = sup J(&,, X, AX).
X€B1

In this step, we show that there exists an exponent 3(d,A) > 0 and, for every s € (0,2 +d), a
constant C'(s,d, A) < oo such that, for every n e N,

pp < C37BCrd=s)n L 0 (037 (2.4.32)

By and Holder’s inequality, the relation (2.4.31)) can be improved to

3720 log | [exp (€13 Dm p, )] < 370m, (2.4.33)
By Chebyshev’s inequality, for every ¢ > 0,

Pp, >t] <exp (—0_13(2+d)(”_m)t) E [exp (0_13(2+d)(”_m)pn)]
<exp (—0_13(2+d)(”_m)t + 03(2+d)(”_m)_5m) :
Replacing t by C37°™ + ¢ gives
P [pn >(C37m 4 t] < exp (—0713(2”)("7’”)15) )

Choosing

{2 +d-s J
m:= n
2+d
vields
2+d-s
P [pn >C3 P Za g t] <exp (—C’l3s"t) .
By (2.1.19), this is (2.4.32)), up to a redefinition of 5(d,A) > 0.
Step 3. We now combine Lemma 2.22] (2.4.33]) and the elementary inequality
1
Va,b>0, (a+ b)% <a?+ icf% (2.4.34)

to get

1 o 1., —
Sup J(mn,X,X*)—(—X-AX+—X*-A 1X*—X-X*)
X,X*eB; 2 2

3-bCrdan o (03(85(2+d8>)”) . (2.4.35)
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For every s’ € (0,2 +d), if we set
25"+ (2 +d)
§i=——=
2+ 0
then the right side of (2.4.35|) can be rewritten as

€(0,2+4d),

372 (2rd=In o, (c3m).

We thus obtained (2.4.3)), up to a redefinition of 3(d,A) > 0. O
Proposition 2.28. There exist C(d,A) < oo and a matriz a e R™? satisfying
1
VEeRY, ¢.a¢> & 6> and |ag| < C¢, (2.4.36)

such that, for every p,q € R?, we have the equivalence

1 —

—(p)-A(p)—poq=0<=>q=ép. (2.4.37)

2\¢q q

Proof. Step 1. We show that, for every p, q € R?,

A(p,q) = % (2) A (Z) >p-q. (2.4.38)

By Lemma, we have for every S = (Vu,g) € Co(I xU) and p, q € R? that

][A(p+Vu,q+g,-) > ][(P+VU)'(Q+g) =p-q.
By the definition of x in (2.2.5), we deduce that

p(IxU,p,q) 2p-q,

and thus (2.4.38) follows from (2.4.1)).

Step 2. We show that, for every ¢*, p* € R?,

1(g"\ == q*) -
AT} EAHY ) s 2.4.39
2(p) (p ( )

Fix p* e RY. For every u € £ + Hgar’u(l x U) and g e L(I x U;R?) satisfying -V - g = ~0yu, we
have (Vu,g) e C(I xU) as well as

Vu =p*
IxU

f 0 -vu) 8- ﬁ f -6 20

Therefore, for every ¢* € R%,
WU )2 f  (CA(Vug) +a Turpg)
> f  (CA(Vug) D+ Vusg)

—a*-p* — A N Vu-o).
¢ -p ]ng( (Vu,g,") -Vu-g)

and
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By the solvability of the Cauchy-Dirichlet problem (Proposition , for every p* e R,

0:~ f / A ,8,) — .
m { sz( (Vu,g,-) - Vu-g)
D€l +Héar,u(l>< U), ge L*(IxU;RY), -v-g= —8tu}.

Combining the above yields
p(IxU,q"p*)2q" -p"
According to Theorem we have the P-a.s. limit

1o, —
lim " (3, X") = X" & Yx*,
n—>oo

We therefore obtain (2.4.39)).

Step 3. We argue that, for every p e R?,

inf (Z(p, q)-p- q) =0. (2.4.40)
geR4

We have already shown in ([2.4.38]) that the infimum on the left is nonnegative. The infimum is
attained, by the quadratic growth of ¢ = A(p,q). To see that it is equal to zero, we fix p € RY
and select ¢ € R? achieving the infimum. Then

3(0)-()

Let ¢* € R? denote the “+” in the previous line, so that

K(p) - (q ) (2.4.41)
q p
Then using (2.4.41)), we find that
1 *\ _ * * / 1 / _ /
()G (7)) 2(0)
2\p P) pori\\P) \0/) 2\q q
() ()20 3
p q) 2\q q

By the previous inequality and (2.4.39)), we discover that

GV R e 1)30)

Rearranging, this yields A(p, q) < p-q, which in view of ([2.4.38) allows us to deduce that A(p,q) =
p-q and completes the proof of (2.4.40)).

Step 4. We define & to be the matrix associated to the linear mapping taking p to the ¢
achieving the infimum in (2.4.40). That the infimum is achieved at a unique minimum point is
a consequence of the uniform convexity of ¢ » A(p,q). That this mapping is linear is due to

the fact that ¢ — A(p,q) is quadratic. The bounds (2.4.36) are a consequence of ([2.4.2)). This
completes the proof of the proposition. O
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2.5 Quantitative homogenization of the Cauchy-Dirichlet pro-
blem

In this section, we demonstrate the passage from the convergence of J to the homogenization
of the parabolic operator. In particular, we complete the proof of Theorem 2.T]on the quantitative
homogenization of the Cauchy-Dirichlet problem. The argument is completely deterministic in the
sense that the only probabilistic ingredient is the appeal to Theorem [2.2T] The argument proceeds
in four steps : (i) we show that convergence of J implies convergence of S and AS in H™1; (ii)
we use Remark to show that there are “finite-volume correctors” which can be found hiding
in S and AS and we obtain estimates on them ; (iii) we use the finite-volume correctors and a
quantitative version of the standard two-scale expansion argument to pass from estimates on the
correctors to estimates on the homogenization error for a general Cauchy-Dirichlet problem.

2.5.1 Convergence of J maximizers

In this subsection, we use the multiscale Poincaré inequality (Proposition [2.15) to obtain
information about the weak convergence of S(E,,X,X*) as n - oo. It is useful to define the
quantity

EWV):= sup |J(V,X,X*)-J(X,X")
X,X*eBy

i

which keeps track of the convergence of J. We also denote, given X, X* € R*¢,
S(X,X")=A"'X*-X.

Note that S = V x+.J and therefore, by (2.2.29) and the fact that J and J are quadratic, we have,
for every X, X* e R%?,

‘?(X,X*)—][VS(-,V,X,X*) = |V J(X, X*) - Vx+J(V, X, X") (2.5.1)
<C(IX[+[X)EWV).
Similarly,
‘K?(X,X*)-][VAS(-,V,X,X*) = |VxJ(X, X*) - vxJ(V, X, X")| (2.5.2)

<C(IX]+ X EWV).

That is, we can control the spatial averages of S(-,V, X, X*) and AS(-,V, X, X*) in terms of
the random variable £(V'). The combination of this observation and Proposition yields the
following result.

Proposition 2.29 (Weak convergence of (S,AS)). There exists C(d,\) < oo such that, for
every X, X* e By andneN,

375 @, X, X7) = S(X, X7) | 51

par(mn)

D=

<C3"+C nzl 3m-n (|zm|-1 S (E(z+ mm))) (2.5.3)

m=0 2€Zm,
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and

37" [AS(, =, X, X)) - AS(X, X7)

=1
H . (En)

<C3"+(C nz—:l gm-n (|Zm|_1 Z (5 (Z + Em)))2 . (254)

m=0 2€Zm,

Proof. We fix X, X* € By and, since it plays no role in the argument, we drop explicit display
of the dependence on (X, X*). According to Proposition [2.15]

(o)

n-1 %
+C 2_03m(|zm|_1 Z |(S('>En))z+mm_§‘2) )

2€Zm

I5¢.8 511 ) €562 -5,

par (Bn)

To estimate the first term on the right side, we just observe that
IS¢, ) —?HB(EH) <SG, ) 2@,y + S| < C-

We next estimate the second term. By the triangle inequality, (2.5.1)) and Lemma [2.25]

> (5¢.8)) s, ~ S

2€Zm

<2 3 (15 ¢z +Bm))avmy = 8 + 15 (.80) = S (o2 4 B[22 )

2€Zm

<C Y E(z+mn)+C Y. (J(z+8y)-J(3,))

2€Zm 2€Zm

<C Y (E(z+8n)+E(m)).

2€Zm
Thus

1
2

n—1
> 3m(|Zm|1 > |(S(‘vmn))z+mm_§‘2)

m=0 2€Zm

< Onz_:t)?,ﬁ1 (Cé’ (2,) + |Zm|*1 Z (& (Z+E|m)))2

2€Zm

1
n—1 2
<O Y 3"z Y (EGzrmn)] -
m=0 2€Zm
Combining the above yields (2.5.3). The estimate (2.5.4) is obtained similarly, we just need to
use (2.5.2)) instead of (2.5.1]). O

We next give an estimate of the random variable appearing on the right side of (2.5.3)
and (2.5.4)), which is a straightforward consequence of Theorem [2.21} This is the only place in
this section where Theorem or any other stochastic ingredient is used.
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Proposition 2.30. There exists B(d,A) and, for every s € (0,2+d), a constant C(s,d,\) < oo
such that, for every n e N,

nf gm-n (|zm|‘1 S (E(z+ mm)))2 < 037PHd=s) L 0 (C37). (2.5.5)

m=0 2€Zm

Proof. Fix s’ := 3(2s+2+d) and s" := (s +2(2+d)) so that 5 < s’ < s” <2+ d with equally
sized gaps between these numbers. By Theorem and (2.1.20)), we have

Zal Y (E(z4my)) < 03N L 0 (037"

2€Zm

Using the elementary inequality (|2.4.34]), we deduce that

2€Zm

2
(|Zm|_1 Z (g (Z 4 E‘m))) < Cg—mﬁ(2+d—s")/2 + 01 (C3mﬂ(2+d—8")/2—m8”) )

Redefining S to be smaller if necessary, we get
bl
(|Zm|1 Z (5 (Z + Iﬂm))) < C’3‘mﬂ(2+d—5’) + 0O (CB—ms’) ]
2€Zm,

As the left side of the previous line is bounded by C', we can apply [4, Lemma A.3| to obtain

2€Zm

2
(|Zm|_1 Y, (E(z+ Em))) <3 mBRr=s) L o, (cgfms’/(dw)) .
Since s'/(d+2) <1-¢, we may apply (2.1.20)) again to obtain

n-1 2
S gmen (|zm|-1 S (E(z+ mm))) <37 L 0449 (03% /<d+2>) .

m=0 2€Zm

We conclude by observing that, for any nonnegative random variable X,
X <3N L 04, (C37ED) — X <03 L0 (037, (25.6)
where 3(d,A) in the second statement may be smaller than in the first. To see this, we compute
X < X 4 3-BC+d-s)(14d)  gnf(2+d-s)(1+d) (X+3—n6(2+d—s))2+d
< 03B(2+d=s)(1+d) (X2+d + 3—n6(2+d—s’)(2+d))

< C3n6(2+d—s)(1+d) (03—n5(2+d—s)(2+d) + O (Cg—ns’))
< C3—ﬂﬁ(2+d—s) + O (03—n5) ’

provided that 8 is small enough that 3(2+d—-s)(2+d) < s'—s. It suffices to require 8 < 1/3(2+d).
This completes the proof of (2.5.6) and of the proposition. O
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2.5.2 Construction of finite-volume correctors

We next give the construction of the (finite-volume) correctors. The usage of the term “correc-
tor” in stochastic homogenization is typically reserved for a function with stationary, mean-zero
gradient which is the difference of a solution of the equation in the full space and an affine
function. For our purposes, it is more convenient to work with a finite-volume approximation
of the corrector which will be defined on a large cylinder @, because this is what comes most
easily and naturally out of the estimates we have already proved above. These correctors will be
obtained in a simple way from S(-, X, X*) and AS(-, X, X*) and Remark [2.9]; the estimates we
need for them will be easy consequences of (2.5.3) and (2.5.4]). The fact that these correctors

are not stationary functions defined in the whole space does not create any complication in the
proof of Theorem

The corrector with slope e € R? on the cylinder @, with n € N will be denoted by Gen. We de-
fine it from the maximizers of J(®,,, X,0), studied in the previous section. We first must make an
appropriate choice of X, depending on e. This is a linear algebra exercise using Proposition [2.28]

We set
Xe T (-e )
ae

AX,=- (56) . (2.5.7)

and observe from (2.4.37) that we have

(&

To check the previous line, we note (see Proposition [2.28)) that the map

q= -
q q

1fel < (e . . =
5 -A —e-q attains 1ts mimimum at g = ae

and the map

2\a ae
Differentiating in p and ¢, respectively, gives (2.5.7)).
We next take ue p, € Héar(mml) to be the element u € A(®,,+1) in the representation of S(+, @41, Xe,0)

given in Lemma with additive constant chosen so that (uem)mn = 0. Equivalently, in view of
Remark [2.9, we can define ., to be the function on y.1 with mean zero on &, with gradient

1 —
p»—(p)‘A(p)—p'ée attains its minimum at p = e.

given by
1
Vien = 5 (m1S (4 Bn+1, Xe, 0) + M2 AS (841, Xe, 0)) (2.5.8)
where 7 and 7y denote the projections R*¢ - R? onto the first and second d variables, respecti-
vely (that is, 71 (2,7y) = « and ma(2,7) = y for z,y € R?). Note that, by Remark , we also have

the formula )
aVUen = 5 (7‘(25 (', Entt, Xe, 0) + 1 AS (', Entt, Xe, 0)) . (2.5.9)

By Proposition [2.29] (2.5.7), (2.5.8) and (2.5.9)), we have that

37" [Vuen —ef 51 +37" |aVue,, — 8ef 51
H. "

par(mn*'l )

(Eﬂ,+1)

<C3M"+C i ?ﬁ"-"(|zm|—1 3 (5(2+E|m)))2. (2.5.10)

m=0 2€Zm,
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Since ey, € A(Bp+1), we have that u., is a solution of
atuevn -V (avue,n) =0 in By (2.5.11)

The approximate first-order corrector ¢, is defined by subtracting the affine function x +— e-x
from uep, :

¢€7n(‘r) = ue,n(l') —e-T.

Summarizing, we therefore have that ¢, , is a solution of

(9t<be,n -V (a (e + V(be,n)) =0 in Op41, (2.5.12)
and satisfies the estimates
n _
37 (190enlg 1 o,y + (4 Voo =Gl g )

m=0 2€Zm,

<C3"+C i gm-n (|Zm|_1 Z (5 (Z + Em)))2 . (2513)

By the previous two displays, Proposition and (¢e,n)y, =0, we also have

37" [ ¢en

2o, <C37 4 C i 3m-n(|zm|—1 5 (5(z+mm)))2. (2.5.14)

m=0 2€Zm

2.5.3 The proof of Theorem

The main step in the proof of Theorem is the following proposition. It is a deterministic
estimate of the homogenization error in terms of the error in the convergence of the correctors
defined in the previous subsection. Since we have already estimated the latter in ,
and (2.5.14), this is sufficient to imply the theorem. It is convenient to denote, for every m €N,

d
Flmy=3T ( [@erml 2@,y * 1VEeemlg (@,
+|a(ex +V —aeg| »- .
falers Voum) -8erls o)
We also set, for each € > 0,
t t
a“(t,r):==a (—2, E) and  @f ,(t,2) = epen (—2, z) . (2.5.15)
e’ e ’ g4’ ¢

Proposition 2.31. Fiz a bounded interval I := (I_,0) ¢ (—%,O), a bounded Lipschitz domain
U c 0g, a small parameter € € (0, %], an exponent 0 > 0 and a initial-boundary condition f €
Wgzﬁﬂs (I xU). Let

ut,u€ waLHll)aLIJ (IxU)

respectively denote the solutions of

(2.5.16)

out -v-(a°vu)=0 in IxU,
u=f ond,(IxU),
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and

{&u -V-(avu)=0 inIxU, (2.5.17)

u=f on o, (IxU).

Let n € N be such that 3™ < e < 37D Then there exist 5(0, d,A) >0 and C(I,U,d,d,\) < oo
such that, for every r € (0,1), we have the estimate

[V - quHp:;r(IXU) +a"vu® - EVUHFII;;,(IW) O UHLZ(IXU)
1
B ’
<CUflwazes reery (7" t it (n)). (2.5.18)

Proof. With n fixed as in the statement of the proposition, we let ¢, = ¢, denote, for each e €
RY, the (finite-volume) corrector defined in the previous subsection (we will not display its
dependence on n). We also use the notation ¢f = ¢, as in ([2.5.15)).

We will argue that u® is close to its modified two-scale expansion suitably cut off near the
boundary. The latter is defined by

c ‘_ d t x
W (6:2) = u(t,2) + 26 (4:2) 3 et ) (5_2 g) (2.5.19)

d
=u(t, ) + G (t,x) ), Onu(t, ), (t,2),
k=1

where 7 € (0,1) is the free parameter (representing a mesoscopic scale) given in the proposition,
and we denote
Up:={zeU : dist(z,0U) >r} and I, := (I +r2,I+),

where the cutoff function (. is selected so that

OSCrSL Crzlin I, x Usy,
¢Gr=0in (IxU)N (I, xU,), (2.5.20)
Vk,1eN, [V < Cpogr "+

Note that the constant C,, here depends on (I,U,d) in addition to m € N.

Step 0. We record some standard estimates from the deterministic regularity theory for uni-
formly parabolic equations that are needed below. The global Meyers estimate (see Proposi-
tion [2.39) gives us do(U,d, A) > 0 such that § < §p implies that

IV povs ey + VUl p2vs ey < € ”fHW;ﬁ”([xU) : (2.5.21)

We henceforth assume without loss of generality that é < §y so that holds. We also need
pointwise derivative estimates for constant-coefficient parabolic equations. These can be found
for instance in [19), Section 2.3.3.c|] (note that estimates for the operator 0, — V- aVv are implied
by estimates for the heat equation, by a simple affine change of variables), and they yield, for
every m,l e N|

[0 ) 1,7,y < Comeaar ™ 2™ E D ] o (25.22)

< Copygpr™ 2172 IVl 2wy -
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Here C}, depends only on (d,A) in addition to k € N.

The main step in the proof is to obtain an estimate on [[u® - w®| g1 (j.p), which is stated
par

below in ([2.5.25)).

Step 1. We plug w® into the heterogeneous equation and estimate the error. The claim is that
we can write (0; — V-a°V)w® in the form

(O -v-a"V)uw =0 F+G

where F € Héar’u(f x U) and G € L*(I; H"1(U)) satisfy the estimates

_6_ _3_
|F) 2 e oy + 1G 2 cra1 oy < C(fr4+26 +r73 (2+d)/2€'(n)) 1 £lwa2es ey - (2.5.23)

We begin by computing
d d
V' =G )y (en+ Vo5, ) Onu+ Y 05,V (G0, u) + (1-G) Vu,
k=1 k=1
d d
Gtwa = Owu + CT Z 8t¢‘§k&rku + E qﬁik@t (Craxku) .
k=1 k=1

According to (2.5.11)), the map @ (¢,x) :=e-x + ¢5(t,x) is a solution of the equation
ou;-v-(a°vu;) =0 inIxU.
Therefore we find that
d d
Jw® - V- (a°Vw®) = Qu + Z ¢;§kat (GO u) — Z V (GO, u)-a° (ek + quik)
k=1 k=1
d
-V (a€ (Z ¢§kv (GOzu) + (1 - CT)VU)) .
k=1
Since u satisfies the homogenized equation, we have furthermore that
d
du=v-avu= Y V((Opu)-ae,+ V- ((1-¢()avu),

k=1

and this gives us the identity
d d
8tw€ -V (asvwe) = Z ¢§k3t (Cra:cku) - Z \Y (Craxku) : (a6 (ek + V¢Zk) - éek)
k=1 k=1
d
-V (ag PIRAY (Craka)) -v-((a"-a) (1-¢)Vu).
k=1
According to Lemma [2.20, we can find v € L>(I; H}(U)) and v* € L*(I; H'(U)) such that

d
frim =3V (GOau) - (a° (ex + VE, ) - Bey) = O + v (2.5.24)
k=1

and

[0l ey 10" L2 m-1 ) < C U g, oy -
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The lemma allows us to take v and v* to vanish in a neighborhood of the parabolic boundary
of IxU. Since the left side of (2.5.24)) belongs to L?(I; H1(U)), we have also that v € H;ar’u(lx
U). Therefore we obtain that

w® -v-(a°vu®) = F +G

where
F:=v

and
d d
G=v"+ ) ¢, 0 (GOpu) = V- (ag A (Cr&nku)) -V-((a”-a) (1 -¢)Vu).
k=1 k=1
It is clear that
||FHL2(I;H1(U)) + ||G||L2(I;H‘1(U))

d d
< Ckz: H(Zik@ (Craxku)HL2(]xU) + CkZ: HV (Craxku) : (ae (ek + quik) - 56k)”gf1 (IxU)
=1 =1 par

+C +C (@ -a) (1= G)Vul 21

L2(IxU)

d
a® ) ¢7, V({0 u)
k=1

=T1+T2+T3+T4.

We will now show that each of the four terms T; can be estimated by the right side of (2.5.23)),

using the definition of £'(n) and the bounds (2.5.20)), (2.5.21)) and (2.5.22)). For T}, we use (2.5.20)
and (2.5.22)) to find that, for each e € 9B,

Hd)ikat (CTazku)HLz(]xU) <C|o, (C,,-axku)”Lw(IXU) H¢2||L2(IXU)
< O 3CHD2g1 (Y | I3, iy -

For T,, we have
Hv (C?”axku) : (a5 (6 + v¢i) - ae)||ﬁg;r(IxU)

< OV (GOt [y 1xvy 187 (e + VEE) —Bel gy (1)

< Cr 3D 2gr () HfHH;ar(IXU) '

For T3, we use (2.5.20) and (2.5.22) again to get

“a6¢2v (Craka) ||L2(I><U) <C HV (Craxku)”L‘x’(IxU) H¢2||L2(IXU)
< Or @ df2g1() Hflngar(IxU) ’

Finally, for Ty, we use (2.5.20)), (2.5.21])) and Hélder’s inequality to get

5
|(a® =8) (1= ¢)Vul p2pupy SC Rz e Ix U = G () # LH5 [V p2es 0

_5
<Crae Hf”W;,ﬁH;(IxU) .
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This completes the proof of (2.5.23]).
Step 2. We deduce that

lwf =" 2 1oy < C (r% +r7 @ DRg () | Pl (2.5.25)

IxU) -

This is an immediate consequence of the estimate (2.5.23)) proved in the previous step, the fact
that u® —w®, F € Hgar,u(I x U) and the estimate (2.7.12)) proved in the appendix.

At this point, we have succeeded in comparing u® to w®. What is left is to compare w*®
to w by showing that the second term on the right side of (2.5.19) is small. This is relatively

straightforward to obtain from (2.5.13)) and (2.5.14)).
Step 3. We show that

lw = w2y + [ VU= V&l oy (evy + 18V0 -2 Vus gy

<C (rﬁ N T—3—(2+d)/25/(n)) 1F 1y 2es (2.5.26)
par

IxU) -
We use the formula
Vw®(t,z) - Vu(t, )
d d
=€ Z V (6O, u) (T, ) e, (5%7 %) + G (L, x) Z Oz u(t, ) Ve, (5%7 f)
k=1 k=1
to get
|Vu - vw® Hﬁ;;r(fo)
d
<19 GV iy © D9l 2o, 1)+ ClG VUl 1966 (G2 g, oy
-1

<Cr? HfHHgar(IxU) &' (n).

For the fluxes, we find it convenient to use coordinates. We have

d
(a*vuw®), (t,x) = Z ¢r(t, x)afj(t, z) 0y, u(t, x) (5jk + Oy ; Pey, (Eig, %))
jik=1

d
te Z afj(t7$)amj (O u) (t,7) ey, (5%7 %) .
k=1

Thus

(a*Vuw®), (t,x) - (avu), (t,x)

d
= ~;1 CT(t7x)aivku(t7 x) (a;(t,w) (5]]6 + 8acj¢ek (8%’ %)) - alk)
7,k=
d d

+ Z (1-¢(t,x)) a0y, u(t,x) +¢ Z afj(t, ﬂ:)@wj (G0, u) (t, ) e, (ELQ, %) .

Jik=1 4,k=1
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We can easily estimate the last two terms on the right side using (2.5.20)), (2.5.21)), (2.5.22)) and
the Holder inequality. We have

d
';1 (1= &) BirOu el 2 rxrry < C NVl L2 (e (150,
5ik=

e e
<Cr#z H VU||L2+5(I><U) < Crazs Hf”WI}ﬁ“S(IxU)

and

d d
€ ‘kzl Halejal‘] (C’I‘axku) ¢€k (5_27 é)HL2(IXU) <C Hv (CTVU)HL‘”(IXU) gk;zl H¢5k ”LQ(le)
J5R= =

< O 2 (a2 ”f”Hgar(IxU) &g'(n).

For the first term, we have

d
22 (16 Ou (a6 (O + By s (202)) = i) gy 1

d
<C ';1 ”CrafkuHle“(IxU) Hafj (5Jk + axj(bek (5_2’ E)) N E-"“fH]E\Ilgér(]xU)
J,R=

d
-3 =
<Cr Hf”Hgar(]xU) kz::l |a® (ex, + Ve, ) — eg Hﬁ;;r(Ql/z)
< Cp 3P | ez, vy £'(n).
Combining the previous four displays, we obtain
_ _o —3—(2+d
|a®vVw® - aVu||ﬁ$r(le) <C (r4+25 + 32 )/25’(71)) Hf”WI}ﬁ*‘*(IxU) :

Finally, for the estimate of w® — u, we have

d
”wE — u||L2(I><U) <C ”vu”Lm((IxU)\(]err)) 5’;:1 H¢ek (5_2, é)HL2(I><U)
<Oy ||fHHgar(1xU) &'(n).

This completes the proof of (2.5.26]).
Step 4. We summarize and conclude the argument. According to (2.5.25), (2.5.26) and the
triangle inequality, we have

[ver = Vul g gy <1V = Veilgo gy + 1907 =Vl g gy
<O - wEHLQ(I;Hl(U)) + | Vw® - V“”ﬁ;;r(fo)

<C (rﬁ + T—3‘(2+d)/25’(n)) Hf”WLM(IxU) :
par

Similarly, for the fluxes we have
Haﬁvu5 — équﬁg;r(IXU) < ||aavu5 _ aEVwEHHIj;r(IXU) + ||a€vw8 - aVuHﬁl;;r(le)
15 g 15 3 -
<Ol w2y + [2°VW© - aVU”H};;r(sz)

< O (15 4 17 DRE ) | flyrans g
par
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and, for the homogenization error, we have

I =l 2ry < 107 = 08 Ly * 107 = vl Lary

<C (Tﬁ + 7“737(2%0/25,(71)) HfHWLQ*‘S(IxU) ’
par

This completes the proof of the proposition. O

To complete the proof of Theorem we just need to estimate the random variables on

the right side of (2.5.18)) using Proposition and the estimates (2.5.13)) and (2.5.14)) for the

correctors.

Proof (Proof of Theorem. Fix s € (0,2+d) and put s’ := 3s+1(2+d) and 5" := 15"+ 3 (2+d).
Thus s < s’ < s < 2+ d and the gaps are at least of size }1(2 +d—s). Observe that (2.5.13))
and (2.5.14)) imply that

NI

E'(n) 303‘"+07§3m‘"(|2m|_1 > (& (z+mm))) .
m=0

2€Zm
Thus, by Proposition [2.30]
Sl(n) < Cg—nﬁ(2+d—sﬂ) 4 Ol (Cg—ns") )

Thus
3ns’ (5'(n) - C3‘”5<2+d_su))+ <O <C3_”(5”_5’)) .

By (2.1.20),
. ns' [ of _ -nB(2+d-s"")
X._%S (&'my-c3 ) <01 (0).

Proposition yields therefore that, for every ¢ € (0, %] and 7€ (0,1),
[V =Vl gy (rewy +127V0 =8Vl gy gy + 107 = ul 2y

1 2+d-s"" s’
<C Hf”wggg([xU) (rﬂ + RN I (55( *d=s") 4 ¢ X’)).

We now select r € (0,1) as small as possible (it must be no larger than a positive power of ¢)
such that r3-(2¥d/2e5" < o5 gng p3-(2+d)/2 ¢ .~F2+d=5")/2 e can take for example

P iz SB24d=s")(3+(2+d)2) |, (5'-5)[(3+(2+d)[2)

Recalling that 2+d—s" > 3(2+d-s) and s’ -5 > $(2+d - s), we obtain the theorem. O

2.6 Regularity theory

In this section, we sketch the proof of Theorem [2.2] following along the lines of the argument
given in the proof of [4, Theorem 3.6] in the elliptic case. We do not give full details, since this
would involve an almost verbatim repetition of the proof of the latter.

We begin by reformulating Theorem in a slightly different way in terms of caloric ap-
prozimation which is more convenient for its application in this section. The next statement can
be compared to its elliptic analogue in [4, Proposition 3.2].
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Proposition 2.32 (Caloric approximation). Fiz s € (0,2+d). There exist an exponent a(d, A) >
0, a constant C(s,d,\) < oo, and a random variable X5 : Q — [1, 00] satisfying the estimate

X, =0,(C), (2.6.1)
such that the following holds : for every R > Xs and weak solution u € Héar(QR) of
Ou—-V-(avu) =0 in Qg, (2.6.2)

there exists a solution u € H;ar(QR/Q) of the equation

Ou—v-(avu) =0 in Qg

such that

lu~l g2y < CR O |lu— (u)g, | (2.6.3)

L*(Qr)’
Proof. Thisis a simple application of Theorem [2.1|combined with the parabolic Meyers estimate.
The argument is almost the same as in the elliptic case presented in [4, Proposition 3.2, we
just need to replace the elliptic interior Meyers estimate with its parabolic analogue proved in
Proposition below. The latter gives us 6(d,A) > 0 and C(d,A) > 0 such that, for every
ue H, (Qr) satisfying (2.6.2), we have that Vu e L2+5(QR/2) and the estimate

par

C
IVul L25(py) < Ju= gyl 120, - (2.6.4)

Following the proof of [4, Proposition 3.2, using (2.6.4)), substituting Theorem [2.1|in place of [4]
Theorem 2.16| and making obvious changes to the notation, we obtain the proposition. O

We next state a parabolic counterpart of [4, Lemma 3.5|.

Lemma 2.33. Fiz a€[0,1], K >1 and X > 1. Let R>2X and u € L>(QRr) have the property
that, for every r € [ X, R], there exists w, € Hgar(Qr/Q) which is a solution of

atw,- -V- (E_lqun) =0 n Qr/2

and satisfies

[u=wrl g2, ,) < Kr™* [u=(u)q, (2.6.5)

L Q)"
Then, for every k € N, there exists 0(a, k,d, A) € (0, %) and C(a, k,d, N) < oo such that, for every
re[X, R],

_inf - fu—pl 2
pEAk(Qoo) é (QBT)

1 i _

<ZgFe2 it Ju—p e +CKr ® |u=(uw)o,ll;20,- (2.6.6)
AL (Q) L*(Qr) L*(Qr)

Proof. The proof is essentially the same as that of [4, Lemma 3.5]. We just have to substitute

balls for parabolic cylinders and use Proposition in place of its elliptic version. These changes

cause no additional complexity in the proof. O

With Lemma in hand, the proof of Theorem is now completed in the same way as
the one of [4, Theorem 3.6], by following the argument almost verbatim and making only obvious
modifications. We refer to [4] for the details.
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2.7 Appendix A : Variational structure of uniformly parabolic
equations

The aim of this appendix is to show that the solution of the parabolic equation (2.2.1) can
be obtained as the minimizer of a uniformly convex functional. We will prove this result in the
more general context of uniformly monotone operators, since this causes no modification to the
proof. Although our statement differs in detail, it is close to the main result of [23] (see also
the monograph [22]). The proof we give is also relatively close to that of [23]; we hope that the
reader will appreciate the short and self-contained presentation in this appendix. The fact that
a parabolic equation can be cast as the first variation of a uniformly convex integral functional
was first discovered in |13} [14].

Let I:= (0,7) ¢ R and U ¢ R? be a bounded Lipschitz domain. For a given right-hand side
w* and boundary condition (both of which will be made precise below), we study the solvability
of the parabolic equation

du-v-(a(Vu,-)) =w* in I xU, (2.7.1)

where the dot “-” represents the time-space variable in I x U ¢ R'*¢ and a e LfgC(Rd x R+ RY)
is Lipschitz and uniformly monotone in its first argument. That is, we assume that there exists
a constant A < oo such that, for every pi,ps € R? and z e R1*¢,

{|a(p1,2) —a(p2, z)| < Alp1 - pal, (2.7.2)

(a(p1,2) —a(p2,2)) - (pr —p2) 2 A" |p1 - pof*.

As a first step, we introduce a variational representation of the mapping p — a(p, z), for each
z € R4, This idea is often attributed to Fitzpatrick [20], although it actually appeared in the
work of Krylov [34] several years earlier.

By [7, Theorem 2.9], there exists A € Lfgc(Rd x R x R14) satisfying the following properties,
for A :=2X+1 and for each z e R :

— the mapping

1 .
(p,q) = Ap,0,2) = 5 (I +1af*) s convex; (2.7.3)
— the mapping
A :
(p,q) = A(p,q,2) - 5(|p|2 + |q|2) is concave; (2.7.4)
— for every p,q € R we have
A(p,q,2) 2p-q, (2.7.5)
and
A(p,q,2) =p-q <= q=a(p,z). (2.7.6)

In the particular case when p — a(p, z) is linear, we can define the mapping (p,q) = A(p,q,2)
according to , see Lemma Another familiar example is when a(-, 2) is the gradient of
a uniformly convex Lagrangian L(p, z), that is, a(:, z) = V,L(:, ) where p — L(p, ) is uniformly
convex. In this case, we can take

A(p,q,z) :=L(p,z) + L*(q, 2),
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where L* is the Legendre-Fenchel transform of L. We remark that the choice of A is in general
not unique.

We define the function space
Z(IxU):={(u,u*) : ue L*(I;H'(U)) and (u*-0wu)e L*(I;H ' (U))},

with norm

1w, w) | z(rxwry = |ull L2y + 1w = O] 2,51 (0))-

The function space H), (I x U) is defined in (2.1.9)-(2.1.10). We denote by H,, (I x U) the
closure in H!, (I x U) of the set of smooth functions with compact support in (0,7'] x U. For

par

every (u,u*) e Z(I xU), we set
Ju,u*] = inf{[]XU (A(Vu,g,")-Vu-g) : -V-g=u" - 3tu} . (2.7.7)

In the infimum above, we understand that g € L?(I xU; Rd), and the last condition is interpreted
as

Vo e LALHYU)), [ Vo-g= [ o). (2.7.8)

Note that the set of candidates for g is not empty ; indeed, denoting by A&l the solution operator
for the Laplacian in U with a null Dirichlet boundary condition, we verify that

g = VAL (u* - du)

is a suitable candidate, by the assumption of u* — dyu € L2(I; H-*(U)).
The goal of this appendix is to prove the following proposition.

Proposition 2.34. For each (w,w*) e Z(I xU), the mapping

L —>
{ w+ Hp,p (I xU) R (2.7.9)

U > J[u,w]

is uniformly convex. Moreover, its minimum is zero, and the associated minimizer is the unique

wew+HL, (IxU) solution of [27.1)), in the sense that

Vo e L2(I; HY (U f - -=[ O
ng ( ) O( ))7 Ixl vd) a(vu7 ) I><U¢(w tu)
Remark 2.35. By the inclusion
Hy(IxU) x LX(I; H N (U)) € Z(I xU), (2.7.10)

Proposition ensures in particular the solvability of the parabolic equation (2.7.1)) for every
right-hand side w* € L*(I; H™'(U)) and every boundary condition w € Hy, (I xU) ; the solution
thus obtained then belongs to Hrl)ar(l xU).

More generally, for every w* of the form

w* =0 f +v, feL*(I;Hy(U)), ve L*(I; HY(U)), (2.7.11)
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we have that (f,w*) € Z(I x U) and hence Proposition [2.34] yields the existence of a unique
solution w e f + H,. (I xU) of ([2.7.1) which satisfies the estimate

lw=Fle, ) <€ (Hf||L2(I;H1(U)) + w” - 8tfHL2(I;H—1(U))) : (2.7.12)
In other words, we have identified a mapping
atf+v»—>f+P(f,v), (2.7.13)

where f e L2(I; HY(U)),v e L*(I; H*(U)), and P is a bounded linear operator from L*(I; H} (U))x
L*(I; HY(U)) to Hgar,u(I x U). If we moreover restrict our attention, say, to the set of func-
tions f which vanish in a neighborhood of {0} x U, then this mapping provides with a notion of
solution of with null Dirichlet boundary condition on the parabolic boundary of I x U.
This additional regularity assumption on the behavior of f near the initial time can of course be
weakened as desired.

Note that every w* of the form (2.7.11)) belongs to par(I x U), but the latter space is
strictly larger than the set of such w*. This may at first glance appear at odds with Lemma [2.20]
however that lemma required that u* belong to L?(I x U). This hypothesis rules out certain

singular distributions which belong to H L (I x U) but cannot be written in the form ([2.7.11).

par

Remark 2.36. One may wonder if, in analogy with the elliptic setting, one can identify a reflexive
subspace F of the space of distributions such that the standard heat operator (9; — A) maps
E to its dual E* surjectively. This is however not possible, as we now explain briefly. Observe
first that by Proposition the heat operator is a bijective mapping from 1aw(I xU) to
L*(I; HY(U)), and that L (I H~Y(U)) is strictly smaller than the dual of H par L(IxU). Indeed,
the dual of Héar,u(l x U) contains all elements of the form v, for v € L?(I; H(U)). Hence,
the space E should be strictly between the spaces H pdr LI xU) and L*(I; HY(U)). Using the
decomposition of the solution operator in , one can then verify that such a space F does
not exist.

Before turning to the proof of Proposition ﬂ, we first recall the following continuity result
(I xU) and H], (I xU) where the null
boundary condition is only imposed in the space direction. We refer to [40}, Section I1I.1.4] for a

for elements of a space intermediate between H. paw

proof.

Lemma 2.37. Let u € L2(I; HY(U)) be such that ou € L*(I; H Y (U)). There ezists U €
C(I; L*(U)) such that, for almost every t € I, we have u(t,-) = u(t,").

From now on, whenever a function u satisfies the conditions of Lemma [2.37, we identify it
with its continuous representative.

Proof (Proof of Proposition [2.34]). We decompose the proof into four steps.

Step 1. We show that the mapping in (2.7.9) is uniformly convex. We will in fact prove the
stronger statement that the mapping

(u,8) = fle(A(Vu,g,-)—ng), (2.7.14)
defined over all pairs (u,g) in the set

{(u.g) e (w+HL (IxU))x L*(Ix U;RY) and -V-g=w"-0du}, (2.7.15)
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is uniformly convex. We first show that the mapping

e [ v
is convex over the set defined in (2.7.15)). By (2.7.8) (with u* replaced by w*), we have

_ o= — Lo+ — *_8
Ivau & /;Xva & ﬁxU(w U)(U} tU)

. 1 )
- _ Iwa.g+fle(w—u)(w —atw)-ir§||(u—w)(T,~)”L2(U). (2.7.16)

This expression is clearly convex in the pair (u,g). We now complete this step by showing that
the mapping

(w.g)~ [ A(Vug.)

is uniformly convex over the set defined in (2.7.15)). By (2.7.3)), for every (u,g) in the set defined

in (2.7.15) and
(v,h) e HY, (IxU)x L*(I xU;RY) st. v-h=0p, (2.7.17)

we have
1 1 1 s o
§A(V(U + U)ag + h?) + §A(V(U - U)ag - ha ) - A(vu7g7' 2 2_A (|VU| + |h| ) .
Moreover, by (2.7.17)),
1Ol 2 (1.1 () = Sup{fletﬁ@w e LA HG(U)), VOl r2rxuy < 1}
—sup{ [ 96:h: 6 ELHYW)), 190l z2 < 1

< b z2(rxry-

We have thus shown that

fIxU (%A(V(U + U)vg +h, ) + %A(V(u - U)vg —h, ) - A(vu,g,‘))

1
> (19018 + 1001 By * Bl Ea 1))

so the proof of uniform convexity is complete.

Step 2. By the result of the previous step, there exists a unique pair (ug, go) in the set defined

by (2.7.15)) which minimizes the functional in (2.7.14). In order to complete the proof, it suffices
to show that

/sz (A(Vuo,80,-) — Vuo - go) = 0. (2.7.18)

Indeed, by (2.7.5)), the identity (2.7.18) implies that

go =a(Vug,-) ae. inlxU,

and moreover, by (2.7.15]),

V-go=w" - duuo,
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so that ug indeed solves
Owug — V - (a(Vuo, )) =w*

in the weak sense. Our goal is therefore to show (2.7.18]). The fact that the left side of (2.7.18]) is
non-negative is immediate from (2.7.5). There remains to show that this quantity is non-positive,

that is,

inf Jw+u,w ] <0. (2.7.19)

weHL  (IxU)

par,U
In order to do so, we consider the perturbed convex minimization problem defined for every
u* e L2(I; HY(U)) by

G(u"):= inf (j[w+u,w*+u*]+[l Uuu*).

ueHy,, ,(IxU)

Note that (2.7.19)) is equivalent to the statement that G(0) < 0. By the computation in (2.7.16)),
for every u* e L2(I; H™1(U)) and

(u,g) € Hypo n(IxU) x LX(IxU;RY) st -V -g=w*+u’ —0y(w+u), (2.7.20)

we have

[IxU (AV(w+u).g)-V(w+u)-g)+ | wu*

= ﬁxU (A(V(w + u),g, ) -Vw-g- u(w* _ 8tw)) + %”u(T’ )”%Q(U)’ (2'7_21)

and hence the function G is convex over L?(I; H-1(U)). Moreover, one can check that it is also
locally bounded above, which implies that G is lower semi-continuous, by convexity (see e.g.
[18, Lemma I.2.1 and Corollary 1.2.2]). Denoting by G* the convex dual of G, defined for every
ve L*(I;Hy(U)) by

G*(v):= sup (—G(u*) + fIXUvu*),

uw*eL2(I;H-1(U))
and by G** its bidual, we deduce that G = G** (see [I8, Proposition 1.4.1]), and in particular,

G(0)=G"(0)=  sup  (-G"(v)).
veL2(L;HL(U))

The statement (2.7.19) is therefore equivalent to
Vo e L2(I; Hy(U)), G*(v)20. (2.7.22)

The proof of this fact occupies the next two steps.
Step 8. For each v e L2(I; H}(U)), we have G*(v) e Ru {+00}. In this step, we show that

G*(v) <+00 = Owe LX(L;HY(U)). (2.7.23)

We note that
G*(U)=sup{/]XU((v—u)u*—A(V(w+u),g,-)+v(w+u)-g) :

uw* e L*(I; H1(U)), (u,g) satisfy } (2.7.24)
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Specifying to u* = dyu and to a fixed g € L?(I x U;R?) satisfying -V - g = w* — dyw (which can
be constructed as the gradient of the solution of a Dirichlet problem) yields the lower bound

. 1
G*(v) > Sup{ [IXU (voru-A(V(w+u),g,)+V(w+u)-g) - §||u(T, -)H%Q(U) :
we Hpy (I U)}.
The assumption of G*(v) < oo thus implies that

Sup{ﬁvaatu U le)ar,u(I X U)a HVUHL2(I><U) <1, Hu(Tv)HL2(U) < 1} <00,

Denoting the supremum above by C < oo, we infer that for every smooth test function u with

‘f u O
IxU

By density, we deduce that 0;v can be identified with an element of the dual of L*(I; H}(U)).
Since this dual space is L2(I; H-1(U)), the proof of (2.7.23) is complete.

Step 4. In this step, we show that

compact support in I x U,

< C|Vul p2(rxvy-

ve L*(I; Hy(U)) and dwe L*(I;H'(U)) =— G*(v)20. (2.7.25)

Together with (2.7.23]), this would complete the proof of (2.7.22)) and therefore of the proposition.

The fact that G*(v) > 0 would follow immediately from ([2.7.24) if we could choose u = v and
then ensure the equality of the last two terms under the integral. The difficulty we face is that
the function u is allowed to range in Héar,l_l(I x U), while the function v does not belong to this
space in general, due to the boundary condition at the initial time. We therefore wish to argue
that this constraint on u can be relaxed.

Replacing u* by u* + dyu in the supremum in (2.7.24)), we can rewrite G*(v) as
G =sup{ [ ((0-u) (w4 0u) - AV s w).g )+ V(wu)g)), (2720

where the supremum is taken over every u* € L*(I; H™'(U)), we H},, (I xU) and g e L*(I x
U;RY) satisfying
-V-g=w"+u" - dw. (2.7.27)

Integrating by parts, we can rewrite the term involving 0;u on the right side of (2.7.26) as

1
[ wmwou=- [ wdws [ a(T)e(T.) = ST By,

The functional under the supremum in (2.7.26) can thus be decomposed into the sum of

L(u,u”,g) = fIXU (v=u)u” —udw - A(V(w+u),g,")+ V(w+u)-g) (2.7.28)

and
B(T,)) = [ (T )e(T,) = (T By (2.7.29)
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Moreover, for each given u* € L?(I; H'(U)) and g € L?(I xU;R?), the mapping u — I; (u,u*,g)
is continuous for the topology of L?(I; H*(U)). For any given b e H}(U), and @ € L*(I; H}(U)),
one can find elements of the space

{ue Hyy ((IxU) : w(T,-)=b}

which approximate @ with arbitrary precision, for the topology of L?(I; H*(U)). Hence, for each
given u* € L>(I; H"Y(U)) and g € L?>(1 x U; R?), we have

sup{Il(u,u*,g)+12(u(T,-)) : ueHgar,u(IXU)}
> sup {1 (u,u*,g) + Io(b) : we L*(I;Hy(U)) and be Hy(U)}.

Moreover, the mapping b ~ I5(b) is continuous for the topology of L?(U), and thus we have in
fact

sup{Il(u,u*,g)+I2(u(T,')) : ueH;ar,u(IXU)}
=sup {I1(u,u*,g) + Lr(b) : we L*(I;Hy(U)) and be L*(U)}.

Selecting v = v and b =v(T,-), we have thus shown that

G*(v) > sup{%v(T,-)%Q(U) + '[IXU (v 0w - A(V(w +v),g,) + V(w +v) -g)},

where the supremum is taken over every u* € L2(I; H Y(U)) and g e L*(I x U;RY) satisfying

(2.7.27). Note that
1 1
STy = [ 00 = 5100z > 0.
Selecting u* such that
-V-(a(V(w+v),")) =w* +u* - dw,
and then
g=a(V(w+v),)

ensures that the constraint (2.7.27) is satisfied, and by (2.7.6)), that
[ AT @), = V(w0)-g) =0,

The proof of (2.7.25) is therefore complete. O

2.8 Appendix B : Meyers-type estimates

In this appendix, we present local and global versions of the Meyers improvement of integra-
bility estimate for gradients of solutions of linear, uniformly parabolic equations with measurable
coefficients.

The interior Meyers estimate in the parabolic case was first proved in [26]. We follow their
argument to obtain Proposition [2.38 below, which is included for completeness and since the
same ideas are needed to prove the global version in Proposition [2.39] The statement of the latter
will certainly not come as a surprise to experts, but we do not believe it has appeared before.
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Global versions of the Meyers estimate in the parabolic setting have been previously considered
in [37], but the statement of Proposition is stronger than the results of [37] since we do
not require any additional regularity of the boundary condition in time—a modest technical
improvement, but it gives a more natural statement and one which is useful for the application
in this chapter.

In what follows, we use the same notation for parabolic cylinders as in Section 2.6} see (2.1.7)).
That is, for (t,z) € R x R, we denote

I.=(-r%0], Q.(t,z):=(t,x)+I,xB,, and Q,:=Q.(0,0).

We fix a coefficient field a = a(t,z) satisfying (2.1.2)) for every (¢,2) e R x R%, and consider the
linear parabolic equation
Ou—V-(a(t,r)Vu) =u”. (2.8.1)

We remark that the argument we present only makes mild use of linearity and can be adapted
to give similar estimates for solutions of nonlinear parabolic equations like the ones considered

in Appendix 2.7
We first present the interior Meyers estimate. Recall that the space Wg&’lr is defined in (2.1.13)

and ([2.1.14)).

Proposition 2.38 (Interior Meyers estimate [26], Theorem 2.1|). Fiz r > 0, p > 2 and suppose
that we HY, (Qa,) and u* € LP (IQT; W’l’p(Bgr)) satisfy equation (2.8.1) in Qop. There exist an

par
exponent 6(d,A) >0 and a constant C(d,A) < oo such that u € W;;’rm(%a)(QT) and we have the
estimate

[9ul porcosor g,y < C (190l g2(ury * 14" | goncaesy 1y mt.00a2 (1, ) - (2.8.2)

We next give a global statement of the Meyers estimate with respect to a Cauchy-Dirichlet
initial-boundary condition.

Proposition 2.39 (Global Meyers estimate). Fiz p > 2. Let U € R? be a bounded Lipschitz
domain, I € R a bounded interval and set V := I xU. Fiz f € WpE(V), u* € LP (L We(V))
and suppose that

e f+ Hyp (V)

1s the unique solution of the Cauchy-Dirichlet problem

Ou—V-(avu) =u* inV,
u=f on A V.

There exist 6(V,d,A) > 0 and a constant C(V,d,\) < oo such that u € Wpl.ﬁA(z%)(V) and we

have the estimate
HuHWP};;A(%é)(V) <C (Hf”WI};’r’A@*‘S)(V) + |u HLP/\(2+5)(I;W—l,p/\(2+6)(v))) . (2.8.3)

The Meyers estimates are consequences of the Caccioppoli inequality, the most basic regula-
rity estimate for divergence-form equations.
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Lemma 2.40 (parabolic Caccioppoli inequality). Suppose that u € Hll)ar(Q%) and u* € L?(Ioy; H 1 (Ba,))
satisfy
Ou—V-(avu) =u” in Qoy.

Then there exists C(d, ) < oo such that
IVul 20,y < Crt Il 2¢u,y + C It L2 ry -1 (Boy)) (2.8.4)
and

sup [u(s, ) 12¢5,) < C VUl 20y, + Clu | 2,11 (B2 - (2.8.5)

sel,.

Proof. We take 7, € C2°(Q2,) to be a test function satisfying
0<n<l, n=lonQ, |dm+|vyf<Cr2
We test the weak formulation

Vo € L*(Ioy; HE(Bay)), L ¢(u*—atu)=fQ Vé-avu

with the function ¢ := n?u € L?(Is,; Hi(Ba,)). We estimate the right side from below by

1 2 2
\V/ -aVuZ—[ vVu —C’/ V| lul | Vu
o, ve-avuz £ [ wtvel =C [ oelvnful|vul

1 2 2 f 2, 12
> — -C
TN szr ny [Vl QQT\WTI |ul
1

2 |vul> - Cr2 fQ Juf?

2r

2 P
2A QQT

and the left side from above by

1
2 0% 2 2 2
Tuu—aug—/ 8(—ru)+/ | 0enr| w
‘/é2r77 ( ! ) Q2r ’ 2n Q27“77 | tn|
0
1) R [C-1C0] RPN I OO0 PPRTP
1
<-— nE(O,x)uQ(O,x)dac+Cr_2/ u?
2 BQT- 2r

2 *
+C HTITUHL2(IQT;H1(BQ7«)) ”U ||L2([2T;H’1(Bgr)) .
Using that
2 -1
HnruHLz(Igr;Hl(Bzr)) <Cr Hu”LQ(Igprgr) +C HWVUHB(IQMB%) )
we get
2 *
C HTITUHL2(12T;H1(BQT)) Hu HLQ(IQT;H_l(BQT))
-2 2 1 2 * 12
T HUHLQ(IQTXBQT) + A ”WVUHL?(IWXBW) +C'u HL?(I%H—I(BW)) :

Combining the above, we get that

1 1 2 - * (|2
5_/13%7)3(0,x)u2(0,x)da:+ﬁ Q%nfyw <Cr 2/;2 [ul® + C |[w* | 2 (111 (B2 )) -

2r
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This yields (2.8.4).

By repeating the above computation, using instead the test function ¢ := n?u]l{ks} for fixed
s € I, and estimating the right side of the weak formulation from below differently, namely

2
[Q Vo-avu > -C 0, Vulizq,.) = C IV Vul 12(g,,) lunel 120,
2r

1
2 -2 Su?
>-C HVUHLQ(Q%) B ]__67' /(;?2 ot

1
2 2 2
2 =CVulagu) = g [, wi(te) (o) de,

we get the bound

1 2 2
- s,x)u”(s,z)dx
3 J, W2 (s,2)
2 1 2 2 |2
SCHVUHB(QQT)JFZ?}P f32 ny (L 2)u”(tx) de + C w12 gy, 518y, )) -
€l i

Taking the supremum over s € I, and rearranging, we get (2.8.5). O

In the following statement, what is important is that ¢ < 2. It is convenient to use the Sobolev
exponent ¢ :=2,, although the choice ¢ =1 in d = 2 causes technical problems so in that case we

just take q € (%, %)

Lemma 2.41 (Reverse Holder inequality). Suppose that u € Héar(QM) andu* € L? (I4;; H ' (Byy))
satisfy

Ou—V - (a(z)Vu) =u”  in Q4.

Denote q =2, =2d[/(2+d) if d > 2 or let q be any element of (%, ’4_1) if d =2. Then there exists
C(d,A) < oo such that, for every a >0,

C .2
IVul 2, < < VUl Lo(u) + @ IVulz2(q,) + C 10 L2141 (Bary) (2.8.6)

Proof. By subtracting a constant, we may suppose that (“)er = 0. Let £ € C(B,) with
[p §=1and |V¢| < Cr~'. Denote

o(ta) =ute) - w(t), wn)= [ E@ut.y)dy.

Then v satisfies
O -V - (avv) =u" - dw.

Applying (2.8.5) to v, we find that

1 1
X 1
fQT lvf? < (il}g ,[Bg,« (s, z)|* d:z:) fbr (,[Bz,« l(t,z)|? d:z:)2 dt

1
" 2
< C (||VUHL2(Q4,) + ”u — athL2(147.;H—1(B4r))) /;2 (,/;2 |’U(t7x)’2 d:l]‘) dt.
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Denote by ¢’ the Holder conjugate exponent to ¢ and notice that ¢’ =2* in d > 2 and ¢’ < oo in
y Jug

d = 2. Using the Hoélder and Sobolev inequalities, we find that

1
tz) d )th
‘/127‘ (‘é2r |/U( x)| v
< t, qd)([ t, qd) dt
[Iw( [, o dz) ([ et ds

1 1
<o CEm) [ ([ ve o an)” ([ 1w de)
127" BQT B27‘

1
(29)’ (2q)

1_1 L
<ot Wwntiug, | f, (o, ool as) ©

As (2¢)'/4 < 5 <1, we can use Holder’s inequality in time and then (2.8.4) and Lemma to

get

L), wetaP ar)

N
< Cro’ 2 (f[ fB |Vou(t,z)]| d:Udt)
2r 2r

2 1 %
<Creo 2 (| Vul gag, *+ 10" = 0l 21y -1 80y ) -

Let k:=d (i - %}) + ﬁ + %. Combining the above, we get

(NI

1
2 3 *
[9022(Qu) < CT" IVON a0,y (HVUHLQ(QM) + o - atw”LQ(IM;H—l(BM)))
Combining (2.8.4) and the previous inequality, we obtain

3
2

1
2 - 3 *
V0l22(0,y < O 2 1900 iy (1900 20y * 1" = 40l gty s 0y

* 2
+C u” = 0wl 2(r, . m1(Bay) -

Normalizing the norms, we find that this is the same as

3

1
2 5 *
[Volza,) < ”WHEQ(@a (”W”E(ma o 3tw”ﬁ(14r;ﬁ-1(34r>)) i

* 2
+C " = w2111 (B4)) -

Applying Young’s inequality, we obtain, for every a > 0,
C
2
IVolzzg,) < 7 |

It is not difficult to show, by using the equation and the definition of w, that

”atw”L?(ur;El(Bh)) <C (HVUHLI(QM) + ““*”L?(ur;gl(&r))) :

* 2
‘Vszq(QM) + “vaEQ(Qélr) +C ”U - atw”LQ(I4r;£—1(B4T)) . (287)
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Combining the previous two displays yields

2 C 2 2 2
012200y < = 190 Bquy + @ 19032y + C 1 oy i ()
Since Vv = Vu, this completes the argument. O

To complete the proof of the interior Meyers estimate, we need the following version of
Gehring’s lemma for parabolic cylinders which states that a reverse Holder inequality implies an
improvement of integrability. This result is standard and so we do not give the proof here. See
for instance [25, Proposition 5.1], where the statement is given in cubes rather than parabolic
cylinders (which makes no difference in its proof).

Lemma 2.42 (Gehring-type lemma). Assume that R >0, ¢ > 1, F € L'(Q4r), G € LY(Q4R),
m e (0,1) and A€ [1,00). Suppose that, for every (t,x) € Qg and r € (0, %R],

1
P10, < A (™1 oy * 161 ir@arten ) + € VP ey

Then there exists eo(d,m) € (O, %] such that € < eg implies the existence of an exponent d(e, A,m,q,d) €

(0, %] and C(g,A,m,d) < co such that F € L1+6(QR) and

1Pl 150y < C (1F 1 11 (@umy + 1G Lvs (@umy ) -

The statement of Proposition [2.3§] can now be obtained as a consequence of Lemmas [2.41]
and and a routine covering argument. Indeed, any element of W~1P(U) can be represen-
ted as the divergence of an element of LP(U;R?) by the Riesz representation theorem (see [I
Theorem 3.9]). This allows us to obtain the estimate (2.8.2)). The statement that d;u belongs to
LPN(E+9) (Ir; W‘l’pA(2+5)(Br)), with an appropriate estimate, follows from and the equa-
tion ([2.8.1)).

We next give a sketch of the proof of Proposition [2.39] which requires us to first revisit the
proof of the Caccioppoli inequality to obtain a global version.

Lemma 2.43 (global Caccioppoli inequality). Let U ¢ R? be a bounded Lipschitz domain and
denote V := Io x U. Suppose that f € Hgar(V), uef +Héar7U(V) and u* € L*(Io; H-Y(U)) satisfy

Ou—V-(a(zx)Vu) =u* in V.

Then there exists C(V,d,A) < oo such that, for every r € (0,1) and (t,x) e I, xU,

1V (e = P 220, vy < Cr 7w = Fll 2o t.myovy
+C va”LQ(er(t@)nV) +C ||’U/* ||L2((t+[2r)l’1]2;H’1(Bg,«(aﬁ)ﬁU)) (288)

and

sup  [[(u—=1)(s: ) 2B, )nv) € C IV = D 2200y (t2)71)
S€(t+[2r)r'1]2

+ C ||foL2(Q2»r(t,m)ﬂV) + C HU* HL2((t+12»r)ﬁIQ;H_1(BQT(:B)OU)) . (289)
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Proof. By replacing u by @ := u — f and u* by @* = u* - (0; - V-aVv) f, we may assume
without loss of generality that f = 0. The lemma is then obtained by repeating the argument of
Lemma [2.40] and making obvious adjustments to the notation. O

Following the proof of Lemma|2.41] we obtain a global version of the reverse Hoélder inequality.

Lemma 2.44 (Reverse Holder inequality). Let U R? be a bounded Lipschitz domain and denote
V=1 xU. Suppose that f € H;ar(V), uef+ Hgar,u(V) and u* € L?(Iy; H-Y(U)) satisfy

Ou—-V-(a(z)Vu) =u" in V.

Denote q := 2, =2d[/(2+d) if d> 2 or let q be any element of (%, %) if d =2. Then there exists

C(V,d,A) < oo such that, for every r € (0,1), (t,x) e [ xU and a >0,

2
IV (=Pl tarov
C 2 2
<y IV (= PN La(Qur (tayevy * @IV (U= P 72004 tyov)
2 X2
+o vaHLQ(Qzlr(t,x)ﬂV) +Clu ”LQ(t+14rﬂf2;ﬂfl(34r(9ﬂ)”U)) )
Proof. The argument is omitted, since it is an easy adaptation of the proof of Lemma O

Proposition is now a straightforward consequence of Lemmas and
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Chapitre 3

Quantitative stochastic homogenization
for the corrector of elliptic discrete
equations

3.1 Introduction

3.1.1 Notations

We consider the random conductance model on the lattice (Z¢,&,) in dimension d > 2, where
&4 is the set of edges, that is, unordered pairs {z,y} with z,y € Z% satisfying |z - y| = 1. We are
given X € (0,1) and a random function

a: & — [A\1].

The quantity a({z,y}) is called the conductance of the edge {z,y} € £ and we assume that
{a(e)}eeg, is an i.i.d. ensemble. We are interested in the elliptic finite difference equation

~-V-avu=0 in Z¢, (3.1.1)
where —V -aV is the elliptic operator defined for functions u : Z¢ - R by

(-v-avu) (2) = 3 a({z,y}) (u(@) - u(y)). (3.1.2)

Yy~

We can give an interpretation of the operator —V - aV in terms of random walk in random
conductance. By attaching a clock to each edge e € £, that rings after exponential waiting time
of expectation a=!(e), we consider (X;)ss0 the continuous-time Markov process starting at the
vertex 0, such that, when X (¢) is located in a vertex z € Z¢, the random walk stays in this vertex
until the first ring of the 2d clocks of the form (z,z +¢;) and then immediately jumps to the
endpoint of the corresponding edge. We notice that the generator of this Markov chain is -V-aV.
In the following, we define vector fields and Dirichlet forms. For U ¢ Z%, we define £*(U) as :

d
EYU) = L:_Jl{(x,:z: te),reU}.

107
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We also define U* as : .
Ur=UulJ(e;+0).
i=1

We define OU as the subset of U of all the vertices which admit a neighbor in Z¢ which is not
an element of U. That is :

OU :={x € U, Jy such that y ¢ U and |z —y| = 1}.

We let € := {(:z:,y) cx,y e 2z~ y} denote the set of oriented nearest-neighbor pairs and
E(WU) ={(z,y) : z,y e U,z ~y} the edges lying in a subset U ¢ Z?. The function

G:E(U)-R

is said to be a vector field if it is antisymmetric, in the sense that G(x,y) = -G(y, z) for every
(r,y) € EU). If u: U - R, then Vu is the vector field satisfying

(Vu)(z,y) = u(z) - u(y)
and aVu is the vector field defined by
(avu) (z,y) = a({z,y}) (u(z) —u(y)) .

If ¢ € R?, we also denote the affine function {4 given by x — q-x and we let ¢ denote the constant
vector field which equals V/,, that is

q(z,y) =q- (z-y).
The space of vector fields on U is endowed with the following inner product :
1
(F|G>£Q(5(U)) = o7 Z F(z,y)G(z,y),
and an inner product (') 2 on the space of functions€*(U) - R, defined by

1
= ] Yo flr oz +e)g(m, o +e).
el

1<i<d

<f|g>L2(U) :

We denote by (F)g ) and (F)g+(ry the unique vectors in R? such that, for every p € R?,
p- <F>5(U) = <p|F>£2(5(U)) and p- (F>8+(U) = <P|F>£2(U)~

We also denote, for u: U — RY, the average of u on U by (u)y, precisely

1
{u)v = Tl > u(®).

zeU

With these conventions, for a: &; - R and u,v: U - R, we can express the (bilinear) Dirichlet

form as
1

A0 > (u@)-u(y)a({zy}) (v(z)-v(y)).

x,yel, x~y

{(Vulave) g2 ey =
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We introduce
AWU) ={u:U->R: -V -avVu(z) =0 for every z €int(U)}, (3.1.3)

where int(U) = U N\ 9U is the set of interior vertices of U, the set of solutions (called a-harmonic
functions) on a subset U ¢ Z?. We denote by Co(U) the set of functions w : U - R with compact
support and satisfying w = 0 on QU. Then we can claim

ue A(U) < (VwlavVu)p2gqy) =0 for every we Co(U). (3.1.4)

For n € N, we define O, as :
0, = [-3",3"]9n Z%.

The result (3.1.4]) gives
ueA(D,) <= (Vwlavu)2g =0 for every weCo(0y,), (3.1.5)

taking U = O, and noticing that the edges of £(O) which are not contained in £7(0,) are

n?
always edges linking two vertices of J0,, subset on which all the function of Cy(0;) vanishes.
The usual inner product on L?(U), as well as the inner product on L?(£(U)) will respectively
be denoted (-,-)z2¢y and () r2¢g(v))-
We define the H' norm as

lul g1y = VUl z2eg 0y
and the H~! norm by

lullg-y=sup  {u, )2y
”QSHHI(U):l

The norms HY(U), L*(U) and H (U) are respectively the norms H'(U), L?(U) and H(U)
divided by the cardinal of U.
The inner product (-,-)a 7, on L2(E7(U)) is given by

G )ar == 3 a(e@)(e)ie).
|U|ee€+(U)

Since a is defined on the edges, we only note U instead of £*(U) to shorten and there is no
possible confusion. For E a subspace of L2(£*(U)), we denote by E*a its orthogonal according
to the inner product induced by a.

We define the sets of potentials

Lyt (E°(U)) = VLA (U™) and Lo o (€7 (U)) = VCo(U™).

We define S(U) as the orthogonal — according to the inner product induced by a — of Lgot70(€ (U))
in L2 (£7(U)). This definition implicitly depends on the random function a. We can notice that

5(0n) = VA(T}), using (B13).
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3.1.2 Statement of the main result

Theorem 3.1. There exists a, a deterministic scalar, satisfying A < & < 1 such that for every
s € (0,d), there exists an exponent 5(d,\) >0 and a constant C(s,d,\) such that the following
result holds. Considering uep the solution of the Dirichlet boundary problem

{V-aVum =0 in int(O)), (3.16)

Uepn =€ T on 0O,

we define the corrector with slope e € R on the cube O;, denoted by ¢, as the difference between
Uen and the linear function (., which is the solution of the homogenized version of (3.1.6), that
is the same problem in which a is replaced by a, we have the estimate

37| Veml 1 eany) < €37+ 01 (C37™), (3.1.7)

and

37" a(e + Vden) — e g1(s(,) < C3 ) + 0y (C37™). (3.1.8)

3.1.3 Subadditive quantities

In the following, we define the subadditive quantities and gives their first properties. These
quantities are inspired by the continuous model.
For every finite subset U ¢ Z¢, and p € R%, we define

L s Laowue? (3.1.9)

Up)= —inf —
V( p) veépigo(U+)|U|ee£+(U)2

The function in the optimization problem is uniformly convex on le)ot’o, hence admits an unique
minimizer, which will be denoted by
v(+,U, p) the unique minimizer in the definition of v(U, p). (3.1.10)
We can notice that the definition of v(U,p) can be rewritten as
. T2
v(U,p) = inf —||qz$||a7U. (3.1.11)

pep+L2, o (E¥(U))2

The functional to minimize in the previous definition is uniformly convex again, and we can
define
¢(-,U,p) the unique minimizer in (3.1.11]). (3.1.12)

It is clear that ¢(-,U,p) = Vu(-,U,p). Moreover, by a variational argument, we obtain

Proposition 3.2. For any f € L§0t70(5+(U))

<¢(7 U>p)7 f>a,U =0.

In other terms, ¢(-, U, p) belongs to the intersection of p + L§0t70(5+(U)) and Lgot’ola, which

means that ¢(-,U,p) is the orthogonal projection (according to the inner product induced by a)
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of p on L§0t70La_ Since p is already an element of Lf,ot(é'*(U)), as the gradient of the function
x — p-x, this actually corresponds to the projection on S(U) :
¢(-,U,p) = Proj® sy (p), (3.1.13)
and hence .
v(U.p) = 5| Proi* s (P)lau- (3.1.14)

This gives another definition of v(U,p). In the following, we give the properties of v :

Lemma 3.3 (Basic properties of v). Fiz U ¢ Z% o finite subset. The quantity v(U,p) and its
minimizer ¢(-,U,p) = Vu(-,U,p) satisfy the following properties :
— Bounded. For every p € R?,

A 1
Slpl* <v(U.p) < Slpf*. (3.1.15)

— Uniformly convex in p. For every pi,p2 € RY,

A 1 1 p1 +p2) 1 2
—|p1 — <—-v(U — -v|U < =lpy - . 3.1.16
Slp1 = pal € Su(Upn) + 5 (Uip) v (V222 ) < Loy - ol (3.1.16)
— Subadditivity. Let Uy, .., U, be subset that form a partition of U, then
U
v(U,p) <> 0] v(Us,p). (3.1.17)
i=1

— Quadratic response. For all p e p + Liot’O(SJ“(U)), we have

A 1 1
Sle- SCU,p) 726+ () < 5{0ad) 2y —v(U.p) < 5 lo - SC Up) 72+ 1y (3.1.18)

Proof. — Bounded. For the right inequality, it suffices to use (3.1.9)) with v = £,,.
For the left inequality, we notice that for every ¢ € Lgot,o(‘f “(U))

(p+la(p+ ¢)>L2(U) >Mp+lp+ ¢>L2(U) = Alp+ ¢H%2(5+(U))7

where the second inequality is a consequence of Jensen’s inequality. As an element of

Liot’O(SJ“(U)), ¢ has a zero mean, which gives (3.1.15)).
— Uniformly convex. Using (3.1.14)), we deduce that

1 1 1 .a
5V(U7p1) + §V(U,pz) -v (U7 = ZH Proj® sy (p1 = p2) a0

By (3.1.14)), this is %I/(U,pl —p2), which together with (3.1.15)) gives (3.1.16)).

— Subadditivity. Defining v : U — R such that v coincides with v(-, U;, p) on each subset Uj,
and equals 0 on U* \ U, gives an element of £, + Co(U™"), that is why (3.1.9) gives

D1 +p2)
2

v(U,p)

IN
N | =

(p+Vola(p+Vv)) 21
Uil
11Ul

M=

{p+ Vol Ui p)la(p + Vo(-, Ui, p)) 217,y

.
Il

which is (.1.17).
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— Quadratic response. We compute the expression <¢|a¢>LQ(U)’ using the fact that ¢(-,U, p)
is a-orthogonal to the space L1230t,0(5+(U)) :

(d) + (¢ - ¢(7 va))|a¢>LZ(U)

<a¢('7 va)|¢>L2(U)
((rb - ¢(7 va)|a(¢ - ¢(7 UvP)))LQ(U)

(dlag) 2(e+ 1y

+

Therefore

(9lac) 2 ) — (60 U plad (-, Usp)) 2 )
= (6= 6(- U.p))falé - 6(- U.p))) 2y, (31.19)

dividing by 2 and using (3.1.9)), we get
1
§(¢Ia¢)y(y) -v(U,p) = |¢- 90, U,p) |26+ w)); (3.1.20)

from which (3.1.18)) follows.

O
3.1.4 The dual quantity v*
In this subsection, we introduce the dual quantity v* and give its basic properties.
* 1 1 2
V(U= sip Y (-5a@vae)? + (g va(e)
uee(@) U] ceé (o \ 2
1 (3.1.21)
- s (-swraqy)
wel2, (EX(U)) \ 2 aU
We define
2
U(-, U7 Q) € C(U+) and w(v U,C]) € Lpot(g+(U)) (3122)

the two respective minimizers in (3.1.21)).

We remark that ¢ (-,U, q) = Vu(-,U, q). With a variational argument, we obtain that (-, U, q) -
a !¢ is orthogonal, according to the inner product induced by a, to the space Lgot(5+(U)). That
is, ¥(-, U, q) is the projection on Lf)ot(i’*(U)) of a~q, and given that the latter is an element of
Lg0t70(5+(U))La, we obtain :
$(U,q) = Proj* sy (a'q). (3.1.23)
We deduce 1
v (U,) = 3| Prof® s (a” ' 0) 3 (3.1.24)

Now, we give some basic properties of v* (the proofs are almost identical to those for v.)

Lemma 3.4 (Basic properties of v*). The quantity v*(U,q) and its mazimizer ¢(-,U,q) satisfy
the following properties :
— Bounded. For every q € RY,

A , 1
Slaf* <v(U.q) < Slal* (3.1.25)
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— Uniformly convex in ¢. For every qi,qo € R?,

q1tq2
2

— Subadditivity. Let Uy, .., U, be subset that form a partition of U, then

A 1, 1, . 1
§|Q1—QQ\S§V (U,q1)+§v (U,q2) -v*(U, ) < §|q1—q2\2. (3.1.26)

v'(U,q) <> ||[§||V*(Ui,q). (3.1.27)
i1
— Quadratic response. For all i € le)ot(SJ’(U)), we have
A Upl; L “Uyq) < - U,q)|7 3.1.28
EW—W', )72+ ) 3<§¢|3¢)L2(U)—V ( ,Q)S§W—¢(w D226+ @y~ (3-1.28)

3.1.5 The master quantity .J.

After the definition of v and v*, we introduce the subadditive quantity J, which links these
two quantities. For every p,q € R%, we set

1
J(U.p,q) = sup (S|-aS-ap+q)2y)- (3.1.29)
SeS(U) -

The following lemma gives an expression of the master quantity J relying on v and v* which
justify in which sense J allows us to control the defect in convex duality between them.

Lemma 3.5. For every p,q € R%,
J(U,p,q) =v(U,p) +v*(U,q) -p-q. (3.1.30)

It is also possible to express the maximizer S(-,U,p,q) in (3.1.29)) as the difference between the
mazimizer of v*(U,q) in (3.1.21)) and the minimizer of v(U,p) in (3.1.9).

Proof. We first argue that, for every p,q € R? the maximizer S(-,U,p,q) is the orthogonal
projection—according to the inner product induced by a—of ¢ —a~'p on the space S(U). By a
variational argument, we first remark that for any 7€ S(U)

(T|-aS(,U,p,q) —ap +a) 21y = 0,

which can be rewritten as
(Ta S(7 vaa Q) - (a_lq _p)>a,U =0.

Since S(-,U,p,q) e S(U) and S(-,U,p,q) - (a~tq-p) e S(U)*2, we conclude that
S('aU’pv(:Z) :Projas(U)(a_lq—P), (3131)

from where, (3.1.13) and (3.1.23)) allow us to affirm that S(-,U,p,q) is the difference between
Y(-,U,q) and ¢(U,p), i.e. the maximizer of v*(U,q) in (3.1.21)) and the minimizer of v(U,p)

in (3.1.9). Combining (3.1.31) with (3.1.29) gives
1 . _
J(U,p,q) = 5| Proj* s (g -a”'p)

and expanding this expression together with (3.1.14)) and (3.1.24) gives Lemma . O

2u (3.1.32)
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Lemma 3.6 (Basic properties of .J). Fiz U € Z% a finite subset. The quantity J(U,p,q) and its
mazimizer S(-,U,p,q) = Vw(-,U, p,q) satisfy the following properties :
— Bounded. For every p,q € RY,

[pl* + la*

J(U.p.q) < = (3.1.33)
— Uniformly convex in p and in ¢. For every p,q € R,
p— J(U,p,q) and g — J(U,p,q) both are uniformly convez. (3.1.34)
— Subadditivity. Let Uy, .., Uy, be subset that form a partition of U, then
J(U,p,q) < ﬁ; |‘?‘|J(UiapaQ)- (3.1.35)

— First variation For each p and q € R?, and for every T € S(U), we have

(SC,Up,)aT) 2y = a-(al)e+@w) — P (T)e+ - (3.1.36)

— Quadratic response. For all S € S(U), we have

A 1
5”5 =SC U, )2 (ex vy < T (U, p, ) = (—535 —ap+q|S) 2

. (3.1.37)
<5lI8-5C, U, 2, @) 726+ 0r))-
— Formulas for derivatives of J. For every p,q € R,
Ve (U,p,q) = ~(aS(, U, p, 0))e+ ) (3.1.38)
and

Vel (U, q) = (S U, p, q))e+(vy- (3.1.39)
Proof. — Bounded. After (3.1.32)), we have J(U,p,q) < Hp—a_qu;U, from what we deduce

the result.

— Uniformly convez. Using (3.1.16]) and (3.1.26]) with (3.1.30]), we obtain the result.
— Subadditivity Using (3.1.17)) and (3.1.27) together with (3.1.30)) gives the result.

— First variation. This is a consequence of remark [3.1.31
— Quadratic response. We use the notation S instead of S(-,U,p,q) in order to simplify.
We have :

1
J(U,p,q) - (-5a5 ~ap +dlS) 21y
14 _ = 1 _
=(-55+(a 'q-p)lad) 2y - (-55+(a 'a-p)las) 2 1),
we compute that
1
J(U,p,q) - (—535 —ap+4q|S) 2.

1, _ — 1 - —
= 5(& 1q —p|a(5— S))L2(U) + §<S+ S|a(S— S))L2(U)7
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and thanks to (3.1.36), we can express the last term as (S|a(S - §)>L2(U)’ thus, finally

1 — —
J(U,p,q) - (—535 —ap+ Q|S>L2(U) =(5-Sla(s - S))y(U)a

from what we deduce ((3.1.37)).
— Derivatives. From (3.1.32), for any p’, ¢’ € R%, we have

J(U,p+p',q+q") = J(U,p,q) + (Proj* s (a g —p),a™'q = p'lav +o(p'.¢"),

using that ProjaS(U)(a_lq—p) =S(-,U,p,q) by (3.1.31)), we obtain (3.1.38)) and (3.1.39).
O

Definition 3.7. We define ay to be the symmetric matriz satisfying : for every q € R%,
1 _
E[J(U,0,9)] = Jq-8r . (3.1.40)

ap, will be shortened in a,.

Remark 3.8. After (3.1.30)), we have

1 __
E[J(U,p,0)] =E[v(U.p)]+ 5a-8'q-p-a,
thus, for a fixed p € RY, the mapping

g~ E[J(Up,q)]

which is uniformly convex after (3.1.34)), admits its unique minimum when its gradient vanishes,
that is for ¢ = &yp, in other terms, for every p,q € R?

E[J(U,p,ayp)] <E[J(U,p,q)]. (3.1.41)

Moreover, by uniform convexity of ¢ = E[J(U,p,q)], we can give an estimate of the difference,
so finally

E[J(U,p,aup)] <E[J(U,p,q)] < E[J(U,p,ayp)] + Clq - dup|*. (3.1.42)

We can also notice that, when the set U is stable under the permutation of coordinate ¢ and 7,
since the law of a is invariant under this transformation, &y is also invariant. The same argument
holds for reflection in direction i, thus, for the set U = 0,, which possesses these properties, the
matrix ag, is a multiple of identity.

Remark 3.9. We also notice, that taking expectation of (3.1.39]), we have
VQ]E [J(vaa q)] =E [<S(7 U7p7 q))f*(U)] .
Using Remark this quantity vanishes when ¢ = ayp, that is

E [(S(v U’pvéUp»E*(U)] =0.
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3.2 Functional inequalities

In this section, we demonstrate some functional inequalities which will be useful in the fol-
lowing. The two principal results are a “multiscale” discrete version of the Poincaré inequality,
and a Caccioppoli-type inequality for elements of A(Oy,).

For a fixed n € N, we define, for every integer m < n, the subset Z,,, implictly depending on
n, as

Zn =328 Ny, (3.2.1)

so that O, is the disjoint union of the subcubes z + O,, for z describing the set Z,,.

Proposition 3.10 (Multiscale Poincaré inequality). There exists C(d) < oo such that, for every
n>1 and f e L*(0,),

n—1 2
lul 2,y < ClVUl L2 (e@ayy +C 2 3m(|3m|‘1 > I(VU>5+(z+Dm)!2) :
m=0

2€Z

Proof (Proof of Proposition i . Let g: 0, > R? such that | Vg| z2(g(q,)) = 1. First, we observe
that

> f(@)-g(z)= Y f(x)(9(z) —{9)a.)-

xeln xeln

remarking that g(x) can be replaced by (g)q_, (), where by convention 01 = {0}, we express it
as a telescopic sum :

%ﬂ@Mﬁi%f@(mm@%%M%

which can be rewritten as

zfmmm=§M|z«mmlwmmfmu@»

xeOn zeZ; 1

Applying the Cauchy-Schwarz inequality, we have

Z <f>z+D¢71 ((g>Z+Di—1 - (g>|:|i(z))

ZGZZ‘_l

IN
N

( ) |(f>y+li\z‘1|2) ( > |<g>y+Di1_<g>Di(y)|2) :

yeZi1 yeZi1

Then, we focus on a subcube of size 3!, which is an union of 3¢ subcubes of size 3'. Formally,
2+ 0; = Uyez, n(z+0,) (¥ + 0i-1). By Jensen’s inequality, we have, for all y € Z; 1 n (2 +0;) :

> lg(@) = (9o,

(9)y+ois ~ (Dol <
v n:(v) | Hi-1 | Tey+0;
After assembling the sum over all y € Z;_1 n(z + O0;), we use the usual Poincaré inequality to find

Cg?i
=2

> vgle).

ee€(z+0;)

(9)y+oi0 = (Dol <
yEZi,lﬂ(ZJrDi)
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We then sum over all y € Z;_1 to obtain

) C3% 2
> Hdyrois (Dol < 7= IV9l72e(0,))-
yeZ;_q | Dl ‘

Combining all the previous results, recalling that |Vg]7, @ =1

1

Z f(z)g(x) < Ci(:)gi (| O |_1 Z ’<f>y+Di1|2)

Teln yeZiq

from what we deduce

1
n ] 2
”fHH’l(Dn) < 2031 (| 0; |_1 Z |<f>y+|:|i_1|2) )
=0

yeZi-1

or, to avoid using notation O_;

1
n-1 2
1fl-1(0,) £ Clf L2y + C 2 3 (I o™ Y |(f>y+|:1¢|2) : (3.2.2)
=0

yeZ;

To extract Proposition from (3.2.2)), we need a link between the L? norm of a function and
its gradient. We apply (3.2.2) for the function Vf:z ~ (f(x +¢;) - f(x)),., 4 and w, the unique
solution of the Neumann boundary problem

-Aw = fin O,
J,w =0 on 00,
(w)a, =0,
the computation
(VfIVw)g, = /172,
leads to the inequality
1£1220,) < IV Al a1 @) VY0 L2200

The first term of the product can be bounded by an application of (3.2.2)). For the second term,
we notice that

IVVw]r2e,y) = (VVWOIVVW) 1250,
= ~(VwlAVw)rag,)
= ~(VulVAw)L:g,)
= (Aw|lAw)r2(g,)

= [ flz2(@n);

where the second line is obtained because VVw = 0 on the boundary of O, the third is obtained
by commutation of V and V, and the fourth is obtained because d,w = 0. We deduce that

| £z < IVFlE1@0)s
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and noticing that for any y € Z? and ke N and f:y+ Oy, - R, we have
(Vo = (Veryron)»

together with (3.2.2)) gives

1

n-1 2
[£lz2(0,) < CIVFlr2(es @y +C 2 3Z(|Di DY ‘(Vf>£+(y+\:\i)’2) :
=0 yGZi

IOn| _
N

Dividing by | g, |'/?

and noticing that |Z;|, finally gives Proposition [3.10 O

We also prove a Caccioppoli-type inequality for elements of A(Oy,).

Proposition 3.11 (Caccioppoli inequality). There ezxists a constant C(d,\) < oo such that, for
every n €N and u € A(Opy1) -
HVU”LQ(F(Dn)) <03 ||u||L2

(Dn-%—l)'

Proof (Proof of Proposition [3.11). Let ¢ :0O;,; — R satisfying the following conditions :

Veen) ., 0<o(x) <1

n+1-

Ve, ¢(x)=1
Vo ~y, |v¢(l‘>y)| <C3™

Then, the function ¢?u belongs to the set Co(O7, ), that is why, after (3-1.4), we have
(aVu|V(¢2u))L2(Dn+1) =0. (3.2.3)
For e = (z,y) € £7(Op+1), and u,v: 0f 1 > R we have
V(uv)(e) = u(y)vu(e) + Vu(e)v(z). (3.2.4)
For f mapping O,+1 to R, we define

{?:e=<x,y>»f<y>
fre=(z,y) = f(x).

Then, can be rewritten as
V(uv)(e) =u(e)vo(e) + Vu(e)v(e) =u(e)Vu(e) + Vu(e)v(e),
where the second equality is obtained by symmetry. Then, we have
29(¢%u) = (6246 ) Vu+ (7 + ) V(6?).
Replacing V(¢?) by (9+$) V¢ again, and using (3.2.3)), we obtain that

(avu(¢® + ) V) 2o,y = —{aVul(u+ ) (6 + B)VE) 2 (a1
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Since a(-) > A, using Young’s inequality, we can give a lower bound for the term on the left side

o — _
§M§+¢0Vw@qgﬂhﬂ)SM9+¢0Vthgme»Hthm@qumowu+umﬁ@qumnp

either Vu = 0, in which case is immediate, or we can divide by the norm on the left side.
Using that ¢ =1 on Op, and that |u+7%|r2¢+(q,,,)) is bounded by C(d)|ulr2(g,,,) we have

c3™

IV 2 e+ (m,)) < lull 2,0 )-

This completes the proof. O

3.3 Flatness of maximizers

In this section, we prove that the subadditive quantities admit an algebraic rate of conver-
gence.

We let a be the d-by-d matrix characterized by the limit

1
lim E[v(O,p)] = ép-ﬁp. (3.3.1)
n—oo

By subadditivity of v(-,p) = J(-,p,0) and stationarity, we obtain that the left side of is
nonincreasing in n, which allows us to consider its limit. Moreover, since p — v(0,,p) is quadratic
in p for every value of n, we deduce that the limit is also quadratic, hence, the existence and
unicity of a is asserted. Despite the intuition that v* is the dual of v, it is not the case for finite
volume, but it will be shown that it is asymptotically the case. Then, it becomes natural to define

_ T 1
J(p,q)==§p'ap+5q'a1q—p-q-

The main objective of this section is to demonstrate the following theorem.

Theorem 3.12 (Convergence of .J). There exist an exponent 5(d,\) >0 and, for each s € (0,d),
a constant C(s,d,\) < oo such that, for every p,q € By and n € N, we have

| 7(Bn,p,q) — T(p,q)| < O3 1 0, (C37). (3.3.2)

The next lemma, (similar to [4, Lemma 2.7]), claims that it is sufficient to have a control of
the quantity J(3,,p,ap) to deduce Theorem [3.12| By Lemma , inf, J(U, p,q) quantifies how
the functions v(U,-) and v % (U, -) are close to be the Legendre-Fenchel transform of each other.

Lemma 3.13 (Reduction to minimal set). For each I' > 1, there exists a constant C(T',d, \) < oo
such that, for every d-by-d symmetric matriz @ satisfying

II;<a<Th (3.3.3)
and every finite set U € R?, we have
1 1 __ WL
sup |J(U,p,q) - (519 Ap+gga 'q —p~q)‘ <Csup (J(U,p,ap))=. (3.3.4)
p,qB1 peBy

Proof. The proof is almost the same as in [4, Lemma 2.7] which is reproved in [3, Lemma
42]. O
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3.3.1 Control of the expectation of J

This subsection aims to prove the following proposition.

Proposition 3.14 (Decay of E[J]). There ezist 5(d,\) >0 and C(d,\) < oo such that, for every
neN and p € B (R?),
E[J (O, p,ap)] < C377", (3.3.5)

The essential argument in the proof of Proposition is to establish a link between
E[J(On,p,ap)] and the “additivity defect” of E[J(-,p,q)] between successive triadic scales. We
introduce

s sup (E[J(On, p,@)] = E[J(Bns1,p,9)]) - (3.3.6)

which measures the rate of convergence of J.

Proposition 3.15. There exist constants a > 0 and C(a,d, \) < oo, such that, for every n € N
and p € By (R?),

n—1
]E[J(DN7P7 anp)] < CS_an (1 + Z Saka) .
k=0
E[[{S(,0n,0,9))e+(0,) = Sn(p, )] < O (3.3.7)

In the following, we will explain how Proposition allows to deduce Proposition [3.14], by
iteration, using an ODE argument. For this reason, we are brought to prove Proposition To
begin with, we give another formulation of (3.1.37) which will be more useful in the following.

Lemma 3.16 (Quadratic response). There exists a constant C(d,\) < oo such that given U,
admitting the partition Uy, ..., Uy, for every p,q € R%, we have

Uil

51U
0] IS¢, U,p,a) = SC.Ujsp, @) 2,y < C ZT (J(Uj,p:0) = (U, p,9)) -

> Ui

7=1

Proof. We use (3.1.37) on each subdomain Uj, defining T":= S(-,U, p,q), we have

1 1
ol ST (e) - S(e, Uj,p, ) <|U;| J(Uj,poq) = 3 (—QT-aT—p-aTw-T).
eeU; eeU;

We conclude by summing over j. O

In what follows, we establish that the averages of S on O, are estimated by a weighted sum
of the additivity defects of J on smaller scales. We introduce

Sn(0.q) =E[(SC. 00, p,0))e+ @) ] -

Lemma 3.17. There exists a(d) < d, as close as d as desired and C(«,d, \) < oo such that, for
every n € N and p,q € B1(R?), we have

_ n—-1
E[‘(S(‘,EM,]?,Q))&W(D”) _Sn(p7q)‘2:| ch_an (1+ E 30¢ka)' (338)
k=0
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Proof. Let p’ € By, m <n and z € Z,,, the first variation (3.1.36) gives

p, : <S(7 On, D, Q) - 5(7 Z+Um, P, Q))S+(Z+E\))
=(S(, 2+ 0m,0,p)|a(S(-,0n,p,q) = S(, 2 + O, D, q))>£2(z+\:|m)'

Averaging over z € Z,,, and using the Cauchy-Schwarz inequality yields

|Z’m|71 : p, . Z <S(7 Dnvpaq) - S(',Z + Dm7p7q))5+(z+\:\m))

2€Zm

2
< (lZm|_1 > (|aS('7Z+Dm,O,p')|2)5+(z+um))

2€Zm

=

’ (|Zm|_1 Z <|S('7Dn7p7Q) - S(,Z + DmvPvQ)|2)5+(z+Dm)) . (339)

2€Zm

The first term on the right side is bounded by a constant C(d, ) < co. We use Lemma to
bound the second term and obtain

|Zm|_1 Z <|S(? Un, D, Q) - S(’ Z+Um,D, Q)|2>5+(Z+D7,L)

2€Zm

C
<—— > (J(z+0m,p,q) = J(On,p,q)) -
|Zm| 2€Zm

The variance (S(-,0n, P, q))e+(o,) can be estimated by a quantity involving those at smaller scales

Var [(S(, 0. p, @))e+(a,) | < (1 +¢) Var [3_d(n_m) > <S('7Z+Dmap7Q)>S+(z+Dm):|

2€Zm

+ (1 + %)E [‘](Dm7p7q) - J(Dnvpaq)] .
By independence, we have
Var |: Z (S(’ Z+ Dm)pv Q)>S+(Z+Dm):| = 3d(n_m) Var [(S(, DWL7p7 Q)>5+(Dm)] .
2€Zm

We can now estimate the variance of the spatial average of S at scale n by the variance at smaller
scales :

Var [(S(,0n, 2, 0))e+(o,)] < (1+)37 ™ Var [(S(-, 0n, p, )+ () ]
+ CE[J(Om,;p,q) = J(On,p,q)] - (3.3.10)

Let a be such that 37 = (1+¢)3™% Given that € can be arbitrary close to 0, a can be arbitrary
close to d.

Var [(S(v Un+1,D, q))8+(|:\n+1):| <3 Var [<S(a On, D, q))é'*(l:ln)]
+CE [J(Dnapa q) - J(Dn+1apa Q)] .
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and, by induction,
Var [(S(a On+1, D, Q)>5+(Dn+1)] < 3" Var [(S(7 Oo, D, Q)>5+(D0))] +C Z 3—0&,7_7:'
i=1

So finally :
n-1
Var [<S(, DTNp? q)>$+(|:|n)] S C (S_Q’n + Z 3—a(n—k)Tk) ’
k=0

which is (3.3.8). O

Assuming that the latter weighted norm of (73 )k<, is small, we can interpret the last result
as a control of how S(-,0,,p,q) is close to a constant. In the following, we make this interpre-
tation more precise, by estimating the H~! norm of the difference between S(-,0,,p,q) and the
expectation of its average.

Lemma 3.18 (Control of w). There exist a(d) >0 as close as d as desired and C(a,d,\) < oo
such that, for every n € N and p,q € B1(R?),

n—1
E [[w(-00,0.9) = 65, () [ F2(6+ 5,y | < 35" (1 " ,;) Saka) '

Proof. The proof of Lemma includes three distinct steps.

Step 1. First of all, we show the existence of a constant C(d,\) < oo such that, for every
m,n €N, m <n and p,q e BY(R?),

— _ n—1
50(p.q) = S(p, @) < C Y 7. (3.3.11)

k=m
Indeed, we apply Lemma with the subcubes (z + Op,) ez, , recalling that Z,, denotes the
centers of the subcubes of size m in O,

2

‘E |:<S(7 D’VL7p7Q)>S+(Dn) - |ZTVL|71 Z <S('7Z + DmaPaQ))E*(erDm):I

2€Zm

<E [lZm|1 Z <|S(7 On, D, Q) - S(, Z+Um, P, Q)|2>5+(z+|:|m):|

2€Zm

<C(J(On,p,q) - J(Om; P, q))
n—1

SCZTK,

k=m

from what we obtain (3.3.11)).

Step 2. In this step, we show that there exists a constant C'(d,\) < oo such that, for every
meN, m<n,

2€Zm

IE|:|Zm|_1 Z ‘(S('7D7L7p7q)>8+(z+ljm) _En(paQ)‘Q:I
C
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To begin with, we use Lemma [3.16], to obtain

Z ”S ('7 Dnapaq) - S(v zZ+ DmaP?Q) HQL2(2+S+(Dm))

2€Zm

<C Z (J(On,p,q) —J (2 +0m,p,q)). (3.3.13)

2€Zm

Then, we compute the expectation of the previous line, using stationarity and Jensen’s inequality,
we get

2
E[ Z |<S(7 DnaPaQ))E*(Zﬂjm) - <S ('>Z + Dmapaq))é'*(zﬂ:\m)‘ ]

2€Zm

n—1
<C|Znm| Y . (3.3.14)

k=m

Furthermore, by stationarity and Lemma [3.17], we have

E [|Zm|_1 > S o2+ Omu by @))es (240m) —gm(p,q)f]

2€Zm,

<C (3‘0”” + i 3“““"”)@) . (3.3.15)

k=0

(S (B0, @) (s10) ~ (s @)

<3S (.00, 0,0)) e+ (z4mp) = (S (2 + Om, 0, @) e+ (24m,) ?
+3](S (2 + O, @)+ (o1 ~ S (P @)
+3[8.(p,0) - Sm(p, @)

we obtain (3.3.12)) by a combination of (3.3.14)), (3.3.15) and (3.3.11)).

Step 3. We now apply the multiscale Poincaré inequality (Proposition [3.10) to the function
w(+,0p, P, q), which admits S(-,0,,p, q) for gradient, using the result of the previous step

n—1 1 2
2 meos
wC B2, 0) = b5, ) 22800 < C(1 ’ (mzo3 Z’%) ) 3310
where the random variable Z,,, satisfies
m n—1
E[Zn]<C (36““ + Y 3oty o 3 rk) : (3.3.17)
k=0 k=m

Using Hélder’s inequality, we have

n-1

n—1 1 2 n—1 n—-1
( > 3’”Z,z) < ( >, 3’”) ( > 3mZm) <C3" Y 3" Zy,. (3.3.18)
m=0 m=0 m=0 m=0
Computing the expectation and using (3.3.17)), we get

n-1 2 n—1 m n-1
E [( > 3er%) <C3" 203’” (3“”” + Y etemiy o 3 Tk) :

m=0 k=0 k=m
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Permuting the orders of summation in the last two terms, we find

Z 3m23a(k m)T _ 23 T Z 3(1 am) <03(1 a)n Zgak

m=0 k=0 m=k k=0
and
n-1 k n—1
Z 3" Z =), 2, 3" <C Z 3" 7k, (3.3.19)
m=0 k=0 m=0

which is directly estimated by the previous quantity. Comblmng this gives
n-1 1 2 n-1
E ( D 3”127%) < 03Fn (1 + 3 36“%) :
m=0 k=0
which completes the proof. O
We next complete the proof of Proposition and then of Proposition

Proof (Proof of Proposition [3.15). In consequence of Lemma Proposition and (3.9),

we obtain

[HS( Dn7p7anp)”L2(g+(D 1))] <C3 an (1 + Z 3ak7_k)
k=0

From Lemma [3.16] we deduce

n-1
E[ISC, 001 272 e+, 1) | < O3 (1 > 3ak7k) .
B k=0

Moreover, by stationarity, the last inequality implies that for every z € Z,,_1,

IS0 B 8o oo ] £ 10T 3%

We conclude by applying Lemma [3.16| once more and summing over z € Z,_1, recalling that

(2 + On-1) ez, , forms a partition of O,. O

Proof (Proof of Proposition i . We denote by B canonical basis of R?, and observe that there
exists a constant C(d) < oo such that if p ~ B(p) is a nonnegative quadratic form over R?, then

sup B(p) < C Y. B(p). (3.3.20)
peBi1 peB

Indeed, a quadratic form is associated to a nonnegative symmetric matrix with largest eigenvalue
bounded by its trace; this trace is equal to the right side above.

By the definition of 7, see (3.3.6), and Lemma [3.5] we have

Tn < sup (E[v(0n,p)] - E [v(Cn+1,p)]) + sup (E[v*(On,¢)] - E[v (On+1,9)]) -

Since p » E[v(U,p)] and ¢ » E[v*(U,q)] are nonnegative quadratic forms, and since this
property is stable under linear changes of coordinates, it follows from (3.3.20) that

T < C Z (E[V(Dn,p)] - E[V(Dn+1vp)])

peB

+C Y (E[v"(On, anp) ] - E[v" (Ons1,8np)])

peB



3.3. Flatness of maximizers

therefore, using Lemma [3.5]

Tn <C %(E[J(Dn,p,énp)] ~E[J(On+1,0,8np)]) -

By (3.1.41), we have

E [J(Dn+17p>an+1p):| < E [J(DnJrlap? anp)] )

hence

T <C Z (E[J(On, p, &np)] - E[J(On+1,p, 8ps1p)]) -

peB
For this reason, we introduce the quantity

Dy = Y E[J(On,p,a,p)].
peB

Proposition states that

n—1
D, < (37" (1 + ) 36“%) )
k=0

Defining

n
D, =372"%" 32%Dy,

from what follows

Besides, Dy < C thus

From where, (3.3.21)) allows us to obtain

n
Dyp—Dpi 20713727 Y 32, - 0372
k=0

125

(3.3.21)

(3.3.22)

From this and (3.3.22)), we obtain that there exists an exponent $(d,\) € (0, §) such that

Dy <37PD, +C37%",

introducing vy, := 35" D,, and multiplying the previous identity by 3(B+1)n gives

Va1 < vy + C3F=27,
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Summing this inequality over n v, < vy + ﬁ, i.e. v is bounded, that is,

D, <0375,

Besides, (3.3.21]) gives
T < C37P™,

By the definition of a,,, we have
a, - 5n+1| < Cry,

so that, defining
a:= lim a,, (3.3.23)

n—oo

we get

o0 o0
8, ~&| < Y |~ Bme1| <O Y T < O3
m=n m=n

Finally, using (3.1.42)), we conclude that

sup E[J (O, p, ap)] < C37°,
peB1

we can verify that there is no conflict of notation for the matrix a, the definitions (3.3.23) and
(3.3.1) being identical. Thus, the proof is completed. O]

3.3.2 Control of the fluctuations of J

In this subsection, we prove Theorem [3.12] With respect to Lemma the main step is
to obtain an estimate of the fluctuations of J(O,,p,ap). The main argument of the proof is
subadditivity.

Proof (Proof of Theorem . Step 1. In this first step, we show that there exists an exponent
B(d,\) > 0 and a constant C(d, \) > 0 such that, for every p € B;(R%) and m,n e N, m < n, we
have

37dn=m) 1og E [exp (C_l3d(”_m)J(Dn,p, ép))] <C37hm, (3.3.24)

For m,n € N, m < n, recall that the random variables J(z + Op,)zez,, are independent. By
subadditivity, for each p € By(R?) and ¢ > 0, we have

logE[exp (t3d(”‘m)J(Dn,p,5p))] < 10gE[eXp (t > J(Z+Dm,p,5p))],

2€Zm

which, by independence, equals

< Z logE [exp (¢tJ(z + Om, p,ap))] .

2€Zm

By stationarity, there is no dependence on z € Z,, in the expectation appearing in the previous
line. Since

J(Om,p,ap) <

N |~
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there exists ¢ > 0 sufficiently small such that the following inequalities hold

exp(s)<1+2s forall0<s<1,
log(1+s)<s forall s>0

Then, we deduce that

logE [exp <t3d("7m)J(Dn,p, ép))] < 2134 [J(Om,p,ap)].

Finally, we use Proposition to obtain inequality (3.3.24]).
Step 2. We define

Pn = SUP J(Dn,p, 5]9)-
peB1

In this step, we show that there exists an exponent 5(d, ) > 0 and, for every s € (0,d), a constant
C(s,d, \) < oo such that, for every n € N,

pn < C37PEM L0 (037, (3.3.25)

Applying Hélder’s inequality together with (3.3.20) in (3.3.24), we obtain

37d=m) oo | [exp (C’_13d("_m)pn)] <Cghm, (3.3.26)
By Markov’s inequality, for every t > 0,
Ppn >t] <exp (—C_l3d("_m)t) E [exp (C_13d(”_m)pn)]
< exp (—C_l3d(”_m)t + C’Sd(”_m)_ﬁm) .
We substitute the value C37°™ + ¢ into the term ¢
P [pn >C37Pm 4 t] <exp (—C_l3d("_m)t) .

We define

which is a good integer in order to have
P [pn > 0378 4 t] <exp (—C_13S"t) )

We obtain ([3.3.25]) thanks to an application of [3, (1.19)], up to a redefinition of 3(d, A) > 0.
Step 3. Using Lemma together with (3.3.26]) and the following inequality

1
VYa,b>0, (a+b)%Sa%+§a—%b (3.3.27)
we obtain
1 _ 1
sup [J(On,p,q) — SP BT 5¢-E q-pg
p,qeB1

B
< 37§(d75)n + 0 (Cgf(sff(dis))n) . (3328)
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For every s’ € (0,d), if we set
25"+ pd
248
then the right side of (3.3.28) can be rewritten as

€ (0,d),

g7e 0, (037).

We thus obtained (3.3.2]), up to a redefinition of 3(d,\) > 0. O
Proposition 3.19. The matriz a satisfies the equivalence

1 1

§p-5p+§q-é_1q—p-q:0<:>q:a'1p. (3.3.29)

Indeed, as a positive symmetric matrix, & admits an unique symmetric square roots, and we
have

_ T 1 1 -
J(p,q):§p'ap+§q'alq—p-q:§lal/2p—aI/QQIQ-

3.4 Quantitative homogenization for the Dirichlet Problem

In this section, we first deduce (in subsection the convergence of J-maximizers from
the convergence of the energy J itself, using the link between derivatives of the quadratic form
J and average of the maximizers on sub-cubes of intermediate sizes. Proposition gives an
interesting bound for the maximizers, and we conclude by using the link between J-maximizers
and solutions of the Dirichlet problem.

3.4.1 Convergence of J maximizers

In this subsection, we use the multiscale Poincaré inequality (Proposition [3.10)) to prove
estimate, given p,q € RY, on the convergence of S(-,0n,p,q) as n - oo, then deduce those of
w(+,0Op,p, q). For convenience, we define

&(U) = sup (U, p,q) - J(p,q)

p,qeb1

)

which measures the rate of convergence of J. We also introduce the asymptotic average

S(p,q)=a"q-p.
Note that S = V,J and therefore, by (3.1.39) and the fact that J and J are quadratic, we have,
for every p,q € R,
19(p,0) = (S, U, p,0))e+ )| = |V (9, 0) = VI (U, p, 9] (3.4.1)
<C(lp|+1ql) €U).
We also have the similar result :
85 (p,q) - (aS( U, p,))e~w)| = [Vo I (0, 0) = VI (U, p, )| (3.4.2)
<C(|pl + la]) €(U).

The two last inequalities provide estimates of the spatial averages of S(-,U,p,q) and aS(-,U,p,q)
involving the random variable &(U). Applying Proposition together with this estimate gives
the following proposition :
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Proposition 3.20 (Convergence of (S,aS)). There exists C(d,\) < oo such that, for every
p,q € By and neN,

375, 00,2,0) =SB D) 1.6 )

NI

s03‘"+an__j;3m‘"(|Zm|‘1 > (e(zmm))) (3.4.3)

2€Zm

and

3" ”aS(, Un, P, Q) - ég(pa q)Hﬂ_l(:‘fr(Dn))

m=0 2€Zm

§C3_n+cnzzl3m_n(‘zm’_1 Z (@(Z+Dm)))2 (344)

Proof. We fix p,q € By and in the following, the dependence on these variables will be implicit.
According to Proposition [3.10],

[SC,00) =S 2g,y < CISC00) =S 2

1
2

n-1
+C Z 3m(|Zm|_1 Z |<S(',Dn))8+(z+ﬂm)_§‘2) .

m=0 2€Zm,

We can estimate the first term of the right side using that
|5¢0m) - SH;?(un) <[S(,0n) | L2(a,) + 5] < C.
We then give an estimate of the second term. By the triangle inequality, (3.4.1) and Lemma [3.16],

S S 0m))er (zemm) - S|

2€Zm
—12
< 2 Z (‘(S (-’Z + Dm))&'*(zﬂjm) - S| + ||S (-’ Dn) - S (-72' + Dm)HzZ(é‘Jr(Z-FD’m)))
2€Zm
<C Y €(z+0m)+C Y, (J(z+0Om) - J(On))
2€Z 2€Zm

<C ) (E(z+Om)+E(On)).

2€Zm
Hence
1
2

ni 3m(lf‘5m|_1 > |<S('7Dn))€+(z+\jm)_§‘2)

m=0 2€Z

=

<C nf 3m (C(’E(Dn) HZa Y (€2 + Dm)))2

m=0 2€Zm

1
n—1 2
<O 3™ZaT Y (€(z+om) | -
m=0 2€Zm
Combining the above yields (3.4.3)). With the same arguments, using (3.4.2) instead of (3.4.1)),
we obtain inequality (3.4.4]). O
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Now that we have estimates and (3.4.4), in which the right side is expressed in terms
of the quantities €(z + O,,), we are led to an estimate of this. This immediately follows from
Theorem [3.12] We can notice that except for this argument, we never use any result of probability
theory in this section.

Proposition 3.21. There exists 5(d,\) and, for every s € (0,d), a constant
C(s,d,\) < oo such that, for every n €N,

nf 3mn (\Zm|_1 S o(€(z+ mm))) 2 <C3™8d=3) L 0, (037 (3.4.5)

m=0 2€Zm

Proof. Fix s := %(d -s) and s"” = s+ %(d - s) satisfying s < s’ < s < d with equally sized
gaps between these numbers. By Theorem and results on the Og-notation (for example see
(2.1.20)), we have

|Zm|_1 Z (€(z+0m)) < c3mAd=s") L o) (C3fms'/) .

2€Zm

We apply inequality (3.3.27]) to obtain

2
(Izm|1 ) <e<z+mm>>) < g oy (Cgmali i)

2€Zm,

It follows that there exists a constant 3, (which may be smaller than in the previous line) such
that

1
2
(\Zml‘1 S (e(z+ mm))) < 03I 4 0, (03

2€Zm

Since the left side of the previous inequality is bounded by C, applying [4, Lemma A.3| we have

2€Zm

1
2
(IZmI1 S (€(z+ um))) < C3 - 4 0, (C3 1),

Given that s'/d <1 - ¢, an other application of [4, Lemma A.4| gives

n-1
m-n -1 -nB(d-s") -ns'[d
m m = d .
Y3 (yz ™Y (e(z+0 ))) < O3 +0O (03 )
m=0

2€Zm

We conclude that for any nonnegative random variable X,
X <037 L o, (cg—ns'/d) — X <0379 L0 (037, (3.4.6)

where in the second occurrence 5(d, \) is eventually smaller in the second inequality than in the
first. Indeed, we have

X < X 4+ 3-"B(d=9)(d-1) _ gnB(d-s5)(d-1) (X+3—n6(d—s))d
< CranB(d-s)(d-1) (Xd n 3—n,8(d—s’)d)

< CgnAUdD) oyt o (c37)),
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under the assumption that 3 is sufficiently small to have 3(d—s)(d-1) < s’ —s, which is satisfied
for B <1/3 we get
X <3789 L 0, (C37).

Therefore, the proof of (3.4.6)) and of the Proposition is completed. O

Combining respectively (3.4.3) and (3.4.4) with Proposition we obtain

37| S(, 0,0, 9) - S(p, Q)Hg-1<5+(mn>) < C378E9) L 0, (037,

and
37" |aS(,Bu,p.q) - 85(p.0) | ;1 &+ (o) C3™Bd=s) L o, (C37).

3.4.2 Conclusion

In this subsection, we obtain an homogenization result for the finite-volume correctors. Al-
though the term “corrector” usually means, in stochastic homogenization, the difference between
the solution in Z¢ and an affine function, it will, in our case, denotean approximation of the
correctors on finite subsets of Z¢, in particular the increasing sequence of triadic cubes O,,. Since
we already obtained estimates for the convergence of S(O,,p,0), which according to Remark
corresponds to the gradient of the solution of the Dirichlet problem under affine boundary
condition.
We notice that S(-,0p, €,0) = Vw(-,Op, €,0), where by (3.1.13)), S(-,0p, €,0) € S(0,) and w(-, Oy, €,0) €
A(O,), moreover, w(-, 0y, ¢€,0) € £ + Co(O;,), and we recall that

Pen(x) = w(-,0On,e,0) — €.
After (3.4.3) and (3.4.4) combined with Proposition we conclude that

3*”“V(f)e7n HY(E(0n)) < Cg*nﬁ(dfs) " Ol (C3,ns) 7

and
37" a(e + Véen) - @€l g1(g(,) < C3 ) + 01 (C37™).

This completes the proof of Theorem
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Homogénéisation stochastique quantitative

Cette thése porte sur I’homogénéisation quantitative d’équations aux dérivées partielles pa-
raboliques, et de problémes elliptiques discrets.

Dans l'introduction, nous voyons comment de tels problémes, méme lorsque les coefficients
sont déterministes, résultent d’'un modele aléatoire. Nous introduisons alors ’homogénéisation :
que se passe-t-il lorsque les coefficients eux-mémes sont aléatoires, est-il possible de considérer
qu’un environnement présentant des inhomogénéités sur de trés petites échelles se comporte
d’une maniére proche d’un environnement fictif qui serait homogéne 7 Nous donnons ensuite une
interprétation de cette question en terme de marche aléatoire en conductances aléatoires, puis
donnons une idée des outils utilisés dans les preuves des deux chapitres suivants.

Dans le chapitre 2] nous démontrons un résultat d’homogénéisation quantitative pour une
équation parabolique — I’équation de la chaleur par exemple — dans un environnement admet-
tant des coeflicients aléatoires et dépendant du temps. La méthode utilisée consiste a considérer
les solutions d’un tel probléme comme optimiseurs de fonctionnelles qui seront définies au préa-
lable, puis d’utiliser la propriété cruciale de sous-additivité de ces quantités, afin d’en déduire
une convergence puis un résultat de concentration, qui permettra d’en déduire une vitesse de
convergence des solutions vers la solution du probléme homogénéisé.

Dans le chapitre [3| nous adaptons ces méthodes pour un probléme elliptique sur le graphe
z4.

Mots-clefs. Homogénéisation stochastique, équations aux dérivées partielles paraboliques,
équations aux dérivées partielles elliptiques, méthodes variationnelles, énergies sous-additives.

Quantitative stochastic homogenization

This thesis deals with quantitative stochastic homogenization of parabolic partial differential
equations, and discrete elliptic problems.

In the introduction, we see how such problems can come from random models, even when
the coefficients are deterministic. Then, we introduce homogenization : what happens if the co-
efficients themselves are random ? Could we consider that an environment with microscopical
random heterogeneities behaves, at big scale, as a fictious deterministic homogeneous environ-
ment 7 Then, we give a random walk in random environment interpretation and the sketch of
the proofs in the two following chapters.

In chapter [2], we prove a quantitative homogenization result for parabolic PDEs, such as heat
equation, in environment admitting time and space dependent coefficients. The method of the
proof consists in considering solutions of such problems as minimizers of variational problems.
The first step is to express solutions as minimizers, and then to use the capital property of
subadditivity of the corresponding quantities, in order to deduce convergence and concentration
result. From that, we deduce a rate of convergence of the actual solutions to the homogenized
solution.

In chapter , we adapt these methods to a discrete elliptic problem on the lattice Z¢.

Keywords. Stochastic homogenization, parabolic PDE, elliptic PDE, variational methods,
subadditive quantities, functional inequalities
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