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Chapitre 0

Introduction

0.1 Contexte scientifique

0.1.1 Mots finis
Les mots finis — aussi appelés chaînes de caractères — sont une structure de don-

nées fondamentale en informatique. Ils permettent de représenter du texte, ce qui
leur donne un fort intérêt pour de nombreuses applications en programmation et en
linguistique. Ils sont au centre de domaine tels que la théorie des langages et la théo-
rie de l’information. Moyen de modélisation, ils sont au cœur d’études ou un outil
pour de nombreux domaines orientés applications ou non : algèbre, linguistique, bio-
informatique.

Les algorithmes résolvant des problèmes sur les mots finis jouent donc un rôle
particulièrement important en théorie comme en pratique. La compression, la recherche
de motifs et la reconstruction de mots à partir de contraintes données figurent parmi les
tâches les plus courantes [3, 52]. Pour l’immense majorité des problèmes, il est possible
de concevoir des algorithmes plus performants si on suppose que l’entrée possède une
certaine régularité. Par exemple, il est plus rapide de rechercher un motif dans un mot
périodique que dans un mot quelconque ; il est également très simple de compresser un
mot périodique. Toutefois, les mots périodiques n’apparaissent pas souvent en pratique.
Les algorithmiciens ont donc cherché des propriétés de régularité plus faibles, dans
l’espoir de couvrir plus d’entrées, mais qui permettent tout de même d’améliorer leurs
algorithmes.

C’est ainsi qu’au début des années 1990, Alberto Apostolico et Andrzej Ehrenfeucht
ont introduit la notion de quasipériodicité [4]. La quasipériodicité est similaire à la
périodicité, excepté que les quasipériodes ont le droit de se chevaucher, tandis que les
périodes doivent toujours se suivre. Divers algorithmes ont été proposés pour détecter
les quasipériodes d’un mot [34, 48], sous divers modèles : algorithmes en ligne [9],
parallèles [10], sur des mots circulaires [29]. . . D’autres recherches visent à détecter
les facteurs (sous-mots contigus) quasipériodiques dans une chaîne [4, 45]. La notion
de graine est une légère généralisation de la notion de quasipériode ; la recherche de
graines dans un mot est un problème courant de bio-informatique [14, 13]. Divers autres
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8 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

problèmes de bio-informatique utilisent les mêmes outils combinatoires que l’étude de
la quasipériodicité : le problème de couverture [46], ou encore le problème de la plus
courte superchaîne [81].

Il a été montré que les mots quasipériodiques peuvent se décomposer en une forme
normale [47, 71]. Celle-ci permet non seulement d’imaginer des algorithmes efficaces
pour tester la quasipériodicité d’un mot, mais également d’énumérer les mots quasi-
périodiques [75], et donc de les compter, ce qui permet une analyse en moyenne de
la complexité des algorithmes de détection. D’autres outils purement combinatoires
permettent de démontrer l’optimalité de certains algorithmes [42].

0.1.2 Mots infinis
Les mots infinis sont une généralisation des mots finis. Ces objets abstraits se ré-

vèlent utiles dans de nombreuses modélisations, pour étudier par exemple les décimales
d’un nombre réel, une source de données sans fin, ou encore l’exécution d’un phéno-
mène à temps discret et à nombre fini d’états tel qu’une chaîne de Markov. On les
rencontre donc en théorie des nombres, en théorie de l’information ainsi qu’en théorie
des systèmes dynamiques [1, 7, 8, 35]. En voici quelques exemples.

314159265358979323846264338327950288419716939937510 . . . (1)
■□■□□□■□■□□□□□□□□□■□■□□□■□■ . . . (2)

De la même façon qu’avec les mots finis, certains mots infinis sont plus réguliers
que d’autres. Par exemple, la suite

aaaaaaaaa . . .

est la plus « régulière » possible ; elle possède en outre de très nombreuses propriétés.
En particulier, elle est périodique et sa période est a. Le mot infini suivant, appelé le
mot de Fibonacci

abaababaabaababaababaabaaba . . .

et dont la définition sera rappelée ultérieurement, est quasipériodique, le mot fini aba
étant l’une de ses quasipériodes. En effet, le mot de Fibonacci est constitué d’une ré-
pétition ad infinitum du motif aba, dont certaines occurrences se chevauchent (elles
partagent une lettre a) et d’autres s’enchaînent sans partager de lettres. La généralisa-
tion de la quasipériodicité aux mots infinis fut proposée par Solomon Marcus [66, 67].
Il posa initialement diverses questions, notamment sur les quasipériodes des mots stur-
miens, auxquelles divers auteurs ont apporté des réponses que nous passons maintenant
en revue.

Les mots sturmiens, introduits en 1940 [70], constituent la famille de mots la plus
célèbre et la plus étudiée. Nous renvoyons le lecteur à [35, chapitre 6] et [61, chapitre
2] pour une introduction complète aux mots sturmiens. Sans rentrer dans les détails
techniques, retenons simplement que les mots sturmiens sont moralement les plus ré-
guliers possibles après les mots périodiques. Ils possèdent de nombreuses propriétés
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intéressantes et se révèlent utiles dans l’étude de nombreux phénomènes, notamment
Tetris [65], le jeu d’échecs [30], et en optimisation combinatoire [43]. Parmi les mots
sturmiens, la sous-famille des sturmiens standards correspond aux plus réguliers.

Les mots sturmiens sont presque tous quasipériodiques, et il existe une caractéri-
sation de ceux qui ne le sont pas. Les quasipériodes d’un mot sturmien donné, s’il
en possède, font également l’objet d’une caractérisation [58, 59]. Ces caractérisations
s’étendent à la famille plus générale des épisturmiens [41].

Les morphismes de monoïdes libres sont une notion naturelle de transformation
d’un mot infini en un autre. Les morphismes préservent la quasipériodicité ; toutefois,
certains morphismes ont la propriété plus forte de transformer des mots non quasi-
périodiques en mots quasipériodiques. Nous les appelons des morphismes faiblement
quasipériodiques s’ils transforment certains mots non quasipériodiques en mots quasi-
périodiques, et morphismes fortement quasipériodiques s’ils transforment tous les mots
en mots quasipériodiques. Les morphismes fortement quasipériodiques possèdent une
caractérisation décidable [57].

Enfin, la quasipériodicité fut étudiée sous l’angle des systèmes dynamiques [68]. Ceci
permit de montrer que cette propriété n’implique aucune autre propriété de régularité
classique, telle que l’uniforme récurrence ou l’entropie topologique nulle. En d’autres
termes, il est possible de construire des exemples de mots quasipériodiques très irrégu-
liers, très désordonnés. Pire encore, ces exemples ne sont pas exceptionnels, mais au
contraire très nombreux. Toutefois, la quasipériodicité multi-échelles, c’est-à-dire le fait
de posséder une infinité de quasipériodes, implique de bonnes propriétés de régularités
sur les mots infinis. Cette notion nous intéressera donc tout particulièrement.

0.1.3 Pavages
Un pavage pourrait être décrit comme l’analogue d’un mot infini en deux dimensions

qui respecte certaines règles locales. Concrètement, une tuile (ou devrait-on dire un
pavé) est un carré dont les bords sont colorés (figure 1). Un pavage est une disposition
de tuiles sur une grille, régulière et infinie dans toutes les directions, telle que deux
bords de tuiles en contact ont toujours des couleurs qui correspondent (figure 2). Une
même tuile peut apparaître plusieurs fois sur la grille. En général, nous partons d’un
jeu de tuiles fini et nous étudions l’ensemble des pavages qu’il peut réaliser.

Fig. 1 : Exemple de jeu de tuiles (Kari-Culik [16])

Ce formalisme fut introduit par Hao Wang [82] en 1961, dans le but de développer
un prouveur de théorèmes automatique. En effet, dans certains fragments de la logique
du premier ordre, il est possible de transformer algorithmiquement une formule en
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Fig. 2 : Exemple de jeu de pavage par les mêmes tuiles

un jeu fini de tuiles, de telle façon que la formule est satisfiable si et seulement si le
jeu de tuiles génère un pavage du plan. L’étude combinatoire du problème du pavage
du plan semblait a priori bien plus simple que celle de la logique du premier ordre,
et il y avait un espoir que l’informatique naissante puisse résoudre le problème par
recherche exhaustive. Ceci aurait permis de démontrer par ordinateur des théorèmes
formalisables en logique du premier ordre.

Toutefois, la question de savoir si un jeu de tuiles fini pave le plan ou non fut montrée
indécidable [6]. En effet, certains jeux de tuiles peuvent « embarquer » un calcul en leur
sein, et paver revient alors à effectuer ce calcul [25]. Une question naturelle survient
alors : qu’est-il possible d’embarquer dans un jeu de tuiles ? La difficulté ici réside dans
le fait que les tuiles ne portent en elles qu’une information extrêmement locale. Il est
par exemple difficile, en premier lieu, de concevoir un jeu de tuiles qui ne génère que
des pavages apériodiques (de façon non-triviale, c’est-à-dire qu’il faut générer au moins
un pavage du plan). De nombreux auteurs se sont attaqué à ce problème [16, 49, 50,
74, 76].

La question initiale peut se reformuler ainsi : « quelles propriétés globales peuvent
être forcées par des règles locales [24] ? » Outre l’apériodicité, il est possible de concevoir
des jeux de tuiles résistants aux erreurs [26], ou encore qui ne génèrent que des pavages
de complexité algorithmique élevée [23].

Les pavages trouvent des applications en infographie [55], en logique, en théorie de
l’information et en combinatoire [18]. Toutefois, la quasipériodicité sur les pavages n’a
jamais été étudiée. En deux dimensions, les seuls travaux à notre connaissance sont un
algorithme de détection des quasipériodes carrées à l’intérieur d’un bloc carré [15]. Le
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but de cette thèse est de généraliser les travaux concernant la quasipériodicité, exposés
dans la section précédente, aux pavages. Ceci offrirait des perspectives afin d’obtenir
une meilleure compréhension combinatoire de certains d’entre eux.

0.2 Motivations et résumé des contributions
Parmi tous les jeux de tuiles apériodiques connus, celui introduit par Jarkko Kari

et amélioré par Karel Culik en 1996 fut longtemps considéré comme le plus petit —
13 tuiles. Au cours de travaux précédant cette thèse, l’auteur chercha à comprendre
la structure des pavages générés par le jeu de Kari-Culik. Les premiers résultats de
ces travaux montraient que ces pavages n’étaient pas auto-similaires [21, 22], ce qui
contrastait fortement avec tous les jeux de tuiles apériodiques découverts avant 1996.

Ces pavages ne possèdent, à première vue, aucune propriété de régularité classique :
uniforme récurrence, entropie topologique nulle. . . Toutefois, ils possèdent une certaine
régularité, qu’il est difficile de décrire avec les outils habituels de la théorie. Moralement,
ces pavages arborent un mot sturmien sur chacune de leurs lignes. Toutefois, ces lignes
ont parfois des erreurs ; elles ne sont parfois pas exactement des mots sturmiens, mais
elles en sont très proches.

Les mots sturmiens sont fortement liés à la quasipériodicité [41, 59] ; nous dévelop-
perons encore ce lien dans cette thèse. En outre, les pavages de Kari-Culik montrent un
comportement ressemblant à de la quasipériodicité. Il a donc semblé approprié d’étu-
dier la quasipériodicité sur les pavages plutôt que sur les mots infinis. En outre, la
quasipériodicité peut également être vue comme une règle locale ; dans ce contexte, il
est naturel de poser la question classique des pavages : « quelles propriétés globales
peuvent être forcées par la quasipériodicité ? »

Toutefois, la quasipériodicité n’avait jamais été abordée sous cet angle, ni dans
aucun autre formalisme proche. La première étape fut donc de généraliser nos connais-
sances actuelles au sujet de la quasipériodicité au cas de la dimension 2.

Nous avons ainsi généralisé tous les résultats de [68] aux mots infinis bidimensionnels
(ou configurations, pour faire court). Plus précisément, nous avons montré qu’il est
possible de construire de nombreuses configurations quasipériodiques irrégulières ; nous
avons également montré que les configurations possédant une infinité de quasipériodes
ont nécessairement une certaine forme de régularité. En développant ces résultats, nous
avons construit divers outils combinatoires d’intérêt général pour l’étude des mots
infinis à deux dimensions. Enfin, nous avons montré comment la quasipériodicité, vue
comme une règle locale sur les configurations, pouvait forcer des propriétés globales, à
la façon des pavages.

En voulant poursuivre ces travaux, nous nous aperçûmes que certaines questions
qui nous semblaient naturelles en deux dimensions n’avaient pas été traitées en une
dimension, nous travaillâmes donc à les résoudre. Nous avons mis au point une méthode
pour déterminer l’ensemble des quasipériodes d’un mot infini et nous avons caractérisé
les sturmiens standards en termes de quasipériodes.

Les contributions sont décrites plus en détails dans le résumé des chapitres qui
figure à la section suivante.
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0.3 Organisation du manuscrit
Les résultats ne sont pas présentés dans l’ordre chronologique : les théorèmes en

dimension 2 ont été développés en premier, mais ils apparaissent dans les derniers
chapitres. Ce document suit un plan allant du plus particulier au plus général, partant
des rappels essentiels sur les mots finis pour aboutir à des résultats sur les mots infinis
en deux dimensions.

Le chapitre 0 fournit une introduction générale au sujet, puis donne une description
détaillée chapitre par chapitre de cet ouvrage.

Le chapitre 1 présente les définitions et outils essentiels sur les mots finis. Nous
étudions tout particulièrement la primitivité et la périodicité, ainsi que les théorèmes
liés. Ces notions seront les briques de base de nombreux raisonnements dans ce manus-
crit. Nous présentons ensuite la quasipériodicité, notre principal objet d’étude. Nous
exposons les résultats combinatoires de la littérature sur le sujet. En particulier, nous
montrons comment tout mot quasipériodique peut se décomposer selon une certaine
forme normale. La forme normale se généralise aux mots infinis et nous aidera à com-
prendre la combinatoire des mots quasipériodiques.

Le chapitre 2 présente les définitions et principaux résultats liés aux mots infinis.
Nous nous focalisons sur les propriétés de régularité que peut posséder un mot infini,
en donnant les définitions de trois notions abondamment étudiées : l’uniforme récur-
rence, l’entropie topologique nulle et la convergence des fréquences de facteurs. Ces trois
propriétés sont orthogonales, et permettent donc de quantifier trois aspects différents
de la « régularité » d’un mot. Nous abordons également les morphismes de monoïdes
libres, un outil bien connu et très puissant qui nous sera très utile au chapitres 3 et 4.

Ensuite, nous présentons plus la quasipériodicité sur les mots infinis, et plus parti-
culièrement deux résultats importants de la littérature. En premier lieu, pour presque
toute quasipériode q, il existe des mots q-quasipériodiques arbitrairement « irréguliers »
(en particulier, ils ne possèdent aucune des propriétés de régularité mentionnées précé-
demment). En second lieu, les mots possédant une infinité de quasipériodes, appelés
les mots quasipériodiques multi-échelles, possèdent les trois propriétés de régularité
mentionnées ci-avant.

Le chapitre 3 apporte une réponse à une question très simple et naturelle, mais qui
n’avait pourtant pas été traitée dans la littérature. Étant donné un mot infini arbitraire,
quelles sont ses quasipériodes ? En toute généralité, il est difficile de répondre ; tout
dépend de la façon dont nous est présenté le mot. Étant donné que nous manipulons des
objets infinis, il n’est pas possible de donner directement un algorithme. La question
est donc plus proche de : étant donné un mot infini arbitraire, que peut-on dire de
ses quasipériodes ? Nous donnons une méthode permettant de déterminer l’ensemble
de quasipériodes d’un mot infini, en connaissant les préfixes spéciaux droits et les
préfixes dont le carré apparaît dans le mot [37]. La combinatoire des mots dispose
des outils nécessaires pour étudier ces préfixes particuliers dans un mot arbitraire, et
ainsi caractériser l’ensemble de ses quasipériodes. Nous en faisons la démonstration
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en étudiant les quasipériodes de plusieurs exemples, qui montrent au passage que la
structure de l’ensemble des quasipériodes varie considérablement d’un mot à un autre.

Le chapitre 4 commence par présenter les mots sturmiens, une famille de mots bien
connue et extrêmement étudiée. Ils sont parfois décrits comme les mots les plus réguliers
après les périodiques. Nous mentionnerons les résultats de la littérature qui étudient les
quasipériodes des mots sturmiens, puis nous montrerons comment les mots périodiques
et certains mots sturmiens peuvent être caractérisés en termes de quasipériodes [37].
En d’autres termes, il s’agit exactement des mots dont l’ensemble des quasipériodes
obéit à une condition donnée. La quasipériodicité a donc un certain pouvoir expressif,
et il s’agit d’une propriété de régularité pertinente. Nous expliquons enfin pourquoi il
est tentant de généraliser ces résultats au cas des mots bi-infinis, et pourquoi c’est une
question plus difficile qu’il n’y paraît.

Le chapitre 5 est en quelque sorte l’alter ego du chapitre 1 dans le cadre des mots
bidimensionnels et des pavages. Il présente les définitions, résultats et outils de base afin
de faire de la combinatoire sur les mots bidimensionnels infinis. Un certain nombre de
ces résultats sont des généralisations des théorèmes classiques de combinatoire des mots
en une dimension. Toutefois ils sont récents et furent développés en partie par l’auteur,
en collaboration avec Gwenaël Richomme, Jeffrey Shallit et Taylor J. Smith [40]. Ces
deux derniers n’avaient pas de motivations liées à la quasipériodicité, ce qui montre
que ces résultats ont un intérêt général.

Le chapitre 6 traite des mots infinis bidimensionnels (ou configurations pour faire
court) quasipériodiques, c’est-à-dire possédant une quasipériode. Contrairement au cas
des mots, nous ne savons pas décomposer une configuration quasipériodique en forme
normale, tous les résultats deviennent donc bien plus délicats à prouver. Nous explorons
la question suivante : une propriété de la quasipériode peut-elle forcer une propriété sur
les configurations qui la possèdent ? Nous donnons une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une quasipériode q admette des mots q-quasipériodiques mais non périodiques.
Nous montrons ensuite une famille de quasipériodes non triviales qui forcent les confi-
gurations correspondantes à avoir une entropie topologique nulle. Ce résultat contraste
fortement avec le cas unidimensionnel, où une quasipériode seule ne pouvait rien forcer
d’autre que la périodicité. Enfin, nous montrons que l’uniforme récurrence et la conver-
gence des fréquences ne peuvent pas être forcées par une unique quasipériode [38].

Le chapitre 7 traite des configurations quasipériodiques multi-échelles, c’est-à-dire
possédant une infinité de quasipériodes. Notons que, de façon similaire au cas des
mots, la quasipériodicité multi-échelles sur les configurations implique une entropie
topologique nulle et la convergence des fréquences de facteurs. Nous montrerons ce
dernier résultat sans utiliser d’outils de théorie ergodique [36], contrairement à ce qui
avait été fait dans la littérature dans le cas des mots unidimensionnels. Enfin, nous
explorerons les liens entre quasipériodicité multi-échelles et uniforme récurrence, qui
sont plus complexes que dans le cas unidimensionnel, pour des raisons d’origines. En
effet, nos résultats sur les mots considéraient des suites indicées par N, tandis que nos
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résultats sur les configurations considèrent des suites indicées par Z2. Les problèmes
que nous rencontrons ici ne viennent pas du passage de la dimension 1 à la dimension
2, mais du passage de N à Z.

Le chapitre 8 fait office de conclusion. Nous y présentons une liste de problèmes
ouverts et de perspectives de recherches qui n’ont pu être abordées dans cette thèse.
Nous mentionnons également quelques résultats développés au cours de la préparation
de cette thèse, mais qui n’ont pas été abordés dans ce manuscrit, car sans lien direct
avec la notion de quasipériodicité.

Philosophy is divided into two parts : Computer Science and Nonsense.

— Alexander Shen, Séminaire Eco-Escape, Montpellier, 2011



Chapitre 1

Combinatoire des mots finis

Comme indiqué en introduction, les mots finis, sont une structure fondamentale en
informatique. Les mots finis ne sont pas notre principal sujet d’étude — nous nous
concentrerons sur les mots infinis, en une et deux dimensions — mais ils sont au cœur
de tous nos raisonnements, y compris en deux dimensions. Ce chapitre présente donc
les principales définitions et propriétés dont nous nous servirons par la suite.

1.1 Introduction aux mots finis
Un alphabet est un ensemble fini non vide ; les éléments d’un alphabet sont appelés les
lettres. Fixons un alphabet Σ. Pour tout entier naturel n, nous notons Σn l’ensemble
des mots de n lettres sur Σ. Formellement, il s’agit du produit cartésien de n copies de
Σ, dont nous notons les composantes par juxtaposition : x = x0x1 . . . xn−1 en lieu et
place de l’écriture habituelle x = (x0, x1, . . . , xn−1). La première lettre est donc d’indice
0 et la dernière d’indice n− 1.

Posons
Σ∗ =

∪
n∈N

Σn

l’ensemble des mots finis sur l’alphabet Σ. Si x est un élément de Σ∗, nous notons
|x| sa longueur, l’unique entier n tel que x soit élément de Σn. Remarquons que Σ∗,
indépendamment de l’ensemble Σ, contient toujours le mot vide, noté ε, qui est l’unique
mot vérifiant |ε| = 0. Voici des exemples de mots sur l’alphabet Σ = {a, b, c}.

aaaaaaaa (1.1)
abcabcabcabc (1.2)

(1.3)
ccabccabccabcca (1.4)
b (1.5)
abacabbaccabbbaccca (1.6)
baabaabbabaabababaabaabaabbabababbaabbaba (1.7)

15
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Les deux premiers exemples sont frappants, car ils sont constitués de répétitions
d’un même motif. Afin de formaliser cette caractéristique, nous définissons l’opération
de concaténation. Si x = x0 . . . xn−1 et y = y0 . . . ym−1 sont deux mots de Σ∗, la conca-
ténation de x et y, notée x · y ou plus souvent xy, est le mot de longueur |x|+ |y| défini
par

xy = x0 . . . xn−1y0 . . . ym−1.

La concaténation n’est pas commutative, en particulier car les mots ab et ba sont
différents. Toutefois, elle est associative : la relation x · (y · z) = (x · y) · z est vérifiée
pour tous mots x, y et z, nous noterons donc simplement xyz cette valeur. Enfin, le
mot vide est un élément neutre : x · ε = ε · x = x pour tout mot x. Ces propriétés font
du triplet (Σ∗, ·, ε) un monoïde non commutatif, appelé le monoïde libre sur Σ. Nous y
reviendrons par la suite.

La concaténation se notant multiplicativement, il est naturel de définir, pour tout
mot u et pour tout entier n,

u0 = ε

un+1 = u · un.

En d’autres termes, un est la concaténation de u avec lui-même n fois. Ainsi, le mot de
l’équation (1.1) peut s’exprimer a8 et le mot de l’équation (1.2) peut se réécrire (abc)4.
Si u est un mot et n,m sont des entiers, la loi des puissances

(un)m = u(n×m)

est vérifiée.
Si w est un mot qui peut s’écrire un, pour un mot fini u et un entier naturel n,

nous disons que u est une racine de w. Un mot est toujours racine de lui-même, et les
racines ne sont pas nécessairement uniques : le mot (1.1) admet a, aa, aaaa et a8 pour
racines, tandis que le mot (1.2) admet abc, abcabc et (abc)4 pour racines. Un mot qui
ne possède pas d’autre racine que lui-même est appelé primitif .

Considérons w un mot fini et u sa plus courte racine ; alors u est nécessairement
primitif. En effet, nous aurions dans le cas contraire w = un et u = vm, donc par loi
des puissances q = vn×m, pour v un mot fini et n,m des entiers supérieurs ou égaux à 2.
Ceci contredirait la minimalité de la longueur de u. En conséquence, nous appellerons
la plus courte racine d’un mot sa racine primitive.

La primitivité nous permet de caractériser les couples (x, y) qui commutent sous
concaténation. Comme nous l’avons vu, si x, y sont des mots finis, nous avons générale-
ment xy ̸= yx. Il existe toutefois des exceptions : par exemple, si x = abc et y = abcabc,
alors xy = yx = (abc)3. Le théorème suivant donne des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que la concaténation commute.
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Théorème 1.1 (Lyndon, Schutzenberger, 1962 [64]). Soient x et y des mots finis non
vides. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. L’égalité xy = yx est vérifiée.
2. Les mots x, y possèdent une racine commune z.
3. Il existe des entiers strictement positifs n,m tels que xn = ym.
Nous aurons souvent besoin de manipuler des mots finis, munissons-nous donc d’un

lexique approprié. Si f , p, u et s sont des mots satisfaisant l’équation

u = p f s, (1.8)

nous disons que p est un préfixe de u, que s est un suffixe de u et que f est un facteur
de u. Ce dernier terme provient d’une lecture algébrique de l’équation (1.8). Si p ̸= u
(respectivement s ̸= u), nous disons que p est un préfixe propre (respectivement un
suffixe propre) de u. La position de f dans u est l’entier |p| et nous disons que f couvre
les positions |p| à |p|+ |f |−1 (incluses). Deux facteurs se chevauchent s’ils couvrent au
moins une position commune. Remarquons que les préfixes et les suffixes sont toujours
des facteurs. Lorsqu’un facteur apparaît dans une position autre que préfixe ou suffixe,
nous l’appelons un facteur interne. Les préfixes du mot (1.2), abcabcabcabc, sont

ε a ab abc abca abcab abcabc abcabca abcabcab abcabcabc

abcabcabca abcabcabcab abcabcabcabc

et les suffixes du mot (1.4), ccabccabccabcca, sont

ε a ca cca bcca abcca cabcca ccabcca bccabcca

abccabcca cabccabcca ccabccabcca bccabccabcca

abccabccabcca cabccabccabcca ccabccabccabcca.

Le mot (1.7), baabaabbabaabababaabaabaabbabababbaabbaba, comprend 666 facteurs dif-
férents ; nous laissons au lecteur le soin de les énumérer. Le facteur bab apparaît aux
positions 15, 18, 20 et 22 de ce même mot, et les deux dernières occurrences se che-
vauchent car elles couvrent toutes les deux la position 22.

Comme nous venons de le constater, un facteur f peut apparaître plusieurs fois
dans u ; nous parlons alors des occurrences de f dans u. Par de multiples occurrences,
f peut être à la fois préfixe, facteur interne et suffixe de u. Ainsi, le facteur abc apparaît
en position préfixe, interne et suffixe dans le mot (1.2). Le mot vide apparaît à toutes
les positions de tous les mots. Enfin, le mot u est à la fois un préfixe et un suffixe de
u lui-même, mais non un facteur interne. Nous notons |u|f le nombre d’occurrences de
f dans u.

Par abus de notation, si u est un mot commençant par la lettre a, nous notons a−1u
le mot u privé de sa première lettre. De la même façon, si u termine par la lettre a,
nous notons ua−1 le mot u privé de sa dernière lettre.

Forts de ce vocabulaire, nous pouvons poursuivre notre introduction à la combi-
natoire des mots. Il existe un algorithme efficace permettant de tester si un mot est
primitif ou non.
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Proposition 1.2 (Folklore). Un mot u est primitif si et seulement s’il n’est pas un
facteur interne de u2.

Démonstration. Procédons par contraposée et supposons qu’il existe des mots p, s non
vides tels que u2 = p u s. Observons que |u| = |p|+ |s|. Comme p est un préfixe et s un
suffixe de u, nous déduisons que u = ps. L’équation u2 = pus se réécrit alors

psps = pus

et, en simplifiant par p à gauche et par s à droite, nous déduisons que u = ps = sp.
Par le théorème 1.1, les mots s et p sont tous deux puissances d’un même mot z. Alors
u est également puissance de z, donc non primitif.

Réciproquement, si u n’est pas primitif, alors u = vn pour un mot v non vide et
un entier n supérieur ou égal à 2. Ainsi, u2 = v2n et nous pouvons prendre p = v et
s = v2n−2 comme solution de l’équation u2 = pus.

Pour tester la primitivité d’un mot u, il suffit de chercher une occurrence de u dans
u2. Cette opération s’effectue en temps linéaire [52]. De nombreuses opérations sur
les chaînes de caractères, notamment de recherche de sous-chaînes et de compression,
peuvent s’effectuer plus rapidement sur des entrées non primitives si l’on connaît la
racine primitive : la combinatoire sert bien l’algorithmique.

1.2 Périodicité
Considérons à nouveau le mot (1.4), ccabccabccabcca. Bien que primitif, il possède

une forte régularité. Si un mot w vérifie

wi = wi+k

pour tous les entiers i tels que i, i + k ∈ {0, . . . , |w| − 1}, alors nous disons que k
est une période de w. Nous parlerons parfois de la période pour désigner le préfixe
w0w1w2 . . . wk−1. Un mot w possédant une période k ≤ |w|/2 est appelé périodique. Un
tel mot peut s’écrire

w = unu′,

avec un entier n ≥ 2 et un préfixe u′ de u. Le mot (1.4) admet 4 (ou ccab) comme
période et se décompose en (ccab)3cca. La propriété « être non primitif » implique
« être périodique » : si w = un (pour u non vide et n ≥ 2) alors w admet u comme
période avec u′ = ε dans l’équation (1.2). L’inverse n’est pas vrai : le mot (1.4) est
périodique sans être une puissance.

Le lemme suivant donne une écriture en équations utile lorsque nous rencontrons
un facteur périodique dans nos raisonnements.

Lemme 1.3 (Voir [63, prop. 1.3.4]). Soient x, y et z des mots finis. L’égalité xy = yz
est vérifiée si et seulement s’il existe des mots u, v non vides et un entier naturel k tels
que

x = uv y = (uv)ku z = vu.
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Comme nous l’avons déjà mentionné, un mot fini peut admettre plusieurs périodes.
Par exemple, le multiple d’une période (plus court que le mot considéré) est de nouveau
une période : (ab)8 admet ab, (ab)2, et (ab)4 comme périodes et comme racines ; il admet
(ab)3 comme période, mais pas comme racine. De façon plus générale, les périodes sont
liées par des relations de divisibilité.

Théorème 1.4 (Fine, Wilf, 1965 [33]). Soit w un mot admettant deux périodes m et
n. Si |w| ≥ n+m− pgcd(m,n), alors pgcd(m,n) est également une période de w.

Nous possédons maintenant tous les résultats sur les mots finis utiles pour la suite
de ce travail. Le lecteur désirant approfondir ses connaissances sur les mots pourra
consulter un dictionnaire, ou à défaut l’ouvrage de référence par M. Lothaire [63].

Nous avons présenté la théorie des mots d’un point de vue combinatoire, car c’est
le point de vue que nous adopterons dans la suite de ce travail. Toutefois, il existe éga-
lement une approche algébrique : nous pouvons voir les mots finis comme des produits
d’indéterminées sur un monoïde général, et chaque résultat sur les mots finis se traduit
donc en un résultat d’algèbre. Par exemple, le théorème 1.1 peut parfaitement se lire
algébriquement. Cette autre approche est davantage développée dans l’ouvrage [61],
qui contient également de nombreux développements sur les mots finis.

Enfin, de nombreux résultats de combinatoire des mots peuvent être exploités pour
la conception d’algorithmes efficaces sur les chaînes de caractères. L’ouvrage [62] donne
une large introduction à diverses applications, notamment algorithmiques, de la disci-
pline.

1.3 Première approche de la quasipériodicité
Entrons dans le vif du sujet. Comme nous l’avons mentionné, diverses notions de com-
binatoire des mots trouvent des applications en algorithmique du texte. Par exemple,
la proposition 1.2 induit un algorithme efficace de test de primitivité. En outre, de
nombreuses opérations sur les mots, telles que la compression, la recherche de motifs
etc., peuvent être effectuées plus efficacement si l’entrée est garantie d’être périodique.
Toutefois, peu de situations permettent d’assurer que l’entrée sera périodique. Les al-
gorithmiciens ont donc travaillé à définir de nouvelles propriétés de régularité, plus
faibles que la périodicité — avec l’espoir de couvrir un plus grand nombre d’entrées —
mais apportant suffisamment d’informations sur le mot pour permettre la conception
d’algorithmes rapides.

C’est dans ce contexte qu’en 1993, Apostolico et Ehrenfeucht ont introduit la notion
de quasipériodicité [4]. Soient q et u deux mots finis différents. Nous disons que q est
une quasipériode de u si et seulement si toute position n de u est couverte par une
occurrence de q comme facteur de u. En d’autres termes, pour tout entier n entre 0 et
|u| − 1, il existe un entier i compris entre 0 et |q| − 1 tel que

0 ≤ n− i ≤ n− i+ |q| − 1 ≤ |u| − 1 et
q = un−iun−i+1 . . . un−i+|q|−1
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Ainsi, le mot
abaababaabaaba

admet deux quasipériodes, aba et abaaba (voir figure 1.1). Insistons sur le fait qu’un mot
n’est jamais quasipériode de lui-même. Un mot admettant au moins une quasipériode
est dit quasipériodique ; dans le cas contraire, il est appelé superprimitif .

︷︸︸︷︷︸︸︷ ︷︸︸︷︷︸︸︷
aba ab a ba aba aba︸︷︷︸︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
abaababaabaaba︸ ︷︷ ︸

Fig. 1.1 : Mise en évidence des quasipériodes aba et abaaba.

Si q est une quasipériode de u, alors q est nécessairement un préfixe et un suffixe
de u. En effet, la première et la dernière lettre de u doivent être couvertes par des
occurrences de q, et celles-ci ne peuvent pas « déborder » du mot selon notre définition.
Le mot

baababaabaab,

obtenu en supprimant la première et la dernière lettre de l’exemple précédent, est
superprimitif.

Considérons de nouveau l’exemple abaababaabaaba et ses deux quasipériodes, aba
et abaaba. Le mot aba est une quasipériode de abaaba. Il s’agit en fait d’une propriété
générale.

Remarque 1.5. Soit u un mot fini et q1, q2, . . . , qk ses quasipériodes, ordonnées par
longueurs croissantes. Pour tout i ∈ {1, . . . , k − 1}, le mot qi+1 est qi-quasipériodique.
En particulier, q1 est l’unique quasipériode superprimitive de w.

Démonstration. Étant donné que qi et qi+1 sont toutes deux préfixes et suffixes de w, le
mot qi est un préfixe et un suffixe de qi+1 (voir figure 1.2). Or w est qi-quasipériodique,
donc qi+1 doit être recouverte d’occurrences de qi.

w

q2 q2

q1 q1 q1 q1. . . . . .

. . .

. . .

couvert par q1 couvert par q1

Fig. 1.2 : Un mot fini possède une unique quasipériode superprimitive.
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1.4 Forme normale des mots quasipériodiques
En 2000, Laurent Mouchard démontre [71] que tout mot quasipériodique peut

s’écrire sous une certaine forme normale. La forme normale se révélera extrêmement
précieuse tout au long de notre travail, aussi voyons immédiatement les notions néces-
saires à sa formulation.

Soit q un mot fini. Si r est à la fois un préfixe propre et un suffixe propre de q, nous
disons que r est un bord de q. Ainsi q n’est jamais un bord de lui-même. Si 2|r| ≤ |q|,
alors le mot q s’écrit :

q = r · s · r

avec s un mot fini. Toutefois, si 2|r| > |q|, alors les deux occurrences de r se che-
vauchent et q n’admet pas de telle décomposition avec r. Ainsi, les bords du mot
abacabaccabacaba sont ε, a, aba et abacaba, tandis que les bords de ababab sont ε, ab et
abab. Tout mot puissance admet au moins ses racines, ainsi que les bords de ses racines,
comme bords. Le mot vide est un bord de tout mot.

Si q est un mot et r un bord de q, alors les mots t et t′ tels que

q = t · r et q = r · t′

sont appelés respectivement un antibord gauche et un antibord droit de q. Lorsque nous
aurons besoin de préciser, nous écrirons que t est l’antibord gauche (et t′ l’antibord
droit) par rapport à r dans q. L’antibord gauche est toujours un préfixe de q et l’antibord
droit un suffixe. Le mot vide n’est jamais un antibord. Nous appelons Lq l’ensemble
des antibords gauches et Rq l’ensemble des antibords droits de q. Ainsi,

Laba = {aba, ab} Raba = {aba, ba}
Labaaba = {abaaba, abaab, aba} Rabaaba = {abaaba, baaba, aba}.

Voyons maintenant le théorème de forme normale de Mouchard.

Théorème 1.6 (Mouchard, 2000 [71]). Soient q et u des mots finis. Le mot u est égal
à q ou admet q comme sa plus petite quasipériode si et seulement s’il peut s’écrire

u = q · v1 · · · vn

où les vi sont tous des antibords droits de q.
De façon équivalente, u peut se décomposer sous la forme v′1 · · · v′n · q, où les v′i sont des
antibords gauches de q.

Dans les deux cas, la décomposition est unique.

Démonstration. Si u admet q comme quasipériode, toute occurrence de q, sauf la pre-
mière, peut s’écrire q = xy où x est la partie (éventuellement vide) partagée avec
l’occurrence de q précédente et y le reste. Le mot x est un préfixe de q, mais aussi
un suffixe puisqu’il apparaît à la fin de l’occurrence de q précédente ; donc y est un
antibord par définition. La décomposition s’obtient immédiatement par récurrence sur
le nombre d’occurrences de q dans u.
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Réciproquement, supposons que tout mot de la forme u′ = q · v1 . . . vn−1, avec les
vi des antibords de q, soit q-quasipériodique. Montrons que u = q · v1 . . . vn−1 · vn l’est
également. Comme u′ est quasipériodique, il admet q comme suffixe et donc tous les
bords de q comme suffixe. En particulier, le bord b tel que q = bvn est suffixe de u′,
et donc u = u′vn admet q comme suffixe. Les |vn| dernières lettres sont bien couvertes
par une occurrence de q, et l’hypothèse de récurrence implique que le reste du mot est
également couvert par des occurrences de q, donc u est q-quasipériodique.

Enfin, supposons que u est q-quasipériodique et admet deux décompositions dis-
tinctes u = qv1 . . . vn = qv′1 . . . v

′
n′ , et montrons que q est quasipériodique (donc non

superprimitif). Sans perte de généralité, nous supposons que v1 ̸= v′1 et |v′1| < |v1|,
autrement dit qu’il existe un mot w tel que qv′1w = qv1. Ce mot possède trois oc-
currences de q : la première termine à la position |q| − 1, la deuxième termine à la
position |q| + |v′1| − 1 et la troisième termine à la position |q| + |v1| − 1. La deuxième
occurrence partage donc plus de la moitié de ses lettres avec l’une des deux autres ; en
d’autres termes, il existe des mots finis p et s tels que pq = qs avec |p| = |s| ≤ |q|/2.
Le lemme 1.3 montre qu’il existe des mots finis x, y et un entier k tels que p = xy,
q = (xy)kx et s = yx. Par un argument de longueur, nous avons k ≥ 2 et le mot xyx
est une quasipériode de q.

La plus petite quasipériode d’un mot est superprimitive (la relation « est qua-
sipériode de » étant transitive), donc si q est la plus petite quasipériode de u, la
décomposition doit être unique.

Par exemple, le mot w = abaababaabaaba s’écrit respectivement sur Laba et Raba :

aba · ab · aba · aba · aba aba · aba · ba · aba · aba

Rien, dans la première partie de la preuve du théorème 1.6, ne fait appel au fait que
q est la plus petite quasipériode de u. Il est donc possible de décomposer de la même
façon un mot quasipériodique u sur une autre quasipériode q. Par exemple, le même
mot w se décompose sur Labaaba et sur Rabaaba :

abaab · aba · abaaba abaaba · baaba · aba

Si q est lui-même quasipériodique, la décomposition n’est pas nécessairement unique.
Par exemple le mot (aba)4 = abaabaabaaba admet abaaba pour quasipériode, et peut
se décomposer comme abaaba · abaaba ou aba · aba · abaaba. Afin d’obtenir une forme
normale, nous devons donc prendre v1 de longueur maximale, puis v2 de longueur
maximale, et ainsi de suite de façon gloutonne.

Étant donnée une quasipériode q fixée, nous pouvons utiliser le théorème 1.6 afin de
construire un test efficace de q-quasipériodicité. Il suffit de construire un automate dé-
terministe reconnaissant les antibords de q, à la façon de l’algorithme de Knuth-Morris-
Pratt [52], puis de tester l’entrée avec cet automate. Il existe des techniques bien plus
puissantes : dans l’article original [4], Apostolico et Ehrenfeucht donnent un algorithme
permettant de déterminer tous les facteurs quasipériodiques maximaux (ainsi que leurs
quasipériodes respectives) d’un mot donné en temps linéaire. Ici la maximalité s’entend



1.5. COMPTER LES MOTS QUASIPÉRIODIQUES 23

comme le fait que la prolongation du facteur d’une lettre à gauche ou à droite casse la
quasipériodicité de celui-ci. La présentation de cet algorithme constituerait toutefois
une très longue digression, nous renvoyons donc le lecteur intéressé à l’article op. cit.
D’autres algorithmes ont depuis été proposés pour détecter les quasipériodes d’un mot
en temps quasilinéaire [53, 34], dont certains optimaux [42].

Le théorème 1.6 a une autre conséquence : si q est un mot dont le seul bord est
vide, alors tout mot q-quasipériodique u est égal à une puissance de q.

Remarque 1.7. Soit q un mot fini. Il existe un mot q-quasipériodique primitif seule-
ment si la racine primitive de q possède un bord non vide.

Démonstration. Si la racine primitive r de q ne possède aucun bord non vide, alors
tous les bords de q sont des puissances de r, et donc les antibords également. Par le
théorème 1.6, tout mot q-quasipériodique admet donc r comme racine.

En particulier, si la quasipériode q est unaire, c’est-à-dire qu’elle est une puissance
d’une lettre, alors tout mot q-quasipériodique u est également unaire. Ainsi, les quasi-
périodes a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, bbb, baa, bba, aab et abb forcent tous leurs mots quasipé-
riodiques à être non primitifs. Les plus courtes quasipériodes qui autorisent des mots
quasipériodiques primitifs sont donc aba et bab. Ces dernières deviendront donc nos
quasipériodes de référence, nos exemples de choix ; ceci suggère Barbara Ann comme
accompagnement musical à cette thèse.

Le théorème 1.6 met également en lumière la relation entre primitivité et superpri-
mitivité. En effet, un mot q-quasipériodique w commence par qt, avec t un antibord
droit de q ; en particulier, si q = rt, alors w commence par rtt et contient donc un carré.
Plus généralement, un mot w admettant une quasipériode q contient au moins autant
de carrés que d’occurrences de q, c’est-à-dire au moins autant de carrés que d’éléments
dans sa forme normale.

1.5 Compter les mots quasipériodiques
Le problème de recherche de facteurs carrés dans un mot est classique en algo-

rithmique du texte (voir [78] et [62, chapitre 8]). La quasipériodicité — et la forme
normale — permettent de générer facilement des mots primitifs contenant un grand
nombre de carrés. Il suffit par exemple de concaténer des occurrences de aba et ba au
hasard, en commençant par aba, pour générer de tels mots. La quasipériodicité peut
donc servir à générer des exemples d’entrées défavorables pour certains algorithmes.

Dans ce contexte, la question du comptage des mots quasipériodiques devient perti-
nente, car le comptage permet de réaliser des analyses de complexité en moyenne. Nous
allons donner une méthode pratique, reposant sur le théorème 1.6, pour déterminer le
nombre de mots de longueur n qui admettent aba pour quasipériode. Nous nous basons
sur l’article [75] de Ronney Polley et Ludwig Staiger, qui va bien plus loin et donne le
comportement asymptotique du nombre de mots aba-quasipériodiques.
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Par le théorème de Mouchard, l’ensemble des mots aba-quasipériodiques est l’en-
semble des mots qui s’écrivent comme une concaténation d’éléments de {aba, ba} com-
mençant par aba. Soit Q l’ensemble des mots aba-quasipériodiques et E l’ensemble des
mots acceptés par l’automate fini déterministe A, représenté sur la figure 1.3. Alors
E = Q ∪ {aba}. Nous pouvons donc compter les mots acceptés par A, et en déduire
simplement le nombre de mots aba-quasipériodiques.

q1 q2 q3 q4
a b a

b

a

Fig. 1.3 : L’automate A reconnaissant les mots aba-quasipériodiques.

Le nombre de mots de E de longueur n est exactement le nombre de chemins de
longueur n reliant q1 à q4 dans A. Définissons la matrice d’adjacence de A, notéeMA,
dont le coefficient (i, j) est le nombre de transitions de qj vers qi,

MA =


0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0

 .

Une démonstration par récurrence sur n prouve sans difficulté que le vecteur

Vn = (MA)
n · (1 0 0 0)t,

où X t désigne la transposée de X, est tel que la ième composante Vn(i) est exactement
le nombre de chemins de longueur n entre q1 et qi. Ainsi, le nombre de mots de E de
longueur n est donné par

(0 0 0 1) · (MA)
n · (1 0 0 0)t

Il s’agit du coefficient inférieur gauche de (MA)
n, cette matrice pouvant être calculée

efficacement par exponentiation rapide.
La figure 1.4 montre le tracé de Q∩Σn pour n variant de 0 à 50 ; la tendance observée

se poursuit pour les valeurs plus grandes. Une étude asymptotique du comportement de
cette fonction passe par le calcul des valeurs propres de (MA), que nous ne détaillerons
pas ici. Pour des considérations pratiques, nous pouvons nous contenter d’observer que
le nombre de mots aba-quasipériodiques croît exponentiellement, mais que la proportion
de mots aba-quasipériodiques parmi tous les mots d’une longueur donnée tend très
rapidement vers 0.
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Fig. 1.4 : Nombre et proportion (parmi les mots binaires) de mots aba-quasipériodiques
d’une longueur donnée
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Words are merely tools and if you use the right ones you can actually put even your
life in order, if you don’t lie to yourself and use the wrong words.

— Hunter S. Thompson, dans une lettre à Larry Callen datée du 14 juillet 1958



Chapitre 2

Combinatoire des mots infinis

Entre 1906 et 1912, Axel Thue proposa d’étudier en toute généralité les chiffres d’un
nombre réel arbitraire, écrit dans une base arbitraire également. En d’autres termes,
il s’agit d’étudier les suites infinies de symboles choisis dans un alphabet fini, ce que
nous appelons en langage moderne les mots infinis. Thue observa que certains motifs
sont inévitables, c’est-à-dire qu’ils se retrouvent dans tous les mots infinis. D’autres,
par opposition, sont évitables : il existe des mots infinis qui ne les comportent pas. Ses
travaux furent les prémices à la résolution de nombreux problèmes, de la théorie des
nombres [56] au jeu d’échecs [30] en passant par la géométrie [70]. De nos jours, l’étude
des mots infinis fait partie de la combinatoire des mots, dont les ouvrages de référence
sont les livres de Lothaire [63, 61, 62]. Cette discipline entretient des relations avec la
bio-informatique, la théorie des langages formels et des automates, ainsi que la théorie
des systèmes dynamiques et la théorie des nombres.

2.1 Introduction aux mots infinis
Étant entendu qu’un alphabet fini, non vide Σ est fixé, un mot infini est une fonction

de N, l’ensemble des entiers naturels, vers Σ. Ainsi,

w1 = aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa . . . (2.1)
w2 = abaabaabaabaabaabaabaaba . . . (2.2)
w3 = bbbaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa . . . (2.3)
w4 = abaababaabaababaababaabaababaabaab . . . (2.4)
w5 = ababbabbbabbbbabbbbbabbbbbba . . . (2.5)

sont tous des (commencements de) mots infinis sur l’alphabet Σ = {a, b}. La lettre
d’indice i d’un mot infini w est naturellement notée w(i). Comme les mots infinis sont
indexés par N, l’indice de la première lettre est 0. Plus généralement, nous noterons
w(i, . . . , i+n) le mot fini formé par la restriction de w à l’intervalle entier {i, . . . , i+n}.
Par exemple, si w est le mot (2.3), alors w(1, . . . , 4) = bbaa.

Dans cette section, nous décrivons les fondamentaux des mots infinis. La majorité
des définitions et résultats exposés ici proviennent de l’article de Marston Morse et

27
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Gustav Hedlund [69, 70]. Pour une référence complète, on consultera [63] ou les premiers
chapitres de [1].

Contrairement aux mots finis, il n’est pas possible d’écrire explicitement un mot
infini dans son intégralité1. Toutefois, nous pouvons donner une formule — ou un
algorithme — qui renvoie la ième lettre du mot, étant donné un entier i. Ainsi, les
quatre premiers exemples ci-dessus sont définis, dans l’ordre, par :

• w1(i) = a ;
• w2(i) = a si i ≡ 0 ou 2 modulo 3, et b autrement ;
• w3(i) = b si i ≤ 2 et a autrement ;
• w4(i) = a si ⌊φ(i+ 1)⌋ − ⌊φi⌋ = 2, et b autrement ;

où φ = 1+
√
5

2
est le nombre d’or et ⌊x⌋ est la partie entière de x, c’est-à-dire le plus

grand entier inférieur ou égal à x. Notons f le mot w4 ; il est généralement appelé le
mot de Fibonacci.

Pour décrire le mot w5, il est plus commode de donner une suite de ses préfixes de
plus en plus longs. Soit (un) la suite de mots définie par

u0 = ε

un+1 = unab
n

Il existe un unique mot infini dont tous les un sont des préfixes et ce mot infini est w5.
Voyons un autre exemple. La suite de mots (sn)n∈N spécifiée par

s0 = a

s1 = ab

sn+1 = sn sn−1

détermine uniquement un mot infini : il existe un unique mot dont si est un préfixe pour
tout i. Il s’agit encore une fois de w4 = f, le mot de Fibonacci. La preuve d’équivalence
de ces deux définitions est donnée dans [61, chapitre 2].

Posons maintenant quelques définitions élémentaires ; ce sont des généralisations
immédiates de leurs homologues sur les mots finis, une sensation de déjà vu pourrait
donc se faire sentir. Un mot fini u est un préfixe de w si

u = w(0, 1, . . . , |u| − 1)

pour |u| = n (rappelons que ui désigne la lettre d’indice i dans u). De la même façon,
un mot fini u est un facteur de w s’il existe un entier k tel que :

u = w(k, k + 1, . . . , k + |u| − 1)

Dans ce cas, l’entier k est la position de u et nous disons que u couvre les positions k
à k + |u| − 1. Un facteur u d’un mot infini w est spécial droit s’il existe deux lettres

1Comme aurait écrit Pierre de Fermat : « j’ai trouvé un mot infini véritablement merveilleux que
cette marge est trop étroite pour contenir ».
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distinctes a, b telles que ua et ub sont tous deux facteurs de w. Symétriquement, u est
spécial gauche si et seulement si au et bu sont facteurs de w. Un facteur est bispécial
lorsqu’il est à la fois spécial gauche et spécial droit. De plus, si aub est un facteur
de w pour un mot fini u et des lettres a, b, nous disons que aub est la prolongation
droite de au et la prolongation gauche de ub. En d’autres termes, un facteur est spécial
droit (resp. gauche) si et seulement s’il possède plus d’une prolongation droite (resp.
gauche). Enfin, nous disons que ub est un successeur de au, qui inversement est un
prédécesseur de ub. Dans un mot donné, un facteur peut avoir plusieurs successeurs ou
prédécesseurs.

Ainsi, l’ensemble des préfixes du mot w1 = aba aba aba . . . de l’équation (2.2) est
donné par

(aba)n (aba)n a (aba)n ab

pour n parcourant les entiers naturels, tandis que l’ensemble de ses facteurs, aussi
appelé son langage, est donné par

(aba)n (aba)n a (aba)n ab

a (aba)n a (aba)n a a (aba)n ab

ba(aba)n ba (aba)n a ba (aba)n ab

pour n parcourant les entiers naturels. Intuitivement, tout facteur de w1 peut com-
mencer (resp. finir) à trois positions différentes au sein d’une occurrence de aba. Dans
le mot de Fibonacci f, représenté à l’équation (2.4), aba est spécial gauche et spécial
droit à la fois, de même que ε et a. La lettre b, en revanche, n’est pas spéciale : elle
est toujours précédée et suivie d’un a. Enfin, baaba est spécial droit mais non spécial
gauche, puisque b est toujours précédé de a. (Ces faits peuvent se démontrer par récur-
rence, en utilisant la définition en termes de la suite (sn)n.) Observons que tout suffixe
d’un facteur spécial droit est lui-même spécial droit ; de la même façon, tout préfixe
d’un facteur spécial gauche est lui-même spécial gauche. Ainsi, aaba, aba, ba et a sont
spéciaux droits dans (2.4).

Un mot infini u est un suffixe de w s’il existe un entier k tel que

u(i) = w(i+ k)

pour tout entier i. Le suffixe est propre si cet entier k est strictement positif. Avec cette
définition, nous pouvons dire qu’un mot infini est périodique s’il est un suffixe propre
de lui-même, c’est-à-dire qu’il existe un entier (strictement positif) k vérifiant

w(i) = w(i+ k)

pour tout entier i. Le mot w(0, . . . , k − 1) est appelé une période de w, et la période
est implicitement la plus courte. Nous confondrons parfois une période et sa longueur.
Remarquons que, dans le contexte des mots infinis, les notions de puissance et de pério-
dicité s’équivalent. Un mot infini possédant un suffixe périodique est appelé ultimement
périodique.

Si u est un mot fini, nous notons uω le mot infini périodique de période u. Ainsi,
le mot w1 = aaaaaa . . . peut s’écrire aω et le mot w2 = aba aba aba . . . s’écrit (aba)ω.
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Le symbole ω fait ici référence au premier nombre ordinal transfini ; certains auteurs
écrivent u∞. En outre, si v est un mot fini et u un mot infini, nous noterons v · u, ou
parfois vu, le mot infini w qui vérifie

w(k) = vk ∀k ∈ {0, . . . , |v| − 1},
w(n+ |v|) = u(n) ∀n ∈ N.

En particulier, le mot ultimement périodique w3 = bbb aaaaaa . . . s’écrit bbb · aω. Tout
mot ultimement périodique s’écrit sous la forme uvω, pour u et v des mots finis.

Le graphe de Rauzy fournit une représentation visuelle intuitive de l’ensemble
des facteurs d’une longueur donnée dans un mot, ainsi que des relations prédéces-
seur/successeur. Si w est un mot infini, le graphe de Rauzy de w à l’ordre n, noté
Gw(n), se définit comme suit. L’ensemble des sommets est l’ensemble des facteurs de
longueur n dans w. Il existe un arc de u vers v si et seulement si w possède une oc-
currence de u à une certaine position k et une occurrence de v à la position k + 1. En
d’autres termes, w possède un facteur s’écrivant atb, pour a, b des lettres et t un mot
fini, tel que at = u et tb = v. En particulier, les arcs de Gw(n) sont en bijection avec les
facteurs de longueur n+1 dans w. Par convention, nous étiquetons l’arc entre u et v par
la dernière lettre de v, c’est-à-dire b. Le graphe Gf(3), pour f le mot de Fibonacci (2.4)
est donné par la figure 2.1.

ababaaaab bab

b

aab

a

Fig. 2.1 : Graphe de Rauzy du mot de Fibonacci à l’ordre 3.

Considérons une suite (un)n∈N de mots finis, dont les longueurs tendent vers l’infini
et vérifiant la propriété un est préfixe de un+1 pour tout n. Alors, pour tout entier
naturel i, tous les un de longueur supérieure à i possèdent la même i-ème lettre, disons
ai. Comme les longueurs des un tendent vers l’infini, ai est bien définie pour tout entier
naturel i. Nous appelons alors le mot u, défini par u(i) = ai, la limite de (ui)i∈N. Nous
disons également que la suite (ui)i∈N converge vers le mot u. Il existe d’autres cas où
une suite de mots finis converge vers un mot infini ; ils seront présentés en détail dans
la section 4.1.

La donnée d’une suite calculable de préfixes finis est équivalente à la donnée d’un
algorithme renvoyant la ième lettre du mot. Toutefois, il est aisé de construire des
exemples de suites de préfixes non calculables. Considérons par exemple la suite (vn)i∈N
donnée par

v0 = ε

vn+1 =

{
vn a vn si la n-ième machine de Turing s’arrête,
vn b vn autrement,
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pour une énumération standard des machines de Turing. Il est bien connu [80] qu’aucun
algorithme ne permet de déterminer la i-ème lettre du mot v défini comme la limite de
(vn), mais cela ne freinera pas notre étude d’un tel mot. La détermination des premières
lettres de v est laissée en exercice au lecteur2.

2.2 Morphismes
Voyons maintenant un outil utile pour la description et l’étude des mots infinis : les

morphismes. Étant donnés deux alphabets Σ et T , une fonction µ de Σ∗ vers T ∗ est un
morphisme si, pour tous mots u et v de Σ∗, la relation

µ(u · v) = µ(u) · µ(v) (2.6)

est vérifiée. Nous disons que les morphismes sont les fonctions qui commutent avec la
concaténation. Notons que cette propriété implique µ(ε) = ε. De plus, un morphisme
µ est uniquement déterminé par l’image des lettres. En effet, pour tout mot fini u =
u1u2 . . . un, on évalue

µ(u) = µ(u1)µ(u2) . . . µ(un).

Ainsi, il existe un unique morphisme ϕ de {a, b}∗ vers {a, b}∗ qui vérifie

ϕ(a) = ab,

ϕ(b) = a.

Nous l’appelons le morphisme de Fibonacci. Nous pouvons par exemple calculer :

ϕ(ababaaba) = ϕ(a)ϕ(b)ϕ(a)ϕ(b)ϕ(a)ϕ(a)ϕ(b)ϕ(a) = abaabaababaab.

Observons que la composition de deux morphismes est toujours un morphisme. Il
est donc aisé de produire de nouveaux morphismes à partir des anciens, en les compo-
sant entre eux ou en composant un morphisme avec lui-même. La composition étant
associative, l’ensemble des morphismes sur un alphabet donné forme un monoïde non
commutatif, avec l’identité dans le rôle de l’élément neutre.

Un morphisme est dit uniforme si les images des lettres sont toutes de la même
longueur.

Tout morphisme s’étend de façon immédiate aux mots infinis. En effet, si w est un
mot infini et µ un morphisme, nous posons

µ(w) = µ(w(1))µ(w(2))µ(w(3)) . . .

dont la définition formelle (une limite de suite de mots finis) se déduit immédiatement
de la notation. Nous possédons maintenant un moyen utile de créer un nouveau mot
infini à partir d’un ancien : prendre l’image par un morphisme. Nous avons par exemple

ϕ(bbb · aω) = aaa · (ab)ω.
2L’auteur suggère que cet exercice constituerait un excellent système de détection de robots sur

Internet (c.-à-d. de captcha).
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Mais certains morphismes permettent également de construire un mot infini à partir
d’une unique lettre. Considérons par exemple la suite (Fn)n∈N spécifiée par

F0 = a

Fn+1 = ϕ(Fn).

Les premiers termes de la suite sont :

a ab aba abaab abaababa abaababaabaab abaababaabaababaababa . . .

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, le mot Fn est un préfixe de Fn+1.
Tout d’abord, nous vérifions directement que a est bien un préfixe de F1 = ab. De plus,
si Fn est un préfixe de Fn+1, alors ce dernier peut s’écrire

Fn+1 = Fn u

pour un certain mot fini u non vide. En composant chaque membre par ϕ et en appli-
quant Fn+2 = ϕ(Fn+1), nous déduisons

Fn+2 = ϕ(Fn)ϕ(u)

et Fn+1 = ϕ(Fn) est bien un préfixe de Fn+2 (et ϕ(u) est non vide). La suite Fn converge
donc vers un mot infini, qui se trouve être de nouveau le mot de Fibonacci f. Observons
que la preuve précédente ne dépend pas du morphisme ϕ. Nous en déduisons le résultat
suivant.

Proposition 2.1 (Folklore). Soit τ un morphisme tel que τ(a) commence par a pour
une certaine lettre a. Alors, la suite de mots (tn)n∈N définie par

t0 = a

tn+1 = τ(tn)

possède la propriété que ti est un préfixe de ti+1 pour tout entier i. Si |tn| tend vers
l’infini, il existe une limite t pour la suite (tn), que nous appelons le point fixe de τ en
a car elle vérifie τ(t) = t.

Dans ce qui suit, nous noterons τn l’itérée n fois du morphisme τ , c’est-à-dire que
τ 0 est le morphisme identité et τn+1 = τ ◦ τn. Cela contribuera à alléger les notations,
en permettant par exemple d’écrire : « τn(a) est un préfixe de τn+1(a) pour tout entier
n ». Par abus de notation, nous écrirons τω(a) pour la limite de la suite (τn(a))n∈N.
Le symbole ω fait toujours référence au nombre ordinal ω ; certains auteurs écrivent
τ∞(a). Soulignons au passage que, pour un morphisme µ, les mots µω(a) et µ(a)ω sont
en général distincts ; dans le cas de ϕ, les mots f et (ab)ω sont différents (à la position
4).

Les points fixes de morphismes constituent une classe de mots répandue et très
étudiée. Lorsqu’un mot w peut s’écrire comme le point fixe d’un morphisme, nous
dirons qu’il est purement morphique.
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Voyons un autre exemple. Le morphisme π défini par

π(a) = ab

π(b) = b

admet un point fixe en a, dont on vérifie aisément qu’il s’agit de a · bω. En conséquence,
tout mot ultimement périodique uvω peut s’écrire comme l’image par un morphisme
du mot πω(a) : si le morphisme η envoie a sur u et b sur v, alors

uvω = η(πω(a)).

Les mots pouvant s’écrire sous la forme µ(νω(a)), pour µ, ν des morphismes et a une
lettre, sont appelés des mots morphiques. Les mots purement morphiques correspondent
au cas où µ est le morphisme identité. Nous venons de montrer que tous les mots
ultimement périodiques sont morphiques, mais il ne sont pas les seuls. Par exemple, le
mot de Fibonacci n’est pas ultimement périodique et il est purement morphique, donc
en particulier morphique.

Les mots morphiques sont une véritable usine à contre-exemples et à exemples.
Nous les utiliserons intensivement au chapitre 3 dans notre étude des mots infinis
quasipériodiques. De façon plus générale, le mot de Fibonacci est un exemple très
commode en combinatoire des mots.

Un autre exemple célèbre est le mot de Thue-Morse, défini comme le point fixe du
morphisme

a 7→ ab

b 7→ ba

dont les premières lettres sont

abbabaabbaababbabaababba . . .

que nous recroiserons occasionnellement.
Les mots purement morphiques sont parfois appelés D0L et les mots morphiques des

HD0L. En outre, les morphismes sont parfois appelés des substitutions. L’ouvrage [35]
contient une étude en profondeur des substitutions, montrant ainsi la grande diversité
de techniques et d’applications dont la théorie des morphismes est pourvue.

2.3 Complexité en facteurs
Nous connaissons à présent plusieurs manières de définir des mots infinis. Voyons

comment les classer et les caractériser. Intuitivement, le mot infini

aω = aaaaaaaaaa . . .

est le plus simple, plus régulier et plus symétrique possible. Comment quantifier cela ?
Comment déterminer lequel d’entre deux mots est le plus régulier ? Nous disposons de
deux outils pour cet usage : la complexité en facteurs et la fonction de récurrence.
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Soit w un mot infini. On note L(w) le langage de w, c’est-à-dire, rappelons-le,
l’ensemble de ses facteurs. On appelle langage à l’ordre n de w, et on note Ln(w),
l’ensemble des facteurs de longueur n de w. La relation

L(w) =
∪
n∈N

Ln(w)

est donc vérifiée. Tous les éléments du langage de w sont des mots finis. Posons Pw la
fonction définie par

Pw(n) = card(Ln(w)), (2.7)
c’est-à-dire que Pw(n) est le nombre de facteurs de longueur n distincts apparaissant
dans w. La fonction Pw est appelée la complexité en facteurs, ou parfois simplement la
complexité de w. La lettre P provient de la terminologie historique indice de permuta-
tion [69], qui n’est plus employée de nos jours.

Si u = (aba)ω, on observe que Pu(0) = 1, Pu(1) = 2, Pu(2) = 3, Pu(3) = 3 et plus
généralement Pu(n) = 3 pour tout n ≥ 2. En effet, tout facteur assez grand de (aba)ω

est uniquement déterminé par la position à laquelle il commence à l’intérieur d’une
occurrence de aba, et il n’y a que trois positions possibles.

Intuitivement, plus la croissance de la fonction Pw est rapide, plus le mot w est
considéré comme complexe ou irrégulier. Si w est un mot sur k lettres, la valeur maxi-
male de Pw est Pw(n) = kn, c’est-à-dire que w contient tous les mots finis possibles.
Un exemple de mot ayant une telle complexité est le mot de Champernowne, ici sur
un alphabet binaire,

0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111 . . .

qui s’obtient en concaténant le développement en base k de chaque entier naturel.
Par opposition, le mot de plus faible complexité est le mot aω pour a une lettre. Il
ne contient qu’un seul facteur de chaque longueur n, le mot an, et possède donc une
complexité constante égale à 1.

Si un mot w a une complexité en facteurs de la forme Pw(n) = εn, nous disons que
log2 ε est l’entropie topologique, ou plus simplement l’entropie, de w. Formellement,
l’entropie est la quantité définie par

h(w) = lim
n→∞

log2 Pw(n)

n

Cette limite existe car la suite (log2 Pw(n))n est sous-additive : Pw(m+n) ≤ Pw(m)×
Pw(n) donc log2 Pw(m+n) ≤ log2 Pw(m)+ log2 Pw(n). Le lemme de Fekete [31] assure
que toute suite de la forme (un/n)n, pour un sous-additive, converge.

La terminologie entropie provient de la théorie de l’information et de la théorie
des systèmes dynamiques ; il s’agit d’une notion bien plus générale, dont nous nous
servirons uniquement pour évaluer la dissymétrie d’un mot. Par exemple, le mot de
Champernowne a une entropie de 1.

Le théorème suivant est fondamental dans l’étude des mots infinis. Il montre en
particulier que l’ultime périodicité s’exprime en termes de complexité.
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Théorème 2.2 (Morse, Hedlund, 1938 [69]). Soit w un mot infini. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. il existe un entier n tel que Pw(n) = Pw(n+ 1) ;
2. le mot w est ultimement périodique ;
3. la fonction Pw est bornée.

Démonstration. Nous procédons par implications circulaires.
(1. =⇒ 2.) Supposons que Pw(n) = Pw(n + 1) pour un certain entier n. Chaque

facteur de longueur n possède une unique prolongation droite, en d’autres termes au-
cun facteur de longueur n n’est spécial droit. Considérons maintenant un facteur de
longueur n apparaissant aux positions i et j de w, pour i < j. Alors

w(i) = w(j), . . . ,w(i+ n− 1) = w(j + n− 1),

et comme nul facteur de longueur n n’est spécial droit, les prochaines lettres sont
également fixées, donc

w(i+ n) = w(j + n),w(i+ n+ 1) = w(j + n+ 1), . . .

et le mot wiwi+1 . . . est périodique, donc w est bien ultimement périodique.
(2. =⇒ 3.) Si w est ultimement périodique, il s’écrit nécessairement sous la forme

u · vω, avec u et v des mots finis. Alors, le mot w possède au plus |u| + |v| facteurs
d’une longueur donnée : chaque facteur commence dans u ou dans v.

(3. =⇒ 1.) Enfin, supposons que la fonction Pw soit bornée et montrons l’existence
d’un entier n tel que Pw(n) = Pw(n+1). Définissons la suite (un)n∈N par un = Pw(n)−n.
Comme Pw(1) ≥ 1, nous avons u1 ≥ 0. De plus, Pw étant bornée, il existe un entier k
tel que uk soit strictement négatif. Enfin, tout facteur de longueur n ayant au moins
une prolongation droite, nous avons

Pw(n) ≤ Pw(n+ 1)

pour tout entier n. En soustrayant n+ 1 à chaque membre, nous obtenons

un − 1 ≤ un+1

d’où nous concluons que −1 ≤ un+1 − un. Ainsi, la suite un ne peut décroître de plus
de 1 à chaque rang (elle croît même parfois). Comme u0 est positif ou nul et que uk est
strictement négatif, il existe nécessairement un entier n tel que un = 0.

Nous étudierons souvent la complexité en facteurs des mots que nous rencontrerons.
Ceci nous permettra de nous assurer qu’ils ne sont pas ultimement périodiques, cas
généralement considéré comme trop simple pour permettre une étude sérieuse, et de se
faire une idée de la régularité du mot étudié.

Comme exemple de ce principe, le théorème suivant relie la notion de mot purement
morphique avec la complexité en facteurs, montrant que les mots purement morphiques
ne peuvent pas être trop complexes. Ceci montre que la propriété « être morphique »
est une propriété de régularité et que nous pouvons considérer ces mots comme des cas
simples, réguliers.
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Théorème 2.3 (Pansiot, 1984 [73], voir aussi [12]). Soit w un mot purement morphique.
Alors l’une des affirmations suivantes est vérifiée.

Pw(n) ∈ Θ(1),

Pw(n) ∈ Θ(n),

Pw(n) ∈ Θ(n log logn),
Pw(n) ∈ Θ(n logn),
Pw(n) ∈ Θ(n2).

À titre de rappel, f(n) ∈ Θ(g(n)) signifie qu’il existe deux réels α, β tels que
αg(n) ≤ f(n) ≤ βg(n) dès que n est assez grand. Le théorème de Pansiot nous donne
donc une information asymptotique sur la complexité en facteurs des mots purement
morphiques, mais non une caractérisation. Il n’y a pas, à ce jour, de théorème similaire
pour les mots morphiques non purement morphiques [12].

Les morphismes sont une construction importante que nous utiliserons souvent. Il
nous est donc naturel de demander comment se comportent les différentes notions de
régularité que nous rencontrons sous l’image par un morphisme.

Lemme 2.4 ([12]). Soit w un mot infini et µ un morphisme. La relation

1

α
Pw(

⌊n
α

⌋
) ≤ Pµ(w)(n) ≤ Pw(n)

est vérifiée avec α la quantité maxa∈Σ |µ(a)|.

2.4 Récurrence
La fonction de complexité ne fournit qu’une information partielle sur le mot w

étudié. Par exemple, un facteur n’apparaissant qu’une seule fois dans w contribue de la
même façon à la complexité qu’un facteur apparaissant une infinité de fois. Dans l’idée
de donner davantage d’importance aux facteurs fréquents, nous posons les définitions
suivantes. Un facteur u de w est dit récurrent s’il apparaît une infinité de fois dans w et
exceptionnel autrement. Parmi les facteurs récurrents, certains peuvent apparaître plus
fréquemment que d’autres. Nous disons qu’un facteur u d’un mot w est uniformément
récurrent si la distance entre deux occurrences consécutives de u dans w est bornée. Les
lettres se trouvant entre deux occurrences consécutives de u forment un mot de retour
de u. Nous reviendrons sur les mots de retour lors de l’étude de la quasipériodicité sur
les mots infinis.

Considérons la limite de la suite (vn)n∈N définie par

v0 = a,

vn+1 = vn · bna,

c’est-à-dire le mot
v = ababbabbbabbbbabbbbbabbbbbba . . .
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Deux occurrences successives de b dans v sont séparées par au plus deux positions, le
facteur b est donc uniformément récurrent dans ce mot. Les occurrences successives de
a sont de plus en plus espacées, mais il en existe tout de même une infinité, le facteur
a est donc récurrent mais non uniformément. Enfin, il n’y a qu’une seule occurrence de
aba dans v, en préfixe, donc aba est exceptionnel, c’est-à-dire non récurrent dans v.

Un mot dont tous les facteurs sont récurrents est appelé récurrent, et un mot dont
tous les facteurs sont uniformément récurrents est appelé uniformément récurrent. Le
mot v défini ci-avant n’est donc pas récurrent (aba ne l’étant pas lui-même). Observons
que abω est un mot purement morphique mais non uniformément récurrent : le facteur
a n’y apparaît qu’une seule fois. Ainsi, les mots morphiques ou purement morphiques
ne sont pas nécessairement récurrents.

Voyons un exemple de mot uniformément récurrent : v le mot de Thue-Morse, c’est-
à-dire point fixe du morphisme ν défini par

ν(a) = ab ν(b) = ba,

dont les premières lettres sont abbabaabbaababbabaababba . . . Montrons par récurrence
sur la longueur que tous ses facteurs sont uniformément récurrents. En premier lieu nous
vérifions immédiatement que, dans l’image de n’importe quel mot par ν, les facteurs a et
b sont uniformément récurrents : deux occurrences successives ne sont jamais séparées
par plus de deux positions. Supposons maintenant que tous les facteurs de longueur
strictement inférieure à n, pour un entier n ≥ 2, sont uniformément récurrents. Soit
w un facteur de longueur n de v, et plus précisément w = v(i, . . . , i + n− 1) pour un
entier naturel i. Considérons le facteur w′ = v(i′, . . . , i′ + n′), où

i′ =

{
i si i est pair,
i− 1 autrement ;

n′ =

{
n si n est pair,
n+ 1 autrement ;

si bien que w′ contient w, commence à une position paire de v et possède une longueur
paire. Rappelons que v = ν(v), donc l’image inverse x = ν−1(w′) est bien définie
et vérifie |x| < n. En particulier par hypothèse de récurrence, x est uniformément
récurrent, et chaque occurrence de x induit une occurrence de w′, donc de w, dans v.
Donc w est également uniformément récurrent dans v.

Certains mots sont récurrents, mais non uniformément. Par exemple, la limite u de
la suite (un)n∈N définie par

u0 = a,

un+1 = unb
2nun,

dont les premières lettres sont ababbababbbbababbaba . . . est récurrente : tout facteur
de u apparaît dans un ui, et chaque ui apparaît une infinité de fois. Toutefois, le mot
u contient des blocs arbitrairement longs de b, ce qui contredit l’uniforme récurrence,
puisque deux occurrences consécutives de a (par exemple) peuvent se trouver arbitrai-
rement éloignées.

Soit w un mot uniformément récurrent et u un facteur de w. Étant donné que
u est uniformément récurrent, deux occurrences consécutives de u sont espacées d’au
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plus k lettres, pour un certain entier k. Ceci implique que tout facteur de longueur
k + |u| − 1 de w contient une occurrence de u ; nous appelons la quantité minimale
vérifiant cette propriété la longueur englobante de u (il s’agit d’une terminologie non
standard introduite pour les besoins de cet exposé).

Soit n un entier naturel ; nous pouvons calculer la longueur englobante de chaque
facteur de longueur n, et considérer la longueur englobante maximale, que nous notons
Rw(n). En d’autres termes, tout facteur de longueur Rw(n) de w contient tous les
facteurs de longueur n. Nous appelons Rw la fonction de récurrence de w ; certains
auteurs la nomment fonction de quasipériodicité [20], mais la « quasipériodicité » étu-
diée dans ces travaux n’est pas la notion qui fait l’objet de cette thèse. Contrairement
à ce que son nom suggère, la fonction de récurrence n’est définie que pour les mots
uniformément récurrents ; la récurrence simple ne suffit pas (la fonction vaudrait +∞
à partir d’un certain rang).

La récurrence et l’uniforme récurrence sont préservées par l’application d’un mor-
phisme injectif.

2.5 Fréquences de facteurs
Tentons d’affiner encore nos notions de régularité. La complexité en facteurs pré-

sente le défaut que tout sous-mot, qu’il apparaisse une unique fois ou une infinité de
fois, contribue de la même façon à la mesure de « complexité ». La fonction de récur-
rence rend l’analyse plus fine, mais elle ne s’applique qu’à certains mots particuliers
(uniformément récurrents) et ne fait pas la distinction entre un facteur apparaissant
une fois toutes les 5 lettres et un autre apparaissant une fois toutes les 5000 lettres.
Intéressons-nous donc précisément à cela.

Étant donnés deux mots finis u et w, nous notons |w|u le nombre d’occurrences de
u dans w, parfois appelé la « longueur de w en u ». La fréquence de u dans w est le
rapport Fw(u) = |w|u/|w|. Cette notion se généralise immédiatement aux mots infinis :

Fw(u) = lim
n→∞

|w(0, 1, . . . , n− 1)|u
n

,

pour w un mot infini. Cette limite n’existe pas toujours ; le fait, pour un mot, d’avoir les
fréquences de chaque facteur qui convergent est une propriété de régularité. Nous disons
d’un tel mot qu’il a des fréquences pour ses facteurs, ou parfois qu’il est uniquement
ergodique, en référence à une notion générale en théorie de systèmes dynamiques qui se
traduit par le fait d’avoir des fréquences dans le cas des mots infinis [32].

Tout mot infini périodique vω a des fréquences pour tous ses facteurs, et il est très
simple de les calculer. Si u est un facteur de vω et que k = ⌈|u|/|v|⌉, nous avons

Fvω(u) =
|vω(0, 1, . . . , k|v|+ |u| − 2)|u

k|v|
.

Intuitivement, pour calculer la fréquence de u dans vω, il suffit de calculer le nombre
d’occurrences de u qui commencent dans les k premières périodes de vω. La démons-
tration est un simple calcul impliquant la définition de la périodicité. En appliquant ce
résultat, nous obtenons ainsi F(aba)ω(aa) = 1/3.
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Notre discussion pourrait laisser penser que la fréquence d’un facteur est toujours
rationnelle, or ce n’est pas le cas. Pour nous en convaincre, tâchons de calculer la
fréquence de la lettre a dans le mot de Fibonacci, c’est-à-dire la valeur ff(a). Rappelons
que f = ϕω(a), avec ϕ(a) = ab et ϕ(b) = a. En premier lieu, le mot f s’écrivant sur
un alphabet binaire, la fréquence de a donne immédiatement la fréquence de b par
ff(a) = 1− ff(b). Il nous sera utile de calculer ces deux valeurs ensemble ; développons
maintenant une machinerie appropriée à cette fin.

Soit w un mot fini sur un alphabet Σ = {a1, a2, . . . ak} et µ un morphisme quel-
conque de Σ vers Σ′ = {a1, a2, . . . , ak′}. Nous définissons le vecteur de Parikh de w
comme le vecteur dont la ième coordonnée est le nombre d’occurrences de la lettre ai
dans w ; autrement dit, C(w) = (|w|a1 , |w|a2 , . . . , |w|ak). Par exemple, C(abacaba) =
(4, 2, 1). Nous définissons aussi la matrice d’incidence de µ par M(µ)i,j = |µ(aj)|ai ,
c’est-à-dire que la j-ème colonne de cette matrice est le vecteur de Parikh de µ(aj).
Ainsi, M(ϕ) = ( 1 1

1 0 ). La relation suivante

C(µ(w)) =M(µ)× C(w),

est valide pour tout mot fini w et tout morphisme µ.
Revenons au mot de Fibonacci. Le fait qu’il soit un mot morphique garantit que

ses facteurs possèdent des fréquences [32]. Observons, par définition de la fréquence des
facteurs et du mot de Fibonacci, que

ff(a) = lim
n→∞

fϕn(a)(a).

En outre, si w est un mot fini, le normalisé du vecteur de Parikh C(w)/||C(w)||1 possède
pour i-ème composante la fréquence de ai dans w. (La norme || · ||1 est la somme des
valeurs absolues des composantes du vecteur.) Nous cherchons donc à calculer

(ff(a), ff(b)) = lim
n→∞

M(µ)n × C(a)
||M(µ)n × C(a)||1

.

Il s’agit, par définition, d’un vecteur propre deM(µ), dont toutes les composantes sont
positives et dont la somme des composantes vaut 1. L’unique vecteur satisfaisant toutes
ces conditions est (1, φ − 1)/φ = (φ − 1, 2 − φ) ≃ (0, 618034; 0, 381966). Le nombre
φ = (1+

√
5)/2 ≃ 1, 618034 n’est pas rationnel. Nous avons donc bien un facteur dont

la fréquence est irrationnelle.
De la même façon, il existe des mots binaires dont la fréquence de a n’est pas

nécessairement algébrique. Plus généralement, pour tout nombre réel x compris entre 0
et 1, il existe un mot binaire w vérifiant fw(a) = x. Nous pouvons par exemple prendre
le mot défini par

w(i) = ⌊(i+ 1)x⌋ − ⌊ix⌋

en posant a = 1, b = 0. En effet :

fw(a) = lim
n→∞

∑n−1
i=0 w(i)

n
= lim

n→∞

∑n−1
i=0 ⌊(i+ 1)x⌋ − ⌊ix⌋

n
= lim

n→∞

⌊nx⌋ − ⌊0x⌋
n

= x.



40 CHAPITRE 2. COMBINATOIRE DES MOTS INFINIS

Nous pouvons donc aisément exhiber des mots dont certains facteurs ont des fréquences
transcendantes, non calculables, etc. Nous présenterons les mots définis ainsi dans la
section 4.1.

Enfin, comme nous l’avons mentionné, tous les mots n’ont pas des fréquences qui
convergent pour leurs facteurs. Par exemple, le mot v donné par

v0 = ab

vn+1 = vna
32nb3

2n+1

n’a pas de fréquence pour a. Cette dernière oscille entre 1/4 et 3/4 à mesure que l’on
considère des préfixes de plus en plus grands, en se rapprochant arbitrairement près
infiniment souvent de chacune de ses deux valeurs : elle ne converge pas mais possède
deux valeurs d’adhérence.

Nous avons développé, au cours de cette section, de nombreuses mesures de régula-
rité d’un mot : la croissance de sa complexité en facteurs, de sa fonction de récurrence
éventuelle, convergence des fréquences de facteurs… Leurs définitions respectives dé-
coulent naturellement les unes des autres, de telle façon que nous pourrions croire
qu’elles sont liées. Le lemme suivant énonce que les trois notions sont largement indé-
pendantes : il est par exemple possible de produire des mots uniformément récurrents
avec une complexité en facteurs exponentielle. Nous considérons cela comme une bonne
nouvelle, car nos trois mesures de régularité sont complémentaires, et analysent des as-
pects différents d’un mot donné.

Lemme 2.5. Soient x, y, z trois éléments de l’ensemble {est, n’est pas}. Alors il existe
un mot qui x uniformément récurrent, qui y de complexité en facteurs polynomiale, et
dont tout facteur a une fréquence qui z convergeante.

La fin de cette section est dédiée à la preuve du lemme 2.5. Nous donnons huit
exemples de mots infinis afin de montrer que toutes les combinaisons des propriétés
évoquées peuvent exister.

1. Uniformément récurrent, complexité polynomiale, fréquences convergentes. Les
mots périodiques sont tous dans cette catégorie, ainsi que le mot de Fibonacci et
le mot de Thue-Morse précédemment évoqués.

2. Non-uniformément récurrent, complexité polynomiale, fréquences convergentes. Il
suffit de prendre n’importe quel mot w de la catégorie précédente et de leur
ajouter, au début, un facteur qui n’est pas dans le langage de w. Par exemple,
baω satisfait à ces conditions.

3. Uniformément récurrent, complexité exponentielle, fréquences convergentes. Dé-
finissons la suite (kn)n∈N comme k0 = 3 et kn+1 = kn!. Le mot fini B(n, i), pour
n un entier et 1 ≤ i ≤ kn, est défini sur l’alphabet {1, 2, 3} comme suit :

B(0, i) = i

B(n+ 1, i) = B(n, πi(1)) . . . B(n, πi(kn))
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avec πi la i-ème permutation de {1, . . . , kn}, en ordonnant par exemple les permu-
tations lexicographiquement. Le mot infini u = B(0, 1)B(1, 1)B(2, 1)B(3, 1) . . .
possède les propriétés voulues [32, proposition 7.4.3].

4. Non-uniformément récurrent, complexité exponentielle, fréquences convergentes.
Il suffit de considérer le mot 4 · u, où u est le mot infini du point précédent et 4
une lettre n’apparaissant pas dans u.

5. Uniformément récurrent, complexité polynomiale, pas de fréquences convergentes.
Soit η le morphisme défini par η(0) = 1 et η(1) = 0, et (kn)n∈N la suite d’entiers
définie au point 3. La suite de mots finis (Cn)n∈N, spécifiée par

C0 = 1

Cn+1 = Cnη(Cn)
kn

converge vers un mot infini c sur l’alphabet {0, 1} qui possède les propriétés
voulues [32, section 7.5.3.4].

6. Non-uniformément récurrent, complexité polynomiale, pas de fréquences conver-
gentes. Il suffit de considérer le mot 2 · c, où 2 est une lettre n’apparaissant pas
dans c, pour obtenir les propriétés voulues.

7. Uniformément récurrent, complexité exponentielle, pas de fréquences convergentes.
La construction de ce mot étant relativement lourde, nous référons le lecteur à [32,
début de la section 7.5.3.3] et ses références.

8. Non-uniformément récurrent, complexité exponentielle, pas de fréquences conver-
gentes. Considérons la suite de tous les mots finis sur l’alphabet {0, 1}, ordonnée
par longueur puis par ordre lexicographique pour une longueur donnée. La conca-
ténation de tous les mots finis, dans cet ordre, donne un mot infini possédant tous
les facteurs possibles sur {0, 1}. Ce mot possède les propriétés voulues. Notons
toutefois qu’il est récurrent, bien que non-uniformément.

2.6 Quasipériodicité sur les mots infinis
À partir de 2002, Solomon Marcus généralise la notion de quasipériodicité aux mots

infinis [66, 67]. Soit q un mot fini et w un mot infini ; alors q est une quasipériode de
w si et seulement si toute position de w est couverte par une occurrence de q. De
façon équivalente, q est un préfixe de w et Rw(q) < |q|. Marcus pose de nombreux
problèmes au sujet des mots infinis quasipériodiques. Des travaux ultérieurs par Amy
Glen, Florence Levé et Gwenaël Richomme répondent [58, 59, 41] à ces questions.
Ils étudient également les liens entre morphismes et mots infinis quasipériodiques, en
introduisant la notion de morphisme (fortement) quasipériodique. Un morphisme µ est
fortement quasipériodique lorsque l’image de tout mot infini par µ est quasipériodique.
C’est notamment le cas du morphisme ϕ2 défini par

ϕ2(a) = aba, ϕ2(b) = ab,
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autrement dit la composée du morphisme ϕ de Fibonacci avec lui-même. Étant donné
que les images de a et de b commencent toutes deux par a, l’image de tout mot de
longueur au moins 2 par ϕ2 commencera par aba. De façon plus générale, dans le mot
ϕ2(w1w2 . . . ) = ϕ2(w1)ϕ

2(w2) . . . , l’image de chaque wi (pour i un entier naturel)
est le préfixe d’une occurrence de aba. Étant donné que les images des lettres par
ϕ2 sont de longueurs plus courtes ou égales à aba, nous en concluons que le mot est
aba-quasipériodique.

Il est possible de démontrer un résultat similaire au théorème de Mouchard sur
les mots infinis. En particulier, un mot infini est aba-quasipériodique si et seulement
s’il est l’image d’un mot infini par ϕ2. Par exemple, le mot de Fibonacci f est aba-
quasipériodique. Solomon Marcus et Thierry Monteil, en 2006, généralisent ce fait [68].

Théorème 2.6 (Marcus, Monteil, 2006 [68]). Soit q un mot fini. Un mot infini w est
q-quasipériodique si et seulement s’il s’écrit

w = qu1u2u3 . . .

où les ui sont tous des antibords droits de q. De façon équivalente, il s’écrit

w = v1v2v3 . . .

où les vi sont tous des antibords gauches de q.

Démonstration. Appelons b1 le bord associé à u1 dans q ; alors il existe un mot u′
1

tel que q = b1u1 = u′
1b1. Donc qu1 = u′

1b1u1 = u′
1q. En itérant cet argument, nous

montrons que chaque antibord dans la décomposition est le suffixe d’une occurrence
de q. Comme les antibords de q sont moins longs que lui-même, le mot q couvre bien
toutes les positions dans w. Un argument symétrique montre que cette propriété reste
valide pour les antibords gauches.

Réciproquement, supposons que w est un mot quasipériodique. Appelons (qn)n∈N
la suite des positions des occurrences de q (en particulier, q0 = 0). Par quasipériodi-
cité, qn+1 − qn ≤ |q| pour tout entier n. Considérons le factor un = w(qn, . . . , qn+1 +
|q| − 1). Nous avons des mots finis pn, sn tels que un = qsn = pnq. Observons que
w = p0p1p2 · · · = qs0s1s2 · · · . Comme |pn| = |sn| ≤ qn+1 − qn ≤ |q|, les mots
pn et sn sont respectivement les antibords gauches et droits de q associés au bord
bn = w(qn+1, . . . , qn + |q| − 1).

Soit q un mot fini sur un alphabet Σ et b1, b2, . . . , bk ses antibords gauches, rangés
par longueurs croissantes. Définissons un morphisme δq, de {1, . . . , k}∗ vers Σ∗ par
δq(i) = bi ; ce morphisme δq est appelé le morphisme dérivateur gauche de q (une
définition symétrique, avec les antibords droits, donne le morphisme dérivateur droit).
Voici par exemple les morphismes dérivateurs de aba et ababa :

δaba : {1, 2} → {a, b}∗

1 7→ ab

2 7→ aba

δababa : {1, 2, 3} → {a, b}∗

1 7→ ab

2 7→ abab

3 7→ ababa
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Le théorème 2.6 affirme qu’un mot infini w est q-quasipériodique si et seulement
si w est l’image d’un mot infini par δq. En choisissant un mot q superprimitif (par
exemple aba), le morphisme δq est injectif. En effet, s’il ne l’était pas, il existerait deux
suites d’antibords de q v0v1v2 . . . et v′0v

′
1v

′
2 . . . différentes, c’est-à-dire que vi ̸= v′i pour

un certain entier i, mais telles que v0 · v1 · v2 · . . . = v′0 · v′1 · v′2 · . . . (en concaténant).
Sans perte de généralité, supposons que |vi| < |v′i| ; alors l’occurrence de q dont v′i est
le suffixe appartient au chevauchement de deux occurrences de q, celles dont vi et vi+1

sont les suffixes. Les mêmes arguments que ceux employés dans la deuxième partie de
la preuve du théorème 1.6 de Mouchard montrent ensuite que q est quasipériodique.

Nous pouvons donc considérer n’importe quel mot « désordonné », « asymétrique »
et prendre son image par δq ; ceci donnera un mot q-quasipériodique tout aussi désordon-
né et asymétrique. La proposition suivante est une conséquence immédiate du lemme 2.5
et des remarques que nous venons d’énoncer.

Proposition 2.7. Soit q un mot fini superprimitif. Alors il existe un mot q-quasipé-
riodique qui n’est pas uniformément récurrent, dont les fréquences de certains facteurs
ne convergent pas, et possédant une complexité en facteurs exponentielle.

Nous voyons donc que la quasipériodicité n’est pas une bonne notion de symétrie. Il
s’agit en fait d’un simple recodage sur un alphabet différent ; moralement, les mots aba-
quasipériodiques sont exactement les mots pouvant s’écrire sur l’alphabet {aba, ab}. La
quasipériodicité est une propriété extrêmement locale. Par opposition, les propriétés
de régularité dont nous disposons sur les mots infinis sont globales et donnent de
l’information sur l’ensemble du mot considéré. Pour pallier ce problème, Marcus et
Monteil [68] ont introduit la quasipériodicité multi-échelles. Un mot est quasipériodique
multi-échelles si et seulement s’il admet une infinité de quasipériodes. Étant donné que
toutes les quasipériodes sont des préfixes, ceci implique que les quasipériodes sont de
plus en plus grandes. Ils démontrent le résultat suivant.

Théorème 2.8 (Marcus, Monteil, 2006 [68]). Soit w un mot infini quasipériodique
multi-échelles. Alors w est uniformément récurrent, possède une entropie topologique
nulle et les fréquences de tous ses facteurs convergent.

Démonstration. Soit w un mot quasipériodique multi-échelles et (qn)n∈N la suite de ses
quasipériodes, ordonnée par longueurs croissantes.

1. Le mot w est uniformément récurrent. Les (qn) sont des préfixes de w, donc tout
facteur de w apparaît dans un qn, et donc à intervalles bornés.

2. Le mot w possède une entropie nulle. En effet, le nombre de facteurs de longueur
|qn| est borné par |qn|2 : tout facteur de longueur |qn| commence dans une occur-
rence de qn (il y a donc |qn| possibilités) et dépend du chevauchement entre cette
occurrence et la suivante (il y a au plus |qn| chevauchements possibles).

3. Le mot w a les fréquences de tous ses facteurs qui convergent. La preuve de ce
résultat est assez technique, et une version généralisée est présentée au chapitre 6
(théorème 7.4). Nous ne démontrons donc pas cette propriété pour l’instant. Le
lecteur intéressé pourra se référer à [68].
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Les mêmes auteurs montrent toutefois que la complexité en facteurs peut prendre
des valeurs arbitrairement élevées entre deux longueurs de quasipériodes. Il y a donc,
dans une certaine mesure, une liberté dans les mots quasipériodiques multi-échelles.
Nous quantifierons plus précisément l’amplitude de cette liberté au chapitre 3, en mon-
trant des mots infinis dont les ensembles de quasipériodes ont des structures diverses ;
voir proposition 3.4 et théorèmes 3.6 et 3.11.
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To define is to limit.

— Oscar Wilde, Le portrait de Dorian Gray, 1890
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Chapitre 3

Une méthode d’étude des
quasipériodes

Ce chapitre présente une méthode permettant, étant donné un mot infini, de déter-
miner l’ensemble de ses quasipériodes. Cette méthode n’est pas à proprement parler un
algorithme, puisque l’entrée est en général infinie ; il s’agit plutôt d’un plan d’attaque,
d’une protopreuve, dont la formalisation prend la forme d’une collection de propriétés
utiles. Nous utiliserons ces dernières pour construire divers exemples extrémaux de
mots quasipériodiques. En effet, il n’est pas possible, pour tout ensemble de mots finis
Q, de trouver un mot infini w dont l’ensemble de quasipériodes soit exactement Q.
Nous explorerons donc diverses possibilités intéressantes pour Q, sans toutefois aller
jusqu’à une caractérisation complète.

3.1 Détermination des quasipériodes d’un mot infi-
ni arbitraire

Commençons par une observation simple : si w est un mot infini et q l’une de ses
quasipériodes, alors q est nécessairement un préfixe de w, puisqu’elle doit couvrir la
première lettre. Appelons pn le préfixe de longueur n de w ; alors il est naturel de se
demander, sachant que pn est une quasipériode pour un certain entier n, si pn+1 et
pn−1 sont à leur tour des quasipériodes. Nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour que ce soit le cas.

Soit q un mot fini. Un chevauchement de q est un mot fini, q-quasipériodique,
comprenant exactement deux occurrences de q. Si w est un chevauchement de q, la
quantité 2|q| − |w| est appelée l’étendue du chevauchement ; il s’agit du nombre de
lettres partagées par les deux occurrences de q. La quantité |w| − |q| est appelée la
longueur de retour de q dans w. Ces deux définitions sont illustrées par la figure 3.1. La
terminologie « longueur de retour » est en fait générale, elle provient de l’étude des mots
de retour ; le lecteur souhaitant approfondir ce point pourra consulter [27, 28]. Nous
aurons besoin d’un lemme technique sur les chevauchements pour nos caractérisations.

47
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q

q

étendue longueur de retour

Fig. 3.1 : Illustration de l’étendue et du chevauchement

Lemme 3.1. Soit u un mot fini et a, b deux lettres. Si w est un chevauchement de ua
et si ub est un facteur de w, alors a = b.

Démonstration. Le résultat est immédiat si ub est un préfixe ou un suffixe de w. Dis-
tinguons deux cas (figure 3.2). Si w = uaua, puisque ub est un facteur interne de
w, il existe un mot non vide r et un mot s tels que uaua = rubsa. Observons que
u = rs (car |u| = |rs| avec r un préfixe et s un suffixe de u) et que ub = sar (car
rubsa = uaua = rsarsa) ; en comptant les lettres, nous déduisons que a = b.

Si |w| < 2|ua|, alors il existe des mots r, s tels que u = rs et w = rsasa. Puisque ub
est un facteur interne de w, le mot sb est un facteur interne de sasa, et nous sommes
réduits au cas précédent.

Premier cas.

u a u a

r u b s

Deuxième cas.

u a s

r s

u a

u b

r s

Fig. 3.2 : Illustration de la preuve du lemme 3.1

L’auteur remercie Patrice Séébold pour la preuve du lemme 3.1, qui a permis de
simplifier la démonstration du théorème suivant.

Théorème 3.2. Soit w un mot infini, q un facteur de w et a, b des lettres telles que
qa est une quasipériode de w et qab un facteur de w.

1. Le mot qab n’est pas une quasipériode si et seulement si qa est spécial droit.
2. Le mot q n’est pas une quasipériode si et seulement si qaqa est facteur de w et

q n’est pas un facteur interne de qaq.
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Démonstration. Les deux affirmations se prouvent séparément.
Affirmation 1. Si qa n’est pas spécial droit, toute occurrence de qa dans w se

prolonge en une occurrence de qab. À plus forte raison, le mot qab recouvre également w.
Réciproquement, supposons que qab soit une quasipériode de w et qu’il existe une lettre
c, différente de b, telle que qac est un facteur de w. Alors il existe une occurrence de
qac facteur d’un chevauchement de qab, et le lemme 3.1 donne b = c, une contradiction.

Affirmation 2. Si qaqa est facteur de w et q n’est pas un facteur interne de qaq, alors
la lettre a au milieu de qaq n’est pas couverte par q, qui n’est donc pas une quasipériode.
Si q est facteur interne de qaq, alors les occurrences de qaq sont bien recouvertes par
des occurrences de q qui est donc une quasipériode. Si qaqa n’est pas facteur de w,
alors toutes les occurrences de qa partagent au moins une lettre et q recouvre w.

Nous pouvons reformuler ce théorème de la façon suivante, qui donne la protopreuve
annoncée pour l’étude de l’ensemble des quasipériodes d’un mot donné.
Corollaire 3.3. Soit w un mot infini et soit pi son préfixe de longueur i. L’ensemble
des longueurs des quasipériodes de w est une union d’intervalles d’entiers disjoints.
L’intervalle [i, j] est un intervalle de longueurs de quasipériodes tel qu’il n’y a pas de
quasipériodes de longueur i− 1 ni j + 1 (lorsque j <∞) si, et seulement si :

• pipi est un facteur de w ;
• pi−1 n’est pas un facteur interne de pipi−1 ;
• pj est un facteur spécial droit de w (si j <∞) ; et
• pour tout entier k tel que i ≤ k < j, le mot pk n’est pas un facteur spécial droit

de w.
Ce corollaire est à la base des preuves des autres résultats de ce chapitre.

3.2 Exemple d’application : étude des quasipériodes
d’un mot

Voyons comment ce théorème nous permet d’étudier l’ensemble des quasipériodes
d’un mot donné.
Proposition 3.4. Soit h le morphisme défini par h(a) = abaaba et h(b) = bababa.
L’ensemble des quasipériodes de hω(a) est {hn(aba) |n ∈ N}.

La démonstration de cette proposition figure ci-après.
L’intérêt de cet exemple réside en ce qu’il n’admet aucune quasipériode en dehors des

hn(aba). Remarquons que, pour tout entier naturel n, le mot hn+1(aba) admet hn(aba)
pour quasipériode ; hω(a) ne possède donc qu’une seule quasipériode superprimitive.
Nous commenterons ce fait plus en avant dans la section 3.3.

Pour référence, voici les 120 premières lettres de hω(a).

abaababababaabaabaabaababababaabaababababaabaababababaabaaba

bababaabaabaabaababababaabaabaabaababababaabaabaabaababababa . . .
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La démonstration de la proposition 3.4 fait appel à une nouvelle notion. Soient µ
un morphisme et v un mot fini. Nous disons que v est synchronisant pour µ lorsque,
pour tout mot fini ou infini w et pour tout préfixe de µ(w) pouvant s’écrire uv, il existe
un unique mot u′ tel que u = µ(u′). Les occurrences de µ(v) nous permettent donc de
connaître notre position dans la préimage de manière unique.

Afin de vérifier qu’un mot v est synchronisant pour un morphisme injectif uniforme
µ, il suffit d’énumérer tous les facteurs de longueur 2|v| des mots dans l’image de µ,
puis de vérifier exhaustivement que v est préfixe (et seulement préfixe) de ces facteurs.

Démonstration de la proposition 3.4. Nous allons utiliser le corollaire 3.3 pour prouver
ce résultat. Nous avons besoin de montrer divers faits intermédiaires à cette fin. Posons
w = hω(a).

Fait 1. Les préfixes p tels que pp est un facteur de w sont ε, hn(a), hn(ab) et hn(aba),
pour n parcourant les entiers naturels.

Considérons p un préfixe arbitraire tel que pp soit facteur de w et montrons par
récurrence sur |p| que p a l’une des formes voulues. Dans le cas |p| ≤ 6, une vérification
exhaustive montre que p est ε, a, ab, aba ou h(a).

Supposons maintenant que |p| > 6 ; en particulier, le mot p possède le préfixe
abaabab, qui est un mot synchronisant pour h (ceci peut être vérifié directement car h
est uniforme et injectif). Étant donné que pp est un facteur de w, le mot πpp est un
préfixe de w pour un certain mot fini π. Il existe donc des mots π′ et p′ tels que h(π′p′p′)
soit un préfixe de w, avec p = h(p′) et π = h(π′). Nous déduisons de l’injectivité de h
que π′p′p′ est un préfixe de w, qui vérifie |π′p′p′| < |πpp|. Par hypothèse de récurrence,
π′p′p′ a l’une des formes voulues, donc πpp = h(π′p′p′) également.

Fait 2. Les mots hn(a) et hn(ab) ne sont pas des quasipériodes de w.
Nous montrons par récurrence sur n que hn(a) n’est pas une quasipériode de w. Une

vérification directe montre que a et h(a) ne sont pas des quasipériodes de w. Supposons
que hn(a) ne soit pas quasipériode et montrons que hn+1(a) ne l’est pas non plus. Nous
raisonnons par contraposée : supposons donc que hn+1(a) soit une quasipériode et
montrons que hn(a) en est également une. Appelons (πk)k∈N la suite des mots tels que
πkh

n+1(a) est un préfixe de w, ordonnés par longueur. Si hn+1(a) est une quasipériode,
nous avons |πk+1| − |πk| ≤ |hn+1(a)|.

Le mot abaabab, synchronisant pour h, est un préfixe de hn+1(a) ; il existe donc une
suite de mots (π′

k)k∈N tels que π′
k = h(πk) pour tout entier naturel k. Observons que

π′
kh

n(a) est une suite de préfixes de w qui vérifie |π′
k+1| − |π′

k| ≤ |hn(a)|. Ceci montre
bien que hn(a) est une quasipériode de w.

Un raisonnement en tout point similaire montre que hn(ab) n’est quasipériode de
w pour aucun entier entier naturel n.

Fait 3. Les mots hn(aba) sont des quasipériodes de w.
En effet, l’image par h de tout mot commençant par a admet aba pour quasipériode.

Le point fixe de h admet donc hn(aba) comme quasipériode pour tout entier naturel n.
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Fait 4. Les mots hn(aba) sont des facteurs spéciaux droits de w.
Nous vérifions ce fait par récurrence sur n. Une vérification directe montre que aba

est un facteur spécial droit de w. Étant donné que h(a) et h(b) ne commencent pas par
la même lettre, si hn(aba) est spécial droit, alors hn+1(aba) l’est également pour tout
entier naturel n.

Conclusion. Les mots hn(aba) sont les seuls préfixes de w dont le carré apparaît
dans w qui sont également des quasipériodes. Ils sont tous spéciaux droits, donc le
corollaire 3.3 permet de conclure que ce sont les seules quasipériodes de w.

Ce schéma de preuve peut se généraliser aisément à d’autres cas. Étant donné un
mot w dont on connaît la liste des préfixes spéciaux droits et la liste des préfixes qui
sont également des facteurs carrés, il s’agit d’étudier lesquels sont des quasipériodes.
Les préfixes, ainsi que les facteurs spéciaux droits et carrés, font partie des objets classi-
quement étudiés en combinatoire des mots. Il est donc aisé d’étudier les quasipériodes
de nombreux mots classiques du domaine.

Dans le cas particulier d’un mot morphique (ou comme dans notre exemple pure-
ment morphique) w = g◦hω(a), il est possible de « deviner » les petits préfixes spéciaux
droits et dont les carrés sont facteurs en étudiant informatiquement un long préfixe de
w (qui est calculable). On conjecture alors que les préfixes que nous cherchons sont les
images par g ◦hn de ceux-là, ce que l’on valide avec un raisonnement par récurrence. Il
faut ensuite étudier lesquels de ces préfixes sont des quasipériodes : il est généralement
possible d’exclure les non quasipériodes par une vérification directe ; pour les autres,
un raisonnement par récurrence permet de conclure. Dans les deux raisonnements par
récurrence, la difficulté se résume souvent à trouver un mot synchronisant permettant
de conclure.

Cette méthode ne constitue nullement un algorithme ni un théorème, mais plutôt
une recette à adapter à la situation.

3.3 Sur les quasipériodes gigognes
Les exemples les plus naturels de mots quasipériodiques multi-échelles sont les

points fixes des morphismes dont les images des lettres sont les antibords d’un mot,
comme par exemple (ici dans le cas de aba) :

φ : {a, b}∗ → {a, b}∗

a 7→ aba

b 7→ ba

Il est aisé de voir que φω(a) possède la quasipériode aba, mais également φ(aba), φ2(aba)
et ainsi de suite. En particulier, si on appelle qn le mot φn(aba), alors qn+1 est qn-
quasipériodique (en tant que mot fini). Nous disons que (qn)n∈N est une suite de
quasipériodes gigognes. Dans un mot fini, la suite des quasipériodes (par longueurs
croissantes) est toujours une suite de quasipériodes gigognes, comme l’énonce la re-
marque 1.5. Cette propriété s’étend-elle aux mots multi-échelles ? Si non, l’ensemble
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des quasipériodes d’un mot multi-échelles contient-il toujours une suite de quasipériodes
gigognes, ou bien existe t-il des mots multi-échelles dont chaque quasipériode est elle-
même superprimitive ? Nous avons tout d’abord une condition suffisante à l’existence
d’une suite de quasipériodes gigognes.

Lemme 3.5. Soit w un mot quasipériodique multi-échelles qui admet des intervalles
de longueurs de quasipériodes arbitrairement longs. Alors toute quasipériode de w ap-
partient à une suite de quasipériodes gigognes.
Démonstration. Soit q0 une quasipériode arbitraire de w. Par hypothèse, il existe un
intervalle de longueurs de quasipériodes [i; j] tel que |j − i| > |q0|. Il existe donc
nécessairement un préfixe de w dont la longueur soit dans cet intervalle et qui soit
q0-quasipériodique. Nous appelons q1 cette quasipériode et itérons le raisonnement, ce
qui permet de construire une suite de quasipériodes gigognes.

Cette condition n’est toutefois pas nécessaire. Rappelons la proposition 3.4 : si w est
le point fixe du morphisme défini par h(a) = abaaba et h(b) = bababa, alors l’ensemble
des quasipériodes de w est {hn(aba) |n ∈ N}. Il s’agit d’une suite de quasipériodes gi-
gognes ; toutefois, chaque quasipériode est spéciale droite et apparaît comme carré (voir
la preuve de la proposition 3.4), donc par le théorème 3.3 les intervalles de longueurs
de quasipériodes sont tous de taille 1.

Montrons maintenant l’existence d’un mot multi-échelles qui n’a aucune suite de
quasipériodes gigognes. Nous prouvons en fait un résultat plus fort : il existe un mot
multi-échelles dont chaque quasipériode est elle-même superprimitive. Moralement, ce
mot n’admet même pas une suite finie de quasipériodes gigognes.

Théorème 3.6. Soit q = abbababba et f le morphisme défini par :

f(a) = (abbab)7 = abbababbababbababbababbababbababbab

f(b) = bababba(q)2(abbab)2 = bababbaabbababbaabbababbaabbababbab.

Les quasipériodes du mot fω(a) sont exactement les mots fn(q) pour n parcourant les
entiers naturels. Chacune de ces quasipériodes est superprimitive.

La preuve de ce résultat comporte plusieurs étapes, formulées comme des lemmes.
Pour le restant de cette section, f désigne le morphisme du théorème 3.6 et q désigne
abbababba. Pour référence, voici les 210 premières lettres de fω(a) :

abbababbababbababbababbababbababbabbababbaabbababbaabbababbaabbababbab

bababbaabbababbaabbababbaabbababbababbababbababbababbababbababbababbab

bababbaabbababbaabbababbaabbababbababbababbababbababbababbababbababbab . . .

Lemme 3.7. Pour tout entier naturel n, le mot fn(q) est une quasipériode de fω(a).
Démonstration. Si fn(q) est une quasipériode de fω(a), étant donné que f est in-
jectif, fn+1(q) sera également une quasipériode. Il ne reste donc qu’à montrer que q
est quasipériode de fω(a). Observons que f(a)b−1 et ab · f(b)b−1 sont tous deux q-
quasipériodiques et que f(a) et f(b) admettent tous deux ab comme suffixe. Ainsi,
fω(a) est q-quasipériodique également.
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Lemme 3.8. Pour tout entier naturel n, le mot fn(q) est superprimitif.

Démonstration. Une vérification directe montre que le mot q est superprimitif. Sup-
posons que fn(q) soit superprimitif et montrons que fn+1(q) l’est également. Nous
raisonnons par contraposée : supposons que fn+1(q) soit quasipériodique et montrons
que fn(q) l’est également.

Soit r une quasipériode de fn+1(q). Alors il existe un entier k et une suite de k
couples de mots (pi, si)1≤i≤k tels que pirsi = fn+1(q) pour tout i. Ordonnons-les par
longueur des pi. Nous établissons maintenant qu’il existe des mots r′ et (p′i, s′i)1≤i≤k tels
que pi = f(p′i), r = f(r′) et si = f(s′i). Observons que f(a)ba est nécessairement un
préfixe de fn+1(q). Une recherche exhaustive montre qu’aucun préfixe de f(a)ba n’est
une quasipériode de fn+1(q), donc f(a)ba est un préfixe de r. En outre, le mot f(a)ba
est synchronisant pour f . Ceci implique l’existence de mots (p′i)1≤i≤k tels que pi = f(p′i)
pour tout i. Considérons maintenant fn+1(q) = pkrsk la dernière occurrence de r dans
le mot ; sk est donc vide (r doit couvrir la dernière lettre) et fn+1(q) = pkr = f(p′k)r,
d’où l’on déduit l’existence d’un r′ tel que r = f(r′). Un raisonnement analogue montre
alors l’existence de mots s′i tels que si = f(s′i).

Observons maintenant que fn(q) = p′ir
′s′i pour tout i ; en outre, |pi+1| − |pi| < |r′|

pour tout i, d’où l’on déduit que r′ est une quasipériode de fn(q), achevant ainsi le
raisonnement.

Lemme 3.9. Soit r une quasipériode de fω(a) ; alors r = fn(q) pour un certain entier
naturel n.

Démonstration. En premier lieu, nous allons montrer que fn(q) est spécial droit. En-
suite, nous montrerons que toute quasipériode r de fω(a) telle que r2 est facteur du
mot est de la forme fn(q). Ceci nous permettra de conclure, grâce au théorème 3.3,
que toutes les quasipériodes sont bien de cette forme.

Une vérification directe permet de voir que q est spécial droit dans fω(a). Étant
donné que f(a) et f(b) commencent par des lettres différentes, si fn(q) est spécial droit
dans fω(a), alors fn+1(q) l’est également. Ainsi, en raisonnant par récurrence, nous
déduisons que tous les fn(q) sont spéciaux droits.

Supposons maintenant que r soit une quasipériode de fω(a) telle que r2 soit facteur
de fω(a). Nous allons montrer par récurrence sur |r| que r = fn(q) pour un certain en-
tier naturel n. Si |r| ≤ |f(a)ba|, nous pouvons vérifier directement que r = q. Supposons
maintenant que toutes les quasipériodes plus courtes que r soient de la forme voulue
et montrons que r l’est également. Nous pouvons faire l’hypothèse que |r| > |f(a)ba|.
Le mot f(a)ba étant un préfixe de fω(a), il est donc également un préfixe de r. En
outre, il est synchronisant pour f . Étant donné que r2 est facteur de fω(a), ce dernier
admet un préfixe de la forme πr2. Nous en déduisons l’existence de mots π′, r′ tels que
π = f(π′) et r = f(r′).

Montrons maintenant que r′ est une quasipériode de fω(a). Appelons (pi)i∈N les
mots finis tels que pir soient tous les préfixes de fω(a) se terminant par r, ordonnés par
longueur. Comme r est une quasipériode, la relation |pi+1| − |pi| ≤ |r| est vérifiée. Le
mot r ayant un préfixe synchronisant pour f , il existe des mots (p′i)i∈N tels que, pour
tout entier i, le mot p′i est le seul satisfaisant pi = f(p′i). Ils vérifient en particulier
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|p′i+1| − |p′i| ≤ |r′|, donc r′ est une quasipériode de fω(a). Nous en déduisons par
hypothèse de récurrence que r′ = fn(q) pour un certain entier naturel n, et r =
f(r′) = fn+1(q) est bien de la forme désirée.

Ce troisième lemme achève la preuve du théorème 3.6.

3.4 Sur la forme normale et les désubstitutions
Soit q un mot fini sur un alphabet Σ qui possède k antibords. Rappelons que

le morphisme dérivateur gauche de q, noté δq, se définit comme suit : δq(i) est le
ième antibord gauche de q (par ordre de longueur croissant). Un mot infini w sur
Σ est q-quasipériodique si et seulement s’il existe un mot w′ sur {1, . . . , k} tel que
w = δq(w′) (théorème 2.6). Nous appelons w′ le mot dérivé à gauche de w. Nous avons
déjà rencontré le morphisme dérivateur gauche dans la section 2.6 afin de construire
des mots q-quasipériodiques avec diverses propriétés. Le morphisme ηq défini comme :
« ηq(i) est le ième antibord droit de q (par ordre de longueur croissante) » est appelé le
morphisme dérivateur droit de q. Un mot infini w est q-quasipériodique si et seulement
s’il existe un mot w′ tel que w = qηq(w′) ; le mot w′ est appelé le mot dérivé à droite
de w.

La terminologie quasipériodique multi-échelles suggère la conjecture suivante : un
mot w est quasipériodique multi-échelles si et seulement s’il existe un mot dérivé à
gauche de w qui soit à son tour multi-échelles. Dans cette section, nous allons montrer
qu’il n’en est rien : certains mots multi-échelles possèdent uniquement des mots dérivés
superprimitifs. Appelons u le mot défini par la proposition 3.4 et observons que u
satisfait aux conditions du lemme suivant.

Lemme 3.10. Soit w un mot quasipériodique multi-échelles dont toutes les quasipé-
riodes sont spéciales droites. Pour toute quasipériode q de w, le mot δ−1

q (w) n’est pas
quasipériodique.

Démonstration. Soit q une quasipériode de w et w′ le mot tel que w = δq(w′). Sup-
posons que r soit une quasipériode de w′ ; alors δq(r) est une quasipériode de w. Par
construction, δq(i) commence par la première lettre de q, appelons-la a, pour toute
lettre i. Ainsi, δq(r) est toujours suivi de la lettre a dans w, il n’est donc pas spécial
droit : nous avons une contradiction avec l’hypothèse.

Le lemme précédent n’évoque que le mot dérivé à gauche. En effet, le mot dérivé
à droite de u est bien quasipériodique. Nous construisons maintenant un mot multi-
échelles dont ni le dérivé à gauche, ni le dérivé à droite ne sont quasipériodiques. Soient
f, g, λ, χ les morphismes définis comme suit.

f :

{
a 7→ aba

b 7→ ba
g :

{
a 7→ aba

b 7→ bba
λ :

{
a 7→ aba

b 7→ ab
χ :

{
a 7→ baa

b 7→ bab

Théorème 3.11. L’égalité f(gω(a)) = λ(χω(b)) est vérifiée ; appelons w le mot qu’elle
définit. Les quasipériodes de w sont les mots de la forme f(gn(a)) = λ(χn(b)), pour n
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parcourant les entier naturels. Pour toute quasipériode q de w, le mot dérivé à gauche
est gω(a) et le mot dérivé à droite est χω(b) ; ces deux mots sont superprimitifs.

Le reste de cette section est dévolu à la preuve du théorème 3.11.
Posons un = f(gn(a)) et vn = f(gn(b)).

Observation préliminaire. Soit π un mot fini. Si πababb est un préfixe de gω(a),
alors il existe un mot fini π′ tel que π = g(π′).

Étape 1. Soit x un préfixe non vide de gω(a) ; le mot xx est un facteur de gω(a) si
et seulement si x = gn(a) ou bien x = gn(ab), pour n un entier naturel.

Une vérification directe montre que aa et abab sont facteurs de gω(a). Une récurrence
immédiate montre que, pour tout entier n, les mots gn(aa) et gn(abab) sont également
des facteurs de gω(a). Réciproquement, soit x un préfixe de gω(a). Supposons que x est
facteur de gω(a) et que x ̸∈ {a, ab, g(a)}. Une vérification directe montre que |x| ≥ 6
et que bb est facteur de x. Ainsi, il existe un mot x′ et un préfixe strict u de g(a) ou
de g(b) (c’est-à-dire que u ∈ {ε, a, ab, b, bb}) tels que x = g(x′)u. Comme xx est facteur
de gω(a), son préfixe g(x′)uababb est également un facteur de gω(a). Par l’observation
préliminaire, nous avons u = ε et x = g(x′), avec x′ un préfixe de gω(a) et x′x′ un
facteur de gω(a). Comme |x′| < |x|, nous pouvons itérer cet argument jusqu’à trouver
x ∈ {a, ab, g(a)}.

Étape 2. Le mot gω(a) n’est pas quasipériodique.
Par le théorème 3.2, si gω(a) était quasipériodique, il aurait une quasipériode q qui

serait un préfixe tel que qq serait facteur de gω(a). Par l’étape 1, nous avons q = gn(a)
ou q = gn(ab) pour un certain entier n ; choisissons n minimal. Une vérification directe
montre qu’aucun aucun des mots de {a, ab, aba, ababba} n’est une quasipériode de gω(a),
donc n ≥ 2 et q commence par ababb. Soit π un mot tel que πqq est un préfixe de gω(a).
Par l’observation préliminaire et le fait que g est 3-uniforme, il existe des mots π′ et q′
tels que π = g(π′) et q = g(q′). Comme g est injectif, nous avons q′ = gn−1(a) ou bien
q′ = gn−1(ab), avec q′ un préfixe de gω(a) et q′q′ facteur de gω(a), ce qui contredit la
minimalité de n.

Étape 3. Le mot w est un-quasipériodique, pour tout entier n.
Il est immédiat que w ∈ un{un, vn}ω pour tout n et que un et vn commencent et

finissent tous les deux par la lettre a. Nous montrons par récurrence que u0 = aba,
vn = a−1un et un+1 = unvnun pour tout n. Calculons.

un+1 = f(gn+1(a)) = f(gn(aba) = unvnun

vn+1 = f(gn(bba)) = vnvnun = (a−1un)vnun = a−1un+1

Donc w ∈ {un, a
−1un} et a et la dernière lettre de un, ce qui montre que w est un-

quasipériodique.
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Étape 4. Soit x un préfixe non vide de f(gω(a)). Le mot xx est facteur de f(gω(a))
si et seulement si x = a, x = ab, x = f(gn(a)) ou x = f(gn(ab)) pour un entier n.

Si x a la forme prescrite, xx est facteur de f(gω(a)) par l’étape 1. Réciproquement,
supposons que xx est facteur de f(gω(a)). Si |x| ≤ 6, alors une vérification directe
montre que x = a, x = ab, x = aba = f(g0(a)), ou bien x = ababa = f(g0(ab)). Si
|x| ≥ 7, x = f(ab)abu pour un certain mot u. Par hypothèse, f(ab)abuf(ab)abu est
facteur de f(gω(a)). Si π est un mot tel que πf(ab)ab = π(ababaab) est un préfixe de
w, alors il existe π′ tel que π = f(π′). Ainsi, f(ab)abu = f(x′) pour un certain mot x.
Comme f(a) et f(b) commencent par des lettres différentes, x′x′ doit apparaître dans
gω(a) et x′ est un préfixe de gω(a). Par l’étape 1, x′ = gn(a) ou bien x′ = gn(ab) et x
a bien la forme voulue.

Étape 5. Pour tout entier n, le mot un est un facteur spécial droit de w.
Comme aa et ab sont des facteurs de gω(a), les mots unun et unvn sont des facteurs

de w. Le mot un commence par a et vn par b, donc una et unb sont également des
facteurs de w.

Étape 6. Les quasipériodes de w sont également les mots un, pour n parcourant les
entiers naturels.

Observons que a et ab ne sont pas des quasipériodes de w. Par les étapes 4, 5
et le théorème 3.2, il reste simplement à démontrer que que f(gn(ab)) n’est pas une
quasipériode de w, quel que soit n. La vérification est immédiate pour n = 0 et n = 1.
Supposons donc que f(gn(ab)) est une quasipériode pour n ≥ 2. Le mot f(gn(ab))
commence par f(g(a)) = ababaa. Ainsi, pour tout mot π tel que πf(gn(ab)) est un
préfixe de f(gω(a)), il existe π′ tel que π = f(π′). Il en découle que π′gn(ab) est un
préfixe de gω(a). Le mot w est quasipériodique si et seulement s’il existe une suite de
mots (πk)k∈N, rangés par longueurs croissantes, tels que π0 = ε, et pour tout entier k,
que πkf(g

n(ab)) soit préfixe de w et |πk+1| − |πk| ≤ f(gn(ab)). Soit (π′
k)k∈N la suite des

mots tels que π′
k est l’unique mot vérifiant πk = f(π′

k), pour tout k. Nous avons π0 = ε
et, pour tout k, le mot π′

kg
n(ab) est un préfixe de gω(a). De plus, |π′

k+1|−|π′
k| ≤ |gn(ab)|.

Ceci implique que gn(ab) est une quasipériode de gω(a), ce qui contredit l’étape 2.

Étape 7. Les mots un et vn sont primitifs, pour tout n.
Supposons dans un premier temps que un = xk, pour un certain entier k ≥ 2.

Par l’étape 4, nous avons un = ak, un = (ab)k ou bien pour un certain entier ℓ nous
avons un = f(gℓ(ak)) ou un = f(gℓ((ab)k)). Les deux premières possibilités ne peuvent
se réaliser car un = aba ou bien un commence par ababaa. Dans les deux autres cas,
étant donné que un = f(gn(a)) et que f, g sont injectifs, nous avons gn−ℓ(a) = ak ou
gn−ℓ(a) = (ab)k. Ces deux égalités ne peuvent être vraies car k ≥ 2 implique n− ℓ ≥ 1,
et gn−ℓ(a) est aba ou commence par ababb. Le cas vn = xk mène également à une
contradiction car vn commence par la lettre b.

Étape 8. Pour tout entier n, le mot f(gn(aa)) contient exactement deux occurrences
de f(gn(a)), et de plus pour tout entier ℓ, le mot f(gn(abℓ)) contient exactement ℓ+ 1
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occurrences de f(gn(a)).
Par l’étape 7, le mot un est primitif et la proposition 1.2 implique que f(gn(aa)) =

unun ne peut contenir un comme facteur interne. Il contient donc exactement deux
occurrences de un.

Soit ℓ ≥ 0 ; observons que f(gn(abℓ)) = a(vn)
ℓ+1. Comme vn est primitif, par la

proposition 1.2 il n’est pas facteur interne de vnvn et f(gn(abℓ)) contient exactement
ℓ+1 occurrences de vn. Le mot vn finit par la lettre a et la preuve de l’étape 3 montre
que un = avn, donc f(gn(abℓ)) contient exactement ℓ+ 1 occurrences de un.

Étape 9. Soit q une quasipériode de w ; le mot dérivé droit de w par q est gω(a).
Soit n ≥ 1. Rappelons que w ∈ un{un, vn}ω avec un = f(gn(a)) et vn = f(gn(b)).

L’étape 8 implique que unun contient exactement deux occurrences de un, et pour tout
entier ℓ que unvn

ℓ contient exactement ℓ + 1 occurrences de un. De plus, la preuve
de l’étape 3 a montré que vn = a−1un. Ainsi le morphisme dérivateur droit de un est
(f ◦ gn), et comme gn est injectif sur les mots infinis, le mot dérivé associé à un est
nécessairement gω(a).

Étape 10. Pour tous entiers n et ℓ, nous avons f(gn(abℓ)) = λ(χn(bℓa)).
Nous le montrons par induction. Pour n = 0, nous calculons.

f(abℓ) = aba(ba)ℓ = (ab)ℓaba = λ(bℓa)

Soit n un entier naturel. Nous avons la relation suivante.

f(gn+1(abℓ)) = f(gn(aba(bba)ℓ)) = f(gn(ab))f(gn((abb)ℓ))f(gn(a))

Donc, par hypothèse d’induction,

f(gn+1(ab)) = λ(χn(ba))λ(χn((bba)ℓ))λ(χn(a)) = λ(χn(ba(bba)ℓa)) = λ(χn+1(bℓa))

et la relation est démontrée.

Étape 11. La relation f(gω(a)) = λ(χω(b)) est vérifiée.
Par l’étape 10, nous pouvons calculer.

f(gω(a)) = lim
n→∞

f(gn(a)) = lim
n→∞

λ(χn(a)) = lim
n→∞

λ(χn−1(baa)) = lim
n→∞

λ(χn(b))

= λ(χω(b))

Étape 12. Soit q une quasipériode de w ; le mot dérivé gauche de w par q est le mot
χω(b).

Nous avons w ∈ un{un, vn}ω , et pour tout entier naturel n, la relation un =
f(gn(a)) = λ(χn(a)). Une récurrence immédiate montre que un = avn = λ(χn(b))a =
af(gn(b)). Nous avons donc w ∈ {λ(χn(a)), λ(χn(b))}ω. Comme unvn

ℓ = (λ(χn(b)))ℓun

contient exactement ℓ+1 occurrences de un et unun contient exactement 2 occurrences
de un, nous en déduisons que le morphisme dérivateur gauche de λ(χn(a)) est (λ ◦ χn).
L’injectivité de (λ ◦ χn) et l’égalité w = λ(χω(b)) impliquent que le mot dérivé gauche
de w est χω(b).



58 CHAPITRE 3. UNE MÉTHODE D’ÉTUDE DES QUASIPÉRIODES

Étape 13. Le mot χω(b) est superprimitif.
Ceci est une conséquence du fait que χω(b) ne possède aucun carré comme préfixe.

Supposons, par contradiction, que u soit le plus petit mot tel que uu est préfixe de
χω(b). Si |u| ≡ 0 mod 3, alors u = χ(v) pour un mot v, et comme χ est uniforme
et injectif, vv est un préfixe de χω(b), ce qui contredit la minimalité de u. Si |u| ≡ 1
mod 3, alors u = χ(v)b pour un mot v. Mais alors l’image d’une lettre par χ devrait
commencer par bb, ce qui n’arrive pas dans la définition de χ. Enfin, si |u| ≡ 2 mod 3,
alors u = χ(v)ba pour un certain mot v. L’image d’un certain mot par χ devrait alors
commencer par baba, ce qui est impossible par définition de χ.

Ceci conclut la preuve du théorème 3.11 : la quasipériodicité multi-échelles n’est
pas directement liée à la structure des mots dérivés.

Science is what we understand well enough to explain to a computer.
Art is everything else we do.

— Donald Knuth, A = B, 1996



Chapitre 4

Pouvoir expressif de la
quasipériodicité

Le distinguo entre quasipériodicité simple (une seule quasipériode) et multi-échelles
(une infinité de quasipériodes) est introduit dans l’article de Marcus et Monteil [68]. Ils
montrent comment construire des mots quasipériodiques avec de mauvaises propriétés
de symétrie, et en concluent que la quasipériodicité simple n’est pas une bonne notion
pour le cas des mots infinis. Ils introduisent ensuite la quasipériodicité multi-échelles,
c’est-à-dire le fait d’avoir une infinité de quasipériodes. Ils montrent qu’un mot infini
quasipériodique multi-échelles est nécessairement uniformément récurrent, d’entropie
topologique nulle et ont les fréquences de leurs facteurs qui convergent. Ils soulignent
également que les systèmes dynamiques constituent une grille de lecture intéressante
pour la notion de quasipériodicité.

Dans ce chapitre, nous approfondissons leurs résultats. Nous commençons par don-
ner une introduction au point de vue dynamique sur les mots, ses motivations et les
principales notions associées. Nous présentons ensuite une famille de mots très célèbre :
les mots sturmiens, définis intuitivement comme les mots les plus réguliers non ultime-
ment périodiques. Nous montrons ensuite comment les mots périodiques, ainsi que les
mots sturmiens standards (une sous-famille importante des mots sturmiens) se caracté-
risent par des conditions sur leurs ensembles de quasipériodes. En d’autres termes, les
caractères « périodique » et « sturmien standard » s’expriment en termes de propriétés
sur l’ensemble des quasipériodes. Nous affinons ainsi le propos de Marcus et Monteil :
non seulement une infinité de quasipériodes offre une grande régularité, mais en outre
une plus grande « densité » de quasipériodes implique une plus grande régularité.

4.1 Introduction à la dynamique symbolique
Les mots infinis se révèlent utiles pour l’étude des systèmes dynamiques. Un système

dynamique discret est un couple (X,T ) où X est un espace topologique, et T une
fonction continue de X vers X. Étant donné un point x ∈ X, la théorie des systèmes
dynamiques s’intéresse à l’orbite de x sous T , autrement dit la suite x, T (x), T 2(x), . . .
La notion naturelle de transformation entre systèmes dynamiques est la conjugaison :

59
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si (X,T ) et (X ′, T ′) sont deux systèmes, une conjugaison est une fonction continue f
de X vers X ′, telle que f ◦ T = T ′ ◦ f . De nombreuses propriétés intéressantes sur les
systèmes dynamiques sont invariantes par conjugaison ; pour étudier un tel système,
il est donc possible de chercher une conjugaison avec un système plus simple, puis
d’étudier ce dernier.

C’est ici que les mots infinis jouent un rôle. Soit Σ un alphabet et ΣN l’ensemble
des mots infinis sur Σ ; nous donnons une structure topologique à ΣN. Si w et w′ sont
deux mots infinis, nous disons que la distance entre w et w′ est donnée par

d(w,w′) = 2−min{n∈N |w(n)̸=w′(n)}

et d(w,w) = 0. En d’autres termes, plus w et w′ possèdent un long préfixe commun,
plus la distance entre eux sera petite. La symétrie de d est immédiate, et l’inégalité
triangulaire se démontre aisément.

Nous pouvons donc considérer sur ΣN la topologie induite par la distance d. Dans
cette topologie, les boules ouvertes (ou fermées, ce sont les mêmes) sont données par
les cylindres. Si u est un mot fini, le cylindre de u, noté [u], est l’ensemble des mots
admettant u comme préfixe. Par définition, tous les cylindres sont des boules ouvertes
et réciproquement.

Cette topologie permet déjà de donner un sens formel à la notion de convergence
de suites de mots. Nous disons qu’une suite de mots infinis converge si elle converge
dans la topologie ci-dessus. Si (un)n∈N est une suite de mots finis, nous disons qu’elle
converge vers un mot infini w si et seulement si (|un|) tend vers l’infini et (un

ω)n∈N
converge vers w en tant que suite de mots infinis. La convergence est en particulier
assurée lorsque un+1 est préfixe de un pour tout n ; nous évoquions ce cas particulier
au chapitre 1.

Pour obtenir un système dynamique, nous avons également besoin d’une transfor-
mation continue. Notons σ l’opération qui supprime la première lettre d’un mot infini :
σ(w)(n) = w(n + 1). Cette fonction est continue, car pour tout ε positif et pour tous
x, y ∈ ΣN, si d(x, y) < ε/2, alors d(f(x), f(y)) < ε. En outre, cette transformation très
simple met en correspondance les notions de systèmes dynamiques avec les notions de
combinatoire des mots. Par exemple, l’entropie topologique est définie de façon géné-
rale sur tous les systèmes dynamiques, mais dans le cadre de (ΣN, σ) elle correspond
exactement à la définition en termes de complexité en facteurs.

Si X est une partie de ΣN, fermée (pour la topologie que nous avons définie) et stable
par σ, nous disons que (X, σ) est un système symbolique (en anglais subshift). Il s’agit
d’un cas particulier de système dynamique discret. Tous les systèmes symboliques sont
des sous-systèmes de (ΣN, σ), ce dernier étant appelé le full shift en anglais. L’étude
des systèmes symboliques revient à l’étude de la combinatoire des mots ; nos résultats
peuvent donc systématiquement se traduire dans un contexte dynamique.

Nous pouvons construire un système symbolique à partir de n’importe quel mot
infini w. Soit S l’orbite de w, c’est-à-dire S = {w, σ(w), σ2(w), . . . } et S̄ l’adhérence
de S. L’ensemble S̄ est un fermé — puisque l’adhérence est l’intersection de tous les
fermés qui contiennent S — invariant par σ, puisque S l’est et que prendre l’adhérence
n’ajoute que les points d’accumulation des suites de S. Nous disons que (S̄, σ) est le
système engendré par le mot w.
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Tout comme les mots infinis, les systèmes dynamiques peuvent posséder des proprié-
tés de symétrie. Par exemple, un système symbolique est dit minimal s’il ne contient
strictement aucun autre système. Le théorème suivant caractérise cette propriété en
termes de combinatoire des mots et en termes topologiques.
Théorème 4.1 (Initialement Morse, Hedlund, 1938 [69] ; voir aussi [7]). Un système
symbolique w est minimal si et seulement s’il est engendré par un mot uniformément
récurrent, si et seulement si tout élément du système possède une orbite dense (qui
intersecte tous les ouverts).

Tous les systèmes symboliques ne sont pas nécessairement engendrés par un mot. Le
full shift en est un premier exemple. On peut également considérer pour X l’ensemble
des mots infinis sur {a, b} qui ne contiennent pas le facteur ab. Nous avons dans ce
cas X = {aω, bω} ∪ {bna |n ∈ N}. Cet ensemble est clairement stable par σ, et il est
également fermé : toute suite d’éléments de X a toutes ses valeurs d’adhérence dans
X.

Généralisons cet exemple. Soit F un ensemble de mots finis ; l’ensemble X des mots
infinis dont aucun facteur n’est dans F , autrement dit X = {w | L(w) ∩ F = ∅} est
toujours invariant par σ et fermé (voir par exemple [7]). Nous disons que l’ensemble X
est défini par l’ensemble des facteurs interdits F . Notons que ΣN est défini en prenant
comme ensemble de facteurs interdits l’ensemble vide.
Théorème 4.2 (Voir par exemple [7]). Le couple (X, σ) est un système symbolique si
et seulement si X est défini par des facteurs interdits.

L’étude des systèmes symboliques revient donc à l’étude des ensembles de mots
définissables par des facteurs interdits. L’ouvrage [60] constitue une introduction ap-
profondie à l’étude des systèmes symboliques du point de vue de leurs facteurs interdits.
Nous référons également le lecteur aux ouvrages [35] et [8], ainsi que les articles origi-
naux [69, 70] pour en savoir plus au sujet des systèmes symboliques.

4.2 Les mots sturmiens
Commençons par un corollaire classique du théorème 2.2 de Morse-Hedlund.

Lemme 4.3. Soit w un mot infini. S’il existe un entier n tel que Pw(n) ≤ n, alors w
est ultimement périodique.
Démonstration. Soit w un mot non ultimement périodique. Nous avons Pw(0) = 1,
puisque le mot vide est l’unique facteur de longueur 0 et qu’il est facteur de tous les
mots. De plus, pour tout entier n, nous avons Pw(n+1) > Pw(n) ; en effet, la fonction Pw
ne peut décroître (quel que soit w) et le théorème 2.2 affirme que si Pw(n+1) = Pw(n)
pour un certain n, alors w serait ultimement périodique. Une récurrence immédiate
montre donc que, dans ces conditions, Pw(n) ≥ n+ 1.

En conséquence, la plus « petite » fonction de complexité possible pour un mot
infini non ultimement périodique est Pw(n) = n + 1. Il se trouve qu’il existe des mots
atteignant cette complexité.
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Théorème 4.4 (Voir par exemple [12, Section 4.10.3]). Le mot de Fibonacci f, défini
comme ϕω(a) pour ϕ(a) = ab et ϕ(b) = a, vérifie Pf(n) = n+ 1.

Un mot w vérifiant Pw(n) = n + 1 pour tout n est appelé un mot sturmien. Ils
furent étudiés par Morse et Hedlund dans [70], et font depuis l’objet d’une abondante
littérature. Nous renvoyons le lecteur à [61, chapitre 2] et à [35, chapitre 6] pour un
survol complet.

Les mots sturmiens peuvent être définis de nombreuses façons équivalentes. Nous
disons qu’un mot w sur un alphabet binaire {a, b} est équilibré lorsque, pour tous
facteurs u, v de même longueur dans u, le nombre d’occurrences de a diffère au plus de
1 ; en d’autres termes, −1 ≤ |u|a − |v|a ≤ 1. Les morphismes suivants sont également
importants dans l’étude des mots sturmiens (L pour left et R pour right).

La :

{
a 7→ a

b 7→ ab
Lb :

{
a 7→ ba

b 7→ b
Ra :

{
a 7→ a

b 7→ ba
Rb :

{
a 7→ ab

b 7→ b

Théorème 4.5 (Voir par exemple [35, chapitre 6]). Soit w un mot infini. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. w est sturmien, c’est-à-dire que Pw(n) = n+ 1 ;
2. w est équilibré et non ultimement périodique ;
3. il existe une suite de mots infinis (wn)n∈N telle que w0 = w et wn = µn(wn+1),

avec µn ∈ {La, Lb, Ra, Rb}, pour tout n et (µn)n∈N infiniment souvent dans
{La, Ra} et dans {Lb, Rb}.

4. il existe α ∈ [0; 1] \Q et β ∈ [0; 1] vérifiant l’une des deux relations suivantes

∀i ∈ N, w(i) =⌈α(i+ 1) + β⌉ − ⌈αi+ β⌉ (4.1)
∀i ∈ N, w(i) =⌊α(i+ 1) + β⌋ − ⌊αi+ β⌋ (4.2)

quitte à recoder {0, 1} sur {a, b}.

Outre leurs nombreuses définitions équivalentes (le théorème précédent n’est pas ex-
haustif), les mots sturmiens possèdent de nombreuses propriétés remarquables : ils sont
par exemple tous uniformément récurrents, les fréquences de leurs facteurs convergent,
et leur entropie topologique est nulle (presque par définition : Pw(n) = n + 1). En
outre, la suite (µn)n évoquée dans la condition 3 du théorème précédent est liée au
développement en fraction continue du réel α dans la condition 4. Ce réel α est appelé
la pente du sturmien. Deux sturmiens w et w′ de même pente possèdent les mêmes
facteurs, et il existe un entier n tel que w = σn(w′) ou bien w′ = σn(w). Les mots
sturmiens ont fait l’objet d’innombrables publications scientifiques (voir les références
de [35, chapitre 6] et [61, chapitre 2]). Certains mots sturmiens possèdent des propriétés
encore plus remarquables.



4.3. CARACTÉRISATIONS EN TERMES DE QUASIPÉRIODES 63

Théorème 4.6. Soit w un mot sturmien. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. tout préfixe de w est un facteur spécial gauche ;
2. la suite (µn)n∈N (voir théorème 4.5) vérifie µn ∈ {La, Lb} pour tout n et µn n’est

pas ultimement constante ;
3. le réel β (voir théorème 4.5) est égal à 0.

Nous disons d’un sturmien satisfaisant aux conditions du théorème 4.6 qu’il est
standard.

L’article original de Marcus [67] sur la quasipériodicité des mots infinis posait
diverses questions au sujet des mots sturmiens. En réponse, les travaux de Levé et
Richomme donnèrent une caractérisation des mots sturmiens quasipériodiques, ainsi
que des quasipériodes d’un mot sturmien quasipériodique arbitraire [59]. Ces résultats
furent ensuite étendus à des classes plus larges de mots, telles que les épisturmiens (une
généralisation sur des alphabets plus grands) [41].

Pour exprimer ces caractérisations, nous aurons besoin de nouvelles notions. Suppo-
sons que notre alphabet Σ (dans le cas des sturmiens, Σ = {a, b}) est muni d’un ordre
total sur ses lettres. L’ordre lexicographique sur ΣN est défini comme suit : w ≤ w′ si
et seulement s’il existe un mot fini u, des mots infinis v et v′ et des lettres ℓ, ℓ′ tels que
w = uℓv et w′ = uℓ′v′, avec ℓ ≤ ℓ′. Un mot infini est de Lyndon si et seulement s’il
est strictement inférieur, dans l’ordre lexicographique, à tous ses suffixes. (Une notion
homonyme existe sur les mots finis, mais nous n’en aurons pas besoin dans cette thèse.)
La notion de mot de Lyndon dépend donc de l’ordre choisi sur l’alphabet.

Théorème 4.7 (Levé, Richomme, 2007 [59]). Soit w un mot sturmien. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. w n’est pas quasipériodique ;
2. w se décompose sur {La, Rb} ou bien sur {Lb, Ra} ;
3. il existe un ordre total sur {a, b} tel que w est un mot de Lyndon.

De façon plus générale, nul mot infini de Lyndon n’est quasipériodique. Tous les
mots sturmiens qui possèdent au moins une quasipériode en possèdent en fait une in-
finité ; en d’autres termes, tout mot sturmien est soit de Lyndon, soit quasipériodique
multi-échelles. Considérons α un nombre dans [0; 1] \ Q ; il existe une infinité non dé-
nombrable de sturmiens de pente α, et exactement deux d’entre eux sont des mots de
Lyndon. Nous pouvons donc dire informellement que l’immense majorité des mots stur-
miens sont quasipériodiques multi-échelles. Les mots de Lyndon peuvent être regardés
comme des cas particuliers.

4.3 Caractérisations en termes de quasipériodes
Non content de fournir une méthode d’étude des quasipériodes d’un mot infini

arbitraire, le théorème 3.2 appelle à l’étude de deux cas particuliers. Le premier est le
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cas où un mot w possède un seul intervalle de longueurs de quasipériodes de la forme
[i;∞). Cela signifie que tous les préfixes, à partir d’une certaine longueur i, sont des
quasipériodes. Par le corollaire 3.3, le mot w ne possède alors pas de préfixe spécial
droit de longueur supérieure à i ; le théorème de Morse et Hedlund implique que ce mot
est ultimement périodique. Le fait que w soit quasipériodique multi-échelles permet de
conclure facilement qu’il est en fait purement périodique. Réciproquement, on observe
sans difficulté que tout mot purement périodique admet tout préfixe plus long que sa
période minimale comme quasipériode. Nous venons donc de prouver la proposition
suivante.

Proposition 4.8. Soit w un mot infini. Alors w est périodique si et seulement s’il
existe un entier n tel que tout préfixe plus long que n soit une quasipériode.

Ce résultat, en dépit de sa simplicité, nous ouvre une voie intéressante. En effet,
il montre que la périodicité s’exprime en termes de quasipériodicités. Cette idée, bien
que naturelle, n’avait pas été développée dans les travaux antérieurs à cette thèse. Nous
explorons donc les autres cas extrêmes du corollaire 3.3. En particulier, dans un mot
infini, la continuation d’un préfixe spécial droit n’est jamais une quasipériode.

Question. Existe t-il un mot infini w :

• qui soit apériodique, c’est-à-dire qui possède une infinité de préfixes spéciaux
droits ;

• dont tout préfixe qui n’est pas la continuation d’un facteur spécial droit soit une
quasipériode ?

La deuxième condition exprime, moralement, que l’ensemble de quasipériodes de w est
« maximal », autrement dit que tout préfixe doit être une quasipériode à moins que cela
ne soit explicitement interdit par le corollaire 3.3. En se référant à la figure 4.1, nous
demandons un mot dont tous les préfixes, sauf ceux noircis, sont des quasipériodes. De
façon surprenante, de tels mots existent et coïncident exactement avec une famille bien
connue.

{· · · = préfixe spécial droit {· · · = jamais une quasipériode

Fig. 4.1 : Préfixes d’un mot quasipériodique

Théorème 4.9. Soit w un mot apériodique et pi le préfixe de longueur i de w. Alors
w est un sturmien standard si et seulement s’il possède une infinité de quasipériodes et
satisfait la condition suivante : pour tout entier n ≥ 1, le préfixe pn est une quasipériode
si et seulement si pn−1 n’est pas spécial droit.
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Nous traiterons les deux implications de ce théorème séparément. Chacune possède
un intérêt propre : l’une donne une caractérisation simple et complète des quasipé-
riodes des mots sturmiens standard. L’autre donne une nouvelle définition des stur-
miens standards en termes de quasipériodicités, se plaçant ainsi dans la continuité de
la proposition 4.8.

Lemme 4.10. Soit w un mot sturmien standard et pi le préfixe de longueur i de w.
Soit n un entier strictement positif. Alors pn est une quasipériode de w si et seulement
si pn−1 n’est pas bispécial.

Démonstration. Si pn−1 est bispécial, alors pn ne peut pas être une quasipériode par
le théorème 3.2. Réciproquement, si pn−1 n’est pas bispécial, appelons ℓ et r l’unique
facteur spécial gauche et spécial droit de longueur n−1 dans w ; comme w est standard,
ℓ = pn−1. Soit G = Gw(n− 1) le graphe de Rauzy de w à l’ordre n− 1. Ce graphe est
l’union de trois chemins orientés arc-disjoints : un de ℓ vers r, que nous appelons C, et
deux de r vers ℓ, que nous appelons D et E (cf. figure 4.2). Comme ℓ ̸= r, nous avons
|C| ≥ 1, |D| ≥ 1 et |E| ≥ 1. Par définition d’un sturmien, Gw(n−1) possède n sommets
et n+ 1 arcs ; nous avons donc |C|+ |D| ≤ n et |C|+ |E| ≤ n. De plus, par définition
d’un sturmien standard, le premier arc de C est pn. En observant la morphologie du
graphe, nous constatons que tout chemin commençant par pn rencontre à nouveau pn
après n arcs au maximum, donc pn est une quasipériode de w.

quasipériode

. . .

. . .

Fig. 4.2 : Graphe de Rauzy générique d’un mot Sturmien standard

Avant de prouver l’autre direction du théorème 4.9, nous avons besoin d’un résultat
technique sur un morphisme bien particulier.
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Lemme 4.11. Soient w un mot infini et q un mot fini sur l’alphabet {a, b} et c une
lettre de cet alphabet.

1. Le mot q est quasipériode de w si et seulement si La(q) et La(q)a le sont dans
La(w).

2. Un mot u est spécial droit dans w si et seulement si La(u)aa l’est dans La(w).

Rappelons que La(a) = a et La(b) = ab.

Démonstration. Les affirmations se prouvent séparément.
Affirmation 1. Si q est une quasipériode de w, il est immédiat que La(q) est une

quasipériode de La(w). Toute occurrence de La(q) dans La(w) est suivie de La(a) ou de
La(b), qui commencent tous deux par a. Le facteur La(q) n’est pas spécial droit dans
La(w), et La(q)a est également quasipériode de La(w). Réciproquement, supposons
que La(q) et La(q)a sont des quasipériodes de La(w). Considérons la suite (πk)k∈N de
préfixes de La(w), ordonnés par longueur croissante, tels que pour tout k, le mot πkLa(q)
soit préfixe de La(w). Comme a est synchronisant pour La et que La(q) commence
toujours par a, il existe une suite (π′

k)k∈N vérifiant La(π
′
k) = πk pour tout entier k.

Sachant que |πk+1|−|πk| ≤ La(q) pour tout entier k, une démonstration par récurrence
montre que |π′

k+1| − |π′
k| ≤ q pour tout entier k.

Affirmation 2. Le mot u est spécial droit dans w si et seulement si ua et ub appa-
raissent dans w, si et seulement si La(u)aa et La(u)ab apparaissent dans La(w), si et
seulement si La(u)a est spécial droit.

Lemme 4.12. Soit w un mot infini apériodique, quasipériodique multi-échelles et pi le
préfixe de longueur i de w. Supposons que pn soit une quasipériode de w si et seulement
si pn−1 n’est pas spécial droit. Alors w est sturmien standard.

Démonstration. Appelons a la première lettre de w et B l’ensemble des lettres autres
que a qui composent w.

Fait 1. Tout facteur non vide de w dans B∗ est de longueur 1.
En premier lieu, tout facteur dans B∗ a sa longueur bornée par celle de la plus

petite quasipériode de w, puisque toutes les quasipériodes de w commencent par a.
Soit x un facteur dans B∗ parmi ceux de longueur maximale et p le plus court préfixe
de w finissant par x. Par maximalité de x, le facteur p est toujours suivi par la lettre
a, il n’est donc pas spécial droit. Ainsi, par hypothèse, pa est une quasipériode de
w. Par construction, p commence par a et finit par ax, et ne contient aucune autre
occurrence de x. Les bords de pa sont donc les mots ε et a. Ses antibords sont p et pa.
Par le théorème 2.6, w se décompose sur p · {p, ap}ω. Soient π le mot et b la lettre tels
que p = πb. Le mot w se décompose donc sur πb{πb, aπb}ω. Comme il n’y a qu’une
seule occurrence de x dans p, en position suffixe, il n’y en a aucune dans π. De plus, π
commence par la lettre a.

Supposons maintenant que π ne soit pas spécial droit. Par hypothèse, p serait une
quasipériode de w ; or par la définition de x et de p, le mot p ne peut être facteur
interne de pap, nous aurions donc w = pω, une contradiction avec l’apériodicité de w.
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Donc π est spécial droit et il existe une lettre c, différente de b, telle que πc apparaît
dans w.

Nous distinguons deux cas. Si πc est facteur de πbπb, alors le lemme 3.1 implique
que c = b : une contradiction. Supposons donc que πc soit un facteur de πbaπb. Le
mot x est suffixe de p = πb, et π (donc πc) n’admet pas x pour facteur. Ainsi, πc est
facteur interne de xaπb. Comme π commence par a et que x est écrit sur B∗, nous
avons nécessairement πc = aπ, ce qui implique a = c et π = a|π|. Nous en déduisons
|x| = 1.

Fait 1 bis. Il existe un mot apériodique w′ tel que w = La(w′). Nous posons p′n le
préfixe de longueur n de w′. (Ce résultat est une reformulation directe du fait 1.)

Fait 1 ter. Le mot w est binaire.
Supposons que w contienne trois différentes lettres, a, b et c. La lettre a est la

première de w ; considérons sans perte de généralité que b apparaisse avant c pour la
première fois. Soit π le plus court préfixe de w terminant par un b. Par le fait 1, la
lettre b est toujours suivie de la lettre a, donc le mot πa est un préfixe de de w. Étant
donné que πa ne contient pas c, il ne peut être une quasipériode de w (celles-ci doivent
contenir toutes les lettres). Par hypothèse, π est spécial droit ; c’est une contradiction
avec le fait que b n’est pas spécial droit.

Fait 2. La plus courte quasipériode de w est un préfixe de la forme akba, pour k ≥ 1.
Par les faits 1 et 1 ter, toute occurrence de b est suivie d’une occurrence de a. En

particulier, le préfixe akb n’est pas spécial droit, donc par hypothèse sur w, le mot akba
est une quasipériode de w. Comme w est apériodique, akb n’est pas une quasipériode
de w (le seul antibord de akb est le mot lui-même). En outre, toutes les quasipériodes de
w possèdent plusieurs lettres différentes, sans quoi w serait unaire, et donc périodique.

Fait 3. Pour tout entier n, le mot p′n+1 (cf. fait 1 bis) est une quasipériode de w′ si
et seulement si p′n n’est pas spécial droit dans w′.

Soit p un préfixe de w′ et c la lettre telle que pc est encore un préfixe de w′. Suppo-
sons que p ne soit pas spécial droit dans w′ et montrons que pc est une quasipériode de
ce mot. Par le lemme 4.11 (affirmation 1), nous devons montrer que La(pc) et La(pc)a
sont des quasipériodes de w = La(w′). En utilisant l’hypothèse sur w, il s’agit de
montrer que les préfixes de La(pc) et La(pc)a de longueurs respectives |La(pc)| − 1 et
|La(pc)a| − 1 ne sont pas spéciaux droits dans w. Nous distinguons deux cas.

Si c = a, nous avons La(pc) = La(p)a et La(pc)a = La(p)aa. Le mot La(p) n’est pas
spécial droit dans w car les images de chaque lettre par La commencent par a. Comme
p n’est pas spécial droit dans w′, le mot La(p)a ne l’est pas non plus dans w par le
lemme 4.11 (affirmation 2).

Si c = b, alors La(pc) = La(p)ab et La(pc)a = La(p)aba. Comme p n’est pas
spécial droit dans w′, le mot La(p)a n’est pas spécial droit dans w par le lemme 4.11
(affirmation 2). Le mot La(p)ab = La(pb) n’est pas non plus spécial droit dans w,
puisque l’image de chaque lettre commence par a.
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Supposons maintenant que pc soit une quasipériode de w′ et montrons que p n’est
pas spécial droit. Par le lemme 4.11 (affirmation 1), les mots La(pc) et La(pc)a sont
des quasipériodes de w. L’hypothèse sur w implique que La(p)a n’est pas spécial droit
dans w. Le lemme 4.11 (affirmation 2) montre alors que p n’est pas spécial droit dans
w′.

Fait 4. Le mot w′ possède une infinité de quasipériodes.
Par le fait 2, il existe un entier k tel que akba est une quasipériode de w, donc w se

décompose sur akb{akb, ak+1b}. Comme w est apériodique, il existe un entier i ≥ 1 tel
que (akb)iak+1b est un préfixe de w. Soit j le plus grand entier tel que ((akb)iak+1b)j

soit un préfixe de w ; l’existence de j est assurée car w est apériodique. Soit (un)n∈N la
suite des préfixes, ordonnés par longueur croissante, qui commencent par (akb)iak+1b et
qui terminent par ((akb)iak+1b)j−1(akb)iak+1 ; le fait que w soit multi-échelles implique
l’uniforme récurrence (théorème 2.8), donc (un)n∈N est bien une suite infinie. Soit n
un entier arbitraire. Comme ak+2 n’est pas facteur de w, toute occurrence de un est
suivie de la lettre b. Par le choix de j, le mot unbunb n’est pas un facteur de w. Deux
occurrences consécutives de unb doivent donc toujours partager au moins |(akb)iak+1b|
lettres. Soit u′

n l’unique mot vérifiant La(u
′
n) = un ; ce mot est quasipériode de w′.

Nous avons donc exhibé une infinité de quasipériodes de w′.

Conclusion. Nous avons prouvé que w est un mot binaire (disons sur l’alphabet
{a, b}) ; qu’il existe un mot multi-échelles w′ vérifiant w = Lx(w′) pour une lettre
x ; que ce mot w′ satisfait aux hypothèses du présent lemme. En conséquence, nous
pouvons itérer l’argument sur w′, et ainsi de suite. Le mot w est donc décomposable
sur {La, Lb}, et ainsi un sturmien standard (théorème 4.6).

Nous pouvons reformuler les deux résultats de cette section d’une manière plus
concise en définissant la fonction de quasipériodicité. (Une notion homonyme existe
dans [20] mais elle est complètement différente, puisque dans l’article en question,
« quasipériodicité » désigne en fait l’uniforme récurrence.) Si w est un mot infini,
nous notons Qw(n) le nombre de quasipériodes de longueur n dans w ; la fonction Qw
est la fonction de quasipériodicité de w. Notons que Qw prend ses valeurs dans {0, 1}.
Toutefois, cette notion permet d’exprimer les caractérisations des mots périodiques et
sturmiens d’une façon plus concise.

Corollaire 4.13. Soit w un mot infini.

1. Le mot w est périodique si et seulement si Qw ne s’annule pas à partir d’un
certain rang.

2. Le mot w est un sturmien standard si et seulement si les intervalles d’entiers sur
lesquels Qw s’annule sont tous de longueur 1, sauf le premier.

Ce corollaire exprime que les sturmiens standards sont les mots apériodiques ayant
le plus de quasipériodes. Nous trouvons ici un parallèle frappant avec la complexité en
facteurs et le théorème de Morse-Hedlund. En effet nous expliquions, au début de ce
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chapitre (lemme 4.3 et la discussion qui suit) que les mots sturmiens sont les mots
apériodiques ayant le moins de facteurs. Ceci nous laisse penser que la fonction de
quasipériodicité est une bonne source d’informations au sujet de la régularité d’un mot
infini, au même titre que la fonction de complexité. Pour mener ce parallèle plus loin,
nous aimerions nous débarrasser de la condition standard et parler des mots sturmiens
en général. Cette ambition n’est pas encore réalisée à l’heure actuelle, mais la section
suivante décrit des pistes allant dans ce sens.

4.4 Cas des mots bi-infinis
Pour généraliser le corollaire 4.13 à tous les mots sturmiens, nous devons considérer

des mots bi-infinis. Soit Σ un alphabet. Un mot biinfini est simplement une fonction
de Z vers Σ ; ce sont des mots qui n’ont pas d’origine. Les définitions que nous avons
données jusqu’à présent s’étendent aux mots bi-infinis, à l’exception de la notion de
préfixe.

Un mot bi-infinis w est sturmien si et seulement s’il vérifie Pw(n) = n + 1 pour
tout n et s’il est uniformément récurrent. Dans le cas bi-infinis, nous devons demander
explicitement l’uniforme récurrence afin d’exclure des mots tels que

. . . aaaaaabaaaaaa . . .

qui possèdent bien n+1 facteurs de longueur n, mais qui ne correspondent pas vraiment
aux mots sturmiens infinis à droite.

Moralement, tout mot sturmien infini à droite est une « coupure » d’un mot stur-
mien bi-infinis de même pente. Un sturmien standard correspond à la coupure au
« meilleur » endroit possible, tandis qu’un sturmien de Lyndon est la coupure au
« pire » endroit possible. Nous pouvons donc penser, intuitivement, que les sturmiens
bi-infinis ne souffriront pas des problèmes de « coupure » et devraient mieux se com-
porter vis-à-vis de la quasipériodicité.

Toutefois, le passage au bi-infinis pose problème pour la quasipériodicité. Le théo-
rème 3.2 demeure vrai sur les mots bi-infinis, car sa preuve est entièrement locale et
ne repose pas sur le fait que le mot ambiant soit infini à droite ou bi-infinis. Toutefois,
l’observation que toute quasipériode d’un mot est en particulier un préfixe de ce mot
est invalidée dans notre nouveau cadre, puisqu’il n’y a plus de préfixes à proprement
parler. L’observation qu’il y a au maximum une quasipériode d’une longueur donnée
repose sur la précédente : elle est donc également caduque. Il peut y avoir plusieurs
quasipériodes d’une longueur donnée, et nous pouvons nous inspirer du théorème 3.2
pour les caractériser.

Théorème 4.14. Soit w un mot bi-infinis et q une quasipériode de w.

• Un successeur de q est une quasipériode de w si et seulement si q n’est pas spécial
droit.

• Un prédécesseur de q est une quasipériode de w si et seulement si q n’est pas
spécial gauche.
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Démonstration. Nous prouvons uniquement la première affirmation, l’autre étant par-
faitement symétrique.

Si q possède un unique successeur r, chaque occurrence de q est immédiatement
suivie d’une occurrence de r qui recouvre donc w. Réciproquement, soient a, b, c des
lettres et q′ le mot tels que q = aq′ et q′b, q′c soient deux facteurs de w différents.
Si q′b est une quasipériode de w, alors il existe une occurrence de q′c facteur d’un
chevauchement de deux occurrences de q′b, et le lemme 3.1 montre que b = c : une
contradiction avec q′b ̸= q′c.

De façon équivalente au théorème 4.14, si q possède un unique successeur (respective-
ment prédécesseur), ce dernier est une quasipériode ; si q possède plusieurs successeurs
(respectivement prédécesseurs), aucun d’entre eux n’est une quasipériode.

Le théorème 3.2 (qui continue à fonctionner pour les bi-infinis), combiné avec le
théorème 4.14, généralise notre méthode d’étude des quasipériodes aux mots bi-infinis.
Toutefois, la méthode s’avère bien moins pratique dans ce cas, puisque la détermination
des facteurs spéciaux droits et carrés est moins aisée que la détermination des préfixes
possédant ces propriétés. Il y a bien plus de facteurs que de préfixes, ce qui rend l’étude
exhaustive manuelle très fastidieuse, et de plus il y a moins de techniques disponibles
dans la littérature.

Le théorème 4.14 admet une interprétation en termes de graphe de Rauzy : les qua-
sipériodes de longueur n d’un mot w donné s’organisent en chemins, dont le premier
sommet est spécial gauche (possède plusieurs arcs entrants) et le dernier sommet est
spécial droit (possède plusieurs arcs sortants), sans autres sommets spéciaux, comme
représenté sur la figure 4.3. Ce schéma est intéressant, car l’évolution aux ordres supé-
rieurs (c’est-à-dire aux longueurs de facteurs supérieures) d’un chemin de quasipériodes
dans le graphe de Rauzy aux ordres supérieurs est très prévisible : un chemin de lon-
gueur k à l’ordre n donnera un chemin de longueur k − 1 à l’ordre n+ 1, et toutes les
branches allant du sommet spécial droit au sommet spécial gauche sont allongées de 1
lors du passage de n à n + 1. À un moment donné, le chemin aura longueur 0, ce qui
s’interprète combinatoirement.

Corollaire 4.15. Soit w un mot biinfini et q une quasipériode de w ; alors il existe
une quasipériode u bispéciale, de longueur minimale qui contient q comme facteur. Tout
facteur r de u tel que |q| ≤ |r| ≤ |u| est une quasipériode de w.

En étudiant les graphes de Rauzy de quelques exemples de mots multi-échelles, nous
pourrions imaginer que tout mot quasipériodique possède au plus une quasipériode spé-
ciale droite (et une quasipériode spéciale gauche) de chaque longueur. Pour obtenir la
quasipériode bispéciale du corollaire précédent, il suffirait donc de partir de la quasi-
période spéciale gauche de même longueur que q, puis de considérer ses successeurs
jusqu’à obtenir une quasipériode qui est également spéciale droite. Toutefois, il est pos-
sible de produire des contre-exemples. Soit q = ababa2baba2ba et r = aba2baba2baba. Le
morphisme h défini par h(a) = q et h(b) = a−1q permet de construire des mots dont q
et r sont tous deux des quasipériodes spéciales droites. Par exemple, supposons que w
est le mot biinfini spécifié par w(n) = a si n ≤ 0 et w(n) = b sinon ; alors h(w) admet
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Fig. 4.3 : Portrait-robot du graphe de Rauzy d’un mot biinfini quasipériodique

q et r comme quasipériodes bispéciales.

w = . . . aaaaaa · bbbbbb . . .
h(w) = ωq · (a−1q)ω

Par l’équation précédente, il est clair que w est q-quasipériodique et spécial droit. Ci-
après nous écrivons h(w), où la barre | marque la frontière entre ωq et (a−1q)ω et les
espaces marquent les limites des occurrences de q et de a−1q.

. . . aba ababaababaaba ababaababaaba | babaababaaba babaababaaba ba . . . (4.3)

Mettons maintenant en exergue les occurrences de r :
r r r︷ ︸︸ ︷︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷

. . . aba ababaababaaba ababaababaaba | babaababaaba babaababaaba ba . . .︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
r r

(4.4)

Ce comportement se poursuit à gauche et à droite, le mot r est donc quasipériode
de w. La première occurrence de r sur la figure est suivie de a, tandis que la troisième
est suivie de b, ce dernier est donc spécial droit.

Conjecture. Soit w un mot biinfini et deux quasipériodes q, r de même longueur. Les
deux quasipériodes bispéciale minimales qui contiennent respectivement q et r sont de
même longueur.
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Si cette conjecture était démontrée, il deviendrait aisé de prouver un théorème
analogue au corollaire 4.13 sur les mots bi-infinis, qui caractériserait tous les mots
sturmiens.

All art is quite useless.

— Oscar Wilde, preface of The picture of Dorian Gray, 1890



Chapitre 5

Combinatoire des mots en deux
dimensions

Dans les chapitres suivants, nous nous intéresserons à généraliser tous les résultats
concernant la quasipériodicité au cas des mots infinis bidimensionnels. Le présent cha-
pitre motive cette étude, donne les définitions utiles pour travailler en deux dimensions
et présente quelques outils de combinatoire des mots 2D. Ces outils, qui nous seront
utiles dans les chapitres ultérieurs, ont été développés au cours de la préparation cette
thèse en collaboration avec d’autres auteurs.

5.1 Motivation : les pavages du plan
En 1961, Hao Wang [82] introduit les tuiles qui portent son nom : une tuile de Wang
est un carré dont les côtés sont colorés. Les couleurs sont choisies dans un ensemble
fini C, fixé a priori. Soit T est un ensemble de tuiles ; un pavage du plan par T est
un recouvrement du plan par des copies d’éléments de T , sans rotation ni symétrie
possible, de telle façon que deux côtés adjacents aient toujours la même couleur. Le
problème Domino demande, étant donné en entrée un ensemble de tuiles T , s’il existe
un pavage du plan par T . Wang réduit le problème de décidabilité des formules AEA
au problème domino, conjecturant que ce dernier est décidable. Une forme AEA est
une formule pouvant s’écrire ∀x ∃y ∀z Φx,y,z, où Φx,y,z est une formule sans symboles
de fonction et sans quantificateurs.

Wang propose l’algorithme suivant.
Algorithme de Wang.

1. n← 1

2. Essayer de paver un carré de taille n× n de toutes les façons possibles
3. Si on peut paver le carré de telle façon que les couleurs des côtés opposés sont

égales, alors renvoyer Vrai
4. Si on ne peut pas paver le carré, alors renvoyer Faux
5. Sinon, n← n+ 1 et recommencer à l’étape 2.

En effet, si un jeu de tuiles T peut paver un carré de telle façon que les côtés opposés

73
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sont égaux, alors il est possible de paver le plan de façon périodique en répétant ce
carré à l’infini. À l’inverse, s’il existe une taille n telle que l’on ne peut pas paver un
carré n× n, il est clair que le jeu de tuiles ne peut pas paver le plan.

Fig. 5.1 : Un exemple de jeu de tuiles et de pavage

Le seul cas où cet algorithme échoue est le suivant : le jeu de tuile T permet
effectivement de paver le plan, mais jamais de façon périodique. Sans connaissance
particulière du problème, ce cas de figure semble improbable. En outre, le théorème de
compacité semble intuitivement aller dans le sens de la conjecture de Wang.

Théorème 5.1 (Compacité, Wang, 1961). Un jeu de tuile T pave le plan si et seulement
s’il pave toute partie finie du plan.

Démonstration. Si T pave le plan, il pave clairement toute partie finie du plan par
restriction.

Réciproquement, si T pave toute partie finie du plan, il pave en particulier tous
les carrés (2n + 1) × (2n + 1) centrés sur l’origine ; appelons (cn)n∈N cette suite de
pavages partiels. Soit (un)n∈N une suite de tous les couples d’entiers relatifs, autrement
dit n 7→ un est une bijection de N vers Z2, telle que pour tout n si un = (x, y) alors
|x| ≤ n et |y| ≤ n. Nous pouvons par exemple prendre une spirale démarrant à l’origine.
Comme T est fini et (cn) infini, il existe une infinité d’éléments de cn portant la même
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tuile en position u0 ; appelons (c
(0)
n ) cette sous-suite. De la même façon, il existe une

infinité d’éléments de (c
(0)
n ) s’accordant sur la tuile en position u1 ; appelons (c(1)n ) cette

suite, etc. Par le lemme de König (tout arbre infini de degré fini possède une branche
infinie, cf. [54]), nous pouvons itérer cet argument infiniment et ainsi définir un pavage
valide du plan. Comme nous extrayons notre pavage de configurations qui respectent
les règles locales de coloration, il les respecte également.

Toutefois en 1964, Robert Berger, étudiant de Wang, démontre [6] que le problème
Domino est indécidable en embarquant une machine de Turing dans les tuiles. En
conséquence, l’algorithme de Wang ne termine pas sur toutes les entrées, et il existe
donc bel et bien des jeux de tuiles qui pavent le plan, mais jamais de façon périodique.
Nous les appelons des jeux de tuiles apériodiques. Depuis 1964, de nombreux auteurs
ont produit de tels jeux de tuiles, de plus en plus petits ; les plus célèbres sont ceux
de Raphael Robinson [76] et Roger Penrose [74]. le jeu de tuiles apériodique minimal,
à 11 tuiles, fut découvert en 2015 par Emmanuel Jeandel et Michael Rao [49], et une
vérification exhaustive par ordinateur leur a permis de montrer qu’il n’en n’existait
aucun plus petit.

L’engouement pour les jeux de tuiles apériodiques trouve ses racines dans la question
suivante : comment des règles locales peuvent forcer une propriété globale ? [24] Le fait
que les règles locales à la Wang permettent de forcer l’apériodicité fut une surprise.
Il est possible de forcer d’autres propriétés, notamment en embarquant des calculs
(une machine de Turing) dans les tuiles [25] ; on obtient ainsi des jeu de tuiles qui
garantissent une complexité de Kolmogorov élevée pour leurs pavages du plan [23], qui
permettent de corriger les erreurs [26], ou encore qui garantissent une complexité en
facteurs élevée [19]. En dehors de cette question, les tuiles de Wang ont des applications
en combinatoire [18], en infographie [55], en logique [82] et en théorie des systèmes
dynamiques discrets. En effet, il est bien connu que les systèmes symboliques de types
finis sont équivalents aux jeux de tuiles de Wang ; voir par exemple [77].

Certains jeux de tuiles apériodiques, tel que le jeu à 13 tuiles de Kari-Culik [16], sont
encore mal compris. Ce dernier n’est pas minimal (au sens des systèmes dynamiques)
et admet une entropie topologique strictement positive [22]. Toutefois, tous les pavages
qu’il permet de construire possèdent, intuitivement, une forte structure, qui doit se
traduire par des propriétés de régularité, de symétrie. C’est l’une des motivations pour
l’étude de la quasipériodicité en deux dimensions : chercher de nouvelles propriétés de
régularité afin d’étudier ces pavages.

5.2 Définitions élémentaires autour des mots bidi-
mensionnels

Soit Σ un alphabet fini. Pour un ensemble D quelconque, une configuration (ou
parfois une coloration) de D est une fonction de D vers Σ. Ainsi, les mots infinis sont
les configurations de N, et les mots bi-infinis les configurations de Z. Une configuration
de Z2 est, en quelque sorte, un mot biinfini à deux dimensions : une grille infinie dont
chaque case comporte une lettre de Σ. Le terme « mot bidimensionnel » étant assez
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lourd, nous convenons qu’une configuration dont nous ne précisons pas le domaine sera
toujours une configuration de Z2. En outre, notre alphabet favori pour ce chapitre et
les suivants sera Σ = {□,■}, ce qui présente l’avantage de libérer des lettres pour les
notations tout en donnant des figures plus claires.

Si i, j sont des entiers relatifs et h,w des entiers naturels, l’ensemble R = {i, . . . , i+
h− 1}× {j, . . . , j +w− 1} est appelé un rectangle. Nous le notons aussi rect(i, j, h, w).
Le couple (h,w) est la taille (ou les dimensions) du rectangle, h sa hauteur et w sa
largeur. Nous posons height(R) = h et width(R) = w. L’aire de R, notée |R|, est la
quantité h×w. Tout rectangle de hauteur ou de largeur nulle est l’ensemble vide. Les
points (i, j), (i+h−1, j), (i+h−1, j+w−1), (i, j+w−1) sont les coins du rectangle.

Un bloc est une configuration d’un rectangle ; les blocs sont les analogues des mots
finis. En particulier, la configuration de domaine vide est un bloc, que nous appelons le
bloc vide. La taille, la hauteur, la largeur et les coins d’un bloc sont ceux de son domaine.
Nous considérons deux blocs identiques à translation près comme égaux ; lorsque nous
voulons les différencier, nous parlons d’occurrences. Par exemple, les configurations de
{0, 1, 2} et de {7, 8, 9} sur l’alphabet {□,■} définies par

b : 0 7→ □, 1 7→ ■, 2 7→ □
b′ : 7 7→ □, 8 7→ ■, 9 7→ □

sont le même bloc, mais pas la même occurrence. Ainsi, la configuration représentée
sur la figure 5.2 comporte plusieurs occurrences du bloc ■□■.

Les coordonnées d’une occurrence sont les coordonnées de son coin inférieur gauche.
Si b est un bloc de taille m×n qui possède une occurrence aux coordonnées (i, j) dans
w, nous disons que b couvre les positions de rect(i, j,m, n) dans w. Nous notons w[i, j]
la lettre aux coordonnées i, j dans w et w[(i, j), . . . , (i+h− 1, j+w− 1)] la restriction
de w à rect(i, j, h, w). Attention : avec nos définitions, les ordonnées croissantes vont
vers le haut (s’il n’y a pas de coordonnées négatives, l’origine est en bas à gauche).

Nous notons Σn×m l’ensemble des blocs de taille (n,m), et Σ≥n×m l’ensemble des
blocs dont la hauteur est supérieure ou égale à n et la largeur à m, puis enfin Σ∗∗

l’ensemble des blocs sur Σ.
Soient b, b′ deux blocs de tailles respectives (h,w) et (h′, w′). Si h = h′, alors la conca-

ténation horizontale de b et b′, notée b : b′ est le bloc de domaine rect(0, 0, h, w + w′)
comportant une occurrence de b en (0, 0) et une occurrence de b′ en (0, w). Symétri-
quement, si w = w′, alors la concaténation verticale de b et b′, notée b ⊖ b′, est le
bloc de domaine rect(0, 0, h + h′, w) comportant une occurrence de b en (0, 0) et une
occurrence de b′ en (h, 0) ; en d’autres termes, b est en dessous de b′. Pour tout bloc b
et tous entiers m,n, nous définissons bm×n comme la concaténation de m×n copies de
b. Formellement, b1×1 = b et b(m+1)×1 = bm×1⊖ b et bm×(n+1) = bm×n : bm×1. Si un bloc
b peut s’écrire am×n, avec a un bloc et m,n des entiers naturels, alors a est une racine
de b. Si b n’admet aucune racine, hormis lui-même, nous disons que b est primitif.

Soient q et u des blocs finis, différents, avec q non vide. Nous disons que u est un
bord diagonal de q lorsque u apparaît dans deux coins opposés de q. Dans cette thèse,
nous emploierons le terme bord au lieu de bord diagonal ; toutefois, certains auteurs
utilisent la terminologie bord pour les facteurs qui apparaissent dans les quatre coins
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Fig. 5.2 : Exemple de configuration de Z2
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à la fois [15] . Si u possède la même largeur que q, nous dirons qu’il s’agit d’un bord
pleine largeur ; s’il possède la même hauteur, c’est un bord pleine hauteur. La figure 5.3
illustre ces notions.

Fig. 5.3 : Exemple de racine, de bord et de bord pleine largeur

Soit w une configuration et b un bloc ; b est un facteur de w si et seulement s’il
apparaît dans w. Le langage de w, noté L(w), est l’ensemble de ses facteurs. Pour
tous entiers naturels n,m, nous posons Ln×m(w) = L(w) ∩ Σn×m et L≥n×m(w) =
L(w) ∩ Σ≥n×m. La complexité en facteurs de w (ou plus simplement sa complexité)
est la fonction définie par Pw(m,n) = cardLm×n(w). L’entropie topologique d’une
configuration se définit par

lim inf
n→∞

log2 Pw(n, n)

n2
.

En effet, il y a maintenant |Σ|n2 blocs de taille n × n possibles, nous devons donc
regarder la base d’une double exponentielle. Cette limite existe toujours, comme nous
le montrerons dans la section 5.3.

Soit w une configuration. Si (x, y) est un vecteur d’entiers non nul tel que, pour tous
i, j on a w[i, j] = w[i+ x, j + y], alors (x, y) est appelé un vecteur de périodicité de w.
Une configuration admettant au moins un vecteur de périodicité est appelée périodique.
Dans le cas unidimensionnel, périodicité et complexité en facteurs sont reliées par le
théorème 2.2 de Morse-Hedlund. En deux dimensions, toutefois, les choses sont moins
simples [72].

Conjecture 5.2 (Nivat, 1997). Soit w une configuration. S’il existe des entiers m,n
tels que Pw(m,n) ≤ mn, alors w est périodique.

La réciproque est fausse : il existe des mots périodiques ayant une complexité plus
grande que Pw(m,n) = mn. Il existe des contre-exemples à la conjecture en dimension
supérieure (configurations de Zd pour d ≥ 3) [79]. La conjecture de Nivat fait l’objet
de travaux de recherche actifs [51] ; le résultat suivant est le dernier d’une longue série
de bornes de plus en plus proches de la conjecture [17].

Théorème 5.3 (Cyr, Kra, 2012). Soit w une configuration. S’il existe des entiers m,n
tels que Pw(m,n) ≤ mn/2, alors w est périodique.
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Toutefois, les techniques utilisées pour prouver ce théorème sont assez lourdes, sans
commune mesure avec la démonstration du théorème de Morse-Hedlund. Notons que
la conjecture de Nivat était l’une des motivations pour développer la quasipériodicité
sur les configurations, dans l’espoir que cette étude nous donne de nouveaux outils
combinatoires pour aborder cette question.

De même que les mots, une configuration peut être régulière (au sens intuitif) de
bien des façons, la périodicité n’étant qu’une notion parmi d’autres. Soit w une confi-
guration. Si, pour tout entier m, il existe un entier n tel chaque élément de Ln×n(w)
contienne au moins une occurrence de chaque élément de Lm×m(w), nous disons que
w est uniformément récurrente, ou parfois minimale (en référence aux systèmes sym-
boliques, cf. section 4.1). La fonction qui, à tout entier m, associe le plus petit n cor-
respondant, est appelée la fonction de récurrence de w. Les liens entre quasipériodicité
et uniforme récurrence sont moins clairs en deux dimensions qu’en une.

Enfin, si u et v sont des blocs, nous notons |u|v le nombre d’occurrences de v dans
u et fv(u) la fréquence de v dans u, c’est-à-dire la quantité |u|v/|u|. Dans le cas d’une
configuration w, la fréquence d’un bloc v se définit par

fv(w) = lim
n→∞

|w[(−n,−n) . . . (+n,+n)]|v
(2n+ 1)2

si la limite existe. Lorsque tous les facteurs d’une configuration possèdent une fréquence
bien définie, nous disons que la configuration a des fréquences qui convergent, ou plus
simplement qu’elle a des fréquences. De la même façon que dans le cas unidimensionnel,
les fréquences des facteurs d’une configuration ne convergent pas toujours.

5.3 L’entropie bidimensionnelle est bien définie
Nous avons affirmé que l’entropie topologique d’une configuration est bien définie.

Toutefois, contrairement au cas des mots infinis, il n’est plus possible de conclure
simplement à partir du lemme de Fekete. La preuve habituelle passe donc par la théorie
des systèmes dynamiques, qui permet de démontrer que l’entropie de tout système
dynamique converge (et qu’une configuration de Z2 est bien un système dynamique).
Toutefois, il existe un argument plus simple dans le cas des mots bidimensionnels ;
il fut redéveloppé par Julien Destombes, Andrei Romashchenko, Anaël Grandjean et
l’auteur.

Proposition 5.4 (Folklore). Soit w une configuration de Zd et Pw(n) le nombre de
facteurs de w (c’est-à-dire de configurations différentes de l’hypercube {0, . . . , n− 1}d
qui apparaissent dans w). La limite

lim
n→∞

log2 Pw(n)

nd

existe.

Appelons hn la quantité log2 Pw(n)

nd .
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Étape 1. La limite de h2n existe. Un hypercube de taille 2n est constitué de 2d

hypercubes de taille n, nous avons donc Pw(2n) ≤ (Pw(n))
2d . À partir de là,

log2 Pw(2n)

(2n)d
≤ 2d log2 Pw(n)

(2n)d

et donc h2n ≤ hn, ce qui permet de conclure par récurrence que h2n+1 ≤ h2n . La suite
h2n est donc décroissante et admet 0 pour borne inférieure, nous en déduisons qu’elle
converge vers un certain réel e.

Étape 2. Nous avons lim supn→∞ hn ≤ e. Soit ε > 0 ; nous montrons qu’il existe
un entier N tel que, pour tout n > N , nous avons hn < e + ε. Soit un entier ℓ que
h2ℓ < e+ ε/2, un entier n≫ 2ℓ et k l’entier tel que k2ℓ < n < (k+1)2ℓ. En découpant
l’hypercube de taille (k + 1)2ℓ en (k + 1)d hypercubes de taille 2ℓ, nous bornons :
Pw(n) ≤ (Pw(2

ℓ))(k+1)d . Ainsi nous avons

log2 Pw(n)

nd
≤ (k + 1)d × log2 Pw(2

ℓ)

(2ℓ)d
× (2ℓ)d

nd

d’où hn ≤ (k+1
k
)dh2ℓ . Comme (k+1

k
)d tend vers 1 et que h(2ℓ) est une constante, nous

avons hn > h(2ℓ) + ε/2 < e+ ε pour tout n assez grand.

Étape 3. Nous avons lim infn→∞ hn ≥ e. Soit ε > 0 ; nous montrons que, pour tout
entier n, nous avons hn > e−ε. Soit L tel que, pour tout ℓ > L, nous avons h2ℓ > e−ε/2.
Prenons un ℓ > L tel que 2ℓ ≫ n et k un entier tel que kn ≤ 2ℓ < (k + 1)n. En
découpant l’hypercube de taille (k + 1)n en (k + 1)d hypercubes de taille n, on borne
Pw(2

ℓ) ≤ (Pw(n))
(k+1)d . Nous pouvons donc calculer

log2 Pw(2
ℓ)

(2ℓ)d
≤ (k + 1)d × log2 Pw(n)

nd
× nd

(2ℓ)d

d’où nous tirons h2ℓ ≤ (k+1
k
)dhn. Comme (k+1

k
)d tend vers 1 et que h2ℓ est une constante,

nous avons hn > h2ℓ − ε/2 > e− ε.

Conclusion. Nous avons lim infhn = lim suphn = e, donc la limite de hn est bien
définie.

5.4 Un peu de combinatoire en deux dimensions
Nous généralisons maintenant aux blocs les résultats élémentaires présentés dans la

section 1.1. Ces résultats constituent les briques de base de nombreux raisonnements
ultérieurs, y compris au-delà du cadre de cette thèse : ils ont été en partie développés
par Jeffrey Shallit et Taylor J. Smith, qui n’avaient pas de motivations en lien avec
la quasipériodicité. L’autre partie fut développée par Gwenaël Richomme et l’auteur
pour les besoins des démonstrations présentées dans les chapitres suivants.
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Théorème 5.5. Soient a et b deux blocs non vides. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. il existe des entiers m1,m2, n1, n2 > 0 tels que am1×n1 = bm2×n2 ;
2. il existe un bloc fini, non vide c et des entiers m1,m2, n1, n2 > 0 tels que a = cm1×n1

et b = cm2×n2 ;
3. il existe des entiers m1,m2, n1, n2 > 0 tels que am1×n1 ◦ bm2×n2 = bm2×n2 ◦ am1×n1,

où ◦ ∈ {⊖,:}.
Démonstration. Nous démontrons les trois implications séparément.

(1 =⇒ 2). Soient a et b des blocs dont les tailles respectives sont h1 × w1 et
h2 × w2, tels que am1×n1 = bm2×n2 . Nous avons donc m1h1 = m2h2 et n1w1 = n2w2.
Soit a′ = am1×1 et b′ = bm2×1, de telle façon que a′1×n1 = b′1×n2 . En considérant a′

et b′ comme des mots unidimensionnels sur l’alphabet Σm1h1×1 avec la concaténation
horizontale, le théorème 1.1 montre qu’il existe un bloc r et des entiers n3, n4 tels que
a′ = r1×n3 et b′ = r1×n4 . Soit ρ = width(r) et posons a′′ = a[(0, 0) . . . (h1 − 1, ρ − 1)]
et b′′ = b[(0, 0) . . . (h2 − 1, ρ − 1)], de telle façon que a = a′′1×n3 et b = b′′1×n4 . En
considérant les ρ premières colonnes de a′ et b′, nous observons que a′′m1×1 = b′′m2×1.
Par le théorème 1.1 de nouveau, il existe un mot c et des entiers m3,m4 tels que
a′′ = cm3×1 et b′′ = cm4×1, d’où a = cm3×n3 et b = cm4×n4 .

(2 =⇒ 3). Si a = cm1×n1 et b = cm2×n2 , alors nous pouvons écrire

am2×n2 ◦ bm1×n1 = cm1m2×n1n2 ◦ cm2m1×n2n1

= cm2m1×n2n1 ◦ cm1m2×n1n2

= bm1×n1 ◦ am2×n2 .

(3 =⇒ 1). Sans perte de généralité, supposons que ◦ désigne la concaténation
horizontale. Posons (h1, w1) les dimensions de a et (h2, w2) celles de b. Par hypothèse,
il existe des entiers m1,m2, n1, n2 tels que am1×n1 ◦ bm2×n2 = bm2×n2 ◦ am1×n1 . Donc,
pour tous entiers i, j, nous avons

am1×in1 ◦ bm2×jn2 = bm2×jn2 ◦ am1×in1 .

Si i = w2n2 et j = w1n1, alors iw1n1 = jw2n2 = width(am1×in1) = width(bm2×jn2) et le
résultat suit.

L’implication (1 =⇒ 2) se reformule comme suit.

Corollaire 5.6. Si un bloc possède deux racines distinctes r1 et r2, alors il existe un
bloc r qui est racine de r1 et de r2.

Tout bloc b possède donc une unique racine minimale pour la relation « est racine
de ». Appelons r cette racine ; alors r est primitive, sans quoi la racine primitive de
r serait aussi racine de b, et r ne serait pas minimale. Réciproquement, par le corol-
laire précédent, b ne peut admettre deux racines primitives distinctes. Nous parlerons
donc de la racine primitive d’un bloc. Toutefois, l’unicité de la racine primitive ne se
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...

...

. . . . . .

Fig. 5.4 : Configuration périodique de Z2

généralise pas aux configurations de Z2 : comme l’a montré Nicolas Bacquey [5], la
configuration périodique ( □ ■

■ □ )
Z2

, représentée sur la figure 5.4, possède deux racines
primitives : □ ■

■ □ et ■ □
□ ■ .

Le résultat suivant généralise la proposition 1.2 (qui caractérise la primitivité des
mots finis). Il fut développé par J. Shallit et T. J. Smith.

Lemme 5.7 (Shallit, Smith, 2017 [40]). Soit a un bloc de taille h × w ; appelons ℓi
la racine primitive de la ième ligne de a et cj la racine primitive de sa jème colonne.
Si (p, q) est la taille de la racine primitive de a, alors p = ppcm(|c0|, . . . , |cw−1|) et
q = ppcm(|ℓ0|, . . . , |ℓh−1|).

Démonstration. Soit r la racine primitive de a, le couple (p, q) sa taille, et appelons ℓ, c
les quantités ppcm(|ℓ0|, . . . , |ℓh−1|), ppcm(|c0|, . . . , |cw−1|). Pour tout i ∈ {0, . . . , h− 1},
la ième ligne de a admet q comme période, donc |ℓi| divise q. A fortiori, ℓ divise q. Si
ℓ < q, alors a[(0, 0) . . . (h − 1, ℓ − 1)] serait une racine de r, qui ne serait donc pas
primitif : contradiction. Nous avons donc bien q = ℓ. L’équation p = c se montre de
façon analogue.

Ce lemme induit également un algorithme pour tester la primitivité (et déterminer
la racine primitive) d’un bloc en temps linéaire : en effet, le calcul de la racine primitive
de chaque ligne et colonne se fait en temps linéaire, de même que le calcul du plus petit
multiple commun.
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La remarque suivante peut être vue comme une version bidimensionnelle du théo-
rème 1.4 de Fine et Wilf.

Remarque 5.8. Si une configuration w possède deux vecteurs de périodicité non
colinéaires, alors elle en possède un horizontal et un vertical.

Démonstration. Si −→u et −→v sont deux vecteurs de périodicité de w, ainsi en est-il de
toute combinaison linéaire (à coefficients entiers) de −→u et −→v . Comme ces derniers sont
non nuls et non colinéaires, il est possible d’en trouver une combinaison linéaire qui
forme un vecteur vertical, et une autre qui forme un vecteur horizontal.

Une figure est une configuration d’une partie finie de Z2. Son domaine n’est pas
nécessairement convexe, ni même connexe. Les blocs sont des cas particuliers de figures.
Soit Q un ensemble de blocs, f une figure et R = {r1, . . . , rk} un ensemble de rectangles ;
alors R est un recouvrement de f par Q si et seulement si R est une partition du domaine
de f telle que pour tout i, la restriction de f à ri est un élément de Q. La figure 5.5
montre deux recouvrements d’une figure par trois blocs. Le résultat suivant fut montré
de façon indépendante par Shallit et Smith d’une part, et par Richomme et l’auteur
d’autre part.

Théorème 5.9. Soit f une figure et Q = {a, b} un ensemble de deux blocs. Si f admet
deux recouvrements différents par Q, alors a et b admettent une racine commune c.

Démonstration. Soit f une figure qui possède deux recouvrements différents U et V
par {a, b}. Supposons, en vue d’une contradiction, que a et b n’ont aucune racine
commune. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que f est d’aire minimale
(card(dom(f)) est minimal), puis que la quantité |a|+ |b| est minimale pour cette aire
de f .

Considérons (i, j) l’élément de dom(f) minimisant i, et parmi eux celui qui minimise
j. En d’autres termes (i, j) est position la plus en bas, et parmi elles la position la plus à
gauche de dom(f). Cette position doit être couverte par a dans l’un des recouvrements
et par b dans l’autre ; si tel n’était pas le cas, nous pourrions retirer cette occurrence
de a (ou b) à f en continuant à satisfaire nos conditions, donc f ne serait pas d’aire
minimale.

Quitte à permuter les rôles de a et de b, nous pouvons considérer que height(a) ≥
height(b) = h et appeler a′ la restriction de a à ses h lignes inférieures. Soit w le plus
grand entier tel que rect(i, j, h, w) ⊆ dom(f). Posons L = rect(i, j, h, w). Étant donné
que f possède deux recouvrements différents par {a, b}, la restriction de f à L possède
deux recouvrements par a′ et b, qui diffèrent à la position (i, j). En voyant f(L), a′ et
b comme des mots unidimensionnels sur l’alphabet Σh×1, le théorème 1.1 de Lyndon-
Schutzenberger montre qu’il existe un bloc c qui est racine de a′ et b. Comme a et b
n’ont aucune racine commune, c n’est pas racine de a ; mais alors a et b se décomposent
sur {a′, c}, et nous déduisons de U et V deux recouvrements différents de f par {a′, c}.
Nous avons |c| ≤ |b| et |a′| < |a| (sans quoi height(a) = h et a′ = a, donc c serait racine
de a), ce qui montre que la quantité |a|+ |b| n’est pas minimale : une contradiction.
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Ce théorème devient faux si Q possède trois éléments ou plus, comme observé
dans [44]. La figure 5.5 donne un contre-exemple : elle montre une configuration d’un
domaine fini, recouvert de deux façon différentes par trois blocs qui ne partagent aucune
racine commune.

Fig. 5.5 : Contre-exemple au théorème 5.9 dans le cas |Q| > 2, voir [5]

NOTHING EASIER THAN GENERALIZATION

— Jean-Yves Béziau, 2011 [11]



Chapitre 6

Quasipériodicité en deux
dimensions

Nous souhaitons maintenant étudier la quasipériodicité des configurations de Z2.
La première étape, en toute logique, est d’établir un théorème de forme normale. Celui-
ci permet de comprendre la structure des mots quasipériodiques et de créer divers
exemples intéressants, notamment pour montrer l’indépendance de la quasipériodicité
avec diverses propriétés de régularité.

Toutefois, la combinatoire des configurations de Z2 est plus complexe que celle de Z,
et nous n’avons à ce jour aucun théorème de forme normale en deux dimensions. Cela
tient au fait que les quasipériodes n’ont aucune raison d’être alignées sur un réseau
quelconque. Il est donc difficile, étant donnée une occurrence d’une quasipériode, de
définir l’occurrence au-dessus et l’occurrence à sa droite de façon unique. En effet,
dans le cas général, aucune définition naturelle n’est satisfaisante : soit les opérations
au-dessus et à droite ne commutent pas, soit les contraintes que doit respecter une
configuration pour représenter une forme normale sont telles qu’il est tout aussi difficile
de travailler sur la configuration quasipériodique directement.

Nous allons donc étudier les propriétés de la quasipériodicité sur les configurations
de Z2 sans passer par une forme normale. Nous cherchons, comme dans le cas unidi-
mensionnel, à construire des exemples de configurations quasipériodiques irrégulières,
par exemple avec une haute entropie. Toutefois, sans théorème de forme normale, nous
sommes contraints de travailler avec des gadgets, dont la preuve de bon fonctionnement
nécessite un certain travail combinatoire.

Soient q et u des blocs. Nous disons que q est une quasipériode de u si et seulement
si toute position de u est couverte par une occurrence de q. La même définition s’étend
si u est une configuration. Dans tous les cas, nous ne considérons que des quasipériodes
rectangulaires.

Il existe un algorithme en temps linéaire qui calcule toutes les quasipériodes carrées
d’un bloc carré [15]. Nous allons toutefois nous intéresser ici aux configurations, qui ont
un domaine infini, et donc nous éloigner des aspects algorithmiques. Notons tout de
même que les questions de quasipériodicité sur les blocs sont en lien avec des questions
de théorie des codes en deux dimensions ; voir par exemple [2] et ses références.

85
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6.1 Quasipériodes forçant la périodicité
Nous nous intéressons à la métaquestion suivante : si q est un bloc possédant une

certaine propriété X, toute configuration quasipériodique possède t-elle une propriété
Y ? Réciproquement, nous pouvons fixer Y et nous demander s’il existe une propriété X
la forçant. Voici un exemple de telle question : quelles sont les quasipériodes qui forcent
leurs configurations quasipériodiques à être périodiques ? Si a est une lettre, l’ensemble
des configurations a-quasipériodiques se réduit au singleton {aZ2}, dont l’étude ne
présente pas beaucoup d’intérêt. Nous souhaitons donc exclure de telles quasipériodes
de la suite de notre étude, et à cette fin nous devons les caractériser.

Rappelons que, dans le cas unidimensionnel, il existe un mot apériodique q-quasi-
périodique si et seulement si la racine primitive de q possède un bord non vide, comme
l’énonce la remarque 1.7. Ce résultat se généralise en deux dimensions. Dans un bloc
q, un bord diagonal est un bloc apparaissant dans deux coins opposés de q.
Théorème 6.1. Soit q un bloc fini. Il existe une configuration q-quasipériodique, non
périodique si et seulement si la racine primitive de q a un bord diagonal non vide.
Cette section est consacrée à la preuve du théorème 6.1.

En premier lieu, supposons que w soit une configuration à la fois q-quasipériodique
et apériodique. Il existe alors deux occurrences de q qui se chevauchent, sans quoi w
serait q-périodique. De plus, le chevauchement n’est pas une puissance de la racine
primitive de q, car si tous les chevauchements étaient ainsi, la racine primitive serait
période de w. Nous en déduisons que la racine primitive de q possède un bord diagonal
non vide.

Montrons maintenant la réciproque : supposons que r, la racine primitive de q,
possède un bord diagonal non vide b, et construisons une configuration apériodique
admettant q comme quasipériode. Considérons pour cela les quatre tuiles α, β, γ et δ
de la figure 6.1. Chaque rectangle est une occurrence de q, et le chevauchement est
systématiquement b.

Soit A = {a1, a2, a3, a4} et µ la fonction de AZ2 vers ΣZ2 définie par
µ(a1) = α µ(a2) = β µ(a3) = δ µ(a4) = γ.

Si la configuration donnée en entrée obéit à certaines conditions de régularité, la fonc-
tion µ se comporte comme un morphisme avec une forme inhabituelle de concaténation.
Sur la figure 6.1, chaque tuile possède des ancres, qui sont les lettres signalées par les
carrés gris. La concaténation horizontale s’effectue en superposant l’ancre droite de la
première tuile et l’ancre inférieure gauche de la seconde. De la même façon, la concaté-
nation verticale s’effectue en superposant l’ancre supérieure de la première tuile avec
l’ancre inférieure gauche de la seconde. Notons ∪ l’union de deux fonctions de domaines
disjoints, c’est-à-dire que (u∪v)[x, y] = u[x, y] si (x, y) ∈ dom(u) et (u∪v)[x, y] = v[x, y]
si (x, y) ∈ dom(v). De plus, l’opérateur Sn,m (comme shift) est la translation par le
vecteur (n,m). Alors nous avons

µ(ai u) = µ(ai) ∪ (Sheight(b),4width(q) ◦ µ)(u),
µ( u

v ) = µ(u) ∪ (S4 height(q),width(b) ◦ µ)(v).
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α = µ(a1) β = µ(a2)

δ = µ(a3) γ = µ(a4)

Fig. 6.1 : Quatre tuiles pour construire un mot q-quasipériodique. Chaque rectangle
est une occurrence de q.

Si u est un bloc, l’ancre inférieure gauche de µ(u[i, j]) a pour coordonnées

(4j height(q) + i height(b); 4iwidth(q) + j width(b)).

La figure 6.2 illustre le fonctionnement de µ.

Fig. 6.2 : Représentation de µ ( a3 a4 a4 a3
a1 a2 a2 a1 ), chaque rectangle est une occurrence de q.

Nous disons qu’une configuration sur l’alphabet A est idoine si elle satisfait les condi-
tions suivantes :

1. chaque ligne est soit sur l’alphabet {a1, a2} soit sur l’alphabet {a3, a4} ;



88 CHAPITRE 6. QUASIPÉRIODICITÉ EN DEUX DIMENSIONS

2. chaque colonne est soit sur l’alphabet {a1, a3} soit sur l’alphabet {a2, a4}.

Observons que, si w est idoine, alors µ(w) est bien définie. Chaque lettre de µ(a1a2),
µ(a2a1), µ(a3a4) et µ(a4a3) est bien définie, de même que chaque lettre de µ( a1

a3 ), µ( a3
a1 ),

µ( a2
a4 ), µ( a4

a2 ). En effet, nulle position ne reçoit deux lettres différentes, et l’image de
µ(w) ne possède aucun « trou » ; plus formellement :

• pour tous entiers i, j, j1, j2 tels que j1 ≤ j ≤ j2, si (i, j1) et (i, j2) sont dans le
domaine de w, alors (i, j) y appartient également ;

• pour tous entiers j, i, i1, i2 tels que i1 ≤ i ≤ i2, si (i1, j) et (i2, j) sont dans le
domaine de w, alors (i, j) y appartient également.

Montrons maintenant que µ préserve l’apériodicité : si w est apériodique, alors µ(w)
l’est également.

Lemme 6.2. Soient x, y deux éléments différents de l’ensemble {α, β, γ, δ}. Alors
une occurrence de x et une occurrence de y ne peuvent se chevaucher si leurs ancres
coïncident.

En d’autres termes, les situations montrées par la figure 6.3 ne se produisent jamais.

Fig. 6.3 : Tous les chevauchements possibles pour α, β, γ, δ.

Démonstration. Il y a six valeurs possibles pour l’ensemble {x, y}. La preuve fonctionne
toujours de la même façon, à symétrie près, nous traiterons donc uniquement le cas
x = α et y = β (en haut à gauche sur la figure 6.3). Nous appelons q le bloc utilisé
pour la construction des tuiles, r sa racine primitive, et b un bord diagonal de r.

Supposons que x et y puissent se superposer. Alors il existe trois occurrences de q
verticalement alignées, q1, q2 et q3, telles que q1 est facteur de q2q3. (Par exemple, voir
la deuxième colonne d’occurrences q sur la figure 6.3.) Si nous regardons q1, q2 et q3
comme des mots sur l’alphabet Σ1×width(q), nous voyons qu’il existe des mots x, x′ sur
Σ1×width(q) tels que q1 = xx′ et q2 = q3 = x′x (la concaténation est effectuée du haut
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vers le bas). Par le théorème 1.1, les mots x et x′ (et donc q) sont des puissances d’un
même mot s sur l’alphabet Σ1×width(q).

Le bloc s est un préfixe vertical de q et de x. Il existe donc trois occurrences de
s, verticalement alignées, s1, s2 et s3, telles que s1 est facteur interne de s2s3. Il existe
donc des mots y, y′ sur l’alphabet Σheight(s)×1 tels que s1 = yy′ et s2 = s3 = y′y et
width(y′) = width(b). Par le théorème 1.1 à nouveau, il existe un mot t sur l’alphabet
Σheight(s)×1 tel que y et y′ (et donc s) sont des puissances de t.

Soient k, ℓ les entiers vérifiant q = sk (en concaténation verticale) et s = tℓ (en
concaténation horizontale). Alors q = tk×ℓ et t est une racine de q. De plus,

width(t) ≤ width(y′) = width(b) et height(t) = height(s) ≤ height(b)

Ainsi, |t| ≤ |b|, ce qui implique une contradiction : soit t = b, ce qui est impossible car
b est un bord de (donc un bloc strictement plus petit que) la racine primitive de q, soit
t ⊂ b ⊆ r, et dans ce cas t est la racine primitive de q, qui ne peut donc être r.

Lemme 6.3. Soit q un bloc, r sa racine primitive et b un bord diagonal non vide
de r. Soit w une configuration apériodique et idoine. Alors µ(w) est apériodique et
q-quasipériodique.

Démonstration. Par construction, µ(w) est q-quasipériodique pour tout w. Supposons
que µ(w) a un vecteur de périodicité p ∈ Z2 non nul. Nous démontrons que, dans ces
conditions, w est périodique.

Soit a ∈ Z2 les coordonnées d’une ancre d’une tuile de µ(w). Pour tout i ∈ Z, posons
ti = a + ip. Comme les tuiles contiennent au plus 16 × width(q) × height(q) lettres,
par principe des tiroirs, il existe deux coordonnées ti et tj qui se trouvent à la même
position relative de l’ancre de leurs tuiles respectives. La différence de coordonnées
entre ces deux ancres est donc un multiple de p.

Appelons Ti (respectivement Tj) la tuile couvrant la position ti (respectivement tj).
Comme Ti est la translation par (j−i)×p de Tj, par le lemme 6.2, elles sont occurrences
d’une même tuile. De la même façon, le voisin du dessus et de droite de Ti et de Tj

sont également égaux. En itérant cet argument, nous déduisons que w lui-même est
périodique.

Ceci achève la preuve du théorème 6.1. Nous appelons quasipériode triviale toute
quasipériode dont la racine primitive admet le bloc vide comme seul bord diagonal.
Si une configuration possède une quasipériode triviale, alors elle est nécessairement
périodique. A contrario, toute quasipériode non triviale admet une configuration apé-
riodique.

6.2 Configurations quasipériodiques irrégulières
Poursuivons la généralisation des résultats élémentaires du cas unidimensionnel aux

configurations de Z2. Comme le montre la proposition 2.7, la quasipériodicité en une
dimension n’est pas une bonne notion de symétrie : il existe toutes sortes de mots,
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très simples ou très irréguliers, qui sont quasipériodiques. Sans grande surprise, cette
constatation se retrouve dans le cas bidimensionnel : rajouter une dimension ajoute de
la liberté pour créer du désordre.

Proposition 6.4. Soit q une quasipériode non triviale. Il existe une configuration q-
quasipériodique qui n’est pas uniformément récurrente, et il existe une configuration
q-quasipériodique dont les fréquences de certains facteurs ne convergent pas.

Démonstration. Nous reprenons les définitions et notations de la section précédente.
Considérons w ∈ AZ2 , représenté sur la figure 6.4 et défini comme suit :

• w[0, 0] = a4 ;
• w[i, 0] = a2 pour j ∈ Z∗ ;
• w[0, j] = a3 pour i ∈ Z∗ ;
• w[i, j] = a1 pour i, j ∈ Z∗.

Le mot w est idoine, donc µ(w) est bien défini, q-quasipériodique, et ne contient
µ(

a1 a2 a1
a3 a4 a3
a1 a2 a1

) qu’une seule fois. En effet, il s’agit du seul facteur de cette taille comprenant
une densité de chevauchements sur b aussi élevée, comme le montre la figure 6.5. Il n’est
donc pas uniformément récurrent.

Considérons maintenant u ∈ AZ2 construit en plaçant une copie du mot de Cham-
pernowne (symétrisé pour en obtenir une version biinfinie) sur l’alphabet {a1, a2} sur
chaque ligne. La fréquence du facteur indiqué sur la figure 6.6 est proportionnelle à la
fréquence de a1a2 dans u, qui n’est pas définie. Donc ce facteur n’a pas de fréquence
dans µ(u).

6.3 Le cas de l’entropie
De façon surprenante, le résultat précédent ne s’étend pas à l’entropie topologique.

Le même type de preuve ne peut plus fonctionner, car toute configuration idoine doit né-
cessairement avoir une entropie topologique nulle. En effet, dans une telle configuration,
tout bloc de taille n× n est uniquement déterminé par sa frontière en haut et à droite,
or il y a au plus 42n+1 possibilités pour cette frontière. La suite (log(42n+1)/n2)n∈N tend
vers zéro, donc l’entropie de la configuration considérée est nulle.

Attelons-nous maintenant à construire un mot q-quasipériodique d’entropie positive.
Dans un cas précis, nous pouvons simplement importer la preuve unidimensionnelle.

Remarque 6.5. Soit q un bloc de taille h × w qui possède au moins un bord b de
pleine largeur (ou de pleine hauteur) qui ne soit pas puissance de la racine primitive de
q. Alors il existe une configuration q-quasipériodique d’entropie topologique strictement
positive.
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· · · · · ·

...

...

a4 a3 a2 a1

Fig. 6.4 : Illustration de la preuve de la proposition 6.4
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Fig. 6.5 : Facteur non récurrent dans µ(w), preuve de la proposition 6.4

Fig. 6.6 : Facteur de µ(a1a2) dont la fréquence ne converge pas dans µ(u), preuve de
la proposition 6.4
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Démonstration. Supposons sans perte de généralité que b soit de pleine largeur et appe-
lons h′ sa hauteur. Alors il existe deux blocs différents z1, z2, de taille (h+ppcm(h, h−
h′))×w, tous deux couverts par des occurrences de q : le bloc z1 est une concaténation
de l’antibord de b dans q, et le bloc z2 est une concaténation verticale d’occurrences
de q. Le morphisme par blocs défini par h(1) = z1 et h(2) = z2 est injectif ; l’image
d’une configuration d’entropie topologique positive par h a de nouveau une entropie
topologique positive, et admet q comme quasipériode puisque z1 et z2 sont tous deux
q-quasipériodiques.

Nous montrons maintenant que la construction d’un mot q-quasipériodique avec
une entropie topologique strictement positive requiert des conditions supplémentaires
sur q : la non trivialité, telle que définie à la fin de la section précédente, ne suffit plus.
Il existe d’autres cas qui forcent l’entropie topologique à être nulle.

Théorème 6.6. Soit q un bloc de taille h×w et w une configuration q-quasipériodique.
Si q possède un coin dont le seul bord est vide, alors w a une entropie topologique nulle.

Montrons maintenant le théorème 6.6. En premier lieu, nous pouvons supposer que
tous les bords sont dans le coin supérieur gauche/inférieur droit de q. Les coins opposés
n’ont pas de bords, et en particulier q n’a aucun bord pleine hauteur ni pleine largeur.

Pour deux entiers y, x, nous notons occ(y, x) l’occurrence de q dans w qui couvre
la position (y, x). S’il y a plusieurs occurrences, nous choisissons celle d’ordonnée mini-
male ; en cas d’égalité, nous choisissons celle d’abscisse minimale parmi elles. Rappelons
que les coordonnées d’une occurrence sont les coordonnées de son coin inférieur gauche.

Considérons des entiers y, x et une occurrence de domaine rect(y, x, h, w). Nous
définissons les opérateurs

right(y, x) = occ(y + h− 1, x+ w)

above(y, x) = occ(y + h, x+ w − 1)

qui donnent intuitivement l’occurrence à droite et l’occurrence au-dessus de celle en
(x, y). De plus, si y′, x′, y′′, x′′ sont les valeurs qui satisfont right(y, x) = (y′, x′) et
above(y, x) = (y′′, x′′), nous définissons les quantités

dR(y, x) = y′ − y, dA(y, x) = x′′ − x.

La figure 6.7 illustre ces définitions.
Étant donné que q n’a pas de bord dans son coin supérieur droit, les occurrences

(y, x), right(y, x) et above(y, x) ne se chevauchent pas. Les coordonnées de right(y, x)
sont donc (y + dR(x, y), x + w), et celles de above(y, x) sont (y + h, x + dA(x, y)). Si
dA(y, x) > 0 et dR(y, x) > 0 à la fois, alors (dA(y, x), dR(y, x)) est la taille d’un bord
de q dans le coin supérieur gauche. Seuls les trois cas représentés sur la figure 6.7 sont
possibles :

1. dR(y, x) = 0 et 0 ≤ dA(y, x) < w ;
2. dA(y, x) = 0 et 0 ≤ dR(y, x) < h ;



94 CHAPITRE 6. QUASIPÉRIODICITÉ EN DEUX DIMENSIONS

o
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dA(o)

Right(o)

Above(o)

Cas 1
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�
� dR(o)

Right(o)

Above(o)

Cas 2
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�
�

Right(o)

Above(o)

Cas 3

Fig. 6.7 : Illustration de above, right, dA and dR. Les marques □ et ■ montrent les
lettres couvertes par right(o) et above(o), respectivement.

3. (dA(y, x), dR(y, x)) est la taille d’un bord non vide du coin supérieur gauche de
q.

Lemme 6.7. Soient w et q comme dans le théorème 6.6. Soient (x, y) les coordonnées
d’une occurrence de q dans w. Alors,

(right ◦ above)(y, x) = (above ◦ right)(y, x) = occ(y + h+ dR(x, y), x+ w + dA(x, y)).

Démonstration. Soient y′, x′ les entiers définis par

x′ = x+ w + dA(y, x) et y′ = y + h+ dR(y, x).

L’occurrence occ(y′, x′) a nécessairement (y′, x′) comme coordonnées pour son coin
inférieur gauche : sans cela, l’occurrence (y′, x′) chevaucherait soit right(y, x), soit
above(y, x) par le coin supérieur droit, ce qui est exclu (cf. figure 6.8). Ainsi, le coin
supérieur droit de occ(y′, x′) a pour coordonnées

(y + 2h+ dR(x, y)− 1, x+ 2w + dA(x, y)− 1).

Observons que

(right ◦ above)(y, x) = occ(y + dR(x, y) + h, x+ 2w − 1) et
(above ◦ right)(y, x) = occ(y + 2h− 1, x+ w + dA(x, y)).

Ces deux points sont couverts par occ(y′, x′), ce qui peut se vérifier directement sur la
figure 6.8 ou plus formellement par des calculs de coordonnées

x+ w + dA(y, x) ≤ x+ 2w − 1 ≤ x+ 2w + dA(y, x)− 1,

y + h+ dR(y, x) ≤ y + 2h− 1 ≤ y + 2h+ dR(y, x)− 1.
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De plus, occ(y′, x′) est l’occurrence le plus en bas et le plus à gauche couvrant ces
deux points. Toute occurrence plus bas ou plus à gauche chevaucherait above(y, x)
ou right(y, x) par le coin supérieur droit, ce qui est exclu. Donc, par définition de
l’opérateur occ, l’occurrence occ(y′, x′) est bien celle recherchée.

Occ(x, y)

Occ(x′, y′)

Right(x, y)

�

Above(x, y)

�

Cas 1

Occ(x, y)

Right(x, y)

�
Above(x, y)

�
Occ(x′, y′)

Cas 2

Occ(x, y)
Right(x, y)

�

Above(x, y)

�

Occ(x′, y′)

Cas 3

Fig. 6.8 : Illustration de la preuve du lemme 6.7. La marque ■ indique (y+2h− 1, x+
w + dA(y, x)) et □ indique (y + dR(x, y) + h, x+ 2w − 1).

Démonstration du théorème 6.6. Soit n un entier et B un bloc arbitraire de w de taille
n×n, dont les coordonnées sont (y, x). Soient u1, . . . , uk la suite des occurrences de q qui
couvrent la frontière inférieure de B, c’est-à-dire les positions {(y, x), . . . , (y, x+n−1)}.
De même, soit v1, . . . , vℓ la suite des occurrences de q qui couvrent la frontière gauche
de B, c’est-à-dire les positions {(y, y), . . . , (y + n− 1, x)}. Observons que u1 = v1.

Par le lemme 6.7, B est uniquement déterminé par u1, . . . , uk, v1, . . . , vℓ et les coor-
données de B relativement à celles de u1. Nous bornons le nombre de possibilités pour
B. Pour tout entier i compris entre 1 et k − 1, nous avons soit ui+1 = right(ui), soit
above(ui+1) = right(ui), il y a donc 2k < 2n possibilités pour la suite (ui). De la même
façon, pour tout entier j compris entre 1 et ℓ − 1, nous avons soit vj+1 = above(vj),
soit right(vj+1) = above(vj), donc au plus 2ℓ < 2n possibilités pour la suite (vj). Nous
avons donc au plus |q| × 22n possibilités pour B. Observons que

lim
n→∞

log2(|q| × 22n)

n2
= lim

n→∞

2n+ log2 |q|
n2

→ 0,

et donc w a une entropie topologique nulle.

Reste donc à explorer le dernier cas, en dehors de la remarque 6.5 et du théo-
rème 6.6 : que se passe-t-il si un bloc q possède des blocs dans tous les coins, mais pas
de bord pleine largeur/hauteur ? Après d’infructueuses tentatives de construire un mot
q-quasipériodique d’entropie non nulle, nous formulons la conjecture suivante.
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Conjecture 6.8. Soit q un bloc qui possède des bords dans tous les coins, mais pas de
bord pleine largeur ou pleine hauteur. Alors toute configuration q-quasipériodique est
d’entropie nulle.

Idée de preuve. Considérer w une configuration q-quasipériodique, c un carré n×n
arbitraire, et définir u comme l’union de toutes les occurrences de q qui recouvrent une
position de c dans w. Montrer que la frontière du domaine de u détermine uniquement
les lettres de u, par des techniques analogues à la preuve du théorème 5.9.

Si cette conjecture se révélait vraie, nous aurions le résultat suivant. Soit q un bloc.
Il existe une configuration q-quasipériodique d’entropie strictement positive si et seule-
ment si q possède un bord pleine largeur (ou pleine hauteur) qui n’est pas une puissance
de sa racine primitive. En d’autres termes, il n’existerait qu’une seule façon de « créer
de l’entropie » avec une quasipériode : en construisant des lignes (ou des colonnes) d’oc-
currences, indépendantes les unes des autres, dont les successions chevauchement/non
chevauchement contiennent de l’entropie. Intuitivement, la seule façon de créer de l’en-
tropie en deux dimensions serait d’émuler le comportement unidimensionnel.

A mathematician is a device turning coffee into theorems.

— Folklore, attribué à Alfréd Rényi



Chapitre 7

Quasipériodicité multi-échelles en
deux dimensions

Dans ce chapitre, nous définissons la quasipériodicité multi-échelles sur les confi-
gurations de Z2. Le passage des configurations de N à Z avait posé problème pour
l’uniforme récurrence ; notre objet d’étude étant les configurations de Z2, nous verrons
que les mêmes problèmes se posent. Toutefois, dans les configurations multi-échelles,
l’entropie topologique est nulle et les fréquences des facteurs convergent. Nous mon-
trerons ce dernier point sans utiliser d’outils de théorie ergodique, afin de minimiser
les prérequis nécessaires à la lecture de ce chapitre et de montrer comment travailler
combinatoirement sur les blocs.

En une dimension, la quasipériodicité multi-échelles se définit comme le fait d’avoir
une infinité de quasipériodes, mais nous ne pouvons pas généraliser naïvement cette
définition. En effet, dans ce cas, toute configuration dont chaque ligne (ou chaque
colonne) est quasipériodique multi-échelles, avec le même ensemble de quasipériodes,
serait à son tour quasipériodique multi-échelles. Nous sommes ici particulièrement at-
tachés à étudier les phénomènes spécifiques aux configurations en dimension 2, nous
allons donc exclure ce cas de figure. Une configuration w est appelée quasipériodique
multi-échelles si et seulement si, pour tout entier naturel n, la configuration w possède
une quasipériode dont la hauteur et la largeur sont supérieures à n.

7.1 Entropie topologique
Comme nous l’avons mentionné, la quasipériodicité multi-échelles sur les mots in-

finis implique diverses propriétés : uniforme récurrence, unique ergodicité, et faible
complexité en facteurs donc entropie topologique nulle (théorème 2.8). Nous cherchons
maintenant à généraliser ces résultats aux mots en deux dimensions.

Proposition 7.1. Toute configuration quasipériodique multi-échelles a une entropie
topologique nulle.

Démonstration. Soit w une configuration multi-échelles et q une quasipériode de taille
n ×m de w. Sans perte de généralité, supposons n ≤ m. Soit s un bloc arbitraire de

97
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taille m ×m de w. Ce bloc est couvert d’occurrences de q (qui peuvent dépasser), et
la position relative de ces occurrences et de s détermine uniquement s.

Nous avons besoin d’au plus 4m occurrences de q pour couvrir s. En effet, chaque
occurrence de q doit avoir l’un de ses coins dans s. Si deux occurrences o, o′ de q
ont toutes deux leurs coins inférieurs droits sur la même ligne de s, avec o′ le plus à
droite, alors dom(o)∩dom(s) ⊆ dom(o′)∩dom(s) et l’occurrence de o n’apporte aucune
information supplémentaire sur s par rapport à o′. Étant donné qu’un rectangle possède
4 coins et que s possède m lignes, s est uniquement déterminé par 4m occurrences de
q. Chacune de ces m occurrences est uniquement déterminée par sa position relative
au bord gauche de s. Ainsi, le nombre Pw(m,m) de possibilités pour s est borné par
m4m. Comme log(m4m)/m2 = 4m log(m)/m2 tend vers 0 quand m tend vers l’infini,
l’entropie de w est nulle.

7.2 Uniforme récurrence
Proposition 7.2. Toute configuration de N2 qui est quasipériodique multi-échelles est
uniformément récurrente.

Démonstration. Chaque quasipériode apparaît à l’origine de la configuration et les
quasipériodes grandissent dans les deux directions, donc tout facteur apparaît dans
une quasipériode et le résultat suit.
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Fig. 7.1 : Configuration multi-échelles, mais non récurrente

Toutefois, il existe des configurations de Z2 qui ne sont pas uniformément récur-
rentes. La figure 7.1 en présente une, pour une quasipériode q dont la racine primitive
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possède un bord diagonal non vide, par exemple q = b b a
a b b . Le facteur central

b b b b a
b b a b b
a b b b b

n’apparaît qu’une seule fois, et n’est donc pas récurrent ni uniformément récurrent.
Nous pouvons introduire une version forte de la quasipériodicité multi-échelles qui force
l’uniforme récurrence : une configuration w est fortement multi-échelles si tout facteur
de w est un facteur d’une quasipériode de w. En d’autres termes, pour tout facteur u
de w, il existe une quasipériode q de w telle que u est facteur de q. Considérons par
exemple r =

□ ■ □
■ □ ■
□ ■ □

et h le morphisme défini par

h(□) = r1×3

=
□ ■ □ □ ■ □ □ ■ □
■ □ ■ ■ □ ■ ■ □ ■
□ ■ □ □ ■ □ □ ■ □

h(■) = damier 3× 9

=
□ ■ □ ■ □ ■ □ ■ □
■ □ ■ □ ■ □ ■ □ ■
□ ■ □ ■ □ ■ □ ■ □

Ce morphisme admet un point fixe hω(□), qui est une configuration de Z2. (Pour
obtenir le point fixe, nous positionnons le centre des hn(□) à l’origine, de telle façon
que hn+1(□) soit une extension de hn(□).) Cette configuration admet r, h(r), h2(r), . . .
comme quasipériodes. En outre, tout facteur de cette configuration est un facteur de
hn(□) pour un certain n, donc en particulier un facteur de hn(r). Cette configuration
est donc fortement multi-échelles.

Proposition 7.3. Une configuration w est fortement multi-échelles si et seulement si
elle est multi-échelles et uniformément récurrente.

Démonstration. La propriété de forte quasipériodicité multi-échelles implique l’uni-
forme récurrence par définition. Réciproquement, considérons w une configuration qua-
sipériodique multi-échelles qui soit uniformément récurrente, et B un bloc de w. Alors
il existe un entier n tel que tout bloc de taille n× n contienne B. Par définition de la
quasipériodicité multi-échelles, il existe une quasipériode de taille supérieure à n × n ;
cette dernière doit nécessairement contenir une occurrence de B.

7.3 Fréquences de facteurs
Penchons-nous maintenant sur les fréquences des facteurs des configurations multi-

échelles. Cette section est consacrée à la preuve du résultat suivant.

Théorème 7.4. Toute configuration de Z2 quasipériodique multi-échelles a des fré-
quences qui convergent pour tous ses facteurs.
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Rappelons que si u, v sont des blocs finis, alors |u| = width(u) × height(u) et |v|u
est le nombre d’occurrences de u dans v. La fonction fu est définie par fu(v) = |v|u/|v|.
Si w est une configuration de Z2, alors

fu(w) = lim
n→∞

fu(w[(−n,−n), . . . , (+n,+n)]).

Notre objectif est de montrer que, si w est une configuration quasipériodique multi-
échelles, alors fu(w) est bien définie pour tout bloc u ; en particulier, nous devons
montrer que la limite ci-dessus converge. Rappelons que L≥k×k(w) est l’ensemble des
blocs de w dont la largeur et la hauteur sont plus grandes que k. Pour les besoins de
la preuve, nous étendons les définitions de |v| et |v|u aux figures de domaine non néces-
sairement rectangulaire. Alors |v| = card(dom(v)) et |v|u est le nombre d’occurrences
complètes de u dans v.

Lemme 7.5. Soit v un bloc fini et v1, v2 une partition de v, c’est-à-dire deux figures
telles que dom v1 ∩ dom v2 = ∅ et v1 ∪ v2 = v. Soit u un bloc. Si v1 est un bloc dans un
coin de v, alors :

|v1|u ≤ |v1|u + |v2|u ≤ |v|u ≤ |v1|u + |v2|

Démonstration. Les deux premières inégalités sont immédiates par les propriétés de
v1, v2. Pour la troisième inégalité, observons que toute occurrence de u dans v est
soit entièrement contenue dans v1, soit dans v2, soit se trouve à cheval entre les deux.
Les occurrences du premier type sont au nombre de |v1|u par définition ; les autres
occurrences ont toutes un coin dans v2, et il ne peut y avoir plus de telles occurrences
que de lettres dans v2.

Lemme 7.6. Soient x, y, z des réels strictement positifs et (un)n∈N une suite de blocs
telle que, pour tout n, nous avons un ∈ Σ>n×n. Alors la relation

lim
n→∞

|un|
xwidth(un) + y height(un) + z

→ +∞.

est satisfaite.

Démonstration. Comme x, y sont positifs, les deux fonctions suivantes sont croissantes.

w 7→ wh

xw + yh+ z
h 7→ wh

xw + yh+ z

De plus, width(un) > n et height(un) > n pour tout entier n, donc la relation suivante
est vérifiée pour des valeurs de n arbitrairement grandes.

n2

(x+ y)n+ z
<

|un|
xwidth(un) + y height(un) + z

Le résultat suit par le fait que la fonction n 7→ n2/(n× (x + y) + z) n’a pas de borne
supérieure.
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Lemme 7.7. Soit w une configuration quasipériodique multi-échelles et u un bloc de
w dont la fréquence ne converge pas. Alors il existe un réel ε > 0, un réel t ∈ [0; 1], un
ensemble infini V de facteurs de w et un ensemble infini Q de quasipériodes de w qui
satisfont l’une ou l’autre des relations suivantes

∀q ∈ Q, ∀v ∈ V , fu(v) < t− ε < t < fu(q) ou alors
∀q ∈ Q, ∀v ∈ V , fu(v) > t+ ε > t > fu(q),

et les ensembles L≥k×k(w) ∩ V et L≥k×k(w) ∩Q sont non vides pour tout entier k.
Démonstration. La suite (fu(w[(−n,−n), . . . , (+n,+n)]))n∈N prend ses valeurs dans le
compact [0; 1]. Puisqu’elle ne converge pas, elle possède deux valeurs d’adhérence ℓ1 et
ℓ2 telles que ℓ1 < ℓ2. Posons t = (ℓ1 + ℓ2)/2 et ε = (ℓ2 − ℓ1)/4. Définissons

B− = {v | v ∈ L(w) et fu(v) < t}, et
B+ = {v | v ∈ L(w) et fu(v) ≥ t}.

L’ensemble {B−, B+} forme une partition de L(w), donc par le principe des tiroirs, il
y a soit une infinité de quasipériodes dans B−, soit une infinité de quasipériodes dans
B+. (Si les deux ensembles contiennent une infinité de quasipériodes, nous considérons
l’un des deux au choix.) Nous distinguons ces deux cas.

Cas 1. Si B− contient une infinité de quasipériodes, posons Q l’ensemble des qua-
sipériodes appartenant à B−. Il existe une sous-suite de (w[(−n,−n), . . . , (+n,+n)]),
disons vn, telle que fu(vn) converge vers ℓ2 = t+2ε. Il existe donc un entier n0 tel que,
pour tout n > n0, nous avons fu(vn) > t+ ε. Prenons alors V = {vn |n > n0}.

Cas 2. Symétriquement, si B+ contient une infinité de quasipériodes, appelons
Q l’ensemble des quasipériodes appartenant à B+. Il existe alors une sous-suite de
(w[(−n,−n), . . . , (+n,+n)]), disons (vn), qui converge vers ℓ1 = t − 2ε. Il existe donc
un entier n0 tel que, pour tout n > n0, nous avons fu(vn) > t − ε. Prenons alors
V = {vn |n > n0}.
Lemme 7.8. Soit w une configuration quasipériodique multi-échelles et u un facteur
de w. Supposons qu’il existe un réel ε > 0 et un réel t ∈ [0; 1] tels que les deux conditions

∀k ∈ N, ∃v ∈ L≥k×k(w) tel que fu(v) ≤ t− ε,

∀k ∈ N, ∃q ∈ L≥k×k(w) ∩Q(w) tel que fu(q) > t,

sont satisfaites. Alors la relation

∀k ∈ N, ∃v′ ∈ L≥k×k(w) et fu(v′) ≤ t− 11

10
ε

est vérifiée également.
Démonstration. Soit k un entier ; nous montrons qu’il existe un bloc v′ approprié.

Soit v un élément de L(w) tel que fu(v) ≤ t − ε et q une quasipériode de w telle
que fu(q) > t. Posons

α = 2width(q) height(v) + 2 height(q)width(v) + 4|q|,
β = 2k × (width(q) + height(q)).
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En utilisant le lemme 7.6, nous pouvons choisir une quasipériode q qui satisfait les
relations suivantes,

width(q) > 10k (7.1)
height(q) > 10k (7.2)

|q| > 10β (7.3)

t|q| > (t− ε

10
)(|q|+ β) (7.4)

puis un facteur v qui satisfait la relation
α

|v|
<

ε

10
(7.5)

en observant que cette dernière est équivalente à |v|/α > 10/ε.
Soit x un bloc, d’aire minimale, dont la largeur est multiple de 2width(q) et la

hauteur multiple de 2 height(q), tel que v apparaît dans le coin inférieur gauche de x.
Comme x est minimal, nous avons width(x) − width(v) < 2width(q) et height(x) −
height(v) < 2 height(q) (cf. figure 7.2), donc |v| ≤ |x| ≤ |v| + α (par définition de α).
En particulier, |x|u ≤ |v|u + α par le lemme 7.5, et nous pouvons écrire

fu(x) ≤
|v|u + α

|x|

en utilisant |v| ≤ |x|, l’équation (7.5) et fu(v) < t− ε, cette relation se réécrit

fu(x) ≤ t− 9ε

10
. (7.6)

β =

v

< 2width(q)

< 2 height(q)

Fig. 7.2 : Anatomie d’un bloc x.

La largeur et la hauteur de x étant des multiples du double de la largeur et de
la hauteur de q, nous pouvons découper x en blocs de taille 2width(q) × 2 height(q).
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Appelons-les zi,j, pour i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . ,m}. Étant donné que fu(x) ≤ t− 9ε
10

,
il existe un bloc y dans l’ensemble des zi,j tel que fu(y) ≤ t − 9ε

10
. Si tel n’était pas le

cas, en appliquant le lemme 7.5, nous obtiendrions

fu(x) ≥
∑

1≤i≤n

∑
1≤j≤m

|zi,j|
|x|

fu(zi,j) > (t− 9ε

10
)
∑
i

∑
j

|zi,j|
|x|

= t− 9ε

10
≥ fu(x),

une contradiction car l’une des inégalités est stricte.
Décomposons y en cinq blocs : une occurrence de q et quatre blocs m1,m2,m3,m4,

comme montré sur la figure 7.3. Par la définition des mi et le fait que width(q),
height(q) > 10k, nous avons

width(m1) ≥ width(q) > 10k

width(m3) ≥ width(q) > 10k

width(m2) + width(m4) = width(q) > 10k

height(m2) ≥ height(q) > 10k

height(m4) ≥ height(q) > 10k

height(m1) + height(m3) = height(q) > 10k

Nous pourrions potentiellement avoir soit width(m2) < k, soit width(m4) < k, mais
pas les deux. Si min(width(m2),width(m4)) < k, posons σ la valeur parmi {2, 4}
telle que width(mσ) < k ; autrement, posons m0 = ε et σ = 0. De la même fa-
çon, nous pourrions avoir height(m1) < k ou height(m3) < k, mais pas les deux.
Si min(height(m1), height(m3)) < k, posons τ l’unique valeur parmi {1, 3} qui satisfait
height(mτ ) < k ; autrement, nous posons τ = 0. Définissons q′ = q ∪mσ ∪mτ .

Observons que height(mσ) ≤ 2 height(q) et width(mτ ) ≤ 2width(q), donc par défi-
nition de β nous avons |q| ≤ |q′| = |q|+ |mσ|+ |mτ | ≤ |q|+ β. De plus |q|/|y| = 1/4, et
par l’équation (7.3), |q|+ β ≤ 11|q|/10 ; nous pouvons écrire

1

4
≤ |q

′|
|y|
≤ 11

40
. (7.7)

De plus |q|u ≤ |q′|u, car q′ contient q. En utilisant fu(q) > t et l’équation (7.4), nous
pouvons écrire

fu(q
′) ≥ |q|u

|q′|
= fu(q)

|q|
|q′|

> t
|q|
|q|+ β

> t− ε

10
.

Considérons à présent une nouvelle décomposition de y en q′,m′
1,m

′
2,m

′
3,m

′
4 comme

suit : si width(mi) > k et height(mi) > k, alors nous posons m′
i = mi ; autrement,

m′
i est le bloc vide. Sans perte de généralité, supposons que m′

1 est non vide (il existe
toujours au moins deux m′

i non vides) et tel que fu(m
′
1) est minimal parmi les m′

i non
vides. Soit µ = |m′

1| + |m′
2| + |m′

3| + |m′
4|. Nous avons |y| = |q′| + µ ; en appliquant le

lemme 7.5, nous écrivons

fu(y) ≥
|q′|u + µfu(m

′
1)

|y|
= fu(q

′)
|q′|
|y|

+ fu(m
′
1)

µ

|y|
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q

m4

m3

m2

m1

2 height(q)

2width(q)

Fig. 7.3 : Anatomie du bloc y.

Supposons, en vue d’une contradiction, que fu(m
′
1) ≥ t− 11ε

10
, et réécrivons la relation

ci-dessus à l’aide de l’équation (7.7) et de |y| = |q′|+ µ en

fu(y) ≥ t

(
µ+ |q′|
|y|

)
− ε

(
3

4
× 11

10
+

11

40
× 1

10

)
= t− 341

400
ε

Donc fu(y) ≥ t− 341
400

ε > t− 9
10
ε ≥ fu(y) : une contradiction. Nous avons donc fu(m

′
1) <

t− 11
10
ε, et m′

1 convient pour v′.

Nous allons prouver un lemme symétrique, qui permet d’obtenir des fréquences
« de plus en plus grandes ». Tout d’abord, nous avons besoin d’un résultat technique
supplémentaire.

Lemme 7.9. Soit u un bloc fini, et v un autre bloc fini pouvant être décomposé en des
blocs v1, . . . , vn disjoints tels que width(vi) > width(u) et height(vi) > height(u) pour
tout i entre 1 et n. Alors,

fu(v) ≤
n∑

i=1

|vi|u + width(vi)× height(u) + height(vi)× width(u)
|v|

Démonstration. Chaque occurrence de u dans v possède son coin inférieur gauche dans
l’un des vi. Chaque occurrence est soit entièrement contenue dans vi, soit déborde. Il
y a au plus |vi|u et au plus width(vi) × height(u) + height(vi)× width(u) occurrences
de chaque sorte, d’où la borne.

Le lemme suivant est presque symétrique au lemme 7.8, nous ne donnerons donc
dans la preuve que les différences par rapport à celui-ci.
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Lemme 7.10. Soit w une configuration quasipériodique multi-échelles et u un bloc de
w. Supposons qu’il existe en réel ε > 0 et un réel t ∈ [0; 1] tels que les deux conditions

∀k ∈ N,∃v ∈ L≥k×k(w) tel que fu(v) ≥ t+ ε

∀k ∈ N,∃q ∈ L≥k×k(w) ∩Q(w) tel que fu(q) < t

sont satisfaites, alors la relation

∀k ∈ N, ∃v′ ∈ L≥k×k(w) et fu(v′) ≥ t+
11

10
ε

est vérifiée.

Démonstration. Soient q une quasipériode et v un facteur de w vérifiant fu(q) < t et
fu(v) ≥ t+ ε. Posons

α = 2(width(q)× height(v) + height(q)× width(v)) + 4|q|
β = 2k × (width(q) + height(q))
γ = 2(width(q) height(u) + height(q)width(u))
δ = 3(width(q)× height(u) + height(q)× width(u))

Grâce au lemme 7.6, nous pouvons choisir q assez grand pour vérifier les relations
suivantes,

width(q) > 10k (7.8)
height(q) > 10k (7.9)

β

|q|
<

ε

10
(7.10)

γ

4|q|
<

ε

1000
(7.11)

δ

4|q|
<

ε

400
(7.12)

puis v assez grand pour vérifier les relations suivantes,

width(v) > 2width(q) (7.13)
height(v) > 2 height(q) (7.14)

(t+ ε)
|v|
|v|+ α

> t+
9ε

10
(7.15)

(Il faut observer que la relation (7.15) est équivalente à |v|/α > (t+ 9ε/10)/(ε/10).)
Considérons x un bloc d’aire minimale, de largeur multiple de 2width(q) et de

hauteur multiple de 2 height(q), tel que v apparaît dans le coin inférieur gauche de x.
Comme |x| ≤ |v| + α, nous avons |x| < 4|v|. De plus, v ⊆ x, donc |v|u ≤ |x|u, et la
relation (7.15) permet d’écrire

fu(x) ≥
|v|u
|x|
≥ (t+ ε)

|v|
|v|+ α

> t+
9ε

10
.
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Décomposons x en blocs zi,j, tels que width(zi,j) = 2width(q) et height(zi,j) =
2 height(q) pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ m. En particulier, nm = |x|/(4|q|). Étant donné
que fu(x) > t + 9ε

10
, il existe des entiers i, j tels que f(zi,j) > t + 89ε

100
. Si tel n’était pas

le cas, le lemme 7.9 permettrait d’écrire

fu(x) ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

|zi,j|u + γ

|x|

≤ t+
89

100
ε+

n∑
i=1

m∑
j=1

γ

|x|

= t+
89

100
ε+

(
|x|
4|q|
× γ

|x|

)
et la relation (7.11) permet de conclure que fu(x) < t+ 9

10
ε, une contradiction. Posons

donc y un bloc parmi les zi,j tel que fu(y) > t+ 89
100

ε, décomposons y en q,m1,m2,m3,m4

comme dans la preuve du lemme 7.8, et définissons q′ comme dans la preuve de ce même
lemme. Étant donné que |q′| ≥ |q|, le lemme 7.5, la relation fu(q) < t et l’équation (7.10)
permettent d’établir que

fu(q
′) <

|q|u
|q′|

+
β

|q′|
< t+

ε

10
.

De plus, 1/4 ≤ |q′|/|y| ≤ 11/40.
Décomposons y en q′,m′

1,m
′
2,m

′
3,m

′
4 de la même façon que dans le lemme 7.8. Soit

µ = |m′
1|+ |m′

2|+ |m′
3|+ |m′

4|. Nous avons |y| = 4|q| = |q′|+µ. Sans perte de généralité,
supposons que m′

1 est non vide et maximal pour fu parmi les m′
i.

Montrons maintenant que,

|y|u ≤ |q′|u + |m′
1|u + |m′

2|u + |m′
3|u + |m′

4|u + δ (7.16)

c’est-à-dire que δ est un majorant du nombre d’occurrences de u dans y qui s’étalent sur
plusieurs composantes. En premier lieu, voyons y décomposé sur {q,m1,m2,m3,m4},
comme sur la figure 7.3. La longueur totale des frontières horizontales est width(m2) +
width(m4) + 2width(q), et la longueur totale des frontières verticales est height(m1) +
height(m3) + 2 height(q) ; comme width(m2) + width(m4) = width(q), et height(m1) +
height(m3) = height(q), ces longueurs des frontières sont respectivement bornées par
3width(q) et 3 height(q). Ainsi, le nombre total d’occurrences de u à cheval sur deux
composantes est borné par 3×(height(u)×width(q)+width(u)×height(q)). La décom-
position {q′,m′

1,m
′
2,m

′
3,m

′
4} est produite à partir de {q,m1,m2,m3,m4} en fusionnant

des composantes, la longueur des frontières est donc inférieure ou égale. Le nombre
d’occurrences de u à cheval est donc, lui aussi, inférieur ou égal, ce qui prouve la
relation 7.16.

Nous pouvons donc écrire

fu(y) ≤ fu(m
′
1)×

µ

|y|
+ fu(q

′)× |q
′|
|y|

+
δ

|y|
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Supposons, par contradiction, que fu(m
′
1) ≤ t+ 11ε

10
. Alors,

t+
89ε

100
< fu(y) < (t+

11

10
ε)× µ

|y|
+ (t+

1

10
ε)× |q

′|
|y|

+
δ

|y|

d’où l’on tire
t+

89

100
ε < fu(y) < t+

342ε

400
< t+

89

100
ε,

une contradiction. Nous avons donc fu(m
′
1) > t+ 11ε

10
; posons v′ = m′

1 et le lemme est
démontré.

Nous sommes maintenant prêts pour la preuve du théorème 7.4.

Démonstration du théorème 7.4. Supposons que w soit une configuration quasipério-
dique multi-échelles et que u soit un facteur de w dont la fréquence ne converge pas.
Par le lemme 7.7, il existe des réels t ∈ [0; 1] et ε > 0, un ensemble infini de blocs V et
un ensemble infini de blocs Q tels que :

• soit ∀v ∈ V ,∀q ∈ Q, fu(v) > t+ ε > t > fu(q) ;
• soit ∀v ∈ V ,∀q ∈ Q, fu(v) < t < t− ε < fu(q) ;

de plus, V ∩ L≥k×k(w) et Q∩ L≥k×k(w) sont non vides pour tout k.
Cas 1 : fu(v) < t < t − ε < fu(q). Le lemme 7.8 affirme qu’il existe un ensemble

infini de blocs V ′, avec les mêmes propriétés que v, tel que ∀v′ ∈ V ′, fu(v
′) < t − 11

10
ε.

En appliquant le lemme de nouveau à V ′, et ainsi de suite, nous obtenons des facteurs
dont les fréquences tendent vers −∞, donc en particulier sont inférieures à 0 : une
contradiction.

Cas 2 : fu(v) > t + ε > t > fu(q). Le lemme 7.10 affirme qu’il existe un ensemble
infini de blocs V ′, avec les mêmes propriétés que v, tel que ∀v′ ∈ V ′, fu(v

′) > t + 11
10
ε.

En appliquant le lemme de nouveau à V ′, et ainsi de suite, nous obtenons des facteurs
dont les fréquences tendent vers +∞, donc en particulier sont supérieures à 1 : une
contradiction.
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A comathematician is a device turning cotheorems into ffee.

— Folklore



Chapitre 8

Perspectives

Ce court chapitre conclut la thèse en récapitulant des problèmes laissés ouverts
après les travaux présentés dans ce manuscrit. Certains ont déjà été signalés au cours
du texte, d’autres non.

8.1 Problèmes d’algorithmique
Dans le chapitre 3, nous avons fourni une méthode d’étude des quasipériodes d’un

mot fini arbitraire. Cette méthode n’est pas à proprement parler un algorithme, puisque
les objets que nous manipulons sont, par essence, infinis. Toutefois, certains mots infinis
admettent des représentations finies, par exemple les mots morphiques. La question sui-
vante est donc naturelle : existe t-il un algorithme qui, étant donné un mot morphique
w et un mot fini q, teste si q est une quasipériode de w ?

Si un mot infini est défini par w = f(gω(a)), pour une lettre a et des morphismes
f, g non effaçants, il est possible de calculer l’ensemble des facteurs d’une longueur
donnée de w en temps fini. En calculant les facteurs de longueur |q| + 2, nous obte-
nons le graphe de Rauzy Gw(|q| + 1), grâce auquel il est possible de tester si q est
quasipériode de w ou non. Il est donc possible d’imaginer un algorithme qui teste si
un mot fini est quasipériode d’un mot morphique, ou de façon équivalente, d’énumé-
rer les quasipériodes d’un mot morphique par ordre croissant de longueur. En poussant
l’idée plus loin, une possibilité serait d’automatiser le travail effectué dans le chapitre 3.
Par exemple, si les problèmes suivants s’avèrent décidables, une partie de l’étude du
chapitre 3 pourrait être automatisée pour certaines familles de mots infinis.

Problème 1. Entrée : un mot morphique w = f(gω(a)), un morphisme h et un
mot fini x. Sortie : booléen qui indique si les mots de la forme hn(x) sont tous des
quasipériodes de de w.

Problème 2. Entrée : un mot morphique w = f(gω(a)), un morphisme h et un
mot fini x. Sortie : booléen qui indique si le langage {hn(x) |n ∈ N} est exactement
l’ensemble des quasipériodes de w.

109
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Le problème 2 semble difficile à résoudre algorithmiquement, car il nécessite une
stratégie pour garantir que le mot w ne possède aucune quasipériode hors de celles
demandées. Nous ne disposons pas de stratégies automatisables à l’heure actuelle ;
toutefois, la réduction du problème 2 au problème de correspondance de Post (ou
au problème de l’arrêt) semble également malaisée.

Ces questions sont possiblement plus simples si l’on se restreint aux mots pure-
ment morphiques. Toutes sortes de variantes peuvent être imaginées, à partir de toute
représentation finie d’un mot infini ou d’un langage.

Le problème suivant est, en quelque sorte, la réciproque du problème 2 dans le
contexte des automates finis, au lieu des morphismes. Un automate fini A accepte un
mot infini w si et seulement si w est l’étiquette d’un chemin infini de A.

Problème 3. Entrée : un automate fini A et un mot fini q. Sortie : un booléen qui
indique si tout mot infini accepté par A possède une quasipériode q ?

Ce problème est en lien avec des problèmes ouverts dans [57] au sujet des mor-
phismes quasipériodiques : un morphisme est faiblement quasipériodique s’il envoie au
moins un mot infini non quasipériodiques sur un mot quasipériodique ; un morphisme
est fortement quasipériodique s’il envoie tout mot infini sur un mot quasipériodique. La
question concerne la caractérisation des morphismes faiblement quasipériodiques.

8.2 Sur les mots biinfinis quasipériodiques
Dans le chapitre 4, nous avons caractérisé les mots périodiques et les mots stur-

miens avec des conditions sur l’ensemble de leurs quasipériodes. Afin de généraliser ces
caractérisations, nous avons entrepris l’étude des mots biinfinis quasipériodiques. Ce
domaine laisse place à de nombreuses questions non résolues.

La question principale ici est de prouver ou réfuter l’affirmation suivante : un mot
biinfini w est sturmien si et seulement si les intervalles d’entiers où sa fonction de
quasipériodicité s’annule sont tous de longueur 1, sauf le premier. Pour cela, la pre-
mière étape est d’étudier la structure des quasipériodes des mots biinfinis ; l’obstacle
principal ici est l’existence de mots biinfinis possédant deux quasipériodes spéciales
droites de même longueur, ce qui invalide de nombreuses tentatives de raisonnements
combinatoires pour résoudre cette question. Cela ne rend pas la conjecture fausse pour
autant, et des travaux se poursuivent pour tenter de la résoudre, encore à l’heure où
ces lignes sont rédigées.

Nous avons également mentionné que les mots biinfinis quasipériodiques multi-
échelles ne sont pas tous uniformément récurrents ; il serait intéressant de caractériser
ceux qui en le sont pas, afin de pouvoir les exclure des études futures. Une partie d’entre
eux sont ultimement périodiques, de la forme :

. . . babababa ababababa . . .

Toutefois, les mots multi-échelles non uniformément récurrents ne sont pas tous ulti-
mement périodiques. Considérons par exemple le mot w, défini comme la limite de la
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suite :

q0 = aabaa

q1 = a−1q0a
−2q0a

−1q0

qn+1 = qn(a
−1an)(a

−2qn)(a
−1)qn

Le symétrisé de w, c’est-à-dire le mot biinfini w′ satisfaisant w′(−n−1) = w′(n) = w(n)
pour tout entier naturel n, n’est pas uniformément récurrent : le facteur aaaa n’apparaît
qu’en position −2. Toutefois, un raisonnement par récurrence montre que qn+1 est qn-
quasipériodique pour tout n ; un autre montre que qn est un palindrome pour tout n.
En conséquence, qn est une quasipériode de w′ pour tout n.

8.3 Définir des langages par des quasipériodes
Il existe une généralisation naturelle de la quasipériodicité qui n’a pas été, à notre

connaissance, étudiée dans la littérature. Un mot infini w pourrait avoir deux quasipé-
riodes, q1 et q2, au sens suivant : chaque position de w est couverte soit par q1, soit par
q2 au choix. Il s’agit en quelque sorte d’une disjonction de quasipériodes. Rien ne nous
force d’ailleurs à nous limiter à deux : un mot infini pourrait avoir un ensemble fini
arbitraire de quasipériodes. Dans ce cas, nous pouvons exiger sans surcoût que toutes
les quasipériodes aient même longueur.

L’analogue de la variante multi-échelles, dans ce contexte, est comme suit : il existe
une infinité d’entiers u0, u1, . . . pour lesquels w possède un ensemble de quasipériodes
(au sens du paragraphe précédent) de longueur ui. Nous nous rapprochons ici de la
notion de « facteurs interdits » utilisée pour définir les systèmes symboliques (voir
théorème 4.2). Il s’agit, en quelque sorte, d’une notion de « facteurs autorisés » qui
n’est pas exactement le complémentaire de la précédente.

Sébastien Ferenczi et Thierry Monteil ont étudié une version plus générale de ce
concept : la K-déconnectabilité (voir [32]). Un mot (ou un système symbolique) w
est K-déconnectable s’il existe une infinité d’entiers u0, u1, . . . et un réel α tels que,
pour tout entier i, il existe un ensemble de K quasipériodes (au sens des paragraphes
précédents) de longueur ui dans w, excepté que les quasipériodes ont le droit d’être
espacées de αui lettres. Autrement dit, la notion est analogue à la quasipériodicité
multi-échelles du paragraphe précédent, excepté que les occurrences des quasipériodes
ont le droit d’être légèrement espacées. La terminologie « déconnectable » provient de
l’interprétation de cette propriété sur les graphes de Rauzy de w. Ferenczi et Monteil
ont démontré le théorème suivant.

Théorème 8.1 (Ferenczi, Monteil, 2010 [32]). Si un système symbolique (X, σ) est
K-déconnectable, alors il admet au plus K mesures ergodiques.

Sans rentrer dans le détail des mesures ergodiques, disons simplement que si w est
un mot infini K-déconnectable, alors pour tout facteur u de w, la suite dont la limite
définit la fréquence de u dans w possède au plus K valeurs d’adhérence. Les mesures
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ergodiques sont un objet d’intérêt dans l’étude des systèmes dynamiques généraux ; il
est donc utile de pouvoir les étudier sur les systèmes symboliques.

Il serait intéressant d’avoir une méthode, ou même un algorithme, permettant de
passer d’une représentation en facteurs interdits à une représentation en quasipériodes
généralisées (au sens des paragraphes précédents). Nous pourrions ensuite l’utiliser
pour étudier les mesures ergodiques de nombreux systèmes symboliques, et plus géné-
ralement utiliser tout résultat concernant les quasipériodes généralisées sur n’importe
quel système symbolique.

8.4 Questions bidimensionnelles
L’une des questions les plus étudiées au cours de la préparation de cette thèse,

mais néanmoins toujours ouverte à l’heure où ces lignes sont rédigées, est celle de la
forme normale des configurations de Z2 quasipériodiques. En ayant connaissance des
travaux sur la quasipériodicité des mots infinis, il s’agit de la première question que
nous pouvons nous poser en démarrant l’étude sur Z2. La décomposition sur Z2 n’a
aucune raison de se faire sur des blocs rectangulaires et la notion d’antibords ne se
généralise pas bien en deux dimensions. Il est possible de construire des configurations
quasipériodiques avec de « mauvaises » propriétés en emboîtant des occurrences d’une
quasipériode, comme nous le montrons au chapitre 6. Mais toutes les configurations ne
sont pas capturées par cette construction, loin s’en faut.

La forme normale pourrait nous aider par exemple à déterminer si les codages de
rotations en deux dimensions sont tous quasipériodiques — les codages de rotations
faisant figure de généralisation des mots sturmiens en deux dimensions. Cette question
est la généralisation de celle de Marcus [67], dont la réponse serait une généralisation
du chapitre 4. Toutefois, les problèmes rencontrés lors du passage de N à Z risquent de
s’accentuer lors du passage de Z à Z2.

Une autre question fut laissée en suspens au chapitre 6 : quelles sont les quasipé-
riodes rectangulaires qui forcent l’entropie topologique de leurs configurations à être
nulle ? Nous en avons un sous-ensemble (celles dont les bords sont tous dans la même
diagonale, théorème 6.6), mais y en a t-il d’autres ? Il s’agit d’une information impor-
tante, car nous observons ici une forte divergence entre 1D et 2D. En une dimension,
les quasipériodes forcent soit la périodicité, soit rien. En deux dimensions, certaines
quasipériodes forcent l’entropie nulle, mais pas la convergence de la fréquence des fac-
teurs ni l’uniforme récurrence. Nous nous demandons donc, plus généralement, quelles
sont les (combinaisons de) propriétés qui peuvent — ou non — être forcées par des
quasipériodes.

Ceci nous mène à voir la quasipériodicité comme une règle locale, à la façon de ce
que nous évoquions pour les mots infinis dans la section 8.3. Nous pourrions envisager
des liens avec la théorie des pavages à la Wang. Trouver, étant donné une quasipériode
q, un jeu de tuiles dont les pavages sont en bijection avec les quasipériodes, par une
bijection préservant dans une certaine mesure la structure combinatoire des objets
considérés.
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8.5 Autres résultats
Pour finir, l’étude de la quasipériodicité permet de développer un savoir-faire com-

binatoire qui s’applique ensuite à d’autres champs. Nous mentionnons très brièvement
quelques résultats qui furent développés au cours de la préparation de cette thèse, mais
sans lien avec la quasipériodicité.

En premier lieu, l’une des motivations à l’étude des quasipériodes en deux dimen-
sions était la recherche d’une meilleure compréhension du jeu de tuiles de Kari-Culik.
Bruno Durand, Anaël Grandjean et l’auteur ont montré que le système engendré par le
jeu de tuiles de Kari-Culik était d’entropie topologique strictement positive [21]. Plus
récemment, les mêmes ont montré que l’entropie demeure positive lorsque certaines res-
trictions sont rajoutées aux pavages considérés. Notamment, certains blocs spécifiques,
servant de gadgets dans la preuve d’entropie positive initiale, étaient interdits. [22]

Le deuxième résultat concerne la combinatoire des mots. Un motif est un mot
dont chaque lettre doit être comprise comme une variable désignant un mot fini. Par
exemple, le motif uu désigne un carré ; le motif uvu désigne un mot avec un bord,
et uvuvu désigne un chevauchement. Un mot infini w peut éviter un motif, ce qui
signifie que nul facteur de w ne correspond au motif considéré. Par exemple, le mot de
Thue-Morse évite uuu et uvuvu. Il existe une famille de motifs, appelés les formules
circulaires, dont Pascal Ochem, Gwenaël Richomme, Patrice Séébold et l’auteur ont
montré qu’elle était évitable. Le mot infini les évitant fut construit comme un mot
morphique, en partie grâce à une recherche exhaustive informatique [39].



114 CHAPITRE 8. PERSPECTIVES

La perspective ne permet pas aux aveugles de voir.

Georg Christoph Lichtenberg, Aphorismes
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[Face à cet autodafé,] Cohen le barbare était consterné.
Quiconque menait une existence rude à la belle étoile savait la valeur d’un livre bien

épais qui faisait au moins une saison de feux de camp quand on arrachait les pages à
bon escient. Plus d’une vie avait dû son salut par une nuit de neige à une poignée de

petit bois mouillé et un livre bien sec. Si l’on avait envie de fumer et que l’on ne
trouvait pas de pipe, un livre faisait toujours l’affaire.

Cohen savait bien que des gens écrivaient dans des livres. Il avait toujours considéré
que c’était gâcher du papier en frivolités.

— Terry Pratchett, Le huitième sortilège, 1983,
traduction française de Patrick Couton, 1993.
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Vous pouvez maintenant éteindre votre télévision et reprendre une activité normale.

— Ppda, les guignols de l’info
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Résumé. Nous étudions dans cette thèse la notion de quasipériodicité, introduite par Apostolico
et Ehrenfeucht au début des années 1990, puis étendue aux mots infinis par Solomon Marcus au
début des années 2000. Un mot (fini ou infini) w est quasipériodique s’il peut être couvert par des
occurrences, éventuellement chevauchantes, d’un autre mot, fini, appelé sa quasipériode. En 2006,
Solomon Marcus et Thierry Monteil ont introduit la notion plus forte de quasipériodicité multi-
échelles : le fait d’avoir une infinité de quasipériodes.

Dans un premier temps, nous donnons des résultats sur les mots infinis en une dimension. Nous
donnons notamment une approche permettant de déterminer les quasipériodes d’un mot infini à
partir de ses facteurs carrés et de ses facteurs spéciaux. Nous montrons ensuite que la famille des
mots périodiques, ainsi que celle des mots standard sturmiens, peuvent être caractérisées en termes
de quasipériodicité multi-échelles.

Dans un deuxième temps, nous étudions la quasipériodicité des mots infinis bidimensionnels. Nous
montrons que, contrairement au cas unidimensionnel où la quasipériodicité ne force aucune propriété
forte des mots infinis, il existe des quasipériodes q qui forcent les mots 2D q-quasipériodiques à être
d’entropie nulle. Nous montrons également que la quasipériodicité multi-échelles en deux dimensions
force l’existence de fréquences uniformes pour les facteurs.

Abstract. We study the notion of quasiperiodicity, initially introduced by Apostolico and Ehren-
feucht at the beginning of the 1990’s, then extended to infinite words by Solomon Marcus at the
beginning of the 2000’s. A (finite or infinite) word w is quasiperiodic if it can be covered by (possible
overlapping) occurrences of another finite word, called its quasiperiod. In 2006, Solomon Marcus and
Thierry Monteil introduced a stronger notion: multi-scale quasiperiodicity, the property of having
infinitely many quasiperiods.

First we give results about infinite words in one dimension. Most notably we provide a method
to determine the quasiperiods of an infinite word from its square and special factors. We show that
the family of periodic words and standard Sturmian words are characterizable in terms of multi-scale
quasiperiodicity.

Then we study quasiperiodicity of two-dimensional infinite words. We show that, by contrast with
the one-dimensional case where quasiperiodicity do not force any property on infinite words, there
exist quasiperiods q which force 2D q-quasiperiodic words to have zero entropy. We also show that
multi-scale quasiperiodicity in two dimension force the existence of uniform frequencies for factors.
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