
HAL Id: tel-01917067
https://theses.hal.science/tel-01917067

Submitted on 9 Nov 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Fonctorialité, idéaux de congruence et grandes images
de représentations galoisiennes associées aux familles de

Hida
Huan Chen

To cite this version:
Huan Chen. Fonctorialité, idéaux de congruence et grandes images de représentations galoisiennes
associées aux familles de Hida. Théorie des nombres [math.NT]. Université Sorbonne Paris Cité,
2017. Français. �NNT : 2017USPCD040�. �tel-01917067�

https://theses.hal.science/tel-01917067
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Directeur de thèse : M. Jacques TILOUINE

Membres du Jury

Mme. Anne-Marie AUBERT
M. Pascal BOYER
M. Wushi GOLDRING
M. Farid MOKRANE
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Introduction

Le but de ce travail est de généraliser des travaux de Hida [H15], J. Lang [Lang16a],
Hida-Tilouine [HT15], Conti-Iovita-Tilouine[CIT16] et A. Conti [Con16a] sur l’image de
la représentation galoisienne associée à une famille p-adique de Hida de formes automorphes.
Hida et J. Lang ont montré que l’image d’une famille non CM de formes modulaires clas-
siques ordinaires contient un sous-groupe de congruence de l’algèbre d’Iwasawa des poids et
même d’une extension finie de cette algèbre, appelée anneau des self-twists. Dans le cas où la
représentation résiduelle est l’induite d’un caractère d’un corps quadratique imaginaire, ils
ont relié le niveau optimal du groupe de congruence à l’idéal de congruences entre la famile
de Hida non CM et des familles CM. Dans [HT15], les auteurs ont généralisé le théorème
d’existence d’un sous-groupe de congruence non trivial contenu dans l’image de Galois au
cas d’une famille de Hida de formes de Siegel de genre 2 ”générale” (ce qu’on peut traduire
du côté galoisien en disant que la représentation adjointe sur sp4 est irréductible). Dans le
cas où la représentation résiduelle est induite d’une représentation dans GL2 associée à une
forme de Hilbert cohomologique p-ordinaire, ils ont aussi relié le niveau optimal à l’idéal
de congruence entre la famille ”générale” et les famille thêta lifts de familles de Hida de
formes de Hilbert. Dans [CIT16] resp. [Con16a], ceci a été généralisé au cas de familles
de pente finie de formes classiques, resp. de formes de Siegel de genre 2, la différence étant
alors que l’on ne doit plus parler de sous-groupe de congruence mais de sous-algèbre de Lie
de congruence.

Dans le présent travail, on a tenté de dégager la généralité maximale de ce genre
de résultats dans le cas ordinaire, en suivant de près les idées de [HT15],[Lang16b] et
[Con16a]. On considère donc deux groupes réductifs connexes G et H sur un corps de
nombres totalement réel F dont le groupe déployé associé est un groupe de Chevalley. On
suppose celui de G de groupe dérivé simple. On se donne un homomorphisme de transfert
r : LH → LG. On a besoin que la théorie de Hida soit établie pour ces groupes. On com-
mence donc dans le chapitre 1 par établir cette théorie en toute généralité pour G compact
à l’infini (elle est déjà connue pour GL2/F [H88], GSp4/F [TU99], pour GSp2g/Q [H02]
et [Pi12a] et pour les groupes unitaires quasi-déployés [H02], voir aussi [Hs14] pour les
groupes de type U(r, 1), ou [Ge10] pour les groupes totalement définis).

On rappelle dans le chapitre 2 la description conjecturale de la correspondance de Lan-
glands globale, du transfert (en supposant qu’il est établi pour r), et de leur compatibilité
avec la notion d’ordinarité.

Au chapitre 3, on suppose que l’action adjointe Ad de LG sur son algèbre de Lie est
irréductible mais pas celle de Ad ◦ r. On suppose aussi que les représentations galoisiennes
associées à des représentations algébriques régulières pour H et G sont construites (elles
sont pour les groupes mentionnés ci-dessus). Sous certaines hypothèses techniques (dont
l’une, la Zp-régularité, est cruciale), on montre alors que l’image de Galois d’une famille de
Hida générale µ : TG → I pour G (au sens que l’adjointe de sa représentation galoisienne est
irréductible) contient un sous groupe de congruence. Si de plus la représentation résiduelle
ρµ est de la forme r ◦ ρµ′ pour une famille de Hida µ′ sur H, on relie le niveau optimal
d’un sous groupe de congruence avec l’idéal de congruences entre la famille µ et des images
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par le transfert par r de familles de Hida sur H. Cette théorie est développée de manière
axiomatique sous un certain nombre d’hypothèses.

L’objet du dernier chapitre est de vérifier dans plusieurs cas de transfert ces hypothèses
et d’obtenir ainsi des théorèmes du type décrit ci-dessus mais inconditionnellement. Il
s’agit des cas de l’induction automorphe de GLm à GLn (n = md) pour une extension
cyclique de corps réels de degré d, des puissances symétriques Symn pour n ≤ 8 (dues à
[KS02a],[KS02b] , [RS06] et [CT15]) , du transfert de GSp4 à GL4, du produit tensoriel
de deux formes [Ra00], du carré extérieur de GL4 à GL6 [Kim03].

L’énoncé du Théorème principal de Chapitre 3 est le suivant. Soit µ : TG → I une famille
de Hida de Nebentypus hors de p au plus quadratique (cette hypothèse technique intervient
dans l’étude ds self-twists). On suppose ρµ absolument irréductible. Soit ρµ : ΓF → LG(I)
la représentation galoisienne associée à µ. Soit I0 le sous-anneau fixé par le groupe Γ des
self-twists (voir Section 1.4, Chapitre 3). Soit H0 =

⋂
σ∈Γ Ker ησ le sous-groupe ouvert

distingué de ΓF associé aux caractères des self-twists (voir Section 2.2, Chapitre 3). Soit

ρ = ρµ|H0 : H0 → LG(I0). Notons Ĝ′ le groupe dérivé de Ĝ.

Théorème 1. Supposons que :
(0) ρ est absolument irréductible,
(1) Il existe un poids classique régulier λ tel qu’on ait (IRRADG,Pλ)(voir Section 7,

Chapitre 2),
(2) ρ est Zp-régulière,
(3) ρ est p-distinguée (voir Définition 4.2),

Alors il existe un idéal l non-nul de I0 tel que l’image Im ρ contienne l’idéal de congruence
Γ
Ĝ′(l).

On devrait pouvoir se débarrasser de l’hypothèse déplaisante (0) avec plus de travail.
L’hypothèse cruciale de Zp-régularité est définie dans les Hypothèses 5 de la Section 7,
Chapitre 2. L’hypothèse (3) permet de formuler la condition d’ordinarité sans ambigüıté.
Elle n’est peut-être pas indispensable.

Le second théorème principal relie le niveau galoisien lµ à un idéal de congruences
galoisien cµ,gal (voir la Définition 7.2, Chapitre 2). On suppose que ρµ est congrue modulo

l’idéal maximal à r ◦ ρµH où r : LH → LG est un morphisme de transfert et µH est une
famille de Hida sur H. On définit alors des idéaux de congruences entre ρµ et des transfert
r1 ◦ ρH1 pour tous les groupes réductifs connexes H1 tels que LH1 s’insère entre LH et LG

(voir Section 7.1, Chapitre 2). Notons Ĥ ′ le groupe dérivé de Ĥ. On a alors

Théorème 2. Soit r : LH → LG un morphisme de transfert strict effectif irréductible
et tel que (REDADH) (voir Section 7, Chapitre 2) soit vraie. Soit µH → TH → IH telle

que ρµH soit d’image résiduelle contenant Ĥ ′(k′) ⊂ Im ρπH . On suppose que ρµ = r ◦ ρµH .

Avec les mêmes hypothèses et notations que le théorème avant. On a V (cµ,gal[p
−1]) =

V (lµ[p−1]). Autrement dit, cµ,gal et lµ contiennent les mêmes idéaux premiers autres que
($).

Ce second théorème est facile : la détermination de la classe C des groupes réductifs in-
termédiaires H1 de la Définition 7.1, Chapitre 2 donne sa valeur au résultat. Des conjectures
plus précises sont proposées pour

-le calcul de l’idéal de congruences (voir Conjecture 0.10 du Chapitre 3)
-suivant une idée de J. Lang, un meilleur niveau galoisien l′µ contenant lµ (voir Remarque

8.1),
de sorte qu’on peut espérer comparer exactement l′µ et cµ,gal. D’autre part, les conjec-

tures de Fontaine-Mazur pour les groupes H1 pourraient permettre de relier cµ,gal et cµ,aut.
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Introduction (English)

The aim of this thesis is to generalize the work of Hida [H15], J. Lang [Lang16a], Hida-
Tilouine [HT15], Conti-Iovita-Tilouine [CIT16] and A. Conti [Con16a] on the image of
the Galois representation associated to a p-adic Hida family of automorphic forms. Hida et
J. Lang have proved that the image of a non-CM family of ordinary classical modular forms
contains a congruence subgroup of Iwasawa algebra of weights and also of a finite extension of
this algebra, which is called the self-twist ring. In the case where the residual representation
is induced from a character of a quadratic imaginary field, they have related the optimal
level of congruence subgroups to the congruence ideal between the non-CM Hida family
and CM families. In [HT15], the authors have generalized the theorem about the existence
of non-trivial congruence subgroups contained in the image of the Galois representation
to the case of a Hida family of ”general” Siegel modular forms of genus 2 (here the term
”general” means that on the Galois representation side, the adjoint representation of sp4 is
irreducible). In the case where the residual representation is induced from a representation
of GL2 associated to a p-ordinary cohomological Hilbert form, they have also related the
optimal level to the congruence ideal between a ”general” family and families which are
theta lifts of the Hida families of Hilbert modular forms. In [CIT16] resp. [Con16a],
similar results are established in the case of finite-slope families of classical forms, resp. of
Siegel modular forms of genus 2. One difference here is that on considers congruence Lie
sub-algebras instead of congruence subgroups.

In this work, following closely the ideas in [HT15],[Lang16b] and [Con16a], we try
to establish the same type of results in the ordinary case in the maximal possible level of
generality. Therefore we investigate two connected reductive groups G and H over a total
real number field. We suppose that their associated split groups are Chevalley groups and
that the split group associated to G has a simple derived group. We consider a transfer
r : LH → LG. We need Hida theory for these groups. So we begin with general Hida theory
for groups compact at infinity in the Chapter 1 ( it is already known for GL2/F [H88],
GSp4/F [TU99], for GSp2g/Q [H02] and [Pi12a] and for quasi-split unitary groups [H02],
see also [Hs14] for the groups of type U(r, 1), and [Ge10] for the totally definite groups).

In chapter 2, we recall conjectural descriptions of the global Langlands correspondence,
of the transfers and of their compatibility with the ordinary conditions.

In chapter 3, we suppose that the adjoint action Ad of LG on its Lie-algebra is irre-
ducible but false for Ad ◦ r. We suppose also that the Galois representations associated
to algebraic regular representations of H and G are already constructed (these represen-
tations are already constructed for all the groups mentioned above). Under some technical
hypotheses, among which Zp-regularity is crucial, we prove that the image of the Galois
representation of a general Hida family µ : TG → I for G (here ”general” means that the
adjoint representation is irreducible) contains a congruence subgroup. If moreover the re-
sidual representation ρµ is of type r ◦ ρµ′ for some Hida family µ′ over H, we relate the
optimal level of the congruence subgroup to the congruence ideal between the family µ and
the images under the transfer r of the Hida families over H. This theory will be developed
axiomatically under several hypotheses.
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The task of the last chapter is to verify these hypotheses for the concrete transfers and
therefore to obtain unconditional theorems of the type discribed above. More precisely, we
shall consider the automorphic induction form GLm to GLn (n = md) for a degree d cyclic
extension of reel fields, symmetric powers Symn for n ≤ 8 (due to [KS02a],[KS02b], [RS06]
et [CT15]), the transfer from GSp4 to GL4,the tensor products of two forms [Ra00], the

exterior-square
∧2 from GL4 to GL6 [Kim03].

The statement of the principal Theorem in chapter 3 is the following : let µ : TG → I
be a Hida family with Nebentypus outside p at most quadratic (this technical hypothesis
comes from the study of self-twists). We suppose that ρµ is absolutely irreducible. Let

ρµ : ΓF → LG(I) be the Galois representation associated to µ, and I0 be the sub-ring fixed
by the group of self-twists Γ (see Section1.4, Chapter 3). Let H0 =

⋂
σ∈Γ Ker ησ be the open

normal subgroup of ΓF associated to the characters of self-twists (see Section 2.2, Chapter

3) and we put ρ = ρµ|H0 : H0 → LG(I0). We note Ĝ′ the derived group of Ĝ.

Theorem 0.1. Suppose that :
(0) ρ is absolutely irreducible,
(1) There is a classical regular weight λ such that we have (IRRADG,Pλ)(see Section

7, Chapter 2),
(2) ρ is Zp-regular,
(3) ρ is p-distinguished (see Definition 4.2, Chapter 2),

Then there is a non-trivial ideal l of I0 such that the image Im ρ contains the congruence
subgroup Γ

Ĝ′(l).

We should be able to get rid of the unpleasant hypothesis (0) with some more work.
The crucial hypothesis ”Zp-regular” is defined in the Hypothèses 5 in Section 7, Chapter 2.
The hypothesis (3) allows us to formulate the ordinary condition without ambiguities but
perhaps it is not indispensable.

The second principal theorem relates the Galois level lµ to a Galois congruence ideal
cµ,gal (see the Definition 7.2, Chapter 2). We suppose that modulo the maximal ideal ρµ is

congruent to r ◦ρµH where r : LH → LG is a transfer and µH is a Hida family over H. Then
we define the congruence ideals between ρµ and the transfers r1 ◦ ρH1 for the connected
reductive groups H1 such that LH1 is contained between LH and LG (see Section 7.1,

Chapter 2). We note Ĥ ′ the derived group of Ĥ. Then we have

Theorem 0.2. Let r : LH → LG be a irreducible strictly effective morphism of transfer
and such that (REDADH) (see Section 7, Chapter 2)is true. Let µH : TH → IH be a Hida

family such that Ĥ ′(k′) ⊂ Im ρµH where ρµH is the associated Galois representation. We
suppose ρµ = r ◦ ρµH .

Let the hypotheses and notations be those of the Theorem 6. We have V (cµ,gal[p
−1]) =

V (lµ[p−1]). In other words, cµ,gal and lµ contain the same prime ideals outside p.

The second theorem is easy : the determination of the class C of intermediate reductive
groups H1 in the Definition 7.1 Chapter 2 realizes its value in the result. More precise
conjectures are about

-the computation of congruence ideals (see Conjecture 0.10)
-following the ideals of J. Lang, a better Galois level l′µ which contains lµ (see Remark

8.1), such that we can expect to compare exactly l′µ and cµ,gal. The Fontaine-Mazur conjec-
ture for the group H1 should allow us to relate cµ,gal and cµ,aut.
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CHAPITRE 1

Théorie de Hida pour les groupes réductifs compacts à
l’infini

1. Formes automorphes algébriques

Soit Ẑ = lim←−n Z/nZ la complétion profinie de Z. Soit Q∞ = R et Qf = Q⊗Z Ẑ. L’anneau
des adèles QA se décompose en QA = Qf × Q∞. De même, pour tout corps de nombres F
totalement réel l’anneau des adèles FA de F se décompose en FA = Ff×F∞ où Ff = F⊗QQf

et F∞ = F ⊗Q Q∞. On pose d = [F : Q] le degré d’extension. Pour toute place finie v de F ,
on note Fv la complétion de F en v et Ov son anneau de valuation.

Soit p un nombre premier. Pour simplifier les notations dans la suite, on supposera p
non ramifié dans F (les résultats restent essentiellement valables sans cette hypothèse). Soit
G un groupe réductif connexe sur F déployé en toutes les places v au-dessus de p. Soit
T un tore maximal de G, A ⊂ T un tore déployé maximal et AZ ⊂ A un tore déployé
maximal dans le centre de G. Il existe un ensemble fini S de premiers de Z qui ne contient
pas p et une extension finie K0 de F non ramifiée hors de S et un schéma en groupes G
réductif connexe déployé sur Z[ 1

S ], tels que G×F K0
∼= G ×Z[ 1

S
] K0. On peut supposer que

T ×F K0 = T × K0. On note SF , resp. SF,p, l’ensemble des places de F au-dessus de S,
resp. au-dessus de S∪{p}. Soit n le rang semisimple de G, c’est à dire le rang de son groupe
dérivé. On note g = Lie(G/Z[ 1

S ]) son algèbre de Lie et Φ, resp. Φ∨ l’ensemble des racines,
resp. coracines, de G. On note 〈·, ·〉 : X∗(T ) × X∗(T ) → Z l’accouplement parfait entre
caractères et cocaractères donné par (λ, µ) 7→ λ ◦ µ ∈ X∗(Gm) = Z. Soit K un sous-corps
de Qp contenant tous les plongements de K0 dans Qp. On note O son anneau de valuation
et $ une uniformisante de O. On fixe également pour toute place v|p des isomorphismes

iv : G×F Fv ∼= G ×Z[ 1
S

] Fv.

On note Kv = i−1
v (G(Ov)) le compact hyperspecial maximal de Gv = G(Fv) associé à iv.

Maintenant, on considère les groupes de restriction rG = ResF/QG, et rAZ = ResF/QAZ.

rGA = rG(QA). On note rGf = rG(Qf ), rGv = rG(Qv) et rG∞ = rG(R). Dans ce travail,
on supposera que rG∞/rAZ,∞ est compact.

Comme exemples de cette situation, on peut prendre
– G = D× où D est une algèbre de quaternions de centre F totalement définie
– G est un groupe unitaire sur le corps totalement réel F compact à l’infini
– G est une forme compacte à l’infini (modulo le centre) du groupe GSpinn sur le corps

totalement réel F
On rappelle [Gr99, Prop.1.4] (voir aussi [PR94, Corollaire 2 du Théoreme 4.11]) que

Proposition 1.1. Les conditions suivantes sont équivalentes
– rG∞/rAZ,∞ est compact
– rG(Q) est discret dans rGf et rG(Q)\rGf est compact
– pour toute représentation V de rG sur Q, il existe un produit scalaire défini positif
〈 , 〉∞ sur V∞ préservé par rG∞ à facteur de similitude près.
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On fixe des plongements ι∞ : Q → C et ιp : Q → Qp. Les corps de nombres considérés

sont des sous-corps de Q. Noter que ιp(K0) ⊂ K. On fixe un triplet (G,B, T ) où B est
un sous-groupe de Borel, T ⊂ B est un tore déployé maximal. Soit Φ+ ⊂ Φ le sous-
ensemble des racines positives pour le triplet (G,B, T ) et ∆ = {α1, . . . , αn} la base de
racines simples associée. On note N , resp. N− le radical unipotent de B, resp. du Borel
opposé B−. Soit Q = ZΦ ⊂ X∗(T ) le groupe engendré par les racines ; soit X∗(T )Q =
X∗(T )⊗Q et P = {λ ∈ X∗(T )Q; 〈λ, α∨〉 ∈ Z} le réseau des poids de G ; il contient X∗(T ) :
Q ⊂ X∗(T ) ⊂ P. Soit P+ ⊂ X∗(T ) le cône des poids dominants pour (G,B,N ) donné par
P+ = {µ ∈ X∗(T ) : pour toutα ∈ Φ+, 〈µ, α∨, 〉 ≥ 0}.

Si G est semisimple simplement connexe, il est engendré par les poids fondamentaux
($1, . . . , $n) ∈ (P+)n de G associés à (α1, . . . , αn) donnés par

〈$i, α
∨
j 〉 = δi,j i, j = 1, . . . , n.

En général, on considère l’élément ρ ∈ 2−1 ·X∗(T ) ⊂ X∗(T ) donné par

ρ =
1

2
·
∑
α∈Φ+

α.

Si G est semisimple simplement connexe, on a ρ =
∑

i=1,...,n$i ∈ X∗(T ), Mais par

exemple pour G = GL2, ρ = 1
2 · (e1 − e2) /∈ Ze1 ⊕ Ze2.

On fixe également un épinglage (Xα)α∈∆ du triplet (G,B, T ) (voir [SGA3III, Exposé
23, Définition 1.1]) c’est à dire que pour tout α ∈ ∆, Xα désigne une base de l’espace propre
gα. Ceci fournit un sous-groupe à un paramètre

Uα : Ga → G, t 7→ exp(tXα).

Soit WG = NG(T )/T le groupe de Weyl de G et w0 son élément de plus grande longueur.
Pour chaque λ ∈ P, on note Wλ la représentation algébrique de G définie sur Z[ 1

S ] par
l’induction

IndGB w0λ/Z[
1

S
] = {f ∈ Z[

1

S
][G] : f(tng) = w0λ(t)f(g), ∀Z[

1

S
]→ A, g ∈ G(A), b ∈ B(A)}

L’action de G est donnée par la translation à droite. La représentation Wλ de G est
géométriquement irréductible en caractéristique zéro.

Soit IF = Hom(F,Q) = Hom(F,K) l’ensemble des plongements de F . Pour tout λ =
(λσ)σ∈IF ∈ (P+)IF , soit Wλ =

⊗
σ∈IF Wλσ . C’est une représentation de rG × K0 définie

sur OK0 [ 1
S ] géométriquement irréductible en caractéristique zéro donnée par g 7→ (gσ)σ∈IF

vu dans (G ×Z[S−1] K0)IF . Soit U un sous-groupe compact ouvert de rGf . Pour V = Wλ

(considéré sur OK0 [ 1
S ]) : on définit les espaces vectoriels suivants

Définition 1.2.

Sλ(U,K0) = {f : rGf → V (K0); f(γgu) = γ · f(g) pour toutu ∈ U , γ ∈ rG(Q)}

Sλ(U,C) = {f ′ : rGA → V (C); f ′(γgu) = u−1
∞ · f ′(g) pour toutu ∈ UG∞ , γ ∈ rG(Q)}

Sλ(U,K) = {f ′′ : rGf → V (K); f ′′(γgu) = u−1
p · f ′′(g) pour toutu ∈ U , γ ∈ rG(Q)}

Lemme 1.3. L’espace Sλ(U,K0), resp. Sλ(U,C), resp. Sλ(U,K), est un K0-vectoriel,
resp. un C-vectoriel, resp. un K-vectoriel, de dimension finie. On a des isomorphismes
d’espaces vectoriels (sur C resp. sur K) :

Sλ(U,K0)⊗K0 C ∼= Sλ(U,C), Sλ(U,K0)⊗K0 K
∼= Sλ(U,K)

donnés par f 7→ f ′ avec f ′(g) = g−1
∞ ·f(g), resp. f 7→ f ′′ avec f ′′(g) = g−1

p f(g) La dimension
commune de ces espaces est hU = ] (G(F )\Gf/U).
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Démonstration. On voit aisément que les applications définies ci-dessus envoient
Sλ(U,K0)⊗K0 M dans Sλ(U,M) pour M = C,K. Pour vérifier le deuxième isomorphisme
par exemple, on pose, pour f ′′ ∈ Sλ(U,K), f(g) = gp · f ′′(g). On voit facilement que l’ap-
plication f ′′ 7→ f envoie Sλ(U,K) dans Sλ(U,K0)⊗K0 K et est réciproque de f 7→ f ′′. �

Les éléments de ces espaces sont appelés formes automorphes algébriques classiques de
poids λ et de niveau U . On suppose désormais que pour tout v divisant p, Uv est contenu
dans i−1

v (G(Ov)). On peut alors définir un O-réseau de Sλ(U,K) par

Sλ(U,O) = {f ′′ : rGf → V (O); f ′′(γgu) = u−1
p · f ′′(g) pour toutu ∈ U , γ ∈ rG(Q)}

Soit (xi) un système de représentants dans Gf de G(F )\Gf/U . On dit que U est net, si

x−1
i Uxi ∩G(F ) = {1} pour tout i. On montre, exactement comme dans [CHT08, Lemma

3.3.1]

Lemme 1.4. Supposons U net, alors :
1) l’application f 7→ (f(xi))i définit un isomorphisme

Sλ(U,O) ∼=
hU⊕
i=1

Wλ(O)

En particulier, Sλ(U,O) est un O-module libre de rang fini.
2) si V ⊂ U est un sous-groupe ouvert distingué, le O[U/V ]-module Sλ(V,O) est libre

de rang fini et l’application f 7→ (
∑

u∈U/V up · f(xiu) ⊗ u−1)i définit un isomorphisme de

O[U/V ]-modules

Sλ(V,O) ∼=
hU⊕
i=1

Wλ(O)⊗O[U/V ].

3) la trace TrV/U établit un isomorphisme entre les coinvariants Sλ(V,O)U/V de Sλ(V,O)
par le groupe fini U/V et Sλ(U,O).

Pour tout O-module A, on pose Sλ(U,A) = Sλ(U,O) ⊗O A. Par exemple, on prendra
A = O/$m, $−mO/O, K/O.

2. Les sous-groupes compacts hyperspéciaux

Soit S = SF,p l’ensemble des places de F où K0/F est ramifiée ou au-dessus de p. Le
modèle entier G de G×K0 définit un schéma en groupes réductifs sur OK0 [S−1].

Soit ∆ le groupe de Galois de K0/F . Ce groupe agit sans point fixe sur le O[S−1]-

schéma en groupes affine Res
OK0

[S−1]

O[S−1]
G. Soit H = (Res

OK0
[S−1]

O[S−1]
G)/∆ le schéma en groupes

quotient. Ce schéma est lisse et connexe sur O[S−1] puisque OK0 [S−1]/O[S−1] est étale.
C’est donc un schéma en groupes réductifs sur O[S−1]. C’est aussi le groupe des invariants :

H = (Res
OK0

[S−1]

O[S−1]
G)∆. On peut donc voir H comme un sous groupe de Res

OK0
[S−1]

O[S−1]
G. À

partir du sous-groupe de Borel B ⊂ G défini sur OK0 [S−1], on définit un sous-groupe de
Borel BH ⊂ H en posant BH = B∩H ; le groupe réductif connexe H est donc quasi-déployé.
Posons NH = N ∩H, c’est le radical unipotent de BH ; le quotient BH/NH est un tore qui
se relève dans BH en TH. Notons que

TH ×OK0 [S−1] = T ×Z[S−1] OK0 [S−1].

Soient B = BH × F , T = TH × F et T = NH × F . Notons que T n’est pas nécessairement
déployé. Soit A un tore déployé sur F maximal de T . Le centralisateur Z(A) est égal à
T . Pour un usage futur, on introduit également C le cocentre déployé de G, c’est dire le
plus grand tore déployé quotient de G sur F . Il est isogène au tore déployé maximal AZ
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contenu dans le centre de G (on a nécessairement AZ ⊂ A). Le morphisme de restriction
X∗(A)→ X∗(AZ) possède un scindage sur Q donné par

X∗(AZ)Q = {ψ ∈ X∗(A)Q; 〈ψ, α∨i 〉 = 0, i = 1, . . . , n}
On voit donc que pour tout élément ψ ∈ X∗(A)Q tel que 〈ψ, α∨i 〉 = 0 pour i = 1, . . . , n, il
existe m ≥ 1 tel que ψm se prolonge en un caractère G→ C → Gm.

On a la décomposition de Levi B = TN .
Soit v 6∈ SF,p. Soit w|v une place de K0 au-dessus de v (elle est non ramifiée). Le

groupe G × Fv est quasi-déployé non ramifié et admet un sous-groupe compact maximal
hyperspécial naturel. Plus précisément, G(OK0,w) est un compact hyperspécial de G(K0,w).
A l’aide du modèle H sur F de G, on définit de même un sous-groupe compact hyperspécial
Kv = H(Ov) de Gv = G(Fv).

Soient Bv = BH(Ov), Nv = NH(Ov) ainsi que Bv = BH(Fv), Tv = TH(Fv) et Nv =
NH(Fv) ; Notons que T v = TH×Fv n’est pas nécessairement déployé. Soit Av = Av un tore
déployé maximal de T v. Le centralisateur Z(Av) est égal à T v. On a la décomposition de
Levi Bv = TvNv.

Avec ces définitions, on a la décomposition d’Iwasawa Gv = KvBv = BvKv.

3. Isomorphismes de Satake

On s’inspire des notations et résultats de [Re10, Chapitre V].
Soit X ∗(T v) = HomFv(T v,Gm) ⊂ X∗(T v) = HomK0,w(T v,Gm) le groupe des caractères

de T v définis sur Fv. Soit Y∗(T v) = Hom(X ∗(T v),Z) et X∗(T v) = HomFv(Gm, T v) ⊂
X∗(T v) = HomK0,w(Gm, Tv), resp. X∗(Av) = HomFv(Gm, Av). On a X∗(Av) = X∗(T v). On
a deux accouplements parfaits de réseaux

〈 , 〉 : X∗(T v)×X∗(T v)→ Z
et

( , ) : X ∗(T v)× Y∗(T v)→ Z
Ils sont compatibles via l’injection naturelle (à conoyau fini)

X∗(T v) ⊂ Y∗(T v), µ 7→ 〈−, µ〉
Soit ordv : F×v → Z la valuation de Fv. Pour la suite, on introduit aussi le cardinal qv du

corps résiduel Ov/πvOv et |x|v = q
− ordv(x)
v la valeur absolue normalisée de Fv. On note

ordTv : Tv → Y∗(T v) l’homomorphisme donné pour tout t ∈ Tv et tout χ ∈ X ∗(T v) par(
χ, ordT v(t)

)
= ordv〈χ, t〉.

Son image Λv est égale à X∗(T v) = X∗(Av). Soit πv une uniformisante de Fv ; la donnée de
πv fournit une section

X∗(T v) ↪→ Tv

de ordTv . On la note µ 7→ µ(πv).
Soit a = X∗(Av) ⊗ R = X∗(Tv) ⊗ R. Soit ∆(Bv), resp. Φ(Bv) l’ensemble des racines

simples, resp. positives, donnant l’action de Av sur Nv. L’ensemble ∆(Bv) engendre un
réseau de a∗. Considérons les semi-groupes

X (T v)
+ = {λ ∈ X∗(T v); pour toutα ∈ ∆(Bv), (α, λ) ≥ 0}

et
X (T v)

++ = {λ ∈ X∗(T v); pour toutα ∈ ∆(Bv), (α, λ) > 0}
ainsi que les semigroupes

T+
v = ord−1

Tv
(X∗(T v)+)

T++
v = ord−1

Tv
(X∗(T v)++).
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Soit WGv = NGv(Av)/ZGv(Av) (où ZGv(Av) = T v). On a la décomposition de Bruhat

Kv =
⊔

w∈WGv

BvwBv

et la décomposition de Cartan (cf. [Re10, Section V.4.8])

Gv =
⊔

µ∈X∗(T v)+

Kvµ(πv)Kv.

De plus, pour tout a ∈ A++
v , on a

Nv =
⋃
n≥1

a−nNvan

et

{1} =
⋂
n≥1

anNva−n.

Soit Av = Av(Fv) et A0
v = Av ∩ Kv. On fixe les mesures de Haar dgv, dnv sur les

groupes unimodulaires Gv et Nv normalisées par dgv(Kv) = 1 et dnv(Nv ∩ Kv) = 1.
Soit H(Gv,Kv) = C∞c (Kv\Gv/Kv,Zp). Donc, c’est une Zp-algèbre pour la convolution. Soit
H(Av, A

0
v) = C∞c (Av/A

0
v,Zp) = Zp[Λv]. Ce sont les Zp-algèbres de Hecke sphériques pour

Gv, resp. Av, des fonctions à support compact et biinvariantes par Kv, resp. A0
v. Rappelons

qu’on a posé ρ = 1
2

∑
α∈Φ+ α. Considérons l’action naturelle de WGv sur Λv donnée par

(w · µ)(a) = µ(w−1aw),

On note SGvAv : S̃GA : H(Gv,Kv) ⊗ Zp[q1/2
v ] → H(Av, A

0
v) ⊗ Zp[q

1/2
v ] la transformation de

Satake donnée par

SGvAv f(a) = eρ(a)

∫
Nv
f(an)dn.

Proposition 3.1. La transformation de Satake SGvAv établit un isomorphisme de Zp[q
1/2
v ]-

algèbres

SGvAv : H(Gv,Kv)[q
1/2
v ]→ Zp[q1/2

v ][Λv]
WGv

où dans le membre de droite, les invariants sont pris pour l’action naturelle.

Voir par exemple [HR10] ou [Lana15, Section 6].

4. Les sous-groupes d’Iwahori

Soient v une place finie de F et πv une uniformisante de Ov. On peut prendre comme
tore maximal Tv de Gv le tore Tv = T ×Fv où T est déployé sur Ov. Soit T ′ = T ∩G′ le tore
maximal du schéma en groupes dérivé G′ de G contenu dans T . On fixe une décomposition

T = T ′ × T ′′.

On définit alors les sous-groupes iwahoriques suivants :
– Iw(v) désigne le sous-groupe de Kv des élements qui sont dans B(Ov) modulo πv,
– Iw1(v) désigne le sous-groupe de G(Ov) des élements qui sont dans N (Ov) modulo
πv,

– Iw′(v) désigne le sous-groupe de G(Ov) des élements qui sont dans T ′′N (Ov) modulo
πv,

– Plus généralement, pour 0 ≤ b ≤ c, Iw′(vb,c) désigne le sous-groupe de G(Ov) des
élements qui sont dans B(Ov) modulo πcv et dans T ′′N (Ov) modulo πbv. En particulier,
Iw(v) = Iw(v0,1), Iw1 = Iw(v1,1) et G(Ov) = Iw(v0,0).
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On définit le semi-groupe des éléments contractants de T (Fv)

T −v = {tv ∈ T (Fv); pour toutα ∈ Φ+, ordv(α(tv)) ≥ 0}

et le semi-groupe des éléments strictement contractants

T −−v = {tv ∈ T (Fv); pour toutα ∈ Φ+, ordv(α(tv)) > 0}.

On dit qu’un cocaractère µ ∈ X∗(T ) est dominant si 〈α, µ〉 ≥ 0 pour tout α ∈ Φ+.
On note X∗(T )+ le semi-groupe de ces caractères. De manière équivalente, cela signifie que
µ(πv) ∈ T −v .

On rappelle
-la décomposition d’Iwasawa :

G(Fv) =
∐

µ∈X∗(T )+

G(Ov)µ(πv)G(Ov)

-la décomposition de Bruhat affine :

G(Ov) =
∐

w∈WG

N−(Ov)wIw(v0,c)

- la décomposition d’Iwahori, si 0 ≤ b ≤ c, l’une des deux inégalités au moins étant stricte :

Iw(vb,c) = N−(πcvOv) · Tb · N+(Ov)

où pour tout b ≥ 0, on note Tb = Ker(T (Ov)→ T (Ov/($b))) et

Iw′(vb,c) = N−(πcvOv) · T ′b T ′′0 · N+(Ov)

où pour tout b ≥ 0, on note T ′b = Ker(T ′(Ov)→ T ′(Ov/($b))).

Pour c > 0 et c ≥ b, soit H(Gv, Iw(vb,c))− l’algèbre de Hecke abstraite de niveau (b, c)-
Iwahorique contractante. Un calcul facile montre

Proposition 4.1. L’application t ∈ T −v 7→ [Iw(vb,c)t Iw(vb,c)] est un morphisme de
semigroupes et induit des isomorphismes (compatibles pour b, c variables) de Zp-algèbres

Zp[T −v /Tb]→ H(Gv, Iw(vb,c))−

Notons que si t ∈ T −v , on a t−1Iw(vb,c)t ⊂ Iw(vb,c)N (Fv). En effet, par la décomposition
d’Iwahori, il suffit de montrer que t−1N (πcv)t ⊂ N (πcv). Comme N− est engendré par les
groupes à un paramètre U−α : Ga → N−, x 7→ w0 exp(xXα)w−1

0 , il suffit de noter que
t−1U−α(x)t = U−α(α−1(t−1)x) = U−α(α(t)x) et qu’on a ordv(α(t)x) ≥ ordv(x).

Désormais, au lieu de i−1
v (Iw(vb,c)) ⊂ G(Ov), on notera Iw(vb,c) ⊂ Kv pour alléger

l’écriture.
Soit U =

∏
v Uv un sous-groupe compact ouvert de G(Ff ) tel que Uv = Kv en toutes les

places finies v en lesquelles G est déployé. Alors, on note

U b,c = Up ×
∏
v|p

Iw′(vb,c).

5. Algèbres de Hecke

Pour g ∈ Gf et f : Gf → Wλ(K), on pose (g • f)(h) = gp · f(hg). Cette action ne
préserve pas l’intégralité en général, mais c’est le cas par exemple si gp = 1.

Soient V, V ′ ⊂ G(F pf ) ×
∏
v|p Iw(vb,c) deux sous-groupes compacts ouverts. Soit λ un

poids dominant de G. Alors pour chaque g ∈ G(F pf )×
∏
v|p Iw(vb,c), on définit l’opérateur

[V ′gV ]λ : Sλ(V,K)→ Sλ(V ′,K)
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comme suit. Le quotient g−1V ′gV/V ∼= g−1V ′g/(g−1V ′g ∩ V ) est fini. Il existe donc un
ensemble fini (g−1uig) où ui ∈ V ′ tel que g−1V ′gV =

∐
i g
−1uigV . En posant gi = uig, on

peut donc écrire V gV ′ =
∐
i giV . On définit alors [V ′gV ]λf =

∑
i gi • f pour f ∈ Sλ(V,K).

Cet opérateur ne dépend pas du choix des gi et prend ses valeurs dans Sλ(V ′,K).
On définit trois types d’opérateurs de Hecke sur Sλ(U b,c, A) :
– Les opérateurs en les places déployés en dehors de p

Soit v une place finie en dehors de p et de S où U est non ramifié. On utilise les
notations de la Section 2. Pour tout cocaractère dominant µ ∈ X∗(T v)+, on définit

Tv,µ = [Kvµ(πv)Kv × (U b,c)v]λ.

Ces opérateurs sont compatibles lorsqu’on passe de (b, c)à (b′, c′) avec 0 ≤ b ≤ b′

et 0 < c ≤ c′. Ils respectent l’intégralité et définissent donc des endomorphismes de
Sλ(U b,c, A)

– Les opérateurs U en les places au-dessus de p
Soit v une place finie divisant p. Pour tout cocaractère dominant µ ∈ X∗(T v)+, On

note Tv,µ = Tv,$̂ = [U b,cµ(πv)U
b,c]λ, (si nécessaire, on note aussi Tλ,v,µ pour insister

sur l’action sur les formes de poids λ). Ces opérateurs sont compatibles lorsqu’on
passe de (b, c)à (b′, c′) avec 0 ≤ b ≤ b′ et 0 < c ≤ c′.

On définit alors
Uλ,v,µ = (w0λ)(µ(πv))

−1Tλ,v,µ.

La multiplication par (w0λ)($̂i(πv))
−1 assure l’intégralité optimale de l’action de

Uλ,v,µ sur Sλ(U b,c,O). La démonstration de [Ge10, Lemme 2.2.2 et Définition 2.3.2]
se transpose sans changement du cas du groupe unitaire au cas d’un groupe réductif
connexe G déployé en p.

– Les opérateurs diamants en les places au-dessus de p
Soient v une place finie divisant p, u ∈ T ′(Op) =

∏
v|p T ′(Ov). On définit les

opérateurs (qui préservent l’intégralité)

〈u〉λ = [U b,cuU b,c]λ.

Notons que U0,c normalise U b,c et que U0,c/U b,c = T ′(Op/pb) =
∏
v|p T ′(Ov/πbv).

L’action de 〈u〉λ cöıncide avec l’action normale de U0,c sur Sλ(U b,c, A).

Remark 5.1. Soient 0 ≤ b ≤ c avec c > 0, λ un poids dominant de G, les opérateurs
Tλ,µ, Uλ,v,i, 〈u〉λ commutent deux à deux. De plus, si b ≤ b′ et c ≤ c′, alors pour tout O-
module A, l’inclusion

Sλ(U b,c, A) ↪→ Sλ(U b
′,c′ , A)

est équivariante pour tous ces opérateurs.

Rappelons qu’on a fixé dans la Section4 une décomposition du tore maximal T de G en
la partie semisimple et un supplémentaire :

T = T ′ × T ′′.
Remarque 5.2. Désormais, lorsqu’on considérera les modules Sλ(U b,c, A), on supposera

toujours que
-le poids dominant λ ∈ P+ est dans le sous groupe X∗(T ′) ⊂ X∗(T ), c’est à dire qu’il

est trivial sur T ′′. Le Z-module X∗(T ′) est de rang n = rg(G′) alors que X∗(T ) = rg(G) ;
- les groupes de niveau U b,c sont de la forme U b,c = Up ×

∏
v|p Iw′(vb,c).

Définition 5.3. Avec les notations ci-dessus, on note Tλ(U b,c,O) ⊂ End(Sλ(U b,c,O)),
l’algèbre engendrée par les images des opérateurs Tv,µ, (µ ∈ X∗(T v)), Uλ,v,µ, 〈u〉λ. On l’ap-

pelle l’algèbre de Hecke de poids λ et niveau U b,c.
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Notons que cette algèbre est isomorphe à l’algèbre engendrée sur O par les mêmes
opérateurs de Hecke agissant sur Sλ(U b,c,K/O)).

La sous-algèbre de l’algébre de Hecke (resp. le sous-module des formes automorphes) sur
lequel les opérateurs Uλ,v,µ, ( pour tout v|p et tout cocaractère dominant µ) sont inversibles
l’algèbre de Hecke ordinaire (resp. le module des formes automorphes ordinaires).

Plus précisement, Tλ(U b,c,O) est une algébre finie sur O. Par la propriété de Hensel,
elle est donc semi-locale et produit cartésien de ses localisées aux idéaux maximaux

Tλ(U b,c,O) =
∏
m

Tλ(U b,c,O)m

où m parcourt les idéaux maximaux. On dit qu’un idéal maximal m est ordinaire, s’il ne
contient aucun Uλ,v,µ. On pose

Tord
λ (U b,c,O) =

∏
m ord.

Tλ(U b,c,O)m.

Soit µ ∈ X∗(T )++ un cocaractère strictement dominant, i.e. tel que 〈µ, αi〉 > 0 pour tout
i. On voit facilement que la suite (U(µ)r!)r converge dans Tλ(U b,c,O) vers un idempotent
e indépendant de µ. On a

e ·Tλ(U b,c,O) = Tord
λ (U b,c,O).

Définition 5.4. Avec les notations ci-dessus, on définit la partie ordinaire de Sλ(U b,c, A) :

Sord
λ (U b,c, A) := e · Sλ(U b,c, A) = ⊕m ordSλ(U b,c, A)m.

Définition 5.5 (Grandes algèbres de Hecke).

Sord
λ (U(p∞),K/O) := lim−→

c>0

Sord
λ (U c,c,K/O);

Tord
λ (U(p∞),O) := lim←−

c>0

T ord
λ (U c,c,O).

Soit
Sord
λ (U(p∞),O) = lim←−

m

lim−→
c>0

Sord
λ (Up

c,c
,O/$mO)

Notons que Tord
λ (U(p∞),O) agit fidèlement sur Sord

λ (U(p∞),O).

5.1. Théorème du contrôle vertical.

Theorem 5.6. Soit A un O-module quelconque. Soient b ≥ 1 et c ≥ b, l’inclusion
naturelle

Sord
λ (U b,b, A)→ Sord

λ (U b,c, A)

est un isomorphisme.
De même, pour c ≥ 1, l’inclusion

Sord
λ (U0,1, A)→ Sord

λ (U0,c, A)

est un isomorphisme.

Démonstration. Soit 1 ≤ b ≤ c. Soit µ ∈ X∗(T )++ un cocaractère strictement domi-
nant. Posons tp = (µ(πv))v|p ∈ G(Fp). Pour montrer le premier énoncé du théorème, il suffit
de montrer que si b < c, on a

(∗) U b,ctpU
b,c = U b,c−1tpU

b,c.

En effet, si ceci est vrai, en notant U(µ) l’endomorphisme de Sλ(U b,c, A) donné par
[U b,ctpU

b,c], U ′(µ) l’homomorphisme de Sλ(U b,c, A) à Sλ(U b,c−1, A) donné par [U b,c−1tpU
b,c]
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et ip l’inclusion de Sλ(U b,c−1, A) dans Sλ(U b,c, A), on voit que le diagramme suivant com-
mute :

Sλ(U b,c, A)
U(µ)→ Sλ(U b,c, A)

↓ U ′(µ) ↑ ip
Sλ(U b,c−1, A) = Sλ(U b,c−1, A)

En passant aux parties ordinaires, l’endomorphisme U(µ) devient un isomorphisme, donc
on en déduit que ip est un isomorphisme et donc, en itérant, que l’inclusion

Sord
λ (U b,b, A)→ Sord

λ (U b,c, A)

est un isomorphisme.
Maintenant, on montre (∗). On écrit

U b,ctpU
b,c =

∐
εitpU

b,c,

U b,c−1tpU
b,c =

∐
θitpU

b,c,

òu εi parcourt un ensemble des représentants de U b,c/U b,c ∩ tpU b,ct−1
p , et θi parcourt un en-

semble des représentants de U b,c−1/U b,c−1∩tpU b,ct−1
p . Rappelons la décomposition d’Iwahori

Iwb,c
v =

∏
α∈Φ+

U−α(πcvOv)Tb
∏
α∈Φ+

Uα(Ov).

On utilise que pour tout α ∈ Φ :

$̂i(πv)Uα(x)$̂i(πv)
−1 = Uα(π〈α,$̂i〉v x).

Soit gp = (gv)v|p ∈ U
b,c
p ; on peut écrire pour tout v|p gv =

∏
α∈Φ+ U−α(πcvyv,α)τb,v

∏
α∈Φ+ Uα(xv,α)

avec xv,α et yv,α ∈ O. On voit que pour chaque v|p, la v-composante de tpgpt
−1
p est de la

forme ∏
α∈Φ+

U−α(πc−〈α,$̂〉v yv,α)τb,v
∏
α∈Φ+

Uα(π〈α,$̂〉v xv).

On voit donc que

U b,cp /U b,cp ∩ tpU b,cp t−1
p
∼=

∏
v|p,α∈Φ+

Uα(Ov/π〈α,$̂〉v Ov).

Pour calculer U b,c−1
p ∩tpU b,cp t−1

p , on note que pour tout α ∈ Φ+, 〈α, $̂〉 > 0. Ceci entrâıne

que pour tout α ∈ Φ+, on a

U−α(πc−1
v Ov) ⊂ U−α(πc−〈α,$̂〉v Ov)

et donc qu’on a encore l’égalité

U b,c−1
p /U b,cp ∩ tpU b,cp t−1

p
∼=

∏
v|p,α∈Φ+

Uα(Ov/π〈α,$̂〉v Ov)

On peut donc prendre le même système de représentants εi = ηi pour les deux ensembles.
Par définition des actions, on en déduit ip ◦ U ′(µ) = U(µ).

Le deuxième énoncé est établi de la même manière, en montrant que U0,ctpU
0,c =

U0,c−1tpU
0,c pour importe quel c ≥ 2.

�
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5.2. Indépendance du poids. Le choix d’un sous-groupe Borel B de G fournit un
ordre partiel sur X∗(T ) : pour λ, µ ∈ X∗(T ), λ ≥ µ ⇐⇒ λ− µ ∈

∑
α∈Φ+ α,.

Lemme 5.7. Soit λ un poids dominant pour G, alors comme une représentation de
T /Z[ 1

S ], on a une décomposition

Wλ = ⊕µ(Wλ)µ.

Ici, µ parcourt un ensemble fini des caractères de T . Les µ pour lesquels (Wλ)µ n’est pas
nul satisfont w0λ ≤ µ ≤ λ. Les sous-espaces (Wλ)λ et (Wλ)w0λ sont libres de rang 1 sur
Z[ 1

S ].

Soit λ = (λσ)σ∈IF ∈ (P+)IF . On va montrer que les espaces Sord
λ (U(p∞), A) (A =

O/$m, $−mO/O, K/O, O) sont indépendants du poids. Pour comparer Sord
λ (U(p∞), A) et

Sord
0 (U(p∞), A), on va utiliser la projection vers le sous-espace de poids le plus bas dans la

décomposition ci-dessus. Plus précisement, soit w0 = (w0,σ)σ∈IF ∈W
IF
G donné par l’élément

de plus grande longueur pour chaque σ ∈ IF . Considérons le morphisme naturel

ελ : Wλ → (w0λ)

donné par ελ =
⊗

σ∈IF ελσ où pour chaque σ ∈ IF
ελσ : IndGB(w0λ)/Z[ 1

S
] → (w0,σλ)/Z[ 1

S
]

est donné par f 7→ f(1). Suivant Hida, on va exploiter le fait que chaque ελσ est B-
équivariant :

ελσ(b · f) = f(b) = w0λσ(b)ελσ(f).

Theorem 5.8. Soit λ ∈ (P+ ∩ X∗(T ′))IF un poids dominant pour le groupe G. Pour
tout c ≥ m > 0, il y a un système d’isomorphismes

εc,mλ,∗ : Sord
λ (U c,c,O/($m))

∼−→ Sord
0 (U c,c,O/($m))

compatibles pour c′ ≥ c ≥ m, qui sont
– équivariants pour l’action des opérateurs de Hecke hors de S, p et Ram(U) ;
– tels que pour tout v|p, et pour tout cocaractère dominant ν de TG, l’opérateur Uv,ν sur

l’espace Sord
λ (U c,c,O/($m)) correspond à l’opérateur Uv,ν défini sur l’espace Sord

0 (U(pc,c),O/($m))
– satisfont εc,mλ,∗ (〈u〉λf) = (w0λ)(u)〈u〉0εc,mλ,∗ (f) pour tout u ∈ T ′(Op)

En prenant la limite inductive sur les couples c ≥ m > 0, on obtient un isomorphisme

ελ,∗ : Sord
λ (U(p∞),K/O)

∼−→ Sord
0 (U(p∞),K/O),

qui vérifie les mêmes trois propriétés.
De même, en prenant la limite inductive sur c puis la limite projective sur m, on obtient

ελ,∗ : Sord
λ (U(p∞),O)

∼−→ Sord
0 (U(p∞),O),

Démonstration. Par définition,

Wλ = ⊗τ∈IFWλτ = ⊗τ∈IF (⊕w0λτ≤µ≤λτ (Wλτ )µ).

On définit la projection vers le sous-espace de poids plus bas :

ελ : Wλ = ⊗τ∈IFWλτ → ⊗τ∈IF (Wλτ )w0λτ = ⊗τ∈IFO(w0λτ ).

Ce morphisme est B-équivariant. En tensorisant par O/$mO, on obtient un morphisme :

ελ ⊗ IdO/$mO : Wλ(O/$mO) = Wλ ⊗O/$mO →W0(O/$mO) = W0 ⊗O/$mO.
Pour alléger l’écriture, on le note encore par ελ. Comme les corps Fv sont tous contenus
dans le corps p-adique K, toutes les uniformisantes choisies πv de Fv sont divisibles par
l’uniformisante $ de K. Par conséquent, si c ≥ m, l’action de Iwb,c

v sur Wλ(O/($m) passe
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par l’action du groupe de Borel B(O/$mO). On a ainsi un morphisme de U c,c-modules
Wλ(O/($m)→W0(O/($m)). On définit le morphisme εc,mλ,∗ par :

εc,,mλ,∗ : Sord
λ (U c,c,O/$mO)→ Sord

0 (U c,c,O/$mO)

s 7→ (g 7→ ελ(s(g)).

Vérifions qu’il est équivariant pour les opérateurs de Hecke. Si v 6∈ S∪Sp, notons Kµ(πv)K =⊔
i µv,iK ; on a

Tv,µf(g) =
∑
i

µv,i • f(g) =
∑
i

µv,i,p · f(gµv,i)

et

Tv,µελ(f(g)) =
∑
i

µv,i • ελ(f(g)) =
∑
i

ελ(f(gµv,i)),

puisque µv,i,p = 1, on voit que ελ,∗(Tv,µf) = Tv,µελ,∗(f). De même, en notant f(g;h) la

fonction qui à g ∈ G\Gf associe la fonction f(g;−) ∈ IndGB w0λ(A), on a pour tout u ∈ T0,
〈u〉λf(g;h) = up · f(gu;h) = f(gu;hup) ; donc

ελ,∗(〈u〉λf)(g) = f(gu;up) = w0λ(up)f(gu; 1).

D’autre part, 〈u〉0ελ,∗(f)(g) = f(gu, 1). On a donc

ελ,∗(〈u〉λf) = w0λ(up) · 〈u〉0ελ,∗(f)

Enfin, pour v ∈ Sp, posons $̂i(πv) = αv,i et choisissons des représentants αv,i(x) de

U b,cαv,iU
b,c/U b,c :

U b,cαv,iU
b,c =

⊔
x

αv,i(x)U b,c.

On a

Uλ,v,if = w0λ
−1(αv,i)

∑
x

αv,i(x) • f.

On a donc

ελ,∗(Uλ,v,if)(g;h) = w0λ
−1(αv,i)

∑
v

ελ◦f(gαv,i(x);hαv,i(x))) = w0λ
−1(αv,i)

∑
x

◦f(gαv,i(x);αv,i(x)) =

= w0λ
−1(αv,i)w0λ(αv,i)

∑
x

ελ ◦ f(gαv,i(x); 1) = U0,v,iελ,∗(f)(g;h).

Pour montrer que ελ,∗ est un isomorphisme, on construit son inverse

φ : Sord
0 (U(p∞), A)→ Sord

λ (U(p∞), A).

Comme dans la démonstration du théor̀eme du contrôle vertical, on fixe µ ∈ X∗(T )++ et
on considère U?(µ) pour ? = 0, λ. Soit α =

∏
v|p µ(πv). Fixons des représentants xj de

U(pc,c)/(U(pc,c ∩ αmU(pc,c)α−m). On a une décomposition en somme disjointe

U(pc,c)αmU(pc,c) =
⊔
j

xjα
mU(pc,c).

On fixe un vecteur vλ de Wλ(O) qui engendre Wλ(O)w0λ sur O. Alors φ est défini comme
suit :

φ : Sord
0 (U(pc,c), A)→ Sord

λ (U(pc,c), A)

F 7→ {g 7→
∑
j

xjα
m

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (gxjα

m)}.
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Il est clair que φ est bien défini. Montrons qu’ il prend ses valeurs dans Sord
0 (U(pc,c), A) ;

il s’agit de voir que pour tout u ∈ U(pc,c), on a up · φ(F )(gu) = φ(F ). Or, uxj = xσ(j)u
′
j

(u′j ∈ U(pc,c ∩ αmU(pc,c)α−m) pour une permutation σ des j, de sorte que∑
j

uxjα
m

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (guxjα

m) =
∑
j

xσ(j)u
′
jα

m

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (gxσ(j)u

′
jα

m) =

=
∑
j

xσ(j)α
mu′′j

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (gxσ(j)α

mu′′j ),

où u′′j ∈ U(pc,c). On a pour tout h, F (hu′′j ) = F (h) et, comme c ≥ m : u′′j vλ = vλ. Donc la
dernière expression est égale à∑

j

xσ(j)α
m

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (gxσ(j)α

m) = φ(F )(g).

On voit alors que ελ,∗ ◦ φ = U0(µ)m en effet,

ελ(
∑
j

xjα
m

w0λ(αm)
vλ ⊗ F (gxjα

m)) =

=
∑
j

xjα
m

w0λ(αm)
ελ(vλ) · F (gxjα

m) =

=
∑
j

F (gxjα
m) = U0(µ)m(F ).

Montrons φ ◦ ελ,∗ = Uλ(µ)m. Soit f ∈ Sord
λ (U(pc,c), A), alors

φ ◦ ελ,∗(f)(g) =
∑
j

xjα
m

w0λ(αm)
vλ ⊗ ελ(f(gxjα

m)).

D’un autre côté,

Uλ(µ)mf(g) = w0λ(αm)−1
∑
j

((xjα
m) • f)(g) = w0λ(αm)−1

∑
j

(xjα
m) · f(gxjα

m).

Mais

(∗) f(gxjα
m) = vλ ⊗ ελ(f(gxjα

m)) +
∑

µ 6=w0λ

vµ ⊗ ξµ,j,m,

où ξµ,jm ∈ O/($m). On a pour tout poids µw0λ de Wλ

w0λ
−1(αm)µ(αm) ≡ 0 (mod $m).

Donc, en appliquant w0λ(αm)−1αm à l’égalité (∗), on obtient pour tout j :

w0λ(αm)−1αmf(gxjα
m) = w0λ(αm)−1αmvλ ⊗ ε(f(gxjα

m)).

Mais sur le sous-espace ordinaire, les opérateurs U?(µ) sont inversible. Donc, ελ,∗ est
bien un isomorphisme. Les derniers énoncés en résultent en prenant la limite inductive sur
c puis la limite inductive, resp. projective sur m. �

La compatibilité de l’isomorphisme ελ,∗ avec les opérateurs de Hecke fournit le corollaire
suivant :
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Corollaire 1. On a un isomorphisme de O-algèbres

ε∗λ : Tord
λ (U(p∞),O)

∼=−→ Tord
0 (U(p∞),O)

qui envoie Tλ,v,i (v /∈ S ∪Sp), resp. Uλ,v,i (v ∈ Sp) sur T0,v,i, resp. U0,v,i et tel que pour tout
t ∈ T0,

ε∗λ(〈t〉0) = w0λ(t)−1 · 〈t〉λ

6. Théorème de spécialisation

SoitM0 = HomO(Sord
0 (U(p∞),K/O),K/O), le dual de Pontryagin de Sord

0 (U(p∞),K/O),
qu’on peut identifier par 5.8 à Sord

λ (U(p∞),K/O) pour tout λ ∈ (P+∩X∗(T ′))IF . Le module

discret Sord
0 (U(p∞),K/O) est muni d’une action continue du groupe compact T0 = T ′(Op)

par les diamants de poids 0 ; le O-module compact M0 est donc muni d’une action continue
de T ′0 .

Pour chaque b ≥ 1. On note T ′b le sous-groupe de T ′0 = T ′(Op) défini par la suite exacte

0→ T ′b → T ′0 → T ′(Op/pb)→ 0.

Grâce à l’hypothèse que p est non ramifié dans F , on peut relever canoniquement T ′(Op/pOp)
en un sous-groupe ∆ d’ordre premier à p de T ′0 et ainsi décomposer T ′0 = ∆×T ′1 . Définissons
l’algébre de groupes complétée

Λ′ := O[[T ′1 ]] = lim←−
b≥1

O[T ′1/T ′b ].

On a donc O[[T ′0 ]] = Λ′[∆].
On a un isomorphisme de O-algèbres locales

Λ′
∼=−→ O[[X1, · · · , Xnd]],

où d = [F : Q]. C’est un anneau local, noetherien, complet d’idéal maximal m = (π,X1, · · · , Xnd).
L’homomorphisme continu T ′0 → AutO(M0) se prolonge par linéarité et continuité en

un homomorphisme continu de O-algèbres

Λ′[∆]→ EndOM0.

Soit Ic = KerO[[T ′1 ]]→ O[T ′(O/pc)]. Soit M0,c = HomO(Sord
0 (U c,c,K/O),K/O)

Theorem 6.1. 1) On a pour tout c > 0, M0/IcM0
∼= M0,c,

2) le module M0 est libre de rang fini sur Λ′.

Démonstration. 1) en prenant les duaux de Pontryagin, on est ramenéà montrer que
l’injection

Sord
0 (U c,c,K/O) ⊂ Sord

0 (U(p∞),K/O)T
′
c .

est une égalité. Par définition, on a

Sord
0 (U(p∞),K/O)T

′
c = lim−→

d

Sord
0 (U c,d,K/O).

Mais par le Théorème 5.6, on a

lim−→
d

Sord
0 (U c,d,K/O) = Sord

0 (U c,c,K/O).

2) On déduit de 1) que M0/I1M0 = M0,1 est libre sur O. Par le lemme de Nakayama, il
existe donc un homomorphisme Λ′-linéaire surjectif Ψ: (Λ′)s →M0. Soit N = Ker Ψ. Pour
tout c ≥ 1, on a

N/IcN → (Λ′/Ic)
s →M0,c → 0.
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On sait que M0,c est libre de rang s sur Λ′/Ic (voir par exemple [CHT08, Lemma 3.3.1]).
Ceci entrâıne que N ⊂

⋂
c Ic · (Λ′)s = 0. �

En envoyant u ∈ T ′1 vers 〈u〉0, on définit une structure de Λ′-algèbre sur T = Tord
0 (U(p∞),O).

Il y a aussi une action de ∆ sur T donnée par δ 7→ 〈δ〉0. On peut donc décomposer l’algèbre
T en un produit d’algèbres Tψ où ψ parcourt l’ensemble des caractères de ∆ et 〈δ〉0 = ψ(δ)
dans Tψ pour tout δ ∈ ∆.

Corollaire 2. Il résulte directement du théorème 6.1 que T est une Λ′-algèbre finie
et sans torsion.

Soit λ = (λτ )τ∈IF un d-uplet de poids dominants de (G,B, T ) triviaux sur T ′′ et

ε : T ′1 → Q∗p un caractère d’ordre fini. Le caractère ε se factorise en un caractère de
T ′1/T ′r = T ′(Op/(pr)). D’autre part, on peut considérer λ comme un caractère de T ′0 . Par
la décomposition T0 = ∆× T ′1 , il se décompose en λ = λ∆ ⊗ λ1.

L’idéal premier pλ,ε de Λ′ noyau de l’homomorphisme

φλ1,ε : Λ′ → Qp

induit par 〈u〉0 7→ w0λ
−1(u)ε(u) pour u ∈ T ′1 s’appelle l’idéal premier arithmétique de poids

λ et caractère ε.
Soit K ′ le corps des fractions de Λ′/pλ,ε, et O′ son anneau de valuation. Notons que

K ′ est fini sur Qp. Soit Sord
λ (U(p0,r), ε,O) le sous-module maximal de Sord

λ (U(pr,r),O) sur

lequel on a 〈t〉λ = ε(u) pour tous les t ∈ T ′(Op/(pr)) = U(p0,r)/U(pr,r), et Tord
λ (U(p0,r), ε,O)

l’image de Tord
λ (U(pr,r),O) dans EndSord

λ (U(p0,r), ε,O).

Theorem 6.2. Soit ψ∆ = w0λ
−1
∆ . On a une surjection

Tψ∆
⊗Λ′,φλ1,ε

O′ → Tord
λ (U(p0,r), ε,O′).

et le noyau de cet homomorphisme est nilpotent.

Démonstration. SoitM0 = Sord
0 (U(p∞), ψ∆,K/O)∗ le dual de Pontryagin de Sord

0 )∆=ψ∆ .
C’est un Λ′-module libre de rang fini par le Théorème 6.1. En utilisant le Théorème 6.1 (et
l’indépendance du poids), on voit facilement que

M0/pλ,εM0
∼=−→Mλ(ε).

Ici Mλ(ε) désigne le dual de Pontryagin de Sord
λ (U(p0,r), ε,K/O). Comme par définition

Tord
λ (U(p0,r), ε,O) est l’image de T dans EndSord

λ (U(p0,r), ε,K/O), on a une surjection de

T vers Tord
λ (U(pr,r), ε,O) qui se factorise par Tψ∆

/pλ,εTψ∆
.

Il reste à montrer que cette surjection a un noyau nilpotent. En prenant une base de M0,
on suppose que M0 = ⊕ri=1Λθi. Soit T ∈ T, on suppose que Tθi =

∑r
i=1 ai,jθj . Comme

T agit fidèlement sur M0, si T est envoyé vers 0, on a aij ∈ pλ,ε. Mais T est annulé par
det(X · 1r − (aij)). Ceci implique T r ∈ pλ,ε. Le noyau est donc nilpotent. �

7. Les familles de Hida

Définition 7.1. Une famille de Hida est un morphisme surjectif de Λ′ algèbre µ : T→ I
òu I est une Λ′-algèbre intègre finie sans torsion.

Les familles de Hida correspondent bijectivement aux idéaux premiers minimaux de T
(ce sont les idéaux au-dessus de l’idéal (0) de Λ′). Soit α : ∆→ O× un caractère de ∆.
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Définition 7.2. Un système de valeurs propres de Hecke (en abrégé, SVPH) classique
pour G (hors de S) de poids λ et niveau Iwahorique en p est un homomorphisme de O-
algèbres

µ0,1
λ : Tλ(U0,1, α,O)→ O′

pour un anneau de valuation discrète O′ fini sur O. Il est dit ordinaire si pour tout i =
1, . . . , n, on a µ(Uv,i) ∈ (O′)×. Ceci équivaut à dire que µ se factorise à travers le quotient

Tλ(U0,1, α,O)→ Tord
λ (U0,1, α,O).

Par le lemme du Going Down en algèbre commutative, on peut interpoler un tel homo-
morphisme par une famille de Hida.

Proposition 7.3. Tout SVPH classique pour G (hors de S ∪ Sp) de poids λ et niveau
Iwahorique en p ordinaire

µ0,1
λ : Tλ(U0,1, α,O)→ O′

se relève en une famille de Hida µ : Tψ∆α → I. C’est à dire qu’il existe une telle famille et
un idéal premier p de I au-dessus de pλ tel que le diagramme

Tψ∆α/pλTψ∆α → Tord
λ (U0,1, α,O)

↓ µp ↓ µ0,1
λ

I/p ↪→ O′

commute (on a posé µp = µ (mod p)).

Démonstration. En composant µ0,1
λ : T ord

λ (U0,1, α,O)→ O′, avec la surjection donnée
par le théorème de spécialisation

Tψ∆α ⊗λ O
′ → Tord

λ (U(p0,1), α,O′)
on obtient un homomorphisme θ0 : Tψ∆α → O′. On est donc ramené à trouver un idéal
premier Q de Tψ∆α au-dessus de (0), tel que le morphisme θ0 se factorise par Tψ∆α/Q.
L’idéal premier P = Ker θ0 est au-dessus de φλ,1. Il s’agit de trouver un idéal premier Q
contenu dans l’idéal premier P et au-dessus de l’idéal premier (0). C’est assuré par le lemme
du Going Down. On pose alors I = Tψ∆α/Q et p = Im(P→ I). �
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CHAPITRE 2

Le formalisme de la fonctorialité

1. L-groupes

Formons (suivant [Spr79]) le groupe dual Ĝ du groupe réductif connexe déployé GK0 =
G×F K0. C’est un groupe réductif connexe déployé sur K0. On le considère comme défini
sur un corps p-adique K contenant tous les plongements de K0. Le triplet (GK0 , BK0 , TK0)

induit un triplet dual (Ĝ, B̂, T̂ ) défini sur K0. Le groupe de Galois Gal(K0/F ) agit par

automorphismes extérieurs sur Ĝ. Soit g = Lie(G/K0) ; la donnée du triplet (GK0 , BK0 , TK0)
et d’un épinglage (Xα)α∈Φ), c’est à dire d’une base de gα pour toute racine α ∈ Φ, fournit
un relèvement

ψ : Out(Ĝ)→ Aut(Ĝ)

du groupe des automorphismes extérieurs de Ĝ en un un groupe d’automorphismes (voir
Sect.2 de [Spr79]). On peut donc former le produit semi-direct

LG = Ĝo Gal(K0/F ).

C’est le L-groupe de G. On a LG◦ = Ĝ. Lorsque G est déployé sur F , LG est un produit
direct. Il est muni d’une projection LG→ Gal(K0/F ).

Etant donnés deux groupes réductifs connexes G,H définis sur F , un morphisme de
L-groupes est un homomorphisme de groupes algébriques

LG
ϕ→ LH

↘ ↙
Gal(K0/F )

qui commute avec les projections sur Gal(K0/F ).
Soit v /∈ S. le groupe Gv = G×F Fv est quasi déployé. Pour un groupe de décomposition

Dv = Gal(K0,w/Fv) ⊂ Gal(K0/F ), on note LGv = ĜoDv le L groupe de Gv. Il est défini
sur K0,w donc sur K. C’est un sous-groupe de LG.

Pour toute représentation algébrique r : LG → GLN , on note rv : LGv → GLN le mor-
phisme défini par restriction.

2. Représentations galoisiennes

Les conjectures concernant l’existence de représentations galoisiennes associées à des
représentations cuspidales algébriques ont été formulées par Langlands [La79], [Gr99,
Chapter IV],[Clo90, Section 4], [BG13, Sect.2.4 et 3.1] qui développent des idées de Lan-
glands et Borel, et de [GK15, Section 2.3]. Soit v /∈ S. Le groupe Gv = G×F Fv est quasi
déployé non ramifié. Pour un groupe de décomposition Dv = Gal(K0,w/Fv) ⊂ Gal(K0/F ),

on note LGv = Ĝ o Dv le L-groupe de Gv il est défini sur K0,w donc sur K. C’est un
sous-groupe de LG.

Dans ce qui suit on se place sur K = Qp. Soit K[LGv] l’algèbre des fonctions rationnelles

sur LGv définies sur K et R(LGv) la sous-algèbre de K[LGv] engendrée par les caractères
Tr(rv) pour toutes les représentations algébriques r de LG. C’est une algèbre de fonctions
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invariantes par l’action par conjugaison de LG◦v. Soit Rss(LGv) la K-algèbre quotient de
R(LGv) obtenue en restreignant les fonctions aux classes de LG◦v-conjugaison des éléments
semisimples de LGv. Par [Bo79, Proposition 6.7], on a avec les notations de la Section 3,
Chap.1 :

Rss(LGv) = K[Λv]
WGv ,

où l’action de WGv est l’action non tordue. de sorte que pour tout v /∈ S ∪ Sp, on peut
interpréter la Proposition 3.1 du Chapitre 1 comme un isomorphisme de Satake de l’algèbre
de Hecke sphérique H(Gv,Kv)⊗K avec Rss(LGv) :

SGvAv : H(Gv,Kv)⊗K ∼= Rss(LGv).

Notons que cet isomorphisme fournit une bijection entre les classes de LG◦v-conjugaison
d’éléments semi-simples de LGv sur K et l’ensemble des K-caractères de H(Gv,Kv).

Rappelons enfin l’isomorphisme d’Harish-Chandra. Soit W∞ le groupe de Weyl du
groupe complexe G(C). L’isomorphisme d’Harish-Chandra

γ∞ : ZgC∞
∼= Sym•tW∞ , z = θ + ν+ 7→ θ − ρ(θ) · 1

(où θ ∈ Sym• t∞) identifie le centre Zg de l’algèbre enveloppante complexe de g∞ = Lie(G∞)
avec l’algèbre des W∞-invariants de l’algèbre symétrique de la C-algèbre de Cartan tC∞ =

LieTC de gC∞. Le système d’isomorphismes ((SGvAv )v/∈S∪Sp , γ∞) permet aussi de définir conjec-
turalement la representation galoisienne associée à une représentation automorphe cuspidale
algébrique régulière.

Soit π′ = π′f ⊗ π′∞ une représentation automorphe cuspidale de G non ramifiée hors de

S∪Sp. On suppose π′ C-algébrique. Cela signifie qu’il existe un caractère algébrique régulier
λ′ ∈ X∗(TC) = HomC(TC,C×) tel que le caractère infinitésimal χπ′∞ : Zg∞ 7→ C de π′∞ peut
s’écrire χπ′∞ = χλ′,∨ où χλ′,∨ est le contragrédient du caractère infinitésimal χλ′ : : Zg→ C
d’une représentation algébrique irréductible de G(C) de plus haut poids λ′ (pour le triplet
(GC, BC, TC) fixé au début du chapitre 1). Noter que χλ′ = (λ+ρ)◦γ où pour tout caractère
µ : t∞ → C, on note encore µ : Sym• tC∞ → C. son prolongement à Sym• tC∞.

On fait désormais l’hypothèse d’intégralité
Hypothèse : Il existe ψ ∈ X∗(T )Q invariant par ΓF et tel que < ψ,α∨i >= 0 et tel que
η = ρ+ ψ ∈ X∗(T ).

Le caractère η est souvent appelé un caractère de Gross [Gr99, Chapter IV (13.5)] mais
nous réserverons cette terminologie pour le caractère ψ.
Commentaires :

1) Soit w0 l’élément de plus grande longueur de WG, c ∈ Gal(K0/F ) la conjugaison
complexe (qui peut être égale à l’identité) et θ = w0× c agissant par conjugaison tordue sur
T ×K0. Soit AZ ⊂ A ⊂ T et C le tore F -déployé maximal du cocentre G/G′ (l’application
naturelle AZ → C est une isogénie définie sur F ). Rappelons que X∗(AZ) = X∗(T )θ=1 et
X∗(C) = X∗(T )θ=1 (voir [Gr99, Proposition 2.2]).

2) L’ensemble des (quasi) caractères ψ est un espace principal homogène sous Hom(G,Gm) =
X∗(C). En effet si ψ et ψ′ sont deux tels (quasi) caractères, on a ψ − ψ′ ∈ X∗(T ) et ce
caractère est fixe par l’automorphisme θ de [Gr99, Chapter IV] ; il fournit donc un caractère
du cocentre F -rationnel C.

3) Soit ψ ∈ X∗(T )Q invariant par Galois et tel que < ψ,α∨i >= 0 et tel que η =
ρ + ψ ∈ X∗(T ) ; le caractère ψ2 est invariant par θ. Il se prolonge donc en un caractère
|ψ2| : G→ Gm. Soit

νψ = |ψ2|−1/2.

On pose alors π = π′(ψ) = π′⊗ νψ. Cette représentation est L-algébrique régulière de poids
λ + η (au sens de [BG13]). Elle est conjecturalement L-arithmétique au sens de [BG13,
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Definition 3.1.4 et Conjecture 3.1.6]. Notons que le twist par νψ généralise le twist de Clozel

π′⊗| det |−
n−1

2 pour π′ sur (une forme compacte à l’infini de) GLn [Clo90]. Plus précisément,
dans ce cas on a ρ = ((n− 1)/2, (n− 3)/2, . . . ,−(n− 3)/2,−(n− 1)/2), et on peut prendre
ψ = ((n− 1)/2, (n− 3)/2, . . . , (n− 1)/2) et η = (n− 1, n− 2, . . . , 1, 0).

Comme dans [Gr99, Section 13] :

Définition 2.1. On suppose l’existence d’un élément ψ ∈ X∗(T )Q invariant par ΓF .
On appelle un tel élément un caractère de Gross. On en déduit l’existence d’un caractère
η = ρ+ ψ ∈ X∗(T ) comme ci-dessus.

Le nombre premier p a été fixé ainsi qu’un plongement ι : Q ↪→ Qp. Rappelons la

définition du paramètre de Satake tπ,ι d’une représentation irréductible lisse admissible non

ramifiée π = IndGvBv e
ρχ (induite normalisée). On a ι◦χ ∈ Hom(Tv,Q

×
p ) = Hom(F×v /O×v , T̂v(Qp).

Le paramètre de Satake tπ,ι est alors la classe de WGv -conjugaison de χ($v).

Pour tout v /∈ S ∪ Sp, on note J(π) = JAv
Gv(π) le module des Nv-coinvariants de π,

donné par le quotient Vπ/
∑

n∈Nv(π(n) − 1)Vπ′v , muni de l’action normalisée de Av ⊂ Tv
donnée par

a · x = e−ρ(a) · π′v(a)x

la projection canonique
JGvAv : π′v → J(πv)

induit un isomorphisme [Cas95, Th.3.3.3] et [Cas88, Prop.2.4]

JGvAv : (π′v)
Iw(v) ∼= J(π′v)

TH,v

Si π′v est une induite normalisée iGvBvχ = IndGvBv e
ρχ, on a une décomposition de Av/A

0
v-

modules
J(π′v)

TH,v =
⊕
w∈W

χw

En outre, la restriction au sous-espace (π′v)
Kv ⊂ (π′v)

Iw(v) induit une injection

JGvAv : (π′v)
Kv ↪→ J(π′v)

TH,v

compatible avec l’isomorphisme de Satake :

SGvAv (h) · JGvAv (x) = JGvAv (h · x).

L’action des opérateurs de Hecke en v sur la droite des Kv-invariants de πv = π′(ψ)v
fournit un caractère µπv : H(Gv,Kv) → Qp de l’algèbre de Hecke sphérique en v appeé le
paramètre de Hecke de πv. Ce paramètre est rationnel. On peut le relier avec le paramètre
de Satake par la formule µπv([Kvµ($v)Kv]) = SGvAv ([Kvµ($v)Kv])(tπv ,ι).

Par exemple soit f une forme modulaire classique de poids k ≥ 2 et de niveau N
provenant par la correspondance de Jacquet-Langlands d’un corps de quaternions sur Q ; soit
q est un nombre premier, premier à N et aq la valeur propre de Tq et que X2−aqX+qk−1 =
(X − αq)(X − βq).

Si Tq désigne la fonction caractéristique de Kq

(
q 0
0 1

)
Kq, on a

SGA (Tq) = q1/2(

[
q 0
0 1

]
+

[
1 0
0 q

]
).

Si l’on pose νψ = |det |−1/2
A , on a νψ(diag(q, 1)) = q1/2. Soit π′f la représentation automorphe

C-algébrique associée à f intervenant dans le groupe de cohomologie H1(X,Vk−2) de la
courbe modulaire, pour le système local associé à la représentation Symk−2 St2 de GL2. En
posant πf = π′f (ψ), on a µπf,q(Tq) = αq + βq = aq.
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Soit ΓF = Gal(F/F ) le groupe de Galois absolu du corps de nombres F . Pour toute
place finie v de F et pour tout caractère µ = (µσ)σ∈IF de T × F , on note µv = (µσ)σ∈IFv
le caractère de T × Fv associé.

Définition 2.2. Soit v ∈ Sp et µv ∈ X∗(Tv). On dit que l’homomorphisme continu

ρ : ΓFv → LGv(Qp) est de de Rham, de poids de Hodge-Tate µv si pour toute représentation

algébrique ϕ : LG → GLN , la représentation ϕ ◦ ρ : ΓFv → GLN (Qp) est de de Rham de
poids de Hodge-Tate ϕ ◦ µv, où l’on identifie le caractère µv ∈ X∗(Tv) avec le cocaractère

µv ∈ X∗(T̂v).

On note η = (ησ)σ∈IF ∈ (P+)IF le poids de G ×F donné par ησ = ρσ +ψσ pour chaque
σ ∈ IF . On a vu ci-dessus qu’à une représentation π′ cuspidale de G(AF ), algébrique
régulière de poids cohomologique λ′ ∈ (P+)IF correspond une représentation π = π′(ψ) qui
est C-algébrique régulière de poids λ′+ψ. Rappelons qu’on a fixé un plongement ι : Q ↪→ Qp.

Conjecture 2.3. À une représentation π′ cuspidale de G(AF ), C-algébrique régulière
de poids cohomologique λ′, on peut associer une représentation galoisienne, c’est à dire un
homomorphisme continu

ρπ′,ψ,ι : ΓF → LG(Qp)

1) non ramifié hors de S ∪Sp et tel que pour toute place finie v /∈ S ∪Sp de F , la classe
de conjugaison de ρπ′,ψ,ψ,ι(Frobv) soit égale au paramètre de Satake tπ′v(ψ),ι,

2) pour tout v ∈ Sp, ρπ′,ψ,ι|ΓFv est de de Rham, de poids de Hodge-Tate λ′v + ηv où
η = ρ+ ψ. Si de plus π′ est non ramifiée en p, pour tout v ∈ Sp, ρπ′,ψ,ι|ΓFv est cristalline.

3) Il existe un anneau de valuation O fini et plat sur Zp tel que

ρπ′,ψ,ι : ΓF → LG(O)

à conjugaison près dans Ĝ(Qp).
4) Si ψ et ψ′ sont deux caractères de Gross de T , on a χ = ψ′−ψ est un caractère de G.

On peut donc le considérer comme un cocaractère de Ĝ. On forme le composé χgal : ΓF →
Z×p → Ĝ du caractère cyclotomique p-adique χcyc : ΓF → Z×p , Frobv 7→ q−1

v et de χ : Gm →
Ĝ(Qp). On a alors

ρπ,ψ′,ι = ρπ,ψ,ι ⊗ χgal.

Remarque 2.4. 1) La relation 4) entrâıne que la question de grande image pour ρπ,ψ′,ι
ne dépend pas du choix de ψ.

2a) Lorsque G est une forme compacte de GLN (ou en composant ρπ′,ψ,ι avec une

représentation algébrique r : LG→ GLN pour laquelle le transfert est établi), on peut donner
une interprétation plus concrète de la propriété 1) en termes des polynômes caractéristiques
des Frobenius (voir l’exemple ci-dessous).

2b) En toute généralité, on peut caractériser ρπ′,ψ,ι(Frobv) en donnant la trace rµ◦ρπ′,ψ,ι
pour les représentations linéaires semisimples pour tout cocaractère dominant F -rationnel

µ ∈ X∗(A)+ et pour rµ : Ĝ → GL(Vµ) la représentation irréductible de plus haut poids µ

de Ĝ associée. Plus précisément, on peut donner deux formules pour Tr(rµ ◦ ρπ′,ψ,ι(Frobv))
pour tout v /∈ SF,p. La première est en termes des paramètres de Satake :

Tr(rµ ◦ ρπ′,ψ,ι(Frobv)) = Tr(rµ(tπ′(ψ),ι)) =
∑

w0µ≤ν≤µ
dim Vµ(ν) · ν(tπ′(ψ)v ,ι)

où l’on note que

rµ(tπ′(ψ)v ,ι) = rµ(tπ′,ι)q
〈ψ,µ〉
v .
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La seconde en termes des paramètres de Hecke (à l’aide de la formule [Gr98, (3.12)]) :

Tr(rµ ◦ ρπ′,ψ,ι(Frobv)) = q−〈ρ,µ〉v µπ′(ψ)v([Kvµ($v)Kv] +
∑
ν<µ

dµ(ν) · [Kvν($v)Kv])

pour des coefficients dµ(ν) ∈ Z déterminés dans [Gr98, Proposition 4.4]. Le paramètre de

Hecke associé à π′,µ̃π′v ,ι : h 7→ SGvAv (h)(tπ′,ι) est donné par

µ̃π′v ,ι : [Kvµ($v)Kv] 7→ q−〈ψ,µ〉v µπ′(ψ)v([Kvµ($v)Kv]).

Cette égalité est bien définie parce que ψ est invariant par WG ; elle ne contient pas d’irra-
tionalité et ne dépend pas de ψ.

3) Il n’y a pas de choix optimal de ψ en général, même si on impose que λ(T ′′) = 1
car cette condition ne peut en général être imposée à ψ : pour G = B× une algèbre de
quaternions ramifiée à l’infini, on peut prendre comme tore T la restriction des scalaires de
K× pour un corps quadratique imaginaire Q. Si T ′ = G′∩T , on a T ′ = K×,1. Si on étend les

scalaires à K, on a T ×K ∼= {
(
t1 0
0 t2

)
; t1, t2 ∈ Gm} et T ′×K ∼= {

(
t 0
0 t−1

)
; t ∈ Gm},

mais il n’y a pas de modèle Q-rationnel T ′′ ∈ G du supplémentaire T ′′ = {
(

1 0
0 t2

)
; t2 ∈

Gm} de T ′. On ne peut donc trouver de quasi caractère Q-rationnel ψ qui s’annule sur T ′′.
4) Pour les groupes unitaires ([Ko92], [Clo91], [HL04], [Lab09], [Shin11], [ChH13])

et symplectiques ([Ta91],[Lau05],[We05],[KrSh16]), la correspondance de Langlands est
essentiellement établie.

5) Nous rencontrerons des cas où l’hypothèse d’existence d’un caractère de Gross n’est
pas satisfaite. Par exemple lorsque G est une forme compacte à l’infini de U(n). Dans ce

cas, par [BG13, Sect.5.2], il existe une extension centrale G̃ de G par Gm qui admet un

caractère de Gross. Soit CG = LG̃. En composant une représentation cuspidale algébrique

π de G avec G̃→ G, on obtient une représentation cuspidale algébrique et la conjecture est
qu’il existe une représentation galoisienne

ρπ,ψ,ι : ΓQ → CG(Qp).

Exemple 2.1. Prenons G = GU(h) le groupe des similitudes d’une forme hermitienne
non dégénérée de rang n associée à une extension quadratique CM E/F du corps totalement
réel F , définie positive à l’infini. Son C-groupe est Gn = (GLn×GL1)o{1, j} avec j d’ordre
2 tel que j(g, µ)j−1 = (tg−1µ, µ). Il est muni d’une projection Gn → {1, j}. L’existence de la
représentation galoisienne ρπ,ψ,ι a été établie par les travaux de Kottwitz, Clozel, Labesse,
Harris, Taylor, Chenevier-Harris, S.-W. Shin. Pour v /∈ S et décomposée de F dans K, Gv
est déployé et l’énoncé 1) concerne un paramètre de Hecke tπ(ψ)v ,ι ∈ GLn(Qp) caractérisé
par son polynôme caractéristique (appelé polynôme de Hecke) :

Pπ(ψ),v(X) =
n∑
i=0

(−1)iNv
i(i−1)

2 µπ′ψ)v(Tv,i)X
n−i,

où µπ(ψ)v : H(Gv,Kv) → Qp est l’homomorphisme de l’algèbre de Hecke sphérique associé

au paramètre de Satake tπ(ψ)v ,ι comme ci-dessus.

Si par contre v est inerte dansK,Gv n’est pas déployé mais LGv possède une représentation
fidèle de degré 2n : ϕ : Gn → GL2n donnée par

(g, µ)→
(
gµ 0
0 tg−1µ

)
29



et

ϕ(j) =

(
0 1n
1n 0

)
.

La condition 1) en v s’exprime alors en disant que le polynôme caractéristique de ϕ ◦
ρπ,ψ,ι(Frobv) doit être égal à celui de ϕ(tπ(ψ)v ,ι).

3. Systèmes de valeurs propres de Hecke ordinaires

Considérons maintenant un SVPH non ramifié hors de S (donc non ramifié en p)

µλ : Tλ(U,O)→ O′.
Soit π′ une repésentation automorphe cuspidale C-algébrique de poids λ dont le SVPH est
donné par µλ. Pour tout v divisant p, on note tµλ,ψ,v = tπ′(ψ)v ,ι le paramètre de Hecke de
π′(ψ)v.

Soit
ord

T̂
: T̂ (Qp)→ X∗(T̂ )⊗Q[IFv ],

où ord
T̂

(t) est caractérisé par 〈χ, ord
T̂ (t)
〉 = ordp χ(t) pour tout χ ∈ X∗(T̂ )⊗ Z[IFv ].

Pour tout µv = (µσ)σ∈IFv ∈ X
∗(T )[IFv ], on note encore µv l’élément qu’il définit dans

X∗(T̂ )⊗ Z[IFv ].
On a la Proposition-Définition

Définition 3.1. On dit qu’un SVPH µλ non ramifié en p est ordinaire en p si pour
chaque v|p, il existe un représentant (nécessairement unique)

ord
T̂

(tµλ,ψ,v) = w0(λv + ηv).

L’élément θµλ,v = w0(λv + ηv)(πv)
−1tµλ,ψ,v ∈ T̂ (Zp) ne dépend pas de ψ.

Le représentant tµλ,ψ,v est nécessairement unique puisque la condition θµλ,v ∈ T̂ (Zp)
entrâıne que pour tout α ∈ Φ+, on a ordp α(tλ,ψ,v) > 0. On voit que θµλ,v ne dépend

pas de ψ puisque dans toute représentation algébrique rµ : LG → GLN , on a rµ(tµλ,ψ,v) =

q
〈ψ,µ〉
v rµ(tµλ,v) et rµ ◦ ψ(πv) = q

〈ψ,µ〉
v .

Commentaire : Supposons pour simplifier le groupe dérivé de G déployé et simplement
connexe sur F ; sans l’hypothèse d’ordinarité, il existe alors un représentant tµλ,ψ,v (non
nécessairement unique) tel que pour tout copoids dominant $̂ de G, on ait

ordp $̂(tλ,ψ,v) ≥ 〈$̂, w0(λv + ηv)〉.

Exemple 3.1. Soit f une forme cuspidale classique propre de poids k ≥ 2 et niveau N ,
et soit p un nombre premier ne divisant pas N . Le polynôme de Hecke X2 − apX + pk−1 =
(X − α)(X − β) fournit le paramètre de Hecke

tπf ,ψ,p = {
(
α 0
0 β

)
,

(
β 0
0 α

)
}.

Si ap ∈ Z×p (c’est la définition classique de l’ordinarité de f en p), on peut supposer ordp α =
0 et ordp β = k − 1. Par ailleurs,

(λ+ η)(p) =

(
pk−1 0

0 1

)
.

On peut donc prendre

θπf ,p =

(
α 0
0 β/pk−1

)
.

On voit aussi que les deux définitions sont équivalentes.
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Si f correspond à une courbe elliptique supersingulière en p, on a α =
√
−p et β =

−
√
−p, w0(λp + ηp) = (0, 1), et pour $̂1 = e1 et $̂2 = e1 + e2 on a ordp $̂1(tπf ,ψ,p) =

ordp α = 1
2 ≥ 0 = 〈e1, (0, 1)〉 et

ordp $̂2(tπf ,ψ,p) = ordp α+ ordp β = 1 ≥ 1 = 〈$̂2, (0, 1)〉.

A un tel SVPH µλ non ramifié en p ordinaire, on peut associer un unique SVPH µ0,1
λ

de niveau iwahorique ordinaire de la manière suivante.
Soit π une représentation cuspidale algébrique régulière ordinaire de poids λ non ramifiée

hors de S dont le SVPH non ramifié en p associé est égal à µλ.

Lemme 3.2. Pour chaque place v|p, le sous-espace W de ι(πv(ψ))Iw′(v) sur lequel les
opérateurs de Hecke Uλ,v,ν (définis pour tout cocaractère dominant ν dans Chap.I, Sect.5)
agissent par ν(θµλ,v) est non nul.

Démonstration. On procède comme dans la démonstration du Lemme 2.7.5 de [Ge10],
en remplaçant le triplet GLn, Bn, Tn) par le triplet (Gv, Bv, Tv). On écrit πv comme l’induite

non ramifiée Ind
Gv(Fv)
Bv(Fv

χ, c’est à dire l’induite lisse de eρvχ pour le caractère non ramifié

χ : Tv(Fv)→ C× (qu’on voit à valeurs dans Q×p ). Par l’identification

T̂v(Qp) = Hom(F×v , T̂v(Qp)) = Hom(Tv(Fv),Q
×
p ).

le paramètre de Langlands tπ(ψ),v ∈ T̂v(Qp)/WGv cöıncide avec e−ψvχ(πv) modulo l’action
naturelle de WGv .

Soit πv,Nv le Tv-module des Nv-cöınvariants de πv. L’application de quotient fournit
(voir par exemple [BC09, Proposition 6.4.3]) un isomorphisme

πIw(v)
v

∼= π
Tv(Ov)
v,Nv

.

En posant α = ν(πv) ∈ T (Qp), on voit donc que dans l’isomorphisme ci-dessus, l’opérateur

Uλ,v,ν agit sur π
Iw′(v)
v comme w0(λ)−1(α)α) agit sur π

Tv(Ov)
v,Nv

. Rappelons que w0ρ = −ρ et

wψ = ψ. Par [Cas95, Théorème 6.5.3], on a donc un isomorphisme de Tv-modules :

π(ψ)ss
v,Nv
∼=

⊕
w∈WGv

e−w0ηv · (e−ψvχ)w.

Il existe donc w ∈WGv et un sous-espace propre 0 6= W ⊂ πIw′(v)
v pour les Uλ,v,ν de valeurs

propres w0(λv + ηv)
−1(α) · (e−ψvχ)w(α).

Quitte à permuter les w, on peut supposer e−ψvχ(α) = tπ(ψ)v ,ι. Par hypothèse on a

ordp ν(tψ)( v,ι) = 〈w0(λv + ηv), ν〉

et pour tout w 6= 1,

ordp ν(twπ(ψ)v ,ι
) 6= 〈w0(λv + ηv), ν〉.

Le sous espace W 6= 0 est l’image inverse de la droite donnée par le caractère χ.
On peut alors définir

µ0,1
λ : T(U0,1,O)→ Zp

par action de T(U0,1,O) sur le sous-espace W 6= 0. On a µ0,1
λ (Tv,i) = µλ(Tv,i) pour v /∈ S∪Sp

et i = 1, . . . , n, et µ0,1
λ (Uλ,v,ν) = ν(θµλ,v) pour toute place v ∈ Sp et tout cocaractère

dominant ν. �
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Exemple 3.2. Prenons F = Q, G = GL3, n = 2, λ = (a3, a2, 0) : diag(t1, t2, t3) 7→
ta3
1 t

a2
2 , avec a3 ≥ a2 ≥ 0. Si π est cuspidale de poids λ, ordinaire en p, on a

(λ+ η)(p) =

 pa3+2

0 pa2+1

1



tπ,ψ,p =

 α
β

0 γ

}
avec ordp α = 0, ordp β = a2 + 1 et ordp γ = a3 + 2 On a donc

θπ,p = {

 α
0 β/pa2+1

γ/pa3+2

 .

et $̂i : diag(t1, t2, t3) 7→ t1 . . . ti pour i = 1, 2. On a donc

$̂1(θπ,p) = α

et

$̂2(θπ,p) =
αβ

pa2+1

et on considère le sous-espace de π
Iw′(p)
p où Up,1 = α et Up,2 = αβ/pa2+1.

Rappelons que pour toute place v de F au-dessus de p on a fixé un triplet (Gv, Bv, Tv)

défini sur Ov ce qui détermine un triplet dual (Ĝv, B̂v, T̂v).

Définition 3.3. Un homomorphisme continu

ρ : ΓF → LG(Qp)

est dit ordinaire en p si pour toute place v de F divisant p il existe gv ∈ LG◦v(Qp) tel que

Im ρv ⊂ gvB̂v(Qp)g
−1
v

où ρv = ρ|ΓFv . On peut alors former -l’homomorphisme

δρ,gv = g−1
v ρvgv (mod Nv) : ΓFv → T̂v(Qp).

On peut alors énoncer

Conjecture 3.4. Soit π une représentation cuspidale de G sur F non ramifiée hors
de S ∪ Sp algébrique régulière de poids λ et niveau iwahorique Iw′(p) en p. On suppose

que π est ordinaire en p. Soit µ1,0
λ : T(U1,0,O) → Zp le système de valeurs propres de

Hecke iwahorique associé à (π(ψ), ι) ; il est non ramifié hors de S ∪ Sp ordinaire de niveau
iwahorique. La représentation galoisienne

ρ
µ1,0
λ

= ρπ,ψ,ι : GalF → LG(Qp)

est ordinaire en p et il existe gv ∈ Ĝv(Qp)

δ
µ1,0
λ ,gv

([πv, FvQp]) = θµλ,v

et

δ
µ1,0
λ ,gv
|Iv = w0(λv + ηv)

−1.
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Ce résultat est connu pour (les formes intérieures de ) GL2(Q), GL2(F ), F totalement
réel [H89, Theorem 2], GSp4(Q) [Ur05], [GeT05, Prop.4.3.4] , GSp4(F ), F totalement
réel, pour G une forme compacte à l’infini d’un groupe unitaire sur un corps totalement réel
[Ge10, Cor.2.7.8]. Notons aussi que

Proposition 3.5. Si les transferts r : LG → GLN sont établis et si pour tout copoids

dominant ν de Ĝ la représentation irréductible rν : LG → GLN de plus haut poids ν telle

que rν(B̂) ⊂ B̂N satisfait

(Eff) pour toute racine positive α de (GLN , B̂N ), α ◦ rν est une somme de racines

positives de Ĝ,
la conjecture est vraie pour toute représentation π de G de poids λ suffisamment régulier.

Dans tous les exemples traités au Chapitre 4, la condition d’effectivité (Eff) est satis-
faite. Il semble que pour G classique, pour tout ν, le foncteur de Schur Sν de [LaTo79]de
poids ν satisfasse cette condition.

Démonstration. Pour établir la conjecture, il suffit de démontrer pour un ensemble
fini de cocaractères dominants ν les formules

ν ◦ δ
µ1,0
λ ,gv

([πv, Fv])) = ν(θµλ,v)

et

ν ◦ δ
µ1,0
λ ,gv
|Iv = ν ◦ w0(λv + ηv)

−1.

Le cocaractère dominant ν peut être vu comme élément deX∗(T̃ ). On considère la représentation

rν : LG→ GLN de plus haut poids ν ∈ X∗(T̂ )+.
On suppose le transfert établi pour rν , on forme donc la représentation automorphe

Πν = (rν)∗π sur U(N). On a supposé que pour toute racine positive de GLN , α ◦ rν est une

(somme de) racines positives de Ĝ. Ceci entrâıne que rν(λ + ρG) est dominant. Comme λ
est suffisamment régulier et que ν parcourt un ensemble fini, on peut supposer que Π est
algébrique de poids λν ∈ X∗(TN ) régulier tel que λν + ρN soit dominant et tel que :

wN (λν + ρN ) = rνwG(λ+ ηG)

où wG, resp. wN est l’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl de Ĝ resp. de
GLN . Soit V l’espace de rν ; soit e ∈ V un vecteur de plus haut poids. On a

V =
N⊕
i=1

Vµi

avec Vµ1 = Vν = 〈e〉 et VµN = 〈wNe〉. On note T̂N le tore de GLN donné par cette

décomposition et B̂N le Borel qui stabilise le drapeau (
⊕k

i=1 Vµk)k. Notons que rν(B̂) ⊂ B̂N .
Soit $̂1 le copoids fondamental de GLN associé à Vµ1 . Il résulte du Lemme 3.2 que pour tout
v ∈ Sp, l’opérateur de Hecke Uλν ,v,$̂1

de U(N) agit par l’unité $̂1(θλν ,v) sur un sous-espace

non nul de Π
IwN (v)
v . Mais on a

$̂1(θλν ,v) = $̂1(wN (λν + ηN )−1(πv)tΠ(ψN )v ,ι) =

$̂1(wN (λν + ηN )−1(πv)rν(tΠ(ψN )v ,ι) = $̂1(wN (λν + ρN )−1(πv)rν(tπv ,ι) =

$̂1 ◦ rν(wG(λ+ ρG)(πv)
−1 · tπv ,ι) = ν(θλ,v)

Par ailleurs, par [Ge10, Cor.2.7.8] on a en posant δ = r ◦ δ
µ0,1
λ ,gv

:

$̂1 ◦ δ([πv, Fv]) = $̂1(θλν ,v),
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et, pour tout x ∈ O×v ,

$̂1 ◦ δ([x, Fv]) = $̂1 ◦ wN (λ+ ηG)(x)−1.

Comme $̂1 ◦ r = ν et $̂1(θλν ,v) = ν(θλ,v), on obtient le résultat. �

4. Familles de représentations galoisiennes et Ordinarité

Soit S un ensemble fini de places finies de F contenant les places où G n’est pas quasi-
déployé non ramifié. Soit Sp l’ensemble des places de F au dessus de p. On suppose que G
est déployé en tout v ∈ Sp. On a donc S∩Sp = ∅. Rappelons qu’on a fixé une décomposition
T = T ′×T ′′ (Section 4). Ceci permet de définir pour tout v ∈ Sp les sous-groupes d’Iwahori
Iw′(vb,c) et Iw(vb,c) comme dans la Section 4. Soit U un sous-groupe compact ouvert de Gf
déployé et non ramifié hors de S. Pour tout n ≥ 1, on pose U(pn) = USp×Iw′(pn). On définit
dans la Section 6 le module de Hida. M(G) = eSord(U ′(p∞),K/O)∗ C’est un module libre
de type fini sur Λ′G = O[[T ′1 ]] Il est indépendant du poids, mais sa structure de Λ′G-module
utilise l’action des diamants de poids 0. On a

T ′1 ∼=
∏
v∈Sp

(1 + πvOv)n.

On fixe des Zp-bases (ev,i)i=1,...,dv de (1 + πvOv)×. On note (TGv,i,j)v∈Sp,1≤i≤dv ,1≤j≤n les

variables de Λ′G adaptées à cette décomposition :

Λ′G = O[[TGv,i,j v ∈ Sp, 1 ≤ i ≤ dv, 1 ≤ j ≤ n]].

On définit l’algèbre de Hecke Hida TG comme la sous-Λ′G-algèbre de EndM(G), engendrée
par les opérateurs de Hecke hors de S et par ceux en p. La décomposition T ′0 = ∆ × T ′1
permet de décomposer

TG =
∏
ψ∈∆̂

TG(ψ).

Soit I une extension finie intègre de Λ′G munie d’un homomorphisme surjectif de Λ′G-
algèbre µ : T′G(ψ) → I, autrement dit, une famille de Hida. Avec les notations de 6, pour

chaque poids λ tel que w0λ
−1
∆ = ψ, on considère l’idéal premier arithmétique Pλ1 = Kerφλ1

de Λ′G associé à la spécialisation φλ1 . Soit P un idéal premier de I au-dessus de Pλ1 et soit
O′ un anneau de valuation fini sur Zp contenant I/P. D’après le Théorème 6.2, la réduction
modulo Pλ1 , resp. P fournit un homomorphisme de O′-algèbres

µ0,1
λ : eTλ(U0,1,O′)→ O′.

A chaque tel homomorphisme, la conjecture 2.3 associe une représentation

ρ
µ0,1
λ

: ΓF → LG(O′).

Rappelons que pour cela, on a fixé une fois pour toutes un caractère de Gross ψ. La Propo-
sition 3.4 fournit alors l’ordinarité de la représentation galoisienne. Remarque : On sait que
pour λ assez régulier, µλ0,1 provient d’une représentation cuspidale non ramifée au-dessus
de p (pour GLN , voir [CHT08, Lemma 3.1.5]).

On utilise alors la théorie des LG-pseudo-représentations de V. Lafforgue. Une LG-
pseudo-représentation de ΓF définie sur une O-algèbre A est un un système Ξ = (Ξn)n
d’applications

Ξn : O((LG)n)Ĝ → C(ΓnF , A)
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satisfaisant les conditions de la Définition-Proposition 11.3 de [Laff16]. On peut recol-
ler les LG-pseudo-représentations Ξ

µ0,1
λ

associées aux homomorphismes ρ
µ0,1
λ

en une LG-

pseudo-représentation Ξµ à valeurs dans I ⊂
∏
λ,w0λ

−1
∆ =ψO

′
λ. Il résulte alors de la Proposi-

tion [Laff16, Prop.11.7] que cette LG-pseudo-représentation provient d’un homomorphisme
continu

ρµ : ΓF → LG(Frac(I)).
Rappelons quelques faits prouvés dans [BHT17, Chapter 4]. Dans cet article, le groupe

G est supposé déployé, mais c’est inutile pour le Chapitre 4. Soit k = I/mI. Par la théorie des
immeubles de Bruhat-Tits (voir [BHT17, Proposition 4.8]), on peut définir la représentation
résiduelle

ρ
µ0,1
λ

: ΓF → LG(k).

On dit qu’elle est absolument irréductible au sens que son image n’est contenue dans aucun

parabolique propre P̂ de Ĝ et si son centralisateur dans Ĝad est schématiquement trivial.
Sous cette hypothèse, il résulte de [BHT17, Theorem 4.10] que pour tout poids λ′ et
tout SVPH µ′ : Tλ′(U0,1,O) → O′ congru à µλ′ modulo p, la représentation ρµ′ : ΓF →
LG(Frac(O′)) est définie sur O′ : il existe ρµ′,O′ : ΓF → LG(O′) tel que ρµ′,O′⊗O′Frac(O′) =
ρµ′ .

Proposition 4.1. Supposons ρ
µ0,1
λ

absolument irréductible. Soit m = Ker(µ : TG → k).

1) Il existe une représentation

ρm : ΓF → LG(TG,m)

continue relevant ρµ et dont l’image

µ′∗ρm : ΓF → LG(O′)

par µ′ : TG,m → O′, pour tout SVPH µ′ arithmétique de poids λ′, est conjuguée à ρµ′,O′ dans

Ĝ(O′).
2) En particulier, si ρ

µ0,1
λ

absolument irréductible, la représentation ρµ est définie sur

I :

ρµ : ΓF → LG(I)

Démonstration. Les deux énoncés résultent de [BHT17, Theorem 4.10] (généralisé
au L-groupe d’un groupe non nécessairement déployé, ce qui ne requiert pas de modifica-
tion de la démonstration, en reprenant la définition des pseudo-représentations de Vincent
Lafforgue [Laff16, Définition-Proposition 11.3] qui est valable pour tout L-groupe). �

Notons que l’existence d’un I-réseau stable était connue pour G = GLN (Carayol) ou
G = GSp4 (sous une hypothèse de grande image [GeT05, Lemme 4.2.1]).

Notons que ρµ est ordinaire, c’està dire que pour tout v ∈ Sp, il existe gv ∈ Ĝ(k) tel que

gvρµ(ΓFv)g
−1
v ⊂ B̂(k)

Soit

δµ,gv = gv · ρµ|ΓFv · g
−1
v (mod N̂(k)).

on suppose désormais l’hypothèse de p-distinction

Hypothèse 4.2. (p-Dist) Pour chaque v ∈ Sp, pour toute racine α de Ĝ, on a

α ◦ δµ,gv 6= 1.
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Lemme 4.3. Sous l’hypothèse (p-Dist), les représentations ρm et ρµ sont ordinaires :

pour A = TG,m ou I, pour tout v ∈ Sp, il existe gv ∈ Ĝ(A) relevant gv tel que

gvρµ(ΓFv)g
−1
v ⊂ B̂(A)

Si l’on pose

δAµ,gv = gv · ρµ|ΓFv · g
−1
v (mod N̂(A))

on a

δAµ,gv (mod mA) = δµ,gv .

Démonstration. La démonstration est la même que celle de la [Ti96, Proposition
6.2]. �

Pour chaque v ∈ Sp, on décompose O×Fv = ∆v × (1 + pOFv) et on note x = (x∆v , xv,1),

Si tv ∈ T ′(OFv), on écrit de même sa décomposition sous la forme tv = (t∆v , tv,1).

Soit µ : TG(ψ∆)→ I une famille de Hida de caractère ψ∆ = wGλ
−1
∆ au sens du Théorème

6.2. Le caractère tautologique

T ′(OFv)→ (Λ′G)×, tv = (t∆v , tv,1) 7→ ψ∆(t∆v) · [tv,1]

fournit par l’identification

Hom(T (OFv), (Λ′G)×) = Hom(O×Fv , T̂ (Λ′G))

un cocaractère

τv : O×Fv → T̂ (Λ′G).

On forme alors

Θv : O×Fv → T̂ (Λ′G), x 7→ ·(wGηv)−1(xv,1) · τv(x)

On peut considérer ce caractère comme un élément de

Hom(T (OFv), I×) = Hom(O×Fv , T̂ (I))

Proposition 4.4. Soit ρmu : ΓF → LG(I) la représentation galoisienne associée à µ. On
suppose qu’elle satisfait l’hypothèse (p-Dist) et la Conjecture 3.4. On a pour tout x ∈ O×Fv ,

δIµ,gv([x, Fv]) = Θv(x).

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la Conjecture 3.4 par spécialisation
en les poids réguliers λ tels que ψ∆ = wGλ

−1
∆ . On obtient pour tout x ∈ O×Fv : Θv(x)

(mod Pλ) = (wGλ · wGη)−1(x). �

5. Correspondance de Langlands et Homomorphismes de transfert

La conjecture générale de correspondance de Langlands globale entrâıne la conjecture
suivante

Conjecture 5.1. Supposons que G admette un caractère de Gross. L’application (π, ψ) 7→
ρπ,ψ,ι de l’ensemble des couples (π, ψ) où π parcourt l’ensemble des classes d’isomorphismes
des représentations cuspidales algébriques régulières de G(AF ) non ramifiées hors de S∪Sp
et ψ parcourt l’ensemble des caractèes de Gross, vers l’ensemble des LG◦-classes de conju-
gaison d’homomorphismes continus ρ : ΓF → LG(Qp) non ramifiés hors de S ∪ Sp et de de
Rham en p à poids de Hodge-Tate réguliers est surjective sur les ρ ”irréductibles” (c’est à
dire ceux dont l’image n’est pas contenue dans un sous-groupe parabolique de LG◦). Pour ψ
fixé, les fibres s’appellent les L-paquets. Ce sont des ensembles finis.
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Soient G,H deux groupes réductifs connexes définis sur F . Supposons qu’on a un mor-
phisme de L-groupes r : LH → LG. On suppose aussi que ces groupes admettent des ca-

ractères de Gross ψH et ψG compatibles, c’est à dire tels qu’en identifiant X∗(TH) = X∗(T̂H)

et X∗(TG) = X∗(T̂G) on ait

r∗(ψH) = ψG.

Cette hypothèse est souvent, mais pas toujours satisfaite. On traitera un tel cas dans le
chapitre 4 ( c’est le cas de

∧2 : GL4 → GL6) .
Avec cette hypothèse, la conjecture de fonctorialité de Langlands peut s’énoncer comme

suit

Conjecture 5.2. 1) Il existe pour chaque place v de F , finie ou infinie, une application
rv,∗ de transfert local envoyant l’ensemble des paquets locaux {πv} de représentations lisses
irréductibles de H(Fv) vers les paquets {Πv} de représentations lisses irréductibles de G(Fv),
compatible avec les correspondances locales de Langlands {πv} 7→ ρ{πv},ψH : ′WFv → LH(Qp)

et {Πv} 7→ ρ{Πv} : ′WFv → LG(Qp) :

ρrv,∗{πv},ψG = r ◦ ρ{πv},ψH .

2) Il existe une application r∗ de transfert global, compatible avec les applications de
transfert locales, de l’ensemble des paquets globaux de représentations cuspidales algébriques
régulières pour H(AF ) non ramifiées hors de S, vers l’ensemble des paquets globaux de
représentations automorphes algébriques (non nécessairement régulières) sur G(AF ) (on

considère λ ∈ X∗(TH) = X∗(T̂H) comme un cocaractère de Ĥ, ce qui permet de former

r ◦ λ ∈ X∗(T̂G) = X∗(TG)). De plus, r∗ est compatible avec la correspondance globale de
Langlands :

ρr∗π,ψG,ι = r ◦ ρπ,ψH ,ι
Si la condition r∗(ψH) = ψG n’est pas satisfaite, on a seulement

ρr∗π,ψG,ι = r ◦ ρπ,ψH ,ι ⊗ χ
gal

où χ ∈ X∗(T̂ ) = X∗(T ) est donné par

χ = ηG − r ◦ ηH
et χgal est le composé de χ et du caractère cyclotomique ΓF → Z×p .
Noter qu’on ne prétend pas que l’image d’un paquet cuspidal soit cuspidale, Cependant,

cela se produit souvent. Sous l’hypothèse (Eff) dans la remarque suivante, si r est de noyau
central (on dira alors qu’elle est essentiellement injective), il résulte de la compatibilité du
transfert global avec le transfert aux places archimédiennes que r∗ envoie les représentations
algébriques suffisamment régulières de poids λ sur des représentations algébriques de poids
λr dominant régulier. En effet, par compatibilité avec le transfert aux places archimédiennes,
si le caractère infinitésimal de π∞ satisfait χπ∞ = χλ∨ , on a χr∗π∞ = χ(λr)∨ où λr est défini
comme suit. Soit λ0 = r(λ + ρH) − ρG. Par hypothèse, le poids λ0 est hors des murs des
chambres de Weyl deG. Il existe donc un unique w ∈WG tel que λr = w•λ0 = w(λ+ρG)−ρG
soit dominant régulier comme poids de G.

Remark 5.3. 1) Notons que sous les hypothèses

(Eff) Pour toute racine α̂ positive de T̂ dans Ĝ, α̂◦r est une somme de racines positives

de Ĥ,
et r ◦ ρH = ρG,
pour tout poids dominant λ, le poids λr = r ◦ λ est dominant.
2) On verra au Chapitre 4 que l’existence de r∗ a été établie dans certains cas.
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6. Transfert et ordinarité

Soit F un corps totalement réel . Soient H et G des groupes réductifs connexes définis sur
F et r : LH → LG un homomorphisme de transfert. Soit p un nombre premier non ramifié
dans F . Soit Sp l’ensemble des places de F au-dessus de p. On suppose que Get H sont
déployés aux places de Sp. Soit S un ensemble fini de places finies disjoint de Sp en dehors
duquel G et H sont non ramifiés quasi-déployés. Soit O l’anneau de valuation d’un corps
p-adique ”assez grand”. Soient H−G =

⊗
v/∈S∪Sp H(Gv,KGv)⊗

⊗
v∈Sp H(Gv, wG(v))−, resp.

H−H =
⊗

v/∈S∪Sp H(Hv,KHv) ⊗
⊗

v∈Sp H(Hv, IwH(v))−, les O-algèbre de Hecke abstraites

hors de S sphériques hors de S ∪ Sp et Iwahoriques en v ∈ Sp. Considérons le morphisme
de O-algèbres

r∗ : H−G → H
−
H

donné par r∗ =
⊗

v/∈S r
∗
v où

-pour chaque v /∈ S ∪ Sp, r∗v est donné par la commutation du diagramme

H(Gv,KGv) → R(LGv)
r∗v ↓ ↓

H(Hv,KHv) → R(LHv)

où les applications horizontales sont les transformées de Satake définies dans la Section 2
et l’application verticale de droite est le pull-back par rv : LHv → LGv, et

-pour v ∈ Sp, r∗v est donné par la commutation du diagramme

H(Gv, IwG(v))− → O[X∗(TGv)
+]

r∗v ↓ ↓
H(Hv, IwH(v))− → O[X∗(THv)

+]

où les flèches horizontales sont des isomorphismes entre les algèbres de Hecke iwahoriques
contractantes et les algèbres des semigroupes X∗(TGv)+ et X∗(THv)+ qui sont définis dans
la Proposition 4.1 et où l’application verticale de droite est le pull-back par r∗v .

On suppose donnés des triplets (H,TH , BH) et (G,TG, BG) qui définissent les racines

positives pour ces groupes. On a donc des triplets duaux (Ĥ, T̂H , B̂H) et (Ĝ, T̂G, B̂G). Soit

wG resp. wH l’élément de plus grande longueur de WG resp. WH . On a wH = −1 sur T̂H ,

resp. wG = −1 sur T̂G de sorte que sur T̂H , on a :

wG ◦ r = r ◦ wH .

Définition 6.1. Un homomorphisme de transfert r : LH → LG est dit effectif s’il est
est à noyau central, s’il envoie le Borel B

Ĥ
associé à (H,TH , BH) dans le Borel B

Ĝ
associé

à (G,TG, BG) et

(Eff) pour toute racine α̂ positive de Ĝ, α̂ ◦ r est soit nulle, soit est une somme de

racines positives de Ĥ.

Notons que pour toute racine positive β̂ de Ĥ, il existe k ≥ 1 tel que kβ̂ soit de la forme

α̂ ◦ r pour une racine positive α̂ de Ĝ. Mais la condition (Eff) n’est pas évidente en général.
Il semble que toutes les représentations linéaires associées aux foncteurs de Schur

S : GL(V )→ GL(S(V ))

(voir Chap.15 de [FH91] et [To79]) satisfont ces conditions. Nous la vérifierons dans tous
les exemples du Chapitre 4.

Soit r un transfert effectif de H à G ; on suppose que la fonctorialité r∗ (locale et globale)
est établie, ainsi que la théorie de Hida pour H et G en p. Soit UH un sous groupe ouvert
compact de Hf hyperspécial en toute place v /∈ S. Pour v ∈ Sp, on fixe des décompositions
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TH,v = T ′H,v × T ′′H,v et TG,v = T ′G,v × T ′′G,v en tores maximaux des groupes dérivés H ′ et G′

et partie non semisimples. On peut supposer que ces décompositions sont compatibles pour
r∗ :

r∗ : X∗(T ′′H,v)→ X∗(T ′′G,v)

Ceci permet de définir les groupes d’Iwahori Iw′H(vb,c), resp. Iw′G(vb,c) comme dans la Sec-

tion 4. soit UH(pn) = U
Sp
H × Iw′H(pn). On choisit UG compact ouvert dans Gf hyperspécial

hors de S et tel que pour tout v ∈ S, si π
UH,v
v 6= 0, r∗π

UG,v
v 6= 0. On forme de même

UG(pn) = U
Sp
G × Iw′G(pn).

Considérons les modules de HidaM(G) = eSord(UG(p∞),K/O)∗ resp.M(H) = eSord(UH(p∞),K/O)∗

(avec les notations de 6.1). Ce sont des Λ′G, resp. Λ′H -modules compacts (on utilise la no-
tation de la Section 6). On définit l’algèbre de Hecke Hida TG, resp. TH , comme la Λ′G-
algèbre, resp. la Λ′H -algèbre, engendrée par l’image de H−G resp. de H−H , dans EndM(G)
resp. EndM(H).

Proposition 6.2. Supposons que r est effectif. Pour tout poids λ de H dominant suf-
fisamment régulier, le morphisme composé de r∗ : H−G → H

−
H et de H−H → Tλ(UH(p),O) se

factorise en un morphisme de O-algèbres :

r∗λ : eTλr(UG(p),O)→ eTλ(UH(p),O)

Plus précisément, pour tout cocaractère νG ∈ X∗(TG) dominant, on a

r∗(UGλr,v,νG) = UHλ,v,νG◦r

qui est inversible dans eTλ(UH(p),O).

Rappelons que puisque r est effectif, on a λr + ρG = r(λ+ ρH). L’existence du transfert
r∗ montre que pour tout π cuspidale de poids λ sur H et pour tout v /∈ S∪Sp, les opérateurs
de Hecke TGv,ν agissent sur πastπ par leur image dans EndKSλr(UG(p),K). Pour v ∈ Sp, on
rappelle que par le Lemme 3.2, pour toute représentation π cuspidale d’un groupe G, non
ramifiée en p, algébrique de poids λ et p-ordinaire, le SVPH µ0,1

π de π satisfait

µ0,1
π (UGλ,v,ν) = ν(θπλ,v).

Si l’on sait donc que ν ◦r(θπλ,v) = ν(θΠ
λr,v

). Comme l’algèbre TH(U0,1(p),O) est réduite donc

s’injecte dans
∏
πKπ, le produit étant sur les représentations cuspidales de poids λ telles

que π
Iw′(v)
v 6= 0, on en déduira

r∗(UGλr,v,ν) = UHλ,v,ν◦r.

La proposition résultera donc du

Lemme 6.3. Pour toute représentation π cuspidale algébrique de poids λ dominant suf-
fisamment régulier. Alors si π est p-ordinaire, r∗π est p-ordinaire de poids λr = r(λ+ρH)−
ρG. Plus précisément, posons

θΠ
λr = wG(λr,v + ηG,v)

−1(πv) · tΠ(ψG)v ,ι

et

θπλ,v = wH(λH,v + ηH,v)
−1(πv) · tπ(ψH)v ,ι

on a alors pour tout copoids dominant ν de H

θΠ
λr,v = r(θπλ,v) ∈ T̂G(Zp)
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Démonstration. Notons que wG(λr,v + ρG,v) = r(wH(λv + ρH,v) car wG ◦ r = r ◦wH
et λr,v + ρG,v = r(λv + ρH,v).

On a wH(λH,v + ηH,v)
−1(πv) · tπ(ψH)v ,ι = wH(λH,v + ρH,v)

−1(πv) · tπv ,ι et r(tπv ,ι) = tΠv ,ι.
La formule en résulte. �

On va en déduire

Corollaire 3. Le morphisme r∗ : H−G → H
−
H → TH se factorise en un morphisme

deO-algèbres :

r∗ : TG → TH
La restriction de r∗ à Λ′G induit un morphisme r∗ : Λ′G → Λ′H et un morphisme entre les
espaces de poids

r∗ : Spec Λ′H → Spec Λ′G

qui applique l’idéal arithmétique de poids λ sur H sur l’idéal arithmétique de poids λr sur
G.

Démonstration. L’algèbre TG, resp. TH , opère fidèlement sur M(G) resp. M(H). Par
le Théorème de spécialisation 6.2, il suffit pour démontrer le Corollaire de vérifier pour toute
spécialisation en poids dominant suffisamment régulier qu’on a r∗λ(Ur◦λ,v,ν) = Uλ,v,ν◦r pour

l’action sur Sλ(U0,1
H (p),K). Cette formule résulte de la Proposition 6.2. La formule sur les

poids résulte également du Lemme 6.3. �

7. Transfert et idéaux de congruences

Soit r : LH → LG un morphisme de transfert effectif 6.1. On le suppose irréductible,

c’est à dire tel que son image n’est contenue dans aucun parabolique propre P̂ ⊂ Ĝ. On
suppose aussi que la fonctorialité r∗ est établie. On a donc par le Corollaire 3 un morphisme
r∗ : TG → TH entre les algèbres de Hecke-Hida qui induit un morphisme r∗ : Λ′G → Λ′H
entre les algèbres d’Iwasawa. Soit µ : TG → I une famille de Hida, c’est à dire un morphisme
surjectif deΛ′G-algèbres pour une extension finie intègre I de Λ′G.

On suppose que µ ne se factorise pas par r∗. On dira que µ n’est pas de type H. Pour
éviter de supposer connue la classification des représentations automorphes de G, on fera
en fait les hypothèses plus fortes suivantes
(IRRADG,λ) Soit Ad ρµ : ΓF → GL(ĝ′). On suppose qu’il existe un point poids classique
régulier étale Pλ tel que pour tout idéal P de I au-dessus de Pλ, Ad ρP = Ad ρµ (mod P)
soit irréductible (i.e. l’image n’est contenue dans aucun parabolique propre) Cela signifie
qu’on a (IRRADG,λ) pour tout P au-dessus de Pλ.
(REDADH) On suppose que

Ad r : LH → GL(ĝ′)

n’est pas irréductible
On suppose de plus que µ est résiduellement de type H. C’est à dire qu’il existe une

famille de Hida µH : TH → IH telle que µ ∼= µH ◦ r∗ (mod mTG) et telle que Im ρµH
contienne r(Ĥ ′(k′)) où Ĥ ′ désigne le groupe semsisimple dérivé de Ĥ et k′ ⊂ kH = IH/mIH .
L’irréductibilité de r et cette condition permettetn conjecturalement de garantir que µH◦nr∗
est une famille cuspidale, c’est à dire telle que toutes les spécialisations en poids dominants
admissibles sont cuspidales. Comme ce n’est pas connu en général, on fait cette hypothèse :
Hypothèse : La famille µH ◦ r∗ est une famille cuspidale.

Soit ρm : ΓF → L(TG,m) la représentation définie Proposition 4.1, et ρµ : ΓF → LG(I) la
représentation associée à µ : TG,m → I. Notons qu’on a ρµ = r◦ρµH , de sorte qu’on peut aussi

définir l’idéal maximal de TH noyau de µH et la représentation ρmH : ΓF → LH(TH,mH ).
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Définition 7.1. On introduit la classe C des triplets (H1, r1, s1) constitués d’ un groupe
réductif connexe H1 défini sur F de groupe dérivé simple et de morphismes de transfert

r1 : LH1 → LG avec Ĝ′ 6⊂ r1(LH1), et s1 : LH → LH1 tels que r1 ◦ s1 = r. On suppose s1 à
noyau fini et r1 injectif.

On définit d’abord des idéaux de congruences galoisiens.

Définition 7.2. 1) Soit (H1, r1, s1) ∈ C. On définit l’idéal cH1
m,gal de TG,m comme l’in-

tersection de tous les idéaux cρH1
⊂ TG,m tels qu’il existe une représentation continue ρH1

ρH1 : ΓF → LH1(TG,m/cρH1
)

telle que ρm (mod cρH1
) = r1 ◦ ρH1. On a donc

cH1
m,gal =

⋂
ρH1

cρH1

2) On forme

cm,gal =
⋂

(H1,r1,s1)∈C

cH1
m,gal

3) On pose cµ,gal = µ(cgal).

Supposons que pour tout (H1, r1, s1) ∈ C, la théorie de Hida et le transfert soient établis
pour r1 : LH1 → LG. On a donc des morphismes r∗1 : TG → TH1 . Il existe un idéal maximal
mH1 de TH1 d’image inverse m par r∗1. Le morphisme r∗1 se factorise en r∗1 : TG,m → TH1,mH1

.
On peut alors définir les idéaux de congruences automorphes

Définition 7.3. 1) On définit l’idéal de H1-congruences automorphes cH1
m,aut de TG,m

comme Ker r∗1.
2) On définit l’idéal de congruence automorphes cm,aut comme

cm,aut =
⋂

(H1,r1,s1)∈C

cH1
m,aut

3) On définit alors l’idéal de congruences automorphes de I par cµ = µ(Ker r∗).

Ces idéaux sont non nuls par hypothèse. Notons que comme les algèbres TH1,mH1
sont

réduites, on a

cH1
m,aut =

⋂
µ′

Ker(µ′ ◦ r∗1)

où µ′ parcourt les familles de Hida de TH1,mH1
.

Soit I(H1) = I ⊗Λ′G
Λ′H1

et PH1 ⊂ I(H1) un idéal premier minimal. Soit I(PH1) =

I(H1)/PH1 . Soit

TG,m(H1) = TG,m ⊗Λ′H1
Λ′H1

Posons

r∗(H1) : TG,m(H1)→ TH1

et

µ(PH1) : TG,m(H1)→ I(PH1)

L’image cH1
µ (PH1) de cH1

µ,aut dans I(PH1) est non nulle. On peut aussi l’écrire comme

c(PH1) = µ(PH)(Ker r∗(H1))
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Remarque 7.4. Notons que dans la situation générale où nous sommes, il n’est pas clair
que l’anneau TG,m(H1) soit réduit comme le montre l’exemple TG,m = Zp[[X,Y, Z]]/(Z2−Y ),
Λ′G = Zp[[X,Y ]], Λ′H = Zp[[X]] et

r∗ : Zp[[X,Y ]]→ Zp[[X]], X 7→ X,Y 7→ 0

On a TG,m(H1) = Zp[[X,Z]]/(Z2).
Si TG,m(H1) n’est pas réduit, le morphisme de Λ′H1

-algèbres

(µ(H1), r∗(H1) : TG,m(H1)→ I(PH1)× TH1,mH1

n’est pas injectif ce qui ne permet pas d’écrire

Ker r∗(H1) = TG,m(H1) ∩ (I(PH1)× {0})
comme dans la définition classique des idéaux de congruences.

On voit facilement

Lemme 7.5. Soit c un idéal de I, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) c ⊃ cµ,aut,
(2) il existe (H1, r1, s1) ∈ C et un morphisme de Λ′H1

-algèbres α : TH1,mH1
→ I/c tel que

µ (mod c) = α ◦ r∗1.
Si de plus c = p est premier, il existe une famille de Hida de TH1,mH1

, µ′H1
: TH1,mH1

→ I′H1

et un morphisme de Λ′H1
-algèbres β : I′H1

→ I/p tel que µ (mod p) = β ◦ µ′H1
◦ r∗1.

Le second point résulte du Lemme de going-down.
On a cm,gal ⊂ cm,aut et donc cH1,gal ⊂ cH1 . En effet, soit µ′ : TH1 → I′H1

. On forme

ρH1 = ρµ′ : ΓF → LG(I′H1
). On a cρH1

= Ker(µ′r∗1) et ρm (mod cρH1
) = r1 ◦ ρµ′ donc

cm,gal ⊂
⋂
µ′ Ker(µ′ ◦ r∗1).

La question de l’inclusion réciproque revient à montrer qu’une représentation ρH1 est
(p-adiquement) automorphe pour H1 si r ◦ ρH1 est (p-adiquement) automorphe pour G.
Autrement dit, à trouver un homomorphisme µc : TH1 → TG,m/c de Λ′H1

-algèbres tel que

ρH1 = ρµc (noter que TG,m/c est une Λ′H1
-algèbre). Ceci pose la question de la fonctorialité

de la conjecture de Fontaine-Mazur. Ce problème a été résolu (en pente finie) pour Sym3

dans [Con16b]. Dans le cas ordinaire, nous le résoudrons dans d’autres cas.
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CHAPITRE 3

Théorie générale du niveau galoisien et idéal de congruence
pour les groupes réductifs

Ce chapitre est la partie principale de cette thèse. On résume les résultats principaux à
établir dans ce chapitre.

Soit F un corps de nombres. Soit G, H deux groupes réductifs connexes définis sur F
déployés sur toutes les places v au-dessus de p. Il existe un ensemble fini S de premiers
de Z qui ne contient pas p et une extension finie K0 de F non-ramifiée en dehors de S.
Soient G et H deux schémas en groupes réductifs connexes déployés sur Z[ 1

S ] tels que
G×F K0

∼= G×Z[ 1
S

]K0 et H×F K0
∼= H×Z[ 1

S
]K0. Supposons que les rangs semi-simple de G

et H sont n et m avec m ≤ n. Les algèbres de Hecke TG et TH sont les algèbres finies sans
torsion sur Λ′G = Λ′nd et Λ′H = Λ′md respectivement. Soit µ : TG � I une famille de Hida.

Soit r : LH → LG un morphisme de transfert. On dit qu’il est strict si Ĝ′ 6⊂ r(LH).
On dit qu’il est absolument irréductible si r(LH) n’est contenu dans aucun parabolique

propre de Ĝ et que le centralisateur de r est trivial dans Ĝad. On suppose que r est effectif
(voir (Eff) dans la Section 5). On suppose que le transfert r∗ est établi. On a donc par le
Corollaire 3 un morphisme r∗ : TG → TH entre les algèbres de Hecke-Hida qui induit un
morphisme r∗ : Λ′G → Λ′H entre les algèbres d’Iwasawa. Soit µ : TG → I une famille de Hida,
c’est à dire un morphisme surjectif deΛ′G-algèbres pour une extension finie intègre I de Λ′G.

On suppose que µ n’est pas de type H, mais qu’il existe une famille de Hida µH : TH →
IH telle que µ ∼= µH ◦ r∗ (mod mTG) et telle que

(GRANDIMRESµH ) le groupe Im ρµH contienne r(Ĥ ′(k′)) où Ĥ ′ désigne le groupe

semsisimple dérivé de Ĥ et k′ ⊂ kH = IH/mIH .

Hypothèse 0.6. (PLATSURJ) de l’Hypothèse
1) On suppose que le transfert r est effectif, strict, absolument irréductible, de noyau

central et tel que
(PLATSURJ) On a r(Z(LH)) ⊂ Z(LG) et la restriction r : Z(LH)→ Z(LG) est plate

et surjective,
2) On suppose (IRRADG,P) et (REDADH)
3) On suppose que la famille µH ◦ r∗ est une famille cuspidale
4) r ◦ ρµH est p-distinguée (au sens de l’hypothèse 4.2) dans le chapitre 2.

Par la Section 4, on a une représentation galoisienne ρµ : ΓF → LG(I) associée à µ. Par
le Lemme 4.3, elle est p-distinguée.

On va renforcer cette condition en une hypothèse cruciale pour tout ce travail, dite de
Zp-régularité :

(Zp−REG) Il existe d ∈ Im ρ tel que d ∈ Ĝ(Zp) et pour toute racine α̂ de Ĝ, α̂(d) 6≡ 1

(mod p). Si de plus Ĝ = GLn, soit

R : Ĝ→ GL2n, g 7→ diag(g, tg)
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alors pour toute racine α̂ de GL2n, α̂(R(d)) 6≡ 1 (mod p). Soit I0 une sous Λ′G-algèbre de

I. Pour tout idéal non nul l0 de I0, on note Γ(l0) ⊂ Ĝ′(I0) le sous-groupe de congruence du

groupe dérivé Ĝ′ sur I0.

Définition 0.7. On dit que ρµ est d’image I0-pleine dans LG(I) s’il existe g ∈ Ĝ(I) et
un idéal non nul l0 ⊂ I0 tels que g · Im ρµ ·g−1 contienne le sous-groupe de congruence Γ(l0)

de niveau l0 de Ĝ′(I0).

Notre but est d’établir sous les hypothèses précédentes que ρµ est I0-pleine pour une
Λ′G-sous-algèbre I0 explicite appelée anneau des self-twists.

Définition 0.8. Un élément maximal de l’ensemble des idéaux avec cette propriété est
noté lµ. On l’appelle un niveau galoisien de ρµ.

Lemme 0.9. Si cµ,gal n’est pas mI-primaire, on a les inclusions

lµI ⊂ cµ,gal ⊂ cµ.

Démonstration. On a vu que cµ,gal ⊂ cµ. Pour montrer lµI ⊂ cµ,gal, on observe que

ρµ (mod cmu,gal) prend ses valeurs dans r1(LH1(I/cmu,gal) pour un (H1, r1, s1) ∈ C. Comme

r1 est strict, la clôture de Zariski du groupe r1(LH1) ne contient pas Ĝ′. Si cµ,gal n’est pas
mI-primaire, l’anneau cµ,gal est infini. Par conséquent, tout sous-groupe de congruence non

trivial de Ĝ′(I/c) est Zariski dense, et le seul sous-groupe de congruence de Ĝ′(I/c) contenu
dans l’image de ρµ (mod cµ,gal) est le groupe trivial. On a donc lµI ⊂ cµ,gal. �

On peut donner une description conjecturale de cµ,gal.

Soit (H1, r1, s1) ∈ C et ra1 : OLG → OLH1
le comorphisme de r1 : LH1 → LG soit I =⋂

(H1,r1,s1)∈C Ker ra1 . Pour tout γ ∈ ΓF , le point ρµ(γ) définit un morphisme ρµ(γ) : Spec I→
LG. On considère l’idéal cgalµ de I engendré par les ρµ(γ)a(I) pour tout γ ∈ ΓF .

Conjecture 0.10. On a cgalµ = cµ,gal.

Dans le cas de G = GL2 et de H = K× pour K corps imaginaire quadratique, cette
conjecture est connue.

Maintenant, on est prêt pour énoncer notre résultat principal. Soit µ : TG → I une famille
de Hida de représentation galoisienne résiduelle absolument irréductible. Soit ρµ : ΓF →
LG(I) la représentation galoisienne associée. Soit I0 ⊂ I le sous-anneau des self-twists de ρµ
(défini en 1.4). Soit H0 le sous groupe de ΓF de la Définition 2.2.

Théorème 3. 1) Supposons que ρµ : ΓF → LG(I) satisfasse (Zp − REG), (p −Dist),
(IRRADλ) pour un poids régulier étale. Spposons que la restriction ρµ|H0 soit absolument
irréductible.

Alors, il existe un niveau galoisien l0, idéal non nul de I0.
2) Fixons un transfert r : LH → LG strict effectif satisfaisant les conditions (H1) et

(H2) et tel que ρµ = r ◦ ρµH pour une famille µH satisfaisant (GRANDIMRESµH ). Soit
cµ,gal l’idéal de congruences 7.3 associé. Alors, les idéaux lµ et cµ,gal ont les mêmes facteurs
premiers autres que ($) : un idéal premier P 6= ($) contient lµ si et seulement s’il contient
cµ,gal.

L’hypothèse que ρµ|H0 soit absolument irréductible devrait pouvoir être supprimée avec
plus de travail Les hypothèses (Zp−REG) et (IRRADλ sont cruciales dans notre approche.
Il est important de comparer cµ,gal et cµ,aut au moins dans certains cas de transfert connu
du Chapitre 4 à l’aide de théorème de relèvements pro-automorphes d’une représentation
résiduelle automorphe.
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1. Les self-twists d’une représentation galoisienne

Soient R une O-algèbre intègre, Q(R) son corps de fraction et ρ : ΓF → LG(R) une
repésentation galoisienne. Soit σ ∈ AutO(R) un automorphisme. On considère une nouvelle
représentation ρσ : ΓF → LG(R).

Soit S un sous-anneau de R. On dit que un morphisme σ ∈ Hom(R,R) est un homo-
morphisme de R sur S, si σ|S = idS . La définition suivante est inspirée par [Ri76, Section
3].

Définition 1.1. Soit ρ : ΓF → LG(R) une représentation. Soit Z(LG(R)) le centre de
LG(R). Soit σ ∈ AutO(R) un automorphisme de R sur S. On dit que σ est un self-twist de ρ
sur S s’il existe un caractère d’ordre fini ησ : ΓF → Z(LG(R)) tel qu’on a un isomorphisme
des représentations sur R :

(1.1) ρσ ∼= ησ · ρ.

Voici une liste des propriétés élémentaires des self-twists.

Proposition 1.2. Soit ρ : ΓF → LG(R) une représentation.
(1) Les self-twists pour ρ sur S forment un groupe
(2) Si R est finie sur S, alors le groupe des self-twists de ρ sur S est aussi fini
(3) L’identité est un self-twist de ρ sur S. Supposons que le caractère associé à l’identité

est unique. Alors pour tout self-twist σ, le caractère ησ associé est aussi unique.
(4) Sous l’hypothèse de (3), l’association σ 7→ ησ donne un cocycle du groupe des self-

twists avec valeurs dans Z(LG)(R).

Démonstration. (1) L’identité de R est un self-twist de ρ sur S avec le caractère
trivial. C’est l’élément neutre. Soient σ, σ′ deux self-twists et ησ, ησ′ deux caractères
qui satisfont l’isomorphisme (1.1) pour σ, σ′ respectivement. Alors, on a une suite des
équivalences suivante :

ρσ
′◦σ = (ρσ)σ

′ ∼= (ησ · ρ)σ
′

= ησ
′
σ · ρσ

′ ∼= ησ
′
σ ησ′ · ρ.

Donc par définition, σ′ ◦σ est aussi un self-twist de ρ sur S, avec un caractère d’ordre
fini associé ησ

′
σ ησ′ .

Soit σ un self-twist de ρ sur S de caractère ησ. Par définition, on a l’isomorphisme

ρσ ∼= ησ · ρ. En appliquant σ−1 des deux côtés, on obtient ρ ∼= σ−1(ησ) · ρσ−1
. Ceci

implique ρσ
−1 ∼= (σ−1(ησ))−1 · ρσ−1

. Donc σ−1 est aussi un self-twist de ρ sur S. C’est
l’inverse de σ.

Les self-twists de ρ sur S forment un groupe.
(2) Tout self-twist σ s’étend à un automorphisme de Q(R) sur Q(S). Puisque R est fini

sur S, Q(R) est aussi fini sur Q(S). En particulier, il n’y a qu’un nombre fini des
automorphismes distincts de Q(R) sur Q(S). Donc, le nombre des self-twists est aussi
fini.

(3) Soit σ un self-twist. Supposons qu’on a deux caratères d’ordre fini ησ, η
′
σ satisfaisant

ρσ ∼= ησ · ρ ∼= η′σ · ρ. Donc on a ρ ∼= ησ(η′σ)−1 · ρ. Par l’hypothèse, ησ(η′σ)−1 = 1, donc
ησ = η′σ.

(4) Par (3), l’application φ : σ 7→ ησ est bien définie. Par les calculs de (1), on voit que
φ(σ′ ◦ σ) = [σ′ · φ(σ)]φ(σ). Donc, l’application φ est bien un cocycle des groupe de
self-twists avec valeurs dans les caractères d’ordre fini.

�
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On note Γρ,S le groupe des self-twists sur S pour de la représentation ρ : ΓF → LG(R).

Soit Adρ la composée de ρ avec l’action adjointe de LG sur le R-module libre de type fini

ĝ = Lie(Ĝ). Soit S[TrAdρ] le sous-anneau engendré sur S par la famille {Tr(Ad(ρ))}g∈ΓF .

Proposition 1.3. On a une inclusion S[TrAdρ] ⊂ RΓρ,S .

Démonstration. Soit σ un élément quelconque dans Γρ,S . Par définition, il existe un

caractère d’ordre fini ησ : ΓF → Z(LG(R)) tel qu’on a un isomorphisme ρσ ∼= ησ · ρ. En
passant à la représentation adjointe, on a un isomorphisme Adρσ ∼= Adρ. Donc les traces
de ces deux représentations sont les mêmes. C’est-à-dire que σ fixe Tr(Adρ)(g) pour tout
g ∈ ΓF . Comme σ fixe S pardéfinition, σ fixe S[TrAdρ]. Le groupe Γρ,S agit trivialement
sur le sous-anneau S[TrAdρ]. �

Soit µ : TG → I une famille de Hida, comme précédemment. Il résulte de la Remarque
2 suivant la Conjecture 2.3 que tout self twist de ρµ pour Frac(I) au-dessus de Frac(Λ′G)
laisse stable I et définit donc un self-twist de I au-dessus e Λ′G.

Définition 1.4. Soit Γ le groupe de self-twists de ρµ sur Λ′G. On note I0 = (I)Γ, le
sous-anneau fixé par Γ. C’est une Λ′G-algèbre finie.

2. Idéal de congruence et self-twists

On va montrer que cµ,aut et cµ,gal sont engendrés par les éléments invariants sous l’action
du groupe de self-twists.

Proposition 2.1. On suppose le morphisme de O-schémas

r : Z(LH)→ Z(LG)

est plat et surjectif. Soit cµ,0 = cµ ∩ I0 resp. cµ,gal,0 = cµ,gal ∩ I0. On a cµ = cµ,0 · I et
cµ,gal = cµ,gal,0 · I.

Démonstration. On fait la démonstration pour cµ. Elle est identique pour cµ,gal. Par
hypothèse, il existe un homomorphisme de Λ′H -algèbres α : TH → I/cµ tel que µ (mod cµ) =
α ◦ r∗. Posons ρcµ = ρµ (mod cµ) et

ρα : ΓF → LH(I/cµ)

définie comme la composée de ρmH : ΓF → LH(TH,mH ) avec α. On a alors

ρcµ = r ◦ ρα

Soient σ un self-twist et ησ : ΓF → Z(LG(I)) le caractère d’ordre fini associé. Soit
cσµ = σ(cµ). Comme σ est un automorphisme de I, il induit un isomorphisme I/cµ ∼= I/cσµ.
On note ασ = σ ◦ α. On a µσ (mod cσµ) = ασ ◦ r∗. Donc

ρσcσµ = r ◦ ρασ

Or, on sait que ρσcσµ = ησ · ρcσµ . On a donc

r ◦ ρασ = ησ · ρcσµ
On suppose le morphisme de O-schémas

r : Z(LH)→ Z(LG)

est plat et surjectif. Pour toute O-algèbre A et pour tout tout ζ ∈ Z(LG)(A), il existe donc
une A-algèbre plate B et ζB ∈ Z(LH)(B) tels que r(ζB) = ζA. En particulier, il existe une
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extension B de A = I/cσµ et un relèvement η̃σ : ΓF → LH(B) de ησ : ΓF → Z(LG)(A). On
peut alors écrire

ρcσµ = r ◦ (η̃−1
σ ρασ)

Par définition de l’idéal de H-congruences automorphe, on en conclut que cµ ⊂ cσµ. L’inclu-
sion réciproque s’obtient en remplaçant σ par son inverse dans l’argument ci-dessus. �

On appelle encore cµ,0, resp. cµ,gal,0, l’idéal de H-congruences automorphe, resp. galoi-
sien, de µ. Ce sont des idéaux non nuls de I0.

Définition 2.2. On introduit la notation

H0 =
⋂
σ∈Γ

Ker ησ, H = H0 ∩Ker ρµ

On montrera sous certaines hypothèses (Zp-régularité) la

Proposition 2.3. Il existe g ∈ Ĝ(I) tel que

g · ρµ|H0 · g−1 ⊂ LG(I0)

Soit ρH0 = g · ρµ|H0 · g−1. Pour un idéal c0 de I0, on note ρH0,c0 : H0 → G(I0/c0) la
réduction de ρH0 modulo c0. L’idéal cµ,0 a une caratérisation analogue de celles de cµ.

Proposition 2.4. Soit c0 un idéal de I0. Considérons les énoncés
(1) c0 ⊃ cµ,0
(2) il existe un homomorphisme α : TH → I/c0I et une représentation ρα : ΓF → LH((I/c)

telle que
ρµ (mod c0I) = r ◦ ρα

(1gal ) c0 ⊃ cµ,gal,0
(2gal) il existe une une représentation ρH : ΓF → LH(I/c0I) telle que

ρH0 (mod c0) = r ◦ ρH |H0

(4) il existe un représentation ρHH0
: H0 → LH(I0/c0) telle que ρH0 (mod c0) ∼= r ◦ ρHH0

.
On sait que (1) équivaut à (2), que (1gal) équivaut à (2gal) et que (1) entrâıne (1gal). On
a (2gal) entrâıne (3) et (3) entrâıne (4) . Si r(LH) est son propre normalisateur dans LG,
(4) entrâıne (2gal).

Démonstration. D’abord, on montre que (1) implique (2),(3),(4). Si c0 ⊃ cµ,0, alors
c = c0I ⊃ cµ. Il existe donc un homomorphisme α : TH → I/c tel que ρµ (mod c) = r ◦ ρα
d’où (2). Par restriction à H0, on a (3) :

ρH0 (mod c0) = r ◦ ρα|H0

et donc (4).
On sait déjà que (2) entrâıne (1).
Si (4) est vraie, alors l’image de ρH0,c0 est dans r◦LH(I0/c0). Puisque ρH0,P0 = ρP0I◦Tr

|H0 ,

et que r(LH) est son propre normalisateur dans LG l’image de ρµ,c est dans r(LH(I/c0I)).
Ceci montre c ⊃ cµ,gal. �

3. Relèvements des self-twists

On commence par expliquer le problème à étudier dans cette section. Soient µ : TG → I
une famille de Hida et ρµ : ΓF → LG(I) la représentation galoisienne associée. Soit Pλ ∈ Λ′G
un idéal premier arithmétique de Λ′G au-dessus duquel I est étale (c’est le cas pour presque
tout λ). La réduction modulo Pλ donne une représentation ρPλ : ΓF → LG(I/PλI). Soit σ un
self-twist de ρµ sur Λ′G et η : ΓF → Z(LG)(I) un caractère associé. En passant au quotient,
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on obtient un automorphisme σPλ : I/PλI→I/PλI et un caractère ηPλ : ΓF → Z(LG)(I/PλI).
L’isomorphisme ρσµ

∼= η · ρµ donne un isomorphisme des représentations sur I/PλI :

ρ
σPλ
Pλ
∼= ηPλ · ρPλ .

Comme I est étale sur Pλ, Pλ se décompose en l’intersection d’idéaux premiers distincts de
I : PλI =

⋂r
i=1 Pi. Rappelons que σPλ est un morphisme de Frac(I/Pλ)I ∼=

∏r
i=1 Frac(I/Pi).

Donc, il existe une permutation s de l’ensemble {1, 2, · · · , d} et des isomorphismes

σPi : Frac(I/Pi) ∼= Frac(I/Ps(i)), pour i = 1, 2 · · · , d

tels que σ|I/Pi se factorise par σPi . Le caractère ησ,Pλ s’écrit aussi comme un produit∏d
i=1 ησPi , avec les caractères ησPi : ΓF → Z(LG)(I/Ps(i)) et on a des isomorphsimes

ρ
σPi
Pi
∼= ησPi · ρPs(i) .

La question est la réciproque. On a la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit i, j ∈ {1, 2, · · · , d}. Soient σPi : I/Pi → I/Pj un isomorphisme

et ησPi : ΓF → Z(LG)(I/Pj) le caractère satisfaisant

ρ
σPi
Pi
∼= ησPi · ρPj .

Alors, il existe σ ∈ Γ avec un caractère associé ησ : ΓF → Z(LG)(I) tel que par la construc-
tion précédente, on ait

s(i) = j, σPi = σ (mod Pi), ησPi = ησ (mod Pi)

Avant de faire la démonstration, on donne un corollaire. Avec les notations précédentes,
soit P ∈ {P1,P2, · · · ,Pd}, et ρP : ΓF → G(I/P) la réduction de ρµ modulo P. Soit ΓP le
groupe de self-twists de ρP sur Λ′G/Pλ ; considérons le sous-groupe Γ(P) = {σ ∈ Γ|σ(P) =

P} de Γ. Soient σ ∈ Γ et ησ : ΓF → Z(LG)(I/P) le caractère associé à σ. Par réduction
modulo P, on obtient un automorphisme σP de I/P, un caractère ησP : ΓF → Z(LG)(I/P)

et un isomorphisme ρ
σP
P
∼= ησP · ρP. Donc σP est un élément du groupe ΓP. Évidemment,

l’application Γ(P)→ ΓP définie par σ 7→ σP est un morphisme des groupes. De plus, on a

Corollary 3.2. Le morphisme Γ(P)→ ΓP est surjectif.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition en prenant Pi = Pj = P. �

Notre stratégie suit celle de [Lang16b, Section 3] et [Con16a, Section 4.4] :
(1) on rélève σ en un automorphisme Σ de l’anneau de déformations de ρ ;
(2) on montre que Σ desscend à I en un self-twist de ρµ.

3.1. Déformations. Ici, on fait un rappel sur la représentabilité du problème de
déformations de pour les groupes réductifs. La référence qu’on utilise dans cette section
est [Ti96].

Soient k un corps fini de caractéristique p et W son anneau des vecteurs de Witt. Soit O
l’anneau de valuation d’un corps p-adique, totalement ramifié fini et plat sur W . Soient Sp
l’ensemble des places de F au-dessus de p, S∞ l’ensemble des place archimédiennes et S un
ensemble fini des places contenant S∞∪Sp. Soit FS l’extension maximale de F non-ramifiée
en dehors de S dans une clôture algébrique de F . On note par ΓF,S le groupe de Galois de
FS/F .

Soient LG un schéma en groupes réductif sur O et Z(LG) son centre. Soit CNLO
la catégorie des O-algèbres A locales, noeth’eriennes, complètes avec un morphisme lo-
cal surjective φ : A → k. Soit Ĝ(A) = ker(φ : G(A) → G(k). Soit ρ : ΓF → LG(k) une
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représentation continue. On considère le foncteur suivant :

F : CNLO → Ens
(A, φ) 7→ {ρ : ΓF,S → LG(A)|φ ◦ ρ = ρ}/ ∼

où la relation d’équivalence est la conjugaison par le groupe (LG)◦f (A) des A-points du

groupe formel associé à la composante neutre (LG)◦ de LG.

Théorème 4. [Ti96, Theorem 3.3] Avec les notations précédentes, si Z(LG) est lisse
sur O et si la composante connexe du centralisateur de ρ est contenue dans Z(LG)(k), alors
le foncteur F est représentable. On note par (Rρ, ρ

univ) le couple universel associé.

Dans la démonstration de [Ti96, Theorem 3.3], le groupe LG est supposé connexe, mais
la démonstration dans le cas non connexe est identique.

3.2. Relèvement des self-twists à l’anneau de déformations. Soit j : ZG → G
le sous-tore central maximal de G et π : G → CG le tore quotient maximal de G. On sait

que ẐG est le tore quotient maximal de Ĝ et que ĈG est le sous-tore central maximal de Ĝ.

L’injection j : ZG → G induit un morphisme surjectif ĵ : Ĝ→ ẐG et la composée fournit un

morphisme de tores ĵ ◦ π̂ : ĈG → ẐG. On a Z(LG) ⊂ ĈG.

(H1) Le groupe Ker(ĵ ◦ π̂)◦ des composantes connexes de Ker(ĵ ◦ π̂) est d’ordre divisant
p− 1 et la restriction

ν = ĵ ◦ π̂Z(LG) : Z(LG)→ ẐG

est une isogénie (de degré divisant p− 1).

De plus on forme L(ZG) et le prolongement Lj : LG→ L(ZG) de ĵ. Soit ρµ : ΓF → LG(I).
Soit ΛG,Zp = Zp[[T ′1 ]] ⊂ ΛG = O[[T ′1 ]]. On fait l’hypothèse que

(H2) La représentation Lj ◦ ρµ est à valeurs dans ẐG(ΛG,Zp).
On vérifiera ces deux hypothèses sur nos exemples. (H2) est une généralisation de l’hy-

pothèse que le Nebentypus ψ∆ de µ est trivial.
L’utilité de ces hypothèses est la suivante. Si σ est un self twist de ρµ de caractère η, si

on applique Lj à l’égalité
ρσµ
∼= η · ρµ

on trouve par (H2) :
Lj ◦ ρµ = Lj ◦ ρσµ = Lj ◦ η · Lj ◦ ρµ

donc
Im η ⊂ Ker Lj

ou encore, par (H1) :

Im η ⊂ Ker ĵZ(LG)(Zp)
Sur nos exemples, ceci entrâınera η quadratique. En particulier ceci permet de définir un
relèvement canonique ηA de η à toute W -algèbre A.

Soit k = I/mI le corps résiduel de I. Soit ρ = ρµ (mod mI). Soit W l’anneau des vecteurs
de Witt de k. Rappelons qu’on a fixé un corps p-adique K d’anneau de valuation O et que
I est une O-algèbre. Le corps résiduel de O est k, donc O et I sont des W -algèbres de corps
résiduel k.

Comme σ : I/Pi → I/Pj est un isomorphisme, il envoie l’idéal maximal de I/Pi sur
l’idéal maximal de I/Pj . En particulier, σ induit un automorphisme σ du corps résiduel k.
Soit ησ : ΓFZ(LG)(k) la réduction de ησ modulo mI/Pj .

Par le foncteur de Witt, σ se relève en un automorphisme W (σ) de W . Soit A une
W -algèbre commutative, on pose Aσ = A⊗W,W (σ) W , où W est vu comme une W -algèbre

par le morphisme W (σ) : W → W . On note par ι(σ,A) : A → Aσ le morphisme défini par
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ι(σ,A)(a) = a⊗ 1 pour a ∈ A. C’est un isomorphisme de W -algèbres à gauche mais pas à
droite. Son l’inverse est donné par ι(σ−1, Aσ) : Aσ → A, a⊗ w 7→ σ−1(w)a.
Les représentations ρ, ρσ et ησ · ρ sont toutes absolument irréductibles. Par le Théorème
4 appliqué au foncteur F sur la catégorie CNLW , les couples universels pour ces trois
représentations existent. On les note respectivement par (Rρ, ρ

univ), (Rρσ , ρ
σ,univ) et

(Rησ ·ρ, (ησ · ρ)univ)

Soit r : ΓF → LG(A) une déformation de ρσ. Soit ι(σ−1, A) : A→ Aσ
−1

. La composée

ι(σ−1, A) ◦ r

fournit une déformation de ρ. On suit les calculs de [Lang16a, Lemma 3.2.2]. Par propriété
universelle on a donc un unique morphisme de W -algèbres à droite α(ι(σ−1, A) ◦ r) : Rρ →
Aσ
−1

qui envoie ρuniv sur ι(σ−1, A) ◦ r. En tensorisant à droite par W au-dessus de W (σ),
on obtient un morphisme de W -algèbres à droite

α(ι(σ−1, A) ◦ r)⊗ 1: Rσρ → A

Si l’on prend A = Rρσ , et r = (ρσ)univ, on obtient un isomorphisme de W -algèbres à droite

φ = α(ι(σ−1, Rρσ) ◦ r)⊗ 1: Rσρ → Rρσ

tel que

φ ◦ ι(σ,Rρ) ◦ ρuniv = r

L’équivalence ρσ ∼= ησ · ρ induit un isomorphisme

(Rρσ , ρ
σ,univ) ∼= (Rησ ·ρ, (ησ · ρ)univ)

On obtient ainsi par propriété universelle le lemme suivant, semblable au [Lang16b, Lemme
3.2] en remplaçant GL2 par un groupe réductif quelconque.

Lemme 3.3. [Lang16b, Lemme 3.2]
(1) Il y a un isomorphisme canonique φ : Rσρ → Rρσ de W -algèbres à droite tel que :

(ρσ)univ ∼= φ ◦ ι(σ,Rρ) ◦ ρuniv

comme représentations de ΓF → LG(Rσρ).
(2) Considérons ησ comme un caractère ΓF,S → Z(LG)(Rρ) via W → Rρ. Le twist

par ησ fournit un morphisme de W -algèbres ψ : Rησ ·ρ → Rρ caractérisé par l’isomor-
phisme de Rρ-représentations :

ησ · ρuniv ∼= ψ ◦ (η · ρ)univ

Pour montrer que l’automorphisme σ de k peut se relever en un automorphisme Σ de W -
algèbreRρ, on a besoin d’une étape intermdiaire. Définissons un isomorphismem(σ, k) : kσ →
k par m(σ, k)(x ⊗ y) = σ(x)y. Soit φ : Rσρ → Rρσ et ψ : Rησ ·ρ → Rρ les morphismes d’an-
neaux donnés par le Lemme 3.3. Définissons un morphisme d’anneaux

m(σ,Rρ) : Rσρ → Rρ

par m(σ,Rρ) = ψ ◦ φ.

Lemme 3.4. [Lang16b, Lemme 3.3] Le morphisme m(σ,Rρ) est un relèvement de
m(σ, k).
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Démonstration. On suit la démonstration de [Lang16b, Lemme 3.3].
Soient φ : k ⊗σ k → k et ψ : k → k les morphismes des corps résiduels induits par ψ et

φ. On a ψ = 1. Comme m(σ,Rρ) induit ψ ◦ φ sur les corps résiduels, il suffit de montrer

que φ = m(σ, k).
Par la définition de φ, il y a un isomorphisme (ρσ)univ ∼= φ ◦ ι(σ,Rρ) ◦ ρuniv. Par réduction

modulo l’idéal maximal de Rσρ , on obtient ρσ ∼= φ ◦ ι(σ,Rρ) ◦ ρ et donc σ = φ ◦ ι(σ, k).

Comme σ = m(σ, k) ◦ ι(σ, k) et ι(σ, k) est un isomorphisme, on déduit que φ = m(σ, k).
�

Définissons un automorphisme Σ: Rρ → Rρ par Σ = m(σ,Rρ) ◦ ι(σ,Rρ). On a par le
calcul ci-dessus

Corollaire 4. Le morphisme Σ induit σ par réduction par l’idéal maximal de Rρ.

On montre alors en suivant [Lang16a, Proposition 3.4] :

Proposition 3.5. (1) L’automorphisme Σ de Rρ satisfait Σ ◦ ρuniv = η · ρuniv.
(2) L’automorphisme Σ de Rρ est un relèvement de sigma : I/Pi → I/Pj.

Démonstration. (1) Par définition de ψ, il y a un isomorphisme ψ ◦ (η · ρ)univ ∼=
η ⊗ ρuniv. On en déduit que Σ ◦ ρuniv ∼= η · ρuniv.

(2) Soit α : Rρ → I le morphisme unique de W -algèbres satisfaisant ρµ ∼= α ◦ ρuniv. Soit
πPi : I → I/Pi et πPj : I → I/Pj les morphismes de quotient. Par l’isomorphisme
ρσµ
∼= η · ρµ et les remarques précédentes, on voit que

σ ◦ πPi ◦ α ◦ ρ
univ ∼= η · (πPj ◦ α ◦ ρ

univ) ∼= πPj ◦ α ◦ (η · ρuniv) ∼= πPj ◦ α ◦ Σ ◦ ρuniv.

Par la propriété universelle de ρuniv, on a que σ ◦ πPi ◦ α ∼= πPj ◦ α ◦ Σ, ce qui
signifie que Σ est un relèvement de σ.

�

Plus généralement, soit A un objet de CLNW et τ : ΓF → LG(A) une déformation
de ρ. Soit ατ : Rρ → A le morphisme de W -algèbres locales associé à τ par la propriété
universelle. On définit une représentation τΣ : ΓF → LG(A) par τΣ = ατ ◦ Σ ◦ ρuniv. Le
corollaire suivant est une conséquence de la Proposition 3.5.

Corollaire 5. Il y a un isomorphisme τΣ ∼= η · τ .

Démonstration. On a

τΣ = ατ ◦ Σ ◦ ρuniv ∼= ατ ◦ (η · ρuniv) ∼= η · (ατ ◦ ρuniv) = η · τ.
�

3.3. Descente à un self-twist d’une famille. On va démontrer que l’automorphisme
Σ de Rρ défini dans la sous-section précédente induit un self-twist pour ρµ. Ceci achèvera la
démonstration de la Proposition 3.1. Nous suivons l’argument de [Lang16b, Theorem 3.1]
et [Con16a, Section 4.5] qui utilise l’existence de la famille de Hida twist d’une famille de
Hida par un caractère et le caractère étale du morphisme de poids aux points arithmétiques
génériques. Notons que la relation ρσµ

∼= ησ ·ρµ entrâıne que le cocaractère ησ est non ramifié
hors de S ∪ Sp et est non ramifié en p. En effet si v ∈ Sp, on a par ordinarité
eta · δv = δσv pour un élément w ∈ WG. On a donc pour tout poids λ régulier (λvηv)

σ =
η · (λvηv)w pour un élément w ∈ WG. Il existe un cocaractère dominant ν de T tel que
ν ◦ λvηv soit non ramifié. On a aussi ν ◦ (λvηv)

σ. Si ν ◦ (λvηv)
w est ramifié, il est d’image

infine sur l’inertie, ce qui est impossible car η est d’ordre fini. On peut donc écrire η comme
le quotient de deux caractères non ramifés en v. Le conducteur C(η) est donc à support
dans S.
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Par dualité de Langlands, le caractère quadratique ησ : ΓF,S → LG(I) définit un ca-
ractère η : G(F )\G(AF )→ I×. On voit facilement le

Lemme 3.6. Pour toute représentation cuspidale algébrique de poids régulier λ sur G de
niveau N , η ⊗ π est une représentation automorphe cuspidale algébrique de poids régulier
λ sur G de niveau Nη multiple de N et divisant une puissance de N .

Ceci permet de tordre la famille µ : TG(N) → I de niveau auxiliaire N en une famille
µη : TG(Nη)→ J de niveau auxiliaire Nη multiple de N et de même support Notons que le
Nebentypus de µη est trivial car jZ(LG) ◦ η = 1.

Proposition 3.7. Sous l’hypothèse que la compatibilité de la correspondance globale
avec la correspondance locale est établie pour G, la famille µη : TG(Nη)→ J se factorise par
le morphisme surjectif de Λ′G-algèbres TG(Nη)→ TG(N).

Démonstration. On procède comme dans la démonstration de [Lang16a, Proposition
3.2.4] : le conducteur auxiliaire de µη est constant pour toute spécialisation en poids régulier
et, par la correspondance locale, il se lit du côté galoisien. On sait que σ ◦ µ (mod Pi) =
µη (mod Pj) pour σI/Pi → I/Pj avec Pi,Pj |Pλ. Comme le membre de gauche est de
conducteur divisant N , le membre de droite aussi. �

Démonstration. Pour démontrer la Proposition 3.1, on peut donc considérer les deux
familles µ et µη sur TG(N). Considérons le morphisme universel αI : Rρ → I, resp. αJ : Rρ →
J, associé à la représentation ρµ, resp. ρµη · η−1. Notons d’abord que

πP1 ◦ αI ◦ ρuniv = πP′1 ◦ αJ ◦ ρuniv

pour un premier P′1 de J au-dessus de Pλ, ou encore

πP1 ◦ αI = πP′1 ◦ αJ

Comme Λ′G → TG est étale au-dessus de Pλ, ceci entrâıne I = J.
On sait que Σ ◦ ρuniv = η · ρuniv. On a donc αI ◦ ρuniv = ρµ et αJ ◦Σ ◦ ρuniv = ρµη (avec

J = I). Par conséquent,

σ ◦ πP1 ◦ αI ◦ ρuniv = πP2 ◦ αI ◦ Σ ◦ ρuniv

ou encore

σ ◦ πP1 ◦ αI = πP2 ◦ αI ◦ Σ

Ceci entrâıne que Σ∗(Spec I) = Spec I. Il existe donc un automorphisme ΣI de I tel que

ΣI ◦ αI = αΣ
I

Il satisfait

Σ ◦ ρµ = η · ρµ.
�

4. Les anneaux de self-twists pour les représentations associées aux SVPH
classiques

4.1. Isomorphismes de sous-groupes de congruences. Soit p premier. Soit Ĝ un
schéma en groupes réductifs connexes de Chevalley sur Zp, On suppose que son schéma en

groupes dérivé Ĝ′ est absolument simple ; on note Ĝad son schéma en groupes adjoint. Soit

ĝ′ la Zp-algèbre de Lie de Ĝ′. On a Soit OE l’anneau des entiers d’un corps p-adique E. On
a

Ĝad(OE) ↪→ GL(ĝ′(OE))

52



Le sous-groupe Aut(ĝ′) ⊂ GL(ĝ′) des automorphismes de l’algèbre de Lie ĝ′ s’écrit

Aut(ĝ′) = Ad(Ĝad) o Φ

où Φ désigne le groupe fini des automorphismes extérieurs de ĝ′. C’est aussi le groupe des

automorphismes du diagramme de Dynkin de Ĝ. On suppose la conjecture suivante.

Conjecture 4.1. Soient ∆,∆1 deux sous-groupes de Ĝad(OE) contenant des sous-
groupes de congruences principaux :

Γ
Ĝad

(a) ⊂ ∆, Γ
Ĝad

(a1) ⊂ ∆1

pour deux idéaux a et a1 de OE. Soit Θ: ∆→ ∆1 un isomorphisme de groupes.

Il existe alors un automorphisme τ de E, un élément γ ∈ Ĝ(E) et un automorphisme
extérieur ϕ ∈ Φ tels que pour tout δ ∈ ∆,

Θ(δ) = Ad(γ) ◦ ϕ(δτ )

Cette conjecture est établie pour certains groupes de Chevalley : pour Ĝ = GL2 (voir

[Me73, Theorem]), pour Ĝ = GLn avec n ≥ 3 (voir [OMZ69, Main Theorem]) et pour

Ĝ = GSp2n (voir [OM78, Theorem 5.6.4]). Ces cas couvrent tous les exemples que nous
avons en vue dans le Chapitre 4.

Le groupe Φ des automorphismes extérieurs se relève en un groupe d’automorphismes

de Ĝ ; soit LG = ĜoΦ (ce sera le L-groupe d’un groupe G dans les exemples considérés au

Chapitre 4). Notons que (LG)ad = ĜadoΦ = Aut(ĝ′). La conjecture entrâıne immédiatement
le

Corollaire 6. Soient ∆,∆1 deux sous-groupes de LG(OE) contenant des sous-groupes
de congruences principaux :

Γ
Ĝ′(a) ⊂ ∆, Γ

Ĝ′(a1) ⊂ ∆1

pour deux idéaux a et a1 de OE . Soit Θ: ∆→ ∆1 un isomorphisme de groupes.
Il existe alors un automorphisme τ de E, un élément γ ∈ LG(E) et un homomorphisme

χ : ∆→ Z(LG)(OE) tels que pour tout δ ∈ ∆,

Θ(δ) = χ(δ) ·Ad(γ)(δτ )

Notons qu’on peut avoir γ ∈ LG(E)\Ĝ(E). Comme Ĝ est un groupe classique déployé,
le groupe Φ des automorphismes de son diagramme de Dynkin est d’ordre au plus 2 sauf
pour SO8 où il est d’ordre 6.

4.2. Grande image sur l’anneau des self-twists. Soit µλ : eTλ(U,O) −→ O un
SVPH classique ordinaire de poids λ et ρ = ρµλ : ΓF → LG(O) la représentation galoisienne
associée.

Soit K = Frac(O). Soit Γ le groupe de self-twists de ρ sur Zp et soit OΓ le sous-anneau

des éléments de O fixé par Γ. Soit ĝ l’algèbre de Lie de Ĝ et Ad: LG → GL(ĝ(K)) la
représentation adjointe. Soit E le sous-corps deK engendré par l’ensemble {Tr(Ad(ρ(g)))}g∈ΓF
sur Qp. Soit OE l’anneau des entiers de E.

Théorème 5. On suppose Adρ absolument irréductible. On suppose de plus la condition
(Zp −REG) . Alors,

1) OΓ = OE
2) Il existe un idéal non nul a de OE et un élément γ ∈ LG(OK) tels que

Γ
Ĝ′(a) ⊂ γ · Im ρ · γ−1.
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Soit Aut(ĝ′(K)) ⊂ GL(ĝ′(K)) le sous-groupe des automorphismes des Lie-algèbres. Soit
πAd la projection naturelle LG(O) → (LG)ad(O) et soit Ad : (LG)ad(O) ↪→ GL(ĝ′(K)) le
morphisme injectif donné par la représentation adjointe. Son image est le sous-groupe des
automorphismes intérieurs.

Démonstration. L’inclusion OE ⊂ OΓ résulte directement de la Proposition 1.3 et de
la normalité de OΓ

Pour l’autre inclusion, il suffit, par normalité, de montrer que tout automorphisme de O sur
OE fixe OΓ

K . Soit σ un automorphisme de O sur OE . On a (Tr(Adρ)(g))σ = Tr(Adρ)(g) pour
tout g ∈ ΓF . On a Tr(Adρσ(g)) = Tr(Adρ(g)). On sait que ρ est absolument irréductible.
Ceci entrâıne que Ad ρ est semisimple car si son image est contenue dans un parabolique
propre, il en est de même pour celle de ρad et donc pour celle de ρ ce qui est absurde.
Comme les traces sont égales, il existe donc un isomorphisme entre les deux représentations
semisimples Adρ,Adρσ : ΓF → GL(ĝ′) :

Adρσ ∼= Adρ.

Ceci implique qu’il existe un endomorphisme φ ∈ GL(ĝ′(K)) satisfaisant

(∗∗) Adρσ = φ ◦Adρ ◦ φ−1.

La représentation adjointe Ad induit un isomorphisme πAd(Im ρ) ∼= Im Adρ. Pour
chaque x ∈ GL(ĝ′(K)), on note par Θx l’automorphisme de GL(ĝ′(K)) donné par la
conjugaison par x. En particulier, on peux écrire l’équation (∗∗)), Adρσ = Θφ(Adρ). On
va montrer qu’on peut remplacer φ par un élément φ′ ∈ AutLie(ĝ

′(K)) et on a Adρσ =
Θφ′(Adρ(φ′)).

Par l’inclusionOE ⊂ OΓ, on identifie Ĝ′(OE) avec un sous-groupe de Ĝ′(OΓ). Considérons

le sous-groupe ∆ = (πAd Im ρ) ∩ Ĝ′(OE) o Φ et son image Ad(∆) ⊂ Ĝad(K). Le groupe

compact Ad(∆) ⊂ Ĝad(K) est absolument irréductible. On procède comme dans [Con16a,
Proposition 3.11.8] : par l’hypothèse de Zp-régularité, le Théorème 07 de [Pink98] entrâıne

que Ad(∆) contient un sous-groupe de congruence Γ
Ĝad

(a) de Ĝad(OE) pour un certain

niveau non nul a ⊂ OE . En effet, la forme H du groupe Ĝad telle que Ad(∆) soit ouvert
dans H(E) contient le tore normalisateur de l’élément Zp-régulier et est donc déployée

sur E. On a donc H = Ĝad. On a donc Γ
Ĝ′(a) ⊂ ∆. Comme Adρσ = Θφ(Adρ), on a

l’égalité (Ad(∆))σ = Θφ(Ad(∆)) des sous-groupes de G′(OE). De plus σ agit trivialement
sur G′(OE), donc on a pour tout δ ∈ ∆ :

(∗ ∗ ∗) Ad(δ) = Θφ(Ad(δ))

Par la conjecture 4.1, il existe un automorphisme τ de K, un élément γ ∈ LG(K) tel que

Θφ(δ) = Ad(γ)(δτ )

pour tout δ ∈ ∆. Par l’équation (∗ ∗ ∗), τ est trivial. On en déduit que Θφ(y) = ΘAd(γ)(y)
pour tout y ∈ Ad(∆). Par K-linéarité, on peut prolonger Θφ et ΘAd(γ) au même auto-
morphisme du sous-espace de End(ĝ′(K)) engendré par Ad(∆). Comme ∆ contient un

sous-groupe de congruence Γ
Ĝad

(a), le K-sous-espace qu’il engendre contient Ad(Ĝ)(K)) ;
en particulier il contient l’image de Adρ. Donc Θφ et ΘAd(γ) cöıncident sur Adρ, donc
l’équation (∗ ∗ ∗)) implique

Adρσ = ΘAd(γ)(Adρ).

Par la définition de ΘAd(γ), on

Adρσ = Ad(γ) ◦Adρ ◦ (Ad(γ))−1 = Ad(γργ−1).
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Ceci entrâıne l’existence d’un homomorphisme ησ : ΓF → Z(LG)(OK) tel que ρσ ∼= ησ · ρ,
et σ ∈ Γ. �

Remarque 4.2. Soit µ : TG → I une famille de Hida et ρµ : ΓF → LG(I) la représentation
galoisienne associée à µ. On peut définir un anneau Λ′G[TrAdρµ] analogue à l’anneau OE
df́ini ci-dessus. Par la Proposition 1.3, on a l’inclusion facile Λ′G[TrAdρ] ⊂ I0. Mais la
démonstration de l’inclusion OΓ

K ⊂ OE dans la proposition dépend du fait que Im ρ contient

un sous-groupe de congruence de Ĝ′(OE). Comme on ne sait pas si on a un analogue dans
cette situation, on ne sait pas s’il a y encore l’égalité entre les normalisations de Λ′G[TrAdρ]
et I0.

Pour une représentation associée à un SVPH classique µλ, le Théorème 5 donne le
résultat d’image pleine pour l’anneau OE = OΓµλ fixé par les self-twists. On peut lier l’an-
neau quotient I0/P aux anneaux (I/P)ΓP pour les points classiques P.

Soit Pλ un premier arithmétique (dominant régulier admissible). Soit P un premier de I
au-dessus de Pλ. Soit µ0,1

λ : eTλ(U0,1,O)→ O = I/P le SVPH classique associé à P. Posons
P0 = P ∩ I0.

Proposition 4.3. On a une inclusion I0/P0 ⊂ OΓ.

Démonstration. Soit ΓP le groupe des self-twists de I/P. Soit σ ∈ ΓP et ησ : ΓF →
Z(LG)((I/P) le caractère associé à σ. Par le Corollaire 3.2, il existe un self-twist σ̃ : I → I
avec un caractère associé ησ̃ : ΓF → Z(LG)((I) tel que P est fixé par σ̃, σ̃P = σ et ησ̃,P = ησ.

Comme σ̃ ∈ Γ et I0 = (I)Γ, on a I0 ⊂ (I)〈σ̃〉, où les indices supérieurs signifient les invariants.
Puisque σ̃ fixe P, on peut prendre la réduction modulo P de l’inclusion précédente I0/P0 ⊂
(I)〈σ̃〉/P. Comme σ̃ fixe P et que modulo P σ̃ devient σ, on a I〈σ̃〉/P = (I/P)〈σ〉, donc

I0/P0 ⊂ (I/P)〈σ〉. Comme c’est vrai pour tous les σ, on a I0/P0 ⊂ (I/P)ΓP . �

En résumé, on a le corollaire suivant :

Corollaire 7. Soit ρ = ρµ : ΓF → LG(I) telle que ρµ soit absolument irréductible et
qu’on ait les conditions :

(IRRADG,P) pour un idéal P de I au-dessus d’un poids classique régulier, pour tout P
de I au-dessus de Pλ, la représentation Ad ρµ (mod P) est irréductible,

(Zp−REG)) pour tout v ∈ Sp Im rhoµ(ΓFv) contient un élément Zp-régulier dv = ρµ(δv)
et soit P0 = P ∩ I◦0. Alors, l’image de ρP : ΓF → LG(I/P) contient un sous-groupe de

congruence de Ĝ′(I0/P0).

Démonstration. Comme précédemment, soit OE la clôture intégrale de Zp[TrAdρP].

Par le Théorème 5, l’image de ρP contient un sous-groupe de congruence de Ĝ′(OE). En
combinant avec la Proposition 4.3, on a I◦0/P0 ⊂ OE . Du coup, on a montré ce corollaire. �

Remarque 4.4. Dans [Lang16b], où les images de Galois pour les familles de GL2

formes sont étudiées, l’utilisation du Théorème 07 de [Pink98] n’est pas nécessaire. En
fait, le résultat de pleine image pour les représentations associées aux GL2-formes propres
est dû à Ribet et Momose (voir [Ri76, Theorem 3.1] et [Mom81]) ; il est valable sur l’anneau
fixé par les self-twists de la représentation.

5. Un argument d’approximation

Dans cette section, on généralise un résultat d’approximation de [HT15, Lemme 4.5].

Soit Ĝ un schéma en groupes réductifs déployé sur Zp. On fixe un tore maximal déployé T̂

et un Borel B̂ = T̂ N̂ ; ce choix induit une partition de l’ensemble des racines Φ = Φ+ ∪Φ−
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où Φ+ désigne l’ensemble des racines positives de Ĝ. Pour tout α ∈ Φ, on note Uα : Ga → Ĝ
le groupe à un paramètre associé à α.

On dit qu’un élément δ ∈ T̂ (A) est A-régulier, si pour toute racine α ∈ Φ α(δ) 6≡ 1
mod mA.

Proposition 5.1. Soit A un anneau local profini de corps résiduel fini de caractéristique
p. Soit H un sous-groupe fermé contenu dans le sous-groupe de congruence principal de

niveau p, Γ
Ĝ

(p) de Ĝ(A). Supposons que le groupe H est normalisé par un élément A-

régulier dans le tore T̂ (A).

Pour tout idéal Q de A, posons πQ : Ĝ(A)→ Ĝ(A/Q) la projection naturelle. Pour tout
α ∈ Φ, on a

πQ(H) ∩ Uα(A/Q) = πQ(H ∩ Uα(A)).

L’inclusion πQ(H ∩ Uα(A)) ⊂ πQ(H) ∩ Uα(A/Q) est évidente, Il s’agit de montrer que
tout élément de πQ(H) ∩ Uα(A/Q) se relève dans H ∩ Uα(A). Dans notre application, H
sera associé à l’image d’une repésentation continue d’un certain groupe de Galois dans un

L-groupe dont Ĝ sera la composante neutre.

Démonstration. Les sous-groupes unipotents Uα et U−α engendrent un sous-groupe

de Ĝ(A) qui est isomorphe à SL2(A). On le note par SLα2 (A). On note aussi Γα(p) le sous-
groupe de congruence principal de niveau p de SLα2 (A). Désormais, on va considérer les

groupes U±α omme des sous-groupes de SLα2 (A). On pose T̂α = T̂ ∩SLα2 et B̂±α = T̂αU±α.
On note slα2 , u

±α, tα, b±α les algèbres de Lie des sous-groupes correspondants dans SLα2 . Soit

j un entier positif, on définit πQj la projection Ĝ(A)→ Ĝ(A/Qj). On utilise πQj aussi pour

sa restriction : SLα2 (A)→ SLα2 (A/Qj). On définit les sous-groupes de congruence de SLα2 de
niveau pQj par

Γα(Qj) = {x ∈ Γα(p)|πQjx = Id ∈ SLα2 (A/Qj)},
ΓUα(Qj) = {x ∈ Γα(p)|πQjx ∈ Uα(A/Qj)},
Γ
B̂α

(Qj) = {x ∈ Γα(p)|πQjx ∈ B̂α(A/Qj)}.
Notons bien que le niveau en p est implicite : tous les groupes considérés ici deviennent

triviaux modulo p. On pose ausi HUα(Qj) = H ∩ ΓUα(Qj) et H
B̂α

(Qj) = H ∩ Γ
B̂α

(Qj).

Soient x, y dans Ĝ(A), on note par [x, y] leur commutateur xyx−1y−1. Pour un sous-groupe

S1 ⊂ Ĝ(A), on note par DS1 son sous-groupe dérivé. De plus, on note par [X,Y ]Lie le
crochet de Lie sur ĝ(A) et aussi sa restriction sur sl2(α)(A).

On a le lemme suivant :

Lemme 5.2. Soit j un entier positif, on a

DΓUα(Qj) ⊂ Γ
B̂α

(Q2j) ∩ ΓUα(Qj).

Ici DG signifie le groupe dérivé de G.

Démonstration. Soit X ∈ ΓUα(Qj). X a une décomposition : X = UM avec U ∈ Uα
et M ∈ Γα(Qj).

Donc, on voit

ΓUα(Qj) = Γα(Qj)ια(USL(2)(A).

Note that [(
a b
c −a

)
,
(
e f
g −e

)]
=
(

bg−cf 2(af−be)
2(ce−ag) cf−bg

)
.

Du coup, on a

Lemme 5.3. If X,Y ∈ sl2(A) ∩
(
Qj Qk

Qi Qj

)
with i ≥ j ≥ k, [X,Y ] ∈

(
Qi+k Qj+k

Qi+j Qi+k

)
.
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Soient X,X1 ∈ ΓUα(Qj)
on a [X,X1] ∈ Γ

B̂α
(Q2j). L’autre inclusion [X,X1] ∈ ΓUα(Qj) est évidente parce que

X,X1 sont dans ΓUα(Qj). Donc on a démontré ce lemme. �

Soit d ∈ T (A) l’élément A-régulier qui normalise H dans l’hypothèse. Comme A est
complet pour la topologie p-adique, la limite limn→∞ d

pn définit un élément δ ∈ T (A). Par
la définition, on a δp = δ, donc δp−1 = I et l’ordre de δ dans G(A) est un diviseur de p− 1.
On note son ordre par a. Par l’hypothèse, H est un sous-groupe compact de ΓG(A)(p), donc
H est un pro-p groupe et δ normalise H. On note par Ad(δ) l’action par conjugaison de δ
sur G(A).

Considérons le pro-p sous-groupe ΓA(p) de SLα2 . Tout élément de ΓA(p) a une unique
a-ième racine dans ΓA(p) grâce aux l’existence des fonctions log et exp. Comme δ est dans
la tore, il normalise ΓA(p). On définit une application ∆: ΓA(p)→ ΓA(p) par :

∆(x) = (x · (Ad(δ)x) · α(δ)−1 · (Ad(δ2)(x)) · α(δ)−2 · · · (Ad(δa−1)(x)) · α(δ)1−a)1/a

pour tout x ∈ ΓA(p). Notons que l’application ∆ n’est pas un homomorphisme, mais il
induit un homomorphisme des groupes abéliens ∆ab : ΓA(p)/DΓA(p)→ ΓA(p)/DΓA(p).

Le lemme suivant est un analogue de [HT15, Lemme 4.7]

Lemme 5.4. Soit u ∈ ΓUα(Qj) avec j un entier positif, alors πQj (∆(u)) = πQj (u) et

∆(u) ∈ ΓUα(Q2j).

Démonstration. Par la définition de sous-groupe Uα associé à α, on a Ad(πQj (δ))(x) =

πQj (α(δ))(x) pour tout x ∈ Uα(A/Qj). Comme ∆ commute avec la projection, on a

πQj (∆(u)) = ∆(πQj (u)) = πQj (u) pour tout u ∈ ΓUα(Qj).

Considérons l’homomorphisme ∆ab : ΓA(p)/DΓA(p) → ΓA(p)/DΓA(p). Par un calcul
direct, on a Ad(δ)(∆ab(x)) = α(δ)(∆ab(x)) pour tout x ∈ ΓA(p)/DΓA(p). Donc l’image
de ∆ab est dans le α(δ)-espace propre pour l’action de Ad(δ) sur ΓA(p)/DΓA(p). Cet es-
pace est justement Uα(A)DΓA(p)/DΓA(p) (pour ceci, on peut le voire clairement par la
décomposition Iwahorique de ΓA(p)).

Notons que par la première partie de la proposition, l’application ∆ab induit un ho-
momorphisme ∆ab

ΓUα
: ΓUα(Qj)/DΓUα(Qj)→ ΓUα(Qj)/DΓUα(Qj). Par la remarque dans le

paragraph précédent,

∆ab
ΓUα

(ΓUα(Qj)/DΓUα(Qj)) ⊂ ΓUα(Qj)DΓUα(Qj)/DΓUα(Qj).

Par le lemme 5.2, on a DΓUα(Qj) ⊂ ΓBα(Q2j) ∩ ΓUα(Qj), donc

∆ab
ΓUα

(ΓUα(Qj)/DΓUα(Qj)) ⊂ ΓBα(Q2j) ∩ ΓUα(Qj)/DΓUα(Qj).

Donc on a ∆(u) ∈ ΓBα(Q2j) ∩ ΓUα(Qj).
Pour le même raison, ∆ induit une application :

∆ab
ΓBα

: ΓBα(Q2j)/DΓBα(Q2j)→ ΓBα(Q2j)/DΓBα(Q2j).

L’image de ∆ab
ΓBα

est dans le α(δ)-sous espace propre pour l’action de Ad(δ). Ce sous espace

est précisément Uα(Q2j)DΓBα(Q2j)/DΓBα(Q2j). Notons que DΓBα(Q2j) ⊂ Uα(Q2j), donc

∆ab
ΓBα

(ΓBα(Q2j)/DΓBα(Q2j)) ⊂ ΓUα(Q2j)/DΓBα(Q2j).

Comme ∆(u) ∈ ΓBα(Q2j), on conclut que ∆2(u) ∈ ΓUα(Q2j). �

On finit la démonstration de la proposition 5.1. Voyons H∩Uα(A) et πQ(H)∩SL2(A/Q)
comme les sous-groupes respectivement de SLα2 (A) et SLα2 (A/Q). Soit u ∈ πQ(G)∩Uα(A/U).

Prenons u1 ∈ H et u2 ∈ Uα(A) tels que πQ(u1) = πQ(u2) = u. Alors u1u
−1
2 ∈ ΓA(Q), donc

u1 ∈ H ∩ ΓUα(Q). Notons que H ∩ ΓUα(Q) est compact parce que H et ΓUα(Q) sont des
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pro-p groupes. Par le lemme5.4, on a πQ(∆2m(u1)) = u et ∆2m(u1) ∈ ΓUα(Q2m) pour tout
m entier positif. Donc la limite limm→∞∆2m(u1) définit un élément u ∈ SL2(A) satisfaisant
πQ(u) = u. On a u ∈ H ∩ ΓUα(Q), parce que H ∩ ΓUα(Q) est compact. Ceci montre que la
surjectivité de l’application H ∩ Uα(A)→ πQ(H) ∩ SL2(A/Q). �

On donne un corollaire comme une application simple de cette proposition.

Corollaire 8. Soit ρ = ρµ : ΓF → LG(I) une représentation galoisienne satisfaisant
(IRRADP) et (Zp − REG). Alors pour toute racine α de G, le groupe Im ρ ∩ Uα(I) est
non-trivial.

Démonstration. Par (IRRADP) et Proposition 5, Im ρP contient un sous-groupe de

congruence de Ĝ′(OE) où OE désigne la clôture normale de Zp[TrAdρP]. En particulier,
Im ρP∩Uα(I/P) est non-trivial pour toute racine α. En prenant A = I, H = Imρ et Q = P,
la Proposition 5.1 implique que la projection Im ρ ∩ Uα(I◦Tr)→ Im ρ→ Im ρP ∩ Uα(I◦Tr/P)
est surjective pour toutes racines α. En particulier, Im ρP ∩ Uα(I◦Tr) est non-trivial pour
toute racine α. �

6. les sous-groupes unipotents dans l’image de Galois

Soit µ : Th → I une famille. Soit ρ : Γ→ G(I) la représentation associée à µ. On suppose
que ρ est Zp-régulière et résiduellement irréductible. Soit le groupe Γ le groupe de self-
twists de ρ. Soit I le sous anneau des éléments fixés par Γ de I. Par une restriction du
domaine de définition de ρ et remplacer ρ par certain son conjugaison, on peut construire
une représentaion Zp-régulière dont l’image est fixé par Γ. On écrit ησ pour le caractère
de Galois d’ordre fini associé à σ ∈ Γ. Définissons H0 = ∩σ∈Γ ker ησ. Comme Γ est fini, le
sous-groupe H0 est ouvert et distingué dans Γ.

Proposition 6.1. Supposons
(1) Im ρ contient un élément Zp-régulier d = ρ(δ) ∈ LG(Zp)
(2) ρ|H0 est irréductible,

alors, il existe un élément g ∈ LG(I) tel que : gρg−1(H0) ⊂ LG(I0) ;

Il serait bienvenu de se débarrasser de l’hypothèse (1) comme dans [Lang16b, Theorem
7.5] et [Con16a, Proposition 4.8.2]. Avant de commencer la démonstration, on va d’abord
établir un lemme.

Lemme 6.2. Soient F un corps et α une racine de G. Supposons qu’il existe u0 ∈ Uα(F )
non-trivial et g ∈ G(F ) tel que gu0g

−1 ∈ uα(F ). Alors g normalise Uα(F ).

Démonstration. Soit Nα(F ) un sous-groupe de Mn(F ) définit par Nα(F ) = {u −
In|u ∈ Uα(F )}. Pour n0 = u0 − In, on a Nα(F ) = {fn0|f ∈ F} et Uα(F ) = {In + n|n ∈
Nα(F )}. Conjugaison par g sur Mn(F ), donc pour tout f ∈ F , on a

g(In+fn0)g−1 = gIng
−1+gfn0g

−1 = In+fgn0g
−1 = In+fg(u0−In)g−1 = In+f(gu0g

−1−In).

Par l’hypothèse, gu0g
−1 ∈ Uα(F ), donc gu0g

−1 − In ∈ Nα(F ). Donc f(gu0g
−1 − In) ∈

Nα(F ) et In + f(gu0g
−1 − In) ∈ Uα(F ). Ceci montre le lemme. �

Démonstration. (1) Comme ρ|H0 est irréducitble, on considère Ξ = (Ξn)n le pseudo-
caractère de V. Lafforgue associé à ρ|H0 : H0 → LG(I). La relation

ρσ ≡ ησ · ρ
montre que Ξ cöıncide avec le pseudo-caractère associé à ρσ|H0 . On a donc Ξσ = Ξ, c’est à
dire que Ξ est à valeurs dans I0. Par le Théorème 4.10 de [BHT17], on conclut qu’il existe
un homomorphisme continu ρ0 : H0 → LG(I0) de pseudo-caractère Ξ.
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(2) On peut supposer que d ∈ T̂ (Zp). La relation ci-dessus implique l’existence une
matrice Cσ ∈ G(I0) telle que pour tout h ∈ H0,

ρσ(h) = ησCσρ(h)C−1
σ .

Lemme 6.3. Pour tout σ ∈ Γ, Cσ ∈ T̂ (I0).

Démonstration. Soit α une racine quelconque de Ĝ. Soit uα un élément non-trivial
dans Im ρ∩Uα(I). Tel uα existe par le Corollaire 8. Soit gα ∈ ΓF un élément tel que ρ(gα) =
uα. En prenant pour h = gα dans l’équation ci-dessus, on obtient Cσu

αC−1
σ = (uα)σ, qui

est aussi un élément de Uα(I). Cσ agit par conjugaison donc un automorphisme de G(Q(I)).
Par le Lemme 6.2, en prenant F = Q(I), u0 = uα et g = Cσ, on déduit que Cσ normalise

Uα(Q(I)). C’est vrai pour toutes les racines α. Comme T̂ est son propre normalisateur, on

en déduit que Cσ ∈ T̂ (I0).
�

Posant ρ(δ) = d ∈ T̂ (I0), la relation l

ρ(δ) = ησ(δ)Cσρ(δ)C−1
σ = ρ(δ)

entrâıne ησ(δ) = 1, c’est à dire, δ ∈ H0.
�

7. Sous-groupes unipotents dans l’image d’une grande représentation
Galoisienne

Soit µ une famille de Hida et ρµ : ΓF → LG(I) la représentation associée. On suppose

que Im ρµ contient un élément Zp-régulier. Pour toute racine α de Ĝ, on identifie le groupe
unipotent Uα(I0) à I0 et Im ρµ ∩Uα(I0) à un Zp sous-module de I0. Le but de cette section
est de montrer que, pour toute α, Im ρµ ∩ Uα contient une base d’un Λ′G-réseau dans I0.
Notre stratégie est inspirée par [HT15] et [Lang16a]. On le fait en deux étapes :

(1) montrer qu’il existe un premier arithmétrique non-trivial Pλ ⊂ Λ′G tel que Im ρµ,PλI0∩
Uα(I0/PλI0) contient une base d’un Λ′G/Pλ-réseau dans I0/PλI0 :

(2) montrer que le morphisme naturel Im ρµ ∩ Uα(I0) → Im ρµ,PλI0 ∩ Uα(I0/PλI0) est
surjectif, donc on peut relever une base dans (1) à une base d’un Λ′G réseau dans I0.

La partie (1) est prouvée en adaptant le travail de [Lang16a, Sections 3 et 5] à notre
situation et le combinant avec le Théorème 5. Partie (2) est une application de la Proposition
5.1.

7.1. Groupes juste-infinis. Ici on fait une digression sur la théorie des groupes juste-
infinis.

Définition 7.1. Soit G est un groupe abstrait. On dit G est que juste-infini, s’il vérifie
les conditions suivantes :

(1) G est infini ;
(2) tous sous-groupe distingué non-trivial est d’indice fini.

Définition 7.2. Soit X une classe des sous-groupes de G. On dit que X est B-clos, si
elle vérifie la propriété suivante :

Soient H et K deux sous-groupes de G. Si H et K sont des sous-groupes distingués
dans le sous-groupe 〈H,K〉 engendré par H et K, si de plus H ∩K et HK sont dans X ,
alors H et K sont dans X .

Soit X une classe de sous-groupes. On définit X ′ la classe des groupes dont tous les
sous-groupes distingués sont dans X . On définit récursivement X (n) en posant X (0) = X et
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X (n+1) = (X (n))′. Évidemment X (n) est la classe des sous-groupes G tels que H ∈ X pour
tout H Cn G.

Lemme 7.3. [Wi00, Lemme 3.1] Si X est B-clos, alors X (n) l’est aussi pour tout n ≥ 0.

Lemme 7.4. [Wi00, Lemme 3.2] La classe des sous-groupes juste-infinis est B-clos.

On fixe quelques notations : soient H un sous-groupe de G, T un sous-ensemble de G
et t ∈ T . On note tHt−1 par Ht, et 〈Ht|t ∈ T 〉 par HT . Soit n ≥ 1. Rappelons qu’un sous
groupe H de G est dit n-sous-distingué s’il existe une suite de sous-groupes (Gi)0≤i≤n avec
Gi+1 C Gi, G0 = G, Gn = H. On écrit alors H Cn G.

Soit H un sous-groupe 2-sous-distingué : H C2 G ; soit T un sous-ensemble fini de G.
Alors Ht C HG pour tout t ∈ T et le groupe HT est le produit de ces groupes.

Lemme 7.5. [Wi00, Lemme 3.3] Soient H C2 G et T ′ un sous-ensemble fini de G.

Posons T = T ′ ∪ {1} et H∗ = H ∩HT ′. Alors,

(H∗T
′
H)(HT ′) = HT et (H∗T

′
H) ∩ (HT ′) = H∗T .

Si G0 est un sous-groupe distingué d’indice fini de G, on note G0 Cf G.

Proposition 7.6. [Wi00, Proposition 3.4] Supposons que X est B-clos. Soient G ∈ X ′
et G0 Cf G. Alors G0 ∈ X ′.

Corollaire 9. [Wi00] Soit X une classe B-close. Soit G un groupe juste-infini. Si
tous les sous-groupes distingués fermés de G sont dans X , alors tout les sous-groupes sous-
distingués fermés de G sont aussi dans X .

Soit F un corps p-adique et G un groupe réductif absolument simple de type adjoint
sur F ; soit R l’anneau de valuation de F . Prenons G = G(R). Le groupe G est un groupe
profini et tout sous-groupe distingué fermé N non trivial de G est ouvert. En effet, N est
infini car G ne contient pas de sous-groupe distingué fini non trivial ; l’algèbre de Lie Lie(N)
est non nulle car N n’est pas discret, et c’est un idéal de Lie(G) = Lie(G) ; elle est donc
égale à Lie(G), et N est ouvert. Par définition, G est un groupe juste-infini. On prend la
classe X = {H : Hest un sous-groupe ouvert deG}. Si H ∩K est ouvert dans G, alors H et
K sont aussi ouverts dans G. Ceci implique que la classe X est B-close. Par le Corollaire 9,
on montre que tous sous-groupe sous-distingué est dans X , c-à-d, ils sont tous ouverts. On
en déduit le théorème suivant.

Corollaire 10. [Wi00, Corollary 3.5] Soit G un groupe algébrique absolument simple
sur un corps p-adique F , Soit N Cm G(OF ) un sous-groupe sous-distingué qui n’est pas
contenu dans le centre. Alors N est un sous-groupe ouvert, autrement dit, il contient un
sous-groupe de congruence ΓG(OF ).

7.2. Grande image dans le produit. Pour un idéal premier arithmétique régulier
Pλ ⊂ Λ′G, considérons les conditions

(IRRADλ) Pour tout premier P ⊂ I au-dessus de Pλ, la représentation Ad ρP est
absolument irréductible.

(NONH,λ) Pour tout premier P ⊂ I au-dessus de Pλ, la représentation ρP n’est pas de
type H.

Rappelons que (IRRADλ) entrâıne (NONH,λ) et que (IRRADλ) entrâıne le Théorème
5 pour tout premier PG de I au-dessus de Pλ.

Lemme 7.7. Il existe un premier arithmétique Pλ ⊂ Λ′G régulier qui satisfait (NONH,λ).
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Démonstration. Considérons l’ensemble ΣH des idéaux premiers P de I tels qu’il
existe ρH,P telle que ρP = r◦ρH,P. Il suffit de montrer que la restriction à ΣH du morphisme
fini Spec, I→ SpecΛ′G n’est pas surjective. Si elle létait, ΣH serait Zariski-dense dans Spec I.
Par la définition, l’idéal de congruence cµ,gal est contenu dans l’intersection des premiers de
ΣH , donc il serait nul, ce qui est absurde. Il y a donc des poids classiques réguliers λ tels
que pour tout P au-dessus de Pλ, ρP n’est pas de type H. �

Soit m l’idéal maximal de I◦0. On définit un sous-groupe H ′0 de H0 par

H ′0 = {g ∈ H0|ρ(g) ≡ 1( mod m0)}.
C’est un sous-groupe ouvert distingué de H0, donc de Γ. Par la Proposition 6.1, on peut
supposer que ρ|H0 ⊂ G(I0). Rappelons que ν = ĵ ◦ π̂|Z(LG) est une isogénie de degré divisant

p − 1 ( voir la condition (H1) de la Section 3.2). Avec les notations de (H1) et (H2), on

peut donc former la représentation ρ0 : H ′0 → Ĝ′(I0) définie par

ρ0 = ρ|H′0 · (νrec ◦
Lj ◦ ρ|H′0)−1.

où l’application réciproque νrec de ν est bien définie sur

(ẐG)1(I0) = Ker(ẐG(I0)→ ẐG(I0/mI0)

Même si nos résultats sont énoncés pour la représentation ρ, on a besoin de travailler avec
ρ0 et sa réduction modulo un idéal premier de I0.

Pour chaque idéal premier Pi, i = 1, . . . , r au-dessus de Pλ, on note Oi = Pi ∩ I0. Soit

= égale à PλI0 ou Oi pour i ∈ {1, 2, · · · , r}. Soit ρ= : H0 → LG(I0/=) et ρ0,= : H ′0 → Ĝ′(I0)
les réduction modulo = de ρ et ρ0 respectivement. Soit G = ρ=(H ′0) et G0 = ρ0,=(H ′0). Soit

(LG)1(I0) = {g ∈ LG(I0); Lj(g) ∈ ẐG1(I0)}

Soit f : (LG)1(I0)→ Ĝ′(I0) l’homomorphisme g 7→ (νrec ◦ Lj(g))−1g. Il est surjectif (en fait
f ◦ f = f) et on a G0 = f(G) par définition de ρ0.

Lemme 7.8. Le sous-groupe G contient un sous-groupe de congruence non-trivial de

Ĝ′(I0/=) si et seulement si le sous-groupe G0 contient un sous-groupe de congruence non-

trivial de Ĝ′(I◦0/=).

Démonstration. Un sous-groupe de Ĝ′(I◦0/=) est de congruence (c’est à dire contient
un sous-groupe de congruence) si et seulement si il est ouvert. Si G0 est de congruence dans

Ĝ′(I◦0/=), il en va de même pour G puisque G0 ⊂ G. Réciproquement, si G est de congruence :

on a Γ
Ĝ′(a) ⊂ G ∩ Ĝ′(I0/=).

La restriction de f à Ĝ′(I0/=) est l’identité et f(G) = G0. Si on applique f aux deux
membres de l’inclusion on trouve donc Γ

Ĝ′(a) ⊂ G0. �

On fixe un premier Pλ régulier, étale dans TG jusquà la fin de la section. L’idéal PλI
s’écrit donc comme une intersection d’idéaux premiers distincts Pi de I, donc PλI0 est
l’intersection des idéaux premiers Qi de I0. Pour tout facteur premier Q de PλI0, posons

ρ0,Q : H ′0 → Ĝ′(I0/Q) la réduction de ρ0 modulo Q.

Lemme 7.9. Soit Q un premier de I0 au-dessus de Pλ. Alors l’image de ρ0,Q contient

un sous-groupe de congruence non-trivial de Ĝ′(λ0/Q).

Démonstration. Soit P un premier de I au-dessus de Q. La représentation de ρQ est
la restriction à H0 de la représentaion ρP obtenu par reduction de ρ : Γ → LG(I) modulo
P. Par Proposition 7, le groupe ρP(ΓF ) contient un sous-groupe de congruence non-trivial
de G′(I0/Q). Comme H ′0 est un sous-groupe d’indice fini de ΓF , le groupe ρQ(H ′0) est un
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sous-groupe d’indice fini de ρP(Γ), donc il contient aussi un sous-groupe de congruence

non-trival de Ĝ′(I0/Q). La conclusion découle du Lemme 7.8 pour = = Q. �

Ce lemme ne suffit pas à fournir l’information dont on a besoin sur l’image de ρ0. Soit

ρPλ : H0 → LG(I0/PλI0), resp. ρ0,Pλ : H ′0 → Ĝ′(I0/PλI0), la réduction de ρ, resp. ρ0, modulo
PλI0. Le but du reste de la Section est la démonstration du Théorème d’image pleine suivant
pour ρPλ .

Theorem 7.10. L’image de la représentation ρPλ contient un sous-groupe de congruence

non-trivial de Ĝ′(I0/PλI0).

La méthode de la démonstration de ce Thórème est similaire à celle de [Lang16b,
Proposition 5.1] et [Con16a, Proposition 4.9.8]. Soit Q1,Q2, · · ·Qr les idéaux premiers
de I0 au-dessus de Pλ (on note Pi les idéaux premiers de I au-dessus de Pλ). Il y a un

morphisme injectif I0/Pλ ↪→
∏r
i=1 I0/Qi. Soit G l’image de Im ρ0,Pλ dans

∏r
i=1 Ĝ

′(I0/Qi)
par l’injection prćédente. On va montrer le Théorème-clé suivant.

Theorem 7.11. Soient 1 ≤ i < j ≤ r. Alors l’image de G dans Ĝ′(I0/Qi × I0/Qj) est
ouverte.

Sinon, on va montrer qu’il y a un self-twist σ de ρ tel que σ(Qi) = Qj ce qui est un
contradiction parce que I0 est fixé par tous les self-twists. Cette idée de démonstration
remonte à [Ri76, Théorem 3.5].

Dans la démonstration, les deux principaux ingrédients seront le Corollaire 10 et le
Lemme de Goursat, qu’on rappelle :

Soient K1 et K2 deux groupes et soit G un sous-groupe de K1 × K2 tel que les deux
projections π1 : G → K1 et π2 : G → K2 soient surjectives. Soit N1 = kerπ2 et N2 =
kerπ1. On identifie N1 avec π1(N1) et N2 avec π2(N2), donc les sous-groupes de G1 et G2,

respectivement. Évidement, on a N1 × N2 ⊃ G. Les projections naturelles induisent une
application G → K1/N1 ×K2/N2.
On voit facilement le

Lemme 7.12. Lemme de Goursat, [Go1889, Sections 11 et 12],[La02, Exercice 5, P.75]
L’image de G dans K1/N1 ×K2/N2 est le graphe d’un isomorphisme K1/N1

∼= K2/N2.

Démonstration. On peut maintenant démontrer le Théorème-clé. Par le Corollaire 7,
pour chaque i = 1, . . . , r, il existe un idéal non-nul li de I0/Qi tel que Γ

Ĝ′(li) ⊂ Im ρ0,Qi ⊂
Ĝ′(I0/Qi).

Soit 1 ≤ i < j ≤ r. Le domaine de la représentation ρ0 est un sous-groupe ouvert
distingué H ′0 de ΓF défini au début de cette sous-section. Considérons le groupe

H1 = {h ∈ H ′0|h( mod Qi) ∈ Γ
Ĝ′(li) et h( mod Qj) ∈ Γ

Ĝ′(lj)}.

Puisque pour tout k les sous-groupes Γ
Ĝ′(lk) sont distingués et d’indice fini dans Ĝ′(I0/Qk),

le sous-groupe H1 est distingué et d’indice fini dans H ′0. Il est évidement fermé, donc il est
aussi ouvert.
Soient K1 = ρ0,Qi(H1),K2 = ρ0,Qj (H1) et G l’image de ρ0(H1) dans Ki × Kj . Notons que
Ki,Kj et G sont profinis et fermés parce qu’ils sont images continues d’un groupe de Ga-
lois. Par définition de li, lj et H1, on a K1 = Γ

Ĝ′(li) et K2 = Γ
Ĝ′(lj). En particulier, K1

et K2 sont sous-groupes distingués et d’indice fini de Ĝ′(I0/Qi) et Ĝ′(I0/Qj) respectivement.

Pour k = 1, 2, soit πk : G1 → Kk et Nk = Ker π3−k ; supposons que ce sont des sous-
groupes ouverts de Kk ; le produit N1×N2 est alors ouvert dans K1×K2. Puisque G contient
N1×N2, il est aussi ouvert dans K1×K2. Le sous-groupe K1×K2 = Γ

Ĝ′(l1)×Γ
Ĝ′(l2) est un
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sous-groupe ouvert de Ĝ′(I0/Qi× I0/Qj). Donc G est aussi ouvert dans Ĝ′(I0/Qi× I0/Qj).
On a montré le lemme dans ce cas.

Si maintenant N1 n’est pas ouvert dans K1, on voit que N2 n’est pas ouvert non plus
car par le lemme de Goursat, il existe un isomorphisme K1/N1

∼= K2/N2. En particu-

lier, Ni n’est pas d’indice fini dans Ĝ′(I0/Qi). Mais Ni est sous-distingué et n’est pas

d’indice fini dans Ĝ′(I0/Qi), il est donc contenu dans Z(Ĝ′) par le Corollaire 10. Par la
définition de H ′0, l’image de ρ0 est dans Γ

Ĝ′(mI0), Par l’hypothèse (H1) de la Section 3.2,

Z(Ĝ′) ∩ Γ
Ĝ′(mI0) = {1} ; on a donc N1 = {1} et N2 = {1}.

Par le lemme de Goursat, on a donc un isomorphisme de groupes

Θ: Γ
Ĝ′(l1) ∼= Γ

Ĝ′(l2)

Par le Corollaire 6, appliqué à F = Q(I0), F1 = Q(I0/Qj),∆ = K1,∆1 = K2, il existe un

isomorphisme α : Q(I0/Qi) → Q(I◦0/Qj), un caractère χ : K1 → Z(Ĝ′)(Q(I0/Qj)
× et un

élément γ ∈ Ĝ(Q(I0)) et un élément ϕ ∈ Φ = Out(Ĝ) tels que pour z ∈ K1, on a

(∗) Θ(z) = χ(z)γϕ(α(z))γ−1,

avec ϕ(z) = z ou tz−1 dans le cas où Ĝ = GLn (on exclut le cas SO8). Comme par (H1),

Z(Ĝ′) ∩ Γ
Ĝ′(mI0) = {1}, le caractère χ est trivial. Par les définitions de G1 et G2, on peut

reformuler l’équation comme

α(ρ0,Qi(h)) = γ−1ρ0,Qj (h)γ

ou

α(ρ0,Qi(h)) = γ−1tρ0,Qj (h)−1γ

pour un élément γ ∈ Ĝ(Q(I0)). Notons par πj la projection I0 → I0/Qj . Rappelons que
ρ0|H1 = ρ|H1 · (νrec ◦ Lj ◦ ρ|H1)−1. Soit φ : H1 → Z(LG)(I0/Qj) par

φ(h) = πj((νrec ◦ Lj ◦ ρ|H1)1−α

pour tout h ∈ H1. On a donc soit

ρQi |
α
H1

= φ · γρQj |H1γ
−1

soit

ρQi |
α
H1
∼= φ · γtρ−1

Qj
|H1γ

−1

Soient Pi et Pj des idéaux premiers de I au-dessus de Qi et Qj respectivement.

Proposition 7.13. L’isomorphisme α : Q(I0/Qi) → Q(I0/Qj) sétend à un isomor-
phisme α̃ : Q(I/Pi) → Q(I/Pj)

× et le caractère φ : H1 → Z(LG)(I0/Qj) sétend en un

caractère φ̃ : ΓF → Z(LG)(I/Pj) tel qu’il existe un isomorphisme de représentations ΓF →
LG(I/Pj) :

ρα̃Pi
∼= φ̃ · ρPj

ou bien

ρα̃Pi
∼= φ̃ · tρ−1

Pj

Cette proposition va résulter de la théorie de l’obstruction comme dans [Lang16b,
Section 5]. La stratégie est le même que celle dans loc.cit. mais on a besoin de quelques
modifications dans la démonstration.
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Corollaire 11. Si ρ est Zp-régulière, avec les notations de la Proposition 7.13, il existe
un isomorphisme

ρα̃Pi
∼= φ̃ · ρPj

Démonstration. Observons que

ρα̃Pi
∼= φ̃ · tρ−1

Pj

ne peut se produire que si Ĝ = GLn. Soit δ ∈ ΓF un élément Zp-régulier et dk = ρα̃Pk(δ). La
relation

dα̃i = γ · d−1
j · γ

−1

entrâıne que γ = w ∈WGLn et que d ·dw = 1. Ceci est exclu par l’hypothèse que pour toute
racine α de GL2n, l’image R(d) par R : GLn → GL2n, g 7→ diag(g, tg) satisfait

α(R(d)) 6≡ 1 (mod p)

Ainsi, la seconde possibilité est exclue et ρα̃Pi
∼= φ̃ · ρPj . �

On rappelle les résultats de la théorie d’obstruction dont on a besoin. Soit n un entier
positif. Soit N un sous-groupe distingué de ΓF . Soit K une extension finie de Qp. Soit
LG = Ĝ si Ĝ est de type Bn ou Cn (ou Dn, n 6= 4) et LG = (GLn × GL1) × {1, j} avec

j(g, µ)j−1 = (tg−1µ, µ) si Ĝ = GLn. Notons que dans tous les cas, Z(LG) est un tore
déployé. Soit r : N → LG(K) une représentation continue, absolument irréductible. On a
donc Z(r) = Z(LG)(K). Pour tout g ∈ ΓF , posons rg : N → LG(K) une représentation
définie par rg = r(ghg−1) pour tout h ∈ N . Supposons la condition suivante :

(Desc(r)) pour toutg ∈ Γ, il y a un isomorphisme rg ∼= r surK.

On voit facilement qu’il existe alors une application c : ΓF → LG(K) avec les propriétés
suivantes :

(1) c(1) = 1 ;
(2) c(hg) = r(h)c(g) pour tout h ∈ N, g ∈ ΓF ;
(3) r = c(g)−1rgc(g) pour tout g ∈ ΓF .
Soit ∆ = ΓF /N . Par absolue irréductibilité de r, l’application b : ΓF × ΓF → LG(K)

définie par b(g1, g2) = c(g1)c(g2)c(g1g2)−1 est un 2-cocycle à valeurs dans Z(LG)(K). De
plus, par la suite spectrale de Hochschild-Serre, b se factorise en une application b : ∆2 →
Z(LG)(K). On note par Ob(r) la classe de b dans le groupe de cohomologieH2(∆, Z(LG)(K)).
On note par 1 la classe de cocycle trivial dans H2(∆, Z(LG)(K)).
Une extension de r à ΓF est une représentation r̃ : Γ→ LG(K) qui satisfait r̃|N = r.

Il est facile de voir que
(1) Il existe une extension r̃ de r à ΓF si et seulement si Ob(r) = 1.
(2) Si r̃ est une extension de r à ΓF , toutes les autres extensions r̃′ de r à ΓF satisfont

r̃′ ∼= r̃ · ψ
pour un homomorphisme ψ : Γ→ Z(LG)(K) qui est trivial sur N .

Soient E1 = Q(I0/Qi), E2 = Q(I0/Qj),K1 = Q(I/Pi),K2 = Q(I/Qj). Ce sont des corps
p-adiques et il y a des inclusions naturelles E1 ⊂ K1 et E2 ⊂ K2. Rappelons qu’il y a un
isomorphisme α : E1 → E2 et un caractère φ : H1 → E×2 qui est cohérent avec l’équation
(∗). Soit L1 et L2 deux extensions finies de K1 et K2 respectivement.

Soit ρ1 = ρQi |H1 : H1 → LG(L1). On considère les deux représentations

ρα1 : H1 → LG(L2), ρ2 = ρQj |H1 : H1 → LG(L2)

et φ : H1 → Z(LG)(L2). Ces trois homomorphismes satisfont la condition (obstr) avec
N = H1 et K = L2 le corps de coefficients.
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Lemme 7.14. cf.[Lang16a, Lemme 5.5] Les homomorphismes ρα1 , ρ2, φ satisfont la
condition (obstr). De plus Ob(ρ1) et Ob(ρ2) sont triviales et Ob(φ · ρ2) = Ob(φ)Ob(ρ2).

Démonstration. Pour chaque g ∈ ΓF , il y a c(g) ∈ LG(L1) tel que ρg1 = c(g) · ρ1 ·
c(g)−1,à savoir c(g) = ρP1(g). donc ρ1 satisfait (obst(ρ1)). Le même argument montre que
ρ2 satisfait (obst(ρ2)). De plus, les classes Ob(ρ1) et Ob(ρ2) sont triviales, parce que ρ1 et
ρ2 ont des prolongements à ΓF (encore notés ρ1 et ρ2).
Soit τ : K1 → Qp un prolongement de α. Alors la représentation ρτ1 est une extension à ΓF
de ρα1 . En particulier (ρτ1)g ∼ ρτ1 sur Qp pour tout g ∈ ΓF , donc

ρ1|αH1
∼ (ρτ1)g|H1

∼= (ρτ1)|H1 = ρ1|H1

sur Qp. La conjugaison précédente en induit encore une sur K2.
Comme ρ1|αH1

et ρ2|H1 satisfont (obst), pour tout g ∈ ΓF , on a

φ · ρ2|H1 ∼ ρ1|αH1
∼ (ρ1|αH1

)g ∼

∼ φg · (ρ2|H1)g ∼ φg · ρ2|H1 ,

donc ρ2|H1 ∼ φ−1⊗ φg ⊗ ρ2|H1 . Rappelons que le représentation ρ2 est associée à un SVPH
classique. Donc par le Théorème 5, l’image de ρ2 est ouverte dans LG(K2). Ceci implique
que ρ2 ne peut pas être isomorphe à un twist d’elle-même par un caractère non-trivial ψ.
En effet, si R : LG → GLn est une représentation fidèle, on a Tr ◦ R 6= 0 donc le lieu où
cette trace est nulle est un fermé et par le théorème de densité de Tchebotarev, l’ensemble
des places de F où Tr ◦ R ◦ ρ2(Frobv) 6= 0 est de densité 1 ce qui contredit que l’ensemble
des places v de F où R ◦ ψ(Frobv) 6= 1 soit de densité positive. On voit donc que l’égalité
précédente donne φg = φ. On conclut que φ satisfait (obst(φ)). �

On montre maintenant que pour certain choix de L1 et L2, il existe un isomorphisme
α̃ : L1 → L2 qui prolonge α : E1 → E2 et un caractère φ̃′ : Γ→ L×2 qui prolonge φ : Γ→ L×2 .

Soit τ : K1 → Qp une extension arbitraire de α à K1. Soit L2 = K2 ·τ(K1). Soit τ ′ : L2 → Qp

une extension de τ−1 : τ(K1)→ K1 et soit L1 = τ ′(L2). Posons α̃ = (τ ′)−1 : L1 → L2. Alors
α̃ est une extension de α. En particulier, ρα̃1 : Γ → L×2 est une extension de ρ1|αH1

, donc
Ob(ρ1|αH1

) = 1. On a

1 = Ob(ρ1|αH1
) = Ob(φ)Ob(ρ2|H1) = Ob(φ).

donc, φ peut s’étendre à un caractère φ̃′ : ΓF → L×2 .

On peut modifier φ̃′ pour satisfaire l’égalité désirée.

Lemme 7.15. cf.[Lang16a, Lemme 5.6] Il existe une extension φ̃ : ΓF → L×2 de φ : H1 →
L×2 telle qu’on ait

ρα̃1 ∼ φ̃ · ρ2

sur L×2 .

Démonstration. Puisque φ̃′ est une extension de φ, la représentation φ̃′ · ρ2 est une
extension de ρ1|H1 . Comme ρα̃1 est aussi une extension de ρ1|H1 , Il existe un caractère

ψ : ΓF → L×2 , trivial sur H1, tel que ρα̃1 ∼ ψ · φ̃′ · ρ2. Alors le caractère φ̃ défini comme ψφ̃′

satisfait l’égalité désirée. �

Remarque 7.16. A priori, φ̃·ρ2 prend ses valeurs dans LG(I/Pj)[φ̃]) ; la représentation

ρα̃ prend donc aussi ses valeurs dans LG((I/Pj)[φ̃]).

Lemme 7.17. On a (I/Pi)[φ̃] = I/Pi, et (I/Pj)[φ̃] = I/Pj.
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Démonstration. En appliquant Lj à la relation ρα̃1 ∼ ρ2 · φ̃, on trouve

Lj ◦ φ̃ = (Ljρ1)α̃) · Lj ◦ ρ2)−1.

Par (H2), le membre de droite est trivial, donc φ̃ est à valeurs dans Ker ĵ ◦ π̂ qui par (H1)
est Zp-rationnel.

�

On voit donc que α̃ : L1 → L2 se restreint en un isomorphisme α̃ : I◦Tr/Pi → I◦Tr/Pj et

φ̃ prend ses valeurs dans I◦Tr/Pj .
On peut maintenir achever la démonstration du Théorème 7.11. Posons σ = α̃ : I/Pi →

I◦Tr/Pj et η = φ̃ : Γ→ I◦Tr/Pj . Grâce à la Proposition 7.13, σ et η satisfont les hypothèses de
la Proposition 3.1. Donc, il existe un self-twist σ̃ : I→ I pour ρ : ΓF → LG(I) qui induit σ.
En particulier, σ̃(Pi) = Pj . Comme Pi et Pj sont au-dessus des premiers différents de I0,
le self-twist σ̃ ne fixe par I0. Ceci nous donne une contradiction. Rappelons que l’hypothèse
de cet argument est que N1 n’est pas ouvert dans K1, ou N2 n’est pas ouvert dans K2.
Quand ce n’est pas le cas, on a déjà montré le lemme. Donc on a fini la démonstration du
Théorème. �

On rappelle un lemme de Ribet [Ri76, Lemme 3.4]. Soit r un entier plus grand que 2
et soient G1, gc2, · · · ,Gr des groupes profinis. Supposons la propriété suivante :
Si K un sous-groupe ouvert de Gi, alors la clôture de sous-groupe de commutateurs de K
est aussi ouvert dans Gi.
(coml) Soit G0 un sous-groupe fermé de G1 × G2 × · · · × Gr.

Lemme 7.18. Supposons que pour tout i, j avec 1 ≤ i < j ≤ r, l’image de G0 dans Gi×Gj
est un sous-groupe de Gi × Gj. Alors G0 est un sous-groupe ouvert de G1 × G2 × · · · × Gr.

On peut alors finir la démonstration du Théorème 7.10.

Démonstration. Soit 1 ≤ i ≤ r. Soit Gi l’image de ρi,Pi : H
prime0 → G′(I◦0/Qi).

Comme avant, G0 désigne l’image de Im ρ0,Pk par l’inclusion G′(I0/PλI0) ↪→
∏
iG
′(I0/Qi).

Les groupes Gj sont profinis et satisfont la condition (comm). Le groupe G0 est fermé parce
que il est l’image continue de H ′0. Par le Théorème-clé 7.11, pour tout couple (i, j) avec
1 ≤ i < j ≤ r, sa projection dans Gi × Gj est ouverte . Donc le Lemme 7.18 implique que
G0 est ouvert dans

∏
i Gi.

Par la lemme 7.9, le groupe Gi est ouvert dans Ĝ′(I0/Qi) pour tout i. Donc
∏
i Gi est

ouvert dans
∏
i Ĝ
′(I0/Qi). Par le Théorème-clé 7.11 et le Lemme 7.18, on en déduit que

G0 est ouvert dans
∏
i Ĝ
′(I0/Qi), donc Im ρ0,Pλ est ouvert dans Ĝ′(I0/PλI0) En particulier,

Im ρ0,Pλ contient un sous-groupe de congruence non-trivial de G′(I0/PλI0). Maintenant,
appliquons le Lemme 7.8 à I = Pλ : on a que Im ρPλ contient un sous-groupe de congruence

non-trivial de Ĝ′(I0/PλI0). �

7.3. Sous-groupes unipotents de congruence et image pleine. Rappelons que

pour toute racine α de Ĝ, on note Uα le sous-groupe unipotent associé. Soient R une Zp-
algèbre intègre.

Définition 7.19. Une sous-algèbre de Lie de congruence de l’algèbre de Lie semisimple
ĝ′(R) de niveau a est une sous-algèbre de Lie de la forme a · g(R) pour un idéal non nul a
de R.

Lemme 7.20. Soit G une sous-algèbre de Lie de ĝ′(R). Les énoncés suivants sont
équivalents :
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(1) l’algèbre de Lie G contient un sous-algèbre de Lie de congruence a · ĝ′(R) de niveau
non nul a ⊂ R

(2) pour toute racine α de G, l’algèbre de Lie nilpotente G ∩ uα(R) contient un idéal
non-nul aα de R par l’identification uα(R) ∼= R.

Démonstration. Si la condition (1) est satisfaite, on a a · ĝ(R) ⊂ G pour un idéal a
non-nul, donc a ⊂ G ∩ uα(R) pour toutes les racines α. La condition (2) est satisfaite en
prenant aα = a pour tout α.

Montrons que si la condition (2) est satisfaite pour un ensemble d’idéaux {αα}α, la
condition (1) est satisfaite pour l’idéal a =

∏
α a

α (non nul car R est intègre). On a aα ⊂
G ∩ uα(R) pour toute racine α et des idéaux {aα}α non nuls. Soit {α1, α2, · · · , αr} un
ensemble des racines simples pour G′. Pour i = 1, 2, · · · , n, u±αi sont des générateurs des
sous-algèbres unipotentes u±αi(R) commeR-modules. Posons tαi = [uαi , u−αi ]. Ces éléments

{tαi}i=1,2,··· ,r engendrent la sous-algèbre torale t̂ de ĝ(R). Comme a±αi ⊂ G ∩ u±αi(R), on
a aαia−αi · tαi ⊂ G ∩ Rti pour tout i. Si on écrit uα(R) = R · uα pour toute racine α, le
R-module ĝ′(R) est engendré par le système ((ti)i, (uα)α. Le résultat en résulte facilement
avec a =

∏
α a

α, qui est un idéal non-nul parce que R est un anneau intègre. �

On peut réécrire le lemme précédent en terme des sous-groupes unipotents et de congruence
au lieu des algèbres de Lie.

Lemme 7.21. Soient R un anneau intègre et H un sous-groupe de Ĝ′(R). Alors les
suivants sont équivalents :

(1) le groupe H contient un sous-groupe de congruence principal ΓR(a) de niveau non

nul a de Ĝ′(R),
(2) pour chaque racine α de G, le sous-groupe unipotent H ∩ Uα(R) contient un idéal

non-nul aα de R par l’identification Uα(R) ∼= R.

Démonstration. La démonstration est analogue à celle du Lemme 7.20 en remplaç
ant le crochet de Lie par le commutateur. �

Remarque 7.22. Dans les Lemmes 7.20 et 7.21, s’il existe un idéal a′ de R tel que
aα = a′ pour tout α dans la condition (2),on peut prendre a = (a′)2 dans la condition (1).
C’est un conséquence directe de l’argument dans les démonstrations.

On peut traduire le Théorème 7.10 dans un résultat sur les sous-groupes unipotents de
Im ρ0,Pk .

Corollary 7.23. Pour toute racine α de Ĝ′, le groupe Im ρPλ ∩ Uα(I0/PλI0) contient
l’image d’un idéal de I0/PkI0.

Démonstration. Il résult de le Théorème 7.10 et le Lemme 7.21 appliqué à R =
I◦0/PkI◦0 et H = Im ρ0,Pk . �

7.4. Relèvement d’un sous-groupe de congruence. Soit A ↪→ B une extension
finie d’anneaux noethériens intègres.

Définition 7.24. Un A-réseau dans B est un A-sous module engendré par les éléments
d’une base de Frac(B) sur Frac(A).

On rappelle le lemme [Lang16b, Lemme 4.10].

Lemme 7.25. Tout A-réseau dans B contient un idéal non-trivial de B. Réciproquement,
tout idéal non-trivial dans B contient un A-réseau.
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Soit α une racine Ĝ, on note Uα le sous-groupe à un paramètre de Ĝ associé à α. Soient

H un groupe profini, R un anneau pro-p et τ : ΓF → Ĝ(R) une représentation continue. Soit
Uα(τ) = τ(H)∩Uα(R). On identifie toujours Uα(R) avec R ; Uα(τ) est un Zp-sous-module
compact de R.
Rappelons que ρPλ est la réduction de ρ : H0 → G(I0) modulo PλI0.

Proposition 7.26. Pour toute racine α de Ĝ, le groupe Uα(ρ) contient une base d’un
Λ′G-réseau dans I0.

Démonstration. Soit πλ : I0 → I0/PλI0 la projection naturelle. On note aussi par πλ
l’application induite Ĝ(I0) → G(I0/PλI0). Pour α une racine de Ĝ, on note παλ : Uα(I0) →
Uα(I0/PλI0) la projection induite par πλ.
Soit ρ : H0 → LG(I0) la restriction de ρµ à H0 et G = Im ρ ∩ Γ

Ĝ′(p) et GPλ = πλ(G). On
vérifie que les choix A = I0, H = G et Q = Pλ satisfont les hypothèses de la Proposition
5.1 :

(1) le groupe G est pro-p parce que Im ρ est profini et Γ
Ĝ′(p · I0) est un pro-p groupe,

(2) par les hypothèses Im ρ contient un élément d diagonal Zp-régulier, qui normalise
Im ρ ∩ Γ

Ĝ′(p).
Alors par la Proposition 5.1, παλ induit une surjection

G ∩ Uα(λ0)→ GPλ ∩ U
α(I0/PλI0)

Par la Corollaire 7.23, il existe un idéal non-nul a de I0/PλI0 tel que Uα(ρPλ) contient a.
Donc GPλ∩Uα(I0/PλI0) contient l’idéal non-nul pI0 ·a. Notons que Λ′G/Pλ ⊂ I0/PλI0 est une
extension finie des anneaux intègres noethériens. Donc, le Lemme 7.25 implique que GPλ ∩
Uα(I0/PλI0) contient un Λ′G/Pλ-réseau dans I0/PλI0. Par la définition du réseau, ceci signfie
que GPλ ∩ Uα(I0/PλI0) contient une base {ej}j=1,2,··· ,n de Q(I0/PλI0) sur Q(Λ′G/Pλ). Par
le résultat précédent, l’application naturelle G∩Uα(I◦0)→ Hk ∩Uα(I0/PλI0) est surjective.
Donc pour chaque j ∈ {1, 2, ·, n}, il existe un réprésentant fj de ej dans H ∩Uα(I0). Par la
définition, G ⊂ Im ρ, donc l’ensemble {fj}j∈{1,2,··· ,n} est dans Uα(ρ).

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que {fj}j∈{1,2,··· ,n} est une base d’un
Λ′G-réseau dans I0. Soit Mλ le Λ′G/Pλ-sous-module de I0/PλI0 engendré par l’ensemble
{ej}j∈{1,2,··· ,n}. Comme {ej}j∈{1,2,··· ,n} est une base d’un Λ′G/Pλ-réseau dans I0/PλI0, le

Lemme7.25 implique que Mλ contient un idéal bλ de I0/PλI0. Posons M = π−1
λ (Mλ). Alors

M est un Λ′G-sous-module de I0. Comme l’idéal bλ est dans Mλ, l’idéal b = π−1
λ (bλ) de

I0 est dans M . Soit N le Λ′G-sous-module de I0 engendré par l’ensemble {fj}j∈{1,2,··· ,n}.
Comme fj est un représentant ej , il y a une inclusion

N ↪→M

des Λ′G-sous–modules de I0, induisant un isomorphisme de Λ′G/Pλ-modules

N/PλN ∼= M/PλM.

Par le Lemme de Nakayama, l’inclusion est une bijection. Comme M contient l’idéal b de
I0, N le contient aussi. Donc {fj}j∈{1,2,··· ,n} est une base d’un Λ′G-réseau dans I0.

�

8. L’existence du niveau Galoisien

Dans cette section, on va démontrer notre premier résultat principal. La méthode qu’on
utilise est inspirée par [HT15, Theorem 4.8]. Soit µ : TG → I une famille de Hida. On sup-
pose ρµ absolument irréductible. Soit ρµ : ΓF → LG(I) la représentation galoisienne associée
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à µ. Soit I0 le sous-anneau fixé par le groupe Γ des self-twists. SoitH0 =
⋂
σ∈Γ Ker ησ le sous-

groupe ouvert distingué de ΓF associé aux caractères des self-twists. Soit ρ = ρµ|H0 : H0 →
LG(I0).

Théorème 6. Supposons que :
(0) ρ est absolument irréductible,
(1) Il existe un poids classique régulier λ tel qu’on ait (IRRADG,Pλ),
(2) ρ est Zp-régulière,
(3) ρ est p-distinguée (voir l’hypothèse 4.2),

Alors il existe un idéal l non-nul de I0 tel que l’image Im ρ contienne l’idéal de congruence
Γ
Ĝ′(l).

On devrait pouvoir se débarrasser de l’hypothèse déplaisante (0) avec plus de travail.

Démonstration. La décomposition T (OF,p) =
∏
v∈Sp T

′(OFv) induit les décompositions

T ′1 =
∏
v∈Sp T

′
v,1 et Λ′G =

⊗̂
v∈SpΛ

′
v où Λ′v = O[[T ′v,1]].

Soit v ∈ Sp, dv un élément régulier dans ρ(ΓFv). Soit gv ∈ Ĝ(I0) tel que

gv · ρ(ΓFv) · g−1
v ⊂ B̂(I0) et gv · dv · g−1

v ∈ T̂ (Zp)

la Proposition 4.4. On va montrer que pour toute racine α ∈ Φ de Ĝ, Uα(ρv) = Uα(I0) ∩
Im gvρg

−1
v contient un Λ′v-sous-module qui contient une Λ′G-base d’un réseau de Uα(I0) On

note N̂0 = N̂ ⊃ . . . ⊃ N̂n−1 ⊃ {1} la série centrale descendante du radical unipotent N̂

du Borel B̂. On a donc [N̂ , N̂ i] = N̂ i+1. Cette filtration définit une partition de l’ensemble

Φ+ des racines positives de Ĝ :Φ+ =
⊔n−1
i=0 Φ+

i en notant Φ+
i l’ensemble des racines telles

que Uα : Ga ↪→ N̂ i/N̂ i+1. Notons que N̂n−1 est le centre de N̂ . Ce centre est de rang
1 pour les sous-groupes de Borel (des groupes classiques). Pour x ∈ (1 + pOFv)×, soit
δv(x) = gv · ρ([x, Fv]) · g−1

v . Pour toute racine α ∈ Φ+
i et pour tout Uα(z) ∈ Uα(ρv), on a

(∗) Ad(δv(x))Uα(z) ≡ Uα(Θv(x)z) (mod N̂ i+1).

On voit facilement que Λ′v est engendré topologiquement sur O par les β(Θv(x)) pour les
beta∈Φ+ et les x ∈ (1 + pOFv)×. Pour toute racine β ∈ Φ+, on note Λβ le quotient de Λ′v
associé à β : T ′v → O×Fv . Si α ∈ Φn−1, la relation montre que Uα(ρv) admet une action de
Λα. En fait cette racine est unique et sera notée αmax. Pour les autres racines, il est plus
commode de passer aux algèbres de Lie.

Soit H1 = Im ρ∩Γ
Ĝ′(pI0). On voit que pour chaque racine α, le groupe gvH1g

−1
v ∩Uα(I0)

(qu’on va encore noter Uα(ρv)) contient le système des (eαi )p (i = 1, . . . ,m). Ce groupe est
encore compact pour la topologie p-adique sur I0. Pour cette topologie, on peut définir
la fonction continue Log qui fournit une bijection entre H1 et le sous-ensemble compact
LogH1 de p · ĝ′(I0) (cet ensemble n’est peut-être pas stable par l’addition). La fonction Log
induit un isomorphisme du groupe gvH1g

−1
v ∩ Uα(I0) avec la Zp-algèbre de Lie abélienne

gv · H1 · g−1
v ∩ uα(I0). On note LogQpH1 la Qp-algèbre de Lie Qp · LogH1.

En utilisant l’action adjointe de l’élément régulier gvdvg
−1
v , on obtient une décompostion

de gv · LogQpH1 · g−1
v en les sous-espaces de racines :

gv · LogQpH1 · g−1
v = (gv · LogQpH1 · g−1

v )0 ⊕
⊕
α∈Φ

(gv · LogQpH1 · g−1
v )α.

Cette décomposition est compatible avec celle de ĝ′(I0) :

ĝ′(I0) = Lie(T̂ )⊕
⊕
α∈Φ

uα(I0).
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Plus précisément, en posant uα(ρv) = LieUα(ρv), on a

(gv · LogQpH1 · g−1
v )α = uα(ρv).

Cette décomposition est valable sur I0 donc elle reste valide sur I0[1
p ].

Pour toute racine α ∈ Φ, soit (Log eαi )1≤i≤m un système d’éléments de uα(ρv) qui
engendre uα(I0) sur Λ′G. Si α+ β ∈ Φ, on voit par Λ′G-bilinéarité du crochet de Lie que les

éléments [Log eαi ,Log eβj ] (i, j = 1 · · · ,m) forment un système de générateurs de uα+β(I0)

sur Λ′G. On voit facilement par inspection des groupes classiques que l’unique racine αmax
telle que αmax ∈ Φ+

n−1 est la somme de toutes les racines simples αi (i = 1, · · · , n) affectées
de coefficients strictement positifs. Il en résulte facilement en prenant des crochets des
eαij , qu’il existe un sous Zp-module non nul Lαmaxv de uαmax(ρv) contenant un système de

générateurs de uαmax(I0) sur Λ′G stable par tous les quotients Λαi de Λ′v. Il s’ensuit que c’est
un Λ′v -module non nul. En prenant des crochets de Lie par toutes les racines de Φ, on voit
que pour toute α ∈ Φ, il existe un sous Λ′v-modules non nul Lαv de uα(ρv) contenant un

système de générateurs de uα(I0) sur Λ′G ainsi qu’un Λ′v-module non nul L0
v de Lie(T̂ ′)(ρv)

contenant un système de générateurs de Lie(T̂ ′)(I0) sur Λ′G. En prenant la somme Lv de
tous les Lαv et de L0

v on obtient un sous Λ′v-module Lv de gv · LogQpH1 · g−1
v contenant

un système de générateurs de ĝ′(I0). sur Λ′G. En conjuguant par g−1
v , on obtient un sous-

Λ′v-module Mv = g−1
v · Lv · gv de LogQpH1 contenant un système de générateurs de ĝ′(I0)

sur Λ′G.
Ceci est vrai pour chaque v ∈ Sp. Formons les crochets de Lie des modules Mv. Par

multilinéarité des crochets de Lie, on obtient un sous-module M de LogQpH1 stable par

Λ′G =
⊗̂

v∈SpΛ
′
v et contenant un système de générateurs de ĝ′(I0). sur Λ′G. Le Λ′G-sous-

module M est donc un réseau de ĝ′(I0). Il contient donc une sous-algèbre de congruence
a · ĝ′(I0) non nulle. En prenant les intersections de M avec les uα(I0) et en reprenant les
exponentielles, on obtient un sous-groupe de congruences dans H1, ce qui montre l’existence
du niveau galoisien lµ ⊂ I0. �

Remarque 8.1. Si p inerte dans F (par exemple F = Q), suivant une idée de J. Lang,
on peut définir un niveau galoisien l′µ ⊂ I0 plus fin que lµ : Dans la démonstration du
Théorème 6, un idéal l′µ est intervenu dans la démonstration. C’est le plus grand idéal a tel
que

Uαmax(a · I0) ⊂ Uαmax(ρv)

Le niveau lµ qui convient à la fin de la démonstration pour l’inclusion

Γ
Ĝ′(lµ) ⊂ Im gv · IM ρ · g−1

v

est construit comme un multiple de l′µ.

9. Comparaison du niveau galoisien et de l’idéal de congruence

Théorème 7. Soit rLH → LG un morphisme de transfert strict effectif irréductible et
tel que (REDADH) soit vraie. Soit µH → TH → IH telle que ρµH soit d’image résiduelle

contenant Ĥ ′(k′) ⊂ Im ρπH . On suppose que ρµ = r ◦ ρµH .

Avec les mêmes hypothèses et notations que le théorème 6. On a V (cµ,gal[p
−1]) =

V (lµ[p−1]). Autrement dit, cµ,gal et lµ contiennent les mêmes idéaux premiers autres que
(p).

Démonstration. Une direction de l’inclusion est évidente. On a déjà vu que lµ ⊂ cµ,gal
par le Lemme 0.9 au début de ce chapitre. Donc V (lµ) ⊃ V (cµ,gal).
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Pour l’autre direction de l’inclusion, on prend un idéal premier p dans V (lµ), il faut
montrer que p ∈ V (cµ,gal) ou p = (p).

On considère la représentation ρp : ΓF → LG(I0/p). Soit Gp l’enveloppe de Zariski de
l’image de ρp. Par irréductibilité de ρp, le groupe Gp est réductif et n’est contenu dans aucun

parabolique. Soit H̃1 = (̂G◦p). Il admet une forme H1 définie sur F telle que Gp ⊂ LH1 ⊂ LG
pour un triplet (H1, r1, s1) ∈ C. La représentation ρP se factorise donc par la représentation

fidèle r1 : LH1 to
LG et donc

P ⊃ cH1
µ,gal ⊃ cµ,gal

�

Remarque 9.1. Supposons p inerte dans F . Si cµ,gal ⊂ P, on a aussi l′µ ⊂ P. On
est tenté de croire, suivant une idée de J. Lang, que l’idéal l′µ est plus proche de l’idéal de

congruences : les idéaux cµ,gal[p
−1] et l′µ[p−1] sont ils égaux ?

Dans un travail récent, J. Lang a établi ce résultat pour G = GL2, H = K× (K corps
quadratique imaginaire) et I = Λ′G (qui dans ce cas est l’algèbre d’Iwasawa à une variable).
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CHAPITRE 4

Cas connus de fonctorialité

1. Puissances symétriques de GL2

On prend F = Q. Soit K un corps quadratique CM imaginaire et U(n) un groupe uni-
taire associé, compact à l’infini. Soit π une représentation automorphe cuspidale algébrique
régulière de poids λ sur U(n). Soit Gn le c-groupe de U(n) (voir [CHT08, Section 2.1]), il
possède un caractère de Gross naturel (voir [BG13, Section 8.3]). La représentation galoi-
sienne ρπ : ΓF → Gn(Qp) associée à π et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite
par Kottwitz, Clozel, Harris, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [CHLN11].

Soit H = GL2 le morphisme de puissance symétrique Symn : GL2 → GLn+1 induit par
[CHT08, Lemma 2.1.2] un morphisme de transfert r : GL2 → Gn+1 défini sur Z. On voit
facilement que ce morphisme est effectif et strict si n > 1. On a même r ◦ ρH = ρG. Ceci
résulte du fait que Symn envoie un unipotent régulier sur un unipotent régulier. Notons
aussi que Z(Gn+1) = {(α, α2), α ∈ Gm} et que r : Z(GL2) → Z(Gn+1) est donné par x 7→
(xn, x2n), donc la condition (PLATSURJ) de l’hypothèse est satisfaite.

Soit πH une représentation cuspidale associée à une forme modulaire classique de poids
k = m + 2 ≥ 2. Son poids λH est donc (m, 0). Soit O l’anneau de valuation d’un corps p-
adique contenant les valeurs propres de Hecke de πH . Soit $ une uniformisante. On suppose
que SL2(k′) ⊂ Im ρπH . On a donc r◦ρπH résiduellement absolument irréductible. Par contre,
la représentation adjointe sur ĝ′ = sln+1 est réductible (la condition (REDADH) est donc
satisfaite) :

Ad ◦ r =
n⊕
k=1

Sym2k ⊗ det−k

Si πH est p-ordinaire, ρπH est ordinaire. Soit α la valeur propre de Up. On suppose
que p est décomposé dans K. On suppose aussi que r ◦ ρπH est p-distinguée (au sens de la

Définition 4.2). On voit facilement [HT16, Lemma 2.6] que c’est le cas si α2cn 6≡ 1 (mod $)
pour cn = ppcm(k; 1 ≤ k ≤ n). La théorie de Hida a été établie par Hida pour H et par D.
Geraghty [Ge10] pour G. Le transfert à GLn a été établi pour n = 3, 4, 5 par Kim-Shahidi
[KS02a],[KS02b] et pour 5 ≤ n ≤ 8 par Clozel-Thorne [CT15]. La descente à U(n) a été
établie par Clozel [Clo90]. L’existence du transfert r∗ fournit un morphisme r∗ : TG → TH
au-dessus de Λ′G → Λ′H . Ces algèbres ont n− 1, resp. 1 variables.

On se donne une famille de Hida µH : TH → IH passant par πH et une famille de Hida
µ : TG → I telle que ρµ satisfasse (Zp−REG) et (IRRADG,P). On suppose que ces familles
sont de Nebentypus trivial hors de p. Notons que les analogues des conditions (H1) et (H2)
sont satisfaisaites pour le c-groupe Gn :
(H1) Le morphisme ĵ : Gn → Gm est le facteur de similitude (g, µ) 7→ µ ; de plus Z(G◦n) =

{(x, µ), x, µ ∈ Gm} et Z(Gn) = {(x, x2), x ∈ Gm}. On voit donc que le noyau de ĵ restreint

à Z(G◦n) est connexe et que le noyau de l’isogénie ĵ ◦ π̂ : Z(G◦n)→ Gm est d’ordre 2, divisant
p− 1.

De plus, l’analogue de Lj : G → L(ZG) est Gn → L(K×,1). Soit ρµ : ΓF → LG(I). Soit
ΛG,Zp = Zp[[T ′1 ]] ⊂ ΛG = O[[T ′1 ]].
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(H2) La représentation Lj ◦ ρµ est à valeurs dans (ΛG,Zp)
×. En effet en spécialisant en

poids λ, on trouve que le facteur de similitude de ρµλ est donné par [CHT08, Lemme 2.1.1
et Theorem 3.3.4 (2)] et c’ est une puissance du caractère cyclotomique. On a bien que
Im Lj ◦ ρµ ∈ Λ′G)×.

On obtient donc le théorème 6. Pour obtenir une bonne formulation du Théorème 7, il
faut déterminer la classe C des triplets (H1, r1, s1) qui internient dans la définition de l’idéal
de congruences.

La liste des groupes LH1 contenant SymnGL2 est la suivante
Si n = 3, on a Sym3GL2 ⊂ GSp4 ⊂ G4, on a donc C = {GL2,GSp4} Notons que

le transfert de H à H1 = GSp4 a été établi dans [RS06] et celui de GSp4 à GL4 dans
[Mok14] et la descente de GL4 à G4 est dûe à Clozel [Clo90].

Si n = 4, on a Sym4GL2 ⊂ GSO5G5 donc C = {GL2,GSO5}
Plus généralement
Si n = 2k + 1, n 6= 7, on a SymnGL2 ⊂ GSp2k+2G2k+2 donc C = {GL2,GSp2k+2}.
Si n = 2k, on a SymnGL2 ⊂ GSO2k+1G2k+1 donc C = {GL2,GSO2k+1}
On obtient donc le Théorème 7 avec l’information supplémentaire que cµ,gal = cGL2

µ,gal ∩
cH1
µ,gal où H1 est orthogonal ou symplectique suivant la parité de n.

2. Induction automorphe

Soit K/F une extension quadratique CM d’un corps totalement réel et U(n) un groupe
unitaire associé, compact à l’infini. Soit π une représentation automorphe cuspidale algébrique
régulière de poids λ sur U(n). Soit Gn le c-groupe de U(n) (voir [CHT08, Section 1]), il
possède un caractère de Gross naturel (voir [BG13, Section 8.3]). La représentation galoi-
sienne ρπ : ΓF → Gn(Qp) associée à π et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite
par Kottwitz, Clozel, Harris, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [CHLN11]. Soit n = m`
et F ′/F une extension cyclique totalement réelle de degré ` de groupe de Galois C. Soit
K ′ = FK et H = U(m) un groupe unitaire compact à l’infini associé à K ′/F ′. L’induc-
tion automorphe de H à G a été établie [AC89]. Elle correspond au morphisme d’inclusion
r : GCmoC → Gn. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict. Notons aussi que
Z(GCm o C) = Z(Gn) = {(α, α2), α ∈ Gm}, donc la condition (PLATSURJ) de l’hypothèse
est satisfaite.

On suppose que Ĥ ′(k′) ⊂ Im ρπH . On a donc r◦ρπH résiduellement absolument irréductible.
Par contre, la représentation adjointe sur sln est réductible (la condition (REDADH) est
donc satisfaite) . On peut en effet écrire une décomposition stable de la forme

sln = slCm ⊕W

SoitπH une représentation cuspidale algébrique régulière de poids λH p-ordinaire. On
suppose p totalement décomposé de F à K. On suppose que r◦ρµH est p-distinguée (au sens
de la Définition 4.2). La théorie de Hida a été établie pour G et H par D. Geraghty [Ge10].
L’existence du transfert r∗ fournit un morphisme r∗ : TG → TH au-dessus de Λ′G → Λ′H .
Ces algèbres ont d(n− 1), resp. rd(m− 1) variables.

On se donne une famille de Hida µH : TH → IH passant par πH et une famille de Hida
µ : TG → I telle que ρµ satisfasse (Zp−REG) et (IRRADG,P). On a déjà vu dans la section
1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites pour le c-groupe Gn.

On obtient donc le théorème 6. Si de plus on suppose que ρµH est absolument irréductible

et Im ρµH contient SLm(k′)C on obtient le Théorème 7. En fait, la classe C des triplets

(H1, r1, s1) se réduit à H et G avec l’inclusion r : LH ⊂ LG. On a donc l’information
supplémentaire que cµ,gal = cHµ,gal.
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3. produit tensoriel sur GL2 ×GL2

Soit F = Q. Soit K un corps quadratique imaginaire et U(4) un groupe unitaire
associé, compact à l’infini. Soit π une représentation automorphe cuspidale algébrique
régulière de poids λ sur U(4). Soit G4 le c-groupe de U(4). La représentation galoisienne
ρπ : ΓF → Gn(Qp) associée à π et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite par Kott-
witz, Clozel, Harris-Taylor, Taylor-Yoshida, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [Shin11],
[CHLN11]. Le transfert de GL2×GL2 à GL4 a été construit par Ramakrishnan cite [Ra00].
La représentation automorphe obtenue est cuspidale si les formes ne sont pas CM. La des-
cente à U(4) est dûe à Clozel [Clo90]. La composée est associée au morphisme de transfert
r : GL2 × GL2 → G4. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict. Notons
aussi que Z(GL2 × GL2) est connexe et se surjecte et Z(G4) = {(α, α2), α ∈ Gm}, donc la
condition (PLATSURJ) de l’hypothèse est satisfaite.

On suppose que Ĥ ′(k′) ⊂ Im ρπH . On a donc r◦ρπH résiduellement absolument irréductible.
Par contre, la représentation adjointe sur sl4 est réductible (la condition (REDADH) est
donc satisfaite) :

sl4 = sl2 ⊗ sl2 ⊕ (sl2 ⊗ 1⊕ 1⊗ sl2)

Soient f, g deux formes cupsidales classiques ordinaires de poids distincts k, ` ≥ 2 soit p
décomposé dans K et soit O l’anneau de valuation d’un corps p-adique contenant les valeurs
propres de Hecke de f et g. Soit $ une uniformisante de O. La représentation πH = πf ⊗πg
est cuspidale algébrique régulière de poids λH = ((n, 0, n′, 0) et p-ordinaire. On suppose que
r ◦ ρµH est p-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le cas si

αα′, α · β′/p`−1, (β/pk−1)α′, (β/pk−1)(β′/pell−1)

sont mutuellement distincts modulo $. La théorie de Hida a été établie par Hida pour
H et pour G par D. Geraghty [Ge10]. L’existence du transfert r∗ fournit un morphisme
r∗ : TG → TH au-dessus de Λ′G → Λ′H . Ces algèbres ont 3, resp. 2 variables.

On se donne une famille de Hida une famille de Hida µ : TG → I telle que ρµ satisfasse
(Zp−REG) et (IRRADG,P). On a déjà vu dans la section 1 que les analogues des conditions
(H1) et (H2) sont satisfaisaites pour le c-groupe Gn.

On obtient donc le théorème 6. Si de plus on se donne µH : TH → IH passant par
πH , telle que ρµH est absolument irréductible et Im ρµH contient SL2(k′)2 on obtient le
Théorème 7. En fait, la classe C des triplets (H1, r1, s1) se réduit à H et G avec l’inclusion
r : LH ⊂ LG. On a donc l’information supplémentaire que cµ,gal = cHµ,gal.

4. transfert de GSp4 à GL4

Le transfert associé à l’inclusion r : GSp4 ↪→ GL4 a été établi par [Ar04], [Mok14].
La descente à U(4) est dûe à Clozel [Clo90]. La composée est associée au morphisme
de transfert r : GSp4 → G4. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict.
Notons aussi que Z(GSp4) est isomorphe à Z(G4) = {(α, α2), α ∈ Gm}, donc la condition
(PLATSURJ) de l’hypothèse est satisfaite.

On suppose que Sp4(k′) ⊂ Im ρπH . On a donc r ◦ ρπH résiduellement absolument
irréductible. Par contre, la représentation adjointe sur sl4 est réductible (la condition (REDADH)
est donc satisfaite) :

sl4 = sp4 ⊕ St5

Si f est une forme cupsidale de Siegel classique ordinaire de poids k = a+3 > ` = b+3 >
3 soit p décomposé dans K et soit O l’anneau de valuation d’un corps p-adique contenant
les valeurs propres de Hecke de f . Soit $ une uniformisante de O. La représentation πH
associée à f est cuspidale algébrique régulière de poids λH avec r ◦ λH = ((a+ b, a, b, 0) et
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p-ordinaire. On suppose que r ◦ ρµH est p-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le
cas si

α, β/p`−1, γ/pk−1, δ/pk+`−3)

sont mutuellement distincts modulo $. La théorie de Hida a été établie pour H par [TU99]
et pour G par D. Geraghty [Ge10]. L’existence du transfert r∗ fournit un morphisme
r∗ : TG → TH au-dessus de Λ′G → Λ′H . Ces algèbres ont 3, resp. 2 variables.

Pour le premier théorème, on se donne une famille de Hida µ : TG → I telle que ρµ soit
résiduellement irréductible et satisfasse (Zp−REG) et (IRRADG,λ) pour un λ régulier. On
a déjà vu dans la section 1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites
pour le c-groupe Gn.

On obtient donc le théorème 6. Si de plus on se donne µH : TH → IH passant par πH ,
telle que ρµH est absolument irréductible et Im ρµH contient Sp4(k′) on obtient le Théorème

7. En fait, la classe C des triplets (H1, r1, s1) se réduit à H et G avec l’inclusion r : LH ⊂ LG.
On a donc l’information supplémentaire que cµ,gal = cHµ,gal.

5. transfert
∧2 : GL4 → GL6

SoitK/Q un corps quadratique imaginaire dans lequel p est décomposé ; soientG = U(6)
et H = U(4) des formes compactes à l’infini de groupes unitaires pour K/Q. Le transfert

de H à G associé à
∧2 : GL4 → GL4 a été établi dans [Kim03]. On voit facilement que ce

morphisme est effectif et strict. Notons aussi que r : Z(G4) → Z(G6) s’identifie à lélévation
au carré sur Gm, donc la condition (PLATSURJ) de l’hypothèse est satisfaite.

On suppose que SL4(k′) ⊂ Im ρπH . On a donc r ◦ ρπH résiduellement absolument
irréductible. Par contre, la représentation adjointe sur sl6 est réductible (la condition (REDADH)
est donc satisfaite) :

sl6 = sp4 ⊕ sl2
Soit O l’anneau de valuation d’un corps p-adique contenant les valeurs propres de Hecke

de π. Soit $ une uniformisante de O.
On suppose que r ◦ ρµH est p-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le cas si le

paramètre de Satake en p α(tπH ,p) 6 (mod $).
La théorie de Hida a été établie pour H et pour G par D. Geraghty [Ge10]. L’existence

du transfert r∗ fournit un morphisme r∗ : TG → TH au-dessus de Λ′G → Λ′H . Ces algèbres
ont 5, resp. 3 variables.

Pour le premier théorème, on se donne une famille de Hida µ : TG → I telle que ρµ soit
résiduellement irréductible et satisfasse (Zp−REG) et (IRRADG,λ) pour un λ régulier. On
a déjà vu dans la section 1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites
pour le c-groupe Gn.

On obtient donc le théorème 6. Si de plus on se donne µH : TH → IH passant par
πH , telle que ρµH est absolument irréductible et Im ρµH contient SL4(k′) on obtient le
Théorème 7. En fait, encore une fois, la classe C des triplets (H1, r1, s1) se réduit à H et G
avec l’inclusion r : LH ⊂ LG. On a donc l’information supplémentaire que cµ,gal = cHµ,gal.
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[Lau05] G. Laumon, Fonctions zêta des variétés de Siegel de dimension trois,dans Formes Automorphes
(II), le cas du groupe GSp(4), Astérisque 302, SMF, 2005

[MR70] B. Mazur and L. Robert, Local Euler characteristic, Invent. Math. 9 (1970), 201–234, avec un
Appendix par J. Tate

[Me73] J. I. Merzljakov, Automorphisms of two-dimensional congruence groups, Algebra Logic 12 (1973),
pp. 468-477.

[Mok14] C. P. Mok, Galois representations attached to automorphic forms on GL2 over a CM field,
Compos. Math. 150, (2014), pp 523-567

[Mom81] F. Momose, On the `-adic representations attached to modular forms, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo
Sect. IA Math. 28(1) (1981), pp. 89-109

[OMZ69] T. O’Meara, H. Zassenhaus, The automorphisms of linear congruence groups over Dedekind rings
J. Number Th. 1 (1969), 211-221

79



[OM78] T. O’Meara, Symplectic groups, Mathematical Surveys, No. 16, Amer. Math. Soc., Providence,
R. I., 1978

[PR94] V. Platonov, A. Rapinchuk, Algebraic Groups and Number Theory, Acad. Press 1994
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