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Introduction

Le but de ce travail est de généraliser des travaux de Hida [H15], J. Lang [Langl6a],
Hida-Tilouine [HT15], Conti-Iovita-Tilouine[CIT16] et A. Conti [Con16a] sur I'image de
la représentation galoisienne associée a une famille p-adique de Hida de formes automorphes.
Hida et J. Lang ont montré que 'image d’une famille non CM de formes modulaires clas-
siques ordinaires contient un sous-groupe de congruence de ’algebre d’Iwasawa des poids et
méme d’une extension finie de cette algebre, appelée anneau des self-twists. Dans le cas ou la
représentation résiduelle est I'induite d’un caractere d’un corps quadratique imaginaire, ils
ont relié le niveau optimal du groupe de congruence a l’'idéal de congruences entre la famile
de Hida non CM et des familles CM. Dans [HT15], les auteurs ont généralisé le théoreme
d’existence d’un sous-groupe de congruence non trivial contenu dans 'image de Galois au
cas d’une famille de Hida de formes de Siegel de genre 2 ”générale” (ce qu’on peut traduire
du coté galoisien en disant que la représentation adjointe sur spy est irréductible). Dans le
cas ou la représentation résiduelle est induite d’une représentation dans GLg associée a une
forme de Hilbert cohomologique p-ordinaire, ils ont aussi relié le niveau optimal a 1'idéal
de congruence entre la famille ”générale” et les famille théta lifts de familles de Hida de
formes de Hilbert. Dans [CIT16] resp. [Conl6a], ceci a été généralisé au cas de familles
de pente finie de formes classiques, resp. de formes de Siegel de genre 2, la différence étant
alors que ’on ne doit plus parler de sous-groupe de congruence mais de sous-algebre de Lie
de congruence.

Dans le présent travail, on a tenté de dégager la généralité maximale de ce genre
de résultats dans le cas ordinaire, en suivant de pres les idées de [HT15],[Langl6b] et
[Conl6a]. On considere donc deux groupes réductifs connexes G et H sur un corps de
nombres totalement réel F' dont le groupe déployé associé est un groupe de Chevalley. On
suppose celui de G de groupe dérivé simple. On se donne un homomorphisme de transfert
r: PH — LG. On a besoin que la théorie de Hida soit établie pour ces groupes. On com-
mence donc dans le chapitre 1 par établir cette théorie en toute généralité pour G compact
a l'infini (elle est déja connue pour GLa,r [H88], GSp,,r [TU99], pour GSpy,,q [HO2]
et [Pil2a] et pour les groupes unitaires quasi-déployés [HO2], voir aussi [Hs14] pour les
groupes de type U(r, 1), ou [Gel0] pour les groupes totalement définis).

On rappelle dans le chapitre 2 la description conjecturale de la correspondance de Lan-
glands globale, du transfert (en supposant qu’il est établi pour ), et de leur compatibilité
avec la notion d’ordinarité.

Au chapitre 3, on suppose que Paction adjointe Ad de LG sur son algebre de Lie est
irréductible mais pas celle de Ad o r. On suppose aussi que les représentations galoisiennes
associées a des représentations algébriques régulieres pour H et G sont construites (elles
sont pour les groupes mentionnés ci-dessus). Sous certaines hypotheéses techniques (dont
I'une, la Zy-régularité, est cruciale), on montre alors que I'image de Galois d'une famille de
Hida générale pu: T — I pour G (au sens que l'adjointe de sa représentation galoisienne est
irréductible) contient un sous groupe de congruence. Si de plus la représentation résiduelle
Py est de la forme r o p, pour une famille de Hida w' sur H, on relie le niveau optimal
d’un sous groupe de congruence avec 'idéal de congruences entre la famille p et des images
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par le transfert par r de familles de Hida sur H. Cette théorie est développée de maniere
axiomatique sous un certain nombre d’hypotheses.

L’objet du dernier chapitre est de vérifier dans plusieurs cas de transfert ces hypotheses
et d’obtenir ainsi des théoremes du type décrit ci-dessus mais inconditionnellement. Il
s’agit des cas de l'induction automorphe de GL,, & GL, (n = md) pour une extension
cyclique de corps réels de degré d, des puissances symétriques Sym” pour n < 8 (dues a
[KS02a],[KS02b] , [RS06] et [CT15]) , du transfert de GSp, & GL4, du produit tensoriel
de deux formes [Ra00], du carré extérieur de GLs & GLg [KimO03].

L’énoncé du Théoreme principal de Chapitre 3 est le suivant. Soit u: Tg — 1 une famille
de Hida de Nebentypus hors de p au plus quadratique (cette hypothese technique intervient
dans I'étude ds self-twists). On suppose p,, absolument irréductible. Soit p,: I'r — La(I)
la représentation galoisienne associée a p. Soit Iy le sous-anneau fixé par le groupe I' des
self-twists (voir Section 1.4, Chapitre 3). Soit Hy = (), Ker 7, le sous-groupe ouvert
distingué de I'r associé aux caracteres des self-twists (v01r Section 2.2, Chapitre 3). Soit

p = pulm,: Ho — LG(Ip). Notons G’ le groupe dérivé de G.

THEOREME 1. Supposons que :

(0) p est absolument irréductible,

(1) 1l existe un poids classique régulier X tel qu’on ait (IRRADg p,)(voir Section 7,

Chapitre 2),

(2) p est Zy-réguliére,

(3) p est p-distinguée (voir Définition 4.2),

Alors il existe un idéal | non-nul de Iy tel que ’image Im p contienne l’idéal de congruence
La (D).

On devrait pouvoir se débarrasser de I’hypotheése déplaisante (0) avec plus de travail.
L’hypothese cruciale de Z,-régularité est définie dans les Hypotheses 5 de la Section 7,
Chapitre 2. L’hypothese (3) permet de formuler la condition d’ordinarité sans ambiguité.
Elle n’est peut-étre pas indispensable.

Le second théoreme principal relie le niveau galoisien [, a un idéal de congruences
galoisien ¢, 4q; (voir la Définition 7.2, Chapitre 2). On suppose que p,, est congrue modulo
I'idéal maximal a r o p,, ou r: LH — LG est un morphisme de transfert et puy est une
famille de Hida sur H. On définit alors des idéaux de congruences entre p,, et des transfert
71 0 pg, pour tous les groupes réductifs connexes H; tels que ©Hj s’insére entre “H et LG
(voir Section 7.1, Chapitre 2). Notons H' le groupe dérivé de H. On a alors

THEOREME 2. Soit r: “H — LG un morphisme de transfert strict effectif irréductible
et tel que (REDADy) (voir Section 7, Chapitre 2) soit vraie. Soit pg — Ty — Ly telle
que puy soit d’image résiduelle contenant ﬁ’(k’) C Im p,,, . On suppose que p, =710p,, .

Avec les mémes hypothéses et notations que le théoréme avant. On a V (¢, gu[p™']) =
V(L,p~Y). Autrement dit, ¢, g et I, contiennent les mémes idéaux premiers autres que

().

Ce second théoreme est facile : la détermination de la classe C des groupes réductifs in-
termédiaires H; de la Définition 7.1, Chapitre 2 donne sa valeur au résultat. Des conjectures
plus précises sont proposées pour

-le calcul de I'idéal de congruences (voir Conjecture 0.10 du Chapitre 3)

-suivant une idée de J. Lang, un meilleur niveau galoisien [L contenant [, (voir Remarque
8.1),

de sorte qu’on peut espérer comparer exactement [L et ¢, gq- D’autre part, les conjec-
tures de Fontaine-Mazur pour les groupes H; pourraient permettre de relier ¢, gq €t ¢, qut-
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Introduction (English)

The aim of this thesis is to generalize the work of Hida [H15], J. Lang [Lang16a], Hida-
Tilouine [HT15], Conti-lovita-Tilouine [CIT16] and A. Conti [Conl6a] on the image of
the Galois representation associated to a p-adic Hida family of automorphic forms. Hida et
J. Lang have proved that the image of a non-CM family of ordinary classical modular forms
contains a congruence subgroup of Iwasawa algebra of weights and also of a finite extension of
this algebra, which is called the self-twist ring. In the case where the residual representation
is induced from a character of a quadratic imaginary field, they have related the optimal
level of congruence subgroups to the congruence ideal between the non-CM Hida family
and CM families. In [HT15], the authors have generalized the theorem about the existence
of non-trivial congruence subgroups contained in the image of the Galois representation
to the case of a Hida family of ”general” Siegel modular forms of genus 2 (here the term
7general” means that on the Galois representation side, the adjoint representation of sp, is
irreducible). In the case where the residual representation is induced from a representation
of GL9 associated to a p-ordinary cohomological Hilbert form, they have also related the
optimal level to the congruence ideal between a ”general” family and families which are
theta lifts of the Hida families of Hilbert modular forms. In [CIT16] resp. [Conl6a],
similar results are established in the case of finite-slope families of classical forms, resp. of
Siegel modular forms of genus 2. One difference here is that on considers congruence Lie
sub-algebras instead of congruence subgroups.

In this work, following closely the ideas in [HT15],[Lang16b] and [Conl16a], we try
to establish the same type of results in the ordinary case in the maximal possible level of
generality. Therefore we investigate two connected reductive groups G and H over a total
real number field. We suppose that their associated split groups are Chevalley groups and
that the split group associated to G has a simple derived group. We consider a transfer
r: “H — G. We need Hida theory for these groups. So we begin with general Hida theory
for groups compact at infinity in the Chapter 1 ( it is already known for GLg,r [H88],
GSp,/r [TU99], for GSpy, /g [HO2] and [Pil2a] and for quasi-split unitary groups [H02],
see also [Hs14] for the groups of type U(r, 1), and [Gel0] for the totally definite groups).

In chapter 2, we recall conjectural descriptions of the global Langlands correspondence,
of the transfers and of their compatibility with the ordinary conditions.

In chapter 3, we suppose that the adjoint action Ad of “G on its Lie-algebra is irre-
ducible but false for Ad o r. We suppose also that the Galois representations associated
to algebraic regular representations of H and G are already constructed (these represen-
tations are already constructed for all the groups mentioned above). Under some technical
hypotheses, among which Z,-regularity is crucial, we prove that the image of the Galois
representation of a general Hida family pu: T — T for G (here ”general” means that the
adjoint representation is irreducible) contains a congruence subgroup. If moreover the re-
sidual representation p,, is of type r o p,, for some Hida family u' over H, we relate the
optimal level of the congruence subgroup to the congruence ideal between the family p and
the images under the transfer r of the Hida families over H. This theory will be developed
axiomatically under several hypotheses.



The task of the last chapter is to verify these hypotheses for the concrete transfers and
therefore to obtain unconditional theorems of the type discribed above. More precisely, we
shall consider the automorphic induction form G L, to GL,, (n = md) for a degree d cyclic
extension of reel fields, symmetric powers Sym” for n < 8 (due to [KS02a],[KS02b], [RS06]
et [CT15]), the transfer from GSp, to GLy4,the tensor products of two forms [Ra00], the
exterior-square A\? from GL, to GLg [KimO03].

The statement of the principal Theorem in chapter 3 is the following : let pu: Tg — I
be a Hida family with Nebentypus outside p at most quadratic (this technical hypothesis
comes from the study of self-twists). We suppose that Py is absolutely irreducible. Let
pu: T'r — YG(I) be the Galois representation associated to u, and Iy be the sub-ring fixed
by the group of self-twists I' (see Sectionl.4, Chapter 3). Let Hy = (), Ker 7, be the open
normal subgroup of ' associated to the characters of self-twists (see Section 2.2, Chapter
3) and we put p = py|m,: Ho — “G(Ip). We note G’ the derived group of G.

THEOREM 0.1. Suppose that :

(0) p is absolutely irreducible,

(1) There is a classical reqular weight A such that we have (IRRADg p,)(see Section

7, Chapter 2),

(2) p is Zyp-regular,

(3) p is p-distinguished (see Definition 4.2, Chapter 2),
Then there is a non-trivial ideal | of 1o such that the image Im p contains the congruence
subgroup L'z, (1).

We should be able to get rid of the unpleasant hypothesis (0) with some more work.
The crucial hypothesis ”Z,-regular” is defined in the Hypotheses 5 in Section 7, Chapter 2.
The hypothesis (3) allows us to formulate the ordinary condition without ambiguities but
perhaps it is not indispensable.

The second principal theorem relates the Galois level [, to a Galois congruence ideal
Cugal (see the Definition 7.2, Chapter 2). We suppose that modulo the maximal ideal p,, is
congruent to rop,,, where r: “H — LG is a transfer and pp is a Hida family over H. Then
we define the congruence ideals between p, and the transfers r o pp, for the connected
reductive groups H; such that “H;j is contained between “H and “G (see Section 7.1,
Chapter 2). We note H' the derived group of H. Then we have

THEOREM 0.2. Let r: “H — LG be a irreducible strictly effective morphism of transfer
and such that (REDADyy) (see Section 7, Chapter 2)is true. Let ug: Ty — Iy be a Hida
family such that ﬁ’(k;’) C Im p,, where p,, is the associated Galois representation. We
SUppOSe Py =T O Py .

Let the hypotheses and notations be those of the Theorem 6. We have V (¢, gu[p™']) =
V(L.[p~Y). In other words, ¢, gq and I, contain the same prime ideals outside p.

The second theorem is easy : the determination of the class C of intermediate reductive
groups H; in the Definition 7.1 Chapter 2 realizes its value in the result. More precise
conjectures are about

-the computation of congruence ideals (see Conjecture 0.10)

-following the ideals of J. Lang, a better Galois level [, which contains [, (see Remark
8.1), such that we can expect to compare exactly [L and ¢, 4q;. The Fontaine-Mazur conjec-
ture for the group Hp should allow us to relate ¢, o1 and ¢, qut-



CHAPITRE 1

Théorie de Hida pour les groupes réductifs compacts a
Pinfini

1. Formes automorphes algébriques

Soit Z = gnn Z/nZ la complétion profinie de Z. Soit Qo = R et Qf = Q®z 7. L anneau
des adeles Q4 se décompose en Q4 = Qf X Q. De méme, pour tout corps de nombres F'
totalement réel I’anneau des adeles Fy de F' se décompose en Fy = Fy x Fiy, ot Fy = FRgQy
et Fiyy = F ®g Qu. On pose d = [F': Q)] le degré d’extension. Pour toute place finie v de F,
on note F), la complétion de F en v et O, son anneau de valuation.

Soit p un nombre premier. Pour simplifier les notations dans la suite, on supposera p
non ramifié dans F' (les résultats restent essentiellement valables sans cette hypothese). Soit
G un groupe réductif connexe sur F' déployé en toutes les places v au-dessus de p. Soit
T un tore maximal de G, A C T un tore déployé maximal et Az C A un tore déployé
maximal dans le centre de G. Il existe un ensemble fini S de premiers de Z qui ne contient
pas p et une extension finie Ky de F' non ramifiée hors de S et un schéma en groupes G
réductif connexe déployé sur Z[%], tels que G xp Ko 2 G Xz[1] Kjp. On peut supposer que
T xp Koy =T x Ko. On note Sp, resp. Sgp, I'ensemble des places de F' au-dessus de S,
resp. au-dessus de SU{p}. Soit n le rang semisimple de G, c’est a dire le rang de son groupe
dérivé. On note g = Lie(G/Z[4]) son algebre de Lie et ®, resp. ®" I'ensemble des racines,
resp. coracines, de G. On note (-,-): X*(7) x X,.(T) — Z Daccouplement parfait entre
caracteres et cocaracteres donné par (A, ) — Ao pu € X*(G,,) = Z. Soit K un sous-corps
de @p contenant tous les plongements de Ky dans @p. On note O son anneau de valuation
et w une uniformisante de O. On fixe également pour toute place v|p des isomorphismes

On note K, = i, 1(G(O,)) le compact hyperspecial maximal de G, = G(F,) associé a i,.

Maintenant, on consideére les groupes de restriction .G = Resg /oG, et , Az = Resp/gAz.
+Ga = rG(Qa). On note .Gy = ,G(Qy), Gy, = »G(Qy) et .G = rG(R). Dans ce travail,
on supposera que G /rAz oo €st compact.

Comme exemples de cette situation, on peut prendre

— G = D* ou D est une algebre de quaternions de centre F totalement définie

— @ est un groupe unitaire sur le corps totalement réel F' compact a I'infini

— G est une forme compacte a l'infini (modulo le centre) du groupe GSpin,, sur le corps

totalement réel F’
On rappelle [Gr99, Prop.1.4] (voir aussi [PR94, Corollaire 2 du Théoreme 4.11]) que

PROPOSITION 1.1. Les conditions suivantes sont équivalentes

— +Goo/rAz oo est compact

- »G(Q) est discret dans .Gy et ,G(Q)\,G est compact

— pour toute représentation V de .G sur Q, il existe un produit scalaire défini positif
(, Yoo sur Voo préservé par .G a facteur de similitude prés.
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On fixe des plongements too: Q — C et lp: Q— @p. Les corps de nombres considérés
sont des sous-corps de Q. Noter que 1,(Kp) C K. On fixe un triplet (G,B,7T) ol B est
un sous-groupe de Borel, 7 C B est un tore déployé maximal. Soit ® C & le sous-
ensemble des racines positives pour le triplet (G,B,7T) et A = {ai,...,a,} la base de
racines simples associée. On note N, resp. N~ le radical unipotent de B, resp. du Borel
opposé B~. Soit Q@ = Z® C X*(T) le groupe engendré par les racines; soit X*(7)g =
X*(T)®Qet P={X€ X*(T)g; (N a") € Z} le réseau des poids de G ; il contient X*(7) :
Q C X*(T) C P. Soit PT C X*(T) le cone des poids dominants pour (G, B, N') donné par
Pt ={ue X*(T) : pour touta € &+, (u,a",) > 0}.

Si G est semisimple simplement connexe, il est engendré par les poids fondamentaux
(w1,...,,) € (PT)" de G associés a (aq, ..., q,) donnés par

(@i,of) =0i5 4, j=1,...,n.

En général, on considere 1’élément p € 271 - X*(T) C X*(T) donné par

1
pP=35- Z a.
acdt

Si G est semisimple simplement connexe, on a p = 37, @ € X*(T), Mais par
exemple pour G = GlLg, p = % (e1 — eq) ¢ Zey @ Zes.

On fixe également un épinglage (X, )aca du triplet (G,B,7T) (voir [SGAS3III, Exposé
23, Définition 1.1]) c’est a dire que pour tout a € A, X, désigne une base de l’espace propre
go- Ceci fournit un sous-groupe a un parametre

Ua: Gg — G, t — exp(tXa).

Soit Wg = Ng(T)/T le groupe de Weyl de G et wg son élément de plus grande longueur.
Pour chaque A € P, on note W) la représentation algébrique de G définie sur Z[%] par
I'induction

1

td§ wo /2l g) = {f € ZIglG] - f(tmg) = woA (1) (9), VE

L’action de G est donnée par la translation & droite. La représentation W) de G est
géométriquement irréductible en caractéristique zéro.

Soit Ir = Hom(F,Q) = Hom(F, K) 'ensemble des plongements de F. Pour tout A =
(Ao)ocrp € (PT)IF soit Wy = &Qoerp Wa,- Cest une représentation de ,G x Ko définie
sur Ok, [%] géométriquement irréductible en caractéristique zéro donnée par g — (9%)qcr,
vu dans (G xXzjg-1) Ko)!'F. Soit U un sous-groupe compact ouvert de +Gy. Pour V. = W)y

| =>A,geG(A),be B(A)}

(considéré sur O, [+]) : on définit les espaces vectoriels suivants
DEFINITION 1.2.
Sx(U, Ko) ={f: Gy = V(Ko); f(ygu) = v+ f(g) pour toutu € U,y € ,G(Q)}
S\(U,C) = {f": +Ga —= V(C); f'(vgu) = uz - f'(9) pour toutu € UGws ,y € ,G(Q)}
SMU,K) = {f": +Gy = V(K); f"(ygu) = u, " - f"(g)  pour toutu € U, v € ,G(Q)}

LEMME 1.3. L’espace S)\(U, Ky), resp. Sx(U,C), resp. S\(U, K), est un Ky-vectoriel,
resp. un C-vectoriel, resp. un K-vectoriel, de dimension finie. On a des isomorphismes
d’espaces vectoriels (sur C resp. sur K) :

S)\(U7 KU) ®K0CgSA(U7 (C)7 S)\(U7 KU) ®K0KgSA(U7 K)

donnés par f — f" avec f'(g) = g+ f(g), resp. f — f" avec f"(9) = g, f(g) La dimension
commune de ces espaces est hy = § (G(F)\G¢/U).
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DEMONSTRATION. On voit aisément que les applications définies ci-dessus envoient
SA(U, Ko) ®k, M dans S\(U, M) pour M = C, K. Pour vérifier le deuxi¢me isomorphisme
par exemple, on pose, pour f” € S\(U,K), f(g) = gp - f”(g). On voit facilement que l'ap-
plication f” — f envoie S\(U, K) dans S)(U, Ky) @k, K et est réciproque de f — f". O

Les éléments de ces espaces sont appelés formes automorphes algébriques classiques de
poids A et de niveau U. On suppose désormais que pour tout v divisant p, U, est contenu
dans i,1(G(O,)). On peut alors définir un O-réseau de Sy (U, K) par

SA(U,0) = {f": G = V(0); f"(ygu) = w," - f"(g) pour toutu € U,v € ,G(Q)}

Soit (x;) un systeme de représentants dans Gy de G(F)\Gf/U. On dit que U est net, si

z7'Uz; N G(F) = {1} pour tout i. On montre, exactement comme dans [CHTO08, Lemma
3.3.1]

LEMME 1.4. Supposons U net, alors :
1) Vapplication f — (f(xi)); définit un isomorphisme

hy
0)= B W)
i=1

En particulier, Sx(U, Q) est un O-module libre de rang fini.

2) si V.C U est un sous-groupe ouvert distingué, le O[U/V]-module Sx(V,O) est libre
de rang fini et Uapplication f — (X qey v up - f(zin) @ u~1); définit un isomorphisme de
O[U/V]-modules

@WA ® O[U/V].

3) la trace Try ; établit un zsomorphzsme entre les coinvariants Sx(V, O)y v de S\(V, O)
par le groupe fini U/V et S\(U,O).

Pour tout O-module A, on pose S)(U, A) = S)\(U,0) ®» A. Par exemple, on prendra
A=0/w", w ™0/0, K/O.

2. Les sous-groupes compacts hyperspéciaux

Soit S = Sg, l'ensemble des places de F' out Ky/F' est ramifiée ou au-dessus de p. Le
modele entier G de G' x K définit un schéma en groupes réductifs sur O, [S71].

Soit A le groupe de Galoib de Ko/F. Ce groupe agit sans point fixe sur le O[S~!]-
1
schéma en groupes affine Res ols [1] ]g Soit H = (Re gf;()[f]

quotient. Ce schéma est lisse et connexe sur O[S~ puisque Ok, [S7!]/O[S™!] est étale.

C’est donc un schéma en groupes réductifs sur O[S~!]. C’est aussi le groupe des invariants :

—1 <
H = (Resofo[l] ]g) On peut donc voir ‘H comme un sous groupe de Resgf;o,[i }g. A

]Q) /A le schéma en groupes

partir du sous-groupe de Borel B C G défini sur O, [S™!], on définit un sous-groupe de
Borel By, C H en posant By = BNH ; le groupe réductif connexe H est donc quasi-déployé.
Posons Ny = N NH, c’est le radical unipotent de By ; le quotient By /Ny est un tore qui
se releve dans By en T3. Notons que

Ti X Ok [S™ = T Xgzy5-1) Oreo [S7'].

Soient B =By x F, T =Ty x F et T = Ny x F. Notons que T n’est pas nécessairement
déployé. Soit A un tore déployé sur F' maximal de T. Le centralisateur Z(A) est égal a
T'. Pour un usage futur, on introduit également C le cocentre déployé de GG, c’est dire le
plus grand tore déployé quotient de G sur F. Il est isogene au tore déployé maximal A,
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contenu dans le centre de G (on a nécessairement A, C A). Le morphisme de restriction
X*(A) — X*(Az) possede un scindage sur Q donné par

X" (Ag)o={Y € X (A)g; (¥,a))=0,i=1,...,n}
On voit donc que pour tout élément ¢ € X*(A)g tel que (¢,a) =0 pour i =1,...,n, il
existe m > 1 tel que 9" se prolonge en un caractere G — C — G,,.

On a la décomposition de Levi B = T'N.

Soit v & Spyp. Soit w|v une place de Ky au-dessus de v (elle est non ramifiée). Le
groupe G x F, est quasi-déployé non ramifié et admet un sous-groupe compact maximal
hyperspécial naturel. Plus précisément, G(Ok, ) est un compact hyperspécial de G(Ko ).
A Taide du modele H sur F' de G, on définit de méme un sous-groupe compact hyperspécial
K, = H(O,) de G, = G(Fy).

Soient B, = By (0y), Ny = Ny (O,) ainsi que B, = By(F,), T, = Ty(F,) et N, =
Ny (Fy) ; Notons que T, = Ty X F,, n’est pas nécessairement déployé. Soit A, = A, un tore
déployé maximal de T',. Le centralisateur Z(A4,) est égal a T),. On a la décomposition de
Levi B, =T,N,.

Avec ces définitions, on a la décomposition d’Iwasawa G, = K, B, = B,K,.

3. Isomorphismes de Satake

On s’inspire des notations et résultats de [Rel0, Chapitre V].
Soit X*(T,) = Homg, (T, Gp) C X*(T,)) = Homg, , (T, Gm) le groupe des caracteres

de T, définis sur F,. Soit Vi(T,) = Hom(X*(T,),Z) et X.(T,) = Homp, (Gp,T,) C
X.(T,) = Homg, , (G, Ty), resp. Xi(4,) = Homp, (G, A,). On a Xy (4,) = X(T,). On
a deux accouplements parfaits de réseaux

(,): XH(L,) x X(L,) — Z
et

() XN(L,) x Vu(L,) = Z

Ils sont compatibles via l'injection naturelle (& conoyau fini)
Xe(Ly) C V(L) p= (=)

Soit ord,: F — Z la valuation de F,. Pour la suite, on introduit aussi le cardinal ¢, du

corps résiduel O, /7,0, et ||, = qv ordo(@) 1o valeur absolue normalisée de F,. On note

ordr, : T, — V(L) Phomomorphisme donné pour tout ¢ € T), et tout x € X*(T,) par
(X, ordzv (t)) = ordy(x,1).
Son image A, est égale a X, (T,) = Xy (4,). Soit 7, une uniformisante de F;, ; la donnée de
7, fournit une section
X(T,) T,

de ordr,. On la note p +— p(my).

Soit a = X, (A,) ® R = X(T},) ® R. Soit A(B,), resp. ®(B,) 'ensemble des racines
simples, resp. positives, donnant laction de A, sur N,. L’ensemble A(B,) engendre un
réseau de a*. Considérons les semi-groupes

X(T,)" ={\€ X(T,); pour tout @ € A(B,), (a, ) >0}
et
X(T,)™ ={\ e X.(T,); pour touta € A(B,), (a,\) >0}
ainsi que les semigroupes
T} = ordg}(X.(T,)")
T, = ordy! (X (T,)T).
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Soit Wg, = Ng, (4,)/Za,(4,) (ou Zg,(4,) =T,). On a la décomposition de Bruhat
K,= || BowB,

”LUEWGU

et la décomposition de Cartan (cf. [Rel0, Section V.4.8])

G, = |_| Ko p(my) Ky
BEXL(T,) T

De plus, pour tout a € A", on a

N, = U a "Nya"
n>1
et
{1} = ﬂ a"Nya™.
n>1
Soit A, = A (F,) et A = A, NK,. On fixe les mesures de Haar dg,, dn, sur les
groupes unimodulaires G, et N, normalisées par dg,(K,) = 1 et dn,(N, N K,) = 1.
Soit H(Gy, Ky) = C°(Ky\Gy /Ky, Zy). Donce, c’est une Zy,-algebre pour la convolution. Soit
H(Ay, AY) = C(A,/AS, Z,) = Zp[Ay]. Ce sont les Zy-algebres de Hecke sphériques pour
Gy, resp. A,, des fonctions & support compact et biinvariantes par K, resp. A%. Rappelons
qu'on a posé p = %Za@ﬁ a. Considérons 'action naturelle de Wg, sur A, donnée par
(w - p)(a) = p(w™ aw),
On note Sﬁ:: SG: H(Gy, K,y) ® Zp[q},/Q] — H(A,, A0 ® Zp[q},m] la transformation de
Satake donnée par

ng f(a) = er@ /J\/v f(an)dn.

PROPOSITION 3.1. La transformation de Satake Sg: établit un isomorphisme de Z,, [q}/Q]—
algebres

sﬁ; L H(Gy, Ko gl = Zplgl/?][Ay) Ve

ot dans le membre de droite, les invariants sont pris pour l’action naturelle.

Voir par exemple [HR10] ou [Lanal5, Section 6].

4. Les sous-groupes d’Iwahori

Soient v une place finie de F' et m, une uniformisante de O,. On peut prendre comme
tore maximal T}, de G, le tore T,, = T x F,, ot T est déployé sur O,. Soit T/ = T NG’ le tore
maximal du schéma en groupes dérivé G’ de G contenu dans 7. On fixe une décomposition

T=T xT"
On définit alors les sous-groupes iwahoriques suivants :

— Iw(v) désigne le sous-groupe de K, des élements qui sont dans B(0O,) modulo 7,

— Iwy(v) désigne le sous-groupe de G(O,) des élements qui sont dans N (O,) modulo
Ty,

— Iw'(v) désigne le sous-groupe de G(O,) des élements qui sont dans 7N (O,) modulo
Ty,

— Plus généralement, pour 0 < b < ¢, Iw/(v>¢) désigne le sous-groupe de G(O,) des
élements qui sont dans B(O,,) modulo 7¢ et dans 7"A (O,) modulo 7. En particulier,
Iw(v) = Iw(v%Y), Iwy = Iw(vb) et G(O,) = Iw(v0).
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On définit le semi-groupe des éléments contractants de 7 (F})
T, = {ty € T(F,); pour touta € T, ord,(a(t,)) > 0}
et le semi-groupe des éléments strictement contractants
T~ = {t, € T(F,); pour tout a € ®*, ord,(a(t,)) > 0}.

On dit qu'un cocaractere u € X, (T) est dominant si (o, u) > 0 pour tout o € 7.
On note X, (7)7 le semi-groupe de ces caractéres. De maniére équivalente, cela signifie que
p(my) €T,

On rappelle
-la, décomposition d’Iwasawa, :

6F) = ] 9O)um)6(0,)
peX, (T)+
-la. décomposition de Bruhat affine :
G(0,) = [ N (Ov)wlw(x™)
wEWg

- la décomposition d’Iwahori, si 0 < b < ¢, 'une des deux inégalités au moins étant stricte :

Iw (") = N~ (750,) - T - NT(O,)
ot1 pour tout b > 0, on note T, = Ker(T(0,) — T(0,/(=))) et

' (") = N (750,) - T T - N (O)

ol pour tout b > 0, on note T} = Ker(7"(0,) = T'(Oy/(w?))).
Pour ¢ > 0 et ¢ > b, soit H(G,, Iw(v?¢))~ I'algebre de Hecke abstraite de niveau (b, c)-
Iwahorique contractante. Un calcul facile montre

PROPOSITION 4.1. L’application t € T, + [Iw(v?)tTw(v")] est un morphisme de
semigroupes et induit des isomorphismes (compatibles pour b, c variables) de Z,-algébres

Zy[Ty [ To] = H(Go, Iw(0"€))

Notons que si t € 7,7, on a t~Iw(v*)t C Tw(v"¢)N(F,). En effet, par la décomposition
d’Twahori, il suffit de montrer que t~*N(7)t C N (7¢). Comme N~ est engendré par les
groupes a un parametre U_o: G, — N7, 2 — wy exp(:zXa)wo_l, il suffit de noter que
tU_o (o)t = U_o (a7 () 2) = U_o(a(t)z) et quon a ord,(a(t)x) > ord,(z).

Désormais, au lieu de i, !(Iw(v*¢)) C G(O,), on notera Iw(v®¢) C K, pour alléger
Iécriture.

Soit U =[], U, un sous-groupe compact ouvert de G(F¥) tel que U, = K, en toutes les
places finies v en lesquelles G est déployé. Alors, on note

U =UP x [ [ 1wr(v*).
vlp
5. Algebres de Hecke

Pour g € Gy et f: Gy — Wi(K), on pose (g o f)(h) = gp - f(hg). Cette action ne
préserve pas l'intégralité en général, mais c’est le cas par exemple si g, = 1.

Soient V, V' C G(F]‘?) < Lo Iw(v®¢) deux sous-groupes compacts ouverts. Soit A un
poids dominant de G. Alors pour chaque g € G(F' ;’ ) X Hv|p Iw(v"°), on définit I'opérateur

[V'gV]a: Sx(V,K) = Sy(V',K)

14



comme suit. Le quotient ¢g='V'gV/V = g7 'V'g/(g7'V'g N V) est fini. 1l existe donc un
ensemble fini (g7 u;g) ot w; € V' tel que g7'V'gV =[], g tu;gV. En posant g; = u;g, on
peut donc écrire VgV’ =[], ¢;V. On définit alors [V'gV|xf = >, gi® f pour f € Sy(V, K).
Cet opérateur ne dépend pas du choix des g; et prend ses valeurs dans Sy (V’, K).

On définit trois types d’opérateurs de Hecke sur Sy (U%€, A) :

— Les opérateurs en les places déployés en dehors de p

Soit v une place finie en dehors de p et de S ou U est non ramifié. On utilise les
notations de la Section 2. Pour tout cocaractére dominant p € X,(T,)", on définit

To = [Kop(mo)Ky x (UP€)];.

Ces opérateurs sont compatibles lorsqu’on passe de (b,c)a (b',c/) avec 0 < b <V
et 0 < ¢ < (. Ils respectent 'intégralité et définissent donc des endomorphismes de
S\(U<, A)
— Les opérateurs U en les places au-dessus de p
Soit v une place finie divisant p. Pour tout cocaractére dominant p € X.(T,)", On
note Ty, = T, z = [U"u(m,)U%],, (si nécessaire, on note aussi T),,, pour insister
sur laction sur les formes de poids \). Ces opérateurs sont compatibles lorsqu’on
passe de (b,c)a (b',) avec 0 <b<b et 0 <ec <.
On définit alors
U = (o) (14(70)) ™ T
La multiplication par (wo))(&;(m,)) ! assure I'intégralité optimale de I’action de
Unpp sur Sy(U%¢,0). La démonstration de [Gel0, Lemme 2.2.2 et Définition 2.3.2]
se transpose sans changement du cas du groupe unitaire au cas d’un groupe réductif
connexe GG déployé en p.
— Les opérateurs diamants en les places au-dessus de p
Soient v une place finie divisant p, u € T'(Op) = [[,, 7'(Op). On définit les
opérateurs (qui préservent l'intégralité)
(uyy = [Ub’cuUb’c])\.
Notons que U%¢ normalise U%¢ et que U%¢/U% = T'(0,/p") = I T'(Oy/75).
L’action de (u)y coincide avec I’action normale de U%¢ sur Sy (U<, A).
REMARK 5.1. Soient 0 < b < ¢ avec ¢ > 0, A un poids dominant de G, les opérateurs
T s Unp,ir (u)n commutent deux & deux. De plus, sib < V' et ¢ < ¢, alors pour tout O-
module A, Uinclusion
Sy (UPC, A) < S\ (U, A)
est équivariante pour tous ces opérateurs.

Rappelons qu’on a fixé dans la Section4 une décomposition du tore maximal 7 de G en
la partie semisimple et un supplémentaire :

T=T xT"
REMARQUE 5.2. Désormais, lorsqu’on considérera les modules Sy (U, A), on supposera
toujours que
-le poids dominant X € PT est dans le sous groupe X*(T') C X*(T), c’est a dire qu’il
est trivial sur T". Le Z-module X*(T") est de rang n = rg(G’) alors que X*(T) =1g(G) ;
- les groupes de niveau U sont de la forme U%¢ = UP x Hv|p Twr(v"°).

DEFINITION 5.3. Avec les notations ci-dessus, on note T\(U%,0) C End(S,(U"¢, 0)),
Valgebre engendrée par les images des opérateurs T, (1 € Xo(L,)), Unwps (u)n. On Uap-
pelle Ualgébre de Hecke de poids \ et niveau UC.
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Notons que cette algebre est isomorphe a l'algebre engendrée sur O par les mémes
opérateurs de Hecke agissant sur S (U%¢, K/O)).

La sous-algebre de ’algébre de Hecke (resp. le sous-module des formes automorphes) sur
lequel les opérateurs Uy ,, ,,, ( pour tout v|p et tout cocaractére dominant u) sont inversibles
lalgebre de Hecke ordinaire (resp. le module des formes automorphes ordinaires).

Plus précisement, Ty (U%, O) est une algébre finie sur O. Par la propriété de Hensel,
elle est donc semi-locale et produit cartésien de ses localisées aux idéaux maximaux

T)\ ch HT)\ ch

ou m parcourt les idéaux maximaux. On dit qu’'un idéal maximal m est ordinaire, s’il ne
contient aucun U), ,. On pose
Y

Tord ch H T)\ ch
mord.

Soit u € X, (T)* un cocaractére strictement dominant, i.e. tel que (i, ;) > 0 pour tout
i. On voit facilement que la suite (U(u)™), converge dans Ty (U, O) vers un idempotent
e indépendant de u. On a

e TA(U",0) = T(U*, 0).
DEFINITION 5.4. Avec les notations ci-dessus, on définit la partie ordinaire de Sy(U¢, A) :
STUb, A) i= e - S\(UP, A) = ®noraSa (U, A)m.

DEFINITION 5.5 (Grandes algebres de Hecke).

SYUU(P™), K/0) := lim ST4(U, K/ O);

c>0
TS(U (™), 0) == Im T (U, 0).
c>0
Soit
Sord(U( ) ) L glsord( pc*c’ O/me)

m c>0
Notons que T (U (p™), O) agit fidelement sur SS4(U (p™), O).

5.1. Théoréme du contréle vertical.

THEOREM 5.6. Soit A un O-module quelconque. Soient b > 1 et ¢ > b, linclusion
naturelle

Sgrd(Ub’b,A) N Sgrd(Ub,ch)
est un isomorphisme.
De méme, pour ¢ > 1, l'inclusion

S;\)rd(UO’l,A) N S;\)rd(UO,c7A)
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit 1 < b < c. Soit u € X, (T)*" un cocaractere strictement domi-
nant. Posons t, = (u(my))y|p € G(F)p). Pour montrer le premier énoncé du théoreme, il suffit
de montrer que si b < ¢, on a

(*) Ub,ctpUb,C — Ub’c_ltpUb7C.

En effet, si ceci est vrai, en notant U(u) ’endomorphisme de Sy(U%¢, A) donné par

[U<t, U], U' (1) I'homomorphisme de Sy (Ub¢, A) & Sy(U>¢~1, A) donné par [U¢~1¢,Ub]
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et i, l'inclusion de Sy (U1, A) dans S)(U"¢, A), on voit que le diagramme suivant com-
mute :

U(p)

S)\(Ub’c,A) — S,\(Ub’c,A)
LU (w) Tip
Sk(Ubﬂier) = S&(Ubﬁier)

En passant aux parties ordinaires, I’endomorphisme U (u) devient un isomorphisme, donc
on en déduit que 7, est un isomorphisme et donc, en itérant, que 'inclusion

SRUUP, A) = ST, A)

est un isomorphisme.
Maintenant, on montre (x). On écrit

Ubet,U = [ [ eit, U,

Uttt Ute = [ it U,

ou ¢; parcourt un ensemble des représentants de U%¢/U%¢N t,U b7ct; 1 et 6; parcourt un en-
semble des représentants de Ub¢~1 JU be—1 Nt,U b’ct; 1 Rappelons la décomposition d’Iwahori

whe = [ U-a(®0)T [] Ua(O).

acdt acdt

On utilise que pour tout o € P :

ﬁi(ﬂv)Ua(x)z%i(ﬂ-v)*l — Ua(ﬂéa’&i>:r),

. b .

Soit gp = (gv)vlp € Up'; on peut écrire pour tout v|p gy = [[pea+ U-a(T5¥0.0) o0 [ ncaor Ua(@v,a)
avec Tyq €t Yo € O. On voit que pour chaque v|p, la v-composante de tpgpt, L est de la
forme

H U—a(ﬂgi<a’%>yv,a)7-b,v H Ua(ﬂf,a’ﬁ%)-
acdt acdt
On voit donc que
vbe/ubentubett = [ UalOu/af®®0,).
vlp,a€ @t

Pour calculer Ug’cflﬂtPUg’ctljl, on note que pour tout a € &+, (a, @) > 0. Ceci entraine

que pour tout o € ®*, on a
U_o(nS710,) C U_y(n5 @2 0,)
et donc qu’on a encore 'égalité
vbetjubent,upett = I Ua(Ou/ai®®00,)
v|p,a€dt

On peut donc prendre le méme systéeme de représentants €; = 7); pour les deux ensembles.
Par définition des actions, on en déduit i, o U'(u) = U(p).
Le deuxieme énoncé est établi de la méme maniere, en montrant que U O’CtpU O —
UO’C_ltpUO’C pour importe quel ¢ > 2.
O
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5.2. Indépendance du poids. Le choix d’un sous-groupe Borel B de G fournit un
ordre partiel sur X*(7) : pour A, u € X*(T), A>p <= A= p €D cot
LEMME 5.7. Soit A un poids dominant pour G, alors comme une représentation de
T/Z[%), on a une décomposition
Wy = @M(W/\)H‘
Ici, p parcourt un ensemble fini des caractéres de T. Les p pour lesquels (Wy), n'est pas
nul satisfont woA < p < X. Les sous-espaces (Wx)x et (Wx)woa sont libres de rang 1 sur
Soit A = (As)oer, € (PT)!F. On va montrer que les espaces S{™(U(p™),A4) (A =
O/w™, @~ ™0/0, K/O, O) sont indépendants du poids. Pour comparer S$™4(U (p*°), A) et
Sgrd(U (p>), A), on va utiliser la projection vers le sous-espace de poids le plus bas dans la
décomposition ci-dessus. Plus précisement, soit wy = (wo,¢)sery € WgIF donné par ’élément
de plus grande longueur pour chaque o € Ir. Considérons le morphisme naturel
€\ W)\ — (wo)\)

donné par €y = @,¢z, €, Ol pour chaque o € Ir

€E)y - Indg(wg)\)/z[%] — (UJ0,0')\)/Z[%]

est donné par f +— f(1). Suivant Hida, on va exploiter le fait que chaque €y, est B-
équivariant :

e, (b f) = f(b) = woAs(b)ex, (f)-
THEOREM 5.8. Soit A € (PT N X*(T"))IF un poids dominant pour le groupe G. Pour
tout c > m > 0, il y a un systéme d’isomorphismes
1 STUUS,0/(@™) S SIS, 0)(™)
compatibles pour ¢ > ¢ > m, qui sont
— équivariants pour l'action des opérateurs de Hecke hors de S, p et Ram(U) ;
— tels que pour tout v|p, et pour tout cocaractére dominant v de Tg, U'opérateur Uy, sur
Vespace ST(US, O/ (w™)) correspond a lopérateur U, défini sur lespace Sg4(U (p*€), O/ (w™))
= satisfont €7 ((u)xf) = (wo)(u){u)oey ", (f) pour tout u € T'(Op)
En prenant la limite inductive sur les couples ¢ > m > 0, on obtient un isomorphisme
xes STUUP™), K/0) 5 SEU (™), K/O),

qui vérifie les mémes trois propriétés.
De méme, en prenant la limite inductive sur ¢ puis la limite projective sur m, on obtient

exs STUU(P™), 0) = S§U(p™), 0),
DEMONSTRATION. Par définition,
Wi = ®rerp Wi, = @rerp (Buwor-<p<r. (Wi, )u)-
On définit la projection vers le sous-espace de poids plus bas :
ex: Wi = @rerp Wi, = @rery, (W, Juwor, = @rerO(wor).
Ce morphisme est B-équivariant. En tensorisant par O/w™O, on obtient un morphisme :
e\ ® Id@/wmot W)\(O/me) =W,® O/wm(’) — WQ(O/me) =Wy ® O/wm(’)

Pour alléger 1’écriture, on le note encore par €). Comme les corps F, sont tous contenus
dans le corps p-adique K, toutes les uniformisantes choisies 7, de F, sont divisibles par
'uniformisante @ de K. Par conséquent, si ¢ > m, I'action de Iw> sur Wy (O/(w™) passe
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par l'action du groupe de Borel B(O/w™Q©). On a ainsi un morphisme de U®“-modules
WA(O/(w@™) = Wo(O/(w™)). On définit le morphisme €y par :

S STNUSE, 0/@™0) = STUUS, 0/ O)

= (g ex(s(9)).
Vérifions qu'il est équivariant pour les opérateurs de Hecke. Siv ¢ SUS), notons Ky(m,)K =
I_Iz' :U’v,iK; on a

,/tf Zﬂvz e f(g Zﬂw,p f( GHv, i)

et

,uez\ Z My @ 6)\ Z 6)\ g#v i

puisque fi,;, = 1, on voit que e,\7*( Touf) = #6)\*(]"). De méme, en notant f(g;h) la
fonction qui & g € G\G associe la fonction f(g; —) € Ind% woA(A), on a pour tout u € Tp,
(Wrf(gsh) = up - f(gu; h) = f(gu; huy) ; done

exx((Wrf)(g) = fgu; up) = woA(up) f(gu; 1).
D’autre part, (u)oex«(f)(g) = f(gu,1). On a donc
ex«((urf) = woA(up) - (uoex«(f)

Enfin, pour v € S, posons @;(m,) = au; et choisissons des représentants «,;(x) de
Ub’cOév iUb,c/Ub,c .

aszbc |_|aUZ ch

On a
Unwilf = wor™ () Y ()
On a donc
Exn(Unwif) (g3 1) = wod™ (i) Y exof (gawi(@); how i(2))) = wod™ (ows) Y o f (gow,i(w); cn () =

v T

= woA ™ (e, )wor (i) Y ex o f(gawi(®); 1) = Upwiens(f)(g; h).

x

Pour montrer que €) , est un isomorphisme, on construit son inverse
¢: SgUU(P™), A) = STUUP™), A).

Comme dans la démonstration du théoreme du controle vertical, on fixe p € X, (T)TT et
on considere Up(p) pour 7 = 0,A. Soit a = [, u(my). Fixons des représentants x; de

U(p®©)/(U(p® N a™U(p“°)a™ ™). On a une décomposition en somme disjointe

U(pc c |_| o mU c, c
On fixe un vecteur vy de W) (O) qui engendre I/V,\((’))wO » sur O. Alors ¢ est défini comme
suit :

¢: Sg (U (p* )A)ﬁSOrd(U(pc’c),A)

Fr—>{g»—>z v,\®F(g:rJ ™.
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Il est clair que ¢ est bien défini. Montrons qu’ il prend ses valeurs dans S§* (U (p®¢), A) ;
il s’agit de voir que pour tout u € U(p®©), on a up - ¢(F)(gu) = ¢(F). Or, uz; = z,(;)u]
(u; e U(p®*Na™U(p“°)a™) pour une permutation o des j, de sorte que

L m
J

! .m
xg(j)ujoz

F o™ =
oA @™ vy ® (ga:(,(])u]a )

woA(a™)

"

_ o Zo() Uy m

ou uj € U(p™®). On a pour tout h, F(huj) = F(h) et, comme ¢ > m : ujvy = vy. Donc la
derniere expression est égale a

2 Liéfw ® F(ga,(jya™) = $(F)(9)-

J
On voit alors que €y 4 0 ¢ = Up(n)™ en effet,

(> %m ® F(gzja™)) =

- Z %EA(W) - F(gzja™) =

= 3 Flgria™) = Uyl (F).

Montrons ¢ o €y . = Up(p)™. Soit f € SF(U(p*©), A), alors

LM
JIJOA

WUA ® ex(f(gz;a™)).

<Z> © GA,*(f)(g) = Z

D’un autre coté,
Ux()™ f(9) = woA(@™) ™" D ((zja™) » f)(g) = woA(@™) ™Y (zja™) - f(gzja™).
J J
Mais
() flgzia™) =va @ ex(f(gz0™) + D Vu® Eujim,
HFWOA
ou &, jm € O/(@w™). On a pour tout poids pwoA de W
wod "L (@™)p(a’™) =0 (mod w™).
Donc, en appliquant woA(a™) ta™ a I’égalité (x), on obtient pour tout j :
woA (™) La™ f(gz;a™) = woA(@™) Lo vy @ €( f(gr;a™)).
Mais sur le sous-espace ordinaire, les opérateurs U-(u) sont inversible. Donc, €y , est

bien un isomorphisme. Les derniers énoncés en résultent en prenant la limite inductive sur
¢ puis la limite inductive, resp. projective sur m. O

La compatibilité de I'isomorphisme € . avec les opérateurs de Hecke fournit le corollaire
suivant :

20



COROLLAIRE 1. On a un isomorphisme de O-algebres
&&: YU P™),0) = T (U(p™), 0)

qui envoie T ,; (v & SUSp), resp. Uy p,i (v € Sp) sur T4, resp. Up i et tel que pour tout
t € Ty,

A({t)o) = woA(t) ™1 - ()
6. Théoreme de spécialisation

Soit My = Home (S§* (U (p>), K/O), K/O), le dual de Pontryagin de S§"4(U (p>°), K/O),
qu’on peut identifier par 5.8 a ST(U (p™), K/O) pour tout A € (PTNX*(T"))!¥. Le module
discret S (U (p>), K/O) est muni d’une action continue du groupe compact 7o = T'(0,)
par les diamants de poids 0; le O-module compact My est donc muni d’une action continue
de 7;.

Pour chaque b > 1. On note 7, le sous-groupe de 7y = 7'(O,) défini par la suite exacte

0— T, = Tg— T(0,/p") — 0.

Grace a ’hypothese que p est non ramifié dans F', on peut relever canoniquement 7' (O, /pOp)
en un sous-groupe A d’ordre premier & p de 7 et ainsi décomposer Tj) = A x 7{. Définissons
I’algébre de groupes complétée

A= O[[T{]] = lim O[T/ /T3]
b>1
On a donc O[[T7]] = A'[A].
On a un isomorphisme de O-algebres locales
A= O[[Xy, -+, Xod]],

oud = [F: Q]. C’est un anneau local, noetherien, complet d’idéal maximal m = (7, X1, -+, X;,q).
L’homomorphisme continu 7; — Autp(Mp) se prolonge par linéarité et continuité en
un homomorphisme continu de O-algebres

N[A] = Endo M.
Soit I, = Ker O[[T]] — O[T"(O/p°)]. Soit My, = Home (S (U<, K/O), K/O)

THEOREM 6.1. 1) On a pour tout ¢ > 0, My/I1.My = My,
2) le module My est libre de rang fini sur A'.

DEMONSTRATION. 1) en prenant les duaux de Pontryagin, on est ramenéa montrer que
I'injection
Se (U, K/0) € SgU (p™), K/0)<.
est une égalité. Par définition, on a

S (U (™), K/O)T =l S3(U", K/ O).
d

Mais par le Théoreme 5.6, on a

lim S§™(U?, K/O) = Sg" (U, K/ O).
d

2) On déduit de 1) que My/I; My = My est libre sur O. Par le lemme de Nakayama, il
existe donc un homomorphisme A’-linéaire surjectif ¥: (A’)* — My. Soit N = Ker ¥. Pour
tout ¢ > 1, on a

NJI.N — (A'/1.)* — Moy — 0.
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On sait que My est libre de rang s sur A’/ (voir par exemple [CHTO08, Lemma 3.3.1]).
Ceci entraine que N C (), .- (A')* = 0. O

En envoyant u € T7 vers (u)o, on définit une structure de A’-algébre sur T = TS*(U (p™), O).
Il y a aussi une action de A sur T donnée par § — (§)¢. On peut donc décomposer 'algebre
T en un produit d’algebres Ty, ou ¢ parcourt I'ensemble des caracteres de A et (0)o = 1(0)
dans Ty, pour tout 6 € A.

COROLLAIRE 2. Il résulte directement du théoreme 6.1 que T est une A’-algebre finie
et sans torsion.

Soit A = (A;)rer, un d-uplet de poids dominants de (G,B,T) triviaux sur 7" et
e: T — @; un caractere d’ordre fini. Le caractere e se factorise en un caractere de
T /T = T'(Op/(p")). D’autre part, on peut considérer A comme un caractére de 7. Par
la décomposition Ty = A x T/, il se décompose en A = Ax @ Aj.

L’idéal premier py . de A’ noyau de I’homomorphisme

¢A1,e: A — @p

induit par (u)g — weA ™! (u)e(u) pour u € T s’appelle I'idéal premier arithmétique de poids
A et caractere e.

Soit K’ le corps des fractions de A’'/py., et O son anneau de valuation. Notons que
K’ est fini sur Q. Soit S (U(p°7), €, O) le sous-module maximal de Sg*4 (U (p™"), O) sur
lequel on a () = €(u) pour tous les t € T'(O,/(p")) = U(p*") /U (p""), et TFH(U (p°"), €, O)
Iimage de TS4(U(p""), ©) dans EndS{d(U(p°7), €, O).

THEOREM 6.2. Soit YA = wo)\gl. On a une surjection
TQZ,A ®A,’¢)\1aﬁ O/ — Tgrd(U(pO,r)7 €, O/)
et le noyau de cet homomorphisme est nilpotent.

DEMONSTRATION. Soit My = S$™(U (p™), 1a, K/O)* le dual de Pontryagin de Sgrd)2=¥4.
C’est un A’-module libre de rang fini par le Théoréme 6.1. En utilisant le Théoréme 6.1 (et
I'indépendance du poids), on voit facilement que

Mo /.My = M (e).

Ici My(e) désigne le dual de Pontryagin de S{™d(U(p®"), e, K/O). Comme par définition
TS(U (p*7), €, O) est 'image de T dans End S(U (p®"), €, K/O), on a une surjection de
T vers TSY(U(p™"), €, O) qui se factorise par Ty, /pa.c Ty, -

Il reste a montrer que cette surjection a un noyau nilpotent. En prenant une base de My,
on suppose que My = @]_,Af;. Soit T € T, on suppose que 70; = > ., a;;0;. Comme
T agit fidelement sur My, si T' est envoyé vers 0, on a a;; € py.. Mais T" est annulé par
det(X - 1, — (as5)). Ceci implique T" € py . Le noyau est donc nilpotent. O

7. Les familles de Hida

DEFINITION 7.1. Une famille de Hida est un morphisme surjectif de A’ algébre p: T — 1
ou I est une A -algébre intégre finie sans torsion.

Les familles de Hida correspondent bijectivement aux idéaux premiers minimaux de T
(ce sont les idéaux au-dessus de I'idéal (0) de A’). Soit a: A — O un caractere de A.
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DEFINITION 7.2. Un systéme de valeurs propres de Hecke (en abrégé, SVPH) classique
pour G (hors de S) de poids \ et niveau Iwahorique en p est un homomorphisme de O-
algebres

,ug’l: TA(UO’I,oz, 0)— 0
pour un anneau de valuation discréte O fini sur O. Il est dit ordinaire si pour tout i =
L,...,n, on a u(Uy,;) € (O")*. Ceci équivaut & dire que p se factorise a travers le quotient
TA\(U% o, 0) — T‘;\rd(UO’l,a, 0).

Par le lemme du Going Down en algebre commutative, on peut interpoler un tel homo-
morphisme par une famille de Hida.

PROPOSITION 7.3. Tout SVPH classique pour G (hors de S U S,) de poids X et niveau

Twahorique en p ordinaire

ug’lz T\(U*!, a,0) = O
se releve en une famille de Hida pi: Ty, o — 1. Cest a dire qu’il existe une telle famille et
un idéal premier p de I au-dessus de py tel que le diagramme

T’IbAa/pATwAa — T(/)\rd(UO’Ol,la; O)

b by by

I/p — o
commute (on a posé p, = p (mod p)).

DEMONSTRATION. En composant ug’l : TIYU% o, O) — O avec la surjection donnée
par le théoreme de spécialisation

Tppa @r O — TFHU ("), , O')
on obtient un homomorphisme 0y: Ty 0 — @’. On est donc ramené & trouver un idéal
premier 9 de Ty, au-dessus de (0), tel que le morphisme 6y se factorise par Ty,q/Q.
L’idéal premier P = Kerfy est au-dessus de ¢, ;. Il s’agit de trouver un idéal premier £

contenu dans 'idéal premier P et au-dessus de I'idéal premier (0). C’est assuré par le lemme
du Going Down. On pose alors I = Ty, /Q et p = Im(P — I). O
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CHAPITRE 2

Le formalisme de la fonctorialité

1. L-groupes

Formons (suivant [Spr79]) le groupe dual G du groupe réductif connexe déployé G, =
G xp Ky. C’est un groupe réductif connexe déployé sur Ky. On le considere comme défini
sur un corps p-adique K contenant tous les plongements de K. Le triplet (Gg,, Bk,, Tk,)
induit un triplet dual (@,E,T\) défini sur Kj. Le groupe de Galois Gal(Ky/F) agit par
automorphismes extérieurs sur G. Soit g = Lie(G/Kj) ; la donnée du triplet (G Ko» Biy, Tk,)
et d’'un épinglage (Xq)aca), c’est a dire d’une base de g, pour toute racine a € ®, fournit
un relevement

¥: Out(G) — Aut(G)

du groupe des automorphismes extérieurs de G en un un groupe d’automorphismes (voir
Sect.2 de [Spr79]). On peut donc former le produit semi-direct

LG = G x Gal(Ky/F).

C’est le L-groupe de G. On a 1'G° = G. Lorsque G est déployé sur F, “G est un produit
direct. Il est muni d'une projection G — Gal(Ky/F).

Etant donnés deux groupes réductifs connexes G, H définis sur F, un morphisme de
L-groupes est un homomorphisme de groupes algébriques

Lg 5 LH

N\ v
Gal(Ko/F)

qui commute avec les projections sur Gal(Ky/F).

Soit v ¢ S. le groupe G, = G X p F), est quasi déployé. Pour un groupe de décomposition
D, = Gal(Kow/F,) C Gal(Ky/F'), on note Lq, = G x D, le L groupe de G,. Il est défini
sur Ko, donc sur K. C’est un sous-groupe de 'G.

Pour toute représentation algébrique r: LG — GLy, on note r,: “G, — GLy le mor-
phisme défini par restriction.

2. Représentations galoisiennes

Les conjectures concernant 'existence de représentations galoisiennes associées a des
représentations cuspidales algébriques ont été formulées par Langlands [La79], [Gr99,
Chapter IV],[Clo90, Section 4|, [BG13, Sect.2.4 et 3.1] qui développent des idées de Lan-
glands et Borel, et de [GK15, Section 2.3]. Soit v ¢ S. Le groupe G, = G xp F), est quasi
déployé non ramifié. Pour un groupe de décomposition D, = Gal(Kq,,/F,) C Gal(Ky/F),
on note LG, = G D, le L-groupe de G, il est défini sur Ko, donc sur K. C’est un
sous-groupe de “G.

Dans ce qui suit on se place sur K = @p. Soit K[FG,] I’algebre des fonctions rationnelles
sur “G, définies sur K et R(*G,) la sous-algebre de K['G,] engendrée par les caracteres
Tr(r,) pour toutes les représentations algébriques r de “G. C’est une algebre de fonctions
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invariantes par I’action par conjugaison de “GS. Soit R*(*G,) la K-algebre quotient de
R(FG,) obtenue en restreignant les fonctions aux classes de “G2-conjugaison des éléments
semisimples de “G,. Par [Bo79, Proposition 6.7], on a avec les notations de la Section 3,
Chap.1 :

RSS(LGv) = ?[Av]Wva
ou l'action de W, est Iaction non tordue. de sorte que pour tout v ¢ S U Sp, on peut

interpréter la Proposition 3.1 du Chapitre 1 comme un isomorphisme de Satake de l'algebre
de Hecke sphérique H(G,,K,) ® K avec R®(*G,) :

SGv H(Gy, Ky) @ K = RS(EGY).

Notons que cet isomorphisme fournit une bijection entre les classes de “GS-conjugaison
d’éléments semi-simples de “G,, sur K et I’ensemble des K-caracteres de H (G, K,).

Rappelons enfin 'isomorphisme d’Harish-Chandra. Soit W, le groupe de Weyl du
groupe complexe G(C). L’isomorphisme d’Harish-Chandra

7m:3g(go%’8ym't£, Z:9+l/+l—>9—p(9)-1

(o § € Sym® t,) identifie le centre 3g de I’algebre enveloppante complexe de go, = Lie(Go)
avec l'algebre des W-invariants de I'algebre symétrique de la C-algebre de Cartan t§ =
Lie Tt de g&. Le systeme d’isomorphismes ((Sg:)v¢ SUS,s Voo) Permet aussi de définir conjec-
turalement la representation galoisienne associée a une représentation automorphe cuspidale
algébrique réguliere.

Soit 7’ = 77} ® 7., une représentation automorphe cuspidale de G non ramifiée hors de
SUSp. On suppose n" C-algébrique. Cela signifie qu'il existe un caractere algébrique régulier
N € X*(It) = Home (Tc, C*) tel que le caractere infinitésimal x/_: 3goo — C de 7., peut
s’écrire xn._ = Xanv oll Xanv est le contragrédient du caractere infinitésimal x @ : 3g — C
d’une représentation algébrique irréductible de G(C) de plus haut poids X (pour le triplet
(G, Be, Tt) fixé au début du chapitre 1). Noter que xy = (A+p) o~y ol pour tout caractere
2 tso — C, on note encore p: Sym®tS — C. son prolongement & Sym® < .

On fait désormais I’hypothese d’intégralité
Hypothese : Il existe p € X*(T')q invariant par I'r et tel que < i, >= 0 et tel que
n=p+ieX(T).

Le caractere n est souvent appelé un caractere de Gross [Gr99, Chapter IV (13.5)] mais
nous réserverons cette terminologie pour le caractere .

Commentaires :

1) Soit wq I’élément de plus grande longueur de Wg, ¢ € Gal(Ky/F) la conjugaison
complexe (qui peut étre égale a 'identité) et 6 = wy X ¢ agissant par conjugaison tordue sur
T x K. Soit A, C AC T et C le tore F-déployé maximal du cocentre G/G/ (I'application
naturelle Ay — C' est une isogénie définie sur F)). Rappelons que X.(Az) = X,(T)%=" et
X*(C) = X*(T)?=! (voir [Gr99, Proposition 2.2]).

2) L’ensemble des (quasi) caracteres ¢ est un espace principal homogene sous Hom(G, G,,) =
X*(C). En effet si ¢ et ¢/ sont deux tels (quasi) caracteres, on a ¢ — ¢’ € X*(T') et ce
caractere est fixe par 'automorphisme 6 de [Gr99, Chapter IV]; il fournit donc un caractére
du cocentre F-rationnel C.

3) Soit ¢ € X*(T)q invariant par Galois et tel que < ¥, >= 0 et tel que n =
p+ 1 € X*(T); le caractere 92 est invariant par 6. Il se prolonge donc en un caractére
[¥?|: G — Gyy. Soit

vy = [0 72,
On pose alors m = 7'(¢p) = 1’ @ vy,. Cette représentation est L-algébrique réguliere de poids
A+ 7 (au sens de [BG13]). Elle est conjecturalement L-arithmétique au sens de [BG13,
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Definition 3.1.4 et Conjecture 3.1.6]. Notons que le twist par v, généralise le twist de Clozel
' ®| det \_nTil pour 7’ sur (une forme compacte & I'infini de) GL,, [Clo90]. Plus précisément,
dans cecasona p=((n—1)/2,(n—3)/2,...,—(n—3)/2,—(n—1)/2), et on peut prendre
Yv=((n-1)/2,(n=3)/2,...,(n=1)/2) et n=(n—1,n—2,...,1,0).

Comme dans [Gr99, Section 13] :

DEFINITION 2.1. On suppose lezistence d’un élément ¢ € X*(T)q invariant par I'p.
On appelle un tel élément un caractére de Gross. On en déduit Uexistence d’un caractére
n=p+1y e X*(T) comme ci-dessus.

Le nombre premier p a été fixé ainsi qu’un plongement : Q @p. Rappelons la
définition du parametre de Satake ¢, , d'une représentation irréductible lisse admissible non
ramifiée 7 = Indgz ePx (induite normalisée). On a tox € Hom(T,, @; ) = Hom(F* /OX, T, (@,).
Le parametre de Satake ¢, , est alors la classe de W, -conjugaison de x(w,).

Pour tout v ¢ SU S, on note J(7) = JA,% () le module des N,-coinvariants de ,
donné par le quotient V/>" _n (m(n) — 1)V, muni de l'action normalisée de A, C T,
donnée par

a-T=e " 7 (a)x
la projection canonique
Jg:: o — J(my)
induit un isomorphisme [Cas95, Th.3.3.3] et [Cas88, Prop.2.4]
I ()0 2

Si 7/ est une induite normalisée %'y = IndG’ Py, on a une décomposition de A, /AY-
v B, X B, € p v

modules
J(m) e = € X
weW
En outre, la restriction au sous-espace (m},)%* c (7)) induit une injection

TG () o (e
compatible avec 'isomorphisme de Satake :
S5 (h) - JG (@) =I5 (- ).

L’action des opérateurs de Hecke en v sur la droite des K,-invariants de m, = 7/(¢),
fournit un caractere ur,: H(Gy,K,) — @p de l’algebre de Hecke sphérique en v appeé le
parametre de Hecke de m,. Ce parametre est rationnel. On peut le relier avec le parametre
de Satake par la formule fir, ([Kyp(wy)Ky]) = S3° ([Kyp(w)Ko]) (tr,,0)-

Par exemple soit f une forme modulaire classique de poids k& > 2 et de niveau N
provenant par la correspondance de Jacquet-Langlands d’un corps de quaternions sur Q ; soit
g est un nombre premier, premier a N et a, la valeur propre de T, et que X 2_ ag X +qgF 1 =

(X — ag)(X — Bg).
Si T, désigne la fonction caractéristique de K, < 8 (1) > Ky, on a

siay=a( 8 Y]+ o o]

Sil'on pose vy, = | det \;1/2, on a vy (diag(q, 1)) = ¢*/2. Soit 77} la représentation automorphe
C-algébrique associée & f intervenant dans le groupe de cohomologie H'(X,Vj_o) de la
courbe modulaire, pour le systeme local associé a la représentation Symk_2 Sto de GLs. En
posant my = W}(@/J), on a i, (Ty) = g + By = aq.
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Soit I'r = Gal(F/F) le groupe de Galois absolu du corps de nombres F. Pour toute
place finie v de F' et pour tout caractére pu = (io)oer, de T X F, on note p, = (uU)JGIFU
le caractere de 7 x F, associé.

DEFINITION 2.2. Soit v € Sp et py € X*(Ty). On dit que ’homomorphisme continu
p:I'p, — LGU(@p) est de de Rham, de poids de Hodge-Tate ., si pour toute représentation
algébrique ¢: “G — GLy, la représentation ¢ o p: T'p, — GLn(Q,) est de de Rham de
poids de IAtlodge—Tate © oy, ou l'on identifie le caractére p, € X*(T),) avec le cocaractére
oy € X (Ty).

On note 11 = (1, )ser, € (PT)IF le poids de G x F' donné par 1, = p, + 1), pour chaque
o € Ip. On a vu ci-dessus qu’a une représentation 7' cuspidale de G(Ar), algébrique
réguliere de poids cohomologique X € (P+)/F correspond une représentation 7 = 7’(¢)) qui
est C-algébrique réguliere de poids A’ +1. Rappelons qu’on a fixé un plongement ¢: Q < @p.

CONJECTURE 2.3. A une représentation ' cuspidale de G(Af), C-algébrique réguliére
de poids cohomologique N, on peut associer une représentation galoisienne, c’est a dire un
homomorphisme continu

Pr’apout FF — LG(@p)
1) non ramifié hors de SU S, et tel que pour toute place finie v ¢ SUS, de F, la classe
de conjugaison de pxr ., (Frob,) soit égale au paramétre de Satake Lt ()05
2) pour tout v € Sy, prr vy, est de de Rham, de poids de Hodge-Tate X, + 1, ot

n=p+1. St de plus 7 est non ramifiée en p, pour tout v € S, Pt pulry, €st cristalline.
3) 1l eziste un anneau de valuation O fini et plat sur Z, tel que

Prlaput FF — LG(O)

a conjugaison pres dans é(@p)

4) Si et sont deuz caractéres de Gross de T, on a x = ¢' —1) est un caractére de G.
On peut donc le considérer comme un cocaractére de G. On forme le composé x9%: T'p —
Ly — G du caractére cyclotomique p-adique Xcyc: U'r — Z; , Froby — ¢t et dex: G, —
@(@p). On a alors

Prap’ = Prape ® Xgal.

REMARQUE 2.4. 1) La relation 4) entraine que la question de grande image pour pr .y,
ne dépend pas du choix de 1.

2a) Lorsque G est une forme compacte de GLy (ou en composant prr ., avec une
représentation algébrique r: “G — GLy pour laquelle le transfert est établi), on peut donner
une interprétation plus concréte de la propriété 1) en termes des polynémes caractéristiques
des Frobenius (voir l'ezemple ci-dessous).

2b) En toute généralité, on peut caractériser py . ,(Froby,) en donnant la trace r,0px 4,
pour les représentations linéaires semisimples pour tout cocaractere dominant F-rationnel
p e X*(A)T et pour ry: G — GL(Vy) la représentation irréductible de plus haut poids p
de G associée. Plus précisément, on peut donner deux formules pour Tr(r, o pgr ., (Froby))
pour tout v ¢ Spyp. La premiére est en termes des paramétres de Satake :

Tr(ry, 0 par oo (Froby)) = Tr(ru(twip,)) = Y dim V() - v(tey),.)
wopu<vr<p
ot l’on note que
rﬂ(tﬂl(w)u,b) = r#(tﬂ/,L)qqgw#)'
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La seconde en termes des paramétres de Hecke (a laide de la formule (Gr98, (3.12)]) :

Tr(ry, 0 pp 4, (Froby)) = q;<p’“>,u,r/(w)v([Kv,u () Ky ] + Z du(v) - Kyv(wy)Ky])
v<p

pour des coefficients d,(v) € Z déterminés dans [Gr98, Proposition 4.4]. Le paramétre de
Hecke associé a 7' fiqs ,: b SiV(h)(ta,) est donné par

ﬁﬂ'{,,L: (Ko pt(wy)Ky] — qv_w’mﬂw’(zﬁ)u([Kvlu(wv)Kv])-

Cette égalité est bien définie parce que i est invariant par Wq ; elle ne contient pas d’irra-
tionalité et ne dépend pas de 1.

3) Il n’y a pas de choiz optimal de ¢ en général, méme si on impose que \(T") =1
car cette condition ne peut en général étre imposée a 1 : pour G = B* une algébre de
quaternions ramifice a l'infini, on peut prendre comme tore T’ la restriction des scalaires de
K> pour un corps quadratique imaginaire Q. SiT' = G'NT, on a T" = K*'. Si on étend les

tl O U ~ O .
< 0 tg) tl,tQGGm} etT'x K = {( 0 t1 >,t€Gm},

mais il n’y a pas de modéle Q-rationnel T" € G du supplémentaire T" = < (1) tO ) ito €
2

G} de T'. On ne peut donc trouver de quasi caractére Q-rationnel 1 qui s’annule sur T".

4) Pour les groupes unitaires ([Ko92], [Clo91], [HLO04], [Lab09], [Shin11], [ChH13])
et symplectiques ([Ta91],[Lau05],[We05],[KrSh16]|), la correspondance de Langlands est
essentiellement établie.

5) Nous rencontrerons des cas ot U’hypothése d’existence d’un caractére de Gross n’est
pas satisfaite. Par exemple lorsque G est une forme compacte a Uinfini de U(n). Dans ce
cas, par [BG13, Sect.5.2], il existe une extension centrale G de G par Gy, qui admet un
caractere de Gross. Soit °G = LG. En composant une représentation cuspidale algébrique
7 de G avec G — G, on obtient une représentation cuspidale algébrique et la conjecture est
qu’il existe une représentation galoisienne

Prap- FQ — CG(@p)

EXEMPLE 2.1. Prenons G = GU(h) le groupe des similitudes d’une forme hermitienne
non dégénérée de rang n associée a une extension quadratique CM E/F' du corps totalement
réel F', définie positive a l'infini. Son C-groupe est G, = (GL,, x GL1) x {1, j} avec j d’ordre
2 tel que j(g, )5~ = (Yg~ 'y, ). Il est muni d’une projection G, — {1, j}. L’existence de la
représentation galoisienne pr ., a été établie par les travaux de Kottwitz, Clozel, Labesse,
Harris, Taylor, Chenevier-Harris, S.-W. Shin. Pour v ¢ S et décomposée de F' dans K, G,
est déployé et 1’énoncé 1) concerne un parametre de Hecke ¢y, , € GLn(@p) caractérisé
par son polynome caractéristique (appelé polynéme de Hecke) :

scalaires 4 K, on a T x K = {

n

i(i—1) .
Pr(o(X) =D (F1)'Nv 2 proy), (T0,0) X"
i=0
OU fr(y), : H(G,, Ky) — @p est I’homomorphisme de l'algebre de Hecke sphérique associé
au parametre de Satake ﬂr(w)w comme ci-dessus.

Si par contre v est inerte dans K, G, n’est pas déployé mais “G,, possede une représentation
fidele de degré 2n : ¢: G, — GLa, donnée par

g 0
) — _
(g M) ( 0 tg 1[u )
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w(j)=<1(i 161)-

La condition 1) en v s’exprime alors en disant que le polynéme caractéristique de ¢ o
P (Froby) doit étre égal & celui de @(tr (), .)-

3. Systemes de valeurs propres de Hecke ordinaires

Considérons maintenant un SVPH non ramifié hors de S (donc non ramifié en p)
75\ TA(U, O) — O

Soit 7’ une repésentation automorphe cuspidale C-algébrique de poids A dont le SVPH est
donné par py. Pour tout v divisant p, on note t,, ., = fﬂ’(w)w le parametre de Hecke de
T (1)

Soit L R

ordz: T(Q,) — X.(T) ® Q[I,],

ol ord(t) est caractérisé par (x, ordf(t)> = ord,, x(t) pour tout x € X*(T') ® Z[If,).

Pour tout p, = (fie)oery, € X*(T)[IF,], on note encore 1, 1'élément qu’il définit dans
X (T)® Z[IR,).

On a la Proposition-Définition

DEFINITION 3.1. On dit qu'un SVPH py non ramifié en p est ordinaire en p si pour
chaque vl|p, il existe un représentant (nécessairement unique)

ords (tyu, ,0) = wo(Av + 70)-
Lélément 0, » = wo( Ay + 7o) (7o) "y o0 € f(zp) ne dépend pas de 1.

Le représentant t,,, ., est nécessairement unique puisque la condition 6, , € f(zp)
entralne que pour tout @ € ®*, on a ord, a(tyy.) > 0. On voit que 6, , ne dépend

pas de ¢ puisque dans toute représentation algébrique 7, : LG — GLy, on a Tu(tuyw) =

qéw’”>ru(tw7v) et 0 (my) = qffp’m.

Commentaire : Supposons pour simplifier le groupe dérivé de G déployé et simplement
connexe sur F'; sans 'hypothese d’ordinarité, il existe alors un représentant ¢,, , , (non
nécessairement unique) tel que pour tout copoids dominant @ de G, on ait

Ordp ﬁ(t)\,w,v) > <7%a wO()\v + 7]v)>

ExXeEMPLE 3.1. Soit f une forme cuspidale classique propre de poids k > 2 et niveau NN,
et soit p un nombre premier ne divisant pas N. Le polynome de Hecke X? — apX + pFt =
(X — a)(X — B) fournit le parametre de Hecke

i3 )30

Sia, € Z; (c’est la définition classique de I'ordinarité de f en p), on peut supposer ord, a =
0 et ord, f = k — 1. Par ailleurs,

e = (7 7).

0
eﬂf,p = ( g B/pkfl > .

On voit aussi que les deux définitions sont équivalentes.

On peut donc prendre
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Si f correspond & une courbe elliptique supersinguliére en p, on a @ = /—p et § =
—v/=p, wo(Ap +1mp) = (0,1), et pour @1 = e1 et Wy = e1 + ez on a ord, @1 (tr,pp) =
ordya =3 >0= (e, (0,1)) et

ordy, @2 (tr,yp) = ordpa +ord, B =12>1= (@, (0,1)).

A un tel SVPH pu) non ramifié en p ordinaire, on peut associer un unique SVPH ,u(/)\’l
de niveau iwahorique ordinaire de la maniéere suivante.

Soit 7 une représentation cuspidale algébrique réguliere ordinaire de poids A non ramifiée
hors de S dont le SVPH non ramifié en p associé est égal a puy.

LEMME 3.2. Pour chaque place v|p, le sous-espace W de L(m(w))lwl(“) sur lequel les
opérateurs de Hecke Uy ,,,, (définis pour tout cocaractére dominant v dans Chap.l, Sect.5)
agissent par v(0,, ») est non nul.

DEMONSTRATION. On proceéde comme dans la démonstration du Lemme 2.7.5 de [Ge10],
en remplagant le triplet GL,,, By, T;,) par le triplet (G, By, T}). On écrit m, comme 'induite

non ramifiée Ind ng F“) X, c’est a dire l'induite lisse de e’*y pour le caractére non ramifié
v v — -

x: Ty(Fy) = C* (qu'on voit & valeurs dans @;) Par 'identification
T,(Q,) = Hom(F}, T,(Q,)) = Hom(T,(F,),Q,).

le parametre de Langlands tr(y), € T, (Q,)/We, coincide avec e~ ¥vx(m,) modulo I'action
naturelle de Wg, .
Soit m, n, le T,-module des N,-coinvariants de m,. L’application de quotient fournit
(voir par exemple [BC09, Proposition 6.4.3]) un isomorphisme
7T’[I}W(’U) ~ 7_‘_17):1;]\([?11)

En posant o = v(m,) € T(@p), on voit donc que dans l'isomorphisme ci-dessus, ’opérateur

Un v, agit sur @ comme wo(N) "1 (a)a) agit sur Wfl}\(,?”). Rappelons que wop = —p et

wy = 1. Par [Cas95, Théoreme 6.5.3], on a donc un isomorphisme de T,-modules :

ﬂ_(dj)is’NU ~ @ e~ wony (6_1%&)“)'
wEWGv

Il existe donc w € W, et un sous-espace propre 0 # W C mI,W @)

propres wo(Ay + 7o) (@) - (e7¥ x) " (a).

ultte a permuter les w, on peut supposer e~ " x(«) = i, .- Par hypothese on a
itte 3 ter 1 t Yrx tr(),,- Par hypoth

pour les U) ,, de valeurs

Ordp V(tw)(,v,b) = <w0(>\v + m), V>
et pour tout w # 1,
OI'dp V(tﬁ(w)v,L) ;é <w0()‘v + 7711)7 V>‘

Le sous espace W # 0 est I'image inverse de la droite donnée par le caractere x.
On peut alors définir

,u())\’lz T(U™,0) - Z,
par action de T(U%!, O) sur le sous-espace W # 0. On a Mg’l(Tv,i) = pux(Ty;) pour v ¢ SUS,

et 1 =1,...,n, et ,u())\’l(U,\,v,V) = v(0,,,) pour toute place v € S, et tout cocaractere
dominant v. 0
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EXEMPLE 3.2. Prenons F' = Q, G = GL3, n = 2, A = (a3, a2,0): diag(t1,te,t3) —
t13t52, avec az > az > 0. Si 7 est cuspidale de poids A, ordinaire en p, on a

pa3+2
Atn)=| 0 p=t
1
a
bepp = p }
0 gl
avec ord,a =0, ord, 8 =az + 1 et ord, v = az + 2 On a donc
a
ew,p = { 0 5/pa2+1
v/pet?

et w;: diag(ty,to,t3) — t1...t; pour i = 1,2. On a donc
@1(97“},) =«
et
~ ap

@2 (0 p) = Pzl

RN Iw'(p) 1
et on considere le sous-espace de ot Up1 = a et Ups = aff/p®2th.

Rappelons que pour toute place v de F' au-dessus de p on a fixé un triplet (G, By, Ty)
défini sur O, ce qui détermine un triplet dual (G, By, T}).

DEFINITION 3.3. Un homomorphisme continu
p: FF — LG(@p)

est dit ordinaire en p si pour toute place v de F divisant p il existe g, € "G (@p) tel que

Im p, C gvgv (@p)gv_l

ol Py = p|va. On peut alors former -I’homomorphisme

Opg0 = gv_lpvgv (mod Ny): I'r, — Tv(@p)-
On peut alors énoncer

CONJECTURE 3.4. Soit m une représentation cuspidale de G sur F' non ramifiée hors
de S U S, algébrique réguliére de poids \ et niveau twahorique Iw'(p) en p. On suppose
que T est ordinaire en p. Soit ,u}\’oz T(UYY, 0) — Zy le systeme de valeurs propres de
Hecke iwahorique associé a (mw(1), ) ; il est non ramifié hors de S'U S, ordinaire de niveau
wwahorique. La représentation galoisienne

'Olii’o = Pra- Galp — LG(@p)

est ordinaire en p et il existe g, € @v( )

5“;0,% [0, FoQp]) = Opuy 0
et

O 1,0 ’[v = w0(>\v + ny)fl.

By H9v
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Ce résultat est connu pour (les formes intérieures de ) GL2(Q), GL2(F), F' totalement
réel [H89, Theorem 2], GSp,(Q) [Ur05], [GeT05, Prop.4.3.4] , GSpy(F), F totalement
réel, pour G une forme compacte a 'infini d’un groupe unitaire sur un corps totalement réel
[Gel0, Cor.2.7.8]. Notons aussi que

PROPOSITION 3.5. Si les transferts r: “G — GLx sont établis et si pour tout copoids
dominant v de G la représentation irréductible r,: “G — GLy de plus haut poids v telle
que r,(B) C By satisfait

(Eff) pour toute racine positive o de (GLN,ﬁN), aory, est une somme de racines
positives de é,

la conjecture est vraie pour toute représentation m de G de poids \ suffisamment régulier.

Dans tous les exemples traités au Chapitre 4, la condition d’effectivité (Eff) est satis-
faite. Il semble que pour G classique, pour tout v, le foncteur de Schur S, de [LaTo79|de
poids v satisfasse cette condition.

DEMONSTRATION. Pour établir la conjecture, il suffit de démontrer pour un ensemble
fini de cocaracteres dominants v les formules

vo 61&’0,%([7“” F))) =v(0u,w)

et
vo 6#1\’0791)’]” =vo wO()\v + 771))_1'

Le cocaractere dominant v peut étre vu comme élément de X*(7"). On considére la représentation
ry: LG — GLy de plus haut poids v € X*(T)*.

On suppose le transfert établi pour r,, on forme donc la représentation automorphe
I, = (ry).m sur U(N). On a supposé que pour toute racine positive de GLy, aor, est une
(somme de) racines positives de G. Ceci entraine que 7, (A + pg) est dominant. Comme A
est suffisamment régulier et que v parcourt un ensemble fini, on peut supposer que II est
algébrique de poids A\, € X*(Ty) régulier tel que A, + py soit dominant et tel que :

wN()\u + pN) = TI/wG()\ + 77G)

ol wgq, resp. wy est ’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl de G resp. de
GLy. Soit V T'espace de r, ; soit e € V un vecteur de plus haut poids. On a

N
V=V,
i=1

avec V,, =V, = (e) et V,, = (wne). On note Tx le tore de GLy donné par cette
décomposition et By le Borel qui stabilise le drapeau (@5-6:1 Vi, k- Notons que r,(B) C By.
Soit @1 le copoids fondamental de GLy associé a V), . Il résulte du Lemme 3.2 que pour tout
v € Sy, l'opérateur de Hecke Uy, , =, de U(N) agit par I'unité @1 (6, ) sur un sous-espace

non nul de HLWN(U). Mais on a

@1(0,.0) = D1(wn (A +18) 7 () iy o) =
@1(11)]\7()‘1/ + nN)il(Tr’U)TV(tH(wN)U,L) = 7/ﬂ\l(w]\f()\u + pN)il(ﬂ'v)ru(twv,L) =

w1 0 TV(wG()\ + pG)(ﬂ-v)_l : tﬂ'v,b) = V(9>\,’U)
Par ailleurs, par [Gel0, Cor.2.7.8] on a en posant § =7 o (5“0,1

Avgv'

@1 0 0([my, Fy]) = z%1(9/\”,1})7
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et, pour tout z € OF,

1%1 ¢} 5([$,FUD = 7%1 ] wN(/\ + T]G)($)71.

Comme @y or = v et @wi(0), ) = v(0xv), on obtient le résultat. O

4. Familles de représentations galoisiennes et Ordinarité

Soit S un ensemble fini de places finies de F' contenant les places ou G n’est pas quasi-
déployé non ramifié. Soit S, 'ensemble des places de F' au dessus de p. On suppose que G
est déployé en tout v € S,. On a donc SNS, = . Rappelons qu’on a fixé une décomposition
T =T’ xT" (Section 4). Ceci permet de définir pour tout v € S les sous-groupes d’Iwahori
Iw’ (v%¢) et Iw(v™¢) comme dans la Section 4. Soit U un sous-groupe compact ouvert de G ¢
déployé et non ramifié hors de S. Pour tout n > 1, on pose U (p") = U xIw’'(p"). On définit
dans la Section 6 le module de Hida. M (G) = eS"4(U’(p>), K/O)* C’est un module libre
de type fini sur Ay, = O[[T{]] 1l est indépendant du poids, mais sa structure de Aj-module
utilise 'action des diamants de poids 0. On a

T2 [ @+ m0,)"

vES)

On fixe des Zy-bases (ey;)i=1,..4, de (1 + m,O0y)*. On note (Tsz‘,j)vesp,lgigdv,lgjgn les
variables de A, adaptées a cette décomposition :

=0T veSyl<i<d,1<j<n].

/U77/7]

On définit I’algebre de Hecke Hida T comme la sous-Aj-algebre de EndM (G), engendrée
par les opérateurs de Hecke hors de S et par ceux en p. La décomposition 7] = A x T/
permet de décomposer

To = [] Ta@).

peA

Soit I une extension finie integre de Ay, munie d’'un homomorphisme surjectif de Ag-
algebre pu: T (1)) — I, autrement dit, une famille de Hida. Avec les notations de 6, pour
chaque poids A tel que wox\gl = 1, on considere I'idéal premier arithmétique Py, = Ker ¢y,
de Af; associé a la spécialisation ¢y, . Soit B un idéal premier de I au-dessus de Py, et soit
O’ un anneau de valuation fini sur Z, contenant I/98. D’apres le Théoreme 6.2, la réduction
modulo Pj,, resp. P fournit un homomorphisme de O'-algebres

ug’l: eTH\(U, 0 = O,
A chaque tel homomorphisme, la conjecture 2.3 associe une représentation
. L /
pug,l. I'er— G(O )

Rappelons que pour cela, on a fixé une fois pour toutes un caractere de Gross . La Propo-
sition 3.4 fournit alors 'ordinarité de la représentation galoisienne. Remarque : On sait que
pour A assez régulier, pyo,1 provient d’une représentation cuspidale non ramifée au-dessus
de p (pour GLy, voir [CHT08, Lemma 3.1.5]).

On utilise alors la théorie des “G-pseudo-représentations de V. Lafforgue. Une LG-

pseudo-représentation de I'p définie sur une O-algebre A est un un systeme = = (Z,),
d’applications

Zn: O((FGQ)™MY = (I, A)
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satisfaisant les conditions de la Définition-Proposition 11.3 de [Laff16]. On peut recol-
ler les “G-pseudo-représentations EMO,I associées aux homomorphismes p,o1 en une LaG-
A A

pseudo-représentation =, a valeurs dans I C [] Ao s =0 O). 1l résulte alors de la Proposi-

tion [Laff16, Prop.11.7] que cette “G-pseudo-représentation provient d'un homomorphisme
continu

pu: T — FG(Frac(D)).
Rappelons quelques faits prouvés dans [BHT17, Chapter 4]. Dans cet article, le groupe
G est supposé déployé, mais c’est inutile pour le Chapitre 4. Soit & = I/my. Par la théorie des
immeubles de Bruhat-Tits (voir [ BHT17, Proposition 4.8]), on peut définir la représentation
résiduelle

_ . L
pug\,l ' — G(k‘)

On dit qu’elle est absolument irréductible au sens que son image n’est contenue dans aucun

parabolique propre P de G et si son centralisateur dans G est schématiquement trivial.

Sous cette hypothese, il résulte de [BHT17, Theorem 4.10] que pour tout poids A et

tout SVPH p/: Ty (U%!,0) — O congru & py modulo p, la représentation pu: T'p —

LG(Frac(0")) est définie sur O’ : il existe p,v o : Tp — LG(O) tel que p,y o @0 Frac(O') =

P -

PROPOSITION 4.1. Supposons p 0.1 absolument irréductible. Soit m = Ker(ii: T — k).

A

1) 1l existe une représentation
Pm - FF — LG(TGJ“)
continue relevant p,, et dont l’image
popm: Tr = "G(O)
par i : Tgm — O, pour tout SVPH i arithmétique de poids X', est conjuguée a p,s o dans

G(O).
2) En particulier, si P o1 absolument irréductible, la représentation p, est définie sur
A
I:
Pu- g — LG(]I)

DEMONSTRATION. Les deux énoncés résultent de [BHT17, Theorem 4.10] (généralisé
au L-groupe d'un groupe non nécessairement déployé, ce qui ne requiert pas de modifica-
tion de la démonstration, en reprenant la définition des pseudo-représentations de Vincent
Lafforgue [Laff16, Définition-Proposition 11.3] qui est valable pour tout L-groupe). O

Notons que l'existence d'un I-réseau stable était connue pour G = GLy (Carayol) ou
G = GSp, (sous une hypothese de grande image [GeT05, Lemme 4.2.1]).

Notons que p,, est ordinaire, c’esta dire que pour tout v € Sp, il existe g, € G (k) tel que
950,(Cr,)3, " C B(k)
Soit
5N7§v =0y ﬁM‘FFU g'gl (HlOd N(k))
on suppose désormais I’hypothese de p-distinction
HYPOTHESE 4.2. (p-Dist) Pour chaque v € Sy, pour toute racine o de é, on a
aod,g, # 1.

35



LEMME 4.3. Sous U’hypothése (p-Dist), les représentations pw et p, sont ordinaires :
pour A =Tgm oul, pour tout v € Sy, il existe g, € G(A) relevant g, tel que

9orn(T'r,)gy " € B(A)
St l’on pose
8 =g Bulre, 95t (mod N(A))
on a

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que celle de la [Ti96, Proposition
6.2]. O

Pour chaque v € Sp, on décompose O = A, x (1 +pOp,) et on note x = (za,, Tv,1),
Sity € T'(Op,), on écrit de méme sa décomposition sous la forme ¢, = (ta,,tv,1).

Soit p: T (1pa) — T une famille de Hida de caractere o = w(;)\gl au sens du Théoreme
6.2. Le caractere tautologique

T'(Or,) = (AG),  to= (ta, tv1) = Yalta,) - [t1]
fournit par l’identification
Hom(T(Op,), (Ag)*) = Hom(OF, , T(Ag))
un cocaractere
To: Op — T(Ag).
On forme alors
O,: O;v —T(Ag), =~ ‘(anv)_l(xv,l) - To(T)

On peut considérer ce caractere comme un élément de
Hom(T(Or,), I¥) = Hom (O}, , T(1))

PROPOSITION 4.4. Soit ppu: I'p — “G(I) la représentation galoisienne associée a ju. On
suppose qu’elle satisfait I’hypothése (p-Dist) et la Conjecture 3.4. On a pour tout x € OXU,

6£,gv([x, F,]) = ©y(z).

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de la Conjecture 3.4 par spécialisation
en les poids réguliers A tels que YA = wg)\gl. On obtient pour tout = € OIX% 1 Oy(x)
(mod Py) = (wg - wgn) " (z). O

5. Correspondance de Langlands et Homomorphismes de transfert

La conjecture générale de correspondance de Langlands globale entraine la conjecture
suivante

CONJECTURE 5.1. Supposons que G admette un caractére de Gross. L’application (mw, ) —
Prap, de Uensemble des couples (m,v) ot m parcourt 'ensemble des classes d’isomorphismes
des représentations cuspidales algébriques réguliéres de G(Ar) non ramifiées hors de SU.S,
et 1 parcourt 'ensemble des caractées de Gross, vers l'ensemble des “G°-classes de conju-
gaison d’homomorphismes continus p: I'p — LG(@p) non ramifiés hors de S U S, et de de
Rham en p a poids de Hodge-Tate réguliers est surjective sur les p "irréductibles” (c’est a
dire ceux dont I’image n’est pas contenue dans un sous-groupe parabolique de “G®). Pour 1)
fixé, les fibres s’appellent les L-paquets. Ce sont des ensembles finis.
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Soient GG, H deux groupes réductifs connexes définis sur F. Supposons qu’on a un mor-
phisme de L-groupes 7: “H — “G. On suppose aussi que ces groupes admettent des ca-
racteres de Gross 1 et 1hg compatibles, c’est & dire tels qu’en identifiant X*(Tx) = X, (Ty)
et X*(Tg) = X*(fg) on ait

r«(Yu) = Ya-
Cette hypothese est souvent, mais pas toujours satisfaite. On traitera un tel cas dans le
chapitre 4 ( c’est le cas de A\?: GLg — GLg) .

Avec cette hypothese, la conjecture de fonctorialité de Langlands peut s’énoncer comme

suit

CONJECTURE 5.2. 1) Il eziste pour chaque place v de F', finie ou infinie, une application
Ty« de transfert local envoyant l’ensemble des paquets locaux {m,} de représentations lisses
irréductibles de H (F,) vers les paquets {11, } de représentations lisses irréductibles de G(Fy),
compatible avec les correspondances locales de Langlands {7y} v pir,ypyt 'WF, — LH(@p)

et {Hv} = p{HU}: /WFU — LG(@p) J
p"'u,*{ﬂv}ﬂ/}G =Tro p{ﬂ—v}a"ﬁH'

2) Il existe une application r. de transfert global, compatible avec les applications de
transfert locales, de l’ensemble des paquets globaux de représentations cuspidales algébriques
régulieres pour H(Ap) non ramifiées hors de S, vers l’ensemble des paquets globauz de
représentations automorphes algébriques (non nécessairement réguliéres) sur G(Ag) (on
considére A € X*(Ty) = X.(Ty) comme un cocaractére de H, ce qui permet de former
ro\e€ X*(fg) = X*(Tq)). De plus, ry est compatible avec la correspondance globale de
Langlands :

Primapg,e =T O Pryppy e

Si la condition (1) = ¢ n’est pas satisfaite, on a seulement

Promapge = T O Prapge X ngzl
ou y € X*(T\) = X*(T) est donné par
X=T"nNG —TonNH

et X9 est le composé de x et du caractére cyclotomique I'p — Ly

Noter qu’on ne prétend pas que 'image d’un paquet cuspidal soit cuspidale, Cependant,
cela se produit souvent. Sous '’hypothese (Eff) dans la remarque suivante, si r est de noyau
central (on dira alors qu’elle est essentiellement injective), il résulte de la compatibilité du
transfert global avec le transfert aux places archimédiennes que r, envoie les représentations
algébriques suffisamment régulieres de poids A sur des représentations algébriques de poids
Ar dominant régulier. En effet, par compatibilité avec le transfert aux places archimédiennes,
si le caractere infinitésimal de 7o satisfait Xz, = Xav, on a Xr.ro, = X(a,)v OU A est défini
comme suit. Soit \g = (A + pg) — pg. Par hypothese, le poids )¢ est hors des murs des

chambres de Weyl de G. Il existe donc un unique w € Wg tel que A, = welg = w(Apg)—pa
soit dominant régulier comme poids de G.

REMARK 5.3. 1) Notons que sous les hypothéses

(Eff) Pour toute racine & positive de T dans G, Gor est une somme de racines positives
de ﬁ,

et o py = pa,

pour tout poids dominant X, le poids A\, = r o X est dominant.

2) On verra au Chapitre 4 que l'existence de r. a été établie dans certains cas.
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6. Transfert et ordinarité

Soit F' un corps totalement réel . Soient H et GG des groupes réductifs connexes définis sur
F et r: “H — “G un homomorphisme de transfert. Soit p un nombre premier non ramifié
dans F. Soit S, I'ensemble des places de F' au-dessus de p. On suppose que Get H sont
déployés aux places de S),. Soit S un ensemble fini de places finies disjoint de S}, en dehors
duquel G et H sont non ramifiés quasi-déployés. Soit O I'anneau de valuation d’un corps
p-adique "assez grand”. Soient H; = Q,¢sus, H(Gv:Ka,) © @,cs, H(Gv, wa(v))™, resp.
Hy = ®U¢Susp H(Hy, Kpg,) ® ®vesp H(Hy,Iwg(v))~, les O-algebre de Hecke abstraites
hors de S sphériques hors de S U .S, et Iwahoriques en v € S),. Considérons le morphisme
de O-algebres

rHe — Hy

donné par r* = @),¢q 7y ol

-pour chaque v ¢ SUS,, r} est donné par la commutation du diagramme

H(Gy,Kg,) — R("Gy)
o I
H(H,,Ky,) — R(FH,)
ou les applications horizontales sont les transformées de Satake définies dans la Section 2
et Papplication verticale de droite est le pull-back par r,: “H, — LG,, et
-pour v € Sp, r; est donné par la commutation du diagramme

H(Gy, Twg(v))” — O[Xu(Tg,)™]
iy |
H(Hy, Iwg(v)”™ — O[X*(Ty,) ]
ou les fleches horizontales sont des isomorphismes entre les algebres de Hecke iwahoriques
contractantes et les algebres des semigroupes X, (7, )" et X.(Tm,)" qui sont définis dans
la Proposition 4.1 et ol I’application verticale de droite est le pull-back par 7.

On suppose donnés des triplets (H, Ty, By) et (G, T, G,B@) qui deﬁnlssent les racines
positives pour ces groupes. On a donc des triplets duaux (H TH, BH) et (G T(;, Bg) Soit
wg resp. wy 'élément de plus grande longueur de W resp. Wy. On a wy = —1 sur T\H,
resp. we = —1 sur T de sorte que sur Ty, on a :

WG oT =Trowy.

DEFINITION 6.1. Un homomorphisme de transfert r: YH — LG est dit effectif s’il est
est a noyau central, s’il envoie le Borel By associé a (H, Ty, By) dans le Borel By associé
a (G, Tg,Bg) et

(Eff) pour toute racine & positive de G, @or est soit nulle, soit est une somme de
racines positives de H.

Notons que pour toute racine positive B de H , il existe k > 1 tel que k‘B soit de la forme
aor pour une racine positive @ de G. Mais la condition (Eff) n’est pas évidente en général.
Il semble que toutes les représentations linéaires associées aux foncteurs de Schur

S: GL(V) — GL(S(V))

(voir Chap.15 de [FH91] et [To79]) satisfont ces conditions. Nous la vérifierons dans tous
les exemples du Chapitre 4.

Soit r un transfert effectif de H & G ; on suppose que la fonctorialité r, (locale et globale)
est établie, ainsi que la théorie de Hida pour H et G en p. Soit Uy un sous groupe ouvert
compact de Hy hyperspécial en toute place v ¢ S. Pour v € Sy, on fixe des décompositions
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THy = T}LU X Tg[’v et Tg, = Téw X Tg’v en tores maximaux des groupes dérivés H' et G’
et partie non semisimples. On peut supposer que ces décompositions sont compatibles pour
Ty

T X*(Tgf,v) - X*(Tg',v)
Ceci permet de définir les groupes d’Twahori Iw’y (v*¢), resp. Iwi; (v”¢) comme dans la Sec-
tion 4. soit Uy (p") = U}_qlp x Iw'y (p™). On choisit Ug compact ouvert dans Gy hyperspécial

hors de S et tel que pour tout v € 5, si ng’” #0, r*wgc’“ = (0. On forme de méme

n S n
Ua(p™) = Uy x Iwg(p").

Considérons les modules de Hida M (G) = eS"(Ug(p™), K/O)* resp. M (H) = eS" YUy (p>), K/O)*
(avec les notations de 6.1). Ce sont des Ag,, resp. Aly-modules compacts (on utilise la no-

tation de la Section 6). On définit I'algebre de Hecke Hida Tg, resp. Ty, comme la Aj-

algebre, resp. la A’y-algebre, engendrée par I'image de Hg, resp. de Hy;, dans EndM(G)

resp. EndM (H).

PROPOSITION 6.2. Supposons que r est effectif. Pour tout poids A de H dominant suf-
fisamment régulier, le morphisme composé de r*: H, — Hy; et de Hy — Ta(Un(p), O) se
factorise en un morphisme de O-algébres :

x: €Ty, (Ua(p), 0) = eTA(Un(p), O)

Plus précisément, pour tout cocaractére vg € Xi(Te) dominant, on a

* G
r (U)\T,U,I/G) = Ufy,ugor
qui est inversible dans eT\(Un(p), O).

Rappelons que puisque 7 est effectif, on a A, + pg = r(A+ pgr). L’existence du transfert
s montre que pour tout 7 cuspidale de poids A sur H et pour tout v ¢ SU.S,, les opérateurs

de Hecke TEV agissent sur m,stm par leur image dans Endg Sy, (Ug(p), K). Pour v € S, on

rappelle que par le Lemme 3.2, pour toute représentation 7 cuspidale d’un groupe G, non
ramifiée en p, algébrique de poids A et p-ordinaire, le SVPH ,u?r’l de 7 satisfait

0,177G \ _

o (U)\,v,y) - V(eg,v)'
Sil'on sait donc que vor(f5 ) = V(HKIM). Comme I'algebre Ty (U%Y(p), O) est réduite donc
s’injecte dans [[, Kr, le produit étant sur les représentations cuspidales de poids A telles

Iw' (v) P
que Ty, # 0, on en déduira
G H

T*(UAT,’U,V) = U)\,’U7VOT'

La proposition résultera donc du

LEMME 6.3. Pour toute représentation w cuspidale algébrique de poids A dominant suf-
fisamment régulier. Alors sim est p-ordinaire, ry7 est p-ordinaire de poids Ay = (A +pH) —
pa- Plus précisément, posons

0% = we(Arw +16,0) " (1) tigwe )
et

;\r,v = wH()‘H,v + 77H,v)71(77v) Tr(r)
on a alors pour tout copoids dominant v de H

08, =r(0%,) € Ta(Z,)
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DEMONSTRATION. Notons que wa(Ary + paw) = r(wa (A + pry) car wgor =rowy
et )\T,U + PGv = T()\v + pH,v)~

On a wH(AH,v +77H,U)_1(7Tv) 't7r(¢H)v,L = wH()\H,v +pH,v)_1(7Tv) b, €6 r(tﬂv,b) =111,
La formule en résulte. U

On va en déduire

COROLLAIRE 3. Le morphisme r*: H, — Hy — Tg se factorise en un morphisme
deQ-algebres :
r*: Tg — Ty
La restriction de r* & Af, induit un morphisme 7*: A; — A’ et un morphisme entre les
espaces de poids

r.: Spec Ay — Spec Ay,

qui applique 'idéal arithmétique de poids A sur H sur l'idéal arithmétique de poids A, sur

G.

DEMONSTRATION. L’algebre T, resp. Ty, opere fidélement sur M (G) resp. M (H). Par
le Théoreme de spécialisation 6.2, il suffit pour démontrer le Corollaire de vérifier pour toute
spécialisation en poids dominant suffisamment régulier qu’on a 73 (Upoxv,v) = Uxppor POUT
laction sur SA(Ugl(p), K). Cette formule résulte de la Proposition 6.2. La formule sur les
poids résulte également du Lemme 6.3. O

7. Transfert et idéaux de congruences

Soit 7: YH — LG un morphisme de transfert effectif 6.1. On le suppose irréductible,
c’est a dire tel que son image n’est contenue dans aucun parabolique propre P C G. On
suppose aussi que la fonctorialité r, est établie. On a donc par le Corollaire 3 un morphisme
r*: T — Ty entre les algebres de Hecke-Hida qui induit un morphisme r*: Ay, — A’y
entre les algebres d’Iwasawa. Soit p1: T — I une famille de Hida, c’est a dire un morphisme
surjectif deAf-algebres pour une extension finie integre I de Ay,.

On suppose que p ne se factorise pas par r*. On dira que p n’est pas de type H. Pour
éviter de supposer connue la classification des représentations automorphes de G, on fera
en fait les hypotheses plus fortes suivantes
(IRRADg ») Soit Adp,: T'r — GL(g’). On suppose qu'il existe un point poids classique
régulier étale Py tel que pour tout idéal B de I au-dessus de Py, Ad pp = Ad p, (mod B)
soit irréductible (i.e. I'image n’est contenue dans aucun parabolique propre) Cela signifie
qu'on a (IRRADg ) pour tout ‘B au-dessus de Py.

(REDADp) On suppose que

Adr: 'H — GL(G)

n’est pas irréductible

On suppose de plus que p est résiduellement de type H. C’est a dire qu’il existe une
famille de Hida pp: Ty — Iy telle que p = py o r* (mod mr,) et telle que Im p,,.
contienne r(H'(K')) ott H' désigne le groupe semsisimple dérivé de H et k' C kg = Iy /my,,.
L’irréductibilité de r et cette condition permettetn conjecturalement de garantir que pugonr*
est une famille cuspidale, c’est a dire telle que toutes les spécialisations en poids dominants
admissibles sont cuspidales. Comme ce n’est pas connu en général, on fait cette hypothese :
Hypothése : La famille pzr o r* est une famille cuspidale.

Soit pm: I'r — £(Tgm) la représentation définie Proposition 4.1, et pu:T'r — LG 1a
représentation associée a p: Tgm — I. Notons qu'on ap, = rop,, ., de sorte qu'on peut aussi
définir I'idéal maximal de Ty noyau de fij et la représentation py, : I'r — LH(T Hump )-
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DEFINITION 7.1. On introduit la classe C des triplets (Hy,r1,81) constitués d’ un groupe
réductif connexe Hy défini sur F de groupe dérivé simple et de morphismes de transfert
ri: VHy — LG avec G’ ¢ ’I“l(LHl), et s1: VH — VHy tels que 1 0 s1 = . On suppose s1 d
noyau fini et r1 injectif.

On définit d’abord des idéaux de congruences galoisiens.

DEFINITION 7.2. 1) Soit (Hy,71,81) € C. On définit 1'idéal cm Jal de Tgm comme lin-
tersection de tous les idéaux o, C Tam tels qu’il existe une representation continue P,

o Te = "Hi(Tam/Con,)

telle que pm (mod ¢y, ) =110 pg,. On a donc

79(1[ m cle

PHy

_ Hy
Cm,gal = ﬂ cm,gal

(Hi,r1,s1)€C

2) On forme

3) On pose €y gal = ,u(cgal)'

Supposons que pour tout (Hy,7r1,81) € C, la théorie de Hida et le transfert soient établis
pour 71 : “H;y — “G. On a donc des morphismes r]: Tg — Th,. Il existe un idéal maximal
my, de Ty, d'image inverse m par 7. Le morphisme 7] se factorise en r7: Tgm — Th,,
On peut alors définir les idéaux de congruences automorphes

mHl-

DEFINITION 7.3. 1) On définit lidéal de Hy-congruences automorphes H
comme Ker r7].
2) On définit ’idéal de congruence automorphes ¢y qut comme

_ H,
Cm,qut = m Cm,qut

(H1,r1,51)€C

de Tam

m, aut

3) On définit alors l'idéal de congruences automorphes de 1 par ¢, = p(Ker r*).

Ces idéaux sont non nuls par hypothese. Notons que comme les algebres T, jmy, sont
réduites, on a

cmaut - ﬂKer H Orl)
w
ou p’ parcourt les familles de Hida de T, M, -
Soit I(H1) = 1 ®y,, Aly, et By, C I(H1) un idéal premier minimal. Soit I(Pu,) =

I(Hy) /B g, Soit

Tam(H1) = Tam ®ar, 8

1
Posons
T*(Hl)i Tgym(Hl) — THl

et

M(mHl): TG,m(Hl) - H(’I‘Hl)

L’image cffl (Bm,) de cﬁzut dans I(PB g, ) est non nulle. On peut aussi I'écrire comme

¢(Br,) = pn(Pr)(Kerr*(Hy))
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REMARQUE 7.4. Notons que dans la situation générale ou nous sommes, il n’est pas clair
que Uanneau T w(Hy) soit réduit comme le montre Uexemple Tam = Zp[[X,Y, Z]]/(Z2-Y),
/G =Zp[[X, Y]], Ny = Zp[[X]] et

7 Z[X, Y]] = Z,[[X)], X = X,Y =0

On a Taw(Hr) = Z,[[X, Z])/(Z?).
Si Tam(H1) nest pas réduit, le morphisme de A’Hl—algébres

(u(Hr),r*(Hy): TG,m(Hl) = I(Pm,) % THl,mHl
n’est pas injectif ce qui ne permet pas d’écrire
Kerr*(Hy) = Tam(H1) 0 (I(PBr,) x {0})

comme dans la définition classique des idéaux de congruences.
On voit facilement

LEMME 7.5. Soit ¢ un idéal de I, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) () C,u,aut;
(2) il existe (Hy,71,51) € C et un morphisme de Ay, -algebres a: T, my, — 1/c tel que
p (mod ¢) = aorf.
Si de plus ¢ = p est premier, il existe une famille de Hida de Thy my, Wy, - Toy my, — Iy,
et un morphisme de Ny -algebres 3: Iy — 1/p tel que p (mod p) = B o py ory.

Le second point résulte du Lemme de going-down.

On a tmga C Cmaut €t donc g, g C cq,. En effet, soit p': Ty, — Hﬁﬁll' On forme
pm, = pp:Tr — LG(Il). On a oy, = Ker(u'r]) et pm (mod c,, ) = 710 py donc
Cm,gal C ﬂ,/ Kef(#’ ° TI)

La question de 'inclusion réciproque revient a montrer qu’'une représentation pg, est
(p-adiquement) automorphe pour Hj si 7 o pp, est (p-adiquement) automorphe pour G.
Autrement dit, & trouver un homomorphisme fp.: Ty, — Tom/c de A}il—algébres tel que
pH, = pp. (noter que T m/c est une A%y -algebre). Ceci pose la question de la fonctorialité
de la conjecture de Fontaine-Mazur. Ce probleme a été résolu (en pente finie) pour Sym?
dans [Conl6b]. Dans le cas ordinaire, nous le résoudrons dans d’autres cas.
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CHAPITRE 3

Théorie générale du niveau galoisien et idéal de congruence
pour les groupes réductifs

Ce chapitre est la partie principale de cette thése. On résume les résultats principaux a
établir dans ce chapitre.

Soit F' un corps de nombres. Soit G, H deux groupes réductifs connexes définis sur F’
déployés sur toutes les places v au-dessus de p. Il existe un ensemble fini S de premiers
de Z qui ne contient pas p et une extension finie Ky de F' non-ramifiée en dehors de S.
Soient G et H deux schémas en groupes réductifs connexes déployés sur Z[%] tels que
GxpKo=G Xz[1] Koet Hxp Ko = H Xz[1] Ky. Supposons que les rangs semi-simple de G
et H sont n et m avec m < n. Les algebres de Hecke T et Ty sont les algebres finies sans
torsion sur Ay, = A/, et A}y = Al respectivement. Soit p: T — I une famille de Hida.

Soit r: “H — LG un morphisme de transfert. On dit qu’il est strict si G’ ¢ r(“H).
On dit qu’il est absolument irréductible si 7(*H) n’est contenu dans aucun parabolique

propre de G et que le centralisateur de 7 est trivial dans G%?. On suppose que r est effectif
(voir (Eff) dans la Section 5). On suppose que le transfert r, est établi. On a donc par le
Corollaire 3 un morphisme 7*: Tg — Ty entre les algebres de Hecke-Hida qui induit un
morphisme r*: Aj, — A’y entre les algebres d’Twasawa. Soit p: T — I une famille de Hida,
c’est & dire un morphisme surjectif deAj;-algebres pour une extension finie intégre I de Ay,.

On suppose que p n’est pas de type H, mais qu’il existe une famille de Hida pp: Ty —
Iy telle que p = py or* (mod mr,,) et telle que

(GRANDIMRES,,;;) le groupe Im p,, contienne r(H'(K')) ot H' désigne le groupe

semsisimple dérivé de Hetk Cky=1Iy Jm,, .

HyPOTHESE 0.6. (PLATSURJ) de I’Hypothése

1) On suppose que le transfert r est effectif, strict, absolument irréductible, de noyau
central et tel que

(PLATSURJ) On ar(Z(*H)) C Z(*G) et la restriction r: Z("H) — Z(*G) est plate
et surjective,

2) On suppose (IRRADg ) et (REDADp)

3) On suppose que la famille pg o r* est une famille cuspidale

4) rop,, estp-distinguée (au sens de I’hypothese 4.2) dans le chapitre 2.

Par la Section 4, on a une représentation galoisienne p,: I'r — L@G(T) associée & u. Par
le Lemme 4.3, elle est p-distinguée.

On va renforcer cette condition en une hypothese cruciale pour tout ce travail, dite de
Zy-régularité :

(Z, — REG) 1l existe d € Im p tel que d € @(Zp) et pour toute racine & de G, a(d) # 1
(mod p). Si de plus G = GL,,, soit

R: G — GLy,, g+ diag(g,‘g)
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alors pour toute racine a de GLg,, @(R(d)) # 1 (m nod p). Soit Iy une sous Aj-algebre de
I. Pour tout idéal non nul [y de Iy, on note I'(ly) C G (]Io) le sous-groupe de congruence du

groupe dérivé G’ sur Io.

DEFINITION 0.7. On dit que p,, est d’image Iy-pleine dans LG(I) s’il existe g € (A}(]I) et
un idéal non nul [y C Iy tels que g-Im p,, -9~ ' contienne le sous-groupe de congruence I'(lp)

de niveau, ly de G'(Ip).

Notre but est d’établir sous les hypotheses précédentes que p, est Ip-pleine pour une
-sous-algebre Iy explicite appelée anneau des self-twists.

DEFINITION 0.8. Un élément mazimal de [’ensemble des idéaux avec cette propriété est
noté [,,. On Uappelle un niveau galoisien de p,,.

LEMME 0.9. Si ¢, gq1 n'est pas my-primaire, on a les inclusions
LI C cpgar Ccpe

DEMONSTRATION. On a vu que Cu,gal C ¢yu. Pour montrer [, C ¢, 401, on observe que
pp (mod €y gar) prend ses valeurs dans ri (Y Hy (I/¢mu,gar) POUT UN (Hl, r1,51) € C. Comme
1 est strict, la cléture de Zariski du groupe r1(“H;) ne contient pas G'. Si Cu,gal D'ESt pas
my-primaire, ’'anneau ¢, g4 est infini. Par conséquent, tout sous-groupe de congruence non

trivial de G’ (I/c) est Zariski dense, et le seul sous-groupe de congruence de G (I/c) contenu
dans I'image de p, (mod ¢, 441) est le groupe trivial. On a donc [,I C ¢, gai- ]

On peut donner une description conjecturale de ¢, 441
Soit (Hi,r1,51) € C et r{: Org — Oy, le comorphisme de ry: LH, — LG soit T =
(¢, r1,51)ec Ker r{. Pour tout v € I'p, le point p,, () définit un morphisme p,(7): Specl —

L@. On considere I'idéal cﬁal de I engendré par les p,(v)*(Z) pour tout v € I'p.

CONJECTURE 0.10. On a ¢ = ¢, gur-

Dans le cas de G = GLg et de H = K* pour K corps imaginaire quadratique, cette
conjecture est connue.

Maintenant, on est prét pour énoncer notre résultat principal. Soit p: T — I une famille
de Hida de représentation galoisienne résiduelle absolument irréductible. Soit p,: I'r —
LG(I) la représentation galoisienne associée. Soit Iy C I le sous-anneau des self-twists de p,,
(défini en 1.4). Soit Hy le sous groupe de I'r de la Définition 2.2.

THEOREME 3. 1) Supposons que p,: Tr — LG(1) satisfasse (Z, — REG), (p — Dist),
(IRRAD)) pour un poids régulier étale. Spposons que la restriction p,|m, soit absolument
wrréductible.

Alors, il existe un niveau galoisien ly, idéal non nul de lj.

2) Fizons un transfert r: PH — LG strict effectif satisfaisant les conditions (H1) et
(H2) et tel que p, = 70 p,, pour une famille puy satisfaisant (GRANDIMRES,, ;). Soit
Cugal idéal de congruences 7.3 associé. Alors, les idéauz |, et ¢, gq1 ont les mémes facteurs
premiers autres que (w) : un idéal premier P # (w) contient [, si et seulement s’il contient

Cpgal -

L’hypothese que p,|H, soit absolument irréductible devrait pouvoir étre supprimée avec
plus de travail Les hypotheses (Z, — REG) et (IRRAD) sont cruciales dans notre approche.
I est important de comparer ¢, gq; €t ¢, qut aul moins dans certains cas de transfert connu
du Chapitre 4 a 'aide de théoreme de relevements pro-automorphes d’une représentation
résiduelle automorphe.
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1. Les self-twists d’une représentation galoisienne

Soient R une O-algebre intégre, Q(R) son corps de fraction et p: T'r — LG(R) une
repésentation galoisienne. Soit o € Autp(R) un automorphisme. On considére une nouvelle
représentation p?: I'r — “G(R).

Soit S un sous-anneau de R. On dit que un morphisme o € Hom(R, R) est un homo-
morphisme de R sur S, si o|g = idg. La définition suivante est inspirée par [Ri76, Section
3].

DEFINITION 1.1. Soit p: Tr — YG(R) une représentation. Soit Z(*G(R)) le centre de
LG(R). Soit 0 € Autp(R) un automorphisme de R sur S. On dit que o est un self-twist de p
sur S s’il existe un caractére d’ordre finin,: I'r — Z(PG(R)) tel qu’on a un isomorphisme
des représentations sur R :

(1.1) p7 =1y p.
Voici une liste des propriétés élémentaires des self-twists.

PROPOSITION 1.2. Soit p: T'r — “G(R) une représentation.

(1) Les self-twists pour p sur S forment un groupe

(2) Si R est finie sur S, alors le groupe des self-twists de p sur S est aussi fini

(8) L’identité est un self-twist de p sur S. Supposons que le caractére associé a l'identité
est unique. Alors pour tout self-twist o, le caractére n, associé est aussi unique.

(4) Sous Uhypothese de (3), l’association o — 1, donne un cocycle du groupe des self-
twists avec valeurs dans Z(LG)(R).

DEMONSTRATION. (1) L’identité de R est un self-twist de p sur S avec le caractere
trivial. C’est ’élément neutre. Soient o, ¢’ deux self-twists et 7,7, deux caracteres
qui satisfont l'isomorphisme (1.1) pour o, 0’ respectivement. Alors, on a une suite des
équivalences suivante :

’ ’

pO'OO' — (pO')O' o~ (T]a'p)o.

=05 p” =0 ner - p.

Donc par définition, o’ o o est aussi un self-twist de p sur S, avec un caractere d’ordre
fini associé ng/ngu

Soit ¢ un self-twist de p sur S de caractere 7. Par définition, on a ’isomorphisme
p° = n, - p. En appliquant 0~! des deux cotés, on obtient p = o= 1(n,) - p"fl. Ceci
implique p° ' (071 ()t .p7 . Donc 0! est aussi un self-twist de p sur S. Cest
I'inverse de o.

Les self-twists de p sur S forment un groupe.

(2) Tout self-twist o s’étend a un automorphisme de Q(R) sur Q(S). Puisque R est fini
sur S, Q(R) est aussi fini sur Q(S). En particulier, il n’y a qu'un nombre fini des
automorphismes distincts de Q(R) sur Q(.S). Donc, le nombre des self-twists est aussi
fini.

(3) Soit o un self-twist. Supposons qu’on a deux caratéres d’ordre fini 7,, 7., satisfaisant
P’ =0y p =l - p. Donc on a p = n,(n.)~t - p. Par hypothese, 7, (n,)~! = 1, donc
N = Te-

(4) Par (3), I'application ¢: o — 7, est bien définie. Par les calculs de (1), on voit que
¢(c' oo) = [0" - ¢(0)]¢(c). Donc, I'application ¢ est bien un cocycle des groupe de
self-twists avec valeurs dans les caracteres d’ordre fini.

]
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On note I', g le groupe des self-twists sur S pour de la représentation p: I'r — LG(R).
Soit Adp la composée de p avec 'action adjointe de LG sur le R-module libre de type fini

~

g = Lie(G). Soit S[TrAdp] le sous-anneau engendré sur S par la famille {Tr(Ad(p))}ger; -
PROPOSITION 1.3. On a une inclusion S[TrAdp] C Rl»s.

DEMONSTRATION. Soit o un élément quelconque dans I', g. Par définition, il existe un
caractére d’ordre fini 1,: I'r — Z(YG(R)) tel qu'on a un isomorphisme p° = 75, - p. En
passant & la représentation adjointe, on a un isomorphisme Adp® = Adp. Donc les traces
de ces deux représentations sont les mémes. C’est-a-dire que o fixe Tr(Adp)(g) pour tout
g € I'pr. Comme o fixe S pardéfinition, o fixe S[TrAdp|. Le groupe I', 5 agit trivialement
sur le sous-anneau S[TrAdp]. O

Soit p: Tg — 1 une famille de Hida, comme précédemment. Il résulte de la Remarque
2 suivant la Conjecture 2.3 que tout self twist de p, pour Frac(I) au-dessus de Frac(Ay;)
laisse stable I et définit donc un self-twist de I au-dessus e Ag.

DEFINITION 1.4. Soit I' le groupe de self-twists de p, sur A. On note Iy = (DY, le
sous-anneau fixé par I'. C’est une Ay;-algébre finie.

2. Idéal de congruence et self-twists

On va montrer que ¢, qut €t ¢, gar SONt engendrés par les éléments invariants sous 'action
du groupe de self-twists.

PROPOSITION 2.1. On suppose le morphisme de O-schémas
r: Z(PH) — Z(*Q)
est plat et surjectif. Soit ¢,0 = ¢, N1y resp. ¢y gato = Cugar Nlo. On a ¢y = ¢y -1 et
Cu.gal = Cpgal,0 - I

DEMONSTRATION. On fait la démonstration pour ¢,. Elle est identique pour ¢, 4q;. Par
hypothese, il existe un homomorphisme de A’;-algebres a: Ty — /¢, tel que i (mod ¢,) =
aor*. Posons p., = p, (mod ¢,) et

po:Tp — FH(/c,)
définie comme la composée de pn,, : ['r — LH(T Hmp) avec . On a alors
P =T 0 Pa

Soient o un self-twist et n,: I'r — Z(*G(I)) le caracteére d’ordre fini associé. Soit
¢f, = o(c"). Comme o est un automorphisme de I, il induit un isomorphisme I/c,, = I/c.
On note a” = o oa. On a p? (mod ;) = a” or*. Donc

Pz =T O pgo
1

Or, on sait que p‘c’Z =g " Peg- On a donc

70 P = 1o * Peg
On suppose le morphisme de O-schémas

r: ZMH) — Z2(FG)
est plat et surjectif. Pour toute O-algebre A et pour tout tout ¢ € Z(*G)(A), il existe donc
une A-algebre plate B et (g € Z(*H)(B) tels que r({g) = (. En particulier, il existe une
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extension B de A = [/¢, et un relevement 7,: I'pr — LH(B) de ny: Tr — Z(*G)(A). On
peut alors écrire

Peg =T0 (ﬁ;lpa")
Par définition de I'idéal de H-congruences automorphe, on en conclut que ¢, C ¢j,. L'inclu-
sion réciproque s’obtient en remplacant o par son inverse dans I’argument ci-dessus. O

On appelle encore ¢, o, resp. ¢, ga,0, I'idéal de H-congruences automorphe, resp. galoi-
sien, de u. Ce sont des idéaux non nuls de Ij.

DEFINITION 2.2. On introduit la notation

Hy = ﬂ Ker 1., H = Hy N Kerp,
oel

On montrera sous certaines hypotheses (Z,-régularité) la
PROPOSITION 2.3. Il existe g € G(I) tel que
9 pul, - 97" € *G(Io)

Soit pry, = g - pulH, - g~L. Pour un idéal ¢y de Iy, on note PHoco: Ho — G(Ip/co) la
réduction de py, modulo ¢g. L’idéal ¢, o a une caratérisation analogue de celles de c,.

PROPOSITION 2.4. Soit ¢y un idéal de Iy. Considérons les énoncés
(1) € D Cuo
(2) il existe un homomorphisme a:: Ty — 1/coll et une représentation po: T — FH((I/¢)
telle que
pp  (mod coll) =10 po
(Igal) o O Cu,gal,0
(2gal) il existe une une représentation p™: T'p — LH(1/col) telle que

pr, (mod cg) = 1o p|g,

(4) il existe un représentation pgoz Ho — EH(Iy/co) telle que pp, (mod cg) =7 o pgo.
On sait que (1) équivaut a (2), que (1gal) équivaut a (2gal) et que (1) entraine (1gal). On
a (2gal) entraine (3) et (3) entraine (4) . Si v(PH) est son propre normalisateur dans *G,
(4) entraine (2gal).

DEMONSTRATION. D’abord, on montre que (1) implique (2),(3),(4). Si ¢g D ¢,,0, alors
¢ = ¢l D c,. Il existe donc un homomorphisme a: Ty — I/¢ tel que p, (mod ¢) =70 p,
d’out (2). Par restriction & Hy, on a (3) :

pr, (mod ¢o) =70 pa|H,

et donc (4).

On sait déja que (2) entraine (1).

Si (4) est vraie, alors 'image de pp, ¢, est dans ro”H(Iy/co). Puisque p, p, = PPols, | Ho>
et que r(“H) est son propre normalisateur dans “G I'image de p,, ¢ est dans r(*H(I/col)).
Ceci montre ¢ D ¢ gal-

3. Relévements des self-twists

On commence par expliquer le probleme a étudier dans cette section. Soient p: T — 1
une famille de Hida et p,: I'r — “G(I) la représentation galoisienne associée. Soit Py € Al
un idéal premier arithmétique de Aj, au-dessus duquel I est étale (c’est le cas pour presque
tout \). La réduction modulo P donne une représentation pp, : I'r — LG (I/P,I). Soit o un
self-twist de p, sur Al; et n: Tp — Z(FG)(I) un caractere associé. En passant au quotient,
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on obtient un automorphisme op, . /p,11/p,I et un caractere np,: I'r — Z(LG)(1/PI).
L’isomorphisme pf, = 7 - p, donne un isomorphisme des représentations sur I/P\I:

UP)\ ~
Pp,” = 1Py " PPy-
Comme 1 est étale sur Py, Py se décompose en 'intersection d’idéaux premiers distincts de
I: P\I =(),_, B:. Rappelons que op, est un morphisme de Frac(I/Py)I = [[;_, Frac(I/%;).
Donc, il existe une permutation s de ’ensemble {1,2,--- ,d} et des isomorphismes

oy, : Frac(Il/%;) = Frac(l/P,u)), pouri=1,2---,d
tels que J\H/% se factorise par owp,. Le caractére 7, p, s’écrit aussi comme un produit
Hf,l:l Now, » avec les caracteres 1oy, : I'p = Z (“G)(I/%Bs(;)) et on a des isomorphsimes

By~
Py, = Moy, " PPy
La question est la réciproque. On a la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. Soiti,j € {1,2,--- ,d}. Soient o, : 1/ — 1/B; un isomorphisme
et Noy, : I'r — Z(EG)(I/B;) le caractére satisfaisant
oM -
p‘qul >~ 770"131‘ . pq}J
Alors, il existe 0 € I avec un caractére associé 1n,: 'r — Z(*G)(I) tel que par la construc-
tion précédente, on ait

s@)=j, op =0 (modPy), noy =ns (mod Py)

Avant de faire la démonstration, on donne un corollaire. Avec les notations précédentes,
soit P € {P1,Po, - ,Pa}, et pp: I'r = G(I/P) la réduction de p, modulo PB. Soit 'y le
groupe de self-twists de pg sur Ay, /Py ; considérons le sous-groupe I'(P) = {o € T'|o(P) =
B} de I'. Soient 0 € T et n,: Tp — Z(Y*G)(I/P) le caractere associé a o. Par réduction
modulo 9B, on obtient un automorphisme oy de I/%B, un caractére 9oy : T'r — Z(4G)(1/9)

et un isomorphisme pgf = Ny - pyp- Donc o est un élément du groupe I'yp. Evidemment,
I'application I'() — I'y définie par o — oy est un morphisme des groupes. De plus, on a

COROLLARY 3.2. Le morphisme I'(B) — I'y est surjectif.
DEMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer la proposition en prenant 3; = B; = B. ]

Notre stratégie suit celle de [Lang16b, Section 3] et [Conl6a, Section 4.4] :
(1) on réleve o en un automorphisme ¥ de 'anneau de déformations de p;
(2) on montre que X desscend a I en un self-twist de p,,.

3.1. Déformations. Ici, on fait un rappel sur la représentabilité du probleme de
déformations de pour les groupes réductifs. La référence qu’on utilise dans cette section
est [Ti96].

Soient k un corps fini de caractéristique p et W son anneau des vecteurs de Witt. Soit O
I’anneau de valuation d’un corps p-adique, totalement ramifié fini et plat sur W. Soient .S,
I’ensemble des places de F' au-dessus de p, Sy 'ensemble des place archimédiennes et S un
ensemble fini des places contenant S, US),. Soit Fg I'extension maximale de F' non-ramifiée
en dehors de S dans une cloture algébrique de F'. On note par I'r g le groupe de Galois de
Fs/F.

Soient “G un schéma en groupes réductif sur O et Z(*G) son centre. Soit CNLep
la catégorie des O-algebres A locales, noeth’eriennes, complétes avec un morphisme lo-

cal surjective ¢: A — k. Soit G(A) = ker(¢: G(A) — G(k). Soit p: 'y — LG(k) une
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représentation continue. On considere le foncteur suivant :

F: CNLp— Ens
(A, ) = {p: Trs = "G(A)|pop=p}/ ~

ol la relation d’équivalence est la conjugaison par le groupe (LG)‘}(A) des A-points du
groupe formel associé & la composante neutre (/G)° de LG.

est lisse

THEOREME 4. [Ti96, Theorem 3.3] Avec les notations précédentes, si Z(*G)
(k), alors

sur O et si la composante connexe du centralisateur de p est contenue dans AE)
le foncteur F est représentable. On note par (Rg, p*™) le couple universel associé.

Dans la démonstration de [Ti96, Theorem 3.3], le groupe “G est supposé connexe, mais
la démonstration dans le cas non connexe est identique.

. Relevement des self-twists a ’anneau de déformations. Soit j: Zg — G
le sous- tore central maximal de G et 7: G — CG le tore quotient maximal de GG. On sait
que ZG est le tore quotient maximal de G et que CG est le sous-tore central maximal de G.
L’injection j: Zg — G mdult un morphlsme surJectlf J: G — ZG et la composée fournit un
morphisme de tores ] o7: Ce — Zg. On a zZ(la) c Ce.

(H1) Le groupe Ker(j o 7)° des composantes connexes de Ker(j o 7) est d’ordre divisant
p — 1 et la restriction

v :EO%Z(LG)I Z(*G) = Zg
est une isogénie (de degré divisant p — 1).

De plus on forme £(Z¢) et le prolongement £j: LG — L(Zg) de j. Soit pu: Tr — LG(D).
Soit Agz, = Zp[[T{]] C Ag = O[[T{]]. On fait I'hypothese que
(H2) La représentation Zj o p, est a valeurs dans ZE‘(AG,ZP)-

On vérifiera ces deux hypotheses sur nos exemples. (H2) est une généralisation de 1’hy-
pothese que le Nebentypus YA de p est trivial.

L’utilité de ces hypotheses est la suivante. Si o est un self twist de p,, de caractere 7, si
on applique ©j & I'égalité

Py =N pu
on trouve par (H2) :
Ljopu="jopl="jon-"jop,

donc

Im 7 C Ker L J
ou encore, par (H1) :

Im n C Kerjz ) (Zyp)

Sur nos exemples, ceci entrainera 1 quadratique. En particulier ceci permet de définir un
relevement canonique 74 de 77 a toute W-algebre A.

Soit k = I/my le corps résiduel de I. Soit p = p,, (mod my). Soit W I’anneau des vecteurs
de Witt de k. Rappelons qu’on a fixé un corps p-adique K d’anneau de valuation O et que
I est une O-algebre. Le corps résiduel de O est k, donc O et I sont des W-algebres de corps
résiduel k.

Comme o: I/B; — I/B; est un isomorphisme, il envoie I'idéal maximal de I/9; sur
I'idéal maximal de I/9;. En particulier, o induit un automorphisme & du corps résiduel k.
Soit 7, : TrZ(FG)(k) la réduction de 7, modulo mymp.

Par le foncteur de Witt, & se releve en un automorphisme W (a) de W. Soit A une
W-algeébre commutative, on pose A7 = A Qw,w () W, ou W est vu comme une W-algebre
par le morphisme W (7): W — W. On note par (7, 4): A — A le morphisme défini par
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1(7,A)(a) = a® 1 pour a € A. C’est un isomorphisme de WW-algebres & gauche mais pas a
droite. Son I'inverse est donné par 1(c7!, A7): A7 = A, a @ w — o~ (w)a.
Les représentations p, p? et 7, - p sont toutes absolument irréductibles. Par le Théoreme

4 appliqué au foncteur F sur la catégorie C'N Ly, les couples universels pour ces trois

représentations existent. On les note respectivement par (R, P (R, p7uiiv) et

p
(R, 5 (75 - 7))
Soit 7: I'p — LG(A) une déformation de 57. Soit v(7*, A): A — A7 '. La composée
(@1 A)or

fournit une déformation de p. On suit les calculs de [Langl6a, Lemma 3.2.2]. Par propriété
universelle on a donc un unique morphisme de W-algebres a droite a(u(G~1, A) or): Ry —

A7 qui envoie p"™ sur (71, A) o r. En tensorisant & droite par W au-dessus de W (5),
on obtient un morphisme de W-algebres a droite

a(@ A or)®1: Rg — A

Si 'on prend A = Rz, etr= (%)™ on obtient un isomorphisme de W-algebres & droite

¢=a(@ ,Ry)or)®1: RS — Ry
tel que
60 1@, Rg) o p"™ =7

L’équivalence p° =7, - p induit un isomorphisme
(Rﬁ77ﬁﬁ,uniV) ~ (Rﬁa'ﬁa (ﬁa . ﬁ)uniV)

On obtient ainsi par propriété universelle le lemme suivant, semblable au [Lang16b, Lemme
3.2] en remplagant GLg par un groupe réductif quelconque.

LEMME 3.3. [Langl6b, Lemme 3.2]
(1) 1l y a un isomorphisme canonique ¢: Rg — Rz de W-algebres a droite tel que :
(EE)univ ~ ¢ o L(E, Rﬁ) o ﬁuniv

comme représentations de I'r — “G(R%?).

(2) Considérons n, comme un caractére Trps — Z(LG)(R5) vie W — Ry. Le twist
par ng fournit un morphisme de W -algebres 1 : Ry 5 — Ry caractérisé par l'isomor-
phisme de Rgs-représentations :

Ne - puniv ~ Q,Z) o (ﬁ X p)univ

Pour montrer que 'automorphisme @ de k peut se relever en un automorphisme ¥ de -
algebre Rj, on a besoin d’une étape intermdiaire. Définissons un isomorphisme m(@, k) : k% —
k par m(7, k)(z @ y) = 7(2)y. Soit ¢: R7? — Rz et ¢: Ry_5; — Ry les morphismes d’an-
neaux donnés par le Lemme 3.3. Définissons un morphisme d’anneaux

m(E, Rﬁ)l Rg — Rp
par m(a, Rp) = ¢ o ¢.

LEMME 3.4. [Langl6b, Lemme 3.3] Le morphisme m(c, R;) est un relevement de
m(a, k).
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DEMONSTRATION. On suit la démonstration de [Lang16b, Lemme 3.3].

Soient ¢: k ®5 k — k et 1: k — k les morphismes des corps résiduels induits par v et
¢. On a ¢ = 1. Comme m(7, R;) induit 1) o ¢ sur les corps résiduels, il suffit de montrer
que ¢ = m(a, k).

Par la définition de ¢, il y a un isomorphisme (p%)"™ 2 ¢ o (7, R5) o p"™". Par réduction
modulo I'idéal maximal de RS, on obtient p7 = ¢ o1(o,R5) op et donc 7 = ¢ o 1(7, k).
Comme & = m(7, k) o (7, k) et 1(7, k) est un isomorphisme, on déduit que ¢ = m(7, k).

0

Définissons un automorphisme ¥: R; — R; par ¥ = m(c, Rp) o 1(7, R5). On a par le
calcul ci-dessus

COROLLAIRE 4. Le morphisme X induit & par réduction par I'idéal maximal de Rj.

On montre alors en suivant [Langl6a, Proposition 3.4] :

PROPOSITION 3.5. (1) L’automorphisme ¥ de R; satisfait ¥ o p™™lY = g . puniv,

(2) L’automorphisme ¥ de Rg est un relévement de sigma: I/B; — 1/%;.

DEMONSTRATION. (1) Par définition de v, il y a un isomorphisme 1) o (77 - p)"™V =
7 ®@p*"™". On en déduit que ¥ o p"™v = g . p".

(2) Soit a: Rz — I le morphisme unique de W-algebres satisfaisant p, = « o p"™". Soit
mg,: I — 1/B; et oy, I — I/9; les morphismes de quotient. Par I'isomorphisme
Py, =1+ py et les remarques précédentes, on voit que

univ

Uompioaoﬁunivgn.(mpjoaoﬁ‘miv)%mpjoao(n-puniv)%mnjoaoZoﬁ

Par la propriété universelle de p"™™V, on a que o o myp, o v = 7y, o w0 X, ce qui

signifie que ¥ est un relevement de o.
O

Plus généralement, soit A un objet de CLNy et 7: I'r — “G(A) une déformation
de p. Soit a;: R; — A le morphisme de W-algebres locales associé a 7 par la propriété
universelle. On définit une représentation 7%: I'r — LG(A) par 7 = a; o ¥ o p™V, Le
corollaire suivant est une conséquence de la Proposition 3.5.

. a un isomorphisme 7= = n- 1.
COROLLAIRE 5. 11y ph Y

DEMONSTRATION. On a

—univ ~v —univ

TE:aToZOp ZQTO(U'ﬁumV)gU'(aTOP ):77'7—'
]

3.3. Descente a un self-twist d’une famille. On va démontrer que ’automorphisme
¥ de R; défini dans la sous-section précédente induit un self-twist pour p,. Ceci achevera la
démonstration de la Proposition 3.1. Nous suivons 'argument de [Lang16b, Theorem 3.1]
et [Conl6a, Section 4.5] qui utilise I'existence de la famille de Hida twist d’une famille de
Hida par un caractere et le caractere étale du morphisme de poids aux points arithmétiques
génériques. Notons que la relation pj; = 7, - p,, entraine que le cocaractere 7, est non ramifié
hors de S U S, et est non ramifié en p. En effet si v € S}, on a par ordinarité
eta - §, = 07 pour un élément w € Wg. On a donc pour tout poids A régulier (A,n,)? =
7 (AMp)®¥ pour un élément w € We. 1l existe un cocaractere dominant v de T tel que
v o A\y1)y soit non ramifié. On a aussi v o (Ayny)?. Si v o (Ayny)" est ramifié, il est d’image
infine sur l'inertie, ce qui est impossible car 7 est d’ordre fini. On peut donc écrire 17 comme
le quotient de deux caractéres non ramifés en v. Le conducteur C(n) est donc & support
dans S.
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Par dualité de Langlands, le caractere quadratique 7,: I'rg — LG(]I) définit un ca-
ractere n: G(F)\G(Afr) — I*. On voit facilement le

LEMME 3.6. Pour toute représentation cuspidale algébrique de poids régulier A sur G de
niweau N, n Q@ m est une représentation automorphe cuspidale algébrique de poids régulier
A sur G de niveau N, multiple de N et divisant une puissance de N.

Ceci permet de tordre la famille 1: Tg(N) — I de niveau auxiliaire N en une famille
i Tq(Ny) — J de niveau auxiliaire IV, multiple de N et de méme support Notons que le
Nebentypus de py est trivial car jyirg)on = 1.

PROPOSITION 3.7. Sous U’hypothese que la compatibilité de la correspondance globale
avec la correspondance locale est établie pour G, la famille p,: Tq(Ny) — I se factorise par
le morphisme surjectif de Ay,-algébres Tg(Ny) — Ta(N).

DEMONSTRATION. On procede comme dans la démonstration de [Langl6a, Proposition
3.2.4] : le conducteur auxiliaire de p, est constant pour toute spécialisation en poids régulier
et, par la correspondance locale, il se lit du coté galoisien. On sait que o o p (mod ;) =
fy (mod B;) pour ol/P; — I/P; avec P;, PB;|Pyr. Comme le membre de gauche est de
conducteur divisant N, le membre de droite aussi. ]

DEMONSTRATION. Pour démontrer la Proposition 3.1, on peut donc considérer les deux
familles p et u, sur Tg(N). Considérons le morphisme universel o: Ry — I, resp. ay: Ry —
J, associé a la représentation py,, resp. p, -n~1. Notons d’abord que

g, 0 @ © puniv _ ﬂ-‘l}’l oajo puniv
pour un premier P} de J au-dessus de Py, ou encore
T, O o = Ty © A
Comme Ay, — Tg est étale au-dessus de Py, ceci entraine I = J.

On sait que X o p"™V =7 - p"™¥. On a donc ago p"™¥ = p, et ayoXop

J =1). Par conséquent,

Y = p,, (avec

univ univ

00Ty, 00 p =Tp,0qro0Xop
ou encore
OOy, OQ) =Ty, 00N
Ceci entraine que ¥*(Specl) = Spec. Il existe donc un automorphisme ¥y de I tel que
Yroop = ozﬁq
Il satisfait
Yopu="1n"pu
d

4. Les anneaux de self-twists pour les représentations associées aux SVPH
classiques

4.1. Isomorphismes de sous-groupes de congruences. Soit p premier. Soit G un
schéma en groupes réductifs connexes de Chevalley sur Z,, On suppose que son schéma en
groupes dérivé G’ est absolument simple ; on note G son schéma en groupes adjoint. Soit
¢ la Zy-algebre de Lie de G'. On a Soit O 'anneau des entiers d’un corps p-adique E. On
a

G*(Op) — GL(g (Op))
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Le sous-groupe Aut(g’) € GL(g') des automorphismes de l'algebre de Lie g’ s’écrit
Aut(g) = Ad(G*) x @

ou ® désigne le groupe fini des automorphismes extérieurs de g’. C’est aussi le groupe des
automorphismes du diagramme de Dynkin de G. On suppose la conjecture suivante.

CONJECTURE 4.1. Soient A, Ay deuzx sous-groupes de @ad(OE) contenant des sous-
groupes de congruences principaus :

Faad(a) C A? Faad(al) C Al

pour deux idéaux a et a; de Og. Soit ©: A — A1 un isomorphisme de groupes.
1l existe alors un automorphisme 7 de E, un élément v € G(E) et un automorphisme
extérieur @ € ® tels que pour tout § € A,

O(d) = Ad(y) o ¢(d7)

Cette conjecture est établie pour certains groupes de Chevalley : pour G= GLy (voir
[Me73, Theorem]), pour G = GL,, avec n > 3 (voir [OMZ69, Main Theorem]) et pour
G = GSp,, (voir [OMT78, Theorem 5.6.4]). Ces cas couvrent tous les exemples que nous
avons en vue dans le Chapitre 4.

Le groupe ® des automorphismes extérieurs se releve en un groupe d’automorphismes
de G - soit LG = Gx® (ce sera le L-groupe d’'un groupe G dans les exemples considérés au
Chapitre 4). Notons que (!G)% = G9x® = Aut(g'). La conjecture entraine immédiatement
le

COROLLAIRE 6. Soient A, A; deux sous-groupes de “G(Og) contenant des sous-groupes
de congruences principaux :

Fé/(a) c A’ F@/(al) C A1

pour deux idéaux a et a; de Op. Soit ©: A — A; un isomorphisme de groupes.
Il existe alors un automorphisme 7 de E, un élément v € “G(FE) et un homomorphisme
x: A — Z(FG)(Og) tels que pour tout § € A,

©(d) = x(8) - Ad(7)(67)

Notons qu’on peut avoir v € LG(E)\CA}(E) Comme G est un groupe classique déployé,
le groupe ® des automorphismes de son diagramme de Dynkin est d’ordre au plus 2 sauf
pour SOg ou il est d’ordre 6.

4.2. Grande image sur ’anneau des self-twists. Soit py: eT)(U,O) — O un
SVPH classique ordinaire de poids A et p = p,,, : I'r — ZG(O) la représentation galoisienne
associée.

Soit K = Frac(O). Soit T' le groupe de self-twists de p sur Z, et soit O' le sous-anneau
des éléments de O fixé par T'. Soit § lalgebre de Lie de G et Ad: “G — GL(§(K)) la
représentation adjointe. Soit E le sous-corps de K engendré par I’ensemble {Tr(Ad(p(9))) }gers
sur Q. Soit Op 'anneau des entiers de E.

THEOREME 5. On suppose Adp absolument irréductible. On suppose de plus la condition
(Z, — REG) . Alors,
1) o' =0g
2) 11 existe un idéal non nul a de O et un élément v € LG(Ok) tels que
Fa(a) Cy-Imp- 4L
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Soit Aut(g'(K)) € GL(g'(K)) le sous-groupe des automorphismes des Lie-algebres. Soit
7aq la projection naturelle “G(0) — (¥G)%(0) et soit Ad: (*G)*(0) — GL(g'(K)) le
morphisme injectif donné par la représentation adjointe. Son image est le sous-groupe des
automorphismes intérieurs.

DEMONSTRATION. L’inclusion O C OF résulte directement de la Proposition 1.3 et de
la normalité de OF
Pour 'autre inclusion, il suffit, par normalité, de montrer que tout automorphisme de O sur
Op fixe O%.. Soit o un automorphisme de O sur Og. On a (Tr(Adp)(g))? = Tr(Adp)(g) pour
tout g € I'p. On a Tr(Adp“(g)) = Tr(Adp(g)). On sait que p est absolument irréductible.
Ceci entraine que Ad p est semisimple car si son image est contenue dans un parabolique
propre, il en est de méme pour celle de p et donc pour celle de p ce qui est absurde.
Comme les traces sont égales, il existe donc un isomorphisme entre les deux représentations
semisimples Adp, Adp?: I'r — GL(g) :

Adp? = Adp.
Ceci implique qu’il existe un endomorphisme ¢ € GL(g'(K)) satisfaisant
(xx) Adp” =¢oAdpoo .

La représentation adjointe Ad induit un isomorphisme maq(Imp) = Im Adp. Pour
chaque r € GL(g'(K)), on note par O, lautomorphisme de GL(g'(K)) donné par la
conjugaison par z. En particulier, on peux écrire I’équation (xx)), Adp” = O4(Adp). On
va montrer qu’'on peut remplacer ¢ par un élément ¢ € Autpr;(g'(K)) et on a Adp? =

Oy (Adp(¢)).

Par D'inclusion O C O, on identifie G'(Of) avec un sous-groupe de G'(OF). Considérons
le sous-groupe A = (maqImp) N G'(Of) x ® et son image Ad(A) C G*(K). Le groupe
compact Ad(A) C G*(K) est absolument irréductible. On procéde comme dans [Con16a,
Proposition 3.11.8] : par I’hypothese de Z,-régularité, le Théoreme 07 de [Pink98] entraine
que Ad(A) contient un sous-groupe de congruence I'z,q(a) de G*(Og) pour un certain
niveau non nul a C Og. En effet, la forme H du groupe G telle que Ad(A) soit ouvert
dans H(E) contient le tore normalisateur de 1'élément Z,-régulier et est donc déployée
sur E. On a donc H = G*. On a donc I'g,(a) C A. Comme Adp? = ©4(Adp), on a
Iégalité (Ad(A))? = ©4(Ad(A)) des sous-groupes de G'(Of). De plus o agit trivialement
sur G'(Og), donc on a pour tout § € A :

(xxx) Ad(0) = ©4(Ad(0))
Par la conjecture 4.1, il existe un automorphisme 7 de K, un élément v € “G(K) tel que
04(8) = Ad()(5")

pour tout § € A. Par I'équation (+ * %), 7 est trivial. On en déduit que O4(y) = Opqa(y)(¥)
pour tout y € Ad(A). Par K-linéarité, on peut prolonger ©4 et ©5q(,) au méme auto-
morphisme du sous-espace de End(g'(K)) engendré par Ad(A). Comme A contient un
sous-groupe de congruence I'5,4(a), le K-sous-espace qu'’il engendre contient Ad(G)(K));
en particulier il contient I'image de Adp. Donc Oy et ©5q(,) coincident sur Adp, donc
I’équation (* x *)) implique

Adp” = Opq(y) (Adp).

Par la définition de ©q(,), on
Adp” = Ad(7) o Adpo (Ad(7)) ! = Ad(ypy ).
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Ceci entraine I'existence d’un homomorphisme 7, : I'r — Z(*G)(Ox) tel que p” = 1, - p,
etocl. O

REMARQUE 4.2. Soit pi: T, — 1 une famille de Hida et p,: T'r — “G(I) la représentation
galoisienne associée a p. On peut définir un anneau Ay [TrAdp,| analogue a 'anneau O
dﬁ'm’ ci-dessus. Par la Proposition 1.3, on a Uinclusion facile Ai,[TrAdp] C Iy. Mais la
démonstration de l'inclusion OE( C Og dans la proposition dépend du fait que Im p contient
un sous-groupe de congruence de @'(C’)E). Comme on ne sait pas si on a un analogue dans

cette situation, on ne sait pas s’il a y encore U'égalité entre les normalisations de Ay [TrAdp]
et I.

Pour une représentation associée a un SVPH classique py, le Théoreme 5 donne le
résultat d’image pleine pour 'anneau O = OV '+ fixé par les self-twists. On peut lier Pan-
neau quotient I/ aux anneaux (I/%B)'* pour les points classiques B.

Soit Py un premier arithmétique (dominant régulier admissible). Soit P un premier de I
au-dessus de Py. Soit ug’l : eTy\(U%,0) — O =1/ le SVPH classique associé & 9. Posons
PBo =P NIo.

PROPOSITION 4.3. On a une inclusion Iy/Py C OF.

DEMONSTRATION. Soit 'y le groupe des self-twists de I/9. Soit o € I'p et 1,: T'p —
Z(*G)((I/R) le caractere associé & o. Par le Corollaire 3.2, il existe un self-twist &: T — T
avec un caractere associé 0z : I'p — Z(YG)((T) tel que P est fixé par &, 5 = o et n5.3 = 7o-
Comme & € T'et Iy = (1), on a Ty C (1){%?, ot les indices supérieurs signifient les invariants.
Puisque & fixe B, on peut prendre la réduction modulo P de I'inclusion précédente /Py C
(I)(?) /98. Comme & fixe P et que modulo P & devient o, on a 17 /P = (I/P){), donc
Io/Bo € (I/96){7). Comme c’est vrai pour tous les o, on a Io/Po C (I/9)». O

En résumé, on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 7. Soit p = p,: I'p — LG(I) telle que p,, soit absolument irréductible et
qu’on ait les conditions :

(IRRADg¢ ) pour un idéal B de I au-dessus d’un poids classique régulier, pour tout 3
de I au-dessus de Py, la représentation Ad p, (mod B) est irréductible,

(Z,—REG)) pour tout v € S, Im rho,(I'r,) contient un élément Z,-régulier d, = pp(d,)

et soit Po = P NIJ. Alors, 'image de py: I'r — LG(I/P) contient un sous-groupe de
congruence de G'(Iy/Bo).

DEMONSTRATION. Comme précédemment, soit O la cloture intégrale de Z,[TrAdpy].

Par le Théoreme 5, I'image de py contient un sous-groupe de congruence de G’ (Og). En
combinant avec la Proposition 4.3, on a I[§ /By C Og. Du coup, on a montré ce corollaire. [

REMARQUE 4.4. Dans [Langl6b], ou les images de Galois pour les familles de GLg
formes sont étudiées, 'utilisation du Théoréme 07 de [Pink98| n’est pas nécessaire. En
fait, le résultat de pleine image pour les représentations associées aur GLa-formes propres
est di a Ribet et Momose (voir [Ri76, Theorem 3.1] et [Mom81]) ; il est valable sur l’anneau
fixé par les self-twists de la représentation.

5. Un argument d’approximation

Dans cette section, on généralise un résultat d’approximation de [HT15, Lemme 4.5].
Soit G' un schéma en groupes réductifs déployé sur Z,. On fixe un tore maximal déployé T'
et un Borel B = T'N ; ce choix induit une partition de I’ensemble des racines ® = & U d~
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o1 T désigne I'ensemble des racines positives de G. Pour tout a € ®, on note U*: G, — G
le groupe a un parametre associé a a.

On dit qu'un élément 6 € T'(A) est A-régulier, si pour toute racine o € ¢ «a(d) # 1
mod my.

PROPOSITION 5.1. Soit A un anneau local profini de corps résiduel fini de caractéristique
p. Soit H un sous-groupe fermé contenu dans le sous-groupe de congruence principal de
niveau p, T's(p) de @(A) Supposons que le groupe H est normalisé par un élément A-
régulier dans le tore T(A).

Pour tout idéal Q de A, posons mq: G(A) = G(A/Q) la projection naturelle. Pour tout
a€ P, ona
ro(H) N U(A/Q) = mg(H NU®(A)).

L’inclusion mg(H NU*(A)) C mo(H) NU*(A/Q) est évidente, 11 s’agit de montrer que
tout élément de mo(H) N UY(A/Q) se releve dans H N U*(A). Dans notre application, H
sera associé a 'image d’une repésentation continue d’un certain groupe de Galois dans un
L-groupe dont G sera la composante neutre.

DEMONSTRATION. Les sous-groupes unipotents U® et U~“ engendrent un sous-groupe
de G(A) qui est isomorphe a SLa(A). On le note par SL$(A). On note aussi I'o (p) le sous-
groupe de congruence principal de niveau p de SL§(A). Désormais, on va considérer les
groupes U omme des sous-groupes de SLS(A). On pose T =Tn SLS et Bta = Teyta,
On note slg, u®, t*, b* les algebres de Lie des sous-groupes correspondants dans SLS. Soit
J un entier positif, on définit m; la projection G(A) — G(A/Q7). On utilise Tgs aussi pour
sa restriction : SL§(A) — SL§(A/Q). On définit les sous-groupes de congruence de SL§ de
niveau p@)’ par

Fa(@’) = {2 € Ta(p)lmgsz = 1d € SLS(A/QI)},
Lue(Q7) = {x € Ta(p)Imgsz € U(4/Q)},
I'5.(Q7) ={z € Ta(p)|mqiz € B*(A/Q")}.

Notons bien que le niveau en p est implicite : tous les groupes considérés ici deviennent
triviaux modulo p. On pose ausi Hye(Q7) = H NPya(Q?) et Hp,(Q7) = HNT3,(Q7).
Soient z,y dans G (A), on note par [z,y] leur commutateur xyz~'y~!. Pour un sous-groupe
S1 C @(A), on note par DS; son sous-groupe dérivé. De plus, on note par [X, Y] le
crochet de Lie sur g(A) et aussi sa restriction sur sla(a)(A).

On a le lemme suivant :

LEMME 5.2. Soit j un entier positif, on a
DI'ye(Q’) C I'5.(Q%) NTya (Q7).
Ici DG signifie le groupe dérivé de G.

DEMONSTRATION. Soit X € Cya(@?). X a une décomposition : X = UM avec U € U*
et M € Ty(Q7).
Donc, on voit

FU“ (Q]) = Fa(Qj)La(USL(g) (A)
(2. (2] = (st *6507).

Leave 5.3, 1F XY € sb(A)n (4 4) withi > >k, [X,v] e (25 200).

Note that

Du coup, on a
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Soient X, X; € I'ya(Q) .
on a [X, X1] € I'5.(Q%). L’autre inclusion [X, X;] € T'ya(Q’) est évidente parce que
X, X1 sont dans I'ya(Q7). Donc on a démontré ce lemme. u

Soit d € T(A) I'élément A-régulier qui normalise H dans I’hypothese. Comme A est
complet pour la topologie p-adique, la limite lim,, oo d?" définit un élément & € T(A). Par
la définition, on a §? = 4, donc 6?~! = I et I'ordre de § dans G(A) est un diviseur de p — 1.
On note son ordre par a. Par 'hypotheése, H est un sous-groupe compact de I'¢(A)(p), donc
H est un pro-p groupe et § normalise H. On note par Ad(d) I'action par conjugaison de ¢
sur G(A).

Considérons le pro-p sous-groupe I'4(p) de SL§. Tout élément de I'4(p) a une unique
a-ieme racine dans I'4(p) grace aux 'existence des fonctions log et exp. Comme § est dans
la tore, il normalise I" 4 (p). On définit une application A: T'4(p) — T'a(p) par :

A(x) = (- (Ad(9)z) - a(8) ™" - (Ad(6%)(2)) - al(6) 72 -+ (A(6* 1) () - a(6) '~ ) /*

pour tout x € I'4(p). Notons que l'application A n’est pas un homomorphisme, mais il
induit un homomorphisme des groupes abéliens A®P: T'4(p)/DT 4(p) — T a(p)/DI A(p).
Le lemme suivant est un analogue de [HT15, Lemme 4.7]

LEMME 5.4. Soit u € Tya(Q?) avec j un entier positif, alors wg;(A(u)) = mgi(u) et
A(u) € Tya(Q¥).

DEMONSTRATION. Par la définition de sous-groupe U® associé a a,, on a Ad(7g; (0))(z) =
Toi((6))(x) pour tout z € U*(A/Q’). Comme A commute avec la projection, on a
Qi (A(u)) = A(mgi(u)) = mgs(u) pour tout u € L'ya(Q).

Considérons ’homomorphisme A®: T'4(p)/DI 4(p) — T'a(p)/DT a(p). Par un calcul
direct, on a Ad(6)(A%P(z)) = a(8)(A(z)) pour tout z € T 4(p)/DI 4(p). Donc I'image
de A* est dans le a(d)-espace propre pour I'action de Ad(§) sur T's(p)/DT 4(p). Cet es-
pace est justement U%*(A)DI'4(p)/DI' 4(p) (pour ceci, on peut le voire clairement par la
décomposition Iwahorique de I"4(p)).

Notons que par la premiére partie de la proposition, lapplication A?" induit un ho-

momorphisme A%‘;a : Tya(Q7)/Dlya(Q7) — Tya(Q?)/DTya(Q7). Par la remarque dans le
paragraph précédent,

AR, (Pya(Q7)/DTye(Q7)) € Tye (Q7) Dlye (Q7) /DTy« (Q7).
Par le lemme 5.2, on a DI'a (Q7) C T'ga(Q%) NTya(Q?), donc

AR (Te(QF)/ DTy (Q7)) € Tpa(Q¥) N Tya(@7)/ Dl ya(QF).
Donc on a A(u) € T'ga(Q%) NTya(Q).

Pour le méme raison, A induit une application :
AR Tpe(Q¥)/DIpe(Q¥) — Tpa(Q™) /DT pa (Q¥).

L’image de A%}]’Ba est dans le «(d)-sous espace propre pour 'action de Ad(d). Ce sous espace
est précisément U*(Q%) DT ga (Q%) /DT ga (Q%). Notons que DI'ga (Q%¥) € U¥(Q%), donc
AR (T (Q¥) /DT pa(Q%)) C Tya(Q¥)/ DT pa(Q%).

Comme A(u) € I'ga(Q%), on conclut que A%(u) € T'ya(Q%). O

On finit la démonstration de la proposition 5.1. Voyons HNU*(A) et mg(H)NSL2(A/Q)
comme les sous-groupes respectivement de SL§ (A) et SL§(A/Q). Soit u € mo(G)NU*(A/U).
Prenons uj € H et up € U%(A) tels que mg(u1) = mg(u2) = @. Alors ujuy ' € T4(Q), donc
u; € HNTye(Q). Notons que H NT'ya(Q) est compact parce que H et I'ya(Q) sont des
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pro-p groupes. Par le lemme5.4, on a 7o (A2" (u1)) =7 et A" (u1) € Tye (Q*™) pour tout
m entier positif. Donc la limite lim,, yoo A% (u1) définit un élément u € SLo(A) satisfaisant
mQ(u) =w. Ona v e HNI'ye(Q), parce que H NI'ya(Q) est compact. Ceci montre que la
surjectivité de Iapplication H N U*(A) = mo(H) N SL2(A4/Q). O

On donne un corollaire comme une application simple de cette proposition.

COROLLAIRE 8. Soit p = p,: I'r — L@G(I) une représentation galoisienne satisfaisant
(IRRADg) et (Z, — REG). Alors pour toute racine « de G, le groupe Imp N U*(I) est
non-trivial.

DEMONSTRATION. Par (IRRADgy) et Proposition 5, Im py contient un sous-groupe de

congruence de €4 (Op) ou OF désigne la cloture normale de Z,[TrAdpyp]. En particulier,
Im p NU(1/B) est non-trivial pour toute racine . En prenant A =1, H = Im, et Q =B,
la Proposition 5.1 implique que la projection Im p N U*(I%,) — Im p — Im pp N U*(I5, /B)
est surjective pour toutes racines . En particulier, Im pp N U*(I7,) est non-trivial pour
toute racine . ]

6. les sous-groupes unipotents dans I'image de Galois

Soit p: Tp — I une famille. Soit p: I' — G(I) la représentation associée a p. On suppose
que p est Z,-réguliere et résiduellement irréductible. Soit le groupe I' le groupe de self-
twists de p. Soit I le sous anneau des éléments fixés par I' de I. Par une restriction du
domaine de définition de p et remplacer p par certain son conjugaison, on peut construire
une représentaion Zy-réguliere dont l'image est fixé par I'. On écrit 1, pour le caractere
de Galois d’ordre fini associé a o € I'. Définissons Hy = Nger ker n,. Comme IT" est fini, le
sous-groupe Hj est ouvert et distingué dans T'.

PROPOSITION 6.1. Supposons
(1) Im p contient un élément Z,-régulier d = p(8) € LG(Z,)
(2) plu, est irréductible,
alors, il existe un élément g € “G(I) tel que : gpg~ (Ho) C LG (Ip) ;

Il serait bienvenu de se débarrasser de ’hypothese (1) comme dans [Langl6b, Theorem
7.5] et [Conl6a, Proposition 4.8.2]. Avant de commencer la démonstration, on va d’abord
établir un lemme.

LEMME 6.2. Soient F' un corps et a une racine de G. Supposons qu’il existe ug € U*(F)
non-trivial et g € G(F) tel que guog™' € u®(F). Alors g normalise U*(F).

DEMONSTRATION. Soit N*(F) un sous-groupe de M, (F) définit par N*(F) = {u —
InJu € UY(F)}. Pour ng = ug — I, on a N*(F) = {fno|f € F} et U*(F) = {I, + n|n €
Ne(F)}. Conjugaison par g sur M, (F'), donc pour tout f € F, on a
g(In'i‘an)gil = gIngil_f'gangil = n+f9n0971 = n+fg(u0_ln)gil = n‘f’f(guogil_ln)'
Par I’hypothese, gupg~! € U%(F), donc gupg~t — I, € N%(F). Donc f(guog~* — I,) €
Ne(F) et I, + f(guog™t — I,) € U*(F). Ceci montre le lemme. O

DEMONSTRATION. (1) Comme pl|p, est irréducitble, on considere = = (Z,),, le pseudo-
caractére de V. Lafforgue associé & p|y,: Ho — PG(I). La relation
g —
P ="No"pP
montre que Z coincide avec le pseudo-caractere associé & p?|m,. On a donc E7 = Z, c’est a

dire que Z est a valeurs dans Iy. Par le Théoreme 4.10 de [BHT17], on conclut qu’il existe
un homomorphisme continu pg: Ho — “G(Ig) de pseudo-caractere .
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(2) On peut supposer que d € f(Zp). La relation ci-dessus implique l'existence une
matrice C, € G(Iy) telle que pour tout h € H,

pg(h) = %C'ap(h)ca_l'
LEMME 6.3. Pour tout o € T, C, € T(I,).

DEMONSTRATION. Soit o une racine quelconque de G. Soit u® un élément non-trivial
dans Im pNU“(I). Tel u® existe par le Corollaire 8. Soit ¢g* € I' un élément tel que p(g®) =
u®. En prenant pour h = ¢g® dans I’équation ci-dessus, on obtient C,u®C;! = (u®)?, qui
est aussi un élément de U*(I). C,; agit par conjugaison donc un automorphisme de G(Q(I)).
Par le Lemme 6.2, en prenant F' = Q(I),up = u® et g = Cy, on déduit que C, normalise
U*(Q(I)). C’est vrai pour toutes les racines . Comme T est son propre normalisateur, on
en déduit que C, € T(Ip).

([l
Posant p(8) = d € T(Iy), la relation 1
p(6) = 15(6)Cop(8)Cyt = p(6)
entraine 7,(0) = 1, c’est a dire, 6 € Hp.
O

7. Sous-groupes unipotents dans I’image d’une grande représentation
Galoisienne

Soit y une famille de Hida et p,: I'r — “G(I) la représentation associée. On suppose

que Im p,, contient un élément Z,-régulier. Pour toute racine o de é, on identifie le groupe
unipotent U%(Ip) a Iy et Im p, NU*(Ip) & un Z, sous-module de Iy. Le but de cette section
est de montrer que, pour toute c, Imp, N U contient une base d'un Aj,-réseau dans I.
Notre stratégie est inspirée par [HT15] et [Langl6a]. On le fait en deux étapes :
(1) montrer qu'il existe un premier arithmétrique non-trivial Py C Ay, tel que Im p,,, Py,
U®(Io/Px,) contient une base d'un Ay, /Py-réseau dans I/ Pyl :
(2) montrer que le morphisme naturel Im p, N U*(Iy) — Imp, p1, N U*(Io/Par,) est
surjectif, donc on peut relever une base dans (1) & une base d'un Ay, réseau dans Io.
La partie (1) est prouvée en adaptant le travail de [Langl6a, Sections 3 et 5| a notre
situation et le combinant avec le Théoréme 5. Partie (2) est une application de la Proposition
5.1.

7.1. Groupes juste-infinis. Ici on fait une digression sur la théorie des groupes juste-
infinis.

DEFINITION 7.1. Soit G est un groupe abstrait. On dit G est que juste-infini, s’il vérifie
les conditions suivantes :

(1) G est infini;

(2) tous sous-groupe distingué non-trivial est d’indice fini.

DEFINITION 7.2. Soit X une classe des sous-groupes de G. On dit que X est B-clos, si
elle vérifie la propriété suivante :

Sotent H et K deuz sous-groupes de G. Si H et K sont des sous-groupes distingués
dans le sous-groupe (H, K) engendré par H et K, si de plus HNK et HK sont dans X,
alors H et K sont dans X.

Soit X une classe de sous-groupes. On définit X’ la classe des groupes dont tous les
sous-groupes distingués sont dans X. On définit récursivement X' en posant X'©) = X et
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X+l — (X ("))’ . Evidemment X est la classe des sous-groupes G tels que H € X pour
tout H <™ G.

LEMME 7.3. [Wi00, Lemme 3.1] Si X' est B-clos, alors XM Pest aussi pour tout n > 0.
LEMME 7.4. [Wi00, Lemme 3.2] La classe des sous-groupes juste-infinis est B-clos.

On fixe quelques notations : soient H un sous-groupe de G, T' un sous-ensemble de G
et t € T. On note tHt~* par H?, et (H|t € T) par H. Soit n > 1. Rappelons qu'un sous
groupe H de G est dit n-sous-distingué s’il existe une suite de sous-groupes (G;)o<i<n avec
Gi+1 < G, Go =G, Gy, = H. On écrit alors H <™ G.

Soit H un sous-groupe 2-sous-distingué : H <> G'; soit T' un sous-ensemble fini de G.
Alors Ht <« HE pour tout t € T et le groupe H” est le produit de ces groupes.

LEMME 7.5. [Wi00, Lemme 3.3] Soient H <> G et T' un sous-ensemble fini de G.
Posons T =T'U{1} et H* = HNH" . Alors,

HTHYH"Y=H" e HTH)NMH")=HT.
Si G est un sous-groupe distingué d’indice fini de G, on note G <y G.

PROPOSITION 7.6. [Wi00, Proposition 3.4] Supposons que X est B-clos. Soient G € X’
et Go <y G. Alors G € X'.

COROLLAIRE 9. [Wi00] Soit X une classe B-close. Soit G un groupe juste-infini. Si
tous les sous-groupes distingués fermés de G sont dans X, alors tout les sous-groupes sous-
distingués fermés de G sont aussi dans X.

Soit F' un corps p-adique et G un groupe réductif absolument simple de type adjoint
sur F'; soit R ’anneau de valuation de F. Prenons G = G(R). Le groupe G est un groupe
profini et tout sous-groupe distingué fermé N non trivial de G est ouvert. En effet, N est
infini car G ne contient pas de sous-groupe distingué fini non trivial ; algebre de Lie Lie(NV)
est non nulle car N n’est pas discret, et c’est un idéal de Lie(G) = Lie(G); elle est donc
égale a Lie(G), et N est ouvert. Par définition, G est un groupe juste-infini. On prend la
classe X = {H : Hest un sous-groupe ouvert deG}. Si H N K est ouvert dans G, alors H et
K sont aussi ouverts dans G. Ceci implique que la classe X est B-close. Par le Corollaire 9,
on montre que tous sous-groupe sous-distingué est dans X, c-a-d, ils sont tous ouverts. On
en déduit le théoreme suivant.

COROLLAIRE 10. [Wi00, Corollary 3.5] Soit G un groupe algébrique absolument simple
sur un corps p-adique F, Soit N <™ G(Op) un sous-groupe sous-distingué qui n’est pas
contenu dans le centre. Alors N est un sous-groupe ouvert, autrement dit, il contient un
sous-groupe de congruence I'¢(OFp).

7.2. Grande image dans le produit. Pour un idéal premier arithmétique régulier
P\ C Ay, considérons les conditions

(IRRAD)) Pour tout premier ‘B C I au-dessus de Pj, la représentation Ad pyp est
absolument irréductible.

(NONg ) Pour tout premier ‘B C I au-dessus de Py, la représentation py n’est pas de
type H.

Rappelons que (IRRAD)) entraine (NONp ) et que (IRRAD)) entraine le Théoreme
5 pour tout premier PG de I au-dessus de Py.

LEMME 7.7. Il existe un premier arithmétique Py C Ay, régulier qui satisfait (NONp ).
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DEMONSTRATION. Considérons I'ensemble Yy des idéaux premiers P de I tels qu’il
existe ppp telle que ppg = ropy . Il suffit de montrer que la restriction a ¥y du morphisme
fini Spec, T — SpecAy, n’est pas surjective. Si elle 1était, ¥z serait Zariski-dense dans Spec .
Par la définition, I'idéal de congruence c¢,, 44 est contenu dans 'intersection des premiers de
Y, donc il serait nul, ce qui est absurde. Il y a donc des poids classiques réguliers X tels
que pour tout P au-dessus de Py, pyp n’est pas de type H. ]

Soit m I'idéal maximal de I. On définit un sous-groupe H|, de Hy par
Hy = {g € Ho|p(g) = 1( mod mo)}.
C’est un sous-groupe ouvert distingué de Hp, donc de I'. Par la Proposition 6.1, on peut
supposer que p|g, C G(Ip). Rappelons que v = }o 7| 7(Lq) est une isogénie de degré divisant
p — 1 ( voir la condition (H1) de la Section 3.2). Avec les notations de (H1) et (H2), on
peut donc former la représentation pg: H) — G’ (Ip) définie par

Po = p|H6 *(Vrec © Ljo p‘Hé)_l-
ou 'application réciproque v, de v est bien définie sur
(Zg)l(ﬂo) = Ker(Zg(Ho) — Z(;(Ho/m]lo)

Meéme si nos résultats sont énoncés pour la représentation p, on a besoin de travailler avec
po et sa réduction modulo un idéal premier de Ij.

Pour chaque idéal premier B;, i = 1,...,r au-dessus de Py, on note 9; = F; N Io.. Soit
S égale & Pyl ou O; pour i € {1,2,---,r}. Soit pg: Ho — LG(Iy/S) et pos: Hy — G'(Ip)
les réduction modulo ¥ de p et py respectivement. Soit G = pg(Hy) et Go = po s (Hy). Soit

(“@n(lo) = {g € “G(Io); “j(g) € Zc(To)}
Soit f: (¢GQ)1(Io) — G'(Io) 'homomorphisme g 5 (vpee 0 £(g))~tg. Il est surjectif (en fait
fof=1f)etonaqGy= f(G) par définition de po.
LEMME 7.8. Le sous-groupe G contient un sous-groupe de congruence non-trivial de

G'(Iy/S) si et seulement si le sous-groupe Go contient un sous-groupe de congruence non-
trivial de G'(I§/).

DEMONSTRATION. Un sous-groupe de G'(I§ /) est de congruence (c’est & dire contient
un sous-groupe de congruence) si et seulement si il est ouvert. Si Gy est de congruence dans

G (I§/S3), il en va de méme pour G puisque Gy C G. Réciproquement, si G est de congruence :
onalg(a)CGN G’(]IQ/%).
La restriction de f & G'(Ip/) est I'identité et f(G) = Go. Si on applique f aux deux
membres de 'inclusion on trouve donc F@,(a) C Go. O

On fixe un premier Py régulier, étale dans T jusqua la fin de la section. L’idéal Pyl
s’écrit donc comme une intersection d’idéaux premiers distincts B; de I, donc Pyl est
Iintersection des idéaux premiers £; de Iy. Pour tout facteur premier £ de P\, posons
po.a: H) — G'(Ip/Q) la réduction de py modulo Q.

LEMME 7.9. Soit Q un premier de ly au-dessus de Py. Alors l'image de pggq contient
un sous-groupe de congruence non-trivial de G'(\o/Q).

DEMONSTRATION. Soit 3 un premier de I au-dessus de 9. La représentation de pq est
la restriction a Hp de la représentaion pyp obtenu par reduction de p: I' — LG(I) modulo

B. Par Proposition 7, le groupe pg(I'r) contient un sous-groupe de congruence non-trivial
de G'(Ip/Q). Comme H{ est un sous-groupe d’indice fini de I'p, le groupe pq(H() est un

61



sous-groupe d’indice fini de pp(I'), donc il contient aussi un sous-groupe de congruence
non-trival de G'(Ip/9Q). La conclusion découle du Lemme 7.8 pour & = 9. O

Ce lemme ne suffit pas & fournir 'information dont on a besoin sur 'image de pg. Soit
ppy: Hy — £G(Io/Paly), resp. po.p, : H) — G'(Iy/ P\lp), la réduction de p, resp. pp, modulo
P,\Iy. Le but du reste de la Section est la démonstration du Théoreme d’image pleine suivant
pour pp, .

THEOREM 7.10. Ltmage de la représentation pp, contient un sous-groupe de congruence
non-trivial de G'(Io/Pylp).

La méthode de la démonstration de ce Théréme est similaire a celle de [Langl6b,
Proposition 5.1] et [Conl6a, Proposition 4.9.8]. Soit 9,09, -, les idéaux premiers
de Iy au-dessus de Py (on note ; les idéaux premiers de I au-dessus de Py). Il y a un
morphisme injectif Ip/Py — [[;_; Io/Q;. Soit G I'image de Im py p, dans [];_,; G (Io/9)
par l'injection préédente. On va montrer le Théoreme-clé suivant.

THEOREM 7.11. Soient 1 < i < j < r. Alors limage de G dans G'(Iy/Q; x Io/9Q;) est
ouverte.

Sinon, on va montrer qu’il y a un self-twist o de p tel que o(Q;) = Q; ce qui est un
contradiction parce que [y est fixé par tous les self-twists. Cette idée de démonstration
remonte & [Ri76, Théorem 3.5].

Dans la démonstration, les deux principaux ingrédients seront le Corollaire 10 et le
Lemme de Goursat, qu’on rappelle :

Soient I et Ko deux groupes et soit G un sous-groupe de K; x Ko tel que les deux
projections m1: G — Ki et m: G — Ko soient surjectives. Soit N7 = kermy et Np =
ker r1. On identifie N7 avec 71(N7) et Ny avec ma(N3), done les sous-groupes de Gy et G,
respectivement. Evidement, on a N7 x No D G. Les projections naturelles induisent une
application G — K1 /N7 x Ko /Na.

On voit facilement le

LEMME 7.12. Lemme de Goursat, [Go1889, Sections 11 et 12],[La02, Exercice 5, P.75]
Limage de G dans K1 /Ny x Ko/ Na est le graphe d’un isomorphisme K1 /N1 = Ko /N5.

DEMONSTRATION. On peut maintenant démontrer le Théoréme-clé. Par le Corollaire 7,
pour chaque i = 1,...,7, il existe un idéal non-nul [; de Ip/Q; tel que T'g,(I;) C Im pg g, C
G'(Io/9Q;).

Soit 1 < ¢ < j < r. Le domaine de la représentation py est un sous-groupe ouvert
distingué H{) de I'r défini au début de cette sous-section. Considérons le groupe

Hy = {h € Hy|lh( mod Q;) €T (L) et h( mod Qj) € T5 (L))}

Puisque pour tout & les sous-groupes I'g, (i) sont distingués et d’indice fini dans G'(To /Qk),
le sous-groupe H; est distingué et d’indice fini dans H{. Il est évidement fermé, donc il est
aussi ouvert.

Soient K1 = po,a,(H1),K2 = pogq,(H1) et G 'image de po(H1) dans K; x K;. Notons que
Ki,K; et G sont profinis et fermés parce qu’ils sont images continues d'un groupe de Ga-
lois. Par définition de [;,[; et Hy, on a K1 = I'z,(l;) et K2 = Iz, (l;). En particulier, Ky
et Kz sont sous-groupes distingués et d’indice fini de G'(Iy/9;) et G'(Iy/ ;) respectivement.

Pour k = 1,2, soit m: G1 — K et N = Ker m3_g ; supposons que ce sont des sous-

groupes ouverts de Ky, ; le produit N7 x N3 est alors ouvert dans Ky x Ky. Puisque G contient
N7 x N3, il est aussi ouvert dans Ky x Ko. Le sous-groupe Ky x Ko = Lz () x g (I2) est un
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sous-groupe ouvert de a’(HO/Qi x Iyp/9Q;). Donc G est aussi ouvert dans G'(Iy/9Q; x Io/9Q;).
On a montré le lemme dans ce cas.

Si maintenant A7 n’est pas ouvert dans K1, on voit que N5 n’est pas ouvert non plus
car par le lemme de Goursat, il existe un isomorphisme Ki/AN; = Ky/ANs. En particu-
lier, N; nest pas d’indice fini dans G'(Iy/;). Mais A est sous-distingué et n’est pas
d’indice fini dans G'(Iy/9;), il est donc contenu dans Z(G') par le Corollaire 10. Par la
définition de Hy, I'image de pg est dans I'5,(mg,), Par 'hypothese (H1) de la Section 3.2,

Z(G" N Ta(mg,) = {1}; on a donc Ny = {1} et N = {1}.

Par le lemme de Goursat, on a donc un isomorphisme de groupes
CF F@,([l) = Fé,([g)
Par le Corollaire 6, appliqué a F = Q(lp), F1 = Q(Io/9Q;), A = K1, A1 = Ky, il existe un
isomorphisme a: Q(Ip/Q;) — Q(I§/9Q;), un caractere x: K1 — Z(G')(Q(Ly/LQ;)* et un

~

élément v € G(Q(Ip)) et un élément ¢ € & = Out(G) tels que pour z € Ky, on a
(x) O(2) = x(2)re(a(2)y ™",

avec p(z) = z ou tz~! dans le cas oi G = GL,, (on exclut le cas SOg). Comme par (H1),
Z(G") NTg (my,) = {1}, le caractere x est trivial. Par les définitions de Gy et Go, on peut
reformuler I’équation comme
alpoa,(h) =7 pog, (h)y

ou

a(pog,(h) =7 poa, (h)
pour un élément v € @(Q(Ho)). Notons par ; la projection Iy — Iy/LQ;. Rappelons que
polm, = pla, - (Vrec 0 Lj o plu, )7t Soit ¢: Hy — Z(FG)(Ip/Q;) par

¢(h) = m;j((Vrec © Ljo P‘Hl)l_a

pour tout h € Hy. On a donc soit

pailt, = ¢ vpa,lmy!
soit
pailt, =67 pg)lmy
Soient P; et P; des idéaux premiers de I au-dessus de Q; et Q; respectivement.
PROPOSITION 7.13. L’isomorphisme a: Q(lo/Q;) — Q(Io/Q;) sétend a un isomor-
phisme a: Q(I/P;) — QI/B;)* et le caractére ¢: Hi — Z(FG)(Io/Q;) sétend en un
caractére ¢: Tp — Z(LG)(1/B;) tel quil existe un isomorphisme de représentations I'p —
LG (I/%) -
i) - i 3
p%i =¢- P,
ou bien
&~ gt —1
Py = ¢ Py,
Cette proposition va résulter de la théorie de l'obstruction comme dans [Langl6b,

Section 5]. La stratégie est le méme que celle dans loc.cit. mais on a besoin de quelques
modifications dans la démonstration.
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COROLLAIRE 11. Si p est Z,-réguliere, avec les notations de la Proposition 7.13, il existe
un isomorphisme

P,

I

(b *PB;
DEMONSTRATION. Observons que
PR =0 oy
ne peut se produire que si G = GL,. Soit § € I'y un élément Zy-régulier et dj, = p%k(é). La
relation i
entraine que vy = w € Wqr,, et que d-d"¥ = 1. Ceci est exclu par I’hypothese que pour toute
racine a de GLay,, 'image R(d) par R: GL,, — GLa,, g — diag(g,'g) satisfait

a(R(d)) #1 (mod p)
Ainsi, la seconde possibilité est exclue et p%i = QNS PP O

On rappelle les résultats de la théorie d’obstruction dont on a besoin. Soit n un entier
positif. Soit N un sous-groupe distingué de I'r. Soit K une extension finie de Q. Soit
LG = @ si G est de type B, ou Cp (ou Dy, n # 4) et “G = (GL, x GL;) x {1,j} avec
3(g, )57 = (fg7'p, p) si G = GL,. Notons que dans tous les cas, Z(*G) est un tore
déployé. Soit 7: N — “G(K) une représentation continue, absolument irréductible. On a
donc Z(r) = Z(*G)(K). Pour tout g € I'p, posons 79: N — LG(K) une représentation

définie par r9 = r(ghg~!) pour tout h € N. Supposons la condition suivante :
(Desc(r)) pour toutg € I',il y a un isomorphisme 79 =r surk.

On voit facilement qu’il existe alors une application c: I'r — “G(K) avec les propriétés
suivantes :

(1) e(1) = 1;

(2) c(hg) =r(h)c(g) pour tout h € N,g € I'p;

(3) r = c(g)"tr9¢c(g) pour tout g € I'p.

Soit A = I'z/N. Par absolue irréductibilité de r, I'application b: I'r x I'r — LG(K)
définie par b(g1,92) = c(g1)c(g2)c(g192) ! est un 2-cocycle & valeurs dans Z(“G)(K). De
plus, par la suite spectrale de Hochschild-Serre, b se factorise en une application b: A? —
Z(YG)(K). On note par Ob(r) la classe de b dans le groupe de cohomologie H?(A, Z(YG)(K)).
On note par 1 la classe de cocycle trivial dans H2(A, Z(FG)(K)).

Une extension de r & T'g est une représentation 7: I' — “G(K) qui satisfait 7|y = r.

1l est facile de voir que

(1) 11 existe une extension 7 de r & I'p si et seulement si Ob(r) = 1.

(2) Si 7 est une extension de r & I'p, toutes les autres extensions 7 de r & I'p satisfont

=)
pour un homomorphisme ¢: I' = Z(*G)(K) qui est trivial sur N.

Soient 1 = Q(Io/Q;), B2 = Q(lo/Q;), K1 = Q(I/%:), K2 = Q(I/9Q;). Ce sont des corps
p-adiques et il y a des inclusions naturelles 1 C K7 et Fo C K. Rappelons qu’il y a un
isomorphisme «: Ey — Ej et un caractere ¢: H; — EJ° qui est cohérent avec 1'équation
(*). Soit Ly et Ly deux extensions finies de K et Ko respectivement.

Soit p1 = pa,|m, : H1 — *G(L1). On considere les deux représentations

pt: Hi = *G(Ly), p2=pa,lm: Hi — *G(Ls)
et ¢: H — Z(*G)(La). Ces trois homomorphismes satisfont la condition (obstr) avec
N = Hy et K = Lo le corps de coefficients.
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LEMME 7.14. cf.[Langl6a, Lemme 5.5 Les homomorphismes p{,p2, ¢ satisfont la
condition (obstr). De plus Ob(p1) et Ob(pz) sont triviales et Ob(¢ - p2) = Ob(¢) Ob(p2).

DEMONSTRATION. Pour chaque g € I'p, il y a ¢(g) € LG(L1) tel que pf = c(g) - p1 -
c(g)~1.a savoir ¢(g) = py, (9). donc py satisfait (obst(p1)). Le méme argument montre que
p2 satisfait (obst(p2)). De plus, les classes Ob(p1) et Ob(p2) sont triviales, parce que p; et
p2 ont des prolongements a I'r (encore notés p; et ps).

Soit 7: K1 — @p un prolongement de a. Alors la représentation p] est une extension a I'p

de p¢. En particulier (p])Y ~ p7 sur @p pour tout g € I'p, donc

prle, ~ (p1)? e = (01)] = pilm,y

sur @p. La conjugaison précédente en induit encore une sur Ko.
Comme p1|%, et p2|n, satisfont (obst), pour tout g € I'r, on a

¢ - p2lmy ~ p1lE, ~ (p1lfr,)9 ~

~ @9 (p2|m,)? ~ &9 - pa2|m
donc po|g, ~ ¢! ® ¢? @ pa|y,. Rappelons que le représentation ps est associée & un SVPH
classique. Donc par le Théoreme 5, I'image de py est ouverte dans “G(K3). Ceci implique
que po2 ne peut pas étre isomorphe a un twist d’elle-méme par un caractere non-trivial 1.
En effet, si R: “G — GL, est une représentation fidele, on a Tr o R # 0 donc le lieu ot
cette trace est nulle est un fermé et par le théoreme de densité de Tchebotarev, I’ensemble
des places de F' ou Tr o R o pa(Frob,) # 0 est de densité 1 ce qui contredit que I’ensemble
des places v de F' ou R ot (Frob,) # 1 soit de densité positive. On voit donc que 1’égalité
précédente donne ¢9 = ¢. On conclut que ¢ satisfait (obst(¢)). O

On montre maintenant que pour certain choix de Lj et Lo, il existe un isomorphisme
&: Ly — Lo qui prolonge a: E1 — Fs et un caractere 45’ : ' — L5 qui prolonge ¢: I' — L.
Soit 7: K1 — @p une extension arbitraire de a & K. Soit Ly = Ky-7(K7). Soit 7/t Ly — Q,
une extension de 771: 7(K7) — Kj et soit L1 = 7/(Lg). Posons & = (7/)~!: Ly — Ly. Alors
& est une extension de . En particulier, p¢: I' — L est une extension de p1|gy,, donc
Ob(p1|g,) =1. On a

1 = Ob(paf,) = Ob(¢)Ob(pslr,) = Ob(4).

donc, ¢ peut s’étendre a un caractere q;’ :Tp— L.
On peut modifier ¢’ pour satisfaire ’égalité désirée.

LEMME 7.15. ¢f.[Langl6a, Lemme 5.6] Il existe une extension ¢:Tp — Ly de¢: H —
L telle qu’on ait
pL ~ & p2
sur L.

DEMONSTRATION. Puisque ¢Z’ est une extension de ¢, la représentation P - p2 est une
extension de p1|g,. Comme p{ est aussi une extension de pi|m,, Il existe un caractere
¢: Tp — L, trivial sur Hy, tel que p§ ~ 1) - ¢/ - pa. Alors le caractere ¢ défini comme )¢/
satisfait I’égalité désirée. O

REMARQUE 7.16. A priori, ¢-py prend ses valeurs dans “G(1/%;)[]) ; la représentation
p% prend donc aussi ses valeurs dans LG ((1/%B;)[9]).

LEMME 7.17. On a (I/%;)[0] = 1/%, et (1/%,)[¢] = 1/%;.
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DEMONSTRATION. En appliquant ©j & la relation p§ ~ pa - qg, on trouve
Fjod=("ip)®) - Fjop)
Par (H?2), le membre de droite est trivial, donc ¢ est & valeurs dans Ker j o @ qui par (H1)

est Z,-rationnel.
O

On voit donc que &: L1 — Lo se restreint en un isomorphisme a&: I7, /B — I%, /‘Bj et
q; prend ses valeurs dans I%, /B;.

On peut maintenir achever la démonstration du Théoréme 7.11. Posons o = a: I/9; —
15, /B et n = 6: T — I3, /%B;. Grace a la Proposition 7.13, o et 7 satisfont les hypotheses de
la Proposition 3.1. Donc, il existe un self-twist &: I — I pour p: I'r — “G(I) qui induit o.
En particulier, 6(B;) = B;. Comme B, et P; sont au-dessus des premiers différents de Iy,
le self-twist & ne fixe par Iy. Ceci nous donne une contradiction. Rappelons que 'hypothese
de cet argument est que N7 n’est pas ouvert dans K, ou Ny n’est pas ouvert dans K.
Quand ce n’est pas le cas, on a déja montré le lemme. Donc on a fini la démonstration du
Théoreme. 0

On rappelle un lemme de Ribet [Ri76, Lemme 3.4]. Soit r un entier plus grand que 2
et soient Gi, gco, - -+ , G, des groupes profinis. Supposons la propriété suivante :
Si K un sous-groupe ouvert de G;, alors la cloture de sous-groupe de commutateurs de IC
est aussi ouvert dans G;.
(coml) Soit Gy un sous-groupe fermé de Gy X Ga X - -+ X G,

LEMME 7.18. Supposons que pour tout i, j avec 1 <1 < j <r, l'image de Gy dans G; X G;
est un sous-groupe de G; X G;. Alors Gy est un sous-groupe ouvert de Gi X Ga X -+ X G,.

On peut alors finir la démonstration du Théoreme 7.10.

DEMONSTRATION. Soit 1 < ¢ < 7. Soit G; I'image de p;sp,: HPrimey — G'(I5/9Q;).
Comme avant, Gy désigne I'image de Im pg p, par U'inclusion G'(Io/P\Iy) — [, G'(To/Qs).
Les groupes G; sont profinis et satisfont la condition (comm). Le groupe Gy est fermé parce
que il est 'image continue de H{. Par le Théoréme-clé 7.11, pour tout couple (i,7) avec
1 <@ < j < r, saprojection dans G; x G; est ouverte . Donc le Lemme 7.18 implique que
Go est ouvert dans [ [, G;.

Par la lemme 7.9, le groupe G; est ouvert dans G'(Ip/L;) pour tout i. Donc [L; Gi est
ouvert dans [[, G'(Io/9Q;). Par le Théoréme-clé 7.11 et le Lemme 7.18, on en déduit que
Go est ouvert dans [, G'(Io/9;), donc Im po,p, est ouvert dans G'(Io/ P\ly) En particulier,
Im pg p, contient un sous-groupe de congruence non-trivial de G’(Ip/PyIp). Maintenant,
appliquons le Lemme 7.8 & Z = P, : on a que Im pp, contient un sous-groupe de congruence

non-trivial de G'(Iy/Pyly). O

7.3. Sous-groupes unipotents de congruence et image pleine. Rappelons que
pour toute racine o de G, on note U® le sous-groupe unipotent associé. Soient R une Z,-
algebre integre.

DEFINITION 7.19. Une sous-algébre de Lie de congruence de l’algébre de Lie semisimple
g (R) de niveau a est une sous-algébre de Lie de la forme a - g(R) pour un idéal non nul a
de R.

LEMME 7.20. Soit & une sous-algébre de Lie de g (R). Les énoncés suivants sont
équivalents :
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(1) Ualgébre de Lie & contient un sous-algébre de Lie de congruence a-g' (R) de niveau
non nul a C R

(2) pour toute racine o de G, l’algébre de Lie nilpotente & Nu®*(R) contient un idéal
non-nul a® de R par lidentification u®(R) = R.

DEMONSTRATION. Si la condition (1) est satisfaite, on a a-g(R) C & pour un idéal a
non-nul, donc a C & Nu*(R) pour toutes les racines a. La condition (2) est satisfaite en
prenant a® = a pour tout a.

Montrons que si la condition (2) est satisfaite pour un ensemble d’idéaux {a®},, la
condition (1) est satisfaite pour I'idéal a =[], a® (non nul car R est intégre). On a a® C
® Nu*(R) pour toute racine « et des idéaux {a®}, non nuls. Soit {a1,a9, -+ ,a,} un
ensemble des racines simples pour G'. Pour i = 1,2,--- ,n, ut,, sont des générateurs des
sous-algebres unipotentes u4,, (R) comme R-modules. Posons to;, = [Uuq,;, U—_q,]. Ces éléments
{ta,}i=12,. » engendrent la sous-algebre torale tde g(R). Comme ai,, C & Nuypy,(R), on
a Oq,0_q, - to, C & N Rt; pour tout ¢. Si on écrit u*(R) = R - u, pour toute racine «, le
R-module g'(R) est engendré par le systeme ((¢;)i, (ua)o- Le résultat en résulte facilement
avec a =[], a%, qui est un idéal non-nul parce que R est un anneau integre. O

On peut réécrire le lemme précédent en terme des sous-groupes unipotents et de congruence
au lieu des algebres de Lie.

LEMME 7.21. Soient R un anneau intégre et H un sous-groupe de é’(R). Alors les
suivants sont équivalents :
(1) le groupe H contient un sous-groupe de congruence principal T'r(a) de niveau non
nul a de G'(R),
(2) pour chaque racine a de G, le sous-groupe unipotent H N U*(R) contient un idéal
non-nul a® de R par lidentification U*(R) = R.

DEMONSTRATION. La démonstration est analogue & celle du Lemme 7.20 en remplag
ant le crochet de Lie par le commutateur. O

REMARQUE 7.22. Dans les Lemmes 7.20 et 7.21, s’il existe un idéal ' de R tel que
a® = o pour tout o dans la condition (2),on peut prendre a = (') dans la condition (1).
C’est un conséquence directe de l'argument dans les démonstrations.

«

On peut traduire le Théoreme 7.10 dans un résultat sur les sous-groupes unipotents de
Im pg p, -

COROLLARY 7.23. Pour toute racine o de @’, le groupe Im pp, NU*(Iy/Pyly) contient
Uimage d’un idéal de 1o/ Pylo.

DEMONSTRATION. Il résult de le Théoréme 7.10 et le Lemme 7.21 appliqué & R =
HS/PEHB et H = Impo’pﬁ.

O

7.4. Relévement d’un sous-groupe de congruence. Soit A < B une extension
finie d’anneaux noethériens integres.

DEFINITION 7.24. Un A-réseau dans B est un A-sous module engendré par les éléments
d’une base de Frac(B) sur Frac(A).

On rappelle le lemme [Lang16b, Lemme 4.10].

LEMME 7.25. Tout A-réseau dans B contient un idéal non-trivial de B. Réciproquement,
tout idéal non-trivial dans B contient un A-réseau.
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Soit « une racine @, on note U® le sous-groupe a un parametre de G associé A . Soient
H un groupe profini, R un anneau pro-pet 7: ' — G (R) une représentation continue. Soit
U*(t) = 7(H)NU*(R). On identifie toujours U*(R) avec R; U%(7) est un Zy-sous-module
compact de R.
Rappelons que pp, est la réduction de p: Hy — G(Ip) modulo PyIy.

PROPOSITION 7.26. Pour toute racine o de é, le groupe U*(p) contient une base d’un
G-réseau dans To.

DEMONSTRATION. Soit my: Iy — Iy/PyIp la projection naturelle. On note aussi par

I'application induite G(Ip) — G(Ig/Pylp). Pour o une racine de G, on note n§: U%(Ip) —
U%(Ip/Pxlp) la projection induite par ).
Soit p: Hy — “G(Ip) la restriction de p, & Hy et G = ImpNTg(p) et Gp, = mr(G). On
vérifie que les choix A = Iy, H = G et (Q = P, satisfont les hypotheses de la Proposition
5.1:

(1) le groupe G est pro-p parce que Im p est profini et I'z,(p - Ip) est un pro-p groupe,

(2) par les hypotheses Im p contient un élément d diagonal Z,-régulier, qui normalise

ImpNTg(p).
Alors par la Proposition 5.1, 7§ induit une surjection

GNU%N\) — Gp, N U (Iy/Pplp)

Par la Corollaire 7.23, il existe un idéal non-nul a de Ip/Py\Ij tel que U*(pp, ) contient a.
Donc Gp, NU“(Ip/ Pyly) contient I'idéal non-nul ply-a. Notons que Ay, /Py C Io/Pylp est une
extension finie des anneaux intégres noethériens. Donc, le Lemme 7.25 implique que G'p, N
U®(Iy/P\Ip) contient un Ay, /Py-réseau dans Iy/Pyly. Par la définition du réseau, ceci signfie
que Gp, NU*(Ip/Plp) contient une base {e;}j=12... n» de Q(Io/Pp\Ip) sur Q(Ay;/Py). Par
le résultat précédent, I'application naturelle GNU* (1) — Hx NU*(Iy/Pylp) est surjective.
Donc pour chaque j € {1,2,-,n}, il existe un réprésentant f; de e; dans H NU*(Ip). Par la
définition, G C Im p, donc I'ensemble {f;};cqi,2,... n} est dans U%(p).

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que {f;};cf1,2,.. n} €st une base d'un
Ayréseau dans Io. Soit M)y le Ay, /Py-sous-module de Io/PyIp engendré par ’ensemble
{ej}ier2, ny- Comme {ej}jcqi2,.. np est une base d'un Af,/Py-réseau dans Ip/Pylp, le
Lemme?7.25 implique que M) contient un idéal by de Iy/PyIy. Posons M = F;l(M ). Alors
M est un Ag-sous-module de Ip. Comme l'idéal by est dans M), I'idéal b = ng(b,\) de
Ip est dans M. Soit N le Ag-sous-module de Iy engendré par 'ensemble {f;};cq1 2, n}-
Comme f; est un représentant ej, il y a une inclusion

N — M
des Af;-sous—modules de Iy, induisant un isomorphisme de Af,/Py-modules
N/PyN = M/P\M.

Par le Lemme de Nakayama, I'inclusion est une bijection. Comme M contient 'idéal b de
Ip, N le contient aussi. Donc {f;}jef1,2,.. n} st une base d'un Ag-réseau dans Io.
O

8. L’existence du niveau Galoisien

Dans cette section, on va démontrer notre premier résultat principal. La méthode qu’on
utilise est inspirée par [HT15, Theorem 4.8]. Soit u: T — I une famille de Hida. On sup-
pose p,, absolument irréductible. Soit p,: I'r — L@G(I) 1a représentation galoisienne associée
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a pr. Soit Iy le sous-anneau fixé par le groupe I' des self-twists. Soit Hy = (), Ker 7, le sous-
groupe ouvert distingué de I'r associé aux caracteres des self-twists. Soit p = p,|m,: Ho —
LG(1y).

THEOREME 6. Supposons que :

(0) p est absolument irréductible,

(1) Il existe un poids classique régulier X tel qu’on ait (IRRADg p,),

(2) p est Z,-réguliére,

(3) p est p-distinguée (voir Uhypothése 4.2),
Alors il existe un idéal | non-nul de Iy tel que l’image Im p contienne l’idéal de congruence
La (D).

On devrait pouvoir se débarrasser de I’hypothese déplaisante (0) avec plus de travail.

DEMONSTRATION. La décomposition T(OFyp) = [[,eg, 7'(Or,) induit les décompositions
Ti = Ilves, Ton €t Ag = @pes, Ay out Ay, = O[Ty 4]].
Soit v € Sy, d,, un élément régulier dans p(I'g, ). Soit g, € G(Ip) tel que

p(Cr,) - g5t C B(ly) etgy-dy-g," € T(Zy)

la Proposition 4.4. On va montrer que pour toute racine a € ® de G, U%(p,) = U*(Ip) N
Im gv,ogv_ contient un A/ -sous-module qui contient une Aj,-base d'un réseau de Ua(Ip) On
note N9 =N > ... > N1 5 {1} la série centrale descendante du radical unipotent N
du Borel B. On a donc [N, Ni] = N**. Cette filtration définit une partition de ensemble
d* des racines positives de G ot = |_|"71 @ en notant <I>+ I’ensemble des racines telles
que U%: G, — ]\”/NZle Notons que N ! est le centre de N. Ce centre est de rang
1 pour les sous-groupes de Borel (des groupes classiques). Pour x € (1 + pOp,)*, soit
6u(x) = gu - p([z, F,)]) - g5 1. Pour toute racine o € ®; et pour tout U%(z) € U%(p,), on a

(*)  Ad(6,(2))U%(2) = U*(Oy(x)z) (mod N1).

On voit facilement que A/ est engendré topologiquement sur O par les 3(0,(x)) pour les
betac®t et les x € (1 + pOp,)*. Pour toute racine 8 € ®*, on note Ag le quotient de A
associé a 8: T, — (’);v. Si a € ®,,_1, la relation montre que U%(p,) admet une action de
A.. En fait cette racine est unique et sera notée 4. Pour les autres racines, il est plus
commode de passer aux algebres de Lie.

Soit Hy = Im pNT', (plp). On voit que pour chaque racine «, le groupe goH19, 1NU(Ip)
(qu’on va encore noter U%(p,)) contient le systeme des (e?)? (i = 1,...,m). Ce groupe est
encore compact pour la topologie p-adique sur Iy. Pour cette topologie, on peut définir
la fonction continue Log qui fournit une bijection entre Hp et le sous-ensemble compact
LogH; de p-g'(Ip) (cet ensemble n’est peut-étre pas stable par Paddition). La fonction Log
induit un isomorphisme du groupe g,Hig, ' N U%(Iy) avec la Zy-algebre de Lie abélienne
gv - Hi- g5 Nug(lp). On note Logg, H1 la Qp-algébre de Lie Q) - LogHj.

En utilisant I’action adjointe de 1’élément régulier g,d, g, ', on obtient une décompostion
de gy - Logg, H1 - g, I en les sous-espaces de racines :

g - Logg Hi - g, " = (gv - Logg, H1 - g, o ® @D (gv - Logg, Hi - 9, a-
acd
Cette décomposition est compatible avec celle de g'(T) :
/g\l(]lo Lle @ @ u® ]I()
acd
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Plus précisément, en posant u®(p,) = LieU%(p,), on a
(gv - Logg, H1 - gy o = u(py).

Cette décomposition est valable sur Iy donc elle reste valide sur ]IO[%].

Pour toute racine a € ®, soit (Loge)i<i<m un systeme d’éléments de u®(p,) qui
engendre u®(Ip) sur Ag,. Si a+ 3 € ®, on voit par Aj-bilinéarité du crochet de Lie que les
éléments [Logef, Log ef ] (i,j = 1---,m) forment un systeme de générateurs de u®+3(I)
sur Ag;. On voit facilement par inspection des groupes classiques que 1'unique racine oy
telle que aupar € @:_1 est la somme de toutes les racines simples «; (i = 1,--- ,n) affectées
de coefficients strictement positifs. Il en résulte facilement en prenant des crochets des
ejo-"', qu'’il existe un sous Zy-module non nul L{™e= de u®mae=(p,) contenant un systeme de
générateurs de u®me= (Iy) sur Ay, stable par tous les quotients Ay, de A} Il s’ensuit que c’est
un A -module non nul. En prenant des crochets de Lie par toutes les racines de ®, on voit
que pour toute a € @, il existe un sous A/-modules non nul LS de u®(p,) contenant un
systeme de générateurs de u®(Iy) sur A% ainsi quun A/-module non nul LY de Lie(T")(py)
contenant un systéme de générateurs de Lie(T”)(I) sur Ay, En prenant la somme L, de
tous les LY et de LY on obtient un sous A/-module L, de g, - Logq, H1 - g, 1 contenant
un systéme de générateurs de g'(Ip). sur Ay. En conjuguant par g, L on obtient un sous-
A/ -module M, = g;'- L, - g, de Logg, H1 contenant un systeme de générateurs de g'(Ip)
sur Ay,

Ceci est vrai pour chaque v € S,. Formons les crochets de Lie des modules M,. Par
multilinéarité des crochets de Lie, on obtient un sous-module M de Logg, Hi stable par

¢ = Qyes, Ay et contenant un systeme de générateurs de g'(lo). sur Af;. Le Ag-sous-

module M est donc un réseau de g'(Ip). Il contient donc une sous-algebre de congruence
a- g (Ip) non nulle. En prenant les intersections de M avec les u®*(Iy) et en reprenant les
exponentielles, on obtient un sous-groupe de congruences dans Hy, ce qui montre I’existence
du niveau galoisien [, C Io. O

REMARQUE 8.1. Sip inerte dans F' (par ezemple F' = Q), suivant une idée de J. Lang,
on peut définir un niveau galoisien [L C Ip plus fin que l, : Dans la démonstration du
Théoréme 6, un idéal [;L est intervenu dans la démonstration. C’est le plus grand idéal a tel
que

Ucmaz(q . 1y) C UYma=(p,)

Le niveau |, qui convient a la fin de la démonstration pour l"inclusion
Iz (1) CIm g, - IMp-g;*

est construit comme un multiple de [L.

9. Comparaison du niveau galoisien et de 1’idéal de congruence

THEOREME 7. Soit r"H — “G un morphisme de transfert strict effectif irréductible et
tel que (REDADp) soit vraie. Soit pg — Ty — Iy telle que Pug Sott dtmage résiduelle
contenant H'(K') C Im Pry - On suppose que p, =710p,, .

Avec les mémes hypothéses et notations que le théoréme 6. On a V (¢, gulp™t]) =
V(.lp~Y)). Autrement dit, ¢, g et I, contiennent les mémes idéaux premiers autres que
(p)-

DEMONSTRATION. Une direction de I'inclusion est évidente. On a déja vu que [, C ¢ 4o
par le Lemme 0.9 au début de ce chapitre. Donc V([,) D V(¢ ga1)-
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Pour l'autre direction de l'inclusion, on prend un idéal premier p dans V(I,), il faut
montrer que p € V (¢, 4a1) ou p = (p).

On considere la représentation pp: I'r — LG(Iy/p). Soit Gy Tenveloppe de Zariski de
I'image de py. Par irréductibilité de py, le groupe Gy, est réductif et n’est contenu dans aucun
parabolique. Soit H; = (GYy). Il admet une forme H; définie sur F telle que G, C g, cta
pour un triplet (Hy, 71, s1) € C. La représentation pyp se factorise donc par la représentation
fidele 1 : LH; to™G et donc

H
SB - c,u,lgal 2 Cu,gal
O

REMARQUE 9.1. Supposons p inerte dans F. Si ¢, 401 C B, on a aussi [L C PB. On
est tenté de croire, suivant une idée de J. Lang, que l’idéal [L est plus proche de l’idéal de
congruences : les idéauz ¢, gq[p~'] et U,[p~'] sont ils égauz ?

Dans un travail récent, J. Lang a établi ce résultat pour G = GLy, H = K* (K corps
quadratique imaginaire) et I = Ay, (qui dans ce cas est 'algébre d’lwasawa & une variable).
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CHAPITRE 4

Cas connus de fonctorialité

1. Puissances symétriques de Gl

On prend F' = Q. Soit K un corps quadratique CM imaginaire et U(n) un groupe uni-
taire associé, compact a I'infini. Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique
réguliere de poids A sur U(n). Soit G,, le c-groupe de U(n) (voir [CHTO8, Section 2.1]), il
possede un caracteére de Gross naturel (voir [BG13, Section 8.3]). La représentation galoi-
sienne pr: ' — gn(@p) associée a m et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite
par Kottwitz, Clozel, Harris, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [CHLN11].

Soit H = G Ly le morphisme de puissance symétrique Sym”™: G Lo — GL,,11 induit par
[CHTO08, Lemma 2.1.2] un morphisme de transfert r: GLy — G, défini sur Z. On voit
facilement que ce morphisme est effectif et strict si n > 1. On a méme r o pg = pg. Ceci
résulte du fait que Sym”™ envoie un unipotent régulier sur un unipotent régulier. Notons
aussi que Z(Gn11) = {(a,a?),a € G} et que r: Z(GLa) — Z(Gpy1) est donné par x +—
(x™, 22", donc la condition (PLATSURJ) de I'hypothése est satisfaite.

Soit mg une représentation cuspidale associée a une forme modulaire classique de poids
k =m+2 > 2. Son poids Ay est donc (m,0). Soit O I'anneau de valuation d’un corps p-
adique contenant les valeurs propres de Hecke de 7. Soit w une uniformisante. On suppose
que SLo(k') C Im p,.,,. On a donc ropy,, résiduellement absolument irréductible. Par contre,
la représentation adjointe sur g’ = sl,11 est réductible (la condition (REDADpy) est donc
satisfaite) :

Ador = @ Sym? @ det=*
k=1

Si my est p-ordinaire, pr, est ordinaire. Soit o la valeur propre de U,. On suppose
que p est décomposé dans K. On suppose aussi que 7o p,,est p-distinguée (au sens de la
Définition 4.2). On voit facilement [HT16, Lemma 2.6] que c’est le cas si a?*r £ 1 (mod w)
pour ¢, = ppcm(k;1 < k < n). La théorie de Hida a été établie par Hida pour H et par D.
Geraghty [Gel0] pour G. Le transfert & GL,, a été établi pour n = 3,4,5 par Kim-Shahidi
[KS02a],[KS02b] et pour 5 < n < 8 par Clozel-Thorne [CT15]. La descente a U(n) a été
établie par Clozel [Clo90]. L’existence du transfert r, fournit un morphisme r*: T — Ty
au-dessus de Ay, — Al;. Ces algebres ont n — 1, resp. 1 variables.

On se donne une famille de Hida puz: Ty — [ passant par wg et une famille de Hida

p: Tg — I telle que p, satisfasse (Z, — REG) et (IRRAD¢ ). On suppose que ces familles
sont de Nebentypus trivial hors de p. Notons que les analogues des conditions (H1) et (H2)
sont satisfaisaites pour le c-groupe G, :
(H1) Le morphisme j: G, — G, est le facteur de similitude (g, ) — p; de plus Z(G2) =
{(z, 1), 2, 0 € G} et Z(Gn) = {(z,22), 2 € Gyp}. On voit donc que le noyau de Jj restreint
a Z(Gy) est connexe et que le noyau de l'isogénie Jo7: Z (Gy) — G,y est d’ordre 2, divisant
p— 1.

De plus, I'analogue de ©j: ¢ — L(Zg) est G, — (K1), Soit p,: I'r — LG(I). Soit
Aez, = Z,T] € A = O[[T]]]
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(H2) La représentation “j o p, est & valeurs dans (Agz,)*. En effet en spécialisant en
poids A, on trouve que le facteur de similitude de p,, est donné par [CHT08, Lemme 2.1.1
et Theorem 3.3.4 (2)] et ¢’ est une puissance du caractére cyclotomique. On a bien que
Im Ljop, € AL)>.

On obtient donc le théoreme 6. Pour obtenir une bonne formulation du Théoreme 7, il
faut déterminer la classe C des triplets (Hy, 71, $1) qui internient dans la définition de 1'idéal
de congruences.

La liste des groupes ©“H; contenant Sym™GLs est la suivante

Sin = 3, on a Sym3GLy C GSpy; C G4, on a donc C = {GLy, GSp,} Notons que
le transfert de H a Hy = GSp, a été établi dans [RS06] et celui de GSp, & GL4 dans
[Mok14] et la descente de GL4 a Gy est diie a Clozel [Clo90].

Si n =4, on a Sym*GLy € GSO5Gs donc C = {GLy, GSO5}

Plus généralement

Sin=2k+1,n#7, onaSym"GLy C GSpyy2Gak+2 donc C = {GL2, GSpgy_ o}

Sin =2k, on a Sym"GLy C GSOgk+1Gok 11 donc C = {GLga, GSO211}

On obtient donc le Théoreme 7 avec l'information supplémentaire que ¢, g = ¢

cfjlg . Ou Hj est orthogonal ou symplectique suivant la parité de n.

GL2
w,gal n

2. Induction automorphe

Soit K/F une extension quadratique CM d’un corps totalement réel et U(n) un groupe
unitaire associé, compact a I'infini. Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique
réguliere de poids A sur U(n). Soit G,, le c-groupe de U(n) (voir [CHTO08, Section 1]), il
possede un caractére de Gross naturel (voir [BG13, Section 8.3]). La représentation galoi-
sienne pr: I'p — G,(Q,) associée & 7 et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite
par Kottwitz, Clozel, Harris, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [CHLIN11]. Soit n = m/{
et F'/F une extension cyclique totalement réelle de degré ¢ de groupe de Galois C'. Soit
K' = FK et H = U(m) un groupe unitaire compact a l'infini associé & K'/F'. L’induc-
tion automorphe de H & G a été établie [AC89]. Elle correspond au morphisme d’inclusion
T QSL X C — G,. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict. Notons aussi que
Z(GS % C) = Z(Gn) = {(a,a?),a € Gy}, donc la condition (PLATSUR.J) de I'hypothese
est satisfaite. R

On suppose que H'(k") C Im p,.,,. On a donc ropr,, résiduellement absolument irréductible.
Par contre, la représentation adjointe sur sl,, est réductible (la condition (REDADp) est
donc satisfaite) . On peut en effet écrire une décomposition stable de la forme

sl, =slC oW

Soitmy une représentation cuspidale algébrique réguliere de poids Ay p-ordinaire. On
suppose p totalement décomposé de F' a K. On suppose que rop,, . est p-distinguée (au sens
de la Définition 4.2). La théorie de Hida a été établie pour G et H par D. Geraghty [Gel0)].
L’existence du transfert r, fournit un morphisme r*: Tg — Ty au-dessus de Ay, — A%y
Ces algebres ont d(n — 1), resp. rd(m — 1) variables.

On se donne une famille de Hida pu: Ty — [y passant par 7w et une famille de Hida
p: Tg — I telle que p,, satisfasse (Z, — REG) et (IRRAD¢g ). On a déja vu dans la section
1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites pour le c-groupe G,,.

On obtient donc le théoreme 6. Si de plus on suppose que p,, , est absolument irréductible
et Im p,, contient SLy,(k’ )¢ on obtient le Théoreme 7. En fait, la classe C des triplets

(Hy,71,51) se réduit a H et G avec 'inclusion r: LH < L@. On a donc linformation

/ M pu— H
Supplementalre que ¢y gal = c‘u,,gal'
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3. produit tensoriel sur GLy x GLo

Soit F' = Q. Soit K un corps quadratique imaginaire et U(4) un groupe unitaire
associé, compact a l'infini. Soit 7 une représentation automorphe cuspidale algébrique
réguliere de poids A sur U(4). Soit G4 le c-groupe de U(4). La représentation galoisienne
pr:'p — gn(@p) associée a 7 et satisfaisant les conditions de 2.3 a été construite par Kott-
witz, Clozel, Harris-Taylor, Taylor-Yoshida, Labesse, Shin, Chenevier-Harris, voir [Shin11],
[CHLN11]. Le transfert de GLa x GLy & GL4 a été construit par Ramakrishnan cite [Ra00].
La représentation automorphe obtenue est cuspidale si les formes ne sont pas CM. La des-
cente & U(4) est diie a Clozel [Clo90]. La composée est associée au morphisme de transfert
r: GLy x GLs — G4. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict. Notons
aussi que Z(GLg x GLg) est connexe et se surjecte et Z(G4) = {(o,a?),a € G,,}, donc la
condition (PLATSURJ) de 'hypothese est satisfaite.

On suppose que H (k") € Im p,,,. On a donc ropy,, résiduellement absolument irréductible.
Par contre, la représentation adjointe sur sl est réductible (la condition (REDADy) est
donc satisfaite) :

sly =5l ®slh® (s ®1®1®sly)

Soient f, g deux formes cupsidales classiques ordinaires de poids distincts k, ¢ > 2 soit p
décomposé dans K et soit O 'anneau de valuation d’un corps p-adique contenant les valeurs
propres de Hecke de f et g. Soit @ une uniformisante de O. La représentation 7y = 7y ® 7
est cuspidale algébrique réguliere de poids Ay = ((n,0,n’,0) et p-ordinaire. On suppose que
rop,, estp-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le cas si

acl o+ §'/p1, (B/p" e (B/9F (/!

sont mutuellement distincts modulo w. La théorie de Hida a été établie par Hida pour
H et pour G par D. Geraghty [Gel0]. L’existence du transfert r, fournit un morphisme
r*: Tg — Ty au-dessus de Ay, — A’y Ces algebres ont 3, resp. 2 variables.

On se donne une famille de Hida une famille de Hida p: T — I telle que p,, satisfasse
(Zy—REG) et (IRRADg ). On a déja vu dans la section 1 que les analogues des conditions
(H1) et (H2) sont satisfaisaites pour le c-groupe G,,.

On obtient donc le théoréeme 6. Si de plus on se donne up: Ty — Iy passant par
7, telle que p,, est absolument irréductible et Tm p, ~contient SLo(k’ )? on obtient le
Théoréme 7. En fait, la classe C des triplets (Hy, 71, $1) se réduit & H et G avec I'inclusion
r: LH c 'G. On a donc 'information supplémentaire que Cugal = cﬁ{ gal*

4. transfert de GSp, a GLy

Le transfert associé a l'inclusion r: GSp, — GL4 a été établi par [Ar04], [Mok14].
La descente a U(4) est die a Clozel [Clo90]. La composée est associée au morphisme
de transfert r: GSp; — G4. On voit facilement que ce morphisme est effectif et strict.
Notons aussi que Z(GSp,) est isomorphe & Z(G,) = {(o,a?),a € G,,}, donc la condition
(PLATSURJ) de 'hypothese est satisfaite.

On suppose que Spy(k') C Im Pry- On a donc r o pr, résiduellement absolument
irréductible. Par contre, la représentation adjointe sur sly est réductible (la condition (REDADy;)
est donc satisfaite) :

sly = spy ® Sts
Si f est une forme cupsidale de Siegel classique ordinaire de poids k = a+3 > £ = b+3 >
3 soit p décomposé dans K et soit O 'anneau de valuation d’un corps p-adique contenant
les valeurs propres de Hecke de f. Soit @w une uniformisante de O. La représentation 7
associée a f est cuspidale algébrique réguliere de poids A\ avec r o Ay = ((a + b, a,b,0) et
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p-ordinaire. On suppose que r o Py, est p-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le
cas si

a, B/p" /ot 8 )
sont mutuellement distincts modulo w. La théorie de Hida a été établie pour H par [TU99]
et pour G par D. Geraghty [Gel0]. L’existence du transfert r. fournit un morphisme
r*: Tg — Ty au-dessus de Ay, — A’;. Ces algebres ont 3, resp. 2 variables.

Pour le premier théoreme, on se donne une famille de Hida p: T — I telle que p, soit
résiduellement irréductible et satisfasse (Z, — REG) et (IRRADg ) pour un A régulier. On
a déja vu dans la section 1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites
pour le c-groupe G,.

On obtient donc le théoréeme 6. Si de plus on se donne pg: Ty — Iy passant par 7y,
telle que p,,,, est absolument irréductible et Im p,,, contient Sp4 (k') on obtient le Théoreme
7. En fait, la classe C des triplets (H1,71, s1) se réduit & H et G avec I'inclusion r: “H ¢ FG.
On a donc l'information supplémentaire que ¢, gq1 = CZ gal-
5. transfert \%: GLy — GLg

Soit K/Q un corps quadratique imaginaire dans lequel p est décomposé ; soient G = U (6)
et H = U(4) des formes compactes & l'infini de groupes unitaires pour K/Q. Le transfert
de H & G associé & A\?: GLy — GL4 a été établi dans [Kim03]. On voit facilement que ce
morphisme est effectif et strict. Notons aussi que r: Z(G4) — Z(Gg) s’identifie a 1élévation
au carré sur G,,, donc la condition (PLATSURJ) de ’hypothese est satisfaite.

On suppose que SLy(k') C Imp,, . On a donc r o pr, résiduellement absolument
irréductible. Par contre, la représentation adjointe sur slg est réductible (la condition (REDADy)
est donc satisfaite) :

slg = spy D sly

Soit O 'anneau de valuation d’un corps p-adique contenant les valeurs propres de Hecke
de 7. Soit w une uniformisante de O.

On suppose que 7o p,, -~ est p-distinguée (au sens de la Définition 4.2). C’est le cas si le
parametre de Satake en p oty ) /(mod w).

La théorie de Hida a été établie pour H et pour G par D. Geraghty [Gel0]. L’existence
du transfert r, fournit un morphisme *: Tg¢ — Ty au-dessus de Aj; — Ay. Ces algebres
ont 5, resp. 3 variables.

Pour le premier théoreéme, on se donne une famille de Hida p: Tg — I telle que p, soit
résiduellement irréductible et satisfasse (Z, — REG) et (IRRADg ) pour un A régulier. On
a déja vu dans la section 1 que les analogues des conditions (H1) et (H2) sont satisfaisaites
pour le c-groupe G,.

On obtient donc le théoréeme 6. Si de plus on se donne up: Ty — Iy passant par
7y, telle que p,, est absolument irréductible et Im p,, contient SL4(k’) on obtient le
Théoréme 7. En fait, encore une fois, la classe C des triplets (Hy, 71, $1) se réduit & H et G

avec l'inclusion 7: “H c “G. On a donc 'information supplémentaire que Cugal = cf gal:
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