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Résumé

Les notions de robustesse structurale sont intégrées dans les codes de conception européens suite
a ’effondrement partiel et progressif de la tour Ronan Point de Canning Town a Londres (Angle-
terre, 16.05.1968). Le cadre réglementaire des Eurocodes définit la robustesse comme 1’aptitude d’une
structure a résister a des événements accidentels dits identifiés (incendies, explosions, chocs) ou non
identifiés (conséquences d’une erreur humaine, attentats) sans présenter de dégats disproportionnés
par rapport a la cause d’origine. Cette définition incite les ingénieurs a inclure dans les procédures de
conception les notions de dommage initial (défaillance locale) et de dommage disproportionné (dé-
faillance globale).

L’ objectif de ces travaux de these est de développer un outil de simulation de la robustesse de
structures lorsque des incertitudes de sollicitations (évenement accidentel) et / ou une faute de di-
mensionnement (conception ou de réalisation) interferent avec les dimensionnements réglementaires.
La robustesse est évaluée a travers un indice compris entre O (structure peu robuste) et 1 (structure
tres robuste) et calculé a partir des probabilités de défaillance initiale et globale. Cette these propose
une méthodologie reposant sur la recherche d’arbres complets d’événements illustrant I’ensemble
des cheminements potentiels d’une défaillance initiale localisée jusqu’a la ruine globale. L’ approche
développée s’applique aux structures hyperstatiques, dans lesquelles la rupture d’un ou plusieurs €lé-
ments n’entraine pas systématiquement la ruine de I’ensemble de la structure. En effet, les éléments
non endommagés restants peuvent €tre en mesure de supporter les chargements externes par une re-
distribution des efforts internes.

La procédure est illustrée dans les cas de structures unidimensionnelles hyperstatiques de poutres
bi-encastrées et d’un portique référencé dans les normes et classiquement étudié dans la littérature.
Le mode local de défaillance de nos simulations est la formation d’une rotule (fragile ou plastique)
lorsque le moment sollicitant appliqué atteint la valeur du moment résistant d’une section droite.
Deux types de lois probabilistes, Gaussiennes et Log-normales, sont testées par I’approche dévelop-
pée et par des simulations Monte-Carlo. Les variables aléatoires choisies peuvent €tre indépendantes
ou corrélées. Nous présentons les résultats sous forme d’arbres d’évenements comportant I’ensemble
des branches exclusives, sans intersection entre branches issues d’'un méme nceud. Cette spécificité
permet de calculer des indices caractérisant la robustesse de la structure selon chaque scénario.

L’analyse de I’arbre des évenements et des indices de robustesse permet de mettre en évidence les
fragilités potentielles pouvant engendrer une défaillance généralisée d’une structure vis-a-vis d’acci-
dents ou d’actes de malveillance. La méthode développée fournit un outil de simulation et de diag-
nostic efficace, tant en phase de conception qu’en phase de réhabilitation, permettant d’envisager le
renforcement de batis existants ou futurs et d’assurer la sécurité des personnes et des ouvrages envi-
ronnants.

Mots-Clés : robustesse des structures, arbre d’éveénements, fiabilité des structures, défaillance locale,
défaillance globale, effondrement progressif.
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Abstract

Localized initial failures in constructions can sometimes be followed by disproportionate damage
(collapse) spreading to the whole or the major part of a building. Since the partial and progressive
collapse of the Ronnan Point tower (London, 1968) caused by a gas explosion, the concept of robust-
ness has been introduced in standards. Structural robustness is defined as the ability of a structure to
withstand unforeseen events causing local damage like fire, explosion or impact, without suffering
disproportionate collapse. This definition encourages engineers to include the concepts of initial da-
mage (local failure) and disproportionate damage (global failure) in design procedures.

The main objective of this PhD work is to develop a simulation tool in order to highlight the poten-
tial weakness in a structure when uncertain sollicitations (accidental events) and/or dimensional fault
(design or realization) interfere with the standard predictions. The robustness is evaluated by an index
varying from O (non-robust structure) to 1 (very robust structure) and is calculated from the initial
and global failure probabilities. The proposed methodology is based on an event tree analysis sum-
murizing all the distinct potential scenarios, from the initial damage to the collapse of the structure.
The developed approach is applied to statically indeterminate unidimensional structures like beams
and frame. The redundancy’s consequence is that the break of one or several cross sections will not
necessarily lead to the collapse of the whole system : the redistribution of the internal loads allows
the remaining undamaged parts of the structure to support the external (applied) loading.

The methodology is illustrated by some examples of clamped-clamped beam and frame, loaded
with punctual forces. The cross sections are supposed to have an elastic behaviour until the formation
of plastic hinges (local failure). Two types of probabilistic laws, Gaussian and Log-normal, are tested
by the developed approach and by Monte-Carlo simulations. The chosen random variables can be
either independent or correlated. The resulting complete event tree contains all the exclusive paths
from an localised damage to the global failure, without intersection between branches stemming from
the same node. This specific property allows to evaluate the robustness indexes of the structure with
the ratio between the local and global probabilities, according to each scenario.

The analysis of the event tree and of the robustness indexes allows to highlight the potential brittle-
ness which could cause a generalized collapse of the structure with respect to accidents or malicious
acts. The developed methodology provides an effective tool of simulation and diagnostic, both in the
design phase and in the rehabilitation one, useful to the reinforcement of existing or future buildings
and to ensure the safety of people and surrounding structures.

Keywords : structural robustness, event tree, structural reliability, local failure, global failure, pro-
gressive collapse.
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Introduction générale

Les codes de conception européens (Eurocodes) integrent les notions de robustesse dans les pro-
cédures de dimensionnement des structures de génie civil. Il s’agit de concevoir des structures qui
soient telles que la perte accidentelle de 1’un de leurs éléments structuraux (par impact, explosion, in-
cendie, attentats, ...) ne provoque qu’une défaillance localisée et n’engendre pas une ruine en chaine
de la structure.

De nombreuses recherches sur la robustesse structurale ont été réalisées ces dernieres décennies.
Les premiers travaux dans ce domaine ont été développés a la suite de graves défaillances structurales
comme par exemple I’effondrement partiel et progressif de la tour Ronan Point de Canning Town
a Londres (Angleterre, 16.05.1968) (Figure 1). Cet évenement spectaculaire est un exemple typique
de ruine en chaine car étant caractérisé par une défaillance localisée qui est suivie de dégradations
disproportionnées. Les conséquences de cet accident ont été jugées inacceptables par rapport au dom-
mage initial et ont suscité I’émergence de nouvelles mesures : révision des normes de conception
afin de prendre en compte la robustesse et apparition de plusieurs méthodes de calcul permettant de
quantifier et qualifier la robustesse structurale suite au travail de plusieurs chercheurs.

FIGURE 1 — Effondrement de la Tour Ronan Point

Plus récemment, il est apparu nécessaire de développer de nouvelles procédures permettant de
concevoir des structures encore plus robustes. En effet, de nouveaux éveénements aux conséquences
dramatiques ont marqué la mémoire collective. Citons par exemple la destruction des tours jumelles



du world Trade Center de New York (Etats-Unis, 11.09.2001) (Figure 2a), I’effondrement d’une
partie de volite d’une passerelle du terminal 2E de 1’aéroport Roissy Charles-de-Gaulle (France,
23.05.2004) (Figure 2b), la ruine du pont autoroutier de 1’interstate-35 Ouest de Mississippi (Etats-
Unis, 01.08.2007) (Figure 2c), ou encore les défaillances en chaine survenues lors de ’accident
nucléaire de Fukushima (Japon, 11.03.2011). Ces différents exemples de défaillance structurale en-
gendrent deux conséquences de nature différente : une perte matérielle relative a 1I’ouvrage et une perte
immatérielle concernant les vies humaines. Ainsi, ces défaillances accidentelles aux conséquences
disproportionnées vis-a-vis du dommage initial soulevent les questions de gestion des risques. De ce
fait, minimiser le risque par I’étude de la robustesse structurale est un enjeu majeur pour la société
afin de mieux concevoir, d’améliorer les performances structurale, économique et sécuritaire, et d’op-
timiser la maintenance ou la réhabilitation sur le long terme.

FIGURE 2 — Effondrement (a) des Tours jumelles du World Trade Center; (b) du Terminal 2E de
I’aéroport Charles D€ Gaule ; (c) du Pont Minneapolis

Pour atteindre ce nouvel objectif de conception robuste, les autorités administratives ont réévalué
les normes de conception (ASCE-7-02 [2005], EN-1990 [2002], EN-1991-1-7 [2006], NBCC [1995],
ODPM [2004]. Ces codes ont proposé des exigences, des stratégies et des méthodes afin de satisfaire
le besoin de robustesse des structures. Ils ont prescrit des recommandations concernant la maitrise des
risques structuraux vis-a-vis d’actions accidentelles mal identifiées lors de la construction.

La littérature scientifique actuelle regroupe de nombreux travaux sur la robustesse structurale
(Baker et al. [2008], Faber et al. [2006], Kagho-Gouadjio [2013], Starossek [2007a]. La plupart des
auteurs ont étudié la robustesse structurale par des approches déterministes. Quelques effondrements
progressifs ont été étudiés suite a un dommage initial causé par un événement extréme inattendu
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comme par exemple le feu (Fang et al. [2012]) ou la perte d’une colonne (Alashker et al. [2010],
Fascetti et al. [2015], Formisano et al. [2015], Fu [2009], Kwasniewski [2010], Starossek and Ha-
berland [2010]). Certains auteurs ont développé des modeles de simulation (Tay et al. [2016]) ou
ont proposé des méthodes analytiques (Huvelle et al. [2015]). Branco and Neves [2011] ont étudié
les similitudes entre la robustesse et les codes sismiques. Afin d’étudier des structures complexes,
De Biagi and Chiaia [2013] ont proposé une métrique basée sur la théorie des graphes et ont tenté
d’établir un lien entre la robustesse structurale et la redistribution des efforts. Cizmar et al. [2011] ont
proposé des analyses basées sur la fiabilité pour évaluer la robustesse des structures. Certains auteurs
ont construit une partie d’un arbre d’éveénements en contexte probabiliste (Kagho-Gouadjio [2013],
Sorensen [2011]). Baker et al. [2008] ont proposé une méthode fondée sur la théorie de 1’analyse de
décision pour évaluer la robustesse structurale ; ils ont utilisé les arbres d’événements probabiliste
pour calculer les risques directs et indirects de I’effondrement.

L’objectif de ces travaux de these est de développer un outil de simulation de la robustesse de
structures lorsque des incertitudes de sollicitations (évenement accidentel) et / ou une faute de di-
mensionnement (conception ou de réalisation) interferent avec les dimensionnements réglementaires.
Cette these présente des méthodologies analytique et numérique pour étudier la robustesse de struc-
tures hyperstatiques par la recherche d’arbres complets d’évenements comprenant tous les chemins
potentiels distincts d’une défaillance initiale localisée jusqu’a la ruine globale. L’arbre est construit
en considérant une défaillance progressive (un événement apres 1’autre) et des défaillances multiples
survenant dans la structure. A chaque étape, aucun scénario n’est privilégié et I’outil de simulation
permet de mettre en lumiere les faiblesses potentielles de la structure en contexte incertain (événe-
ments accidentels). La robustesse est évaluée au travers d’un indice compris entre O (structure peu
robuste) et 1 (structure tres robuste). Cet indice est calculé a partir des probabilités de défaillance ini-
tiale et globale. Plus les structures deviennent complexes, plus le nombre de chemins de défaillance a
explorer peut devenir tres vite important.

La présentation de ces travaux de these est répartie en quatre chapitres :

— Le chapitre [ est divisé en deux grandes parties : notion de robustesse structurale et outils de
fiabilité. La premicre partie présente brievement quelques normes qui régissent la robustesse
structurale ainsi que les domaines d’exigences et de stratégies. Elle décrit également quelques
indices permettant I’évaluation de la robustesse. Elle rappelle les différentes techniques et mé-
thodes d’appréciation de la robustesse structurale et présente quelques démarches de construc-
tion incomplete d’arbre d’évenements. La deuxieme partie de ce premier chapitre présente les
différents outils et concepts de fiabilité que nous utiliserons pour quantifier les probabilités de
défaillance locale et globale.

— Le chapitre /1 présente I’approche proposée dans cette these. Cette procédure repose sur une
méthode de construction complete d’arbres d’événements. L’approche de parcours d’arbres
consiste a rechercher la propagation de la défaillance au sein-méme de la structure : il s’agit
donc d’analyser les processus qui font qu’une défaillance localisée puisse entrainer la ruine
globale. La détermination de mécanismes de ruine d’évaluer la robustesse structurale au travers
d’indices de robustesse. Cette approche est détaillée sur un cas académique de structure unidi-
mensionnelle (poutre fléchie) dont le mode de défaillance est la formation de rotules fragiles.
Des simulations de Monte-Carlo sont également effectuées pour valider la modélisation propo-
sée et les résultats de ces deux méthodes sont comparés.

— Le Chapitre /1] propose une étude plus approfondie de la robustesse en retenant comme
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deuxieéme mode de défaillance locale la formation de rotules plastiques. L’effet de la combi-
naison des charges extérieures est étudié puisqu’il peut etre bénéfique ou pénalisant suivant la
section considérée. Deux types de lois probabilistes (Gaussienne ou Log-normale), conduisant
a une procédure soit linéaire, soit non linéaire, sont testées. Enfin, les adaptations nécessaires a
la prise en compte de variables aléatoires corrélées sont présentées.

— Dans le quatrieme chapitre, 1’approche développée est appliquée sur un portique référencé dans
les normes et classiquement étudié dans la littérature. Cette étude vise a montrer que notre
procédure peut s’appliquer a des assemblages de poutres et pour des efforts de supports non co-
linéaires. Elle permet également de comparer nos résultats avec ceux fournis dans la littérature.

Finalement, une conclusion générale permet de faire une synthese des résultats obtenus afin d’éva-
luer I’approche proposée et soumettre des perspectives pour la suite des recherches de ces travaux de
these.
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Chapitre

Etat de I’art

La plupart des constructions sont dimensionnées selon des études de conception reposant sur des
calculs déterministes, prenant en compte les sollicitations réglementaires et leurs combinaisons selon
les normes en vigueur. La variabilité est introduite sous forme de coefficients partiels de sécurité dans
un contexte semi probabiliste. Or 1’actualité montre régulierement que la survenue de sollicitations
accidentelles, criminelles ou non (feux, explosions, chocs, attentats, séismes, ...) peut engendrer une
destruction ou une fragilisation notoire de parties de batiments (logements, bureaux, industries, éta-
blissements recevant du public, ...) ou d’ouvrages (ponts, tunnels, échangeurs, réseaux, ...). Parfois,
des ruines localisées (défaillance initiale) peuvent étre suivies de dégradations disproportionnées (dé-
faillance globale) se généralisant en chaine a tout ou une partie du batiment ou de I’ouvrage, voire
aux constructions voisines. Plusieurs exemples de ruine en chaine ont marqué la mémoire collective ;
ils sont détaillés dans les paragraphes suivants.

Le 16 mai 1968 a Canning Town dans I’Est de Londres ; une tour de 22 étages nommée Ronan
Point s’effondre en partie a la suite d’une explosion de gaz dans un appartement du 18°™¢ étage.
Cette explosion est a 1’origine de I’écartement du mur extérieur de la cuisine et du mur porteur du
salon, entrainant une déstabilisation des étages supérieurs qui s’effondrent, comme un jeu de domi-
nos, sur les étages inférieurs. Cet accident est un exemple type d’effondrement progressif (Figure I.1).

FIGURE 1.1 — Mode de ruine de la tour Ronan Point (Huvelle et al. [2015])



Les enquétes ont montré que I’effondrement a été déclenché par I’explosion de gaz et ont égale-
ment révélé qu’il a été causé par un défaut au niveau des joints de construction. En 1986, la démolition
étage apres étage dans une procédure inverse de celle de sa construction, a confirmé les preuves de dé-
fauts conceptuels du mode de construction. Les codes du batiment existants ont été jugés inadéquats
pour assurer la sécurité et I’intégrité des immeubles d’habitation en béton préfabriqué de grande hau-
teur. Par la suite, les codes du batiment de nombreux pays ont adopté des dispositions de robustesse.

I1 est important de noter que I’effondrement de Ronan Point n’était pas le premier cas d’effondre-
ment progressif (selon une enquéte menée en 1972, environ 15 a 20% du nombre total de défaillances
étaient de ce type (Allen and Schriever [1972]). Cependant, en raison de la large médiatisation de
cet accident, ce type d’effondrement a attiré I’attention des chercheurs et des autorités. Ainsi, dans
les années 1970, un grand nombre de publications traitant I’effondrement progressif et ses causes est
apparu (Breen [1975], Burnett [1975], Ellingwood and Leyendecker [1978], Leyendecker and Elling-
wood [1977], Somes [1972], Taylor [1975], Taylor and Alexander [1974]). Les codes de conception
du batiment, ont également évolué, introduisant des mesures préventives possibles et des dispositions
visant a réduire le risque d’effondrement progressif (NRCC [1975]). Pendant cette période, les prin-
cipales approches pour réduire le risque d’effondrement progressif ont été formulées.

Au cours des années 1980 et au début des années 1990, I’intérét pour ce phénomene d’effon-
drement progressif a diminué. Cependant, 1’attentat a la bombe contre I’immeuble fédéral Alfred P.
Murrah a Oklahoma City en 1995 (Figure 1.2) et celui contre les ambassades américaines a Nairobi
et a Dar-Es-Salaam en 1998 , ont attiré une attention renouvelée sur la robustesse structurale (MMC
[2003]). Selon Breysse [2009c], la gravité de I’effondrement de I’immeuble fédéral Alfred P. Murrah
avait été favorisé par les particularités de la structure. En effet, seul un poteau sur trois était fondé en
facade et les autres étant repris au deuxieéme niveau par une poutre de transfert en bordure de plancher.
Afin de réduire le risque d’effondrement progressif pour les structures nouvelles et existantes (DoD
[2005], GSA [2003]), des approches développées dans les années 1970 sont adoptées. Ces efforts
visent a développer des méthodes de conception explicites.

Le 11 septembre 2001, les tours jumelles de world Trade Centre de New York se sont effondrées
suite aux impacts de deux boeings 747. Leurs destructions sont dues a une combinaison de dégats
structuraux au niveau de la zone d’impact et du déclenchement d’un feu a haute température. En
conséquence, la structure a perdu sa capacité a supporter la combinaison de charges extrémes. Ainsi,
une progression de la défaillance partant de la partie supérieure de la zone d’impact vers le bas de la
structure a entrainé la ruine complete de 1’ouvrage. Ce mode de ruine peut étre considéré comme un
effondrement progressif disproportionné.

Plus récemment, le dimanche 23 mai 2004, onze mois apres son inauguration, une partie de la
volite d’une passerelle du terminal 2E de 1’aéroport Roissy Charles-de-Gaulle s’est effondrée. A la
suite de cet accident, une information judiciaire et une enquéte administrative sont ouvertes le 24 mai.
Le 6 juillet, la commission d’enquéte administrative en charge de déterminer la cause de I’effondre-
ment brutal montre que 1’accident résulte de deux événements quasi simultanés. D’ une part, le pliage
et la perforation de la coque en béton armé par les butons qui devaient assurer le role de soutien de
la coque. D’autre part, la rupture et la chute de la poutre sabliere qui supportait la coque. Par ailleurs,
la perforation de la coque aurait été facilitée par une dégradation préalable et progressive du béton.
Certains auteurs (Wassim et al. [2012, 2015]) ont examiné les raisons de cet incident et ils ont essayé
de voir s’il était possible de prédire la défaillance de I’ouvrage en amont.
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FIGURE 1.2 — Effondrement progressif de I’'immeuble fédéral Alfred P. Murrah a Oklahoma City (Hao
et al. [2014])

Ces différentes ruines ont eu un impact considérable sur le plan économique car les colits de
ces ouvrages étaient élevés. Il faut aussi rappeler que certains de ces effondrements ont été drama-
tiques car étant a I’origine de plusieurs pertes humaines. Cependant, ces exemples d’effondrement
d’ouvrages de génie civil ont été a 1’origine de plusieurs mesures positives parmi lesquelles, une
réévaluation des regles de construction en termes de sécurité et de chargement exceptionnel. Il est
prescrit dans les codes de construction la prévention contre 1’effondrement progressif. Ces disposi-
tions préconisent que si I'un des éléments structuraux cesse d’assurer sa fonction, les autres restants
non endommagés prennent la releve : notion de robustesse structurale.

La premicere partie de ce chapitre expose briecvement le cadre réglementaire régissant la robustesse
structurale. Une description des principales approches utilisées pour évaluer la robustesse structurale
est également présentée. Les exigences et les domaines d’application de la quantification de la robus-
tesse structurale sont exposés. Une étude de robustesse d’une structure proposée dans la littérature
est analysée. La seconde partie de ce chapitre présente les outils et concepts de fiabilité que nous
utiliserons pour effectuer les calculs de probabilités.

1 La robustesse structurale

Les cadres réglementaires actuels du monde du génie civil integrent les notions d’effondrement
progressif et de robustesse dans les procédures de dimensionnement des structures. Aujourd’hui, il
s’agit de concevoir des structures qui soient telles que la perte accidentelle ou non de I'un de leurs
éléments structuraux (par impact, explosion, incendie,. .. ) ne provoque qu’une ruine localisée et n’en-
gendre pas de dégradations disproportionnées de la structure. De nombreuses recherches voient ac-
tuellement le jour dans ce domaine de caractérisation de la robustesse. Leur but est de fournir aux
ingénieurs des stratégies, exigences et méthodes permettant de concevoir des structures robustes.

El Hadji Boubacar SECK Page 7



La robustesse est caractérisée par diverses définitions dans la littérature :

— EN-1991-1-7 [2006] : aptitude d’une structure a résister a des événements tels que les incendies,
les explosions, les chocs ou les conséquences d’une erreur humaine, sans présenter de dégats
disproportionnés par rapport a la cause d’origine.

— Starossek and Haberland [2010] : insensibilité d’une structure aux dommages initiaux.

— GSA [2003] : capacité d’une structure ou de ses composants a résister aux sollicitations séveres
a la suite d’événements tels que explosions, impacts, feu ou conséquences de I’erreur humaine
sans présenter de défaillance prématurée et/ou rupture fragile.

— Faber [2008] : rapport entre les risques directs et les risques totaux d’un systeme, pour un inter-
valle de temps déterminé avec prise en compte de tous les événements d’exposition appropriés
du systeme et de tous les états de dégats appropriés aux constituants du systeme.

— Agarwal and England [2008] : capacité d’une structure a éviter des conséquences dispropor-
tionnées par rapport a une défaillance initiale.

— Biondini et al. [2008] : capacité du systeme a subir une perte sans présenter de dégats dispro-
portionnés par rapport aux causes d’origines.

— Bontempi et al. [2007] : capacité d’une structure de ne pas subir des dégats disproportionnés
a la suite d’une défaillance initiale limitée ; exigence intrinseque, inhérente a 1’organisation du
systeme structural.

— Val and Val [2006] : capacité d’une structure a absorber I’effet d’un événement accidentel sans
subir de dommage disproportionné par rapport a I’événement d’origine.
Capacité de la structure a résister aux défaillances locales sans défaillance disproportionnée.

— Vrouwenvelder [2008] : une structure ne devrait pas €tre trop sensible aux défaillances locales,
indépendamment de la cause d’origine.

— Kbnoll and Vogel [2009] : capacité d’un systeme a faire face a des évenements prévisibles ou
imprévisibles en conservant la fonction pour laquelle il a été concu de maniere inchangée et
pour un temps déterminé.

— Breysse [2009c¢] : propriété d’un systeme concu de maniere a ce qu’une défaillance locale n’in-
duise pas de défaillance généralisée.

Ces définitions, relativement similaires, décrivent la robustesse comme la capacité d’un systeéme
structural a éviter des dégats disproportionnés a la suite d’un dommage initialement localisé. Au-
trement dit, il s’agit pour 1’ingénieur d’anticiper la propagation d’un dommage initial jusqu’a la dé-
faillance globale d’un systeme structural suite aux sollicitations séveres.

1.1 Cadres réglementaires de la robustesse structurale

Les codes internationaux de conception des structures visant a prévenir 1’effondrement progres-
sif ont été révisés trois fois suite aux trois graves incidents d’effondrement progressif. Premierement,
I’effondrement de la tour Ronan Point a Canning Town, Londres en 1968 (Figure 1) a attiré 1’ attention
des autorités britanniques et canadiennes sur la nécessité d’élaborer des normes prenant en compte
la notion de robustesse structurale. Le deuxieéme événement est I’effondrement de 1’édifice fédéral
Alfred P. Murrah a Oklahoma City en 1995 (Figure 1.2). Par la suite, les normes américaines ont ren-
forcé les dispositions relatives a I’effondrement progressif déja établies. Dernierement, la destruction
des tours jumelles du World Trade Centre de New York (Etats—Unis, 11.09.2001) (Figure 2b) a servi
de catalyseur lors de la révision des dispositions d’effondrement progressif.
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1.1.1 Code de conception anglais

Les premieres regles de dimensionnement prenant en compte la notion de robustesse structurale
et d’effondrement progressif ont été développées au Royaume-Uni suite a la catastrophe de la tour
Ronan Point. Le paragraphe A3 de I’annexe 1 des reglements de construction (ODPM [2004], Vlassis
[2007]) décrit les stratégies et dispositions de la robustesse structurale :

— les ouvrages suivants sont considérés robustes pour soutenir des défaillances de faible étendue :
les batiments inférieurs a 15 étages ou 500 m? de plancher a chaque étage, les hopitaux de
moins de 3 étages, les parkings de moins de 6 niveaux. Ces ouvrages doivent étre congus avec
des éléments liés entre eux.

— les éléments de structure dont leur perte entraine des dommages excédant 70 m? ou 15% de la
surface du plancher sont concus comme des éléments clés capables de résister a une pression
statique de 34 kPa (51 1b/in?).

— en dehors de ces deux dispositions, 1’étude de la robustesse structurale de tout ouvrage différent
de ceux cités précédemment doit faire I’objet d’une vérification par une procédure d’évaluation
systématique des risques en tenant compte de tous les aléas, prévisibles ou non.

1.1.2 Code de conception canadien

Sous le nom de "National Building Code of Canada" (NBCC), le code de conception canadien
NBCC [1995] stipule que "les structures doivent étre congues de sorte a avoir une intégrité structu-
rale suffisante pour résister a tout effet dont on peut raisonnablement s’attendre a ce qu’il se produise
durant la durée de vie".

L’intégrité structurale quant a elle est définie comme étant la capacité a absorber une défaillance
locale sans I’occurrence d’un effondrement généralisé.

La norme NBCC [1995] recommande des mesures contre les accidents graves ayant une pro-
babilité d’occurrence annuelle supérieure a 10~% mais ne présente pas de directives sur la maniere
d’effectuer le calcul des scénarios de conception.

1.1.3 Code de conception américain

La norme américaine ASCE-7-02 [2005] a été développée suite a I’attaque terroriste du 11 sep-
tembre 2001. L’un des objectifs de ce code est d’élaborer des approches de conception visant de se
prémunir de I’effondrement progressif des structures. La norme ASCE-7-02 [2005] préconise deux
méthodes : conceptions directe et indirecte.

La conception directe préconise explicitement la prise en compte de la résistance a I’effondrement
progressif lors du dimensionnement. Deux types de méthode sont utilisées : chemins alternatifs et ré-
sistance locale spécifique. La premiere méthode a pour objet de fournir des chemins de chargements
alternatifs de sorte que le dommage soit absorbé et les effondrements majeurs puissent étre évités. La
deuxieme méthode permet d’obtenir une résistance suffisante aux défaillances a la suite d’accidents
ou de mauvais usages.

La conception indirecte préconise implicitement la prise en compte de la résistance a 1’effondre-
ment progressif lors du dimensionnement. La méthode des "chemins alternatifs" peut €tre utilisée afin
de renforcer I’intégrité structurale.
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Dans le cas particulier des batiments, la norme américaine ASCE-7-02 [2005] stipule que les
structures doivent étre congus pour supporter un dommage local grace a I’ensemble des éléments
structuraux stables et non endommagés restants sans présenter de dégats disproportionnés par rapport
a ’origine du dommage local. Cette préconisation doit étre réalisée par un arrangement des éléments
structuraux qui fournit la stabilité au systeme entier en transférant les charges des zones localement
endommagées aux zones adjacentes capables de résister a des sollicitations imprévisibles.

1.1.4 Code de conception européen

Actuellement, la robustesse structurale est abordée dans I’Eurocode 0, Bases de calcul des struc-
tures (EN-1990 [2002]) et I’Eurocode 1, Actions sur les structures (EN-1991-1-7 [2006]). L’ Eurocode
0 énonce les principes majeurs de conception et de réalisation d’infrastructures robustes. L’Eurocode
1 définit la robustesse structurale : une structure doit étre congue et exécutée de telle sorte qu’elle ne
soit pas endommagée par des évenements identifiés ou non de fagon disproportionnée par rapport a
la cause d’origine. Cette définition permet de mettre en exergue les notions de dommage initial (dé-
faillance locale) et de dommage disproportionné (défaillance globale ou semi globale). Les préconisa-
tions de I’Eurocode 1 stipulent des recommandations sur les stratégies a considérer pour concevoir des
ouvrages robustes. D’une part, il s’agit de distinguer les actions accidentelles identifiables (séisme,
feu...) ou non identifiables (conséquences d’une erreur humaine, action malveillante...). D’autre part,
I’Eurocode 1 fournit des stratégies afin d’obtenir des ouvrages robustes (Figure 1.3).

SITUATIONS DE PROJET
ACCIDENTELLES

STRATEGIES VIS-A-VIS DES ACTIONS
ACCIDENTELLES IDENTIFIEES
Par exemple : explosions et chocs

STRATEGIES DE LIMITATION DE L'ETENDUE
D’UNE DEFAILLANCE LOCALE

CONCEVOIR
LA STRUCTURE | EMPECHER CONCEVOIR REDONDANGE gf;%g'ﬁg;
DE MANIERE A OU REDUIRE LA STRUCTURE RENFORCEE POUR DES REGLES
LUI CONFERER L'ACTION DE MANIERE Par exemple RESISTER PRESCRIPTIVES
UNE Par exemple : QUELLE PUISSE ple - Par exemple :
des reports de A UNE ACTION S S
ROBUSTESSE des mesures SUPPORTER intégrité et ductilité
) X charge possibles | ACCIDENTELLE
MINIMALE de protection L'ACTION NOMINALE A
SUFFISANTE “

FIGURE 1.3 — Stratégies pour les situations de projet accidentelles (EN-1991-1-7 [2006])

Pour concevoir des ouvrages robustes, I’Eurocode 1 a élaboré des recommandations divisées en
trois classes :

— classe de faibles conséquences de la défaillance (C'C'1) : la condition principale de cette classe
réside sur le respect des regles de stabilité et de robustesse fixées dans les Eurocodes £ N —1990
a EN —1999. Pour cette classe, i1 n’y a pas de considération spécifique d’actions accidentelles
a prendre en compte.
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— classe de conséquences moyennes de la défaillance (C'C2) : ’enjeu est de mener des analyses
simplifiées par des modeles de chargements statiques équivalents ou en appliquant des regles
de calcul et des dispositions constructives.

— classe de conséquences élevées de la défaillance (C'C'3) : nécessité de mener une analyse appro-
fondie des scénarios de défaillance avec le recours a des analyses dynamiques et des analyses
non linéaires.

L’Eurocode 1 stipule qu’une défaillance locale causée par des actions accidentelles peut étre tolé-
rable tant qu’elle n’affecte pas la stabilité de la structure et aussi tant que la capacité portante globale
de la structure est conservée afin de prendre les mesures d’urgence nécessaires. Dans le cas particu-
lier des batiments, il préconise que les mesures d’urgence peuvent impliquer 1’évacuation en toute
sécurité des personnes présentes dans les locaux et des alentours.

1.2 Les éléments relatifs a la robustesse

Knoll and Vogel [2009] ont synthétisé les éléments de la robustesse dans la Figure 1.4.

Integrité structurelle
et solidarisation

Dispositifs
mécanigues

Résistance

Surveillance, contrdle de
qualité, correction et
prévention

|

Robustesse Resistance &
Avertissement, I‘n:t‘t'mdn:n}lnfnl
intervention active structurale progressi

el sauvelage

Résistance post-
Mambement
Dispositifs de
protection

Avantages de
I"écrouissage

FIGURE L.4 — Eléments de la robustesse (Knoll and Vogel [2009])

Certains éléments de la Figure 1.4 sont détaillés dans les paragraphes suivants.

Intégrité structurale et solidarisation

Le terme d’intégrité structurale donne lieu a diverses définitions :
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— ASCE-7-02 [2005] : capacité a soutenir des dommages locaux du systeme structural considéré
comme un ensemble stable dont sa ruine ne doit pas se produire de maniere disproportionnée
par rapport aux dégats locaux initiaux. Ainsi définie, I’intégrité structurale est utilisée occasion-
nellement pour désigner la robustesse.

— Starossek [2007b] : capacité a la structure et ses composants a rester intacts pendant la durée de
vie prévue. Cette définition implique que 1’intégrité structurale est une propriété consistant a se
référer a I’état d’une structure et non a son comportement.

Plus tard, Starossek and Haberland [2010] suggerent de mettre fin a I’utilisation du terme intégrité
structurale dans le premier sens mentionné et proposent d’utiliser la robustesse.

Résistance

La résistance est la capacité d’un élément ou d’un systeme structural a résister a des actions sans
défaillance mécanique. A titre d’exemple, la résistance structurale peut étre la résistance a la flexion,
résistance a traction, etc. Dans le cas des matériaux, la résistance peut étre considérée comme une
propriété mécanique, traduisant sa capacité a résister a des actions, exprimée en unités de contrainte.
Dans la conception structurale, fournir une résistance supplémentaire aux éléments critiques peut
contribuer a améliorer la robustesse structurale.

Redondance

La redondance permet a une structure de redistribuer les efforts initialement portés par les élé-
ments défaillants, sur I’ensemble des éléments constitutifs non endommagés. Ainsi, elle permet de
supporter des charges additionnelles par les éléments restant non endommagés en cas de défaillance
d’un ou plusieurs éléments. La redondance, généralement associée avec la présence de chemins al-
ternatifs de chargement est bénéfique pour une structure car permettant de limiter les effets d’une
défaillance locale.

Selon Cremona [2010], la redondance peut €tre passive ou active. La redondance active correspond
au cas des composants qui fonctionnent simultanément sans que cela soit nécessaire pour le systeme.
Par exemple, une section de précontrainte en exces dans un ouvrage peut €tre constituée de plusieurs
torons non nécessaires mais actifs. La redondance passive est constituée de composants ou de sous-
systémes en réserve qui ne sont pas destinés a fonctionner dans des circonstances normales de service.
C’est le cas de certaines entretoises ou diaphragme pour les ponts par exemple.

Ductilité

La ductilité est la capacité d’un matériau ou d’un élément de structure a résister aux grandes
déformations plastiques sans rupture. La ductilité peut avoir une grande influence sur les effondre-
ments progressifs et peut étre tres bénéfique car pouvant contribuer a 1’augmentation de la robustesse
structurale. En effet, les éléments directement affectés par la défaillance peuvent limiter les dom-
mages engendrés griace a leur comportement ductile. Ceci peut étre une source de prévention de la
défaillance des éléments structuraux avec dissipation d’énergie pour les éléments moins ductiles. De
plus, les propriétés de ductilité des éléments adjacents aux éléments défaillants permettent de dévelop-
per des chemins alternatifs de chargement. Ces derniers peuvent faciliter le processus de redistribution
des efforts dans la structure partiellement endommagée. Néanmoins, des mesures de la ductilité ne
conviennent pas pour exprimer la robustesse d’une structure (Starossek [2007b]).

Page 12 El Hadji Boubacar SECK



Résistance a I’effondrement progressif

Starossek [2007a] définit la résistance a I’effondrement progressif comme I’insensibilité d’une
structure aux événements anormaux. Une structure est dite résistante a 1’effondrement progressif si
des évenements anormaux ne conduisent pas a des dégats disproportionnés. Les circonstances anor-
males et leurs effets possibles sur la structure doivent étre définis et quantifiés par rapport aux objectifs
de conception.

Elément fusible

Un élément fusible est un élément structural qui maintient le transfert de charges a un certain
niveau (habituellement par le biais de ductilité) afin de limiter les forces qui sont transmises par les
chemins de chargement le contenant. Un élément fusible peut étre tres utile dans les situations de
déformation controlées comme dans le cas des déplacements imposés. Cependant, la déformation de
chaque élément fusible est limitée et la robustesse exige que cette limite ne soit pas excédée.

Un élément fusible dans I’application structurale differe du fusible électrique qui interrompt la
transmission complete du courant en cas de surcharge.

Scenario de knock-out

Il existe des situations ot il est presque impossible d’avoir une ductilité ou une résistance a 1’effon-
drement suffisante pour atteindre 1’objectif de conception robuste. Le scénario de knock-out consiste
a considérer la possibilité d’introduire un élément concu pour €tre détruit lors de la réalisation d’un
aléa sans pour autant entrainer de graves conséquences.

Prise en compte de la rigidité

Les déformations structurales sont inversement proportionnelles a la rigidité, exception faite dans
les situations de déformations contrdlées, c’est a dire lorsque la réponse dynamique de la structure est
principalement liée a I’amplitude du mouvement du sol (effets sismiques). Les déformations doivent
étre limitées afin d’éviter de mettre en péril la robustesse structurale et d’entrainer la défaillance par
instabilité de second ordre.

Avantage de I’écrouissage

L’écrouissage traduit 1’évolution du domaine élastique sous 1’effet de 1’apparition de déforma-
tions permanentes. Dans le cas des aciers de construction, 1’écrouissage positif (hardenning) traduit
I’augmentation de la résistance.

Seconde ligne de défense

La maniere dont une structure endommagée continue de résister aux sollicitations externes s’ ap-
pelle la deuxieme ligne de défense. A titre d’exemple, Knoll and Vogel [2009] expliquent le fonc-
tionnement des barrieres de sécurité situées le long des routes. Si la limite de résistance en flexion
d’un élément est atteinte suite aux sollicitations externes alors cet élément se déformera selon un
mécanisme cinématique incluant un certain nombre de rotules plastiques. Ceci sera a 1’origine de
grandes déformations modifiant la géométrie de 1’élément. Cet élément peut se comporter comme un
hamac en tension qui offre une meilleure résistance en termes de maintien du véhicule sur la route.
Ce processus permet de dire que I’élément a trouvé une seconde ligne de défense.
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Résistance post-flambement

Selon Knoll and Vogel [2009], un flambement partiel peut tre autorisé lorsque des éléments a
parois minces sont exposés aux instabilités locales ou partielles. Ils ajoutent une condition sur la
résistance résiduelle des éléments offrant une capacité suffisante de résister aux charges externes.

1.3 Quantification de la robustesse structurale

Pour améliorer la robustesse des structures, les codes et publications scientifiques ont fourni des
recommandations essentiellement qualitatives et peu quantitatives. Par exemple, dans les pays ol
les structures sont congues pour résister aux charges sismiques, les exigences pour 1’obtention de
structures parasismiques comprennent pratiquement les mémes aspects que ceux utilisés pour la ro-
bustesse, a savoir, la redondance et la ductilité.

Une description quantitative est nécessaire pour caractériser la robustesse structurale. Il existe
plusieurs termes qualitatifs et quantitatifs proposées dans la littérature pour caractériser la robus-
tesse structurale : les plus couramment employés sont 1’indicateur, la mesure et 1’indice (Starossek
[2007b]). L’indicateur permet de décrire de maniere qualitative une propriété ; la mesure est une des-
cription quantitative d’une propriété et I’indice est exprimé sous forme de ratio permettant de décrire
de maniere quantitative une propriété sur une échelle fixe. Starossek and Haberland [2010] établissent
des liens entre ces différents termes : chaque mesure peut €tre considérée comme un indicateur et un
indice est une forme particuliere d’une mesure. Diverses approches ont été proposées dans la litté-
rature pour définir une mesure de la robustesse grace a un indice de robustesse noté I, (Baker et al.
[2008], Kagho-Gouadjio [2013], Starossek [2007a]).

1.3.1 Indices de robustesse

Starossek [2007a,b] a divisé en deux grandes familles les indices de robustesse suivant le com-
portement et les caractéristiques de la structure (Figure 1.5). Les paragraphes suivants présentent les
expressions des indices de robustesse proposées dans la littérature actuelle.

Page 14 El Hadji Boubacar SECK



Bases de quantification

Y L

Comportement de la structure Caractéristiques de la structure
] I
| |
Probabiliste Déterministe Rigidité de la Topologie de la
structure structure

Probabalité de - —
défaillance || Capacité de

chargement
Risque

= Etendue du dommage

— Energie

FIGURE L.5 — Approches de quantification (Starossek [2007b])

a Indices de robustesse basés sur le comportement de la structure

La Figure 1.5 montre que le comportement de la structure peut étre étudié suivant deux approches
déterministe et probabiliste.
a.l1 Méthodes probabilistes

I’évaluation de I’indice de robustesse peut se réaliser grace a la probabilité de défaillance ou a
I’évaluation du risque.
a.l.1 Probabilité de défaillance

Fu and Frangopol [1990] ont proposé un indice de redondance permettant d’exprimer la réserve
de résistance d’une structure ayant subi un dommage.

I = Pf(dmg) — Pf(sys) (I.1)
Dy (sys)

OU Pr(dmg) €St la probabilité d’occurrence d’'un dommage local dans le systeme (c’est-a-dire la dé-
faillance d’un composant) et py,,,) est la probabilité de défaillance globale du systeme. La probabilité
Df(sys) Tésulte de I’intersection de tous les €évenements rencontrés le long d’un chemin de défaillance.
Lorsque pf(amg) = Ds(sys) alors la structure est considérée non redondante (/, = 0). La relation
Pf(dmg) > Pf(sys) Indique que le systeme possede une résistance résiduelle (7, > 0).

Frangopol and Curley [1987] ont défini un indice de redondance de résistance :

Lin ac
I, = fact (1.2)

Lintact - Lendommagé
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Ol Liptqe est un multiplicateur de charge 1i€ a la performance de I’ouvrage intact et Le,dommage €5t Un
multiplicateur de charge 1ié a la performance de I’ouvrage endommagé. En considérant L;,,;qc = AL
et Lendommags = A" L (ou L est la charge réglementaire appliquée sur 1’ouvrage et \ est le multiplica-
teur de charge), I’Equation (I1.2) devient un indice de redondance de performance :

A

L =—2-—
A — N

1.3)
L’indice de I’Equation (I.3) est une réserve de performance entre I’endommagement d’un élément et
la performance du systeme (pont). Il exprime également 1’importance des éléments individuels sur la
réserve de performance dans les ouvrages endommagés. Cet indice est compris entre 1 (la structure
endommagée manque de résistance résiduelle \* = 0) et +o00 (le dommage n’a aucune influence sur
la résistance résiduelle de la structure A = \*).

Mohammadkhani-Shali [2007] considére que I’indice précédant est inapplicable aux ouvrages
existants en raison de la non prise en compte des incertitudes dans I’évaluation des ponts endommagés
et de I'influence des éléments individuels sur la réserve des ponts endommagés. Il propose deux
indices de redondance : résiduel et performance. Le premier indice représente la performance de
I’ouvrage lorsqu’un élément est défaillant. Il est donné par 1’équation suivante :

Ps.a
Bs,i

ol f3, 4 est I'indice de fiabilité du systéme (ouvrage) obtenu par des calculs non linéaires lorsqu’un
élément est défaillant et 3 ; est I'indice de fiabilité du systeme initial (ouvrage) obtenu par des cal-
culs non linéaires. Notons que les calculs non linéaires sont effectués en raison du comportement de la
structure. L’indice de I’Equation (I.4) est compris entre —oo (structure endommagée avec une proba-
bilité de défaillance égale a 1) et 1 (structure intacte). Lorsque I'indice de I’Equation (1.4) vaut O alors
I’ouvrage est endommagé avec une probabilité égale a 0.5. Il est important de noter que I'indice de
redondance résiduel indique le pourcentage de la charge du trafic qui peut étre supporté, vis-a-vis des
criteres de service, par le pont lorsque 1I’un de ses éléments est défaillant. Cet indice peut intervenir
comme une alerte et peut &tre utilis€ pour améliorer les stratégies de surveillance et de maintenance
des ponts existants.

I, = (14)

Le deuxieme indice correspond a la performance de 1’ouvrage. Il est défini par I’équation suivante :

[ = Psi (15)

ﬁs,i - Bs,d
ol f3s 4 et 35,; sont définis par I’Equation (I.4). L’indice de I'Equation (I.5) est compris entre 0 (struc-
ture enticrement endommagée) et +oo (structure intacte). Lorsqu’il vaut 1 alors I’ouvrage est en-
dommagé a 50%. Cet indice peut également étre appliqué pour étudier la performance d’un réseau
comprenant plusieurs ponts dans lequel la perte de performance d’un pont peut entrainer la perte de
performance de I’ensemble du réseau. Notons que la performance de 1’ouvrage est considérée comme
la robustesse du pont lorsqu’un élément est défaillant.

Mohammadkhani-Shali [2007] a également proposé deux indices de réserve de redondance. L’in-
dice de I’Equation (I.6) est le taux de réserve du systeme et représente la différence entre I'indice de
fiabilité du systeme endommagé et I’indice de fiabilité de son élément le plus critique.

I, = 5s,d,nl - ﬁm,c,l (16)
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ol f3s 4. représente ’indice de fiabilité du systeéme lorsqu’un élément est défaillant, en faisant des
calculs non linéaires (en raison du comportement de la structure) et /3, .; correspond a I’indice de
fiabilité de 1’élément critique en faisant des calculs linéaires.

Le second correspond a la réserve locale dans les éléments principaux de la structure lorsqu’un
élément est défaillant (Equation (1.7)).

o 6m,nl
Bm,l

ou f3,,; est I'indice de 1’élément le plus critique, en faisant des calculs linéaires et 3,, ,; représente
I’indice de fiabilité de 1’élément le plus critique, en faisant des calculs non linéaires (comportement
de la structure). Notons que cet indice est inférieur ou égal a 1. Il indique le pourcentage de la charge
du trafic qui peut €tre supporté par les différents éléments du pont lorsqu’il y a un dysfonctionnement.

I, <1 d.7)

a.1.2 Risque

Kagho-Gouadjio [2013] a proposé I’indice de robustesse permettant de comparer le risque a
I’échelle locale et globale.

Ir _ Diocale (18)
Diocale + Q Pglobale

. c ‘ (
oua = % > 1 représente le rapport entre les conséquences globales et locales. Une valeur de

I’indice de robustesse de I’Equation (I.8) proche de 1 indique une structure robuste et une valeur

proche de H% désigne une structure non robuste. Il est noté que dans le cas ou les conséquences

globales deviennent infiniment grandes par rapport aux conséquences locales, I’indice tend vers 0.

Baker et al. [2008] ont proposé un indice de robustesse exprimant I’écart entre les risques direct

(Rdirect) et indirect (Rindirect)~
Rdirect

Rdirect + R’indirect
Le risque est le produit de la probabilité de défaillance et des conséquences de I’occurence d’un aléa.
Ces conséquences sont de deux types : directes et indirectes.

I 1.9)

Les conséquences directes sont les conséquences dues a la défaillance locale d’un élément de
structure (ces conséquences sont supposées proportionnelles a la cause initiatrice).

Les conséquences indirectes sont les conséquences associées a la défaillance de la structure. Elles
se produisent apres la défaillance locale (les conséquences indirectes sont supposées disproportion-
nées par rapport a la cause initiatrice).

a.2 Méthodes déterministes

L’ évaluation de I’indice de robustesse repose sur la capacité du systeme a redistribuer les charges,
la ruine progressive et I’énergie.

a.2.1 Capacité du systeme a redistribuer les charges

Biondini and Restelli [2008] a proposé un indice de robustesse qui compare la performance de
I’ouvrage au temps initial (¢;,,;), a la performance de I’ouvrage au temps ¢. Cet indice permet d’estimer
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la performance structurale en fonction du temps et varie entre 0 (structure non robuste) et 1 (structure
robuste).

Ac(t)
I, = ——— I.10
ol A\.(t) et \.(t;n;) sont les multiplicateurs de charge limite au temps initial et au temps ¢.
a.2.2 Ruine progressive
Haberland [2007] a proposé I’indice de robustesse ci dessous :
[ =1- -1 (L.11)
Plim

ou p et py;,, sont respectivement 1’étendue maximale du dommage additionnel causé par le dommage
initial et la progression du dommage acceptable.

a.2.3 Energie

Smith [2007] a proposé I’indice de robustesse ci dessous :

E .
I,=1— A .12
max For (L.12)

ou F, ; est I’énergie libérée par la défaillance initiale de I’élément structural j et disponible pour la
défaillance de I’élément suivant & ; E; ;, est I’énergie requise pour la défaillance de 1’élément suivant

k.
b Indices de robustesse basés sur les caractéristiques de la structure
La quantification de I’indice de robustesse a partir des caractéristiques de la structure repose sur 2
principes : rigidité et examen topologique de la structure.
b.1 Rigidité de la structure

Haberland [2007] a proposé un indice de robustesse défini comme le rapport entre le plus petit
déterminant de la matrice de rigidité du systeme actif de la structure ayant perdu un élément structural
| ;| et le déterminant de la matrice de rigidité du systeme actif de la structure intacte | ;|

| K
I, = .13
min Ko (I.13)

Cet indice varie entre 0 (structure non robuste) et 1 (structure robuste).

Biondini and Restelli [2008] ont proposé plusieurs indices de robustesse pour des structures a
comportement €lastique linéaire. Ces indices sont différents et divisés en deux groupes : certains sont
liés aux propriétés du systeme structural et d’autres sont fonction des conditions du chargement. Dans
ce qui suit, les indices du premier groupe sont donnés.

Le premier est :

_ K|

I, =

(1.14)
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ol | K4| est le déterminant de la matrice de rigidité de la structure endommagée ; | K;,,;| est celui défini
a I’Equation (I.13).

Le second indice est :

lq

I, = (L15)

bini
ot t, = > ;(N;(K,)) est la trace de K, (avec p qui est égal a la notation indicielle ini ou d) et \;(K,)
est la ¢ — ¢me valeur propre de K.

Le troisieme indice est :

I, = Sn (L16)
Cqd
max; A (Kp)
. mini )\Z(Kp)
cielle ini ou d).

ou ¢, = est le nombre de conditionnement de K, (avec p qui est égal a la notation indi-

Le dernier proposé est :
7j'mi
Ty

I, = (117)

ou 7, = \/ max; A\;(K; ! M),) représente la premiére période de vibration associée a la matrice de
masse M, de la structure (avec p qui est €gal a la notation indicielle ini ou d).

b.2 Topologie de la structure

Agarwal et al. [2003] ont proposé un indice de robustesse permettant d’analyser la qualité de la
connectivité de la structure. Il s’agit de calculer le facteur de forme, de clustériser la structure et de
déterminer les scénarios de défaillance. L’expression de cet indice est la suivante :

C(f)

I, = L2
Dy

(1.18)

ot C'(f) est la conséquence de la défaillance de 1’ouvrage et D, est la mesure de 1’effort requis pour
rendre défaillant tous les éléments de la structure.

L’ensemble de ces indices de robustesse proposés par la littérature permet de quantifier et de
qualifier la robustesse structurale. La liste est loin d’étre exhaustive.

1.3.2 Arbre d’événements

L’arbre des évenements (Event Tree) permet de décrire les mécanismes de ruine d’un systeme :
un mécanisme est représenté sous forme d’un scénario, constitué d’événements se déroulant chrono-
logiquement et construit a partir d’un ou plusieurs événement initiateur jusqu’a la ruine. Il s’agit de
rechercher les événements successifs susceptibles de provoquer la ruine du systeme. Les nceuds de
I’arbre correspondent a I’occurrence de la défaillance d’un des éléments. Les objectifs attendus d’un
arbre d’événements consistent a rechercher tous les scénarios possibles de ruine par une démarche a
priori de retour d’expérience ou par une quantification des probabilités de défaillance.

Une analyse par arbre des évenements a été développée au début des années 1970 pour 1’évalua-
tion du risque lié aux centrales nucléaires a eau légere. Particulierement utilisée dans le domaine du
nucléaire, son utilisation s’est étendue a d’autres secteurs d’activité. Dans le monde du génie civil
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ou la mécanique, I’arbre des éveénements permet de décrire les scénarios de ruine issus d’événement
initial localisé et d’établir la chronologie de la défaillance au sein de la structure.

Cette partie présente un ensemble de méthodologies permettant de qualifier les chemins de dé-
faillance et de quantifier leur probabilité d’occurrence. Ces démarches permettent de caractériser les
défaillances locales et globales d’une structure, mais également de quantifier I’'impact des défaillances
locales sur les défaillances globales au travers d’un indice de robustesse, et donc de proposer une
quantification de la robustesse structurale. Plusieurs algorithmes sont proposés dans la littérature mais
nous présentons que les deux méthodes suivantes : rechercher un arbre d’événements et identifier les
mécanismes de défaillance sans parcourir un arbre d’événement.

Dans un premier temps, nous détaillons les méthodes de parcours d’arbres d’évenements consis-
tant a rechercher le cheminement interne de la défaillance au sein-méme de la structure.

— Branches et bornes

La méthode des branches et bornes est un algorithme permettant de trouver des solutions de
divers problemes d’optimisation (combinatoire ou discrete) en temps de calcul raisonnables.
Concretement, il s’agit d’une technique permettant de mettre en valeur les mécanismes de dé-
faillance dominants. En effet, cette méthode se compose d’une énumération systématique de
toutes les solutions intermédiaires ou completes possibles, dont une grande partie sera éliminée
car jugée peu intéressante (Murotsu et al. [1979]). Autrement dit, la méthode des branches et
bornes est constituée de deux étapes de branchement et de bornage. Le branchement consiste a
sélectionner une combinaison d’éléments défaillants constituant un mécanisme de défaillance
avec la probabilité de défaillance la plus importante et le bornage écartant certains chemins
non significatifs. Seuls, les chemins restants dits dominants sont représentés. Notons que cette
procédure a été proposée pour la premiere fois par Land & Doig en 1960 en programmation
discrete ; elle s’est étendue a d’autres disciplines.

La méthode des branches et bornes a été adaptée dans le domaine de la fiabilité structurale
afin d’identifier les mécanismes de ruine significatifs d’un systeme structural. Ce sont les mé-
canismes dont I’occurrence affecte la fiabilité globale du systeme (Thoft-Christensen and Mu-
rotsu [1986]). Ces mécanismes de ruine, dits significatifs ou dominants, sont mis en série pour
évaluer la probabilité de défaillance du systeme.

Kagho-Gouadjio [2013] a utilisé cette méthode dans le domaine de la robustesse structurale
afin d’identifier le mécanisme de ruine dominant avec la plus grande probabilité d’occurrence.
La Figure 1.6 est un arbre d’évenements ou les chemins considérés sont les propagations de
défaillances localisées jusqu’aux défaillances globales. Seules 3 branches initiales sont repré-
sentées parmi 6 possibles. Les noceuds de I’arbre correspondent a I’occurrence de la défaillance
d’un des éléments. Le nceud a, traduit la défaillance de 1’élément 1. Le nceud a2 exprime la
défaillance de I’élément 2 sachant la défaillance de I’élément 1. le parcours de cet arbre se fait
de la gauche vers la droite et du haut vers le bas. Les chemins aq9, a3, a4132, €t agi3s repré-
sentent des chemins de défaillance globale dominants (les traits en pointillés sont des chemins
écartés). Comme indiqué ci-dessus, les différents chemins dominants peuvent ainsi €tre mis
en série pour calculer la probabilité de défaillance du systeme. L’ objectif peut également étre
différent. En effet, le but de Kagho-Gouadjio [2013] consiste a comparer I’écart entre un en-
dommagement local et global pour le chemin de défaillance ayant la plus grande probabilité
de se produire. Dans ce contexte, c’est plutdt I’identification du chemin avec la plus grande
probabilité d’occurrence qui est recherchée (chemin ag;35 identifié avec des traits gras dans la
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Figure 1.6).

FIGURE 1.6 — Illustration de la quantification de la robustesse par un arbre d’événements : méthode
des branches et bornes (Kagho-Gouadjio [2013])

— [-unzipping

Selon Thoft-Christensen and Murotsu [1986], la méthode S-unzipping est un algorithme per-
mettant d’évaluer la fiabilité structurale a différents niveaux afin d’identifier les chemins de
défaillance dominants. Les niveaux correspondent au nombre d’éléments défaillants supposés
associer a la ruine de la structure. Le but consiste a identifier a chaque niveau les nceuds d’occur-
rence ayant une probabilité de réalisation suffisamment grande, ou encore ceux ayant un indice
de fiabilité 3 suffisamment faible. Il est important de rappeler que I’indice de fiabilité consi-
déré pendant le parcours de 1’arbre d’éveénement est toujours celui du dernier élément dans
le chemin de défaillance et non un indice de fiabilité associé€ a I’intersection de tous les sous
évenements de défaillance (pour la méthode des branches et bornes présentée au paragraphe
précédent, c’est la probabilité du chemin qui est testée a chaque nceud et non la probabilité de
réalisation du nceud associé).

Thoft-Christensen [1982] a été le premier a suggérér la procédure S-unzipping dans le domaine
de la fiabilité structurale. Par la suite elle a ét€é développée par Thoft-Christensen and Sorensen
[1982] pour des matériaux a comportement ductile ou fragile. Comme pour la procédure des
branches et bornes, S-unzipping est une méthode générale au sens ot Thoft-Christensen and
Murotsu [1986] I’ont utilisé pour des structures a treillis ou pour des structures a ossature, pour
différents modes de défaillance.

Kagho-Gouadjio [2013] présente un arbre d’éveénement obtenu par la méthode [-unzipping
dans le domaine de la robustesse structurale (Figure 1.7). L’indice de fiabilité critique (/.;)
représente la borne supérieure de 1’encadrement des indices de fiabilité des éléments a sélec-
tionner au niveau [ de I’analyse. Les différents indices critiques identifiés a chaque nceud d’éve-
nement permettent de ne sélectionner que les branches qui ont une probabilité d’occurrence
suffisamment grande. Une répétition de ce processus jusqu’a I’occurrence d’un mécanisme et
une itération de la procédure permettent d’identifier tous les mécanismes de ruine dominants.
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FIGURE 1.7 — Illustration de la quantification de la robustesse par un arbre d’événements : méthode
de S-unzipping (Kagho-Gouadjio [2013])

— [-unzipping avec bornage
La méthode [S-unzipping avec bornage consiste a mutualiser les avantages des méthodes (-
unzipping et branches et bornes. En effet, elle se base sur la technique de I’approche S-unzipping
en intégrant certains des principes de la procédure branches et bornes. En particulier, la re-
cherche de chemins les plus probables, absente dans I’algorithme S-unzipping est ajoutée dans
la procédure S-unzipping avec bornage. Notons que cette démarche a été proposée par Kagho-
Gouadjio [2013].

— Analyse de décision
L’analyse de décision permet d’identifier les scénarios de défaillance et les conséquences pos-
sibles. Elle a été proposée par Baker et al. [2008] afin d’évaluer la robustesse structurale. Cette
évaluation s’effectue grace a la construction d’arbre d’événements permettant de lier les proba-
bilités aux sollicitations (Figure 1.8 ). Cela peut étre simple pour des calculs de charges, mais
plus difficile pour d’autres types de sollicitations tels que les erreurs humaines ou attentats.

EXen

FIGURE 1.8 — Illustration de la quantification de la robustesse par un arbre d’évenements (Baker et al.
[2008], Faber et al. [2011])

Les événements de la Figure 1.8 qui risquent d’endommager un systéme sont représentés par les
notions d’évenement redouté (EF' X 3p), de dommage au niveau des composants (D) et de dé-
faillance (F') du systeme. Les évenements complémentaires de D et F' sont respectivement no-
tés D et F. Ces derniers permettent d’envisager les différents cas possibles lors de la réalisation
de I’évenement E X pp et de construire une branche de I’arbre d’évenements. Les conséquences
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directes (Cy;,) sont les conséquences dues a la défaillance locale d’un élément de structure. Les
conséquences indirectes (Cj,q;-) sont les conséquences associées a la défaillance de la structure
qui se produisent suite a la défaillance locale.

Baker et al. [2008] ont également proposé un arbre d’événements qui est utilisé pour guider la
prise de décision (Figure 1.9).

CI:lr'r 1

Cind 1+ Coir1

Cﬂr'r?

Cind 2+ Cpir2

Cinaz + Coirz

FIGURE 1.9 — Illustration de la quantification de la robustesse par un arbre d’événements prenant en
compte le choix du systeme et des expositions post-endommagement (Baker et al. [2008])

Les nceuds a4 et a, de la Figure 1.9 représentent respectivement les actions de conception et
de décision. Les actions de conception (a,;) comprennent la maintenance, 1’inspection, la sur-
veillance et la préparation aux catastrophes. Les actions de décision (a,) sont I’évacuation des
personnes, la réparation et la réhabilitation du systeme. Ces actions de décision (a,.) ne peuvent
étre prises qu’a la suite d’'un dommage /. La notation /X 4p représente I’exposition post-
endommagement du systeme.

Différentes méthodes de parcours d’arbre d’évenements ont été présentées et consistent a recher-
cher des mécanismes de défaillance dominants. Il est important de rappeler qu’il existe d’autres mé-
thodes plus anciennes, comme la méthode des configurations stables (Ditlevsen and Bjerager [1984],
Quek and Ang [1986, 1990]) et celle des énumérations tronquées (Drebes [1969]). L’ensemble de ces
approches suppose I’apparition de défaillances successives qui impactent progressivement le fonction-
nement structural jusqu’a I’obtention d’une défaillance globale. Si ces méthodes présentent I’avan-
tage de caractériser précisément le cheminement de la défaillance, elles ont néanmoins I’inconvénient
d’étre coliteuse en temps de calcul, surtout pour des structures complexes et fortement redondantes.

Eu égard a ce qui précede, ce paragraphe présente une approche différente qui consiste a re-
chercher les mécanismes de défaillance en ne recherchant pas d’ordre particulier pour 1’occurrence
des défaillances localisées mais en supposant plutdt ces défaillances de maniere simultanée. Cette
seconde approche permet d’obtenir une probabilité de défaillance globale qui est alors comparée
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aux probabilités de défaillance des différents éléments constitutifs. Cette procédure a été utilisée par
Kagho-Gouadjio [2013] afin d’évaluer un écart entre la défaillance locale et la défaillance globale.

1.3.3 Domaines d’application et exigences

Starossek [2007a] a formulé plusieurs approches pour quantifier la robustesse structurale en sug-
gérant les domaines d’application et les exigences d’un indice de robustesse structurale (Figure 1.10).

Aide 4 la )
COnception Objectivité
Optinisation I Réglementation (a]culah,]K I /I-.xpressn-ltu

Domaines
d’application
/ . l Giénéralité
i Quantification de la
Evaluation

i ) robustesse Simplicité
Facteurs liés au

systéme

FIGURE I.10 — Quantification de la robustesse : domaines d’application et exigences

La caractérisation de la robustesse structurale ouvre un certain nombre de domaines d’application
différents :

— Evaluation : un indice de robustesse permet de contréler I’'importance des scénarios de dé-
faillance et d’identifier les éléments critiques. L’évaluation de I’indice permet aussi de comparer
et de trier différentes variantes de conception.

— Optimisation : si la robustesse d’une structure peut étre quantifiée explicitement par un indice,
alors la détermination de cette valeur permet de 1’optimiser.

— Reglement : une quantification de la robustesse structurale en prenant en compte les incerti-
tudes permet d’introduire la robustesse structurale dans les normes et reglements de génie civil.

— Aide a la Conception : la quantification de la robustesse devrait &tre une aide facilitant la prise
de décision lors de la conception des structures.

— Coefficients partiels de sécurité : la quantification de la robustesse pourrait permettre d’amé-
liorer a I’avenir les coefficients partiels de sécurité utilisés dans les approches dites détermi-
nistes et semi-probabilistes.

La validité et I'utilité de la quantification de la robustesse sont liés une série d’exigences géné-
rales :

— Expressivité : la quantification doit permettre d’exprimer exclusivement tous les aspects de
la robustesse. Elle doit permettre une différenciation claire entre les structures robustes et non
robustes. Pour une meilleure appréciation, la conformité de la quantification avec des objectifs
de conception prédéfinis doit étre vérifiée.

— Objectivité : la quantification doit étre indépendante des décisions prises par les utilisateurs.
Le résultat de la quantification doit étre reproductible sous les mémes conditions.
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— Simplicité : 1a quantification doit étre aussi simple que possible dans le but de promouvoir son
acceptation mais aussi son objectivité et sa généralité.

— Calculabilité : il devrait étre possible de calculer la mesure a partir des attributs ou le com-
portement de la structure. Tous les parametres d’entrée doivent étre quantifiables. Le calcul
numérique de I’indice de robustesse ne devrait pas nécessiter un effort excessif et doit étre
suffisamment précis.

— Généralité : la quantification devrait étre applicable a n’importe quelle structure.

Ces exigences peuvent €tre en conflit I'une avec 1’autre. Il est parfois difficile de les accomplir
toutes au méme niveau et en méme temps. Haberland [2007] a proposé une approche montrant 1’ex-
pressivité qui est réalisée aux dépens de la calculabilité.

1.4 Etude de robustesse structurale proposée dans la littérature

Dans la littérature, plusieurs auteurs ont proposé 1’étude de la robustesse sous des formes variées
(Baker et al. [2008], Faber et al. [2006], Kagho-Gouadjio [2013]). En particulier, une étude de la
robustesse structurale, en quantifiant le rapport entre une défaillance locale et une défaillance globale
a été proposée par Kagho-Gouadjio [2013]. Elle introduit différents indices de robustesse selon que
la structure soit integre ou initialement endommagée. Pour ce faire, elle développe une démarche
permettant de qualifier et de quantifier la robustesse des ouvrages neufs ou existants au travers de
méthodes et d’indices pouvant s’appliquer a une large variété de problemes. Il s’agit d’une part, des
méthodes de recherche par "I'intérieur” c¢’est-a-dire que le cheminement interne de la défaillance au
sein méme de la structure est recherché afin de caractériser les chemins de défaillance dominants : ce
sont des méthodes de parcours d’arbre d’évenements (branches et bornes, S-unzipping et S-unzipping
avec bornage). D’autre part, elle a proposé une approche par "I’extérieur" visant a regarder la dé-
faillance de maniere globale sans chercher a déterminer la chronologie de la ruine. C’est une méthode
consistant a identifier la défaillance globale sans parcourir un arbre d’évenement (sans s’intéresser
a l’ordre d’occurrences avec lequel la ruine survient). Ces méthodes d’approches intérieure et exté-
rieure sont développées dans une Toolbox Matlab nommée ReliabT BX (Kagho-Gouadjio [2013]).

Pour mettre en pratique ces méthodes de parcours d’arbre incomplet, Kagho-Gouadjio [2013]
étudie un cas de référence (Thoft-Christensen and Murotsu [1986]) de portique plan. L’ensemble des
caractéristiques du portique sont donnés au Chapitre /V. Afin de caractériser la robustesse, ces mé-
thodes de parcours d’arbre incomplet ont permis d’identifier le chemin de défaillance le plus probable
de la structure (7 — 8 — 5) avec des temps de calculs différents (Figure 1.11).

Ten

(a) (b)

FIGURE I.11 — a) Mécanisme de défaillance le plus probable ; b) arbre d’événements associé.
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Certains résultats de Kagho-Gouadjio [2013] obtenus a partir des méthodes “intérieur” sont re-
groupés dans le tableau ci dessous :

TABLE I.1 : Comparaison des méthodes

Methode v | M. p P ; Temps de

{ocale glotale r,l r.2

utilisée calcul (s)

Branches

[ ]

7-8-5 | 1.39.107 6.16.107 0,96 0.96 51
et bornes

B-unzipping 16 |7-8-5] 1.39.10° | 6.,16.107 0,96 0,96 25
B-unzipping
avec bornage

1 | 785 | 130107 6.16.107 0.96 0.96 17

Kagho-Gouadjio [2013] remarque que la méthode de S-unzipping avec bornage est la plus efficace
en termes de temps de calcul. Elle stipule que la méthode des branches et bornes est plus coliteuse en
temps de calcul et la méthode du S-unzipping est celle qui identifie le plus grand nombre de chemins
de défaillance dominants. Elle montre également que les différents indices de robustesse sont tres
proches, et ce quelle que soit la méthode utilisée.

2 Fiabilité : outils d’évaluation de la robustesse

La prise en compte de I’incertain dans les procédures de dimensionnement est devenue de plus
en plus nécessaire pour une conception et une réalisation de structures robustes. De ce fait, 1’uti-
lisation des outils de fiabilité pour évaluer la robustesse structurale s’est développée ces dernieres
décennies. Des syntheses approfondies sur les méthodes de fiabilité ont été rédigées entre autres par
Thoft-Christensen and Murotsu [1986], Lemaire [2005], Hihnel [2007] et Aoues [2008]. On se pro-
pose ici d’en rappeler brievement les grands principes de modélisation et techniques de calcul afin de
quantifier les probabilités de défaillance.

Par définition, la fiabilité d’une structure représente sa capacité a assurer une fonction définie sous
des conditions données, pendant un temps fixé et en respectant le niveau de sécurité exigé (EN-1991-1
[1996]). Ainsi une étude de fiabilité permet principalement de calculer les probabilités d’un mode de
défaillance et d’un mécanisme de ruine suite a I’occurrence d’un évenement imprévisible. Les outils
de fiabilité utilisés pour étudier de la robustesse structurale sont énumérés ci-dessous :

— sélectionner les variables aléatoires qui integrent les incertitudes par leur loi de distribution ;
— choisir un mode de défaillance ;
— définir un scénario de ruine ;

— calculer les probabilités.

Les techniques d’évaluation de la probabilité de défaillance d’un élément et d’un systeme sont
présentées dans cette seconde partie du chapitre /.
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2.1 Evaluation de la probabilité de défaillance d’un élément

L’introduction et la prise en compte des incertitudes liées aux parametres physiques ou méca-
niques apparaissent comme un critere permettant d’évaluer la fiabilité structurale. De ce fait, la
procédure probabiliste constitue une alternative aux approches déterministes ou semi-probabilistes
(utilisation de coefficients partiels de sécurité). Dans la méthode probabiliste, une probabilité de dé-
faillance élevée ou un faible indice de fiabilité n’entraine pas forcément une défaillance imminente
vis-a-vis d’un mode de défaillance donné. Par contre, il indique que des actions de maintenance, de
surveillance, de réparation, de réhabilitation ou de renforcement sont nécessaires au risque d’encourir
a un dysfonctionnement global.

La plupart des études d’évaluation de la fiabilité structurale est basée sur la vérification des élé-
ments de structure, sous condition de disposer d’une caractérisation probabiliste des parametres et
d’un état limite explicite. C’est ce qui se réalise au travers des approches de fiabilité comme les mé-
thodes de niveau /] auxquelles appartiennent les méthodes F'ORM et SORM. La fonction d’état
limite peut étre évaluée également par calculs numériques (méthodes aux différences finies, aux é1é-
ments finis...). La combinaison des méthodes de fiabilité et le calcul aux éléments finis est appelée
méthode de fiabilité aux éléments finis. Gallimard [2011] a utilisé une méthode de fiabilité du pre-
mier ordre ('O RM) en conjonction avec une analyse E'F' pour calculer la probabilité de défaillance
d’une plaque fissurée en traction. L’analyse combinée E F' et fiabilité présentée permet d’obtenir des
encadrements de I’indice de fiabilité et de calculer la probabilité de défaillance. Humbert et al. [2010]
ont combiné un modele FF' et une approche probabiliste. Le modele E'F' est fondé sur des essais
d’arrachement des barres d’acier encastrées dans des éprouvettes en béton avec différentes longueurs
d’ancrage. Cette étude offre une analyse complémentaire a d’autres études déterministes de ce pro-
bleme mécaniquement non linéaire. D’autres méthodes peuvent €tre utilisées pour évaluer la fiabilité
structurale, comme la procédure par surfaces de réponse consistant a construire la fonction d’état li-
mite en utilisant un polyndme ajusté aux résultats d’un nombre limité de calculs aux éléments finis.
Le calcul en fiabilité des structures complexes peut recourir a des simulations numériques de type
Monte-Carlo. Cette méthode implique des tirages en grand nombre avec des appels conséquents au
code de calcul, entrainant un long temps de calcul. Ces procédures de type Monte-Carlo (méme dans
leurs versions optimisé€es, comme les techniques de tirage d’importance ou conditionné) deviennent
vite prohibitives pour le calcul d’un ouvrage complexe. Cette approche se complique davantage dans
les cas ou plusieurs modes de défaillance doivent étre considérés de maniere simultanée. Cet effet
systéme est cependant essentiel dans 1’étude de la fiabilité d’ouvrages.

Cette partie présente les différentes techniques de calculs classiques en fiabilité : méthodes de
niveau /1 (FORM, SORM) ou III (Monte-Carlo).

2.1.1 Variables aléatoires

Pour I’étude de la fiabilité des structures, les parametres incertains sont considérés comme des
variables aléatoires. Les incertitudes peuvent provenir des variabilités liées aux chargements appliqués
ou au processus de réalisation du systeme considéré. La sélection des variables aléatoires est faite en
fonction du matériau étudié (comportement mécanique) et du systeme considéré (actions). Notons
que ces variables aléatoires sont en général regroupées dans un vecteur, appelé vecteur des variables
de base et noté X . Ces variables aléatoires sont définies dans ce que I’on appelle espace physique. Les
variables aléatoires peuvent avoir un impact significatif sur le mode de fonctionnement de la structure
qui se traduit au niveau local par I’occurrence d’un mode de défaillance et de maniere globale par un
mécanisme de ruine.
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2.1.2 Mode de défaillance

Lorsque qu’un élément de structure n’assure plus une de ses fonctions alors un mode de dé-
faillance élémentaire se produit. Plusieurs phénomenes physiques tels que la plastification, la fissu-
ration, la fatigue, le fluage et les grandes déformations peuvent €tre a 1’origine d’une défaillance.
Chacun des phénomenes cités précédemment ou leur combinaison peut représenter un mode de dé-
faillance. Dans la plupart des publications les chercheurs se placent dans le cas des structures ayant
un seul mode de défaillance (par exemple : rupture fragile ou rotule plastique).

2.1.3 Fonction d’état limite

La modélisation probabiliste d’un mode de défaillance se fait par la définition d’une fonction
d’état limite G(X). Cette fonction d’état limite correspond a I’équilibre entre la ressource et le besoin.
Elle permet la réalisation d’une partition de 1’espace physique en deux domaines : la streté et la
défaillance. Le vecteur X regroupe les parametres incertains d’entrée modélisés par des variables
aléatoires X (w) = { Xy, ..., X,,}, ol w représente 1’aléa, a valeur dans I’espace dit "physique", X™ C
R™. Pour un aléa fixé, les réalisations de ce vecteur sont notées = = {z1,...,z,} € X™. Ainsiona:

— G(X) > 0représente le domaine de stireté de la structure ;
— G(X) < 0 définit le domaine de défaillance de la structure ;

— G(X) = 0 constitue la fronti¢re appelée surface d’état limite.

La Figure 1.12 montre que le systeme considéré possede deux états possibles : acceptables ou de
fonctionnement et inacceptable ou de défaillance.

Xz
GX;,,X2)>0 G(X;, X2)<0
Domaine de Domaine de
stureté défaillance

G(X1,X5)=0

Xy

FIGURE I.12 — Domaine de siireté et de défaillance dans le cas de deux variables aléatoires

Lorsque les composants du vecteur X de variables aléatoires est supérieur ou égal a 2 alors 1’état
limite est une hypersurface de ’espace physique (x = {1, ..., z,,}). Pour la clarté, de nombreuses
hypotheses sont progressivement introduites et le nombre de variables aléatoires est finalement limité
a2:

— une variable aléatoire résistance 1, dont une réalisation est r;

— une variable aléatoire sollicitation S, dont une réalisation est s.

L’écriture de la fonction d’état limite G(.X') dans I’espace initial dit "des variables physiques" est :
G(R,S)=R—-|S| <0. (1.19)

La fonction d’état limite permet d’évaluer la probabilité de défaillance : py = P(G(R,S) < 0).
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2.1.4 Transformations isoprobabilistes

Selon Thoft-Christensen and Murotsu [1986], toute application permettant de substituer la mé-
trique de I’espace physique par une métrique normée, tout en conservant la valeur de la probabilité en
chacun des points de cet espace, est appelé transformation isoprobabiliste Figure 1.13.

X2 & . Us" 4 .
& Domaine de 2 Domaine de
défaillance "L' défaillance
_ Hu) =0
3 , P /
x . , ) _ tlg P STTTTIIII ‘
2 g’{lf) =0 WA
D H . D = “4 e LI
X} 1 # up N, '
Hyperplan tangent
D space T""‘[? F space
. — .
physique norme

FIGURE 1.13 — Transformation des variables de base (Mansouri [2013])

Les variables aléatoires X (corrélées ou non) de 1’espace physique suivant une loi quelconque,
sont transformées en des variables aléatoires centrées réduites et indépendantes U. Ces dernieres dé-
finissent les vecteurs de base de 1’espace normé. L’espace transformé est adapté pour effectuer les
calculs de probabilité. En effet, les difficultés liées aux domaines de définition des densités des va-
riables aléatoires de I’espace physiques sont évitées, par exemple dans le cas de la densité gaussienne
ou le support est infini.

Quelques transformations possibles de 1’espace physique vers I’espace des variables normées en

fonction de I'information disponible sur les lois des vecteurs aléatoires sont données dans le Ta-
bleau I.1.

TABLE 1.1 — Bilan des différentes transformations Lemaire [2005]

Information disponible

Transformation

Remarques

loi conjointe du vecteur X;

Rosenblatt

transformation non unique

lois marginales de X;
et corrélation cor[X;, Xj]

loi normale

information suffisante pour

X; normale et log-normale, corrélation prise en compte directement

lois marginales de X;

information suffisante pour

et corrélation cor[X;, X j] Nataf X, normale et log-normale, corrélation équivalente a calculer
moments marginaux de X; base de décomposition
et corrélation cor[X;, X;] Hermite commune a diverses variables
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2.1.5 Probabilité de défaillance

Les variables aléatoires sont définies par leur fonction de densité de probabilité notée fx(d, X).
Selon Aoues [2008], la probabilité de défaillance P, associée a la marge G, est le poids probabi-
liste de la partie de 1’espace constitué par le domaine de défaillance (G < 0). Autrement dit, cette
probabilité est I'intégration de la densité conjointe de probabilité sur le domaine de défaillance :

pr = Prob(G; < 0) = / fx (1, .y xp) day....dxy, (1.20)

G(X)<0

L’illustration de 1I’Equation (1.20) est donnée sur la Figure 1.14 dans laquelle la densité conjointe
de probabilité des variables aléatoires est Gaussienne. Le poids probabiliste P est le volume situé
sous la partie grisée.

Distribution conjointe £ d, x)

Domaine de 4. X
stirete O = { |

omaine de
défaillance = 0

FIGURE I.14 — Distribution conjointe et probabilité de défaillance (Aoues [2008])

Dans I’Equation (1.20), I’expression fx (1, ..., z,,) représente la densité conjointe du vecteur des
variables aléatoires. Dans le cas ou elles sont indépendantes alors la densité de probabilité conjointe
est égale au produit de toutes les densités de chaque variable.

Ix (z1, @) =117 fx,(x;) (L.21)

L’Equation (1.20) est I’expression générale de la probabilité de défaillance. Son estimation n’est
pas une tache facile car deux exigences sont rarement satisfaites, a savoir, la connaissance de la densité
conjointe de probabilité du vecteur X et la possibilité de I’intégration directe (Dehmous [2007]). Pour
pallier ces deux difficultés, il existe plusieurs méthodes de calcul afin de déterminer la probabilité de
défaillance. Il s’agit des méthodes d’approximation, des méthodes de simulation, des méthodes de
calcul des moments statistiques et des méta-modeles (Dehmous [2007], Lemaire [2005], Lind [1996],
Mansouri [2013], Thoft-Christensen and Murotsu [1986]).

Parmi les techniques pouvant évaluer la probabilité de défaillance, nous présentons la méthode
d’approximation First Order Reliability Method (FORM) et les simulations numériques de Monte-
Carlo.
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2.1.6 Méthode d’approximation : FORM

L’approximation du premier ordre FORM est une méthode de calcul de la probabilité de dé-
faillance. Pour ce faire, I’indice de fiabilité 5 défini comme la distance de 1’origine O au point P*
le plus proche de I’origine sur la surface d’état limite est recherché (Hasofer and Lind [1974]). P*
est le point de la frontiere entre le domaine des états acceptables et celui des états inacceptables, le
plus proche de I’origine dans I’espace dit "transformé" des variable centrées (Figure 1.13). Ainsi, 3
est solution du probleme de minimisation sous contrainte suivant :

B:min(\/ﬂ)avec HU)<0 (1.22)

ol H(U) est la surface d’état limite dans 1’espace transformé (Figure 1.15). U représente le vecteur
des variables aléatoires réduites et indépendantes dans I’espace transformé.

Surface d’état limite
H(ug,us)=0

u ] e
: Domaine de défaillance

T H(ug , ug }<0
Domaine de sureté
Hlug,ug) >0

TR . P° Point de conception P
s

7 Vo I
f \ (I

|
N 0 / Ug Ug

I FORM (hyperplan tangert) I

FIGURE I.15 — Principe de la méthode FORM.

La surface d’état limite H(U) = 0 est approximée par un hyperplan tangent au point de conception
(Figure 1.15). L’expression de ’hyperplan est :

S g+ B =0 (1.23)

ou « représente le gradient normalisé de la fonction d’état limite, évalué au point de conception :

VH(u*)
o = (1.24)
| VH (u*) ||
La valeur de 3 est associée a la probabilité de défaillance :
_ _ g
pr=0(—8)=05x (1 +erf(——)) (1.25)

V@

ou & est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et er f() représente la fonction
erreur.
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2.1.7 Méthode de simulation : Monte-Carlo

Les méthodes de simulation numérique ont pris un essor important avec I’avenement des ordi-
nateurs et leur puissance de calcul toujours plus importante. En ingénierie, des simulations peuvent
étre effectuées afin d’étudier la performance d’un systeme. En particulier, la méthode de Monte-Carlo
(MC) est la plus connue pour estimer la probabilité de défaillance (Figure 1.16).

FIGURE 1.16 — Tirages Monte-Carlo (Beaucaire [2012])

Le principe de la méthode de simulation de M C' consiste a effectuer des tirages aléatoires dans
I’espace des variables physiques. Pour chacun des tirages, la fonction d’état limite est évaluée afin
de conclure si la configuration est dans le domaine de slireté ou dans le domaine de défaillance. Par
comptage des défaillances, on peut estimer la probabilité recherchée. Selon Lemaire [2005], I’intérét
majeur de cette démarche est que son résultat est souvent considéré comme le résultat de référence
par rapport aux approximations analytiques car il s’agit d’'une méthode universelle.

La simulation de Monte-Carlo présente avant tout 1’avantage d’une simplicité de mise en ceuvre
et d’une absence d’exigences mathématiques spécifiques pour la fonction d’état limite. Elle présente
également 1’avantage d’une convergence sire. Elle constitue un moyen cofiteux en termes de temps
de calcul car la convergence est lente. Ainsi, il existe plusieurs variantes de la simulation de Monte-
Carlo, visant a optimiser les stratégies de tirs dans le but de réduire le colit de calcul. Il s’agit par
exemple des méthodes de tirage d’importance et de tirage directionnel.

Le tirage d’importance consiste a réduire la variance en utilisant une densité de probabilité auxi-
liaire qui permet de concentrer les tirages dans les domaines les plus importants du point de vue de
la défaillance. Le fondement du tirage directionnel réside dans la notion de probabilité condition-
nelle (Figure 1.17). La méthode de simulation par subsets (5SS - Subsets Simulation) a été également
développée. Il s’agit d’un algorithme de simulation stochastique pour calculer efficacement les pro-
babilités relatives a de rares événements de défaillance (Dang et al. [2012]). Dang [2014] a vérifié
I’applicabilité de la méthode de simulation par subset dans le contexte des études probabilistes du
risque sismique.
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FIGURE 1.17 — Tirage : (a) d’importance ; (b) directionnel (Mohammadkhani-Shali [2007])

2.2 Probabilité de défaillance des systemes

D’une maniere générale, la défaillance d’un systeme mécanique ne dépend pas d’un seul éve-
nement. En effet, elle résulte de plusieurs défaillances locales successives ou selon un scénario ou
I’occurrence de maniere simultanée de plusieurs modes de défaillance. Les principales combinaisons
des modes de défaillance sont présentées dans la Figure 1.18.

Combinaison
paralléle

Combinaizon
série de Combinaison
combinaison série
paralléle

Défaillance d'un
sytséme

Combinaison

parallgle de Combinaison

combinaison conditionnelle
série

FIGURE 1.18 — Combinaison des modes de défaillance

Soit un ensemble d’éveénements e; de défaillance, de probabilité p(e;) :

— combinaison série : I’ensemble formé des évenements e; est une combinaison en série si 1’oc-
curence d’un seul évenement entraine la défaillance globale du systéme. La probabilité de
défaillance du systeme py est alors la probabilit€ de I’'union des événements de défaillance :
pr=p(Ue;)

— combinaison parallele : I’ensemble formé des évenements e; est une combinaison parallele
si ’occurrence de la défaillance de tous les évenements est nécessaire a la défaillance du sys-
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teme. La probabilité de défaillance du systeme p; est alors la probabilité de I’intersection des
évenements de défaillance : py = p(Ne;)

— combinaison série de combinaisons paralleles : la combinaison série est constituée d’éve-
nements e; eux mémes constitués d’évenements paralleles e;. En combinant les relations de
systemes série et parallele, on montre que la probabilité de défaillance du systeme vérifie :
pr = p(Ur(Niei)k)

— combinaison paralléle de combinaisons séries : la combinaison parall¢le est constituée d’éve-
nements e; eux mémes constitués d’évenements série e;. En combinant les relations de systeme
série et parallele, la probabilité de défaillance du systeme est : pr = p(N(U; €;))

— combinaisons paralleles conditionnelles : une premiere étape consiste a rechercher les proba-
bilités p(e;). L’étape suivante consiste a rechercher les probabilités conditionnelles p(e;le;). Ce
schéma est répété autant de fois que nécessaire et la probabilité de défaillance du systeme est
obtenue en prenant I’union des probabilités de chaque intersection : py = p(e;) N p(e;le;) N

plerleie;) N, ...

3 Choix et hypothéses pour notre travail

Dans ce travail de these, nous nous intéressons principalement a la robustesse structurale. Il ne
s’agit pas d’évaluer la fiabilité des structures, bien que nous utilisions des outils développés dans ce
domaine de recherche.

La premiere partie de 1’étude bibliographique montre une grande diversité de définitions et de fa-
cons d’aborder 1’étude de la robustesse structurale. Nous avons choisi de baser notre démarche sur la
définition proposée dans I’Eurocode 1, a savoir qu’une structure doit €tre capable de résister a des éve-
nements tels que les incendies, les explosions, les chocs ou les conséquences d’une erreur humaine,
sans présenter de dégats disproportionnés par rapport a la cause d’origine. Cette définition énonce
clairement les notions de dommage initial localisé et de dégradations disproportionnées étendues.
Ainsi, nous utilisons les notions de défaillance locale et de défaillance globale, vocabulaire utilisé par
plusieurs auteurs (Agarwal and England [2008], Breysse [2009¢], Val and Val [2006], Vrouwenvelder
[2008]). Les définitions des défaillances locale et globale sont spécifiques a une structure donnée.
Dans le cas particulier des ouvrages du génie civil, la défaillance locale peut €tre liée a une fissuration
localisée, la formation d’une rotule plastique au droit d’une section donnée, une diminution locale de
la section de béton ou d’acier, une tension ou une compression excessive d’un élément de structure,
etc ... La défaillance globale peut €tre associée a une fissuration étendue, la formation d’un mécanisme
de ruine, une perte de rigidité globale dans la structure, etc ...

Par ailleurs, nous avons choisi d’aborder I’évaluation ou la caractérisation de la robustesse structu-
rale en contexte incertain avec calculs de probabilités. Nous utilisons des outils de la fiabilité, présen-
tés dans la seconde partie de cette étude bibliographique, pour calculer les probabilités de défaillances
locales. La mesure de la défaillance locale est alors la probabilité associée a I’éveénement élémentaire
{R — S < 0} (Hihnel [2007], Kagho-Gouadjio [2013], Lemaire [2005], Mohammadkhani-Shali
[2007]) ou les notations R et S désignent respectivement la résistance et la sollicitation. Il est a noter
que, comme dans la plupart des études de fiabilité de la littérature, pour le calcul des probabilités a
un stade donné, nous supposons que R et S sont réalisées pour chaque événement élémentaire po-
tentiel envisagé, sans nous préoccuper de la chronologie. Ainsi, dans le cadre de cette hypothese, il
peut arriver que plusieurs défaillances locales soient vérifiées pour un chargement donné. Il s’agit de
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la probabilité de I’intersection d’événements élémentaires, que 1’on suppose définie, sans vérifier a
priori si chaque cas de défaillances locales multiples a déja été observé, voire est physiquement pos-
sible.

La probabilité de défaillance globale est évaluée, pour un scénario donné, grace a la branche cor-
respondante dans un arbre d’événements dans lequel les événements successifs correspondent aux
défaillances locales de différentes parties élémentaires de la structure. Le choix de construire un arbre
d’événements a pour but de mettre en évidence, le cas échéant, les scénarios pour lesquels des réac-
tions en chaine peuvent avoir lieu, les progressions des dégradations de la structure y étant décrites
du dommage initial jusqu’a I’effondrement.

Afin d’avoir des scénarios exclusifs dans I’arbre des événements, I’ensemble des branches issues
d’un nceud doit représenter des probabilités disjointes. Ainsi, lorsque les intersections d’événements
élémentaires ne sont pas vides, il faut déduire celles-ci des événements élémentaires. Pour faciliter
la lecture de ce document, un événement constitué par la différence ensembliste d’un événement él¢é-
mentaire avec I’union de tous les autres événements élémentaires est appelé «événement seul» dans
ce travail. Sa probabilité d’occurrence se calcule en déduisant les probabilités d’intersections de la
probabilité de I’événement élémentaire.

Parmi tous les indices proposés dans la littérature pour caractériser la robustesse d’une structure,
le plus naturel dans le cadre des choix précédents est celui qui fait intervenir la probabilité de dé-
faillance locale et la probabilité de défaillance globale (voir I’Equation (II.1)).

Enfin, étant donné que nous nous intéressons a la détection du risque de réaction en chaine a la
suite d’un événement initial localisé, il ne faut pas tronquer 1’arbre en ne gardant que la suite des évé-
nements les plus probables par des techniques de type [-unzipping ou branches et bornes. En effet,
certaines dégradations locales initiales peu probables peuvent parfois engendrer des redistributions
d’efforts conduisant a de fortes probabilités de dégradations successives. Pour les exemples acadé-
miques présentés dans cette these, les arbres complets sont évalués car leur taille reste assez petite,
mais pour des structures plus complexes, il faudra élaborer des criteres pour limiter le nombre de
branches a évaluer.

La mise en ceuvre de notre approche fait intervenir les notions suivantes :
— Robustesse structurale : aptitude d’une structure a résister a des événements localisés (incen-
dies, explosions ou conséquences d’une erreur humaine) sans présenter de dégats dispropor-
tionnés.

— Défaillance locale : altération ou cessation d’un élément d’une structure a accomplir sa fonction
requise.
— Défaillance globale : altération ou cessation d’une structure a accomplir sa fonction requise.

— Mode de défaillance : effet par lequel une défaillance locale ou globale se manifeste ; dans le
cas de la défaillance globale, le mode de défaillance s’appelle aussi mécanisme de ruine.

Dans le cadre du contexte incertain, nous étudions les probabilités d’apparition de ces défaillances,
et nous utilisons le vocabulaire suivant :

— Evenement élémentaire : événement associé a la défaillance locale {R — S < 0} ot les nota-
tions R et S désignent respectivement la résistance et la sollicitation (Héhnel [2007], Kagho-
Gouadjio [2013], Lemaire [2005], Mohammadkhani-Shali [2007]).

El Hadji Boubacar SECK Page 35



— Probabilité de défaillance locale : probabilité associée a 1’événement élémentaire correspon-
dant: Py = Prob({R — S < 0}).

— Evénement d’intersection : conjonction de plusieurs événements élémentaires.

— Evénement seul : événement correspondant a la différence ensembliste d’un événement élé-
mentaire avec I’union de tous les autres événements élémentaires.

— Arbre des événements (Event Tree) : arbre constitué d’événements réalisés, les noeuds, reliés
par des branches indiquant la chronologie et la probabilité des événements.

— Scénario : chemin suivant toutes les branches depuis I’événement initial (défaillance locale)
jusqu’a la ruine de la structure.

— Scénario exclusif : si I’on s’assure que toutes les branches issues d’un nceud conduisent a des
événements disjoints, les scénarios de 1’arbre sont exclusifs.

— Probabilité de défaillance globale : valeur obtenue en multipliant toutes les probabilités rencon-
trées le long d’un scénario exclusif.

Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, plusieurs indices permettant d’évaluer la robustesse structu-
rales ont été présentés. Ces indices de robustesse sont répartis suivant le comportement et les caracté-
ristiques de la structure. Une sélection des différentes approches publiées pour quantifier la robustesse
a été également présentée. Une procédure visant a rechercher le cheminement interne de la défaillance
dans la structure a été détaillée. Des méthodes de parcours d’arbre d’évenements telles que la méthode
des branches et bornes, du S-unzipping, ou encore du S-unzipping avec bornage sont présentées. Ces
méthodes permettent d’identifier les chemins de défaillance dominants. Une approche consistant a
identifier la défaillance globale sans parcourir un arbre d’évenements a également été évoquée. Cette
méthode consiste a regarder la défaillance de maniere globale sans chercher a déterminer la chrono-
logie de la défaillance.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, deux procédures permettant de calculer la probabilité de
défaillance ont été exprimées. Il s’agit de I’approximation FORM et des simulations de Monte-Carlo.
Pour la méthode FORM, connaitre la fonction d’état limite est essentielle. Pour les simulations de
Monte-Carlo, I’expression explicite de I’état limite n’est plus essentielle dans 1’estimation de la pro-
babilité de défaillance. Notons que la démarche Monte-Carlo peut €tre tres consommatrice en temps
de calcul.

La derniere partie de ce chapitre présente la position de notre étude par rapport a la littérature.
Elle aborde I'idée générale de la theése et expose la démarche proposée afin de déterminer une me-
sure de la robustesse structurale pour chaque scénario exclusif de réactions en chaine. La procédure
développée se base sur les recommandations de I’Eurocode a savoir qu’une structure doit étre concue
et exécutée pour ne pas étre endommagée par des évenements accidentels de facon disproportionnée
par rapport a la cause initiale. Dans ce travail de these, nous proposons des méthodologies analy-
tiques et numériques pour étudier la robustesse de structures hyperstatiques par la recherche d’arbres
complets d’évenements comprenant tous les chemins potentiels distincts d’une défaillance initiale lo-
calisée jusqu’a la ruine globale. L’ objectif du chapitre suivant est de présenter 1’approche développée
dans cette these de doctorat. La procédure est illustrée dans les cas de structures unidimensionnelles
hyperstatiques de poutres bi-encastrées.
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Evaluation de la robustesse structurale en
contexte probabiliste

Diverses définitions de la robustesse ont été proposées dans les publications scientifiques et dans
les normes de conception rappelées au chapitre /. Nous retenons celle proposée par le code euro-
péen : « I’aptitude d’une structure a résister a des événements tels que les incendies, les explosions,
les chocs ou les conséquences d’une erreur humaine, sans présenter de dégats disproportionnés par
rapport a la cause d’origine ». En effet, cette définition incite & se prémunir de la propagation d’un
dommage initial (défaillance locale) jusqu’aux dommages disproportionnés (défaillance globale). La
défaillance locale est introduite par un mode de défaillance caractérisant la facon dont un élément
perd sa fonctionnalité et la défaillance globale correspond a I’occurrence d’un nombre critique de
modes de défaillance entrainant la formation d’un mécanisme de ruine.

Ce deuxieme chapitre de these présente 1’approche proposée détaillée dans les prochains para-
graphes. Cette procédure est ensuite illustrée sur un cas académique afin de construire 1’arbre com-
plet des événements comprenant tous les chemins distincts. L’arbre est construit grace a I’ensemble
des scénarios des événements initiaux localisés jusqu’a I’effondrement de la structure, en considérant
soit une défaillance locale successive (un événement apres 1’autre) soit une ruine globale soudaine
(plusieurs événements) survenant dans la structure. La construction complete de maniere exhaustive
de cet arbre d’évenements permet de mettre en évidence tous les potentiels cheminements internes
de la défaillance dans la structure avec leur chronologie respective. Une comparaison des chemins de
défaillance s’effectue grace au calcul de I’indice de robustesse de chaque branche de I’arbre complet
d’évenements.

1 Approche proposée

Dans cette these, I’approche proposée consiste a évaluer la robustesse structurale en se basant sur
les recommandations de I’Eurocode 1, a savoir qu’une structure doit étre congue pour ne pas étre
endommagée par des évenements accidentels ou non de fagon disproportionnée par rapport a la cause
d’origine. Notre approche en contexte probabiliste repose sur les étapes fondamentales suivantes :

— identification du systeme structural ;

— définition des modes de défaillance (défaillance locale) et des scénarios de ruine (défaillance
globale) ;

— évaluation des scénarios exclusifs possibles et leur indice de robustesse respectif;
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— construction complete de I’arbre d’événements.

1.1 Indice de robustesse

Un indice de robustesse est évalué pour chaque scénario potentiel d’effondrement progressif. L’in-
dice choisi est un rapport entre les probabilités de défaillance locale et globale, comme défini par
I’Equation (IL.1).

I, =1 — Palobale (IL1)
Pinitiale
OU Pinitiale €t Pglobale SONt respectivement les probabilités de 1I’évenement initial localisé et de ruine
globale de la structure pour un scénario considéré.

Cet indice permet de comparer les probabilités de défaillance locale et globale. Il est compris entre
0 (structure peu robuste) et 1 (structure tres robuste).

1.2 Probabilité de défaillance

Le calcul des probabilités de défaillance peut s’effectuer grace a I’ utilisation des outils de fiabilité
(Chapitre ).

La premiere spécificité de ce travail a été de mettre en évidence la nécessité de déterminer les
probabilités d’intersection afin d’évaluer la probabilité disjointe d’un événement exclusif (Seck et al.
[2017]). En effet, une probabilité de défaillance contient toutes les possibilités concernant 1’événe-
ment exclusif et avec d’autres événements d’intersection (Figure II.1).

(ei (o e])'
(eired)

(ejr ew)’

Bl (e e e

FIGURE II.1 — événements seuls et événements d’intersection seuls

Le défi consiste a évaluer les probabilités des éveénements d’intersection afin de les déduire et
d’obtenir la probabilité de I’événement seul.

1.3 Probabilité d’intersection

L’évaluation de la probabilité de défaillance d’évenements multiples potentiels implique souvent
I’intégration de distributions normales multivariées. Selon Greign [1992], lorsque le nombre d’élé-
ments d’intersection est élevé alors 1’intégration numérique est impraticable en raison d’un temps de
calcul coliteux et des erreurs numériques élevées. Par conséquent, plusieurs méthodes approximatives

Page 38 El Hadji Boubacar SECK



ont été développées (Hohenbichler and Rackwitz [1983]). Le challenge consiste a déterminer la pro-
babilité de défaillance d’une combinaison parallele d’ordre m qui s’exprime par I’équation suivante :

PO ex) = {(I)[’”(_{B b (I12)

plem | NP5 ex] X plem—1 | M5 ex]-.. x plez]er) x pler)

olt N}, ey est équivalent a e; N ez N ... ey, p(e;]e;) est la probabilité de défaillance conditionnelle
(défaillance de I’évenement e; sachant la défaillance de I’évenement e;), {3} représente le vecteur
des indices de fiabilité dont la dimension est m et [p| désigne la matrice de corrélation obtenue par le
produit des cosinus directeurs des hyperplans :

o] =[] [o] (IL3)

Selon Terada and Takahashi [1988], la probabilité de défaillance d’une intersection m (intégrale
multi-normale) peut étre approchée par le produit des m intégrales normales unidimensionnelles.

m

p(Mitiexr) = @ (—{B}, [p H —Brlk-1)) (IL.4)

Les indices de fiabilité€ 3,,;. et les coefficients de corrélation p,,x|(x—1) sont des termes conditionnels
calculés par une procédure récursive :

Bl (k=1) + Prmk|(e—=1) X Ak|h—1)
\/(1 - Pmk|(k—1) X By|(r-1))

Bk = (IL.5)

et
Pmk|(1-2) — Pk(k—1)|(1-2) X Pm(k—1)|(1—2) X B(k—1)|(z—2)
\/(1 - pz(k—1)|(l—2) X Be—1)|1-2)) x \/(1 - 1012”rz(k71)|(l72) X Be-1)/1-2))

oule{l,2 ..k}
avec les notations suivantes : A; |, = (- Bz'q , Bijg = A (A-|q — Bilq)

o(-B
N _ . Z 9 b . ;612
ot ®(—f;) est donné par I’Equation (II.lO) etp(—p;) = m exp(—5*).
Cette procédure récursive, implémentée sous Python, a été testée et validée grace aux exemples
traités dans Pandey [1998], Thoft-Christensen and Murotsu [1986] et Seck et al. [2016]. L’annexe A
présente quelques systemes étudiés de la littérature.

Pmk|(1-1) = (11.6)

Le calcul de la probabilité d’intersection nous permet d’obtenir les probabilités d’évenements
seuls. Par exemple, dans le cas d’une structure avec trois éveénements locaux potentiels (e;, e; et
ey, voir Figure II.1), il faut d’abord calculer, la probabilité p;;;, de I'intersection des trois événements.
Ensuite, cette valeur permet de déterminer les probabilités disjointes p;; des événements d’intersection
seuls (e; N e;)’. Enfin, les probabilités disjointes p] des évenements seuls e, sont calculées.

{pm = p(ely) = ples N es) = ples Nes Nex) aL.7)

ple;) = ple;) — Xplei Nej) +plei NejNey)

avec i # j # k.
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La séparation des évenements seuls aux événements d’intersection est une des conditions néces-
saires pour assurer que la probabilité de rupture globale (pgopa) puisse €tre calculée en multipliant
toutes les probabilités rencontrées au cours d’un scénario exclusif (car chaque branche de 1’arbre
d’éveénements est rendue exclusive).

1.4 Scénario exclusif

La deuxieme spécificité du travail réside sur le parcours permettant de déterminer un scénario
exclusif. La Figure I1.2 résume les différentes étapes nécessaires pour déterminer un scénario exclusif
de I’arbre des événements de la défaillance initiale jusqu’a I’effondrement (Seck et al. [2017]).

Structures

hyperstatiques
Indfiee de

robustesse . .
Analyse mecanigue

Loi de probabilite

Un cheminde 'arbre
Frobabilibé de defaillance initiake

Probabilités conditionnel les

Frobabilitéz des événements

oncomstant s

Probabilite d’un
dvénement saul

FIGURE II.2 — Méthode de caractérisation d’un chemin de défaillance exclusif

Le principe de la méthode est présenté pour des structures unidimensionnelles hyperstatiques,
pour lesquelles la rupture d’une ou plusieurs sections n’entraine pas toujours comme conséquence
la ruine de I’ensemble du systeme. En effet, les éléments non endommagés restants peuvent étre en
mesure de supporter la charge externe par une redistribution des efforts internes, jusqu’a ce qu’il se
forme un nombre suffisant de défaillances conduisant a la ruine de la structure. Plus la structure est
hyperstatique, plus il faut des sections endommagées pour engendrer la ruine complete.

La premiere étape de la Figure II.2 consiste a étudier I’équilibre statique de la structure. Cela
permet d’identifier les éléments critiques ou des ruptures potentielles pourraient étre initiées. La ré-
sistance et les charges sont considérées comme des variables aléatoires suivant les lois de probabilité
(normales ou log-normales). La probabilité de défaillance d’un événement est calculée grace a la
fonction de distribution ® de la loi normale centrée réduite et de I’estimation de I’indice de fiabilité 3
défini par Hasofer and Lind [1974] (Equation (1.25)).

La deuxieme étape de la Figure I1.2 consiste a évaluer les probabilités des événements d’intersec-
tion afin de les déduire et d’obtenir la probabilité de 1’événement seul. Chaque probabilité disjointe
d’un événement unique correspond a un nouveau nceud de I’arbre et conduit a un nouvel état de la
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structure. Les nouvelles branches sont alors obtenues grace au calcul des probabilités conditionnelles.
En résumé, un scénario correspond a un chemin suivant toutes les branches depuis un dommage initial
jusqu’a I’effondrement de la structure. Pour chaque scénario, des probabilités conditionnelles doivent
étre calculée : chacune correspond a la probabilité d’un nouvel événement sachant I’occurrence de
tous les précédents. Lorsque la ruine globale est atteinte, la probabilité globale du scénario est calculée
afin de déterminer 1’indice de robustesse /,. correspondant.

1.5 Arbre d’évenements

L’ensemble des scénarios peut étre résumé dans un arbre complet d’événements ou les nceuds
correspondent a des événements uniques (dommages locaux) et ou chaque branche relie un nouvel
événement (nceud suivant) a un événement précédent.

La troisieme spécificité de ce travail a été de proposer la construction complete de 1’arbre des éve-
nements incluant les branches des évenements d’intersection (Seck et al. [2017]). A titre d’exemple,
la Figure I1.3 illustre le parcours d’un arbre d’évenements d’une structure de 3 éléments susceptibles
d’étre défaillants. Les nceuds correspondent a I’occurrence de la défaillance d’un des éléments.

Structure
hyperstatique

FIGURE II.3 — Illustration schématique d’un arbre d’événements

La valeur p/; est la probabilité de défaillance locale de I’élément A seul. La valeur piy , est une pro-
babilité conditionnelle et représente la défaillance de 1I’élément B sachant la défaillance de I’élément
A qui s’est déja produite. L’arbre d’événements met aussi en évidence 1’occurrence des évenements
d’intersection seuls. Par exemple, la valeur p/, 5 correspond a la probabilité de défaillance d’inter-
section des éléments A et B uniquement (excluant tous les cas ou d’autres événements apparaissent
en plus de A et B). La probabilité de défaillance globale (pgiopare = P4 * p’B| 4 ¥ p’C| 4_,p) résulte de la
multiplication de toutes les probabilités rencontrées au cours d’un scénario exclusif. Enfin, la valeur
14, p_,c désigne I’indice de robustesse du scénario exclusif A puis B puis C.

1.6 Synthese

L’évaluation d’un scénario partant d’une défaillance locale jusqu’a la ruine globale repose sur les
étapes suivantes :

— calculer les probabilités de défaillance locale par la méthode FORM ;

— déterminer les probabilités d’intersection afin d’évaluer la probabilité disjointe d’un événement
seul ;
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— évaluer les probabilités conditionnelles de proche en proche ;

— calculer la probabilité de défaillance globale du scénario exclusif par I’intersection de tous les
événements y conduisant.

L approche développée est analytique et permet de calculer de faibles probabilités de défaillance
en quelques secondes alors qu’une procédure par Monte-Carlo est coliteuse en temps de calcul. Dans
I’arbre complet des évenements, chaque branche de scénario exclusif de défaillance conduit a un
indice de robustesse [, compris entre 0 et 1.

2 Application a une structure unidimensionnelle

Dans les paragraphes suivants, nous illustrons la méthode dans le cas d’une structure unidimen-
sionnelle hyperstatique constituée d’une poutre fléchie. Nous détaillons la méthode sur un exemple
académique mais suffisamment général pour permettre de présenter les concepts utilisés de notre
méthode de construction d’un arbre d’éveénements complet. Il s’agit d’une poutre bi-encastrée de lon-
gueur L soumise a une force ponctuelle (Figure I1.4), hyperstatique de degré 2 (parce que les effets
du second ordre sont négligés), de telle sorte que la défaillance globale de ce systeme résultera de la
formation de trois rotules parfaites. La géométrie de la poutre, le module élastique du matériau et la
position de la charge sont considérés déterministes, de sorte que la variabilité des moments sollicitants
M,; ne dépend que de celle du chargement F'. Les moments résistants et la charge F’' sont considérés
comme des variables aléatoires Gaussiennes indépendantes. Ainsi, le vecteur des variables aléatoires
X aura pour composantes X = (M, ,, M, ., M, ., F).

TA B reH

——7//7
Q

FIGURE I1.4 — Poutre bi-encastrée étudiée

Nous noterons M,; le moment résistant d’une section ¢ et M,; 1’intensité du moment fléchissant
sollicitant cette mé€me section 7. Pour simplifier la présentation, nous considérons des sections €las-
tiques parfaitement fragiles, avec formation d’une rotule (moment plastique nul) des 1’atteinte d’une
valeur limite de la résistance, indépendamment du signe du moment sollicitant. Nous considérons
donc que notre mode de défaillance est la formation d’une rotule-fragile. La premiere étape consiste
a étudier 1’équilibre statique initial nous permettant d’obtenir le diagramme du moment fléchissant
(Figure I1.5a). La Figure I1.5a nous permet d’identifier les trois sections critiques ou peuvent s’initier
de potentielles ruptures (mode de défaillance, Figure 11.5b).
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FIGURE IL.5 - (a) Diagramme du moment fléchissant ; (b) Positions prévisibles des rotules fragiles

Les moments fléchissant M; des sections potentiellement critiques A, B et C sont donnés a
I’Equation (IL.8).

MSA - _FESQ - ksAF

M,, = 2 — | F (IL.8)
a2

MSC = _FL2b = kScF

ou k, représente le coefficient d’influence vis-a-vis de la variable aléatoire F’ sur la section 4.

Le Tableau II.1 résume les moyennes et écart-types des variables aléatoires choisies pour les don-
nées numériques suivantes : L =3m, a=3L et b=2L.

TABLE II.1 — Données des variables aléatoires

Variables aléatoires | moyenne : p1x, | écart-type : ox;,
M, 4 [Nm)] 1600 500
M, p [Nm] 1600 500
M,c [Nm] 1600 500
F[N] 2800 1000

Le rapport entre I’écart type et la moyenne est le coefficient de variation (COV’) défini par I’Equa-
tion (I1.9).

cov = 2% (IL9)
I22.¢

Nous choisissons d’utiliser des coefficients de variation de 31% pour le moment résistant de
chaque section 7 et de 32% pour la variable aléatoire de sollicitation afin de mettre en évidence des
résultats non intuitifs. La Figure I1.6 illustre les distributions gaussiennes des moments résistant et
fléchissant de la section droite A.
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FIGURE II.6 — Illustration des distributions gaussiennes des moments résistant et fléchissant de la
section droite A

2.1 Probabilités de défaillance locale

Un critere de défaillance représente 1’équilibre entre la résistance et la sollicitation par une fonc-
tion d’état limite G(X) = 0 qui sépare le domaine de stireté du domaine de défaillance ; par conven-
tion G(X') < 0 représente le domaine de défaillance et G(.X') > 0 le domaine de stireté. Par définition,
la probabilité de défaillance vérifie :

Bi
V2

ou ; est 'indice de fiabilité de la section ¢, ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite et er f() représente la fonction erreur. X désigne le vecteur des variables aléatoires choisies
pour décrire les incertitudes potentielles de la poutre étudiée.

p=P(G(X) <0) = B(—B;) = 05 x (1 +erf(~

) (I1.10)

Le calcul de 3 (Hasofer and Lind [1974]) peut se faire grace a la méthode d’approximation FORM
(First Order Reliability Method) qui se résume en deux étapes :

— effectuer un changement de variables de I’espace physique vers un espace normé par une trans-
formation dite isoprobabiliste.

— rechercher dans I’espace normé I’indice de fiabilité S défini comme la plus petite distance a
I’origine de I’hyperplan H.

Dans le cas de la structure unidimensionnelle (Figure I1.4), pour chaque section droite ¢ (i €
{A, B,C}), il y a deux variables aléatoires de résistance M,, et de sollicitation Mj,. Pour chaque
évenement e; associé a la section ¢, la fonction d’état limite s’écrit :

e; 1 Gy = M,, + M, (IL11)

Le vecteur des variables aléatoires suivant des lois Gaussiennes est X = (M, 4, M, g, M,c, F'). Défi-
nissons le moment résistant )/, par sa moyenne /., et son écart type o, et la force ponctuelle F' par
sa moyenne i, et son écart type o. Introduisons k;,, les coefficients d’influence de la charge /' sur le
moment sollicitant M/, la fonction d’état limite de Equation (II.11) devient :

i Gy= M, — |ky | F <0 (IL.12)
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La structure étudiée étant soumise qu’a une seule force ponctuelle, alors il nous parait judicieux
d’introduire la valeur absolue du coefficient d’influence afin de simplifier I’Equation (II.11). Notons
que dans le cas de plusieurs charges, cette démarche doit étre améliorée en raison de la combinaison
des charges. En effet, cette combinaison peut étre bénéfique ou pénalisante suivant les sections (voir
chapitre I11).

Le changement de variables de I’espace physique vers un espace normé par une transformation
isoprobabiliste est linéaire et s’écrit :

2=y = 2 HX (IL.13)

5'¢

ou les variables u; de I’espace normé suivent une loi Gaussienne de moyenne nulle et de variance
unitaire N (0, 1). La fonction d’état limite G devient la surface d’état limite noté H dans I’espace
transformé et s’écrit, pour chaque évenement e; représentant une défaillance locale de la section 7 :

e Op Uy, — |ks,| Osus + pir, — |ks,| ts = 0 (I1.14)

ou la variable u,, correspond au moment résistant M, et la variable u, correspond a la force ponctuelle
F'. Les coefficients k, sont ceux écrits dans I’Equation (IL.8). L’indice de fiabilité j3; associé est :

i ks- s
By = ol (I1.15)
\/UMQ + <k8108>2
Au point de conception, I’Equation (II.14) est remplacé par I’hyperplan suivant :
€1 Qp, Up, — Qg Us + 3 =0 (I1.16)

ou e; est I’évenement de la défaillance de la section 7 et les cosinus directeurs o, et o, s’expriment
par les relations suivantes :

_ s,
\/UMQ + (kSiUS)Q

o

K3

- \/O-Tiz + (k8i08)2

Os

. 11.17)

7

TS

k3

Finalement, pour un ensemble de m évenements et une charge, I’Equation (II.16) peut étre écrite
sous forme matricielle :

[a] {u} + {8} = {0} (11.18)

ou {f} est un vecteur de dimension m (m est égal au nombre de sections droites considérées) conte-
nant I’indice de fiabilité, {u} est un vecteur de dimension (m + 1) contenant les variables u,, et us,
et [«] est une matrice de taille m x (m + 1) contenant les cosinus directeurs «,., et a;, de I’Equa-
tion (I1.17).

Dans notre cas d’étude, le systeme résultant de I’ensemble des hyperplans de chaque section peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante :
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a, 0 0 s, " Ba 0
0 o, 0 agy UTB + 18] =10 (IL.19)
0 0 an UTC Be 0

ou les zéros dans la matrice des cosinus directeurs illustrent que les résistances entre sections sont
non corrélées. Cependant, les hyperplans sont corrélés entre eux par la présence de la force dans les
expressions du moment sollicitant de chaque section. Les valeurs numériques sont les suivantes :

0.747 0 0  —0.664 ZTA 0.531 0
0 0860 0 —0509| " | +[1.325| =0 (11.20)
0 0 0913 —0406) | " 1.787 0

et les probabilités de défaillance locale { ®(—f3;) } correspondantes sont regroupées dans le Tableau I1.2.

TABLE I1.2 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B et C

Sections Di
A 0.297
B 0.092
C 0.036

Les sections présentant les intensités de moment sollicitant les plus élevées ont les probabilités de
défaillance les plus grandes (p4 > pp > pc). La section droite A, étant la plus sollicitée, présente une
probabilité de défaillance 3 fois plus élevée que la section droite B et 8 fois plus élevée que la section
droite C'. De plus, ces probabilités de défaillance sont assez élevées par rapport a la littérature ou les
probabilités sont inférieures 2 1073, Ceci s’explique par le COV tres élevé des variables aléatoires de
résistance et par I’importance de la moyenne de la force ponctuelle.

2.2 Probabilités d’intersection

La méthode présentée au paragraphe précédent permet de calculer la probabilité d’un événement
individuel, sans tenir compte des intersections avec un événement voisin. En effet, la probabilité de
I’événement e; inclut le cas ol une défaillance se produit uniquement en 7, mais également les cas ol
des défaillances se forment en j et/ou £ en méme temps qu’en 7. Ces cas de ruptures multiples ont des
probabilités traduites par les intersections d’événements e; N e; et e; N e; N e;. Pour une élaboration
correcte de I’arbre des évenements (en ne comptant pas deux fois les mémes probabilités dans deux
branches différentes), il est nécessaire de séparer les événements seuls des événements d’intersection.

Pour la poutre bi-encastrée, les résultats du Tableau I1.2 incluent le cas ou la rotule peut se former
uniquement en une section critique, mais également les cas ou des rotules peuvent se former quasi-
simultanément dans les autres sections critiques. Par exemple, la probabilité de I’événement e 4 inclut
le cas ou la rotule se forme uniquement en A, mais également les cas ou des rotules se forment en B
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et/ou C' en méme temps qu’en A. Ces cas de ruptures multiples ont des probabilités (p;; et p;;x) tra-
duites par les intersections d’événements (e; Ne; et e;MNe;Ney) (Figure I1.1). La procédure permettant
de calculer la probabilité d’intersection est décrite au paragraphe 1.3 de ce chapitre. L’évaluation de
la probabilité d’intersection des 3 sections A, B et C' s’effectue grace a I’Equation (I1.2).

pleaNegNec) = P3(—{B},[p]) = pleclea Nep) x pleslea) X plea) (I1.21)

Evaluons dans un premier temps 1’expression p(eplea) de PEquation (I1.21). Ce terme nécessite
la détermination de la moyenne pip 4 et de I’écart type o4

pea = —papAa ; opa=\/1—pipBa (I1.22)

ol pp est un composant de la matrice de corrélation de I’Equation (I1.3); A4 = % et By =
Aa(Aa — Ba) avec (—[54) qui se calcule selon I’Equation (I1.10) et ¢(—54) = (;X ) exp(_—gg‘).

Nous précisons que la notation A, traduit le coefficient noté A et en indice nous avons la section
droite A. De mé&€me que la notation B4 traduit le coefficient noté B et en indice nous avons la section
droite A. Ces coefficients permettent de déterminer :

Bpa = ——— (I1.23)

et la probabilit€ de défaillance s’€crit : ppjs = o(—p B 4) calculée selon I’Equation (I1.10).

Evaluons a présent le terme p(ec |eq N ep) de ’Equation (I1.21). L’indice de fiabilité Beip peut
étre déterminée de maniere similaire a Sp) 4 :

- A
Bors = Beia — pecia X Apja (1124)

\/1 - PQBC\A Bpja

ii:’gi‘lz)), Bijq = Ajjq % (Aijq — Bijq) et le coefficient de corrélation de I’'Equation (I1.24) peut

étre calculé de maniere explicite par cette formule :

ol Al|q =

PBO = pPBC — PAB X pac X Ba
oA =
V(1= php X Ba) x /(1 = phc x Ba)

(11.25)

Apres avoir calculé S¢|p et 3p4 a partir des Equations (I1.23, I1.24), ®3(—{/}, [p]) peut étre obtenu
selon Equation (I1.4) et sa valeur vaut :

papc = 0.0048 (I1.26)

Dans le cas d’intersection de deux évenements, la probabilité de défaillance de 1’intersection est :

plei N ¢;) = Po(—{B}, [p]) = plejles) x ples) (I1.27)

aveci,j € {A,B,C}, i #j.
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Le terme p(e;) = ®(—/;) peut étre obtenu par I’Equation (II.10), et le terme p(e;|e;) est ap-
proximé par :
—Bi + pij X A

plejler) = @(B;) = & (1—p% x B;)

(I1.28)

ouA; = g(_ﬂ ?) et B; = A; x (A; — [3;). Les valeurs des intersections de deux événements de ’Equa-

tion (H.27)7(15igure II.1) sont obtenues par I’Equation (II.10) et I’Equation (I.28). L’ensemble des
probabilités p;; de défaillance locale multiple de deux sections droites est résumé dans le Tableau I1.3.

TABLE II.3 — Probabilités de défaillance de 1’intersection de deux événements

intersection de deux événements Dij
ANB 0.048
ANnC 0.019
BNC 0.0068

Le calcul des probabilités d’intersection de trois (Equation (I[.26)) et deux sections droites (Ta-
bleau I1.3) permettent de déterminer les probabilités seules p;; de deux évenements d’intersection
seuls (e; N e;)’. Les résultats sont donnés dans le Tableau I1.4.

TABLE I1.4 — Probabilités de défaillance des évenements AN B, AN C et BN C seules

Sections | pi;
ANB |0.045
ANncC |0.015
BNnC |0.003

Les probabilités de chaque événement ¢, seul sont enfin calculées grace a I’Equation (I1.7) et les ré-
sultats sont dans le Tableau I1.5. Apres séparation des évenements seul a ceux d’intersection, 1’ordre
des sections présentant les probabilités de défaillance les plus élevées est conservé (p'y > pz > pe).
De plus, la section droite A présente une probabilité de défaillance 5 fois plus élevée que la section
droite B et 15 fois plus élevée que la section droite C.

TABLE II.5 — Probabilités de défaillance des sections A, B et C seules

Sections | p!
A 0.233
B 0.041
C 0.015

Le Tableau II.6 compare les valeurs du Tableau II.2 et du Tableau II.5. Dans chacune des sections
A, B et C, les probabilités p; et p; sont différentes. Les écarts sont particulierement importants pour
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les sections B et C. Ces différences sont dues a la séparation des événements seuls de ceux d’inter-
section. En effet, cette séparation permet de ne pas compter deux fois les mémes probabilités dans
deux branches différentes. De cette maniere, la séparation des événements seuls des événements d’in-
tersection permet d’élaborer correctement 1’arbre avec des scénarios exclusifs.

TABLE I1.6 — Comparaison de p; et p!

Probabilité de défaillance en A B C
Di 0.297 | 0.092 | 0.036
2 0.233 | 0.041 | 0.015

Ecart en % 21.2 | 55.2 57

L’ensemble de ces calculs de probabilités (locales, intersections, seules) permet de définir toutes
les branches exclusives du premier niveau de 1’arbre d’évenements (Figure I1.7).

.-'.I\_"'--
A H“‘x

FIGURE II.7 — Branches exclusives du premier niveau de 1’arbre des évenements

A I’exception de la branche particuliere ANBNC, il n’y a pas de rupture compléte de la structure.
Il faut poursuivre la construction de I’arbre en étudiant un nouvel état de la structure nécessitant de
calculer les probabilités conditionnelles, ¢’ est-a-dire les probabilités de nouvelles défaillances sachant
la formation de rotules fragiles (), = 0).

2.3 Probabilités conditionnelles

Pour cette nouvelle étape de notre procédure proposée, supposons une défaillance initiale corres-
pondant a I’existence d’une rotule fragile dans la section critique A. Le nouvel état de la structure est
donné par la Figure I1.8a. Pour poursuivre 1’étude des potentiels scénarios de défaillance en chaine,
nous devons déterminer le nouveau diagramme de moment fléchissant tenant compte de la redistribu-
tion des sollicitations (Figure I1.8b). Dans la Figure I1.8b, le moment plastique de la section A est nul
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car la rotule considérée est fragile.

A 4—L 2[3 NC M
(a) (b)

FIGURE IL.8 — (a) Nouvel état de la structure apres rupture fragile en A ; (b) Diagramme du moment
fléchissant sachant I’existence d’une premicre rotule fragile en A (M, = 0)

En particulier, les moments sollicitants des sections B et C' ont pour nouvelles intensités :

Fab?(3L—b
M, , = 2550 =k, F (11.29)

SC|A 2L2

SclA

ou la notation 7|j indique la défaillance de la section 7 sachant la défaillance de la section j.

En appliquant la démarche expliquée au paragraphe 2.1, les expressions des hyperplans sont
écrites sous forme matricielle :

u
0.693 0 —0.720) [ "= 0.203\ _ (0
( 0 0.747 —0.663) 13"0 +<0.533> —<0> (I.30)

s

Pour cet nouvel état de la structure, la section droite A est considérée comme défaillante. Ainsi, sa
ligne et sa colonne sont supprimées. Les probabilités de défaillance locale {®(—[3;)} correspondantes
sont regroupées dans le Tableau II.7. Pour la Figure 1.8, la section droite B, étant la plus sollicitée,
présente une probabilité de défaillance plus élevée que la section droite C'.

TABLE II.7 — Probabilités de défaillance des sections B et C sachant la défaillance de A

Sections | sachant la défaillance | p;4
B A 0.418
C A 0.297

Le calcul des probabilités de défaillance de I’intersection des sections droites B et C sachant la
défaillance de la section droite A s’effectue selon la procédure expliquée au paragraphe 2.2 et vaut
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TABLE I1.8 — Probabilités de défaillance des sections B seule et C' seule sachant la défaillance de A

Sections | sachant la défaillance | pj 4
B A 0.224
C A 0.104

Les probabilités de défaillance des sections B seule et C' seule sachant la défaillance de A sont
obtenues en retranchant la probabilité de défaillance de I’intersection B N C' sachant A. Ces probabi-
lités se calculent suivant la démarche expliquée au paragraphe §2.2.

Apres séparation des évenements seuls a ceux d’intersection, la section droite B présente une pro-
babilité de défaillance 2 fois plus élevée que la section droite C'. Le Tableau I1.9 compare les valeurs
du Tableau I1.8 et du Tableau I1.7. Dans chacune des sections B et C, les probabilités p; 4 et pj; , sont
différentes. Ces différences sont dues a la séparation des évenements seuls de ceux d’intersection.

TABLE I1.9 — Comparaison de p; 4 et pj 4

Probabilité de défaillance en B C
DilA 0.418 | 0.297
pg‘A 0.224 | 0.104

Ecarten % 46 65

Les nouvelles branches établies sont présentées dans la nouvelle configuration de I’arbre des éve-
nements (Figure 11.9).

FIGURE I1.9 — Nouvelle configuration de 1’arbre des événements
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Remarquons que la probabilité de défaillance de la section B sachant la ruine de A est la plus
élevée, si nous supposons qu’une deuxieme rotule plastique se forme en B, le nouvel état de la poutre a
étudier pour construire une partie (a partir d’'un nouveau nceud) du troisieme niveau est la Figure I1.10.

i
Ag— NC

FIGURE I1.10 — Etat du systéme avec deux rotules fragiles en A puis B (M, =0)

L’intensité du moment fléchissant de la section C' sachant la défaillance de A puis B est donnée par
I’équation suivante :

_Fab2a+b)

MSClA—)B = T o12 /fsC|A_,B F (IL.31)
ou ks, ,_,, représente le coefficient de proportionnalité vis-a-vis de la variable aléatoire F". Lhyper-
plan est :

eciasp t 0.242u,, , —0.970u, — 1.94 =0 (11.32)

et la probabilité de défaillance de la section droite C' sachant les défaillances des sections droites A
puis B est :

Pojasns = P(—Pojamp) = 0.974 (I1.33)

Cette probabilité proche de 1 est tres élevée. En effet, la section C' a repris I’ensemble des charges
externes suite a la défaillance de A puis B. Une nouvelle branche est présentée dans la Figure I1.11.

FIGURE II.11 — Un chemin de ruine complet de I’arbre des événements

Le chemin de ruine A — B — C (Figure II.11) est un chemin de défaillance complet. La
probabilité de défaillance locale est égale a 0.233. La probabilité de défaillance globale (pgiopqic) €St
calculée en multipliant toutes les probabilités rencontrées au cours du scénario d’évenements seul (car
chaque branche est exclusive) :

PA—B—C = PA *PBjA * Pcja—p = 0.001
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D’apres I’Equation (II.1), I’'indice de robustesse correspondant a ce scénario de ruine est :

0.051

[ =1-———
0.233

=0.781

Ce chemin représente un mécanisme de ruine. L’ objectif étant d’identifier les mécanismes de ruine,
la construction de I’arbre d’événements est poursuivi dans le but de rechercher les autres scénarios
exclusifs possibles.

Si nous supposons qu’une deuxieme rotule fragile se forme en C, le nouvel état de la poutre a
étudier pour construire une partie (a partir d’'un nouveau nceud) du troisieme niveau est la Figure 11.12.
La probabilité de défaillance de la section droite B est calculée afin de déterminer la suite du scénario
de ruine.

A2 Fi} NC

FIGURE II.12 — Etat du systéme avec deux rotules fragiles en A puis C (M, =0)

L’intensité du moment fléchissant de la section B sachant la défaillance de A puis C' est donnée par
I’équation suivante :

M :_Fab(Qb—l—a):k

SB|A—C L2 SB|A—C

F (I1.34)

ou ks, ,_,. représente le coefficient de proportionnalité vis-a-vis de la variable aléatoire F'. L'expres-
sion de I’hyperplan est :

epjasc - 0.599u.ciap — 0.800u, —0.32 =0 (IL.35)

et la probabilité de défaillance de la section droite B sachant les défaillances successives des sections
droites A puis C est :

Poiase = ®(—Ppasc) = 0.625 (IL.36)

La nouvelle branche issue de I’évenement A puis C est présentée dans la Figure I1.13. Le chemin de
ruine A —» C' — B (Figure I1.13) est aussi un chemin de défaillance complet dont la probabilité de
défaillance locale est 0.233. La probabilité de défaillance globale (pgiopaic) €st calculée en multipliant
toutes les probabilités rencontrées au cours du scénario exclusif (car chaque branche est exclusive) :

PAC—B = PA * PC|A * PB|A—C = 0.015

D’apres I’Equation (II.1), I’indice de robustesse correspondant a ce scénario de ruine est :

0.015
Ir—l—m—0.935
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FIGURE II.13 — Tous les scénarios exclusifs partant de la section droite A

L’indice de robustesse du scénario exclusif A — C' — B est plus élevé que celui du che-
min A — B — (. La différence entre ces deux valeurs est de 16.5%. Le scénario de ruine
A — BN C (Figure I1.13) est aussi un chemin de défaillance complet dont les probabilités de dé-
faillance locale et globale sont : 0.233 et 0.045. L’indice de robustesse correspondant a ce scénario
exclusif, A — B N C, est 0.806.

L’analyse de la robustesse de cette structure unidimensionnelle, lorsque la ruine locale s’initie
dans Ia section droite potentielle A et leurs combinaisons, permet de construire une partie de 1’arbre
des événements. La Figure 11.13 résume tous les scénarios exclusifs possibles partant de la section
droite A. Elle présente également les probabilités de défaillance globale de ces chemins et leurs in-
dices de robustesse respectifs.

L’ objectif étant d’identifier les mécanismes de ruine, la construction de 1’arbre complet des éve-
nements est poursuivi dans le but de rechercher les autres scénarios exclusifs possibles. Ainsi, les
autres chemins (rupture initiale en B ou en C' ou en deux sections en méme temps) sont déterminés
de maniere analogue. Afin de construire I’arbre complet des événements, il faut étudier tous les autres
scénarios possibles, que ce soit sur I’initiation des ruptures (B ou C') et leurs combinaisons (ordre,
événement(s) seul ou lié(s)).

2.4 Arbre d’événements

L’analyse de la robustesse de cette structure unidimensionnelle, lorsque la ruine locale s’initie
dans chaque section droite potentielle A, B ou C, ou leurs combinaisons, permet de construire I’ arbre
des événements résumant tous les scénarios exclusifs possibles et leurs probabilités respectives (Fi-
gure II.14). La probabilité de rupture globale (3 rotules fragiles successives) selon un scénario est
calculée en multipliant toutes les probabilités rencontrées le long du chemin conduisant a celui-ci, car
chaque branche de I’arbre des évenements est exclusive.

La démarche explicite proposée consiste a caractériser I’ensemble des cheminements disjoints
possibles depuis la défaillance localisée jusqu’a la ruine globale d’une structure hyperstatique. La
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procédure permet de calculer des indices caractérisant la robustesse structurale selon chaque scéna-
rio, et d’identifier les zones vulnérables de la structure pouvant engendrer une défaillance généralisée.

B \(“) 0.051  0.781

r!_r).'_-]. /(\ ”/} 0.015 0.935
\ ,-!"\{
o 0.9 J—
] - ,
i’ \
‘\-fn/};
~— 0.045 0.806
0o £ %
v B ;tmlz hY . -
- Aqgﬂh&il.xx r;}—mmh%Qg 0.031 0.247
N f0517) =
0.773
; P )
. (B} (0){o5m~(4) 63ecs 0908

/@f/ (1] . ] J\’j\ / \
Y (AnC) 0.001 00,964
N

0.003 0.745

Probabilité de défaillance globale

Indice de robustesse um& 0.001 0.931

FIGURE 11.14 — Arbre d’éveénements

L’analyse de 1’arbre montre que, le chemin le plus probable est celui correspondant au calcul
déterministe A — B — (' avec la formation successive des rotules fragiles suivant I’ordre des
moments sollicitants de plus forte intensité (car les résistances des sections ont la méme distribution
dans notre exemple). Toutefois, on remarque que ce n’est pas ce scénario qui produit I’indice de
robustesse le plus grand. L’analyse des indices de robustesse permet d’ailleurs de montrer par exemple
que :

— lorsque deux sections cassent simultanément initialement (probabilités faibles), I’indice de ro-
bustesse est tres faible ; ceci est logique pour cet exemple trés académique puisque deux sec-
tions cassées représentent les deux tiers de la défaillance globale. On ne peut pas vraiment
parler, dans ce cas particulier, de défaillance initiale « locale ».

— le chemin B — A — C montre un indice de robustesse assez faible (0.25) ; une intention
malveillante ou un accident au niveau de la section B peut donc avoir des conséquences impor-
tantes sur I’ensemble du systeme.

Selon un scénario donné, une structure est d’autant moins robuste que la probabilité de défaillance
globale est grande par rapport a la probabilité de défaillance locale. Les scénarios catastrophes cor-
respondent a faible probabilité locale suivie par une réaction en chaine donnant de fortes probabilités
successives et conduisant a une forte probabilité globale.
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L’approche développée permet de révéler des scénarios dangereux pour certaines structures, non
identifiés par les méthodes classiques de dimensionnement déterministes. Ainsi, la construction com-
plete de I’arbre des évenements permet d’analyser les priorités en termes de réhabilitation, de protec-
tion et de renforcement d’une structure afin d’assurer la sécurité des personnes.

2.5 Validation de I’approche proposée par une simulation de Monte-Carlo

La méthode de construction de 1’arbre complet des évenements (Figure I1.14) a été validée par une
simulation de Monte-Carlo. Les différences entre les probabilités calculées selon ces deux techniques
restent inférieures a 1% maximum. De plus, la méthode développée permet de calculer instantané-
ment tous les scénarios exclusifs alors que la procédure par Monte-Carlo est plus cofiteuse en temps
de calcul (Tableau I11.10).

Nous avons réalisé une étude de convergence numérique afin d’étudier la précision des probabi-
lités estimées. En effet, ’estimation (2 10% pres) d’une probabilité de I’ordre de 10~™ exige environ
102 évaluations. Ainsi, la Figure I1.15 montre I’étude de convergence numérique de deux probabi-
lités de défaillance locale p'y et p/y-p~c- Le choix de présenter uniquement ces deux valeurs repose
sur le fait que la premicre est €levée et la seconde est faible. La Figure I1.15 illustre également la pro-
gression du temps de calcul en fonction du nombre de simulations. Enfin, le Tableau I1.10 présente
I’évolution du nombre de tirages.

P'a P anBac
3,5E-01 7,E-03

3,0E-01 6,E-03
2,56-01 \ 5.E-03 \M

2,0E-01 4,E-03

1,5E-01 3,E-03
1,0E-01 2,E-03
5,0E-02 1,E-03

0,0E+00 0,E+00
1E+02 1,E+03 LE+04 LE+05 1LE+06 LE+07 LE+08 LE+09 LE+03 LE+04 LE+05 LE+06 LE+07 1E+08 1E+09

(a) (b)

Temps (secondes) : 1 lancer

1OOE+03
1OOE+02
1OOE+01

1OOE+00
LE+05 1E+06 E+07 1E+08 LE+09

©)

FIGURE II.15 — Etudes de convergence numérique : a) p’y en fonction du nombre de simulations ;
b) p's~pnc en fonction du nombre de simulations c) progression du temps de calcul en fonction du
nombre de simulations

Le nombre de tirages permettant d’obtenir la convergence numérique des probabilités de dé-
faillance locale p/y et p/y- g~ €st respectivement 10% et 10° (Figure 11.15). La progression du temps
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de calcul est linéaire (Figure I1.15 c). Cette progression est proportionnelle au nombre de simulations.
Le Tableau II.10 montre que 1’arbre complet est obtenu au bout de 43 secondes de calcul pour cet
exemple académique ou les probabilités sont fortes. Pour les structures réelles ou les probabilités sont

beaucoup plus petites, la procédure par Monte-Carlo sera tres coliteuse en temps de calcul.

TABLE I1.10 — Etudes de Convergence numérique : 'y ; b) psnpnc

Nombres de simulations 4 PanBne Temps (secondes)
1 lancer | Arbre complet
1e? 0.29 0 0.141 |
1e 0.247 0.006 0.158 1
let 0.2337 0.0052 0.204 1
le? 0.23339 0.00505 0.774 5
leb 0.234752 0.004853 6.0888 43
le’ 0.2338544 0.0047917 58.934 413
1ed 0.23387364 | 0.004833384 | 616.495 4315
1e? 0.233848444 | 0.004819324 | 5970.833 41796

3 Prise en compte de I’occurrence d’un accident dans une section
autre que les sections dimensionnantes

Ce paragraphe propose une analyse de la robustesse de la méme poutre bi-encastrée de longueur
L, mais cette fois-ci nous supposons que I’occurrence d’un accident peut avoir lieu dans une section
autre que les sections retenues comme dimensionnantes lors de la conception. Ainsi, la Figure I1.16
montre quatre sections critiques (A, B, C' et D) ol peuvent s’initier une défaillance locale. En consé-
quence, le nombre de branches exclusives de 1’arbre complet des évenements augmente.

14 F k
A4t kD

a h c

FIGURE II.16 — Poutre bi-encastrée de la Figure 11.4 avec I’hypothese de 1’occurrence d’un accident
dans une section autre que les les sections dimensionnantes

Le vecteur des variables aléatoires est X = (M, ,, M,,, M,., M, , F) et ses composantes sont
supposées Gaussiennes indépendantes. e Tableau I1.11 résume les moyennes et écart-types des va-
riables aléatoires et ces valeurs sont choisies similaires de celles du Tableau 1I.1. De nouveau, le
mode défaillance local de la structure étudiée est la formation d’une rotule-fragile. Il faut noter que la
dimension de I’Equation (II.19) est modifiée. En effet, la section supplémentaire entraine I’augmen-
tation d’une ligne et d’une colonne de la matrice [«]. Elle conduit également des calculs de quelques

intersections supplémentaires dans la procédure.
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TABLE II.11 — Données des variables aléatoires

Variables aléatoires | moyenne : pix, | écart-type : ox;,
M, , [Nm] 1600 500
M, [Nm] 1600 500
M, . [Nm] 1600 500
M, , [Nm] 1600 500
F[N] 2800 1000

La construction de 1’arbre des événements résumant tous les scénarios exclusifs possibles et leurs
probabilités respectives est réalisée grace a la méthode explicite détaillée dans les paragraphes de la

deuxieéme partie de ce chapitre avec la prise en compte de quelques nouveautés apportées par la sec-
tion supplémentaire.
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FIGURE I1.17 — Arbre des éveénements : Influence d’une section supplémentaire

Pour comparer les arbres de la Figure I1.14 (cas 1 : structure avec trois évenements potentiels) et
de la Figure I1.17 (cas 2 : méme structure avec quatre éveénements potentiels), il faut bien noter que
la section C' du premier cas équivaut a la section D du second, et la section C' du second cas est la
section ou 1’on considere 1’événement potentiel supplémentaire.

Page 58 El Hadji Boubacar SECK



En raison de la section supplémentaire, le nombre de chemins de défaillance a explorer est de-
venu plus grand. Pour limiter la taille de I’arbre représenté sur la Figure I1.17, seules les branches
correspondant aux événements isolés sont représentées, les branches correspondant a des défaillances
locales multiples ne sont pas représentées. Cela permet de diminuer significativement le nombre de
chemins a représenter, qui passe ainsi de 75 a 24. Mais nous allons voir que ce manque d’informa-
tion dans la présentation des résultats peut conduire a une difficulté d’interprétation. En effet, une
comparaison brute de ces deux arbres montre que :

— sur la Figure I1.17, les probabilités de défaillance de la section C' (section supplémentaire) sont
toujours tres petites quel que soit le niveau dans I’arbre ;

— le chemin le plus probable (correspondant au chemin présentant la plus grande probabilité de
défaillance globale) et le scénario le plus dangereux (correspondant au chemin présentant 1’in-
dice de robustesse le plus faible) sont les mémes dans les deux cas.

Ces deux constatations montrent que la section supplémentaire considérée dans le second cas n’a
pas d’influence sur I’analyse globale de la structure. Cela conforte le fait de ne pas I’avoir considérée
dans le cas 1.

De plus les probabilités des différents évenements dans 1’arbre ne sont que tres 1égerement dif-
férentes, sauf pour une : p(C|A — B) dans le cas 1 vaut 0.973 alors que p(D|A — B) dans le
cas 2 vaut 0.265. Cette grosse différence (72%) s’explique par une information manquante sur la
Figure II.17. En effet, la probabilité p(C' N D|A — B) n’est pas négligeable et vaut 0.708. Ainsi,
p(D|A — B) + p(C N D|A — B) du cas 2 correspond a p(C|A — B) du cas 1 (0.265 + 0.708 =
0.973). L’ensemble des scénarios exclusifs possibles et leur probabilité respective sont résumés dans
le Tableau C'.1 de I’annexe C'.

De ces constations, on peut en tirer les enseignements suivants :

— si ’on omet de représenter des branches sur 1’arbre, il faut s’assurer que les probabilités de
celles-ci sont négligeables devant celles que I’on garde ;

— la forte probabilité d’intersection des section C' et D dans le cas 2 montre que lorsque A et
B ont rompu, toute la zone de C' a D sur la Figure 11.14 rompt simultanément. On ne peut pas
constater cela dans le cas 1, mais pour cette structure académique, lorsque A et B sont rompues,
casser uniquement en D ou tout le long du dernier tiers de la poutre ne change pas grand-chose,
la structure s’effondre.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode d’analyse reposant sur la construction d’un
arbre complet des événements (potentiels) permettant de déterminer les scénarios exclusifs possibles
depuis une défaillance initiale jusqu’a la ruine globale d’une structure. Les résultats sont présen-
tés sous forme d’un arbre d’évenements comportant toutes les branches exclusives, sans intersection
entre branches issues d’'un méme nceud. Cela permet de calculer des indices /,. caractérisant la ro-
bustesse de la structure selon chaque scénario, et d’identifier les zones vulnérables de la structure
pouvant engendrer une défaillance généralisée. Nous avons illustré notre démarche sur un exemple de
poutre bi-encastrée fléchie avec sections fragiles. Cette structure académique a permis d’exposer les
concepts que nous utilisons et de montrer que I’on peut mettre en évidence des résultats non intuitifs.
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L’approche proposée, explicite et rapide, a été validée par des simulations de Monte-Carlo. De
plus, la méthode développée permet de calculer de faibles probabilités de défaillance en quelques
secondes alors qu’une procédure par Monte-Carlo est coliteuse en temps de calcul. La méthode per-
met de révéler des scénarios dangereux pour la structure étudiée, non identifiés par les méthodes
classiques de dimensionnement déterministe. A ceci s’ajoute, la construction complete de 1’arbre des
évenements permettant d’analyser les priorités en termes de réhabilitation, de protection ou de ren-
forcement des structures.

Cette procédure développée peut s’appliquer a une large variété de problemes structuraux. Elle
permet d’évaluer la robustesse au travers d’un indice compris entre O (structure peu robuste) et 1
(structure tres robuste). L’indice de robustesse est calculé a partir des probabilités de défaillance ini-
tiale et globale. Cependant, des compléments sont a apporter pour rendre cette technique adaptée a
I’étude de structures réelles et complexes : moment plastique non nul, prise en compte de la combinai-
son des charges dans le cas de plusieurs sollicitations, augmentation du nombre de section a étudier,
cas de variables aléatoires corrélées. Le nombre de branches et nceuds dans 1’arbre augmentent tres
rapidement en fonction du nombre de défaillances locales étudiées. De ce fait, le nombre de chemins
de défaillance a explorer peut devenir tres vite prohibitif dans le cas des structures complexes.
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De la défaillance localisée a la ruine globale des
structures en contexte probabiliste

L’approche proposée dans cette these, présentée en détail dans le chapitre précédent, est de quan-
tifier la robustesse structurale par un indice de robustesse calculé sous forme de rapport entre les
probabilités de défaillance locale et globale. Il est important de rappeler que la notion de défaillance
est définie a I’échelle locale et a I’échelle globale. Le mode de défaillance caractérise la maniere dont
la perte d’un élément de structure se produit. La défaillance globale, caractérisée par I’avénement d’un
nombre critique de modes de défaillance, se manifeste par la formation d’un mécanisme de ruine a
I’échelle de la structure selon un scénario. Dans I’arbre des événements, un scénario correspond a un
chemin suivant toutes les branches depuis la défaillance initiale localisée jusqu’a I’effondrement de
la structure.

L’ objectif de ce chapitre est d’explorer la généralisation des concepts présentés dans le chapitre
précédent, tout en restant sur un exemple académique. Les compléments dans ce chapitre sont les
suivants :

— une augmentation du nombre de sections susceptibles de rompre entrainant une augmentation
du nombre de branches de I’arbre complet des événements ;

— le nombre de charges sur la structure est doublé, introduisant une combinaison de charges.
Ces forces ont été volontairement choisies en sens opposés pour étudier 1’effet bénéfique ou
pénalisant de la combinaison suivant les sections, avec des conséquences sur le calcul de la
probabilité de défaillance locale ;

— le mode de défaillance locale est maintenant caractérisé par la formation d’une rotule plastique
parfaite avec moment plastique non nul. Il faut tenir compte de cette "charge résiduelle" avec
son signe dans le calcul des probabilités conditionnelles ;

— une analyse de I’effet du choix de la loi suivie par les variables aléatoires est également étudiée,
conduisant a une procédure linéaire ou non linéaire suivant le cas (loi normale ou log-normale) ;

— des variables aléatoires corrélées sont considérées, entrainant une étape supplémentaire de dé-
corrélation afin de calculer les probabilités de défaillance.

La structure unidimensionnelle étudiée est la méme poutre bi-encastrée de longueur L, mais cette
fois-ci soumise a deux forces ponctuelles verticales Fi et F5 (Figure II1.1). Elle est hyperstatique de
degré 2.
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F’l C
A 4 1B ND

a C

FIGURE III.1 — Poutre bi-encastrée étudiée

La poutre de la Figure II1.1 est composée d’éléments a comportement élastoplastique parfait dont
le mode de défaillance est la formation d’une rotule plastique au niveau d’une section droite de la
poutre. La défaillance se produit lorsque le moment sollicitant appliqué atteint la valeur du moment
résistant de la section (formation d’une rotule plastique). Les sections droites dans lesquelles peuvent
se former les rotules plastiques suivent la théorie de la déformation plastique. Dans cette structure
soumise a des actions concentrées, les rotules plastiques se forment dans les sections de moment
maximal, sous une charge ou aux appuis (Figure II1.2). Les sections droites dans lesquelles se sont
formées des rotules plastiques (Figure II1.3) disposent d’une capacité de rotation permettant la re-
distribution des efforts dans la structure. Chaque formation de rotule plastique entraine la perte d’un
degré d’hyperstaticité de la poutre, pour conduire finalement a la ruine de la structure par formation
d’un mécanisme. Ce dernier, correspondant a la défaillance globale de la structure, résulte de la for-
mation successive de trois rotules plastiques.

g B Lf’
2
pscime x [m] FIGURE III.3 — Positions prévisibles des ro-
FIGURE III.2 — Diagramme du moment flé- tules fragiles
chissant

Nous noterons M,, le moment résistant d’une section ¢ et M, I'intensité du moment fléchissant
sollicitant dans cette méme section 7. La géométrie de la poutre, le module d’élasticité du matériau
et les positions des charges sont encore considérés comme déterministes, de sorte que la variabilité
des moments sollicitant M, ne dépend que de celle des efforts [} et F5>. Les moments résistants, les
charges F; et I sont considérés comme des variables aléatoires Gaussiennes indépendantes dans un
premier temps, puis comme des variables suivant une loi Log-normale dans un second temps. Dans
le premier cas notre fonction d’état limite est toujours linéaire donc la procédure du chapitre /1 est
appliquée avec des compléments. Par contre dans le second cas, la fonction d’état limite est non li-
néaire et le calcul de § s’effectue par une minimisation sous contrainte développée sous Matlab.
Dans les deux cas, nous considérons que les composantes du vecteur des variables aléatoires X sont
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M,

roo

M,

D)

X =(M,,, M

B

Fi, F).

La premiere étape consiste a analyser 1’équilibre statique de la poutre (Figure II1.2). Cette analyse
montre que la structure comprend quatre sections critiques ou peuvent s’initier une défaillance locale
(Figure I11.3). Le moment sollicitant M/, d’une section critique dépend maintenant de la combinaison
des forces appliquées, faisant intervenir plusieurs coefficients d’influence :

n

M, => Kkl F; I11.1)

Si
J=1

ou kg est le coefficient d’influence de la charge F); au niveau de la section i, et n est le nombre de
charges considérées.

Nous avons développé une procédure en Python qui, a partir des données décrites dans un fichier
(géométrie, caractéristiques, conditions aux limites et chargements, positions des sections critiques,
...), génere automatiquement le fichier de commande pour le calcul des coefficients d’influence avec
le logiciel de simulation C'ast3M. Ces coefficients sont récupérés en Python pour poursuivre I’éva-
luation des probabilités de rupture, soit par la méthode analytique proposée dans ce travail, soit par
une méthode de Monte-Carlo pour validation de nos résultats.

Pour I’exemple proposé dans cette partie (Figure I11.1), avec les valeurs numériques suivantes :
L=3m,a=1m,b=0.75metc = 1.25m, les coefficients d’influence sont donnés dans le

Tableau III.1.

TABLE III.1 — Coefficients d’influence de la structure (Figure III.1)

Sections A B C D
Fi - 0.44444 | + 0.29630 | + 0.10185 | - 0.22222
5, + 0.30382 | - 0.07233 | - 0.35446 | + 0.42535

Le Tableau I11.2 résume les moyennes et écart-types choisis pour des variables aléatoires suivant
des lois Gaussienne et Log-normale.

TABLE III.2 — Données des variables aléatoires

Variables aléatoires | moyenne : px, | €cart-type : ox, | loi (cas 1) loi (cas 2)
M, , [Nm)] 1600 500 Gaussienne | Log-Normale
M, [Nm] 1600 500 Gaussienne | Log-Normale
M, [Nm] 1600 500 Gaussienne | Log-Normale
M, , [Nm] 1600 500 Gaussienne | Log-Normale
Fy [N] 2800 1000 Gaussienne | Log-Normale
F5[N] 2500 900 Gaussienne | Log-Normale
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Nous choisissons d’utiliser des coefficients de variation de 31% pour le moment résistant de
chaque section i et de 32% pour les variables aléatoires de sollicitation afin de mettre en évidence
des résultats non intuitifs.

Dans la suite, le processus de construction complete d’arbres d’évenements est explicité suivant
deux cas d’approximation : linéaire ou non linéaire. Il s’agit d’utiliser des variables Gaussiennes
dans la premiere approximation (procédure linéaire) et des variables Log-normales dans la seconde
approximation (procédure non linéaire). L’ appréciation de la robustesse structurale est introduite par
I’utilisation de I’indice de robustesse présenté au chapitre / /. Finalement, une étude de 1’influence des
sollicitations et du nombre de sections critiques sur le niveau de robustesse structurale est proposée.

1 Approximations linéaires

Les moments résistants, les charges F} et F5 sont considérés comme des variables aléatoires Gaus-
siennes indépendantes (Tableau III.2). Ainsi les expressions des fonctions d’état limite de chaque
section sont linéaires.

1.1 Probabilités de défaillance locale

Par définition, la probabilité de défaillance vérifie I’Equation (II.10). Dans le cas d’une structure
unidimensionnelle, pour chaque section droite i (i € {A, B,...}), il y a les variables aléatoires de
résistance M, et de sollicitation M;,. Pour chaque événement e; associé a la section 7, la fonction
d’état limite est donnée par I’Equation (IL.11).

Le vecteur des variables aléatoires suivant des lois Gaussiennes est X = (M, ,, M,.,, M., M, , Fi, F3).
Chaque section critique est caractérisée par son moment résistant M/,, de moyenne i, et d’écart type
o,. Chaque charge Fj a une valeur moyenne y/ et un écart type o?. La surface d’état limite H dans
I’espace normé s’écrit, pour chaque évenement e; représentant une défaillance locale de la section ¢ :

€t Op U, + fir, =Y (KL ol ul + k] ) =0 (IIL.2)

J=1

ou la variable u,, correspond au moment résistant M, et les variables v/ correspondent aux charges
F};. Contrairement au cas d’une seule charge du chapitre précédent, ou le "£" pouvait étre traité avec
"|k|" et une seule équation, ici ’Equation (II1.2) est approchée par deux hyperplans dont la forme
s’écrit :

Qp; Up; — Z;‘L:1 (lg,i ul + ﬁz—‘r =0

e : (II1.3)

U, + X5 0 ul + 37 =0

avec les notations suivantes :

— 3y J
Hr; j=1 ksilus

\/Urf + Y (K, ol)?

Vo2 + S (k, ol)?

B = B = (I1L.4)

Or,

Y
B _ i k’sz, ol
oy = e

L o2+ S O od)? Con2 o+ Sk 0d)?

(11L.5)
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Ainsi une section a deux indices de fiabilité S et 5~ correspondant aux plastifications avec un
moment positif et un moment négatif. Dans le chapitre précédent, du fait de la symétrie des sections,
ces deux indices étaient identiques. Ici, malgré la symétrie des sections, par le jeu des combinaisons
de charge, les deux indices sont différents. Dans la pratique, 1’un est souvent beaucoup plus petit que
I’autre. Dans un soucis de conception sécuritaire, le plus petit indice de fiabilité est retenu pour le
calcul de la probabilité de défaillance (Equation (I1.10)). Des discussions sur ce choix sont évoquées
dans le paragraphe 1.5 de ce chapitre.

B; = min (5, 5;) (111.6)

D’une maniere générale, pour un ensemble de m évenements et n charges, I’Equation (III.3) peut
étre écrite sous forme matricielle :

[a] {u} + {8} = {0} (111.7)

ou {3} est un vecteur de dimension m (m est égal au nombre d’événements considérés) contenant
I’indice de fiabilité minimal, {u} est un vecteur de dimension (m-+n) contenant les variables u,., et u?
(n est égal au nombre de charges considérées) et [] est une matrice de taille m x (m + n) contenant
les cosinus directeurs c,, et agi de I’Equation (IIL.5). Ainsi I’Equation (II.18) est généralisé pour le
cas de plusieurs charges.

Le systeme résultant de I’ensemble des hyperplans (Equation (I11.7)) peut s’écrire sous la forme ma-
tricielle suivante :

Uy,
ara 0 0 0 ol B a? N Urp Ba 0
0 ap O 0 i, ol || Be| |0
0 0 aoc 0 o, a2 ||w, + Be| |0 (I11.8)
0 0 0 op o o) |u Bp 0
2
us

ou les zéros dans la matrice des cosinus directeurs illustrent le fait que les résistances entre sections
sont non corrélées. Notons que les hyperplans sont corrélés entre eux grace aux forces présentes dans
les expressions du moment sollicitant de chaque section. La deuxieme charge entraine une colonne et
une ligne supplémentaires, respectivement, dans la matrice [] et dans le vecteur {u} particulierement
dans ses composants u,;. De méme, la section supplémentaire entraine une augmentation des dimen-
sions de la matrice [«], du vecteur {u} particulierement dans ses composants {u,, } et du vecteur {3}.
Pour I’exemple traité, les valeurs numériques de I’Equation (III.8) sont les suivantes :

UrA
0.691 0 0 0 —0.614 0.378 UrB 1.542 0
0 0.854 0 0 —0.506 0.111 UpC 1.626 | (O
0 0 0.830 0 0.169 —0.530] | u.p + 1.66 0 (I1L.9)
0 0 0 0748 0.332 —-0.573 Ugt 1.735 0
Ug2

et les probabilités de défaillance locale {®(— ;) } correspondantes sont regroupées dans le Tableau II1.3.
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Nous observons que I’ordre des probabilités est : p4 > pg > pc > pp. L'écart maximal entre
ces probabilités de défaillance est de 32%. Notons que les intensités (en valeur absolue) de moment
sollicitant les plus élevées sont ordonnées comme suit : M, > M, > My, > M, . Les intensités
« déterministes » sont calculées ici avec les valeurs moyennes des forces. Le jeu combiné des coeffi-

TABLE II1.3 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B, C et D

Sections Di
A 0.0614
B 0.0519
C 0.0484
D 0.0413

cients d’influence et des variabilités conduisent a ce résultat non intuitif.

Pour illustrer cela, nous avons tracé sur la Figure I11.4 différents diagrammes de moments fléchis-
sant le long de la poutre, en prenant différentes valeurs pour les forces F} et 5 : la valeur moyenne, la
valeur moyenne plus la valeur d’un écart type, ou la valeur moyenne moins la valeur d’un écart type.
Les valeurs moyennes de résistance avec plus ou moins un écart type sont indiquées par les barres

noires.
Diagrammes des moments avec +1 écart-type sur les sollicitations
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FIGURE II1.4 — Structure initiale, diagrammes des moments en considérant les valeurs moyennes des

charges plus ou moins une valeur d’écart type
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Nous constatons par exemple que le diagramme avec les valeurs moyennes (en vert), ou le dia-
gramme avec les valeurs moyennes augmentées d’un écart type (en bleu) ne conduisent pas a une
rupture locale dans les gammes de résistance considérées. En revanche le diagramme rouge (F} forte
et F; faible) augmente le moment sollicitant en A et conduit a une rupture en A pour une faible ré-
sistance (intersection avec la barre noire). Ce n’est pas une démonstration, mais une illustration des
tendances. Ainsi, pour ces variations de résistances et de forces, la rupture peut avoir lieu en A et pas

dans les autres sections.

1.2 Probabilités d’intersection

Comme dans le chapitre précédent, pour une élaboration correcte de 1’arbre de défaillance (en
ne comptant pas deux fois les mémes probabilités dans deux branches différentes), il est nécessaire
de séparer les événements seuls des événements d’intersection. La Figure II1.5 et I’Equation (II1.10)

présentent la méthode de calcul de la probabilité de la section A seule.

- v/
K

PANBNC

N/
(s

/ ]
Pansne = Pl€ape) = PAnBnC — PAnBnenD

"/
(oS
7

F1GURE II1.5 — Méthode de caractérisation de la section A seule

Pansrc = P(€ape) = PanBnc — PAnBrcnD
Pannp = P(€app) = PanBAD — PAnBACAD
Pans = P(€4g) = PanB — Panpne — Pansnp
Pla = p(€4) =Ppa — Panp — Panc — Panp

’ /
Pansnp = Ple ABD) = PANBAD — PANBRCAD

' = pleyg) = -7 - | o(e'y) oA — P, -7 -7
Pans = Pl€ap) = PAnB — Pansnc — Pansnp Pa = Pl€x PA = Pang =~ Panc — Panp

(III.10)

Tout d’abord, la probabilité d’intersection des sections A, B, C' et D est déterminée grace a la

procédure récursive expliquée au chapitre /1 (Equation (I1.2)).

panBnenp = Pa(—{B},[p]) = pleplea NepNec) x pleclea Ner) x pleglea) x p(ea)IL11)
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et la valeur correspondante est : pagcp = 1.09e7%. Ensuite, les cas de défaillances locales mul-
tiples de la poutre dont les probabilités (p;;,...,pi;r) sont obtenues par les intersections d’événements
(e;Nej,...,e;NejNeMey). Lamise en ceuvre de la procédure de calcul de la probabilité d’intersection
de deux et trois sections a été présentée au chapitre /7. Les résultats obtenus sont consignés dans le
Tableau II1.4.

TABLE III.4 — Probabilités d’intersection

intersection de deux évenements Dij
intersection de trois événements Dijk ANB 0.010018
ANnBNC 0.000071 ANcC 0.000565
ANBND 0.000014 AND 0.000162
ANnCnND 0.000010 BnNnC 0.001255
BNnCnD 0.000077 BnD 0.000611
cnDbD 0.007136

Nous observons que les quatre probabilités p;;;, concernant les intersections de trois sections sont
tres faibles. La probabilité p 4~ de I’évenement d’intersection e 4 Nep est tres grande par rapport aux
autres intersections de deux sections. Nous remarquons également que la probabilité ponp est assez
grande. La probabilité d’intersection des quatre sections potentiellement critiques permet de détermi-
ner les probabilités seules p;;; de trois événements d’intersection seuls (e; N e; M ey)'. Ces dernieres
permettent de déduire les probabilités seules p;; de deux événements d’intersection seuls (e; N e;)’
(Tableau IIL.5).

TABLE IIL.5 — Probabilités d’intersection seules

intersection de deux évenements i
intersection de trois évenements Pijk ANB 0.009934
AnNnBNC 7.07e° ANnC 0.000485
ANnBND 1.29¢° AND 0.000140
AnCnD 8.93e° BnC 0.001108
BnCcnD 7.6le® BND 0.000522
cnD 0.007051

Les probabilités disjointes p; de chaque évenement seul e sont enfin calculées et les résultats sont
donnés dans le Tableau II1.6. L’ ordre des sections présentant les probabilités de défaillance les plus
élevées est conservé (py > ply > p > pp). L'écart maximal entre les valeurs du Tableau IIL.6 est
devenu 33%.

TABLE II1.6 — Probabilités de défaillance des sections A, B, C' et D seules

Sections | p!
A 0.050
B 0.040
C 0.039
D 0.033
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Toutes les probabilités disjointes calculées précédemment définissent les branches du premier
niveau de I’arbre des événements. A 1’exception des branches particulieres ot trois ou quatre sections
sont rompues simultanément (ANBNCND ou:NjNk),iln’y a pas de rupture compléte de la structure.
Il faut poursuivre la construction de I’arbre en étudiant un nouvel état de la structure nécessitant de
calculer les probabilités conditionnelles, ¢’ est-a-dire les probabilités de nouvelles défaillances sachant
la formation de rotules plastiques (M, # 0).

1.3 Probabilités conditionnelles

Une nouveauté supplémentaire de ce chapitre apparait ici : la prise en compte du moment plastique
non nul de la ou des sections défaillantes a 1’étape précédente. Ces moments plastiques interviennent
comme de nouvelles charges variables sur une nouvelle structure comportant des rotules parfaites a
la place des sections défaillantes (voir par exemple Figure II1.6 et Figure I11.7).

'f':l" A (-I
B 2

A 4

FIGURE III.6 — Nouvel état de la structure aprés formation d’une premiere rotule plastique en B par
exemple

Comme pour les charges initiales, le calcul est mené avec des coefficients d’influence. Le moment
sollicitant de la section 7 sachant la défaillance des sections [ a ¢ vaut :

n q
Mg =Y kL Fj 4 > signe(M,) kL M, (I1.12)

j=1 t=1

ou p est le nombre de sections plastifiées et kﬁ est le coefficient d’influence sur le moment sollicitant
de la section i dii a un moment unitaire exercé de part et d’autre de la rotule ¢, positif a droite et
négatif a gauche (voir Figure I11.6 ). M; est la valeur positive du moment plastique de la section [,
qui suit la loi Gaussienne de la résistance de la section avec une moyenne fi,, et un écart type o,,.
Enfin signe(M;) est le signe du moment qui a créé la rotule plastique dans la section ¢ qui est fonc-
tion du choix de 57 ou S~ dans I’Equation (IIL.6). Dans la pratique, la procédure Python qui appelle
Cast3M génere un fichier de données qui met une rotule a la place de chaque section défaillante et
calcule successivement les coefficients d’influence a 1’aide d’un chargement de moments unitaires.

Chaque fois qu’une section défaillante est prise en compte pour calculer les probabilités condi-
tionnelles des branches suivantes partant de ce nceud de 1’arbre des événements, cela modifie les
dimensions des matrices dans 1’Equation (II1.7) : 1a matrice [«] perd la ligne et la colonne de la sec-
tion défaillante, et gagne une colonne correspondant a la charge de moment plastique de cette section
défaillante. En effet, le moment plastique est considéré comme une variable aléatoire de sollicitation,
dont la moyenne et 1’écart-type sont ceux du moment résistant de la section défaillante considérée.
Cette nouvelle charge modifie la combinaison de charges et, pour bien tenir compte de I’effet béné-
fique ou pénalisant, il est important de prendre en compte avec attention le signe affecté a celle-ci
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(voir Equation (III.12)).

Pour I’exemple traité ici, supposons une défaillance initiale correspondant a I’existence d’une ro-
tule plastique dans la section critique A, avec un moment de signe négatif pris en compte dans la
procédure. Le nouvel état de la structure est donné par la Figure I11.7.

FIGURE III.7 — Nouvel état de la structure aprés formation d’une premiere rotule plastique en A

L’analyse statique de la structure (Figure I11.7) fournit les coefficients d’influence permettant d’établir
les équations des hyperplans des trois sections critiques B, C' et D.

TABLE III.7 — Coefficients d’influence de la structure (Figure I11.7)

Section restante sachant la défaillance de A B C D
F + 0.519 | + 0.157 | - 0.444
I -0.224 | - 0.392 | + 0.577
M +05 [ +0125| -0.5

Les valeurs numériques du systeme résultant de I’ensemble des hyperplans (Equation (II1.7)) pour
la structure dans 1’état de la Figure I11.7 sont regroupées dans la forme matricielle suivante :

Uy

0.633 0 0 —0.657 0.255 0.316 © 1.909

0
0 0787 0 0.247 —0.555 —0.098 | | "2 |+ [1.354] = |0 (IIL.13)
0 0 0566 0.502 —0.588 —0.283 Zsl 0.680 0
Ug3

Dans la suite, la procédure est identique au §/7/7.1.2 pour déterminer les probabilités condition-
nelles seules. Il s’agit de déterminer les probabilités de défaillance des sections B seule, C' seule et
D seule et des évenements d’intersection seuls sachant la défaillance de A. Dans un premier temps,
la probabilité d’intersection des sections B, C' et D est déterminée grace a la procédure récursive
expliquée au chapitre /1 (Equation (I1.2)).

percnpla = P3(—{5} [p]) = pleples Nec) X plec |er) x plep) (IIL.14)
et la valeur correspondante est :

prCplA = 2.56€7°
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Ensuite, nous déterminons les probabilités (p;) disjointes des cas de défaillances locales multiples
(e; Ne;) seules. Le Tableau II1.8 présente les résultats obtenus pour la défaillance de chaque événe-
ment d’intersection seul de deux sections.

TABLE II1.8 — Probabilité de défaillance des intersections B N C seule, B N D seule et C' N D seule
sachant la défaillance de A

Intersection de défaillance | sachant la défaillance Pijla
BnC A 0.000328
BnNnD A 0.000233
cnbD A 0.051240

La probabilité p/, p|a est trés grande par rapport aux deux autres intersections. En tracant des
diagrammes du méme type que ceux de la Figure III.4, nous constatons que la section 5B est moins
sollicitée (donc les intersection BNC' et BN D aussi). Lorsque I’intensité de £ est faible et que celles
de F;, et M, , sont grandes (courbe orange), les sections C' et D ont de grandes chances de rompre en
méme temps, ce qui va dans le sens de C' " D grand.

Diagrammes des moments avec *1 écart-type sur les sollicitations
2500
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=== Moyenne
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—— +15sigF1 +1 sigF2 +1sigMp

-1 sigF1 +1 sigF2 +1 sigMp

— +1sigF1 -1 sigF2-1 sigMp

Moment (Nm)
o

25 3 ammmResistance A-

= Resistance B+

-500 = Resistance C-

@ Resistance D+
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-2000

-2500
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FIGURE III.8 — Structure avec défaillance en A, diagrammes des moments en considérant les valeurs
moyennes des charges et moment plastique, plus ou moins une valeur d’écart type

Les probabilités disjointes pj 4, de chaque événement seul €}, sont enfin calculées. Le Tableau I11.9
présente les résultats obtenus pour la défaillance locale de chaque nouvelle section seule. Ces résultats
sont cohérents avec les tendances suggérées par la Figure I11.8 : la plus grande probabilité de rupture
esten D etil y a deux diagrammes qui interceptent la barre de résistance, I’un avec toutes les valeurs
de sollicitation fortes, I’autre avec des valeurs faibles et fortes. La probabilité de rupture en C' seule
est beaucoup plus faible car la plupart du temps s’il y a rupture en C' il y a aussi rupture en D, et
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cela est déja compté dans p, p|a- Enfin, pour rompre en B sans rompre C ni D, il faut a la fois une

combinaison particuliere (diagramme rouge) et des intensités plus grande pour F} et plus faibles pour
F2 et MTA .

TABLE II1.9 — Probabilité de défaillance des éveénements seuls sachant la ruine de la section A

Sections | sachant la défaillance | pj 4
B A 0.027
C A 0.036
D A 0.196

Ces probabilités d’évenements seuls, ainsi que celles correspondants aux événements d’intersec-
tion seuls, sachant la ruine de la section droite A, permettent de construire une partie du second niveau
des branches de I’arbre des évenements. Pour construire les niveaux suivants, la procédure est réité-
rée autant de fois que nécessaire, en considérant tous les scénarios exclusifs possibles pour construire
I’arbre des évenements complet depuis la défaillance initiale localisée jusqu’a toutes les combinaisons
d’au moins trois sections défaillantes.

1.4 Arbre des évenements

L’analyse de la robustesse de cette structure unidimensionnelle, lorsque la ruine locale s’initie
dans chaque section droite potentielle A, B,C ou D, ou leurs combinaisons, permet de construire
I’arbre des événements résumant tous les scénarios exclusifs possibles et leur probabilité respective.

De nouveau, seuls les 24 scénarios correspondant aux évenements seuls sont représentés parmi
les 75 scénarios distincts possibles. Nous avons vérifié que les probabilités des intersections sont
négligeables dans ce cas. Pour chaque chemin de 1’arbre (chaque scénario), I’indice de robustesse
correspond au rapport de la probabilité initiale (probabilité de défaillance de la premiere section) et
du produit de toutes les probabilités du chemin (défaillance globale) (Equation (II.1)). Par exemple,
pour le chemin de ruine A — D — C':

1.1e73

I, =1
0.050

=0.978

Le scénario exclusif B —» A — D est le plus probable car il présente la probabilité de dé-
faillance globale la plus grande. Il est également le plus dangereux car il présente 1’indice de ro-
bustesse le plus faible (0.909). On constate qu’une défaillance initiale en B peut €tre suivie par une
suite de défaillances a probabilités élevées, et croissantes au fur et & mesure des ruptures successives
jusqu’a I’effondrement total. Cela est typique d’une défaillance en chaine. Ainsi, une intention mal-
veillante ou un accident au niveau de la section B peut avoir des conséquences énormes sur I’intégrité
du systeme.

En revanche, une rupture initiale en A ou en D, peut étre suivie au niveau 2 par une forte pro-
babilité (rupture en D ou en A respectivement), mais s’« arréte » au niveau 2 car les probabilités au
niveau 3 sont relativement faibles. Il s’agirait 1a d’un effondrement partiel de la structure, mais tout
de méme significatif, conduisant a des indices de robustesse intermédiaires autour de 0.980.
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FIGURE II1.9 — Arbre d’évenements

La méthode de construction de cet arbre a été validée par une simulation de Monte-Carlo (100
millions de tirages). Les différences entre les probabilités calculées selon ces deux techniques restent
inférieures a 1% maximum. De plus, la méthode développée permet de calculer tous les scénarios
exclusifs en quelques secondes alors que la procédure par Monte-Carlo est cofiteuse en temps de
calcul (voir I’étude de convergence présentée a la partie §17.2.5).

1.5 Analyses de I’ensemble des scénarios exclusifs

L’ensemble des scénarios exclusifs possibles et leur probabilité respective sont résumés dans le
Tableau D.1 de ’annexe D. La Figure I11.10 montre que la poutre bi-encastrée est globalement ro-
buste. En effet, 73% des scénarios exclusifs présentent un indice de robustesse compris entre 0.9 et 1.
Parmi les chemins trouvés, 56% des scénarios conduisent a un indice supérieur a un seuil arbitraire
de 0.99 (Figure III.10 b). Ceci indique que la réaction en chaine supposée est tres peu probable.

Par ailleurs, nous observons que 16 scénarios présentent un indice de robustesse inférieur a 0.9,
certains conduisant a un faible indice /,. Parmi ces derniers, les scénarios initiés par la défaillance
locale multiple d’au moins deux sections droites n’illustrent pas la notion de ruine en chaine depuis
une défaillance initiale localisée. Toutefois, la démarche proposée permet de détecter les évenements
déclencheurs de scénarios a éviter (défaillance initiale en B) car conduisant a des indices de robustesse
faibles (Tableau D.1).
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FIGURE III.10 — a) Indices de robustesse de 1I’ensemble des scénarios exclusifs b) Scénarios exclusifs
présentant un 7, supérieur a 0.99

1.6 Discussion sur le choix de I’indice de fiabilité retenu

Dans les paragraphes précédents, le plus petit indice de fiabilité (Equation (II1.6)) a été retenu
pour le calcul de la probabilité de défaillance. Ce choix pour une section revient a ne conserver qu’un
événement (une défaillance locale) sur les deux potentiellement possibles et faire un choix délibéré
d’élimination de chemins dans I’arbre des événements. Cependant, un indice de fiabilité 3 conservé
pour une section droite peut étre supérieur aux autres indices (3 conservés dans la suite du scénario de
défaillance en chaine (branches de niveau supérieur/ultérieures dans 1’arbre). Cette approche adoptée
par la plupart des auteurs (Thoft-Christensen and Murotsu [1986] par exemple) mérite une analyse
particuliere afin d’étudier son influence sur les probabilités d’occurence de chaque scénario et sur les
indices de robustesse.

Dans cette partie, nous élaborons un arbre des éveénements qui conserve le signe de /5 Equa-
tion (II1.4) dans I’historique de chacune des branches. Cette adaptation nécessite de conserver des
données antérieures dans la construction de 1’arbre et 1’objectif est d’analyser les différences obte-
nues sur la prévision des scénarios les plus dangereux et les valeurs des indices de robustesse I,
calculés.

L’exemple utilisé est celui de la poutre bi-encastrée (Figure III.1). La construction de I’arbre des
événements résumant tous les scénarios exclusifs possibles et leurs probabilités respectives est réali-
sée grace a la méthode explicite détaillée dans les paragraphes précédents, moyennant la conservation
du signe de /3 sur chaque chemin. De nouveau, seuls les 24 scénarios correspondant aux évenements
seuls sont représentés parmi les 75 scénarios distincts possibles (Figure I11.11).

Naturellement, les probabilités des branches initiales de cet arbre sont identiques a celles de la
Figure II1.9 puisque I’historique du scénario n’intervient pas au premier niveau de branches. Aux ni-
veaux supérieurs, les probabilités sont différentes compte-tenu de 1’historique conservé.

La Figure III.11 montre le chemin A — B — D, p, = 1.2¢7®, comme le scénario le plus
probable. Outre un mécanisme différent de celui de la Figure II1.9 (B — A — D avec p, =
3.6 e73), les probabilités de défaillance globale de ces deux chemins different de 67%. Les scénarios
les plus dangereux des Figure I11.9 et Figure II1.11 sont respectivement B — A — D (I, = 0.909)
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etD — A — C (I, = 0.973). La différence des indices de robustesse de ces deux chemins est
de 7%. Une analyse de ces deux arbres montre le choix de retenir le plus petit indice de fiabilité
(Equation (II1.6)) pour le calcul de la probabilité de défaillance favorise une conception de sécurité.
En effet, le plus petit indice de robustesse obtenu en tenant compte de I’historique conservé surestime
la robustesse et son chemin le plus probable a 3 fois moins de chance de se produire en premier lieu
comparé a celui de la Figure I11.9.
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FIGURE III.11 — Arbre des événements

2 Approximations non linéaires

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que notre approche de quantification de la robustesse
structurale peut €tre utilis€e pour diverses lois de probabilité. Le choix du type de loi probabiliste
des variables aléatoires engendre des procédures linéaires ou non linéaires. L’approximation linéaire
a été détaillée au chapitre /1 et complétée dans la premiere partie de ce chapitre. Dans ce qui suit,
notre approche est développée suivant des variables Log-normales. En conséquence, nos fonctions
d’état limite sont non linéaires. Pour résoudre cette difficulté supplémentaire, une minimisation sous
contrainte est effectuée afin de déterminer les indices de fiabilité et les cosinus directeurs. Enfin, les
probabilités de défaillance des évenements seuls et des éveénements d’intersection seuls sont calculées.

Dans la structure unidimensionnelle de la Figure III.1, les moments résistants et les charges F7 et
F5 sont considérés comme des variables aléatoires Log-normales indépendantes (Tableau II1.2). Une
distribution Log-normale permet d’éliminer les valeurs négatives des variables aléatoires. C’est plus
physique, notamment pour les résistances.
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2.1 Probabilités de défaillance locale

La probabilité de défaillance vérifie I’Equation (I.10). En complément de la procédure expliquée
au chapitre /] et dans la premiere partie de ce chapitre, la variable aléatoire X; est supposée suivre
une loi Log-normale, de réalisation z;, de moyenne jy, et d’écart type o, alors (n(X;) suit une loi
Gaussienne de moyenne Ay, et d’écart type {x, avec :

Ay, =ln(——tX ) et gy, = \/ln(l 1 (X (IIL15)
IXi 2 .
1+ <uxi) Hx
et la transformation isoprobabiliste de 1’espace physique vers 1’espace normé est :
In(x;) — Az,
25— u; = ”(“Tg (I1L.16)

ou les variables u; de I’espace normé suivent une loi Gaussienne de moyenne nulle et de variance
unitaire N (0, 1).

Dans le cas d’une structure unidimensionnelle, pour chaque section droite i (i € {A, B, ...}),
il y a les variables aléatoires de résistance M, et de sollicitation M . Chaque section critique est
caractérisée par son moment résistant M, de moyenne u,, et d’écart type o,,. Chaque charge F; a
une valeur moyenne ;. et un écart type 7. Pour chaque événement e; associé a la section , la fonction
d’état limite de I’Equation (II.11) devient :

Gy =M, £ Kkl F; (I11.17)
j=1

ol k7 est le coefficient d’influence de la charge F; au niveau de la section i, et n est le nombre de
charges considérées.

De I’Equation (III.16), nous déduisons d’une part :

In(M,,) = En,, Wi + A, — M, = e:vp(ﬁMw u; + AM”) (II1.18)

et d’autre part
In(F;) = &p, ug + Ap, — Fj = exp(&r, us + Ap;) (1I1.19)

En utilisant I’Equation (II1.19), on a :

i—1 K exp(&r, ug + Ar,)
kI Fy = 35y signe(kg) exp(in(|k ) exp(€r; usi + Ary)

iy signe(ksg-) exp(&r, uSJ + Ap, + ln(\k’sf|))

Finalement, la surface d’état limite H dans I’espace normé s’écrit, pour chaque événement e; repré-
sentant une défaillance locale de la section ¢ :

n

7=1

n
exp(&, Un, + M) £ > [signe(krsz) exp({sz usi + Ag + ln(|k:sg )] =0 (1I1.20)

j=1
ou la variable u,, correspond au moment résistant 1/, et les variables u,; correspondent aux charges
F};. L’Equation (II1.20) est non linéaire. Contrairement a la premiere partie de ce chapitre, la déter-
mination de I’indice de fiabilité et les cosinus directeurs de chaque section droite ne peut se faire
directement. En conséquence, une minimisation sous contrainte sous Matlab de la surface d’état li-
mite est effectuée afin de déterminer I’indice de fiabilité et les cosinus directeurs pour évaluer les

probabilités de défaillance.
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Minimisation sous contrainte

L’indice de fiabilité de la surface d’état limite (Equation (II1.20)) est recherché grace a I’Equa-
tion (I.22) ou il s’agit de :

— trouver u; (qui représente le point de conception défini a la partie §/7.2.1.6)

— minimiser 3 = /3", u? sous la contrainte de la surface d’état limite H.

Pour ce faire, la toolbox fmincon développée dans I’environnement Matlab est utilisée ; elle
permet de résoudre les problemes non linéaires d’optimisation sous contraintes. Avec utilisation de
fmincon, nous évaluons les indices de fiabilité et les cosinus directeurs afin d’approximer les proba-
bilités de défaillance de chaque section étudiée. Les étapes de I’implémentation sont les suivantes :

— choisir un vecteur initial xg ;

— définir la fonction non linéaire objective (y/>"; u3) et les contraintes non linéaires (la surface
d’état limite d’une section potentielle).

L’exemple de la poutre bi-encastrée (Figure III.1) est considéré ou le vecteur des variables aléa-
toires suivant des lois Log-normales est X = (M, ,, M,,, M,., M, , F\, F;). Le moment résistant
M,., est défini par sa moyenne \,, et son écart type ,, et les charges I sont définies par leur moyenne
A o et leur €cart type {;. Les coefficients d’influence & o de chaque charge F; (j € {1,...,n}) sur
le moment sollicitant Ms, sont donnés au Tableau IIL.1. Les équations des états limites non linéaires

des sections droites A, B, C' et D avec les valeurs numériques choisies sont obtenues grace a I’Equa-
tion (II1.20) :

exp(0.397 u,., + 7.333)
exp(0.305u,, + 7.333)
exp(0.305 u,, + 7.333)
exp(0.305 u,,, + 7.333)

[—exp(0.346 ug + 7.877 + In(0.444)) + exp(0.349 ue + 7.763 + In(0.303))]
[+exp(0.346 ug + 7.877 + In(0.296)) — exp(0.349 uz2 + 7.763 + In(0.723))]
[+exp(0.346 ug + 7.877 + In(0.101)) — exp(0.349 uz2 + 7.763 + In(0.354))]
[—exp(0.346 ug + 7.877 + [n(0.222)) + exp(0.349 u,e + 7.763 + In(0.425))]

+ 0
+ 0
+ 0
+ 0

En utilisant la fonction fmincon et en retenant pour chaque section droite le plus petit indice de
fiabilité, I’ensemble des hyperplans est écrit sous la forme matricielle suivante :

Uy,
0484 0 0 0 —0.828 0.280 Upp 1.549 0
0 0607 O 0 —0.785 0.100 Upg, L7571 |0
0 0 057 0 0.143 —0.804 | | upp Tlizso| = o (.21
0 0 0 0504 0247 —0.826) | us 1.767 0

et les probabilités de défaillance locale {®(—[3;)} correspondantes sont regroupées dans le Tableau II1.10.

Dans la suite, la procédure est identique au §/77.1.2 pour déterminer les probabilités des évene-
ments d’intersection et des probabilités seules. Il s’agit de déterminer les probabilités de défaillance
locale des sections A seule, B seule, C seule et D seule et des événements d’intersection seuls.
Ces dernieres correspondent au premier niveau de 1’arbre issu de I’approximation non linéaire. Pour
construire les niveaux suivants, les probabilités conditionnelles sont calculées.
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TABLE III.10 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B, C et D

Sections Di
A 0.0606
B 0.0394
C 0.0392
D 0.0385

2.2 Arbre des évéenements

L’ensemble des scénarios exclusifs possibles et leur probabilité respective sont résumés dans le
Tableau D.3 de I’annexe D. Nous observons que 82% des scénarios exclusifs présentent un indice de
robustesse compris entre 0.9 et 1 (Figure D.6a). Parmi ces chemins, 52% de ces scénarios conduisent

a un indice supérieur a 0.99 (Figure D.6b).

Comme dans le cas linéaire, nous avons choisi de ne représenter que les branches correspondantes
a des évenements isolés. Ainsi, seuls 24 scénarios exclusifs sont représentés parmi les 75 scénarios

distincts (Figure I11.12).
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FIGURE III.12 — Arbre des évenements : approximation non linéaire

Les distributions Log-normales des charges et résistances se limitant a des valeurs positives, les
probabilités calculées sont, pour pratiquement toutes les branches, 1égerement inférieures au cas ou
les variables suivent la loi normale. Naturellement, on observe ici les mémes tendances que sur 1’arbre
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de la Figure I11.9.

Concernant les indices de robustesse, nous remarquons que les valeurs issues des approximations
non linéaires sont assez proches de celles obtenues avec les approximations linéaires. L’ écart maximal
entre ces deux approximations est de 10%. Dans ces deux procédures, une intention malveillante en
B peut entrainer des conséquences considérables.

3 Variables aléatoires corrélées

L’objet de cette partie est d’étudier I’influence des variables aléatoires corrélées sur I’indice de
robustesse. En effet, dans les applications structurelles, certains parametres mécaniques ou géomé-
triques sont souvent des grandeurs physiquement liées. Or, la méthodologie proposée repose sur 1’hy-
pothese de variables aléatoires dé-corrélées afin de pouvoir utiliser directement les transformations
iso-probabilistes permettant d’obtenir les approximations des fonctions d’état limite dans 1’espace
transformé.

Dans le cas de variables aléatoires { X'} = (X1, ..., X,,) initialement corrélées, il est donc néces-
saire de leur associer au préalable des variables dé-corrélées, notées dans la suite {Y'} = (Y71, ..., Y,,),
afin de pouvoir déterminer les équations des hyperplans et les indices de fiabilité associés. Notons
[px]| la matrice de corrélation des variables { X } :

1 PX1, Xy e PX1. X,
oxl = | . : : (II1.22)
PXn X1 PXn, Xy eee 1
et [C'x] la matrice de covariance associée :
Var[Xy] Cov[Xy, Xo] ... Cov[ X1, X,,]
Cx] = | | : (I11.23)
Cov[Xn, X] C’ov[Xm Xo] ... Var.[Xn]

Cette matrice de covariance, réelle et symétrique, est diagonalisable selon des théorémes usuels
d’algebre linéaire et ses vecteurs propres orthogonaux permettent de définir la matrice orthogonale
[V] dont les colonnes correspondent aux vecteurs propres orthonormaux de [C'x| (Equation (I1.23)).
Le vecteur des variables dé-corrélées {Y } est calculé selon I’expression suivante :

{Y}=[V]"{X} (I11.24)

On peut remarquer que la matrice de covariance [Cy | associée a ces nouvelles variables {Y } est
diagonale, ce qui montre bien que les variables du vecteur {Y } sont dé-corrélées en raison de la nullité
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des termes hors diagonaux :

(Cy] = [V]'[Cx] V] = : : (1I1.25)

Apres I’étape de dé-corrélation, la transformation iso-probabiliste des variables non corrélées
{Y} = (Y1,....Y,) est réalisée :

Y — py, .
Y, sy = iy (I11.26)
oy,

et pour chaque événement ¢; représentant une défaillance locale de la section ¢, la surface d’état limite
H dans I’espace normé s’écrit, :

it 3 i (v, e, + i, ) £ 3 (2, 0%+ k9, ) = 0 (m.27)

i j=1
oll y;; représentent la valeur de la i®™ ligne et de la j*™ colonne de la matrice [V/], la variable uy,,
correspond aux nouvelles variables dé-corrélées Y, et les variables u/ correspondent aux charges F.
Notons que les transformations iso-probabilistes des nouvelles variables dé-corrélées sont obtenues
grace a I’Equation (II1.26) et celles des charges sont fournies par I’Equation (II.13). Chaque surface

d’état limite (Equation (II1.27)) est approchée par deux hyperplans dont les équations sont écrites en
fonction des variables dé-corrélées :

D Qy, Uy, — Z?Zl Ozgi ug + 5:_ =0
€ : (I11.28)

> Qy,, uy, + i ol ul+ 57 =0

avec les notations suivantes :

i by, — g K v B ks
S L U W T S S ) (U T BN
\/Zi (Vi UYT,L-)2 + Z?:1(kgi 03)? \/Zi (Vi3 OYTi)z + Zyzl(k‘z’i 03)?
ij OYy, j ki, o1
o, = 0%, = e (130

Vg on,)? + S, ol VG om )P + S (i, o3

A partir de cette étape, la procédure linéaire de la premiere partie de ce chapitre est appliquée. Le
plus petit indice de fiabilité est de nouveau retenu (Equation (II1.6)) et I’ensemble des m évenements
et n charges est écrit selon I’Equation (III.7). Le systeme résultant de I’ensemble des hyperplans
(Equation (II1.28)) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Uy,
A A A A 1 2 A
agm &ETB &ETC O?;TD a i " Oé; " uy, Ba 0
ay,, Oy Qy o Qy Qg O | [y Be| _ |0
o of of of ol o u + Be|l |0 (II.31)
54 pE pe ppo e el |t ¢ 0
ay, ay oy oy o, of u ; Bp
u

Cette relation matricielle montre que les hyperplans sont corrélés entre eux grace aux forces présentes
dans les expressions du moment sollicitant de chaque section et aux variables dé-corrélées.
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3.1 Probabilités de défaillance locale

Considérons la poutre bi-encastrée de la Figure III.1 ou les charges F} et F, sont définies comme
des variables aléatoires indépendantes et les moments résistants sont considérés comme des variables

aléatoires corrélées. Les composantes du vecteur des variables aléatoires X = (M, ,, M, . M,., M, F1, F5)
suivent une loi Gaussienne, dont les moyennes et écart-types sont ceux du Tableau III.2.
La matrice de corrélation aux moments résistants associée est d’ordre quatre :
1 07 07 0.7
0.7 1 0.7 0.7
el = Vo7 07 1 07 (L.32)
0.7 0.7 0.7 1
et la matrice de covariance associée a pour composantes :
2.5 1.751 1.751 1.753
Cx] = 10° 1.751 2.5 1.750 1.753 (I11.33)

1.751 1.750 2.5 1.753
1.753 1.753 1.753 2.5

Les composantes de ces deux matrices ont ét€ obtenues grace a une procédure développée sous Python
dans laquelle on se donne une matrice symétrique [S], constituée de coefficients de corrélation, et on
cherche la racine [T'] telle que [S] = [T']* [T']. Cet algorithme nous permet de générer les matrices de
corrélation [p,y, | et de covariance [Cx| tout en assurant que les valeurs des moyennes des écarts types
soient celles du Tableau III.2. La matrice orthogonale [V'] regroupant les vecteurs propres de [Cx] a
pour composantes :
—0.499 —-0.500 —0.500 —0.499
0.846 —0.451 —-0.167 —0.226
—0.163 —0.566 0.804 —0.074
—0.084 —-0.473 —-0.273 0.832

V] = (II1.34)

Quatre nouvelles variables dé-corrélées Y, ,, Y, ., Y, et Yp pour les résistances sont déterminées
grace a I’Equation (I11.24) :
Y., —0.499 0.846 —0.163 —0.084\ /M,
Yip | _ [ 0500 —0.451 —0.566 —0.473 | | M,, (I11.35)
Y. —0.500 —-0.167 0.804 —0.273| | M, '
Y., —-0.499 —-0.226 —0.074 0.832 M.,

Les états limites (Equation (II.11)) de chaque section critique sont exprimés en fonction des nouvelles
variables dé-corrélées :

Ga=—0499Y,, — 0.500Y,, — 0.500Y,, — 0.499Y,, +¥7 , ki F;
Gp=+0.846Y,, — 0451Y,, —0.167Y,, — 0.226Y,, =35, k] F;
Ge=—0.163Y,, — 0.566Y;, + 0.804Y,, — 0.074Y,, £ 37 _ kI F}
Gp =—0.084Y,, — 0.473Y,, —0.273Y,, + 0.832Y,, £ >7_ kI F;

(111.36)

ou les coefficients k;g, sont ceux du Tableau III.1 et les F};, 7 = 1,2 correspondent aux charges de la
poutre bi-encastrée (Figure I1I.1). A partir de cette étape, les transformations iso-probabilistes sont
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effectuées et les valeurs numériques de 1’Equation (II1.31) sont les suivantes :

UYTA
—0.034 0.689 0.047 —-0.010 —-0.614 0.378 Uy, 1.542 0
0.076 0.826 0.021 —0.006 —0.544 0.119 Uy, n 1.746 |0 (I1.37)
—0.012 0.857 —0.084 —0.001 0.154 —0.484 Uy, 1.516 |0 '
—0.006 0.728 0.029 0.020 0.343 —0.591 Ugl 1.789 0

Ug2

Finalement, les probabilités de défaillance locale {®(—f;)} correspondantes sont regroupées dans le
Tableau III.11.

TABLE III.11 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B, C et D

Sections Di
A 0.0614
B 0.0403
C 0.0647
D 0.0367

Le Tableau II1.12 compare les valeurs du Tableau III.3 et du Tableau III.11. Dans chacune des
sections A, B, C'et D, les probabilités p; sont différentes. Les écarts sont particulierement importants
pour les sections C' et D et peuvent atteindre 25%.

TABLE II1.12 — Comparaison de p;

Probabilité de défaillance en A B C D
Variables indépendantes : p; | 0.0614 | 0.0519 | 0.0484 | 0.0413
Variables corrélées : p; 0.0614 | 0.0403 | 0.0647 | 0.0367
Ecart en % 0 1.16 25.1 11.1

Les probabilités d’intersection sont ensuite calculées afin de déduire les probabilités seules (sec-
tions A seule, B seule, C' seule, D seule et des défaillances locales multiples seules). Pour construire
les branches suivantes de 1’arbre des évenements (niveaux supérieurs), les probabilités conditionnelles
sont calculées. Toutes ces démarches restent identiques a celle présentées initialement, la matrice [V/]
étant d’un ordre décroissant a chaque nouveau niveau de branches.

3.2 Arbre des évenements

L’ensemble des scénarios exclusifs possibles et leur probabilité respective sont résumés dans le
Tableau D.2 de ’annexe D. Le nombre de scénarios exclusifs présentant un indice de robustesse
compris entre 0.9 et 1 est I’ordre de 78% (Figure D.7a). Parmi ces chemins, nous avons trouvé que
54% des scénarios conduisent a un indice supérieur a 0.99 (Figure D.7b).
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Nous avons a nouveau choisi de ne représenter que les branches correspondant a des évene-
ments isolés. Ainsi, seuls 24 scénarios exclusifs sont représentés parmi les 75 scénarios distincts
(Figure I11.13).
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FIGURE III.13 — Arbre des événements : Variables aléatoires corrélées

Au premier niveau de la Figure III.13, les probabilités calculées sont inférieures au cas ou les
variables indépendantes suivent la loi Gaussienne. L’ ordre des probabilités seules dans les arbres res-
pectifs Figure II1.9 et Figure I11.13 est respectivement p'y > p’z > p, > plp et pin > ply > ply > 1l -

Dans le cas des variables corrélées suivant une loi gaussienne (Figure II1.13), le scénario B —
A — D se distingue par son indice de robustesse faible 0.911 parmi tous les autres avec des indices
supérieurs a 0.958. Dans le cas de variables gaussiennes indépendantes (Figure I11.9), I'indice minimal
de robustesse vaut 0.909 pour B —» A — D. Il est plus petit (comparé a 0.911). La structure
avec les variables corrélées semble globalement moins robuste comparée a celle avec des variables
indépendantes, car elle a plus de scénarios potentiels de faiblesse. Nous remarquons toujours qu’une
intention malveillante en B peut entrainer des conséquences considérables.

Conclusion

Ce chapitre a été une occasion d’apporter des compléments sur la méthodologie reposant sur la
recherche d’arbres complets d’évenements illustrant I’ensemble des cheminements potentiels de la
défaillance initiale localisée jusqu’a la ruine globale. En effet, les charges combinées pouvant soula-
ger ou pénaliser d’avantage les sections critiques sont étudiées. Le mode local de défaillance choisi est
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la formation d’une rotule plastique lorsque le moment sollicitant appliqué atteint la valeur du moment
résistant d’une section droite. Deux types de lois probabilistes, conduisant a une procédure linéaire
ou non linéaire suivant le cas (loi Gaussienne ou Log-normale), sont testées. Enfin, les adaptations
nécessaires a la prise en compte de variables aléatoires corrélées sont présentées.

Les arbres issus des procédures linéaires et non linéaires sont similaires, avec un écart maximal
de 5% sur I, et 0.21% pour le scénario le plus dangereux. En particulier, il est montré, dans les cas
de variables corrélées et de procédure non linéaire, que le chemin avec I’indice de robustesse le plus
critique ne correspond pas nécessairement au chemin avec la plus grande probabilité de défaillance
globale.

Le nombre de branches et nceuds dans 1’arbre augmentent trés rapidement en fonction du nombre
de défaillances locales étudiées. Pour éviter de déterminer I’ensemble des scénarios exclusifs, nous
avons donc tracé les probabilités de défaillance locale et globale en fonction de I’indice de robustesse
(Figure III.14). Ceci consiste a détecter un scénario dangereux a partir d’une probabilité de défaillance
locale initiale suivie d’une réaction en chaine conduisant a un faible indice I,.
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FIGURE II1.14 — Liens entre indice de robustesse et probabilités de défaillance locale et globale.
Bleu : Variables Gaussiennes indépendantes ; Rouge : Variables Log-normales indépendantes ; Vert :
Variables Gaussiennes corrélées

Quelle que soit la loi suivie, la Figure III.14 montre une importante dispersion des indices de ro-
bustesse. Nous n’avons pas observé de seuil permettant de déduire qu’une probabilité de défaillance
locale initiale pourrait €tre suivie d’une réaction en chaine conduisant a un faible indice de robus-
tesse. Cela conforte notre choix de continuer a construire 1’arbre complet des événements afin de
déterminer les scénarios dangereux non détectés par les procédures classiques de dimensionnement.
Ainsi, un tri ne conservant que le scénario le plus probable ne permettrait pas de déceler les chemins
dangereux détectés par notre approche de construction d’arbre complet des évenements. La structure
avec les variables gaussiennes corrélées semble globalement moins robuste comparée a celle avec des
variables indépendantes car elle présente plus de scénarios a faibles indices de robustesse /. Ainsi,
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la construction de 1’arbre complet pourrait étre nécessaire afin d’analyser les priorités en termes de
réhabilitation, de protection et de renforcement d’une structure « sensible » vis-a-vis de la sécurité
des personnes.

La construction de I’arbre d’évenements (approximation linéaire) a été validée par des simulations
de Monte-Carlo (100 millions d’échantillons) : les différences entre les probabilités calculées avec ces
deux techniques montrent une erreur inférieure a 1%. Le temps de calcul de 1’approche proposée est
de quelques secondes et celui de Monte-Carlo est coliteux.
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oo L V.

Caractérisation de la robustesse d’un portique de
référence

L’ objectif de ce chapitre est d’appliquer I’ensemble des concepts présenté dans les parties précé-
dentes a un cas d’étude de référence abordé dans les normes et dans la littérature (Kanchanalai [1977],
Thoft-Christensen and Murotsu [1986], Nafday et al. [1987], Chen et al. [1995], Kemp [2002], Zie-
mian and McGuire [2002], Kagho-Gouadjio [2013]). Le but de cette étude est de valider notre mé-
thode sur ce cas de référence et de comparer nos résultats avec ceux fournis par (Kagho-Gouadjio
[2013]). La structure est un portique d’une portée de 10 m et une hauteur de 5 m (Figure IV.1a). Il est
soumis a une force horizontale F appliqué en haut du poteau gauche et d’une autre verticale F5 agis-
sant a mi-travée de la traverse BD. Ces actions simultanées entrainent une combinaison des efforts
capable de soulager ou pénaliser suivant les sections.

(a) b)

FIGURE IV.1 — (a) Portique bi-encastrée ; (b) Positions prévisibles de rotule plastique

Le comportement mécanique des matériaux de ce portique est supposé élastoplastique parfait. Le
mode de défaillance est défini par la formation d’une rotule plastique au niveau des sections droites
les plus sollicitées (Figure IV.1b). Ce portique présente une multitude de chemins menant a la ruine.
La Figure I'V.2 illustre cette problématique en présentant 6 mécanismes de ruine possibles (indépen-
dants ou combinés) pour le seul mode de défaillance : plastification.
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(a) (b)

A E it

(e) ®

FIGURE IV.2 — Exemples de mécanismes de ruine du portique de référence

Généralement, pour une structure possédant m éléments défaillants potentiels et en supposant que
chaque mécanisme de ruine contient n éléments (avec I’hypothése de n > 1), le nombre de méca-
nismes de ruine possible noté /V,,, en ne prenant en compte qu’ un seul mode de ruine (plastification
par exemple) s’exprime par I’Equation (IV.1) (Murotsu and Yoshisada [1983]).

n—1

) [L(m =) =ms(m=1)x(m=2)%..x(m=n+1) (V.D)

!
N, = A" — m!

m
En effet, si un ou plusieurs de ses éléments sont défaillants, les efforts sont redistribués dans les
éléments non endommagés restants. Une analyse de 1’équilibre statique montre que la structure de
référence comprend 5 sections critiques 2 moment maximal ol peuvent s’initier une défaillance lo-
cale. La défaillance globale ou mécanisme de ruine correspond a la formation d’au moins 4 rotules
plastiques (voire 3 dans le cas de la poutre BC'D). Afin d’évaluer le nombre de mécanismes de ruine
possibles défini par I’Equation (IV.1), nous supposons que chaque mécanisme de ruine du portique
contienne quatre (4) sections pour le seul mode de ruine par plastification. La valeur correspondante
est:

5' 4—1
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I1 est important de rappeler que cette valeur ne prend pas en compte les mécanismes de ruine ne com-
portant que les trois sections de la traverse et les scénarios contenant les défaillances locales multiples.
Avec notre méthode détaillée aux chapitres précédents, le nombre de mécanisme de ce portique est
supérieur a 1000.

Le portique est constitué d’éléments en acier /PF 240 (Figure IV.3, Tableau IV.1) dont le module
d’Young E et la limite élastique o, valent respectivement 210000 M Pa et 276 MPa. Les éléments de
ce portique ont des sections transversales de classe 1 suivant ’EN-1993-2 [1993], c¢’est-a-dire qu’ils
peuvent atteindre leur résistance plastique, sans risque de voilement local, et possedent une capacité
de rotation importante pour former une rotule plastique. Le moment plastique est calculé en utilisant
I’Equation (IV.2) et le module de flexion plastique est donné par le Tableau IV.1.

M, =W, 0. (IV.2)

FIGURE IV.3 — Section poutrelle européenne en /

TABLE IV.1 — Caractéristiques de section IPE 240

. . Section Dimensions e .
Dimensions (mm) 2 ) : Propriétés de section
(cm™) de construction (mm)
Axe fort v-y Axe faible z-z
h Bl |t |r A h, d 1, W, I W,
{ch] {L:|n'1] :cnﬁ [{‘1111}
240 1120 |62 | 98] 15 39,12 2204 190.4 3892 366.6 2836 73,92

Nous noterons M,, le moment résistant d’une section ¢ et M, I'intensit€ du moment fléchissant sol-
licitant dans cette méme section ¢. La géométrie de la poutre, le module d’élastique du matériau et
les positions des charges sont considérés déterministes, de sorte que la variabilité des moments sol-
licitant M, ne dépend que de celle des efforts F; et [». Les moments résistants des sections droites
A, B,C,D et FE, les charges F} et F; sont considérés comme des variables aléatoires Gaussiennes
indépendantes. Le Tableau IV.2 résume les moyennes et coefficients de variation des variables aléa-
toires utilisées dans Kagho-Gouadjio [2013].
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TABLE IV.2 — Données des variables aléatoires

Variables aléatoires | moyenne : my, | écart-type : ox,
Mo [Nm] 101292 5064.6
M, g [Nm] 101292 5064.6
M,¢ [Nm] 101292 5064.6
M,p [Nm)] 101292 5064.6
M, g [Nm)] 101292 5064.6

Fy [N] 20000 6000
Fy [N] 40000 12000

Les coefficients de variation (COV') du moment résistant de chaque section droite potentielle et
pour chaque charge sont respectivement 5% et 30%. Le moment sollicitant M/, d’une section critique
est de nouveau exprimé selon I’Equation (III.1). Il dépend de la combinaison des forces appliquées
faisant intervenir plusieurs coefficients d’influence. De ce fait, nous avons développé une procédure
en Python qui, a partir des données décrites dans un fichier (géométrie, caractéristiques, conditions
aux limites et chargements, positions des sections critiques, ...), génere automatiquement le fichier de
commande pour le calcul des coefficients d’influence avec le logiciel de simulation C'ast3M.

TABLE IV.3 — Coefficients d’influence de la structure (Figure I1I.1)

Sections A B C D FE
F - 1.5664 | + 0.93841 | + 1.19159¢73 | - 0.93603 | + 1.5592
E, + 0.49786 | - 0.99929 - 1.5007 - 0.99929 | 0.49786

La procédure développée en Python faisant apppel au logiciel de simulation C'ast3M fournit des
résultats satisfaisants. En effet, les valeurs présentées dans le Tableau IV.3 sont identiques a celles de
Thoft-Christensen and Murotsu [1986].

1 Probabilités de défaillance locale

Dans la suite, nous utilisons la procédure d’approximation linéaire. Le systeme résultant de 1’en-
semble des hyperplans (Equation (II.18)) peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Uy,
a0 0 0 0 s, Qs Uy Ba 0
0 ap O 0 0 gy Qo | | Ue BB 0
0 0 ac O 0 s Qs | |wp |+ 1B =10
0 0 0 ap 0 o, g, || Uy Bp 0
0 0 0 0 op Qs Ok, Ugl 1535 0
Ug2

ou les zéros dans la matrice des cosinus directeurs illustrent le fait que les résistances entre sections
sont non corrélées. Les forces sont présentes dans les expressions du moment sollicitant de chaque
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section. De ce fait, les hyperplans sont corrélés entre eux. Le vecteur des indices de fiabilité est obtenu

grace a I’Equation (II1.6). Les valeurs numériques sont les suivantes :

Uy,
0.4139 0 0 0 0 —0.7682  0.4883 Upp 7.3465 0
0 0.3571 0 0 0 0.3970  —0.8454 | | ur. 5.6473 0
0 0 0.2707 0 0 —5.88e7° —0.9626 | | u,, | + [2.2045]| = |0
0 0 0 0.357 0 —0.3961 —0.8458 | | uy, 3.0048 0
0 0 0 0 04150 —0.7667 —0.4896) | ugq 4.1139 0
U2

et les probabilités de défaillance locale {®(—/3;) } correspondantes sont regroupées dans le Tableau IV.4.

TABLE IV.4 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B, C, D et £

Probabilité de défaillance en

A

B

C

D

E

Di

1.01e 1

8.14e7?

1.37e72

1.32¢73

1.94¢°

Nous observons que les sections C, D présentent les probabilités les plus élevées. En effet, la
combinaison des charges est pénalisante suivant ces sections droites. En revanche, les sections cri-
tiques A et B présentent les probabilités de défaillance les plus faibles en raison de la combinaison
des charges soulageant ces sections droites. La probabilité de défaillance de la section £ correspond
a une valeur intermédiaire de ces deux précédentes remarques. Une comparaison entre les valeurs du
Tableau IV.4 et celles de Kagho-Gouadjio [2013] est donnée dans le Tableau IV.5.

TABLE IV.5 — Comparaison des probabilités de défaillance locale

Kagho-Gouadjio [2013]
B P;

Notre méthode de calcul

B = min (B".8) P

B

3

A1)

7,34

1,08E-13

9,2124

7,3465

1,01E-13

B (2)

5,64

8,50E-09

B (5)

5,64

8,50E-09

8,6375

5,6473

&,14E-09

C (6)

cm

1,39E-02

2,2045

8,6247

1,37E-02

D (8)

1,36E-03

D(4)

1,36E-03

11,2847

3,0048

1,32E-03

E (3]

2,02E-05

4,1139

12,49

1,94E-05

ou P désigne la probabilité de défaillance locale selon Kagho-Gouadjio [2013]. Cette dernicre numé-
rote les sections critiques analysées (1 a 8). Dans le chapitre /71, nous avons montré qu’une section
critique présente deux indices de fiabilité ST et 3~ correspondant aux plastifications avec un moment
positif et un moment négatif (Equation (II1.4)). Dans la pratique, I’un est souvent beaucoup plus petit
que ’autre. Dans un soucis de conception sécuritaire, le plus petit indice de fiabilité, Equation (I11.6),
est retenu pour le calcul de la probabilité de défaillance locale (Equation (II.10)). Cette approche de
choisir le plus petit indice de fiabilité est adoptée par la plupart des auteurs (Thoft-Christensen and
Murotsu [1986] par exemple).
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Dans le Tableau IV.5, nous observons que les indices de fiabilité, coloriés en jaune, pour évaluer
nos probabilités de défaillances sont similaires a ceux calculés par Kagho-Gouadjio [2013]. Les pro-
babilités p; obtenues grace au calcul du plus petit indice de fiabilité different 1égerement en raison
des arrondis conservés dans chacune des approches. Dans notre étude, le choix d’éviter de tronquer
et d’arrondir nos valeurs se justifie par le fait des faibles probabilités calculées et de nous prémunir
contre toute surestimation des résultats obtenus.

La méthode de ce paragraphe permet de calculer la probabilité d’un événement individuel, sans
tenir compte des intersections avec un événement voisin. Par exemple, la probabilité de I’événement e;
inclut le cas ou une défaillance se produit uniquement en ¢, mais également les cas ou des défaillances
se forment en 7, k, [ et/ou m en méme temps qu’en 7. Ces cas de défaillances locales multiples ont
des probabilités traduites par les intersections d’événements (voir §/7.1.3). Afin d’éviter de compter
deux fois les mémes probabilités dans deux branches différentes, nous séparons les événements seuls
des événements d’intersection.

2 Probabilités d’intersection

L’objectif de cette partie est de déterminer les probabilités d’intersection (§/7.1.3 et §111.1.2) afin
de déduire les probabilités seules. En effet, dans le Tableau IV.4 sont inclues les probabilités d’une
rotule en une section seule, mais également celles des formations de plusieurs rotules simultanément
en différentes sections. Les Tableaux IV.6, IV.7 et 1V.8 présentent les résultats obtenus.

TABLE IV.6 — Probabilités d’intersection de quatre événements

PABCD | PABCE | PABDE | PACDE PBCDE
0.0 0.0 0.0 0.0 1.59¢7 12

Les intersections de 4 évenements ont des probabilités de défaillance généralement nulles, exception
faite de la valeur de ppcpg. Le calcul de cette derniere par des simulations de Monte-Carlo est tres
difficile car il faut 10** simulations ; ce qui engendre ainsi un temps de calcul trés couteux.

TABLE IV.7 — Probabilités d’intersection de trois événements

PABC | PABD | PABE | PACD PACE PADE PBCD PBCE PBDE PcpDE

0.0 0.0 0.0 0.0 | 1.13e72° | 242718 1 4997 | 19172 | 1917 | 7.36e7°

Nous observons pour I’intersection de 3 éveénements que les probabilités de défaillance sont tres
faibles. En revanche, I’intersection des sections C, D, FE est assez importante et ceci peut provenir de
leur probabilité individuelle élevée.

TABLE IV.8 — Probabilités de défaillance des évenements d’intersection de deux sections

PAB bAc PAD PAE pbBC PBD PBE Pco PcE PDE

0.0 | 5.38¢7 24| 6.25¢7 18 | 5.61e 1" | 814e 2 |4.99¢ 2| 1.91e 2| 1.03e73 | 8326 | 1.08¢°

La probabilité de I’intersection des sections potentielles A et B est nulle et celle de C' et D est la plus
grande. Nous remarquons que les probabilités ppc et ppp présentent des ordres de grandeur iden-
tique. De mé€me que les probabilités pcp et ppp
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Selon la procédure récursive expliquée dans le paragraphe §/7.1.3, la probabilité de défaillance
papopr est égale a 0. A partir de ce calcul, les probabilités seules p};;;, pi;;. et p;; de quatre, trois et
deux évenements d’intersection seuls sont déterminées successivement.

TABLE IV.9 — Probabilités de défaillance des évenements d’intersection seuls

PaBcp p;xBC’E p;xBDE pquDE plBCDE
0.0 0.0 0.0 0.0 1.58 e~ 12
p/ABC p/ABD pIABE p;XCD p;XCE , p/ADE pECD p/BCE ijDE p/CDE
0.0 0.0 0.0 0.0 1136726 | 242718 | 499¢79 | 3.16e 13 | 3.16e7 13 | 7.36¢7°
Pap | Pac Pap Pag Psc PsD PBE Pep Per PpE
0.0 | 5.37e 22| 3.83e ¥ | 561le 1 |3.15e?|1.28¢ 2| 1.28¢7 2 |1.02¢72|9.53e " |3.52e°

Apres la procédure de séparation, certaines probabilités du tableau précédent sont restées iden-
tiques a celles des Tableau IV.6, Tableau 1V.7 et Tableau IV.8. En effet, ces derniers présentent cer-
taines probabilités nulles. Parmi les 9 probabilités d’intersection de deux éveénements, on peut remar-
quer que les 3 prépondérantes sont les derniéres et seule pj.,, se distingue. Les probabilités seules
p, de chaque évenement seul e, sont enfin calculées (Tableau IV.10). L’ensemble de ces calculs de
probabilités (locales, intersections, seules) permet de définir toutes les branches du premier niveau de
I’arbre d’évenements.

TABLE IV.10 — Probabilités de défaillance des sections droites A, B, C, D et &

P
1.49¢7°

Pb
2.99¢ 4

Pc
1.27e2

Ps
4.98 77

Pa
9.60e 14

Une comparaison entre les valeurs de notre premier niveau d’arbre et celles de Kagho-Gouadjio
[2013] est donnée dans le Tableau I'V.11. Les valeurs de notre approche proposée et celles de Kagho-
Gouadjio [2013] présentent des résultats divergents. De plus, des écarts tres importants sont observés
au niveau des sections B et D. Ces différences sont dues par la séparation des événements seuls a
ceux d’intersection. Ces différences observées ont forcément un impact dans les branches ultérieures,
ainsi que sur les probabilités de défaillance globale et indices de robustesse.

TABLE IV.11 — Comparaison des probabilités des premicres branches

Probabilité de défaillance en A B C D E
Approche proposée 9.60e11 | 4.98¢79 | 1.27e72 | 2.99¢% | 1.49¢7°
Kagho-Gouadjio [2013] 1.08e ¥ | 85e™ | 1.39e72 | 1.36e2 | 2.02¢7°
Ecart en % 11.1 41.4 8.63 78 26.2

A ce stade, il n’y a pas de rupture complete du portique. Il faut poursuivre la construction de I’arbre
en étudiant un nouvel état de la structure nécessitant de calculer les probabilités conditionnelles, c’est-
a-dire les probabilités de nouvelles défaillances sachant la formation de rotules plastiques.

El Hadji Boubacar SECK Page 93



3 Calcul des probabilités conditionnelles

Pour cette nouvelle étape de notre procédure proposée, supposons une défaillance initiale corres-
pondant a I’existence d’une rotule plastique dans la section critique C. Le nouvel état de la structure
est donné par la Figure [V.4.

Hm

FIGURE IV.4 — Nouvel état de la structure pour une premiere rotule plastique en C

A cette étape, la ligne et la colonne de la section C' de I’Equation (III.7) sont supprimées. Le
moment plastique en C' (dont sa valeur est égale a celle du moment résistant) est considéré comme
une variable aléatoire de sollicitation entrainant des difficultés supplémentaires exposées au chapitre
précédent. L’ analyse statique de la Figure IV.4 fournit les coefficients d’influence permettant d’établir
les équations des hyperplans des quatre sections critiques A, B, D et E.

TABLE IV.12 — Coefficients d’influence de la Figure IV.4

Section restante sachant la défaillance de ' A B D FE
F - 1.5658 | + 0.93722 | - 0.93722 | + 1.5598
I + 1.2455 - 2.5 - 2.5 + 1.2455
ME - 0.49821 + 1 +1  |-049821

Les valeurs numériques du systeme résultant de I’ensemble des hyperplans (Equation (II1.7)) pour la
structure dans 1’état de la Figure V.4 sont regroupées dans la forme matricielle suivante :

Uy 4
0.2731 0 0 0 0 05067 —0.8062 0.1361\ | ' 3.7399 0
0 0.1615 0 0 0 01793 —0.9568 0.1615| | P 25917 [0
0 0 0.1615 0 0 —0.1793 —0.9568 0.1615 | | "= * 267411 |0
0 0 0 0.2734 0 —0.5053 —0.8070 0.1362 Z‘i 3.8197 0
Ug3

et les probabilités de défaillance locale {®(— ;) } correspondantes sont regroupées dans le Tableau IV.13.
Ce dernier compare également nos valeurs et celles de la littérature. De nouveau, nous observons que
les indices de fiabilité (coloriés en jaune) pour évaluer nos probabilités de défaillances sont similaires
a ceux calculés par Kagho-Gouadjio [2013], les différences entre les probabilités de défaillance lo-
cale étant liées aux arrondis conservés. Une différence nette est observée au niveau de la section B
en raison de notre choix de retenir le plus petit indice de fiabilité pour le calcul de la probabilité de
défaillance locale. Au niveau de la section A, un 3 de 3.74 engendre une probabilité égale 2 9.20 e~°.
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TABLE IV.13 — Comparaison des probabilités de défaillance locale sachant la formation de rotule
plastique en C'

agho-Gouadjio [2013] Notre méthode de calcul
B P B = min (B".8) P
B B

A1) 3,74 2,71E-11 7,188 3,7359 9,20E-05
B(2) 3.86 3,60E-05 2,5917 3,8699 4,77€-03
B (5) 3,77 8,30E-05
D (8 2,6 4,63E-03

() - - 3,7875 2,6741 3,74E-03
D (4 2,67 3,74E-03
E(3) 3,81 6,68E-05 3,8197 7,119 6,68E-05

Le calcul des probabilités d’intersection sachant la ruine de la section droite C' s’effectue selon
la procédure détaillée aux chapitres I/ et I1]. Le Tableau IV.14 présente les résultats obtenus pour
la défaillance de chaque nouvel évenement d’intersection seul. Apres une rupture initiée en C', nous
observons que les probabilités de certains évenements d’intersection seuls de trois ou deux sections
deviennent importantes en raison de la redistribution des efforts augmentant considérablement la com-
binaison des charges. La probabilité ps - se distingue parmi les 6 probabilités d’intersection seules
de deux sections et elle est 10* fois plus grande que p/, BlC-

TABLE IV.14 — Probabilités d’intersection seules sachant la défaillance de la section C'

P;xBch p;xBE\C p;lDE\C p/BDE|C

5.25e7° | 1.06e~" | 2.44e7Y | 2.48¢7°

p/AB\c P;xmc ‘ p;lElC pﬂgmq p,BE|C p/DE|C
3.62e7 | 3.36e%|94e " |219e3 | 1.42e7° | 3.39e7°

Le Tableau IV.15 présente les résultats obtenus pour la défaillance de chaque nouvelle section
seule. On peut remarquer que la probabilité p’D|C est 27 fois plus grande que pfA‘C et les valeurs des
évenements seuls B et D sont du méme ordre de grandeur. Ces probabilités, ainsi que celles corres-
pondants aux événements d’intersection seuls, sachant la défaillance de la section droite C', permettent
de construire une partie du second niveau des branches de 1’arbre des évenements.

TABLE IV.15 — Probabilité de défaillance d’un événement seul sachant la ruine de la section C'

pIE\C
2.70e™°

P/D\c
1.52¢73

PE\C
2.53e73

pIA\C
5.4e7°

Supposons qu’une deuxieme rotule plastique se forme en D, le nouvel état du portique a étudier
pour construire une partie (a partir d’un nouveau nceud) du troisieme niveau est la Figure IV.5. Les
probabilités de défaillance des sections droites non plastifiées A, B et E sont calculées afin de loca-
liser la rotule plastique la plus probable selon le scénario de plastification de la section droite C' puis
D. Les probabilités de défaillance locale correspondantes sont reportées dans les Tableau V.16 et
Tableau IV.17. La probabilit€ p ., , est trés grande par rapport & py o, p €t Py, p- La proba-
bilité pz o, p est largement supérieure aux autres valeurs.
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FIGURE IV.5 — Nouvel état de la structure pour une deuxieéme rotule plastique en D

TABLE IV.16 — Probabilités de défaillance de deux évenements d’intersection seuls sachant les dé-

faillances des sections C' puis D

TABLE IV.17 — Apres les défaillances des sections C puis D

E 7

/
PaBlc—D

/
Pagic—bD

/
PpEic—D

2.18¢e74

7.79e7°

0.1677

p;llC’—)D

/
Ppic>p

/
Pric—p

4.8¢70

0.356

4.5¢4

Une troisieme rotule plastique en B correspond a un mécanisme particulier de ruine de la traverse
(Figure IV.2a). Le chemin C' — D — B présente une probabilité globale égale a 6.9 ¢~5. D apres
I’Equation (II.1), I’indice de robustesse correspondant a ce scénario de ruine est :

6.9

I =1-
1.2e2

= 0.99945

(Iv.3)

L’ objectif étant d’identifier les mécanismes de ruine, la construction de 1’arbre complet des éve-
nements est poursuivi dans le but de rechercher les autres scénarios exclusifs possibles.

4 Arbres d’événements

L’ensemble des scénarios exclusifs partant de la section droite A jusqu’a I’effondrement du por-
tique est présenté dans le Tableau F'.1 de I’annexe F' (73 scénarios exclusifs). Ceci permet de com-
pléter I’ensemble des branches exclusives manquantes de la Figure IV.8.

Seules les branches a partir d’un événement isolé sont représentés sur plus de 1000 scénarios dis-
tincts (Figure IV.7, Figure IV.8, Figure IV.6, Figure IV.9 et Figure IV.10). Nous observons des indices
de robustesse élevés. En effet, chaque scénario exclusif conduit a un indice de robustesse supérieur a
0.999. Ainsi, la structure étudiée est robuste.

La procédure proposée permet de calculer des indices caractérisant la robustesse structurale selon
chaque scénario, et d’identifier les zones vulnérables de la structure pouvant engendrer une défaillance
généralisée. Dans notre étude, nous avons considéré que les résistances des sections ont la méme dis-
tribution. Ainsi, la formation successive des rotules plastiques suivant I’ordre des moments sollicitant
de plus forte intensité est le scénario C puis D puis E puis B. Ce dernier représente donc le scénario
déterministe. Le chemin particulier de la traverse C' —» B — D est le scénario le plus probable
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(Pglobate = 1.74 e~%). Ainsi, une intention malveillante initiale ou un accident dans la section transver-
sale C' peut avoir des conséquences énormes sur la robustesse de 1’ensemble du systeme. Ce résultat
souligne I’importance de prendre en compte la redistribution des efforts de cohésion dans 1’analyse
de robustesse proposée dans ce travail (nouvel état interne a chaque nceud de I’arbre des évenements).
L’indice de robustesse de ce chemin vaut 0.99862.

Kagho-Gouadjio [2013] détermine le chemin C' — D — B (pgiopate = 6.16 e~%) comme chemin
le plus probable et correspondant a un mécanisme de ruine différent de celui trouvé avec notre ap-
proche. Les écarts observés sur les probabilités locales et globales sont liés aux différences de choix
de déroulement de scénario : le cheminement le plus probable ou le scénario exclusif engendrant le
plus faible indice de robustesse I, (Tableau IV.18).

TABLE IV.18 — Scénarios exclusifs les plus probables

Diocale Pglobale Ir
Approche proposée C' = B — D 1.27e72 | 1.74e7° | 0.998

Kagho-Gouadjio [2013] : C — D — B | 1.39e¢ % | 6.16e~* | 0.96
Ecart en % 9 97 4

Dans ce chapitre, nous avons présenté une démarche explicite pour caractériser I’ensemble des
cheminements disjoints possibles depuis la défaillance localisée jusqu’a la ruine globale d’une struc-
ture. Cette méthode est particulierement adaptée dans le cas de structures hyperstatiques pour les-
quelles la défaillance d’un élément de structure ne rend pas nécessairement 1’ouvrage inapte a remplir
les exigences pour lesquelles il a été congu. De ce fait, lorsqu’il y a occurrence d’une défaillance
localisée, la structure est modélisée pour prendre en compte la redistribution des efforts qui s’im-
pose. L’ensemble des scénarios exclusifs est illustré sous forme d’arbres d’événements comportant
des branches exclusives, sans intersection entre branches issues d’'un méme nceud. La robustesse est
évaluée grace a un indice et celui ci est calculé en fonction des probabilités de défaillance locale et
globale. En particulier, il est montré que le chemin avec I’indice de robustesse le plus critique ne cor-
respond pas nécessairement au scénario détecté par les prédictions usuelles de conception plastique.
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Conclusion et perspectives générales

Les méthodes actuelles de dimensionnement des ouvrages se basent sur des procédures semi-
probabilistes. La plupart prescrit ce qui doit €tre fait, quelles charges devraient étre utilisées et quels
coefficients de sécurité doivent étre introduits. Cependant, les défaillances peuvent étre la consé-
quence d’autres causes comme des erreurs humaines (de conception ou de construction) ou des ac-
tions accidentelles. Ainsi, la nécessité de prendre en compte le caractere aléatoire des chargements
auxquels sont soumis les systémes est devenu important pour réaliser une conception robuste. Cette
these propose un outil de simulation de la robustesse de structures lorsque des incertitudes de sollici-
tations (évenement accidentel) et / ou une faute de dimensionnement (conception ou de réalisation)
interferent avec les conceptions et dimensionnements réglementaires.

Une méthode explicite de parcours d’arbre d’évenements a €té développée. L’arbre des évene-
ments regroupe 1’ensemble des scénarios exclusifs possibles. Les nceuds de 1’arbre correspondent
a des événements uniques (dommages locaux, seuls ou défaillances locales multiples) et chaque
branche relie un nouvel événement (nceud suivant) a un évenement précédent. Un scénario corres-
pond au chemin suivant toutes les branches depuis la structure saine jusqu’a un effondrement. Ainsi,
pour chaque scénario, des probabilités conditionnelles doivent étre calculées : chacune correspond a
la probabilité d’un nouvel événement sachant I’occurrence de tous les précédents. L’ approche pro-
posée permet de déterminer avec précision le cheminement des défaillances successives depuis la
défaillance localisée jusqu’a la ruine globale de la structure. Chaque probabilité de ruine globale est
obtenue en multipliant toutes les probabilités rencontrées au cours du scénario exclusif (car chaque
branche est exclusive).

Pour un scénario considéré, la robustesse est évaluée a travers un indice représentant le rapport
entre les probabilités de 1’évenement initial localisé et de ruine globale de la structure. L’indice de
robustesse choisi est compris entre 0 et 1. Une valeur tendant vers 0 indique une structure peu robuste
et une valeur proche de 1 désigne une structure robuste. L’évaluation de I’indice de robustesse per-
met de comparer les scénarios exclusifs et d’en déduire les plus dangereux. La procédure développée
est adaptée aux structures hyperstatiques pour lesquelles la défaillance d’un élément de structure ne
rend pas nécessairement 1’ouvrage inapte a remplir les exigences pour lesquelles il a été congu. En
conséquence, lorsqu’il y’a occurrence d’une défaillance localisée, la modélisation de la structure est
actualisée afin de prendre en compte la redistribution des efforts engendrée.

Un état de I’art de la robustesse et des travaux qui ont déja été effectués dans ce domaine ont été
présentés. Des définitions essentielles ont ét€ notées. Une sélection des différentes approches publiées
pour quantifier la robustesse a été présentée. L’ évaluation, 1’optimisation et la régulation de la robus-
tesse structurale en tant qu’applications de mesures de robustesse ont été rappelées.
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La méthode développée et proposée pour caractériser la robustesse structurale a permis de mettre
en évidence la nécessité de déterminer les probabilités d’intersection afin d’évaluer la probabilité dis-
jointe d’un événement seul (Seck et al. [2017]). C’est une des conditions essentielles et nécessaires
pour assurer que la probabilité de rupture globale (pgiopaic) puisse €tre obtenue en multipliant toutes
les probabilités rencontrées au cours d’un scénario exclusif (car chaque branche est alors exclusive).
Un des avantages de la méthode proposée est d’étre explicite et de permettre la construction complete
de I’arbre des éveénements grace aux calculs des probabilités d’évenements d’intersection et seuls.
La procédure a été illustrée dans le cas de structure unidimensionnelle hyperstatique constituées de
poutres fléchies. Le premier mode de défaillance considéré est la formation d’une rotule fragile : les
sections ont tout d’abord été supposées €lastiques parfaitement fragiles, avec formation d’une rotule
(moment plastique nul) des I’atteinte d’une valeur limite de la résistance. Chaque formation de rotule
entraine la perte d’un degré d’hyperstaticité de la poutre, pour conduire finalement a la ruine de la
structure par formation d’un mécanisme.

Une étude plus approfondie de la robustesse a été présentée en retenant comme deuxieme mode
de défaillance locale la formation de rotules plastiques. La combinaison des charges extérieures a
été introduite, ses effets pouvant étre bénéfiques ou pénalisants suivant la section considérée. Deux
types de lois probabilistes (Gaussienne ou Log-normale), conduisant a une procédure linéaire ou non
linéaire suivant le cas sont testées. Le cas des variables aléatoires corrélées a également été étudié et
une procédure nécessaire a la méthode (développée) a été proposée. Le fait de ne retenir que le plus
petit indice de fiabilité pour le calcul de la probabilité de défaillance a été discutée. Finalement, notre
méthode a été validée sur un portique de référence et nos résultats sont comparés avec ceux fournis
par la littérature. Une approche générale prenant en compte les incertitudes liées aux chargements et
a la résistance, avec diverses lois de probabilités et variables corrélées ou indépendantes, a été déve-
loppé pour la qualification et la quantification de la robustesse structurale. L’arbre des événements
complet a permis de représenter tous les scénarios potentiels distincts, depuis les dommages initiaux
jusqu’a I’effondrement global d’une structure. Ces travaux montrent plus particulierement que le che-
min avec le niveau de robustesse le plus critique ne correspond pas nécessairement au chemin avec
la plus grande probabilité de réalisation. Ainsi, la construction de 1’arbre complet est nécessaire afin
d’analyser les priorités en termes de réhabilitation, protection et de renforcement d’une structure «
sensible » vis-a-vis de la sécurité des personnes.

L’approche proposée a ét€¢ implémentée sous 1’environnement Python. Dans le cas de résolution
non linéaire, des programmes de minimisation sous contrainte ont été développés sous Matlab. De
plus, nous avons développé une procédure en Python qui, a partir des données décrites dans un fichier
(par exemples caractéristiques géométriques, comportement du matériau, conditions aux limites, char-
gements, positions des sections critiques, ...), génere automatiquement un fichier de commande pour
le calcul des coefficients d’influence avec le logiciel de simulation C'ast3M. Ces coefficients sont
récupérés en Python pour poursuivre 1’évaluation des probabilités de rupture, soit par la méthode pro-
posée dans ce travail, soit par une méthode de Monte-Carlo pour validation de nos résultats.

La méthode développée fournit un outil de simulation et de diagnostic efficace, tant en phase de
conception qu’en phase de réhabilitation, permettant d’envisager le renforcement de batis existants
ou futurs et d’assurer la sécurité des personnes et des ouvrages environnants. Les perspectives de ce
travail sont d’appliquer la méthodologie développée a des structures plus complexes (ossatures de
batiments a deux niveaux par exemple) et d’élargir les types de chargements appliqués aux efforts
répartis. La difficulté sera alors de localiser la défaillance locale qui se produira dans des sections dif-
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férentes suivant le niveau de branche considéré dans 1’arbre des événements. L’arbre des évenements
s’agrandit tres rapidement en fonction du nombre de défaillances locales étudiées, il faudrait élaborer
des techniques de tri et élimination pour limiter le nombre de scénarios envisagés et calculés.
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Annexe A

Calcul des probabilités d’intersections et
exemples trait€s dans la litt€rature

Au cours de la these de doctorat, nous avons utilisés plusieurs méthodes de calcul des probabilités
d’intersections avant de retenir finalement la procédure récursive présentée au paragraphe §/7.1.3.
Cette procédure récursive, implémentée sous Python, a été testée et validée grace aux exemples traités
dans Pandey [1998], Thoft-Christensen and Murotsu [1986] et Seck et al. [2016]. Ces exemples servis
de test sont présentés dans cette partie.

1 Autres méthodes de calcul des probabilités d’intersections

Dans les paragraphes suivants, les autres méthodes de calcul des probabilités d’intersections sont
illustrées dans le cas de structures unidimensionnelles hyperstatiques constituées de poutres fléchies.
Les procédures sont détaillées sur un exemple simple mais suffisament général pour permettre de
présenter les concepts utilisés. 1l s’agit d’une poutre bi-encastrée de longueur L soumise a une force
ponctuelle ((Figure 11.4), hyperstatique de degré 2 (parce que les effets du second ordre sont négli-
gés), de telle sorte que la défaillance globale de ce systeme résultera de la formation de trois rotules
parfaites. Les hypotheses de la structure étudiée sont celles de la partie §/7.2 et le Tableau II.1 ré-
sume les moyennes et écart-types des variables aléatoires choisies. La procédure permettant d’obtenir
les probabilités d’occurrence des événements est détaillée dans le paragraphe §/7.2.1 et les valeurs
{®(—p;)} correspondantes sont regroupées dans le Tableau II.2. Pour une élaboration correcte de
I’arbre des évenements (en ne comptant pas deux fois les mémes probabilités dans deux branches
différentes), il est nécessaire de séparer les événements individuels des évenements d’intersections.

1.1 Intersection de deux événements

La probabilité d’intersection de deux événements se détermine par I’intégration suivante (Aoues
[2008], Lemaire [2005], Thoft-Christensen and Murotsu [1986]) :

I B+ B =28
2rvi—2 P o1 — )

Ou p;; est le coefficient de corrélation obtenu par le produit scalaire des vecteurs des cosinus directeurs
(Equation (I1.3)).

Bo(— s, — B, pij) = (=) D(—B;) + /0 " ydz  (A)

115



Dans le cas de la poutre bi-encastrée, les probabilités d’intersections de deux événements possibles
ont été calculées par une intégration numérique de Simpson. Les valeurs trouvées sont identiques a
celles du Tableau I1.3 (voir Seck et al. [2016]).

1.2 Intersection de plus de deux événements

La probabilité d’une intersection de plus de deux événements est calculée grace a 1I’approximation
de Hohenbichler Hohenbichler and Rackwitz [1983], Lemaire [2005], Thoft-Christensen and Murotsu
[1986] qui est une procédure itérative. A chaque itération, le nombre d’événements est diminué de un
et la procédure se poursuit jusqu’au calcul de I’intersection de deux événements. Chaque étape repose
sur le calcul d’un indice de fiabilité équivalent 5°¢ et des cosinus directeurs équivalents a“?.

Pour la poutre bi-encastrée, il reste a déterminer e4 N ep N ec. Le calcul de la probabilité de
I’intersection e 4NepMec correspond au calcul de la probabilité des deux événements (Equation (A.1))
eap =eaNepetesc = eqMNec sion choisit I’événement e, comme initiation du processus itératif.
Il faut déterminer par linéarisation les hyperplans équivalents aux intersections e p et e4¢, c’est a
dire calculer les distances 5% et 5% ainsi que les cosinus directeurs équivalents oy et o

Le Tableau II.3 permet de calculer I’indice de fiabilité équivalent :

s = —0 (pag) (A.2)

oll ¢! est I’inverse la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (voir la formule ana-
lytique sur Lemaire [2005] ). Le cosinus directeur équivalent pour chaque variable aléatoire u,.; et us
est déterminé par I’approximation suivante :

R¢q eq
eq _ MAB ~ MAB
ayp = —7"> (A.3)
€
ou € représente une perturbation (nous avons choisi € = 0.001) de la variable aléatoire considérée et
B la conséquence sur les indices de fiabilités [ initiaux.

Ainsi pour la premiere variable aléatoire u, 4 et pour les événements e 4 et eg (Equation (I1.20)),
il vient :
fa=Pa—araeBp=Pp—0 (A4)
car eg ne dépend pas de ;4. L'accroissement de BZJB (non linéaire) di a 1’accroissement de .4
vaut :

- s _
A =—¢" (=Pa.—Bp. pap) (A.5)
La méme procédure est utilisée pour les variables aléatoires u,.p et us afin de déterminer 1’équation

approchée de I’hyperplan e4p (voir ’Equation (A.6)). On procede de maniere analogue pour les
événements e 4 et ec afin d’obtenir I’équation de I’hyperplan e ¢ :

eap: 0.297 u, 4+0.681 u,5—0.668 us+1.738 = Oeac : 0.251 w, 4+0.781 u,.c—0.570 us+2.160 = 0
(A.6)
Finalement la probabilité de I’intersection des trois événements est :

papc = ®(—Ba)P2(—Bas, —Bac, plapniacy) (A7)

et sa valeur vaut 0.0047. Elle est 1égerement différente de celle présentée a I’Equation (11.26).
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L’ensemble de ces calculs permet de séparer les événements individuels des éveénements d’inter-
sections. Les probabilités d’occurrence d’évenements individuels définissent les branches exclusives
du premier niveau de 1’arbre des évenements. Il faut poursuivre la construction de 1’arbre en étudiant
un nouvel état de la structure nécessitant de calculer les probabilités conditionnelles, c’est-a-dire les
probabilités d’occurrence d’évenements sachant la formation de rotules fragiles (1, = 0).

La méthode de construction de I’arbre d’évenements présentée dans Seck et al. [2016] est tres
rapide et elle a été validée par une simulation de Monte-Carlo (1 million de tirages). Les différences
entre les probabilités calculées selon ces deux techniques est de ’ordre de 1% maximum sauf pour
deux valeurs (p/z. et p/y5) ol la différence atteint 20%. Ceci est probablement di au fait que nous
avons traité, dans notre méthode itérative, les événements a égalité (actifs ou non) lors des itérations
de Hohenbichler. Nous avons travaillé sur I’amélioration de ce point. Ainsi, nous avons implémenté
la procédure récursive (voir le paragraphe §/7.1.3) qui donne des résultats satisfaisants pour toutes
les valeurs calculées.

2 Exemples traités dans la littérature

Pour valider la procédure récursive implémentée dans Python, nous avons traité plusieurs exemples
de la littérature :

— Pandey [1998] a traité un systeme avec trois éléments équicorrélés. L’ exemple et ses résultats
sont illustrés dans la Figure A.1.

Consider a parallel system with three equicorrelated and equireliable elements with
B1=PB>=B3=0.1. Note that g is related with ¢ as B=—c. In Table 1, numerical results are reported

Table 1
Probability of failure for parallel systems with three elements
Method System probability of failure

r=025 r=0.50 r=0.75 r=0.90
Integration, Eq. (7) 0.1535 0.2150 0.2900 0.3536
PCM Method, Eq. (19) 0.1536 0.2166 0.2947 0.3542
G-FOMN method, Eq. (15) 0.1535 0.2154 0.2910 0.3552

FIGURE A.l — Systeme avec trois éléments équicorrélés et ses résultats

La procédure récursive, implémentée dans Python, a été validée par cet exemple de la littéra-
ture. La Figure A.2 présente I’extrait du programme.

from phil import *
from phi2 import *
from phi3 import
from math import sgrt

e

betal = 0.1; 1 = -1%betal
beta2 = 0.1; c2 = -1%betal
beta3 = 0.1; c3 = —-1%betal
rl = 0.25
rZz = 0.5
r3 = 0.75
r4 = 0.20

pf Phi3(cl,c2,c3,rl,rl,rl)
print 'pf', pf

FIGURE A.2 — Extrait de programme pour I’étude du systeme avec trois éléments équicorrélés
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ou les programmes phil, phi2 et phi3 sont ceux de la Figure B.3 et les probabilités de dé-
faillance correspondantes de chaque coefficient de corrélation sont donnés dans le Tableau A.1.
Dans tous les cas, la procédure récursive est validée par la méthode PCM.

TABLE A.1 — Probabilités de défaillance

Méthode r=025|r=05|r=075|r=0.90
Procédure récursive | 0.1536 0.2166 | 0.2947 | 0.3542

— Thoft-Christensen and Murotsu [1986] a étudié un systeme parallele avec quatre éléments (Fi-
gure A.3).

Example 4.1. Consider a parallel system with the reliability indices
§=(3.57, 3.41, 4.24, 5.48)
and the correlation matrix
g=|100 062 091 062)|
062 100 058 058
0981 058 1.00 0.55
0.62 058 0B5 1.00

Further, assume that the safety margin for the 4 elements are linear and normally distri-
buted. The probability of failure of the parallel system is then

Py, =4, (—3.57, —3.41, —4.24, —548 ; §)
It can be shown that the Hohenbichler approximation (section 3.6, page 76) is

P, = 1.36-10°
P

FIGURE A.3 — Systeéme parallele avec quatre éléments

Thoft-Christensen and Sorensen [1982] a résolu I’exemple grace a la procédure de Hohenbi-
chler. De notre coté, nous avons utilisé la procédure récursive implémentée dans Python. La
probabilité de ce systeme vaut 1.36 ¢ ~? et la Figure A.4 présente le programme. II est important
de noter que les indices de fiabilité doivent étre classés par ordre décroissant. C’est une condi-
tion nécessaire pour mieux estimer les probabilités.

from phil import
from phi2 import
from phi3 import *

from math import sgrt

betal = 0.1; ¢l = -1%betal
beta2 = 0.1; <2 = -1%betal
beta3 = 0.1; c¢3 = -1%beta3
rl = 0.25

r2 = 0.5

r3 = 0.75

r4 = 0.90

pf = Phi3(cl,c2,ec3,rl,rl, rl)

print 'pf', pf

FIGURE A.4 — Programme pour I’étude du systeme avec quatre éléments

ou les programmes phil, phi2 et phi3 sont ceux de la Figure B.3 et phi4 est le code de la
Figure D.2
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Annexe

Codes en Python de 1’approche développée

L’objectif de cette annexe est de présenter les différents codes développés dans la partie /7.2
du chapitre /7. L’analyse de la robustesse de la poutre bi-encastrée de longueur L soumise a une
force ponctuelle (Figure II1.4) se déroule en quatre grandes phases pour les variables Gaussiennes
indépendantes :

— La premiere étape de I’approche développée consiste a étudier 1’équilibre statique de la struc-
ture. Cela permet d’identifier les éléments critiques ol des ruptures potentielles pourraient étre
initiées. Pour ce faire, nous avons développé une procédure en Python qui, a partir des données
décrites dans un fichier (par exemples caractéristiques géométriques, comportement du maté-
riau, conditions aux limites, chargements, positions des sections critiques, ...), génere automati-
quement un fichier de commande pour le calcul des coefficients d’influence avec le logiciel de
simulation C'ast3M (Figure B.1).

— La deuxieme étape a pour finalité de récupérer ces coefficients d’influence. Ce fichier renseigne
également les moyennes et les écarts types des variables aléatoires modélisant la variabilité et
les incertitudes relatives aux parametres de la structure (Figure B.2).

— La troisieme étape consiste a implémenter la procédure récursive permettant de calculer les
probabilités d’intersection (Figure B.3).

— La derniere étape consiste a développer sous Python 1’approche proposée dans cette these de
doctorat (Figure B.4). Le fichier regroupe 1’estimation des probabilités de défaillance locale
par la méthode FORM, 1’évaluation des probabilités d’intersection afin de déterminer la pro-
babilité disjointe d’un événement seul ; le calcul des probabilités conditionnelles de proche en
proche et I’évaluation de la probabilité de défaillance globale de chaque scénario exclusif par
I’intersection de tous les événements y conduisant. Enfin, chaque scénario exclusif de 1’arbre
des évenements conduit a un indice de robustesse /,, compris entre 0 et 1.

Les différents codes développés sont présentés ci-dessous et la Figure 11.14 présente 1’arbre com-
plet des événements résumant tous les scénarios exclusifs possibles et leurs probabilités respectives.
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¥ -*- coding: utf-8 —-*-

t caracti@ristiques des sections
carac={}

carac["IPEZ240"]={}
carac["IPE240"] [ '"moyenne+" ]=1600.
carac["IPE240"] [ "ecartype+"']=500
carac["IPE240"] ["symetrique"]=Trus
carac["IPEZ240"] ["SECT"]=35.12E-4
carac["IPEZ40"] ["INREZ"]=3859Z.E-8
=2igy=2T76.E6

wply=366.6E-6
carac["IPE240"] [ '"MPY' |=wply*=sigy

¥ sections
sections={}

sections["A"]={}
sections["A"] [ "carac"]="IFPE240"
sections ["A'] ["verif']="-"
sections["A'] ["castem']="P1"

sections["B"]={}
sections['B'] [ "carac"]="IFEZ240"
section=["'B"'] [ "veri£']="+"
gections["'B"'] [ "castem"]="F2"'

sections["C"]={}

sections["C'] ["carac']="IPE240"
sections["C'] ["verif']="-"
sections["C'] ["castem']="F3"

¥ forces

forces={}

forces["F1']={}
forces["F1'] [ "moyenne"]=2800.
forces["F1"]["ecartype"]=1000
forces["Fl1']["castem']="B2"
forces["F1'][Taxe']="-F¥"'
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¥ Pour CASTEM

cast={}

cast["titre']="Poutre 3"

cast["'nom fichier gibi']="poutre3d.dgibi'
cast["'nom fichier resu']="poutrel.resu'
cast["tracer deformese’]=Trues

1 = 32.0;
a = 1/3;
b= 2%1/3;

cast [ "point="]={}

cast["points"] ["E1']=[0.,0.,0.]
cast["points"] ['E2']=[a,0.,0.]
cast["point=s"]['E3']1=[1,0.,0.]

cast [ "poutres"]={}

cast['poutres"] ["1"]=["P1","P2","P3"]
cast['cond lim']={
"1T]1={1
cast['cond lim'] ['point']="E1"

={1
cast['cond 1lim"]["1"]
['17]
cast[’cand_lim’]['l’]['type'] ='"encastremesent"'
['2"]
['2"]
2']

T T

T

cast['cond lim"][" ={1

cast['cond lim"] ['point']="p3"
cast[*cmnd_lim*][ ["type'] ="encastrement’
cast["'debp"] ="P1"

cast["finp'] ="B3'

T T

T T

frotules=[]

FIGURE B.1 — Code en Python faisant appel le logiciel de simulation Cast3M
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¥ -*- coding: utf-8 -*-
fles moment= resistants
mrZ = 1600; sigrZ = 500
1600; =igrB = 500
1600; =igzC 500

mrB

mrC
fMoyenne ecart—-type des forces
mFl = 2800.

=igFl = 1000.

fles moments sollicitants avec la force F1

mslh = —0.44444%nF]l; =sigsla = -0.44444%51gF1
m=lE = 0.2%630%mFl; =ig=slE = 0.25%630%=1gF1
mslC = —-0.22222*%mFl; =igslc = —-0.22222%s1igF1l

¥formation de rotule fragile partant de &
m=lE=ni = 0.51852*mFl; =igslBsk = 0.51852%=igFl
melCsn = -0.44444%mFl; sigslCsl = —-0.44444%3igF1
m=slC=AE = -2%*mFl; =igslCsiBE = -2%=sigFl

m=slB=sAC = 0.66667*mFl; =igslBsAC = 0.66667%=igFl
fformation de rotule fragile partant de B

m=slAisE = -0.88885%*mFl; =igslisB = —-0.8888%%sigFl
mslC=sE = -0.22222%mFl; =igslCsB = —-0.22222%s1gFl
m=lC=EL = -2%mFl; =igslCcsBR = —Z2%=igFl

m=li=EC = -1*mFl; =igslAsBC = —-1l*=igFl
¥formation de rotule fragile partant de E
mslhi=C = -0.55556*mFl; =igslisC =-0.55556%=igFl

m=lB=C = 0.25%630*mFl; =igslBsC = 0.25%630%s1gF1
m=lB=Ch =0.66667*mFl; =igslBsCh =0.66667*s1gF1
mslAi=sCE = —-1*mFl; =igslisCE = —-1%sigFl

FIGURE B.2 — Données des coefficients d’influence
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def Phil{cl):
from math import sgrt,pil,exp
return {1/ {=grt(2*pi) ) )*exp((-1*cl*cl)/2)

()

def gaussian(cl):
from math import erf, =grt
return 0.5%(l+terf(({cl)/=qgrt(2)))
def coeffl (cl) :
import phil
return phil.Phil (cl) /gaussian (cl)

def coefBl(cl):
return coefil{cl)*({cltcoefnl(cl))

def mu2l (cl,rlZ):
return —-rlZ*coefhl{cl)

def sigmaZl (cl,rl2):
from math import sgrt
return sgrt(l-rl2*rl2+coefEBl (cl))

def coefCZlicl,cZ,rlZ):
return (o2 — mu2l(cl,rl2))/=igma2l (cl,rl2)

def phic2l(cl,c2,r12):
return gaussian (coefC21l({cl,c2,rl12))

def phiZ{cl,c2,rl2):
return phiC2l (cl,c2,rl2) *gaussian (cl)

(b)
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def coefiZlicl,c2,rlZ):
from phil import Phil
from phi2 import gaussian, coefCZ2l
return
Fhil (coefCc2l(cl,c2,rl2)) /gaussian (coefC2l (cl,c2,xl2))
def coefB2licl,c2,rlZ):
from phi2 import coefC2l
return
coefhll(cl,c2,rl2)*({coefCZl(cl,c2,rl2) tcoefnll (cl,c2,x12))

def sigma3l(cl,rl3):
from math import sgrt
from phi2 import coefBl
return sgrt(l-rl3*rli*coefEBl (cl))

def coefR321(rlZ,rl13,r23,cl):
from phi2 import coefBl, =igmail
from math import =grt
return (rZ3-rlZ*rl3
*ocoefBl(cl) )/ (zigma2l(cl, rl2) *sigma3l(cl, r13))
def coefl3l(cl,c3,xrl3):
from phi2 import coefBl, coefil
from math import sgrt
return (c3+rl3*coefil (cl) ) /=igma3l(cl, rl3)
def coefC3iZicl,cZ,c3,rlZ,rl13,xr23):
from math import =grt
return
(coefC3l(cl,c3,rld) +tcoefR3IZ1 (rl2, rl3,x23,cl) ¥*coeflll(cl, c2,xl2
)) /=gre(1-
coefR3IZ1 (rl2, rl3,x23,cl) *coefRIZ1L (rl2, rl3, 23, cl) *coefB2l(cl,
2,rl1l2))
def phiCc32(cl,c2,c3,rl2,r13,r23):
from phiZ import gaussian
return gaussian (coefC32 (cl,c2,c3,rl2,rl13,r23))
def Phil(cl,c2,c3,r12,r13,r23):
from phi2 import Phil
return Phi2 (cl,c2,r12)*phic32 (cl,c2,c3,rl12,r13,r23)

©

FIGURE B.3 — Procédure récursive implémentée sous Python : a) phil ; b) phi2 ; c¢) phi3
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from phil import *

from phiZ import *

from phi? import *

from math import =grt
from donnee k Fg import *

# Ccalcul des cosinus directeur alpha
fcsinus directeur des resitances
def alphar{sigr,=igi):

return sigr/=grt{sigr**2+=sigi**2)

fcosinus dirscteur des solicitations
def alphas(sigsi,sigr]):
if sigsi> 0O:
return (~l*sigsi)//sgrt(sigsi**Z2+sigri*+*+2)
else:
return sig=i/=sgrt{sigsi**Z+=igri**2)
#calcul de= indices de fiabilite

def indfiab (mi,msj,s=sigi,=ig=s]):
1f msg>0:
return (mi- (m=])) /sgrt(sigi**2+=sigs]**2)
elae:
return (mi+(m=]) ) sgrt{sigi**2+=igs]**2)

fCalcocul des cozinus directeurs
alpharZ = alphar(sigri,sigsli)
alphasla = alphas(sigsli, sigrk)

alpharB = alphar(sigrB,=sigs1lE)
alpha=1E = alpha=(=igs=slE, =2igrE)

alpharCc = alphar({sigrl, =ig=1lC)
alphas1C = alphas(sigslC, sigrC)

# Calcul des indices de fiabilite

betalk = indfiab (mrZ,mslA, sigrd, sigslh)
betaB = indfiab (mrB,m=1E, =igrE, s1g=s1E)
betat = indfiab(mrC, m=lC, sigrd, =sig=1cC)

¥calcul des coefficients de correlations entre hyperplans
rl2 = alphasli*alphas1B
rl3 = alphasli*alphas1C
r23 alphaslB*alphaslcC
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¥ calcul des probabilites brutes

cl = —1%hetal
c2 = —1%*betaB
c3 = —1*betaC
Pk = gaussian(cl)
pE = gau=ss=ian(c2)
pC = gaus=ss=sian(c3)

pAE = PhiZ(cl,c2,rl2)
pAC Fhi2{cl,=3,r13)
pBC thi2{c2,c23,23)
pABC = Phi3(cl,c2,c3,rl2,xrl3,x23)

¥le= probabilite=z de defaillance seules
pfL = pi- (pAB+pAC) +pAEC

pfE = pB- (pRB+pEC) +pABC

pfC = pC-— (pAC+pBC) +pABC

pfRAE = pAB-pRABC

pEAC = pAC-pAEC

pfBC = pBC-pABC

print 'pfa = ",pfd
print 'pfB = ',pfE
print 'pfC ' pfc
print 'pfAB ', pfLAB
print '"pfic = ',pfAC
', pfBC

print 'pfBC

fFormations de rotules fragiles partant de A
alpharBsZ = alphar(sigrB,=ig=1Esk)
alphaslBsh alphas (=sig=slEBEsk, s1grB)
alpharCsh alphar (sigrC, sigslCsh)
alpha=slCsn = alphas(sig=slCsh, sigrC)

rl2 = alphaslBsA*alphaslCsh
betaBshk = indfiab(mrE,m=1BE=k, sigrB, sigslB=h)
betaCshk = indfiab(mrC,mslCsk, sigrC, sigslCsh)

cl= —-1*betaBsk
cZ2= —1*betalCzlh

pE=lk = gaussian(cl)
pC=Lk = gaussian(c2)
pBCsA = PhiZ(cl,c2,rl2)

pfBsh = pBsi—pBCsh
pfC=lh = pCsi—pBCsh

print 'pfBsi = ',pfE=Lh
print 'pfCsh = ',pfCsh
print "pBCsA = ',pBC=h
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fdeuxieme rotule en B : defaillance successive de & puils B

alpharCsAE = alphar(sigrC,=sigs1CshE)
alphaslCsAE = alphas (sigslCsAE, s1grC)

betaC=naE = indfiab (mrC,mslC=LE, =igrC,sigslC=LnE)
cl= —-1*betaC=sLE

pfCsABE = gaussian(cl)
print "pfCsAE = ", pfCsRhE

fdeuxieme rotule en C : defaillance successive de & puls C

alpharBsniC” = alphar(=sigrE,=ig=lEsiC)
alpha=lEsniC = alphas (sigslE=sLC, =igrE)

betaBsAC = indfiab (mrE, m=1BEsAC, sigrB,=sig=1EshC)
cl= -1*betaBsAC

pfBsAC = gaussian(cl)
print "pfBEsiC = ", pfBsAC

¥Formations de rotules fragile=s partant de B

alpharZsE = alphar(sigrlk,=sig=slL=sE)
alphaslhsE alphas (=sig=slLsE, sigrh)
alpharCsE alphar (=sigrC, sigs1lCsE)
alphaslCsE = alphas(sigslCsE, =1gr(C)

rl2 = alphaslhAsB*alpha=slCsB
betaksE = indfiab(mri,mslisE, sigrk, sigslhsE)
betaCsE = indfiab(mrC,msl1CsE, sigrC, sigslCsE)

cl= —-1*betal=BE
cZ2= —1*bhetaCsB

plk=E = gaussian(cl)
pCsE
PACSE

gau=z=zian{c2)
PhiZ{cl,c2,rl2)

pfZsE = pAsB-pACsE
pfC=E pCsB—pACsE

print 'pfhsE = ',pfL=E
print 'pfcsB = ',pfC=E
print 'pACsE ' pLC=E
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fdeuxieme rotule en & : defaillance successive de B pui=z &

alpharC=sBR
alpha=s1C=BR
alphampC=BR

= alphar(=igrC,=igsl1CsBL)

alphas (s1ig=s1CsBL, sigr ()
alphas (s1ig=s1CsBL, sigr ()

betaCsBa—= indfiab(mrC,ms
cl= —-1*betaC=EBEL

pfCsBA = gaussian(cl)

print 'pfCsBA = ',pfCsBR

fdeuxiems rotule en C :

alpharhaBC alphar(=ig
alpha=1nsBC = alphas=s(=ig

1CsBL, sigrC, sig=1CsEBL)

defaillance successive de B puls C

ri,=ig=slhsBC)
=21h=sBC, sigrd)

betak=sBC = indfiab (mri, m=12=BC, sigrk,sigslfsBC)

cl= -1*bhetalsBC

pfZsBC = gaussian(cl)
print "pfRsBC = ',pfAsEC

fFormation=s de rotules fragiles partant de C

alphari=C¢ = alphar(sigrk, sigslZ=C)

alphasln=sC

alphas(sigslh=C, sigrd)

alpharB=C = alphar(=sigrE, =ig=lEB=C)
alpha=1EaC = alphas=s(=sig=slE=C, =2igrE)
rl2 = alphaslasC¥*alphaslBEsC

betalk=sC = indfiab({mrA,msli=C, sigrd, sigslisC)
betaBsC = indfiab(mrB,m=sl1BEsC, sigrB, =ig=slEBE=C)

cl= —-1*betal=C
c2= —1*hetaBsC

pl=C = gaussian(cl)

pE=C = gaussian(cZ)

pLABE=C = PhiZ(cl,c2,rl2)

pfR=sC = phsC-phB=C
pfB=C pBsC-phB=sC

print 'pfasc = ',pfh=C
print 'pfB=sC = ',pfE=C

print 'phBEsC

', pRB=C
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fdeuxieme rotule en & : defaillance successive de C puis A

alpharBsCA = alphar(sigrB,=sig=s1EsCR)
alphaslB=CRh alphas (sig=slB=CL, s1grE)

betaBsCh = indfiab (mrB,m=lE=CLh, =igrE,=ig=lE=Ch)
cl= —-1*kbetaB=sCLh

pfBE=CA = gaussian(cl)
print "pfBsCh = ',pfBsCA

fdeuxieme rotule en B : defaillance successive de C puls B
alphari=sCE = alphar(sigri,=ig=la=CE)
alpha=lnsCE = alphas (sig=lf=CE, =igrlk)

betaasCE = indfiab (mrk,m=1A=CE, sigrl,sig=sl1a=CE)
cl= —-1*betal=CE

pfL=sCE = gaussian(cl)

print "pfAsCE = ',pfisCB

¥calcul des probabilites de defaillance globale
PghBC = pifn*pfBsi*pfCsRhB; PgCAE = pifcCYpfisC*pfBsCh
PgACE = pfh*pfCsn*pfBsnhC; PgCBA = pfCYpfBsC*pfnsCB
PgBAC = pfB*pfRsB*pfCsBR; PgBCA = pfB*pfCsB*pfhsBC
PghinterBC =pfAB*pfCsnE; PglinterCE = pfac*pfE=LAcC
PgEinterCh —=pfEC*pfLsBC

PgiBinterC —pfR*pBECsk ; PgBRhinterC = pfB*pACsE
PgChinterE —pfC*phBsC

print "BgAEC PgACE ', PgAEC, PgACE

print "PgBAC PgBCR ', BgBAC,PgBCL

print '"BPgCRE FPgCBL ' ,PgCAE, PgCBR

print 'PghinterBC PglkinterCE
PgEinterCh',PglhinterBC, PglhinterCE, PgBinterCh

print 'PghBinter( PgBhinterC
PgChinterB',PgliBinterC, PgBiinterC, PgChinterB

findice de robustesse

def Ir(pf,Pg):
return 1-°Pg/pf
print "IrABC IrZCE ', Ir(pfiL, PgREC), Ir (pfL, PgLCE)
print "IrBAC IrBCA', Ir{pfB,PgBLC) , Ir (pfE, PgECL)
print '"IrCAE IrCBR ', Ir(pfC,PgCRAB), Ir (pfC,PgCEL)
print "IrZinterBC IrlinterCH
IrBinterCA',Ir (pfAE, PghinterBC) ,Ir (pfAC, PghinterCE) ,Ix (pfBC, BPg
BinterCh)
print "IrZBinterC IrBRinterC
IrChinterB',Ir (pfhk, PghBinterC) , Ir (pfE, PgBLinter”) , Ir (pfC, PgChi
nterE)

FIGURE B.4 — Approche développée
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e C

Annexe

Scénarios exclusifs dans le cas de la poutre
bi-encastrée sollicitée par une force avec
I’hypothese de 1I’occurrence d’un accident dans
une section autre que les sections
dimensionnantes

L’analyse de la robustesse de la poutre bi-encastrée de longueur L soumise a une force ponctuelle
(Figure I1.16) se déroule en quatre grandes phases citées dans 1’annexe A. La structure étudiée est
constituée de 4 sections critiques (A, B, C' et D) ol peuvent s’initier une défaillance locale. Ainsi, les
codes présentés dans I’annexe B sont complétés. Ces compléments sont présentés a I’annexe D ou il
faut considérer la force F; et la charge résiduelle (M),) comme égales a zéro (Figure D.3).

L’ensemble des scénarios exclusifs de la structure étudiée est présenté dans le Tableau C'.1 et les
indices de robustesse obtenus sont classés dans un ordre croissant. Nous observons des indices de ro-
bustesse élevés (Figure C.1). En effet, 73% des scénarios exclusifs présentent un indice de robustesse
compris entre 0.9 et 1. Parmi ces chemins, 53% de ces scénarios conduisent a un indice supérieur a
un seuil arbitraire de 0.99. Ceci indique que la réaction en chaine supposée est tres peu probable.

I,=1-P/P ZoomlIr >0,9

1 6 11 16 21 26 31 36 41

(a) (b)

FIGURE C.1 — a) Indices de robustesse de 1’ensemble des scénarios exclusifs b) Scénarios exclusifs
présentant un /, supérieur a 0.99
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TABLE C.1 : Scénarios exclusifs

1" niveau 2"™ piveau 3"™ niveau [ — I,
AnBnC 4,2E-04
AnBnD 0,004
AnCnD 1,3E-0d
BnCnD 1,6E-05
ANBRCND 6, 0E-05
BnC 3,1E-0d4 & 0,857
BnD 0,002 A 0,857
CnD 1,5E-0d A 0,857
AnB 0,044 CnD 0,708
B 0,045 & 0,77 cCnD 0,708
AnC 0,001 v 0,432
AnD 0,014 B 0,406
AnB 0,044 1] 0,265
AnC 0,001 BnD 0,243
AnD 0,014 BnrC 0,219
B 0,045 A 0,77 ] 0,265
A 0,237 BnD 0,188
D 0,02 & 0,396 B 0,406
A 0,237 B 0,222 cCnD 0,708
C 0,002 A 0,253 ] 0,432
C 0,002 AnD 0,098
D 0,02 & 0,396 BnC 0,219
D 0,02 AnB 0,065
C 0,002 A 0,253 BnD 0,243
A 0,237 B 0,222 0 0,265
C 0,002 D 0,062 A 0,857
A 0,237 v 0,102 B 0,406
B 0,045 AnD 0,034
AnD 0,014 iC 0,033
AnC 0,001 B 0,028
A 0,237 v 0,102 BnC 0,219
D 0,02 B 0,022 A 0,857
A 0,237 iC 10,003 0 0,432
D 0,02 & 0,396 C 0,033
iC 0,002 AnB 0,012
D 0,02 AnC 0,011
C 0,002 B 0,01 A 0,857
C 0,002 & 0,253 B 0,028
iC 0,002 AnBnD 0,008
A 0,237 BnCnD 10,005
D 0,02 iC 10,005 A 0,857
A 0,237 D 0,102 C 0,033
A 0,237 BnC 0,003
D 0,02 AnBncC 3,0E-03
B 0,045 & 0,77 C 0,001
B 0,045 D 0,001 A 0,857
B 0,045 AnC 10,002
C 0,002 BnD 0,002
A 0,237 iC 10,003 B 0,028
A 0,237 B 0,222 C 0,001 1,99
A 0,237 iC 0,003 BnD 0,243 1,99¢
A 0,237 CnD 0,001 1,99¢
B 0,045 iC 3,2E-04 A 0,857 1,99
B 0,045 C 3,2E-04 ] 9,7E-05 1,99
B 0,045 iC 3,2E-04 AnD 5.BE-04 1,99¢
B 0,045 D 0,001 C 9,7E-05 1,99¢
B 0,045 1] 0,001 ANC 5.8E-04 1,99
B 0,045 Cn 1,2E-05 1,99
B 0,045 AnCnD 1,8E-04 1,99°
C 0,002 B 0,01 ] 9,7E-05 1,99¢
C 0,002 B 0,01 AnD 5.8E-04 1,99
C 0,002 D 0,062 B 9,7E-05 1,99
iC 0,002 v 0,062 AnB 5.BE-04 1,99¢
D 0,02 B 0,022 C 9,7E-05 1,99¢
D 0,02 B 0,022 AnC 5.8E-04 1,99
D 0,02 C 0,005 B 9,7E-05 1,99
D 0,02 iC 10,005 Ang 5.BE-04 1,99¢
D 0,02 BnC 5.6E-D4 1,99¢
AnB 0,044 iC 0,001 1,99
BnC 3,1E-0d4 D 9, 7E-05 1,99
BnC 3,1E-0d AnD 5.BE-D4 1,99°
BnD 0,002 C 9,7E-05 1,99¢
BnD 0,002 AnC 5.8E-04 1,99
CnD 1,5E-04 9, 7E-05 1,99
CnD 1,5E-0d AnB 5.BE-D4 1,99°
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Annexe D

Codes en Python et en Matlab et scénarios
exclusifs pour la poutre bi-encastrée sollicitée
par deux forces

L’objectif de cette partie est de présenter les différents codes développés dans le chapitre /11.
Cette partie présente également 1’ensemble des scénarios exclusifs obtenus grace a des approxima-
tions linéaires (variables Gaussiennes indépendantes ou corrélées) ou non linéaires (variables Log-
nomales indépendantes) de la structure étudiée (Figure I11.1).

L’analyse de la robustesse de la poutre bi-encastrée de longueur L soumise a deux forces ponc-
tuelles (Figure III.1) se déroule en quatre grandes phases (Variables Gaussiennes indépendantes). Ces
étapes sont décrites dans I’annexe B. Dans le cas de variables aléatoires corrélées, une procédure
supplémentaire de décorrélation est nécessaire. Une procédure supplémentaire de minimisation sous
contrainte permettant de déterminer les indices de fiabilité et les cosinus directeurs est effectuée dans
le cas de variables aléatoires suivant une loi Log-normale indépendante. I’ensemble des scénarios
exclusifs de ces trois cas de variables sont présentés dans les Tableaux D.1, D.2 et D.3.
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¥ —*- coding: utf-8 —*-

# caracti@ristiques des sections
carac={}

carac["IPEZ40"]={}
carac["IPEZ240"] [ 'moyenne+" ]=1&00.
carac ["IPEZ40"] ["ecartype+']=500.
carac['IPEZ240"] [ 'symetrique']=True
carac["IFPEZ40"] ["SECT']=35.12E-4
carac["IPEZ40"] ["INRE']=385%2.E-8
=igy=276.E6

wply=366.6E-6
carac["IFPE240"] [ "MPY" ]=wply*=igy

¥ sections

sectiDHBZ{H

sections["A"]={}

sections["A'] ["carac']="IPE240"
sections ["A'] ["verif']="-"
sections["A"'] ["castem']="F1"

sections['B']={}
sections=["'B'] [ "carac"]="IFEZ40"
gections["'B"'] ["veri1£"]="+"
sections["B"] [ "castem"]="E2"'

sections["C']={}

sections["C'] ["carac']="IPE240"
sections["C'] ["verif']="-"
sections['C"'] ["castem']="E3"'

sections["'D"]={}
sections["'D"] [ "carac"]="IFPE240"
sections["D'] ["verif']="4+"
sections["D'] ["castem']="P4"
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# forces

forces={}

forces["F1']={}
forces["F1'"] [ 'moyenne']=2800.
forces["F1'] ["ecartype"]=1000.
forces['"F1'"]['castem']="E2"
forces["F1']['axe"]="-F¥Y"'
forces['F2"]={}
forces["F2"] [ "moyenne"]=2500.
forces["F2"] ["ecartype" ]=5300.
forces["FZ2']["caztem"]="E3"'
forces["F2']['axe']="+F¥Y"

# Pour CASTEM

cast={}

cast['titre']="Poutre 4"

cast['nom fichier gibi']="poutred.dgibi’
cast['nom fichier resu']="poutred.resu’
cast["tracer deformese']=Trues

1 = 3.0;
a = 1.0;
bB=1.75;

cazt['points']={}
cazt['points"] ["F1']=[0.,0.,0.]
cazt['points"] ["F2']=[a,0.,0.]
cast["point="] ['E2']1=[b,0.,0.]
cast["points"] ['P4']=[1,0.,0.]

caszt["poutres"]={}
cast["'poutres'] ["1"]=["P1","'"P2","E3","P4"]

cast['cond 1lim"]={}
cast['cond 1im"]['1
cast['cond 1lim"]['1
cast['cond lim"]['1"
cast['cond lim']["'2
102 point']="p4’
102 type'] ='encastrement'

cast['cond lim"'
cast['cond lim"

cast["'debp"] ="P1"
caszt["finp'] ="p4’

rotules=[]

FIGURE D.1 — Code en Python faisant appel le logiciel de simulation C'ast3M
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def sigmadl (cl,rl4):
from math import sgrt
from phi2 import coefEl
return sgrt(l-rld4*rld*coefBl (cl))

def coefC4l{cl,c4,rld):
from phi2 import coefBl, coefnl
from math import sgrt
return (cé4+rld4*coefil (cl))/=igmad4l (cl,rl4)

def coefR421(rl2,rl4,r24,cl):
from phil2 import coefBl,sigmazl
from math import sgrt
return (rZ4-rlzZ+*rl4
*coefBl(cl) )/ (2igma2l{cl, rl2) *=igma4l(cl, rl4))

def coefCd4Zicl,ci,cd,rl2,rld, r24):

from phi3 import coefB21, coefhZl

from math import sgrt

return
(coefCd4l (cl,cd,rld) tcoefR42]1 (rl2,rld4,r24,cl) *coefhil(cl,c2,rl2
V) /sgre(l-
coefR42]1 (rl1Z,rl4,r24,cl) *coefR42]1 (rl2,rl4,r24,cl) *coefBZ1l(cl, o
2, rl2))

def coefh3Z(cl,cZ,c3,rl2,rl3,23):

from phil import Phil

from phil2 import gaussian

from phid import coefC32

returmn
Phil (coefC32(cl,c2,c3,rl2,rl3,r23) ) /gaussian (coefC3Z2 (cl, c2, c3,
rlZ,r13,23))

def coefB3Z2(cl,c2,c3,rl2, rl3,23):

from phid import coefC32

return
coefhiZ(cl,c2,cd,rli,rl3,r23)*(coefC3Zicl,c2,c3,rld,rl13,r23) +c
oefRhiZ(cl,cZ,c3,rl2,rl3,r23))

def coefiidlicl,c2,c3,rl2,rl3,r23):
from phil import Phil
from phi2 import gaussiad
from phi3 import coefC3l
return
Fhil (coefC31(cl,c3,rl3)) /gaussian (coefC31l(cl,c3,xl3))
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def coefB3licl,c2,c3,rl2,rl3, r23):

from phi3 import cosfC3l

return
coefhili{cl,c2,c3,rl2,rl3, r23)*({coefC3l(cl,c3, rl3) +coefh3l(cl, c
2,03, rl2, 13, x23))
def coefil (cZ):

import phil

from phiZ import gaussian

return phil.Phil{c2}fgaussian{c2ﬂ
def coefBZ (cZ):

return coefb?(c2)¥(c2+coefl(cZ))

def coefR431(rl3,rl4, 23,24, 34, cl,c2)

from math import sgrt

return (r3d4-r23*r2d*coefB2 (c2) )/ (=grt(l-r23*r23
*coefB2 (cZ) )¥sgri(l-r24*r2d4¥vcoefB2 (c2)))
def coefR43Z2(rl2,rl3,rl4,r23,r24,r34,cl,c2,c3,c4)

from phi3 import coefB21, coefR3Z21

from math import sgrt

return (coefR431(rl3,rld, r23,r24,r34,cl,c2) -
coefRIZ1L(rl2, rl3, 23, cl) *coefR421l (rl2, rld,r24,cl) *coefEB2l(cl, o
2,rl2))/ (sgrt (1-
coefR3IZ]1 (rl12,rl13,r23,cl) *coefR3Z1 (rl2, r13,r23,cl) *coefB2Z1l(cl, o
2, rl2) ) *sgrt(l-
coefR421 (rl1Z,rld,r24,cl) *coefR42]1 (rl2,rld,r24,cl) *coefB2Z1l(cl, o
2,x12)))
def coefCd42(cl,c2,c3,cd,xrl2, rl13, 14,23, 24, r34)

from phi3 import coefB21, coefhl

from math import sgrt

return
(coefCdZ (cl,cZ,cd,rlZ,rld,r24)tcoefR432 (rl2,rl13,rl4,r23,r24, 3
4, cl,c2,c3,cd) *coefril(cl,c2,c3,rl2, rl3, r23) ) /fagrt (1-
coefR432 (rl12,rl13,rléd,r23,r24,r34,cl,c2,c3,cd) *ocoefR432 (rl1Z,rl13
yY14,r23,r24,r34,cl,c2,c3,cd) *ocoefB32(cl, 02,03, rl12,x13,xr23))
def phiC43(cl,c2,c3,c4,rl2,rl13,r14,r23,r24,r34):

from phi2 import gaussian

return
gaussian (coefC43(cl,c2,c3,c4,rl2,r13,rl14,r23,r24,34))
def Phidi{cl,c2,c3,cd,rl2,rl3,rl4,r23,r24,r34):

from phi? import Fhi3

return
Phi3(cl,c2,c3,r12,r13,r23)*phic43 (cl,c2,c3, 04,12, r13,r14, r23,
r24,ri4)

FIGURE D.2 — Procédure récursive implémentée sous Python : intersection de quatre événements
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$from phil import *
from phiZ import *
from phi3 import *
from phi4 import *
from donnee k 2Fg Mp import *

from math import *
# Calcul des cosinus directeur alpha
fcsinus directeur des resitances
def alphar(=sigr,=igi,s=ig]j,=igk,=igl):
return sigr/=grt(sigr**Z+=zigi**2+tsigi**2+=igk**2+aigl**2)
foco=zinus directeur des solicitations
def alphas(=zig=i,=igs=s],=sig=sk,=ig=sl, sigr):
if sigsit+sigsj+sigsktsigsl > O:
return (~1l%sigsi) /sgrt(sigsi**Z2+sigs]**2+sigsk**2+sigsly*2
+zigr*+*2)
else:
return sig=if=grt(sigsi**Z2+=zigs]**2+sigesk**2+sigslv*2
+Eigr**2)

fle= indices de fiabilite

def
indfiab(mi,m=s],msk, mpl, mpm,=1igl,sigs],sig=sk, sigmpl, sigmpm) :
if msj+tmsk+mpl+tmpm>0:
return (mi- {m=j+mektmpl+mpm) )/ =qgrt(sigi**2+=igs]*+2
teigesk**2+sigmpl**2+sigmpm**+2)
else:
return (mi+ (m=j+msk+mpl+mpm) )/ =gre(sigiv*2+sigsj*+2
+zigsk**2+sigmpl**2+sigmpm**2)
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ffftcalcul des cosinus directeurs

alpharkh
alphas1ln

alphas2n =

alpharB
alpha=1E

alpha=2B =

alpharc
alphas1C

alphas2C =

alpharD
alphas1D

alpha=2D =

betal
betaE
betacC
betaD =

= alphar(sigrh,=sigsla,sigs2L4,0,0)
alphas(sigsli, sig=s2L4,0,0, s1gxch)
alphas({=zig=2L, =ig=sln, 0,0, =igrk)

= alphar({=igrE, =ig=lE, =ig=2E, 0, 0)
alpha=(=sig=slE, =ig=2E,0, 0, s1igrB)
alpha=(=sig=2B, =ig=1E,0, 0, s1igrB)

= alphar(sigrC, =igslC,sig=s2C,0,0)
alphas(sigslC, sig=2C,0,0, s1gxC)
alphas(sigs2C, =ig=1C,0,0, s1gxC)

= alphar({=igrD,=ig=slD, =sig=2D, 0, 0)

alpha=s({=igs=lD, =2ig=2D,0, 0, =2igrD)
alpha=(=sig=2D, =ig=1D,0,0, sigxrD)

= indfiab (mrk, m=12,ms22,0,0, sigrk, sigslh,=sigs28,0,0)

indfiak (mrE, m=1E,ms28, 0,0, s1grE, s1igslB,=s1g9=2E,0,0)
indfiab (mrC,m=1C,ms2C, 0,0, s1grC, sigslC,sig=2C,0,0)
indfiab (mrD,m=1D, m=2D, 0,0, =21grD, 2ig=slD, =1g=2D, 0, 0)

rlz2
rl3
rl4
r23
rz24
r34

= alphasliAi*alphas=slB

alphasli*alphas=s1C
alphaslf*alphas1D
alphaslB*alphas1C
alphaslB*alphas1D

= alphaslC*alphaslD

+ + + + + +

alpha=s2a*alphasZB
alpha=s2i*alphas2C
alpha=s22*alphas2D
alphas2E*alphas2C
alpha=s2B*alphas2D
alphas2C*alphasZD
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cl = —-1*betal

c2 = —1*betab
c3 = —1%*betaC
cd4 = —-1*betaD
pk = gaussian(cl)
B = gaussian (c2)
pC = gausslan(c3)
el = gaussian (c4)

pLAE = PhiZ (cl,c2,rl2)

pAT = PhiZ (cl,c3,rl3)
pAD = PhiZ(cl,c4,rl4)
pBC = PhiZ2 (c2,c3,xr23)
pBD = Phil (c2,c4,r24)

pCD = Phil2 (c3,c4,r34)

pLAEC = Phil3(cl,c2,c3,rl2,rl13, r23)
pLAED = Phil3(cl,c2,cd,rl2, rld4, r24)
pLACD = Phid(cl,c3,cd,rl3, rld4, r34)
pBCD = Phi3 (c2,c3,c4,r23, r24, r34)

pABCD = Phid(cl,c2,c3,cd,rl12,r13,r14,r23, r24,r34)

$les probakbilites de defaillance seules
pfRBC = pABC—pABCD
pfRABD = pABD—pABCD
pfACD = pACD-pABCD
pfBCD = pBCD-pABCD

pfZiE = piB- (pEABC+pELAED)

pfiC = pil- (pEABC+pLACD)
pfAD = pAD- (pEABDHERELCD)
pfBC = pBC- (pfABCHpEBCD)
pfBD = pBD- (pfABDHpEBCD)
pfCD = pCD- (pfACDHREECD)
pfA = ph— (pEAB+pERC+HpEAD)
pfBE = pB- (pfAB+pfBC+pfED)
pfc = pC- (pfac+pfBC+pfCD)
pfD = pD— (pE£AD+pfBD+pfCD)

print '[pfh pfE pfC pfD] ', [pfi, pfE,pfC,pfD]

print "[pfAE pfAC pfAD pfEC pfBD pfcD] ',
[pEAR, pfAC, pEfAD, pEfBC, p£BD, pfCD]

print "[pfABC pfABD pfACD pfBCD]', [pfABC, pfABD,pfACD, pEBCD]

print "pABCD', pAECD
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fPremiere rotule plastique formee en A

alpharBsh

alphaslEsh
alphas2Bsd
alphampBs&

alpharCsh

alphas=slCsh
alphas2Csh
alphampCsh

alpharDsh

alphaslDsa
alphas2Dsi
alphampDsa

alphar (sigrB, sigslBsk, sig=2Bsk, sigmpBsi, 0)
alphas (sigslBsk, sigs2Bskh, sigmpBs4, 0, s1igrB)
alphas (sigs2B=sk, sigslBskh, sigmpBsa4, 0, sigrB)

= alphas (=zigmpEsL, sig=2E=L, =ig=slBsLa, 0, =igrE)

= alphar (=igrC, sigslCsel, sig=2Csl, sigmpCsh, 0)

alphas (sig=slCsh, sig=s2Csh, sigmpCsa, 0, sigrC)
alphas (sigs2C=k, sigslCsh, sigmpCsa, 0, sigrC)

= alphas (sigmplsh, sigs2Csh, sigslCsd, 0, sigrC)

= alphar({sigrD, =igslDsk, sig=s2Dsk, sigmpDsk, 0)

alphas=s (=2ig=lD=k, =igs2Dsi, =igompDsa, 0, s1igrD)
alphas (sig=e2D=h, =igslDsl, =igmpDsa, 0, =sigrD)

= alphas (=zigmpDsk, sige2Dsh, =igslDsa, 0, =2igrD)

rl2 = alphaslBsk*alphas1Cs2 + alphas2BE=sh*alphas2C=Rh +
alphampBsA*alpham-Csh
rl3 = alphaslBsi*alphaslDss + alphasdBsi*alphasdDsd +
alphampBsi*al phamsDsh
r23 = alphaslCsa*alphaslDss + alphasZ2CsiA*alphasZDsh +
alphampCsai*al phampDsh

betaBsh =

indfiah{mrB,mslBsﬁ,msEBsh,mszh,D,sigrB,sigslBsh,siQBEBsh,sigﬂ

pBsR, 0)
betaCsh =

indfiab({mrC,melCsh, me2Csl, mplCeh, 0, sigrd, sigelCsl, sige2Ceh, sigm

indfiab(mrD,m=lDsk, m=s2D=k, mphsk, 0, sigrD, sigslhsh, sigs2Ds4, sigm

phs&, 0)

cl= —-1*bhetaBsl
cZ2= —1*hetaCsh
c3= —-1*hetalsh

pEBsi
pCsh
ph=si

pEBCsL
pEBDsR

= gaussian (cl)
gaussian (c2)
gaussian (c3)

= PhiZ2(c2,cl, rl2)
PhiZ(c3,cl,rl3)

pCDh=lk = PhiZ (o3, c2,r23)

pBCD=sA = Phi3(c3,c2,cl,r23,rl3,rl12)

pfBsi
pfcsan

= pBsi— (pBCsA+pEDsL) +pBCDsL
pC=sh— (pBCsA+pCD=sAk) +pBCDsR

pfDsi = pDsZ- (pBDsA+pCDsi) +pBCDsA
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pfB=sa
pfCsa
pfDsn =

pBs2— (pBC2R+pEDsA) +pBCD=eR
pCs2— (pBCsRA+pCDsA) tpBCD=sR
pD=k- (pBD=Lh+pCD=R) +pBCD=RL

pfBC=R = pBC=sR-pBCD=LR

pEBD=L
pfCh=2

pBDsA—pBCDsL
pCDsh—pBCDsh

print "pfEsZ pfCsh pfhsk ',pfBsk,pfCsh,pflsk
print 'pfBCsR pfED=L pfCDsi', pfEC=LR,pfBD=L, pfCDel
print 'pBCDsL',pBCD=L

FIGURE D.3 — Une partie des compléments de 1’approche développée

¥ —*- coding: utf-8 —-*-

from numpy.random import
import numpy as np

from numpy.linalg import
from numpy.linalg import

# fonction pour calculer

def racine mat (ma) :
L,P=np.linalg.eig (ma)
racLnp.sqgrt (L)

normal

eig
inv

la racine de la matrice

racma=np.dot (np.dot (P, np.diag(rackL)) ,np.tran=spose (F) )

return racma

# fonction pour gi®niBrer des variables allk@atoires connaissant
U, moy, =igma =t nb tirages
def genere_varcmrr{matU,mGy,sig,n} H

¥ = normal (moy, =ig, n)
v = normal (moy, =ig, n)
z = normal (moy,=sig, n)
w = normal (moy, sig, n)

matal=np.dot (matlU, [=,
return matal

¥ on == donne la matrice

Yo Z, W])

de corri@lation C

# on est obligl® de mettre une 138gli re diffiBrence sur 1'un des

rho

£ zinon il perd les piBdales avec des vecteurs propres triples

C=np.matrix([[1. , 0.
[0.7, 1.
[0.7, O.
[0.7, 0.

#1 on calcule la racine
U=racine mat(C)

7, 0.7, 0.71,
, 0.7, 0.71,

7, 1., 0.69333],

7, 0.69999, 1.11)

UtU=np.dot {np.transpose (U) ,U)
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# impressions pour viABrifier
print 'C :
print C
print 'UtT : "

print Utd

¥ on divise U par la =zomme d'une ligne pour retrouver la moyenne
initiale dan= les variables corri@liGes

div=np.sum (U[0])

T

# on gi@ni re un vecteur de variables allGatoires corri®li®es (n
tirages)

n=1000000

moyoc=1600./div

=21go=500.

mama:genere_?arccrr{U,mcyc,sigc,n}

# viBrifications

print

print 'matrice de correlation des variables genberees
corr=np.corrcoef (mama)

print corr

A

print 'matrice de covariance des wariables genberees’
cova=np.cov (mama)
print cova

print

print 'moyenne=z de=s variablez genbereess’
print np.average (mama[0]),
np.average (mama[l] ), np.average (mama[2] )

print
print 'ecart-types des wvariables genberees’
print np.std(mamal[0]), np.std(mamal[l]) ,np.ztd (mama[2])

¥frcalculer le=z vecteurs propre=z de la matrice de covariance
az=zocies aux valeurs propres gqul apparalissent dans D

O, V = eigl{coval

print ' le=s valeurs propres de la matrice de covariance des
variables genbereess'

print 'D', D

print 'les colonnes representent les vecteurs propres de la
matrice de covariance des variables genberees guil faut ecrire en
colonne et pour le calcul le laisser en ligne pour le= calculs'
print V', ¥

FIGURE D.4 — Code en Python permettant de générer des variables corrélées et processus de décorre-
lation
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function [c,ceq] = confuneq(x)

% Nonlinear equality constraints

ceq = exp(0.30532454465935%x(1)+7.3311702558) —exp(0.346475457643
*x(2)+7.87735067502+1log (0.44444) ) +exp(0.34530859635757*x(3)+
7.7631142165%8+1og{0.30382));

c=[];

end

(a)

function £ = objfun (x)
f =x(1)"2 + x(2)"2 + =(3)"2;
end

(b)

x0 = [1,1,1]; % Make a starting guess at the =oclution

options = optimoptions({@fmincon, "Algorithm’, "=qp’);

[%, fval] = fmincon (@objfun,=0, [1,[1.,01,01,.01.,[1.

@confuneq, options) ;

betalh = sgrt{fval)

R R R R R R R R R R R A A R R T R L A AR A E T AR R T R YR
5B %%s

=zym= ul %£%%%definition de la wvariable

syms ul

syms ul

ggg=exp(0.305245446535%u1+7.33117025958) —exp (0.346475457 643 %u 2+
T.8773530672024+1og(0.44444) ) +exp (0.345085655757*u3d+
7.76311421658+1og(0.30382) );%fonction d'etat limite

dggg=gradient (ggg, [ul,u2,u3]); %gradient de la fonction d'etat

limite

ul = =(1);
u2 = =x(2);
ul = =x(3);

gg = norm(dggg); %norme de la fonction d'etat limite

alphal = (dggg(l))/gg; % coszinus direcrteur
alpha?2 (dagg (2)) /gg;
alpha3 (dagg (3)) /gg:

eval (alphal)
eval (alphaZl)
eval (alphal)

()

FIGURE D.5 — Procédure de minimisation sous contrainte : a) fonction contrainte b) fonction objective
¢) programme permettant de calculer I’indice de fiabilité et les cosinus directeurs
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TABLE D.1 : Scénarios exclusifs : Variables Gaussiennes indépendantes

1" niveau 2°™ niveau 3™ niveau LI I,
AnBnC 7, 0E-05 ]
AnBnD 1,2E-05 0
AnCnD 8,9E-06 0
BnCnD 7,6E-05 )

AnBnCnD] 1,0E-06 1]
BnC 0,001 AnD 0,731 269
AnB 0,009 CnD 0,585 ]
cCnD 0,007 AnB 0,509 151
CnD 0,007 A 0,379
AnNB 0,009 D 0,321
AnC 4,8E-04 8] 0,243 757
BnD 5, 2E-0d A 0,183 B17

B 0,04 A 0,281 CnD 0,585 B35

C 0,039 AnD 0,145 ), 855
BncC 0,001 8] 0,133 ), BET
AnD 1,4E-04 C 0,11 0,89
AnD 1,4E-04 B 0,092 ]

B 0,04 A 0,281 D 0,321 309
BnD 5, 2E-0d C 0,084 I1E

C 0,039 D 0,151 AnB 0,509 123
BnC 0,001 A 0,067 133

C 0,039 D 0,151 A 0,379 342

A 0,05 cCnD 0,051 345
AnC 4,8E-04 B 0,044 L

D 0,033 AnB 0,043 57

[¥] 0,033 0,236 iC 0,11

B 0,04 AnD 0,025

A 0,05 D 0,196 iC 0,11

D 0,033 A 0,236 B 0,092

A 0,05 8] 0,196 B 0,092 181

C 0,039 A 0,072 8} 0,243 182
BnD 5, 2E-0d AnC 0,017 183

A 0,05 B 0,027 n 0,585 |

[¥] 0,033 C 0,023 AnB 0,509

C 0,039 B 0,013 AnD 0,731 19
AnC 4,8E-04 BnD 0,01 19

A 0,05 B 0,027 ] 0,321 151

A 0,05 C 0,036 o) 0,243 191

D 0,033 C 0,023 A 0,379 191

D 0,033 B 0,042 A 0,183 152

B 0,04 C 0,006 AnD 0,731 195
CnD 0,007 B 0,005 395

C 0,039 A 0,072 B 0,044 ISE

D 0,033 B 0,042 iC 0,084 1Sk
AnNB 0,009 C 0,004 ISE

B 0,04 8] 0,014 A 0,183 7

A 0,05 C 0,036 B 0,044 8

B 0,04 A 0,281 iC 0,004 198

B 0,04 D 0,014 iC 0,084 198

C 0,039 B 0,013 D 0,133 198

A 0,05 B 0,027 iC 0,004 399

A 0,05 C 0,036 BnD 0,01

A 0,05 D 0,196 BnC 1,2E-04

A 0,05 BnC 3,3E-04

A 0,05 BrnD 2,6E-04 399

A 0,05 BnCnD] 24E-04

B 0,04 C 0,006 A 0,067 159

B 0,04 C 0,006 o) 0,133 399

B 0,04 ] 0,014 AnC 0,017

B 0,04 AnC b,3E-04 159

B 0,04 cCnD 5.9E-04

B 0,04 AnCnD] 2,7E-04 399

C 0,039 A 0,072 BnD 0,01 199

C 0,039 B 0,013 A 0,067

C 0,039 D 0,151 B 0,005 1599

iC 0,039 AnB 0,001

C 0,039 BnD 2,7E-04 199

C 0,039 AnBn D] 57E-04

D 0,033 A 0,236 BnC 1,2E-04 1599

[¥] 0,033 B 0,042 AnC 0,017 399

D 0,033 C 0,023 B 0,005

D 0,033 AnC 3,5E-04

D 0,033 BnC 0,001

[¥] 0,033 JAnBnC| 61E-05 399
AnD 1,4E-04 Bn(C 1,2E-04 199
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TABLE D.2 : Scénarios exclusifs : Variables Gaussiennes corrélées

1" niveau 2°™ niveau 3"™ niveau - I.
AnBnC 0,006 1]
AnBnD 7.7E-05 ]
AnCnD 2,8E-04 1 1
BnCnD 0,003 i)

AnBnCnD| 0,003 1]
BnC 0,004 AnD 0,738 0.262
AnB 0,03 CnD 0,585
CnD 0,03 AnB 0,513
CnD 0,03 A 0,375
AnB 0,03 D 0,322
AnC 0,003 ] 0,238

C 0,026 AnD 0,184
B D 10,002 A 0,167 1 [

B 0,003 A 0,276 cCnD 0,585 | 1 0.838
BnC 10,004 ] 0,127 0,873
AnD 0,002 C 0,117 1 [

B 10,003 A 0,276 ] 0,322 1 0,911
AND 0,002 B 0,085 1 1 0,91°
BrnD 10,002 C 0,081 0
BnC 10,004 A 0.06

1] 0,001 AnB 0,059

A 0,025 cnD 0,056

C 0,026 ] 0,109 AnB 0,513

C 0,026 ] 0,109 A 0,375
AnC 10,003 B 0,033
BEnD 0,002 AnC 0,033

B 0,003 AnD 0,027

1] 0,001 A 0,213 C 0,117

A 0,025 D 0,186 C 0,117

D 0,001 A 0,213 B 0,085

A 0,025 ] 0,186 B 0,085

A 0,025 B 0,021 CnD 0,585
AnC 0,003 BnD 0,013

A 0,025 C 0,043 o) 0,238

D 0,001 C 0,021 AnB 0,513

1] 0,001 C 0,021 A 0,375

C 0,026 A 0,029 ] 0,238

A 0,025 B 0,021 o) 0,322

D 0,001 AnBnC 0,006

C 0,026 B 0,006 AnD 0,738

B 0,003 AnCnD 0,004

D 0,001 BnC 0,004

B 0,003 C 0,004 AnD 0,738

C 0,026 AnB 0,003
AnB 0,03 C 0,003 [ 7

A 0,025 C 0,043 B 0,033 1 0,398

B 0,003 CnD 0,002 0,398

C 0,026 AnBnD 0,002 0,998
cCnD 0,03 B 0,002 0,998

A 0,025 B 0,021 C 0,003 1 0,999

A 0,025 C 0,045 BnD 0,013 1 0,999

A 0,025 D 0,186 BnC 0,001 ] 0,999

A 0,025 BnC 2,7E-0d 0,999

A 0,025 BnD 0,001 0,999

A 0,025 BnCnD 1,2E-04 0,999

B 0,003 A 0,276 C 0,003 0,999

B 0,003 C 0,004 A 0.06 0,999

B 0,003 C 0,00 0 0,127 0,999

B 0,003 D 0.001 A 0,167 0,999

B 0,003 8] 0,001 C 0,081 ) ]

B 0,003 D 0,001 AnC 0,033 [ ]

B 0,003 AnC 2,3E-06 0,999

C 0,026 A 0,029 B 0,033 0,999

C 0,026 A 0,029 BnD 0,013 ) ]

C 0,026 B 0,006 A 0.06 ]

C 0,026 B 0,006 0 0,127 0,999

C 0,026 D 0,109 B 0,002 0 ]

C 0,026 BrnD 1,0E-05 ]

D 0,001 A 0,213 BnC 0,001 0,999

D 0,001 B 0,01 A 0,167 0,999

D 0,001 B 0,01 C 0,081 0,999

D 0,001 B 0,01 Ant 0,033 0,999

D 0,001 C 0,021 B 0,002 1 0,999

D 0,001 AnC 4,0E-04 1 0,999
AnD 0,002 BnC 0.001 0,999
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TABLE D.3 : Scénarios exclusifs : Variables Log-normales indépendantes

1% niveau 2™ niveau 3" niveau Prsciase 1,
AnBnC 8,3E-05
AnBnD 2,1E-05
AnCnD 2,1E-05
BnCnD 8,5E-05
AnBnCnDl 1,0E-05
cnD 0,014 B 037
AnB 0,018 iC 0,305
AnC 1,9E-04 D 0,237 7
B D 1,7E-04 A 0,176 ), B2
BnC 3,5E-04 A 0,139 ,B61
C 0,024 AnD 0,135 ), BES
AnD 7.7E-05 C 0,111 ),B83
cnD 0,014 AnB 0,108 2
AnD 7.7E-05 B 0,096 i
AnB 0,018 CnD 0,092 108
B 0,02 A 0,281 CnD 0,092 :
BniC 3,5E-04 1] 0,074
BnD 1,7E-04 C 0,072
A 0,042 CnD 0,056 144
B 0,02 D 0,012 A 0,176 145
B 0,02 A 0,281 C 0,305 5
BnC 3,5E-04 AnD 0,048 2
o] 0,023 AnB 0,046 4
C 0,024 D 0,146 B 0.37 158
AnC 1,9E-04 B 0,029 171
o] 0,023 A 0,225 C 0,111 173
B 0,02 CnD 0,001 :
B 0,02 AnD 0,023
D 0,023 A 0,225 B 0,096
C 0,024 A 0,07 B 0,029
A 0,042 8] 0,182 C 0,111 379
A 0,042 1] 0,182 B 0,096 182
C 0,024 A 007 D 0,237 183
BnD 17E-04 | AncC 0,017 83
C 0,024 8] 0,146 AnB 0,108 :
A 0,042 B 0,033 C 0,305
D 0,023 C 0,028 B 0,37
AnNC 1,9E-04 BnD 0,01
C 0,024 BnD 0,008 192
A 0,042 iC 0,02 1] 0,237 195
C 0,024 AnBnD 0,005 195
A 0,042 B 0,033 CnD 0,092 El:
] 0,023 B 0,021 A 0,176 El:
D 0,023 iC 0,028 ANB 0,108 196
cnD 0,014 A 0,004 196
AnB 0,018 v 0,003 197
B 0,02 A 0,281 D 0,003 EL]
D 0,023 B 0,021 C 0,072
A 0,042 B 0,033 D 0,003
A 0,042 C 0,02 B 0,029 199
A 0,042 iC 0,02 BnD 0,01 EE)
A 0,042 D 0,182 B C | 3,9E-04 EE)
A 0,042 BnC 3,0E-04
A 0,042 BnD 2,7E-04
A 0,042 BrnCnD]J 66E-05
B 0,02 C 0,001 A 0,139
B 0,02 iC 0,001 1] 0,074 199
B 0,02 iC 0,001 AnD 0,048 EE)
B 0,02 8] 0,012 C 0,072 ]
B 0,02 1] 0,012 AnC 0,017
B 0,02 AnC 1,9E-04
B 0,02 AnCnD] 84E-04 EE)
C 0,024 A 0,07 BnD 0,01 139
C 0,024 B 0,002 & 0,139
C 0,024 B 0,002 D 0,074
C 0,024 B 0,002 AnD 0,048
C 0,024 8] 0,146 A 0,004
C 0,024 A B 8,2E-05
D 0,023 A 0,225 BinC 3,9E-04 199
o] 0,023 B 0,021 AN C 0,017 EE)
] 0,023 C 0,028 A 0,004 139
D 0,023 AnC 3,1E-04
D 0,023 BnC 8,8E-04
o] 0,023 AnBnC]| 1,1E-04
AnD 7.7E-05 BnrC 3.,9E-04 139

El Hadji Boubacar SECK

Page 147



70

60

50

40

30

20

10

0

5

=

[0,0,15]

0

(0,15,03]

Ig=1-Pg/P,

0

(0,3,0,45]

62

6
0 2

(0,45, 0,6] (0,6,0,75] (0,75,0,9]

(a)

(0,9,1,05]

0,99
0,98
0,97
0,96
0,95
0,94
0,93
0,92
0,91

0,9

ZoomIr>0,9

(b)

FIGURE D.6 — a) Indices de robustesse de I’ensemble des scénarios exclusifs du Tableau D.3 b)

Scénarios exclusifs présentant un I, supérieur a 0.99
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FIGURE D.7 — a) Indices de robustesse de I’ensemble des scénarios exclusifs du Tableau D.2 b)

Scénarios exclusifs présentant un /,. supérieur a 0.99
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Annexe

Commentaires sur la rapide croissance des
arbres d’évenements

Le nombre de branches et de nceuds dans 1’arbre des évenements augmentent tres rapidement en
fonction du nombre de défaillances locales étudiées. De ce fait, le nombre de chemins de défaillance
a explorer peut devenir tres vite prohibitif. Ainsi, par exemple, I’Equation (E.1) ci-dessous évalue
le nombre de chemins possibles N jemins lorsque 1’arbre des événements ne comporte que des éve-
nements 1solés (nceuds) et les intersections de deux évenements seulement, lorsqu’un seul mode de
défaillance est pris en compte (plastification par exemple) :

m—2
Neemins =1+ nl + > C2* 1 (n — 2)! (E.1)

z=1

ou m est le nombre de sections potentiellement critiques ; C? est une combinaison ; n est le nombre
d’éléments de chaque mécanisme de ruine (avec ’hypothese de n > 1). La Figure E.1 montre la
variation de ce nombre de chemins N jepmins €n fonction du nombre de sections potentiellement cri-
tiques.

3500

3000 +

Nombre de chemins
- - n n
(=] w (=] w
o o (=] o
o o o o

w
(=3
o

0% =
2 25 3 3.5 4 4.5 5 55 6
Nombre de sections

FIGURE E.1 — Evaluation de la quantité de chemins

Une structure avec quatre sections potentiellement critiques conduit a 75 scénarios exclusifs. Pour
éviter de calculer I’ensemble de ces chemins, nous avons recherché un seuil en tragant 1’indice de
robustesse en fonction des probabilités de défaillance locale et globale (Figure E.2). Autrement dit,
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I’idée principale de ces analyses consiste a pouvoir détecter un scénario dangereux a partir d’une pro-
babilité de défaillance initiale localisée suivie d’une réaction en chaine conduisant a un faible indice
I,.. Ceci pourrait permettre d’obtenir rapidement les scénarios dangereux sans parcourir complete-
ment |’arbre d’évenement.

%

0.8 % % e

X Pk

0.6 -l
&
0.4 - * %
"

0.2

Indice de Robustesse

\_\ i ~ 7 _7-7_7--7_7_7-7 002

=] _
lobal
globale 0 0 locale

FIGURE E.2 — Liens entre indice de robustesse et probabilités de défaillance locale et globale

Pour la poutre bi-encastrée (Figure III.1) avec des variables gaussiennes indépendantes, la Fi-
gure E.2 montre une importante dispersion des indices de robustesse calculés pour chacun des scé-
narios exclusifs. Elle n’indique pas de seuil nous permettant de déduire qu’une valeur de probabilité
de défaillance initiale localisée pourrait étre suivie d’une réaction en chaine conduisant a un faible
indice de robustesse. Cela conforte notre choix de continuer a construire 1’arbre complet des éve-
nements afin de déterminer les scénarios dangereux non détectés par les procédures classiques de
dimensionnement.
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Annexe

Scénarios exclusifs dans le cas du portique de
référence : Rupture initiée en A

L’ensemble des scénarios exclusifs partant de la section droite A est présenté dans cette annexe.
Ceci permet de montrer I’ensemble des branches exclusives manquantes de la Figure I'V.8. nous obser-
vons que les indices de robustesse sont élevés. En effet, chaque scénario exclusif conduit a un indice
de robustesse supérieur a 0.999. Ainsi, la structure étudiée est globalement robuste.
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TABLE F.1 : Scénarios exclusifs : Rupture initiée en A
1% niveau 2°™ niveau 3™ niveau 4" niveau - 1,

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 C 4,8E-02 1] 5, JE-04 0

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 C 4,8E-02 E 4,1E-01 0

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 C 4,8E-02 | DnE |5 1E-01

A | 9.6E-14 B 3.7E-10 ] 9,6E-07 C . 4E-04 39

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 D 9,6E-07 E 7,9E-04 39

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 D 9,6E-07 | CnE | 3,7E-07 1

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 E 4,0E-02 C 6, 8E-02 0,99939

A | 9.6E-14 B 3.7E-10 E 4,0E-02 D 7,9E-04 0,999539

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 E 4,0e-02 | CnD | 2,7E-07 1

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 cCnD 2,6E-06

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 CnE 4,0E-03

A | 9.6E-14 B 3.7E-10 DnE 4, 7E-07

A | 9.6E-14 B 3,7E-10 JCnDnE] 1,4E-06 1

A | 9.6E-14 C 4, 7E-D7 B 2,7E-03 D L. JE-04 0,99959

A | 9.6E-14 [ 4,7E-07 B 2,7E-03 E 4,1E-01 0,99939

A | 9.6E-14 C 4,7E-07 B 2,7E-03 | DnE | 51E-01 1

A | 9.6E-14 C 4, 7E-07 D 9,1E-05 B 4,8E-04 0

A | 9.6E-14 C 4, 7E-D7 D 9,1E-05 E 4,2E-01 0,995

A | 9.6E-14 [ 4,7E-07 ] 9,1E-05 | B E | 5.1E-01 1

A | 9.6E-14 C 4,7E-07 E 4,8E-08 B 4,3E-02 0,999539

A | 9.6E-14 C 4, 7E-07 E 4,8E-08 1] 5 AE-02 0 39

A | 9.6E-14 C 4, 7E-D7 E 4,8E-08 BnD | 24E-02

A | 9.6E-14 [ 4,7E-07 BnD 2,6E-04

A | 9.6E-14 C 4,7E-07 BnE 2,3E-09 1

A | 9.6E-14 C 4, 7E-07 DnE 2,8E-08 1

A | 9.6E-14 [ 4,7E-07 JEnDnE] 89E-11 1

A | 9.6E-14 D 3.9E-07 B 2,1E-04 C . 4E-04 1

A | 9.6E-14 1] 3,9e-07 B 2,1E-04 E 7,9E-04 1

A | 9.6E-14 1] 3,9e-07 B 2,1E-04 | CnE | 3,7E-07 1

A | 9.6E-14 [v]) 3,9E-07 C 8,8E-04 B 4,8E-04 0,99939

A | 9.6E-14 D 3.9E-07 C 8,8E-04 E 4,2E-01 1

A | 9.6E-14 1] 3,9e-07 C 8,8E-04 BrnE | 51E-01 1

A | 9.6E-14 1] 3,9e-07 E 8,1E-02 B 9,2E-01 0,99959

A | 9.6E-14 [v]) 3,9E-07 E 8,1E-02 C . 4E-05 0,99939

A | 9.6E-14 8] 3,9E-07 E 8,1E-02 | Bn C | 7.8E-02 1

A | 9.6E-14 1] 3,907 BnC 3,6E-06 1

A | 9.6E-14 D 3,907 BnE 3,4E-08 1

A | 9.6E-14 v 3,9E-07 CnE 1,7E-03 1

A | 9.6E-14 D 3,907 |BnCnE] 1,0E-07 1

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 B 2,4E-01 C &, 8E-02 0,99999

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 B 2,4E-01 1] 7,9E-04 1

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 B 24E-01 | CnD | 2,7E-07 1

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 C %, 2E-03 B 4,3E-02 1

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 C 5, 2E-03 1] 5,4E-02 0,99999

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 C %.2E-03 | BN D | 2,4E-02 1

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 8] 1,6E-06 B 4,3E-02

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 D 1,6E-06 C 5 4E-02

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 D 1,6E-06 BnC | 7 8E-02

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 BnC 1,8E-02

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 BnD 9,8E-08

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 cCnD 3,0E-06

A | 9.6E-14 E 1,8E-09 |BnCn D] &9E-09

A | 9.6E-14 BnC 7.5E-07 D 5, JE-04

A | 9.6E-14 BnC 7.5E-07 E 4,1E-01

A | 9.6E-14 BnC 7.5E-07 DnE %, 1E-01

A | 9.6E-14 BnD 1,83E-13 C . 4E-04

A | 9.6E-14 BnD 1,83E-13 E 7,9E-04

A | 9.6E-14 BnD 1,83E-13) CnE 3,7E-07

A | 9.6E-14 BnE 4,2E-23 C 6, 8E-02

A | 9.6E-14 BnE 4,2E-23 D 7,9E-04

A | 9.6E-14 BNE 4,2E-23 CnD 2,7E-07

A | 9.6E-14 CnD 2,84E-07 B 4,8E-04

A | 9.6E-14 CnD 2,B4E-07 E 4,2E-01

A | 9.6E-14 CnD 2,B4E-07 BnE 5, 1E-01

A | 9.6E-14 CnE 1,2E-10 B 4,3E-02

A | 9.6E-14 CnE 1,2E-10 8] % 4E-02

A | 9.6E-14 CnE 1,2E-10 BnD 2,4E-02

A | 9.6E-14 DnE 1,3E-10 B 9,2E-01

A | 9.6E-14 DnE 1,3E-10 C 5 AE-05

A | 9.6E-14 O E 1,3E-10 BnC 7.8E-02

A | 9.6E-14 |Bn Cn D] 3.6E-10

A | 9.6E-14 |BnCn E] B9E-21

A | 96E-14 [BNnDnNE ]

A | 9.6E-14 JCnDn E] 1,3E-10
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