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Introduction

La physique de la matiere condensée étudie les propriétés macroscopiques de la
matiere. Elle s’appuie en particulier sur les résultats des grandes théories physiques
que sont la mécanique quantique, 1’électromagnétisme et la physique statistique,
ainsi que sur une description microscopique de ses constituants. Un de ses objectifs
est la classification des différentes phases de la matiere, qui est un outil puissant
pour comprendre les comportements similaires de matériaux différents.

L’étude des symétries est particulierement utile pour classifier les phases de
la matiere, en particulier les symétries qui sont brisées dans telle ou telle phase
de la matiere. Les fluides par exemple ne brisent aucune symétrie, tandis que les
solides cristallins brisent les symétries de translation et de rotation continues, et
ne sont invariants que sous l’action d’un groupe de symétries spatiales discret. Les
aimants brisent la symétrie de rotation de spin (et de renversement du temps). Les
supraconducteurs et les superfluides brisent eux une symétrie U(1) liée au nombre
de particules (électrons ou atomes).

La théorie de Ginzburg-Landau permet d’étudier les transitions entre diffé-
rentes phases présentant des brisures de symétries différentes, en associant un
parametre d’ordre local a chaque symétrie. Le parametre d’ordre est une grandeur
choisie de sorte a étre nulle dans la phase désordonnée (symétrique), et non nulle
dans la phase ordonnée (qui brise la symétrie). On peut alors classifier les phases
de la matiere en considérant la valeur (nulle ou non nulle) des différents parametres
d’ordre considérés.

En 1980, von Klitzing, Dorda et Pepper [KDP80] découvrent 'effet Hall quan-
tique entier : un systeme constitué d’électrons piégés dans un plan et soumis a
un champ magnétique transverse présente, a basse température, une conducti-
vité de Hall quantifiée. Cette nouvelle phase de la matiere sort du paradigme de
Ginzburg-Landau. Cette phase ne brise en effet aucune symétrie spontanément
(bien qu’elle brise la symétrie de renversement du temps a cause de la présence
du champ magnétique), et ne peut pas étre caractérisée par un parametre d’ordre
local. Elle peut cependant étre caractérisée par un invariant topologique : I'in-
variant de TKNN [TKNdAN82]. Un invariant topologique est une quantité qui ne
peut pas étre calculée localement, contrairement au parametre d’ordre local, et qui
caractérise 'organisation globale de la fonction d’onde. On peut de plus relier la
valeur de cet invariant, a travers la correspondance "bulk-edge", au nombre d’états
de bord du systeme, expliquant ainsi la quantification de la conductivité de Hall.

Le premier chapitre de ce manuscrit est consacré a la présentation de la notion
de topologie en matiere condensée. Nous y discutons un peu plus en détails I'effet
Hall quantique entier et sa caractérisation, ainsi qu’'une phase de la matiere un
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peu plus générale, qui inclut 'effet Hall quantique entier : les isolants de Chern.

Pres de 25 ans apres la découverte de l'effet Hall quantique, une nouvelle
phase topologique de la matiére est proposée d’abord théoriquement [KMO05a,
KMO05b, FKMO07, MB07], puis rapidement réalisée expérimentalement [KWBT07,
HQW08, XQHT09] : les isolants topologiques. Contrairement & 'effet Hall quan-
tique et aux isolants de Chern, les isolants topologiques dits Zs sont symétriques
par renversement du temps. De plus cette phase de la matiere peut exister en deux
et trois dimensions ('effet Hall quantique est possible uniquement en deux dimen-
sions). Il y a cependant aussi des similarités avec I'effet Hall quantique, comme la
présence d’états de bord protégés topologiquement.

Dans le chapitre II de ce manuscrit, nous présentons les isolants topologiques
symétriques par renversement du temps, aussi appelés isolants topologiques Zs,
d’un point de vue théorique, et discutons un exemple d’isolant topologique donné
par le modele de Bernevig, Hughes et Zhang [BHZ06]. Nous discutons ensuite les
principales méthodes expérimentales de détection des isolants topologiques a deux
et trois dimensions utilisées a ce jour, et proposons une méthode, utilisant les
oscillations quantiques magnétiques, pour distinguer un type particulier d’isolant
topologique tridimensionnel, dit isolant topologique fort.

Dans le chapitre III, nous présentons différentes méthodes numériques pour cal-
culer la valeur de I'invariant topologique Zs, s’appuyant chacune sur des propriétés
différentes des isolants topologiques.

La symétrie de renversement du temps joue un role primordial dans la défini-
tion des isolants topologiques. Mong et al. [MEM10] se sont alors posé la question
de ce qu’il peut se passer lorsque cette symétrie est brisée par la présence d'un
ordre antiferromagnétique, dans des systemes tridimensionnels. En effet, 'ordre
antiferromagnétique brise la symétrie de renversement du temps mais la remplace
par le renversement du temps complété d’'une translation d’un pas de réseau. Plu-
sieurs travaux ont suivi sur I’étude des isolants topologiques antiferromagnétiques
a trois dimensions (voir par exemple [Liul3, ZL15, LZV14, FF15, FGB13]). Cela
a aussi ouvert la voie a I’étude de systémes possédant de nouvelles symétries. On
appelle donc de maniere générale isolants topologiques cristallins tridimensionnels,
les isolants topologiques protégés par le produit du renversement du temps et d’une
symétrie du réseau [LZV14, FF15, ZL15, Full, KF13, LDF13].

Dans le quatrieme chapitre de ce manuscrit, nous nous intéressons aux isolants
topologiques antiferromagnétiques, mais a deux dimensions. Nous définissons un
invariant topologique pour ces systemes et nous montrons comment les méthodes
développées pour les systemes paramagnétiques peuvent s’adapter au cas antifer-
romagnétique.

Enfin, dans le chapitre V, nous appliquons ces méthodes a différents modeles
et nous montrons comment elles peuvent donner acces a la nature triviale ou
topologique des systemes considérés, en particulier dans des cas ou il n’existait
pas, avant ces travaux, de méthodes de calcul de I'invariant topologique.
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Chapitre I. Introduction aux Isolants Topologiques

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie des bandes topologiques, qui est le
cadre général dans lequel s’inscrit cette these. Nous discutons tout d’abord les no-
tions d’isolant et de topologie en matiére condensée (1), avant de nous intéresser
a la découverte de l'effet Hall quantique (2), premier exemple de phase topolo-
gique de la matiere. Enfin, nous expliquons comment les notions abordées pour
comprendre 'effet Hall quantique peuvent se généraliser afin de décrire une plus
grande classe de phases de la matiere : les isolants de Chern (3).

1 Les isolants topologiques en matiere condensée

La physique de la matiere condensée est une branche de la physique qui s’inté-
resse a des systemes d’atomes dont le nombre peut varier de quelques centaines au
nombre d’Avogadro (My = 6.02 * 10?®) et étudie leurs propriétés macroscopiques.
Il est en principe facile d’écrire un Hamiltonien décrivant le comportement des
noyaux et des électrons de ces systemes, mais les solutions exactes de I'équation de
Schrodinger associée sont tres rares. Il n’est cependant pas nécessaire de connaitre
avec précision la trajectoire de chacune des 6.02 * 10?* particules pour caractériser
le systeme étudié. On utilise donc en général un certain nombre de modeles et
d’approximations afin de rendre le probleme plus abordable, tout en continuant a
capturer 'essence des phénomenes physiques en jeu. Dans cette these, nous uti-
lisons principalement les approximations de la théorie des bandes et des modeles
de liaisons fortes que nous décrivons dans cette section [AM76]. Une fois le cadre
posé, on s’intéresse a la notion d’isolant et de topologie en matiere condensée.

1.1 Théorie des bandes

La théorie des bandes consiste en un ensemble d’approximations qui a permis
la compréhension de nombreuses propriétés des matériaux cristallins, telles que la
notion d’isolant et de conducteur, ou I’absorption optique.

L’une des premieres hypotheses de la théorie des bandes est la validité de
I'approximation de Born-Oppenheimer [BO27]. Elle consiste a séparer la fonction
d’onde du systeme en une partie correspondant aux noyaux des atomes et une
partie correspondant aux électrons. On suppose ensuite que, a cause du rapport
important entre la masse des noyaux et la masse des électrons, on peut résoudre
I’équation de Schrodinger pour les électrons en considérant les noyaux comme
immobiles. Une alternative a l'approximation de Born-Oppenheimer est la mé-
thode des pseudo-potentiels, ot on considére comme fixes, non plus uniquement
les noyaux, mais un ensemble composé des noyaux et des électrons proches, dits
« de ceoeur », fortement liés au noyaux. L’ensemble forme alors un potentiel effectif
pour les électrons restants, dits « de valence ».

De plus, la théorie des bandes ne décrit que les états a un seul électron. En
effet, on néglige les interactions électron-électron en considérant que I’Hamiltonien
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total peut se décomposer en Hamiltoniens a un seul électron h; sous la forme :

Ne
H = S,
J=1
P2
hj = QT’{L@ —|— V:L'ons—e(rj)a (I].)

ol le premier terme correspond a 1’énergie cinétique de 1’électron, et le deuxieme
a l’énergie potentielle dérivée de I'approximation de Born-Oppenheimer ou de la
méthode des pseudo-potentiels. On peut ensuite construire la fonction d’onde a
N, électrons (pour une température nulle) par construction d’un déterminant de
Slater [Sla29] sur les solutions de h;. Cette approximation devient caduque dans le
cas des systemes en forte interaction, comme les isolants de Mott, ou la théorie des
bandes échoue a décrire correctement la fonction d’onde électronique. Nous suppo-
serons cependant que, pour les systemes étudiés, les interactions sont suffisamment
faibles pour pouvoir étre négligées.

Enfin, dans le cadre de la théorie des bandes, les systemes considérés sont
supposés infinis et homogenes. Cette approximation est valide pour I’étude des
propriétés de volume (bulk) des cristaux macroscopiques, ol on suppose que les
centres des atomes s’organisent en un réseau infini et homogene. En pratique, cela
revient a considérer des potentiels Vjy,s—c(r;) périodiques et ayant une extension
spatiale infinie. La théorie des bandes peut étre étendue a des systemes infinis dans
un nombre restreint de dimensions. C’est le cas par exemple pour les systemes
d’électrons a deux dimensions, qui seront I’'objet principal d’étude de cette these.

1.2 Théoréme de Bloch et structure de bandes

L’intérét du théoreme de Bloch est de tirer parti de la périodicité du potentiel
ressenti par les électrons, dans le cadre de la théorie des bandes. Il stipule que les
fonctions d’onde a un électron, qui sont les états propres de h;, doivent elles aussi
étre périodiques, a une phase pres, et peuvent donc s’écrire sous la forme :

U, k(r) = eikrun7k(r), (1.2)

ol u, k(r) possede au moins la périodicité du potentiel. Nous ne prouverons pas
ici le théoreme de Bloch.

Par construction, les u, (r) peuvent étre obtenus comme solutions du probleme
aux valeurs propres

2

Hkumk(r) = < h (v + k> + Vions_e(r)> unyk(r) = en,kumk(r), (13)

2me \ 1

qui respectent la périodicité du réseau. On comprend ici que n permet simple-
ment d’indexer les différentes solutions de cette équation. On peut noter que €, x
correspondra a l'énergie de 1'état propre W,, i de h;.

Dans cette équation (1.3), on peut aussi remarquer que k joue simplement le
role d'un parametre continu pour Hy. On peut donc choisir les indices n de maniere
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a obtenir des fonctions u, x(r) et €,x continues en k. Cela est 1ié a la structure de
jauge de nos bandes (¢f. [LPL*80, Lax74]).

Enfin, la physique doit étre indépendante de la cellule unité de ’espace réci-
proque choisie. Le comportement des observables en un point k ou k + K (avec
K un vecteur du réseau réciproque) doit donc étre le méme. On obtient ainsi une
description hautement redondante. Cela permet de se restreindre en général a des
valeurs de k comprises uniquement dans la premieére zone de Brillouin (BZ), et
d’avoir une définition des W, \(r) et €, continue a l'intérieur de la BZ. Lorsque
cela est possible, on écrit généralement ces fonctions sous une forme qui respecte ! :

Vorik(r) = Wu(r),

€Enk+K = €Enk, <I4)

avec K un vecteur quelconque du réseau réciproque. L’information contenue dans
ces fonctions s’appelle la structure de bandes du systeme. On voit apparaitre des
bandes d’énergie admissibles, indexées par n, qui peuvent étre séparées par des
bandes d’énergie interdites (gap).

Il peut arriver d’étudier des systemes non pas infinis, mais avec des conditions
aux bords périodiques, en imposant :

U(r + N;a;) = U(r), i=1,2,3, (L.5)

ou les a; sont les vecteurs de base du réseau et les N; des entiers. Dans ce cas, les
propositions précédentes restent valables a ceci prés que k ne prend plus que des
valeurs discretes : k =3, %bi, avec b; les vecteurs de base du réseau réciproque
et n; des entiers.

1.3 Modéele de liaisons fortes

Dans les modeles de liaisons fortes, on considere de plus que les électrons sont
fortement liés au noyaux, et n’interagissent que faiblement avec les états et le
potentiel des atomes environnants.

On peut toujours écrire I’Hamiltonien sous la forme :

H=> Hu(r—R)+AU(r), (1.6)

ou H,; correspond a I'Hamiltonien atomique et ou la somme parcourt 1’ensemble
des positions R des atomes et AU prend en compte I'’ensemble des corrections
au potentiel atomique nécessaires pour obtenir ’'Hamiltonien réel du cristal. L’ap-
proximation du modele des liaisons fortes consiste a supposer que AU est suffi-
samment grand pour devoir étre pris en compte, mais aussi suffisamment faible
pour pouvoir étre traité en perturbation. Par conséquent, la fonction d’onde de

1. Nous verrons un peu plus loin que 'impossibilité d’écrire les fonctions d’onde sous cette
forme (tout en conservant leur dérivabilité selon k) est 1'une des caractéristiques des phases
topologiques.
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I’électron sera proche de la fonction d’onde de I'orbitale atomique a laquelle il ap-
partient. En seconde quantification, on peut donc utiliser les orbitales atomiques
comme base d’états et écrire I’'Hamiltonien sous la forme :

H= > t5(c scjo + hoc), (L7)
i7j7a7al
ou les c;a et ¢ sont les opérateurs de création et d’annihilation des orbitales «

et o/ des atomes situés aux sites 7 et j du réseau formé par leurs centres. La valeur
des coefficients tff;—a/ peut étre obtenue en calculant le recouvrement des orbitales,
avec ou sans 'action de AU. Pour plus de détails on peut se référer au chapitre
10 de la référence [AMT76].

Enfin, on suppose en général que lorsque la distance |i — j| devient grande,
le recouvrement des orbitales atomiques devient suffisamment faible pour pouvoir
étre considéré comme nul. Ainsi, on s’intéresse souvent a des Hamiltoniens avec des
éléments de matrice non nuls uniquement pour i et j plus proches voisins (notés
(1,7)), ou seconds voisins (notés ({7, 5))).

De maniere générale, les solutions a un électron d’un tel Hamiltonien peuvent
s’écrire sous la forme :

0,) =Y, ek 50), (1.8)
a?j

ou |0) représente 'état vide (typiquement, la fonction d’onde représentant 1’en-
semble des ions considérés comme fixes), et les a,; sont des coefficients complexes,
a déterminer. On peut ajouter a cela une condition de normalisation :

3 Jaal? = 1. (19)

a7j

Le théoreme de Bloch permet de se ramener a des solutions de la forme :
V1) = ™), (1.10)

ou F est lopérateur linéaire position (il agit dans la base des cLAO} comme
f'clyj]0> = rjclyj]O% avec 7; la position du site j) et ou

i) =3 asch ;10). (1.11)
a,J

Cependant, cette solution n’est pas normalisable pour un systeme infini.

Comme dans le paragraphe 1.2, le passage d’un systeme infini a des conditions
aux bords périodiques se traduit par une discrétisation des valeurs possibles de k.
Dans ce cas, une version normalisée des états existe en fixant 3, [a.|> = 1 et en
modifiant I’équation (I1.10) en :

1 a
U 5) = ﬁezk'wumk), (1.12)

avec N = N1 Ny N3, ot les N; sont définis a 1’équation (I1.5).



Chapitre I. Introduction aux Isolants Topologiques

Par construction, les |u,x) sont les états propres de I’'Hamiltonien de Bloch
défini comme la transformée unitaire de H :?

Hy = e ®T [k, (1.13)

Une fois de plus, les k ne jouent que le role d’un parametre. Les Hy sont donc des
matrices (de taille le nombre d’orbitales considérées par cellule unité) indexées par
k. On retrouve donc la méme structure de bandes que dans le paragraphe 1.2. On
peut noter que plusieurs choix sont possibles dans la définition de la transformée de
Fourier, en particulier pour les réseaux possédant plusieurs sites par cellule unité.

Dans la suite de ce manuscrit, les systémes étudiés seront définis par leur Ha-

miltonien, qui seront donnés sous la forme de I’équation (I.7) ou de 1’équation
(1.13).

1.4 Isolants de bandes

La conductivité électrique des matériaux est une grandeur physique qui couvre
I'une des plus grandes échelles de mesure a température ambiante. Elle couvre en
effet 33 ordres de grandeur (de 107%5S/m pour le teflon & 108S/m pour le gra-
phéne). C’est par exemple le rapport entre le diameétre de I'univers observable et
le diametre typique d'une bactérie. Cela peut d’ailleurs étre un enjeu expérimental
(dans des expériences sur les transitions métal-isolant par exemple) quand il faut
étre capable de mesurer dynamiquement une quantité qui varie sur autant d’ordres
de grandeur. Les matériaux cristallins peuvent étre classés en trois grandes caté-
gories, selon leur conductivité o :

— les isolants (o < 107%5/m),
— les semi-conducteurs (10755/m < o < 10°S/m),
— les conducteurs (o > 10°S/m).

L’un des premiers grands succes de la matiere condensée a été d’expliquer les
raisons microscopiques de ces comportements, et d’apporter un support théorique
a une phénoménologie connue depuis longtemps. En effet, les propriétés électriques
d’un matériau sont fonction des populations électroniques des différentes bandes
permises. A température nulle et dans 'approximation ou les interactions sont
négligées, les bandes sont remplies en plagant un électron par état propre de 1’'Ha-
miltonien et en commencant par ceux de plus basse énergie. Une fois les N, élec-
trons disponibles placés, on définit la bande de valence comme la derniére bande
d’énergie entierement remplie, et la bande de conduction comme la bande juste au-
dessus. Ces deux bandes peuvent étre séparées par un gap, c’est a dire une bande
d’énergie interdite car sans état électronique possible. Dans une vision simplifiée,
on distingue alors plusieurs cas :

— si la bande de conduction contient des électrons, alors le matériau est conduc-
teur. En effet, il existe des états non remplis (trous) accessible par les élec-
trons et permettant la transmission du courant,

2. Pour étre tout a fait précis, on a Hy = e~ ®FHelk |, _( ot |x—o représente la restriction
au sous-espace k = 0.
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— si la bande de conduction est vide et le gap est nul, alors le matériau est
conducteur. Les électrons de la bande de valence peuvent accéder aux trous
de la bande de conduction et conduire le courant,

— si la bande de conduction est vide et le gap est non nul, alors le matériau est
isolant. Les électrons de la bande de valence ne peuvent pas se déplacer.

A température non nulle, la répartition des électrons suit la statistique de
Fermi-Dirac. Si le gap n’est pas suffissamment grand (< 2eV a 300K), l'agita-
tion thermique peut faire passer des électrons de la bande de valence a la bande
de conduction, permettant ainsi I’établissement d'un courant et transformant un
isolant (& 7"= 0K) en un semi-conducteur (a 7" = 300K).

Dans cette these on se concentrera sur la physique a tres basse température
(qu’on assimilera & T' = 0), et on appellera donc isolant de bandes tout matériau
dont la bande de conduction est vide, et présentant un gap fini entre bande de
valence et bande de conduction.

1.5 Topologie en matiere condensée

Les phénomenes physiques dont la description implique la notion de topologie
sont nombreux, méme si initialement le mot topologie n’a pas été employé. Cest
le cas par exemple des dislocations dans les cristaux ou des vortex dans les supra-
conducteur ou les superfluides. Cette notion de topologie s’attache principalement
a la description de défauts stables, qui sont des objet topologiques de taille finie.

La notion de topologie qui nous intéresse ici est cependant différente. Elle
s’'intéresse en effet a la structure globale de la fonction d’onde, qui ne peut étre
modifiée par des perturbations locales. Pendant longtemps, en effet, les physiciens
se sont surtout intéressés a la partie énergétique de la structure de bandes, les
fonctions d’ondes n’étant pas des observables. Comme nous venons de le voir, cela
a permis de comprendre un certain nombre de choses, comme le caractere isolant
ou conducteur des matériaux. Pourtant, de nombreuses informations sont encodées
dans la topologie des fonctions d’ondes.

Etant donné un ensemble de symétries (renversement du temps, particule-trou,
inversion, translation, rotation, miroir, etc.), on peut en effet définir une relation
d’équivalence sur les Hamiltonien gappés (isolants de bandes) comme suit :

Deux Hamiltoniens gappés sont topologiquement équivalents s’ils peuvent étre
déformés continument l'un en lautre sans passer par une transition métallique (et
donc sans fermer le gap) tout en respectant les symétries prescrites [TKNAN82].

Lun des isolants les plus simples qu’on puisse imaginer est un isolant ato-
mique : tous les électrons sont liés a leur noyau de maniere a former des atomes,
et le gap (non nul) consiste en I’énergie nécessaire pour arracher un électron a
I’atome. LL’Hamiltonien représentant ce systeme est dans la méme classe d’équiva-
lence que le vide, qui, selon la théorie quantique relativiste de Dirac, présente lui
aussi une bande de valence (positrons), une bande de conduction (électrons) et un
gap (énergie nécessaire a la production d’une paire). Cette classe d’équivalence est
appelée topologiquement triviale.
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Tous les matériaux n’appartiennent cependant pas a cette classe. L’effet Hall
quantique entier, qui est discuté ici brievement, en est un exemple. Les isolants
topologiques Z5, qui seront discutés plus longuement en sont un autre exemple.
Chacune de ces classes d’équivalence non triviale est appelée une phase topolo-
gique. L’étude des phases topologiques des Hamiltoniens gappés est appelée la
théorie des bandes topologiques et s’applique non seulement aux isolants, mais
aussi aux supraconducteurs [HK10, QZ11].

Dans ce manuscrit nous montrons que ce qui différencie ces phases topologiques
de la phase topologiquement triviale est ’organisation de la structure de bandes,
et en particulier des bandes occupées.

Nous montrons aussi qu’il est possible de définir des invariants topologiques,
c’est a dire des grandeurs qui prennent la méme valeur pour ’ensemble des repré-
sentants d’une classe topologique, permettant ainsi de les classifier.

Il est important de noter que la notion de phase topologique abordée ici ne
concerne que les modeles d’Hamiltonien a un électron. Elle ne doit pas étre confon-
due avec la notion d’ordre topologique dans les systemes en interaction [Wen95],
qui s’intéresse a d’autres caracteres topologiques, tels que la dégénérescence de
I'état fondamental [WN9O] ou les propriétés de fusion des excitations [MR91, RR99,
Kit06] qui n’ont de sens que pour les systemes en interaction. L’effet Hall quantique
fractionnaire est un exemple d’ordre topologique qui ne peut pas se comprendre
sans prendre en compte les interactions.

Une propriété importante des phases topologiques est 'apparition d’états de
bord métalliques robustes. Si deux matériaux appartenant a des phases topolo-
giques différentes sont mis en contact (d'une fagon qui respecte les symétries des
systémes?), on peut observer des états de bord apparaitre sur la surface de contact.
Ces états sont robustes dans le sens ou ils ne peuvent disparaitre sans briser les
symétries du systeme ou sans fermer le gap dans le bulk. Ces états sont discutés
plus en détails un peu plus loin (3.3).

2 L’effet Hall quantique entier

En 1980, von Klitzing, Dorda et Pepper découvrent expérimentalement un
nouvel état de la matiere : I'effet Hall quantique entier [KDP80|. C’est la premiere
phase topologique découverte. Apres un bref rappel sur 'effet Hall classique, nous
discuterons de la version quantique. Nous montrerons que cette phase peut étre
caractérisée par un invariant topologique : 'invariant de TKNN.

2.1 L’effet Hall classique

Si on considere un gaz d’électron en deux dimensions (dans le plan zy) et
qu’on lui applique un champ électrique £ = FE,e, on peut observer une densité
de courant j, dans la direction z. Si on ajoute un champ magnétique transverse
B = Be, (voir Fig.(I.1)), la force de Lorentz appliquée aux électrons se déplagant

3. Ce commentaire prend toute son importance dans le Chapitre IV, ot nous étudions des
isolants topologiques antiferromagnétiques.
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Figure I.1 — (a) Schéma d’un montage typique de mesure de l'effet Hall. Un
gaz d’électrons est confiné en deux dimensions dans le plan zy. On le soumet a
un champ électrique £ = E e, et un champ magnétique B = Be,. Les valeurs
de E, et E, peuvent étre obtenues par les mesures de V,, et Vy. Figure extraite
de [Sit12]. (b) Mesure de la tension longitudinale (bleu) et de la tension de Hall
(rouge) en fonction du champ magnétique. Lorsque B est faible, la tension de Hall
est linéaire en B, justifiant ’approche de Drude dans ce régime. Pour de plus
grandes valeurs de B les effets quantiques prennent de I'importance. On observe
des plateaux dans la tension de Hall, coincidant avec une valeur de la tension
longitudinale nulle. Dans ces plateaux, la tension de Hall est quantifiée (en unité
de l'intensité). Figure extraite de [Kla05].

Q
~

e .
100+ —Vy ) |

Hall voltage V,,(mV)

”
S
longitudinal voltage Vi,(mV)

selon x les dévie selon y. Il en résulte une accumulation de charges aux bords et
I'apparition d'un champ électrique £,. A Téquilibre, I’action de ce champ permet
de compenser la force de Lorentz, et le courant n’est a nouveau que selon . On
peut alors mesurer deux grandeurs d’importance : la résistivité longitudinale (ou
magnétorésistance) p,, = % et la résistivité transverse (ou résistivité de Hall)

Ey
Pzy = 5
Dans le contexte de la théorie des métaux de Drude, on peut montrer que p,,
est directement proportionnel a B et peut s’écrire :

B
Pay = , (I.14)

eNne

ou e est la charge de I'électron et n. la densité électronique.

2.2 Phénoménologie de I’effet Hall quantique entier

En 1980, von Klitzing [KDP80] réalise des mesures de conductivité de Hall
sur des semi-conducteurs a base de silicone (préparés par Pepper et Dorda), a tres
basse température (1" ~ 1.5K) et en présence d'un champ magnétique intense (B ~
157). 11 observe des plateaux dans la conductivité de Hall en fonction du champ
magnétique qui coincident avec une valeur de la tension longitudinale nulle (cf.
Fig.(I.1)). Dans ces plateaux, la valeur de la conductivité de Hall prend des valeurs
multiples entier du quantum de conductance ¢?/h . Cette quantification se révele

11
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de plus étre indépendante des détails microscopiques tels que le semi-conducteur
utilisé, la qualité du matériau ou I'intensité exacte du champ magnétique. C’est la
premiere réalisation expérimentale d’une phase topologique, caractérisée par des
propriétés non-locales, plutét que par un parametre d’ordre local comme dans les
théorie de Ginzburg-Landau. Cela vaudra le Prix Nobel de Physique de 1985 a von
Klitzing. Les expériences actuelles permettent de mesurer la quantification de la
tension de Hall avec une précision de 1077,

2.3 Une premiere interprétation de ’effet Hall quantique

Dans la théorie de Landau, un gaz d’électrons a deux dimensions (dans le plan
xy) soumis a un champ magnétique orthogonal et uniforme (B = Be,) possede une
structure en bandes plates (sans dispersion). Les bandes sont fortement dégénérées,
et contiennent chacune un nombre d’états environ égal a

(I.15)

ou ® est la quantité de flux de champ magnétique qui traverse I’échantillon, et ou
®y = h/e est le quantum de flux. On peut indexer les états d’'une méme bande par
k et les bandes par un entier n, et on obtient une énergie des états

€nk = hw. <n + ;) ) (I.16)
Dans un plan infini, le systeme est donc un isolant de bande, excepté dans les cas
tres particuliers ou le potentiel chimique coincide exactement avec 1’énergie d'un
niveau de Landau.

En revanche, si on considere un systeme de taille finie, on voit apparaitre des
états localisés aux extrémités de I’échantillon et pouvant conduire le courant. D’un
point de vue classique, on peut imaginer que les électrons sont bloqués sur des
orbites circulaires a cause du champ magnétique. Au contraire, pour un échantillon
de taille finie, les électrons rebondissent sur le bord, et peuvent ainsi se déplacer
(cf. Fig.(I1.2)). On obtient donc des états de bord pouvant conduire le courant.

D’un point de vue quantique, on peut comprendre 'apparition des états de
bord en plagant le gaz d’électron dans un potentiel confinant qui représente le
caractere fini de I’échantillon. On peut alors observer que 1'énergie des niveaux
de Landau se "courbe" au niveau des extrémités. Ainsi, dans le bulk, les niveaux
de Landau restent plats et le systeéme est isolant. En revanche, sur le bord et
pour n’importe quel potentiel chimique, I'énergie croise un nombre d’états égal au
nombre de niveaux de Landau remplis (cf. Fig.(1.2)). On obtient donc un matériau
isolant dans le bulk, mais possédant des canaux de conduction sur ses bords. Ces
canaux sont orientés : sur un bord donné, les électrons ne peuvent se déplacer
que dans un sens. Sur le bord opposé, ils ne peuvent se déplacer que dans le sens
Opposé.

Comment lier la présence d’états de bord a la quantification de la tension de
Hall ? Pour fixer les idées, disons que notre échantillon est centré sur I'origine d'un
repere et que 1'on souhaite faire passer un courant de gauche a droite (dans le sens
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Figure 1.2 — (a) Représentation classique du mouvement circulaire des électrons
en présence d’'un champ magnétique. Sur les bords, les électrons rebondissent et
peuvent donc se propager. (b) Représentation des niveaux de Landau pour un
gaz d’électron bidimensionnel en présence d’un potentiel confinant. Le potentiel
"courbe" I’énergie des niveaux de Landau aux extrémités. Pour tout potentiel chi-
mique, 1"énergie de Fermi croise donc & chaque extrémité un nombre d’états égal
au nombre de niveaux de Landau remplis. Figure extraite de [Teoll].

des > 0). On supposera de plus que sur le bord supérieur (y > 0) les électrons
peuvent se déplacer de gauche a droite, et de droite a gauche sur le bord inférieur
(y < 0). Pour qu'il puisse y avoir établissement d’'un courant dans I’échantillon, il
faut que le transport de charge soit plus important sur le bord supérieur. L’intensité
I, est alors donnée par la somme des contributions de ces charges excédentaires.
En supposant que np niveaux de Landau sont remplis, a 7' = 0, on peut donc

écrire : 0
np
I, = /— ks 1.17
6; 5 Uik (L.17)

ol vy, est la vitesse de groupe de I'état d’impulsion £, et ou le support de I'intégrale
ne prend en compte que les charges excédentaires sur le bord supérieure. La vitesse
de groupe s’obtient en dérivant 1'énergie : vy = de¢/Jk. On obtient donc :

ng
L=5% " de. (L18)
h‘ v=1 123

Pour avoir un courant I, qui traverse 1’échantillon, il faut donc une différence
Ay de potentiel chimique entre les bords inférieur (u;) et supérieur (ug) telle que :

I, = %Au. (1.19)

Or, cette différence de potentiel est directement reliée a la tension de Hall :
Ap = eVy. En substituant cela dans I'équation (I.19) on obtient une conductivité
0z = I, /Vi quantifiée :

62

Oy = NP avec np € Z. (1.20)

Cette approche permet d’expliquer l'effet Hall quantique. Cependant, elle n’a
de sens qu’en présence d'un champ magnétique (pour plus de détail, on pourra se
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référer aux deux revues [Gir99] et [Goe09]). Or, dans la plupart des cas étudiés
dans la suite de ce manuscrit, le champ magnétique sera nul. Nous allons donc
maintenant nous intéresser a une autre approche, plus généralisable.

2.4 L’approche de Thouless, Kohmoto, Nightingale et den
Nijs

Dans ce paragraphe, nous présenterons l'argument de Thouless, Kohmoto,

Nightingale et den Nijs (TKNN) pour expliquer I'effet Hall quantique [TKNdN82].

On considere ici des électrons sans interactions dans le plan xy, soumis a un

champ magnétique selon z. Le réseau cristallin est un réseau rectangulaire, et son
action est représentée par le potentiel

Ulx,y) =U(x+a,y) =U(z,y +b), (I.21)

avec a et b les pas du réseau selon x et y. Dans le cadre du couplage minimal,
I’Hamiltonien du systeme a un électron peut donc s’écrire :

H = i(—mv +eA(r))* + U(r), (1.22)
2m
avec A(r) = A,(r)e, + Ay(r)e, le vecteur potentiel. Dans la jauge de Landau,
A(r) = Bze,. On suppose de plus que le flux de champ magnétique a travers
une cellule unité du réseau est une fraction rationnelle du quantum de flux, i.e.
b = §(I>0 (p, q € N). Cela implique que p quantum de flux passent dans une cellule
unité magnétique de taille ga x b. Une version modifiée du théoreme de Bloch

s’applique. L’équation (I1.2) est toujours valable, mais la condition de périodicité
des u, i (r) devient [Zak64a, Zak64b]* :

un,k(J:a y) = Umk(l', ) + b) = un,k<x + qa, y)6—27ripy/b‘ (123)

On choisit de plus les u,x normalisés sur la cellule unité magnétique (CUM) :

a b
/q dx/ dy |uni(z,y)]* = 1. (I.24)
0 0

La notion de cellule unité magnétique permet de définir naturellement la zone
de Brillouin magnétique (BZM), donnée par I'ensemble des k = (k,, k,) tels que
k, € [-m/qa,m/qal] et k, € [—7/b, 7 /b].

Comme précédemment (1.2) les u, x sont donc les vecteurs propres normalisés

de
1
Hy = %(—mv + eA(r) + hk)* + U(r), (1.25)

respectant les conditions aux bords de I’équation (1.23).

4. Cela vient du fait que, a cause du champ magnétique, les translations 7, et 7T, ne
commutent pas. Il faut donc utiliser le groupe abélien des translations magnétiques, dé-
fini par Zak [Zak64a] et prendre en compte les modifications nécessaires pour les fonctions
d’ondes [Zak64b).
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Si un champ électrique peu intense est appliqué au systeme, le courant per-
pendiculaire résultant peut étre calculé dans la théorie de la réponse linéaire en
utilisant la formule de Nakano-Kubo. On obtient une expression de la conductivité
de Hall de la forme :

ie’h VE UG — VagU%a
Opy = —— , (1.26)
ny A ea<€zF:<€g (60 - 65)2

ou ep correspond a l’énergie de Fermi (qu’on supposera au milieu d'un gap), «
et [ représentent des couples (k,n) tels que u, est un état d’énergie ¢, Upp €t
UZB sont les éléments de matrices des composantes de l'opérateur vitesse v =
(—ihV + eA)/m et A l'aire du systeme.

Comme on s’intéresse uniquement aux éléments de matrice hors diagonaux de

I'opérateur vitesse, on a :

r —Zha$ + 6A$ 1 8Hk
v = (tal = ) = ol ). (127)
D’ou : 9 8
r — 6,3 ua . _Ea — 65 U5

(De méme en remplacant = par y)
En injectant cette expression dans I’équation (1.26), les différences d’énergie
disparaissent et on obtient :

ie? Oug
I (e

ea<ep<eg

Oug Uy

i) — Qe |uﬁ><uma“°‘>). (1.20)

Une relation de fermeture et la normalisation des u, x permettent alors d’obtenir :

e? < ( Oug, | Ouy, ou,,

Ouy,
o = ian 2 G, Gk‘y>_<8ky‘8km>>' (1.30)

€a<€ER
En utilisant le fait que ’énergie de Fermi est située au milieu d’un gap, on peut
faire le changement :

dk

2 =2 //BZM 27r/ qa) 27r/yb (131)

€q<eER n occ.

ou n occ. correspond aux bandes occupées.
De plus, le produit scalaire peut se réécrire comme une intégrale sur la cellule
unité magnétique :

(Ug|ug) = / d*r ul,(r)us(r = b //CUM r u, (r)ug(r). (1.32)

Finalement, on obtient :

< Z / 0;: [[ <0u5£ )aué{gy(r) _auggy(m 8u§};(r)>’ (133)

n occ.
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Chapitre I. Introduction aux Isolants Topologiques

ou l'intégrale en k porte sur la BZM et l'intégrale en r porte sur la CUM. Le
théoreme de Stokes permet enfin de réécrire cette équation sous la forme :

=7 Z 7{2m //d T Uk ()" Vi, (). (1.34)

n occ.

Avant de calculer cette grandeur pour une forme spéciale du potentiel U(r),
Thouless et al. proposent un argument pour la quantification de cette intégrale qui
peut se comprendre comme suit.

Comme montré précédemment dans le paragraphe 1.2, il est possible d’avoir
une définition continue en k des W, i (r). Si on considere de plus des bandes d’états
sans recouvrement (7.e. avec un gap entre chaque bande occupée), alors on peut
montrer que les W, (r) ne peuvent différer que d’'une phase indépendante de r
quand on modifie k d’un vecteur du réseau réciproque. En d’autres termes, pour
chaque bande n il existe deux fonctions 7} (k) et v, (k) telles que :

\Ijn,(kgc—l-z—g,ky)(r) = emg(k)\l/n,k(r>7
‘I’n,(kz,ky#%)(r) = 6i75(k)‘1’n,k(1‘)- (1.35)

L’équation (I1.2) permet alors de montrer que les intégrales en k de I’équation
(1.34) sur les bords opposés de la BZM se compensent partiellement et on obtient,
en utilisant la normalisation des u, x :

e? < (—7T —T T - -T -7 T =T
Ty
n occ a

Ouy = 50 b —) - %,(qa b —) = %<q7a77)+%(7a 7)
(1.36)
On se retrouve donc avec des différences de fonctions v" évaluées en des points
équivalents de la MBZ (des points différant d'un vecteur du réseau réciproque).
Ces différences ne peuvent étre que des multiples de 27, car, grace a la périodicité
du réseau, on peut toujours choisir :

wl '(k+K) 61’7”(1‘) (137)

pour tout K vecteur du réseau réciproque (et de méme pour +,)
Finalement on obtient que la conductivité de Hall est quantifiée :

Opy =—V, VEL. (1.38)

On appelle v 'invariant de TKNN.

Cela conclut notre présentation des résultats de TKNN dans leur article de
1982. En résumé, on commence par écrire la formule de Nakano-Kubo qui donne
une expression de la conductivité de Hall dans le cadre de la réponse linéaire (ap-
proximation qui suppose que le champ électrique peut étre traité en perturbation).
Cette expression est ensuite réécrite en utilisant les fonctions de Bloch magnétiques
Uy x. On obtient alors une expression de la conductivité de Hall en e?/h fois une
intégrale. Enfin, en supposant que la structure de bandes est séparée, on montre
que cette intégrale ne peut prendre que des valeurs entieres. Dans leur article,
Thouless et al. calculent ensuite explicitement la valeur de la conductivité de Hall
pour des modeles particuliers. Ces calculs n’ont pas été reproduits ici.
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2. L’effet Hall quantique entier

2.5 L’invariant de TKNN

Dans ce paragraphe, nous discutons plus en détail les propriétés de I'invariant
de TKNN.

Tout d’abord, la dénomination « invariant » vient du fait que v est (partielle-
ment) un invariant de jauge. En effet, considérons la transformation de jauge :

Unk < Bif(k)

Un ks (139)
ou f est une fonction réelle, indépendante de r et suffisamment lisse en k. On peut
montrer que cette transformation produit une modification de v donnée par :

d’k Vi x Vi f(k) = 0. (1.40)
//BZM

Ainsi, v est invariant par changement de la phase des fonctions d’ondes.

D’apres I'équation (1.36), on peut aussi remarquer que l'invariant de TKNN
peut s’écrire uniquement en fonction des phases 7" et quantifie la facon dont ces
phases « s’enroulent » entre certains points équivalents de la zone de Brillouin.
Ainsi, v est une mesure de I'organisation globale des fonctions d’ondes.

On peut aussi comprendre cela grace a I’équation (1.34). Deux points de 'espace
réciproque différant d’un vecteur du réseau réciproque étant équivalents, la zone
de Brillouin est essentiellement un tore plutdt quun rectangle. Ainsi, si les u,x
sont dérivables et monovalués sur le tore, I'équation (I1.34) doit donner o,, =
0. La dérivabilité étant assurée par choix, on comprend qu’une valeur non nulle
de v interdit d’avoir des fonctions u, x monovaluées, empéchant ainsi d’écrire les
fonctions d’ondes sous la forme (1.4).°

On imagine aisément que de petites modifications locales des fonctions d’ondes
ne peuvent pas modifier leur organisation structurelle et donc la valeur de v. De
plus, v étant entier, on ne peut le modifier continument, et seul un évenement tel
que la fermeture du gap permet d’en changer la valeur. C’est donc un invariant
topologique au sens défini dans le paragraphe 1.5.

En 1983, Avron, Seiler et Simon ont démontré que pour les systémes a bandes
séparées, les invariants de TKNN calculés pour chaque bande sont les seuls inva-
riants possibles (tous les autres invariants peuvent s’écrire comme une fonction des
invariants de TKNN), et que la donnée de tous les invariants de TKNN permet
de déterminer entierement la classe topologique de tels systemes. Avron et Sei-
ler [AS84] ont aussi été les premiers a faire le lien entre I'invariant de TKNN et la
premiere classe de Chern d’un fibré vectoriel.

On peut en effet voir une bande n donnée comme un fibré de base la zone de
Brillouin assimilée a un tore, et dont la pré-image d’un point k est donnée par le
sous-espace engendré par u, k. On peut de plus définir une connexion sur ce fibré :

An(k) =i / / &t e (1) Vigttgen (T) = i {ttge | Victtie ). (1.41)

5. Cette propriété, associée a une valeur non nulle de v, est souvent appelée obstruction
(obstruction a définir continument les wu,, x sur la BZ considérée comme un tore).
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Chapitre I. Introduction aux Isolants Topologiques

Cette connexion s’appelle la connexion de Berry (ou potentiel vecteur de Berry).
De cette connexion, on peut dériver une courbure :

Fo(k) = Vi x A, (k), (1.42)

la courbure de Berry. La premiere classe de Chern est alors donnée par ¢; = iFn 6
L’intégrale de la premiere classe de Chern sur le tore s’appelle le premier nombre
de Chern (C}) et permet de caractériser le fibré. C est quantifié : il prend ses
valeurs dans Z. Il vaut 0 pour un fibré trivial. L’invariant de TKKN, qui peut

s’écrire )
= - F,(k)d?k 1.43
v Z o //MBZ (k)d"k, (1.43)

n occ.

s'interprete donc comme 'opposé du premier nombre de Chern sommé sur 1’en-
semble des bandes remplies.

Cela conclut notre description de l'effet Hall quantique. Dans la suite de ce
chapitre, nous montrons comment le nombre de Chern, qui est au cceur de la com-
préhension de la quantification de la tension de Hall, peut étre étendu a d’autres
systemes afin d’en étudier la topologie.

3 Isolants de Chern

Dans cette section, nous nous intéressons a la description d’une famille de phase
plus large que 'effet Hall quantique : les isolants de Chern. Nous généralisons tout
d’abord la définition du nombre de Chern pour des fibrés plus complexes, ou les
bandes ne sont pas séparées. Nous montrons ensuite que la formulation en terme
de nombre de Chern permet d’étudier la topologie de systémes plus généraux que
'effet Hall quantique comme le modele de Haldane [Hal88]. C’est un modele sans
champ magnétique, et donc sans niveau de Landau. Enfin, nous nous intéressons
aux propriétés des systemes a nombre de Chern non nul.

3.1 Connexion non Abélienne

Une condition importante pour la quantification de I'invariant de TKKN est
que les bandes soient séparées, c’est-a-dire que pour chaque k, on peut indexer
les u, x par énergie croissante en ayant €,k < €,11k. Cela simplifie les choses en
permettant de traiter chaque bande séparément. Cependant, il peut arriver que
les bandes remplies soient dégénérées. Dans ce cas, on peut considérer, non pas le
fibré défini par chacune des bandes séparément, mais le fibré dont la pré-image d'un
point k est I'espace engendré par I'’ensemble des états wu,, x occupés. La connexion
définie a I’équation (I1.41), peut étre remplacée par sa forme non Abélienne plus
générale [WZ84, Mea92] :

Amn,u<k) = i(um,k|8ku ]un7k>. (144)

6. En mathématiques, la connexion est plus souvent définie sans le facteur i, qui apparait
alors dans la premiere classe de Chern.
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3. Isolants de Chern

La courbure non Abélienne s’écrit alors
anw(k) = 8klemn7V(k) — 8kuAmn,u(k) — i[Au(k), Ay, (K)]imn, (1.45)

et la premiere classe de Chern de ce fibré est donnée par

1) = 5Ty ()], (1.46)
T
ol la trace porte sur les indices de bandes.
Cette formulation a de plus l'intérét d’étre invariante de jauge [Nak03]. En
effet, tout comme le déterminant de Slater, ¢; est invariant sous 'action d’une
transformation unitaire U € U(N) sur les bandes occupées;

) <= Y Unnn(K) [t o) (1.47)

n occ

Comme précédemment, le premier nombre de Chern est alors donné par l'inté-
grale de la premiere classe de Chern sur le tore.

On peut noter que, pour un espace de Hilbert de dimension finie, le fibré
construit sur I'ensemble des états (remplis et non remplis) et toujours trivial [FC13].
Le premier nombre de Chern sommé sur I'’ensemble des bandes du systemes est
donc nul. Cela permet d’en déduire que I’étude des bandes remplies est équivalente
a ’étude des bandes vides, puisqu’elles conduiront toutes deux a la méme valeur
du nombre de Chern en valeur absolue. Cela assure de plus de toujours pouvoir
écrire ’'Hamiltonien de Bloch défini a I’équation (I.13) de maniére & respecter

Hic = . (L48)

ou G est un vecteur quelconque du réseau réciproque. En effet, le nombre de Chern
pour l’ensemble des bandes étant nul, il n’y a pas d’obstruction a une définition
continue et périodique de H.

Enfin, le premier nombre de Chern est indépendant du choix de la courbure
considérée [FC13]. On pourrait en effet envisager de définir d’autres connexions
(d’autres définitions de la dérivée covariante) et donc d’autre courbures pour cal-
culer la premiere classe de Chern. Ainsi, s’intéresser a la courbure de Berry est
simplement une convention qui semble plus naturelle physiquement, mais d’autres
choix seraient possibles pour étudier la topologie d'une structure de bandes donnée.

Dans la suite de ce manuscrit, nous étudions des systemes a bandes séparées.
L’étude de chaque bande indépendamment les unes des autres sera donc possible,
et nous ne nous intéresserons pas a la connexion non Abélienne. On peut cependant
noter que la majeure partie des résultats est généralisable au cas non Abélien.

3.2 L’effet Hall sans niveau de Landau : le modeéle de Hal-

dane

Comme exemple d’isolant de Chern, on considére ici un Hamiltonien de liaisons
fortes de fermions sans spin sur le réseau hexagonal. Le réseau hexagonal peut étre
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Chapitre I. Introduction aux Isolants Topologiques

Figure 1.3 — Représentation du réseau hexagonal (a gauche) et de sa zone de
Brillouin (& droite). Le réseau hexagonal posséde deux sites par cellule unité (A
et B), et s’organise sur un réseau triangulaire de vecteurs de base a; et ag. Les 9;
sont les vecteurs reliant les plus proches voisins. by et by sont les deux vecteurs
de base du réseau réciproque. (figure extraite de [CNGPT09])

vu comme un réseau triangulaire avec deux sites par cellule unité (cf. Fig.(1.3)).
Les vecteurs de base a; et ay peuvent s’écrire

a a
a; = 5(37 V3), ay= 5(3a —V3). (1.49)
Les vecteurs de base du réseau réciproque s’écrivent alors

b, = ?))7;(1, V3), by = ?;(3, —V/3). (1.50)

On peut aussi définir les vecteurs premiers voisins d'un site B :
5y = %(1, V3), 0= %(1, —V3), 0 =a(-1,0). (L51)

Si on considere des sauts de premiers et deuxiémes voisins isotropes, I’Hamil-
tonien peut s’écrire dans 1’espace réel :

H=t Y (cle; + h.c.) + t > (clej + h.c.) (1.52)

<i,7> <L4,5>>

ou h.c. signifie hermitien conjugué, et t; et ¢, sont réels. Les bandes d’énergie de
ce systeme ont la forme [Wal47] :

By = (/34 f(k) +taf(k),

f(k) = 2cos(v3kya) + 4cos <\g§k’ya> oS <;k‘xa> : (1.53)

On obtient un systeme composé de deux bandes mais possédant un gap nul aux
points de haute symétrie K et K’ donnés par :(cf. Fig.(I.4a))

2 27

() ke (Do) s
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3. Isolants de Chern

(b)

Figure 1.4 — Relation de dispersion obtenue pour a = 1, t; = —3 et to = —0.3.
(a) ¢ = 0 : On observe deux bandes d’énergie avec un gap nul aux points de
haute symétrie K et K'. (b) ¢ = 7/5 : Le gap s’ouvre. Le matériaux est isolant &
demi-remplissage

L’idée de Haldane est de modifier cet Hamiltonien en rajoutant localement des
flux de champ magnétique afin de briser la symétrie de renversement du temps.
L’effet Aharonov-Bohm dii a ces termes est pris en compte grace a une substitution
de Peierls. On multiplie les termes de saut par une phase, de telle sorte que la phase
totale accumulée sur un chemin fermé corresponde au flux de champ magnétique
a travers la surface orientée définie par ce chemin.

L’Hamiltonien considéré s’écrie donc :

H=t Y (cej+he)+t Y (eclej +he), (1.55)
<ij> i >
ou de nouveau t; et ty sont réels. Garder le terme de saut de premier voisin réel
permet de ne pas accumuler de phase lorsqu’un électron fait le tour complet de la
cellule unité. Il n’y a donc pas de champ magnétique net. En revanche la phase du
terme de saut de second voisin correspond a une inhomogénéité du flux a 'intérieur
de la cellule unité.(cf. Fig.(1.5))
L’Hamiltonien de Bloch peut s’écrire dans ce cas

Hy = do(k)Id + d(k).o, (1.56)

ou o est le vecteur des matrices de Pauli agissant sur les sites A et B et :

dy = 2tycos(ip) (2 Cos (3162:6&) oS <\/§2kya> + cos (\/gkyCL)) ,

k k

d = t (2 cos <;a> cos (\/52 ya> + cos (km)) ;
k., k

dy = t (2 sin ( 2@) coS <\/§2ya> — sin (k‘xa)> ,

d3 = 2tysin(yp) (2 cos (3%@) sin (\/51@&) — sin (\@k@a)) . (L.57)

2 2

On peut diagonaliser cet Hamiltonien simplement (c’est une matrice 2 x 2) et
obtenir la structure de bandes complete de ce systeme. On ne donnera cependant
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07420\0
O/

Figure 1.5 — Lien entre les termes de saut obtenus par substitution de Peierls et
I’inhomogénéité de flux. Sur le premier dessin, les traits noirs correspondent aux
termes de saut d’amplitude 1, tandis que les fleches rouges correspondent aux sauts
d’amplitude ety. Ces termes de saut peuvent étre obtenus en présence de flux
tels que ceux représentés sur le deuxieme schéma. Les cercles bleus représentent
un flux positif et les cercles rouges un flux négatif, de telle sorte que le flux total
est nul. Figure adaptée de [JMD™'14].

pas dans ce manuscrit la forme complete des solutions qui est lourde et sans intérét
direct ici.

On observe que cette brisure du renversement du temps ouvre un gap entre les
deux bandes du systeme (cf. Fig.(I.4b)). On obtient donc bien un isolant a demi-
remplissage. On peut de plus calculer la valeur du nombre de Chern de la bande
inférieure grace a I’équation (1.43). On obtient C; = 1si0 < ¢ < 7met C; = —1 si
—7m < ¢ < 0. On a donc bien affaire a une phase topologique des que ¢ # 0 mod 7.

Dans le modele original, Haldane considere de plus un terme qui brise la symé-
trie de parité (équivalent a un potentiel chimique différent pour chaque sous-réseau
A et B). Il montre que lorsque le gap s’ouvre a cause de la brisure de parité, les
deux bandes obtenues ont un nombre de Chern nul. Lorsqu’on brise a la fois la
symétrie de renversement du temps et la parité, on obtient une phase triviale ou
topologique suivant l'intensité relative de ces deux termes.

3.3 Correspondance Bulk-Edge

Une conséquence fondamentale de la classification topologique des isolants de
bandes est 'existence d’états de bord métalliques a l'interface entre deux phases
topologiques différentes 7. On a vu par exemple que la conductivité de Hall pouvait
se comprendre par la présence d’états de surface métalliques chiraux a l'interface
entre le vide (C7 = 0) et un état de Hall de nombre de Chern C; # 0. La notion
de chiralité (sur un bord, les électrons ne peuvent se déplacer que dans une seule
direction) est importante, car elle assure la robustesse de ces états de bord envers
le désordre par exemple. En effet, une impureté sur le bord de I’échantillon devrait
normalement rétro-diffuser les électrons. Cependant, a cause de la chiralité, il n’y
a pas d’espace des phases accessible pour les électrons rétro-diffusés, rendant le
processus énergétiquement défavorable. Les électrons traversent donc 'impureté

7. A condition que l'interface posséde au moins les symétries qui protégent les phases topolo-
giques considérées.
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3. Isolants de Chern

sans interagir avec elle.

Intuitivement, on peut comprendre 'apparition des états de bord ainsi : les
symétries considérées étant respectées, la valeur d’un invariant topologique ne peut
pas changer sans fermeture du gap. Une interface doit pourtant interpoler entre
deux systemes gappés mais de structures de bandes différentes. Cela ne peut donc
se faire qu’en ayant une fermeture du gap localement, sur la surface de contact.

Pour un exemple plus concret, on peut considérer des fermions de Dirac en
dimension 2+1. Un systeme de fermions de masses positives appartient a une
classe topologique différente d’un systeme de fermions de masses négatives. On
crée alors une interface en considérant un Hamiltonien de fermion de Dirac a 241
dimensions dont la masse dépend de la position y. Cet Hamiltonien peut s’écrire :

H = —ihvp(0”0, + 0¥0y) + m(y)o”. (1.58)

On choisit m(y) < 0 pour y < 0, m(y) > 0 pour y > 0 et lim, , 1 m(y) = £m.
L’invariance selon x permet de considérer k, comme un bon nombre quantique.
On peut donc chercher des solutions de la forme ¥, (x,y) = e*+*®(y). On peut
montrer que si m(y) est suffisamment lisse et que sa dérivée ne s’annule pas, alors
on trouve une solution de la forme [JR76, HK10, FC13]® :

1qzT 4 / / ]- 1QzT —mly| 1
Wi, (o,g) = e exp (= [Mdym)ee) () = e (), (159)

y—rtoo

et d’énergie F(q,) = hvpgq,. Pour toute énergie dans le gap, on obtient donc
un état exponentiellement localisé a linterface y = 0 et de vitesse de groupe
dE/dq, = hvp > 0 (cf. Fig.(I.6a)). On peut aussi remarquer que la présence de
I’état de bord ne dépend pas de la forme précise de m(y), mais uniquement de la
présence de l'interface.

Dans le cadre du modele de Haldane, on observe que lorsque ¢ = 0 on obtient
des cones de Dirac dans la relation de dispersion aux points de Dirac K et K'. En
modifiant ¢, on ouvre un gap en ces points. Cela revient a donner une masse aux
électrons de Dirac, de signes différents selon le point de Dirac considéré. Le cas
trivial, ou le gap est ouvert uniquement grace a une brisure de la parité, correspond
quant a lui a des masses de méme signes. Dans les deux cas, le nombre de Chern est
donné par ¢; = sign(m(K)) — sign(m(—K)). Une interface entre ces deux modeles
doit donc interpoler entre deux fermions de masses différentes, et on retrouve bien
un état de bord, comme montré précédemment (Pour une discussion plus détaillée,
on pourra se référer a [Cay13]).

On peut résoudre le modele de Haldane qui brise le renversement du temps sur
un plan semi-infini. La figure (I.6b) montre les niveaux d’énergie que I'on obtient
en fonction de k,. On observe les bandes de conduction et de valence du bulk
a demi-remplissage, ainsi qu'une ligne d’état de bord qui connecte la bande de
valence & K’ a la bande de conduction a K. En modifiant I’'Hamiltonien pres de
I'interface, on peut modifier la relation de dispersion des états de bord, de maniere

8. Il est intéressant de noter que le méme mécanisme de Jackiw et Rebbi [JR76] permet
d’expliquer des phénomenes aussi variés que les excitations soliton dans le polyacétyléne [SSH80]
ou les modes d’énergie nulle dans les supraconducteurs d-wave [Hu94].
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Figure 1.6 — Schéma de la relation de dispersion en fonction de k, pour différentes
interfaces. (a) Interface entre électrons de Dirac de masse différentes. (b) Interface
entre la phase topologique de Haldane et le vide. (c¢) Interface entre la phase
topologique de Haldane et le vide, avec un Hamiltonien sur le bord modifié de
maniere a obtenir trois états de bord. La différence entre le nombre d’états de
chiralité droite et gauche reste inchangée.

a avoir trois états de bord pour une énergie de Fermi donnée.(cf. Fig.(I.6¢)) Mais
la différence entre le nombre d’état de chiralité droite (Np) et le nombre d’état de
chiralité gauche (Ng) reste inchangé. La valeur de Np — Ng est déterminé par la
structure topologique du bulk des deux matériaux mis en contact. C’est ce qu’on
appelle la correspondance volume-surface (bulk-edge) :

Np — Ng = ACY, (.60)

ou AC, est la différence de nombre de Chern des deux matériaux.

3.4 Lien avec la polarisation

Etant donné un ensemble de fonctions de Wannier construites a partir des
fonctions d’onde comme *

VN
(27)?

on peut définir la polarisation P comme la somme sur les bandes occupées du
centre de charge” de la fonction de Wannier située a 1'origine du réseau :

P=Y t,= 3 (0,00 n). (1.62)

n occ. n occ.

Ron) = 25 [ ke ™ w0, (L61)

La polarisation n’est pas invariante de jauge, elle est définie & un vecteur du réseau
pres. Une fois la jauge fixée, on peut cependant suivre I’évolution de la polarisa-
tion lorsque I'on modifie continument ’'Hamiltonien. Cette variation est invariante
de jauge [KSV93]. On peut montrer que la polarisation s’écrit en fonction de la
connexion de Berry comme [CV09] :

1 2
P=15 Y /BZd k A, (k). (1.63)

n occ.

9. On considere ici 'exemple d’un Hamiltonien sur réseau carré, de pas de réseau a = 1, avec
des conditions aux bords périodiques et N sites.
10. équivalent au centre de masse en posant g. = m, = 1.
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3. Isolants de Chern

Dans la suite, on voudra souvent considérer des systemes possédant un bord
(par exemple en x = 0), mais avec des conditions aux bords périodiques dans
I’autre direction. Dans ce cas, une seule des deux impulsions reste un bon nombre
quantique (dans cet exemple, k). Il peut donc étre utile de définir des fonctions
de Wannier hybrides :

|z, kyyn) = R [T (1.64)

ou N, correspond au nombre de site selon la direction . Ici k, joue simplement le
role d'un parametre. Comme nous l'avons vu précédemment, il n’est pas toujours
possible d’écrire les fonctions d’ondes sous une forme qui respecte la périodicité
de I’équation (I.4). En revanche, on peut fixer cette périodicité selon une des deux
directions. On définit donc les fonctions de Wannier hybrides a partir de fonctions
d’ondes qui respectent :

Wi tombyn) = |\Ijkzkyn>
Wk, yi2mmn) = €T ). (1.65)

Pour une valeur donnée de k,, on peut définir de nouveau la polarisation élec-
trique selon Z,'' comme la somme sur toutes les bandes remplies de la position du
centre de charge des fonctions de Wannier associées a la cellule unité a ’origine :

P, =Y ZTpp, = > (0,ky,n|%[0, ky, n). (1.66)
n occ. n occ.
Comme précédemment, Py, n’est pas invariant de jauge, mais ses variations entre
k, = —m et k, = 7 sont bien définies. En effet, dans ce cas, I'équation (1.63) se
réécrit

Z / dky A, (K2, (L67)

n occ.

avec :
An,k:y (k’x) = i(ukw,ky,nlvkz |uk1,ky,n>- (168)
La variation de polarisation s’écrit donc :
1 s
AP=P,—P, = ( / by A (k) — dkxAn,_W(kx))
T n occ. -
_ > o) (1.69)
= 5 :

n occ.

qui n’est autre, grace au théoreme de Green-Stokes, que le premier nombre de
Chern calculé sur les bandes remplies.

La quantification du nombre de Chern et donc de AP peut se comprendre
ainsi : les points k, = —7 et k, = 7 étant équivalents, la physique décrite doit étre
la méme. La polarisation doit donc étre égale en ces deux points, a 'invariance de

11. L’appellation polarisation pour des fonctions de Wannier hybrides est un abus de langage
qu’on fera souvent. On peut cependant aussi s’y référer comme au centre de charge des fonctions
de Wannier (WCC) noté, pour une bande n, Ty, ,
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jauge pres. Or cette invariance de jauge correspond ici a un nombre entier de fois
le pas du réseau a qu’on a choisi égal a 1. Nécessairement, on obtient AP € Z.
Ainsi, une maniere d’obtenir le nombre de Chern serait de calculer la polari-
sation (a partir des centres de charge des fonctions de Wannier) en fonction de k,
et de suivre son évolution lorsque k, parcourt la zone de Brillouin. Ce sera l'idée
principale derriere une des méthodes numériques présentées dans le Chapitre III.
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Chapitre II. Isolants Topologiques 7,

Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il était possible de classifier to-
pologiquement les isolants de bandes par le calcul d’un invariant topologique : le
premier nombre de Chern. Une condition nécessaire a I’'obtention d’'un nombre de
Chern non nul est la brisure de la symétrie de renversement du temps (TR). En ef-
fet, dans 'effet Hall quantique la symétrie TR est brisée par la présence d'un champ
magnétique extérieur, tandis que dans le modele de Haldane ce role est joué par un
flux alterné. Dans ce chapitre, nous nous intéressons maintenant aux isolants sy-
métriques par renversement du temps. Leur nombre de Chern sera donc nul, mais
nous verrons qu’il est possible de séparer ces systeémes en deux classes topologiques
distinctes, différenciées par un invariant topologique Z5. Dans la premiere section
nous discutons les propriétés de I'opérateur renversement du temps. Nous nous at-
tachons ensuite a donner une expression de cet< invariant Z, dans un cas général,
puis en présence d'une symétrie supplémentaire, I'inversion. Enfn, nous discutons
un exemple d’isolant topologique Z5 : le puits quantique HgTe/CdTe (tellurure de
mercure/tellurure de cadmium) représenté par ’'Hamiltonien de Bernevig-Hughes-
Zhang (BHZ) [BHZ06], avant de présenter les principales méthodes expérimentales
d’identification des isolants topologiques.

1 La symétrie par renversement du temps

Dans cette section, nous nous intéressons a la symétrie de renversement du
temps et a ses conséquences.

1.1 Le renversement du temps en mécanique classique

L’opération de renversement du temps, comme son nom l'indique, consiste a
effectuer la transformation t — —t. Classiquement, cette opération n’a donc pas de
conséquence pour les positions, mais changera les vitesses en leur opposée. Ainsi,
I’équation du mouvement d’une particule de position 7 soumise a une force F

mr(t) = F(F,7t), (IL.1)

se transforme sous action du renversement du temps en
mi(—t) = F(7, = —t). (11.2)

L’opération renversement du temps sera une symétrie si
F(7,7:t) = F(F, = —t). (IL.3)

C’est par exemple le cas de la force gravitationnelle. Si on considere par ailleurs
la force de Lorentz

F = q(E(7) +7 x B(7), (IL.4)
la symétrie par renversement du temps impose
E(Ft) = E(F:—t) et B(:t) = —B(f —t). (IL5)

Un champ magnétique extérieur uniforme et indépendant du temps brise donc la
symétrie par renversement du temps, comme c’est le cas dans 'effet Hall quantique.
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1. La symétrie par renversement du temps

1.2 Le renversement du temps en mécanique quantique

En mécanique quantique on peut décrire I'action du renversement du temps
par un opérateur O. L’action du renversement du temps sur les positions et les
vitesses impose :

0,X]=60X-X0=0 e {6,P}=06P+P6=0. (I1.6)
Or, ceci n’est compatible avec les relations de commutations canoniques
(X, Pp) = ihop m, (I1.7)
que si © est un opérateur anti-linéaire, i.e. :
O(Ai[W1) + A2 V2)) = A{O[W1) + A30(Us), (1L.8)

et méme anti-unitaire (©f = ©~1) d’aprés le théoréme de Wigner.

On peut toujours écrire un opérateur anti-unitaire comme le produit d’un opé-
rateur unitaire et d’'un opérateur de conjugaison complexe, ot on appelle opérateur
de conjugaison complexe dans la base {|¢;) }, noté K.}, 'opérateur anti-unitaire
vérifiant

Vi, Kepyloi) = |9)- (IL.9)

Le renversement du temps devant inverser le sens des spins ({0, S} = 0) on choisit
en général
e = €_msy/hK{‘r7gz>}, (Hl())

ou la base {|r,S,)} est donnée par les vecteur propres communs de 1'opérateur po-
sition T et de 'opérateur S,. Pour des spins 1/2, cette expression peut se simplifier
en :

e = —Z'SyK{|,.7SZ>}, (H.ll)

ou s, est la deuxieme matrice de Pauli agissant sur I’espace des spins.

1.3 Notations pour les opérateurs anti-linéaires

Si A est un opérateur anti-linéaire, (x| (A\gzﬁ)) est une fonctionnelle anti-linéaire
de ¢, donc son conjugué est une fonctionnelle linéaire. On peut donc trouver (y/|
tel que

(1) = (1)) (1L.12)
Cela permet de définir I'action de A sur un bra par :
((x14) = (', (11.13)

et on obtient

(6x14)16) = ((xl(A16))) en

29
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On observe donc que, contrairement aux opérateurs linéaires, la notation bra/ket
n’est pas entierement adaptée aux opérateurs anti-linéaires, pour lesquels I'utili-
sation de parenthéses est nécessaire. Dans la suite de ce manuscrit, I’omission des
parentheses signifiera que 'opérateur anti-linéaire agit sur le ket qui le suit.

Comme pour les opérateurs linéaires, on définit I'adjoint AT d’un opérateur
anti-unitaire A par

(419))" = (1014"). (1L.15)

On obtient alors le formulaire :

(xlAle) = (x| A)l0)" = (8l AT)x)" = (gl ATx),
((xl4)]e) = (x| Alg)™ = ({6l AN)Ix) = (2lAT]x)". (I1.16)

1.4 Théoréme de Kramers

Dans ce manuscrit, on s’intéresse a des fonctions d’onde fermioniques a une
particule de spin 1/2. Le théoréeme de Kramers s’applique donc.

Théoreme de Kramers :
Les niveauz d’énergie d’un systeme invariant par renversement du temps sont
tous dégénérés si le systéme comprend un nombre impair de spins demi-entiers.

L’argument central pour prouver le théoreme de Kramers est que pour un
systéme comprenant un nombre impair de spins 1/2, et donc en particulier pour
des systemes a un électron, le carré de l'opérateur renversement du temps vaut
moins l'identité :

0% = —Id. (I1.17)
Nous allons démontrer ici un théoreme un peu plus général :

Soit A un opérateur anti-unitaire qui commute avec I’Hamiltonien H d’un sys-
téme et dont le carré vaut A* = € avec ¢ # 0 mod 2. Alors, pour tout |¥)
vecteur propre de H, A|V) est aussi vecteur propre de H pour la méme valeur
propre ; et on a (V|A|¥) = 0.

Le fait que A|¥) soit un état propre de H s’obtient directement de la commu-
tativité de A et de H et du fait que les valeurs propres de H, les énergies, sont
réelles :

HA|W) = AH|V) = AE|VU) = EA|D). (I1.18)
L’orthogonalité, quant a elle, découle des égalités suivantes :
(U|A|T) = (U|ATAA|T) = (T|ATe?|T) = e (U|AT|T) = e (V|A|W). (I1.19)

La premiere égalité est due a 'anti-unitarité de A. La deuxiéme est une consé-
quence directe de I'hypothese sur le carré de A. La troisieme vient de l'anti-
linéarité. Et la derniére vient de 1’équation (I1.16). On observe donc que si e # 1,
alors nécessairement (V|A|¥) = 0.
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1. La symétrie par renversement du temps

1.5 Conséquence pour les Hamiltoniens périodiques

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 1.2 du chapitre I, lors de I’étude
d’Hamiltoniens périodiques, il est souvent préférable de travailler dans la base des
ondes planes |k) plutot que dans la base des positions |r).

En remarquant que

Kiesyy = 2 | — k) (k[ K{s.}, (I1.20)
k

on peut réécrire 'opérateur de renversement du temps comme

O = —isy Y | — k) (k|K{s.)}- (I1.21)
k

Dans la suite, on omettra souvent de préciser I'indice de I'opérateur conjugaison
complexe, lorsque le contexte sera suffisamment clair.

Nous avons vu que I'étude de I'Hamiltonien de Bloch Hy défini a 1’équation
(I.13) est suffisante pour définir la structure de bandes. En effet, on peut construire
les états propres de ’'Hamiltonien (les |Uy ,,)) a partir des états propres de 1’'Ha-
miltonien de Bloch (les |uy,)). Dans le cadre du modele des liaisons fortes, Hy
est une matrice dépendant de k et de taille N' x N, ot N est le nombre d’orbi-
tales atomiques considérées par cellule unité (N prend donc aussi en compte la
présence éventuelle de plusieurs sous-réseaux). De maniere générale, on peut alors
écrire 'opérateur renversement du temps sous la forme :

0 =06 — k) (k| K{ks.} (I1.22)
k

ol © est une matrice agissant sur l’espace des orbitales atomiques. La condition
d’invariance par renversement du temps devient alors :

OH; 0™ ' = H_,. (11.23)

En observant que © envoie un état de vecteur d’onde k en —k, on comprend que
certains points de la zone de Brillouin joueront un role particulier : les points I tels
que —I' =T'+ G avec G un vecteur du réseau réciproque. On les appelle vecteurs
d’onde invariants par renversement du temps (TRIM). En deux dimensions, les
TRIM sont au nombre de quatre (a des vecteurs du réseau réciproque pres). En
ces points, le théoreme de Kramers assure que les états propres de H viennent par
paires dégénérées qu'on peut ré-indexer U] ) et [WI), ot a prend ses valeurs
dans [1,N/2].

On peut étendre la redéfinition des états propres a I'ensemble de la zone de
Brillouin en écrivant les états propres de I’'Hamiltonien sous forme de paires d’états
Wl ) et [WI ). On supposera dans la suite que les paires de bandes sont séparées :
en chaque point k il existe un gap fini entre la paire de bandes « et toute autre paire
de bandes o/ (sauf évidemment dans le cas spécial des transitions de phase). Cela
permet de traiter chaque paire de bandes séparément et simplifie la présentation.
Les résultats sont généralisables a des bandes non séparées en utilisant la courbure
de Berry non Abélienne (cf. 1 3.1).

L’ensemble des grandeurs définies au chapitre précédent et portant un indice
de bande n peuvent étre redéfinies simplement en fonction des nouveaux indices «
et I/I1.
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1.6 Choix de jauge

Dans un systéme invariant par renversement du temps, pour une paire de
bandes o donnée, le premier nombre de Chern total est nul. En effet, la cour-
bure de Berry est impaire sous renversement du temps :

0: F(k) = —F(—k). (I1.24)

La symétrie par renversement du temps assure donc que F'(k) = —F(—k) et donc

o=y ;ﬂ / /B _ Fa(k)dk = 0. (I1.25)

n occ.

On peut donc toujours trouver |l ) et [Ull,), définis continument sur la zone de
Brillouin vue comme un tore (donc respectant ’équation 1.4) et tels que, en tout
point k, 'espace vectoriel engendré par |‘i’ék) et |\If£fk> soit égal a celui engendré
par [U/ ) et [U!]). Le nombre de Chern associé a chaque bande (I et IT) sera
donc lui aussi nul. Cependant les |ﬁ/> ne sont pas nécessairement des états propres
de H. On appelle un tel choix de jauge une jauge lisse.

Un autre choix possible est de respecter la symétrie par renversement du temps
en choisissant des [, ) et [W!]) états propres de H et respectant

W) = —eherelwl),
W) = Ol ). (IL.26)

On appelle cette jauge la jauge symétrique.

Dans le cas des Hamiltoniens conservant S?, les spins up et down sont séparés.
On peut alors choisir les spins up comme bande I et les spins down comme bande
II, le renversement du temps changeant up en down. Cela permet d’avoir une
vision plus intuitive de la jauge symétrique. Attention cependant, en présence
d’un couplage spin orbite, S* n’est généralement pas conservé.

Pour les isolants triviaux, il est en général possible de respecter les deux jauges
a la fois. Nous verrons qu'’il existe une classe d’isolants non triviaux, caractérisée
par un invariant topologique Z,, pour laquelle respecter les deux jauges en méme
temps n’est pas possible. Dans le méme esprit que pour un isolant de Chern, nous
verrons qu’'une valeur non nulle de cet invariant est donc une obstruction a définir
une jauge a la fois lisse et symétrique.

Il est toutefois possible de définir une troisitme jauge!, plus contrainte que la
jauge symétrique, mais toujours valable pour les isolants triviaux et topologiques.
Cette jauge, qu'on appelle la jauge cylindrique, est une jauge symétrique qui est
de plus continue sur la zone de Brillouin vue comme un cylindre (respectant donc
I'équation (1.65)).? La jauge cylindrique est intéressante, car, dans cette jauge,
la discontinuité empéchant d’avoir une jauge lisse a été repoussée aux bords du

1. La possibilité de construire une telle jauge sera prouvée a posteriori dans la section 1 du
chapitre III, ou elle sera construite explicitement.

2. Attention, la définition de la jauge cylindrique est légerement différente de celle de la
référence [SV12].
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cylindre (a k, = £7). Comme nous le verrons dans le Chapitre III, on peut donc
déterminer la topologie du systeme en s’intéressant a la présence d'une disconti-
nuité entre les deux extrémités du cylindre.

En résumé, il existe trois jauges importantes continues sur la BZ :

— la jauge lisse, qui est continue sur la BZ vue comme un tore,

— la jauge symétrique, qui respecte 1’équation (I11.26),

— la jauge cylindrique, qui est symétrique est respecte en plus (1.65) (les
bandes I et 1 sont séparées et continues sur la BZ vue comme un cylindre).

Dans le cas topologique, la premiere jauge n’est pas compatible avec les deux
autres.

2 Invariant topologique Z;

Dans cette section nous utiliserons les propriétés de I'invariance par renverse-
ment du temps, et en particulier ’écriture des états propre de I’'Hamiltonien sous
forme de paires de bandes (Eq.(I1.26)) pour définir un invariant topologique Zs.
Comme le nombre de Chern, cet invariant sera relié a la polarisation, et caracté-
risera la topologie du systeme.

2.1 Polarisation de renversement du temps

Comme dans le paragraphe 3.4 du chapitre I, on considere ici un modele de
liaisons fortes sur un réseau carré de pas a = 1. Sur ce réseau, les TRIM sont
donnés par I' = (I',,I') avec I',,T'y, € {0, 7}. On traite de plus asymétriquement
les directions x et y en définissant les fonctions de Wannier hybrides comme dans
I'équation (1.64).

La polarisation définie a I’équation (1.67) peut étre décomposée en deux contri-
butions, venant des bandes indexées par I et I1 :

by, =Pl + Pl (I1.27)

ol
P = Z (0,ky, o, |%|0, ky, v, s), s e{l,IT}. (I1.28)

« occ.

Comme précédemment, on peut réécrire les polarisations partielles en fonction
de la connexion de Berry sous la forme :

1 s
B =5 / koAl k), (11.29)

o occ. T

avec
Zky(kz> - Z<uikzky Vi, |uikzky> (I1.30)

En utilisant les propriétés de I'opérateur renversement du temps et en se plagant
dans une jauge symétrique (ou cylindrique), on peut montrer que

Ai,fky(_kx) = Agky(k?rc) + Vi Xa k- (I1.31)
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La différence de polarisation définie a 1’équation (1.69) (et qui correspond aux
premier nombre de Chern) se réécrit alors

1 ™
AP = P7r - P—W = 27 Z / dkl‘vkz (on,k:g;,—ﬂ - XO&,kz,ﬂ')' (1132)
m ™

o occ. VT

Dans une jauge cylindrique, on peut aussi montrer que :

1 ™
Ne=5- % [ dkViXans, (11.33)

o occ.

est un entier indépendant de k,. On obtient alors
AP =0. (I1.34)

Du point de vu des isolants de Chern, un systéme invariant par renversement du
temps est donc bien trivial, comme montré dans le paragraphe 1.6, les bandes I et
11 se compensant pour donner un nombre de Chern égal a zéro. On peut cependant
se demander quelle information est contenue, non pas dans la somme, mais dans
la différence des polarisations partielles PkIy et Pl yI .

Fu et Kane répondent a cette question en 2006 [FKO06]. IIs définissent la pola-
risation de renversement du temps comme

P =P, — P (IL.35)

Ils expliquent que tout comme la polarisation P, P® n’est pas invariant de jauge
par lui méme, mais que la différence de polarisation de renversement du temps
entre k, = 0 et k, = 7 est invariante. Ils définissent donc un invariant topologique
Zo par :

A = P® — P2 mod 2. (I1.36)
L’équation II.31, une fois intégrée, donne :
b =PI +N,. (I1.37)

Cela permet de montrer que, dans une jauge cylindrique, une définition
équivalente de A est :

A =P — P! mod2= P! — P’ mod 2. (I1.38)

qui n’est autre que la parité du premier nombre de Chern associé aux bandes
indexées I (ou II). On comprend donc ici I'impossibilité d’avoir une jauge lisse
et symétrique dans le cas d'un isolant topologique. En effet, avoir une jauge lisse
implique d’avoir un nombre de Chern nul pour chacune des deux bandes, puisqu’il
n’y a pas d’obstruction. Mais si la jauge est aussi cylindrique, alors ’équation
(I1.38) nous donne A = 0. On en déduit finalement que si A = 1, alors on ne peut
avoir une jauge a la fois lisse et symétrique. Au méme titre qu'un nombre de Chern
non nul, un invariant Zs non nul définit bien une obstruction.
Dans le cas d’'un Hamiltonien conservant S*, on obtient
A =c"mod2=c"mod 2= -

mod 2, (I1.39)

ott ¢! (resp. ¢*) correspond au nombre de Chern calculé pour les états de spin up
(resp. down) occupés [SWSHOG].
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2.2 Expression en fonction de la matrice w

Dans leur article de 2006, Fu et Kane montrent de plus que I'invariant topolo-
gique peut se rééerire en fonction de la matrice w définie par? :

W) = (U 1O T,10) (I1.40)

ol m et n parcourent les bandes remplies.
Cette matrice possede trois propriétés importantes :

wk)'wk) = Id,
w(=k)" = —w(k),
detlw(=k)] = det{w(k)]. (I1.41)

Les deux premieres égalités s’obtiennent en utilisant 'anti-unitarité de © et le fait
que ©% = —1. La troisiéme équation est une conséquence directe de la deuxiéme
et du fait que w est une matrice de dimension paire.

Associée a I'unitarité de w cette troisieme équation a un corollaire important :
det[w(k)] est continue et n’a pas d’enroulement sur la zone de Brillouin vue comme
un tore. Pour prouver cela, on montre tout d’abord que, étant donnée une défi-
nition continue des |¥, ) (et donc de w(k)) pour tout k € R?, alors det[w(k)]
est continue sur la zone de Brillouin vue comme un tore. Cela vient du fait que,
méme si I'ensemble des {|¥,, k) },, et 'ensemble des {|V,, k1) }n, pour n parcourant
les bandes remplies, peuvent étre différents, ils sont reliés par un changement de
base unitaire. Le déterminant ne dépendant pas de la base unitaire choisie, on a
det[w(k)] = det[w(k + G)]. L’anti-unitarité impose de plus que le déterminant de
la matrice w est un nombre complexe de module 1. Il reste donc a montrer que,
pour un chemin C quelconque, 'enroulement de la phase de det[w(k)] le long de
ce chemin est nul. La continuité permet de ne considérer que les chemins tels que
C = —C (en effet tout chemin peut étre modifié continument en un chemin res-
pectant cette propriété). Enfin, la troisieme équation de (I11.41) permet de montrer
que, sur un tel chemin, I’enroulement de la phase est nécessairement nul.

Cette condition de non-enroulement est tres importante car elle permet de
définir le logarithme et la racine carrée de ce déterminant de maniere monovaluée
et continue sur la zone de Brillouin vue comme un tore, ce qui est une condition
indispensable pour une définition de l'invariant topologique cohérente, comme on
pourra le remarquer a I’équation (I1.42) de ce déterminant. Si ce n’était pas le cas,
la racine carrée aux TRIM de ce déterminant ne serait définie que modulo 1, ce
qui est embétant quand on cherche a calculer une quantité modulo 2...

Enfin, dans une jauge lisse, la matrice w est antisymétrique aux TRIM.
En effet, dans une telle jauge, w(k + G) = w(k), pour tout G vecteur du réseau
réciproque, ce qui nous permet de réécrire la deuxieme ligne de 1’équation (I11.41)
comme w(k)! = —w(k). D’ou, anti-symétrie.

3. Cette matrice se nomme sewing matriz en anglais, mais "matrice de couture" étant parti-
culierement inélégant, nous 'appellerons simplement matrice w.
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L’invariant topologique peut alors étre relié a la valeur de la matrice w aux
quatre TRIM de la maniere suivante [FKO06] :

det|w(T;
(-2 =11 W (I1.42)

ou les I'; correspondent aux quatre TRIM et Pf est utilisé pour Pfaffien. Bien que
cette expression semble ne nécessiter que la connaissance des états aux TRIM,
elle doit étre calculée dans une jauge lisse. En effet, (/det[w(k)] doit étre définie
continument afin de pouvoir choisir la méme branche pour la racine carré aux
quatre TRIM. Mais aussi, pour que le Pfaffien soit défini, w doit étre antisymétrique
aux TRIM. Bien que concise, cette expression est donc difficilement utilisable,
surtout numériquement, pour calculer A. Elle permet cependant une généralisation
de la notion d’isolant topologique Z5 a trois dimensions, comme nous le verrons
dans le paragraphe 2.5.

Nous allons maintenant démontrer le passage de 'équation (I1.36) a ’équa-
tion (I1.42). Le lecteur pressé pourra sauter cette partie, plus technique, et passer
directement au paragraphe 2.3.

On se place tout d’abord dans une jauge cylindrique. Dans ce cas, I’équation
(I1.26) permet de montrer que la matrice w est diagonale par bloc, avec des blocs

2 x 2 de la forme? :
0 _e_iXa,k
efiXa,fk O (II43)

Pour simplifier I'écriture de la démonstration, nous allons donc nous contenter
d’étudier une seule paire de bandes, et on omettra donc l'indice « et les sommes
correspondantes. La démonstration a plusieurs paires de bandes ne présente pas
de difficultés supplémentaires, si ce n’est dans la notation.

L’équation I1.31 est valable dans la jauge cylindrique, et permet d’écrire

1 ™
pl — L A! AT (—
ky T o /0 dky ( ky(kx) ky( k))

1 s
= /0 iy (AL (k) + AT (k) + Vi X i) (I1.44)
De plus on montre que, pour k, = 7, on a :
A? (ky) = Aj(ke) + vkz’Y;(kx)a

avec les  définies a I'équation (L1.65) (v, (ks, k) étant toujours évalué en k, = —7
dans cette démonstration, on omet k,). L’équation (3.18) de [FK06] doit donc étre
corrigée en :

1 iy
Pl 7/ dk (Ao(ka) + Vi, Xke0)
21 Jo

1 ™

4. Attention, dans cette jauge, cette matrice n’est pas nécessairement antisymétrique, méme
aux TRIM. En effet, rien n’assure que e~ "X>I' = ¢~"Xa.~T gj on ne travaille pas dans une jauge
lisse. Le Pfaffien ne peut donc pas étre utilisé dans cette jauge.
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On peut alors utiliser que P® = 2P’ — P pour écrire :

PO — ( / dkey Aok / dhey Ao (k) + 2 /Owdk:kazm,o), (I1.47)
po — (/ dhy A ( / dhy A ( )+2/07r ko (Vi Yoo + sz’y;(—kx))) |
En remarquant que
/ dky Aok / dk,Ao(ky) = — /0 " ki, log det[w(ky, 0)],
/ ke An(ks) — dk Ak = — /0 "k (V5 log det[w(ky, 7)]
+Vi, vy (—kz) + Vi, (—ka)), (11.48)

on peut finalement écrire I'invariant topologique sous la forme :

A= o / dky(V, log det[w(ky, 7)] = Vi, log det[w(k,, 0)])
! ! 17
+ 3= [hm =2 (=) = 24 (0) + 5, (0)]
1
+ %|:X7T7T Xo0,m — X=,0 + X070} mod 2. (1149)

Cette expression, certes peu concise, a cependant le mérite d’étre invariante de
jauge si on ne considére que des jauges qui respectent 1’équation (1.65) (ce qui est
le cas de la jauge cylindrique et de la jauge lisse).®

La démonstration de I'invariance de jauge est longue et fastidieuse, et ne sera
donc pas reproduite ici. Nous présentons ici uniquement les principales étapes :

— on montre tout d’abord qu'une transformation U(1) (dépendante de k mais
continue et qui respecte (1.65)) laisse I'expression (I11.49) invariante,

on montre que, grace a une telle transformation, on peut toujours trouver
une jauge telle que ) (k,) = =)' (kz),

. s I . i II . .
— on montre que, pour un TRIM I'] eX-Te™" + XTe™7" est invariant sous
une transformation SU(2),

on déduit que lexpression (I1.49) est invariante sous une transformation
SU(2) qui respecte (1.65) et v (ko) = =)' (kz),

on conclut sur 'invariance U(2).

L’invariance de jauge permet donc d’utiliser cette expression dans le cas d’une
jauge lisse. On pourrait se demander comment définir les xr dans une jauge lisse.
En effet, dans une jauge cylindrique, les e?Xx sont définis pour tout k, ce qui permet
de définir les yx de maniere continue et d’obtenir ainsi une définition cohérente

5. Une expression plus générale, et invariante de jauge (quelle-que soit la jauge) ferait aussi
intervenir les 7, (qui ici sont nuls), mais une telle expression n’aurait que peu de sens dans ce
contexte. En effet, le but ici est de relier le nombre de Chern et la polarisation comme dans
I'équation (I1.63). Or cela nécessite de respecter I’équation (1.65).
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des xr. Dans le cas d’une jauge lisse, 'équation (I1.26) n’est plus nécessairement
valide, et les eX* ne sont définis qu’aux TRIM, grace au théoréme de Kramers. Les
xr ne sont alors définis qu’a 27 pres, et rien n’impose de conditions pour un choix
cohérent a tous les TRIM. Cependant, 1’équation (I1.49) fait intervenir % xr mod 2,
qui ne dépend pas du choix de I'antécédent. Ainsi, le probleme de définition des
xr dans la jauge lisse disparait.

Dans une jauge lisse, les v sont tous nuls et la matrice w est antisymétrique,
ce qui permet de réécrire 'invariant topologique sous la forme :

1 ™
A = 27”(/0 dk,(Vy, log det[w(k,, m)] — V}, log det[w(k,,0)])

~ 2log (Pf[w(ﬂ’ﬁ)]Pf[w(O’ 0;]> )mod 2, (I11.50)

Pf{w(0, m)|Pf[w(m, 0)]

L’équation (I1.42) n’étant qu’une écriture alternative de cette équation, la dé-
monstration est donc achevée.

2.3 Cas particulier de la symétrie par inversion

Nous venons de voir que l'invariant topologique Z5 d’un systeme invariant par
renversement du temps peut s’écrire de maniere concise (cf. Eq.11.42)); cette ex-
pression est toutefois peu pratique a calculer, surtout numériquement. En 2007, Fu
et Kane montrent que pour des systemes possédant en plus un centre d’inversion,
I'invariant topologique peut s’écrire [FKO07] :

(=% =TT IT (), (IL51)

7 « occ

ou &,(I';) = £1 est la valeur propre de l'opérateur parité P pour l’état propre
|\I’£¢F1> Cette expression est beaucoup plus simple a utiliser car elle ne demande que
la connaissance des états propres aux TRIM, et ne se soucie pas de la jauge utilisée
pour décrire les bandes. Elle a ainsi permis d’identifier un certain nombre d’isolants
topologiques a partir de calculs de structure de bandes (voir, entre autres, [FKO07,
TFKO08, GF09, ZLQ"09, PB10])

La démonstration de Fu et Kane [FKO07] s’appuie sur le fait que dans un tel
systeme, la courbure de Berry s’annule en tout point k. En effet, la courbure de
Berry doit étre impaire a cause de la symétrie par renversement du temps, et paire
a cause de la symétrie d’inversion. Il existe donc une jauge ot la connexion de Berry
s’annule en tout point k. Ils prouvent enfin que, dans une telle jauge, I’équation
(I1.42) peut se réécrire comme dans (II.51).

Les systemes invariants par renversement du temps et inversion possedent deux
propriétés intéressantes que nous discutons ici.

Tout d’abord, 'opérateur PO = ©P est anti-unitaire et de carré —1. Le théo-
reme de Kramers s’applique donc. Cependant, contrairement au renversement du
temps seul, cet opérateur envoie un état de vecteur d’onde k vers un autre état de
méme vecteur d’onde. Ainsi, pour chaque état propre de 'Hamiltonien, il existe
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2. Invariant topologique 7,

un autre état propre de méme énergie et de méme vecteur d’onde. On obtient donc
des paires de bandes completement dégénérées.

De plus, si on pose |¥5 ) = [¥? )% on peut montrer que pour une bande a
et un TRIM I donnés, |W/ 1. ) et [W//}. ) sont vecteurs propres de P pour la méme
valeur propre &,(I';) = £1. Ainsi, I’équation (I1.51) ne dépend ni du choix de la
jauge, ni du partenaire de Kramers choisi pour calculer &, (I;)

2.4 Etats de bord des isolants topologiques 7,

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la correspondance bulk-edge pour
les isolants topologiques Z,. Comme nous ’avons vu, un systeme invariant par
renversement du temps peut étre séparé en paires de Kramers reliées par le ren-
versement du temps. Pour simplifier I’explication, nous supposerons ici que S* est
conservé, ce qui permet d’identifier la bande I (resp. I1) aux spins up (resp. down).
Dans ce cas I’Hamiltonien se décompose en :

H=H,®Id +Id®H,, (IL.52)

ou H (resp. H)) agit exclusivement sur les spins up (resp. down). Il suffit alors de
calculer la structure de bandes de Hy et obtenir celle de H| grace a la symétrie
de renversement du temps. On note ¢ (resp. ¢;) le nombre de Chern associé a Hy
(resp. H|). La symétrie par renversement du temps donne ¢4 = —¢;. On peut donc
s'attendre, d’apres la discussion sur la correspondance bulk-edge pour les isolants
de Chern, a obtenir |¢+| état de bord de spin up longeant le bord dans une direction,
et le méme nombre d’état de spin down, allant dans la direction opposée. Si tous
ces états étaient topologiquement stables, cela entrainerait une classification Z des
isolants topologiques, et non Z,. Cependant, Kane et Mele [KMO05b] ont montré
que deux paires d’états de bord up et down, peuvent rétrodiffuser élastiquement.
En présence de désordre faible, ces états auront donc tendance a se localiser, et
ne seront pas topologiquement stables. On peut donc faire disparaitre les paires
d’états de bord deux par deux. La quantité topologiquement stable devient alors la
parité du nombre de paire d’états de bord, ou dans notre cas, la parité du nombre
d’états de bord de spin up. On montre ainsi que la classification est bien Z,.

Une autre fagon de comprendre la classification Z5 et la correspondance bulk-
edge est de considérer le bord d'un systéme générique invariant par renversement
du temps. A deux dimensions, la symétrie de translation permet de ne conserver
qu'une seule composante du vecteur d’onde comme bon nombre quantique, qu’on
notera k. De maniere générale, il peut y avoir des états de bord ou pas, selon le
détail de 'Hamiltonien sur le bord. Si il y en a, le théoreme de Kramers s’applique
et force une double dégénérescence au TRIM. En dehors de ces points les bandes
peuvent étre séparées, mais le théoreme de Kramers force la symétrie &k — —k.
On peut donc se contenter d’étudier la moitié¢ de la zone de Brillouin, par exemple
k € [0,7]. Les états deux fois dégénérés a k = 0 et k = 7w peuvent étre reliés
de deux manieres différentes, comme on peut le voir sur la figure I1.1. Dans le

6. Ici la jauge n’a pas besoin d’étre lisse. Il peut y avoir des discontinuités a l'intérieur de la
zone de Brillouin.
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(a) Conduction Band E

Er Er

(b)  Conduction Band

—m

Valence Band Valence Band

i 5 & [
< » < >

r, k—s T, I, k— Ty

Figure II.1 — Relation de dispersion des états de bord entre £ = I'y = 0 et
k =T}, = m. A gauche les paires d’états dégénérées en 0 et m sont reliées paire
a paire. L’énergie de Fermi croise toujours un nombre pair d’états de bord. Ces
états de bord peuvent étre poussés dans le bulk sans fermeture du gap. L’isolant
est topologiquement trivial. A droite, les paires d’états dégénérées en 0 et 7 sont
reliées en mélangeant les paires. L’énergie de Fermi croise toujours un nombre
impair d’états de bord. On ne peut pas faire disparaitre ces états sans fermer le
gap. L’isolant est topologique. Figure extraite de [HK10].

premier cas, les états de bord peuvent étre "poussés' dans le bulk, en modifiant
localement I’Hamiltonien et sans fermer le gap. L’isolant est trivial. On observe de
plus qu’une énergie de Fermi dans le gap croisera toujours un nombre pair d’états
de bord entre k£ = 0 et £ = 7. En revanche, dans le deuxieme cas, une ligne d’états
de bord traverse tout le gap. Ces états de bord ne peuvent disparaitre sans passer
par une transition de phase quantique, c’est-a-dire sans fermer le gap. L’isolant
est topologique. Il se distingue par le fait que ’énergie de Fermi croise toujours un
nombre impair d’états de bord entre £k =0 et k = 7.

En conclusion, la correspondance bulk-edge pour les isolants topologiques Z5
se traduit dans la parité du nombre de paires d’états de bord. Dans le cas d'un
isolant trivial, on observe un nombre pair de paires d’états de bord, tandis que ce
nombre est impair dans le cas d'un isolant topologique.

2.5 Isolants topologiques Z; a trois dimensions

De nombreuses autres expressions de l'invariant topologique ont été propo-
sées au fil du temps [KM0ba, FK06, FK07, FHO7, MB07, FFH08, QHO08, Roy09,
WQZ10]. Celle de Fu et Kane reste cependant I'une des plus simples a généraliser
a trois dimensions.

En 3 dimensions, il existe 8 TRIM (au lieu de 4 a deux dimensions) qui per-
mettent de définir quatre invariants Z; indépendants [FKO07]. Le premier invariant
vy peut étre calculé a partir de I’équation (I1.42), en faisant le produit sur l’en-
semble des 8 TRIM. Une valeur non nulle de cet invariant caractérise un isolant
topologique dit fort.
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Les trois autres invariants peuvent étre calculés a partir de I’équation (I11.42),
en faisant courir le produit sur les quatre TRIM du plan k, = 7 (resp. k, = 7
ou k, = 7). Une valeur non nulle d’au moins un de ces trois invariants et une
valeur nulle de vy définissent un isolant topologique dit faible. Les isolants topo-
logiques faibles peuvent étre vus comme un "empilement" d’isolants topologiques
a deux dimensions, tandis que la notion d’isolant topologique fort est purement
tridimensionnelle.

3 Un exemple d’isolant topologique %, : le puit
quantique HgTe/CdTe

En 2006, Bernevig, Hughes et Zhang (BHZ) [BHZ06] ont introduit un modele
simple pour décrire la physique d’un puits quantique HgTe/CdTe (composé d’une
couche de tellurure de mercure comprise entre deux couches de tellurure de cad-
mium). Ils montrent qu’en variant 1'épaisseur du puits quantique on peut faire
passer le systeme de la phase triviale a une phase topologique. Apres avoir discuté
les propriétés des tellurures de cadmium et de mercure, nous présentons I’Hamil-
tonien de BHZ. Nous étudions ensuite ses caractéristiques topologiques ainsi que
ses éventuels états de bord.

3.1 L’Hamiltonien de BHZ

Le tellurure de cadmium présente une structure de bandes conventionnelle,
avec un gap d’ordre 1.6eV entre la bande de valence de type-s, I'g, et la double
bande de conduction de type p, I's (¢f. Fig.I1.2). I's est séparé grace au couplage
spin orbite. Pour le tellurure de mercure, les bandes sont inversées, avec une bande
['¢ d’énergie plus faible que I's. La bande de trous légers du CdTe devient alors
la bande de conduction du HgTe, tandis que la bande de trous lourds devient la
bande de valence. Pour les deux matériaux, on néglige les bandes inférieures. On
se retrouve donc avec un modele & 6 bandes (en comptant le spin). Dans le cas
d’un puits quantique, seules quatre de ces bandes sont d’intérét :

— deux bandes de symétrie s : |Fy,T) et |Ey,]), issues des bandes I'g et des
bandes I's avec m; = £1/2,

— deux bandes de symétrie p : |Hy, 1) et |Hy,), issues des bandes I's avec

Selon I’épaisseur du puits quantique, I'énergie de ces deux paires de bandes varie.
Si le puits est fin, 1’énergie des bandes H; sera plus faible. Intuitivement, si le
puits est suffisamment fin, son influence est négligeable, et 'ordre des bandes suit
I'ordre conventionnel de CdTe. En revanche, pour des puits plus larges, I’énergie
des bandes F, devient inférieure a celle des bandes H;. On retrouve alors 'ordre
inversé des bandes de HgTe. L’inversion de bandes a lieu pour une épaisseur de
l'ordre de 6.3 nm (cf. Fig.I1.2).

Pour décrire cette physique, Bernevig, Hughes et Zhang ont donc proposé un
modele effectif, construit de maniere a respecter les symétries du systeme. C’est un
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Figure I1.2 — (a) Structure de bandes de HgTe et CdTe. L’organisation des bandes
est conventionnelle pour CdTe mais inversée pour HgTe. (b) Energie des états E;
et Hy en fonction de I’épaisseur du puits quantique. Une inversion a lieu pour une
épaisseur de l'ordre de 6.3 nm. Figures extraites de [BHZ06]

Hamiltonien de liaisons fortes défini sur un réseau carré donné par R = paf(—i—qa\?
(avec p,q € Z). Une cellule unité R posséde quatre états a un seul électron notés
|R,n) : deux de symétrie s, | 1,s) et | |, s), et deux de symétrie p, | T, p, + ipy,)
et | },ps — ipy). Dans la suite, on utilisera I'indice v pour représenter les états
d’orbitale s (v = +) et les états d’orbitale p (v = —). De méme, on utilisera
I'indice o pour noter le spin (¢ = + pour les spins up, et ¢ = — pour les spins
down). Dans cette base, 'Hamiltonien de BHZ s’écrit :

Hpuz =, (u+ VAM)C;V(R)CG,V(R)

R,o,v

+ Y (t+vAD(d,(R)co, (R)) + hec)
(R.R),0v

— Y iao(c (R + aX)cy_(R) — h.c)

R,o,v

+ Y av(dl ,(R+a¥)e, o (R) + h.c). (I1.53)

R,o,v

Le premier terme (u4 = p 4 Ap) provient de la différence d’énergie entre 1'état de
symétrie s et I’état de symétrie p. Le second est un terme de saut premier voisin
avec une amplitude différente selon 'orbitale, ¢+ = ¢ + At. Enfin, les deux derniers
représentent le couplage spin orbite, d’amplitude .

L’invariance par translation permet de définir ’'Hamiltonien de Bloch

Hpnz(k) = e R pyze™ R, (IT.54)
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et on obtient :

Hppz(k) = pu+ 2t cos(akx) + 2t cos(aky )
+ (Ap + 2At cos(akx ) + 2At cos(aky))T?
— 2asin(akx)s* T + 2asin(aky ) 7Y, (IL.55)

ot 5% et 7° (a,b € x,y, ) sont les matrices de Pauli agissant respectivement dans
I’espace des spins et dans I'espace des orbitales.

3.2 Diagramme de Phase

L’Hamiltonien de BHZ est invariant sous I'opération de renversement du temps
O et d’inversion P, qu’on peut écrire :

O = ;(:)|R>(R|K{R} = Z(:)| — k) (k| Kp avec O =is¥,
K

P = 215| —R)(R| = Zp| —k)(k| avec P =177, (11.56)
R k

En effet, P laisse les orbitales s invariantes mais change le signe des orbitales p.
On peut donc utiliser la formule (I1.51), qui fait intervenir les valeurs propres de
Iopérateur parité, pour calculer I'invariant topologique.

Aux TRIM, Hppz(T) se réduit a

A

ou les d;(T") et les dy(T") sont donnés dans le tableau suivant :

| T=(0,0) [T =(0,7) | T =(m0)|T=(rmn)
di(T) p+ 4t Iz H p— 4t
do(T) | Ap+ 4At Ap Ap Ap — 4At

L’énergie des état propres aux TRIM est donnée par
EL(T) =dy(T') £ do(T). (IL.58)

C’est le signe de do(T") qui définit quelle énergie est la plus basse et donc quel
état sera occupé a demi-remplissage. Mais selon ’équation (I1.57), on observe que
la valeur propre de l'opérateur parité pour les états d’énergie £, vaut +1, et —1
pour les états d’énergie E_. Ainsi, la parité de la paire d’état occupée a demi-
remplissage est aussi définie par le signe de do(T"). On obtient donc une phase
topologique lorsque Ap+4At et Ap—4At sont de signes opposés, et donc lorsque
|Ap| < 4]At| (cf. 11.3).

On observe que a n’intervient pas dans le diagramme de phase. Son role est
néanmoins important, car une valeur non nulle de o permet d’assurer I'existence
d’un gap entre les deux paires de bandes, et donc de bien obtenir un isolant.
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At

Figure I1.3 — Diagramme de phase du modele de BHZ. En foncé et en clair, sont
représentées les phases isolantes topologiques. Dans la zone foncée, les états de bord
a E = 0 se situent a k, = 0. Dans la zone claire, ils se situent a k, = 7. La partie
blanche correspond a la phase triviale. Le diagramme de phase est indépendant de
«. Cependant, une valeur non nulle de « est nécessaire afin d’ouvrir le gap dans
toute la zone de Brillouin et obtenir un isolant.

3.3 Construction des états de bord

Pour le modele de BHZ, la construction des états de bord peut se faire de ma-
niere analytique. Nous reproduisons ici cette construction inspirée de [KBWMT08].
Dans ce paragraphe, on choisit a = 1.

On peut tout d’abord remarquer que 'Hamiltonien de BHZ conserve S*. Comme
nous 'avons vu dans le paragraphe 2.4, on peut donc se contenter d’étudier 1’'Ha-
miltonien H4(k) pour les spins up donné par :

Hi(k) = p+ 2t cos(kx) + 2t cos(ky)
+ (Ap + 2At cos(kx) + 2At cos(ky))T?
+ 2asin(kx) " — 2asin(ky ) 7Y, (I1.59)

On choisit de plus p = 0, sans perte de généralité. En effet p joue simplement
le role d'un offset pour les énergies. On choisit de plus ¢ = 0. On considere cet
Hamiltonien sur le plan semi-infini # > 0. Dans ce cas, k, reste un bon nombre
quantique, mais pas k, qu’il faut donc remplacer par —id,. De plus, on cherche
des états exponentiellement localisés sur les bords. On utilise donc un ansatz de
la forme ¥(z,k,) = e*¢(k,) pour les états de bord, ot ¢(k,) est un spineur
indépendant de z. L’équation aux valeurs propres

Hi(—=i0y, k) ¥ (x, ky) = By, W(x, ky), (I1.60)

devient donc
H (=i, ky)o(ky) = Eky¢(ky)- (IL.61)
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4. Méthodes expérimentales de détection des isolants topologiques

Konig et al. utilisent des arguments de symétrie pour justifier la recherche d’états
de bord & £ = 0 ( qui est bien dans le gap) et uniquement a k, = 0. On note
¢ = ¢(0). Dans ce cas, I’équation aux valeurs propres se simplifie encore et devient :

(Ap + 2At(cosh(A) 4 1))7%¢ = 2iasinh(A)7%¢. (I1.62)
En multipliant cette équation a droite par 7% et en simplifiant par —: on obtient :
(Ap + 2At(cosh(N) + 1))7%¢ = —2asinh(N)¢. (I1.63)

Or, 7, a pour valeur propre £1 avec pour vecteurs propres associés ¢y = (1, £i).
Les solutions de I’équation aux valeurs propres sont donc données par ¢ = ¢+ et
A solution de :

Ap~+ 2At(cosh(N) 4+ 1) £ 2asinh(A) = 0. (I1.64)

Cette équation se réduit a une équation quadratique en e*. En remarquant que si
A est solution pour I’équation avec un "+", —\ est solution de I’équation avec un
'—" on montre qu’une solution générale de I’équation aux valeurs propres s’écrit :

U(x,0) = (¢f M + 5 ) gy + (cre™M" + e ™)g, (I1.65)

avec

Ap+ 2At £ V/4a? + AApAt + Ap?
2(t+ o) '
et ou les ¢ sont des constantes a déterminer. Pour que les solutions aient un sens
physique, on souhaite qu’elles soient normalisables. Cela implique de ne garder que
les termes tels que |e*| < 1. De plus, loin du bord, dans le vide (donc pour z trés
négatif), la fonction d’onde doit s’annuler. On choisit de représenter cela par une
condition au bord ouverte donnée par la condition ¥(z = 0,0) = 0. Ainsi, il existe
un état de bord & £ =0 et k, = 0 si et seulement si |e*| < 1 pour i =1et i =2,
ou e | < 1 pouri=1eti=2.

On peut alors montrer que sous ces conditions, il existe un état de bord en
E=0etk, =0pour —4At < Ap < 0ou 0 < Ap < —4At. Cependant cela ne
correspond pas au diagramme de phase obtenu dans le paragraphe 3.2. En effet
I'argument de Konig et al. ne prend pas en compte la possibilité d'un état de
bord en k, = £ a I/ = 0. Le calcul précédent peut cependant étre réalisé pour
k, = %, et on obtient un état de bord si 4At < Ap < 0ou 0 < Ap < 4At (cf.
I1.3). On peut aussi vérifier que, pour £ = 0, on ne peut pas avoir d’état de bord
pour d’autres valeurs de k, dans la BZ.

On obtient donc une parfaite correspondance entre la valeur de l'invariant
topologique et la parité du nombre de paires d’états de bord a £ = 0.

eM12) =

(I1.66)

4 Méthodes expérimentales de détection des iso-
lants topologiques

De nombreuses expériences ont été réalisées afin d’identifier et de caractéri-
ser les isolants topologiques. Dans cette section, nous discutons brievement les
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Figure I1.4 — (a)Résistance de Hall mesurée pour différentes valeurs de la tension
de grille Vi dans des barres de Hall de grande taille (600 x 200um), en fonction
du champ magnétique. (b) Densité de porteurs de charge en fonction e la tension
de grille. Pour des tensions de grille comprises entre 0 et —1V, I’énergie de Fermi
est dans la bande de valence. A partir de Vg = —2V, Iénergie de Fermi est dans
la bande de conduction. Pour des valeurs de V; intermédiaires, ’énergie de Fermi
traverse le gap. Figure extraite de [KBWM™ (8]

méthodes employées, d’abord a deux, puis a trois dimensions. Enfin nous discu-
tons une méthode basée sur les oscillations quantiques, que nous avons proposée
pour différencier les isolants topologiques forts des isolants topologiques faibles ou
triviaux a trois dimensions.

4.1 Systemes a 2 dimensions : mesures de transport

La principale méthode utilisée pour identifier les isolants topologiques a deux
dimensions est une mesure de transport. Nous discutons en particulier ici, les
expériences réalisées sur le puits quantique HgTe/CdTe par Konig et al. [Ko607,
KWB*07, KBWMT08].

Pour I'expérience, on donne au matériau une géométrie de barre de Hall (cf.
Fig.I.1). Une premiére série de mesures est réalisée sur des barres de Hall de grande
taille (600 x 200um), en présence d’un champ magnétique. La mesure de la résis-
tance de Hall en fonction du champ magnétique permet d’évaluer la densité de
porteurs de charge. Cette mesure peut aussi étre effectuée tout en variant la ten-
sion de grille Vg, de 0 a —2V. On observe que lorsque Vi décroit de 0 a —1V, le
nombre de porteurs de charge diminue. Si on diminue encore Vi, le systeme de-
vient isolant. Enfin, si Vi atteint —2V, le systeme devient a nouveau conducteur.
Ces mesures peuvent étre comprises en considérant que la diminution de la tension
de grille a pour effet de diminuer 1’énergie de Fermi. Ainsi, pour Vi = 0, I'énergie
de Fermi Ef se trouve dans la bande de conduction. Diminuer Vi diminue ainsi
le nombre de porteurs de charge, jusqu’a ce que Er soit dans le gap et que le ma-
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Figure II.5 — (a)Mesure de la résistance longitudinale pour des barres de Hall de
dimensions 20 x 13.3um et d’épaisseur 4.5nm (courbe pointillée noire) et 8.0nm
(courbe rouge). Pour une épaisseur inférieure a 1’épaisseur critique d. ~ 6.3nm,
on observe une résistance longitudinale de plusieurs méga-Ohms, lorsque ’énergie
de Fermi est dans le gap. En revanche, cette résistance n’est que d’une centaine
de kilo-Ohms lorsque d > d.. (b)Mesure de la résistance longitudinale pour des
barres de Hall de dimensions 1 x 1um et 1 x 0.5um et une épaisseur supérieure
a D'épaisseur critique. On observe des résistances longitudinales trés proches de
12.9kQ) lorsque Ep est dans le gap. Figures extraites de [KBWM™08]

tériau devienne isolant. Si on continue a diminuer Vi, Er arrive au niveau de la
bande de valence, et le matériau est de nouveau conducteur. Cette premiere série
de mesures permet donc d’évaluer les valeurs de Vi pour lesquelles Er est dans le
gap. (cf. Fig.I1.4)

Une deuxieme série d’expériences est réalisée avec des barres de Hall de plus
petites dimensions (20 x 13.3um) et des épaisseurs variables. On observe alors des
comportements différents selon que 1’épaisseur du puits quantique est plus grande
ou plus petite que I’épaisseur critique d. ~ 6.3nm. Lorsque d < d., on observe une
résistance longitudinale de plusieurs méga-Ohms, lorsque ’énergie de Fermi est
dans le gap. En revanche, cette résistance n’est que d’'une centaine de kilo-Ohms
lorsque d > d. (cf. Fig.(IL.5)). C’est un premier signe du caracteére topologique
du systeme lorsque d > d.. En effet, 'énergie de Fermi se trouvant dans le gap, le
transport est assuré par les états de bord. Cependant cette résistance est supérieure
a celle attendue (12.9kQ2) sur une telle géométrie pour les états de bord prédits
analytiquement. Cette différence peut étre expliquée par des effets de diffusion
iné¢lastique. Le libre parcours élastique moyen pouvant étre estimé a 1um dans ce
matériau, une troisieme série d’expérience est réalisée sur des barres de Hall de
dimensions 1 X 1pym et 1 x 0.5um. On observe alors des résistances longitudinales
tres proches de 12.9k€) lorsque Er est dans le gap et que d > d., confirmant le
caractere topologique de tels matériaux (cf. Fig.(11.5)).

D’autres types d’expériences de transport peuvent aussi étre réalisées, telles
que des mesures de magnétorésistance [Ko07, KWB107] ou des mesures sur des
barres de Hall de géométrie plus complexe [RBB*09].
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4.2 Systemes a 3 dimensions : ARPES, STS et oscillations
quantiques

Pour les systémes a 3 dimensions, de nombreuses mesures de transport ont été
réalisées (entre autres, [ACCT10, BKST10, CQY*10, ERT*10, SGLJH10, TLQGI11,
AMR*10, LFPT10, SJST10]). Les résultats sont cependant beaucoup plus difficiles
a interpréter, a cause de la présence d’une densité de porteurs de charge résiduelle
dans le bulk, due aux impuretés et défauts des matériaux utilisés, ou d’une densité
de porteurs de charge intrinseque.

Ainsi, les principales confirmations de phases isolantes topologiques ont été
obtenues par ’étude directe des propriétés des surfaces, avec des techniques telles
que la spectroscopie photoélectronique a résolution angulaire (ARPES) avec ou
sans résolution de spin, ou la spectroscopie et microscopie a effet tunnel (STS et
STM). Ces techniques ont ainsi permis de mettre en évidence la nature topologique
des composants tels que le Bi;_,Sb, [HQW'08, RSP09], le BisSez [XQH'09], ou
encore le BiyTeg [CACT09, HXQT09, ZCCT09, AACT10]. Ces techniques peuvent
cependant étre extrémement difficiles a mettre en place selon les matériaux, en
particulier pour obtenir des résolutions suffisantes ([XSB*13, NAX"13]).

Nous avons proposé une méthode basée sur I’étude des oscillations magnétiques
quantiques dues aux états de surface pour tenter d’identifier les isolants topolo-
giques forts de maniere simple.

L’idée de la méthode est la suivante : si on considere la surface d’un matériau
a trois dimensions, les isolants topologiques forts se distinguent des isolants topo-
logiques faible ou triviaux par la parité du nombre de surfaces de Fermi fermées,
ce nombre étant impair pour les isolants topologiques forts [RBP15].

En effet, la zone de Brillouin d’'un systéme a trois dimensions possede huit
TRIM, données par

1
Liz(ninang) = 5(”1b1 + naby + nzbg), (IL.67)

avec by les vecteurs de base du réseau réciproque, et n; € {0,1} . L’invariant
topologique fort s’écrit :

8
(=1 =T 6e(ry), (IL.68)
i=1
ou les 0(I';) peuvent étre obtenus de I'équation (I1.42). On peut associer les 6(I;)
par paires, en définissant par exemple
Tj=(n1,n2) — 5(Fi:(n1,n2,0))5(Pi:(n1,n2,1)) mod 2. (II69>

Cette définition est utile lorsque ’on consideére la zone de Brillouin bidimensionnelle
de la surface d'un systeme a trois dimensions. En effet, aux quatre TRIM de cette

BZ surfacique, notés I';, on peut associer un entier m; = £1, produit de deux
§(T;) 7. L’invariant topologique fort s’écrivant alors
4
(=) =] =, (I1.70)
j=1

7. L’exemple d’appariement donné & ’équation I1.69 correspond a la surface (0,0,1), et est &
adapter en fonction de la surface considérée.
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Figure II.6 — Premiere zone de Brillouin de la surface d’'un systeme tridimen-
sionnel. Les cercles vides et pleins correspondent respectivement aux TRIM avec
m =1 et m = —1. Les arcs bleus représentent deux exemples de chemins reliant des
TRIM avec des valeurs de 7; identiques et devant donc croiser la surface de Fermi
un nombre pair de fois. L’arc rouge représente un exemple de chemin reliant des
TRIM avec des valeurs de 7; opposées et devant donc croiser la surface de Fermi
un nombre impair de fois. Les figures (a) et (b) représentent les configurations de
surface de Fermi générique d’un isolant topologique faible. Dans les deux cas, le
nombre de surfaces de Fermi fermées est pair. La figure (c¢) représente la configu-
ration de surface de Fermi générique d’un isolant topologique fort, comportant un
nombre impair de surfaces de Fermi fermée.

un isolant topologique fort est caractérisé par un nombre impair de 7 valant —1.
Or, en s’inspirant des isolants topologiques a deux dimensions, on montre qu’'un
chemin dans la zone de Brillouin joignant deux TRIM f‘j et f‘j/, avec des valeurs
7; et m; opposées doit traverser un nombre impair de fois la surface de Fermi,
tandis que ce nombre doit étre pair si 7; et m; sont égaux. Un isolant topologique
fort étant caractérisé par un nombre impair de 7; égaux a —1, on montre alors que
le nombre de surfaces de Fermi fermées est impair pour les isolants topologiques
forts, tandis que ce nombre est pair pour les isolants topologiques faibles ou les
isolants triviaux. (Fig.I1.6). Il peut y avoir en plus des surfaces de Fermi ouvertes,
mais, a cause de la symétrie de renversement du temps, cela n’influe pas sur le
lien entre la parité du nombre de surface de Fermi fermée et la nature triviale ou
topologique de l'isolant.

L’intérét de 1'utilisation des mesures d’oscillations magnétiques quantiques est
de pouvoir compter le nombre de surfaces de Fermi fermées en comptant le nombre
de fréquences fondamentales dans le spectre des oscillations quantiques des états de
surface du matériau étudié. En effet, les surfaces de Fermi ouvertes ne contribuent
pas aux oscillations quantiques.

En pratique, on peut d’abord déterminer la nature surfacique ou volumique de
la poche de porteurs de charge considérée en observant la dépendance des oscil-
lations quantiques en fonction de la direction du champs magnétique par rapport
a la surface. En effet la fréquence d’oscillation est proportionnelle & la section
transverse (par rapport au champ magnétique) de la surface de Fermi. Pour des
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porteurs de charge volumiques, la surface de Fermi est plus ou moins sphérique, et
la surface de la section transverse dépendra peu de 'orientation du champ magné-
tique. Pour des porteurs de charge surfaciques, en revanche, la surface de Fermi
peut étre assimilée a un disque, et la section transverse dépend alors pleinement
de l'orientation du champ magnétique. .

Une fois les contributions dues a la densité résiduelle de porteurs de charge
volumiques éliminées, différentes fréquences fondamentales peuvent étre résolues
en observant les pics dans la transformée de Fourier des données des oscillations
quantiques. De plus, si deux fréquences Fi et Fy étaient trop proches pour étre
résolues ainsi, elles pourraient toujours étre observées par I'apparition d’un facteur

de modulation pour les oscillations quantiques

OF
R = cos <7rH> : (IL.71)

ou 0F = F; — F5. On observerait ainsi une disparition des oscillations quantiques
pour certaines orientations et intensités du champ magnétique, connue sous le nom
de spin zeros [Sho09].

On peut argumenter que deux surfaces de Fermi de méme taille donneront la
méme fréquence fondamentale et ne seront donc pas discernables. En effet, il peut
exister des situations ou l'effet Zeeman, le couplage spin orbite, le désordre ou
méme une pression uni-axiale ne permettent pas de lever la dégénérescence des
surfaces de Fermi. On suppose cependant que ces cas sont rares, et que ’étude des
oscillations quantiques permettrait une premiere évaluation de la nature topolo-
gique forte ou non des matériaux tridimensionnels.

8. Avec une dépendance typique en cos(d) ou ¥ est 'angle entre la direction du champ ma-
gnétique et la normale & la surface de Fermi.
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Chapitre III. Méthodes Numériques

Dans ce chapitre, nous discutons les différentes méthodes numériques que j’ai
employées au cours de ma these. Nous verrons tout d’abord comment définir les
états de Bloch dans une jauge cylindrique ou lisse numériquement. Une fois la
jauge cylindrique obtenue, nous discutons deux méthodes pour le calcul de I'in-
variant de Chern, la premiere s’appuyant sur la présence d’une obstruction, et
la deuxieme sur le déplacement des centres de Wannier. Nous montrons ensuite
comment adapter numériquement la méthode de construction des états de bord
proposée par [KBWMT08] pour des cas plus complexes. Enfin, nous verrons que
dans certains cas, il est possible d’obtenir la valeur de 'invariant topologique en
calculant directement le nombre de Chern des bandes partenaires de Kramers. On
ne considere ici que des systemes sur réseau carré, avec un pas de réseau a = 1
afin de simplifier les notations. Les méthodes sont cependant adaptables a d’autres
géométries de réseau.

1 Obtention d’une jauge cylindrique ou lisse

Comme nous 'avons vu dans les deux chapitres précédents, la description de
la topologie d'une structure de bandes donnée s’appuie fortement sur la possibilité
de définir les états propres de I’'Hamiltonien de maniére continue a 'intérieur de la
zone de Brillouin. Dans le cas de la présence des symétries © et P simultanément,
on peut calculer I'invariant topologique en ne considérant que les TRIM. Mais
cela reste une exception, et de maniere générale, les calculs présentés précédem-
ment doivent étre réalisés dans une jauge lisse ou cylindrique. Nous discutons ici
I'obtention d'une telle jauge numériquement.

1.1 Position du probleme

Dans certains cas simples, un calcul manuel ou un logiciel de calcul formel
peuvent nous donner une expression des énergies et des fonctions d’onde en fonction
de k. Si cette expression ne contient pas de singularité (ou si les singularités sont
facilement traitables), on peut alors procéder au calcul de 'invariant topologique.
Le plus souvent en revanche, une telle expression, si elle existe, est trop complexe
pour étre utilisable. On doit alors se contenter de diagonaliser numériquement Hy
pour un certain nombre de points de la BZ.

En pratique, une fois les parametres du Hamiltonien fixés, on se donne une
grille de N x N points sur la BZ. On diagonalise alors Hy pour chacun des points
de la grille indépendamment. Le probléeme vient du fait que, en faisant ainsi, on
obtient une définition fortement discontinue des fonctions d’onde.

En effet, considérons par exemple deux points voisins de la grille, k et k + Ak,
et les sous-espaces propres de plus basse énergie EY et E +Ak» en chacun de ces
points. ! Dans le cas ol ces sous-espaces sont de dimension 1, E{ est engendré par
lup), et B, Ay par Jup, ax)- Siles |u?) sont définis continument, on doit avoir

Jlim (i) = 1. (IIL1)

1. La discussion qui suit reste valide quel que soit le sous-espace propre considéré.
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Sur la grille, on peut donc considérer que la définition des |u°) est continue si
(ufy axc|ug) est trés proche de 1. Cependant, méme pour des grilles suffisamment
fines, on obtient des |u") tels que

<Uﬁ+Ak|Ug> = Teiea (I11.2)

ou 1 est réel et trés proche de 1, mais 0 prend des valeurs aléatoires dans [—m, 7].
Si E{ est de dimension NV, en chaque point k la diagonalisation numérique nous
donne N vecteurs u . La matrice de recouvrement MXk+2k donnée par

M§’§+Ak = <u(r)n,k ’ug,k+Ak>v (IT1.3)

devrait tendre vers l'identité lorsque Ak tend vers zéro, dans le cas continu. Cepen-
dant, numériquement, au lieu d’obtenir une matrice M presque égale a l'identité
pour une valeur finie de Ak, on obtient une matrice tres proche d’'une matrice
unitaire, mais pas nécessairement de l'identité.

Dans les deux cas, une redéfinition des |u; ) est nécessaire afin de rétablir la
continuité. C’est ici qu’intervient la méthode dite de transport paralléle présentée
dans le paragraphe suivant.

1.2 Meéthode de transport parallele

L’idée générale de la méthode est la suivante : étant donné un chemin discret
dans la zone de Brillouin (on choisit par exemple k, = 0 et k, qui varie entre
0 et 27 par incréments de Ak, = 27/N), on va redéfinir les |u,x) de proche en
proche de maniere a avoir une définition la plus parallele possible. Pour cela on
va demander que pour deux points voisins k; et k; 11 = k; + Ak,, les |u, k) soient
définis tels que (unx; [Unk,,,) soit réel et positif.

Pour une bande isolée, le principe est simple. Etant donné un ensemble d’états
{lux;) }i—o.v le long du chemin, la redéfinition continue sera donnée par les @
construits en suivant :

o |ﬂ’k0> = ‘uk0>7
— pour j = 1 & N successivement, |iy,,) = e~ |uy,) avec §; = Im log (i, _, |ux,)-

Si le chemin est fermé, 1’état qui a été transporté peut différer de I’état initial par
une phase. Dans notre exemple, cela revient a avoir

<an,ko=(o,o) |ﬂn,kN=(2w,o)> = e, (111.4)

On a donc une définition continue entre k, = 0 et k, = 27, mais non périodique
(sauf si & = 0). On peut alors rétablir la périodicité en répartissant la phase

0 € [—m, 7| sur I'ensemble du chemin en définissant

lu,) = €7V [, ). (I1L5)
Dans le cas dégénéré?, on ne peut pas traiter les bandes séparément. Il faut

donc considérer des groupes de N bandes isolées (séparées énergétiquement de

2. Par exemple pour les bandes deux fois dégénérées en présence de P et O.
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I'ensemble des autres bandes). Une fois de plus, 'objectif est de redéfinir les |uy, k)
pas a pas pour obtenir une définition continue, ou la matrice de recouvrement M
définie a I’équation (II1.3) est Hermitienne avec toutes ses valeurs propres positives.
Pour 7 =1 a N successivement, on réalise la décomposition en valeurs singulieres
de M

M =VIWT, (I11.6)

ou X est une matrice diagonale réelle positive et V' et W sont unitaires. On applique
alors la matrice unitaire 4 = WV dans l'espace des états |u, ) en définissant :

| ;) Z 7 [t ;) (I11.7)

La nouvelle matrice de recouvrement M est alors de la forme VIV, qui est bien
Hermitienne et de valeurs propres positives. En réalisant cette transformation pour
tous les k; du chemin successivement, on obtient un ensemble d’états i, ;) définis
continument.

Une fois de plus, si on transporte |u, k) le long d'un chemin fermé, on obtient
des états en ky reliés aux états en ko par une rotation unitaire A donnée par :

N
[Umio) = D M| Tn ey )- (I11.8)
n=1
Pour rétablir la périodicité, on utilise la méme astuce que pour le cas non dégé-
néré. On commence par trouver la matrice unitaire R qui diagonalise A, puis on
I'applique a I'ensemble des états en chaque point k;. Cela permet de conserver
la cont1nu1te et on obtient une nouvelle matrice A dlagonale de valeurs propres
Ap = €% 0, € [—7, m[. On répartit alors ces phases en définissant :

]9n

Unie;) = €N |lne;)- (I11.9)

Pour un chemin fermé donné, on peut donc obtenir une définition des états
propres de Hy, continue et monovaluée (périodique).

1.3 Construction d’une jauge cylindrique

Nous allons maintenant montrer que la méthode de transport parallele permet
d’obtenir numériquement une jauge cylindrique pour les états propres de Hy.

On considere un Hamiltonien de liaisons fortes, symétrique par renversement
du temps, sur un réseau carré. On se donne une grille réguliere de N x N points
sur la zone de Brillouin, contenant k = (0,0). On suppose que, en chacun de ces
points, Hy a pu étre diagonalisé, et que ses vecteurs propres |u, ) ont été classés
par énergie croissante. De plus on considere un systeme isolant. Il existe donc un
gap non nul entre les bandes remplies et la premiere bande de conduction. Si les
bandes de valence sont séparées en groupes de bandes isolées, la procédure qui suit
peut étre appliquée a chaque groupe séparément. Dans ce qui suit, on considere
donc un ensemble de 2/ bandes isolées et remplies.

3. R existe car A est unitaire, en tant que matrice de changement de base.
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ky

(a) (b)

Figure III.1 — (a) Zone de Brillouin dans l’espace des k. (b) Les états sont
transportés parallelement le long de k, = 0. La périodicité n’est pas assurée. (c)
La périodicité est restaurée a k, = 0. (d) Pour chaque valeur de k;, les états sont
transportés de k, = 0 a ky, = . (e) La périodicité est restaurée a k, = 0 et
ky = 27. Figure extraite de [SV12].

Procédure d’obtention d’une jauge cylindrique (cf. Fig.II1.1)
i)-Choiz de jauge a k = (0,0).
A k = (0,0) le théoreme de Kramers s’applique. Les 2\ états peuvent donc étre
rassemblés en N paires de Kramers ([ul ), [u.'5)). On conserve |u! ;) donné par

la diagonalisation numérique, mais on redéfinit [u)’;) de telle sorte que |ul’5) =
OK|u! 5) (ou © et K ont été définis & I'équation (11.22)).

it)-Transport paralléle de k, =0 a k, = 27 pour k, = 0.
En utilisant la méthode du paragraphe 1.2, on redéfinit les \ugk> pas a pas, pour
obtenir une définition continue pour k, = 0 et k, variant de 0 a 2w. On rétablit
ensuite la périodicité entre k, = 0 et k, = 27. On obtient ainsi une définition
continue des |u, ) sur la section circulaire k, = 0 de la BZ vue comme un tore.
La procédure ne modifie pas les |ug, ) a k = (0,0).

iii)-Transport paralléle selon k.
Pour chaque valeur de k,, on utilise la méthode de transport parallele d’abord de
(kz,0) & (kg, ) puis de (k;,0) & (k,, —7). La procédure ne modifie pas les [ug, )
a ky, = 0. La procédure de transport parallele est identique a k, = 0 et £, = 2m,
grace a la périodicité rétablie a ’étape précédente. Pour toutes valeurs de k,, on
a donc |UZ,(o,ky)> = |UZ,(2W,/%)>-

iv)-Périodicité selon k, a k, = 0.
Pour rétablir la périodicité entre (0,7) et (0, —m) il faut appliquer une transfor-
mation 7'(k,) (donnée par la procédure du paragraphe 1.2) en chaque point du
chemin (0, k). Cependant, cela briserait la continuité selon &, en 0. Pour éviter
cela, pour un k, donné, la transformation T'(k,) est appliquée a I'ensemble des
points (k, k). Cela restaure donc aussi la périodicité a k, = 2.

Jusque la, 'ensemble des opérations effectuées conserve la symétrie par renver-
sement du temps, de telle sorte que les états obtenues respectent

lup ) = —OK[ugly),

ull ) = OK|ul,). (I11.10)

On a donc obtenu une jauge continue sur la zone de Brillouin vue comme un
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1 Im[ V]

Re[ Vi1 ]

Figure ITII.2 — Trajectoire de Vjj(k;) dans le plan complexe pour un modele
a deux bandes, avec k, variant de 0 & 2w, avant (ligne pontillée rouge) et apres
(ligne noire) la minimisation. Aprés minimisation, la courbe est trés proche du
cercle unité (ligne pointillée noire). Figure extraite de [SV12]

cylindre, et qui respecte la symétrie par renversement du temps. Si on définit

an(kf) = <um,(k:v,—7r)’un,(k:v,7r)> (IIIll)

il suffit alors, pour obtenir une jauge cylindrique telle que définie dans le para-
graphe 1.6, que V'(k,) soit diagonale pour tout k,. En effet, cela est nécessaire
pour respecter I’équation (1.65), derniére condition pour I'obtention d’une jauge
cylindrique. Il peut exister des cas particuliers ou la présence de symétries supplé-
mentaires ? rend les V' (k,) diagonaux pour toutes valeurs de k, deés cette étape. La
jauge est donc cylindrique, et la procédure est terminée. Cependant, de maniere
générale, il faut diagonaliser V' (k,) pour obtenir une jauge cylindrique. Grace a
I'étape iv) de la procédure, V(k,) est diagonale pour k, = 0 et k, = 2m. Toute-
fois, pour k, €]0,2x[, V(k,) est unitaire mais pas nécessairement diagonale. Deux
étapes supplémentaires sont alors nécessaires pour obtenir une jauge cylindrique.
v)-Minimisation de V

On introduit 1

V=30 3 Vi (ko) (IIL.12)

ke m#n
qui mesure la distance de V' (k;) a une matrice diagonale. On utilise alors la li-
berté sur le choix des \ui ,6> au tout début de la procédure, pour essayer d’avoir
des matrices V(k,) aussi diagonales que possible. Cela peut étre réalisé avec un
algorithme de minimisation [SV12], ou simplement en testant plusieurs valeurs de
|ui ;) et en choisissant celle qui donne la plus petite valeur de V. On obtient ainsi
des matrices V (k) avec des éléments diagonaux tres grands devant les éléments
non-diagonaux (cf. Fig. 111.2).°
vi)-Diagonalisation de V (k)

La matrice V' (k,) est unitaire et a diagonale dominante. Elle peut donc étre dia-

4. Par exemple, si S* est conservé et que |ui 6> et |u£y ! 6> appartiennent a des secteurs distincts
de S°. ’ ’

5. Pour une paire de bandes, on peut facilement espérer des éléments hors diagonaux de
I'ordre de 1072.
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1. Obtention d’une jauge cylindrique ou lisse

gonalisée par une matrice unitaire U(k,) tres proche de 'identité (on peut de plus
choisir les éléments diagonaux de U(k,) réels et positifs). Pour chaque valeur de
k., on applique alors U(k,) dans I'ensemble des états au point (k,, k,). L’écart
de U(k,) a l'identité est du méme ordre de grandeur que l'écart de V'(k,) a une
matrice diagonale. L’intérét de minimiser V est donc de préserver la continuité lors
de lapplication de U(k,).

Ces deux dernieres étapes préservent elles aussi la condition de 1’équation
(IT1.10), ainsi que la périodicité selon k,. Ayant diagonalisé V' (k,), on obtient bien
une jauge cylindrique. La jauge cylindrique ayant été construite pour les \u§k>
états propres de Hy, on peut de maniere directe transposer les résultats aux états
|W, k) vecteurs propres de H.

Méthode d’identification des isolants topologiques :
1.4 Meéthode de la phase de jonction

Dans ce paragraphe nous discutons la premiere méthode d’identification des
isolants topologiques.

Dans le paragraphe 1.6 du chapitre II, nous avons vu qu’une valeur non nulle de
I'invariant topologique Z5 est une obstruction a définir une jauge lisse qui respecte
la symétrie par renversement du temps de I'équation (I11.10). En effet, pour un
isolant topologique non trivial, le respect de la symétrie de renversement du temps
impose la présence d’une discontinuité dans la définition des états propres sur le
tore. Dans le cas de la jauge cylindrique, cette discontinuité a été repoussée aux
extrémités k, = —m et k, = 7 de la zone de Brillouin vue comme un cylindre. Pour
caractériser la nature triviale ou topologique d’un l'isolant, il suffit donc d’étudier
cette discontinuité .

On considere ici une unique paire de bandes «. En effet, V(k,) ayant été diago-
nalisée, les bandes sont maintenant indépendantes les unes des autres, permettant
de considérer les paires de bandes séparément. Pour étudier la discontinuité aux
bords du cylindre, on observe la phase de jonction ¢, (k,) définie par

ei(ﬁa(km) = <u£x,(kz,—7r)|u£v,(kx,7r)>' (11113)

Son enroulement est caractéristique de la topologie de la discontinuité. En effet,
le nombre de tours (comptés algébriquement) que fait e®=*z) autour de I’'origine
lorsque k, parcourt [0,27], noté A,, est un entier qui ne peut étre modifié sans
briser la condition de symétrie par renversement du temps de I’équation (111.10), et
qui correspond au nombre de Chern de la bande ]uék) On observe par ailleurs que
la phase de jonction pour I'autre bande (17) s’enroule dans 'autre sens, ce qui est
cohérent avec une valeur du nombre de Chern opposée. Lorsque I'enroulement est
nul, la phase ¢,(k;), peut étre absorbée dans une redéfinition continue des états
[ug,y) (cf. paragraphe 1.6). On peut alors obtenir une jauge lisse qui respecte la
symétrie de renversement du temps. En revanche, lorsque la phase s’enroule, cela
n’est pas possible©.

6. On peut relier cela au fait qu'une valeur de l'invariant topologique Z5 non nulle est une
obstruction a définir une jauge a la fois lisse et cylindrique.
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L’équation (I1.38) montre que l'invariant topologique peut étre calculé, dans
une jauge cylindrique, a partir des nombres de Chern des bandes indexées I rem-
plies. On peut donc réécrire I'invariant topologique en fonction des enroulements
A,, comme :

A=>" A, mod 2. (I11.14)

Il est en fait possible d’obtenir les A, des 'étape iv) de la procédure du para-
graphe 1.3. A cette étape, V (k) n’est pas encore diagonalisée. Les éléments diago-
naux de V' (k,), les (u}, 4, |, (10, n€ sont donc pas en général une phase pure
mais un nombre complexe de module inférieur ou égal a 1. Leurs enroulements
sont cependant bien définis, comme on peut le voir sur la figure 1I1.2, qui décrit
une bande non triviale (qui s’enroule une et une seule fois). Cela permet donc de
gagner du temps en déterminant la phase topologique sans avoir a diagonaliser
V(k,).

1.5 Exemple d’application

Dans ce paragraphe, on illustre la méthode de la phase de jonction en I'ap-
pliquant a 'Hamiltonien de BHZ donné par ’équation (II.55). On fixe p = 0,
Ap =5t =1, et @ = 2. Afin d’explorer les différentes zones de diagramme de
phase présenté a la figure I1.3, on teste trois valeurs de At : 2, 0 et —2. D’apres le
diagramme de phase, on doit obtenir la phase triviale pour At = 0 et une phase
topologique pour At = 2 et At = —2. Pour rappel, 'Hamiltonien de BHZ est un
Hamiltonien a quatre bandes. Grace a la symétrie de renversement du temps et
a la symétrie d’inversion, chaque bande est deux fois dégénérée. On obtient donc
deux paires de bandes, qu'on indexe @ = 1 et a = 2, chacune composée d'une
bande I et d’'une bande I1. A demi-remplissage, seule la paire de bandes o = 1
est remplie.

L’Hamiltonien conserve S,. Ainsi, on a pu s’arréter a 1’étape iv) de la procédure
d’obtention d’une jauge cylindrique décrite dans le paragraphe 1.3 du chapitre III,
et tout de méme obtenir que le produit scalaire Vi1 (k,) = (), g, py|Ul (10 5)) DOUS
donne uniquement une phase notée e*¢=(*=). Ainsi, le tracé de Vi;(k,) dans le plan
complexe comme une fonction paramétrique de k, donne un cercle ou un arc de
cercle de rayon 1 (on observe des ellipses dans la figure 111.3, & cause du choix
d’échelle pour les axes). On a fait le choix de tracer aussi ¢, (k;) pour k, variant
de 0 a 27. Cela permet de compter réellement combien de fois la phase s’enroule, ce
qui n’est pas visible sur un tracé paramétrique. Dans la figure I11.3, chaque paire
de colonnes correspond a une paire de bandes différente. Les paires de bandes sont
classées par énergie croissante.

Pour At = —2 et At = 2, on observe que la phase s’enroule une unique fois
pour chaque paire de bandes. On obtient donc bien un isolant topologique a demi-
remplissage, et un isolant trivial pour un remplissage total (car pour le remplissage
total, il faut sommer la contribution des deux paires de bandes).

Pour At = 0 , on observe que la phase ne s’enroule pas. En fait, les phases
¢o (k) sont identiquement égales & 0 dans ce cas, ce qui permet de montrer qu’on
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Im(V44)

N

/i
N

N

-1 0 1 0 2r -1 0 1 0 2n
Re(V11) ky Re(Vi4) ky
(a) At=-2
1 d 1 7T
S o ¢ 0 So ¢ O
E ' E
4 -7T 4 -7T
-1 0 1 0 2y 0 1 0 2n
Re(Vi1) ky Re(V11) ky
(b) At =0

Im(V41)

I N
| L VPPN

-7 _1

-1 0 1 0 2m 1 0 1 0
Re(Vi1) ky Re(Vi1) ky,

(c) At=2

Figure II1.3 — Résultats de la méthode de la phase de jonction pour p = 0,
Ap =5t =1, a =2 et différentes valeurs de At. Les colonnes 1 et 3 correspondent
au tracé de Vi1 (k,) dans le plan complexe comme une fonction paramétrique de k,
pour les bandes o = 1 et o = 2 respectivement. Les colonnes 2 et 4 correspondent
au tracé en fonction de k, de ¢1 et ¢o respectivement. Cela permet de vérifier,
dans les cas ol e!?e s’enroule autour de l'origine du plan complexe, combien de
tours (comptés algébriquement) sont réalisés lorsque k, parcourt [0, 27].

a réussi a obtenir une jauge a la fois lisse et symétrique. On obtient donc bien un
isolant trivial a la fois pour un demi-remplissage et pour un remplissage total.

On peut remarquer que les comportements de la paire de bandes de valence et
de la paire de bandes de conduction sont tres similaires. Cependant, pour At = —2,
I’enroulement pour les deux paires de bandes se fait dans des sens différents, tandis
qu’il se fait dans le méme sens pour At = 2. Cela n’est pas dii a une erreur dans
un des deux cas. En effet, le sens d’enroulement est décidé en fonction du choix
de ]ui 6>’ au début de la procédure pour obtenir une jauge lisse, et ce choix est
aléatoire dans notre algorithme.

1.6 Construction d’une jauge lisse

Dans ce paragraphe, nous allons construire une jauge lisse a partir de la jauge
cylindrique. Une fois de plus, V' (k,) ayant été diagonalisée, on peut considérer les
paires de bandes indépendamment.

Pour une paire de bandes o dont la phase de jonction ne s’enroule pas, appliquer
la transformation

W ke, ky) = (Vilk)) ™, (I11.15)

29
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en chaque point (k,, k,) permet d’obtenir une jauge a la fois lisse et cylindrique.
Cette transformation est en effet continue et préserve la relation de symétrie par
renversement du temps de I’équation (II1.10), tout en changeant V' (k,) en I'identité,
et donc en supprimant la discontinuité.

Pour une paire de bandes qui s’enroulent, une telle transformation ne permet
pas d’obtenir une jauge lisse. On a en effet besoin d'une transformation unitaire
Sc (k) discontinue et dont ’enroulement compense celui de V' (k;). Une telle trans-
formation peut cependant étre obtenue simplement. Par exemple, dans le cas d'une
paire de bandes qui ne s’enroulent qu’une fois, on peut résoudre le probleme en
s'inspirant de la solution du modele de Haldane. En effet, la fonction Uy, qui
diagonalise I’Hamiltonien de Haldane permet de changer les deux bandes topolo-
giquement triviales |uf) = (1,0) et |ul’) = (0,1) (qui ne sont rien d’autre que
les vecteurs de base du modele de liaisons fortes) en deux bandes non triviales de
nombre de Chern 1 et —1 : les états propres de I'Hamiltonien. Ainsi, U}, per-
met de changer deux bandes qui s’enroulent en deux bandes sans enroulement. On
choisit donc Se(k) = Uy,

On peut noter qu’il est possible de créer des modeles de Haldane modifiés, en
rajoutant des termes de saut au-dela des seconds voisins, dont les bandes possedent
un nombre de Chern quelconque [SPF*12]. Ainsi, pour des bandes qui s’enroulent
plusieurs fois, il est toujours possible de trouver la transformation Se (k) adéquate.
De plus, pour les systemes a plusieurs bandes, il est possible d’appliquer une telle
transformation paire de bandes par paire de bandes, pour obtenir une jauge lisse
pour I'ensemble des bandes. Une fois I'enroulement de V'(k,) supprimé, il peut
rester une discontinuité sans enroulement qu’il est possible d’enlever grace a une
transformation comme celle de I’équation (II1.15). On obtient alors une jauge lisse.
Cependant, les transformations S¢ (k) ne conservent pas la relation de renversement
du temps de I'équation (II1.10).

En conclusion, on a montré qu’il est toujours possible d’obtenir une jauge lisse
ou cylindrique numériquement, et on a présenté une procédure pour les construire.
On a aussi montré que pour certains isolants triviaux il est possible d’obtenir une
jauge a la fois lisse et cylindrique.

2 Construction des centres de charge des fonc-
tions de Wannier

Au paragraphe 3.4 du chapitre I, on a défini les fonctions de Wannier hybrides
selon & comme :

oy, = Y / " ket Uy, L), (IIL.16)
27 J-n v

On a ensuite montré que, dans une jauge périodique selon k,, la position de leurs

centres de charge selon ¥ sommeée sur l'ensemble des bandes remplies est une

fonction de k, (qu'on a appelé la polarisation Py, ) dont la variation entre k, = —7

et k, = 7 donne le nombre de Chern du systeme considéré.
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Enfin, on a montré que pour un systeme symétrique par renversement du temps,
dans une jauge cylindrique, la variation entre k, = —m et k, = 7 de la polarisa-
tion calculée pour I'ensemble des bandes indexées I (notée Py ) permet d’obtenir
I'invariant topologique Zy modulo 2 (c¢f. Eq.I1.38).

L’idée ici est donc de construire explicitement Pklu afin de pouvoir suivre son
évolution en fonction de k. '

Méthode d’identification des isolants topologiques :

2.1 Meéthode des centres de charge des fonctions de Wan-
nier

On définit donc le centre de charge de la fonction de Wannier (WCC) hybride
|0, s, @, k) comme [KSV93, SV11] :

fiy,a = <0,S,O{, ky|§j|0’87aaky>7 (III]_?)

ou s prend ses valeurs dans {I, I1}. On peut alors montrer que :

. 1
Lhy.a :Z%/_ dky (g, k‘y‘vkzl akz,ky> (IT1.18)

Dans le paragraphe 1.3, on a construit une jauge cylindrique sur une grille de
N x N points de la BZ. Dans cette jauge” on montre, en discrétisant le gradient,
que :

Thya ij U ey | Ui 11, ) (I11.19)

Cette quantité est alors simplement calculable en fonction de k,. On observe
que, méme si Th, o n’est pas invariant de jauge, car défini modulo un nombre entier
de pas du réseau, on peut obtenir une fonction continue de k,, ce qui nous permet
de suivre son évolution entre £k, = —m et k, = 7.

On obtient alors la valeur de I'invariant topologique par

A=> (2L, —zL,) mod 2, (111.20)

oll v est sommé sur ’ensemble des paires de bandes occupées. La différence 77 —

zL  est bien un entier, car k, = — et k, = 7 étant équivalents, la position des

T,Q
WCC doit étre la méme a une translation du réseau pres, or ici, a = 1.

La méthode présentée ici est proche de la méthode de jonction de phase. Toutes
deux s’appuient en effet sur 'obtention d'une jauge cylindrique. La premiere mé-
thode met cependant plutot 'accent sur 'invariant topologique en tant qu’obs-
truction, tandis que cette méthode s’appuie d’avantage sur le lien entre invariant
topologique et polarisation. Ainsi, bien qu’équivalentes, ces deux méthodes mettent

en valeur des aspects différents de la notion de topologie.

7. Les propriétés de la jauge cylindrique utiles ici sont la continuité et périodicité selon k,, et
la séparation des bandes I et II. La continuité selon k, n’est pas nécessaire.
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Figure III.4 — Schéma de positions des centres de Wannier des bandes I et I1
entre k, = 0 et k, = m. Le comportement entre k, = —m et k, = 0 peut étre
obtenu par symétrie. On notera que les traits épais correspondent aux WCC sur
I’avant du cylindre, tandis que les trais fins et pointillés correspondent aux WCC
a l'arriere du cylindre. (a) Cas trivial : les centres de Wannier ne s’enroulent pas
sur le cylindre. (b) Chaque centre de Wannier tourne une fois autour du cylindre
entre ky, = —m et k, = m. C’est le cas typique pour un isolant topologique. (c)
Chaque centre de Wannier tourne deux fois autour du cylindre entre k, = —m et
ky = m. Cependant, le point de croisement P n’est pas protégé par le renversement
du temps est peut étre évité en présence d’un terme perturbatif. Si le croisement
est évité, ce cas est équivalent au premier. (d) Chaque centre de Wannier tourne
trois fois autour du cylindre entre £, = —m et ky, = 7. Si les deux croisements non
protégés sont évités, ce cas est équivalent a (b). Figure extraite de [YQBT11].

2.2 Propriétés des centres de charge des fonctions de Wan-
nier

Les centres de charge des fonctions de Wannier possedent un certain nombre
de propriétés que nous discutons ici.

Pour un systéme symétrique par renversement du temps, dans la jauge cylin-
drique obtenue précédemment, on montre que :

O|X,1,a,k,)=|X,11,a, —k,), (I11.21)
ce qui nous donne
Thyo = T o (111.22)

On retrouve bien que les bandes I et II donnent une valeur opposée de l'inva-
riant topologique. Mais cet invariant n’étant défini que modulo deux, cela n’a pas
d’importance. C’est aussi cette égalité qui permet de relier I'invariant topologique
de Fu et Kane (Eq.(I1.36)) a la formule (II1.20), en montrant qu'il est équivalent
d’étudier les deux bandes I et I entre 0 et m, ou d’étudier uniquement la bande
I (ou la bande I]) entre —7 et 7.

Si le systeéme est aussi symétrique par inversion, on a :

PIX,I,a. k) =|— X, 1,0, k), (I11.23)
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ce qui cette fois correspond a :

I I

LL’ky,a - —inky’a, (11124)
tandis que ’action combinée de P et © donne

Tp = —Ti (I11.25)

ky o ky,a

Cela signifie que, pour un tel systeme, le centre de charge total pour les deux
bandes est immobile, au centre de la cellule unité.

Enfin, on peut comprendre la classification Z, grace a I’étude des fonctions de
Wannier (cf. Fig.I11.4). En effet, dans le cas ou E{W’a — jfna = 2 par exemple, cela
implique que jiy,a et fg o se croisent deux fois en dehors des TRIM, en deux points
k, et —Fk;. Ces croisements n’étant pas protégés par le renversement du temps, ils
peuvent étre évités en présence de perturbations. En revanche, la symétrie par
renversement du temps assure que si un croisement est évité, 'autre 1’est aussi.
Pour la nouvelle courbe, qui évite le croisement, on a #_ , — 2% , = 0. On peut
ainsi relier sans fermer le gap, le cas fl_ma — i{r’a = 2 et le cas il_ma — :ffr’a = 0.
D’ou la classification Z5.

2.3 Exemple d’application

Dans ce paragraphe, on illustre la méthode de la phase des centres de charge des
fonctions de Wannier hybrides en I'appliquant a I’'Hamiltonien de BHZ. Comme
précédemment, on fixe u =0, Ay =5,t =1, et « = 2, et on teste trois valeurs de
At : 2,0 et —2. On a utilisé la jauge cylindrique obtenue par la procédure décrite
paragraphe 1.3.

Les résultats sont présentés a la figure IIL.5. On observe que le systéme est
topologique pour At = —2 et At = 2, et trivial pour At = 0. On peut de plus
remarquer que les propriétés des WCC décrites au paragraphe précédent sont bien
vérifiées.

xI

-0.5 -0.5 -0.5

_1—71 0 i _1—77 0 s _1—rr 0 s

ky Ky ky

(a) At = —2 (b) At =0 (c) At =2

Figure II1.5 — Tracé des positions des centres de charge des fonctions de Wannier
hybrides en fonction de k,, pour la paire de bandes de valence, pour différentes
valeurs de At. Comme précédemment, on a choisi u =0, Au=5,t=1et a =2.
Les deux couleurs (bleu et rouge) correspondent aux deux bandes de valence I et
I1. On peut ainsi observer que les différentes propriétés des WCC présentées au
paragraphe 2.2 sont bien respectées. On observe que le systéme est topologique
pour At = —2 et At = 2, et trivial pour At = 0.
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3 Construction des états de bord

Dans le paragraphe 3.3 du chapitre II, on a montré qu’il était possible de
construire de maniere analytique les états de bord du modele de BHZ. Cependant
la méthode reposait sur la faible complexité du modele (pour pouvoir obtenir
une équation aussi simple que (I1.63)) et sur un certain nombre d’approximations
difficiles a controler (on peut rater des états de bord si on ne les cherche qu’en
k, = 0 [KBWM™08]). On propose donc ici une méthode numérique de construction
des états de bord qui peut étre appliquée a un plus grand nombre de systemes.

3.1 Principe de construction

L’Hamiltonien de BHZ conserve S*. Cela nous a permis, dans le chapitre II,
de séparer 'Hamiltonien en deux parties, Hy(k) et H|(k), agissant sur des sous-
espaces de Hilbert supplémentaires et images 1'un de 'autre par l'opération de
renversement du temps. On considere ici qu'une séparation similaire a pu étre
réalisée, et que H(k) se décompose en H!(k) et H'!(k) connues. Ainsi, on peut
se contenter de construire les états de bord de H!(k), et obtenir ceux de H'!(k)
par symétrie. On considere cet Hamiltonien sur le plan semi-infini > 0. Comme
précédemment k, reste un bon nombre quantique, mais pas k, qu’il faut donc
remplacer par —id,, et on utilise un ansatz de la forme ¥(z, k,) = e’ ¢(k,) pour
les états de bord, ou ¢(k,) est un vecteur indépendant de z. On cherche donc les
solutions de I’équation aux valeurs propres

HY (=) k) p(k,) = E¢(k,). (I11.26)

Pour une valeur donnée de E et de k,, on obtient plusieurs couples de solutions
(A @m(ky)) (ot on n’a gardé que les A, tels que Re(),,) < 0, afin de pouvoir
normaliser V(z,k,)). On peut alors construire un état de bord d’impulsion k, et
d’énergie E de la forme :

U(x,ky) = cme ™ d(ky). (I11.27)

Enfin, la fonction d’onde devant s’annuler pour de grandes valeurs négatives de x
(loin du bord, dans le vide), on impose la condition au bord ¥(0,k,) = 0. Cela
implique une condition d’existence pour les états de bord : il faut que les vecteurs
de l'ensemble {¢,,(k, )} soient linéairement dépendants.

Méthode d’identification des isolants topologiques :

3.2 Méthode de construction explicite des états de bord

En pratique, on choisit une énergie E dans le gap isolant que l'on souhaite
étudier. Attention, dans certains cas, deux bandes peuvent étre séparées par un
gap en toutes valeurs de k sans pour autant qu’il n’existe de gap global.® Dans ce

8. Le minimum de la bande supérieure étant plus bas que le maximum de la bande inférieure,
le systéme possede un gap indirect négatif.
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cas, on ne peut jamais trouver une énergie entierement dans le gap, et la méthode
ne peut pas s’appliquer.

Une fois I'énergie choisie, on se donne un ensemble de N valeurs de k, qu’on
note {k‘g/’}j:l” ~ et qu’on choisit en général réparties de maniere homogene entre 0
et 2m : k) = 2mj/N. On résout alors numériquement

det(H'(—=i\ k]) — E) =0 (I11.28)

en fonction de A pour chaque valeur de kZJJ Pour chaque A, solution de (I11.28), on
cherche alors le, ou les, qﬁm(k:é) solutions de I'équation (II1.26). On a donc simplifié
le probleme de la résolution de (IIL.26) pour A et ¢(k)) simultanément, en deux
problémes moins complexes a résoudre.

Le probléme n’est cependant pas toujours simple, car H(—i)\, k:i) n’est pas,
en général, une matrice hermitienne. Son déterminant est donc complexe et la ma-
trice n’est pas nécessairement diagonalisable. La recherche des zéros d’une fonction
complexe n’est pas un probleme évident ; et il faut étre particulierement critique
sur les vecteurs propres obtenus, les imprécisions numériques pouvant donner deux
vecteurs propres la ou en réalité il n'y a qu’un seul vecteur propre mais un sous-
espace caractéristique de dimension supérieur a un”?.

En général, lorsque H' est de dimension N, on trouve N couples (A, ¢ (ky))
solutions, avec Re(\,,) > 0 et ¢,,,(k,) normalisé (pour des couplages plus proche
voisins). On considere alors la matrice carré ®(k,), dont la m-ieme colonne est
¢m (k). Pour que les vecteurs de 'ensemble { ¢y, (k, )}, soient linéairement dépen-
dants, et qu’on ait donc un état de bord, il suffit donc que det ®(k,) = 0. On peut
donc tracer | det ®(k,)| en fonction de k, et regarder quand cette fonction s’annule.
Il suffit alors de compter le nombre de fois ou le déterminant s’annule pour savoir
combien de paires d’état de bord H possede a I’énergie E. Ce nombre sera pair
pour un isolant trivial et impair pour un isolant topologique (cf. 2.4). On obtient
donc une troisieme méthode pour caractériser numériquement la nature triviale ou
topologique d’un isolant, et donc la valeur de son invariant topologique.

On pourrait argumenter que comme on n’échantillonne | det ®(k, )| que pour des
valeurs discretes de k,, on ne peut en général pas étre stir que | det ®(k,)| s’annule
réellement, méme si cette fonction est continue. En pratique, cependant, on peut
augmenter la densité de points k, et obtenir ainsi une valeur arbitrairement proche
de zéro pour | det ®(k,)|. De plus, cette méthode de calcul de I'invariant topologique
vient en complément des deux autres méthodes présentées précédemment. Jusqu’a
maintenant, les résultats des trois méthodes, lorsqu’ applicables, ont toujours été
cohérents.

3.3 Exemple d’application

Dans ce paragraphe, on illustre la méthode de construction explicite des états
de bord en 'appliquant a ’'Hamiltonien de BHZ (en fait, a la partie correspondant
aux spins up, H'). Comme précédemment, on fixe g = 0, Ay =5,t = let a = 2, et
on teste trois valeurs de At : 2, 0 et —2. Contrairement a la construction analytique

9. Dans le cas des matrices trigonalisables mais non diagonalisables.
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k.

(b) At=0

Figure II1.6 — Relation de dispersion pour 4 = 0, Ay =5t =1et @« = 2 et
différentes valeurs de At. On observe que, pour ces valeurs, il existe toujours un
gap indirect positif a demi-remplissage. La méthode de construction explicite des
états de bord peut donc étre utilisée.

1 I 1
Zos5 © 0.5 Zos5
0 0 o % 0 o % 0 P
10 10
=~ m “’A
E OA E om E A
1 A . O/A\*
(a) At :y—g (b) Atki 0 (c) Atlz 2

Figure II1.7 — Sur la premiere ligne est tracée la valeur absolue du déterminant
de la matrice ®(k,) en fonction de k,. On rappelle qu'un zéro de cette fonction
correspond a la présence d'un état de bord pour ce ky, et cette énergie. Sur la
deuxieme ligne, la relation de dispersion projetée sur k, est tracée en noir pour
différentes valeurs des parameétres. Les lignes rouges correspondent aux énergies
auxquelles nous avons cherché des états de bord. Les étoiles bleues correspondent
aux états de bord de spin up que nous avons trouvé. Un nombre pair d’états de
bord de spin wup sur une ligne d’énergie donnée correspond a un isolant trivial,
tandis qu'un nombre impair de tels états correspond a un isolant topologique.
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des états de bord, réalisée au paragraphe 3.3 du chapitre II, ici nous ne prenons
pas t = 0 afin de simplifier le calcul, mais traitons le cas t = 1, plus générique.
On peut vérifier (Fig.I11.6) que pour ces valeurs, il existe toujours un gap indirect
positif a demi-remplissage, permettant 'utilisation de la méthode de construction
explicite des états de bord. On réalise la construction pour une énergie valant 3, 0
et —3 respectivement, pour At = —2, 0 et 2.

Les résultats sont présentés a la figure II1.7. La position des états de bord
n’est pas exactement la méme que pour le calcul analytique du paragraphe 3.3 du
chapitre II, a cause du terme t # 0. Cependant on trouve bien un état de bord
autour de k, = 0 pour At = —2 et autour de k, = 7 pour At = 2. Dans les deux
cas, on a donc affaire a un isolant topologique. Pour At = 0, il n’y a pas d’états
de bord, signature d'un isolant trivial.

On peut de plus noter qu’avec cette méthode nous n’avons pas eu besoin de
faire appel a des arguments de symétrie pour savoir ot chercher les états de bord.
En effet, on peut explorer I’ensemble des valeurs possibles de k,.

4 Nombre de Chern

Méthode d’identification des isolants topologiques :

4.1 Meéthode de calcul direct du nombre de Chern

Comme dans la section précédente (3), on considere ici des Hamiltoniens qui
peuvent étre simplement séparés en H!(k) et H'!(k). Dans ce cas, le calcul du
nombre de Chern pour les bandes occupées de H!(k) (ou de H'I(k), qui nous
donnera le résultat opposé), nous donne acceés a l'invariant topologique Z, (cf.
11.38). On suppose de plus ici que H'(k) est non dégénéré en tout point k.

Pour une bande donnée (c, I), le premier nombre de Chern C est donné par
I'intégrale sur la zone de Brillouin de la courbure de Berry de cette bande (divisée
par 2m) :

1
- / / FI(k)d%k, (IIL.29)
2w JJBz
ott FL(k) peut étre exprimé comme (cf. Egs. (1.41) et (1.42))

Fé(k) = i(‘?kzui,k’akyui,k) - i<akyui,k’akzu£¢,k>

= 2 Im(Ok, u 1| O, b 1) (I11.30)
Dans le cas non dégénéré, on obtient alors [Ber84] :

Fy(k) =2 Z Im<akyu£,k|ué,k><ué,k|akzui7k>' (II1.31)
B#a

En utilisant le fait que :

<Uf3,k|vkué,k> = <ué,k|kaI(k)|ué,k>/(E£,k - Eé,k)ﬂ (IT1.32)
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on a

g ge| Ok, H' (K) [t 1) oo O, Y () [ )

{
Fl(k) =2 Im
W =2tm 2 (Bl Bl

B#a

(111.33)

Cette expression peut ensuite étre calculée pour chaque paire de bandes, et
les différentes contributions, une fois sommeées, donnent la valeur de l'invariant
topologique.

L’intérét de I'expression (II1.33), est que la dérivée qui agit normalement sur
les états |ul, ), a été déplacée sur I'Hamiltonien H'(k). L'expression de H'(k)
étant connue, sa dérivée est simple a obtenir, ce qui n’est pas le cas pour les |u£7k>,
pour lesquels il faudrait d’abord trouver une jauge continue et dérivable. Ainsi,
cette expression est utilisable quelle que soit la jauge choisit, méme si celle si est
discontinue.

Toutefois, en pratique, on a utilisé 1'expression (I11.33) uniquement dans des
cas simples ou on peut obtenir une expression analytique des |uék> normalisés
(et donc de F) ou lorsque la matrice H'(k) est de petite dimension. En effet,
FI(k) est une fonction sur un espace a deux dimensions, et souvent trés piquée
par endroit. Son intégrale demande donc le calcul d'un grand nombre de points
pour é&tre précise. Or, pour chaque point, il faut diagonaliser H’(k) et normaliser
ses états propres. Pour un nombre de points de l'ordre du 10® (et une précision
de 'ordre de 1074, si les points sont pris sur une grille uniforme), il faut compter
plusieurs heures, voire plusieurs jours de calculs (selon la dimension de H(k)),
pour ce qui ne prend que quelques secondes et donne une meilleure précision (107%)
si on dispose d'une expression analytique et d’un bon logiciel de calcul formel.

On pourrait cependant améliorer la méthode d’intégration lorsque 1’on ne dis-
pose pas d'une expression analytique (avec une méthode de Monte-Carlo par
exemple), mais cela n’a pas fait parti du cadre de la these !9,

Quoiqu’il en soit, on dispose ainsi d’une quatrieme méthode numérique de calcul
de 'invariant topologique qui s’appuie sur le calcul direct du nombre de Chern sur
les bandes I ou I1.

4.2 Exemple d’application

Dans ce paragraphe, on illustre la méthode de calcul direct du nombre de Chern
en l'appliquant a I’'Hamiltonien de BHZ. Comme précédemment, on fixe p = 0,
Ap=>51t=1et a =2, et on teste trois valeurs de At : 2, 0 et —2. Les différentes
courbures de Berry obtenues sont présentées Fig.II1.8. Pour la bande de valence
I, on trouve un nombre de Chern égal a 1 pour At = —2 et At = 2, et une valeur
nulle pour At = 0; en parfait accord avec les résultats attendus.

10. On aurait aussi pu considérer qu'une précision de I'ordre de 1072 ou 1073 (qu'on peut
obtenir avec beaucoup moins de points) est suffisante pour le calcul d’un invariant qui est un
entier.
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=005k

-0.05~

(c) At=2

Figure I11.8 — Courbure de Berry calculée pour =0, Ay =5t=1, a =2 et
différentes valeurs de At. La premiere colonne correspond & la courbure de Berry
de la bande de valence de spin up, et la deuxieme colonne, a celle de la bande
de conduction de spin up. La troisieme colonne correspond a la somme des deux
courbes précédentes. On observe bien que pour H', la courbure de Berry totale
est nulle en tout point k.
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Chapitre IV. Isolants Topologiques Antiferromagnétiques

Dans les deux chapitres précédents, nous nous sommes intéressés a la classi-
fication Z5 des isolants symétriques par renversement du temps. Nous avons vu
que 'application du théoreme de Kramers permet de séparer les états propres de
I’Hamiltonien en deux groupes, que nous avons notés [ et I1. L’étude de ces ces
groupes d’états propres (du nombre de Chern associé en particulier) a permis de
définir un invariant Z, caractérisant la nature triviale ou topologique du systéme
étudié. Nous avons de plus relié la présence (et la parité) d’états de bord a la valeur
de cet invariant.

On peut alors se demander si cette description peut survivre en présence de
symétries plus faibles. La présence d'un ordre antiferromagnétique par exemple
réduit le groupe de symétries, en brisant la symétrie par renversement du temps.
Dans ce chapitre nous nous intéressons a de tels systémes. Nous discutons tout
d’abord les symétries d’'intérét pour ces systemes. Nous établissons ensuite une
expression analytique d’un invariant topologique pour les systemes antiferroma-
gnétiques, sous certaines conditions de symétrie. Nous discutons ensuite la ma-
niere d’adapter les méthodes numériques du chapitre précédent a la présence de
ces nouvelles symétries.

1 Introduction d’une aimantation alternée en di-
mension 2

1.1 Aimantation alternée et réseau

On considére un Hamiltonien de liaisons fortes défini sur un réseau carré (dé-
fini par les vecteurs R = paﬁ + qa\? avec p, q € Z, comme dans la figure IV.1) et
invariant par renversement du temps. Pour étudier les effets de 'ordre antiferro-
magnétique (AF), on introduit une aimantation alternée d’amplitude m vérifiant

m(R +aX) =m(R +aY¥Y) =—-m(R). (IV.1)

Dans notre modele sur réseau, cela se traduit par I'introduction d’un terme de la
forme [FGB13, KT84, Ram08, Ram09, GFS11] :

Z (=1)Yom C;n(R)CU’n(R), (IV.2)

R,omn
ou o correspond au spin et n représente l’ensemble des autres degrés de liberté
des orbitales atomiques. On introduit donc ici 'ordre antiferromagnétique de ma-
niere purement phénoménologique et indépendamment de la forme précise des
interactions qui donnent naissance au magnétisme. On néglige de plus les fluctua-
tions thermiques et quantiques de 'ordre magnétique, ce qui est justifié pour des
moments magnétiques de 'ordre du magnéton de Bohr et des températures tres
inférieures a la température de Néel.

L’aimantation alternée a pour effet de doubler la taille de la cellule unité, en
réduisant la symétrie de translation. Le nouveau réseau de Bravais est donc donné
par les vecteurs r = pav/2X + ga/2y avec p, q € Z, et chaque cellule unité contient
deux sites, A et B, positionnés en Ry =r — gX et Rp=r+ “X respectivement

(cf. Fig.IV.1). Dans la suite, on fixe a = %
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- kx

(b)

Figure IV.1 — (a) Réseau carré sur lequel sont définis les Hamiltoniens considérés.
En I'absence de 'aimantation alternée, les vecteurs de base du réseau de Bravais
sont donnés par aX et aY. En présence de I'aimantation alternée, les vecteurs de
base du réseau dimérisé sont donnés par aX et ay. Dans ce cas, une cellule unité
(ovale bleu) comporte deux sites, A et B (disques blancs et noirs respectivement).
Le centre de la cellule unité, noté r dans le texte principal, est représenté par une
croix. (b) Les lignes noires délimitent la zone de Brillouin paramagnétique, qui, en
présence d’une aimantation alternée, se réduit a la zone de Brillouin antiferroma-
gnétique (lignes pointillées noires). Les pointillés rouges représentent les points de
la BZ AF ou @?417 = 1. Le fait que ces pointillés rouges n’aient pas d’équivalents
horizontaux est lié a la maniére dont nous avons dimérisé le réseau. Nous avons en
effet choisi les sites A et B d’une méme cellule unité séparés de aX plutot que de
Y% par exemple. Les étoiles rouges représentent les deux A-TRIM, ou @124 =1
tandis que les cercles verts représentent les B-TRIM, ou @?4 r=—L

1.2 Hamiltonien de Bloch

Pour les réseaux avec plusieurs sites par cellule unité, il existe deux manieres
principales de définir ’'Hamiltonien de Bloch (et donc la transformée de Fourier)
a partir de I’équation (1.13) (¢f. [BM09, FCG14]), qui se traduisent par des choix
différents de la phase relative entre les différents sites de la cellule unité.

Dans une premiere représentation, on peut définir I’Hamiltonien de Bloch

comme ‘ _
Hy = e*THe kT, (IV.3)

ou T est 'opérateur donnant la position du centre de la cellule unité. L’Hamiltonien
de Bloch ainsi défini possede la propriété Hy,g = Hy, pour tout vecteur G du
réseau réciproque.

Dans la deuxieme représentation, on prend en compte la position réelle des
sites des sous-réseaux, en définissant I’Hamiltonien de Bloch comme

Hy = B He kR (IV.4)

Y

ol cette fois, R agit comme # — $X sur les sites du sous-réseau A et comme £+ §X

sur les sites du sous-réseau B. Cette définition a pour intérét de mieux prendre en
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compte les symétries du réseau [FCG14], mais en contrepartie on perd la propriété
Hy.c = Hy, qui est remplacée par une version plus faible : Hy,q = UTH U, avec
U une matrice unitaire.

Dans la suite, nous avons choisi la premiére convention, la périodicité étant
particulierement importante ici, puisque I'un de nos objectifs principaux est d’ob-
tenir une jauge continue et périodique (au moins dans une direction) pour nos
états propres.

1.3 Deux nouvelles symétries : O r et Pyp

L’introduction de I'aimantation alternée brise la symétrie de renversement du
temps. En effet, 'action de © inverse 'aimantation locale. Il en est de méme pour
une translation de aX (notée T)! qui échange les sous-réseaux A et B. Ainsi,
aucune de ces deux transformations ne reste une symétrie de I’'Hamiltonien. En
revanche, le produit

Our =T0, (IV.5)

reste une symétrie du probleme. Nous avons vu que 'opérateur renversement du
temps était central pour la description des isolants topologiques Z5 telle que pré-
sentée dans les chapitres précédents. On peut donc se poser la question de la
robustesse de cette description lorsque la symétrie est réduite de © a © 4p. Cest
a cette question que nous répondons dans la suite de ce manuscrit.

On s’intéresse donc tout d’abord aux propriétés de base de © 4. En premier
lieu, © 47 est un opérateur anti-unitaire, en tant que produit d'un opérateur uni-
taire et d’un opérateur anti-unitaire. De plus, comme © commute avec n’importe
quelle transformation spatiale (et donc avec T'), on obtient

0%y = —T% (IV.6)

Contrairement & T', T? est bien une symétrie de ’'Hamiltonien. Il agit sur un état
|V, ) comme T?|W,, 1) = e 26 X|P, ). On peut donc écrire :

0%, = ; —e P X ) (k| = — 3 €K (K|. (IV.7)

La notation avec ¢y 2 sera utilisée dans la suite, car plus concise, mais on peut des
a présent noter deux propriétés importantes de ¢y :

— ¢k est impaire : ¢_x = — Py,
— ¢k ne dépend que de kx = k,_,.
Il existe donc des points de la zone de Brillouin (ceux ot kx = 7/(2a) mod 7/a),
pour lesquels ©% ;- agit comme l'identité (cf. Fig.IV.1 ). En ces points, le théoréme

de Kramers ne s’applique plus, et la dégénérescence n’est plus assurée. En parti-
culier les TRIM se séparent maintenant en deux catégories :

1. Ici, la translation est choisie de telle sorte que son action sur une fonction f de R soit
donnée par Tf(R) = f(R — aX).

2. Cette notation ne doit pas étre confondue avec les ¢, qui correspondent aux phases de
reconnexion définies a ’équation II1.13. Le contexte et le fait que la nature des deux indices
différent permettent cependant de toujours aisément distinguer une notation de I’autre.
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— les A-TRIM (k, = 0,k, = w ou k, = 7, k, = 0), ou ©%p =1 et le théoreme
de Kramers ne s’applique plus (cf. 11.1.4),

— les B-TRIM (k, = 0,k, =0 ou k, = 7, k, = 7), ot ©4 = —1 et le théoreme
de Kramers s’applique toujours.

Il peut alors étre intéressant de considérer une symétrie supplémentaire, la
symétrie d’inversion, qu’on note P4r. Remarquons tout d’abord que nous avons
modifié la notation par rapport a la partie précédente, ou 'opérateur inversion était
noté P. En effet, 'opération d’inversion considérée ici est I'inversion par rapport a
un site B tandis que P correspond a l'inversion par rapport au centre de la cellule
unité. Ainsi, P échange les sites A et B, alors que Papr envoie un site A sur un
site A (et un site B sur un site B). On peut cependant montrer que P et Pyp ne
different que d’une translation. On a en effet Pyr = T'P. A cause de aimantation
alternée, P ne peut pas étre une symétrie, contrairement a Pyp.

Si le systéme est aussi invariant sous l'action de l'opérateur inversion Py 3,
on peut retrouver une dégénérescence du type Kramers. En effet, © commute avec
toute transformation purement spatiale, donc avec Par. De plus, on a TPar =
ParT™t et P = 1. On en déduit que ParOap est un opérateur anti-unitaire
de carré —1. Ainsi le théoreme de Kramers s’applique. Dans ce cas cependant,
OArPar envoie un état d'impulsion k sur un état orthogonal au méme point k.
Cela permet donc toujours de protéger la double dégénérescence a tous les TRIM.

Dans le méme esprit que précédemment, on peut noter

Oar = Z éAF(k)‘ — k) (k| K{jk.s.)3 (IV.8)
k

et
Par =Y Par(k)| — k) (k|. (IV.9)

ou éAF(k) et ﬁAF(k) sont des matrices agissant dans l'espace des orbitales ato-
miques, mais qui dépendent cette fois de k. Comme nous le verrons, c’est cette
dépendance en k qui donne toute sa complexité au probleme antiferromagnétique.

Le fait que Par et © 4 commutent avec I’Hamiltonien se traduit, pour I’Ha-
miltonien de Bloch, en :

Par (k) HyPib(k) = H_y,
Oar(K)HiO 1 (k) = H_y. (IV.10)

Dans la suite de ce manuscrit, sauf si cela est expressément stipulé, on considere
des systemes qui possedent les deux symétries © 47 et Pap. Ainsi, sauf mention
contraire, la structure de bandes des Hamiltoniens considérés s’organisera en paires
de bandes indexées «, deux fois dégénérés en tout points k. Comme précédemment,
on peut donc organiser les états en [U/ ) et [¥//,), qui ont cependant maintenant
la méme énergie pour toute valeur de k.

3. En pratique, n’importe quelle symétrie unitaire, changeant k en —k et telle que
(PAr©ar)? = —1 convient.
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1.4 Choix de jauge

Comme dans le cas paramagnétique, l'action de © 4 sur la courbure de Berry
permet de montrer qu’une paire de bandes o donnée posseéde un nombre de Chern
total nul [FKO07]. I est donc toujours possible de définir une jauge lisse pour les
états propres, ou chaque bande I et 11 sera définie continument et périodiquement.

Cependant, ce sont surtout les jauges symétriques et cylindriques qui nous ont
été utiles dans le cas paramagnétique pour définir et calculer I'invariant topolo-
gique, et on souhaite donc obtenir des jauges équivalentes dans le cas antiferroma-
gnétique. Dans le cas paramagnétique, une propriété clef de ces jauges est que les
bandes I et 1] soient reliées par I'action de 'opérateur © (c¢f. Eq.(I11.26)). Dans le
méme esprit, on souhaite donc relier la définition des bandes I et I1 par I'action
de ©4p (cf. Eq.(IL26)). Si on se donne une définition des |} ) continue sur la
zone de Brillouin, on veut alors définir la bande |\I/£fk) sous la forme :

|War 1) = X 4Oap| Ty ). (IV.11)

Cependant, si on applique © 47 sur cette égalité, et qu’on échange k en —k, au
lieu de la premiere ligne de 1’équation (I1.26), on obtient

W) = —eXekei@ o[ W), (IV.12)

ou, pour rappel, ¢y provient du carré de © 4 et a été défini a I’équation (IV.7).
On préfere en général des définitions plus symétriques, on définira donc la jauge
symétrique comme une jauge continue sur la zone de Brillouin et qui respecte :

]\I!i77k> = —eixf"v“ei%@AF\‘I’é{k%
Tel ) = eixa‘*kei%@AF"I’i,Q- (IV.13)

Comme précédemment, une jauge cylindrique sera définie comme une jauge
symétrique et continue sur la zone de Brillouin vue comme un tore.

Dans la suite, nous allons souvent supposer que les |, ) sont donnés dans une
jauge cylindrique. Nous allons donc maintenant prouver qu’il est toujours possible
de construire une telle jauge lorsque le systeme possede les deux symétries © 4p
et Par. Une fois de plus, le lecteur pressé pourra sauter cette partie et passer
directement a la section suivante (2).

Nous avons vu que le théoreme de Kramers permet de montrer que les états
|V, x) et Pap©ap|V, k) possedent la méme énergie, et le méme vecteur d’onde k,
tout en étant orthogonaux. Il en est donc de méme pour © 45|V, k) et Pap|V, k)
(on peut montrer cela en utilisant le fait que ©% agit comme une phase pure sur
un état [ W, k).

Ainsi, si on arrive & trouver une définition des |¥ ) continue sur la zone de
Brillouin cylindrique et telle que :

PAF|\IJ£¢,—k> = ¢/l ‘\I’i,k% (IV.14)

il suffit alors de construire |W!\ ) = ©4pPap|¥] ) pour obtenir une jauge cylin-
drique. En effet, la continuité de [¥[/,) sur le cylindre découle de la continuité de
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1. Introduction d’une aimantation alternée en dimension 2

|Wl ), et Porthogonalité entre la bande I et IT est obtenue grace aux propriétés
de © 4P ap. Enfin, I'équation (IV.13) est une conséquence directe de (IV.14), en
remplacant p(k) par —xa,-x — % Il nous reste donc a démontrer qu’il est pos-
sible de trouver une définition des |\I/(Ilk> continue sur le cylindre, et respectant
I'équation (IV.14).

On suppose qu’il est toujours possible de construire des \\Ifgék> localement conti-
nus. On commence donc par se donner une définition continue des ]\Iffyk> pour
ky = 0et k, € [0,7], et telle que Pap| W] 1) est proportionnel a [} 1) en T' = (0,0)
et I' = (0, 7). On construit ensuite les états pour k, = 0 et k, €] — 7, 0[ & partir
des états précédents en choisissant |@£k) =Pa F|\P£{’_k>. Cela permet d’assurer le
respect de I'équation (IV.14), mais en faisant ce choix, on peut avoir des disconti-
nuités en k, = 0 et k, = m. Cependant, on a :

kg}g%+ |\1j£‘v*k2’ky:0> - k}%+ PAF|\I/£"kz’ky:0>

= PAFN’&,szo,ky:o)
= 2Oyl a0,k =0)- (IV.15)

ainsi qu'une phase similaire qui apparait en k, = 7. On peut donc se débarrasser de
la discontinuité en 0 et en 7 en multipliant tous les états en k, = 0 et k, €] —7,0[
par une phase continue e~*?(=) respectant

klim iPlha) — ¢i2(0) ot klim ePlha) — io(m) (IV.16)
»—0~ z——T

On obtient donc une définition des ]\IJQIJ continue sur le cercle k, = 0 et qui
respecte I’équation (IV.14). On peut alors étendre continument cette définition a
'ensemble de la moitié haute de la zone de Brillouin (k, €]0, 7)), et construire les
états pour la moitié basse (k, € [—m,0[) en appliquant P4x. Une fois de plus, une
discontinuité peut apparaitre en traversant la ligne k, = 0. En effet, on a :

‘ ; L I
oy VL) = g Pt )

= PAF|\I/£¢,7kz,ky:0>

= Ol . (IV.17)

On peut cependant récupérer la continuité en multipliant tous les états en (ky, k)
avec k, < 0 par la phase e~*#=:0) En utilisant 'opérateur © 4pP4p pour construire
les |Wlf, ;) on obtient alors une définition des états continue sur la zone de
Brillouin cylindrique (avec pour bords k, = 7 et k, = —m) qui respecte I’équation
(IV.13). Il ne reste plus qu’a séparer les bandes pour obtenir une définition qui res-
pecte aussi I'équation (1.65). Cela peut s’obtenir avec une transformation similaire
a celle de I'étape vi) de la procédure décrite dans le paragraphe 1.3 du chapitre
ITI. Cela finit donc de prouver qu’il est toujours possible de construire une jauge
cylindrique lorsque le systeme possede les deux symétries © qp et Pap.
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Chapitre IV. Isolants Topologiques Antiferromagnétiques

2 Invariant topologique antiferromagnétique

Comme nous venons de le voir, on peut trouver un certain nombre de simila-
rités entre les systemes invariants par renversement du temps, et ceux invariants
sous l'action de ©4r uniquement. Mais on trouve aussi des disparités, comme
'existence des A-TRIM, des TRIM ou ©%, = 1 et ou le théoreme de Kramers
ne s’applique pas. On peut donc se demander si des systemes possédant un ordre
antiferromagnétique peuvent présenter des phases topologiquement non triviales,
et si on peut les caractériser par un invariant topologique. Dans cette section, on
commence par rappeler les travaux réalisés pour les systemes AF a trois puis a
deux dimensions. On dérive ensuite une expression de 'invariant topologique dans
le cas bidimensionnel, avec comme point de départ la polarisation de renversement
du temps.

2.1 Travaux précurseurs a trois dimensions

Plusieurs travaux ont mis en avant la question de l'existence d’un invariant
topologique antiferromagnétique. Mong et al. [MEMI10] en particulier, se sont
intéressés a ce probleme pour les systemes tridimensionnels. Leur idée est de ne
considérer que les B-TRIM (les TRIM ou O 4 se comporte comme ), au nombre
de quatre. Dans le plan formé par ces quatre B-TRIM, ©%, = —1. IIs construisent
donc un invariant Z, dans ce plan, en le considérant comme un systeme a deux
dimensions. Ils argumentent ensuite que la structure topologique de ce plan est
représentative de ce qui se passe a trois dimensions. Ils montrent ensuite, a tra-
vers deux modeles, que l'invariant qu’ils construisent peut étre relié a la présence
d’états de bord. Il y a cependant une différence majeure entre le cas antiferroma-
gnétique et le cas paramagnétique. En effet, il a été mentionné précédemment que
I'existence des états de bord est tributaire de la maniere dont est créé le bord.
En particulier, le bord doit posséder les symétries qui protegent la topologie, soit
dans le cas antiferromagnétique, © 4. Il peut ainsi exister des bons et des mauvais
bords (c¢f. Fig.IV.2 dans le cas bidimensionnel). Moore et al. distinguent donc les
bords antiferromagnétiques, qui présentent une aimantation alternée et ou on ob-
serve des états de bord protégés, des bords ferromagnétiques, présentant une seule
aimantation et ou les états de bord disparaissent.

Plusieurs travaux ont suivi sur I’étude des isolants topologiques antiferromagné-
tiques a trois dimensions (voir par exemple [Liul3, ZL15, LZV14, FF15, FGB13]).
Mais cela a aussi ouvert la voie a 1’étude de systeémes possédant de nouvelles
symétries. On appelle donc de maniere générale isolants topologiques cristallins
tridimensionnel les isolants topologiques protégés par O 4, mais aussi ceux pro-
tégés par exemple par C,0 [LZV14, FF15], C,© [ZL15, Full] ou encore par des
symétries miroirs [KF13, LDF13].

2.2 Travaux précurseurs a deux dimensions

A deux dimensions, les travaux sont plus rares. En effet, a deux dimensions, il
n’y a que deux B-TRIM, or il en faut au moins quatre pour pouvoir obtenir un
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2. Invariant topologique antiferromagnétique

(a) (b)

Figure IV.2 — Exemples de coupe pour le réseau carré dimérisé. (a) Un exemple
d’un bord qui ne respecte pas la symétrie © 4. (b) Le bord considéré dans ce
manuscrit. Dans ce cas, k;_y noté k| reste un bon nombre quantique.

invariant topologique en appliquant la formule (I11.42) de Fu et Kane [FKO06]. Ainsi,
il n’y a pas de moyen direct d’étendre les formulations de I'invariant topologique
dans le cas paramagnétique au cas antiferromagnétique en deux dimensions.

Guo et al. [GFS11] ont cependant montré que le modele de BHZ, & deux dimen-
sions et en présence d'une aimantation antiferromagnétique, réalise une inversion
de bandes lorsque l'on fait varier les parametres du systeme : le gap se ferme puis
se rouvre apres avoir échangé la nature de la bande de valence et de la bande de
conduction. Ils montrent aussi que, autour de cette inversion de bandes, la parité
du nombre d’états de bord change. L’inversion de bandes est donc accompagnée
d’'une transition de la phase triviale a une phase topologique. C’est le premier
indice de la possibilité d’obtenir un invariant topologique qui nous renseigne a
priori sur la parité du nombre d’états de bord dans les systemes bidimensionnels
symétriques par © 4r et Pyp.

Un peu plus tard, Fang et al. [FGB13] ont proposé une expression de cet inva-
riant topologique. Leur expression s’appuie sur les travaux de Fu et Kane [FKO07]
sur les systémes paramagnétiques invariants par inversion, ou ils montrent que
I'invariant topologique peut s’écrire en fonction des valeurs propres de 'opérateur
de parité de la moitié des bandes, comme dans 1’équation (I1.51). Comme nous
I’avons vu dans le paragraphe 2.3 du chapitre 11, cette expression utilise le fait que
pour une paire de bandes o donnée, aux TRIM, |‘Ijén> et |\1/{jn> sont tous les deux
vecteurs propres de 'opérateur parité, avec la méme valeur propre £, (I";) = +1.
Dans le cas antiferromagnétique, en revanche, cela n’est vrai qu’aux B-TRIM. Aux
A-TRIM, en effet, I'espace vectoriel engendré par [U/ . ) et |W!f, ) n’est pas un
espace propre de Pap, et, si on choisit une jauge ou les deux vecteurs sont états
propres de Pap, ils auront nécessairement des valeurs propres opposées (+1 pour
I'un et —1 pour l'autre). Ainsi une expression de Uinvariant topologique comme
celle de Fu et Kane (Eq.(IL51)), qui ne s’intéresse qu’a une définition des |W? )
aux TRIM, n’aurait que peu de sens, car il suffirait d’inverser, a un TRIM, les
indices I et II pour changer la valeur de I'invariant topologique.

On peut cependant penser que, si on définit continument les états sur la zone
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de Brillouin en respectant 1’équation (IV.13) (donc dans une jauge symétrique), les
indices I et 11 aux TRIM seront définis de maniere cohérente. Ainsi, il ne sera pas
possible d’échanger les indices I et 11 a un unique TRIM et on pourra obtenir une
définition de l'invariant topologique en fonction du comportement des fonctions
d’ondes aux quatre TRIM, mais dans une jauge continue.

Fang et al. [FGB13] ont cependant fait un autre choix en définissant un inva-
riant topologique (y par :

(-n°= I II&T), (IV.18)

I';€eB—TRIM a=1

ou le produit des valeurs propres de l'opérateur de parité est réalisé pour l'en-
semble des paires de bandes a remplies, mais uniquement aux B-TRIM. Il est
vrai que (p est un invariant de jauge, le produit des &,(I';) & un B-TRIM donné
étant invariant de jauge. Cependant, cette définition n’est pas reliée (du moins
a notre connaissance) a une variation de polarisation ou a un nombre de Chern
de I’'Hamiltonien. Il est donc difficile d’établir la correspondance bulk-edge dans
ce cas, c’est a dire d’établir un lien entre la valeur de cet invariant et la parité
du nombre d’états de bord. Cette expression, qui efface purement et simplement
les problemes liés aux A-TRIM, peut cependant étre reliée a la parité du nombre
d’états de bord, quand rien de spécial ne se passe en ces points. En particulier,
pour les systemes possédant en plus une symétrie Cy, les deux A-TRIM sont reliés
par symétrie. Il ne peux donc y avoir une inversion de bandes a un A-TRIM, sans
que celle ci n’ait lieu en méme temps a 'autre A-TRIM. Ainsi, toute variation de
la valeur du nombre de paires d’états de bord due a une inversion de bandes a un
A-TRIM serait compensée par l'inversion de bandes a 'autre A-TRIM.

Dans le paragraphe suivant, on se propose d’établir une nouvelle expression
de I'invariant topologique, prenant aussi en compte les possibilités d’inversion de
bandes a un unique A-TRIM, lorsque la symétrie C, supplémentaire n’est pas
présente.

2.3 Expression analytique de ’invariant topologique a deux
dimensions

Dans ce paragraphe, nous allons adapter les démonstrations des paragraphes
2.1 et 2.2 du chapitre II, au cas antiferromagnétique.

On se place donc dans une jauge cylindrique, mais on ne choisit plus nécessai-
rement k, et k, comme axes du cylindre, mais plutot deux vecteurs &, et k;, non
nécessairement, orthogonaux, et qui engendrent le réseau réciproque. Cela nous
laisse ainsi une certaine liberté sur le choix de k, et ky, qui seront fixés un peu plus
loin de maniére naturelle. On choisit donc une jauge périodique selon k,, et les
bords du cylindre sont donnés par k, = +m,. Les quatre TRIM sont alors donnés
par k = (0,0), k = (7,,0), k = (0,m) et k = (7, ™), ot k = (kg, k).

De la méme maniere que précédemment, on définit les fonctions de Wannier

hybrides (Eq.(1.64)) et les polarisations partielles P; (Eq.(I1.28)), et on souhaite

calculer PSAF =P, — P, pour Iy = 0 et I'y = m,.
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2. Invariant topologique antiferromagnétique

Comme avant, on montre que

1

2w,

Pl = /O dk,[ AL, (ko) + AL (—ka)]. (IV.19)
Cependant, I’équation (I1.31) n’est plus valide. En effet, de maniere générale, Our
et ¢ dépendent de k,, et on obtient :

1
AL (—ha) = A (o) + 2 Vi, ek + 56500) (1V.20)

+ iy <uo},lka,kb [(Vi, éAF(k))éAF (k)f ‘UaIIkakb) ;

A cause des dérivées sur O 45 et ¢, cette expression peut ne pas sembler tres
utile, mais © 4 et ¢ ne dépendent tous deux que de k, — k,. Ainsi, si on choisit
kq = kg et ky = k; — k), on obtient a nouveau

Al—kb<_ka) = A}clb(ka)‘{'zvkaxmka,kb- (IV.21)

Si on définit alors l'invariant topologique de maniére similaire a Fu et Kane
(Eq.(11.36)) [FKO6] :
A = P94r — PPAT mod 2, (IV.22)

avec PP4r = Pl — P! on montre alors que dans une jauge cylindrique, avec les
bons choix de vecteurs de base pour le réseau réciproque (k, = k, et ky, = k, — k),
on a :

A=p, — P mod2=P! — P mod 2. (IV.23)

On peut donc relier le nombre de Chern des bandes I ou I/ dans une jauge
cylindrique, a I'invariant topologique de Fu et Kane, si on se donne un bon choix
de vecteurs de base pour le réseau réciproque.

On peut remarquer qu’avec ce choix de base, les B-TRIM sont donnés par
k = (0,0) et k = (m,,0) et les A-TRIM par k = (0,7m,) et k = (m,, 7). De plus,
onaﬁazﬁetm:\/ﬁw.

On souhaite maintenant réécrire I'invariant topologique en fonction de la ma-
trice w définie par :

W(K)mn = (U, —k|Oar|Vni) - (1v.24)

Cette matrice possede les propriétés suivantes (ces égalités sont démontrées a
la fin de ce paragraphe) :

wk) (k) = Id,
wi(=k) = —ew(k),
det(e-+2w(=k)) = det(e”/%(k)). (IV.25)

On observe donc une premiere conséquence importante de 'ordre antiferroma-
gnétique : méme dans une jauge lisse, ou w(k + G) = w(k), avec G un vecteur
du réseau réciproque, w n’est pas antisymétrique a tous les TRIM. En effet, aux
B-TRIM, k, = 0, donc €'** = 1, et on obtient bien une matrice w antisymétrique,
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mais aux A-TRIM, k, = m, et €' = —1. La deuxiéme ligne de I’équation (IV.25)
montre alors que w est antisymétrique aux A-TRIM. Une formule pour I'invariant
topologique similaire & celle de I’équation (I1.42) est donc sans espoir, puisque le
Pfaffien de w ne peut méme pas étre défini aux A-TRIM.

Toutefois, le fait que, pour un bon choix de vecteurs de base, on puisse toujours
écrire I'équation (IV.21), permet de reproduire la démonstration du paragraphe
2.2 du chapitre II, et de prouver une égalité similaire a celle de 1’équation (I1.49).
L’invariance de jauge étant toujours vraie, on montre alors que dans une jauge
lisse,

1 g )
R /0 dka Vi, log det[ivp, (k)]

|
+ ; Z(Xm&rb + Xaﬂr,l"b)‘| mod 2. (IV26>

On peut tout d’abord remarquer que cette expression est exactement équiva-
lente a celle des isolants symétriques par renversement du temps (I1.50), ot on a
remplacé les Pfaffiens par leurs valeurs en fonctions de x, k. Elle n’est certes valide
que pour un choix particulier des vecteurs de base k, et k;, mais elle permet tout
de méme de relier la notion d’isolant topologique antiferromagnétique a celle des
isolants topologiques symétriques par renversement du temps, et donc d’étendre
un certain nombre de propriétés (comme la parité du nombre de paires d’états de
bords) au cas antiferromagnétique. Dans le cas paramagnétique, on utilise de plus
le fait que det[w(k)] n’a pas d’enroulement, et qu'il est donc possible de définir sa
racine carrée ou son logarithme de maniere cohérente aux quatre TRIM. La troi-
sitme équation de (IV.25) permet de montrer que cette fois, c’est det[e’®*/%y(k)]
qui ne s’enroule pas aux TRIM. Cependant, dans I'expression (IV.26), on peut
remplacer det[Ww(k)] par det[e’**/2(k)] (car on se place uniquement a k, = I'). Il
n'y a donc pas de problemes liés a 'enroulement de det[w(k)].

Enfin, on peut noter que la seule expression de A qui ne dépend pas du choix
des axes du cylindre est I’équation (IV.23), qui relie I'invariant topologique Z5 au
nombre de Chern de la bande I (ou /I), dans une jauge cylindrique. On choisit
donc cette expression comme définition de I'invariant topologique Zs, et les équa-
tions (IV.26) et (IV.22) sont alors considérées comme des rééeritures de U'invariant
topologique, dans le cas ou k, = k, et ky = k; — ky. Ce point est important,
car il modifie la définition de I'invariant topologique. Dans le cas paramagnétique,
les trois expressions étaient parfaitement équivalentes, et le choix de 'une ou de
I’autre comme définition n’avait que peu d’importance. Ici cependant, a cause de
la dépendance en k de © 4, les expressions ne sont plus interchangeables. Le choix
le plus cohérent va donc a 'expression qui ne dépend pas du choix des axes de la
zone de Brillouin cylindrique.

Démonstrations des propriétés de w :

o w(k)w(k)=Id :
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)W) ) = D (9(K))n (7 (k)i

l

= D AV wOar| Vi) (Wi xk]Oar W, k)
l

= Z(( ke ON o) [0 i) (T | © 4 [T 1)

(( k| OO ar V1)
QSNICIRCYTIL W
= < mk|\pnk>
— S (IV.27)

=
|
z
El
3
I

(W(=k))nm

= (Vi k|Oar|¥m k)
< m, k|@AF|\Ilnk>
(W, k| (=7 )Oap | Wy k)

= —(W(k))mn- (IV.28)

o det(e?-+/2W(—k)) = det(e'®*/#(k)) :

C’est une conséquence directe de I’équation précédente et du fait que e %« = ¢’®-x

3 Adaptation des méthodes numériques

Dans la section précédente, on s’est donné une définition de 'invariant topolo-
gique antiferromagnétique en fonction du nombre de Chern des bandes indexées 1.
Le but de cette section est donc de voir comment adapter les méthodes numériques
présentées précédemment au calcul de ce nouvel invariant topologique. Certains
paragraphes seront extrémement courts, les méthodes s’adaptant parfaitement.

3.1 Transport parallele et phase de jonction

Pour la méthode de transport parallele, il y a peu de choses a modifier. En
effet, le seul élément important est le choix des états a l'origine. Une fois [u! )

fixé, il faut maintenant choisir [u/') tel que |u'ly) = OarK lu! o). En faisant ce
choix, la procédure du paragraphe 1 3 du chapltre III permet d’ obtemr une jauge
cylindrique qui respecte

6
|‘lja K = —GZTk@AFN’i{k%

o
W) = GZTk@AF|‘I’£,k>- (IV.29)

Nous avons discuté, dans la section précédente, I'importance du choix des axes
du cylindre pour la jauge cylindrique. En effet, pour que les trois formulations de
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I'invariant topologiques des équations (IV.22), (IV.23) et (IV.26) soient équiva-
lentes il faut faire le bon choix d’axes k, et k. Il aurait donc pu étre intéressant de
faire le transport parallele, d’abord selon k,, puis selon k;,. Ce n’est cependant pas
le choix que nous avons fait ici. En effet, pour des raisons de simplicité numérique,
nous avons choisi de faire le transport parallele d’abord selon k, puis selon &,
(comme dans le cas paramagnétique). Ainsi, la jauge cylindrique que nous obte-
nons n’est pas la méme que celle du paragraphe 2.3. Ici, la continuité est obtenue
selon k,, et les bords du cylindre sont donnés par k, = £m. Dans cette jauge, on
ne peut donc pas utiliser les équations (IV.26) et (IV.22) pour calculer I'invariant
topologique, car les dérivées de © 4r et de ¢ ne s’annulent pas dans 1’équation
(IV.20). Cependant I'équation (IV.23) est toujours valable. On peut donc utiliser
la méthode de la phase de jonction pour calculer le nombre de Chern des bandes
indexées I, et ainsi avoir acces a 'invariant topologique.

3.2 Centres de charge des fonctions de Wannier

La construction des fonctions de Wannier ne differe pas de ce qui a été présenté
dans la section 2 du chapitre ITI. Cependant, a cause du choix de k, et k, comme
axes du cylindre dans la procédure de transport parallele, un certain nombre de
proprié¢tés des centres de charge des fonctions de Wannier décrites dans le para-
graphe II1.2.2 ne sont plus valides. En effet, on pouvait montrer, que dans la jauge
cylindrique obtenue par le transport parallele,

01X, 1, o, k) = |X,I1, 00, —k,). (IV.30)

Ici, cependant, on obtient :

1 = -
Oar| X, 1,0, ky) = @AF% dkmeﬂkzx\‘lfé,kz,kﬂ

—Tr

1 g .
= %/_ﬁ dkzelkIX@AF’qji,kka

1 " i —i%k
= o [k E N, )
1 " —1i 71'45*’“&
= %/7” dk e ka X 3 ’qji{kz7—ky>
‘X, [I,Oé,—ky>. (IV.31)

Ainsi, la dépendance de Oup en k, qui s’exprime ici par la présence de la phase
¢ empéche la simplification. Le méme probleme apparalt pour d’autre propriétés
des centres de charge des fonctions de Wannier. Ainsi, désormais,

féy,a 7é _:Eiky7a7 (IV32)

et :
Thyo 7 T o (IV.33)

Dans le cas paramagnétique, ou ces égalités sont vérifiées, les fonctions iiy o et
74!, doivent nécessairement étre égales (modulo un entier) en k, = —m,0 et ,
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et leurs valeurs entre —7 et 0 peuvent étre directement déduites de leurs valeurs
entre 0 et 7. Dans le cas antiferromagnétique, cela n’est plus vrai. La connaissance
de zj , et 7{! , uniquement entre 0 et 7 ne nous renseigne pas sur leurs valeurs
entre —7 et 0, et on ne peut donc pas conclure sur I’écoulement des centres de
charge des fonctions de Wannier avec aussi peu d’informations.

Cela permet donc de comprendre pourquoi, pour un choix quelconque de vec-
teurs de base du réseau réciproque, la définition de I'invariant topologique en fonc-
tion de la variation de la polarisation P = P! — P! entre 0 et 7 (Eq.(IV.22))
ne peut pas étre correcte. En effet, elle ne contient pas toute 'information sur le
systeme.

Cependant, comme le produit P4r©4r ne dépend pas de k, on conserve la
propriété

T =zt (IV.34)

ky o ky,a

Ainsi, la connaissance de :Eéy , entre —m et m nous donne directement acces aux

valeurs de Eg o IIest donc suffisant d’étudier les variations de :Eiwa entre —7 et
7, qui correspond a l'expression de I'invariant topologique de I’équation (IV.23).

3.3 Construction des états de bord

Mong et al. [MEM10] ont discuté I'importance du choix du bord pour les
isolants topologiques antiferromagnétiques a trois dimensions, et en particulier le
fait que la présence des états bord dépend de ce choix. En effet, pour pouvoir
observer des états de bord, il faut considérer un bord possédant les symétries du
bulk, ¢’est-a-dire du cceur du systeme. Cela a une conséquence directe pour notre
algorithme de construction des états de bord. Il faut en effet choisir un bon bord,
comme défini dans la figure IV.2, ¢’est-a-dire un bord présentant une alternance
de sites A et B.

Lorsque nous procédons a la construction explicite des états de bord, on choisit
donc pour vecteurs de base du réseau & et & — ¢, et on considere un bord le long
de = — g. La non-orthogonalité des vecteurs de bases nécessite cependant d’étre
particulierement prudent lors de I’établissement d'une équation similaire & (I11.26).
En effet, k;_; est un bon nombre quantique, mais son expression en fonction de k,
et k, varie selon le choix du second vecteur de base. La définition de la dérivation,
dans cette base non orthogonale, est aussi a réaliser prudemment.

Un méthode plus pédestre, mais aussi plus facilement controlable, est de re-
partir de I’'Hamiltonien écrit dans ’espace réel, avec les opérateurs de création et
d’annihilation cf(r) et ¢(r). Si on choisit # et & — § comme vecteurs de base du
réseau, alors chaque centre de cellule unité r peut étre représenté par un couple
d’entiers p et ¢ tel que r = pi+¢q(2 —g). L'invariance selon & — ¢ permet de réaliser
la transformation de Fourier suivante :

chip.0) = 7 Y™l 0. ) (1V.35)

ou n représente I'ensemble des degrés de liberté des orbitales de la cellule unité
(spins, site A et B, etc). Comme précédemment, on sépare H en H! et H'!. Si
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les termes de saut de I’Hamiltonien ne font intervenir que des cellules unités dont
I'entier p ne differe au plus que d’une unité, H' se réécrit alors :

H' =3 "(c"(p, k)Mc(p, k) + ! (p, k) Telp+ 1, k) + ' (p+ 1, k)T le(p, k), (IV.36)

.k

ou M et T sont des matrices, a déterminer, agissant dans ’espace des orbitales et
dépendant de k, mais pas de p.

De maniere similaire a ce qui a été fait dans la section 3 du chapitre III, on
cherche alors les états de bord de la forme

U(p, k) = eo(k). (IV.37)

Pour une énergie E donnée, et pour différentes valeurs de k, on cherche donc les
couples (), ¢) solutions de

(e M (k) + T (k)" + M(k) — E)¢ = 0. (IV.38)

La suite de la procédure est la méme que dans le paragraphe 3 du chapitre
IIT : on construit, pour différentes valeurs de k, une matrice ®(k), avec les ¢(k)
correspondant a un A de partie réelle négative. Lorsque le déterminant de cette
matrice s’annule, pour une valeur donnée de k, cela signifie qu’on obtient un état
de bord pour ce k et pour I'énergie E. De plus, comme on a étudié uniquement
H', on déduit qu'un état de bord est donné par H'!, pour la méme énergie et en
—k.

3.4 Calcul direct du nombre de Chern

Ici, rien ne change par rapport a ce qui a été présenté dans la section 4 du
chapitre III. Une fois ’'Hamiltonien séparé en H! et H'! reliés par © 4, on peut
calculer le nombre de Chern de la bande I comme indiqué dans le chapitre III.
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Chapitre V. Applications

Dans le chapitre précédent, nous avons discuté l'extension de la notion d’iso-
lants topologiques en présence d’un ordre antiferromagnétique. Nous avons mon-
tré comment 'expression de l'invariant topologique ainsi que différentes méthodes
pour le calculer peuvent étre adaptées au cas AF. Dans ce chapitre, nous utilisons
ces méthodes sur un certain nombre de modéles.

On s’intéresse tout d’abord a un systeme bien connu, le modele de BHZ, qu’on
modifie pour y introduire I'ordre antiferromagnétique (tel que présenté dans I’équa-
tion (IV.2)). Ce modele présente aussi une symétrie Cy. On peut ainsi tester nos
méthodes en comparant les résultats obtenus au diagramme de phase attendu se-
lon Pexpression de Fang et al. [FGB13| pour Iinvariant topologique, discuté au
paragraphe 2.2 du chapitre IV.

On modifie ensuite ce modele afin de briser la symétrie Pyp, tout en conser-
vant la symétrie O . Dans ce cas, l'expression de Fang et al. ne peut pas étre
utilisée. En revanche, notre conception de I'invariant topologique AF ne fait in-
tervenir Par qu’afin d’assurer la dégénérescence de Kramers a tous les TRIM,
et de nous permettre de séparer les bandes en bandes I et II. Si ces propriétés
peuvent étre produites par d’autres mécanismes (par exemple d’autres symétries),
les discussions précédentes doivent rester valides.

On s’intéresse enfin a un modele qui brise la symétrie Cy, et pour lequel on peut
réaliser une inversion de bandes a un des deux A-TRIM, indépendamment de ce qui
se passe a 'autre A-TRIM. On montre alors que les différentes méthodes que nous
avons présentées permettent de calculer la valeur de notre invariant topologique,
qui, bien que différent de la valeur attendue selon l'expression de Fang et al. ,
est en parfait accord avec le nombre d’états de bord observé. Cela montre que le
comportement aux A-TRIM est important, et qu’il doit étre pris en compte dans
une expression cohérente de I'invariant topologique.

1 Le modele de BHZ en présence d’ordre AF

On s’intéresse tout d’abord au modele de BHZ défini a 1'équation (I1.53) auquel
on ajoute le terme d’aimantation alternée défini a I’équation (IV.2). Nous avons
vu que sans l'ordre AF le modele présente deux phases, 'une triviale et 'autre
topologique. Deux questions se posent alors :

— une phase topologique peut-elle survivre pour des valeurs finies de 1’aiman-
tation alternée?

— si on se place dans la phase triviale pour m = 0, peut-on obtenir une phase
topologique simplement en faisant varier m ?

Ce sont a ces questions que nous répondons dans la suite de cette section.
1.1 Présentation du modele

En respectant la prescription (IV.3) pour la transformée de Fourier, I'Hamil-
tonien de Bloch du modele de BHZ en présence d'une aimantation alternée peut
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1. Le modele de BHZ en présence d’ordre AF

s’écrire :

H(k) = p+ Aur® +ms*c®
+ (2C? 4 2C_C)(to™ 4+ Atr*c™)
+ (20_5_ +2C.5_)(te? + Atr*o?)
—2aS_(C_s*1%0" + S_s*1%a")
+2aS, (C_1Y0” + S_1Y0"),
(V.1)

ou Cy = cos|[(ky £ ky)/2] et Sy =sin|(k, £ k,)/2], tandis que s, 7 et o sont des
matrices de Pauli agissant dans I’espace des spins, dans ’espace des orbitales s et p
et dans I'espace des sous-réseaux A et B, respectivement. Lorsqu’un opérateur agit
comme l'identité dans un espace donné, il n’est pas représenté dans cette notation.
Ainsi, le terme d’aimantation alternée par exemple, noté s*c*, correspond en fait
a la matrice s* ® Id ® o®. Dans la suite, on notera souvent t4+ = t &= At.

Cet Hamiltonien est symétrique sous I’action de l'opérateur anti-unitaire © 4 =
TO qui vérifie :

Our = ZéAF(k)| — k) (k| K
= Zze g ® (C_o® = S_a¥)| — k)(k|K, (V.2)

et sous l'action de I'opérateur inversion noté

Par = ZﬁAF(k” — k) (k|

—Ze STt @ (C_Id +iS_0%)| — k) (K. (V.3)

On peut aussi noter que I’'Hamiltonien de BHZ tel qu’il est écrit a I’équation
(I1.55) est invariant sous 'action de

Rag= Ropl =Y, X)X, Y| = ZRM\ ky, kx){kx, ky, (V.4)
R

ot Rr /4 est une matrice diagonale, de diagonale (—1,4,1,7), dans la base spin®@orbitale.
Le terme d’aimantation est aussi invariant sous cette transformation ; il en est donc

de méme pour I’Hamiltonien total. Cette invariance correspond a une symétrie Cj

et impose donc un comportement identique aux deux A-TRIM. L’expression de
I'invariant topologique donnée par Fang et al. [FGB13] peut donc s’appliquer.

1.2 Travaux précurseurs et diagramme de Phase

Guo, Feng et Shen [GFS11] sont les premiers a s’intéresser a ce modele. Ils
s'intéressent en particulier a la présence d’inversions de bandes aux B-TRIM qui
peuvent modifier la valeur propre sous l'action de l'opérateur parité des états
propres occupés en ces TRIM. Sans le dire explicitement, ils s’intéressent donc
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Figure V.1 — Diagramme de phase de I’'Hamiltonien de BHZ en présence d’une
aimantation alternée, pour t4 = 3 et t_ = 1, et en fonction de m et Ap. (a) Le

diagramme de phase a demi-remplissage. La région bleue correspond a la phase
topologique. La ligne verticale m = 0 correspond au diagramme de phase de I’Ha-
miltonien de BHZ. On observe qu'une phase topologique a m = 0 survit jusqu’a
ce que |m| = |Apul, et on obtient un isolant trivial pour des valeurs supérieures de
m. De plus, on observe qu’en partant d’'une phase triviale pour m = 0, on peut
obtenir une phase topologique pour des valeurs finies de m. (b) Superposition des
diagrammes de phases a 1/4 et 3/4 de remplissage. La zone bleue correspond a
une phase topologique pour un remplissage de 1/4, tandis que la région jaune
correspond & un remplissage de 3/4.

a une formulation de l'invariant topologique équivalente a celle de Fang et al.
[FGB13]. Ils observent ainsi un certain nombre de transitions de phases, et ca-
ractérisent les phases observées en résolvant le systeme sur une bande de largeur
finie, mais de longueur infinie. Ils obtiennent ainsi la nature topologique ou triviale
du systéme en comptant le nombre d’états de bord (sur des bords respectant la
symétrie © 4r). Leurs résultats sont en accord avec le diagramme de phase at-
tendu en appliquant la formule de Fang et al. (IV.18) qu’on peut obtenir avec une
méthode similaire a celle du paragraphe 3.2 du chapitre II, et qui montre qu’on
peut simplement évaluer la parité des états propres aux B-TRIM en fonction des
parametres de I’'Hamiltonien. La figure (V.1 (a)) présente le diagramme de phase
a demi-remplissage pour t; = 3 et t_ = 1, en fonction de m et Apu. Le diagramme
de phase est indépendant de i, mais aussi de a (qu’on fixe égal a 2), I'intensité du
couplage spin-orbite, dont le role est néanmoins tres important. En effet, c’est ce
couplage spin-orbite qui permet d’ouvrir le gap a demi-remplissage et ainsi obtenir
un isolant.

Ce diagramme de phase permet de répondre aux deux questions posées en
introduction de cette section. En effet, on observe que si on se place dans une
situation ot le systeme est topologique pour m = 0, alors la phase reste topologique
quand on augmente m, jusqu’a atteindre |m| = |Ap|. En outre, si on se place dans
la phase triviale a m = 0, il existe un ensemble de valeurs de m pour lesquelles le
systéme deviendra topologique, qui correspondent a des régions ou |m| < |Au| et
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1. Le modele de BHZ en présence d’ordre AF

2|Ap| < \f/m? + 1662 + \/m? + 1612

De plus, a cause de I'aimantation alternée, on est passé d'un systeme a 4 bandes
réunies en 2 paires de bandes dégénérées (et donc avec un seul gap possible), a
un systeme a 8 bandes, réunies en 4 paires de bandes dégénérées. Il est donc
possible dans ce systéme d’ouvrir des gaps a 1/4 et a 3/4 de remplissage, qui
n’ont pas d’équivalent dans le modele de BHZ. Nous nous sommes aussi intéressés
a 1’éventuelle présence de phases topologiques a ces remplissages. En utilisant
I'expression de Fang et al. on obtient le diagramme de phase présenté dans la
figure (V.1 (b)). On observe qu'il existe en effet des valeurs des parametres ou
I'organisation des bandes est topologique. Cependant, il ne semble pas possible
d’obtenir a la fois une organisation topologique des bandes et un isolant a 1/4 et
3/4 de remplissage sans considérer des termes supplémentaires dans I’'Hamiltonien.
En effet, bien qu’il existe un gap direct en chaque point k, on observe un gap
indirect négatif lorsque I'organisation des bandes est topologique.

1.3 Résultats

Nous avons appliqué nos méthodes d’identification des isolants topologiques a
ce modele, et nous présentons les résultats ici.

Nous nous intéressons particulierement dans ce manuscrit a quatre points du
diagramme de phase présenté dans la figure V.1, donnés par m = 2 ou 5, et
Ap = 3 ou 9. Nous avons choisi ces points car ils sont représentatifs des différentes
situations qui peuvent se présenter, mais nous avons bien évidemment testé nos
méthodes sur un vaste choix de parametres.

Lorsque Ap = 3, pour m = 0, le systéme est dans une phase topologique a
demi-remplissage. On a donc choisi une valeur de m de chaque c6té de la transition,
qui a lieu pour |m| = |Ap|. Ainsi pour m = 2, le systeme doit se trouver dans une
phase topologique, et dans la phase triviale pour m = 5. Pour les deux valeurs
de m, la phase doit étre topologique pour un remplissage 1/4, et triviale pour un
remplissage 3/4.

Lorsque Ap = 9, pour m = 0, le systéeme est dans la phase triviale a demi-
remplissage. On a une fois de plus choisi une valeur de m de chaque c6té de la
transition isolant trivial/isolant topologique. Ainsi pour m = 2, le systéme doit se
trouver dans la phase triviale et dans la phase topologique pour m = 5. Pour les
deux valeurs de m, la phase doit étre triviale pour un remplissage 1/4 ou 3/4.

On s’intéresse tout d’abord a la méthode de la phase de jonction. Les résultats
sont présentés dans la figure V.2 pour les quatre points (Ap = 3,m = 2), (Ap =
3,m=75), (Au=9m=2)et (Au=9,m = 5) dans cet ordre, de haut en bas.
L’Hamiltonien conserve S,. Ainsi, on a pu s’arréter a I’étape iv) de la procédure
d’obtention d’une jauge cylindrique décrite dans le paragraphe 1.3 du chapitre III,
et tout de méme obtenir que le produit scalaire (u ., |t} 4, .) nous donne

uniquement une phase notée e*®=(#) 1 Cela se traduit par le fait que le tracé de
ul o ! dans le plan complexe comme une fonction paramétrique de
o (kz,—) | Y, (k)

1. On rappelle que cette phase ne doit pas étre confondue avec la phase ¢x provenant du carré
de @AF.
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Figure V.2 — Résultats de la méthode de la phase de jonction. Chaque paire
de lignes correspond & un jeu de parametres (Ap, m) différents (de haut en bas,
(Ap =3,m =2), (Ap =3,m =5), (Ap =9,m = 2) et (Ap = 9,m = 5)).
Les colonnes correspondent aux différentes bandes, classées par énergie croissante
de gauche & droite. Les lignes impaires correspondent & la phase de jonction e'®e
(définie & I’équation (III1.13)) tracée dans le plan complexe comme fonction para-
métrique de ky = k,. Les lignes paires correspondent au tracé de ¢, en fonction
de k. Cela permet de vérifier, dans les cas ou e'®e g’enroule autour de Iorigine du

plan complexe, combien de tours (comptés algébriquement) sont réalisés lorsque
kj parcourt [0, 27]. 92



1. Le modele de BHZ en présence d’ordre AF

k, donne un cercle ou un arc de cercle de rayon 1 (on observe des ellipses et des
arcs d’ellipse dans la figure V.2, a cause du choix d’échelle pour les axes). On a
fait le choix de tracer aussi ¢,(k,) pour k, variant de 0 a 27. Cela permet de
compter réellement combien de fois la phase s’enroule, ce qui n’est pas visible sur
un tracé paramétrique. De plus dans la figure V.2, chaque colonne correspond a
une paire de bandes différente. On a donc acces a la topologie de chaque paire de
bandes indépendamment. Les bandes ont été classées par énergie croissante. Ainsi,
pour connaitre la valeur de 'invariant topologique a un remplissage donné, il faut
sommer les contributions de toutes les bandes remplies.

Ainsi, si on s’intéresse par exemple a la valeur de I'invariant topologique pour
Ap = 3 et m = 2, il faut regarder les deux premieres lignes. La premiere colonne
nous apprend que la paire de plus basse énergie, donnée par o = 1, donne une
valeur de A; = 1. Le systeme est donc topologique pour un remplissage de 1/4. La
paire de bandes suivante ne s’enroulant pas, on a Ay = 0. La valeur de 'invariant
topologique total n’est donc pas modifiée, et le systeme est topologique a demi-
remplissage. La troisieme paire de bandes s’enroule elle aussi une seule fois, et on
a donc Az = 1. On obtient alors une valeur nulle pour I'invariant topologique total
pour un remplissage de 3/4. La derniére colonne permet simplement de vérifier
qu’on obtient bien une valeur de l'invariant topologique nulle si on somme sur
I’ensemble des bandes du systeme.

On peut donc obtenir la valeur de I'invariant topologique pour un jeu de para-
metres donné et un remplissage de notre choix. Les résultats présentés ici sont en
parfait accord avec le diagramme de phase attendu (il en est de méme pour 1’en-
semble des résultats que nous avons pu obtenir pour d’autres jeux de parametres).

On s’intéresse maintenant a la méthode des centres de charge des fonctions
de Wannier. Les résultats sont présentés a la figure V.3 pour les mémes couples
(Ap, m). On observe que pour k, = — et k, = 7, la position des centres de charge
des fonctions de Wannier, donnée par z,,(—7) et z,(m), est la méme, modulo un
entier. C’est justement cet entier qui nous intéresse. Le tracé de z, en fonction
de k, nous donne directement acces a cet entier, en observant 1’écoulement de la
position des centres de charge entre £, = —m et £, = 7. Pour une paire de bandes
a donnée, cet entier n’est autre que A,. On peut donc une fois de plus obtenir
A, pour les différentes paires de bandes, et la valeur de 'invariant topologique
pour un remplissage donné est obtenue comme précédemment en sommant les
contributions des bandes remplies. Les résultats sont encore une fois en parfait
accord avec le diagramme de phase attendu.

Enfin, pour ce systéme, nous nous sommes aussi intéressés a la construction
explicite des états de bord, dont les résultats sont présentés sur la figure V.4.
Chaque fois qu'un gap indirect positif existe, nous avons choisi une énergie dans le
gap et réalisé la construction des états de bord de spin up a cette énergie. En effet,
S?% est conservé par cet Hamiltonien, ce qui nous permet de séparer ’'Hamiltonien
en H' et H*. On utilise ensuite la méthode décrite dans la section 3.3 du chapitre
IV pour construire les états de bord de spin up. Chaque fois que cette construction
est possible, nous trouvons un nombre d’états de bord de spin up en accord avec la
valeur de I'invariant topologique calculé par les autres méthodes, confirmant ainsi
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Figure V.3 — Tracé des positions des centres de charge des fonctions de Wannier
en fonction de k| = k,. Comme précédemment, les différentes lignes correspondent
a (de haut en bas) (Au = 3,m = 2), (Ap = 3,m =5), (Ap = 9,m = 2) et
(Ap = 9,m = 5). les différentes colonnes correspondent & un représentant de la
premieére, deuxiéme, troisieme et quatrieme paire de bandes, dans cet ordre.
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1. Le modele de BHZ en présence d’ordre AF

la correspondance bulk-edge dans ce systeme. Cependant, comme on peut le voir
sur la figure V.4, il existe des valeurs de parametres pour lesquelles il n’existe pas
de gap indirect & 1/4 ou 3/4 de remplissage.

(c) (d)

Figure V.4 — La relation de dispersion projetée sur k| = kg est tracée en
noir pour différentes valeurs des parametres. Les lignes rouges correspondent aux
énergies auxquelles nous avons cherché des états de bord, en utilisant la méthode
décrite dans la section 3.3 du chapitre IV. Les étoiles bleues correspondent aux
états de bords de spin up que nous avons trouvé. Un nombre pair d’états de bord
de spin up sur une ligne d’énergie donnée, et donc pour un remplissage donné,
correspond a un isolant trivial, tandis qu’un nombre impair de tels états correspond
a un isolant topologique. (a) Ap =3, m = 2. (b) Ap =3, m =5. (¢) Au =9,
m = 2. (d) Ap =9, m = 5. Une fois de plus les résultats sont en parfait accord
avec le diagramme de phase de la figure V.1. Pour (a) et (b), certains remplissages
n’ont pas pu étre étudiés a cause de l'existence d’'un gap indirect négatif. Ainsi,
l'organisation topologique de la premiere paire de bandes en (a) et (b) n’a pas pu
étre étudiée par cette technique.

En conclusion, nous avons utilisé le modele de BHZ en présence d’un ordre
antiferromagnétique pour tester nos différentes méthodes. Il a permis de prouver
leur validité dans ce cadre, a la fois en comparant nos résultats a ceux attendus
en utilisant l'expression de linvariant de Fang et al. [FGB13], mais aussi en
comparant la valeur de l'invariant topologique calculé dans le bulk au nombre
d’états de bord. Il semble donc pouvoir exister des phases topologiques, avec des
états de bord protégés par des symétries, en présence d’ordre antiferromagnétique.

Dans les sections suivantes, nous allons utiliser ces techniques pour des systemes
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pour lesquels il n’existe pas pour l'instant de méthode pour calculer la valeur de
I'invariant topologique.

2 Brisure de la symétrie d’inversion

On s’intéresse ici a un Hamiltonien symétrique sous l'action de © 4 mais qui
brise Par. Ainsi, 'expression de Fang et al. ne peut pas s’appliquer, cette expres-
sion faisant explicitement appel aux valeurs propres de 'opérateur P4pr. On montre
cependant que les méthodes développées dans le chapitre III, et que nous avons
adaptées dans le chapitre IV, peuvent étre utilisées et permettent de caractériser
les différentes phases. On montre en particulier sur un exemple que ces méthodes
permettent de capturer une transition isolant topologique/isolant trivial dans le
cas ol Par est brisée.

2.1 Présentation du modele

On s’intéresse ici & ’Hamiltonien précédent (i.e. 'Hamiltonien de BHZ en pré-
sence d'une aimantation alternée), auquel on va ajouter deux termes brisant la
symétrie Par, qu’on regroupe sous la notation Hp, donnés par

Hp((sl, (52) = (517':0 + 2(52(sm(kx) + sin(ky))az, (V5)

ol, comme précédemment, la matrice 7 agit dans 1’espace des orbitales s et p, et
la matrice o agit dans 'espace des sous-réseaux A et B. Le premier terme peut
étre interprété comme un terme d’hybridation des deux orbitales s et p, tandis
que le deuxiéme terme correspond a un terme de saut d’un sous-réseau au méme
sous-réseau. Chacun de ces termes, pris individuellement, brise la symétrie Pap
mais conserve la symétrie © 4. Nous considérons ici une combinaison de ces deux
termes, permettant d’illustrer nos propos avec un exemple d’ordre un peu plus
général.

Nous avons montré que la symétrie P,rO 4r permettait d’assurer une double
dégénérescence des états en chaque point k de la zone de Brillouin. Ici cependant,
le fait de briser la symétrie Par tout en conservant la symétrie © 4z implique
que ParO 4 n'est plus une symétrie du systeme. De maniere générale, la double
dégénérescence peut donc étre levée en tout point k, excepté aux B-TRIM, ou
cette dégénérescence est protégée par la symétrie © 4r. En pratique cependant,
on conserve la double dégénérescence sur un ensemble de lignes dans la zone de
Brillouin, reliant les différents TRIM. (¢f. Fig.V.5). Il est donc toujours possible
de définir une bande I et une bande I reliées par 'opérateur © 4z, comme dans
I’équation (IV.13). On peut donc utiliser les méthodes du chapitre I11.

2.2 Reésultats

Le but ici est simplement d’illustrer que les techniques du chapitre III peuvent
s’appliquer méme lorsque P4 est brisée. On ne dresse donc pas le diagramme de
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-JT

Im(e’?)

Ime’?)

C : I

- N

0 m S 0 n n 0
(a) (b) (c)

Figure V.5 — Représentation du sous-espace de la zone de Brillouin antiferroma-
gnétique ou la double dégénérescence subsiste pour la paire de bandes 2, c’est a
dire les bandes 3 et 4. On remarque que, en plus des B-TRIM ot cette dégénéres-
cence est protégée par © 4, il existe des lignes dans la zone de Brillouin, reliant les
différents TRIM, ot la double dégénérescence subsiste. Les valeurs des parameétres
utilisés sont Ap =9, m =5 et : (a) 01 = 1.5, 02 = 0 (b) 01 = 0, d2 = 0.5 (c)
01 = 1.5, 99 = 0.5.

Re(e'?) ki €'?) kil
(a) 51 =15
| 1 TT|
L9 0 0 \ 0
il -1 =TT|
-1 0 1 2 -1 0 1 27
Re(e'?) ki Re(e'?) Kit
(b) 6, =4

Figure V.6 — Résultats de la méthode de la phase de jonction. Chaque ligne
correspond a un jeu de parametres différent. La ligne supérieure correspond a §; =
1.5, tandis que la ligne inférieure correspond a d; = 4. Les deux premieéres colonnes
correspondent aux tracés paramétriques de Arg[Vi1] défini chapitre I1I, et au tracé
de la phase ¢, pour la premiére paire de bandes, tandis que les deux derniéres
colonnes correspondent a la deuxieme paire de bandes remplie. On observe que, a
demi-remplissage, le systéme est topologique pour §; = 1.5 et trivial pour d; = 4.
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1 1
0.5¢ 0.5¢
X 0 X 0 —_—
-0.5} -0.5}
e 0 n e 0 n
ky ky

Figure V.7 — Positions des centres de charge des fonctions de Wannier sommées
sur les deux bandes indexées I remplies, dans le cas ou Pap est brisée. Comme
précédemment on a choisi 4 = 3, t— = 1 et @« = 2, ainsi que Ay =9, m =5
et 0o = 0.5. La transition est obtenue en faisant varier ¢; et le point critique est
donné par 07 ~ 3.2. (a) correspond a d; = 1.5, tandis que (b) correspond a d; = 4.

phase complet de ce systéme, mais on s’intéresse uniquement a quelques valeurs
des parametres qui capturent une transition de phase.

Pour §; = d2 = 0, on a obtenu un isolant topologique dans la section précédente
pour Ay = 9 et m = 5, a demi-remplissage. On choisit donc ces parametres, et
on veut voir si la phase topologique survit a l'introduction d’un terme qui brise la
symétrie P4p. Il se trouve qu’on peut faire varier d5 de 0 a 0.5, sans fermer le gap a
demi-remplissage. Si on fixe ensuite d, = 0.5 et qu’on fait varier 41, le gap se ferme
a demi-remplissage pour 67 ~ 3.2. Si le caractere topologique est préservé méme
lorsque la symétrie Pap est brisée, on devrait donc obtenir un isolant topologique
pour d; = 0.5 et 01 < 47, et on ne peut espérer retrouver une phase triviale que
pour §; > d7. On choisit donc d’étudier les points (6; = 1.5, 6o = 0.5) et (6; = 4,
dy = 0.5). Les résultats obtenus par la méthode de la phase de jonction sont
présentés a la figure V.6, et ceux des centres de charge des fonctions de Wannier
sont présentés a la figure V.7. Comme nous nous intéressons uniquement a ce qu’il
se passe a demi-remplissage, nous ne présentons que les résultats pour les deux
premieres paires de bandes pour la phase de jonction ; et la position des centres de
charges présentée correspond en fait a la somme des bandes remplies indexées 1.

On peut noter que, comme P4p est brisée, P4rO 4r n’est plus une symétrie du
systeme. On perd donc la propriété des WCC

j£y,0¢ = _féi,a‘ (V6>

Comme on peut le voir sur la figure V.8, il n’y a plus de lien immédiat entre la
bande I et la bande I, excepté le fait que les deux bandes présentent toujours
une variation opposée et entiere entre —m et 7. Cela provient du fait que la paire
de bandes considérée dans son ensemble doit étre triviale et donc présenter une
variation de la position des WCC nulle.

Dans les deux cas, on observe une phase topologique a demi-remplissage pour
01 = 1.5, 65 = 0.5, et une phase triviale a demi-remplissage pour d; = 4, d, = 0.5.
Cela est donc bien en accord avec les résultats attendus. Cependant, le caractere
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0.5 0.5
X 0 X 0
-0.5 -0.5
-1 5 = = ; .
ky ky
(a) (b)

Figure V.8 — Positions des centres de charge des fonctions de Wannier pour
01 = 1.5. En bleu, les bandes indexées I; en rouge les bandes indexées 1. (a)
correspond a la paire de bandes de plus basse énergie, tandis que (b) correspond
a la premiere bande de valence. Dans les deux cas, on n’observe pas de relation
spéciale entre la courbe rouge et la courbe bleue, excepté qu’elles possedent des
variations opposées entre —7 et 7.

topologique étant avant tout lié au nombre d’états de bord, nous avons voulu
vérifier que la parité du nombre de paires d’états de bord est elle aussi cohérente
avec une description topologique des phases méme lorsque Pap est brisée. Pour
cela, nous avons réalisé la construction explicite des états de bord discutée dans le
paragraphe 3.3 du chapitre IV. Les résultats sont présentés figure V.9. On observe
un unique état de bord de spin up pour 6; = 1.5, qui disparait pour ¢6; = 4,
correspondant au caractere topologique et trivial respectifs de ces phases.

En conclusion, nous montrons que nos différentes méthodes (étude de la phase
de jonction et des WCC) s’appliquent méme lorsque Pap est brisée, est qu’il est
donc possible d’obtenir un invariant topologique dont la valeur permet de prédire
la parité du nombre de paires d’états de bord, et ce, méme lorsque Par est brisée
(cas pour lequel aucune autre méthode n’a été proposée au jour ou est écrit ce
manuscrit).

3 Brisure de la symétrie C,

L’Hamiltonien de BHZ, méme en présence d’une aimantation alternée, est in-
variant sous 'action de I'opérateur R /4 dont I'expression est donnée a I’équation
V.4, et qui peut étre ramené a une symétrie Cy. Cela entraine que la structure
de bandes se comporte de la méme maniere aux deux A-TRIM. Ainsi, si une
inversion de bandes se produit a un A-TRIM, et devrait modifier la valeur de
I'invariant topologique, une inversion de bandes équivalente se produit a 'autre
A-TRIM, compensant la premiere. Il ne peut donc pas y avoir de modification
de la valeur de I'invariant topologique a cause d’une fermeture du gap a un A-
TRIM. L’expression de 'invariant topologique proposée par Fang et al. [FGB13]
peut donc étre utilisée. Dans cette section, nous souhaitons briser cette symétrie
C, afin que les deux A-TRIM puissent se comporter de maniere indépendante.

99



Chapitre V. Applications

1 1
8 0.5\/_\ 8 0.5\— r—\
0 0 T 0 0 T
(a) 51 =1.5 (b) (51 =4

Figure V.9 — Tracé de la valeur absolue du déterminant de la matrice ®(k,)
(définie a la section 3 du chapitre III) en fonction de k,, pour une énergie dans le
gap a demi-remplissage. On rappelle qu'un zéro de cette fonction correspond a la
présence d’'un état de bord pour ce ky, et cette énergie. (a) correspond a 6, = 1.5,
tandis que (b) correspond a 6; = 4.

On montre alors que l'expression de Fang et al. ne permet pas de capturer cer-
taines transitions de phases. En revanche, les différentes méthodes que nous avons
présentées permettent quant a elles d’avoir acceés au diagramme de phase réel.

3.1 Présentation du modeéle

Comme pour I’'Hamiltonien de BHZ, on s’intéresse donc a un Hamiltonien de
liaison forte sur réseau carré. La présence d'une aimantation antiferromagnétique
nous impose de considérer, comme précédemment, deux sous-réseaux A et B. De
plus on consideére toujours les degrés de liberté dus au spin, et a deux types d’or-
bitales différentes, I'une de symétrie s, et I'autre de symétrie p. En utilisant les
mémes notations que précédemment, I’Hamiltonien considéré est alors donné par
(dans l'espace des k) :

H(k) =p+ Apt?
—2t(C_ + C})(C_o” + S_0oy)
— 2(t), cos(ky) + t, cos(ky))T*
+2a(S:Cys¥1v0% — S_C_s"71Y07)
+ ms*o”. (V.7)

Comme précédemment, le premier terme (u+ = p £ Ap) provient de la différence
d’énergie entre 'orbitale de symétrie s et celle de symétrie p. Le deuxieme terme
correspond a un terme de saut de premier voisin, tandis que le troisieme terme
correspond a un terme de saut de second voisin. On choisit ce terme anisotropique
et dépendant du sous-réseau. C’est ce terme qui brise la symétrie Cy que posséde-
rait sinon cet Hamiltonien. Le terme suivant hybride les deux orbitales et provient
d’un couplage spin-orbitale. Ce terme est nécessaire pour obtenir I'ouverture d’un
gap a demi-remplissage, et donc un comportement isolant. Le dernier terme, enfin,
provient de I'aimantation alternée et représente 1’ordre antiferromagnétique.
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Dans la suite nous choisissons pp = 0,Ap = 3,t = 1,t, = 1,t;, = 0.5, = 2 et
m > 0. Nous faisons un tel choix, afin d’augmenter la lisibilité des figures, mais les
résultats sont aussi valables pour des choix de parametres plus réalistes, comme

a <t t, <t

3.2 Résultats

Si on fait varier m, I'expression de Fang et al. prévoit une unique transition de
phase & m = 6, faisant passer le systéme d’une phase topologique (pour m < 6),
a la phase triviale (pour m > 6). Cependant, on peut observer que le gap a demi-
remplissage disparait pour d’autres valeurs de m (cf. Fig.V.10), pouvant nous faire
imaginer un diagramme de phase plus complexe. Et en effet, la méthode de la phase
de jonction (cf. Fig.V.11) et la méthode des centres de Wannier (cf. Fig.V.12) font
toutes les deux apparaitre un diagramme de phase plus complexe. On observe en
particulier que des fermetures du gap a un A-TRIM (pour m = 2 et m = 4)
permettent de modifier la valeur de I'invariant topologique. On peut aussi noter
que pour m ~ 2.25, le gap se ferme en des endroits qui ne sont pas des TRIM,
simultanément. En présence des symétries © 4 et Pap, cela ne devrait pas modifier
la valeur de I'invariant topologique, et c¢’est bien ce qu’on observe.

Enfin cet Hamiltonien est aussi diagonal par bloc, et peut étre séparé en deux
blocs reliés par la symétrie © 4. Ainsi, on peut ne travailler qu’avec un seul de ces
blocs, et calculer le nombre de Chern de chacune des bandes (cf. section 4, chapitre
I1T). On se place donc dans le sous-espace engendré par (| 1 sA), | T sB), | | pA),
| J pB)). On obtient une expression analytique des états propres en fonction de
k, et en utilisant 'équation (II1.33), on a acces a la valeur de la courbure de
Berry (tracée a la figure V.13), que l'on intégre sur la zone de Brillouin pour
obtenir le premier nombre de Chern de la bande considérée. En sommant sur les
bandes remplies, on obtient alors une valeur pour I'invariant topologique. On peut
noter que le calcul de la courbure de Berry est analytique, et les seules erreurs
numériques possibles peuvent uniquement provenir de I'intégration qui est réalisée
numériquement. La précision de 'intégration étant facilement contrélable, cette
méthode permet de corroborer de facon fiable les résultats numériques obtenus
par la méthode de la phase de jonction et la méthode des centres de charge des
fonctions de Wannier (cf. Fig.V.14).

Pour confirmer la validité de nos résultats, on peut tenter de retrouver la cor-
respondance bulk-edge. En effet, 'intérét des isolants topologiques réside dans la
présence d’états de bord protégés, et I'objectif de I'invariant topologique est de
pouvoir prédire ce nombre d’états de bord. On souhaite donc réaliser la construc-
tion explicite des états de bord pour cet Hamiltonien, afin de pouvoir comparer la
valeur de l'invariant topologique au nombre de paires d’états de bord.

On a cependant un probleme si on tente de reproduire la méthode du para-
graphe 3.3 du chapitre IV wverbatim. Si on choisit un réseau avec deux sites par
cellule unité et de vecteurs de base 2 et & — 7, et qu’on définit H! comme la res-
triction de ’'Hamiltonien au sous-espace engendré par (| T sA), | T sB), | | pA),
| | pB)), on obtient des termes de la forme c'(p + 2, ¢)c(p, q¢) (qui proviennent du

101



Chapitre V. Applications

4

m =

(e)

/
ty

Y

1

ty

demi-

t
a

un A-TRIM pour m = 2 et m

)

=3

Relation de dispersion pour g = 0, Ap
fférentes valeurs de m. On observe que le gap
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les autres valeurs de m, le gap est ouvert sur toute la zone de Brillouin, excepté
pour m = 2.25, ou le gap se ferme pour des points qui ne sont pas des TRIM.
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1 | 1 ™
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-1 -7 -1 -7
-1 0 1 0 2 -1 0 1 0 2
Re(e'?) Ku Re(e'?) kit
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Figure V.11 — Résultats de la méthode de la phase de jonction. Chaque ligne cor-
respond a un jeu de parametres différent. De haut en bas, les lignes correspondent
am=1m =3, m=>5et m = 7. Les deux premieres colonnes correspondent
au tracé paramétrique de la phase de Vi1 défini chapitre III, et au tracé de la
phase ¢, pour la premiere paire de bandes, tandis que les deux dernieres colonnes
correspondent a la deuxieme paire de bandes remplie. On obtient une phase to-
pologique pour m = 1 et 5 et la phase triviale pour m = 3 et 7. En effet, pour
m = 3, le tracé paramétrique laisse penser a une phase topologique, mais en fait
Vi, s’enroule deux fois, et la phase est bien triviale.

terme —2a.S_C_s*7Y0* ). L’Hamiltonien H' se réécrit alors

H' = Z(CL,kMCp,k + C;r;,kT/CerLk + CLH,kT/TCp,k + CL,kT”CpH,k + CZ»+2,kT”TCp,k)a
.k

(V.8)
ce qui pose probleme pour la suite de la procédure. En effet, la fonction d’onde est
maintenant définie par une suite linéaire d’ordre 2, et la condition au bord ouverte
ne suffit pas a fixer entierement la fonction d’onde. Il faut alors trouver une autre
condition initiale, plus ou moins réaliste.

Cependant, le probleme peut étre contourné en considérant non pas une cellule
unité a deux sites, mais une cellule unité a quatre sites. Les nouveaux vecteurs
de bases deviennent alors & + ¢ et & — . Apreés un petit travail de réécriture, on
obtient alors une expression de H’ de la forme

H' = Z(c;k./\/lcp,k + c;kTCPH,k + CZH_L]CTTCPJC). (V.9)
p.k

Ce qu’on a gagné sur le réseau (on travaille maintenant avec une base orthonor-
mée), a été perdu sur la taille des matrices. En effet, H est désormais une matrice

103



Chapitre V. Applications

-1 0 s - 0 s -7 0 - 0
Ky Ky ky Ky

(a)y m=1 (b) m=3 (c) m=5 (d)y m=7

Figure V.12 — Position des WCC pour = 0,Ap = 3,t = 1,t;, = 1,t;, = 0.5,a =
2et m=1,3,5,7, sommé sur I’ensemble des bandes indexées I remplies. Le saut de
position entre —m et 7 est égal (en valeur absolue) a 1,2, 1 and 0 respectivement.

On obtient donc une phase topologique pour m =1 et 5 et la phase triviale pour
m=3et 7.

carrée de taille 16, et donc M et T sont désormais des matrices de taille 8, ce qui
augmente un peu le temps de calcul. Cela reste néanmoins faisable, et on obtient
les résultats de la figure V.15. Le nombre d’états de bord observé est en parfait
accord avec notre diagramme de phase de a figure V.14.

On a donc montré que des événements non triviaux peuvent avoir lieu aux A-
TRIM, et ainsi modifier la parité du nombre de paires d’états de bord. Cependant,
les différentes méthodes que nous avons mises en place permettent de capturer
ces différentes transitions, et justifie 'expression de 'invariant topologique que
nous avons proposée. Notre expression permet en effet de traiter les cas ou le
comportement aux deux A-TRIM n’est pas le méme, les deux A-TRIM n’étant
pas reliés par symétrie.
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(d) m=7

Figure V.13 — Tracé de la courbure de Berry calculée pour p = 0,Ap = 3,t =
1,¢, =1, tfy = 0.5, = 2, et différentes valeurs de m. La premiere colonne corres-
pond & la bande de plus basse énergie de H'!, et la deuxiéme colonne & la bande
d’énergie suivante. On observe que les courbures de Berry sont tres piquées pour
certaines valeurs des parametres.
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Topo. Triv. Topo. Triv.

e = —1
m=0 m=2 m=2.25 m=4 m=6

¢ =1

Figure V.14 — Diagramme de phase = 0, Ay = 3,t = 1,1, = 1,1, = 0.5,a = 2
et m > 0, avec nos différentes méthodes. Topo. correspond a la phase topologique,
et Triv. a la phase triviale. En dessous, est donnée la valeur du nombre de Chern
total des deux bandes de plus basse énergie de I’Hamiltonien restreint au sous-
espace engendré par (| T sA),| T sB),| | pA),| | pB)). II§ correspond a
la valeur de l'invariant topologique proposé par Fang et al. . Pour 2 < m < 4,
on obtient une phase triviale tandis que 11§ = —1, démontrant que II¢ ne peut
caractériser la topologie de la phase.

1 1
gos 305
N— B ]
o* oY -
-7T 0 7T -7 0 7T
(a)y m=1 (b) m=3
1 1
gas gas
0 0 T 0 0 T
(c)m=5 (d)ym=7

Figure V.15 — Tracé de la valeur absolue du déterminant de la matrice ®(kj),
définie a la section 3 du chapitre III, pour p = 0,Ap = 3,t = L,t;, = 1,t; =
0.5, =2 et m = 1,3,5,7. On rappelle qu'un zéro de cette fonction correspond
a un état de bord pour H! (et donc & une paire d’états de bord pour H). Pour
m = 1 et m = 5, on observe un unique état de bord pour H!, signature d’un
comportement topologique. En revanche, pour m = 3 et m = 7, on observe un
nombre pair d’états de bord pour H', signe de la phase triviale.
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Conclusion et perspectives

Durant cette these, je me suis intéressé aux isolants topologiques. J’ai tout
d’abord proposé une méthode expérimentale d’identification des isolants topolo-
giques forts a trois dimensions, utilisant des mesures d’oscillations quantiques.

Je me suis ensuite particulierement intéressé aux isolants topologiques a deux
dimensions en présence d'un ordre antiferromagnétique. La question principale a
été de savoir si la description topologique des phases garde un sens lorsque la sy-
métrie de renversement du temps est brisée par une aimantation alternée. Apres
avoir introduit une formulation de I'invariant topologique inspirée des travaux de
Fu et Kane [FK06, FKO7] pour le cas paramagnétique, j’ai présenté quatre mé-
thodes permettant d’évaluer cet invariant, que j’ai adapté du cas paramagnétique.
La premiere, la méthode de la phase de jonction, s’appuie sur le fait qu’il n’est
pas possible d’obtenir une jauge a la fois lisse et symétrique pour un isolant topo-
logique. La deuxieme, la méthode des centres de charge des fonctions de Wannier
hybrides, utilise le fait que I'invariant topologique peut étre défini en fonction de
la polarisation, et en particulier de ses variations entre différents points de la zone
de Brillouin. La troisieme méthode, la construction explicite des états de bord,
s’appuie sur la notion de correspondance bulk-edge, qui est a l'origine de l'intérét
pour les isolants topologiques, et qui lie la parité du nombre de paires d’états de
bord au caractere trivial ou topologique du systeme. Enfin, la quatriéme méthode
est un calcul direct du nombre de Chern des différentes bandes, sous certaines
conditions sur la définition des bandes.

Ces différentes méthodes ont enfin été utilisées pour déterminer la nature tri-
viale ou topologique d’un certain nombre de modeles. Je me suis d’abord intéressé
au modele de Bernevig, Hughes et Zhang en présence d’ordre antiferromagnétique,
qui a permis de tester la validité des différentes méthodes. En effet, pour ce sys-
teme, une expression simple de 'invariant topologique, proposée par Fang et al.
[FGB13|, permet d’obtenir un diagramme de phase servant de point de compa-
raison. Je me suis ensuite intéressé a un Hamiltonien ou la symétrie d’inversion,
présente pour les autres systemes, est brisée ; et pour lequel aucune expression de
I'invariant n’avait été proposée. J’ai montré que les différentes méthodes discutées
précédemment, et que j’ai adapté au cas antiferromagnétique, peuvent s’appliquer,
et qu’on retrouve bien la correspondance bulk-edge dans ces systemes. Enfin, je me
suis intéressé a une autre brisure de symétrie, une symétrie Cy, et j'ai montré que
dans ce cas, 'expression de Fang et al. peut étre prise en défaut. En effet, une
fois la symétrie Cy brisée, des transitions non triviales peuvent se produire aux
A-TRIM. L’expression de Fang et al. s’intéressant uniquement a ce qui se passe
aux B-TRIM, ne peut donc pas capturer ces transitions.
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Chapitre V. Applications

De futurs travaux pourraient poursuivre le travail effectué dans cette these de
multiples facons.

Tout d’abord, des calculs de diagonalisation exacte ou s’appuyant sur la théo-
rie de la fonctionnelle densité (DFT) pourraient étre réalisées pour des systémes
définis sur des bandes de largeur finie, mais de longueur infinie, pour les différents
Hamiltoniens discutés précédemment. Cela permettrait de vérifier par une autre
méthode la présence des états de bord, et donc d’étayer encore d’avantage nos
arguments. Une étude de la dépendance des états de bord selon l'orientation du
bord pourrait aussi étre réalisée.

Pour ce qui est des méthodes, la méthode de calcul direct du nombre de Chern
pourrait étre améliorée. En effet, nous nous sommes contentés ici de I'utiliser dans
des cas ou une expression analytique des fonctions d’ondes était accessible, et ou
il était donc possible d’obtenir une expression analytique de la courbure de Berry,
plus simple a intégrer. Un algorithme de Monte-Carlo pourrait par exemple étre
utilisé. Il permettrait en effet d’échantillonner intelligemment la zone de Brillouin
afin de se concentrer d’avantages sur les zones "tres piquées' lors de I'intégration,
pour obtenir une valeur fiable du nombre de Chern. Il faudrait alors recalculer la
valeur de la courbure de Berry en chacun de ces points. Cela peut étre long, car
I’Hamiltonien doit étre diagonalisé en chacun de ces points, mais cela permettrait
d’appliquer la méthode du calcul direct du nombre de Chern a un plus grand
nombre de modeles.

On pourrait aussi s’intéresser, dans le cas de 'Hamiltonien de BHZ en présence
d’une aimantation alternée, a ce qu'il se passe a 1/4 et 3/4 de remplissage. Nous
avons montré en effet qu’il était possible d’obtenir une organisation topologique
des bandes a ces remplissages, mais nous n’avons pas été en mesure d’obtenir
un vrai isolant topologique. En effet, chaque fois que nous avons pu observer un
comportement topologique a ces remplissages, nous avons aussi observé un gap
indirect négatif, et le systeme n’était donc pas isolant. Cependant, d’autres termes
pourraient étre ajoutés a 'Hamiltonien, afin de surmonter ce probleme.

De plus, les travaux réalisés durant cette these se sont surtout intéressés au pro-
bleme de l'ordre antiferromagnétique d'un point de vue théorique. La recherche
d’Hamiltoniens plus réalistes réalisant les phases topologiques décrites dans ce
manuscrit pourrait aussi étre intéressante, afin de faciliter la recherche de maté-
riaux réels présentant un comportement d’isolant topologique antiferromagnétique
bidimensionnel.

Enfin, et surtout, 'extension des résultats a trois dimensions pourrait étre un
réel enjeu pour la compréhension des phases topologiques antiferromagnétiques.
La plupart des criteres utilisés aujourd’hui pour caractériser ces matériaux s’ap-
puient en effet sur le comportement des fonctions d’ondes aux B-TRIM (définis au
paragraphe IV.1.3). Or, nous avons montré ici que, a deux dimensions, le comporte-
ment aux A-TRIM est aussi important. L’étude de 'importance de comportements
similaires a trois dimensions pourrait donc étre particulierement intéressante.
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Isolants Topologiques et Magnétisme

La découverte de l'effet Hall quantique par von Klitzing en 1980 a ouvert la voie a ce qui
sera connu plus tard comme la théorie topologique des bandes. Dans le cadre de cette théorie,
on ne s’intéresse plus uniquement a la relation de dispersion énergétique des électrons dans les
cristaux, mais aussi & 'organisation topologique de la structure de bande. Cette théorie a permis
la découverte d’une nouvelle phase de la matiere, représentée par les isolants topologiques. Ces
isolants topologiques ont de particulier qu’ils se comportent comme des isolants normaux dans le
bulk, mais présentent des états de surface conducteurs. Dans cette theése, on s’intéresse particu-
lierement aux isolants topologiques dits Zs, pour lesquels les états de surface sont protégés par la
symétrie de renversement du temps : ils ne peuvent disparaitre en présence d’une perturbation
qui préserve cette symétrie sans que le systéme ne traverse une transition de phase quantique.

Pour les isolants topologiques a trois dimensions, nous proposons dans cette these, un critere
expérimental utilisant les oscillations quantiques magnétiques, permettant d’identifier un type
particulier d’isolants topologiques : les isolants topologiques forts.

Pour les systemes a deux dimensions, nous nous sommes intéressés aux phénomenes liés a la
rupture de la symétrie par renversement du temps a cause de la présence d’un ordre antiferro-
magnétique. Dans ce cas, la symétrie d’importance devient le renversement du temps fois une
translation. Dans ce contexte, nous avons tout d’abord établi analytiquement I’expression d’un
invariant topologique pour les systémes présentant aussi la symétrie d’inversion. Nous avons
ensuite adapté trois méthodes numériques normalement utilisées dans le cadre des isolants topo-
logiques invariants par renversement du temps : la méthode de la phase de jonction, la méthode
des centres de charge des fonctions de Wannier et la construction explicite des états de bord.
Nous avons montré qu’elles permettaient de tester la nature triviale ou topologique de plusieurs
modeles théoriques pour lesquelles aucune méthode n’existait, par exemple les systeémes sans
symétrie d’inversion.

Mots-Clés : Isolants topologiques, Oscillations quantiques magnétiques, Antiferromagnétisme.

Topological Insulators and Magnetism

The discovery of the quantum Hall effect by von Klitzing in 1980 paved the way for what is
now known as topological band theory. In this theory, we are interested not only in the energy
spectra of the electrons in crystals, but also in the topological structure of the bands. A new
phase of matter was discovered thanks to this theory : the topological insulators. Topological
insulators are unique in the sense that they behave like trivial insulators in the bulk, but possess
metallic edge states. In this thesis, we are particularly interested in so-called Z5 topological
insulators, whose edge states are protected by time reversal symmetry : they cannot disappear
in the presence of a perturbation that respects this symmetry, without the system undergoing
a quantum phase transition.

For three-dimensional topological insulators, we propose an experimental criterion based on
magnetic quantum oscillations to identify a special kind of topological insulators : the strong
topological insulator.

In two dimensions, we study the consequences of time reversal symmetry breaking due to
anti-ferromagnetic order. In this case, the important symmetry is time reversal times a trans-
lation. In this context, we first establish an analytical expression for systems that also have
inversion symmetry. We then adapt three numerical methods usually employed for time reversal
symmetric systems : the reconnection phase method, the Wannier charge center method and
the explicit construction of edge states. We show that they are useful to probe the topology of
models for which no methods were available ; such as non-centrosymmetric systems.

Keywords : Topological insulators, Magnetic quantum oscillations, Anti-ferromagnetism.




