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Introduction

Une wariété kdahlérienne est une variété complexe munie d'une 2-forme fermée w,
appelée forme de Kihler, qui est compatible avec la structure complexe au sens ou
g(u,v) = w(u,iv) définit une métrique riemanienne. Par exemple, le projectivisé CP"
de l'espace hermitien standard de dimension n+ 1 a une (unique) forme de Kéahler homo-
gene o dont 'intégrale sur une droite projective vaut 1, appelée forme de Fubini-Study.
Le lieu des zéros de chaque polynome homogene de degré k en n + 1 variables complexes
s’annulant transversalement définit une hypersurface complexe close de CP™ qui est en
dualité de Poincaré avec ko. D’apres le théoreme de plongement de Kodaira, ce phéno-
mene est trés général : soit (X,w) une variété kahlérienne close et entiére (au sens ou
les périodes de la 2-forme fermée w sont entiéres), alors il existe un entier kg tel que,
pour tout entier k > ko, (X,w) admet des hypersurfaces complexes closes en dualité de
Poincaré avec kw, appelées sections hyperplanes complexes de degré k. Le «grand théo-
reme» de Matsusaka donne 'existence d'une borne supérieure sur 'entier ky en fonction
de la dimension complexe n de X et des coefficients ([y[w]’ A [Kx]"7)}_; du polynéme
de Hilbert de la classe de cohomologie [w], ou [Kx] est la classe canonique de X. Une
estimation effective de I'entier kg a ensuite été obtenue par Siu [Siu93], puis par Demailly
[Dem96].

C’est la non dégénérescence de la forme fermée w et non pas la structure complexe
qui joue le role principal dans le théoreme précédent de Kodaira comme 'ont montré les
travaux de Donaldson [Don96|. Une variété munie d’une 2-forme fermée non dégénérée
w est une variété symplectique (on a «oublié» la structure complexe). Voici le théoreme
principal de [Don96] étendant le résultat de Kodaira aux variétés symplectiques : une
variété symplectique (X,w) close et entiére quelconque admet, pour tout k& > kg suffi-
samment grand, des sous-variétés symplectiques closes de codimension 2 en dualité de
Poincaré avec kw (on utilisera la terminologie sections hyperplanes symplectiques de de-
gré k pour désigner de telles sous-variétés). Outre cette généralisation, les techniques
développées par Donaldson ont permis 'obtention de résultats nouveaux en géométrie
kéahlérienne ([Don96],|[GP17],[Moh1§]). Par ailleurs, contrairement au cas particulier des
variétés kdhlériennes, le probléeme suivant est ouvert :

Probléme A. Trouver une borne supérieure sur 'entier ky donné par le théoreme de Do-
naldson ci-dessus.
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Une telle borne devrait dépendre des mémes données topologiques que dans le cas des
variétés kiahlériennes (la dimension et les coefficients du polynéme de Hilbert de [w]) mais
peut-étre aussi d’autres données géométriques.

La premiere partie de cette these est motivée par I'implémentation des techniques
d’estimations effectives de Siu et Demailly mentionnées ci-dessus dans la construction de
Donaldson, que ce soit dans le cadre symplectique (pour étudier le probléme ci-dessus)
ou kéhlérien. Les objets centraux de la méthode de Siu pour estimer l'entier ky sur une
variété kahlérienne (X, w) sont des métriques hermitiennes a péles logarithmiques et a
courbure positive sur un fibré en droites holomorphe de premiere classe de Chern [w].
Demailly a défini dans [Dem92] la notion de constante de Seshadri qui mesure la taille
de ces poles dans le cas ou ils sont isolés (ces termes sont expliqués précisément dans les
définitions et ci-apres). L’énoncé suivant est une caractérisation symplectique des
constantes de Seshadri et compléte un critere de Demailly [Dem92] :

Théoreme B. Soit X une variété projective complexe de dimension n, a une classe de
Kahler entiere sur X et p un point de X. La constante de Seshadri de a en p est la borne
supérieure de l’ensemble des réels ¢ > 0 tels qu’il existe une forme de Kdhler w de classe a
et un plongement holomorphe isométrique de la boule ({z € C", [z]> < £}, £ 3" dz;Adz;)
dans X, centré en p.

Ce résultat était déja connu d’Eckl [Eck17], on en donnera une preuve différente.

Les deuxieme et troisieme parties de cette these sont motivées par I’étude des spheres
lagrangiennes dans les variétés kahlériennes. On dit qu’'une sous-variété S d’une variété
symplectique (X,w) de dimension moitié est lagrangienne si la restriction de w a S est
identiquement nulle. D’apres les travaux de Gromov [Gro85], les spheéres lagrangiennes de
dimension au moins 2 ne peuvent pas exister localement dans les variétés symplectiques,
autrement dit leur existence décrit des propriétés symplectiques globales. En géométrie
kahlérienne, la théorie de Picard-Lefschetz donne un procédé général de construction
de spheres lagrangiennes. On décrit dans ce paragraphe ce phénomene sur une variété
projective complexe X. Une déformation complere de X au-dessus du disque vers une
variété a singularité conique est une application holomorphe Il d'une variété kéhlérienne
(X, Q) entiere et close vers le disque de C ayant un unique point critique p, lequel est non
dégénéré, et dont une fibre réguliere IT71(c) est égale & X. Une sphere de X de dimension
moitié est appelée cycle évanescent de la déformation I §’il existe un arc ~ reliant la valeur
critique & la valeur réguliere ¢ tel que les caractéristiques de ’hypersurface IT7*(y) \ p pour
la forme symplectique €2 transportent S sur p. Les cycles évanescents sont des sous-variétés
lagrangiennes de la variété kahlérienne (X, |x). Réciproquement, Donaldson a formulé
la question suivante :

Question C ([Don00]). Toute sphere lagrangienne d’une variété projective X est-elle le
cycle évanescent d'une déformation complexe de X vers une variété a singularité conique ?

Si on oublie la structure complexe de X, la réponse a cette question est bien connue (voir
par exemple la proposition 1.11 de [Sei03]) : si (X, w) est une variété symplectique close et
S est une sphere lagrangienne, alors il existe une déformation symplectique de (X,w) au-
dessus du disque vers une variété a singularité conique de cycle évanescent S, ¢’est-a-dire
une application lisse II d’une variété symplectique close (X, €2) vers le disque ayant un
unique point critique p, lequel est de type Lefschetz, dont les fibres sont des sous-variétés
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symplectiques, telle qu'une fibre régulicre IT71(c) est égale a (X,w) et les caractéristiques
de la préimage d’un certain arc v reliant la valeur critique a ¢ transportent S sur p.
On construira notamment, dans un cadre 1légerement différent, une telle déformation (cf.
proposition [3.12).

A présent on donne quelques résultats qui, on le verra a la fin de cette introduction, sont
motivés par une approche suggérée par Emmanuel Giroux de cette question de Donaldson.
Ces résultats font appel a la terminologie suivante :

— Une sous-variété lagrangienne S d’une variété symplectique entiere (X,w) est dite

de Bohr-Sommerfeld si les périodes relatives de la 2-forme fermée w sont entieéres.

— Une fonction réelle sur une variété complexe est dite C-conveze (ou encore stric-
tement plurisousharmonique) si —dd€ f est une forme de Kihler.

— Une fonction de Morse-Bott f sur une variété symplectique (V,w) est dite w-
conveze s’il existe une primitive A de w et un champ w-dual de A qui est un
pseudogradient pour f.

— Une wvariété de Stein est une variété complexe V' admettant une exhaustion de
Morse-Bott V' — R qui est C-convexe.

— Une variété de Weinstein est une variété symplectique (V,w) admettant une ex-
haustion de Morse-Bott V' — R qui est w-convexe.

— Une sous-variété S d'une variété de Stein/Weinstein V' de dimension moitié est
appelée minimum C-convexe (resp. w-conveze) s’il existe une exhaustion f:V —
R de Morse-Bott et C-convexe (resp. w-convexe) dont S est le plus bas niveau et
dont la restriction a V' \ S est une fonction de Morse.

Guedj ([Gue99]) a démontré la version relative suivante du théoréeme de plongement de
Kodaira : dans toute variété kdhlérienne (X,w) close et entiere, il existe une section
hyperplane complexe Y évitant une sous-variété lagrangienne close S fixée a ’avance;
en particulier S est contenue dans la variété de Stein affine X \ Y. On donne dans la
deuxiéme partie de cette these un raffinement de ce théoreme spécifique aux sous-variétés
lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld :

Théoréme D. Soient (X, w) une variété kihlérienne close et entiére et S une sous-variété
lagrangienne close de Bohr-Sommerfeld, alors il existe une section hyperplane compleze

Y de X évitant S telle que S est un minimum C-convexe dans la variété de Stein affine
X\Y.

Par ailleurs, on donne une version symplectique de ce résultat qui est un prolongement des
deux théorémes suivants. D'une part Auroux-Gayet-Mohsen [AGMO1] ont établi la géné-
ralisation symplectique suivante du théoréme de Guedj : toute variété symplectique (X, w)
close et entiere admet une section hyperplane symplectique qui évite une sous-variété la-
grangienne close fixée a I'avance. D’autre part, Giroux a démontré ([Gir02],|Girl8]) que
dans chaque sous variété symplectique close et entiere, il existe des sections hyperplanes
symplectiques dont le complémentaire admet une exhaustion w-convexe.

Théoréme E. Soit (X,w) une variété symplectique close et entiére et S une sous-variété
lagrangienne close de Bohr-Sommerfeld, alors, il existe une section hyperplane symplec-
tique Y de X évitant S telle que S est un minimum w-convexe dans la variété de Weinstein

X\Y.

On présente dans la troisieme partie de cette thése un travail en commun avec Emma-
nuel Giroux. On y envisage une variante de la question [C] dans le cadre des domaines de

3
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Stein. Une déformation complexe d’un domaine de Stein V au-dessus du disque vers un
domaine a singularité conique est une application holomorphe IT d’une variété complexe
Y vers le disque de C ayant un unique point critique p, lequel est non dégénéré, dont
une fibre réguliere I17(c) est égale & V et telle qu’il existe une fonction ® : V — R
telle qu’en tout point p € V, (—dd®®), (-, i-)|xer a,1 est définie positive et {® = 0} est un
niveau régulier transverse aux fibres de II. Une sous-variété S d’un domaine de Stein V
de dimension moitié est appelée minimum C-conveze s’il existe une fonction C-convexe
f:V — R dont S est le niveau le plus bas, 9V est un niveau régulier et la restriction a
V'\ S est une fonction de Morse.

Théoréme F (avec Emmanuel Giroux). Soit S une sphére d’un domaine de Stein V' qui
est un minimum C-conveze, alors S est un cycle évanescent d’une déformation complexe
de V sur le disque vers un domaine a singularité conique.

Ce résultat utilise crucialement les techniques de construction de structures complexes de
Stein sur les variétés de Weinstein élaborées par Eliashberg et Cieliebak (voir [EL90] et
[CE12]).

En combinant ces résultats pour une sphere lagrangienne S d’une variété projective
X, on peut trouver une section hyperplane complexe Y de X telle que le complémentaire
d’un tube autour de Y soit un domaine de Stein dans lequel S est un minimum C-convexe
puis réaliser S comme cycle évanescent d’une déformation de ce domaine de Stein. Une
perspective en prolongement de ce travail serait de réaliser une telle déformation qui soit
compactifiable en une déformation de toute la variété projective X. Pour mettre en place
cette stratégie, il faudrait d’abord obtenir une version du théoreme précédent spécifique
aux variétés affines :

Question G. Soit S une sphere d’une variété affine V' qui est un minimum C-convexe,
alors S est-elle un cycle évanescent d'une déformation complexe de V' vers une variété a
singularité conique parmi des variétés affines?

On termine cette introduction en signalant que le second chapitre de cette these,

contenant les théorémes [D] et [E] a fait Iobjet de la prépublication [Ver1s].

On utilisera dans la suite du texte les conventions suivantes :

— les variétés sont séparées, paracompactes et lisses (c’est-a-dire de classe C*); une
variété close est une variété compacte sans bord et une variété ouverte est une
variété dont aucune composante connexe n’est close ; les applications entre variétés
sont supposées lisses sauf mention explicite du contraire ;

— on utilisera l'adjectif C-conveze (ou J-conveze pour préciser la structure complexe)
au lieu de «strictement plurisousharmonique» ;

— d€ (ou d’ pour préciser la structure complexe) opére sur les fonctions lisses par
dCf = df(J-);

— si A est une 1-forme dont la différentielle extérieure telle que d\ est symplectique,
on note X le champ de vecteurs d\-dual a A;

— si H est une fonction lisse et w est une forme symplectique donnée par le contexte,
on note H le champ de vecteurs (Hamiltonien) défini par w(H,-) = dH ;

— sur un produit d’ensembles X; X Xy, pr; désigne I'application de projection sur le
j-eme facteur;

— dans un espace topologique, la notation de Gromov Op A désigne un voisinage
ouvert non spécifié du sous-ensemble A.



CHAPITRE 1

Géométrie symplectique des métriques singulieres

Motivés par une compréhension symplectique de techniques effectives en géométrie
algébrique complexe, on donne dans ce chapitre une nouvelle preuve d’un résultat d’Eckl
[Eck17] interprétant les constantes de Seshadri en termes de plongements de boules kéh-
leriennes.

1.1 Résultats effectifs et constantes de Seshadri

La construction de métriques singuliéres a poles logarithmiques isolés et a courbure
positive sur les fibrés en droites holomorphes joue un réle majeur dans 'obtention de
résultats effectifs en géométrie algébrique complexe. Un premier exemple est une version
effective du «grand théoreme» de Matsusaka obtenue par Siu [Siu93]. La taille maximale
des poles de telles métriques singulieres a été définie par Demailly [Dem92] sous le nom
de constante de Seshadri.

Avant de définir ces deux termes, on a besoin de la notion de fonction C-convexe définie
par Oka et Lelong (voir par exemple la partie 1.5 de [DemI12] pour un exposé détaillé de
cette notion).

Définition 1.1. Une fonction réelle ¢ lisse sur une variété complexe est dite C-convexe
si —dd€¢ est une forme de Kihler.

Proposition 1.2. Une fonction lisse ¢ : U C C" — R est C-conveze si et seulement si
il existe une fonction strictement positive € : U — R telle que, pour tous z € U,v € C",
pour tout r > 0 suffisamment petit :

/0 2” ¢(z + rev) — (¢(2) + ) 4o > 0. (1.1)

Définition 1.3. Une fonction continue ¢ : U C C" — [—00, oo et localement intégrable
est dite C-conveze si elle vérifie la condition (|1.1]).



Chapitre 1. Géométrie symplectique des métriques singulieres

Démonstration. On donne une preuve dans le cas n = 1. On suppose (|1.1). Alors, en
prenant le développement de Taylor de ¢ en z a 'ordre 2, (1.1]) s’écrit, pour tout r > 0
suffisamment petit :

mr? ¢ (2) —e(2) | +o(r*) > 0.
0z0z -

Donc % > 0 sur U, autrement dit —dd€¢ = 2id’'d"¢ = 4%%@2 A dZ est une forme de

Kahler. La réciproque se montre similairement. O

L’exemple suivant joue un role important dans ce chapitre.

Exemple 1.4 (Singularité logarithmique). Pour tous € > 0,s > 0, la fonction
slog|z| + €|z])* : C" — [—00, 00|
est continue, localement intégrable et C-convexe.

Proposition 1.5. Soient U,V deuz ouverts de C", ¢ : V — [—o00,00] une fonction
continue, localement intégrable et C-convere et f : U — V un biholomorphisme, alors
¢ o f est C-convere.

D’apres la proposition précédente, pour une preuve de laquelle on renvoie a [Dem12] (p.
40), la notion de C-convexité a un sens pour les fonctions d'une variété complexe vers
[—00, 0o qui sont continues et localement intégrables.

Définition 1.6. Soient X une variété projective complexe, L — X un fibré en droites
holomorphe, p € X et s > 0 un réel. Une métrique hermitienne sur L — X a singularité
logarithmique d’ordre s en p et a courbure positive est la donnée d’une application | - |, :
L — [0, 00| ayant la propriété suivante. Pour tout g € X, il existe un voisinage U de ¢, une
trivialisation holomorphe 7 : L|;y — U x C et une fonction continue ¢ : U — [—o0, 00],
localement intégrable et C-convexe tels que, pour tout & € L|y,

[€ln = e7"|7(€)]

et
1. si U ne contient pas p, ¥ est finie et lisse sur U ;

2. si U contient p, dans une certaine carte holomorphe (z) centrée en p :
liminf —— = s. 1.2

z—0  log | z| ( )

Remarque 1.7. Si la condition (1.2)) de la définition précédente est vérifiée pour une carte
holomorphe (z) centrée en p, alors elle I'est pour toutes (cf. corollaire 7.2 dans [Dem12]).

Définition 1.8. Soient X une variété projective complexe, a une classe de Kéahler entiere
et p € X. La constante de Seshadri de a en p est la borne supérieure v(a, p) de ’ensemble
des réels v > 0 tels qu’il existe un fibré en droites holomorphe L — X de premiére classe
de Chern a ayant une métrique hermitienne a singularité logarithmique d’ordre v en p et
a courbure positive.

6



1.1. Résultats effectifs et constantes de Seshadri

La proposition suivante illustre le role central des métriques singulieres dans ’obtention
de résultats effectifs.

Proposition 1.9 ([Dem92], proposition 6.8). Soient s > 0 un réel, X une variété pro-
jective complexe de dimension n, L — X un fibré en droites holomorphe et p € X. Si la
premiere classe de Chern de L — X a une constante de Seshadri strictement supérieure
an+s enp alors les sections globales du fibré adjoint Kx ® L engendrent les s-jets en p.

Démonstration. On donne une preuve dans le langage des faisceaux d’idéaux multiplica-
teurs de Nadel, issue de [Dem96] (pages 89-90). Il existe une métrique hermitienne h sur
L de courbure positive a singularité logarithmique d’ordre supérieur a n+ s en p. On note
O le faisceau d’anneaux sur X dont les sections sont les fonctions holomorphes. On note
i)ﬁ;“ le faisceau d’idéaux des fonctions holomorphes dont le s-jet s’annule en p. On note
7y, le faisceau d’idéaux de O dont la fibre en un point ¢ € X est définie comme ’ensemble
des germes de fonctions holomorphes f en ¢ telles que, pour une certaine section locale
s : Opg — L ne s’annulant pas, fs est localement intégrable en g pour la métrique h.
Comme h est lisse hors de p, (Z,), = O, pour tout ¢ # p. On va montrer 'assertion :
(Zn), C (fm;“)p. On prend une trivialisation holomorphe de L sur une boule holomorphe
B centrée en p et on note h = e~2? dans cette trivialisation. Il existe un réel v > n + s tel
que, quitte a rétrécir le rayon de la boule B, ¢ < ylog|z| pour tout z € B. Soit f € (Z),.
Alors :

21217 < 0.
NIGE

On développe f en série entiere Y, a,z® sur un polydisque de rayon € > 0 inclus dans

B (ou «a parcourt les n-uplets d’entiers positifs ou nuls). D’apres la formule de Parseval-
Plancherel :
Zaa/ r%a1+1.__r721an+1‘7a’—27 < 00,

Or I'intégrande est homogene de degré 2(3°; a;+n—7)—1 donc, en changeant de variables :
> aa /6 200 == o
o 0

Dot aq = 0 si }3;a; < s, autrement dit f s’annule a 'ordre s en p. L’assertion est
démontrée.

La suite exacte courte de faisceaux 0 — Z, — O — O/Z;, — 0 induit la suite exacte
longue de cohomologie des faisceaux :

'--—>HO(X,O(KX®L)) %THO(X’(O(KX@L)@O/IFL)—>H1(X7O(KX®L>®Ih)—>""

Or, en appliquant le théoreme d’annulation de Nadel ([Nad90]) au fibré en droites L — X
muni de la métrique h : H(X, O(Kx ® L) ® Z;,) = 0. Ainsi application linéaire r est
surjective. Or, d’apres le paragraphe précédent, O/Z,, est le faisceau dont la fibre en p est
I’espace vectoriel des s-jets de fonctions holomorphes en p et dont les autres fibres sont
nulles. Ainsi, 'application qui a chaque section globale de Kx ® L associe son s-jet en p
est surjective.

]



Chapitre 1. Géométrie symplectique des métriques singulieres

On illustre ici cette proposition. On suppose que les constantes de Seshadri d’une classe
de Kahler entiere a sur une variété complexe close X sont minorées par une constante
¢ > 0 en tout point. On fixe un fibré en droites holomorphe L — X de premiere classe de
Chern a et on pose kg le plus petit entier strictement supérieur a ¢=! dim X. En appliquant
cette proposition en tout point avec s = 0, le fibré Ky ® L* est globalement engendré.
Enfin, d’aprés le théoréme de Bertini, Kx ® L* admet une section globale s’annulant
transversalement ; son lieu des zéros est alors une hypersurface complexe de X en dualité
de Poincaré avec [Kx| + koa.

Les méthodes effectives exposées ci-dessus reposent essentiellement sur l'existence
d’une structure complexe intégrable compatible avec w. Cependant, I’existence de sections
hyperplanes est un phénomene symplectique ; en effet, dans une variété symplectique close
et entiere (X,w), Donaldson ([Don96]) a montré I'existence de sous-variétés symplectiques
closes de codimension 2 de (X,w) en dualité de Poincaré avec kw dés que k > ky.

Dans ce chapitre, on donne une caractérisation géométrique des constantes de Sesha-
dri :

Théoreme Bl Soit X une variété projective complexe, a une classe de Kdhler entiére et
p € X. La constante de Seshadri de a en p est la borne supérieure c(a,p) de l’ensemble
des réels ¢ > 0 tels qu’il existe une forme de Kdhler o sur X de classe a et un plongement
holomorphe isométrique de la boule ({z € C", |2|* < £}, 230 | dz; Adz;), centré en p.

Comme on 'a appris plus tard, ce résultat était connu de Eckl [Eck17]. La preuve
donnée par Eckl [Eck17] repose sur les techniques d’éclatement/effondrement dans les
variétés kahlériennes établies par Mc-Duff et Polterovich [MP94].

Pour minorer les constantes de Seshadri, les techniques de Siu sus-mentionnées utilisent
une suite de métriques singulieres a poles logarithmiques dont les lieux singuliers sont des
intersections successives (singulieres) de sections hyperplanes (dont la dimension décroit
vers 0). Comprendre la géométrie symplectique de ce type plus général de métriques
semble étre une suite naturelle de ce travail.

Au-dela de la compréhension des métriques singuliéres, "approche du probléeme [A]
mentionné en introduction par extension des méthodes de Demailly et Siu au cadre sym-
plectique fait face a des difficultés, notamment 1’absence de formalisme cohomologique,
qui semblent pour le moment insurmontables.

1.2 Interprétation géométrique des constantes de Seshadri

On donne dans cette partie une preuve du théoreme |B| par interpolation de fonctions
C-convexes dans C". On pourrait également chercher, en utilisant ce type de méthodes,
a obtenir la caractérisation plus intrinseque suivante :

Question 1.10. Soit X une variété projective complexe, a une classe de Kéahler entiere et
p € X. La constante de Seshadri de a en p est-elle la borne supérieure de ’ensemble des
réels ¢ > 0 tels qu'il existe une forme de Kéhler o sur X de classe a et un plongement
holomorphe d’une boule B C C" dans X centrée en p, de capacité symplectique ¢ pour
a, et sur laquelle @« = —dd®¢ ot ¢ : B — R est une fonction lisse avec un unique point
critique ?
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1.2. Interprétation géométrique des constantes de Seshadri

On utilise les notations suivantes : w = —dd€|z|?/4 désigne la forme de Kihler stan-
dard sur C" et B, = {z € C", |z|*> < ¢/} désigne la boule standard de capacité c.

Démonstration du théoréme [B. Montrons que v(a,p) = c(a, p).

On montre d’abord v > ¢. On peut supposer ¢ > 0. Alors il existe ¢ > 0, a une forme
de Kéhler sur X de classe a et une boule holomorphe B de (X, «) centrée en p et Kéhler-
isométrique a la boule standard B._. C C”. On prend un fibré en droites holomorphe
L — X de premiere classe de Chern a.

On donne d’abord l'idée de la preuve : il s’agit de remplacer une métrique hermitienne
lisse (& courbure positive) sur L dont la courbure sur la boule holomorphe B est la forme
de Kahler standard par une métrique singuliere a singularité logarithmique au centre de
cette boule (et a courbure positive).

On prend une métrique hermitienne h sur L lisse et de courbure de Chern —2mia. 11
existe une trivialisation holomorphe 7 : L|p._. — B._. x C telle que, pour tout &, € L|._,

€l = |r(€)]e 2.

En effet, si on prend une trivialisation holomorphe o de L|p, et qu'on note ¢ : B._. - R
la fonction lisse telle que ||, = |o(€)|e™2™%, alors, en notant d’ la partie C-linéaire de la
différentielle, d'¢ — d'(}|z|?) est une forme fermée sur B,_.. D’aprés le lemme de Poincaré,
il existe une fonction holomorphe f : B._ — C telle que d'¢ — d'(3]2|?) = d'f. Ainsi la
trivialisation 7 := e*/o convient.

En appliquant le lemme [1.11] aux réels 0 < € < ¢ — € on obtient des réels 6 > 0, C' et
une fonction continue ¢ : B._. — [—00, 00| nulle pres du bord, lisse hors de 'origine, telle
que ¢ = 2 log | 2|+ 21[z|> + C prés de origine et ¢ + 1|z|? est C-convexe sur B._. On
étend 1 & X par 0 hors de B,_.. Alors la métrique hermitienne b/ := e=2™%h sur L vérifie
€l = 6_2”(w+‘z|2/4)|7(§)\ sur B._.. Ainsi A’ a une singularité logarithmique d’ordre ¢ — 2¢
en p et a une courbure positive.

On montre maintenant ¢ > v. On peut supposer v > 0. Alors il existe € > 0 et un
fibré en droites holomorphe L — X de premiere classe de Chern a muni d’une métrique
hermitienne a singularité logarithmique d’ordre v — € en p. On prend une boule B de
X centrée en p biholomorphe a By et une trivialisation holomorphe 7 de L|p,. Alors,
€] = [£]e™*™ pour une fonction C-convexe 1) : By — [—00, 00 lisse hors de l'origine
avec liminf,_, lng;\ = =

Ici, réciproquement, 'idée est de remplacer la métrique singuliere h a singularité lo-
garithmique au centre de la boule holomorphe B par une métrique lisse dont la courbure
est la forme de Kéhler standard sur B.

On applique le lemme a 1 et aux réels 0 < € < v — € : il existe une fonction
lisse C-convexe ¢ : By — R et des réels 0 > 0 et C' tels que ¢ = ”_525% + C sur Bs et
¢ = 1 pres de 0By. On pose h' la métrique hermitienne sur L telle que A’ = h hors de

B et [£]p = |7(£)|e 2™ au-dessus de B; elle est lisse et de courbure positive. On note
—2mia la courbure de Chern de A’ ; alors « est une forme de Kéhler de classe a et, sur B,
a=—dd%p = ”_Tsz. Ainsi, la précomposition de notre plongement holomorphe Bs — X

par 'homothétie B, o, — Bs rappelle a en w.
O



Chapitre 1. Géométrie symplectique des métriques singulieres

Lemme 1.11. Soient 0 < € < s et 6 > 0. Alors il existe un réel C' et une fonction
continue ¢ : By — [—00,00], lisse sur Bs \ 0, telle que ¥ = 0 au voisinage de OBk,
¥ = =log|z| + 2> + C au voisinage de Uorigine et 1 + 1[z|* est C-conveze.

Démonstration. D’apres le lemme [1.13] il suffit de construire un réel C' et une fonction
lisse h : [0, 2] = R telle que h(t) = g(t) := *=logt + 3t + C au voisinage de 0, h(t) = %
pres de £ et, pour tout t € [0, 2], A'(t), (th'(t))" > 0; en effet, 1 (z) := h(]z|*) — % définira
alors la fonction désirée.

Il existe une fonction lisse k: . [0, 2] = Ry strictement croissante avec k(t) = tg'(t)
pour ¢ voisin de 0 et k(t) = % pour ¢ voisin de £ (car (tg'(t))(0) < ). Alors h(t) =

s t  k(u)du
Am + f8/7r u

définit la fonctlon voulue.

[]

Lemme 1.12. Soient 0 < € < s et une fonction C-conveze v : By — R lisse hors de

l’origine telle que liminf,_, lwg(T)| = =. Alors il existe § > 0, C' € R et une fonction lisse

C-convezxe ¢ : By — R avec ¢ = TeT + C sur Bs et ¢ =1 pres de 0B;.

Démonstration. 1l existe 6 > 0, D € R et une fonction C-convexe 1 : B, — R lisse hors
de Torigine telle que ¥ coincide avec % + %55 log |z] + D sur Bos et avec ¢ pres de 0B;.
En effet, pour D < mingp, 1 — 1, la fonction max(p, ) est C-convexe, vaut p prés de
l'origine et ¢ prés de dB;. On obtient la fonction ¥ en lissant la fonction max(p, ) au
voisinage de {p = ¢} par le théoréme de régularisation de Richberg [Ric68].

On s’est ramené a montrer 1’existence d’une fonction C-convexe lisse 6 : Bos — R avec
0 = p prés de 0Bys et 0 = %% + C' sur Bs. D’apres le lemme [1.13], il suffit de construire
un réel C' et une fonction lisse h : [0, 2] — R telle que h(t) = (t) = Clogt + £ + D
pour ¢ voisin de 2, h(t) = 5L + C pour tout ¢ € [0, 2] et h/(t), (th'(t))" > 0 pour tout
t €[0,2]. En effet 0(z) := h(|z]?) sera alors la fonction désirée.

11 existe une fonction £ : [0, 2] — R lisse strlctement croissante avec k(t) = j(t) :=
s=¢L pour tout ¢ € [0,2] et k(t) = tg'(t) pres de 2 (car j(2) < (tg'(¢))(2)). Alors la
fonction définie par h(t) := g(£) + f25/7r k(“udu a les propriétés voulues. O

Lemme 1.13. Soit g : R — R une fonction lisse, alors la fonction go |z|? : C* — R est
C-conveze si et seulement si, pour tout t > 0, ¢'(t) > 0 et (tg'(¢)) > 0.

Démonstration. En dérivant :
—dd®(g o |2*) = (¢’ o |2[*)(=dd®|z]*) + (¢" o |z]*)d|z]* A (=d®[2[*).

Alinsi, en tout point z € C", le sous-espace Cz et son orthogonal pour la forme de Kéhler
w = —dd®|z|?/4, (Cz)*, sont également orthogonaux pour la 2-forme —dd€(go|z|?). Donc
la fonction g o |2|? est C-convexe ssi les restrictions de —dd€(g o |2]?) & (Cz)* et & Cz
sont des formes de Kéhler. La forme —dd®(g o |z]?)|(c,)r (resp. —dd®(g o |z]?)|c.) est
Kihler ssi ¢’ o |2]? > 0 (resp. ¢’ o |2]? + |2]2¢" o |2]? > 0) ; en effet, d|z|*> A d€|z|? sannule
sur (Cz)* et vaut |z|2dd€|z|? sur Cz.

[
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CHAPITRE 2

Lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld et minima de fonctions
convexes

Dans ce chapitre, on présente toute sous-variété lagrangienne close d’'une variété sym-
plectique/kahlérienne close dont les périodes relatives sont entieres comme lieu des mi-
nima d’une exhaustion «convexey définie sur le complémentaire d’une section hyperplane
symplectique/complexe. Dans le cadre kdhlérien, «convexey signifie strictement plurisou-
sharmonique tandis que dans le cadre symplectique, cela signifie de Lyapounov pour un
champ de Liouville. En particulier, @ C X \ Y est une lagrangienne ordinaire au sens de
Eliashberg-Ganatra-Lazarev.

2.1 Introduction

Les propriétés de convexité rationnelle des sous-variétés lagrangiennes ont été d’abord
découvertes dans C? par Duval puis ont été étudiées par Duval-Sibony, Gayet et Gued;.
En particulier, Guedj a obtenu la généralisation suivante d’un résultat de Duval-Sibony
dans C" : dans une variété projective complexe X, toute sous variété close @) est ration-
nellement convexe, c’est-a-dire X \ @) est remplie par des hypersurfaces complexes lisses.
Plus précisément, ces hypersurfaces complexes Y sont des diviseurs tres amples de degrés
arbitrairement grands, donc leurs complémentaires sont des variétés affines et admettent
des exhaustions C-convexes f: X \ Y — R.

Définition 2.1. Soit V une variété de Stein et () C V une sous-variété close de dimension
moitié. On dit que @ est un minimum C-conveze s’il existe une exhaustion C-convexe
f:V — R dont @ est un minimum de Morse-Bott et dont la restriction a V' \ @ est une
fonction de Morse.

Cette propriété de convexité est plus restrictive que la convexité rationnelle ; en effet,
d’apres Duval-Sibony, dans C" une sous-variété close de dimension moitié est rationnel-
lement convexe si (et seulement si) elle est lagrangienne pour une certaine forme sym-
plectique, cependant aucune sous-variété close de dimension moitié n’est un minimum
C-convexe (d’apres [ANG62], voir aussi la discussion cléturant cette introduction).
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Chapitre 2. Lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld et minima de fonctions convexes

Dans ce chapitre, motivé par question [C] mentionnée en introduction, on donne une
condition nécessaire et suffisante pour que @) soit un minimum C-convexe. Cette condition
fait référence a une classe de Kéahler et peut étre énoncée plus généralement ainsi dans le
cadre symplectique :

Définition 2.2. Soit (X,w) une variété symplectique close et entiere, au sens ou X est
une variété close et w est une forme symplectique dont les périodes sont entieres. On dit
qu'une sous-variété @) satisfait la condition de Bohr-Sommerfeld — ou plus simplement
est Bohr-Sommerfeld — si le morphisme Hy(X, @Q,Z) — R défini par l'intégration de w
prend des valeurs entieres.

Dans le cadre kdhlérien, voici notre résultat principal (énoncé en introduction) :

Theoréme D] Soit (X,w) une variété kihlérienne close et entiére et Q une sous-variété
lagrangienne close satisfaisant la condition de Bohr-Sommerfeld. Alors, pour tout entier
k suffisamment grand, il existe une section hyperplane complexe Y de degré k dans X
évitant Q telle que @ est un minimum C-convexe dans X \'Y.

Plus explicitement, il existe un fibré en droites holomorphe L — X de premiere classe de
Chern w tel que I’hypersurface complexe Y soit le lieu des zéros d’une section holomorphe
d’une grande puissance extérieure de L.

Dans [AGMO01], Auroux-Gayet-Mohsen ont redémontré le théoréme de Gued; ci-dessus
et I'ont étendu au cadre symplectique en utilisant des idées et des techniques développées
par Donaldson dans [Don96]. Le théoréme [D] a lui aussi une version symplectique, dont
I’énoncé fait appel a la terminologie suivante :

— Une section hyperplane symplectique de degré k dans une variété symplectique close
et entiere (X, w) est une sous-variété symplectique Y de codimension 2 en dualité
de Poincaré avec kw.

— Une fonction f : X \'Y — R est w-conveze si elle admet un champ de vecteurs
pseudogradient de Liouville (7.e. w-dual & une primitive de w).

— Une fonction f : X \'Y — R est w-conveze si elle admet un champ de vecteurs
pseudogradient de Liouville (i.e. w-dual & une primitive de w).

— Une sous-variété de dimension moitié @ C X \ 'Y est un minimum w-conveze s'il
existe une exhaustion w-convexe f : V' — R dont () est un minimum de Morse-Bott
et qui est une fonction de Morse hors de Q).

Avec cette formulation, le théoréme principal de Donaldson dans [Don96| s’énonce ainsi :
toute variété symplectique entiere et close contient des sections hyperplanes de tous degrés
suffisamment élevés. De plus, d’aprés Auroux-Gayet-Mohsen [AGMO1], de telles sections
hyperplanes symplectiques peuvent étre construites en dehors de toute sous-variété la-
grangienne close fixée a l'avance. D’autre par, Giroux a montré dans [Girl8] que, pour
tous degrés suffisamment élevés, les complémentaires des sections hyperplanes symplec-
tiques de Donaldson admettent des exhaustions w-convexes (et sont donc des variétés de
Weinstein). En mélangeant ces ingrédients, on obtient :

Theoréme [El Soit (X, w) une variété symplectique close et entiére et Q) une sous-variété
lagrangienne close de Bohr-Sommerfeld de X. Alors, pour tout degré k suffisamment
grand, il existe une section hyperplane symplectique Y de degré k dans X éuvitant () telle
que @ est un minimum w-conveze dans la variété de Weinstein X \'Y.
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2.2. Sous-variétés lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld...

Dans [EGL15|, Eliashberg-Ganatra-Lazarev ont introduit la définition suivante : une
sous-variété lagrangienne ) d’une variété de Weinstein (W, w) est «ordinaire» s'il existe
un pseudogradient de Liouville W qui est tangent a @) (ou de fagon équivalente il existe
une primitive de w dont la restriction a ) s’annule). Depuis assez longtemps, il est connu
que cette propriété, qui implique que () est une sous-variété lagrangienne exacte, est une
forte contrainte. Par exemple, il est élémentaire de voir (sans aucune théorie de courbes
holomorphes) qu'une sous-variété lagrangienne close de C™ ne peut étre ordinaire. En
méme temps, malgré I'absence d’exemple de sous-variété lagrangienne exacte close non
ordinaire dans une variété de Weinstein, on ne connait aucune méthode générale pour
prouver que les sous-variétés lagrangiennes exactes devraient a priori étre ordinaires.
Les théoremes [D] et [E] montrent que, dans le complémentaire des sections hyperplanes
complexes et symplectiques construites, la sous-variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld
@ est tangente a un pseudogradient de Liouville et est don ordinaire.

Dans la partie on explique pourquoi la condition de Bohr-Sommerfeld nous est
nécessaire et on décrit quelques propriétés des lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld. Dans
la partie on démontre le théoreme [E| en appliquant le résultat technique principal de
|Gir1lg]. Dans la partie on démontre le théoréme @, ainsi que son analogue du point
de vue de la géométrie complexe, en utilisant des techniques qui remontent a [DS95].

2.2 Sous-variétés lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld...

On note d’abord que Cieliebak-Mohnke ont prouvé, dans [CM17, Theorem 8.3], une
version du théoréeme principal de [AGMO1] qui est spécifique aux sous-variétés lagran-
giennes de Bohr-Sommerfeld.

La condition de Bohr-Sommerfeld des théorémes [D] et [E] est nécessaire, en effet :

Lemme 2.3. Soit (X,w) une variété symplectique close et entiére et () une sous-variété
lagrangienne. On suppose qu’il existe une sous-variété Y C X en dualité de Poincaré avec
w évitant Q et X\ une primitive de w sur X \'Y dont la restriction a la sous-variété Q) est
exacte. Alors Q) est une sous-variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld de (X, w).

Démonstration. 11 suffit de montrer I’assertion (bien connue) suivante : Soit X une variété
close connexe et orientée, Y C X une sous-variété close de codimension 2 et w une 2-forme
exacte non fermée sur X en dualité de Poincaré avec Y. Alors, pour toute surface compacte
¥ C X a bord disjoint de Y et pour toute primitive A de w sur X \ Y dont la restriction

a () est exacte,
/wzzy.
b

On suppose d’abord que Y est connexe. Pour tout 2-disque plongé D intersectant Y
transversalement en un point, avec un signe €(D) = £1, on pose 7 := €(D)([pw — [yp A).
Le «résidu» r ne dépend pas du choix de D. Pour voir ceci on va montrer que, pour deux
tels disques D et D',

e(D") 8D/)\—6(D)/8D/\:/sze(D’)/Dlw—e(D)/Dw.
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Chapitre 2. Lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld et minima de fonctions convexes

Par connexité de Y on peut fixer un cylindre C' de X \ 'Y de bord —e(D’)0D’ + ¢(D)0D.
D’une part, d’apres le théoreme de Stokes,

/C w=eD) [ r=eD) [ A

D’autre part, le 2-cycle C' + ¢(D)D — ¢(D')D’ est un bord dans X et w est fermée donc

/Cw—l—e(D)/Dw—e(D’)//w:O.

Finalement, le «résidu» r ne dépend pas de D.

Soit 3 C X une surface compacte intersectant Y en dehors de 9%. Par un argument
de position générale on peut supposer que les intersections sont transverses. Pour chaque
point p; € X NY, on prend un disque D; C X qui intersecte Y seulement en p;. Par le
théoreme de Stokes, [y, p, w = — X; Jop, A, ainsi :

/Ew:E.YT . (2.1)

Comme w n’est pas exacte, on peut appliquer a une surface close Y vérifiant 39.Y =
Jsyw # 0. Il en résulte r = 1; Iassertion découle donc de (2.1)).

On suppose maintenant que Y n’est pas connexe. Si dim X > 3, alors le cycle [Y] peut
étre représenté par une sous-variété close et connexe, par exemple par une somme connexe
(en dehors de 0%)) des composantes connexes de Y. Si dim X = 2, [Y] est représentée
par le multiple entier de n’importe quel point. Ainsi, on se ramene au cas précédent.

O

Cependant, la condition de Bohr-Sommerfeld peut facilement étre obtenue apres une
légere modification de la forme symplectique :

Lemme 2.4 (Approximation et homothétie). Soit (X,w) une variété symplectique close
et Q une sous-variété lagrangienne close. Alors il existe une existe une 2-forme € arbi-
trairement petite et un entier positif k(e) tel que Q soit une sous-variété lagrangienne de

Bohr-Sommerfeld de (X, k(w + €)).

Démonstration. On raisonne comme dans [AGMO01] : w|g = 0 donc, d’apres la suite exacte
longue --- — H*(X,Q;R) — H*(X;R) — H3*(Q;R) — -+, c’est I'image d’une classe
relative ¢ € H%(X, Q; R). On approxime ¢ par une classe rationnelle r € H?(X, Q; Q) puis
on prend une petite forme fermée € s’annulant sur ) et représentant ¢ —r. Alors, la forme
fermée w — € est symplectique, s’annule sur () et ses périodes relatives — obtenues par
évaluation de r sur H*(X, Q,Z) — sont rationnelles. H

Voici la caractérisation des sous-variétés lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld que 1’on
utilisera dans la preuve des théoremes [D] et [E]

Lemme 2.5 (Fibrés en droites plats). Soit (X,w) une variété symplectique entiére et Q)
une sous-variété. Alors, () est une sous-variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld si et
seulement s’il existe un fibré en droites hermitien L — X et une connection unitaire V
sur L de courbure —2irw tels que (L,V)|q est un fibré plat trivial. Si Q) est une sous-
variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld et, de plus, (X,w) est une variété kihlérienne,

alors on peut choisir pour (L,V) un fibré hermitien holomorphe avec sa connection de
Chern.
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2.2. Sous-variétés lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld...

Démonstration. On suppose que () est une sous-variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld.
Comme les périodes de w sont entieres, on peut fixer un relevé ¢ de sa classe de coho-
mologie dans H?(X,Z). On prend un fibré en droites hermitien Ly — X de premicre
classe de Chern ¢ et une connection unitaire Vy de courbure —2inw. La sous-variété @)
est Lagrangienne donc la restriction (Lo, Vo)|g est un fibré hermitien plat.

On va construire un fibré hermitien plat (L;, Vi) — X dont la restriction a @ est
isomorphe & (Lg, Vo)|g- Le fibré en droites désiré sera alors Ly ® L.

On rappelle que les fibrés en droites hermitiens plats au-dessus d’une variété Y sont
classifiés a isomorphisme pres par leur représentation d’holonomie Hy(Y,Z) — U(1) (cf.
proposition 3.6.15 dans [Thu97]). Pour construire le fibré plat (L, V) il suffit d’étendre la
représentation d’holonomie p : Hy(Q), Z) — U(1) du fibré plat (Ly, Vj)|g en un morphisme
Hy(X,Z) — U(1).

On montre d’abord que la restriction de p au noyau du morphisme de groupes i :
Hi(Q,Z) — Hy(X,Z) induit par l'inclusion est triviale. On considére la suite exacte
longue associée a la paire (X, Q) :

o Ho(X,Q:2) S H(Q,Z) 5 Hy(X,Z) — - -

ou 0 est le morphisme donné par le bord des chaines. Il suffit de montrer que po d = 0.
Chaque classe a € Hy(X, Q; Z) peut étre représentée par une surface plongée ¥ C X dont
le bord (éventuellement vide) est inclus dans @. Il suit donc du lemme (bien connu) 2.6
que :

p(0a) = exp (QiW/CLw) . (2.2)

Comme () vérifie la condition de Bohr-Sommerfeld, p(da) = 1.

Ainsi p se factorise par le morphisme p : Hy(Q,Z)/keri — U(1) ou Hy(Q,Z)/ keri
s’injecte dans Hy (X, Z). A présent U(1) est un groupe abélien divisible donc c’est un Z-
module injectif (voir par exemple [Wei95, Corollary 2.3.2]). On en déduit que p s’étend &
H\(X,Z).

Dans le cas ou (X,w) est une variété kdahlérienne, on peut prendre pour (Lo, V) un
fibré en droites hermitien holomorphe avec sa connection de Chern (cf. [Dem12, Theo-
rem 13.9.b]). D’autre part, le fibré plat (L, V1) est isomorphe au quotient du fibré plat
trivial X x C par P’action diagonale du groupe fondamental, agissant sur le revétement
universel X par automorphismes de revétement et sur C par la représentation d’holono-
mie Hy(X,Z) — U(1) (cf. proposition 3.6.15 dans [Thu97]). Par conséquent la structure
complexe triviale et la connection triviale sur X x C induisent respectivement une struc-
ture complexe et sa connection de Chern sur L;. Le fibré Ly ® L' a donc les propriétés
voulues.

Réciproquement, soit (X, w) une variété symplectique et L — X un fibré en droites
hermitien muni d’une connection unitaire V de courbure —2inw tel que (L, V)| est un
fibré plat trivial. Alors, la représentation d’holonomie (triviale) p de (L, V)| vérifie ;
donc @ est une sous-variété lagrangienne de Bohr-Sommerfeld. [

Lemme 2.6 (Gauss-Bonnet). Soit X une variété et L — X un fibré en droites hermitien
muni d’une connection unitaire V dont on note —2imw la 2-forme de courbure. Soit X
une surface connexe orientée a bord non vide et f : X — X une application. L’holonomie
de V le long du lacet f|ps est exp(2ir [v f*w) € U(1).
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Chapitre 2. Lagrangiennes de Bohr-Sommerfeld et minima de fonctions convexes

Démonstration. On peut supposer X = X et f = Idy en rappelant le fibré L par 'appli-
cation f. Il existe une section unitaire s : ¥ — L. Dans la trivialisation de L donnée par
s, il existe une primitive o de w telle que la connection V se lit d — 2ira. Par le théoreme

de Stokes,
[o=[
by 0%

On peut supposer que 0% est connexe. On prend f : [0, 1] — 0% un paramétrage de 0.
Pour tout relevé paralléle unitaire v : [0,1] — L de S et pour tout ¢t € [0,1], 7/(t) =
2imy(t) (B*a)(0;) d’ou

(¢ 1
2i7r/ o= ’y()dt:logm.
% 0,1 Y(t) 7(0)
Une exponentiation donne le résultat. O
2.3 ...Comme minima de fonctions w-convexes

Dans cette partie on démontre le théoreme [E] donc @) est une sous-variété lagrangienne
close de Bohr-Sommerfeld d’une variété symplectique entiere (X,w). On adoptera les
notations suivantes :

— J : une structure presque-complexe w-compatible sur X ;

— g =w(+, J+) : la métrique riemannienne correspondante ;

— )Xo : la forme de Liouville sur T*Q) ;

— fo:p€T*Q > 7|p|*> € R ou || est la norme sur chaque fibre de T*Q — @Q induite

par la restriction de la métrique g a Q.
En utilisant le théoreme de forme normale de Weinstein, on identifie un voisinage N de
Q) C (X,w) a un tube {fy < ¢} autour de la section nulle @ in (7*Q,d\o) de telle sorte
que, pour tout ¢ € @, les sous-espaces T;Q), T7Q) C T,(T*(Q)) soient g-orthogonaux.

Grace au lemme [2.5] on fixe un fibré en droites hermitien L — X, une connection
unitaire V sur L de courbure —2miw et une section unitaire parallele sq du fibré plat
(L,V)lo-

On considere les deux sections suivantes de L|y :

— s: N — L|y : I'extension de la section sy par transport paralléle par V le long des

rayons dans les fibres T*Q) ;

— sp:=e fs: N = L|y (qui est bien définie puisque fo|g = 0).

Pour tout entier positif k£, on note L* la puissance tensorielle k-éme du fibré L, dont
la connection est de courbure —2kmiw, et on note g := kg la métrique renormalisée.
Pour tout entier » > 0, on munit le fibré vectoriel @ T*X ® L¥ de la connection induite
par la connection de Levi-Civita pour la métrique g, et notre connection sur L¥; on
note encore cette connection V. On définit la norme C" d’une section u : X — LF par
|ullcr g, == sup |u| +sup |[Vuly, +---+sup|V"ul,. Les parties J-linéaires et —J-linéaires
de la connection V sont respectivement notées V' et V”.

Pour toute 1-forme A sur X, on notera Y le champ de vecteurs qui est w-dual a .

16



2.3. ...Comme minima de fonctions w-convexes

Lemme 2.7. [] existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier k > 1, la fonction
fo et la section s satisfont les bornes suivantes sur N :

— —
No-(kfo) = C7H(INolg, +1d(kf)[5,), C ko) < |d(kfo)lge < C(kfo)'?,
Vstlge < C(kfo)2e ™, [V2sgllco g, < C et [V'sgllcrg, < CRY2

Démonstration. Quitte a renormaliser la métrique, il suffit d’établir les deux premieres
bornes de I’énoncé pour k = 1. La fonction fj est de Lyapounov pour le champ de vecteurs
Ag- Ceci implique la premiere borne. La sous-variété ) est un minimum de Morse-Bott
pour fy, d’ou la deuxieme borne.

Comme sy = e~ /0s avec s parallele,

Vso = —dfoe s + e °Vs = —(dfy + 2mig)so.

Par conséquent, Vs, s’annule en chaque point de la section nulle. Ainsi, il existe une
constante C' > 0 telle que [Vsgl, < C’f(}/z. De plus, le 1-jet de V"sy s’annule a chaque

poinide Q. En_>effet, d’apres l'identité \g = —w(-, A\g) et par J-linéarité de la 1-forme
g('7 )\0) - iW(', )\0)7

%
V//SO = —271'(%{? + i)\o)),/SO = —QW(% — g(-, )\0))//80,

%
donc il suffit de montrer que le 1-jet de la 1-forme % — g(-,\o) s’annule en chaque

point de ). Son 0-jet s’annule clairement et, pour tout vecteur v = (vy,v9) de la somme
g-orthogonale T'(T*Q)|q = TQ & T*Q,

d(g(-, 20)) (v, 0) = g(v,v.20) = g(v,05) = g(v3, v2) = (d2f) (v, v)/(27),

donc son 1-jet s’annule également. Par conséquent, il existe une constante C' > 0 telle
que |VV”sol, < Cfy? et |V"s0lg < Cfo. Ainsi, par la regle de Leibniz, on obtient les
bornes désirées sur Vsk et V2sk et les deux bornes |V”sf|,, < CkY2foe %0 |[VV"sk|, <
(k fg’/ >+ fol/ 2)06*”0. Ces deux dernieres fonctions Gaussiennes de f; a valeurs réelles
atteignent toutes deux leur maximum global en Constante x k=! d’ott la derniére borne
du lemme.

m
En particulier, les sections s sont asymptotiquement holomorphes au sens suivant :

Définition 2.8 (Donaldson, Auroux). Des sections s, : X — LF sont dites asymptoti-
quement holomorphes s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout entier &k > 1,
IV"skllc1,g, < CEV2 et [[skllc2g, < C-

Le résultat suivant a déja été observé dans Auroux-Gayet-Mohsen [AGMO1), Remark
p.746]. On rappelle que le voisinage N de @) est identifié au tube cotangent {fy < c}.

Lemme 2.9. Soit § : N — [0,1] une fonction d support compact (indépendante de
k) avec B = 1 sur un tube {fy < b}. Alors, les sections soy := sk : X — LF sont
asymptotiquement holomorphes.
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Preuve du lemme[2.9. Les sections sk satisfont les bornes du lemme sur N. Alors, il
existe une constante C' > 0 telle que :

IV"s0kllcog. < lldBllcog, sup |sgl+ V"6 llco.g,
{fo>b}
< Ck™Y2e bk 4 Cp=1/2,
De méme :
19V s0xllco, < [dBllen.g, sup [35] + 20 dBlles.g, sup Vs8], + [TV sEllen,
{fo>b} {fo>b}
S C'k:_le_bk + QCk—1/2(0k1/2cl/2e—bk) + Ck'_l/Q.

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k, ||[V”sgxllcr, < Ck~Y2 En

raisonnant de la méme facon, on obtient la borne ||sqx||c2,4, < C.
]

Le théoréme de Giroux ci-dessous fournit des perturbations de sg; qui s’annulent
transversalement et avec la propriété suivante :

Définition 2.10 (Giroux). Soit x €]0,1[. Une section s : X — L* est k-quasiholomorphe
si |V"s| < k|V's| en chaque point de X.

Théoréme 2.11 ([Girl8, Proposition 13]). Soient ¢ > 0, k € (0,1) et so1, : X — L* des
sections asymptotiquement holomorphes. Alors, pour tout entier k suffisamment grand, il
existe une section sy : X — L* avec les propriétés suivantes :

— 51 S’annule transversalement ;

— 51 est k-quastholomorphe ;

— Itk — sollerg <€

— —log|s1k] : {p € X, s1k(p) # 0} = R est une fonction de Morse.

On rassemble & présent les arguments pour démontrer le théoreme [E]

Preuve du théorémel[E. Par le lemme , on peut fixer des sections so; : X — L* avec
Sox = sk sur un tube {fy < b}. On fixe ensuite € €]0,1[ et des sections sy : X — L*
fournies par le théoréme [2.11] Le sous-ensemble Y := {s,;, = 0} C (X,w) est une section
hyperplane symplectique de degré k (grdce aux deux premiéres propriétés du théoreme
2.11], voir par exemple la proposition 3 dans [Don96]) évitant la sous-variété @ (car |so| = 1
sur () et par la troisieme propriété du théoreme .

Il reste a construire une exhaustion w-convexe f : X \ Y — R ayant un minimum
de Morse-Bott en () et qui est de Morse en dehors de (). Pour ce faire, on va recoller
la fonction for = kfy : N — R, qui a clairement un minimum de Morse-Bott en @,
a lexhaustion f1; = —log|sik] : X \Y — R, qui est de Morse (d’aprés la derniere
propriété du théoreme et a un nombre fini de points critiques (puisque s ; s’annule
transversalement).

Avant de recoller, on note que, d’apres le lemme , la fonction fyj est de Lyapounov

pour le champ de Liouville A\g avec une constante de Lyapounov pour la métrique g, qui
ne dépend pas de k. D’autre part, le lemme suivant de Giroux donne un pseudogradient
de Liouville pour la fonction f; . Pour pouvoir I’énoncer, on note Ay ; la 1-forme réelle
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2.3. ...Comme minima de fonctions w-convexes

telle que, dans la trivialisation unitaire de L*| x\y donnée par sy /|s1|, la connection V

se lise d — 2kmiA; ;. On rappelle aussi que la notation A désigne le champ de vecteurs
w-dual & une 1-forme fixée .

Lemme 2.12 ([Girl8, Lemma 12]). Soit k € (0,1) et s1 : X — L* une section k-
quasiholomorphe. Alors :
o 1—r? N

AMk-Jig = §m(|df1,k|gk + A1 klg,)-
Ainsi la fonction f; ; est de Lyapounov pour \; i, avec une constante de Lyapounov pour
la métrique g uniforme en k.

Enfin, la fonction voulue f est construite par le lemme suivant, en recollant, sur une
région annulaire {a < for < b} autour de @, la structure de Weinstein standard (de

—
Morse-Bott) (Ao, fox) sur 7*Q avec la structure de Weinstein (A, f1x) donnée par le
théoreme de Giroux ci-dessus. O

Dans I’énoncé ci-dessous, le nombre ¢ désigne encore la taille du tube cotangent initial
{fo < ¢} autour de Q.

Lemme 2.13. Soient k € (0,1) et a,b €]0,c[ avec a < b. Alors, pour tout € €]0,1]
suffisamment petit et pour tout k > ko(e) suffisamment grand, il existe un champ de

_>
Liouville X sur X \'Y et une fonction de Lyapounov f : X \'Y — R pour X\ tels que

— — — -
(A, f) = (Mo, for) sur {for < a}, (N, f) = (A, fir) en dehors de { for < b} et f n'a
pas de point critique sur {a < for < b}.

Démonstration. On omet les indices k£ dans cette preuve.
Pour 'instant, on admet les deux faits suivants : il existe une constante C' > 0 (indé-
pendante de k, €) telle que

Ifo = filler(ny,ge < Ce (2.3)

et, pour € > 0 suffisamment petit, la 1-forme A; — )y est exacte sur N.
On va coller les structures de Weinstein en deux étapes. On fixe deux nombres a <

ay < b < b. Pour e < min(*55%, %), la région annulaire {a < fy < b} contient les

niveaux {f;1 = a_} et {f1 = by} (d’apres la borne (2.3))).

Dans un premier temps, on raccorde les fonctions dans la région annulaire intérieure
{fo = a}n{f1 <a_}; plus précisément, on construit une fonction de Lyapounov f : X —

R pour Ao avec [ = fosur {fo < a} et f = f; hors de {f1 < a,}. 1l suffit de montrer
que Ag est transverse aux niveaux de fy et f; dans cette région intérieure; en effet, en

croissant de a a b le long de chaque trajectoire de A\g on obtient une fonction f transverse
aux niveaux de fy et fi. Il existe une constante C’ > 0 telle que ||dfol,, > C" (d’apres
le lemme [2.7)). Par la borne précédente et (2.3), ||dfill, > C' — Ce. Donc, d’apres les

deux conditions de Lyapounov, il existe une constinte C’" > 0 telle que A\g.fo > C' (en
particulier )\ est transverse aux niveaux de fy) et A;.f; > C’. Par la borne précédente et

_>
encore 1’ Ao est transverse aux niveaux de f.
Dans un second temps, on recolle les champs de Liouville dans la région annulaire
extérieure {a_ < f; < by} (ou f = f1); plus explicitement on construit un champ de
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_>
Iiouville A qui est transveise aux niveaux de f dans la région extérieure et coincide avec
Ao sur {f1 < a_} et avec Ay hors de {f; < by}. La 1-forme A} — \g est exacte (d’apres

_>
'assertion initiale) autrement dit il existe une fonction H telle que Ay — Ay = dH. On
fixe une fonction plateau 5 : R — [0,1] telle que f = 0 sur R<(y_a)/2 €t S = 1 sur R,
- =

et on note 31 := o fi. Alors le champ de vecteurs A\ := Ao + d(81H) est de Liouville
et satisfait les conditions au bord _()iésirées. De plus, 1 est tangent aux niveaux de f; et,
d’apres le paragraphe ci-dessus, Ay et A; sont positivement transverses a ceux-ci, donc
A = (1—=p1)Xo + B1A1 + P1H est également transverse a ceux-ci.

Il reste & montrer 'assertion initiale. D’une part, fo — fi = Relog(s1s5") et, puisque
u; = s;/|s;| satisfait Vu; = —2kmidu;,

M — Ao = 5 (u51Vuo - uf1Vu1> = g—dlog(ugu; ') = 5-darg(sysy ).
D’autre part, ||log(sisy')|ciy, < Ce; c’est une conséquence des trois bornes |[s; —
Sollct g, < € inf|sg| > e7¢, et ||[Vsglco,, < Constante (d’apres le lemme [2.7)). En parti-
culier on obtient la borne (2.3)) et, pour € > 0 suffisamment petit, || arg(s;sy")|lco < 7/3

donc Ay — Ag est exacte.
n

Remarque 2.14 (Une preuve alternative de l'ordinarité de la sous-variété lagrangienne
Q C X \Y). Pour k suffissamment grand, il est possible de choisir notre perturbation
k-quasiholomorphe s : X — L (qui s’annule transversalement et hors de Q) de s de
telle sorte que la function quotient (six/sox)|q soit réelle. Cette derniere propriété, qui
peut étre réalisée en implémentant les techniques d’Auroux-Munoz-Presas [AMP05] dans

la preuve de [Girl8| Proposition 13], implique que le champ de Liouville A; x est tangent

A2 Q.

2.4 ...Comme minima de fonctions C-convexes

Dans cette partie on donne la preuve du théoréme [D] donc @ est une sous-variété
lagrangienne de Bohr-Sommerfeld close d'une variété k&hlérienne close (X, w). En utilisant
le lemme [2.5] on fixe un fibré en droites hermitien holomorphe L — X de courbure de
Chern —2miw et une section unitaire parallele sg : Q@ — L|g. On note V la connection de
Chern. Soit £ > 1 un entier. On utilisera les notations suivantes :

— gk = kw(-,3-) : la métrique renormalisée ;

— dj, : la fonction distance a () pour la métrique riemannienne gy ;

— Bk(Q,C) = {dk < C}.

On munit le fibré vectoriel " T*X ® L* avec la connection induite par la connection de
Levi-Civita pour la métrique g, et la connection de L*¥ — on note encore cette connec-
tion V. On définit la norme C" d’une section u : X — L* par |lulcr,, = sup |u| +
ST, sup | Vul,,.

Puisque @ est une sous-variété totalement réelle, c’est le lieu des minima de fonctions
C-convexes définies au voisinage de () (notamment le carré de la fonction «distance a
@Q» d?). Dans les deux prochains lemmes on construit une telle fonction sous la forme
fo = —log|se|, ou sp est une section de L au voisinage de () dont les puissances sont
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asymptotiquement holomorphes (au sens précisé par le lemme [2.17)) et seront apreés mo-
difiées en d’authentiques sections holomorphes de L* (voir la proposition [2.18]).

Lemme 2.15. [l existe un nombre ¢ > 0 tel que la restriction du fibré L a N := B1(Q, )
admet une section holomorphe s : N — L|y. De plus, pour tout entier r > 1, la fonction
a valeurs complezxes so/(s|q) s’étend en une fonction lisse F : N — C telle que la 1-forme
d"F et son r-jet s’annulent en chaque point de Q).

On finira par choisir r = n, la dimension complexe de la variété X.

Démonstration. Comme () est une sous-variété totalement réelle de X, elle a un voisinage
N sur lequel la fonction d? est C-convexe (voir par exemple le lemme , donc N est
une variété de Stein. Ainsi la premiére assertion découle des travaux de Oka [Oka39] et
Grauert [Grabg].

Pour tout entier r > 1, d’apres [CEI12) Proposition 5.55], la fonction & valeurs complexe
so/(s|q) s’étend en une fonction lisse F' : N — C telle que, en chaque point de @, d"F
s’annule et son r-jet également. O

On choisit la section locale et la fonction locale suivantes :
— 89 :=Fs: N — L|n, qui étend la section so : Q — L|g;
— fo:=—log|so| : N = R.

Remarque 2.16 (Le cas analytique réel). Si la sous-variété @) est analytique réelle, alors
on peut prendre pour sg : N — L|y une section holomorphe. En effet, on peut garantir
que la connection V du fibré L fourni par le lemme est analytique réelle. Dans ce cas,
so 1 @ — L|g est analytique réelle et peut étre complexifiée.

Lemme 2.17. On suppose r > 1. Alors, la sous-variété @ est un minimum de Morse-
Bott pour la fonction fy. De plus, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier
k > 1, la section sk : N — L¥|y vérifie les bornes suivantes sur N :

127kw — dd®log |sk||,, < Ck™Y%dy,
™% < |sf| < e/,

Vsk|y < Clpe™ %/ |V sk]|erg, < CET/2

Démonstration. On observe d’abord que Vsy s’annule en chaque point p € ). En effet,
T,X = T,Q®iT,Q (puisque () est une sous-variété totalement réelle de dimension moitié),
Vso(p) = V'so(p) (car V"so(p) s’annule) et Vso(p) s’annule sur 7,Q (puisque sq|q est
parallele). Alors, il existe une constante C' > 0 telle que |Vsy| < Cdy. De méme, comme
le r-jet de V”sy s’annule en chaque point de @, il existe une constante C' > 0 telle que
[V"50|gy < Cdi et [VV"s0l,, < Cdf.
Le 1-jet de la fonction fy = —log |sg| s’annule en p; en effet, fo(p) =0 et
dfo(p) = 3dlog(|sol*) = 3150l d([s0[*) = |s0| > Re(Vso, 50) = 0.

2
De plus,

2
= —(id'd"log |F|*), =0

271w, + (dd°fy), = ddlog = —id'd" log

S S
S0 S0
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car le 1-jet de la forme d”F s’annule en p. Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que
127w + dd®fy|, < Cdy. En multipliant par & on obtient la premiére borne de I’énoncé.
D’autre part, la forme quadratique hessienne (d%fy), : 7,X — R s’annule sur T,Q et
vérifie, pour tout vecteur v € T, X,

(d%fo)(v,v) + (d%fo) (iv,iv) = —(dd°fo)(v,iv) = 27w (v, iv) = 2mg(v,v).

Par conséquent, (d?fy), est définie positive sur i 7,@Q et @ est un minimum de Morse-Bott
minimum de la fonction fy. Puisque @) est compacte, il existe une constante C' > 0 sur un
voisinage de @) (indépendant de k) :

Cld2 < fy < Cd2.

. _ 2 _ 2 . 5N .
Autrement dit, e"“% < |s] < e~%/C. On obtient la deuxiéme borne en prenant la puis-
sance k-eéme. La troisieme borne et les bornes

V5|, < CkdjTe /€ IVV" sk, < Ckdj(1 + kd?)e*4/¢

découlent de cette borne et des bornes Vsg, V”sg et VV”sy (en appliquant la regle de
Leibniz a sf). Les deux derniéres fonctions réelles de d; atteignent toutes deux leur maxi-
mum global en Constante x k~'/2. En exprimant ces estimations pour la métrique g;,on
obtient la derniere estimation du lemme. O]

Voici le résultat principal de cette partie. On rappelle que le nombre ¢ désigne la taille
du tube N = B1(Q, ¢).

Proposition 2.18. Soit p €]0,c[. Alors, il existe des sections holomorphes s : X —
L* telles que, pour tout € > 0 et pour tout k > ko(e) suffisamment grand, s, s’annule
transversalement et ||sy — sk||lc1 4, < € sur Bi(Q, p), le p-voisinage de Q pour la métrique

g.

On repousse la preuve de la proposition [2.18 et on explique d’abord comment elle
implique le théoréme [D]

Preuve du théoréme[Dl. On fixe un rayon p € (0, ¢) et, par la proposition , des sections
holomorphes s;, : X — L¥ : pour chaque € > 0 et pour k > k; (¢) suffisamment grand, le lieu
des zéros Y := s;'(0) est une section hyperplane complexe (lisse) et ||sj, — s&||c1,, < € sur
B1(Q, p). Par les deuxieéme et troisiemes inégalités du lemme , il existe une constante
C' > 0 (indépendante de k et €) telle que, pour € > 0 suffisamment petit, sur By(Q, p), les
fonctions f, := —log|sy| et fo = —log|sk| vérifient

1 = foller g < Ce.

On prend une fonction plateau S8 : X — [0, 1] & support dans By (Q, p), avec [ = 1
sur Bi(Q,p/2) et ||Billcz,y, < C' pour une constante ¢’ > 0 (indépendante de k). La
fonction f := Bpfo+ (1 — Br)fi : X \Y — R est exhaustive, atteint un minimum de
Morse-Bott en @ et ses points critiques restent dans un compact. (On note que, pour e
suffisamment petit, ce minimum est global. En effet, sur {8, = 1}, f = fo, et sur {f; < 1},
f1 > —log(|se| +€) > —log(e ”/C +€) > 0.)
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On montre a présent que f est C-convexe. D’abord, puisque s, est holomorphe,
—dd°f; = 2kmw. Ainsi, par la premiére borne du lemme [2.17] il existe une constante
C" > 0 telle que ||dd*(fo — f1)llcog, < C"k~'/2 Par conséquent,

[2kmw 4+ dd° fl|co g,

= [|[dd“(Bx(fo — f1))llco.gs

< B C"R2 4 1(fo = f1)AABell + 1A fo = fr) A d°Bill + [1A°(f1 = fo) A dBl|

< C'EYV? 4 3(Ce) (2.4)
Donc, pour tout € > 0 suffisamment petit et pour tout k > ky(€) suffisamment grand,
|12kmw + ddf||co 4, < 2m. Cette inégalité garantit que la fonction f est C-convexe. Une

perturbation C2-petite de la fonction f & support dans un compact de Y\ @Q est de Morse
en dehors de @ et vérifie les propriétés du théoréme [D] n

On cherche maintenant a prouver la proposition [2.18, Le lemme ci-dessous définit des
sections globales de L* qui seront plus tard rendues holomorphes. La norme L? d’une
section s : X — ®"T*X ® L* pour la métrique g;, est définie par

sl = ([ 152, G)"
L2,gk = « S g .

Lemme 2.19. Soit § : X — [0,1] une fonction a support dans N avec § = 1 sur un
tube B(Q, p). Il existe une constante C > 0 telle que les sections sy, = PBsh + X — L*
vérifient les bornes suivantes :

||v”807k||cl7gk S Ok_r/27 ||V//SO,kHL2,gk S Ck?(n_r)/2

Démonstration. Les sections sb vérifient les bornes du lemme sur N. Alors, il existe
une constante C' > 0 telle que :

Hvﬂso,k

cog < [[dBlleoy sup |sgl + sup [V”sglg
{d1>p} (Q,2p)

< O(e MO 4 -1/

De méme :

IVV”s0,kllco,g

< [[d®Blleo,y sup [sg] +2[|dBllcog sup [Vsgly + sup [VV"sgl,

{d1>p} {d1>p} B(Q,2p)

< Ce FC 4 Ce7kC 4 Of=r=2/2,

Puisque
IV s0,kll2.90 < CE™?V" 50,10 gy

la norme C! et la norme L2, pour la métrique g, vérifient les bornes de I’énoncé. m

On va utiliser la version suivante des estimations L2 de Hérmander :
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Théoréme 2.20 (cf. [Dem12, theorem VIIL.6.5] et la discussion qui suit). Soient (X,w)
une variété kahlérienne close et entiere et L — X un ﬁbre en droites holomorphe hermitien
de courbure de Chern —2miw. On pose C' := sup |RICCI |g- Alors, pour tout k > C' et pour
toute section lisse u : X — N0 T*X ® LF vérifiant V'u = 0, il existe une section lisse
t: X — L* vérifiant :

V't=wuet |t|}s < ———c|lullis .
1 < sl
En appliquant ce lemme aux sections so; du lemme [2.19, on obtient des sections
lisses & : X — L* telles que |t]|L2y, < Ck"""1/2 et, pour k suffisamment grand,
V" (sox — tr) = 0. Le prochain lemme convertit nos estimations L? en estimations C'.

Lemme 2.21. Soient (X, w) une variété kihlérienne close et entiére et L — X un fibré en
droites holomorphe hermitien de courbure de Chern —2miw. Alors, il existe une constante
C > 0 telle que pour tout entier k > 1 et pour toute sectiont : X — LF :

[tller g < CUIV Hler g, + [IEl]L2,g,)-

Démonstration. La borne désirée est locale. En un point fixé p € X, on va l'obtenir
sur une gi-boule de rayon uniforme centrée en p — ou, pour k suffisamment grand, la
géométrie de LF est comparable avec celle du fibré trivial au-dessus de la boule unité de
I'espace euclidien (C",go). Il existe des constantes R,C > 0 et une famille (indexée par
p € X, k) de cartes holomorphes 25 : By(p, R) — C" centrées en p telles que,

1(z)e9% = goller g < Ck™H2 sur (2,)(Bi(p, R)). (2.5)

En effet, pour tout p € X, il existe un rayon R > 0 et une carte holomorphe centrée
z, : B(p,R) — C" dont la différentielle en I'origine dz,(p) est une isométrie. La post-
composition de z, par I'homothétie C" — C" de rapport k2 fournit g’; (comme X est
compacte les constantes C, R peuvent bien étre choisies indépendantes de p € X).

On prend une section pic de Hérmander en p (voir par exemple [Don96, Proposition
34]) : pour k suffisamment grand, il existe une section holomorphe s, : X — L¥ vérifiant
les bornes :

|5p(p)| = 1732(1113va) |5p| >C et ”SpHcl,gk <C,

pour une certaine constante C' > 0 indépendante de p et k.
Soient ¢ une section de L* et p € X. On pose f := i Grace aux identités Vt =

df s, + fVsy, VVt =d*f s, +2df ® Vs, + fVVs, et aux bornes sur la section pic, il
suffit de montrer que, pour k suffisamment grand,

[ fllerBow.rr6).an < ClIA" fllevBep.ry) g + Cllf 28y 0.7)) 01

Dans le reste de la preuve, on identifiera le domaine de la carte g’; avec son image dans
C". On note By(q, R) la boule de rayon R en un point ¢ de C" et on note u la forme de
volume euclidienne sur C". On montre a présent la borne (standard) suivante :

| fller(Bo(0,8/5)).90 < ClA” fller(Boo,r/2))90 + ClIf L2 (Bo(0.2/2)) 90
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2.4. ...Comme minima de fonctions C-convexes

Ceci terminera la preuve car, grace a la comparaison de la métrique renormalisée gy
avec la métrique plate go, pour k suffisamment grand, on a les inclusions By (p, R/6) C
By(0, R/5) et By(0,R/2) C Bi(p, R) et il existe une constante C' > 0 (indépendante de k
et p) telle que, sur By(0, R/2),

p< (1 CRA) B et (1= ChV2)| g < |- [ge < (1+ CETV)] -,

n 0

D’une part, d’apres [HW68, Lemma 4.4] :
I fllcocroo,r/2) < CNA” flleoso(0,.r/2)) + CllfIL2(Bo(0,2/2)).00 -

D’autre part on a la borne suivante (voir [CEI12, Lemma 8.37] par exemple) :

I fllet(Boc0.r/5)).90 < CNA” fllct(Boc0.8/2)).90 + Cll fllco(Bo(0,7/2)) -

Dans les deux estimations ci-dessus, les constantes ne dépendent que de R et n. On obtient
ainsi la borne désirée. O

Par les lemmes [2.2T] et [2.19] et en fixant » = n, on obtient I'estimation suivante : pour
tout € > 0, pour k > ki (€) suffisamment grand,

Itellerg. < CUIV 50

et g + K50kl g,) < ORI < €2,

D’autre part, par le théoreme de Bertini, pour k suffisamment grand il existe une section
sk X — LF g’annulant transversalement avec

|55 — (S0, — tr)|lcr,g, < €/2.

Par conséquent s, vérifie les conclusions de la proposition [2.18 Ceci clot la preuve du
théoréme

On termine cette partie en donnant un énoncé de géométrie complexe qui est une
variante du théoréme [D] :

Théoreme 2.22. Soient X wune variété complexe close, a une classe de Kdhler et ()
une sous-variété close. On suppose que () est une sous-variété lagrangienne de Bohr-
Sommertfeld pour une certaine forme de Kdhler dans a. Alors, il existe un fibré en droites
holomorphe L — X de premiére classe de Chern a, et, pour tout k suffisamment grand, il
existe une métrique hermitienne hy, sur L* de courbure de Chern positive et une section
holomorphe si : X — L¥ s’annulant transversalement telle que la fonction —log|s|n, :
X\ 5.1(0) = R admette Q comme minimum de Morse-Bott et soit de Morse ailleurs.

Preuve du théoréme[2.22. On fixe une forme de Kéahler w € a telle que w|g = 0 ainsi
qu’un fibré en droites holomorphe hermitien L — X de courbure de Chern —2i7ww dont la
restriction & @ est un fibré plat trivial (par le lemme [2.5]). On fixe €, p > 0 et on répéte la

construction depour obtenir des sections sk, s, : X — L* avec les propriétés du lemme

et de la proposition . On garde les notations fo = —log|s| et fi = —log|sy|.
Pour construire la métrique hermitienne désirée sur L*, on va procéder comme dans
la derniere étape de la preuve de la proposition [D| mais on va modifier la métrique hermi-
tienne h* de L* au lieu de la fonction f;. On prend une fonction plateau By : X — [0, 1]
a support dans Bi(Q, p), avec 5, = 1 sur By(Q, p/2) et telle que ||dfk||c1 4, < C', pour
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une certaine constante C’ > 0 indépendante de k. On définit une nouvelle métrique her-

mitienne sur L* par :
h;{ — 2P(fi=fo)pk

La fonction exhaustive —log[sg|n, : {sx # 0} — R vaut fo sur Bi(Q, p/2) donc a un
minimum de Morse-Bott en ). De plus,

2kw — dd°log [sg|n, = —dd*(Be(f1 — fo))-

Ainsi, en répétant l'estimation (2.4)), pour tout € < ¢, suffisamment petit et pour tout
k > ko(e) suffisamment grand, ||2k7w — dd®log|[sk|u [lco 4, < 27. Cette inégalité garantit
que la fonction — log ]sk]h; est C-convexe. Finalement, il existe une fonction C2-petite
m X \Y — R a support compact disjoint de @ telle que, en posant la métrique

hermitienne hj, := e~*"hj, la fonction —log [sk|py = —log[sg|n + i soit de Morse hors
de Q.

La métrique hermitienne h} et la section s;, : X — L* ont ainsi les propriétés voulues.

]
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CHAPITRE 3

Spheéres lagrangiennes et cycles évanescents d'un domaine de Stein

3.1 Introduction

Ce chapitre présente un travail en commun avec Emmanuel Giroux. On donne une
condition suffisante pour qu'une sphere lagrangienne d’'un domaine de Stein soit un cycle
évanescent d’une déformation complexe vers un domaine a singularité conique. Notre mo-
tivation initiale est la question suivante de Donaldson [Don00] (évoquée en introduction) :

Question [C] Dans une variété projective X, toute spheére lagrangienne est-elle un cycle
évanescent d’une déformation complexe de X wvers une variété a singularité conique ?

On commence par définir les notions de domaine de Stein, de déformation vers un
domaine a singularité conique et de cycle évanescent.

Définition 3.1. Un domaine de Stein est une variété complexe compacte a bord[[] V' telle
qu’il existe une fonction C-convexe ¢ dont 9V est un niveau régulier.

Définition 3.2. Une fibration de Lefschetz en domaines de Stein est une fonction holo-
morphe II d'une variété complexe compacte a bords et a coins V vers un disque fermé
D C C avec les propriétés suivantes.
— (Points critiques non dégénérés) Chaque point critique est dans l'intérieur de V et
la hessienne complexe de II y est non dégénérée.
— (Fibres de Stein) Il existe une fonction lisse ® : V — R telle que, pour tout ¢ € V,
la forme quadratique (—dd®®),(-, i) kera 1 est définie positive et {® = 0} est un
niveau régulier transverse a chaque fibre de II.

Définition 3.3. Soit V un domaine de Stein. Une déformation de V au-dessus du disque
vers un domaine a singularité conique est la donnée d’une fibration de Lefschetz en do-
maines de Stein II ayant un unique point critique telle que la valeur 1 € D est réguliere

et I71(1) =V.

1. Une variété complexe a bords et a coins signifie une variété lisse a bords et a coins munie d’un
plongement lisse de codimension 0 dans une variété complexe sans bord.
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Définition 3.4. Soit V un domaine de Stein et II : ¥V — D une déformation de V'
au-dessus du disque vers un domaine a singularité conique. On appelle p 'unique point
critique de II. Une sphere S C V de dimension moitié est un cycle évanescent de la
déformation 11 s’il existe une fonction ® : V — R ayant les propriétés de la définition
E et un arc v C D reliant 1 a II(p) tels que les caractéristiques de 'hypersurface réelle
II(y) \ p C V pour la 2-forme —dd€® transportent S sur p.

Remarque 3.5. Si S C V est un cycle évanescent d’une déformation de V, alors, pour
toute fonction ® avec les propriétés de la définition précédente, S est une sous-variété
lagrangienne de la variété symplectique (V, —dd€®|y,).

Démonstration. Cet argument est tiré de la partie 16.b) de [Sei08]. On prend un arc v de
D, paramétré par u : [0,1] — D avec u(0) = 0 et u(1) = II(p), tel que les caractéristiques
de TI7!() pour —dd€® envoient S sur p. Il suffit de montrer que le sous-ensemble A
des points de IT71(v) envoyés par les caractéristiques sur le point critique (appelé onglet
de Lefschetz) est un disque lagrangien de V. L’idée est la suivante : les caractéristiques
contractent l'onglet A tout en préservant la forme symplectique —dd€®, notée ici w, ce
qui force wla = 0.

On va choisir un champ de vecteurs défini au voisinage de A qui dirige ces carac-
téristiques de S vers p. Pour ce faire, on épaissit le paramétrage de 'arc en un plonge-
ment u : [0,1] +i] —¢,e[C C — D C C de différentielle C-linéaire en chaque point de
[0,1]. On va montrer que le gradient ' de la fonction —Re u™! o I pour la métrique
riemannienne ¢ = w(+,J:) convient. L’hypersurface caractéristique est le lieu des zé-
ros de la fonction H := Im u~! o II. Par construction, 7 € (kerdIl)* C (kerdH)¥; de
plus, pour tout ¢ € II7*([0,1]), d,H(¥) = —Re d,(u~' o II)(J¥) = —g(¥, J¥) = 0 donc
v € (kerdH) N (kerdH)“. Et comme ¢ s’annule seulement en p et —Re d(u™! o IT)(v) =
g(v,7) > 0, il engendre bien les caractéristiques de S vers p.

On note (f*) le flot du champ de vecteurs ¢. Le point critique p est un zéro non dégénéré
de v qui est hyperbolique car ¢ est un gradient. Ainsi, pour tout vecteur w tangent a la
variété stable de ¢ (qui n’est autre que onglet de Lefschetz A), lim; o, df*(w) = 0. Or,
le flot de difféomorphismes (f*) est symplectique (engendré par le hamiltonien —H), donc
pour tous vecteurs u,w tangents a la variété stable au méme point ¢,

wy(u, w) = tEeroo wft(q)(dft(u),dft(w)) = 0.
UJ

Définition 3.6. Soit S une sous-variété d’'un domaine de Stein V' de dimension moitié.
On dit que S est un minimum C-conveze s’il existe une fonction C-convexe ¢ : V' — R
de Morse-Bott dont OV est un niveau régulier et dont S est le plus bas niveau.

Remarque 3.7. Si § C V est un minimum C-convexe, alors, il existe une fonction C-
convexe ¢ : V — R de Morse dont 0V est un niveau régulier et telle que S C V est une
sous-variété lagrangienne de (V, —dd€¢) qui est ordinaire pour la structure de Weinstein
(V,—d¢, ) au sens d’Eliashberg-Ganatra-Lazarev [EGLIH).

Dans ce chapite, on donne une preuve du résultat suivant (énoncé en introduction) :

Théoréme [F| (avec Emmanuel Giroux). Soit V' un domaine de Stein et S C V une sphére
qui est un minimum C-convexe. Alors, S est un cycle évanescent d’une déformation de
V' au-dessus du disque vers un domaine a singularité conique.
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3.2 Déformation symplectique vers un domaine a singularité co-
nique

Dans cette partie, on décrit d’abord un procédé général d’attachement holomorphe
d’anse au produit d’'une variété complexe V par le disque D? C C. On applique ensuite
ce procédé au cas particulier d’'un domaine de Stein V' pour réaliser toute sphere qui est
un minimum C-convexe comme cycle évanescent d’une «déformation symplectique vers
un domaine a singularité conique».

3.2.1 Attachement holomorphe d’une anse

On décrit d’abord la topologie de I'espace total de cette déformation :

Remarque 3.8. Soit V' une variété complexe, S C V une spheére totalement réelle de
dimension moitié dont on fixe un plongement i : S™ — V et D? un disque ouvert contenant
1. Alors le fibré normal de la spheére 1x S C D? x V admet une trivialisation canonique ; en
effet, la structure complexe identifie le fibré normal a S dans V' a T'S puis un rappel par ¢
identifie ce fibré & T'S™ donc ceci fournit un isomorphisme du fibré normal & 1x.S C D?*xV
vers le fibré R & T'S™ qui s'identifie canoniquement au fibré trivial sur S™. On note V(S)
la variété (de dimension 2n + 2) obtenue en attachant une anse d’indice n +1 a D* x V
le long de la sphere 1 x S pour cette trivialisation du fibré normal.

Sous hypothese d’analycité réelle de la sphere d’attachement, la structure complexe
produit de D? x V s’étend a la variété V(9) :

Lemme 3.9. Soit V une variété complexe, S C V une sphére analytique réelle totalement
réelle de dimension moitié dont on fixe un plongement analytique réel i : S™ — V. Alors,
il existe une variété complexe Vy (difféomorphe a V(S)), une fonction holomorphe Il de
Vo vers un voisinage D C C de l'arc [0, 1], un ouwvert 1 5 Dy C D et un (n + 1)-disque
A CV tels que :
— (Fibres de référence) Iy (D) = Dy x V' comme variétés complexes et Tlo|p,xy =
bTy
— (Anse d’indice n+1) Iy a un unique point critique p, p € A, la hessienne complexe
de Iy en p est non dégénérée, p est l'unique point critique de la fonction —Re Iy|a
et est d’indice (n+1) et 0A =1 x S.

Pour toute métrique riemannienne g sur C"*!, tous réels 0 < ¢ < 1 et n > 0, on
utilisera les notations suivantes (décrivant le modele de 'anse) :

— Dy ={z+iyeC| |z -1 <e€y| <e€};

— D={z+iyeC| —e<z<1l+elyl <e};

— A ={z e R X" 2? <1+¢} :le (n+ 1)-disque descendant ;

— R : la fonction «distance au carré a A» pour la métrique g ;

— =",z C = C;

— Up={r+iye C"H Xl 2?2 <1+4+¢ R<ntNa (D) : lanse.

Démonstration. Soit € > 0. On va complexifier le modele de Morse donné par le (n + 1)-
disque A, et la fonction 30 qz2: A, — [0,1 + €.

En divisant par la racine carrée du rayon, on obtient une trivialisation 7 : 7='(]1 —
6,1 +¢€]) =1 —¢,14€[xS de 7. Comme 7 est une application analytique réelle entre les
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deux sous-variétés analytiques réelles et totalement réelles de dimension moitié¢ A, C C**!
et |1 —e, 14 €[xS C Dy x V, elle s’étend (de maniére unique) en un biholomorphisme o
entre des voisinages respectifs Wy et Wi de A, C C"l et |1 —¢,1+¢[xS C Dy x V; de
plus, pr; o7 = 32 ; z? (par unicité du prolongement analytique).
Pour tout réel n > 0 suffisamment petit, Uy N 7' (D;) C Wy. L’identification o
fournit alors la variété complexe Vy = Uy U, (D1 x V') et I'application holomorphe I1y =
" o 22 Uy pry voulues.

]

On transforme a présent ’application holomorphe Ily en une fibration singuliere en
renongant partiellement a l'intégrabilité de la structure complexe :

Proposition 3.10. On garde les notations du lemme [3.9. Alors, il existe une variété
presque complexe (V, J) (difféomorphe a V(S)), une fonction pseudo-holomorphe 11 de V
vers un voisinage D C C de l’arc [0, 1], un ouvert 1 5 D} C D, un (n+ 1)-disque A C'V
et un voisinage U de A tels que :
— (Fibres de référence) J est intégrable sur TI-*(D4), ITI7Y(D}) = Dy x V comme
variétés complexes et H|D’1><V = pry;
— (Anse d’indice n+1) J est intégrable sur U, 11 a un unique point critique p, p € A,
la hessienne complexe de Il en p est non dégénérée, p est l'unique point critique de
la fonction —Re I|a et est d'indice n+ 1 et 0A =1 x S.
— (Fibration singuliére) L application différentiable I1 est localement triviale au-dessus
de D\ 0 et TI7*(0) \ p est difféomorphe a V' \ S.

Démonstration. Soient ¢,7 > 0 et g une métrique riemannienne sur C"!. Les fibres
I, ' (t) de I'application construite au lemme sont seulement des quadriques pour ¢ €
D\ D;; on va pousser un voisinage du bord de chacune de ces fibres dans la partie
triviale Dy x V' pour raccorder la fibre a V'\ S. On prend un disque 1 5 D} C D; et un
plongement lisse f : Uy C C*"™ — U, avec les propriétés du lemme puis on pose
V = f(Uy) Uy (h(D) x V) C Vy (qui est difféomorphe a V). On pose ensuite I1: V — D
'application lisse telle que Il =Ty o f~ sur U} et Il = g~ ! o pr; sur (D; x V) \ o 1 (UY)
(qui est bien définie sur Iintersection car m o f = h o m). On obtient ainsi la propriété
«fibration singulierey.

Il reste a construire la structure presque complexe J sur V : on restreint la structure
complexe de V), en une structure complexe Jy sur V, on pose 1'ouvert

U:={R<n/3}CV

et on prend une structure presque-complexe J sur V telle que J = Jy sur U U TT71(D})
(ce qui implique les deux premiéres propriétés) et telle que dII est J-linéaire.
m

Le lemme ci-dessous est utilisé dans la preuve de la proposition et sera également
utilisé dans la sous-partie suivante.

Lemme 3.11. Soient € > 0 un réel et g une métrique riemannienne sur C""t. Alors,
pour tout n > 0 suffisamment petit, il existe un disque D} C Dy et un plongement lisse
f:Uy C C" — Uy avec les propriétés suivantes :

1. Rof=R;
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2. f=1Id sur {R<n/3}Un (D)) ;
3. il existe un plongement lisse h : D — D tel que, sur {R >n/2}, mo f=hom;

4. pour toutt € D, la fonction R n’a pas de point critique en restriction au cobordisme

fE= @) n{n/3 < R <n/2}.

Démonstration. Pour n > 0 suffisamment petit, les fibres de 7 sont transverses aux ni-
veaux de R sur Up\ Ogn+1. Ainsi on peut prendre un champ de vecteurs & sur Uy \ Ogn+1 tel
que dm(Z) = 0, et Z € kerdR. On prend o : R>¢ — [0,1] et 5 : R — [0, 1] deux fonctions
plateau avec v = 0 sur [0,7/3], « = 1 sur Rx, /5, f =1 sur Rey_¢jp et § =0 sur R>q_/3.
Soit T'> 1+ ¢/2. Le temps T" du flot du champ de vecteurs 7y := (oo R)(S o Re )& est
un plongement lisse f : Uy C C"™! — U vérifiant la propriété 1. (car Zp.R = 0). D’autre
part, au vu du support de 3, f stabilise 771(D). La propriété 2. s’obtient en regardant
les supports de « et 8. La restriction de dn (%) = (o R)(foRe )0, a {a¢ o R =1} se
factorise par 7, d’ou la propriété 3. Comme R|;—1(yn{y/3<r<n/2} 1'a aucun point critique,
la propriété 4. découle de la propriété 1.

[

3.2.2 La structure symplectique sur les fibres

Si I'on suppose de plus que la variété complexe V' est un domaine de Stein et que S est
un minimum C-convexe, on peut construire une structure symplectique sur chaque fibre
de l'application donnée par la proposition [3.10] :

Proposition 3.12. Soient V un domaine de Stein, S C V une sphére lisse et ¢ : V — R
une exhaustion C-conveze dont S est le plus bas niveau et qui est de Morse excellente
hors de S. Alors, il existe une variété complexe (V,J), une fonction pseudo-holomorphe
IT de V wers un voisinage D C C de l'arc [0, 1], un ouvert 1 5 D} C D, un (n+ 1)-disque
A CV, un voisinage U de A, une fonction & : V — R et une 1-forme A vérifiant les
propriétés de la proposition et les propriétés suivantes :

— (Fibre de référence) ®|y = ¢ ;

— (Cycle évanescent) La 2-forme dA|xeran est non dégénérée en tout point et ['union
des caractéristiques de l'hypersurface T171(]0,1]) pour la 2-forme dA est A\ p;

— (Fibres convexes) Soit t € D. En restriction a ®'(t) \ p, ® est de Morse-Bott
et est de Morse excellente hors de A et le dA-dual de A est un pseudogradient de
®. En restriction a @ 1(t) N U \ p (resp. ®~(t) dans le cas ou t € D}), ® est
J-conveze et A = —d’7®. De plus, ® est J-conveze au point p.

— (Famille de cobordismes) Il eziste deux valeurs réguliéres a < b de ® telles que
{® <a} CU, les niveaur {® = a} et {® =b"} sont transverses a chaque fibre de
Met {®<b"}NITY1)=V.

Remarque 3.13. Ce résultat est analogue a une «déformation symplectique» décrite par
Seidel ([Sei03l Proposition 1.11]) dans le cadre des domaines de Liouville.

Démonstration. Si la sphére S C V est analytique réelle :

Soient 0 < € < 1 et n > 0. Comme S C V est analytique réelle, on prend la variété
presque complexe (V,J), 'application IT : V — D, les ouverts 1 3 D} C D; C D et le
disque A donnés par la preuve de la proposition [3.10]
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On construit d’abord la fonction ®. D’apres le lemme [3.16] au voisinage de S C V/,
il existe une métrique riemannienne g telle que ¢ est la fonction «distance au carré a S»
pour g au voisinage de S. On prend une extension de la métrique riemannienne g a V de
sorte que la restriction de g a un voisinage de D x .S C Dy x V soit la métrique produit.
Pour tout n > 0 suffisamment petit, la fonction ® : YV — R vérifiant :

— &= Rsur {R < n};

— b =¢oprysur Dy xV CV;
est bien définie. En effet, pour n > 0 suffisamment petit, si ¢t € D la fibre (t x V)N{R <
n} C (V, g) est totalement géodésique, donc R = ¢opr, sur (D; x V)N{R < n}. De plus :

— & est J-convexe sur {R < n};

— ®|p-1y est J-convexe sur {R < n/3} sit € D (resp. sur tout II"*(¢) si t € D}).
La premiere assertion suit du lemme [3.15] et la seconde des propriétés 2. et 3. du lemme
BT

On construit maintenant la 1-forme A. Soit ¢ € D. On montre qu’il existe une 1-
forme A, sur II7*(¢) dont le d\;-dual est de type gradient pour ®|,-1( et telle que A\, =
—d? @14 au voisinage de {® < 1/3} (resp. partout dans le cas ot t € D}). D’'une part,
en restriction a TI71(¢) N {® < n/3}, la fonction @ est J-convexe donc la 1-forme —d’/®
convient. D’autre part, en restriction a II"(¢) N {® > n/2}, la fonction ® est Jy-convexe
donc la 1-forme —d”’® convient. Il reste a construire \; sur II71(¢) N {n/3 < & < n/2}.
D’apres la propriété 3. du lemme chaque fonction ®|;;-1() est sans point critique
sur le cobordisme {n/3 < @[y < n/2}. D’apres le lemme (& deux parametres), il
existe une trivialisation lisse II"'(D) N {n/3 < ® < n/2} = D x {n/3 < ®|g-1¢1y < n/2}
de II dans laquelle ® = ®|;-1(1) o pry. On applique alors le lemme [B.32/1 a I'image des
1-formes _djq)h_[*l(t)ﬂOp{‘I):n/i%} et —dJ0<I>|H71(t)mOp{¢:n/2} par la trivialisation. Ceci fournit
les 1-formes \; désirées. On choisit enfin une 1-forme A sur V telle que, pour tout ¢t € D,
A|H—1(t) =XMNet A= —d’/® sur {(I) < 7]/3}

Les propriétés «fibre de référence» et «fibres convexes» sont vérifiées par construction
et la propriété «cycle évanescent» est satisfaite d’apres les propriétés de C-convexité de
® et d’apres le lemme [3.14]

Il reste a montrer la propriété «famille de cobordismes». L’hypersurface {® = n/4} C
U est transverse a chaque fibre II7!(¢) donc la valeur a := n/4 convient. Le domaine V'
est un sous-niveau régulier {¢ < bt} et ® = ¢ o pry sur {® > n/2} C D] x V, donc la
valeur bt convient.

Si la sphére S C V est lisse :

On va se ramener au cas précédent. On fixe un plongement lisse ig : S — V de la
sphere S. Par approximation analytique réelle, il existe une famille lisse de plongements
(iz)zef0,1] de S™ dans V telle que 4; est analytique réel et chaque i, est C*-proche de io.
Le plongement ig est totalement réel (car S un minimum C-convexe); on peut supposer
chaque i, totalement réel (car cette propriété est Cl-ouverte). On prend une famille de
difféomorphismes (f,) de V étendant (i, o ig"') de sorte que chaque fonction (f,).¢ est
C-convexe (c’est possible car la C-convexité est une propriété C2-ouverte).

La sphere analytique réelle i;(S™) C V est un minimum C-convexe (pour la fonction
(f1)+®). En appliquant la premiére partie de la preuve a la sphere analytique réelle i (S™) :
on obtient une application holomorphe II : ¥V — D, une fonction ® : ¥V — R et une 1-
forme A vérifiant les conclusions de la proposition, en particulier, si on note p le point
critique de II, les caractéristiques de I171([0,1]) \ p pour —dd€® transportent i;(S™) sur
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p. Toujours d’apres la premiere partie de la preuve, il existe un voisinage D1 C D de 1 tel
que II7Y(Dy) = Dy x V comme variétés complexes et @],y = ¢po fi !

On note x+1y la coordonnée complexe sur le premier facteur de Dy x V. On va modifier,
pour un petit réel § > 0, la fonction ® au voisinage de ;(S™) en une nouvelle fonction
® de sorte que les caractéristiques de 'hypersurface 1,1+ 6] x V C V pour —ddCo
transportent la sphere analytique réelle {1} x i;(S™) sur la sphere «initiale» {1+ d} x S.
On reparametre la famille (f,) : on prend une fonction plateau m : R — [0, 1] telle que
m = 1 sur R<; et m = 0 sur R>145 et on pose g, = f’1 et ¢, = ¢ o g, pour tout
z € [1,1+ d]. D’apres les propriétés de (f,), chaque fonctlon gxgb V — R est C-convexe
et a un 1-jet nul en tout point de 7,(S™). Quitte a prendre une famille (f,) encore plus
C2-petite et & diminuer & > 0, on peut prendre un fonction ® : D; x V — R avec les
propriétés suivantes :

— pour tout z € [1,1+ 4], ®(x,pry) = ¢, et %Ci)(:z:,prQ) =0

— @ = ® hors d’'un voisinage de Panneau Upe,146{%} X Gm(z)(S™);

— la restriction de ® & chaque fibre est C-convexe.

Pour tout = € [1,1 + §], on note i, le champ de vecteurs de V' tel que, pour tout p € V,
(1,4,(p)) € T(x,p)(Dl x V) engendre la direction caractéristique pour —dd®. On note
Uy = 899” o g, '; les trajectoires du champ de vecteurs (1, —v,) défini sur D; x V envoient
il(S”) sur S. Soit r € [1,146], p € ip(S). Il suffit de vérifier que @, + ¥, est dd€¢,-
orthogonal a i,(S™) C V'; en effet, ceci implique que @, + U, est tangent & d,,;)(S™)
(puisque i) (S™) C V est lagrangienne) et donc que les caractéristiques pour —ddCo
envoient ¢ (S™) sur S. Soient x € [1,1 4 6] et p € i) (S™). Par définition de u, et en
utilisant 8%@(:1:, pry) =0:

0

C 7 . _— C =
A6 (i, ) + - (d%6.) = 0
Or, en utilisant d¢(g,(p)) = 0 puis U,(g,) = dg.(v;), on a :

0

D’autre part, en utilisant encore d¢(g,(p)) =0, on a :
dd€ ¢, (T, ) = A*¢(dgs(0,), d°g. () — A*¢(dga(-), dg.(7)).
En regroupant ces trois calculs :
dd€¢,(t, +Ts, ) = —d*d(dga(), d%.(7)).

Comme ¢ est constante sur S, la restriction de cette 1-forme & T, ;)(S™) est nulle.
O]

Le lemme ci-dessous est utilisé dans la preuve de la proposition précédente ; il emploie
les notations fixées apres le lemme

Lemme 3.14. Soient € > 0 et g une métrique riemannienne sur C"L. Les caractéris-
tiques de Uhypersurface m=1(]0,1 + €]) \ Ogn+1 pour la forme symplectique w = —dd°R
transportent S™ sur Ogn+1, ['union de ces caractéristiques est /..
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Démonstration. Le champ de vecteurs # de C™™!\ 0 défini par w(7,i-) = Re dr dirige
les caractéristiques. Il suffit de montrer que le champ de vecteurs & est tangent a A.. La
fonction R admet A, comme lieu critique donc, d’apres le lemme d’Hadamard, il existe
une famille (B?),ccn+1 de formes bilinéaires sur R telle qu’au voisinage de A, R(z) =
B*(Imz,Imz). Soit z € A.. En différentiant R deux fois, pour tous vecteurs u,v € T,C"",
w;(u, ) = 2B*(uy, vy) + 2B*(vy, uy), oU u, (resp. u,) désigne la projection du vecteur
u € C™ sur R™ (resp. iR™™). Ainsi B*(%,, ) = 0 donc, par non dégénérescence de la
forme B* = d*R(z), T, = 0 c’est-a-dire Z € TA,. O

Les deux lemmes ci-dessous sont utilisés dans la preuve de la proposition [3.9]

Lemme 3.15. Soit (V,J) une variété presque compleze, S C V une sous-variété close
totalement réelle et g une métrique riemannienne sur V. Alors la fonction «distance a S
au carréy pour la métrique g est C-convexe au voisinage de S.

Démonstration. Comme S est totalement réelle, il existe un champ F de sous-espaces
J-invariants de TV|g tel que TV|s =TS @ JTS @ F.

Soit p € S. La fonction «distance a S au carré» pour la métrique g, notée 72, a
un point critique en p, on note H : T,V — R sa forme quadratique Hessienne. La
restriction de la forme quadratique H a tout sous-espace d’intersection nulle avec 71,5
est définie positive. Il suffit de montrer que la forme quadratique H® := H + J*H est
définie positive ; en effet, si la fonction r? est C-convexe en chaque point de la sous-variété
close S alors elle I’est au voisinage de S. Comme H est positive, HC 'est aussi. Soit
u=v+Jw+zecT,V=T5®JI,5DF,, alors :

HC(u) = H(v+ Jw+2z) + H(Jv —w+ Jx).

Ainsi, si HS(u) = 0 alors H(v+ Jw+z) = H(Jv —w + Jz) = 0 donc v + Jw + z € T,,S
et Jv —w + Jr € T),S c’est-a-dire u = 0.
[

Lemme 3.16 (Une version du lemme de Morse). Soit V' une variété, S C V une sous-
variété close et ¢ : V- — R une fonction dont S est un minimum (local) transversalement
non dégénéré. Alors, il existe une métrique riemannienne g sur V telle que, au voisinage
de S, ¢ est la fonction «distance a S au carré» pour la métrique g.

Démonstration. On prend un voisinage U C V' de S. On identifie U a un tube autour de
la section nulle S du fibré normal 7 : NS — S. On pose ¢! : U — R la fonction dont la
restriction a chaque fibre 771 (p) est la forme quadratique hessienne de la fonction Pla1(p)
au point p. Par hypotheése la forme quadratique ¢! |=-1(p) st définie positive. On prend g
une métrique riemannienne sur U telle que, pour tous ¢ € 7~ '(p), v € kerd, 7 = 7~ (p) :
g(v,v) = ¢'(v) et telle que chaque fibre 771(p) est orthogonale & S. D’aprés la premiere
condition, la fonction «distance & p au carré» pour la métrique induite par g sur 7! (p)
coincide avec <;51|,r—1(p). D’apres la seconde condition, quitte a rétrécir U, chaque fibre est
une sous-variété totalement géodésique. Ainsi, la fonction «distance a S au carré» pour
la métrique g coincide avec ¢'|;-1(,).

D’apres le lemme de Morse a parametre, quitte a rétrécir le tube U, il existe un
difféomorphisme h de U relevant I'identité de S tel que h*¢! = ¢. Ainsi, ¢ est la fonction
«distance a S au carré» pour la métrique riemannienne h*g.

]

34



3.3. Complexification

3.3 Complexification

Une fois une déformation symplectique II : (V,J) — D vers un domaine a singularité
conique (au sens de la proposition obtenue, on adopte la stratégie suivante pour
transformer J en une structure complexe sur V, relativement a 1’onglet de Lefschetz et a
I171(1) = V, telle que II soit holomorphe. On va construire une «famille analytique réelle»
de structures complexes sur les fibres de II|pnr puis «complexifier» cette famille en une
structure complexe sur V. Dans cette partie on montre un lemme d’existence et d’unicité
de telles complexifications semblable a la complexification de Bruhat-Whitney [BW59].

On précise d’abord la notion de «famille analytique réelle» de structures complexes :

Définition 3.17. Soit II une application d'une variété W vers un intervalle ouvert [.
On appelle famille analytique réelle de structures complezes sur les fibres de 11 (ou, si
I’application II est donnée par le contexte, famille analytique de structures complexes sur
W ) la donnée d’un(e classe d’équivalence d’) atlas analytique réel (¢; : U; C W — V; C
I x C™) de W tel que, pour tous indices 7, j et pour tout ¢t € I :

— My, = pry ¢

— ¢ 09 ixamny; : (t x C*)NV; — (t x C") N'V; est un biholomorphisme.

Une famille analytique réelle de structures complexes sur les fibres de II induit une struc-
ture complexe sur chaque sous-variété analytique réelle TT71(¢).

Notation 3.18. On utilisera la notation (J;) pour désigner une famille analytique réelle
sur les fibres de II, ou J; est la structure complexe induite sur la fibre I (¢)

On montre maintenant qu’une telle famille analytique réelle de structures complexes
admet une unique «complexification», au sens suivant :

Définition 3.19. Soit VW une variété, I un intervalle ouvert, II : YW — I une application
et (J;) une famille analytique réelle de structures complexes sur les fibres de II. Une
complezification de (J;) est la donnée d'une variété complexe (WC, J€), d’une submersion
holomorphe II€ : W€ — C et d’un plongement analytique réel i : W — WEC tel que
II€ 0 i =1I et, pour tout ¢t € I, i,J;, = JC|(HC)71(t).

Attention, la dimension réelle d'une complexification W€ d’une famille analytique réelle
de structures complexes II : W — [ est dimg W + 2; informellement, seule la direction
de la base I est complexifiée.

Lemme 3.20. Soit I1 : W — I une application et (J;) une famille analytique réelle de
structures complexes sur les fibres de I1. Alors, (J;) admet des complexifications. De plus,
si (I3, Jy,41) et (Ilg, Jo,i2) sont deux complexifications de (J;), alors, le difféomorphisme
analytique réel iyoiy" i1 (W) — ig(W) s’étend en un biholomorphisme jio : Op i1 (W) —
Op ia(W) tel que Il 0 jio = Ili|op i, ow)-

Démonstration. La preuve de ce lemme imite la preuve de la complexification de Bruhat-
Whitney d’une variété analytique réelle (voir la proposition 1 de [BW59)]).

On démontre I'unicité. Soit p; € i1(W). On pose py = (iy 037" )(p1). D’abord, pour
g € {1,2}, il existe un voisinage ouvert U; C W; de p; et un biholomorphisme ¢; : U; —
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¢;(U;) C C x C" tel que pry og; = Il;|y;. Comme II; 045 = II, V; := ¢;(U; Ni;(WV)) est
un ouvert de R x C". Le dlffeomorphlsme analytique réel

Q19 = ¢poigoi;togp ' VICRxC" =V, CRxC"

peut alors étre complexifié en un biholomorphisme & : Opgns1 Vi — Opgnsi Va. Par
unicité du prolongement analytique, Il o iS, = I [opgnsr vi- Soit py € i1 (W) un autre
point, si on prend de méme ¢} et ¢, alors, par unicité du prolongement analytique, les
extensions i : Opani1 Vi — Opgni1 Va et ( )€ : Opgni1 V] = Opgns1 Vy se recollent,
c’est-a-dire (i1,)C = ¢h 0 ¢y 0S¢, o (¢)~L. On obtient ainsi le biholomorphisme global
désiré jis.

On montre l'existence. On prend un atlas dénombrable et localement fini (¢; : U; —
V; C RxC"); de W tel que M|y, = ITog; et chaque restriction ¢;|p-1¢y : II71(¢)NU; — (¢x
C")NV; est un biholomorphisme. Les arguments donnés dans la preuve de la proposition
1 de [BW59] montrent qu’il existe des voisinages V€ de V; dans C"*' et V;$ de V;; dans
VE et des blholomorphlsmes ¢C VC — VC tels que qbg(V;j) = Vﬂc, Gji © @j = Idvc
¢Jk( C(Vc)) O¢ = 1k7 j (RXC") =Vi VZ-?H(RX C") = ‘/Z]’ ¢IJ
et pry og;; = V CCXC”—>C

On prend pour WC le quotient de I'union disjointe [1 V. par la relation d’équivalence

C(zl) ~ zj. D’apres la condition de cocycle ¢ = ¢S c’est une variété complexe (a

priori non séparée) dont les cartes sont donnees par les applications quotient V;¢ — W€,
D’apres les propriétés de 'assertion, les inclusions V; — V€ induisent un plongement
analytique réel i : W — W€ et une submersion holomorphe II€ : W€ — C telle que
1€ 04 = 1II.

Pour montrer que I'espace topologique W€ est séparé, les ouverts V.©, Vlf de I’assertion
ci-dessus doivent étre choisis avec plus de soin. Ceci peut étre fait en suivant les arguments
de la preuve de la proposition 1 de [BW59]. ]

3.4 De Weinstein a Stein

Une déformation symplectique II : (V,J) — D d’un domaine de Stein V' vers un
domaine & singularité conique (au sens de la proposition induit, par restriction a
la préimage de larc [0, 1], une famille de cobordismes de Weinstein qui sont de Stein
prés du bord inférieur. On explique dans cette partie comment transformer ces structures
de Weinstein en des structures de Stein (relativement au bord inférieur et a la fibre
I171(1) = V) dont les structures complexes forment une famille analytique réelle (au sens
de la définition [3.17)). Le theme «From Stein to Weinstein» du livre [CEI2] est central
dans cette partie; on utilisera certains résultats de ce livre sans démonstration.

On emploiera les notions de structure de Weinstein/Stein dans le cadre suivant :

Définition 3.21. Un cobordisme est une variété compacte dont le bord est 'union de
deux variétés, le «bord inférieur» 0_W et le «bord supérieur» 0, W dont I'union disjointe
forme le bord de W.

Définition 3.22. Soit W un cobordisme. Une structure de Weinstein sur le cobordisme
W est la donnée d’une 1-forme A sur W et d’une fonction de Morse excellente ¢ : W — R
telles que la forme w := d\ est symplectique, le champ de vecteurs w-dual de A\, noté A,
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est un pseudogradient pour la fonction ¢, 0_W et ., W sont deux niveaux réguliers de ¢
et A pointe a l'intérieur (resp. extérieur) de W en tout point de _W (resp. 04 W) pour
I'orientation de W définie par w.

Définition 3.23. Soit W un cobordisme. Une structure de Stein sur le cobordisme W
est la donnée d’une structure complexe J sur W et d’une fonction de Morse excellente et
J-convexe ¢ : W — R telles que 0_W et 9, W sont deux niveaux réguliers de ¢.

Notation 3.24. Une structure de Stein (J, ¢) induit une structure de Weinstein canonique
(—d7¢, ¢) qu’on note W(J, ¢). Quand on utilisera la notation 23(J, ¢), on sous-entendra
que J est une structure complexe intégrable et que f est J-convexe.

Remarque 3.25. D’apres les deux définitions précédentes, les familles de fonctions de Morse
sous-jacentes de structures de Weinstein/Stein n’ont pas d’«accidents» (croisement de
valeurs critiques, naissance/mort de point critique ...).

On utilisera la propriété suivante des fonctions de Morse excellentes pour se ramener
a I’étude de familles de Weinstein/Stein dont la famille de fonctions sous-jacentes est
constante.

Lemme 3.26. Soit Il : W — I une submersion lisse vers un intervalle. Soit ® : W — R
une fonction et deux réels a < b tels que, pour tout t € I, ¢ := ®|g-1(; est une fonction
de Morse excellente et TI71(t) est un cobordisme dont le bord inférieur (resp. supérieur)
est le niveau régulier {¢, = a} (resp. {¢y = b}). Alors, il existe une trivialisation

W= I xIT7(1)

et une famille de difféomorphismes croissants de R (uy)ies telles que, pour toutt € I,
U O Py O 7*1|pr;1(t) = ¢, 7*1|pr;1(1) est linclusion, vy = Id et vy = Id au voisinage de
Jla,b]. Dans le cas particulier ot ¢y n’a aucun point critique, on peut choisir u, = Id.

Démonstration. On peut supposer que W = I x IT71(1) et que II est la premiére projec-
tion ; en effet, si on prend une connexion £ de II telle qu’en chaque p € OW, §, C kerd,®,
alors le transport parallele pour & trivialise I1|{,<ap<p}-

En réalisant les chemins suivis par les points (resp. valeurs) critiques de la famille
de fonctions de Morse (¢;);cr sur II7!(1) par une famille de difféomorphismes de TT7(1)
(resp. difféomorphismes croissants de R) issue de lidentité, on peut supposer que les
points (resp. valeurs) critiques de la famille (¢;) sont constants. On va construire une
famille de difféomorphismes (f;) de TI7(1) issue de l'identité telle que ¢; o f; = ¢. Pour
ce faire on suit la méthode du chemin de Moser (voir p. 259 dans [The99] pour une
application similaire) : il suffit de trouver une famille de champs de vecteurs complets
(Ty)eer sur I171(1) telle que :

ey (W) + ¢ = 0 (3.1)

(en effet, le flot (f;) de (¢;) conviendra d’apres la formule de Lie-Cartan). Sur le complé-
mentaire V' d’un petit voisinage de I'union des points critiques de ¢y,

7 = —y|dey| 7% grad o
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(pour une métrique riemannienne auxiliaire) donne une solution de I’équation qui
est tangente & OI17'(1) donc compléte. Pour chaque point critique p; de ¢, on identifie
un voisinage U; de p; a un voisinage de 'origine dans R". D’apres le lemme de division
d’Hadamard, il existe une famille de formes bilinéaires symétriques (BY),cy, sur R™ telles

que ¢(x) — ¢(0) = B (x,z). L'équation s’écrit CF(vy,x) = —Bf(z,x) ou CF est
la forme bilinéaire (0, BF(+))(z,-) + 2Bf. Quitte a rétrécir U;, pour tout x € U;, la forme
bilinéaire C¥ est non dégénérée (car C? = 2BY = d?¢;(0)). Ainsi le champ de vecteurs C?-
dual de la 1-forme —Bf (z,), noté 77, est une solution de sur U;. Quitte & agrandir

V, on peut recoller les solutions # et @} sur V N (U;U;) avec une fonction plateau.
O]

La proposition suivante est le résultat principal de cette partie.

Proposition 3.27. Soit I un intervalle fermé contenant 1. Soit (A, @)ser une famille de
structures de Weinstein sur un cobordisme W . Soit (J;)ie; une famille lisse de structures
presque complexes sur W qui se restreint en une famille analytique réelle de structures
complexes (sur les fibres de la restriction de pry) au voisinage de (I x O-W) U ((I N
Rs1) x W) C I x W et telle que chaque J; est compatible avec d)\). On suppose que
(N, @) = (J;, ) sur OpO_W (resp. sur tout W dans le cas out € Op(INRxy)). Alors,
il existe un difféeomorphisme croissant v de R, une famille de structures de Weinstein
(AL, v © @)icrseo,1) sur le cobordisme W et une famille analytique réelle de structures
complezes (J!) sur I x W avec les propriétés suivantes :

o ()\%,Uogb) :Qn(Jt17UO¢> ’

— Jr=J, et X$ =X\ pour u € Op(I NRx1) ;

— V]opeo_wy = 1d et, sur Opd_W, J} = J, et Xj = X}.

Remarque 3.28. Cet énoncé est analogue au théoreme 13.6 de [CE12]; la seule différence
est que, dans '’hypothese comme dans la conclusion, la famille de structures complexes
est analytique réelle.

Avant de démontrer cette proposition, on explique comment déduire de celle-ci le
théoréme [F

Démonstration du théoréme[E. Soit V un domaine de Stein et S C V une spheére qui est
un minimum C-convexe. On prend un domaine de Stein V° et une fonction C-convexe
¢ : V° — R telle que V est un sous-niveau {¢ < b}, OV° est un niveau {¢ = b*}, S est
le plus pas niveau de ¢, ¢ est une fonction de Morse excellente sur V°\ S et n’a pas de
point critique sur {b < ¢ < bt}

En appliquant la proposition 3.12f a ¢ : V° — R et a la sphere analytique réelle
S C V°, on obtient une application lisse et pseudo-holomorphe II d’une variété presque
complexe (V,J) vers un voisinage ouvert D de I'arc [0, 1] C C, une fonction ® : V — R,
une 1-forme A sur V et deux valeurs a < bt avec les propriétés de la proposition m
On prend un intervalle fermé [0,1] € I € DN R et un réel b < bt tel que, pour tout
t €I, {b <@g < b"} est un compact de II7'(¢) sans point critique de ®|p-1().
On note W := {a < ® < bt} NII"Y(I). La famille de structures presque complexe
(Jlm-1()nw) se restreint en une famille analytique réelle de structures complexes sur les
fibres de H‘Opw({q):a}ul'[—l(l))'

On note W := {a < ¢ < b"}. En utilisant le lemme on fixe une trivialisation
7 :W — I x W et une famille (u;)c; de difféomorphismes croissants de R telles que,
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pour tout ¢t € I, u; 0 ®lp-1p) 0 T pxn-1(1y = ¢, ur = Id et wopa = Id. On pousse en
avant chaque forme de Liouville \; := Aly-1) et chaque structure presque complexe J;
sur le cobordisme W par le diffSomorphisme 7|r-1(. Alors, (A, ¢)ier est une famille de
structures de Weinstein sur W, il existe un voisinage U C I xW de (I x{¢ = a})U(1 x W)
tel que la famille lisse (J;)ie; de structures presque complexes sur W se restreint en
une famille analytique réelle de structure complexes sur les fibres de pr; : U — [ et
W (Jy, ) = (A, @) sur Op{p = a} (resp. sur tout W dans le cas ou t € Op;(R>1 N 1),
quitte & diminuer I 3 [0, 1]).

D’apres la proposition [3.27] il existe un difféomorphisme croissant v de R, une famille
de structures de Weinstein (A}, vo@)sc; sur W et une famille analytique réelle de structures
complexes (J!') sur I x W vérifiant les conclusions de la proposition . On rappelle a
présent, pour chaque ¢ € I, la fonction v o ¢, la forme de Liouville A} et la structure
complexe J} sur la sous-variété {a < ®|p-1) < bT} C W par le difféomorphisme 7|y
On obtient ainsi une fonction ®! : YW — R, une 1-forme A! sur W et une famille analytique
réelle (J}) de structures complexes sur les fibres de II|yy telles que :

— en restriction & {a < P15y < bT}, (A, ®) est une structure de Weinstein et, dans

lecasout € Opl, (A',®) =2(J}, ®) et J! = J;;

— sur Opy{® =a}, ' =, A = Aet (J}) = (/).

Par le lemme on peut prendre une complexification I1€ : W€ — D' := OpC]o de
la famille analytique réelle (J!) sur les fibres de H|{a<¢><b+}mn—1(f) (ou l'on a identifié le
plongement analytique réel {a < ® < b+} NII-1(/) — WC a Dinclusion). On prend un
ouvert U C V avec les propriétés de la proposition [3.12] qu’on peut supposer de la forme
{® <a™}otta™ > a est une valeur réguliere de ®|r-1(;) pour tout ¢ € D. Par unicité de la
complexification de la famille analytique réelle (J}) sur les fibres de II| {a<d<atyrm-1(i) (cf.

lemme, il existe un plongement holomorphe i€ : Opy,({a < ® < a™}NII"1 (1)) — WC
tel que iz<<1><a+}mnfl(i) = Id et TI®|q-1(prynfacd<art = 1L 0 i€. On peut supposer que la
source de i€ est de la forme II71(D”) N {a < ® < a*} pour un certain voisinage ouvert
D" C D' de I.

On pose la variété complexe V' = (II7H(D") N {® < at}) Ujc ((IIC)~1(D") N WE).
On pose I : V' — D" Papplication holomorphe telle que IT = II€ sur (II€)~}(D") N W€
et 1" = I sur IT7(D”") N {® < a*}. On prend une fonction lisse ' : V' — R telle
que & = & sur I (D) N{® < a} et ¥ = &' sur {a < & < bt} NI1(J). Comme,
pour tout ¢ € I, le sous-niveau {®’ -1 < b} est régulier et est compact dans IT'~!(¢)

et la fonction ®'|e <y est C-convexe, il existe un voisinage D" C D" de I tel

=1
que ces deux propriétés (r)estent vérifiées pour tout t € D" (en effet, la C-convexité est
une propriété ouverte en topologie C?). Ainsi II' : {®' < b} NII'"Y(D"”) — D" est une
déformation de V' vers un domaine a singularité conique et, d’apres la propriété «cycle
évanescent» de la proposition [3.12] S est un cycle évanescent de cette déformation.

]

L’objectif du reste de cette partie est la preuve de la proposition|3.27] Dans la prochaine
proposition, on utilisera le lemme d’approximation bien connu suivant dii aux travaux de
Whitney [Whi34] et Grauert [Gra58] (voir également la partie 5.8 dans [CE12]) :

Lemme 3.29. Soit r > 0 un entier et i une application lisse entre variétés analytiques
réelles. Alors, il existe une application analytique réelle i' arbitrairement proche de i pour
la topologie C" de Whitney.
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Proposition 3.30. On fait les hypothéses de la proposition |3.27 en supposant de plus
que ¢ : W — R a un unique point critique p. Alors, il existe un voisinage U C I x W
de (I x O-W)U ((INRs1) x W) et une famille analytique réelle de structures complexes
(JP) sur U avec les propriétés suivantes :
— la variété stable de p pour chaque champ de Liouville X? est incluse dans UNpry (1)
et est JP-totalement réelle ;
— JP = J; sur Opd_W (resp. sur tout W dans le cas ot t € Op(I NRs1)).

Démonstration. La variété stable du point critique pour chaque champ de Liouville /_\?
est un k-disque plongé DF C W qui est d\-isotrope, ott 0 < k < n est I'indice du point
critique p. A 0 < t < 1 fixé, pour fixer les idées, on décrit Pextension de la structure
complexe Ji|ops w a l'anse dans le cas particulier ot k = n et ol un voisinage annulaire
A? C D} de la sphére descendante est analytique réel (pour la structure sous-jacente
a la structure complexe J;, qui est intégrable prés de d_TV) : on obtient la structure
complexe désirée par le recollement (holomorphe) de la complexification du disque D}
avec un voisinage de 9_W le long de la complexification de I'anneau A}.

On va donner une version 1-paramétrique de cette construction garantissant que les ex-
tensions de structures complexes forment une famille analytique réelle. On peut supposer
que O_-W = {¢ =0}, I =[0,2] et que la famille (J;) se restreint en une famille analytique
réelle sur Uy := (I X {¢ < €}) U (|1 —6,2] x W) pour deux réels €, > 0. On fixe un atlas
analytique réel de Uy ayant les propriétés de la définition pour (J)|y,. On affirme
qu’il existe € €]0, €[, un 2n-disque D€ C C" et une application lisse j : I x D€ — [ x W
tels que :

1. j:(DC)U{¢ < €'} est un voisinage ouvert de I'union du disque stable avec {¢ = 0} ;

2. la restriction de j, & j; '({¢ < €'}) (vesp. & tout D€ dans le cas particulier ou
t €]l —4§/3,1—3§/4[) est holomorphe;
3. j définit une carte de I x W compatible avec la restriction de ’atlas analytique
réel de Uy a U = (I x {¢p < €})U(]1 —0/3,2] x W) et pry 0j = pry.
Cela fournira I'extension désirée de la famille de structures complexe (J;)[y; et achevera la
preuve du lemme; en effet, chaque j; étend (par les propriétés 1. et 2.) Jt|U6m(th) en une
structure complexe Jp au voisinage de D¥UJ_W (resp. sur tout W dans le cas particulier
out > 1—4/3) et la propriété 3. garantit que (J) est une famille analytique réelle de
structures complexes. Il reste a montrer 'affirmation précédente.

Paramétrage des disques stables : Soit 7 > 0, on note Dy := {(z,2') € R* x
R |z| <6et|2'| <n}, Ag:= {1 < |z| <6 et |2'| < n}. 1l existe une application lisse
i I x (DyN(R* x Ognr)) — W telle que, pour tout t € I, i; est un paramétrage du
disque stable Dy et i,(Ag N (R* X Ogn-+)) C {¢ < €}. Chaque disque stable DF C W est
Ji-totalement réel ; en effet, il est isotrope pour d\? qui est compatible avec J;. On étend
¢ en une application 7 : I x Dy — W telle que chaque #; est un plongement .J;-totalement
réel (quitte & diminuer n > 0).

Approximation analytique réelle des spheres descendantes : On note D :=
{lz| < 4det || <n}, Ar={2<|z| <4det|d] <n}, I-:=1[0,1-6/4[C I et Iy :=]1 —
§/2,1—6/4[C I_. D’apres le lemmem7 il existe une approximation lisse 7' : I x Dy — W
de i telle que I'application

7:1|(I,><A)U(Io><D) : (I, X A) U (IO X D) — UO (32)
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est analytique réelle et ' =i sur (I x OpdDy) U (]1 —§/5,2] X Dy). On choisit cette ap-
proximation suffisamment fine en topologie C! de sorte que, pour tout ¢ € I, 'application
i} soit un plongement J;-totalement réel.

Complexification des sphéres descendantes : On prend un réel p > 0, on note
A€ ={r+iye Cz e Aet |y| <p}et D€ :={z € D et |y| < p}. Pour tout t € I_, le
plongement i |4 est Ji-totalement réel et analytique réel donc, quitte & diminuer p > 0, il
s’étend en une application J;-holomorphe i€ : A¢ — W (voir par exemple le lemme 5.40
de [CE12]). De méme, pour tout u € Iy, le plongement J,-totalement réel et analytique
réel iL : D — W se complexifie en une application .J,-holomorphe i€ : D€ — W.
L’application i€ : (I_ x AC)U (I x D€) — W ainsi définie est analytique réelle.

Recollement de ’anse au bord inférieur : On pose les rétrécissements A" := {3 <
lz| <det || <n}C A AC:={zeAet|y <p}etl:=]1—-6/3,1-35/4C I On
montre ci-dessous qu’il existe une application lisse

i'I_xD® =W

telle que #} est un plongement, i, = iC sur D U (A')€ et, pour tout u € I}, i!, = iC sur
DC. Tout d’abord, pour tout t € I_, di}|p s’étend par Ji-lindarité en une section s; du
fibré vectoriel Iso(TDC|p,if(TW)) — D (s; est un isomorphisme car i} est Ji-totalement
réel) ; cette section s; coincide avec celle induite par dztc\ A et, pour tout u € Iy, avec celle
induite par diC|p. A présent, il existe une application i’ : I_ x D€ — W telle que i’ = i€
sur (I_ x A’C)U(I} x D) et di} induit la section s, (voir le «deuxiéme théoréme d’isotopie
et de plongement» dans [CerG1], p.318); c’est 'application désirée.

Quitte a choisir 'approximation i' construite en assez C’-fine et a diminuer

n,p > 0, on peut prendre une valeur 0 < € < € tel que, pour tout t € I_,
Plia ey < € < Ol perarc)- (3.3)

D’apres l'inégalité de gauche dans , it(DC) N {¢ < €'} est un voisinage ouvert de
i+(Dy) U O_TV. On montre ici que Papplication ¢’ vérifie les propriétés 2. et 3. Pour tout
t € I, 1] ;-1 ((g<ery) et holomorphe (car i ({p < €'}) € A’C d’apres inégalité de droite
dans (3.3)) et, pour tout u € I, i, est holomorphe. La carte I_ x D€ 3 (¢, 2) = (t,1,(2)) €
I x W de I x W, nommée abusivement ¢’, vérifie pr; oi’ = pr;. De plus, la restriction de
notre atlas analytique réel de Uy a Ul :== (I x{¢ < €"})U(]1—=/3,2] x W) est compatible
avec cette carte; en effet i1 (UY) C (I_ x A’°)U (I} x D) (puisque on a déja vu que
i ({p < €}) c AC) donc i1y 1 (8, 2) = (t,77(2)) et est ainsi analytique réelle.
Retour sur 'approximation analytique réelle : Il reste a modifier I’application
i’ de sorte a ce que chaque /(D) N Opd_W soit un voisinage du disque stable lisse
D¥F. Pour ce faire on prend une famille (g;)ic; de difféomorphismes de W telle que, pour
tout t € I, g; 0} =iy, go = Id sur OpdW et g, = Id pour u € Op(I N R>1). On note
g: I xW s (t,p)— (t,g:(p)) € I x W. D’apres les propriétés de la famille (g;), j = go i’
est 'application voulue.
O

On énonce ci-dessous une version du théoreme d’existence 1-paramétrique de struc-
tures de Stein de Cieliebak-Eliashberg (théoréme 13.6 dans [CE12]).
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Théoréme 3.31. Soit I un intervalle fermé contenant 1. Soit (N2, ¢)ier une famille de
structures de Weinstein sur un cobordisme W et (J)iwer une famille lisse de structures
presque complexes sur W telle que chaque J; est compatible avec dN). On suppose que ¢ est
une fonction de Morse ayant un unique point critique p dont on note D, le disque stable
pour le champ de Liouville Xg On suppose que J_ est intégrable au voisinage U; de Dy U
O_W sit eI et surtout W sit € Op(INRs1). On suppose aussi que (XY, ¢) = W(J?, ¢)
sur Opo_W sit € I et surtout W sit € Op(INR>y). Alors, il existe un difféomorphisme
croissant v de R, une famille (A}, v 0 @)er seo,) de structures de Weinstein sur W et une
famille lisse (hy)er de plongements W — W avec les propriétés suivantes :

— (W) C Uy

7 ()\%,UO(]ﬁ) :Qﬂ(h:‘]tovvoqﬁ) ’

— h,=1d et X3 = X2 pour u € Op(I N Rx) ;

— v|opga_w) = Id et, au voisinage de O_-W, hy =1d et \] = A,

Esquisse de démonstration. On suit les étapes «Step 2» et «Step 3» de la preuve du
théoreme 13.6 de [CE12] (p. 281).

L’assertion suivante est démontrée dans «Step 2» : il existe une famille (A7, &5 )scr,sej0,1]

de structures de Weinstein sur W avec les propriétés suivantes :
— au voisinage U] de D, UO_W, (\}, ¢}) = W(JD, d) ;
— hors d'un ouvert U/ C U" C UnNpry(t) et au voisinage de _W, (A, ¢¢) = (A2, ¢) ;
— ¢; a pour unique point critique p et ¢; = ¢ sur D, ;
— pour u € Op(I NR>y), (A5, ¢5) = (A2 @) sur W.
En appliquant une version 1l-paramétrique du lemme [3.26| aux fonctions ¢; sur le cobor-
disme W, on construit une famille de diffomorphismes (f;7) de W telle que ¢; o f7 = ¢
et f) =Id. La preuve de ce lemme garantit les conditions f;|p,uopew = Id et, pour tout
u € Op(INR>1), fi = Id. La famille de structures de Weinstein ((f7)*Af, ¢)ier,scfo,1] relie
alors (A, ¢)er & une famille qui coincide avec 20((f!)*J?, ) au voisinage de D, U d_W.

Ainsi, il suffit de démontrer le théoréme dans le cas particulier out (\?, ¢) = 23(J?, ¢)
sur le voisinage U; de Dy U 0_W. On utilise a présent une version 1-paramétrique du
théoréme 8.5 de [CEI12] relative au temps ¢ > 1 : il existe une famille de fonctions a
niveaux Jto—convexesﬂ ¢: : Uy — R avec les propriétés suivantes :

— il existe une valeur réguliere ¢ €]é(p), p(0+W)[ de ¢, telle que le sous-niveau {¢; <
c} est un voisinage de D, U 0_W inclus dans Uy ;

— il existe une famille (v;);ecr de difféomorphismes croissants de R telle que ¢, = v, 00
hors d’'un voisinage U] C U; de D; (resp. sur tout W dans le cas ou t € Op(I N
R:1));

— ¢ = ¢ sur un voisinage U, C U] de D, U0_W;

— ¢ a pour unique point critique p.

On prend un difféomorphisme croissant de R wq tel que wolig@a_w),q = Id et wg o v(c) =
»(0+W) puis un difféomorphisme croissant de R convexe w tel que les fonctions 1, =
w o wy o ¢; sont J-convexes et w|opw0(¢(@7w)) = Id. Pour chaque t € I, les fonctions
et ¢ := w o ¢ coincident au voisinage de O_W U Dy, vérifient ¢, ({¢: = c}) = (0, W),
ont pour seul point critique p, ont des pseudogradients respectifs qui coincident sur D,
donc, d’apres le lemme 9.29 de [CE12] (cf. version de l'errata), il existe une famille de

2. une fonction & niveaux C-convexes est une fonction dont la post-composition par un certain difféo-
morphisme croissant de R de R est C-convexe
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plongements (h; : W — {¢; < c})ser telle que 1, 0hy = 1) au voisinage de OW U D, et, pour
u € Op(INR>y), hy, = Id. Ainsi, la fonction 1 est h}.JP-convexe. Il reste a interpoler entre
la famille de Weinstein ((w’ 0 ¥)A?, 1)er (qui est en effet de Weinstein, car w est convexe
et d’apres le critere i) du lemme 12.1 de [CE12]) et la famille de Weinstein 23(h;JP, ¥)ier
parmi des structures de Weinstein de fonction fixe égale 1) (relativement a Op O_W et au
temps ¢t > 1). Pour ce faire on renvoie a la fin de «Step 3». O

Avant de montrer comment le lemme|3.30|et le théoreme |3.31impliquent la proposition
[3.27 on énonce sans preuve un lemme d’interpolation de structures de Weinstein sur un
cobordisme sans point critique issu de [CE12] (lemme 12.7).

Lemme 3.32. Soit W un cobordisme.

1. Soit (A1, ¢) une structure de Weinstein sur W telle que ¢ est sans point cri-
tique. Soit (N, ¢)iepz une famille de structures de Weinstein sur Op OW telle que
Mlopaw = Nj. Alors, il existe une famille de structures de Weinstein (A, ¢)iep2
sur W et une famille (Cy) de constantes positives telles que Ay = X, sur Op 0_-W
et Ay = Cy A, sur Op o, W.

2. Soit (A?,(b)te[o,u une famille de structures de Weinstein sur W telle que ¢ est
sans point critique. Soit (A7, @)ic(0,1],se0,1] une famille de structures de Weinstein
sur Op W telle que N|opow = AP. Alors, il existe une famille de structures de
Weinstein (A, ¢)iejo,scf0,1) sur W et une famille (C}) de constantes positives telles

que X; = X7 sur Opo_W et \{ = CSAP sur Op 0. W.

Démonstration de la proposition[3.27. On choisit des valeurs régulieres ¢p(0-W) = ¢; <
g < -0 < ey = ¢(0.W) de la fonction de Morse excellente ¢ : W — R telles que ¢
a exactement un point critique sur chaque {¢x < ¢ < ¢x11}. On montre le résultat par
récurrence sur {¢ < ¢ }.

On suppose qu'’il existe un difféomorphisme croissant v de R, une famille (\f,v! o
®)ter,scpo,1) de structures de Weinstein sur le cobordisme {¢ < ¢} et une famille analy-
tique réelle (J!) de structures complexes sur I x {¢ < ¢} avec les trois propriétés de la
proposition [3.27]

On prend une valeur réguliere ¢, < ¢ telle que ¢ n’a pas de valeur critique sur [¢; , ck].
Il existe une extension de la famille de structures de Weinstein (A, v' o ¢)| (p<cr} aW;en

effet, d’apres le lemme m.2, il existe une famille de structures de Weinstein (S\;f, vlo¢)
sur {¢; < ¢ < ¢} et une famille de constantes C; > 0 telles que :

— X0 = X0 et, pour tout u € Op(I NRsy), A5 = X3 ;

— sur Op{é = ¢}, A\f = X et, sur Op{o = ¢}, A = CAS.

La famille (X5, v! o ¢) s’étend alors en l'extension désirée.

On choisit une famille (jtl)te ; de structures presque complexes sur W telle que jtl
est compatible avec dA! et J! = J! sur Op{¢ < ¢; } (resp. sur tout W dans le cas oul
t e Op(] N Rzl))'

On applique alors le lemme [3.30] puis le théoreme [3.31] a la famille de structures
de Weinstein (A}, v! o ¢)ue; et & la famille de structures presque complexes (J}) sur le
cobordisme {c;; < ¢ < ¢41}. On obtient ainsi un difféomorphisme croissant v? de R, une
famille de structures de Weinstein (A7, v2ouwlo O)ie I,se[1,2) sur le cobordisme {6 < cpir}y
une famille analytique réelle de structures complexes (J?) au voisinage U de (I x {¢ <
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Chapitre 3. Spheres lagrangiennes et cycles évanescents d'un domaine de Stein

) U (I NRsp) x {¢ < crpq} et une famille de plongements (hy : W — U N pry*())ser
avec les trois propriétés suivantes :
— (A vPovlog) =W(h;JE, v ovl 0 9);

— hrJ2=J! et A3 = AL pour tout u € Op(I NRs;) et pour tout s € [1,2];
— UZ|OPR<1;1 = Id et, sur Op{¢ < ¢; }, hy = 1d, JZ2 = J! et \{ = A} pour tout
s €[1,2].
La famille (h}J?) est analytique réelle sur I x {¢ < ¢;11} (car c’est le rappel par le
plongement I x W > (t,p) — (t,hi(p)) € I x W de la famille analytique réelle de
structures complexes (J2|n,w))). On obtient finalement la famille de Weinstein désirée
sur {¢ < cpy1} en concaténant (A7, v? o vl o P)ierseio,] €t (A5, 0% 0 v' 0 P)rersep g Ceci
acheve la récurrence. O

(e)
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Abstract :

Symplectic geometry and complex geometry are closely related, in particular by Do-
naldson and Auroux’s asymptotically holomorphic techniques and by Eliashberg and Cie-
liebak’s work on pseudoconvexity. The work presented in this thesis is motivated by these
two connections.

We first give the following symplectic characterisation of Seshadri constants. In a
complex manifold, the Seshadri constant of an integral Kéhler class at a point is the
upper bound on the capacities of standard balls admitting, for some Kahler form in this
class, a codimension 0 holomorphic and iso-Kéhler embedding centered at this point. This
criterion was known by Eckl in 2014 ; we give a different proof of it.

The second part is motivated by Donaldon’s following question : ‘Is every Lagran-
gian sphere of a complex projective manifold a vanishing cycle of a complex deformation
to a variety with a conical singularity ?”” On the one hand, we present every closed La-
grangian submanifold of a closed symplectic/Kéhler manifold whose relative periods are
integers as the lowest level set of a ‘convex’ exhaustion defined on the complement of a
symplectic/complex hyperplane section. In the Kéhler setting ‘complex’ means strictly
plurisubharmonic while in the symplectic setting it refers to the existence of a Liouville
pseudogradient. On the other hand, we prove that any Lagrangian sphere of a Stein do-
main which is the lowest level-set of a ‘convex’ function is a vanishing cycle of some
complex deformation over the disc to a variety with a conical singularity.

Résumé :

La géométrie symplectique et la géométrie complexe sont intimement liées, en parti-
culier par les techniques asymptotiquement holomorphes de Donaldson et Auroux d’une
part et par les travaux d’Eliashberget et Cieliebak sur la pseudoconvexité d’autre part.
Les travaux présentés dans cette these sont motivés par ces deux liens.

On donne d’abord la caractérisation symplectique suivante des constantes de Seshadri.
Dans une variété complexe, la constante de Seshadri d'une classe de Kéhler entiere en
un point est la borne supérieure des capacités de boules standard admettant, pour une
certaine forme de Kéhler dans cette classe, un plongement holomorphe et iso-Kéahler de
codimension 0 centré en ce point. Ce critere était connu de Eckl en 2014 ; on en donne
une preuve différente.

La deuxieme partie est motivée par la question suivante de Donaldson : «Toute sphere
lagrangienne d’une variété projective complexe est-elle un cycle évanescent d'une défor-
mation complexe vers une variété a singularité conique ?» D’une part, on présente toute
sous-variété lagrangienne close d’une variété symplectique/kéhlérienne close dont les pé-
riodes relatives sont entieres comme lieu des minima d’une exhaustion «convexe» définie
sur le complémentaire d’une section hyperplane symplectique/complexe. Dans le cadre
kahlérien, «convexe» signifie strictement plurisousharmonique tandis que dans le cadre
symplectique, cela signifie de Lyapounov pour un champ de Liouville. D’autre part, on
montre que toute sphere lagrangienne d’un domaine de Stein qui est le lieu des minima
d’une fonction «convexey est un cycle évanescent d’'une déformation complexe sur le disque
vers un domaine a singularité conique.
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