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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Le but de cette these est d’énoncer des théorémes de rigidité spectrale dans un
contexte faisant intervenir des invariants iso-spectraux issues de la théorie KAM. Afin
d’introduire les différentes notions qui apparaitront dans la suite du texte, nous allons
prendre comme point de départ I'un des problemes les plus fameux de la géométrie
spectrale. Puis nous verrons comment des généralisations naturelles de ce probléme
peuvent conduire a considérer les objets abstraits qui interviendront par la suite.

1.1 Le probleme du tambour de Kac et ses générali-
sations

Dans un article de 1966 [18], le mathématicien polonais Marc Kac pose la question
suivante :

Can one hear the shape of a drum ? (Peut-on entendre la forme d’un tambour ?)

D’un point de vue mathématique, sa question est la suivante. On assimile la peau
d’un tambour a un sous ensemble 2 C R? compact et connexe. Lorsque qu’une
personne joue sur ce tambour, la peau de celui-ci se déforme selon I'équation des
ondes. Plus précisément, si 'on note f(t, z) l'altitude de la peau a l'instant ¢ au point
x € Q) relativement a la position de la peau au repos et que I'on suppose que la peau
du tambour est fixée au bord 01 alors la fonction f vérifie '’équation des ondes :

L —AAf =0,
f(t,x) =0,V € 09,

ou A est I'opérateur laplacien selon les coordonnées d’espaces et ¢ est une constante
physique liée a la nature du tambour que I'on fixe ici égale a 1. Pour résoudre ce
systéme, Kac propose de faire une séparation des variables en posant f(t,z) =
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U(z)e™t. Les fonctions U solutions sont les modes fondamentaux vibratoires du
tambour. La quantité w représente la fréquence de vibration de chacun de ces modes.
Les modes de vibrations U font vibrer I'air a ces fréquences w ce qui produit alors
le son du tambour. La solution générale f s’écrit comme une superposition de ces
modes vibratoires fondamentaux. Par la séparation des variables le systéeme devient :

AU + w?U =0,
U(x) =0,Vx € 05

Cette reformulation permet alors de faire un lien direct entre le son d’un tambour
et les valeurs propres du laplacien sur €2 avec condition de Dirichlet aux bords. Il est
connu que I'ensemble de ces valeurs propres forme une suite de réels 0 < \; < Ay <
A3 < ... quitend vers l'infini [27].

La question de Kac peut alors se comprendre ainsi : La connaissance du spectre
du laplacien sur un domaine §2 est-il suffisant pour retrouver la forme de 2 ? Lorsque
deux domaines ont méme spectre on dit qu’ils sont isospectraux. Ainsi le probleme
devient :

Si pour deux domaines ), et Q, le spectre du laplacien est le méme, ces deux
domaines sont-ils isométriques ?

Sous cette forme, assez lointaine des tambours, la question se transpose imme-
diatement a des domaines inclus dans R¢ avec d supérieur a 2 puisque le laplacien se
définit de fagon naturelle sur ces espaces. On sait que la réponse a cette question est
négative : Milnor avait déja fourni deux ans auparavant un contre-exemple de deux
tores en dimension 16 non-isométriques et ayant méme spectre pour le laplacien [21].
Plus concrétement, en 1992 les mathématiciens Carolyn Gordon et David Webb ont
exhibé deux régions du plan non-isométriques et ayant méme spectre du laplacien
[11]. Leurs contre-exemples sont des polygones non convexes du plan. On peut
alors se poser la méme question en supposant que les domaines considérés sont
convexes et/ou a bord régulier. Un résultat positif dans ce sens est di a Zelditch [32].

Si la réponse générale a la question de Kac est négative, tout espoir n’est
cependant pas perdu. En effet, a défaut de pouvoir déterminer la forme exacte du
tambour, certaines informations géométriques se déduisent tout de méme du son
de celui-ci. Lun des résultats fondamentaux dans ce sens est la loi de Weyl, déja
connue de Kac, qui s’écrit
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lim N = (27) %WV ()

A—00 )\d/Q

ou N () est le nombre de valeurs propres inférieures a A, V(Q2) est le volume de (2,
wy est le volume de la boule unité de dimension d. Ainsi on peut retrouver le volume
du tambour par le son que celui-ci produit ou plus précisément par I'asymptotique
du nombre de valeurs propres du laplacien. De plus dans certains cas, le deuxiéme
terme dans le développement asymptotique de N permet de retrouver le périmétre
du tambour. On peut par exemple conclure, a I'aide de I'inégalité isopérimétrique,
gue les disques ont chacun des sons caractéristiques parmi les tambours plans.

Le probleme d’isospectralité peut aussi se formuler dans le contexte d’une variété
riemannienne (M, g). En effet, le laplacien se transpose naturellement a ce type de
variété en un opérateur différentiel appelé opérateur de Laplace-Beltrami A, qui est
défini de fagon canonique par :

Ay(f) :==div grad,(f).

Si la variété M est compacte sans bord alors le spectre de I'opérateur de Laplace-
Beltrami est, comme dans le cas du laplacien, discret et composé de valeurs positives
tendant vers l'infini. Les questions énoncées précédemment se formulent de la méme
facon dans ce nouveau cadre.

Un grand nombre de résultats de problémes inverses en géométrie spectrale
proviennent de I'étude de la formule de trace [12],[17],[33],[31]. Cette formule de
trace, étudiée entre autres par Y. Colin de Verdiere [5] J. Duistermaat et V. Guillemin
[9] et S. Zelditch [30], fait le lien entre le spectre de 'opérateur de Laplace-Beltrami
avec des invariants liés aux géodésiques périodiques comme leurs longueurs ou le
spectre de I'application de Poincaré linéarisée.

On peut aussi considérer le probléme de la rigidité spectrale. On se donne une
déformation d’une variété riemannienne (M, g), c’est a dire une famille C* de variétés
riemanniennes (M, g;), t € [0,6], go = g et A, les opérateurs de Laplace-Beltrami
associés. On dit que la déformation est :

e [sospectrale si pour tout ¢ € [0, §], Spec(A;) = Spec(Ay).

e Triviale si il existe une famille v, de difféomorphismes de M tels que ¢, = Id et
Vi ge = go-
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La variété riemannienne (M, g) est spectralement rigide si toute déformation
isospectrale est triviale. Elle est infinitésimalement spectralement rigide si toute
déformation isospectrale vérifie (%gt)\t:o = 0. Hezari et Zelditch ont prouvé que
I'ellipse est infinitésimalement spectralement rigide [15]

La rigidité spectrale des variétés riemanniennes compactes sans bord de courbure
sectionnelle négative a été démontrée par V.Guillemin et D.Kazhdan en dimension
deux [13], C.Croke et V.Sharafutdinov en toutes dimensions [6] et G.Paternain,
M.Salo et G.Ulhmann pour les surfaces Anosov orientées [22]. La formule de trace
est particulierement utile pour les déformations C* (M, g;) d’'une variété riemannienne
(M, go) qui a un flot géodésique Anosov puisque toutes les géodésiques périodiques
sont non dégénérées et induisent une famille C! de géodésiques périodiques pour ¢
suffisamment petit. Ceci permet de transformer le probleme de la rigidité spectrale
infinitésimale des variétés Anosov en un probléme d’injectivité de la transformée
rayon-X sur les géodésiques qui a été démontré dans le cas des variétés fermées a
courbure négative en toutes dimensions [6]. De plus, pour des raisons de stabilité de
structure, la rigidité spectrale infinitésimale implique la rigidité spectrale.

Ces propriétés ne sont plus valides pour des déformations de métriques rieman-
niennes dont le flot est proche d’étre intégrable ce qui rend le probleme de rigidité
spectrale plus difficile dans ce cadre. La méthode de formule de trace demande
des hypotheses techniques telles que la simplicité des longueurs des géodésiques
périodiques (elles doivent étre toutes de longueurs différentes) ainsi que la non-
dégénérescence des géodeésiques correspondantes et leurs itérées, ce qui n'est pas
vérifié en général. Ces conditions sont non-ouvertes dans la topologie C*. En suivant
les travaux de G.Popov et P.Topalov [23] [25], nous proposons une autre méthode
qui évite la formule de trace et les hypotheses associées. Cette méthode est basée
sur la construction de familles C! de quasi-modes associées a des familles C! de
tores invariants.

Enfin, on peut aussi choisir de considérer des opérateurs plus généraux que le
laplacien sur R™ ou 'opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne. On
peut se demander ce qu’il se passe si I'on considére d’autres opérateurs différentiels
ou plus généralement des opérateurs pseudo-différentiels. Présentons rapidement
une idée de ce que sont les opérateurs pseudo-différentiels, le lecteur pouvant trouver
plus de précisions dans [16], [26] et [27] .

Considérons le cas de R". Rappelons d’abord quelques faits autour de la trans-
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formée de Fourier. Dans la suite, les fonctions considérées appartiennent a des
espaces dans lesquels les formules ont un sens. Soit f une fonction sur R a valeurs
complexes. La transformée de Fourier de f, notée F(f), est la fonction définie sur
R" par :

1 )
s s

R

vEeR", F(f)(§) =
Cette transformée de Fourier dispose d’'un grand nombre de propriétés remar-
quables. Notamment :

e Elle fait correspondre la dérivation a une multiplication, i.e. 7(D,, f) = &F(f)
ou Dy, = 10,,.

¢ |l existe une transformée de Fourier inverse qui permet de retrouver f a partir
de F(f).

Rappelons qu’un opérateur différentiel linéaire P est un opérateur de la forme :

P(N)a) = 3 au(z)D? f(z),

oua=(a,...,an) €N, a| = Yy, D* = D3 ... Dg" et a, sont des fonctions sur
R". Le laplacien est un exemple de ce type d’opérateur. A 'aide des propriétés de la
transformée de Fourier, ce type d’opérateur peut se réécrire sous la forme

P(f)(@) = | e ate, ) fy)dyde,

R™ xR™

ou a(z,§) = % aq(z)&. Ici la fonction a(z, &) est un polyndme en les variables .
|a|=0
On appelle cette fonction le symbole de I'opérateur différentiel P. On note parfois

I'opérateur associé a(x, D). Remarquons que le symbole d’'un opérateur différentiel
est toujours un polynéme. Dans le cas du laplacien, ce symbole est simplement ||£||?
ou la norme euclidienne.

La notion d’opérateur pseudo-différentiel apparait alors lorsque que I'on souhaite
généraliser ce type de construction pour une famille de symboles plus large que les
polynémes. Les intéréts de I'étude de tels opérateurs sont multiples. Leur construction
permet par exemple de transformer I'étude d’'un opérateur en I'étude de son symbole
et en particulier de ce que I'on appelle son symbole principal. Un grand nombre
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de propriétés des opérateurs pseudo-différentiels se déduisent de leurs symboles
principaux. Létude de l'inversibilité par exemple est intimement liée a I'étude de son
symbole principal. Certains opérateurs différentiels inversibles ont des inverses qui
sont des opérateurs pseudo-différentiels mais pas différentiels. Enfin pour ce qui
nous intéresse ici, certaines propriétés spectrales d’'un opérateur peuvent se déduire
de I'étude de son symbole.

On peut aussi définir des opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés. Ceci
se fait en demandant que I'expression dans toutes cartes de ces opérateurs soient
des opérateurs pseudo-différentiels sur R™. Le prix a payer est que la notion de
symbole global n’est plus bien définie dans ce contexte. Cependant on peut encore
associer ce que I'on appelle un symbole principal ainsi qu’'un symbole sous-principal
qui seront des fonctions sur le fibré cotangent de la variété.

On peut finalement voir la construction des opérateurs pseudo-différentiels comme
une tentative de correspondance entre un certain espace de fonctions et des opéra-
teurs. C’est en fait I'enjeu de la théorie de la quantification issue de la mécanique
quantique. Il existe plusieurs fagons de réaliser ce type de correspondance et nous
avons ici présenté ce que I'on appelle la quantification classique.

1.2 Mécanique Hamiltonnienne et théorie KAM

Comme précédemment on cherche a trouver des invariants a relier au spectre
d’un opérateur pseudo-différentiel. Ces invariants trouvent ici leurs origines dans la
mécanique hamiltonienne qui va nous permettre de construire un systéme dynamique
sur le fibré cotangent de notre variété a partir du symbole principal de notre opérateur.

Nous rappelons ici quelques notions de géométrie symplectique et de mécanique
hamiltonienne, le lecteur pouvant compléter la lecture par [1] ou [8].

Une variété symplectique (M, o) est une variété M munie d’une 2—forme o
fermée non dégénérée appelée forme symplectique. Les variétés symplectiques
sont toujours des variétés de dimension paire et dans ce qui suit on supposera que
nos variétés sont de dimension 2n. Lexemple de référence est le fibré cotangent
T*M d’une variété quelconque M muni de la 2—forme canonique ¢ = da ou « est la
1-forme de Liouville donnée dans les coordonnées locales (z,£) de T*M par
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a =Y &adx; aussi noté {dx,

etdoncw = > _d& A dux;, aussi noté dé A dx.

Un théoréme de Darboux stipule que toute forme symplectique sur une variété M
est localement conjuguée a la forme symplectique canonique sur un fibré cotangent
de méme dimension que M [20]. Les coordonnées correspondantes sont appelées
coordonnées symplectiques.

Sur une variété symplectique (M, o), la non-dégénérescence de o permet d’asso-
cier a toute fonction H € C>(7T*M) un champ de vecteurs Xy uniquement défini par
la propriété

V(@,Y) € M x T, M, 0,(Y, Xp(x)) = (dH).(Y).

On en déduit alors un systéme dynamique appelé systéme hamiltonien associé
au flot de ce champ de vecteur. Dans les coordonnées locales symplectiques (z, §)
le champ de vecteurs Xy s’exprime

OH OH O0H oH
XH(I,&) = (%7""86’1’_8%’.”’_8'%”) .

On peut ensuite définir un crochet de Poisson qui munit 'espace des fonctions
C(T*M) d’'une structure d’algébre de Poisson. Le crochet de Poisson de deux
fonctions f et g est défini par

{f.9} = o(Xy, Xy).

Une propriété importante est que lorsque le crochet de Poisson de f et g est nul,
alors les lignes de niveaux de ¢ sont invariantes par le flot hamiltonien associé a
f. On dit alors que g est une intégrale premiéere du systéme hamiltonien associé a
f. Remarquons que H est toujours une intégrale premiére du systéme qui lui est
associé.

Les systemes hamiltoniens qui ont un grand nombre d’intégrales premiéres
indépendantes entre elles sont des systemes particulierement remarquables appelés
systéemes intégrables. En dimension 2n on demande a ce qu'il y ait n intégrales
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premieres indépendantes. Le théoréeme d’Arnold-Liouville stipule que ces systéemes
ont une symétrie trés forte au niveau local et un comportement simple qui permet
d’avoir une expression des solutions. En substance, sous certaines hypothéses
générales, il est possible de trouver localement des coordonnées symplectiques
(¢, I) € T" x R™ (T = R/27Z), appelées coordonnées actions-angles, telles que
I’hamiltonien H ne dépende que des variables d’actions /. Ainsi dans ce systéme
de coordonnées H = H(I) et le champ de vecteur X est de la forme (w;,0) ou
wr = VH. La variété est alors localement feuilletée par des tores stables par le
flot sur lesquels la dynamique est conjuguée a un flot linéaire de fréquence w;. Ces
tores sont appelés tores invariants. Sur chacun de ces tores on dit que le flot est
quasi-périodique.

Wwr g

FIGURE 1.1 — Flot linéaire de fréquence w; sur un tore.

On observe immédiatement ce feuilletage dans le cas du portrait de phase du
pendule (cf fig. 1.2).

Ces systémes intégrables font toutefois figure d’exceptions dans le paysage des
systémes linéaires observés en physique ou dans la nature. Néanmoins un certain
nombre de systémes physiques sont proches d’étre des systémes intégrables au
sens ou ils sont issus d’'un hamiltonien H de la forme H, + R ou H, est associé
a un systéme intégrable et R est une petite perturbation (en un sens a préciser).
C’est par exemple le cas du systéme solaire, ou l'interaction des planétes entre elles
est tres petite par rapport a I'action du soleil. C’est I'objet de la théorie KAM (pour
Kolmogorov-Arnold-Moser) que d’étudier ce type de systeme et en particulier de
savoir si certains des tores invariants du systéme associé a H, subsistent aprés la
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FIGURE 1.2 — Portrait de phase de I'équation du pendule § = — sin(q)

perturbation.

Lorsque le flot sur le tore est périodique on dit que le vecteur fréquence w est
résonnant et non-résonnant sinon. Les vecteurs résonnants w sont les vecteurs
tels qu’il existe un vecteur k& € Z" vérifiant (w, k) = 0. On peut quantifier le fait
d’étre proche d’'une fréquence résonnante et les vecteurs qui ne le sont pas sont dit
vecteurs diophantiens. Ce sont en général des tores invariants dont les fréquences
sont diophantiennes qui subsistent aprés perturbation.

1.3 Rigidité spectrale et contexte de la these

On entre a présent un peu plus dans le vif du sujet de cette thése qui traite de rigi-
dité spectrale. On ne considere donc pas seulement un opérateur mais une famille a
un parametre d’opérateurs pseudo-différentiels qui ont tous le méme spectre. On peut
interpréter cette famille comme une déformation d’'un opérateur pseudo-différentiel.
On cherche alors a savoir si cette hypothese d’iso-spectralité des opérateurs entraine
I'existence d’invariants de nature dynamique.

On se place dans la cas d’'une variété M fermée compacte de dimensionn > 2. On
considere une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre deux P, = P,(z; D),
t € [0;1], agissant sur les demi-densités. Plus précisément pour toute carte locale
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(U; x4, ..., z,) et pour toute fonction f € C°(U) on a :

1

B %) = oo (€ s 01w ) o

ou p; est une fonction qui, a priori, dépend de U/ et est de la forme

536 ~ S poj(:6),
j=2

ou p, ; est C*™ et homogéne d'ordre j en &.
On note H; = pia(x; &) € C>(T*M\{0}) le symbole principal de P, qui est bien
défini. Il est donné localement par la formule

e? @ Py (@) = H,(x; dy) + termes homogénes de degrés inférieurs ou égaux a un.

De méme le symbole sous-principal de P; est bien défini par la formule

2

Zj 8@

1 n
p;&,l(x;€> pea(z;€) + 52
=1

On dit que la famille P, est une famille C* d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
deux si I'application ¢ — p, est C! dans chaque carte.

Proposition 1.3.1. Soit une famille de symboles p, ; € C'([0; 1];C>(T*R™\0) homo-
gene d’ordre j pour j < 2.
Alors il existe une famille C* de symboles t — p, tels que pour toutt, p, est une

réalisation de Z pi;- En d'autres termes pour tout compact K C R™, pour tout entier
§<2

N positif et pour tout (x; &) € T*R™\0 tels que z € K on a

< Crn(1+ ) N7

ao‘ﬁﬁ(ptxf Zptgxf)

j>—N

Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce résultat dans [34].
On supposera dans la suite que P, est autoadjoint dans L?(M, Q'/?) et elliptique,
c’est-a-dire :

V(z;:€) € T"M, |Hy(w;€)| > ClEPPT M, Vt € [0; 1.
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Ces hypotheses sont par exemple vérifiées par I'opérateur de Laplace-Beltrami
dans le contexte d’'une variété riemannienne. P, étant auto-adjoint, H; est une fonction
réelle. De plus, quitte a changer de signe on peut supposer que H,; est positif.
Lopérateur P, a un spectre discret o(P;) = {\:1 < M2 < ...} ou chaque \;; est de
multiplicité finie et nl_igloo Atn = +00.

Dans la suite, on se placera dans des hypotheses plus faibles que 'iso-spectralité.
On supposera une iso-spectralité faible comme dans [24] au sens suivant :

On considere une union infinie Z d’intervalles disjoints [ay; bx|ren, €t deux réels
d>0etc>0tels que

(Hy) Z C (0,00) et

e lima, = limb, = +o0,

. by —ay
o lim =0,
V/ Ak

e a1 — by > cb* pour tout k € N,

(H,) Il existe a > 1 tel que o(P;) N [a, +oo[C Z, pour tout ¢ € [0, 1].

On autorise ainsi le spectre a varier tout en gardant un certain contrdle sur sa
variation.

Les invariants iso-spectraux que nous exhibons sont liés a des familles de tores
de Kronecker pour le flot hamitonien associé a H,. Ces tores sont définis de la fagon
suivante :

Définition 1.3.2 (Famille de tores de Kronecker). Une famille de tores de Kronecker
de fréquence w € R™ pour le flot hamiltonien associé a H; est la donnée d’une famille
de sous-variétes A,(w) de T*M telle qu'il existe une famille lisse de plongements
fi : T — T*M verifiant f,(T™) = A;(w) et pour tout s € R le diagramme suivant
commute :

Tn Y=+ ws ™
s
Ay(w) Ay(w)

ou o7 est le flot de I'hamiltonien H, au temps s.
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En d’autres termes le flot hamiltonien sur A,(w) est conjugué a un flot linéaire
quasipériodique sur le tore T™.

On dit que la famille est C' par rapport a t si I'applicationt — f, € C°>°(T™,T*M)
estC!.

Rappelons ici quelques propriétés classiques des flots linéaires quasipériodiques
sur le tore.

Proposition 1.3.3. Soientw € R™ et le flot F, : T" — T™ défini pour tout ¢ € T™ et
s € R par F,(p) = ¢ + sw. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. w est non résonnant, i.e. (w, k) # 0 pour tout k € Z™\{0}.
2. Le flot (F;) est ergodique, i.e. toute fonction invariante par (F;) est constante.

3. Pour toute fonction f sur T", la fonction moyenne temporelle f est constante et
égale a la moyenne spatiale, i.e. pour tout o € T" :

Floo = im o [ f(Foods = [ Sl

4. Toutes les trajectoires de (F) sont denses dans T".

On trouvera une démonstration de ces résultats dans [19].

Les tores invariants que nous étudierons dans la suite seront non résonnants. En
fait leurs fréquences seront dans un ensemble de vecteurs, dit vecteurs diophantiens,
qui sont des vecteurs pour lesquels nous avons un contréle de leurs "défaut" de
résonnance. Les tores non-résonnants de la "bonne dimension" offrent un panel
important d’outils pour leurs études dd, entre autre, au résultat suivant :

Théoréme 1.3.4 (Herman). Si A(w) est un tore de Kronecker de fréquence non
résonnante, alors A(w) est une sous variété lagrangienne de T M

Démonstration. On considére x*(da) la 2—forme induite sur A(w) par I'application
x : T" — T*M ou « est la 1—forme de Liouville sur 7% M. Elle s’écrit sous la forme :

X*(dOé) = Z Oékl(0>d9k A d@l,

1<k<I<n
avec «y,; fonction lisse sur T".
On note ¢, I'application de T™ sur T" conjuguée au flot ®*. On a alors la relation :
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Pr(x*da) = > a0+ sw)dby A db;.

1<k<iI<n

Or ¢s = (x ' 0 ®° o x) et ®* est un flot hamiltonien. Ainsi ¢*(x*da) = x*da. Or w
est non résonnant, donc toutes les trajectoires associées a ¢, sont denses dans T".
On en déduit que les fonctions a4, sont constantes.

On considére maintenant le tore T,,,, C T™ défini comme étant le tore ou toutes
les coordonnées sont nulles sauf celles en positions n et m qui parcourent tout T. On
a alors d’'une part :

/ X*dOé = / Zaklde A d@l = 47T204mn.

Tonn k<l

mn

D’autre part par le théoréme de Stokes et puisque T,,,, n’a pas de bord :

[ wda= [ dixa),

Trmn Trmn
*

= / x a=0.
aTmn

Finalement pour tout m et n, a,,, est nulle. Ainsi x*da est nulle et A(w) est
lagrangien. O]

Pour chaque famille de tores invariants A,(w) que I'on construit, on associe trois
invariants dynamiques de la fagon suivante :

e Laction moyenne sur le tore g,(w) définie par

1
Bilw) = lim o= [ eda
¥t(p0,5)

s—+oo 25

ou v.(po, s) est la courbe intégrale associé au flot de I’hamiltonien H, issue
de po € Ay(w) parcourue du temps —s a s et {dx est la 1-forme de Liouville
canonique sur 7M. Cette limite est bien définie par le théoréme de Birkhoff
ergodique.

e La classe de Liouville I;(w) qui se calcule de la fagon suivante : on consideére la
base canonique (7:)i1.... de lacets du groupe fondamental du tore T". A 'aide
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du difféomorphisme f; de T" a A;(w) on raméne la 1-forme de Liouville de T* M
sur T" par f;(&dz). La classe de Liouville est alors le vecteur de R™ :

0w) = ([ fitedn).o [ filgan)).

e La forme normale de Birkhoff de H; au voisinage de A,(w). On peut démontrer
I'existence d’une application exacte symplectique x; d’'un voisinage de T" x
{L;(w)} C T*T™ dans un voisinage de A;(w) C T*M telle que x;(T" x {I;(w)} =
A¢(w) et gqu’ils existent deux fonctions lisses K, et R, vérifiant :

(Xt_l oHio Xt) (¢, 1) = Ki(I) + Re(p, I),  OF Re(p, It(w)) = 0,Vor € N™.

Pour démontrer les résultats concernant I'invariance de ces quantités la stratégie
sera la suivante.

e On commence par supposer I'existence d’un tore de Kronecker Aq(w) pour
I’namiltonien H, de fréquence diophantienne w € D(k, 7).

e On construit une forme normale de Birkhoff homogéne autour de ce tore qui per-
met d’écrire localement le systéme comme la somme d’un systéme intégrable
et d’'une perturbation. On ajoute alors une hypothese de non-dégénérescence
de cette forme normale de Birkhoff autour de Ay(w).

e On démontre alors un théoreme KAM qui énonce I'existence d’un temps ¢ et
d’'un ensemble de fréquence (2, tels que pour tout w € Q,, il existe une famille
C! de tores invariants A;(w) de fréquence w pour ¢ € [0, ¢].

e Pour chacun de ces tores on construit une famille C! de quasi-modes qui sont
des solutions approchées du probléme aux valeurs propres pour P,.

e La construction de ces quasi-modes permet alors de conclure a I'invariance des
quantités f,(w), I;(w) et K,(I;(w)) pour chaque famille de tores et de démontrer
le théoreme principal de la thése Th 5.0.6.

On donne ensuite une application de ce résultat de rigidité spectrale. En consi-
dérant une famille A, une famille de tores invariants pour la famille d’hamiltonien H,
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issues du théoreme KAM précédant et en introduisant une forme volume \ appelé
forme de Leray sur A, on montre que

OH,
— dA=0.
Ot =0
Ao

On démontre ensuite une condition de rigidité spectrale pour les surfaces de
révolution liée a ce dernier théoréme.
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CHAPITRE 2

FORMES NORMALES DE BIRKHOFF

Dans cette partie nous allons construire des formes normales de Birkhoff. Le
but est de montrer que lorsque qu’un hamiltonien admet un tore invariant ayant une
fréquence dite diophantienne, alors cet hamiltonien peut se réécrire localement en
un systeme intégrable plus une petite perturbation.

Précisons ici ce que I'on entend par fréquence diophantienne. Il y a en fait deux
types de conditions diophantiennes qui vont dépendre de la nature du systeme
dynamique que I'on étudie. Selon que celui-ci est continu ou discret on considére
'une ou l'autre des conditions.

Dans la définition qui suit on considére la norme 1 sur Z? pour d > 1. C'est a dire

d
[kl = [(ky,- . ko)l =D [kl

j=1
Définition 2.0.1 (Conditions Diophantiennes). Soitd > 1. Soit # : R? — T¢ =
R?/277Z4 la projection canonique. Soitx > 0 etT > d — 1.

e On note D(k,T) 'ensemble des éléments w € T! tel qu'il existe un vecteur
w e m Y (w) tel que

K

(@, k) + 2kl 2 7

V(k,ky) € 27 X Z, k #0.

Cette condition sera celle associée aux systemes discrets.

e On note D(k, 1) I'ensemble des vecteurs & € R? vérifiant

K

(@, k)| = =,
k|7

\Vk € Z4)0.

Cette condition sera celle associée aux systemes continus.

Remarquons que pour les éléments w € D(x, 7), si un certain & € 7 *(w) vérifie
la propriété alors tous les éléments de 7—!(w) la vérifient aussi.
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Partie , Chapitre 2 — Formes normales de Birkhoff

De plus ces deux ensembles sont en fait tres proches comme le montre la
proposition suivante :

Proposition 2.0.2. Soitx >0 etT > d— 1 alors
e Siw e D(k,T) alors pour tout&' € 7 Y(w) onaw = (&', 2n) € D(k, 7).

e Siw = (& ,wq) € D(x,7) alors il existe ' > 0 tel que n(w°) € D(x',7), ol

=~
w() — 2mw .
Wq

Démonstration. La premiére affirmation est une conséquence immeédiate des condi-
tions qui définissent les ensembles D(x, 7) et D(x, 7).

Pour la seconde affirmation, considérons un vecteur & = (&', wy) € D(k, 7). |l
suffit de montrer qu'il existe v’ > 0 tel que :

/{/

(&', k') + 2mkq| > R

V(K k) € 27 x Z, K #0. (2.1)

Par hypothése, pour tout k& = (k', k;) € Z¢! x Z avec k' # 0 on a

K
k|7
K
k|7
0

I

[{w, k)| =

(W', k) + waka| =

(O, K'Y + 2k >

en notant w° = 22 et k¥ = 2% | e but est donc de montrer que I'on peut remplacer

wdq T Jwal

k par k' dans le quotient quitte a changer °. On distingue trois cas :
1. Sik, =0, alors |k| = || et le résultat est immédiat.

2. Siky > |(w° k)|, alors

(W, K) + 2mhq| > 27 |ka] — [(w”, k)],

> [(w", &),
HO

> .

— |]€/|T

La derniere inégalité pouvant étre vue comme une conséquence du cas préceé-
dent.
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3. Sikg < |(WO K], alors |kq| < C|wP||K'| oU C est une constante indépendante
de u° et k. Dans ce cas

0

K
L R [ —
R 2mhal 2 (e
> I{O X 1
- |k" T kle?
(L Y o]
K0 1

>
=+ W) R

K
>
= e
N ~0 K;O
Finalement en prenant ' = min(x", %) on a I'inégalité (2.1). O

Les vecteurs diophantiens sont nombreux dans R* au sens ot D(x, ) est de
mesure de Lebesgue positive et Uy_.<; D(rx,7) est de mesure pleine. C'est a dire :

o m(D(k,7)) >0,
e Le complémentaire de Uy..<; D(x, ) est de mesure nulle.

Comme annoncé dans l'introduction, nous faisons des hypothéses dynamiques
sur le systeme hamiltonien associé a H,. On suppose I'existence d’un tore de
Kronecker Ay(w) C {H, = 1} de fréquence w € D(k,7) diophantienne, c’est a dire
I'existence d’une sous variété lagrangienne Ay (w) et d’'un difféomorphisme y tel que
le diagramme suivant commute :

Y= p+ws
™ ™
X X
Ap(w Ap(w
o)~ Mole)

Remarquons que si A(w) est un tore de Kronecker alors pour A > 0, A - A(w) est
un tore de Kronecker de fréquence \w.
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Nous allons donc réécrire H, localement en une forme normale de Birkhoff. Len-
jeu ici est de réussir a trouver une forme normale de Birkhoff qui soit homogene.
Pour cela nous allons procéder en trois temps. Premiérement nous allons montrer
que lorsque qu’un systeme dynamique symplectique discret admet un tore de Kro-
necker, alors il est possible de réécrire ce systéeme dynamique au voisinage du tore
comme une somme d’un systeme intégrable et d’une petite perturbation. Autrement
dit on redémontre un résultat de forme normale de Birkhoff pour les applications
symplectiques.

Ensuite, on considére la restriction d’'un hamiltonien homogene de degré 1 a une
hypersurface d’iso-énergie qui est une variété de contact lorsqu’on la munit de la
restriction de la 1-forme de Liouville. On suppose qu’il existe un tore de Kronecker
dans cette hypersurface d’iso-énergie. On construit alors une forme normale de
Birkhoff pour la forme de contact au voisinage de ce tore.

Et enfin on déduit de la forme normale de Birkhoff de la forme de contact, une
forme normale de Birkhoff homogéne pour H,.

On considere donc d’abord le résultat pour des applications symplectiques.

Théoreme 2.0.3 (Forme Normale de Birkhoff pour une application symplectique).
Soit (X, o) une variété symplectique exacte de dimension 2d c’est a dire que o = da,
« étant une 1-forme. Soit P : U — U’ une application symplectique exacte ouUd C U’
sont des ouverts de X, c’est a dire que P*a — « est exacte.

On suppose que P admet un tore de Kronecker, noté A(w), de fréquence w €
D(k, ) et de dimension d, c’est a dire :

o P(A(w)) C Aw).

o V(k,kar1) € 2! x Z tels que .k # 0,  [(w, k) + 2mkasa| = 5=

o Il existe un plongement f : T¢ — U tel que f(T?¢) = A(w) et la restriction de P &
A(w) soit conjugué a la translation de vecteur w par f. Autrement dit, Vo € T¢
floPof(p)=p+weT

De plus on note I° la classe de Liouville de A(w).

Alors il existe un ouvert D de R?, un symplectomorphisme exact x de T x D sur
U un voisinage de A(w) et deux fonctions I € C>®(D’) et R € C>(T? x D'), ot D' est
un ouvert de R contenant D, tel que x ™' o Pox(¢,1) = (¢ + VK(I),I) + R(¢,1) ou
0% R(¢, I°) = 0 pour tout o € N,
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On détaille ici une preuve inspirée par [19].

Démonstration. Le vecteur fréquence w étant diophantien, par 1.3.4 on en déduit
que A(w) est une sous variété lagrangienne de X. On note I sa classe de Liouville.

Rappelons gu’elle est définie par I° = (f O,y [ a) ou v; est 'image par f des
al Yd

cycles fondamentaux de T¢, »? défini par 49(¢) = (0,...,0,¢,0,...,0) ou le t est en
j—eme position.

D’aprés le théoréme de Weinstein, A(w) admet un voisinage canonique. Au-
trement dit, il existe un symplectomorphisme x, : Ap — U avec Ap = T¢ x D,
D = B(I° ry),r9 > 0. Ap est muni de la forme symplectique canonique dI A d¢ dans
les coordonnées (¢, I) € T¢ x D. De plus xo(p, I°) = f(p) et I'on a le diagramme
suivant :

AMw) —E— Aw) — U

/1 T f T Xo

™ —» T¢ — 5 Ap
prrptw o= (p,10)

Le symplectomorphisme x, est exact. En effet d’apres [19, Th. 2.5a], il suffit de
vérifier que sur tout générateur du groupe fondamentale de T, I'intégrale du tiré en
arriere de la 1-forme de Liouville de X est égale a l'intégrale de la 1-forme canonique
de Ap. Or:

Quitte a réduire le voisinage D et choisir D’ voisinage de I° contenant D, on
considére I'application Py : Ap = T¢x D — Ap = T x D' définie par Py = x, ' o Poxo
qui correspond a I'application conjugué de P ramené sur Ap via xo. Py peut s’écrire
sous la forme Py(¢,r) = (®(p,7), R(p,r)) € T? x D'. Remarquons alors que pour
toutp € Tona:
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Partie , Chapitre 2 — Formes normales de Birkhoff

Po(p,I°) = xo ' © P o xolp, I°),
= Xo ' o Po f(p),
= X0 ' o flp+w),
= (p+w,I%).

Ainsi, pour tout ¢ € T¢ on a ®(¢, I°) = ¢ + w et R(yp, I?) = I°. On en déduit alors
gue la matrice jacobienne de P, en un point (i, IY) est de la forme :

Id (%)
Doy (Fo) = (0 D, R, m) '

P, étant un difféomorphisme local, sa matrice jacobienne est de rang 2d et donc

det(D, R, 10)) # 0, pour tout ¢ € T (2.2)

On considere désormais les revétements de Ap et A induit par les projections
mxId:RYx D — T x D. Et 'on définit P, le relevé de P, sur les revétements avec
Py(z,r) = (®(x,r), R(z,r)). B, est alors 2r-périodique en z € R et symplectique, et
est donc un difféomorphisme local. On introduit le graphe de P, défini par :

Graphe(PRy) = {(z,r, ®(x,r), R(z,r)|(z,r) € R x D}.

Et 'on considére ¢ : Graphe(Py) — R? x D’ défini par ¢(z,r,®, R) = (x, R). De
par (2.2), on sait que v est un diffeomorphisme local. Il existe donc localement en x
des fonctions A(z, I) et B(z, I) telles que

Graphe(P,) = {(z, A(z, 1), B(z,I),I)|(z,I) € R x R(z, D)}.

Lapplication P, étant symplectique on en déduit que dA A dz = dI A dB et donc
que %‘}‘ = %—f. Par le lemme de Poincaré, et parce que R? x D’ est simplement
connexe, on peut donc trouver globalement une fonction S sur R? x D’ telle que
,gi(x,f), gf(x,l),])](x,l) e R? x R(m, D)}.

On introduit une fonction G comme dans [19, §8] sous la forme

Graphe(P,) = {(z
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G(z,I) = (x,I) — S(x,1).

Cette fonction est 'hamiltonien associé a la transformation symplectique F,. Cette
dénomination se justifie par le fait que I'on peut réécrire le graphe de P, sous une
forme rappelant les équations hamiltoniennes :

oG

Graphe(ﬁo) ={(z, I + %(a:,l),x + a7

57 (z,1),D)|(x,I) € R x R(z,D")}.

De plus l'invariant de Calabi de P, étant nul, la proposition 8.6 de [19] permet de
conclure que G est 2w-périodique en x. Cette fonction passe donc au quotient sur
Ap et 'on notera encore G cette fonction.

On va maintenant réécrire cet hamiltonien sous une forme normale de Birkhoff.
La série de Taylor de G en I au point I° est de la forme :

G(x, 1) ~ G(x, 1) + <(?,§(m, 19,1 —1°% + i gi(z, 1),

j=2
ou g; est un polynéme en I — I° homogene de degré j et 2r-périodique en z.
Par construction de G, on a Py(z, I° + %¢(z, I°)) = (x + % (2, 1°), IO). Mais nous
avons aussi Py(z, I°) = (z + w, I°). On en déduit donc que
88?(3:,]0) = w et gj(:p,lo) =0.
Quitte a poser G(z, I°) = 0, G étant défini a une constante prés, le développement
de Taylor de G s’écrit donc sous la forme

Gz, 1) ~ (w, I = 1%+ > g;(z, ). (2.3)
j=2

On souhaite maintenant construire deux symplectomorphismes y; et P° de A,

sur lui méme de sorte que en notant y; et P° les relevés de y; et P° sur R x D

alors Py o x; et 1 o P° aient méme développement de Taylor en I = I°. On souhaite

de plus que P° admette une fonction génératrice dont le développement de Taylor en

I = 1" soit de la forme (z, I) + K(I) ou K € C>=(D’) est une fonction ne dépendant
pas de z.

En notant O,, toute série formelle § fi(z,I) ou f; est un polynébme de degré j

J=m
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en I —I°, on souhaite en fait que le développement de Taylor en I° de Pyoy; — 10 P°
soit un Oy, pour tout N € N*,

On suppose que x; admet une fonction génératrice () de développement de
Tayloren I = I :

Q(z,I) ~ (x, 1 —I° —O—iqj(x,f),

j=2
ol ¢; est un polynéme de degré j en I — I° 2r-périodique en .
De méme on écrit le développement de Taylor de K en I° sous la forme :

K(I) ~ {w, I -1 + i K;(I)
j=2
ou K est un polynéme de degré j en I — I°.

Les premiers termes de ces développements de Taylor pour @) et K permettent
de vérifier immédiatement la condition Py o Y1 — X1 0 P° = O,

Nous allons construire les K et g; par récurrence sur j. Afin de ne pas alourdir la
rédaction, on détaille ici le cas de la construction au rang j = 2. Le cas général se
traitant de fagon analogue.

Remarquons d’abord que grace aux définitions précédentes nous pouvons écrire
les séries formelles de Taylor de Py, \; et P° en I° :

Py (x,[+§:gng(x,f))~<x+w+zaf ), I),
~ > 0K
PO(Q;,I)N(x-Fw-FZ i x[),[),

X1 (x,[%—iaaij(x,l))w(x—i-zaaq;(x I), I).

On peut réécrire les relations précédentes sous la forme

~ 0
Py (z, 1) = (:1:—|—w+ag[2(x I), )+(92,

POz, 1) = <x+w—i—a;§(x I, > + Os,
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5(11(1',]) = <.flf+ 8(]2(3:,[),[) —|—02

Ainsi par composition des développements de Taylor et développements de Taylor
de dg, et Jq2, 0N a d’'une part

ﬁooil(x,]) =P <x—i— 8q2(x,]),[> + O,

ol
. Iqa dga 0o
- g2 992
= <x+al(:p,1)+w+ a1 (x,]),]) + Os.
Et d’autre part
- oK
Y10 Pz, 1) =x1 <$+W+8[2(I)J>+027
- 8[(2 an aKQ
. 0K, 0qz

Finalement, P, o ¥, — %1 0 P° — O, si et seulement si

g
ol

g2 _8K2 gy
(%I)JFW(%I) = W(]%Lﬁ(a?‘ﬂd;])-

Les fonctions ¢, g2, K> étant homogénes de degré 2 en I — I°, quitte a faire le
produit scalaire par I — I° la relation d’Euler implique qu’il est équivalent de résoudre :

@+ w, I)—qx, 1) = he(x, ) — Ky(I). (2.4)

On développe ¢, et g, en série de Fourier par rapport a la variable périodique
z € R%,
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QQ(mv-[) = Z q2,k(1)6i<k’$>7

kezd

g2(z, 1) = Z g2,k(f)€i<k’x>-

kezd

Léquation (2.4) est alors équivalente a

> @rDe®? (59 —1) = 37 (gos(D)e’™) = Ka(I).

kezd kezd
Le terme de gauche étant nul pour & = 0, on choisit K5(1) = g20(I) = [jg 20 g2(z, I)dzx
afin que celui de droite s’annule aussi et 'on pose ¢, = 0.
Par unicité de la décomposition en série de Fourier, les coefficients restant de ¢,
sont imposés par (2) et 'on a

gQ,k(I) i(k,x
kezZ\{0}

La série ainsi que ses dérivées converge puisque g, est lisse et que w est
diophantien.

Finalement par récurrence on construit le développement de Taylor en I = I°
de Q et K. Par le théoréme de Borel, il existe des fonctions lisses () et K ayant ce
développement de Taylor en I = °. On définit alors y; le symplectomorphisme ayant
pour fonction génératrice Q et P° le symplectomorphisme donné par ;' o P, o x;.
On définit enfin la fonction

R(x,I) = P’(z,I) — (x + VK(I),I).

Cette fonction est plate en I = 1Y par construction de K.
O

Théoréme 2.0.4 (Forme Normale de Birkhoff de forme de contact). Soit T*M le fibré
cotangent d’une variété M et o la forme symplectique canonique sur T*M. Soit H
un hamiltonien positif homogéne de degré 2 sur T*M. Soit A(w) C {H = 1} un tore
de Kronecker de fréquence diophantienne w. La classe de Liouville de A(w) est noté
I e R™ etl'onpose I° = (r, I?) e R"! x R.

Alors il existe un voisinage U de A(w) dans ¥, = {H = 1}, D un voisinage de r°
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dans R"! et un difféomorphisme ¢ : T" ' x D x T — U tels que (T x r® x T) =
A(w) et, en notant (0, r,t) les coordonnées surT" ' x D x T,ona:

K(r)

™

Yoy, = rdf — dt + ¢,

ou «yx, estla forme de contact obtenue par restriction de la 1-forme de Liouville de
T*M a¥,, K est une fonction lisse et ¢ est une 1-forme qui s’annule a l'ordre infini
enT ! x {r’} x T.

Démonstration. A(w) est un tore de Kronecker, c’est donc en particulier une sous-
variété lagrangienne de 7" M. On peut donc considérer, a I'aide du théoreme de
Weinstein, un voisinage tubulaire canonique U de A(w) dans 7M. C’est & dire qu'l
existe un symplectomorphisme exact x : T" x D — U ou D est un voisinage de
I° dans R", x(T" x {I°}) = A(w) et ou T" x D est muni de la forme symplectique
dI A d¢. De plus, la restriction de x a T" x {I°} conjugue le flot hamiltonien de H au
temps ¢ avec la translation (¢, I°) — (¢ + tw, I°).

Nous allons considérer une application de Poincaré associée a ce flot. On définit

A%(w) = (T x {0} x {I°}).

C’est une sous variété de A(w) qui est transverse au flot de H. On considere
une section S qui est un voisinage de A°(w) dans {H = 1} et qui est elle aussi
transverse au flot. S est une variété symplectique munie de la restriction de la forme
symplectique de T*M notée 0|y = dajs avec a la 1-forme de Liouville sur 7M.
On définit alors P l'application de Poincaré associé a la section S comme étant
I'application de premier retour en S.

On note T' le temps de premier retour associée a cette application. Ce temps
vérifie la relation de Poincaré-Cartan [10]

Pa—a=dT.

P est donc localement un difféomorphisme symplectique exacte. Le tore A°(w)
vérifie les hypothéses du théoréme 2.0.3 avec la fréquence w° = ﬁ—: si 'on note
w = (W,w,) € R"! x R. On peut donc trouver un symplectomorphisme exact y de
T! x D° sur S tel que

P0,r) :=x"toPox(0,r)=(0+VK(r),r)+ R(O,7),
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S\

FIGURE 2.1 — Application de Poincaré.

ou K et R sont des fonctions lisses données par le théoréme 2.0.3 vérifiant VK (r?) =
w°, R s’annule a I'ordre infini en r = r° et D° est un ouvert de R"~! contenant »°.

La forme symplectique sur 77! x D® est ¢ = dr A df = d(rdf) = da. Le
symplectomorphisme x étant exact, il existe une fonction ® lisse vérifiant y*a — o’ =
dd

On va définir des variétés de contact associées aux objets introduits précédement
a l'aide de cylindre d’application comme dans [10].

Premiérement on considere la variété S x R et le groupe de difféomorphismes O
engendré par :

F(p,t) = (P(p),t+T(p)).

On peut munir la variété S x R d’'une structure de contact via la 1-forme

a = (pry) o — (pry)*dt,
ou pr, et pr, sont les projections de S x R sur le premier ou le second facteur
respectivement.

On considére alors le cylindre d’application S := S x R/O. La 1-forme @& est stable
par les éléments de O. Cette forme de contact passe donc au quotient et permet de
munir S d’une forme de contact que nous noterons encore .

Il existe un difféomorphisme entre S et un voisinage de A(w) dans U qui envoie
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la forme de contact 6 sur la forme de contact de {H = 1} induite par la forme
symplectique de 7" M [10].

De la méme fagon on construit une variété de contact S° & partir de I'application
P°. On consideére la variété S° := T"~! x D ainsi que le groupe de difféomorphismes
0° de S° x R engendré par :

Fo0,r,t) = (P°(O,r),t+ f(0,r)),

ou df = (P°)*a® — . La fonction f existe car P° est exacte comme composée
d’applications exactes. De plus cette condition sur f et la définition de P° implique
que

df =rd(0+VK(r))+ec—rdf,
df =rdVK(r)+e,
df =d({(r,VK(r)) — K(r)) +¢, (2.5)

ou ¢ est une 1-forme s’annulant a l'ordre infini en » = r°. Pour la suite, on impose
comme condition initiale sur f la relation

£(0,7%) = T(x(0,7%) + &((0,7°) — ® o P°(0, 7). (2.6)

Comme pour S x R, on munit la variété S° x R de la forme de contact

al = (prl)*ozo — (pra)*dt.

Cette forme de contact est stable par les éléments de O°. On définit alors la
variété de contact S° := S°/O° muni de la forme

% = rdf — dt
Lemme 2.0.5. Les variétés de contact S et S° sont contactomorphes.
Démonstration. On considére I'application

G: SR — SxR
0,7, t) — (x(0,r),t+®(0,r)).

39



Partie , Chapitre 2 — Formes normales de Birkhoff

Alors cette application vérifie la relation

FoG=GoF (2.7)

En effet on a d’'une part

GoFoO,r,t) = (xoPY0,r),t+ f(0,7) + P o P°(O,r))
FoG0,rt)=(Pox(8,r),t+®0,r)+Tox(,r)).

Et d’autre part, on a

dT = P*o — o,
dT = (x )" ((P*)"(x"0)) — 0,
X*dT = P (d® + ¢°) — x*0,
d(Tox)=d(®oP°)+df +0°— x*0o,
d(Tox) =d(®o P°) +df +° — x*o,
d(T o x) = d(® o P°) + df — dd.

Cette derniére égalité associée a la condition initiale 2.6 sur f implique I'égalité
(2.7).
Ainsi I'application G passe au quotient. Et finalement
G'a—dt) = x*a —dt —d® = o’ — dt

ce qui achéve la preuve du lemme. O

On souhaite maintenant construire un difféomorphisme  de T x D° x R tel
que

v o Floy(0,r,t) = (0,rt+27).

Autrement dit, on souhaite trouver un changement de variable tel que O° soit
engendré par (0,r,t) — (0,r,t + 2m).
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Premiérement, pour (0, r) fixé, on fait le changement de variable t = f(0,r)s/2n
par rapport a la variable réelle.

Ceci est bien un changement de variable au voisinage de r = % car f y est
strictement positive. En effet, considérons un point py, € Ag(w). On pose pour tout
j €Z, pj =P (p).Ona

Ainsi

N

lim = 3™ T(p;) = F(x"(p0)):

=00 2N =y

Par le théoréme ergodique de Birkhoff, il existe une mesure 1, sur le tore Ay(w)
telle que

1 g
lim o -_Z,NT(pj) = / T(p)dpo-
J= Ao(w)
Cette quantité est strictement positive puisque la fonction 7' du temps de premier
retour est strictement positive.
Dans les nouvelles coordonnées (6, r, s) le groupe O° est engendré par

(0,r,8) — (P°(0,r),s + 2m).

Et la forme de contact sur S° devient rdf — d(%).

On souhaite maintenant faire un changement de variable de fagon a identifier
P alindentité. On considére  une fonction lisse a support compact sur R vérifiant
k(s) = 0 au voisinage de 0 et x(s) = 1 au voisinage de 2.

On introduit la famille J* de difféomorphismes de T"~! x D° pour s € [0, 2] définit
par :

7'0.r) = (60+ VK, )+ (R (0+ (o - VK@)
Cette famille constitue un chemin lisse de difféomorphisme entre I'identité Id = J°
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et PO = Jt.
On prolonge cette famille a s € R par la relation
J50,7) = P’ o J*7¥(0, 7).

La fonction J#(0,r) dépend de facon lisse de (0, r,t). Et de plus par construction

J5(0,7°) = (6 + t°, 1.

On définit alors le difféomorphisme (6, r,t) = (J*(0,r),t). On vérifie que v a les
propriétés demandées. En effet en notant encore (6, r,t) les nouvelles coordonnées
sur T ! x D° x R, la forme a° devient :

VK(r)

a® = (r,d(0 +tVK(r))) —d(t{r 5 ) —t o )+ e,
=rdf — KQ(;)dt +e.

ou ¢ est une 1-forme différentielle ayant un zéro d’ordre infini aux points (6,7°,t) €
T" x D° x R. O

Théoreme 2.0.6 (Forme normale de Birkhoff homogéne). Soit T*M le fibré cotangent
d’une variété M et o la forme symplectique canonique surT* M. Soit H un hamiltonien
positif homogéne de degré deux sur T*M. Soit A(w) un tore de Kronecker inclus
dans {H = 1}.

Alors ils existent un voisinage conique V' de A(w) dans T*M, un ouvert conige V
de T*T", une application symplectique homogéne de degré un x : V — V et deux
fonctions homogénes de degré deux K, et R, vérifiant

HOX<¢7 I) = KO(I) + R0(¢7 I)a
avec 0¥ Ry(¢, I°) = 0 pour tout o € N™.

Démonstration. On reprend les notations et objets introduits dans la démonstration
précédente.
On construit une fonction sur T*! x D x T x R telle que

h(0,r,t,7) = h(r,0) et h(r, —K;T)) =1.

™
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On souhaite de plus que cette fonction vérifie une condition d’homogéinité de la
forme :

YA>0, R0, \r,t, A7) = Ah(0,7,t, 7). (2.8)

Cette condition nous permettra d’identifier cette fonction a une fonction homogéne
d’ordre 1 sur T*T".
Pour construire une telle fonction, on considére I'application

p:DXR+ — RZL__1XR+
(r,A) = (A, —AEE),

Quitte a réduire D, p est un plongement. En effet, le déterminant de la matrice
jacobienne de p au point (7%, \) est :

M, rY

K(r9)t K(r%)
_)\V 2 T o

() (&6 -¢).
- (;)nf(&ro).

La derniére égalité étant vraie par la relation 2.5. En effet, K étant défini a une
constante prés, quitte a rajouter une constante a K on peut supposer que

)

det D(TO7>\)p = ‘

f=({,VK(r) - K(r)+e, (2.9)

oU ¢ est une fonction s’annulant a I'ordre infini en r = 0.
On définit alors h par la formule

h(0,r,t,7) = h(r,7) = pryo p’l(r, ),

ou pry(r, A) = \. Cette fonction est bien homogéne sur T"~! x D x T x R au sens de
(2.8) et vérifie h(r, - 52) = 1.
On peut alors identifier le voisinage construit au théoréme précédent a un sous-

ensemble U, de {h = 1} C T*T"~! x T*T via l'injection
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LT IxDxT — T*T" ! xT*T
@,r,t) (0,7t —E.

On peut alors étendre le diffeomorphisme ) du théoréme 2.0.4 par homogénéité
en un difféomorphisme homogeéne ¢ : V — V ol V est un ouvert conique de 7*T" tel
que VN {h =1} = U, et U est un ouvert conique de T*M telque VN {H =1} = U.
Ainsi, en notant « la 1-forme de Liouville sur 7% M,

V*a = rdf + Tdt + ¢,
ou ¢ est une 1-forme s’annulant a I'ordre infini en r = 7°.
Les propriétés d’homogénéité impliquent de plus que
YH(H) =B,

On considére I'application T*T" ! x T*T > (0,r,t,7) — (0,t,r,7) = (¢, ) € T*T".
Ce nouveau systéeme de coordonnées permet de passer tout les éléments construits
sur T*T™. Nous noterons ces éléments de la méme fagon. Ainsi on a une application
symplectique, que nous noterons encore v : U — U vérifiant

Vo= Ido +e.
ou ¢ est une 1-forme s’annulant a I'ordre infini en I = I1°.
Par un théoréme de Moser-Weinstein [28], on peut corriger le terme e en I = I°.

Il existe en fait un changement de variable A homogéne de degré 0 vérifiant

A = identité + O(|T — I°]™),
en ] = I° et \**a = Id¢. Ainsi ¥ = ¢ o A est un symplectomorphisme. Et I'on a
alors

U (H)(¢, 1) = h*(I) + (9, 1)

ou ¢ est une fonction s’annulant a I'ordre infinien I = I°.
Il suffit alors de prendre K, = h? et Ry = «.

44



Définition 2.0.7. On dira que la forme normale de Birkhoff est non dégénérée si
det(82K0(]0)) 7& 0.

Dans la suite on supposera que la forme normale de Birkhoff est non dégénérée.
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CHAPITRE 3

THEOREME KAM POUR DES FAMILLES
D’HAMILTONIENS C!

Dans cette partie nous essayons de répondre a deux questions. La premiere
question que I'on se pose est de savoir si la forme normale de Birkhoff pour H,
peut se prolonger pour tout les H;. Si tel est le cas cela implique que les tores
invariants subsistent pendant la déformation. Le probléme du temps d’existence des
tores invariants pendant une déformation est en fait un probleme difficile. D’autre
part, une autre question liée a la théorie KAM est de prouver que lorsqu’un systéme
hamiltonien admet un tore de Kronecker ayant de bonnes propriétés alors il existe
un grand nombre d’autres tores de Kronecker au voisinage de ce premier tore.
Ces différents tores pouvant éventuellement étre paramétrés par leurs fréquences
respectives.

La réponse que nous apportons aux deux questions sera la suivante. Si I'on
suppose que H, admet un tore de Kronecker Ay(w) de fréquence diophantienne
w € D(k,7) et que la forme normale de Birkhoff au voisinage de ce tore est non
dégénérée alors il existe 6 € [0, 1] tel qu’il existe un grand nombre de familles de
tores de Kronecker pour ¢ € [0, §]. De plus on peut construire une forme normale de
Birkhoff globale pour ¢ € [0, §] pour tous ces tores.

Théoreme 3.0.1 (Théoréme KAM et Forme Normale de Birkhoff). On considére une
famille C' d’hamiltoniens H, homogénes d’ordre 2 sur M pourt € [0;1]. On suppose
qu’il existe un tore de Kronecker Ay(wo) C {Hy = 1} pour Hy avec wy € D(kg, T), OU
0< ko <1letr>n—1etlon suppose que w, est de densité de Lebesgue positive
dans D(k, 7).

On suppose de plus que la forme normale de Birkhoff de Ay(wy) est non dégéné-
rée.

Alors il existe 0 < k1 < kg tel que pour tout 0 < k < k1, il existe § = d(k) et un
ensemble conique .. C R™ de mesure de Lebesgue positive tel que Q,, NS" C
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D(r,T) etwy € Q, est un point de densité de Lebesgue positive dans (.. De plus :

(i) Pour toutw € Q,, il existe une famille C* par rapport at € [0,(x)] de tore de
Kroneckert — A, (w) de H, de frequence w.

(ii) Il existe une famille C* par rapport at € [0,5(x)] de transformations homogéenes
d’ordre 1 canoniques exactes x; : T"x D — U C T*M\0 ou D est un voisinage
conique de I° dans R™ etU est un voisinage conique de Aq(wy) tel que :

(Hyoxi)(p, 1) = Ki(I) + Ri(0, I)

ou K, et R, sont homogénes d’'ordre 2 en 1. K, est non dégénéré sur D et
pour tout o € N, 0YRy(p, ) = 0 pour tout (p,I) € T"x E,,, avec E;,, = {I €
D|VE,(I) € Q.}.

Démonstration. En utilisant le Théoréme 2.0.6 on obtient une famille ' d’hamilto-
niens
0,1] 3¢ — H, := H, 0 Xo € C(Ag, R)

homogénes d’ordre 2 telle que

HO(QDaI) = (HOO%O)(QQI) :K([)+R(90’I)

ou Y, est une application canonique et K et R sont des fonctions homogenes d’ordre
2en /et
O*R(¢,1°) =0, Ya € N™. (3.1)

Soit A =T" x D ou D =R - B(I°,r) est conique, R’ :=]0, 400, et B(I°,r,) est
la boule de centre I° et rayon r, > 0. La forme normale de Birkhoff de H, est non-
dégénérée en I, i.e. det(9*K(Iy)) # 0. Quitte a diminuer r, > 0 on suppose que

VK : D — D*:= VK(D) est un difféomorphisme. (3.2)

La transformée de Legendre K* de K est définie par
K*(¢) := Critval. ;ep{(z, &) — K(2)}
ce qui est équivalent a
K(z)+ K*(€) = (z,§), ouxz € Deté, =VK(z) € D*. (3.3)
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Ona K* € C>*(D*,R) et VK*: D* — D est l'inverse de (3.2). De plus , D** = D et
K™ =K.
Soit 0 < ag < |wp|/2. On introduit

Q=Q(a) =R% - B(wo,a) C D*,

ou 0 < a < ag. On adist(/°,R"/VK*(Q(a))) < Ca, ou C > 0 ne dépend pas de a,
donc Q(a) C D*, si aq est suffisamment petit. On pose

K=a" .

Notons €2, 'ensemble de fréquences diophantiennes w € Q(a) telles que
1. Q.NnS" ' ¢ D(k,7),
2. la distance de w/||w|| au complément R™ \ 2 de Q2 est > 2x.

Notons que si A(w) est un tore de Kronecker de H, de fréquence w alors AA(w)
est aussi un tore de Kronecker de H; de fréquence Aw pour tout A > 0. En utilisant le
Théoreme 9.1 [24] on obtient

Théoréme 3.0.2 (Théoréme KAM homogene). Sous les hypothéses de Théoréeme
3.0.1 il existe ay > 0 et pour tout 0 < a < ay il existe § = 6(a) > 0 et une famille C*
d’applications

0,0] 3t U, = (U, V;) € C(T" x Qa); T" x D), Q=R - B(wy,a),

homogénes d’ordre 1 telle que
(i)
\V/CU € ina [0,5} S S At<u}) = \I/t,w(Tn)
est une famille C* de tores invariants de Kronecker de champs des vecteurs

hamiltonien Xy, de fréquence w, ou V¥, ,, := V,(-;w). De plus, pour tout w € €,
et s € R le diagramme suivant est commutatif

T L n
\l/ \Ijt,w \l/ \Ilt,w
@7
At (u}) — At (W)

ou Ry, (¢) = ¢ + sw (mod 27).
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(ii) il existe C' > 0 indépendant de a tel que
k|02(k0,)° (Ui w) — @)| + [08(50.,)° (Vi(psw) — VE*(w))| < Ca® (3.4)
pour toutt € [0,6], (¢,w) € T" x B(wy,a) eta,f € N* avec |a+ | < 3.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme on considére H, = K + (R+ H; — Hy),
t € [0,9] comme une petite perturbation de K dans A = T" x D, en prenant 6 =
d(a) > 0 suffisamment petit et en utilisant (3.1) on peut supposer que

|H; — K|lge = |R+ H, — Hollce < ||Rlce + [|He — Holloe < Ca®r?, (3.5)

ou CY(T" x B(wy,a)) est I'espace de Holder d’indice ¢ ¢ N et ¢ > 27 + 2 est fixé.
Puis en appliquant le Théoréme 9.1 [24] avec o = ~ = a? on obtient une famille C*
d’applications

0,0] 5t — U, = (U, V;) € C®(T" x % T" x D), Q=R" - B(wy,a),

qui vérifie (i) et (ii).

On définit les applications homogénes U, par U, (p,w) = U,(p,w) pour w €
QNS

Quitte a diminuer ag, en utilisant I'inégalité (3.4) et le théoreme des fonctions
implicites on peut résoudre I'’équation ¢ = U,(0,w) par rapport a § € T". On peut
donc supposer que U;(p,w) = w. O

Retour & la Démonstration du théoreme 3.0.1.

Le but dans un premier temps est d’étendre la paramétrisation du théoréme 3.0.2
des tores invariants par les fréquences w € ., qui forment une famille discontinue
de tores, en une paramétrisation lisse de tores lagrangiens.

Notons p : R® — T" la projection canonigue. On cherche une famille C* ¢, €
C>®(R™ x Q) et W, € C*(2) homogeénes d’ordre un telles que

Qi(z,w) = (2, w) — (z, Wi(w))

soit 27 périodique par rapport a x et

(i) Y(z,w) € R" x Q, Vi (z,w) = Vi(p(z),w),
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(ii)

02(k0.)°Q(x,w)| + |(K0L)? (Wi(w) = VK*(w))| < Ca’s

pour |+ 5| < 3 et (z,w) € R* x B(wy,a). On note C' des constantes positives qui ne
dépendent pas du paramétre a. Pour construire »; on considére la fonction

blww) = [ o= /01<v;(p(sx),w),x>ds, (2,0) ER" x Q,

Yt,x
ou
Yiw = {(s2, Vilp(s),w))| 0 < s < 1)

et o = &dx est la 1-forme canonique sur T*R"™. Alors ¢y (z,w) — (VK*(w), z) vérifie
I'estimée

9%(k0,,)" (&t(x,w) — (VK*(w),x))‘ < Ca’k

sur [0, 47]" x B(wy, a) pour |a + 3] < 3. De plus ¢, est homogéne d’ordre un en w.

On pose
2r Wy (w) = @Zt(27rej,w), w € B(wp,a),

{e;} étant une base orthonormée de R". Ainsi, W; = (W, ..., Ws,) est homogéne
d’ordre un et
|(k0,)° (Wy(w) = VK" ()| < Ca’k

sur B(wy, a) pour |B] < 1.
Lorsque w € Q,., A,(w) est lagrangien. On a que pour un tel w la fonction V¢ (, w)
est 27-périodique par rapport a x et

Yoz + 2mm, w) — dy(z,w) = 2mm, Wi(w)), m € Z",
On considére la fonction homogéne d’ordre un en w
Qu(r,w) = thy(w,w) — (z, Wy(w)).

Elle satisfait I'estimée

02(k0.)°Qy(x,w)| < Ca’k (3.6)

sur [0,47]" x B(wg,a) pour |a + 3] < 3, et est 2w-périodique par rapport a = sur
w € Q,.
Nous allons moyenner @, sur T" pour la rendre 2r-périodique. Soit f € C>(R")
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telle que supp f C [7/2,7x/2]", et telle que

> fle—27k)=1, zeRY

kezn

On considére la fonction

Qi(7,w) = Z (f@t)(I — 27k, w).

kez™

Elle est 2r-périodique par rapport a = par construction, elle appartient a C>*(R"™ x Q),
et Qi(z,w) = Qu(z,w) pour (z,w) € R" x Q,.. De plus, Q, vérifie I'estimée (3.6) sur
R™ x Q pour |a + 5| < 3. On pose

Yi(z,w) = Q(z,w) + (x, Wi(w)).

Rappellons que dist (., N S" 1 R" \ Q(a)) > 2x. En multipliant Q; et W, — VK par
une fonction de troncature adaptée h € C*°(Q2) homogéne d’ordre 0, telle que h = 1
dans un voisinage de Q, et h(w) = 0 si dist (w,R™ \ Q(a)) < k/2, on peut supposer
que

iz, w) = (z, VK (w))

pour tout w tels que dist (w, R™ \ (a)) < k. Cela ne change pas les estimées sur ;.

En choisissant 0 < a < ayp < 1 on peut supposer que
Qa) 3w — Voii(z,w) € D

est un plongement pour tout z fixé, on a ainsi une C*°-fibration de T" x D par des
tores lagrangiens

A(w) = {(p(z), Vohe(z,w)) : x € R"}, w e Q.
Laction I, = (I;1, ..., Is,) € D sur chaque Ay(w), w € Q(a), est donnée par

Lj(w) = (2m)~" / o = (2m) " (%u(2mej, w) — 1(0,w)) = Wij(w),

Vg (W)

ou
(W) = {(p(te;), Vahi(se;,w)) : 0 <s <27}
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Ainsi [;(w) — VK*(w) = Wi(w) — VK*(w) Vérifie (ii) sur Q(a), et en choisissant
0 < a < ay < 1 on vérifie que I'application frequence Q > w — L(w) € D, := I;(Q2(a))
est un diffeomorphisme et 'on montre que I'application inverse D; 5 I — w;(I) € Q(a)
vérifie

0% (wi(I) = VE(I))| < Ca’s (3.7)
uniformément par rapport a (¢, 1) € T" x Dy, t € [0,4], et pour |a| < 2. On pose
maintenant ®;(x, 1) = ¢, (z,w:(1)). Alors &,(x, I)—(x, I) est 2r-périodique par rapport
az, etlonalestimée

02 (k01 (i(w, 1) — (@, 1))| < Ca’k (3.8)

pour |a + 5] < 2. En résolvant les équations V;®,(0, I) = ¢ par rapport a € on obtient
une famille d’applications canonique y;. Pour tout w € Q2 et tout # on a

(0’ ‘/;5(0, w)) = (07 VQ(I)t(e? It(w))) = Xt(qu)t(67 ]t(w))7 It(w))v (39)

par conséquent,
A(w) = xe(T" x {L(w)}).

On pose

Hy(p, 1) = Hi(x:(p,1)).

Alors H, est constant sur T" x {I,(w)} et en utilisant (3.9) on pose

Ki(1)

H(V;9,(0,1), I,(w)),
Hy(x+(V1®:(0,1),1)),

Hi(0, Vi (0,wi(1))),

K (Vi (0,we(1))) + (He — K)(0, Vi (0, wi(1)))

et Ry(p,I) = Hy(p, ) — K(I). On définit E,,, = VK;(Q,) = {I € D|VK,(I) € Q.}.
Alors R:(p,I) = 0 sur T" x E, ., et ainsi, toutes les dérivées de R, s’annulent sur
T x E.,, puisque chaque point de E; , est de densité positive pour la mesure de
Lebesgue sur E, ... De plus, en utilisant (3.4), (3.5) et (3.7), on obtient que

(k0D (VEL(I) = VE(I))| < Cax
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pour |5 < 1 uniformément par rapport a (¢, I) € T" x D, et t € [0,6]. En particulier,
VK, : D; — Q(a) est in difffomorphisme pour 0 < a < a¢ < 1. En effet, pour |5| < 2

ona
(601)°(Ve(0,we(I)) = I) = (k0p)*(Ve(0, VK (1)) = I) + kO(a’)

= (k0P (VK*(VK(I)) = I) + kO(a®) = k*O(a).

54



CHAPITRE 4

FORME NORMALE DE BIRKHOFF
QUANTIQUE

Dans cette partie, on souhaite tirer profit de la forme normale de Birkhoff obtenue
dans la section précédente pour trouver une réécriture de la famille d’'opérateur P,
adaptée. Pour cela on fait appel a la théorie des opérateurs intégraux de Fourier
afin de construire ce que I'on appellera une forme normale de Birkhoff quantique
comme dans [5]. Comme pour la forme normale de Birkhoff pour ’'hamiltonien qui
consiste a trouver un changement de variable symplectique tel que I'hamiltonien
ne dépende plus que de la moitié des variables a une perturbation pres, le but ici
est de trouver une famille d’'opérateurs dont les symboles ne dépendent que des
variables cotangentes et qui soient conjugués a la famille d’'opérateurs P,. Lintérét
d’opérateurs ne dépendant que des variables cotangentes est motivé par le lemme
4.1 qui suit. Mais avant d’énoncer le lemme nous devons introduire un fibré en droite
complexe sur T comme dans [5] ou [23].

Comme dans [5] on introduit, a 'aide de la famille y;, ¥y € Z™ la classe de Maslov
de la famille de tore A;(w). On construit LL le fibré de droites hermitien plat sur T™
comme le quotient de R™ x C par I'action du groupe Z" définie par

Vk e Z"V(z,z) e R" x C, k- (x,2) = (x4 27k, ze'3 W0k,

Les sections s de ce fibré peuvent étre identifiées aux fonctions lisses s : R" xC —
C vérifiant

Ve € R"Vk € Z", 3(z + 27k) = e 200R5(x),

Une base orthonormée de L?(T",1L) est alors donnée par la famille des (ex)rezn
associees a
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ex(x) = ik +do/4,z)

On commence par rappeler un résultat classique sur les opérateurs pseudo-
différentiels sur le tore et le spectre de ceux-ci adapté a notre situation.

Lemme 4.0.1. Soit F' un opérateur pseudo-différentiel sur C>(T",1L) de symbole
a(p, I). Alors
Fe,, =ale,m+vYy/4)en,,Ym € Z". (4.1)

Démonstration. En identifiant les éléments f de C>°(T"; L) avec les fonctions f de
C>(R™) vérifiant la condition f(x + 2kn) = ¢'z%70) f(z) pour tout k € Z", on identifie
alors 'opérateur F & un opérateur pseudo-différentiel F de symbole a(x, &) qui est
I'extension 27-périodique en = de a sur R".

Il suffit alors de démontrer la relation pour Fé,, ol é,,(z) = e!@m+%/4 pour - € R™.
Soit m € Z" et x € R, alors on a au sens des distributions :

Feé,(z) =

7 o €l )

1 1((z—y; x,m ~
(271-)n //Rann e (< yv£>+< ’ +190/4>)a(x’5>dyd57

_iamto/dy L i({(@—yiE)+ (@m0 /) — (z.m+90/4)) ~
e e a(x, §)dyde,
(271')" nxRn

I
™

) [ €, e,
1 - .
m<x) (271')71 //Rn xR™ el<x_y7£>a’(‘r’ 6 + (m + §0/4))dyd§>

) g e €+ (4 /)y

a(x,m+ 9g/4)én(z).

I
™

I
™

]

Considérons d’abord 'ensemble des opérateurs intégraux de Fourier associés
aux applications symplectiques y; : T" x D — U C T*M du théoreme 3.0.1. On va
identifier le symbole principal de ces opérateurs a des fonctions sur T x D comme
dans [4] et [23]. Dans la suite on note ¥/ la projection canonique de &/ sur M. On
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considére la sous variété lagrangienne C,, de U x T*T™ définie par le graphe de x;
dans U x T*T", i.e :

CXt = {(Xt(907[>79071)|(9071) € T" x D}

On note (), la sous variété lagrangienne de T (U x T™) obtenue comme l'image
de C,, par 'application j : U x T*T" — T*(U x T") définie par

j: ($,€,Q0,[) = (xvgpaga_[)'

On considére des opérateurs intégraux de Fourier T; : C>°(T", |Q(T")|z @ L) —
C>(U, |QU)|2 @ C) d'ordre 0 associés & la relation C,,. Ces opérateurs corres-
pondent a des opérateurs dont le noyau de Schwartz K7, est un élément de
I°U = T",C"; |U x T")|z @ Hom(L; (U x C))), U x C désignant le fibré trivial
en droite complexe au dessus de .

A l'aide de la forme volume canonique sur T" on peut identifier les demi-densités
sur T” & des fonctions lisses. On fait de méme sur ¢{ en choisissant une forme volume
afin d’identifier les opérateurs 7; & des opérateurs 7} : C>°(T", L) — C®(U,C)

Ce choix de trivialisation pour les demi-densités permet d’identifier les éléments
Kr, a des éléments de 1°(U x T, C’ ;Hom(L; U x C)).

Rappelons que Hom(L; I/ x C) désigne ici le fibré au dessus de / x T" dont la fibre
au dessus de (z, ) est 'ensemble des applications linéaires L, — C,. Lensemble
des noyaux K7, peut donc étre identifié & 'ensemble 7°(14 x T", Cr,;p5(1L¥)) ou pi(IL¥)
est le fibré pull-back du fibré dual L par la projection p, : ¢ x T — T" sur le second
facteur.

Le symbole principal o(K7,) d’'un élément K, € I°(U x T, C},; p5(IL*)) est une
fonction dans la classe S™/*(C%,, ]Q(C;a)\% ® M(C;,) @ 5 (L)) ot my : O, — T x D
est la projection sur T x D et M(C",) est le fibré de Maslov sur C,. En transportant
la demi-densité canonique associée au volume symplectique de 7*T" sur C;, par
la projection m, on trivialise canoniquement le fioré de demi-densité. Le symbole
principal o(K7,) est alors un élément de S°(C;,, M(C,) ® m5(IL*)).

D’autre part, le fibré de Maslov sur C;, est en fait le fibré m3(IL). A l'aide de la pa-
rametrisation de C, donnée par s, on identifie les symboles o(K7,) a des éléments
de S%(T" x D,L ® LL*). Le fibré L @ LL* étant trivial et s’identifiant canoniquement
a C on peut conclure que les symboles o(K7,) s’identifient canoniquement a des
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éléments de S°(T" x D).
A I'aide de cette identification on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.0.2. I/ existe une famille d’opérateurs intégraux de FourierT; : C>°(T™; L) —
C>(M) d’'ordre 0, elliptique et microlocalement unitaire. Autrement dit :

o Le noyaux Kr, de T, est un élément de I°(U x T", C!, ; p5(L*)).
e Le symbole principal o(Kr,) est égale a 1.

o WE(T;T, — ld)N'T" x D = ().

Démonstration. On construit 'opérateur T; par récurrence sous la forme

Th=Tio+Tin+ - +Tin+...,

ol T}, est un élément de I~*(U x T"; C:,, p3(IL*)). On choisi T; , de symbole principal

égale a 1. Avec un tel choix 77T}, — Id est d'ordre au plus —1. Pour n > 0, on pose

Ay = fj T; . et I'on souhaite choisir 7,1 de sorte que A;,, ,,A;, 1 — |d soit d’ordre
k=0

—(n+2):

Al A — 1d = (A7, + T, ) (Aen + Th ) — 10,
= (A:,nAtm - ld) + A;fk,nT;Zn'i‘l + T:n—f—lAtﬂ + T‘tfn-l—lT;fm-i-l'

Les termes de cette somme sont tous au plus d’ordre —(n + 1), sauf le dernier
qui est d’ordre au plus —(2n + 2). Le symbole principal de cette somme est donc une
fonction dans S—("+1)(T™ x D), plus précisément :

0(Atn)o(Tint1) + (T pi1)o(Arn),

o( A7y A —1d) = 0 ;
+0(Ti0)0 (T nt1) + 0(Tips1)o(Thp),
+

*
tnAtn —1d

(A )
U(A;nAt,n —1d)

o(Af, Avn —1d) + (T ny1) + 0(Tinya),
(A;nAtﬂ —1d) + 2Re(o(Tin41))-

g

Le symbole de A}, A, ,, —Id est réel. Il suffit donc de choisir 7; ,,,, de telle sorte que
son symbole principal soit égal a —(o(A;,, A, —1d)/2 pour annuler o (A7, Ay 1 —1d).
On obtient ainsi un opérateur d’ordre au plus —(n + 2).
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Par récurrence on construit donc un opérateur 7; tel que 7;'T; — Id soit d’ordre
—oo sur T x D. U

On définit maintenant une famille C! d’opérateurs Q; : C>*(T"; L) — C>(T™; L) par

I'équation
Tt*PtTt = Qt-

Ces opérateurs sont des opérateurs pseudo-différentiels puisque la relation
canonique associés est le graphe de x;*' o Id o x;, autrement dit la diagonale de
(T™ x D) x (T™ x D). D’autre part le symbole principal de @, est le pull-back du
symbole principal de P, par y;, c’est a dire :

om(Qr) = Hyoxy = Ky + Ry

Concernant le symbole sous-principal 0,,,_1(Q;) de @y, il est donné via le théoréme
C.0.8 par la formule suivante :

)Ut(Tt) + 0t m—1(Pr) o (T3).

om (Pt

1
Ut,m—l(Qt) = g»CH

Ce symbole sous-principal est nul. En effet, d’'une part, le symbole principal o,(7})
est constant égale a 1 donc le terme de la dérivée de Lie sera nul et, d’autre part, le
symbole sous-principal de P, est nul.

On peut finalement construire la forme normale de Birkhoff quantique :

Proposition 4.0.3. // existe une famille C' d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
0, Ay : C=(T™; L) — C>(T"; L) de symbole classique a,(p, 1) ~ > ;<o a (e, 1) telle
que :

L at,O - 11

o QA = AP+ S, ou S; € ST est un symbole d’ordre —oo et le symbole
complet de P est de la forme K (I) + RY(y, I) avec :

— K{(I) ~ >j<2 ng([) ou K)?,Q = K,
- R?(@? I) ~ Zj§2 jo(go, I) Ol:/ R?,Q = Rt ;
— OPRY, = 0 surT" x E,,.

Démonstration. En plus des notations de I'énoncé, on écrit Q; (¢, I) ~ > ;< q15(p, 1).
On cherche donc les a,;, K7 ; et R} tels que :
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GH#ar — ad#f (K,? + R?) S

On rappelle que pour deux symboles a(y, I) et b(p, I) le symbole a#b(p, I) est

1
a#b= > aa?ang,

aeN'n
. 10
ouD,=—-—.
(o2
Le terme d’ordre | < 2 de ¢#a; — a;# (K + RY) est alors
]' O o (6% «
Z *' (81 qakD(pat’j — 81 at»ngo (ng + ng)) . (42)
j+kjg|:l '
J>

k<2
On souhaite donc a annuler tous ces termes. Nous allons d’abord regarder les
termes d’ordre deux et un puis les termes d’ordre inférieur ou égaux a 0 qui se
traiterons tous de la méme fagon.
Pour le terme d’ordre 2 on cherche donc a satisfaire I'’équation :

Q2010 — aro (K + Ry) = 0.

Or par hypothése a;, = 1. Léquation donne alors ¢;» = K; + R, ce qui est la
relation déja obtenu par le calcul du symbole principal de Q;.

Pour le terme d’ordre 1, par le résultat précédent et le fait que a; o = 1, on cherche
finalement a satisfaire I'équation :

qea — (Kgl + R21> =0.

On pose K}, = 0. Avec ce choix R}, = ¢;1. On vérifie qu'alors R}, est plat sur
T" x E; .. En effet le symbole sous principal de @, est nul i.e. :

OR,
i1 Ty 21 Z &pkafk

— 1
Ainsi R}, = Z

est plat sur T x E; . puisque R, I'est.
agpka]k p X Lo p q t

Pour les terme d ordre inférieur ou égaux & 0, on construit les a, ;, K, et R} ; par
récurrence et a I'aide du lemme suivant :
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Lemme 4.0.4. Soit f une fonction C*> sur T" x D telle que [;. f(p,1)dy = 0. Alors il
existe une solution v € C*> au systéme :

Lou(p,I) = f(p,I) surT x Ey,

/ u(p,I) =0,
ouw=VK, et L,u= (w,0,u).

Démonstration. Nous allons construire une solution u par ses coefficients de Fourier.
On écrit f et u sous forme de série de Fourier par rapport a la variable ¢, i.e. :

fle.d) = 5, ™00 ot fill) = oo [ 09 g D
kez tn

u(p, I) = ¥ e®Fu () ol ug(l n/e )dep.
kezn

La premiéere équation du systéme devient alors

> @ EPiw, kyu(I) = - €™ fi(I). (4.3)

kezn kezn

pour tout (¢, I) € T x E; .. Les fonctions (e!*#));z~ formant une famille libre, on
en déduit que pour tout k € Z" et I € E, ., i{w, k)ur(L) = fi(1).

Par hypothese sur f et par la deuxiéme condition du systéeme f, = 0 = w.

Pour les termes en k # 0, on considére une fonction ¢ € C*(R) vérifiant :

0<e¢ <1,
b(a) =1, pourz < .
Y(z) =0, pour z > k.

Et I'on introduit la fonction g, (1) = (w, k) + i (|(w, k)||k|7). On pose ux(I) = Z,J;k((ll)).
k

On vérifie alors que pour tout k, u, est bien défini. En effet pour tout & # 0,
gk = [{w, k)| et |gi| = 1 si (w, k) =0

Vérifions que Y |ux| converge et que u est alors C*> sur T" x D. On majore
kEZ”

séparement les termes :

. Etdonc |u| <

, alors |gx| >

e Si <w k}> 2|k|7|fk|
K

2|1€| 2Ilfl
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o Si (w,k) < 2|’;| alors |g| > 1. Et donc |ug| < |fl.

Or f est C> donc ses coefficients de Fourier f; sont a décroissance rapide par
rapport a k. Autrement dit pour tout « > 0, |k|*fx(I) tend vers 0 uniformément en
I € D. Ainsi les fonctions u, sont aussi a décroissance rapide par rapport a k. Donc
u est C* par rapport a .

Pour la régularité de u en I, elle est obtenue directement par régularité des f;
par rapport a I et par théoréme de dérivation des séries a I'aide des majorations
précédente.

O

On reprend la démonstration de la proposition (4.0.3). Soit [ un entier négatif ou
nul. On suppose construit les termes :

ar; pourl <j <0,

KY, pourl+1<Fk<2,

R}, pourl+1<k<2
Et I'on va construire a,;_1, K7, et R},.

En utilisant les relations ¢;» = K7, + R}, K}y = 0 et ¢, = R}, ; le terme d'ordre [
dans (4.2) donne I'équation

qp — (ng + R?,l) +Fi+ Gy =0

ou
1
0 0

e Fu= Y —(0FauDjay; — 0fa; D (KD + RYy)),

jh—Jal=t ¥

+1<k<2

1<j<0
0 0

e Giu= ), (3?%,2173%14 — Ofari—1Dg (Kt,Z + Rt,Q)) :

aeN"

lal=1

Remarquons que F;; ne dépend que de termes déja construits. G;; dépend de
termes construits et de a,,_;. De plus, en utilisant 'égalité ¢, = K7, + R}, et le
fait que K7, ne dépend que des variables I on peut réécrire Gy; sous la forme

1 ~ .
gﬁwam,1+-G%lOU:
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w=VEK},etGy= > (07RD3ay 1 — 0fay 1DIRY,).

aeN"
lal=1

1 . .
On pose alors K?, = 2 [ (g1 + Fyy) do. Ainsi la fonction K2, — Fy; — ¢, est de
El 7T n ’]T" ? ? 3 9y I
moyenne nulle sur T". On peut donc utiliser le lemme (4.0.4) et définir a;,_; comme
étant une solution du systeme :

1
;Ewat,lfl = Kto,l —Fy—qsurT" x k.,

[ aude =0,
’]1‘71

Finalement, on pose Ry, = G,,. On vérifie que RY, est plat sur T" x E, . a I'aide
de I'expression de @t,l et en rappelant que R, est plat sur T" x E} .
[
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CHAPITRE 5

FAMILLES C! DE QUASI-MODES ET
INVARIANTS ISO-SPECTRAUX

La forme normale de Birkhoff quantique va maintenant nous permettre de construire
des familles C! de quasi-modes comme dans [5] et [23]. Rappelons que ces fonctions
sont des solutions approchées d’un probléme aux valeurs propres pour P; au sens ou
un quasi-mode est un couple (u, u) ou u est un nombre et u est une fonction tels que
P,(u) — pu est petit. Elles ne sont pas nécessairement de bonnes approximations de
fonctions propres mais elles permettent d’avoir des valeurs approchées du spectre.
Lidée ici est de construire ces fonctions a I'aide des tores de Kronecker issues du
théoreme KAM. Cette construction permettra de faire un lien entre les invariants
associées aux tores de Kronecker et le spectre des opérateurs P,.

Nous allons d’abord considérer certaines fréquences particuliéres pour lesquelles
il sera possible par la suite de construire des quasi-modes associés.

Lemme 5.0.1. Soit t € [0,d(x)[, il existe un ensemble = C Q° de mesure de
Lebesgue pleine dans Q° tel que :

Pour tout w € 2L, il existe un sous ensemble infini M(w) de Z" x [1; oo et un réel
co > 0 tel que pour tout (m, 12,) € M(w) on ait0 < cg't|lm| < 0 < colm| et :

lim |, To(w) — (m + Yo /4)| = 0 (5.1)

|m|—+o00

On notera M(w) la projection de M(w) sur Z".

Démonstration. On définit 'ensemble = comme étant 'ensemble des w € Q0 tels
que :
(m, I(w)) # 0, pour tout m € Z"\{0}. (5.2)

Montrons que 2°\=, est de mesure de Lebesgue nulle. Par 'absurde, supposons
qu’il existe my € Z"\{0} et un ensemble R, C 2° de mesure de Lebesgue positive
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tels que :

(mo, I;(w)) = 0, pour tout w € Ry.

Sachant que w — I;(w) est un difffomorphisme local, quitte a restreindre R, on
peut supposer que I, réalise un diffomorphisme de R, sur I;(Ry) := D,. Ainsi D,
est aussi de mesure de Lebesgue positive et 'on a :

(mg, I) =0, pour tout I € D,.

Soit I° € D, de densité strictement positive dans D,. En différentiant I'’équation
précédente par rapport a I en I°, on obtient m, = 0 ce qui est en contradiction avec
I’hypothése my € Z™\{0}.

Ainsi Q°\ =, est de mesure nulle, ou encore = est dense dans Q°.

Soit w € L. La courbe :

v:R— R"/Z"
po—> - L(w)

est dense dans R"/Z" au vu de la relation (5.2) et de la proposition (1.3.3). On
considére alors une suite de voisinages ouverts Uy D U; D ... D U, D ... de la classe
de J,/4 dans R"/Z" tels que ﬂ U, = 9y/4. Par densité de la courbe ~, il existe

une suite strictement cr0|ssante (19)pen de nombres réels telle que ) — +oo et
v(19) € U, pour tout p.

Autrement dit, pour tout p € N, il existe m,, € Z™ tel que 'uolt w) — (my, + 190/4)) —
0.

On définit alors M (w) := {(m, 12,)} 'ensemble des couples (m,, 19),en. Etant

donné que I,(w) # 0, il existe un réel ¢, vérifiant : 0 < ¢y < |I,(w)| < ¢5*. Mais alors :

A~ ‘kp_ﬁo/zl‘ -~ |kp‘
: [ 1¢(w)]| [ (w)]”

Ceci donne I'encadrement c; ' k,| < A\, < colk,|- O

lorsque p — +o0.

A l'aide du lemme, on peut remarquer deux choses. D’une part 'ensemble =!
est dense dans Q° et, d’autre part, chaque point de =! est de densité de Lebesgue
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" —
positive dans =..
Pour la construction des quasimodes nous aurons besoin de considérer l'intervalle

o(k)—t

|m|

T = lt,t + ] C [0,8(x)].

défini pour tout w € = et m € M(w). La régularité de la fonction I;(w) par rapport a ¢
et la relation (5.1) permet alors d’avoir le résultat suivant :
18, Iu(w) — (m +d/4)| < C(w), pourtouts € J,, (5.3)

ou C'(w) est une constante ne dépendant que de w.
Nous construisons enfin les quasimodes.

Théoréme 5.0.2. Soientt € [0,4(x)[ etw € =L. Pour tout M entier positif, pour tout
m € M(w) avec |m| suffisamment grand, pour tout s € J,,, il existe un quasi-mode
(12, 5 um,s) de P, d'ordre M tel que :

(i) Ups € C(M) et||upms|| =1,
(ii) u., s dépend de facon C' de s ;

2
Psum,s - /'Lm,sum,s

(iii) Il existe une constante C); > 0 tel que ’

7M .
L2 < Cubtyrs 5

) 122, = K (m ¥ Z) ;

(v) Il existe C, > 0, tel que |gl‘

s

S ,Um,s S Cs|m| ;

m+9/4

m,s

(vi) Ij(w)+o <1> lorsque |m| — +oc.

ml

Démonstration. On considére les fonctions e,, € C>(T"; L) introduites lors de la
quantification des tores invariants. Rappelons que ces fonctions sont canoniquement
identifiées aux fonctions réelles ¢,,(¢) = e!m+70/4¢) définies sur R". On définit alors
Upm,s PAT

Um.s = TsAsen, pour tout m € M(w), s € Jp,.

A l'aide de (4.1) et (4) on vérifie que :
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P, = PT, A
= TsQsAsem
= T.A, (P? + 5.) em
= T.As (K2(m + Vo/4)em + R(p,m + Yo/4)em + S(p,m + Yo/4)em)
= KO(m + 00/ Dtim s + TeAs | (R0, m + Do/4) + Sa(io,m +100/4) ) €] -

On pose alors 7, , := K (m + 19y/4). Montrons alors qu'il existe Cy; > 0 tel que :

Rappelons que R)(p,I) ~ X RY,(p,I) avec R} ;(p,I) homogéne de degré j
i<e 7 ’

TsAs (Rg(gp, m ~+9/4) + Ss(, m + 190/4)> emH < C’M,u;{f

par rapport & I. Ainsi R (o, m + 99/4) = p° R (i, E%/%)  Iinégalité (5.3) est
S,] m="s,) u9,
équivalente a l'inégalité :

I(w)

m + 190/4 < C
TR T
Or, par construction, RSJ est plat sur T™ x E.. Donc pour tout j, par développement
de Taylor & lordre M +2ona RS (g, 1) = o (|I — EL[M*?) . Mais alors

S

‘Rg,j(% m + 190/4)‘ < Oy (pl )y —M+2

Puis en sommant les RJ ;, on conclut que |R) (¢, m + 0o/4)| < C(p,) M.
Pour S;(¢, m + ¥/4), on obtient une majoration équivalente directement puisque

S, € S7°°. Puis par continuité de T,A, on a :

Pour obtenir la majoration voulue avec 1, s il suffit de remarquer que, par construc-
tion de K7, on a les inégalités 1.7, , := K{(m + ¥o/4) < C|m|* < C(uy,)*.

Le dernier point du théoréme s’obtient en utilisant la méme inégalité et I'encadre-
ment de 1% du lemme 5.0.1 O

T A, (RY(0,m+ Yo /4) + Si(p,m + 0o/4)) em|| < Cuih, )7

En faisant le lien entre les quasi-modes et I'’hypothése d’iso-spectralité, nous
pouvons déduire le lemme suivant qui donne le comportement de ., s pour m grand.
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Lemme 5.0.3. Soientt € [0,6(x)[, w € =, etm € M(w). Sous les hypothéses (H,) et
(H,). Soit M un entier tel que M > 2d > 0 ou d est issue de la troisieme hypothese de
(H1). On considére les quasi-modes (1.2, ,, um,s) d’ordre M donnés par le théoreme

(5.0.2). Alors,

e lim sup |,um,t — ,um,s’ =0,
Iml=+oo \ s €T,
) - O

Démonstration. D’aprés le théoreme spectral,

//Jm,t - /Jlm,s
,Um,t

e lim ||m| sup
|m|—+o0 = Jm

1
dist (SpeC(Ps); M?n,s

) = [|(Ps— iz, 1) 7.

Or,
- P~ 12, 1d
(P~ i, Jc) 1,,28510”( i )l
-1
= sup I (Ps B 'u?n,sld) (Ps - M%%S'd) |
' (P~ 2, 1d) ol

> || (PS — ufmsld) v||™*, pour tout v de norme 1.

En choisissant v = u,, s, on en déduit :

Cu
(Hm,s)M
Ainsi, par construction des quasimodes, pour tout m € M (w) suffisamment grand
et s € J,, il existe une valeur propre \,, ; de P telle que :

dist(Spec (P.); 1z,.,)) <

C

Ao = sl < ¢ Nmf)M. (5.4)
Or par 5.0.2.(v) on déduit \,, s > fimes > [m”
P U.2. ms = T = (205>2

Ainsi (5.4) devient
2M

|/\m,s - an,s| < W (5.5)

Par I'hypothese (H,), pour tout m € M suffisamment grand et s € J,,, il existe
un entier k = k(s,m) tel que A;,, € [ax, br]. Montrons que k(s, m) tend vers l'infini
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lorsque |m| tend vers I'infini uniformément en s € J,,.

Soit v un réel tel que M > 2y > 2d. Pour m € M suffisamment grand et s € J,,,,

C

2

c

ay ;b + 5

ufms € Ik = |ar — a;'y .
. c _ . .
Ainsi, b, > p2, , — §ak” > Cylm|* — Cy ou Cy,C, sont des constantes réelles

positives. Donc k(s, m) ——— +oo uniformément en s € J,,,.

|m|—+o0
Montrons maintenant que les intervalles I, ne s’intersectent pas a partir d’un
certain rang.

Par 'hypothése (H;), ajy1 — by > cb,;d et by = ar(1+ o(1). Ainsi :

Cc _ c _ c _ c _
<Gk+1 - 2%11) - <bk + 2%11) = (aps1 — bi) — 5%11 - 5“1&

4 Cy _
> cb® — 5 (%11 - akv) ;
> cb,;d —ca,”

>0 lorsque k est suffisamment grand.

Ainsi pour k suffisamment grand, les intervalles I, sont disjoints.

Or la fonction Mi%s est continue par rapport a s € J,,,. Donc sa valeur ne peut pas
changer d’intervalles I lorsque s varie et que m, et donc k, est suffisamment grand.
Mais alors k(s,m) ne dépend plus de s pour m suffisamment grand.

Nous avons montré que pour tout m € M suffisamment grand, il existe k = k(m)

un entier positif tel que 1.2, , € I, = [a; — ga,;”, b + ga,ﬁ] pour tout s € J,,,.

De plus k(m) tend vers l'infini lorsque |m| tend vers l'infini. Ainsi

9 c 1
/J“m,s > Ak(m) — ia’k(m) > Zak(m)‘
pour m suffisamment grand.

Ainsi, pour m suffisamment grand

70



1o s — 12|
|Nm,s + Mm7t| ’
- |t s — ufn,tI’
ﬂ'm,t

|Mm,s - ,um,tl -

2

Ak (m)

2 c c
!
o ( k+ 2ak ay 20L,C

((bk —ay) — ca,?’) :

12 s — Kol

k(m)

PN b m) m e .
Or d’apres (H,), k() — 9k(m) tend vers 0 lorsque |m| tend vers l'infini.

Qg (m)

Ainsi lim SUp | fbmt — tms| | =0,
[m|—+o0 s e Jm
. . - , m
Pour le deuxiéme point du lemme, on utilise 'encadrement |C‘ < fn,s < Cs|ml|.

s

En reprenant le calcul précédent on obtient alors :

m,s — Mm 205 _
’:u ) M ,t‘ < ((bk - ak) _ Cak'y) .
Homnt m|\/@(m)

Nm,t - ,um,s
/fLm,t

On conclut alors de la méme fagcon que lim | |m| sup
|m|—+o00 s € Jm

O
Avant d’aboutir aux résultats de rigidité spectrale, nous montrons d’abord que les
quantités I;(w) et K;(I;(w)) sont étroitement liées :

Lemme 5.0.4. La fonction ®,(w) = (w; [;(w)) — K;(I;(w)) Vvérifie :

Dy (w) = Py(w), Vs € [0,5(x)], we Q.

Démonstration. On étudie

y(w) = a;;(w) = (w, Li(w)) = (K1) + (VE(T(w)), () -

Soit t € [0,4(x)[ et w € ZL. On considére des quasi-modes (., ,, un,) d’'ordre
M > 2d + 2 par le théoréme (5.0.2).
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Par construction des quasi-modes (Théoreme 5.0.2, (vi)) et le lemme (5.0.3) :

M@=m+%ﬂ+o<1»

Mm, s

B umfiffi(‘ﬁ» i <|m1|> /

Iml

Jp/4 1
:m+ 0/ —i—o(),

Mot |m|
= LW o |m| )
pour |m| tendant vers l'infini.
, m + ’190/4 1 1
D’autre part K, T = K, (m+vYy/4) = 1. On pose alors n = W
Alors, ’ "
1
Kern(IS(W)) = Kqyy Is+n(W) +o W )
9y /4 1
K., <m+o/ Y ()) |
Hm,s+n |m|
m + Vg /4 1
() ol
ﬂ'm,s-l—n |m|
L Kor(m ot 00/4) + <1>
= san(m ol —
:U“?n,ern o ’ |m|
()
=1+o|l—],
ud
1 1
KoL) + ( ! )
- s\ds W o\ —
Im|
d’ou X
KS-I—T](IS(W)) - KS(IS(("))) = 0(77>7 n= m



Or K, est C! par rapport a s, et donc
K (I(w)) = 0.

Ainsi, par densité de =, dans Q°, K,(I,(w)) = 0 pour tout ¢ € [0,5(k)[ et w € Q°.
De plus, VK, (I;(w)) = w. Ainsi &,(w) = 0 pour tout ¢ € [0, (k)] et w € Q°.
0

D’autre part, les quantités j;(w) et I;(w) sont elles aussi fortement dépendantes
'une de l'autre :

Lemme 5.0.5. On a I'égalité

Br(w) = (Iy(w),w),

pour toutt € [0, 4] etw € Q0.

Démonstration. On rappelle que I'action moyenne g;(w) est donnée par la formule
suivante :

1
Bi(w) = hH14—x/ ¢dz,
Yt (p,8)

s—+oo 25

ou v(p, s) = {®}(p),r € [—s,s]} est la courbe intégrale associée au flot hamiltonien
de H,; issue de p € A;(w) parcourue sur l'intervalle de temps [—s, s| et {dx est la
1—forme de Liouville sur T*M.

On reprend la famille de symplectomorphismes exacts y; introduit dans le théo-
reme 3.0.1. Cette famille vérifie x;((dx) = Idy + diy, ou Idy est la 1—-forme de
Liouville sur T*T™ et 1, est une fonction lisse sur le tore. De plus on a le diagramme
commutatif suivant :

(@7 ]t) — ((p + ws, It)

T x {I,} T x {1;}
Xt Xt
At (w) At (w)

s

avec o le flot associé a H; au temps s.
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Par changement de variable puis en paramétrant x; ' (v:(p, s)) par {(¢o+rw, I;),r €
[—s, 5]}, ol ¢, est x; ' (p), on obtient :

1 / L s
25 Jyi(p,s) 25 Jx; (n(p.s)) '

1 /s 1
= —_— _[ 5 d 7/ d 9
2s [s< w),wydr + 25 X7 (ne(p9)) Ve

= () ) + P ) o Z )

On obtient donc la relation 5;(w) = (I;(w),w) par passage a la limite en utilisant le
fait que v, est bornée sur T".
]

A partir de ces lemmes on peut démontrer le théoreme principal de la these

Théoréme 5.0.6. Soit P,, t € [0,1] une famille d’opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre deux auto-adjoints et elliptiques, de symboles principaux H; et de symboles
sous-principaux nuls. Sous les hypothéses du théoreme 3.0.1 et si la famille P;,
t € [0; 1] est faiblement isospectrale, alors les fonctions :

o t— [1(w),
o i — [i(w),
o t — Ki(L;(w)),

sont constantes pourt € [0,§(k)] efw € E,00=Z= U .
0<k<k1

Démonstration. En effet, on sait désormais que pour tout ¢ € [0, (k)| et w € Q°,

(w, i(w)) = Ki(Li(w)) = @1(w) = o(w) = (w, lo(w)) = Ko(Lo(w))-

En calculant la différentielle par rapport a w des expressions de ®,(w) et &y(w) on
obient I'égalité suivante pour tout h € R" :

<w’ DwIt(h)> + <h, It(w» - <wv DwIt(h)> = <w7 DwIO(h» + <hv IO(“)) - <wv DwIO(h)>

Ainsi (h, I;(w)) = (h, Io(w)) pour tout h € R". Et donc I;(w) est un invariant.
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Par suite, I'égalité g,(w) = (w, I;(w)) justifie que §;(w) est aussi un invariant.
Pour le troisiéme invariant K;(I;(w)), on reprend I'expression ®;(w) = (w; I;(w)) —
Ki(I;(w)). Les invariances de §;(w) et I;(w) permettent alors de conclure directement
que K;(I;(w)) est invariant.
]
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CHAPITRE 6

TRANSFORMEE DE RADON

Nous donnons ici une application du théoréme 5.0.6 de rigidité spectrale. Le
théoréme qui suit donne une condition nécessaire sur le symbole principal pour
que la famille d’opérateurs P, soit iso-spectrale. Elle concerne la transformée de
Radon d’une fonction liée aux symboles principaux des opérateurs P,. Cette condition
nécessaire sera ensuite utilisée pour démontrer un résultat de rigidité spectrale sur
les surfaces de révolution.

Théoreme 6.0.1. On se place dans les hypothéses du théoreme 5.0.6. On considére
A+(w) une famille lisse de tores de Kronecker pour la famille lisse d’hamiltoniens H,
pourt € [0;6(k)[ introduit par le théoreme 3.0.1 vérifiant A,(w) C {H; = 1}. On note
H — % . Ht'
[t=0
Alors

Hd) =0,
Ao

ou d\ est la forme de Leray sur Ag(w).

Démonstration. Considérons la famille lisse d’application x, du théoreme 3.0.1. No-
tons p; = x¢(0r=, Ip) Et introduisons :

VYt - R — At(CU)
T — Q)TXHt(pt).

ou @7 est le flot associé au champ de vecteur Xy, au temps 7.
Soit s > 0 un paramétre réel et t; = §(k)/2. On considere dans R x 7*M la
sous-variéte différentielle de dimension 2 & bord B* défini par :

B ={{t, (M)t 7) € [0,t:] x [=5, 5]}

Elle est munie de la paramétrisation globale ¢(t,7) = (¢,v(7)) pour (t,7) €
[0, 4] x [—s, s]. La paramétrisation induit deux champs de vecteurs ¢, 2 et ¢, -2 sur
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B#. On note dt, et dr. les 1-formes duales associées. B* est alors munie de la
2-forme d’orientation dt, A dr..

Y(0)

FIGURE 6.1 — La variété B*

Le bord de B® est 0B* = vo([—s;s]) U{v(s),t € [0,t1]} Uy, ([—s; 8]) U{v(—s),t €
[0,t1]} orienté comme sur le schéma 6.1.

On peut faire le lien entre la variété B* C R x T*M et la famille de tore A;(w) C
T*M via I'application de projection :

L B — T*M
(t,7(7)) — (7).
A T'aide de . on transporte la 1—forme « et la 2—forme w de Liouville de T*M

sur B*. On obtient alors la 1—forme *« et la 2—forme *w. Par commutativité de la
dérivée extérieure et du pull-back on a toujours d(v*a) = t*w.

Nous allons calculer de deux fagons l'intégrale de .*w sur B* et étudier 'asymp-
totique de cette intégrale lorsque le parameétre s tend vers l'infini. Plus précisément
nous nous intéresserons a lim - [5. t*w.

s—+00 45
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e Calculons d’abord [, t*w par la formule de Stokes. Ainsi

/S Cw= [ d(a)

BS

/ o

dBs

/ L*Oé—|—/ L*Oé—i-/ L*Oé—l-/ .
Yo([=5,5]) Vo,11(8) Y1 ([=5.8]) Yo,¢11(—5)

On remarque que les deux intégrales [, ;) ¢t a €t f%([_s,s]) t*a sont celles
utilisées pour la définition de I'action moyenne 3 sur les tores de Kronecker.
Ainsi lim = So(l—s.s)) L @ = Po(w) et du fait de l'orientation et du théoreme 5.0.6
on en déduit que lim 5. [, () o= —Fo(w).

Pour les deux intégrales restantes on montre que

1 1
lim —/ Ja= lim —/ Ga=0.
s—+o0 25 Y10,¢11(8) s=+oo 28 Vo,t1](=5)

En effet, la famille d’applications canoniques x; fournit une paramétrisation
locale d’un voisinage des tores A;(w). En notant (¢, I;) les coordonnées fournit
par x; on a alors a = I;d¢,. Par le théoreme 5.0.6, I, = I, pour ¢t € [0,t]. Ainsi
on peut écrire a = Iy¢,dt pour tout ¢ € [0,t,]. La premiére des deux intégrales
se réeécrit alors sous la forme :

[ va= o [Mhbds)
— L = — S .
25 Jj,4,)(s) 2s o "

On peut majorer uniformément en ¢ la quantité ¢,(s), les coordonnées de
¢, étant toutes périodiques. Lintégrale étant alors majorée par une quantité
indépendante de s, la limite de celle ci divisée par 2s tend vers 0. On traite de
la méme maniére I'autre intégrale.

Finalement on a le résultat suivant :

lim 1/ Uw=0. (6.1)

s—+oo 25 JB

e On peut aussi calculer cette intégrale de la maniére suivante. On considere un
parametre 0 < T' < t;. On part de la formule de Taylor pour Hr

Hp = Ho+TH + T2, (6.2)
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ou e7 est une famille de fonctions sur 7*M vérifiant ||er||~ et ||der|| tendent
uniformément vers 0 sur tout compact lorsque 7' tend vers 0.

Ceci nous donne une famille de fonctions sur 7* M. En prenant la dérivée exté-
rieure de chacune de ces fonctions nous définissons une famille de 1—formes
sur T*M. En prenant le pull-back de ces 1—formes par ¢ nous allons définir une
1—forme sur la variété B*.

Plus précisément en prenant la dérivée extérieure pour chacun des termes de
I'égalité (6.2) vues comme fonctions sur 7% M on obtient la relation :

dHp = dHy + TdH + T%der.

La définition du champ de vecteur X .. permet de réécrire le terme de gauche
de I'égalité sous la forme —tx,, w. Enfin, en ramenant cette fonction sur B* par
pull-back via . on obtient :

gy w0 = (1 Ho) + Td( H) + T?d(er). (6.3)

On obtient ainsi une famille o™ de 1—formes sur B* pour T' € [0, ¢;]. On construit
alors une 1—forme 3 sur B* en posant B ,,(r)) = &, Pour t € [0,#]. Ceci
donne bien une 1—forme sur B* puisque chacun des termes de (6.3) dépend
de fagon C! de T.

Finalement, en remarquant que d(t.*H) = *Hdt + td*H dans B* on peut
réécrire la derniere relation sous la forme

—pxy, V' w = d( Ho) + d(t H) — o Hdt + t2d(1"s,). (6.4)

D’autre part, I'égalité (6.2) évaluée en v, donne d’apres les hypotheses Hr(yr) =
1 = Ho(vyr) + TH(’yT) + T?e7(yr). En ramenant cette égalité sur B* via . on
obtient une famille de fonctions sur B* vérifiant

1= 1"Hy+ TH + T?.

On peut ici aussi se ramener a une fonction sur B* a partir de cette famille de
fonctions. Puis en prenant la dérivée extérieure sur B° on obtient

0= d(v* Ho) + d(te" H) + 2ti*e,dt + t2d(1*e,). (6.5)
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La combinaison des égalités (6.4) et (6.5) fournit finalement sur B* la relation

Lo X, LW = (L*H + 2t1%ey)dt (6.6)

On peut maintenant recalculer I'intégrale de +*w sur B*.

*

/L*w— o LW,
s [0t1]>< —s,s]
t1
_/ Cus (a a)det
t1
—//Lwt% ( b )drdt,

Or (b*a = " Xp,. Ainsi " w4, (- (@at’(ﬁ*&) = Lo X g, U Wt (7)) (¢*at)

De plus, dt <¢*§t> = 1. Finalement,

/ . ——/tl/s (B +2t0e,) dt 6 O\ drat
Bs W= 0 —s ; ! *8t ’
t1 S . t1 S
= —/ / L*Hdet—/ 2t e drdt,
—s 0 —s
t
_— / ( / (ﬂ)m) at- [ ( / 2t5t(7t(7))d7> dt
Ye([—s 5] 0 Ve ([—s,3]

En divisant chacun des termes de cette égalité par 2s puis en faisant tendre
s vers l'infini, par (6.1) et en utilisant les propriétés d’ergodicité du flot 4, on
obtient

/Otl ( /A t H(%(T))d/\t> di — — /otl ( 5 Qtat(%(T))d)\t> dt, (6.7)

ou )\; est la forme de Leray sur A,. Remarquons que cette égalité est aussi
vérifiée en remplacant ¢; par une autre valeur positive inférieure.

En dérivant par rapport a t; puis en prenant ¢; = 0 on conclut finalement a I'égalité
voulue :
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Hd)y = 0.
Ao
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CHAPITRE 7

TRANSFORMEE DE RADON POUR LES
SURFACES DE REVOLUTION ET RIGIDITE
SPECTRALE.

7.1 Transformée de Radon pour les surfaces de révo-
lution.

Nous nous plagons dans le cas de la sphére S? muni d’une métrique riemannienne
linéairement intégrable, c’est a dire une métrique telle que le flot géodésique admette
une intégrale premiere linéaire en les moments. D’apres [3, Th 12.8], on peut alors se
ramener au cas d’une métrique pour laquelle ils existent des coordonnées globales
(0,t) €] — m,m[x[—L, L], L > 0, sur la spheére telles que la métrique s’écrive :

dg® = dt* + a*(t)db?, (7.1)
ou
a€C®([-L;L]), a>0sur] — L, L[ eta® (£L)=0Vj € N. (7.2)
j
ot fU(t) = i) f(t). Rappelons que les surfaces de révolutions sont des exemples

de telles variétés mais que la condition d’étre linéairement intégrable est plus géné-
rale.
On considere alors une famille lisse de métriques linéairement intégrables de la
forme :
dg? = dt* + a2(t)df>.

oute|[—L;L|etd e [—n, x| sont des coordonnées sur la sphére et s € [—1,1] est un
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parameétre pour la famille de métriques.

On suppose que as(t) = a(s,t), a € C*([—1;1] x [-L; L)), et que a5 est une
fonction de Morse, c’est a dire sans point critique dégénéré, et vérifiant (7.2) pour
tout s € [—1,1].

On rappelle que le fibré cotangent 7%52 de S? est muni de la forme symplectique
w = dp; \dt + dpg N db.

Lhamiltonien H, sur le fibré cotangent a S? associé a cette métrique via la
structure symplectique canonique par la transformée de Legendre est :

s

a®(s,t)’
ou p; et py sont les coordonnées canoniquement associées aux coordonnées t et
sur le fibré cotangent.

Sous cette forme, une intégrale premiere linéaire au systeme indépendante de
Hgest I(t,0,p;,p9) = pe-

Hs<t797pt7p9) = p? +

Théoreme 7.1.1. On suppose que pour tout s € [—1; 1] et pour tout tore invariant A
associé a I'hamiltonien H, on a :

0H,
A Os
ou d\ est la forme de Leray sur A.
Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que H, soit constante par
rapport a s est la suivante :
Pour tout I > 0, pour tout s € [—1, 1] et pour tout réels —1 < x; < xo < 1 tel que
[z1, zo] SOIt une composante connexe de a;'([I, max(a,)] ona:

d) =0, (7.3)

Osa(s, x1)0wa(s, xy) = —0sa(s, xa)0wa(s, x1)

Démonstration. Premierement nous avons besoin d’une paramétrisation des tores
invariants. Pour le moment on travaille a un temps s fixé et I'on privilégie la notation
as(t) pour la fonction a(s, t). On se place dans le cas ou H, = 1 et I = p, est constant.
On obtient le systeme suivant :




7.1. Transformée de Radon pour les surfaces de révolution.

2

a3 (t)

fonction a, étant une fonction de Morse nous avons les cas suivants :

Ce systeme a des solutions si et seulement si 1 —

>0, i.e as(t) > |I]. La

e Si /[ = max a,, 'ensemble solution du systéme est une union disjointe de copies
de S!. En fait 'ensemble solution dans les coordonnées cotangentes est :

U {(t,0,0,1),0 € S*}.
{tlas()=1}

e Si0 < I < maxas, a;'([I, max a,]) est une union disjointe d’intervalles fermés

S

et éventuellement de copies de S* de laforme [] [bs,,¢;1;]. Dans la suite on
1€ E, fini
ne considere que les éléments de E qui correspondent a des intervalles non

réduits a des points, i.e. by; < ¢r,. Soit [br;, c;;] 'un de ces intervalles alors il y
a un tore invariant A;; associé qui est paramétré par les applications :

le,:z‘: [bl,iacl,i] x St — T*S?

(t,) — (t,&,i 1— (af(t))ZJ)

Tous les tores invariants ne sont pas donnés par de telles paramétrisations.
Néanmoins toute valeur de I €]0, max as[ permet de définir de tels tores. Dans la
suite nous n’utiliserons que ceux définis comme précédemment. Remarquons
tout de suite que les b;; et ¢;; vérifient a,(b;;) = as(c;;) = I et que l'union
des intervalles est décroissante par rapport a I et tend vers l'intervalle [— L, L]
lorsque I tend vers 0.

Soit A := A;,; 'un de ces tores invariants, calculons X la 2-forme de Leray sur ce
tore. Si I'on note w la forme symplectique canonique sur 752, \ est définie par la
relation :

wAw=aANdHsNdl,

et = QA -
Or d’'une part
wAw=2(dp Ndt N\ dpg N d)

2
et d’autre part sur A on a les relations p;, = iJ H, — < ) et donc

I
Qs (t)
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spectrale.

as(t)

dp, = £
Y o Ha(t) - I

ou X et Y sont des fonctions qui ne joueront pas de réle ensuite.
De plus, py = I et donc dpy = dI. Ainsi :

dH + Xdt + Ydl,

as(t)

o /H,a(t) — I?

dt A df. Finalement si I'on restreint « a A C {H = 1} on

wAw==

dt AdO A dH A dI,

as (1)
2\/H,a2(t) — I?
obtient comme forme de Leray :

eta =+

as(t)
A=F——++——dt Ndf.
2,/a%(t) — I?

Nous pouvons désormais calculer explicitement I'intégrale (7.3) qui est dans les

: . 20,a4(t
hypothéses du théoréme. On réécrit 9, H, sous la forme p3 f.(t) oU f(t) = — a3a(t§ ).
H, ’
Par hypothese nous avons donc que /A aas = 0.
A l'aide de la paramétrisation trouvée précédemment on en déduit que :
0H,
0= A @d)"

T I? a2(t) — I? ¢
o_//(aH a:(t) - 1) + O.H, (1,0, — Q ,U) ) yap
EAY Coal(t) as(t) J0a2(t) - I12)

(7.4)

0=4w/
by /a2 p

Légalité étant vraie pour tout les tores invariants, elle est vrai pour tout I €
10, max a,[ et [b;;, c; ;] associé & un tore Ay ;.

Remarquons que H, est constante par rapport a s si et seulement si f, est
nulle. Le but est donc de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que
I'équation (7.4) implique que f, soit nulle.

Soit 0 < I < maxa, et A;; 'un des tores associés. On suppose dans un premier
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temps que A;; est un tore invariant tel que a, ne possedent qu’un unique point
critique sur l'intervalle [b; ;, ¢; ;). Ce point critique est nécessairement un maximum
local. Plus précisément, supposons qu’il existe un unique point d € [b;, ¢, ;] tel que
as est strictement croissante sur [b;;, d] et strictement décroissante sur [d, ¢ ,].

br.i O‘(:x) d 5@ CI,i

FIGURE 7.1 — Etude de l'intégrale autour d’un unique maximum local.

Notons «a : [1,as(d)] — [brs,d] et B : [I,as(d)] — [d,cr] les inverses respectifs de
as sur ces deux intervalles. On peut alors séparer I'intégrale en deux puis faire les
changement de variables t = a(u) et t = 5(u) pour obtenir :

as(d) u
I VE-D
Légalité étant en fait encore vraie en remplacant I par I € [I, a,(d)] par la propriété
de décroissance de 'union des intervalles des tores paramétrés.
Notons F(u) = fs(a(w))d(u) — fo(B(u))f' (u) et G(u,I) =
fonctions sont lisses et G(x, z) # 0 pour tout x dans [I, as(d)].

(fs(e(u))a'(w) = fo(B(u))B'(w)) du = 0.

Y 7 Ces deux

Finalement nous avons une équation intégrale d’Abel :

Vi e [I,ay(d)], /If“(d) mF(u)du 0.
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Montrons qu’alors F' = 0 sur l'intervalle [, as(d)]. Nous nous inspirerons de [29]
pour une méthode de résolution des équations intégrales d’Abel généralisées.

Premiérement on multiplie I'intégrale par ou z € [I,as(d)] et 'on intégre

(I —x)1/2
par rapport a I de = a as(d) i.e. :

as(@) 1 a(s)  G(u, I)
Vi € [I,ay(d)], / T (/[ (U_I)WF(u)du> dI = 0,

A I'aide du théoréme de Fubini nous pouvons intervertir les ordres d'intégrations.
Puis reparamétrer le triangle d’intégration afin d’obtenir une équation intégrale de
Volterra de premiére espéce :

Ve € [I,ay(d)], / " Py (u, ) du = 0,

u G(u,I) ua:—i—ru—x))
o) = [ gty tt = [, i

Y est une fonction lisse telle que ¥ (x, z) # 0.
Ensuite, en dérivant I'expression par rapport a = puis en divisant par ¢ (z, z) on
obtient I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce :

avec

as(d)
Vo € [1,a,(d)], F(z) = / F(u)p(u, )du, (7.5)
ou p(u, ) := utb(u, ) est une fonction lisse.
U(z, )
Pour conclure que F' = 0 sur l'intervalle [, as(d)], notons M la norme infinie de F
sur cet intervalle, i.e. M = sup |F|et montrons que M = 0. On pose N = ||¢||-

z€[l,as(d)]
Les quantités M et N existent puisque F' et ¢ sont des fonctions lisses sur des

compacts.
Dans un premier temps, (7.5) permet d’affirmer directement que pour tout x €
[, as(d)],

|F ()] < (as(d) — x)MN.
Mais en replacant cette inégalité dans (7.5) on en déduit que

|F(z)| < WMN?.

88



7.1. Transformée de Radon pour les surfaces de révolution.

Puis par récurrence on démontre que pour tout = € [I, as(d), et pour tout k € N* :

(as(d) — 2)*N*
k! '
En passant a la limite pour k& on en déduit que F' = 0 sur l'intervalle [I, as(d)].

|F(z)] < M

En revenant a la définition de F', on a ainsi montré que pour tout u € [, as(d)],

fsla(u))o/ (u) = fo(B(u))B'(w).

Etant donnée cette derniére relation et le fait que « et 3 sont des fonctions
strictement monotones, une condition nécessaire et suffisante pour que f, soit nulle
sur l'intervalle [b;;, ¢; ;] est d'imposer que pour tout u € [1, a(d)] :

fsla(u))a! (u) = = f5(B(u)) B (u).

En reprenant I'expression de f,(t) = —282323) et en utilisant les relations entre
les dérivées de a, ( et as(t) on a )
Osas(e(w)) _ dyas(B(u))
das(a(u))  das(B(u))

Et finalement en notant z; = a(u) et 2 = (u) on obtient la condition donnée par
le théoreme.

On a donc prouveé le théoréme pour les intervalles [z, 25| de 'énoncé contenant
un, et un seul, point critique en lequel a, atteint un maximum local.

Pour le cas général, décrivons la situation si l'intervalle [b; ;, ¢; ;] contient exacte-
ment deux maximums locaux. Rappelons que [b;;, ¢; ;] est une composante connexe
non réduite & un point de a;'([/, max a,]) Supposons que ces maximums soit atteint
en les points d; et dy vérifiant b;; < d; < d» < ¢1,. La fonction a, aura aussi un
uniqgue minimum local en un point d; < m < ds. Ainsi la fonction a, est croissante sur
[br.i, di] U [m,ds] et décroissante sur [dy, m| U [ds, cr ;). Et enfin ils existent deux points
uniques m; et ms tels que as(my) = as(my) = as(m) et

b[7i<m1<d1<m<d2<m2<cl7i.

La situation précédente permet déja d’avoir f, = 0 sur les intervalles |my, m[U]m, ms|
sous les conditions déja donnée dans le cas d’'un unique maximum. Ainsi I'équation
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d2 mQ' Cri

o>
~
3
U,
=
Se

FIGURE 7.2 — Etude de l'intégrale dans le cas général.
(7.4) devient
mi ag(t) e ag(t)
0= —=L—Ff(t)dt+ ——_f.(t)dt.
/bm \Jaz(t) — 12 ) -/m2 a?(t) — I?

Ici encore, la fonction a, a méme image sur chacun des intervalles d’intégration et
est inversible sur chacun de ces intervalles. On peut alors reproduire des arguments
similaires au cas précédent. O

La condition donnée par le théoréme 7.1.1 ressemble a une condition autour
d’une certaine forme de parité de la fonction a(t). On peut en déduire un corollaire
presque immeédiat de cas de rigidité concernant les surfaces de révolution ayant la
symeétrie de I'ellipsoide.

On note B I'ensemble des fonctions

B:={a€C®(-L,L])|Vt € [-L,0a(t) = a(—t), d(t) > 0 et a®(£L) = 0 ¥j € N} .

Théoréeme 7.1.2. On se place sous les hypotheses du théoréeme 7.1.1.
Si la famille a5, s € [—1, 1] est une famille de fonctions appartenant a B alors

Vs e [-1,1], gs= go.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théoremes 7.1.1, la condition
étant directement vérifiée pour cette famille de fonctions. ]
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7.2 Rigidité spectrale pour les surfaces de révolution.

Le probléeme inverse pour des surfaces de révolution a été étudié par Bérard,
Gurarie, Brining/Heintze et Zelditch.

Bérard [2] et Gurarie [14] montrent que le spectre joint de A, et 9/06 détermine
de maniére unique la métrique modulo une isométrie pour a générique. Briining et
Heintze montrent que le spectre de A, détermine la métrique dans la classe des
surfaces de révolution possédant une symétrie miroir. Zeditch montre qu’une surface
de révolution analytique et vérifiant certaines conditions génériques (simplicité du
spectre des longueurs) est déterminé par le spectre de A,.

On va étudier la rigidité spectrale des surfaces de révolution vérifiant une condi-
tion de non-dégénérescence isoénergétique. Soit g, := dt* + a,(t)*d6* une famille
C' de mé2triques de révolution sur [—L, L] x [—m, «| vérifiant (7.2) et H,(t, 0, p., po) =
pit aQ?se, t)
complétement intégrables, les cartes de Liouville-Arnold sont limitées par des géo-
désiques fermées correspondants au points critiques de a,. Pour s fixé, on choisit
les variables d’action sur un tore invariant A;(w) C {H; = 1} comme suit. On se
donne une section globale de Poincaré ¥, := {H, = 1, § = 0} et étant donné un tore
invariant régulier A,(w), on note A%(w) := A,(w) N X,. Puis on note I, (w) I'action sur
le cercle A%(w) orienté positivement. On définit I,(w) comme I'action sur un cycle de
A, (w) homotope a 0 — 1 () := (0,1, a,(t,),0) ou t, est un point critique de a,. Siles
points critiques de a, sont nondégénérés, on peut supposer que les fonctions s — ¢,
sont C'. Les géodésiques fermées ~! sont des tores invariants dégénérés, les autres
tores invariants sont réguliers.

la famille des hamiltoniens correspondante. Les hamiltoniens H, sont

Pour simplifier la présentation, on suppose que aq admet un seul point critique
t = to. Dans ce cas et pour |s| < sy assez petit, le hamiltonien H, admet des
coordonnées action-angle (p, I) € T? x D, globales ou D, est ouvert conique de R?
de bord C! par rapport a s [31]. Dans ces coordonnées, I'hamiltonien H, deviens
(o, I) — K (I),0U s +— K, estune famille C* (localement) de fonctions C> homogenes
d’ordre deux. De plus, la courbe K,(I;, I5) = 1 peut étre paramétrée par la variable
I, ([31], formule (1.3.1)) : il existe une famille C! de fonctions [—1,1] > I} — Iy(s, I,),
telle que [—1,1] > (11, Ix(s, [,)) € {Hs = 1} est un difféomorphisme.

Soitw(s, I1) = (wi(s, I1),wa(s, 1)) = (V1K) (I, Ix(s, 1)), I, € [-1, 1]. Notons que
wa(s, 1) # 0. Pour tout |s| < s, on impose la condition de non-dégénérescence
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iso-énergétique :

d [wi(s, [
i (w;ES’é;) +£0 presque pour tout I; € [—1,1]. (7.6)
Cette condition est plus faible que la condition de Zelditch (1.1.6), [31]. Le flot
hamiltonien de K; sur {K, = 1} est donné par t — (¢ + w(s, 1), 1, I2(1;)) et le
temps du premier retour associé avec la section {p, = 0} est Ti([;) = 27 /wa(s, ).
Lapplication de Poincaré a donc la forme (1, I1) — (¢1 + w(s, I1), I1), ou

w1(87 [1)

I) =2 .
w(s, ) ng(s,fl)

La non-dégénérescence iso-énergétique (7.6) signifie donc que pour tout |s| < sg
I'application de Poincaré est "twist" pour presque tout tore invariant. On a

Lemme 7.2.1. La condition (7.6) est satisfaite si les fonctions a, sont analytiques,
as € B et la métrique n’est pas Zoll.

En effet, dans ce cas le nombre de rotation w(s, I;) est analytique en I; et si sa
dérivée par rapport a I; est nulle dans un ensemble de mesure positive, alors c’est
une constante. Puis, un argument de Douady ([7], Remarque VI1.5.2) montre que si
de plus a, € B, alors la métrique est de Zoll.

Théoréme 7.2.2. Soit
g = dt* + a,(t)*db?

une famille C' de métriques de révolution dans [—L, L| x [—=, x| vérifiant (7.2). On
suppose que a, a un seul point critique et que la condition (7.6) est satisfaite. Si la
famille des opérateurs de Laplace-Beltrami vérifie la condition d’isospectralité faible
(H1)-(H3), alors K(I) = Ky(I) pour tout s. De plus si as € B pour tout s et si le point
critique de a, est non-dégéenéré, alors a, = ay.

Pour démontrer la premiére partie du théoreme on suit la démonstration du théo-
reme 5.0.6. On utilise la méme construction des quasi-modes pour des fréquences
w diophantiennes. La seule différence est la condition de non-dégénérescence. Au
lieu de la condition de Kolmogorov on applique la condition de non-dégénérescence
iso-énergétique 7.6. On voit facilement que la conclusion du lemme 5.0.1 est vraie
sous la condition 7.6. La deuxieme partie est un corollaire des théoremes 6.0.1 et
7.1.2.
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ANNEXE A

DENSITES

On définit ici la notion de densité sur un espace vectoriel puis sur une variété
différentielle.

Le cas d’un espace vectoriel

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n. On note B(E) 'ensemble des bases
de E. Le groupe Aut(E) agit naturellement sur B(E) par :

L-e=1L-(ey,...,en):=(Ley,...,Ley).

Cette action est simplement transitive. C’est a dire qu’étant données deux bases
e et f de E, il existe un unique élémentde L € Aut(E) telque L -e = f.

Définition A.0.1 (a-densité). Soit o € C. On définit 'ensemble des «-densités sur E,
noté |E|~, 'ensemble des applications o : B(E) — R vérifiant pour tout e € B(E) et
pour tout L € Aut(E) :

o(L-e) =|det L|%(e). (A1)

|E|~ est un C-espace vectoriel.

La simple transitivité de I'action de Aut(F) assure qu’'un élément de |E|* est
entierement défini par sa valeur sur un élément de B(FE). On en déduit donc la
proposition suivante :

Proposition A.0.2. |E|~ est un C-espace vectoriel de dimension 1.

La relation (A.1) a aussi du sens si L est simplement un endomorphisme de E en
posant o(L-e) = 0 si L n'est pas bijectif. Finalement, toute famille de n vecteurs de £
pouvant s’obtenir comme image d’une base quelconque de E par un endomorphisme,
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on prolonge les a-densité a £™. Les a-densités sont donc désormais des applications
de E™ dans C vérifiant (A.1). C’est toujours un C-espace vectoriel de dimension 1.
Opérations sur les densités :

e Le produit d’'une a-densité et d’'une S-densité est une (« + )-densité.

e Soit L un isomorphisme de E dans F.
Le pull-back L*o € |E|* d'un élément o € |F|“ par L est défini par

L*o(e) = o(L(e)), pour tout e € E".
Le push-forward L.p € |F|* d’un élément p € |E|* par L est défini par

L.p(f) = p(L7'(f)), pour tout f € F™.

Le cas d’une variété difféerentielle

On se place sur une variété différentielle M de dimension n. Soit a € C, on
considere le fibré en droite complexe
TM|* 5 M, (A.2)
dont la fibre au dessus de = € M est |T,,M|*. Ce fibré est noté |Q2(M)|*.

Définition A.0.3. On appelle a-densité toute section lisse du fibré |Q)(M)|*, i.e. toute
application lisse o : M +— |T M| vérifiant m o o = Id),;.

Exemples :
e Sur R", on considere les coordonnées canoniques 1, ..., z, et les champs de
. 0 0 i N , : "
vecteurs associées B B On définit alors |dz|* comme étant I'a-densité
X1 L

vérifiant pour tout p € R™ :

el (o () =1

e Soit M une variété lisse orientable de dimension n et w une forme volume sur
M. On associe alors canoniquement une a-densité |w|* définie pour tout p € M
et toute famille (e, ..., e,) de vecteurs de T,M par :
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lw|*(e1, ... en) = |w(er, ... en)]*

Comme dans le cas des espaces-vectoriels on peut faire le produit d’'une a-densité
et d’'une -densité pour donner une («a + )-densité.

Remarque importante : Si 'on se donne une variété M et o une a-densité sur
M partout non nulle, alors tout autre élément p de |M|* peut s’écrire de maniéere
unique sous la forme

p=fo

ou f est une fonction dans C>(M). En ce sens, les a-densités peuvent étre identifiées
aux fonctions C>(M).
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ANNEXE B

INTEGRALES OSCILLANTES

Construction des intégrales oscillantes

On définit ici la notion d’intégrales oscillantes primordiale pour la construction des
opérateurs pseudo-différentiels et des opérateurs intégraux de Fourier. On donne
ici une construction proposée par Hérmander dans [hormander1971fourier]. On
cherche a donner du sens a une expression de la forme :

Is(au) = // e @0z, 0)u(x)drdd, (B.1)

ou § € RY, z € X un sous-ensemble compact de R" et u € C°(X). Ce type
d’expression est appelé intégrale oscillante.

Pour donner du sens a ces expressions on va considérer des fonctions a et ®
dans des classes particulieres de fonctions.

Définition B.0.1 (Symboles d’ordre m). Soitm € R. On appelle classe des symboles
d’ordre m, noté S™(X x RY), 'ensemble des fonctions a € C>*(X x RY) telles que
pour tout multi-indices o« € NV, 3 € N" et pour tout compact K C X, il existe une
constante réelle C,, s x telle que pour tout (x,0) € K x RY

10507, 0)] < Capre(0)™ ™,

De plus, on note 5= = (1} S™

meR

Exemples :

— Les fonctions C>(X x R¥Y) qui sont des polynémes de degré m en 6 sont des
éléments de S™(X x R™).

— La fonction définie par a(z,8) = ¢~ 1I* est d’ordre —oc.
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Remarquons que le produit d’une fonction dans S™ (X x R¥) et d’'une fonction
dans 5™ (X x RY) est alors une fonction de S™ ™2 (X x RY).

Définition B.0.2 (Fonction de phase). On appelle fonction de phase toute fonction
réelle ® € C>=(X x (RN\{0})) vérifiant les hypotheses suivantes :

— & est positivement homogéne de degré 1 en la seconde variable, i.e. ®(x,t0) =
t®(x,0) pourtoutt > 0,z € X etd € RY,

— ® n’a pas de point de critique, i.e. V®(x,0) # 0 pour tout z € X et € RV\{0}.

Exemples :

— Sin = 2N, alors la fonction définie par ®(x,0) = (x; — x9,0) avec x = (z1,22) €
RY x R¥est une fonction de phase sur X x RV\{0}.

On énonce maintenant un lemme technique qui permettra de faire de I'intégration
par partie pour définir les expressions de la forme B.1

Lemme B.0.3. Soit ® une fonction phase sur X x R¥.
Il existe un opérateur différentiel L sur C>(X x RY) de la forme

L i\f:a 0 + zn:b 0 +c
="Yo0;, " &= ow,
aveca; € S°(X x RY) etby,c € S™HX x RY) vérifiant

tL67,<I> — GZ(D,

ou 'L est I'adjoint formel de L défini par

N 8 " 8
Démonstration. On remarque que 8896 % = zgg) @ ot aik @ = z’aagie@ Mais alors,
N o LAY N 2o\ . 1.,
=102 =] et® — | + el ei® — i
(jzl 76, " ae 2o, axk> (jzl 00, ,; D "
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ou ¢ € C>*(X x (RM\{0})) est bien définie car ® n’a pas de point critique. De plus

P N
est homogene de

Y (z, 0) est positivement homogéne de degré —2 en 6 puisque — o0,

degré 0 en f pour tout 1 < j < N.
Ainsi

(&oe 02 0\ o
— (Zae i 00, & om0z |t

On souhaite maintenant étendre les coefficients de cet opérateur sur tout X x R,
On introduit une fonction y € C°(RY) vérifiant x(0) = 1 si 0] < 1 et x(0) = 0 si
0] > 2.

En posant

N 0P n o® 0
= —i(1 — x)b——10)? —i(1 —
§<Z "3, ) Z( v, axk>+"’

on a construit un opérateur M vérifiant Me'® = ¢®. On prend alors L = M. Les
coefficients de L sont alors :

0P
(x,0) —Z(l—XW%WQ’
od
b(x,0) =i(1—x) Fr
U L I TV R L)
c(z, 0) ‘]Zlaej< i(1 x)¢80j|9|)+k§5xk< i(1 X>axk>”‘

Ces coefficients appartiennent bien aux classes de symboles demandées.
O

Nous pouvons maintenant donner un sens a I'expression B.1. Ceci se fait de la
facon suivante : supposons que l'intégrale soit absolument convergente (par exemple
sim < —N) alors dans ce cas on remplace ¢'® par (' L)*¢'®, avec k € N. Par propriété
de I'adjoint, I'expression devient :

Is(au) = // e @O LF (a(x, 0)u(x))dxdd. (B.2)
Or, ici L*(au) est une fonction dans S™*(X x RY). Ainsi, quitte a prendre k suffi-
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samment grand (k > m + N) l'intégrale (B.2) est absolument convergente. La valeur
de l'intégrale ne dépendant pas du £ suffisamment grand choisi.

Théoréme B.0.4. Soita € S™(X xRY) et ® une fonction de phase sur X x (R¥\{0}).
Alors I'expression (B.1) définit une distribution sur X via la formule (B.2).

Régularité des distributions définies par des intégrales
oscillantes

Soit ® une fonction de phase sur X x (R¥\{0}). Dans la suite on note @, le
gradient de ® par rapport a la variable 6. On introduit I'ensemble conique, appelé
ensemble critique de ¢, C'y comme étant

Co = {(2,0) € (X x (R"\{0}))|®)(z,0) = 0}.

De plus on note Sy = mCy oU 7 est la projection naturelle de X x (R™¥\{0}) sur
X.

Lune des principales propriété de ces ensembles est donnée par :

Proposition B.0.5. Soit a un symbole dans S™(X x R") et A la distribution définie
pour tout u € C§°(X) par l'intégrale oscillante 1(au), c’est a dire

(A uy = Ip(au).

Alors le support singulier de A est inclus dans Ss. Autrement dit pour tout V' ouvert
dans X\Ss, il existe Ay une fonction dans C> (V') telle que pour toutu € C°(V)

(A u) = /Av(a:)u(x)dx

Un cas important ici sera celui ou Cs est une sous variété de dimension n de
X x (RM\{0}). Pour s’assurer de cette propriété on va légérement restreindre notre
classe de fonction phase.

Définition B.0.6 (Fonction Phase non dégénérée). Une fonction phase ® est dite
non dégénérée si la matrice

99



Partie , Chapitre B — Intégrales oscillantes

0?P 0?P 0?P
801891 o 891@91\[ 80181'1
(P P5,) = : : :
0?P 0?P 0?P
69]\[801 o 89]\[89]\[ 86’N8x1

estde rang N.

0*®
69181’n

0?®
89N8xn

Dans le cas d’'une fonction phase ® non dégénérée, le théoreme des fonctions
implicites assure immédiatement que Cy est une sous variété de X x RV\{0} de

dimension n.
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ANNEXE C

FAMILLES C! D’OPERATEURS

Familles C! d’opérateurs pseudo-différentiels

On commence par définir les familles d’opérateurs agissant sur les demi-densité
sur R? puis on étendra la définition au variété par coordonnées locales. Le caractére
C! des opérateurs est li¢ a leurs symboles. On se donne d’abord un intervalle J de
R. On définit la classe de symboles étudié ici de la fagcon suivante :

Définition C.0.1 (Classe de symbole C'). On dit que I'application t — a;, pourt € J,
est une famille C* de symbole d’ordre m € R si pour toutt € J,

e a; est une fonction dans C>=(T*R?) positivement homogéne, i.e. a;(x,\§) =
Aag(z, &) pour X > 0 et (x,€) € T*R?;
e L'applicationt — a, estC';

e Pour tout o, 3 € N et § € {0,1} il existe une constante C,, 5z > 0 telle que pour
tout (z,&) € T*R?
000500 ay(w,§)| < Cap(€)™ 7.

Dans ce cas, on dit que a; est une famille C' de symbole dans S™(T*R?) par
rapport at.

Définition C.0.2 (Famille C' de symboles formels). On appelle famille C* de symbole
formel d’ordre m € 7Z, une série formelle de la forme

J9t|—> Zat,m_k,
keN

ou pour tout k, t — a;,, . est une famille C' de symbole dans S™*(T*R%) par
rapport at.

Proposition C.0.3 (Lemme de Borel pour les familles de symbole C'). Toute famille
C' de symbole formel d’ordre m € 7 admet une réalisation au sens ou il existe a,, une
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famille C' de symbole d’ordre m, vérifiant que pour tout N € N, pour tout o, 3 € N¢ et
pour tout o € {0, 1} il existe Cy 5 > 0 une constante uniforme sur tout compact de .J
telle que pour tout (x,¢) € T*R® :

< Cwapl€)m N1

a?a:?a? (at (37, 5) - i\[: at,m*k(xv f))
k=0

N
Autrement dit a;, — Z at.m—1 €St une famille C' de symbole d’ordre m — N — 1 par
k=0
rapport at pour tout N € N.

Démonstration. On adapte ici la démonstration issue de [26] en rajoutant le para-
métre ¢. On construit a; sous la forme d’'une somme de fonction b; ,,,_, ou chaque
be.m—i €St une approximation de a ,,_y.

On se donne une fonction y dans C5°(R™) vérifiant 0 < xy <1, x(§) =1si || <1
et x(§) = 0 si €| > 2. De plus on considére une suite de réels (&)ren tendant vers 0
et vérifiant 0 < ¢, < 1 pour tout k. On définit b, ,,,—x(x, &) = (1 — x(ek€))atm—r(x, &) et
'on pose a; = > bt k-

keN

La fonction a, est bien définie sur T*R?, en effet pour ¢ fixé la somme est en fait
finie puisque y est a support compact et que la suite (¢;) tend vers 0. Ainsi a, dépend
de fagon C! de ¢ et il est immédiat de vérifier que a; est positivement homogéne
par rapport a £. |l ne reste qu’a vérifier que a; vérifie les bonnes estimations sur
ses dérivées.Remarquons d’abord que b;,, ;. est une famille C' de symboles d’ordre
m — k puisque pour tout k, a; . — br.m—i €St une famille C* de symboles dans S—.

Soit a, B € N4, § € {0;1} et (z,£) € T*R? On souhaite estimer 8fagafbt,m_k(9:,§).

e Si¢ < 52 on remarque que ¢ (&) = (¢ + £ [¢[*)"/? < /5. Ainsi
k

102020 by (2, €)] = |07 0207 (1 = X(248)) aum—r (2, €)) |,
=107 (1 = x(ex€)) 0 O s m—i(,€) ) |,
<> C N0 A,

v<B

<3 Cel\Cy g ()R 1BER,

v<B
< Copr{&)m™ 101,
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. 2 . n . .
o Si¢ > - alors x(e,£) = 0. On obtient alors la méme estimation par :
k

1000802 by i (2, )| = 107 020¢ (1 — x(£k€))ttm—r(, €)) |
= |afa§a?at,m—k($a£)|7
< Copi()™ P,

Remarquons de plus que pour (z,£) € supp by ,,—r C supp (1 — x), nous avons
Iinégalité 1 < £,|¢|. Mais alors pour tout (z, &) € T*R? nous pouvons écrire
1000207 by (, )| < £k[€]10] 05O by i (2, €|

et donc
100020 bt i (2, €)| < £4Cryel €)™ H1AL

On choisit alors les ¢, tels que ¢, < min
la+BI<k Ca,ﬂ,k

incompatible avec les conditions précédentes sur la suite (gy).
Finalement, pour tout o, 3 € N4, 6 € {0,1}, k € N k > |a + ] et (z,&) € T*R?

pour tout & € N. Ceci n’est pas

|at§8?agbt,m—k(xa 5) ’
<§>m—|ﬂ\

< (&

N
Vérifions maintenant que a; — 3° a;,,_ est bien dans S™=1(T*R?) pour N € N.
k=0
On pose alors N := max(|a + 3|,k + 1) et 'on écrit

N

N N +00
ay — Z A m—k = Z(bt,m—k — Q) + Z bt m—k + Z bt m—k-
k=0

k=0 k=N+1 -

La premiére somme est en fait une fonction dans S~ puisque c’est une fonction
a support compact en £. La deuxiéme somme est une fonction dans S™~¥-1! en tant
que somme de fonctions dans cet espace. Montrons maintenant que la troisieme
somme est effectivement dans S™— V-1,

Ona
m—-N—1—|8] 7t Yz ¢ tym—k | = “N-1 m—|B]
© = RN
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Par choix de N, |a + | < k dans toute la somme. On peut donc appliquer les
inégalités trouvees précédement,

1 a&aaaﬁ +o0 ; - +o0 N2k - <€>1+N—Kf

@ %O | 2 bk | < 2 OTTT < P
k=N-+1 k=N+1

Remarquons enfin que sur le support de b, ,,, &, (£) > v2etque 1+ N — N <0,

on en déduit donc que

1 o =
mafamaf ( > i

E=N+1

< 7\/5 )
N
Finalement a; — 3" a1 est bien une famille C! de symboles d’ordres m — N — 1
k=0
par rapport a ¢t pour tout N € N. O

Définition C.0.4 (Famille C! d’opérateurs pseudo-différentiels). On dit qu’une famille
d’opérateurs P, agissant sur les demi-densités sur R¢ est une famille C' d’opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre m si ils sont donnés par un noyau de Schwartz Kp, de la
forme

1
(2m)

ou a; est une famille C' de symbole dans S™(T*R?).
Autrement dit pour toute demi-densité u|dz|z surR? on a

Kp(a,y) = g [ € ailw, €)de|do?|dy

1
(2m)d Jraxrd

Pi(uldal}) = ( ei<x—yvf>at<x,s>u<y>dsdy> da}

Définition C.0.5 (Famille C! d’opérateurs pseudo-différentiels sur une variété). On
dit qu'une famille d’opérateurs P, agissant sur |Q((M)|z ,ol M est une variété, est une
famille C* d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m si, pour toute carte . : U — U
d’un ouvert de R? vers un ouvert de M , I'opérateur ]5,;& défini par le diagramme
commutatif suivant

s =

kT Tk

U2 Ul
est de la forme de la définition C.0.4
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Familles C! d’opérateurs intégraux de Fourier

On considére d’abord une famille C* d'immersions Lagrangiennes exactes

u:N—=T"MteJ

C’est adire que l'application J > t +— 1, € C®(A, T*M) est C*, 1, est une immersion
et le pull back de la 1-forme de Liouville sur 7" M, *(¢£dx), est exact pour tout ¢ € J.
Il existe alors une famille de fonction f, € C*°(A), C* par rapport a ¢, telle que

Jf(Edx) = dfy.

On considere une famille C! de fonction de phase non-dégénérées @, qui génerent
localement A,.

Etant donnée une famille C! de symbole a;, t € J, dans S™+@=2M/4(V) on peut
définir une famille C! de demi-densités oscillantes d’ordre m par :

1 1\ (d+2N)/4 B (.0 1
Ly 00 (2)]da} = (QW) (/RN (e )at(x,ﬁ)cw) dz]?. (C.1)

Ces demi-densités oscillantes sont des distributions sur les demi-densités dont
Iaction sur une demi-densité test 1(z)|dz|z est donnée par :

1

) ) (d+2N)/4 '
(Ip, a0, (x)|dz|2,9(x)|d2|2) = | — e’q)t(x’e)at(:c, ) (z)dodz.
21 RN

Définition C.0.6 (Famille globale de demi-densités oscillantes). On appelle famille
globale C' de demi-densités oscillante d’ordre m associées a A\, toute distribution u,
sur les demi-densités ayant pour expression locale :

1
wiw) = Y Iy s (@)ldal?
J

ou
e La somme sur j est finie;
e Les fonctions phase @' sont définies surV; C R* x R"i et telles que Agy C Ay
e Les symboles a] sont dans S™+4=2N)/4(V),

L'ensemble de ces éléments est noté I™ (M, A,; 2z (M)).
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On peut associer un symbole principal a chaque expression de la forme (C.1).
Le symbole principal d’'un élément de I™(M, A,; Qz(M)) étant alors la somme des
symboles principaux des demi-densités oscillantes qui le composent.

On considére donc Iy, 4, UNe telle expression. Le symbole principal de Iy, ,, sera
une expression de la forme :

O =01 Q094

ou o, est une famille C* de section du fibré |Q2(A,)|*/? et o4, est une section du fibré
de Keller-Maslov M (A;). Plus précisément :

e 01, est obtenue a partir de a,,+(4—2n)/4., l€ terme principal de a,, et &, par la
construction suivante :

On construit d’abord une forme de Leray dcg, SUr Cg, c’est a dire une n—forme
vérifiant
0, 0,

AN N——=dxy N---NdxgNdby N--- NdOn

dog, N 00, 00N

Cette forme de Leray peut s’obtenir en se donnant, pour tout t, un systéme de
coordonnées \; = (A1, -+, Agt) Sur Cs, prolongées en des coordonnées sur
un voisinage de C5,. On a alors deg, = bidA; ou :

dry N -+ Ndxg Ndby A--- NdOn

bt:

0d, 0,
d\ N el N hdial 2
A NdAgs N 90, A\ A D0
ox 00
= det
?°d, 0°d,
ox08 002

On transporte alors la demi-densité ,/dc, sur A par ¢, et s, pour obtenir :
Dy t

O1t = (47" 0 La,)- (at,m+(d—2N)/4\/E) :

X . d .
Remarquons que o, est alors homogene de degré m + — puisque a¢ p(a—2n)/4
est homogéne de degré m + (d —2N) /4 tandis que dc,, est homogene de degre
N puisque b; est homogéne de degré N — d et d)\; est homogéne de degré d.
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e 0y, est une section du fibré de Keller-Maslov M (A). Ce fibré est un fibré en
droite complexe au dessus de A avec pour fonction de transition e (S97e0—s9n¥55)
sur A, N Ay CA.

Finalement le symbole principal d’un élément Iy, ., € I™(M, Ay; |Q(M)|2) est un
élément de 'ensemble S™ /(A |Q(A)]2 @ M(A)).

On peut étendre la notion de demi-densité oscillante a des fibrés vectoriels. Si'on
se donne E un fibré vectoriel au dessus de M, alors on note 1™ (M, A; |Q(M)|z @ E)
'ensemble des demi-densités oscillantes d’ordre m a valeurs dans les sections de E.
Autrement dit un élément I de cet ensemble est donné dans une trivialisation ¢/ de FE
par un vecteur de densités (/4 ..., I,) ou n est la dimension des fibres de E. Sil'on
considére u une section du fibré |Q(M)|z ® E, donnée par un vecteur (ui, ..., u,)
dans U, alors I'action de I sur u est donnée par le vecteur

(I,u) = (L, ... Lyuy).

Le symbole d’un tel élément appartenant alors a 'ensemble S™4/4(A,, |Q(A,)]2 ®
M(A;) ® E;) ou E; est le relévement du fibré E sur A,.

Soient deux variétés M; et M,. On munit leurs fibrés cotangents de leurs struc-
tures symplectiques canoniques respectives. On note w, la forme symplectique
canonique sur 7*(M;). On considére la variété symplectique 7 (M) x T*(M;) mu-
nie de la forme w, — w;. On appelle famille C* de relations exactes canoniques
Cy,t € [0,0] de T*(M;) sur T*(M,) une famille C' d'immersions lagrangiennes exactes
1 C — T*(Msy) x T*(M,). Pour toute famille C! de relations canoniques exactes C;,
on associe une famille C' de sous variétés Lagrangiennes exactes C; de T* (M, x M)
définie par la famille d'immersions Lagrangiennes ¢, : C; — T*(My x M) OU ¢; = jo,
et

j : T*(MQ X Ml) — T*(M2> X T*(Mg)

(9, 21,62,&) +— (22,&, 21, —&1)

Définition C.0.7 (Famille C' d’opérateurs intégraux de Fourier). On appelle famille C*
d’opérateurs intégraux de Fourier d’ordre m associés a C; toute famille d’opérateurs
Ay

Ay 2 CE(My, [Q(My)|2) — C(Ma, |Q(Ms)]2)
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dont les noyaux de Schwartz K 4, forment une famille C' de demi-densités oscillantes
d’ordre m associés & Ci i.e. K, € I"™(My x My, Cl; |Q(My x My)|7).

Le symbole principal d’'une famille d’opérateurs intégraux de Fourier est le symbole
principal de la famille de noyaux de Schwartz associés. Sil'on note d, la dimension de
M;, le symbole principal d’'un élément de I™ (M, x My, C!; |2(Ms x M;)|2) appartiendra
a I'ensemble SmH(di+d)/4(Ct |Q(CY) |2 @ M(CL)).

On peut ici aussi, de fagon plus générale, se placer dans le cas de fibrés sur M,
et M, et regarder des familles d’opérateurs intégraux de Fourier agissant sur les
sections de ces fibrés. Si 'on se donne E; et E, des fibrés vectoriels sur M, et M,
respectivement, on définit des familles C! d’'opérateurs intégraux de Fourier A; :

Ay s C(My, [Q(M)|2 @ Ey) — C(Ma, |QUMs) |2 @ Es).

Le noyau de ceux ci étant alors un élément K4, de I"™(My x My, Cy; |Q( My X
M,)| ® Hom(E4, E,)). Le fibré Hom(E,, E,) est défini comme le fibré au dessus de
M, x M, dont la fibre en (y, x) consiste en les applications linéaires (E;), — (E2),.

Le symbole principal o (K 4,) d’'un tel élément appartenant a 'ensemble

Sm+(d1+d2)/4(c’t’ ’Q(C’t”% ® M(C’t) ® HomEQ))

o —

ou Hom(FE4, Es) est le releve du fibré Hom(E,, Es) sur C.

Nous nous intéresserons principalement a des familles d’opérateurs intégraux
de Fourier dont la relation canonique est le graphe d’'une famille de symplectomor-
phismes. Etant donné , : X — Y une famille C* de symplectomorphismes, le graphe
de x;

Cy, ={x(z), 2} CTY xT"X

est une famille C! de sous variétés lagrangiennes de T*Y x T*X munie de la forme
symplectique wy — wx.

On peut donc considérer la classe de famille C* d’opérateurs intégraux de Fourier
associes a (.

En général la composition d’opérateurs intégraux de Fourier n’est pas un opéra-
teur intégral de Fourier. Il existe néanmoins des conditions nécessaires pour assurer
que la composition soit encore un opérateur intégral de Fourier [16]. Dans le cas
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des opérateurs dont la relation canonique est le graphe d’'un symplectomorphisme la
composée est toujours un opérateur intégral de Fourier.

Si 'on considére trois variétés X,Y et Z compactes et deux familles C' de
symplectomorphismes

i T*X — T, b TY -T2

alors la composée de deux familles C! d’opérateurs intégraux de Fourier A; d’ordre
m, et B, d'ordre mp assocciés respectivement a C7, et Cj, est une famille C'
d’opérateurs intégraux de Fourier d’ordre m 4 + mp associés a la relation canonique
Coyoxe-

Enfin un dernier résultat traitant du cas de la composition d’'une famille d’opé-
rateurs intégraux de Fourier avec une famille d’opérateur pseudo-différentiels dont
la famille de symboles principaux s’annulent sur la famille de relations canoniques
associés aux FlO inspiré de [24].

Théoréeme C.0.8. Soit P, une famille C' d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre k
agissant sur les demi-densités de M, de symboles principaux p; ., et sous-principaux
pe.m—1. Soit C; une famille C* de relations canoniques exactes de T*M, sur T* M.
Soit A; une famille C' d’opérateurs intégraux de Fourier de noyaux de Schwartz K 4, €
I¥ (Myx My, CL, |Q(M, x Ms)|2) et de symboles principaux o, € S¥+mi+m2/4(C, |Q(Cy) 2@
M(Cy)).

On suppose que p, ,, est nul sur la projection de C, sur M,. Alors P,A, est une
famille C' d’opérateurs intégraux de Fourier d’'ordre k + k' — 1 de noyaux de Schwartz
Kp, a, dans I*F =1 (M, x My, C!, |Q(Ms x M;)|2) et de symboles principaux

7Lt 01 Prn-1

ou H,, . estle champ hamiltonien associé a p;,, puis releve sur T* M, x T* M,
par la projection sur le premier facteur.

On trouvera une idée de démonstration dans [8].
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Resumé : Lobjectif de ce travail est d’établir
des résultats de rigidité spectrale pour des fa-
milles C' d’opérateurs (pseudo-)différentiels
elliptiques auto-adjoints P;, ¢ € [0, J], sur une
variété lisse compacte M sans bord de dimen-
sion n > 2. Dans les deux premiers chapitres,
on étudie des hamiltoniens proches d’un ha-
miltonien intégrable qui est non dégénéré au
sens de Kolmogorov (Systéme KAM). On y
construit une forme normale de Birkhoff au
voisinage de chaque tore KAM ayant une fré-

Title :

qguence diophantienne. Dans les chapitres 3
et 4 on établit une forme normale de Birkfoff
quantique afin de construire des familles C!
de quasi-modes. Ces derniéres permettent
de relier les propriétés spectrales de P, aux
propriétés dynamiques des tores KAM. Les
deux derniers chapitres proposent des appli-
cations en lien avec la transformée de Radon
ainsi qu’une étude sur les surfaces de rota-
tion.

Isospectral invariants and KAM theorems
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Abstract : The aim of this work is to obtain
spectral rigidity results for C! families of elliptic
self-adjoint (pseudo-)differential operators P;,
t € [0, 0], on a smooth closed manifold M of
dimension n > 2. In the first two chapters, we
investigate Hamiltonians close to a given inte-
grable Hamiltonian which is non-degenerate
in the sense of Kolmogorov (KAM system).
This allows us to obtain a Birkhoff normal

form in a neighborhood of any KAM tori with a

Diophantine frequency. In the third and fourth
chapters, we construct a quantum Birkhoff
normal form and obtain C! families of quasi-
modes. Using the quasi-modes, we establish
a connection between the spectral properties
of P, and the dynamical properties of the KAM
tori. The last two chapters provide applica-
tions of these results to the Radon transform
and the surfaces of revolution.
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