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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Le but de cette thèse est d’énoncer des théorèmes de rigidité spectrale dans un
contexte faisant intervenir des invariants iso-spectraux issues de la théorie KAM. Afin
d’introduire les différentes notions qui apparaîtront dans la suite du texte, nous allons
prendre comme point de départ l’un des problèmes les plus fameux de la géométrie
spectrale. Puis nous verrons comment des généralisations naturelles de ce problème
peuvent conduire à considérer les objets abstraits qui interviendront par la suite.

1.1 Le problème du tambour de Kac et ses générali-

sations

Dans un article de 1966 [18], le mathématicien polonais Marc Kac pose la question
suivante :

Can one hear the shape of a drum ? (Peut-on entendre la forme d’un tambour ?)

D’un point de vue mathématique, sa question est la suivante. On assimile la peau
d’un tambour à un sous ensemble Ω ⊂ R2 compact et connexe. Lorsque qu’une
personne joue sur ce tambour, la peau de celui-ci se déforme selon l’équation des
ondes. Plus précisément, si l’on note f(t, x) l’altitude de la peau à l’instant t au point
x ∈ Ω relativement à la position de la peau au repos et que l’on suppose que la peau
du tambour est fixée au bord ∂Ω alors la fonction f vérifie l’équation des ondes :


∂2f
∂t2
− c2∆f = 0,

f(t, x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,

où ∆ est l’opérateur laplacien selon les coordonnées d’espaces et c est une constante
physique liée à la nature du tambour que l’on fixe ici égale à 1. Pour résoudre ce
système, Kac propose de faire une séparation des variables en posant f(t, x) =

12
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U(x)eiωt. Les fonctions U solutions sont les modes fondamentaux vibratoires du
tambour. La quantité ω représente la fréquence de vibration de chacun de ces modes.
Les modes de vibrations U font vibrer l’air à ces fréquences ω ce qui produit alors
le son du tambour. La solution générale f s’écrit comme une superposition de ces
modes vibratoires fondamentaux. Par la séparation des variables le système devient :

 ∆U + ω2U = 0,

U(x) = 0,∀x ∈ ∂Ω.

Cette reformulation permet alors de faire un lien direct entre le son d’un tambour
et les valeurs propres du laplacien sur Ω avec condition de Dirichlet aux bords. Il est
connu que l’ensemble de ces valeurs propres forme une suite de réels 0 < λ1 < λ2 ≤
λ3 ≤ . . . qui tend vers l’infini [27].

La question de Kac peut alors se comprendre ainsi : La connaissance du spectre
du laplacien sur un domaine Ω est-il suffisant pour retrouver la forme de Ω ? Lorsque
deux domaines ont même spectre on dit qu’ils sont isospectraux. Ainsi le problème
devient :

Si pour deux domaines Ω1 et Ω2 le spectre du laplacien est le même, ces deux
domaines sont-ils isométriques ?

Sous cette forme, assez lointaine des tambours, la question se transpose immé-
diatement à des domaines inclus dans Rd avec d supérieur à 2 puisque le laplacien se
définit de façon naturelle sur ces espaces. On sait que la réponse à cette question est
négative : Milnor avait déjà fourni deux ans auparavant un contre-exemple de deux
tores en dimension 16 non-isométriques et ayant même spectre pour le laplacien [21].
Plus concrétement, en 1992 les mathématiciens Carolyn Gordon et David Webb ont
exhibé deux régions du plan non-isométriques et ayant même spectre du laplacien
[11]. Leurs contre-exemples sont des polygones non convexes du plan. On peut
alors se poser la même question en supposant que les domaines considérés sont
convexes et/ou à bord régulier. Un résultat positif dans ce sens est dû à Zelditch [32].

Si la réponse générale à la question de Kac est négative, tout espoir n’est
cependant pas perdu. En effet, à défaut de pouvoir déterminer la forme exacte du
tambour, certaines informations géométriques se déduisent tout de même du son
de celui-ci. L’un des résultats fondamentaux dans ce sens est la loi de Weyl, déjà
connue de Kac, qui s’écrit
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lim
λ→∞

N(λ)
λd/2

= (2π)−dωdV (Ω)

où N(λ) est le nombre de valeurs propres inférieures à λ, V (Ω) est le volume de Ω,
ωd est le volume de la boule unité de dimension d. Ainsi on peut retrouver le volume
du tambour par le son que celui-ci produit ou plus précisément par l’asymptotique
du nombre de valeurs propres du laplacien. De plus dans certains cas, le deuxième
terme dans le développement asymptotique de N permet de retrouver le périmètre
du tambour. On peut par exemple conclure, à l’aide de l’inégalité isopérimétrique,
que les disques ont chacun des sons caractéristiques parmi les tambours plans.

Le problème d’isospectralité peut aussi se formuler dans le contexte d’une variété
riemannienne (M, g). En effet, le laplacien se transpose naturellement à ce type de
variété en un opérateur différentiel appelé opérateur de Laplace-Beltrami ∆g qui est
défini de façon canonique par :

∆g(f) := div gradg(f).

Si la variété M est compacte sans bord alors le spectre de l’opérateur de Laplace-
Beltrami est, comme dans le cas du laplacien, discret et composé de valeurs positives
tendant vers l’infini. Les questions énoncées précédemment se formulent de la même
façon dans ce nouveau cadre.

Un grand nombre de résultats de problèmes inverses en géométrie spectrale
proviennent de l’étude de la formule de trace [12],[17],[33],[31]. Cette formule de
trace, étudiée entre autres par Y. Colin de Verdière [5] J. Duistermaat et V. Guillemin
[9] et S. Zelditch [30], fait le lien entre le spectre de l’opérateur de Laplace-Beltrami
avec des invariants liés aux géodésiques périodiques comme leurs longueurs ou le
spectre de l’application de Poincaré linéarisée.

On peut aussi considérer le problème de la rigidité spectrale. On se donne une
déformation d’une variété riemannienne (M, g), c’est à dire une famille C1 de variétés
riemanniennes (M, gt), t ∈ [0, δ], g0 = g et ∆t les opérateurs de Laplace-Beltrami
associés. On dit que la déformation est :

• Isospectrale si pour tout t ∈ [0, δ],Spec(∆t) = Spec(∆0).

• Triviale si il existe une famille ψt de difféomorphismes de M tels que ψ0 = Id et
ψ∗t gt = g0.
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La variété riemannienne (M, g) est spectralement rigide si toute déformation
isospectrale est triviale. Elle est infinitésimalement spectralement rigide si toute
déformation isospectrale vérifie

(
d
dt
gt
)
|t=0

= 0. Hezari et Zelditch ont prouvé que
l’ellipse est infinitésimalement spectralement rigide [15]

La rigidité spectrale des variétés riemanniennes compactes sans bord de courbure
sectionnelle négative a été démontrée par V.Guillemin et D.Kazhdan en dimension
deux [13], C.Croke et V.Sharafutdinov en toutes dimensions [6] et G.Paternain,
M.Salo et G.Ulhmann pour les surfaces Anosov orientées [22]. La formule de trace
est particulièrement utile pour les déformations C1 (M, gt) d’une variété riemannienne
(M, g0) qui a un flot géodésique Anosov puisque toutes les géodésiques périodiques
sont non dégénérées et induisent une famille C1 de géodésiques périodiques pour t
suffisamment petit. Ceci permet de transformer le problème de la rigidité spectrale
infinitésimale des variétés Anosov en un problème d’injectivité de la transformée
rayon-X sur les géodésiques qui a été démontré dans le cas des variétés fermées à
courbure négative en toutes dimensions [6]. De plus, pour des raisons de stabilité de
structure, la rigidité spectrale infinitésimale implique la rigidité spectrale.

Ces propriétés ne sont plus valides pour des déformations de métriques rieman-
niennes dont le flot est proche d’être intégrable ce qui rend le problème de rigidité
spectrale plus difficile dans ce cadre. La méthode de formule de trace demande
des hypothèses techniques telles que la simplicité des longueurs des géodésiques
périodiques (elles doivent être toutes de longueurs différentes) ainsi que la non-
dégénérescence des géodésiques correspondantes et leurs itérées, ce qui n’est pas
vérifié en général. Ces conditions sont non-ouvertes dans la topologie C∞. En suivant
les travaux de G.Popov et P.Topalov [23] [25], nous proposons une autre méthode
qui évite la formule de trace et les hypothèses associées. Cette méthode est basée
sur la construction de familles C1 de quasi-modes associées à des familles C1 de
tores invariants.

Enfin, on peut aussi choisir de considérer des opérateurs plus généraux que le
laplacien sur Rn ou l’opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne. On
peut se demander ce qu’il se passe si l’on considère d’autres opérateurs différentiels
ou plus généralement des opérateurs pseudo-différentiels. Présentons rapidement
une idée de ce que sont les opérateurs pseudo-différentiels, le lecteur pouvant trouver
plus de précisions dans [16], [26] et [27] .

Considérons le cas de Rn. Rappelons d’abord quelques faits autour de la trans-
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formée de Fourier. Dans la suite, les fonctions considérées appartiennent à des
espaces dans lesquels les formules ont un sens. Soit f une fonction sur Rn à valeurs
complexes. La transformée de Fourier de f , notée F(f), est la fonction définie sur
Rn par :

∀ξ ∈ Rn, F(f)(ξ) = 1
(2π)n/2

∫
Rn
e−i〈x,ξ〉f(x)dx.

Cette transformée de Fourier dispose d’un grand nombre de propriétés remar-
quables. Notamment :

• Elle fait correspondre la dérivation à une multiplication, i.e. F(Dxkf) = ξkF(f)
où Dxk = 1

i
∂xk .

• Il existe une transformée de Fourier inverse qui permet de retrouver f à partir
de F(f).

Rappelons qu’un opérateur différentiel linéaire P est un opérateur de la forme :

P (f)(x) =
m∑
|α|=0

aα(x)Dαf(x),

où α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, |α| = ∑
αi, Dα = Dα1

x1 . . . D
αn
xn et aα sont des fonctions sur

Rn. Le laplacien est un exemple de ce type d’opérateur. À l’aide des propriétés de la
transformée de Fourier, ce type d’opérateur peut se réécrire sous la forme

P (f)(x) = 1
(2π)n

∫
Rn×Rn

ei〈x−y,ξ〉a(x, ξ)f(y)dydξ,

où a(x, ξ) =
m∑
|α|=0

aα(x)ξα. Ici la fonction a(x, ξ) est un polynôme en les variables ξ.

On appelle cette fonction le symbole de l’opérateur différentiel P . On note parfois
l’opérateur associé a(x,D). Remarquons que le symbole d’un opérateur différentiel
est toujours un polynôme. Dans le cas du laplacien, ce symbole est simplement ||ξ||2

où la norme euclidienne.
La notion d’opérateur pseudo-différentiel apparaît alors lorsque que l’on souhaite

généraliser ce type de construction pour une famille de symboles plus large que les
polynômes. Les intérêts de l’étude de tels opérateurs sont multiples. Leur construction
permet par exemple de transformer l’étude d’un opérateur en l’étude de son symbole
et en particulier de ce que l’on appelle son symbole principal. Un grand nombre
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de propriétés des opérateurs pseudo-différentiels se déduisent de leurs symboles
principaux. L’étude de l’inversibilité par exemple est intimement liée à l’étude de son
symbole principal. Certains opérateurs différentiels inversibles ont des inverses qui
sont des opérateurs pseudo-différentiels mais pas différentiels. Enfin pour ce qui
nous intéresse ici, certaines propriétés spectrales d’un opérateur peuvent se déduire
de l’étude de son symbole.

On peut aussi définir des opérateurs pseudo-différentiels sur les variétés. Ceci
se fait en demandant que l’expression dans toutes cartes de ces opérateurs soient
des opérateurs pseudo-différentiels sur Rn. Le prix à payer est que la notion de
symbole global n’est plus bien définie dans ce contexte. Cependant on peut encore
associer ce que l’on appelle un symbole principal ainsi qu’un symbole sous-principal
qui seront des fonctions sur le fibré cotangent de la variété.

On peut finalement voir la construction des opérateurs pseudo-différentiels comme
une tentative de correspondance entre un certain espace de fonctions et des opéra-
teurs. C’est en fait l’enjeu de la théorie de la quantification issue de la mécanique
quantique. Il existe plusieurs façons de réaliser ce type de correspondance et nous
avons ici présenté ce que l’on appelle la quantification classique.

1.2 Mécanique Hamiltonnienne et théorie KAM

Comme précédemment on cherche à trouver des invariants à relier au spectre
d’un opérateur pseudo-différentiel. Ces invariants trouvent ici leurs origines dans la
mécanique hamiltonienne qui va nous permettre de construire un système dynamique
sur le fibré cotangent de notre variété à partir du symbole principal de notre opérateur.

Nous rappelons ici quelques notions de géométrie symplectique et de mécanique
hamiltonienne, le lecteur pouvant compléter la lecture par [1] ou [8].

Une variété symplectique (M,σ) est une variété M munie d’une 2−forme σ

fermée non dégénérée appelée forme symplectique. Les variétés symplectiques
sont toujours des variétés de dimension paire et dans ce qui suit on supposera que
nos variétés sont de dimension 2n. L’exemple de référence est le fibré cotangent
T ∗M d’une variété quelconque M muni de la 2−forme canonique σ = dα où α est la
1-forme de Liouville donnée dans les coordonnées locales (x, ξ) de T ∗M par
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α =
∑
i

ξidxi aussi noté ξdx,

et donc ω =
∑
i

dξi ∧ dxi, aussi noté dξ ∧ dx.

Un théorème de Darboux stipule que toute forme symplectique sur une variété M
est localement conjuguée à la forme symplectique canonique sur un fibré cotangent
de même dimension que M [20]. Les coordonnées correspondantes sont appelées
coordonnées symplectiques.

Sur une variété symplectique (M,σ), la non-dégénérescence de σ permet d’asso-
cier à toute fonction H ∈ C∞(T ∗M) un champ de vecteurs XH uniquement défini par
la propriété

∀(x, Y ) ∈M × TxM, σx(Y,XH(x)) = (dH)x(Y ).

On en déduit alors un système dynamique appelé système hamiltonien associé
au flot de ce champ de vecteur. Dans les coordonnées locales symplectiques (x, ξ)
le champ de vecteurs XH s’exprime

XH(x, ξ) =
(
∂H

∂ξ1
, . . . ,

∂H

∂ξn
,−∂H

∂x1
, . . . ,− ∂H

∂xn

)
.

On peut ensuite définir un crochet de Poisson qui munit l’espace des fonctions
C∞(T ∗M) d’une structure d’algèbre de Poisson. Le crochet de Poisson de deux
fonctions f et g est défini par

{f, g} = σ(Xf , Xg).

Une propriété importante est que lorsque le crochet de Poisson de f et g est nul,
alors les lignes de niveaux de g sont invariantes par le flot hamiltonien associé à
f . On dit alors que g est une intégrale première du système hamiltonien associé à
f . Remarquons que H est toujours une intégrale première du système qui lui est
associé.

Les systèmes hamiltoniens qui ont un grand nombre d’intégrales premières
indépendantes entre elles sont des systèmes particulièrement remarquables appelés
systèmes intégrables. En dimension 2n on demande à ce qu’il y ait n intégrales
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premières indépendantes. Le théorème d’Arnold-Liouville stipule que ces systèmes
ont une symétrie très forte au niveau local et un comportement simple qui permet
d’avoir une expression des solutions. En substance, sous certaines hypothèses
générales, il est possible de trouver localement des coordonnées symplectiques
(φ, I) ∈ Tn × Rn (T = R/2πZ), appelées coordonnées actions-angles, telles que
l’hamiltonien H ne dépende que des variables d’actions I. Ainsi dans ce système
de coordonnées H = H(I) et le champ de vecteur XH est de la forme (ωI , 0) où
ωI := ∇IH. La variété est alors localement feuilletée par des tores stables par le
flot sur lesquels la dynamique est conjuguée à un flot linéaire de fréquence ωI . Ces
tores sont appelés tores invariants. Sur chacun de ces tores on dit que le flot est
quasi-périodique.

ωI

FIGURE 1.1 – Flot linéaire de fréquence ωI sur un tore.

On observe immédiatement ce feuilletage dans le cas du portrait de phase du
pendule (cf fig. 1.2).

Ces systèmes intégrables font toutefois figure d’exceptions dans le paysage des
systèmes linéaires observés en physique ou dans la nature. Néanmoins un certain
nombre de systèmes physiques sont proches d’être des systèmes intégrables au
sens où ils sont issus d’un hamiltonien H de la forme H0 + R où H0 est associé
à un système intégrable et R est une petite perturbation (en un sens à préciser).
C’est par exemple le cas du système solaire, où l’interaction des planètes entre elles
est très petite par rapport à l’action du soleil. C’est l’objet de la théorie KAM (pour
Kolmogorov-Arnold-Moser) que d’étudier ce type de système et en particulier de
savoir si certains des tores invariants du système associé à H0 subsistent après la
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FIGURE 1.2 – Portrait de phase de l’équation du pendule q̈ = − sin(q)

perturbation.

Lorsque le flot sur le tore est périodique on dit que le vecteur fréquence ω est
résonnant et non-résonnant sinon. Les vecteurs résonnants ω sont les vecteurs
tels qu’il existe un vecteur k ∈ Zn vérifiant 〈ω, k〉 = 0. On peut quantifier le fait
d’être proche d’une fréquence résonnante et les vecteurs qui ne le sont pas sont dit
vecteurs diophantiens. Ce sont en général des tores invariants dont les fréquences
sont diophantiennes qui subsistent après perturbation.

1.3 Rigidité spectrale et contexte de la thèse

On entre à présent un peu plus dans le vif du sujet de cette thèse qui traite de rigi-
dité spectrale. On ne considère donc pas seulement un opérateur mais une famille à
un paramètre d’opérateurs pseudo-différentiels qui ont tous le même spectre. On peut
interpréter cette famille comme une déformation d’un opérateur pseudo-différentiel.
On cherche alors à savoir si cette hypothèse d’iso-spectralité des opérateurs entraîne
l’existence d’invariants de nature dynamique.

On se place dans la cas d’une variétéM fermée compacte de dimension n ≥ 2. On
considère une famille d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre deux Pt = Pt(x;D),
t ∈ [0; 1], agissant sur les demi-densités. Plus précisément pour toute carte locale
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(U ;x1, ..., xn) et pour toute fonction f ∈ C∞0 (U) on a :

Pt(f |dx|1/2) = 1
(2π)n

(∫
U×Rn

e〈x−y ; ξ〉pt(x; ξ)f(y)dydξ
)
|dx|1/2,

où pt est une fonction qui, a priori, dépend de U et est de la forme

pt(x; ξ) ∼
−∞∑
j=2

pt,j(x; ξ),

où pt,j est C∞ et homogène d’ordre j en ξ.
On note Ht = pt,2(x; ξ) ∈ C∞(T ∗M\{0}) le symbole principal de Pt qui est bien

défini. Il est donné localement par la formule

eϕ(x)Pt(eiϕ(x)) = Ht(x; dϕ) + termes homogènes de degrés inférieurs ou égaux à un.

De même le symbole sous-principal de Pt est bien défini par la formule

p′t,1(x; ξ) = pt,1(x; ξ) + 1
2i

n∑
j=1

∂2Ht

∂xj∂ξj
(x; ξ).

On dit que la famille Pt est une famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
deux si l’application t 7→ pt est C1 dans chaque carte.

Proposition 1.3.1. Soit une famille de symboles pt,j ∈ C1([0; 1]; C∞(T ∗Rn\0) homo-
gène d’ordre j pour j ≤ 2.

Alors il existe une famille C1 de symboles t 7→ pt tels que pour tout t, pt est une
réalisation de

∑
j≤2

pt,j. En d’autres termes pour tout compact K ⊂ Rn, pour tout entier

N positif et pour tout (x; ξ) ∈ T ∗Rn\0 tels que x ∈ K on a

∣∣∣∣∣∣∂αx∂βξ
pt(x; ξ)−

∑
j≥−N

pt,j(x; ξ)
∣∣∣∣∣∣ ≤ CK,N(1 + |ξ|)−N−1−β.

Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce résultat dans [34].
On supposera dans la suite que Pt est autoadjoint dans L2(M,Ω1/2) et elliptique,

c’est-à-dire :

∀(x; ξ) ∈ T ∗M, |Ht(x; ξ)| ≥ C|ξ|2T ∗M,∀t ∈ [0; 1].
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Ces hypothèses sont par exemple vérifiées par l’opérateur de Laplace-Beltrami
dans le contexte d’une variété riemannienne. Pt étant auto-adjoint,Ht est une fonction
réelle. De plus, quitte à changer de signe on peut supposer que Ht est positif.
L’opérateur Pt a un spectre discret σ(Pt) = {λt,1 ≤ λt,2 ≤ ...} où chaque λt,i est de
multiplicité finie et lim

n→+∞
λt,n = +∞.

Dans la suite, on se placera dans des hypothèses plus faibles que l’iso-spectralité.
On supposera une iso-spectralité faible comme dans [24] au sens suivant :

On considère une union infinie I d’intervalles disjoints [ak; bk]k∈N, et deux réels
d ≥ 0 et c > 0 tels que

(H1) I ⊂ (0,∞) et

• lim ak = lim bk = +∞,

• lim bk − ak√
ak

= 0,

• ak+1 − bk ≥ cb−dk pour tout k ∈ N.

(H2) Il existe a ≥ 1 tel que σ(Pt) ∩ [a,+∞[⊂ I, pour tout t ∈ [0, 1].

On autorise ainsi le spectre à varier tout en gardant un certain contrôle sur sa
variation.

Les invariants iso-spectraux que nous exhibons sont liés à des familles de tores
de Kronecker pour le flot hamitonien associé à Ht. Ces tores sont définis de la façon
suivante :

Définition 1.3.2 (Famille de tores de Kronecker). Une famille de tores de Kronecker
de fréquence ω ∈ Rn pour le flot hamiltonien associé à Ht est la donnée d’une famille
de sous-variétés Λt(ω) de T ∗M telle qu’il existe une famille lisse de plongements
ft : Tn → T ∗M vérifiant ft(Tn) = Λt(ω) et pour tout s ∈ R le diagramme suivant
commute :

Tn Tn

Λt(ω) Λt(ω)

ft

ϕ 7→ ϕ+ ωs

Φs
t

ft

où Φs
t est le flot de l’hamiltonien Ht au temps s.
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En d’autres termes le flot hamiltonien sur Λt(ω) est conjugué à un flot linéaire
quasipériodique sur le tore Tn.

On dit que la famille est C1 par rapport à t si l’application t 7→ ft ∈ C∞(Tn, T ∗M)
est C1.

Rappelons ici quelques propriétés classiques des flots linéaires quasipériodiques
sur le tore.

Proposition 1.3.3. Soient ω ∈ Rn et le flot Fs : Tn → Tn défini pour tout ϕ ∈ Tn et
s ∈ R par Fs(ϕ) = ϕ+ sω. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ω est non résonnant, i.e. 〈ω, k〉 6= 0 pour tout k ∈ Zn\{0}.

2. Le flot (Fs) est ergodique, i.e. toute fonction invariante par (Fs) est constante.

3. Pour toute fonction f sur Tn, la fonction moyenne temporelle f̄ est constante et
égale à la moyenne spatiale, i.e. pour tout ϕ0 ∈ Tn :

f̄(ϕ0) = lim
T→+∞

1
T

∫ T

0
f(Fs(ϕ0))ds =

∫
Tn
f(ϕ)dϕ.

4. Toutes les trajectoires de (Fs) sont denses dans Tn.

On trouvera une démonstration de ces résultats dans [19].
Les tores invariants que nous étudierons dans la suite seront non résonnants. En

fait leurs fréquences seront dans un ensemble de vecteurs, dit vecteurs diophantiens,
qui sont des vecteurs pour lesquels nous avons un contrôle de leurs "défaut" de
résonnance. Les tores non-résonnants de la "bonne dimension" offrent un panel
important d’outils pour leurs études dû, entre autre, au résultat suivant :

Théorème 1.3.4 (Herman). Si Λ(ω) est un tore de Kronecker de fréquence non
résonnante, alors Λ(ω) est une sous variété lagrangienne de T ∗M .

Démonstration. On considère χ∗(dα) la 2−forme induite sur Λ(ω) par l’application
χ : Tn → T ∗M où α est la 1−forme de Liouville sur T ∗M . Elle s’écrit sous la forme :

χ∗(dα) =
∑

1≤k<l≤n
αkl(θ)dθk ∧ dθl,

avec αkl fonction lisse sur Tn.
On note φs l’application de Tn sur Tn conjuguée au flot Φs. On a alors la relation :
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φ∗s(χ∗dα) =
∑

1≤k<l≤n
αkl(θ + sω)dθk ∧ dθl.

Or φs = (χ−1 ◦ Φs ◦ χ) et Φs est un flot hamiltonien. Ainsi φ∗s(χ∗dα) = χ∗dα. Or ω
est non résonnant, donc toutes les trajectoires associées à φs sont denses dans Tn.
On en déduit que les fonctions αkl sont constantes.

On considère maintenant le tore Tmn ⊂ Tn défini comme étant le tore où toutes
les coordonnées sont nulles sauf celles en positions n et m qui parcourent tout T. On
a alors d’une part :

∫
Tmn

χ∗dα =
∫

Tmn

∑
k<l

αkldθk ∧ dθl = 4π2αmn.

D’autre part par le théorème de Stokes et puisque Tmn n’a pas de bord :

∫
Tmn

χ∗dα =
∫

Tmn

d(χ∗α),

=
∫

∂Tmn

χ∗α = 0.

Finalement pour tout m et n, αmn est nulle. Ainsi χ∗dα est nulle et Λ(ω) est
lagrangien.

Pour chaque famille de tores invariants Λt(ω) que l’on construit, on associe trois
invariants dynamiques de la façon suivante :

• L’action moyenne sur le tore βt(ω) définie par

βt(ω) = lim
s→+∞

1
2s

∫
γt(ρ0,s)

ξdx;

où γt(ρ0, s) est la courbe intégrale associé au flot de l’hamiltonien Ht issue
de ρ0 ∈ Λt(ω) parcourue du temps −s à s et ξdx est la 1-forme de Liouville
canonique sur T ∗M . Cette limite est bien définie par le théorème de Birkhoff
ergodique.

• La classe de Liouville It(ω) qui se calcule de la façon suivante : on considère la
base canonique (γi)i=1,..,n de lacets du groupe fondamental du tore Tn. Á l’aide
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du difféomorphisme ft de Tn à Λt(ω) on ramène la 1-forme de Liouville de T ∗M
sur Tn par f ∗t (ξdx). La classe de Liouville est alors le vecteur de Rn :

It(ω) =
(∫

γ1
f ∗t (ξdx), · · · ,

∫
γn
f ∗t (ξdx)

)
.

• La forme normale de Birkhoff de Ht au voisinage de Λt(ω). On peut démontrer
l’existence d’une application exacte symplectique χt d’un voisinage de Tn ×
{It(ω)} ⊂ T ∗Tn dans un voisinage de Λt(ω) ⊂ T ∗M telle que χt(Tn×{It(ω)} =
Λt(ω) et qu’ils existent deux fonctions lisses Kt et Rt vérifiant :

(
χ−1
t ◦Ht ◦ χt

)
(ϕ, I) = Kt(I) +Rt(ϕ, I), ∂αI Rt(ϕ, It(ω)) = 0,∀α ∈ Nn.

Pour démontrer les résultats concernant l’invariance de ces quantités la stratégie
sera la suivante.

• On commence par supposer l’existence d’un tore de Kronecker Λ0(ω) pour
l’hamiltonien H0 de fréquence diophantienne ω ∈ D(κ, τ).

• On construit une forme normale de Birkhoff homogène autour de ce tore qui per-
met d’écrire localement le système comme la somme d’un système intégrable
et d’une perturbation. On ajoute alors une hypothèse de non-dégénérescence
de cette forme normale de Birkhoff autour de Λ0(ω).

• On démontre alors un théorème KAM qui énonce l’existence d’un temps δ et
d’un ensemble de fréquence Ωκ tels que pour tout ω ∈ Ωκ, il existe une famille
C1 de tores invariants Λt(ω) de fréquence ω pour t ∈ [0, δ].

• Pour chacun de ces tores on construit une famille C1 de quasi-modes qui sont
des solutions approchées du problème aux valeurs propres pour Pt.

• La construction de ces quasi-modes permet alors de conclure à l’invariance des
quantités βt(ω), It(ω) et Kt(It(ω)) pour chaque famille de tores et de démontrer
le théorème principal de la thèse Th 5.0.6.

.

On donne ensuite une application de ce résultat de rigidité spectrale. En consi-
dérant une famille Λt une famille de tores invariants pour la famille d’hamiltonien Ht
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Introduction

issues du théorème KAM précédant et en introduisant une forme volume λ appelé
forme de Leray sur Λ0 on montre que

∫
Λ0

∂Ht

∂t |t=0
dλ = 0.

On démontre ensuite une condition de rigidité spectrale pour les surfaces de
révolution liée à ce dernier théorème.
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CHAPITRE 2

FORMES NORMALES DE BIRKHOFF

Dans cette partie nous allons construire des formes normales de Birkhoff. Le
but est de montrer que lorsque qu’un hamiltonien admet un tore invariant ayant une
fréquence dite diophantienne, alors cet hamiltonien peut se réécrire localement en
un système intégrable plus une petite perturbation.

Précisons ici ce que l’on entend par fréquence diophantienne. Il y a en fait deux
types de conditions diophantiennes qui vont dépendre de la nature du système
dynamique que l’on étudie. Selon que celui-ci est continu ou discret on considère
l’une ou l’autre des conditions.

Dans la définition qui suit on considère la norme 1 sur Zd pour d ≥ 1. C’est à dire

|k| = |(k1, . . . , kd)| =
d∑
j=1
|kj|.

Définition 2.0.1 (Conditions Diophantiennes). Soit d ≥ 1. Soit π : Rd → Td =
Rd/2πZd la projection canonique. Soit κ > 0 et τ > d− 1.

• On note D(κ, τ) l’ensemble des éléments ω ∈ Td−1 tel qu’il existe un vecteur
ω̃ ∈ π−1(ω) tel que

|〈ω̃, k〉+ 2πkd| ≥
κ

|k|τ
, ∀(k, kd) ∈ Zd−1 × Z, k 6= 0.

Cette condition sera celle associée aux systèmes discrets.

• On note D̃(κ, τ) l’ensemble des vecteurs ω̃ ∈ Rd vérifiant

|〈ω̃, k〉| ≥ κ

|k|τ
, ,∀k ∈ Zd/0.

Cette condition sera celle associée aux systèmes continus.

Remarquons que pour les éléments ω ∈ D(κ, τ), si un certain ω̃ ∈ π−1(ω) vérifie
la propriété alors tous les éléments de π−1(ω) la vérifient aussi.
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De plus ces deux ensembles sont en fait très proches comme le montre la
proposition suivante :

Proposition 2.0.2. Soit κ > 0 et τ > d− 1 alors

• Si ω ∈ D(κ, τ) alors pour tout ω̃′ ∈ π−1(ω) on a ω̃ = (ω̃′, 2π) ∈ D̃(κ, τ).

• Si ω̃ = (ω̃′, ωd) ∈ D̃(κ, τ) alors il existe κ′ > 0 tel que π(ω0) ∈ D(κ′, τ), où
ω0 = 2πω̃′

ωd
.

Démonstration. La première affirmation est une conséquence immédiate des condi-
tions qui définissent les ensembles D(κ, τ) et D̃(κ, τ).

Pour la seconde affirmation, considérons un vecteur ω̃ = (ω̃′, ωd) ∈ D̃(κ, τ). Il
suffit de montrer qu’il existe κ′ > 0 tel que :

|〈ω̃′, k′〉+ 2πkd| ≥
κ′

|k′|τ
, ∀(k′, kd) ∈ Zd−1 × Z, k′ 6= 0. (2.1)

Par hypothèse, pour tout k = (k′, kd) ∈ Zd−1 × Z avec k′ 6= 0 on a

|〈ω, k〉| ≥ κ

|k|τ

|〈ω′, k′〉+ ωdkd| ≥
κ

|k|τ

|〈ω0, k′〉+ 2πkd| ≥
κ0

|k|τ
,

en notant ω0 = 2πω′
ωd

et κ0 = 2πκ
|ωd|

. Le but est donc de montrer que l’on peut remplacer
k par k′ dans le quotient quitte à changer κ0. On distingue trois cas :

1. Si kd = 0, alors |k| = |k′| et le résultat est immédiat.

2. Si kd ≥ |〈ω0, k′〉|, alors

|〈ω0, k′〉+ 2πkd| ≥ 2π|kd| − |〈ω0, k′〉|,

≥ |〈ω0, k′〉|,

≥ κ0

|k′|τ
.

La dernière inégalité pouvant être vue comme une conséquence du cas précé-
dent.
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3. Si kd ≤ |〈ω0, k′〉|, alors |kd| ≤ C|ω0||k′| où C est une constante indépendante
de ω0 et k. Dans ce cas

|〈ω0, k′〉+ 2πkd| ≥
κ0

(|k′|+ |kd|)τ )
,

≥ κ0(
1 + |kd|

|k′|

)τ × 1
|k′|τ

,

≥ κ0

(1 + C|ω0|)τ ×
1
|k′|τ

,

≥ κ̃0

|k′|τ
,

où κ̃0 = κ0

(1+C|ω0|)τ .

Finalement en prenant κ′ = min(κ0, κ̃0) on a l’inégalité (2.1).

Les vecteurs diophantiens sont nombreux dans Rd au sens où D̃(κ, τ) est de
mesure de Lebesgue positive et

⋃
0<κ≤1D(κ, τ) est de mesure pleine. C’est à dire :

• m (D(κ, τ)) > 0,

• Le complémentaire de
⋃

0<κ≤1D(κ, τ) est de mesure nulle.

Comme annoncé dans l’introduction, nous faisons des hypothèses dynamiques
sur le système hamiltonien associé à H0. On suppose l’existence d’un tore de
Kronecker Λ0(ω) ⊂ {H0 = 1} de fréquence ω ∈ D̃(κ, τ) diophantienne, c’est à dire
l’existence d’une sous variété lagrangienne Λ0(ω) et d’un difféomorphisme χ tel que
le diagramme suivant commute :

Tn Tn

Λ0(ω) Λ0(ω)

χ

ϕ 7→ ϕ+ ωs

Φs
0

χ

Remarquons que si Λ(ω) est un tore de Kronecker alors pour λ > 0 , λ · Λ(ω) est
un tore de Kronecker de fréquence λω.
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Nous allons donc réécrire H0 localement en une forme normale de Birkhoff. L’en-
jeu ici est de réussir à trouver une forme normale de Birkhoff qui soit homogène.
Pour cela nous allons procéder en trois temps. Premièrement nous allons montrer
que lorsque qu’un système dynamique symplectique discret admet un tore de Kro-
necker, alors il est possible de réécrire ce système dynamique au voisinage du tore
comme une somme d’un système intégrable et d’une petite perturbation. Autrement
dit on redémontre un résultat de forme normale de Birkhoff pour les applications
symplectiques.

Ensuite, on considère la restriction d’un hamiltonien homogène de degré 1 à une
hypersurface d’iso-énergie qui est une variété de contact lorsqu’on la munit de la
restriction de la 1-forme de Liouville. On suppose qu’il existe un tore de Kronecker
dans cette hypersurface d’iso-énergie. On construit alors une forme normale de
Birkhoff pour la forme de contact au voisinage de ce tore.

Et enfin on déduit de la forme normale de Birkhoff de la forme de contact, une
forme normale de Birkhoff homogène pour H0.

On considère donc d’abord le résultat pour des applications symplectiques.

Théorème 2.0.3 (Forme Normale de Birkhoff pour une application symplectique).
Soit (X, σ) une variété symplectique exacte de dimension 2d c’est à dire que σ = dα,
α étant une 1-forme. Soit P : U → U ′ une application symplectique exacte où U ⊂ U ′

sont des ouverts de X, c’est à dire que P ∗α− α est exacte.
On suppose que P admet un tore de Kronecker, noté Λ(ω), de fréquence ω ∈

D(κ, τ) et de dimension d, c’est à dire :

• P (Λ(ω)) ⊂ Λ(ω).

• ∀(k, kd+1) ∈ Zd × Z tels que ,k 6= 0, |〈ω, k〉+ 2πkd+1| ≥ κ
|k|τ .

• Il existe un plongement f : Td → U tel que f(Td) = Λ(ω) et la restriction de P à
Λ(ω) soit conjugué à la translation de vecteur ω par f . Autrement dit, ∀ϕ ∈ Td

f−1 ◦ P ◦ f(ϕ) = ϕ+ ω ∈ Td

De plus on note I0 la classe de Liouville de Λ(ω).
Alors il existe un ouvert D de Rd, un symplectomorphisme exact χ de Td ×D sur

Ũ un voisinage de Λ(ω) et deux fonctions K ∈ C∞(D′) et R ∈ C∞(Td ×D′), où D′ est
un ouvert de Rd contenant D, tel que χ−1 ◦ P ◦ χ(φ, I) = (φ+∇K(I), I) +R(φ, I) où
∂αI R(φ, I0) = 0 pour tout α ∈ Nd.
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On détaille ici une preuve inspirée par [19].

Démonstration. Le vecteur fréquence ω étant diophantien, par 1.3.4 on en déduit
que Λ(ω) est une sous variété lagrangienne de X. On note I0 sa classe de Liouville.

Rappelons qu’elle est définie par I0 =
(∫
α1
σ, . . . ,

∫
γd
α

)
où γj est l’image par f des

cycles fondamentaux de Td, γ0
j défini par γ0

j (t) = (0, . . . , 0, t, 0, . . . , 0) où le t est en
j−ème position.

D’après le théorème de Weinstein, Λ(ω) admet un voisinage canonique. Au-
trement dit, il existe un symplectomorphisme χ0 : AD → U avec AD = Td × D,
D = B(I0, r0), r0 > 0. AD est muni de la forme symplectique canonique dI ∧ dφ dans
les coordonnées (φ, I) ∈ Td × D. De plus χ0(ϕ, I0) = f(ϕ) et l’on a le diagramme
suivant :

Λ(ω) P−−−−→
ϕ 7→ϕ+ω

Λ(ω) ↪−−−−−→
ϕ7→(ϕ,I0)

U

f ↑ ↑ f ↑ χ0

Td −−−−→
ϕ 7→ϕ+ω

Td ↪−−−−−→
ϕ7→(ϕ,I0)

AD

Le symplectomorphisme χ0 est exact. En effet d’après [19, Th. 2.5a], il suffit de
vérifier que sur tout générateur du groupe fondamentale de Td, l’intégrale du tiré en
arrière de la 1-forme de Liouville de X est égale à l’intégrale de la 1-forme canonique
de AD. Or :

∫
γ0
j

χ∗0(α) =
∫
γ0
j

f ∗α = I0
j =

∫
γ0
j

Idϕ.

Quitte à réduire le voisinage D et choisir D′ voisinage de I0 contenant D, on
considère l’application P0 : AD = Td×D → AD′ = Td×D′ définie par P0 = χ−1

0 ◦P ◦χ0

qui correspond à l’application conjugué de P ramené sur AD via χ0. P0 peut s’écrire
sous la forme P0(ϕ, r) = (Φ(ϕ, r), R(ϕ, r)) ∈ Td × D′. Remarquons alors que pour
tout ϕ ∈ Td on a :
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P0(ϕ, I0) = χ−1
0 ◦ P ◦ χ0(ϕ, I0),

= χ−1
0 ◦ P ◦ f(ϕ),

= χ−1
0 ◦ f(ϕ+ ω),

= (ϕ+ ω, I0).

Ainsi, pour tout ϕ ∈ Td on a Φ(ϕ, I0) = ϕ+ ω et R(ϕ, I0) = I0. On en déduit alors
que la matrice jacobienne de P0 en un point (ϕ, I0) est de la forme :

D(ϕ,I0)(P0) =
(

Id (∗)
0 DrR(ϕ,I0)

)
.

P0 étant un difféomorphisme local, sa matrice jacobienne est de rang 2d et donc

det(DrR(ϕ,I0)) 6= 0, pour tout ϕ ∈ Td. (2.2)

On considère désormais les revêtements de AD et AD′ induit par les projections
π × Id : Rd ×D → Td ×D. Et l’on définit P̃0 le relevé de P0 sur les revêtements avec
P̃0(x, r) = (Φ̃(x, r), R̃(x, r)). P̃0 est alors 2π-périodique en x ∈ Rd et symplectique, et
est donc un difféomorphisme local. On introduit le graphe de P̃0 défini par :

Graphe(P̃0) = {(x, r, Φ̃(x, r), R̃(x, r)|(x, r) ∈ R×D}.

Et l’on considère ψ : Graphe(P̃0) → Rd ×D′ défini par ψ(x, r, Φ̃, R̃) = (x, R̃). De
par (2.2), on sait que ψ est un difféomorphisme local. Il existe donc localement en x
des fonctions A(x, I) et B(x, I) telles que

Graphe(P̃0) = {(x,A(x, I), B(x, I), I)|(x, I) ∈ Rd × R̃(x,D)}.

L’application P̃0 étant symplectique on en déduit que dA ∧ dx = dI ∧ dB et donc
que ∂A

∂I
= ∂B

∂x
. Par le lemme de Poincaré, et parce que Rd × D′ est simplement

connexe, on peut donc trouver globalement une fonction S sur Rd ×D′ telle que

Graphe(P̃0) = {(x, ∂S
∂x

(x, I), ∂S
∂I

(x, I), I)|(x, I) ∈ Rd × R̃(x,D)}.

On introduit une fonction G comme dans [19, §8] sous la forme
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G(x, I) := 〈x, I〉 − S(x, I).

Cette fonction est l’hamiltonien associé à la transformation symplectique P̃0. Cette
dénomination se justifie par le fait que l’on peut réécrire le graphe de P̃0 sous une
forme rappelant les équations hamiltoniennes :

Graphe(P̃0) = {(x, I + ∂G

∂I
(x, I), x+ ∂G

∂I
(x, I), I)|(x, I) ∈ Rd × R̃(x,D′)}.

De plus l’invariant de Calabi de P0 étant nul, la proposition 8.6 de [19] permet de
conclure que G est 2π-périodique en x. Cette fonction passe donc au quotient sur
AD et l’on notera encore G cette fonction.

On va maintenant réécrire cet hamiltonien sous une forme normale de Birkhoff.
La série de Taylor de G en I au point I0 est de la forme :

G(x, I) ∼ G(x, I0) + 〈∂G
∂I

(x, I0), I − I0〉+
∞∑
j=2

gj(x, I),

où gj est un polynôme en I − I0 homogène de degré j et 2π-périodique en x.
Par construction de G, on a P̃0(x, I0 + ∂G

∂x
(x, I0)) =

(
x+ ∂G

∂I
(x, I0), I0

)
. Mais nous

avons aussi P̃0(x, I0) = (x+ ω, I0). On en déduit donc que

∂G

∂I
(x, I0) = ω et

∂G

∂x
(x, I0) = 0.

Quitte à poser G(x, I0) = 0, G étant défini à une constante près, le développement
de Taylor de G s’écrit donc sous la forme

G(x, I) ∼ 〈ω, I − I0〉+
∞∑
j=2

gj(x, I). (2.3)

On souhaite maintenant construire deux symplectomorphismes χ1 et P 0 de AD′

sur lui même de sorte que en notant χ̃1 et P̃ 0 les relevés de χ1 et P 0 sur Rd × D′

alors P̃0 ◦ χ̃1 et χ̃1 ◦ P̃ 0 aient même développement de Taylor en I = I0. On souhaite
de plus que P̃ 0 admette une fonction génératrice dont le développement de Taylor en
I = I0 soit de la forme 〈x, I〉+K(I) où K ∈ C∞(D′) est une fonction ne dépendant
pas de x.

En notant Om toute série formelle
∞∑
j=m

fj(x, I) où fj est un polynôme de degré j
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en I−I0, on souhaite en fait que le développement de Taylor en I0 de P̃0◦ χ̃1− χ̃1◦ P̃ 0

soit un ON , pour tout N ∈ N∗.
On suppose que χ1 admet une fonction génératrice Q de développement de

Taylor en I = I0 :

Q(x, I) ∼ 〈x, I − I0〉+
∞∑
j=2

qj(x, I),

où qj est un polynôme de degré j en I − I0 2π-périodique en x.

De même on écrit le développement de Taylor de K en I0 sous la forme :

K(I) ∼ 〈ω, I − I0〉+
∞∑
j=2

Kj(I),

où Kj est un polynôme de degré j en I − I0.

Les premiers termes de ces développements de Taylor pour Q et K permettent
de vérifier immédiatement la condition P̃0 ◦ χ̃1 − χ̃1 ◦ P̃ 0 = O1

Nous allons construire les Kj et qj par récurrence sur j. Afin de ne pas alourdir la
rédaction, on détaille ici le cas de la construction au rang j = 2. Le cas général se
traitant de façon analogue.

Remarquons d’abord que grâce aux définitions précédentes nous pouvons écrire
les séries formelles de Taylor de P̃0, χ̃1 et P̃ 0 en I0 :

P̃0

x, I +
∞∑
j=2

∂gj
∂x

(x, I)
 ∼

x+ ω +
∞∑
j=2

∂gj
∂I

(x, I), I
 ,

P̃ 0(x, I) ∼
x+ ω +

∞∑
j=2

∂Kj

∂I
(x, I), I

 ,

χ̃1

x, I +
∞∑
j=2

∂qj
∂x

(x, I)
 ∼

x+
∞∑
j=2

∂qj
∂I

(x, I), I
 .

On peut réécrire les relations précédentes sous la forme

P̃0 (x, I) =
(
x+ ω + ∂g2

∂I
(x, I), I

)
+O2,

P̃ 0(x, I) =
(
x+ ω + ∂K2

∂I
(x, I), I

)
+O2,
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χ̃1(x, I) =
(
x+ ∂q2

∂I
(x, I), I

)
+O2.

Ainsi par composition des développements de Taylor et développements de Taylor
de ∂g2 et ∂q2, on a d’une part

P̃0 ◦ χ̃1(x, I) = P̃0

(
x+ ∂q2

∂I
(x, I), I

)
+O2,

=
(
x+ ∂q2

∂I
(x, I) + ω + ∂g2

∂I

(
x+ ∂q2

∂I
(x, I), I

)
, I

)
+O2,

=
(
x+ ∂q2

∂I
(x, I) + ω + ∂g2

∂I
(x, I) , I

)
+O2.

Et d’autre part

χ̃1 ◦ P̃ 0(x, I) = χ̃1

(
x+ ω + ∂K2

∂I
(I), I

)
+O2,

=
(
x+ ω + ∂K2

∂I
(I) + ∂q2

∂I

(
x+ ω + ∂K2

∂I
(I), I

)
, I

)
+O2,

=
(
x+ ω + ∂K2

∂I
(I) + ∂q2

∂I
(x+ ω, I) , I

)
+O2.

Finalement, P̃0 ◦ χ̃1 − χ̃1 ◦ P̃ 0 = O2 si et seulement si

∂q2

∂I
(x, I) + ∂g2

∂I
(x, I) = ∂K2

∂I
(I) + ∂q2

∂I
(x+ ω, I) .

Les fonctions q2, g2, K2 étant homogènes de degré 2 en I − I0, quitte à faire le
produit scalaire par I−I0 la relation d’Euler implique qu’il est équivalent de résoudre :

q2(x+ ω, I)− q2(x, I) = h2(x, I)−K2(I). (2.4)

On développe q2 et g2 en série de Fourier par rapport à la variable périodique
x ∈ Rd.
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q2(x, I) =
∑
k∈Zd

q2,k(I)ei〈k,x〉,

g2(x, I) =
∑
k∈Zd

g2,k(I)ei〈k,x〉.

L’équation (2.4) est alors équivalente à

∑
k∈Zd

q2,k(I)ei〈k,x〉
(
ei〈k,ω〉 − 1

)
=
∑
k∈Zd

(
g2,k(I)ei〈k,x〉

)
−K2(I).

Le terme de gauche étant nul pour k = 0, on choisitK2(I) = g2,0(I) =
∫

[0,2π]d g2(x, I)dx
afin que celui de droite s’annule aussi et l’on pose q2,0 = 0.

Par unicité de la décomposition en série de Fourier, les coefficients restant de q2

sont imposés par (2) et l’on a

q2(x, I) =
∑

k∈Zd\{0}

g2,k(I)
ei〈k,ω〉 − 1e

i〈k,x〉.

La série ainsi que ses dérivées converge puisque g2 est lisse et que ω est
diophantien.

Finalement par récurrence on construit le développement de Taylor en I = I0

de Q et K. Par le théorème de Borel, il existe des fonctions lisses Q et K ayant ce
développement de Taylor en I = I0. On définit alors χ1 le symplectomorphisme ayant
pour fonction génératrice Q et P 0 le symplectomorphisme donné par χ−1

1 ◦ P0 ◦ χ1.
On définit enfin la fonction

R(x, I) = P 0(x, I)− (x+∇K(I), I).

Cette fonction est plate en I = I0 par construction de K.

Théorème 2.0.4 (Forme Normale de Birkhoff de forme de contact). Soit T ∗M le fibré
cotangent d’une variété M et σ la forme symplectique canonique sur T ∗M . Soit H
un hamiltonien positif homogène de degré 2 sur T ∗M . Soit Λ(ω) ⊂ {H = 1} un tore
de Kronecker de fréquence diophantienne ω. La classe de Liouville de Λ(ω) est noté
I0 ∈ Rn et l’on pose I0 = (r0, I0

n) ∈ Rn−1 × R.
Alors il existe un voisinage U de Λ(ω) dans Σ1 = {H = 1}, D un voisinage de r0
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dans Rn−1 et un difféomorphisme ψ : Tn−1 ×D×T→ U tels que ψ(Tn−1 × r0 ×T) =
Λ(ω) et, en notant (θ, r, t) les coordonnées sur Tn−1 ×D × T, on a :

ψ∗α|Σ1 = rdθ − K(r)
2π dt+ ε,

où α|Σ1 est la forme de contact obtenue par restriction de la 1-forme de Liouville de
T ∗M à Σ1, K est une fonction lisse et ε est une 1-forme qui s’annule à l’ordre infini
en Tn−1 × {r0} × T.

Démonstration. Λ(ω) est un tore de Kronecker, c’est donc en particulier une sous-
variété lagrangienne de T ∗M . On peut donc considérer, à l’aide du théorème de
Weinstein, un voisinage tubulaire canonique U de Λ(ω) dans T ∗M . C’est à dire qu’il
existe un symplectomorphisme exact χ : Tn × D → U où D est un voisinage de
I0 dans Rn, χ(Tn × {I0}) = Λ(ω) et où Tn ×D est muni de la forme symplectique
dI ∧ dφ. De plus, la restriction de χ à Tn × {I0} conjugue le flot hamiltonien de H au
temps t avec la translation (φ, I0) 7→ (φ+ tω, I0).

Nous allons considérer une application de Poincaré associée à ce flot. On définit

Λ0(ω) := χ(Tn−1 × {0} × {I0}).

C’est une sous variété de Λ(ω) qui est transverse au flot de H. On considère
une section S qui est un voisinage de Λ0(ω) dans {H = 1} et qui est elle aussi
transverse au flot. S est une variété symplectique munie de la restriction de la forme
symplectique de T ∗M notée σ|S = dα|S avec α la 1-forme de Liouville sur T ∗M .
On définit alors P l’application de Poincaré associé à la section S comme étant
l’application de premier retour en S.

On note T le temps de premier retour associée à cette application. Ce temps
vérifie la relation de Poincaré-Cartan [10]

P ∗α− α = dT.

P est donc localement un difféomorphisme symplectique exacte. Le tore Λ0(ω)
vérifie les hypothèses du théorème 2.0.3 avec la fréquence ω0 = 2πω′

ωn
si l’on note

ω = (ω′, ωn) ∈ Rn−1 × R. On peut donc trouver un symplectomorphisme exact χ de
Tn−1 ×D0 sur S tel que

P 0(θ, r) := χ−1 ◦ P ◦ χ(θ, r) = (θ +∇K(r), r) +R(θ, r),
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FIGURE 2.1 – Application de Poincaré.

où K et R sont des fonctions lisses données par le théorème 2.0.3 vérifiant∇K(r0) =
ω0, R s’annule à l’ordre infini en r = r0 et D0 est un ouvert de Rn−1 contenant r0.

La forme symplectique sur T n−1 × D0 est σ0 = dr ∧ dθ = d(rdθ) = dα0. Le
symplectomorphisme χ étant exact, il existe une fonction Φ lisse vérifiant χ∗α− α0 =
dΦ

On va définir des variétés de contact associées aux objets introduits précédement
à l’aide de cylindre d’application comme dans [10].

Premièrement on considère la variété S × R et le groupe de difféomorphismes O
engendré par :

F(ρ, t) = (P (ρ), t+ T (ρ)).

On peut munir la variété S × R d’une structure de contact via la 1-forme

α̃ = (pr1)∗α− (pr2)∗dt,

où pr1 et pr2 sont les projections de S × R sur le premier ou le second facteur
respectivement.

On considère alors le cylindre d’application S̃ := S×R/O. La 1-forme α̃ est stable
par les éléments de O. Cette forme de contact passe donc au quotient et permet de
munir S̃ d’une forme de contact que nous noterons encore α̃.

Il existe un difféomorphisme entre S̃ et un voisinage de Λ(ω) dans U qui envoie
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la forme de contact σ̃ sur la forme de contact de {H = 1} induite par la forme
symplectique de T ∗M [10].

De la même façon on construit une variété de contact S̃0 à partir de l’application
P 0. On considère la variété S0 := Tn−1×D0 ainsi que le groupe de difféomorphismes
O0 de S0 × R engendré par :

F0(θ, r, t) = (P 0(θ, r), t+ f(θ, r)),

où df = (P 0)∗α0 − α0. La fonction f existe car P 0 est exacte comme composée
d’applications exactes. De plus cette condition sur f et la définition de P 0 implique
que

df = rd(θ +∇K(r)) + ε− rdθ,

df = rd∇K(r) + ε,

df = d(〈r,∇K(r)〉 −K(r)) + ε, (2.5)

où ε est une 1-forme s’annulant à l’ordre infini en r = r0. Pour la suite, on impose
comme condition initiale sur f la relation

f(0, r0) = T (χ(0, r0)) + Φ((0, r0)− Φ ◦ P 0(0, r0). (2.6)

Comme pour S × R, on munit la variété S0 × R de la forme de contact

α̃0 = (pr1)∗α0 − (pr2)∗dt.

Cette forme de contact est stable par les éléments de O0. On définit alors la
variété de contact S̃0 := S0/O0 muni de la forme

σ̃0 = rdθ − dt

Lemme 2.0.5. Les variétés de contact S̃ et S̃0 sont contactomorphes.

Démonstration. On considère l’application

G : S0 × R → S × R

(θ, r, t) 7→ (χ(θ, r), t+ Φ(θ, r)).

39



Partie , Chapitre 2 – Formes normales de Birkhoff

Alors cette application vérifie la relation

F ◦ G = G ◦ F0. (2.7)

En effet on a d’une part

G ◦ F0(θ, r, t) = (χ ◦ P 0(θ, r), t+ f(θ, r) + Φ ◦ P 0(θ, r))

F ◦ G(θ, r, t) = (P ◦ χ(θ, r), t+ Φ(θ, r) + T ◦ χ(θ, r)).

Et d’autre part, on a

dT = P ∗σ − σ,

dT = (χ−1)∗((P 0)∗(χ∗σ))− σ,

χ∗dT = P 0∗(dΦ + σ0)− χ∗σ,

d(T ◦ χ) = d(Φ ◦ P 0) + df + σ0 − χ∗σ,

d(T ◦ χ) = d(Φ ◦ P 0) + df + σ0 − χ∗σ,

d(T ◦ χ) = d(Φ ◦ P 0) + df − dΦ.

Cette dernière égalité associée à la condition initiale 2.6 sur f implique l’égalité
(2.7).

Ainsi l’application G passe au quotient. Et finalement

G∗(α− dt) = χ∗α− dt− dΦ = α0 − dt

ce qui achève la preuve du lemme.

On souhaite maintenant construire un difféomorphisme ψ de Tn−1 ×D0 × R tel
que

ψ−1 ◦ F0 ◦ ψ(θ, r, t) = (θ, r, t+ 2π).

Autrement dit, on souhaite trouver un changement de variable tel que O0 soit
engendré par (θ, r, t) 7→ (θ, r, t+ 2π).
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Premièrement, pour (θ, r) fixé, on fait le changement de variable t = f(θ, r)s/2π
par rapport à la variable réelle.

Ceci est bien un changement de variable au voisinage de r = r0 car f y est
strictement positive. En effet, considérons un point ρ0 ∈ Λ0(ω). On pose pour tout
j ∈ Z, ρj = P j(ρ0). On a

T (ρj) = f(χ−1(ρj)) + Φ(χ−1(ρj+1))− Φ(χ−1(ρj)),

= f(χ−1(ρ0)) + Φ(χ−1(ρj+1))− Φ(χ−1(ρj)).

Ainsi

lim
j→∞

1
2N

N∑
j=−N

T (ρj) = f(χ−1(ρ0)).

Par le théorème ergodique de Birkhoff, il existe une mesure µ0 sur le tore Λ0(ω)
telle que

lim
j→∞

1
2N

N∑
j=−N

T (ρj) =
∫

Λ0(ω)

T (ρ)dµ0.

Cette quantité est strictement positive puisque la fonction T du temps de premier
retour est strictement positive.

Dans les nouvelles coordonnées (θ, r, s) le groupe O0 est engendré par

(θ, r, s) 7→ (P 0(θ, r), s+ 2π).

Et la forme de contact sur S̃0 devient rdθ − d(f(θ,r)s
2π ).

On souhaite maintenant faire un changement de variable de façon à identifier
P 0 à l’indentité. On considère κ une fonction lisse à support compact sur R vérifiant
κ(s) = 0 au voisinage de 0 et κ(s) = 1 au voisinage de 2π.

On introduit la famille Js de difféomorphismes de Tn−1×D0 pour s ∈ [0, 2π] définit
par :

J t(θ, r) =
(
θ + t

2π∇K(r), r
)

+ κ(t)R
(
θ + ( t2π − 1)∇K(r), r

)
.

Cette famille constitue un chemin lisse de difféomorphisme entre l’identité Id = J0
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et P 0 = J1.
On prolonge cette famille à s ∈ R par la relation

Js(θ, r) = P 0 ◦ Js−2π(θ, r).

La fonction Js(θ, r) dépend de façon lisse de (θ, r, t). Et de plus par construction

Js(θ, r0) = (θ + tω0, r0).

On définit alors le difféomorphisme ψ(θ, r, t) = (J t(θ, r), t). On vérifie que ψ a les
propriétés demandées. En effet en notant encore (θ, r, t) les nouvelles coordonnées
sur Tn−1 ×D0 × R, la forme α̃0 devient :

α̃0 = 〈r, d(θ + t∇K(r))〉 − d(t〈r, ∇K(r)
2π 〉 − tK(r)

2π ) + ε,

= rdθ − K(r)
2π dt+ ε.

où ε est une 1-forme différentielle ayant un zéro d’ordre infini aux points (θ, r0, t) ∈
Tn ×D0 × R.

Théorème 2.0.6 (Forme normale de Birkhoff homogène). Soit T ∗M le fibré cotangent
d’une variétéM et σ la forme symplectique canonique sur T ∗M . SoitH un hamiltonien
positif homogène de degré deux sur T ∗M . Soit Λ(ω) un tore de Kronecker inclus
dans {H = 1}.

Alors ils existent un voisinage conique V de Λ(ω) dans T ∗M , un ouvert coniqe Ṽ
de T ∗Tn, une application symplectique homogène de degré un χ : Ṽ → V et deux
fonctions homogènes de degré deux K0 et R0 vérifiant

H ◦ χ(φ, I) = K0(I) +R0(φ, I),

avec ∂αI R0(φ, I0) = 0 pour tout α ∈ Nn.

Démonstration. On reprend les notations et objets introduits dans la démonstration
précédente.

On construit une fonction sur Tn−1 ×D × T× R telle que

h(θ, r, t, τ) = h(r, θ) et h(r,−K(r)
2π ) = 1.
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On souhaite de plus que cette fonction vérifie une condition d’homogéinité de la
forme :

∀λ > 0, h(θ, λr, t, λτ) = λh(θ, r, t, τ). (2.8)

Cette condition nous permettra d’identifier cette fonction à une fonction homogène
d’ordre 1 sur T ∗Tn.

Pour construire une telle fonction, on considère l’application

ρ : D × R+ → Rn−1
+ × R+

(r, λ) 7→ (λr,−λK(r)
2π ).

Quitte à réduire D, ρ est un plongement. En effet, le déterminant de la matrice
jacobienne de ρ au point (r0, λ) est :

detD(r0,λ)ρ =

∣∣∣∣∣∣
λIn r0

−λ∇K(r0)t
2π −K(r0)

2π

∣∣∣∣∣∣ ,
= −

(
λ

2π

)n (
K(r0)− 〈r0, ω〉

)
,

=
(
λ

2π

)n
f(θ, r0).

La dernière égalité étant vraie par la relation 2.5. En effet, K étant défini à une
constante près, quitte à rajouter une constante à K on peut supposer que

f = 〈r,∇K(r)〉 −K(r) + ε, (2.9)

où ε est une fonction s’annulant à l’ordre infini en r = r0.

On définit alors h par la formule

h(θ, r, t, τ) = h(r, τ) = pr2 ◦ ρ−1(r, τ),

où pr2(r, λ) = λ. Cette fonction est bien homogène sur Tn−1 ×D× T×R au sens de
(2.8) et vérifie h(r,−K(r)

2π ) = 1.

On peut alors identifier le voisinage construit au théorème précédent à un sous-
ensemble U0 de {h = 1} ⊂ T ∗Tn−1 × T ∗T via l’injection
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ι : Tn−1 ×D × T → T ∗Tn−1 × T ∗T

(θ, r, t) 7→ (θ, r, t,−K(r)
2π ).

On peut alors étendre le difféomorphisme ψ du théorème 2.0.4 par homogénéité
en un difféomorphisme homogène ψ̃ : Ṽ → V où Ṽ est un ouvert conique de T ∗Tn tel
que Ṽ ∩ {h = 1} = U0 et U est un ouvert conique de T ∗M tel que V ∩ {H = 1} = U .
Ainsi, en notant α la 1-forme de Liouville sur T ∗M ,

ψ̃∗α = rdθ + τdt+ ε,

où ε est une 1-forme s’annulant à l’ordre infini en r = r0.

Les propriétés d’homogénéité impliquent de plus que

ψ̃∗(H) = h2.

On considère l’application T ∗Tn−1×T ∗T 3 (θ, r, t, τ) 7→ (θ, t, r, τ) = (φ, I) ∈ T ∗Tn.
Ce nouveau système de coordonnées permet de passer tout les éléments construits
sur T ∗Tn. Nous noterons ces éléments de la même façon. Ainsi on a une application
symplectique, que nous noterons encore ψ̃ : Ũ → U vérifiant

ψ̃∗α = Idφ+ ε.

où ε est une 1-forme s’annulant à l’ordre infini en I = I0.

Par un théorème de Moser-Weinstein [28], on peut corriger le terme ε en I = I0.
Il existe en fait un changement de variable λ homogène de degré 0 vérifiant

λ = identité +O(|I − I0|∞),

en I = I0 et λ∗ψ̃∗α = Idφ. Ainsi Ψ = ψ̃ ◦ λ est un symplectomorphisme. Et l’on a
alors

Ψ∗(H)(φ, I) = h2(I) + ε(φ, I)

où ε est une fonction s’annulant à l’ordre infini en I = I0.

Il suffit alors de prendre K0 = h2 et R0 = ε.
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Définition 2.0.7. On dira que la forme normale de Birkhoff est non dégénérée si
det(∂2K0(I0)) 6= 0.

Dans la suite on supposera que la forme normale de Birkhoff est non dégénérée.
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CHAPITRE 3

THÉORÈME KAM POUR DES FAMILLES

D’HAMILTONIENS C1

Dans cette partie nous essayons de répondre à deux questions. La première
question que l’on se pose est de savoir si la forme normale de Birkhoff pour H0

peut se prolonger pour tout les Ht. Si tel est le cas cela implique que les tores
invariants subsistent pendant la déformation. Le problème du temps d’existence des
tores invariants pendant une déformation est en fait un problème difficile. D’autre
part, une autre question liée à la théorie KAM est de prouver que lorsqu’un système
hamiltonien admet un tore de Kronecker ayant de bonnes propriétés alors il existe
un grand nombre d’autres tores de Kronecker au voisinage de ce premier tore.
Ces différents tores pouvant éventuellement être paramétrés par leurs fréquences
respectives.

La réponse que nous apportons aux deux questions sera la suivante. Si l’on
suppose que H0 admet un tore de Kronecker Λ0(ω) de fréquence diophantienne
ω ∈ D̃(κ, τ) et que la forme normale de Birkhoff au voisinage de ce tore est non
dégénérée alors il existe δ ∈ [0, 1] tel qu’il existe un grand nombre de familles de
tores de Kronecker pour t ∈ [0, δ]. De plus on peut construire une forme normale de
Birkhoff globale pour t ∈ [0, δ] pour tous ces tores.

Théorème 3.0.1 (Théorème KAM et Forme Normale de Birkhoff). On considère une
famille C1 d’hamiltoniens Ht homogènes d’ordre 2 sur M pour t ∈ [0; 1]. On suppose
qu’il existe un tore de Kronecker Λ0(ω0) ⊂ {H0 = 1} pour H0 avec ω0 ∈ D(κ0, τ), où
0 < κ0 ≤ 1 et τ > n− 1 et l’on suppose que ω0 est de densité de Lebesgue positive
dans D̃(κ0, τ).

On suppose de plus que la forme normale de Birkhoff de Λ0(ω0) est non dégéné-
rée.

Alors il existe 0 < κ1 ≤ κ0 tel que pour tout 0 < κ ≤ κ1, il existe δ = δ(κ) et un
ensemble conique Ωκ ⊂ Rn de mesure de Lebesgue positive tel que Ωκ ∩ Sn−1 ⊂
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D̃(κ, τ) et ω0 ∈ Ωκ est un point de densité de Lebesgue positive dans Ωκ. De plus :

(i) Pour tout ω ∈ Ωκ, il existe une famille C1 par rapport à t ∈ [0, δ(κ)] de tore de
Kronecker t 7→ Λt(ω) de Ht de frequence ω.

(ii) Il existe une famille C1 par rapport à t ∈ [0, δ(κ)] de transformations homogènes
d’ordre 1 canoniques exactes χt : Tn×D → U ⊂ T ∗M\0 où D est un voisinage
conique de I0 dans Rn et U est un voisinage conique de Λ0(ω0) tel que :

(Ht ◦ χt)(ϕ, I) = Kt(I) +Rt(ϕ, I)

où Kt et Rt sont homogènes d’ordre 2 en I. Kt est non dégénéré sur D et
pour tout α ∈ Nn, ∂αI Rt(ϕ, I) = 0 pour tout (ϕ, I) ∈ Tn×Et,κ avec Et,κ = {I ∈
D |∇Kt(I) ∈ Ωκ}.

Démonstration. En utilisant le Théorème 2.0.6 on obtient une famille C1 d’hamilto-
niens

[0, 1] 3 t→ H̃t := Ht ◦ χ̃0 ∈ C∞(A0,R)

homogènes d’ordre 2 telle que

H̃0(ϕ, I) = (H0 ◦ χ̃0)(ϕ, I) = K(I) +R(ϕ, I)

où χ̃0 est une application canonique et K et R sont des fonctions homogènes d’ordre
2 en I et

∂αI R(ϕ, I0) = 0, ∀α ∈ Nn. (3.1)

Soit A = Tn × D où D = R∗+ · B(I0, r0) est conique, R∗+ :=]0,+∞[, et B(I0, r0) est
la boule de centre I0 et rayon r0 > 0. La forme normale de Birkhoff de H0 est non-
dégénérée en I0, i.e. det(∂2K(I0)) 6= 0. Quitte à diminuer r0 > 0 on suppose que

∇K : D −→ D∗ := ∇K(D) est un difféomorphisme. (3.2)

La transformée de Legendre K∗ de K est définie par

K∗(ξ) := Crit.val. x∈D{〈x, ξ〉 −K(x)}

ce qui est équivalent à

K(x) +K∗(ξ) = 〈x, ξ〉 , où x ∈ D et ξ = ∇K(x) ∈ D∗. (3.3)
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On a K∗ ∈ C∞(D∗,R) et ∇K∗ : D∗ −→ D est l’inverse de (3.2). De plus , D∗∗ = D et
K∗∗ = K.

Soit 0 < a0 ≤ |ω0|/2. On introduit

Ω = Ω(a) = R∗+ ·B(ω0, a) ⊂ D∗,

où 0 < a ≤ a0. On a dist(I0,Rn/∇K∗(Ω(a))) ≤ Ca, où C > 0 ne dépend pas de a,
donc Ω(a) ⊂ D∗, si a0 est suffisamment petit. On pose

κ = a2.

Notons Ω̃κ l’ensemble de fréquences diophantiennes ω ∈ Ω(a) telles que

1. Ω̃κ ∩ Sn−1 ⊂ D̃(κ, τ),
2. la distance de ω/‖ω‖ au complément Rn \ Ω de Ω est ≥ 2κ.

Notons que si Λ(ω) est un tore de Kronecker de Ht de fréquence ω alors λΛ(ω)
est aussi un tore de Kronecker de Ht de fréquence λω pour tout λ > 0. En utilisant le
Théorème 9.1 [24] on obtient

Théorème 3.0.2 (Théorème KAM homogène). Sous les hypothèses de Théorème
3.0.1 il existe a0 > 0 et pour tout 0 < a ≤ a0 il existe δ = δ(a) > 0 et une famille C1

d’applications

[0, δ] 3 t 7→ Ψt = (Ut, Vt) ∈ C∞(Tn × Ω(a);Tn ×D), Ω = R∗+ ·B(ω0, a),

homogènes d’ordre 1 telle que

(i)
∀ω ∈ Ωκ, [0, δ] 3 s 7→ Λt(ω) = Ψt,ω(Tn)

est une famille C1 de tores invariants de Kronecker de champs des vecteurs
hamiltonien XHt de fréquence ω, où Ψt,ω := Ψt(·;ω). De plus, pour tout ω ∈ Ωκ

et s ∈ R le diagramme suivant est commutatif

Tn Rsω−→ Tn

↓ Ψt,ω ↓ Ψt,ω

Λt(ω) Φst−→ Λt(ω)

où Rsω(φ) = φ+ sω (mod 2π).

49



Partie , Chapitre 3 – Théorème KAM pour des familles d’Hamiltoniens C1

(ii) il existe C > 0 indépendant de a tel que

κ
∣∣∣∂αϕ(κ∂ω)β

(
Ut(ϕ;ω)− ϕ

)∣∣∣ +
∣∣∣∂αϕ(κ∂ω)β

(
Vt(ϕ;ω)−∇K∗(ω)

)∣∣∣ ≤ Ca3κ (3.4)

pour tout t ∈ [0, δ], (ϕ, ω) ∈ Tn ×B(ω0, a) et α, β ∈ Nn avec |α + β| ≤ 3.

Démonstration. Pour démontrer le théorème on considère H̃t = K + (R +Ht −H0),
t ∈ [0, δ] comme une petite perturbation de K dans A = Tn × D, en prenant δ =
δ(a) > 0 suffisamment petit et en utilisant (3.1) on peut supposer que

‖H̃t −K‖C` = ‖R +Ht −H0‖C` ≤ ‖R‖C` + ‖Ht −H0‖C` ≤ Ca3κ2, (3.5)

où C`(Tn × B(ω0, a)) est l’espace de Hölder d’indice ` /∈ N et ` > 2τ + 2 est fixé.
Puis en appliquant le Théorème 9.1 [24] avec % = κ = a2 on obtient une famille C1

d’applications

[0, δ] 3 t→ Ψ̃t = (Ũt, Ṽt) ∈ C∞(Tn × Ω;Tn ×D), Ω = R∗+ ·B(ω0, a),

qui vérifie (i) et (ii).
On définit les applications homogènes Ψt par Ψt(ϕ, ω) = Ψ̃t(ϕ, ω) pour ω ∈

Ω ∩ Sn−1.
Quitte à diminuer a0, en utilisant l’inégalité (3.4) et le théorème des fonctions

implicites on peut résoudre l’équation ϕ = Ut(θ, ω) par rapport à θ ∈ Tn. On peut
donc supposer que Ut(ϕ, ω) = ω.

Retour à la Démonstration du théorème 3.0.1.
Le but dans un premier temps est d’étendre la paramétrisation du théorème 3.0.2

des tores invariants par les fréquences ω ∈ Ωκ, qui forment une famille discontinue
de tores, en une paramétrisation lisse de tores lagrangiens.

Notons p : Rn → Tn la projection canonique. On cherche une famille C1 ψt ∈
C∞(Rn × Ω) et Wt ∈ C∞(Ω) homogènes d’ordre un telles que

Qt(x, ω) := ψt(x, ω)− 〈x,Wt(ω)〉

soit 2π périodique par rapport à x et

(i) ∀(x, ω) ∈ Rn × Ω, ∇xψt(x, ω) = Vt(p(x), ω),
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(ii)
∣∣∣∂αx (κ∂ω)βQt(x, ω)

∣∣∣ +
∣∣∣(κ∂ω)β(Wt(ω)−∇K∗(ω))

∣∣∣ ≤ Ca3κ

pour |α+ β| ≤ 3 et (x, ω) ∈ Rn×B(ω0, a). On note C des constantes positives qui ne
dépendent pas du paramètre a. Pour construire ψt on considère la fonction

ψ̃t(x, ω) =
∫
γt,x

σ =
∫ 1

0
〈Vt(p(sx), ω), x〉 ds, (x, ω) ∈ Rn × Ω ,

où
γt,x = {(sx, Vt(p(sx), ω))| 0 ≤ s ≤ 1}

et σ = ξdx est la 1-forme canonique sur T ∗Rn. Alors ψ̃t(x, ω) − 〈∇K∗(ω), x〉 vérifie
l’estimée ∣∣∣∂αx (κ∂ω)β

(
ψ̃t(x, ω)− 〈∇K∗(ω), x〉

)∣∣∣ ≤ Ca3κ

sur [0, 4π]n ×B(ω0, a) pour |α + β| ≤ 3. De plus ψ̃t est homogène d’ordre un en ω.

On pose
2πWtj(ω) = ψ̃t(2πej, ω), ω ∈ B(ω0, a),

{ej} étant une base orthonormée de Rn. Ainsi, Wt = (Wt1, . . . ,Wtn) est homogène
d’ordre un et ∣∣∣(κ∂ω)β(Wt(ω)−∇K∗(ω))

∣∣∣ ≤ Ca3κ

sur B(ω0, a) pour |β| ≤ 1.

Lorsque ω ∈ Ωκ, Λt(ω) est lagrangien. On a que pour un tel ω la fonction∇xψ̃t(x, ω)
est 2π-périodique par rapport à x et

ψ̃t(x+ 2πm, ω)− ψ̃t(x, ω) = 〈2πm,Wt(ω)〉, m ∈ Zn.

On considère la fonction homogène d’ordre un en ω

Q̃t(x, ω) = ψ̃t(x, ω)− 〈x,Wt(ω)〉.

Elle satisfait l’estimée ∣∣∣∂αx (κ∂ω)βQ̃t(x, ω)
∣∣∣ ≤ Ca3κ (3.6)

sur [0, 4π]n × B(ω0, a) pour |α + β| ≤ 3, et est 2π-périodique par rapport à x sur
ω ∈ Ωκ.

Nous allons moyenner Q̃t sur Tn pour la rendre 2π-périodique. Soit f ∈ C∞(Rn)
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telle que supp f ⊂ [π/2, 7π/2]n, et telle que

∑
k∈Zn

f(x− 2πk) = 1, x ∈ Rn;

On considère la fonction

Qt(x, ω) =
∑
k∈Zn

(fQ̃t)(x− 2πk, ω).

Elle est 2π-périodique par rapport à x par construction, elle appartient à C∞(Rn ×Ω),
et Qt(x, ω) = Q̃t(x, ω) pour (x, ω) ∈ Rn × Ωκ. De plus, Qt vérifie l’estimée (3.6) sur
Rn × Ω pour |α + β| ≤ 3. On pose

ψt(x, ω) = Qt(x, ω) + 〈x,Wt(ω)〉.

Rappellons que dist (Ωκ ∩ Sn−1,Rn \ Ω(a)) ≥ 2κ. En multipliant Qt et Wt −∇K par
une fonction de troncature adaptée h ∈ C∞(Ω) homogène d’ordre 0, telle que h = 1
dans un voisinage de Ωκ et h(ω) = 0 si dist (ω,Rn \ Ω(a)) ≤ κ/2, on peut supposer
que

ψt(x, ω) = 〈x,∇K(ω)〉

pour tout ω tels que dist (ω,Rn \ Ω(a)) ≤ κ. Cela ne change pas les estimées sur ψt.

En choisissant 0 < a ≤ a0 � 1 on peut supposer que

Ω(a) 3 ω → ∇xψt(x, ω) ∈ D

est un plongement pour tout x fixé, on a ainsi une C∞-fibration de Tn ×D par des
tores lagrangiens

Λt(ω) = {(p(x),∇xψt(x, ω)) : x ∈ Rn} , ω ∈ Ω.

L’action It = (It1, . . . , Itn) ∈ D sur chaque Λt(ω), ω ∈ Ω(a), est donnée par

Itj(ω) = (2π)−1
∫
γtj(ω)

σ = (2π)−1(ψt(2πej, ω)− ψt(0, ω)) = Wtj(ω),

où
γtj(ω) = {(p(tej), ∇xψt(sej, ω)) : 0 ≤ s ≤ 2π}.
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Ainsi It(ω) − ∇K∗(ω) = Wt(ω) − ∇K∗(ω) vérifie (ii) sur Ω(a), et en choisissant
0 < a ≤ a0 � 1 on vérifie que l’application fréquence Ω 3 ω 7→ It(ω) ∈ Dt := It(Ω(a))
est un difféomorphisme et l’on montre que l’application inverse Dt 3 I 7→ ωt(I) ∈ Ω(a)
vérifie

|∂α (ωt(I)−∇K(I))| ≤ Ca3κ (3.7)

uniformément par rapport à (ϕ, I) ∈ Tn × Dt, t ∈ [0, δ], et pour |α| ≤ 2. On pose
maintenant Φt(x, I) = ψt(x, ωt(I)). Alors Φt(x, I)−〈x, I〉 est 2π-périodique par rapport
à x, et l’on a l’estimée

∣∣∣∂αx (κ∂I)β(Φt(x, I)− 〈x, I〉)
∣∣∣ ≤ Ca3κ (3.8)

pour |α+ β| ≤ 2. En résolvant les équations ∇IΦt(θ, I) = ϕ par rapport à θ on obtient
une famille d’applications canonique χt. Pour tout ω ∈ Ω et tout θ on a

(θ, Vt(θ, ω)) = (θ,∇θΦt(θ, It(ω))) = χt(∇IΦt(θ, It(ω)), It(ω)), (3.9)

par conséquent,
Λt(ω) = χt(Tn × {It(ω)}).

On pose
H̃t(ϕ, I) = Ht(χt(ϕ, I)).

Alors H̃t est constant sur Tn × {It(ω)} et en utilisant (3.9) on pose

Kt(I) = H̃t(∇IΦt(0, I), It(ω)),

= Ht(χt(∇IΦt(0, I), I)),

= Ht(0, Vt(0, ωt(I))),

= K(Vt(0, ωt(I))) + (Ht −K)(0, Vt(0, ωt(I)))

et Rt(ϕ, I) = H̃t(ϕ, I) − Kt(I). On définit Etκ = ∇K∗t (Ωκ) = {I ∈ D|∇Kt(I) ∈ Ωκ}.
Alors Rt(ϕ, I) = 0 sur Tn × Et,κ, et ainsi, toutes les dérivées de Rt s’annulent sur
Tn × Et,κ, puisque chaque point de Et,κ est de densité positive pour la mesure de
Lebesgue sur Et,κ. De plus, en utilisant (3.4), (3.5) et (3.7), on obtient que

∣∣∣(κ∂I)β(∇Kt(I)−∇K(I))
∣∣∣ ≤ Caκ

53



Partie , Chapitre 3 – Théorème KAM pour des familles d’Hamiltoniens C1

pour |β| ≤ 1 uniformément par rapport à (ϕ, I) ∈ Tn ×Dt et t ∈ [0, δ]. En particulier,
∇Kt : Dt → Ω(a) est in difféomorphisme pour 0 < a ≤ a0 � 1. En effet, pour |β| ≤ 2
on a

(κ∂I)β(Vt(0, ωt(I))− I) = (κ∂I)β(Vt(0,∇K(I))− I) + κO(a3)

= (κ∂I)β(∇K∗(∇K(I))− I) + κO(a3) = κ2O(a).

54



CHAPITRE 4

FORME NORMALE DE BIRKHOFF

QUANTIQUE

Dans cette partie, on souhaite tirer profit de la forme normale de Birkhoff obtenue
dans la section précédente pour trouver une réécriture de la famille d’opérateur Pt
adaptée. Pour cela on fait appel à la théorie des opérateurs intégraux de Fourier
afin de construire ce que l’on appellera une forme normale de Birkhoff quantique
comme dans [5]. Comme pour la forme normale de Birkhoff pour l’hamiltonien qui
consiste à trouver un changement de variable symplectique tel que l’hamiltonien
ne dépende plus que de la moitié des variables à une perturbation près, le but ici
est de trouver une famille d’opérateurs dont les symboles ne dépendent que des
variables cotangentes et qui soient conjugués à la famille d’opérateurs Pt. L’intérêt
d’opérateurs ne dépendant que des variables cotangentes est motivé par le lemme
4.1 qui suit. Mais avant d’énoncer le lemme nous devons introduire un fibré en droite
complexe sur Tn comme dans [5] ou [23].

Comme dans [5] on introduit, à l’aide de la famille χt, ϑ0 ∈ Zn la classe de Maslov
de la famille de tore Λt(ω). On construit L le fibré de droites hermitien plat sur Tn

comme le quotient de Rn × C par l’action du groupe Zn définie par

∀k ∈ Zn,∀(x, z) ∈ Rn × C, k · (x, z) = (x+ 2πk, zeiπ2 〈ϑ0,k〉).

Les sections s de ce fibré peuvent être identifiées aux fonctions lisses s̃ : Rn×C→
C vérifiant

∀x ∈ Rn,∀k ∈ Zn, s̃(x+ 2πk) = ei
π
2 〈ϑ0,k〉s̃(x).

Une base orthonormée de L2(Tn,L) est alors donnée par la famille des (ek)k∈Zn
associées à
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ẽk(x) = ei〈k+ϑ0/4,x〉.

On commence par rappeler un résultat classique sur les opérateurs pseudo-
différentiels sur le tore et le spectre de ceux-ci adapté à notre situation.

Lemme 4.0.1. Soit F un opérateur pseudo-différentiel sur C∞(Tn,L) de symbole
a(ϕ, I). Alors

Fem = a(ϕ,m+ ϑ0/4)em,∀m ∈ Zn. (4.1)

Démonstration. En identifiant les éléments f de C∞(Tn;L) avec les fonctions f̃ de
C∞(Rn) vérifiant la condition f̃(x+ 2kπ) = ei

π
2 〈k,ϑ0〉f̃(x) pour tout k ∈ Zn, on identifie

alors l’opérateur F à un opérateur pseudo-différentiel F̃ de symbole ã(x, ξ) qui est
l’extension 2π-périodique en x de a sur Rn.

Il suffit alors de démontrer la relation pour F̃ ẽm où ẽm(x) = ei〈x,m+ϑ0/4〉 pour x ∈ Rn.
Soit m ∈ Zn et x ∈ Rn, alors on a au sens des distributions :

F̃ ẽm(x) = 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei〈x−y;ξ〉ã(x, ξ)ẽm(y)dydξ,

= 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei(〈x−y;ξ〉+〈x,m+ϑ0/4〉)ã(x, ξ)dydξ,

= ei〈x;m+ϑ0/4〉 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei(〈x−y;ξ〉+〈x,m+ϑ0/4〉−〈x,m+ϑ0/4〉)ã(x, ξ)dydξ,

= ẽm(x) 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei〈x−y;ξ−(m+ϑ0/4)〉ã(x, ξ)dydξ,

= ẽm(x) 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei〈x−y;ξ〉ã(x, ξ + (m+ ϑ0/4))dydξ,

= ẽm(x) 1
(2π)n

∫∫
Rn×Rn

ei〈0−y;ξ〉ã(x, ξ + (m+ ϑ0/4))dydξ,

= ã(x,m+ ϑ0/4)ẽm(x).

Considérons d’abord l’ensemble des opérateurs intégraux de Fourier associés
aux applications symplectiques χt : Tn ×D → U ⊂ T ∗M du théorème 3.0.1. On va
identifier le symbole principal de ces opérateurs à des fonctions sur Tn ×D comme
dans [4] et [23]. Dans la suite on note Ũ la projection canonique de U sur M . On
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considère la sous variété lagrangienne Cχt de U × T ∗Tn définie par le graphe de χt
dans U × T ∗Tn, i.e :

Cχt := {(χt(ϕ, I), ϕ, I)|(ϕ, I) ∈ Tn ×D}.

On note C ′χt la sous variété lagrangienne de T ∗(Ũ × Tn) obtenue comme l’image
de Cχt par l’application j : U × T ∗Tn → T ∗(Ũ × Tn) définie par

j : (x, ξ, ϕ, I) 7→ (x, ϕ, ξ,−I).

On considère des opérateurs intégraux de Fourier Tt : C∞(Tn, |Ω(Tn)| 12 ⊗ L) →
C∞(Ũ , |Ω(Ũ)| 12 ⊗ C) d’ordre 0 associés à la relation Cχt. Ces opérateurs corres-
pondent à des opérateurs dont le noyau de Schwartz KTt est un élément de
I0(Ũ × Tn, C ′χt ; |Ω(Ũ × Tn)| 12 ⊗ Hom(L; (Ũ × C))), Ũ × C désignant le fibré trivial
en droite complexe au dessus de Ũ .

À l’aide de la forme volume canonique sur Tn on peut identifier les demi-densités
sur Tn à des fonctions lisses. On fait de même sur Ũ en choisissant une forme volume
afin d’identifier les opérateurs Tt à des opérateurs Tt : C∞(Tn,L)→ C∞(Ũ ,C)

Ce choix de trivialisation pour les demi-densités permet d’identifier les éléments
KTt à des éléments de I0(Ũ × Tn, C ′χt ; Hom(L; Ũ × C)).

Rappelons que Hom(L; Ũ×C) désigne ici le fibré au dessus de Ũ×Tn dont la fibre
au dessus de (x, ϕ) est l’ensemble des applications linéaires Lϕ → Cx. L’ensemble
des noyaux KTt peut donc être identifié à l’ensemble I0(Ũ ×Tn, C ′χt ; p∗2(L∗)) où p∗2(L∗)
est le fibré pull-back du fibré dual L par la projection p2 : Ũ × Tn → Tn sur le second
facteur.

Le symbole principal σ(KTt) d’un élément KTt ∈ I0(Ũ × Tn, C ′χt ; p∗2(L∗)) est une
fonction dans la classe Sn/2(C ′χt , |Ω(C ′χt)|

1
2 ⊗M(C ′χt)⊗ π∗2(L∗)) où π2 : C ′χt → Tn ×D

est la projection sur Tn ×D et M(C ′χt) est le fibré de Maslov sur C ′χt . En transportant
la demi-densité canonique associée au volume symplectique de T ∗Tn sur C ′χt par
la projection π2 on trivialise canoniquement le fibré de demi-densité. Le symbole
principal σ(KTt) est alors un élément de S0(C ′χt ,M(C ′χt)⊗ π∗2(L∗)).

D’autre part, le fibré de Maslov sur C ′χt est en fait le fibré π∗2(L). À l’aide de la pa-
ramétrisation de C ′χt donnée par π2, on identifie les symboles σ(KTt) à des éléments
de S0(Tn × D,L ⊗ L∗). Le fibré L ⊗ L∗ étant trivial et s’identifiant canoniquement
à C on peut conclure que les symboles σ(KTt) s’identifient canoniquement à des
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éléments de S0(Tn ×D).
À l’aide de cette identification on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.0.2. Il existe une famille d’opérateurs intégraux de Fourier Tt : C∞(Tn;L)→
C∞(M) d’ordre 0, elliptique et microlocalement unitaire. Autrement dit :

• Le noyaux KTt de Tt est un élément de I0(Ũ × Tn, C ′χt ; p∗2(L∗)).

• Le symbole principal σ(KTt) est égale à 1.

• WF (T ∗t Tt − Id) ∩ Tn ×D = ∅.

Démonstration. On construit l’opérateur Tt par récurrence sous la forme

Tt = Tt,0 + Tt,1 + · · ·+ Tt,n + . . . ,

où Tt,k est un élément de I−k(Ũ ×Tn;C ′χt , p∗2(L∗)). On choisi Tt,0 de symbole principal
égale à 1. Avec un tel choix T ∗t,0Tt,0 − Id est d’ordre au plus −1. Pour n ≥ 0, on pose

At,n =
n∑
k=0

Tt,k et l’on souhaite choisir Tt,n+1 de sorte que A∗t,n+1At,n+1− Id soit d’ordre

−(n+ 2) :

A∗t,n+1At,n+1 − Id = (A∗t,n + T ∗t,n+1)(At,n + Tt,n+1)− Id,

= (A∗t,nAt,n − Id) + A∗t,nTt,n+1 + T ∗t,n+1At,n + T ∗t,n+1Tt,n+1.

Les termes de cette somme sont tous au plus d’ordre −(n + 1), sauf le dernier
qui est d’ordre au plus −(2n+ 2). Le symbole principal de cette somme est donc une
fonction dans S−(n+1)(Tn ×D), plus précisément :

σ(A∗t,n+1At,n+1 − Id) = σ(A∗t,nAt,n − Id) + σ(At,n)σ(Tt,n+1) + σ(Tt,n+1)σ(At,n),

= σ(A∗t,nAt,n − Id) + σ(Tt,0)σ(Tt,n+1) + σ(Tt,n+1)σ(Tt,0),

= σ(A∗t,nAt,n − Id) + σ(Tt,n+1) + σ(Tt,n+1),

= σ(A∗t,nAt,n − Id) + 2Re(σ(Tt,n+1)).

Le symbole de A∗t,nAt,n−Id est réel. Il suffit donc de choisir Tt,n+1 de telle sorte que
son symbole principal soit égal à−(σ(A∗t,nAt,n−Id)/2 pour annuler σ(A∗t,n+1At,n+1−Id).
On obtient ainsi un opérateur d’ordre au plus −(n+ 2).
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Par récurrence on construit donc un opérateur Tt tel que T ∗t Tt − Id soit d’ordre
−∞ sur Tn ×D.

On définit maintenant une famille C1 d’opérateurs Qt : C∞(Tn;L)→ C∞(Tn;L) par
l’équation

T ∗t PtTt = Qt.

Ces opérateurs sont des opérateurs pseudo-différentiels puisque la relation
canonique associés est le graphe de χ−1

t ◦ Id ◦ χt, autrement dit la diagonale de
(Tn × D) × (Tn × D). D’autre part le symbole principal de Qt est le pull-back du
symbole principal de Pt par χt, c’est à dire :

σt,m(Qt) = Ht ◦ χt = Kt +Rt.

Concernant le symbole sous-principal σm−1(Qt) deQt, il est donné via le théorème
C.0.8 par la formule suivante :

σt,m−1(Qt) = 1
i
LHσm(Pt)

σt(Tt) + σt,m−1(Pt)σt(Tt).

Ce symbole sous-principal est nul. En effet, d’une part, le symbole principal σt(Tt)
est constant égale à 1 donc le terme de la dérivée de Lie sera nul et, d’autre part, le
symbole sous-principal de Pt est nul.

On peut finalement construire la forme normale de Birkhoff quantique :

Proposition 4.0.3. Il existe une famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
0, At : C∞(Tn;L) → C∞(Tn;L) de symbole classique at(ϕ, I) ∼ ∑

j≤0 at,j(ϕ, I) telle
que :

• at,0 = 1,

• QtAt = AtP
0
t + St où St ∈ S−∞ est un symbole d’ordre −∞ et le symbole

complet de P 0
t est de la forme K0

t (I) +R0
t (ϕ, I) avec :

— K0
t (I) ∼ ∑j≤2K

0
t,j(I) où K0

t,2 = Kt ;

— R0
t (ϕ, I) ∼ ∑j≤2R

0
t,j(ϕ, I) où R0

t,2 = Rt ;

— ∂αI R
0
t,j = 0 sur Tn × Et,κ.

Démonstration. En plus des notations de l’énoncé, on écrit Qt(ϕ, I) ∼ ∑j≤2 qt,j(ϕ, I).
On cherche donc les at,j, K0

t,j et R0
t,j tels que :
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qt#at − at#
(
K0
t +R0

t

)
∈ S−∞.

On rappelle que pour deux symboles a(ϕ, I) et b(ϕ, I) le symbole a#b(ϕ, I) est

a#b =
∑
α∈Nn

1
α!∂

α
I aD

α
ϕb,

où Dϕ = 1
i

∂

∂ϕ
.

Le terme d’ordre l ≤ 2 de qt#at − at# (K0
t +R0

t ) est alors

∑
j+k−|α|=l

j≤0
k≤2

1
α!
(
∂αI qt,kD

α
ϕat,j − ∂αI at,jDα

ϕ

(
K0
t,k +R0

t,k

))
. (4.2)

On souhaite donc à annuler tous ces termes. Nous allons d’abord regarder les
termes d’ordre deux et un puis les termes d’ordre inférieur ou égaux à 0 qui se
traiterons tous de la même façon.

Pour le terme d’ordre 2 on cherche donc à satisfaire l’équation :

qt,2at,0 − at,0 (Kt +Rt) = 0.

Or par hypothèse at,0 = 1. L’équation donne alors qt,2 = Kt + Rt ce qui est la
relation déjà obtenu par le calcul du symbole principal de Qt.

Pour le terme d’ordre 1, par le résultat précédent et le fait que at,0 = 1, on cherche
finalement à satisfaire l’équation :

qt,1 −
(
K0
t,1 +R0

t,1

)
= 0.

On pose K0
t,1 = 0. Avec ce choix R0

t,1 = qt,1. On vérifie qu’alors R0
t,1 est plat sur

Tn × Et,κ. En effet le symbole sous principal de Qt est nul i.e. :

qt,1 + 1
2i
∑
k

∂Rt

∂ϕk∂Ik
= 0.

Ainsi R0
t,1 = − 1

2i
∑
k

∂Rt

∂ϕk∂Ik
est plat sur Tn × Et,κ puisque Rt l’est.

Pour les terme d’ordre inférieur ou égaux à 0, on construit les at,j, K0
t,j et R0

t,j par
récurrence et à l’aide du lemme suivant :
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Lemme 4.0.4. Soit f une fonction C∞ sur Tn ×D telle que
∫
Tn f(ϕ, I)dϕ = 0. Alors il

existe une solution u ∈ C∞ au système :


Lωu(ϕ, I) = f(ϕ, I) sur Tn × Et,κ,∫
Tn
u(ϕ, I) = 0,

où ω = ∇Kt et Lωu = 〈ω, ∂ϕu〉.

Démonstration. Nous allons construire une solution u par ses coefficients de Fourier.
On écrit f et u sous forme de série de Fourier par rapport à la variable ϕ, i.e. :

f(ϕ, I) = ∑
k∈Zn

ei〈k,ϕ〉fk(I) où fk(I) = 1
(2π)n

∫
Tn
e−i〈k,ϕ〉f(ϕ, I)dϕ.

u(ϕ, I) = ∑
k∈Zn

ei〈k,ϕ〉uk(I) où uk(I) = 1
(2π)n

∫
Tn
e−i〈k,ϕ〉u(ϕ, I)dϕ.

La première équation du système devient alors

∑
k∈Zn

ei〈k,ϕ〉i〈ω, k〉uk(I) =
∑
k∈Zn

ei〈k,ϕ〉fk(I). (4.3)

pour tout (ϕ, I) ∈ Tn×Et,κ. Les fonctions (ei〈k,ϕ〉)k∈Zn formant une famille libre, on
en déduit que pour tout k ∈ Zn et I ∈ Et,κ, i〈ω, k〉uk(I) = fk(I).

Par hypothèse sur f et par la deuxième condition du système f0 = 0 = u0.
Pour les termes en k 6= 0, on considère une fonction ψ ∈ C∞(R) vérifiant :


0 ≤ ψ ≤ 1,

ψ(x) = 1, pour x ≤ κ

2 ,

ψ(x) = 0, pour x ≥ κ.

Et l’on introduit la fonction gk(I) = 〈ω, k〉+ iψ(|〈ω, k〉||k|τ ). On pose uk(I) = fk(I)
igk(I) .

On vérifie alors que pour tout k, uk est bien défini. En effet pour tout k 6= 0,
|gk| ≥ |〈ω, k〉| et |gk| = 1 si 〈ω, k〉 = 0

Vérifions que
∑
k∈Zn
|uk| converge et que u est alors C∞ sur Tn × D. On majore

séparement les termes :

• Si 〈ω, k〉 ≥ κ

2|k|τ , alors |gk| ≥
κ

2|k|τ . Et donc |uk| ≤
2|k|τ |fk|

κ
.
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• Si 〈ω, k〉 < κ

2|k|τ , alors |gk| ≥ 1. Et donc |uk| ≤ |fk|.

Or f est C∞ donc ses coefficients de Fourier fk sont à décroissance rapide par
rapport à k. Autrement dit pour tout α > 0, |k|αfk(I) tend vers 0 uniformément en
I ∈ D. Ainsi les fonctions uk sont aussi à décroissance rapide par rapport à k. Donc
u est C∞ par rapport à ϕ.

Pour la régularité de u en I, elle est obtenue directement par régularité des fk
par rapport à I et par théorème de dérivation des séries à l’aide des majorations
précédente.

On reprend la démonstration de la proposition (4.0.3). Soit l un entier négatif ou
nul. On suppose construit les termes :


at,j pour l ≤ j ≤ 0,

K0
t,k pour l + 1 ≤ k ≤ 2,

R0
t,k pour l + 1 ≤ k ≤ 2.

Et l’on va construire at,l−1, K0
t,l et R0

t,l.

En utilisant les relations qt,2 = K0
t,2 +R0

t,2, K0
t,1 = 0 et qt1 = R0

t,1 ; le terme d’ordre l
dans (4.2) donne l’équation

qt,l −
(
K0
t,l +R0

t,l

)
+ Ft,l +Gt,l = 0

où

• Ft,l =
∑

j+k−|α|=l
l+1≤k≤2
l≤j≤0

1
α!
(
∂αI qt,kD

α
ϕat,j − ∂αI at,jDα

ϕ

(
K0
t,k +R0

t,k

))
,

• Gt,l =
∑
α∈Nn
|α|=1

(
∂αI qt,2D

α
ϕat,l−1 − ∂αI at,l−1D

α
ϕ

(
K0
t,2 +R0

t,2

))
.

Remarquons que Ft,l ne dépend que de termes déjà construits. Gt,l dépend de
termes construits et de at,l−1. De plus, en utilisant l’égalité qt,2 = K0

t,2 + R0
t,2 et le

fait que K0
t,2 ne dépend que des variables I on peut réécrire Gt,l sous la forme

1
i
Lωat,l−1 + G̃t,l où :
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ω = ∇K2
t,2 et G̃t,l =

∑
α∈Nn
|α|=1

(
∂αI R

0
t,2D

α
ϕat,l−1 − ∂αI at,l−1D

α
ϕR

0
t,2

)
.

On pose alors K0
t,l = 1

(2π)n
∫
Tn

(qt,l + Ft,l) dϕ. Ainsi la fonction K0
t,l−Ft,l− qt,l est de

moyenne nulle sur Tn. On peut donc utiliser le lemme (4.0.4) et définir at,l−1 comme
étant une solution du système :


1
i
Lωat,l−1 = K0

t,l − Ft,l − qt,l sur Tn × Et,κ,∫
Tn
at,l−1dϕ = 0.

Finalement, on pose R0
t,l = G̃t,l. On vérifie que R0

t,l est plat sur Tn × Et,κ à l’aide
de l’expression de G̃t,l et en rappelant que Rt,2 est plat sur Tn × Et,κ.
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CHAPITRE 5

FAMILLES C1 DE QUASI-MODES ET

INVARIANTS ISO-SPECTRAUX

La forme normale de Birkhoff quantique va maintenant nous permettre de construire
des familles C1 de quasi-modes comme dans [5] et [23]. Rappelons que ces fonctions
sont des solutions approchées d’un problème aux valeurs propres pour Pt au sens où
un quasi-mode est un couple (µ, u) où µ est un nombre et u est une fonction tels que
Pt(u)− µu est petit. Elles ne sont pas nécessairement de bonnes approximations de
fonctions propres mais elles permettent d’avoir des valeurs approchées du spectre.
L’idée ici est de construire ces fonctions à l’aide des tores de Kronecker issues du
théorème KAM. Cette construction permettra de faire un lien entre les invariants
associées aux tores de Kronecker et le spectre des opérateurs Pt.

Nous allons d’abord considérer certaines fréquences particulières pour lesquelles
il sera possible par la suite de construire des quasi-modes associés.

Lemme 5.0.1. Soit t ∈ [0, δ(κ)[, il existe un ensemble Ξt
κ ⊂ Ω0

κ de mesure de
Lebesgue pleine dans Ω0

κ tel que :
Pour tout ω ∈ Ξt

κ, il existe un sous ensemble infini M̃(ω) de Zn × [1;∞[ et un réel
c0 > 0 tel que pour tout (m,µ0

m) ∈ M̃(ω) on ait 0 < c−1
0 |m| ≤ µ0

m ≤ c0|m| et :

lim
|m|→+∞

∣∣∣µ0
mIt(ω)− (m+ ϑ0/4)

∣∣∣ = 0 (5.1)

On noteraM(ω) la projection de M̃(ω) sur Zn.

Démonstration. On définit l’ensemble Ξt
κ comme étant l’ensemble des ω ∈ Ω0

κ tels
que :

〈m, It(ω)〉 6= 0, pour tout m ∈ Zn\{0}. (5.2)

Montrons que Ω0
κ\Ξκ est de mesure de Lebesgue nulle. Par l’absurde, supposons

qu’il existe m0 ∈ Zn\{0} et un ensemble R0 ⊂ Ω0
κ de mesure de Lebesgue positive
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tels que :

〈m0, It(ω)〉 = 0, pour tout ω ∈ R0.

Sachant que ω 7→ It(ω) est un difféomorphisme local, quitte à restreindre R0 on
peut supposer que It réalise un difféomorphisme de R0 sur It(R0) := D0. Ainsi D0

est aussi de mesure de Lebesgue positive et l’on a :

〈m0, I〉 = 0, pour tout I ∈ D0.

Soit I0 ∈ D0 de densité strictement positive dans D0. En différentiant l’équation
précédente par rapport à I en I0, on obtient m0 = 0 ce qui est en contradiction avec
l’hypothèse m0 ∈ Zn\{0}.

Ainsi Ω0
κ\Ξκ est de mesure nulle, ou encore Ξt

κ est dense dans Ω0
κ.

Soit ω ∈ Ξt
κ. La courbe :

γ : R −→ Rn/Zn

µ 7−→ µ · It(ω)

est dense dans Rn/Zn au vu de la relation (5.2) et de la proposition (1.3.3). On
considère alors une suite de voisinages ouverts U0 ⊃ U1 ⊃ ... ⊃ Up ⊃ ... de la classe
de ϑ0/4 dans Rn/Zn tels que

∞⋂
p=0

Up = ϑ0/4. Par densité de la courbe γ, il existe

une suite strictement croissante (µ0
p)p∈N de nombres réels telle que µ0

p → +∞ et
γ(µ0

p) ∈ Up pour tout p.
Autrement dit, pour tout p ∈ N, il existemp ∈ Zn tel que

∣∣∣µ0
pIt(ω)− (mp + ϑ0/4)

∣∣∣ −−−→
p→∞

0.
On définit alors M̃(ω) := {(m,µ0

m)} l’ensemble des couples (mp, µ
0
p)p∈N. Étant

donné que It(ω) 6= 0, il existe un réel c0 vérifiant : 0 < c0 ≤ |It(ω)| ≤ c−1
0 . Mais alors :

λp ∼
|kp − ϑ0/4|
|It(ω)| ∼ |kp|

|It(ω)| , lorsque p→ +∞.

Ceci donne l’encadrement c−1
0 |kp| ≤ λp ≤ c0|kp|.

A l’aide du lemme, on peut remarquer deux choses. D’une part l’ensemble Ξt
κ

est dense dans Ω0
κ et, d’autre part, chaque point de Ξt

κ est de densité de Lebesgue
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positive dans Ξt
κ.

Pour la construction des quasimodes nous aurons besoin de considérer l’intervalle

Jm :=
[
t, t+ δ(κ)− t

|m|

]
⊂ [0, δ(κ)[.

défini pour tout ω ∈ Ξt
κ et m ∈M(ω). La régularité de la fonction It(ω) par rapport à t

et la relation (5.1) permet alors d’avoir le résultat suivant :

∣∣∣µ0
mIs(ω)− (m+ ϑ0/4)

∣∣∣ ≤ C(ω), pour tout s ∈ Jm (5.3)

où C(ω) est une constante ne dépendant que de ω.

Nous construisons enfin les quasimodes.

Théorème 5.0.2. Soient t ∈ [0, δ(κ)[ et ω ∈ Ξt
κ. Pour tout M entier positif, pour tout

m ∈ M(ω) avec |m| suffisamment grand, pour tout s ∈ Jm il existe un quasi-mode
(µ2

m,s, um,s) de Ps d’ordre M tel que :

(i) um,s ∈ C∞(M) et ||um,s|| = 1 ;

(ii) um,s dépend de façon C1 de s ;

(iii) Il existe une constante CM > 0 tel que
∣∣∣∣∣∣Psum,s − µ2

m,sum,s
∣∣∣∣∣∣
L2
≤ CMµ

−M
m,s ;

(iv) µ2
m,s = K0

s

(
m+ ϑ

4

)
;

(v) Il existe Cs > 0, tel que
|m|
Cs
≤ µm,s ≤ Cs|m| ;

(vi)
m+ ϑ/4
µm,s

= Is(ω) + o

(
1
|m|

)
lorsque |m| → +∞.

Démonstration. On considère les fonctions em ∈ C∞(Tn;L) introduites lors de la
quantification des tores invariants. Rappelons que ces fonctions sont canoniquement
identifiées aux fonctions réelles ẽm(ϕ) = ei〈m+ϑ0/4;ϕ〉 définies sur Rn. On définit alors
um,s par :

um,s = TsAsem, pour tout m ∈M(ω), s ∈ Jm.

A l’aide de (4.1) et (4) on vérifie que :
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Psum,s = PsTsAsem

= TsQsAsem

= TsAs
(
P 0
s + Ss

)
em

= TsAs
(
K0
s (m+ ϑ0/4)em +R0

s(ϕ,m+ ϑ0/4)em + Ss(ϕ,m+ ϑ0/4)em
)

= K0
s (m+ ϑ0/4)um,s + TsAs

[(
R0
s(ϕ,m+ ϑ0/4) + Ss(ϕ,m+ ϑ0/4)

)
em
]
.

On pose alors µ2
m,s := K0

s (m+ ϑ0/4). Montrons alors qu’il existe CM > 0 tel que :

∣∣∣∣∣∣TsAs (R0
s(ϕ,m+ ϑ0/4) + Ss(ϕ,m+ ϑ0/4)

)
em
∣∣∣∣∣∣ ≤ CMµ

−M
m,s

Rappelons que R0
s(ϕ, I) ∼ ∑

j≤2
R0
s,j(ϕ, I) avec R0

s,j(ϕ, I) homogène de degré j

par rapport à I. Ainsi R0
s,j(ϕ,m + ϑ0/4) = µ0

mR
0
s,j(ϕ,

m+ϑ0/4
µ0
m

). L’inégalité (5.3) est
équivalente à l’inégalité :

∣∣∣∣∣Is(ω)− m+ ϑ0/4
µ0
m

∣∣∣∣∣ ≤ C

µ0
m

.

Or, par construction, R0
s,j est plat sur Tn×Et

κ. Donc pour tout j, par développement
de Taylor à l’ordre M + 2 on a R0

s,j(ϕ, I) = o
(
|I − Et

κ|M+2
)
. Mais alors

∣∣∣R0
s,j(ϕ,m+ ϑ0/4)

∣∣∣ ≤ CM(µ0
m)j−M+2

Puis en sommant les R0
s,j, on conclut que |R0

s(ϕ,m+ ϑ0/4)| ≤ C(µ0
m)−M .

Pour Ss(ϕ,m+ ϑ0/4), on obtient une majoration équivalente directement puisque
Ss ∈ S−∞. Puis par continuité de TsAs on a :

∣∣∣∣∣∣TsAs (R0
s(ϕ,m+ ϑ0/4) + Ss(ϕ,m+ ϑ0/4)

)
em
∣∣∣∣∣∣ ≤ C(µ0

m,s)−M

Pour obtenir la majoration voulue avec µm,s il suffit de remarquer que, par construc-
tion de K0

s , on a les inégalités µ2
m,s := K0

s (m+ ϑ0/4) ≤ C|m|2 ≤ C(µ0
m)2.

Le dernier point du théorème s’obtient en utilisant la même inégalité et l’encadre-
ment de µ0

m du lemme 5.0.1

En faisant le lien entre les quasi-modes et l’hypothèse d’iso-spectralité, nous
pouvons déduire le lemme suivant qui donne le comportement de µm,s pour m grand.
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Lemme 5.0.3. Soient t ∈ [0, δ(κ)[, ω ∈ Ξt
κ et m ∈M(ω). Sous les hypothèses (H1) et

(H2). Soit M un entier tel que M > 2d ≥ 0 où d est issue de la troisième hypothèse de
(H1). On considère les quasi-modes (µ2

m,s, um,s) d’ordre M donnés par le théorème
(5.0.2). Alors,

• lim
|m|→+∞

 sup
s ∈ Jm

|µm,t − µm,s|

 = 0,

• lim
|m|→+∞

|m| sup
s ∈ Jm

∣∣∣∣∣µm,t − µm,sµm,t

∣∣∣∣∣
 = 0

Démonstration. D’après le théorème spectral,
1

dist
(
Spec(Ps);µ2

m,s

) = ||(Ps−µ2
m,sId)−1||.

Or,

||
(
Ps − µ2

m,sId
)−1
|| = sup

u

||
(
Ps − µ2

m,sId
)−1

u||
||u||

= sup
v

||
(
Ps − µ2

m,sId
)−1 (

Ps − µ2
m,sId

)
v||

||
(
Ps − µ2

m,sId
)
v||

≥ ||
(
Ps − µ2

m,sId
)
v||−1,pour tout v de norme 1.

En choisissant v = um,s, on en déduit :

dist(Spec
(
Ps);µ2

m,s)
)
≤ CM

(µm,s)M
.

Ainsi, par construction des quasimodes, pour tout m ∈M(ω) suffisamment grand
et s ∈ Jm, il existe une valeur propre λm,s de Ps telle que :

|λm,s − µ2
m,s| ≤

CM
(µm,s)M

. (5.4)

Or par 5.0.2.(v) on déduit λm,s ≥
µ2
m,s

4 ≥ |m|2

(2Cs)2

Ainsi (5.4) devient

|λm,s − µ2
m,s| ≤

2MCM
(λm,s)M/2 . (5.5)

Par l’hypothèse (H2), pour tout m ∈ M suffisamment grand et s ∈ Jm, il existe
un entier k = k(s,m) tel que λs,m ∈ [ak, bk]. Montrons que k(s,m) tend vers l’infini
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lorsque |m| tend vers l’infini uniformément en s ∈ Jm.

Soit γ un réel tel que M > 2γ > 2d. Pour m ∈M suffisamment grand et s ∈ Jm,

µ2
m,s ∈ Ik :=

[
ak −

c

2a
−γ
k ; bk + c

2a
−γ
k

]
.

Ainsi, bk ≥ µ2
m,s −

c

2a
−γ
k ≥ C1|m|2 − C2 où C1, C2 sont des constantes réelles

positives. Donc k(s,m) −−−−−→
|m|→+∞

+∞ uniformément en s ∈ Jm.

Montrons maintenant que les intervalles Ik ne s’intersectent pas à partir d’un
certain rang.

Par l’hypothèse (H1), ak+1 − bk ≥ cb−dk et bk = ak(1 + o(1). Ainsi :

(
ak+1 −

c

2a
−γ
k+1

)
−
(
bk + c

2a
−γ
k+1

)
= (ak+1 − bk)−

c

2a
−γ
k+1 −

c

2a
−γ
k ,

≥ cb−dk −
c

2
(
a−γk+1 − a

−γ
k

)
,

≥ cb−dk − ca
−γ
k

> 0 lorsque k est suffisamment grand.

Ainsi pour k suffisamment grand, les intervalles Ik sont disjoints.

Or la fonction µ2
m,s est continue par rapport à s ∈ Jm. Donc sa valeur ne peut pas

changer d’intervalles Ik lorsque s varie et que m, et donc k, est suffisamment grand.
Mais alors k(s,m) ne dépend plus de s pour m suffisamment grand.

Nous avons montré que pour tout m ∈M suffisamment grand, il existe k = k(m)
un entier positif tel que µ2

m,s ∈ Ik = [ak −
c

2a
−γ
k , bk + c

2a
−γ
k ] pour tout s ∈ Jm.

De plus k(m) tend vers l’infini lorsque |m| tend vers l’infini. Ainsi

µ2
m,s ≥ ak(m) −

c

2a
−γ
k(m) ≥

1
4ak(m).

pour m suffisamment grand.

Ainsi, pour m suffisamment grand

70



|µm,s − µm,t| =
|µ2
m,s − µ2

m,t|
|µm,s + µm,t|

,

<
|µ2
m,s − µ2

m,t|
µm,t

,

<
2

√
ak(m)

|µ2
m,s − µ2

m,t|,

<
2

√
ak(m)

(
bk + c

2a
−γ
k −

(
ak −

c

2a
−γ
k

))
,

<
2

√
ak(m)

(
(bk − ak)− ca−γk

)
.

Or d’après (H1), bk(m) − ak(m)√
ak(m)

tend vers 0 lorsque |m| tend vers l’infini.

Ainsi lim
|m|→+∞

 sup
s ∈ Jm

|µm,t − µm,s|

 = 0,

Pour le deuxième point du lemme, on utilise l’encadrement
|m|
Cs
≤ µm,s ≤ Cs|m|.

En reprenant le calcul précédent on obtient alors :

|µm,s − µm,t|
µm,t

<
2Cs

|m|√ak(m)

(
(bk − ak)− ca−γk

)
.

On conclut alors de la même façon que lim
|m|→+∞

|m| sup
s ∈ Jm

∣∣∣∣∣µm,t − µm,sµm,t

∣∣∣∣∣
 =

0.

Avant d’aboutir aux résultats de rigidité spectrale, nous montrons d’abord que les
quantités It(ω) et Kt(It(ω)) sont étroitement liées :

Lemme 5.0.4. La fonction Φt(ω) = 〈ω; It(ω)〉 −Kt(It(ω)) vérifie :

Φt(ω) = Φ0(ω), ∀s ∈ [0, δ(κ)] , ω ∈ Ω0
κ.

Démonstration. On étudie

Φ̇t(ω) = ∂Φt

∂t
(ω) = 〈ω, İt(ω)〉 −

(
K̇t(It(ω)) + 〈∇Kt(It(ω)), İt(ω)〉

)
.

Soit t ∈ [0, δ(κ)[ et ω ∈ Ξt
κ. On considère des quasi-modes (µ2

m,s, um,s) d’ordre
M > 2d+ 2 par le théorème (5.0.2).
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Par construction des quasi-modes (Théorème 5.0.2, (vi)) et le lemme (5.0.3) :

Is(ω) = m+ ϑ0/4
µm,s

+ o

(
1
|m|

)
,

= m+ ϑ0/4
µm,t(1 + o( 1

|m|))
+ o

(
1
|m|

)
,

= m+ ϑ0/4
µm,t

+ o

(
1
|m|

)
,

= It(ω) + o

(
1
|m|

)
,

pour |m| tendant vers l’infini.

D’autre part Ks

(
m+ ϑ0/4
µm,s

)
= 1
µ2
m,s

Ks (m+ ϑ0/4) = 1. On pose alors η = 1
|m|

.

Alors,

Ks+η(Is(ω)) = Ks+η

(
Is+η(ω) + o

(
1
|m|

))
,

= Ks+η

(
m+ ϑ0/4
µm,s+η

+ o

(
1
|m|

))
,

= Ks+η

(
m+ ϑ0/4
µm,s+η

)
+ o

(
1
|m|

)

= 1
µ2
m,s+η

Ks+η(m+ ϑ0/4) + o

(
1
|m|

)

= 1 + o

(
1
|m|

)
,

= 1
µ2
m,s

Ks(m+ ϑ0/4) + o

(
1
|m|

)
,

= Ks(Is(ω)) + o

(
1
|m|

)
.

d’où
Ks+η(Is(ω))−Ks(Is(ω)) = o(η), η = 1

|m|
.
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Or Ks est C1 par rapport à s, et donc

K̇s(Is(ω)) = 0.

Ainsi, par densité de Ξt
κ dans Ω0

κ, K̇t(It(ω)) = 0 pour tout t ∈ [0, δ(κ)[ et ω ∈ Ω0
κ.

De plus, ∇Kt(It(ω)) = ω. Ainsi Φ̇t(ω) = 0 pour tout t ∈ [0, δ(κ)[ et ω ∈ Ω0
κ.

D’autre part, les quantités βt(ω) et It(ω) sont elles aussi fortement dépendantes
l’une de l’autre :

Lemme 5.0.5. On a l’égalité

βt(ω) = 〈It(ω), ω〉,

pour tout t ∈ [0, δ] et ω ∈ Ω0
κ.

Démonstration. On rappelle que l’action moyenne βt(ω) est donnée par la formule
suivante :

βt(ω) = lim
s→+∞

1
2s

∫
γt(ρ,s)

ξdx,

où γt(ρ, s) = {Φr
t (ρ), r ∈ [−s, s]} est la courbe intégrale associée au flot hamiltonien

de Ht issue de ρ ∈ Λt(ω) parcourue sur l’intervalle de temps [−s, s] et ξdx est la
1−forme de Liouville sur T ∗M .

On reprend la famille de symplectomorphismes exacts χt introduit dans le théo-
rème 3.0.1. Cette famille vérifie χ∗t (ξdx) = Idϕ + dψt, où Idϕ est la 1−forme de
Liouville sur T ∗Tn et ψt est une fonction lisse sur le tore. De plus on a le diagramme
commutatif suivant :

Tn × {It} Tn × {It}

Λt(ω) Λt(ω)

χt

(ϕ, It) 7→ (ϕ+ ωs, It)

Φs
t

χt

avec Φs
t le flot associé à Ht au temps s.
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Par changement de variable puis en paramétrant χ−1
t (γt(ρ, s)) par {(ϕ0+rω, It), r ∈

[−s, s]}, où ϕ0 est χ−1
t (ρ), on obtient :

1
2s

∫
γt(ρ,s)

ξdx = 1
2s

∫
χ−1
t (γt(ρ,s))

Idϕ+ dψt,

= 1
2s

∫ s

−s
〈It(ω), ω〉dr + 1

2s

∫
χ−1
t (γt(ρ,s))

dψt,

= 〈It(ω), ω〉+ ψt(ϕ0 + sω)− ψt(ϕ0 − sω)
2s .

On obtient donc la relation βt(ω) = 〈It(ω), ω〉 par passage à la limite en utilisant le
fait que ψt est bornée sur Tn.

A partir de ces lemmes on peut démontrer le théorème principal de la thèse

Théorème 5.0.6. Soit Pt, t ∈ [0, 1] une famille d’opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre deux auto-adjoints et elliptiques, de symboles principaux Ht et de symboles
sous-principaux nuls. Sous les hypothèses du théorème 3.0.1 et si la famille Pt,
t ∈ [0; 1] est faiblement isospectrale, alors les fonctions :

• t 7→ It(ω),

• t 7→ βt(ω),

• t 7→ Kt(It(ω)),

sont constantes pour t ∈ [0, δ(κ)] et ω ∈ Ξ, où Ξ = ⋃
0≤κ≤κ1

Ωκ.

Démonstration. En effet, on sait désormais que pour tout t ∈ [0, δ(κ)[ et ω ∈ Ω0
κ,

〈ω, It(ω)〉 −Kt(It(ω)) = Φt(ω) = Φ0(ω) = 〈ω, I0(ω)〉 −K0(I0(ω)).

En calculant la différentielle par rapport à ω des expressions de Φt(ω) et Φ0(ω) on
obient l’égalité suivante pour tout h ∈ Rn :

〈ω,DωIt(h)〉+ 〈h, It(ω)〉 − 〈ω,DωIt(h)〉 = 〈ω,DωI0(h)〉+ 〈h, I0(ω)〉 − 〈ω,DωI0(h)〉.

Ainsi 〈h, It(ω)〉 = 〈h, I0(ω)〉 pour tout h ∈ Rn. Et donc It(ω) est un invariant.
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Par suite, l’égalité βt(ω) = 〈ω, It(ω)〉 justifie que βt(ω) est aussi un invariant.
Pour le troisième invariant Kt(It(ω)), on reprend l’expression Φt(ω) = 〈ω; It(ω)〉 −

Kt(It(ω)). Les invariances de βt(ω) et It(ω) permettent alors de conclure directement
que Kt(It(ω)) est invariant.
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CHAPITRE 6

TRANSFORMÉE DE RADON

Nous donnons ici une application du théorème 5.0.6 de rigidité spectrale. Le
théorème qui suit donne une condition nécessaire sur le symbole principal pour
que la famille d’opérateurs Pt soit iso-spectrale. Elle concerne la transformée de
Radon d’une fonction liée aux symboles principaux des opérateurs Pt. Cette condition
nécessaire sera ensuite utilisée pour démontrer un résultat de rigidité spectrale sur
les surfaces de révolution.

Théorème 6.0.1. On se place dans les hypothèses du théorème 5.0.6. On considère
Λt(ω) une famille lisse de tores de Kronecker pour la famille lisse d’hamiltoniens Ht

pour t ∈ [0; δ(κ)[ introduit par le théorème 3.0.1 vérifiant Λt(ω) ⊂ {Ht = 1}. On note
Ḣ = d

dt |t=0Ht.
Alors ∫

Λ0
Ḣdλ = 0,

où dλ est la forme de Leray sur Λ0(ω).

Démonstration. Considérons la famille lisse d’application χt du théorème 3.0.1. No-
tons ρt = χt(0Tn , I0) Et introduisons :

γt : R −→ Λt(ω)

τ 7−→ Φτ
XHt

(ρt).

où Φτ
Ht est le flot associé au champ de vecteur XHt au temps τ .

Soit s > 0 un paramètre réel et t1 = δ(κ)/2. On considère dans R × T ∗M la
sous-variété différentielle de dimension 2 à bord Bs défini par :

Bs = {(t, γt(τ))|(t, τ) ∈ [0, t1]× [−s, s]}.

Elle est munie de la paramétrisation globale φ(t, τ) = (t, γt(τ)) pour (t, τ) ∈
[0, t1]× [−s, s]. La paramétrisation induit deux champs de vecteurs φ∗ ∂∂t et φ∗ ∂∂τ sur
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Bs. On note dt∗ et dτ∗ les 1-formes duales associées. Bs est alors munie de la
2-forme d’orientation dt∗ ∧ dτ∗.

γ0(s)

γt1(s)

γ0(0)

γt1(0)

γ0(−s)

γt1(−s)

FIGURE 6.1 – La variété Bs

Le bord de Bs est ∂Bs = γ0([−s; s])∪{γt(s), t ∈ [0, t1]}∪ γt1([−s; s])∪{γt(−s), t ∈
[0, t1]} orienté comme sur le schéma 6.1.

On peut faire le lien entre la variété Bs ⊂ R× T ∗M et la famille de tore Λt(ω) ⊂
T ∗M via l’application de projection :

ι : Bs −→ T ∗M

(t, γt(τ)) 7−→ γt(τ).

À l’aide de ι on transporte la 1−forme α et la 2−forme ω de Liouville de T ∗M

sur Bs. On obtient alors la 1−forme ι∗α et la 2−forme ι∗ω. Par commutativité de la
dérivée extérieure et du pull-back on a toujours d(ι∗α) = ι∗ω.

Nous allons calculer de deux façons l’intégrale de ι∗ω sur Bs et étudier l’asymp-
totique de cette intégrale lorsque le paramètre s tend vers l’infini. Plus précisément
nous nous intéresserons à lim

s→∞
1
2s
∫
Bs ι

∗ω.
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• Calculons d’abord
∫
Bs ι

∗ω par la formule de Stokes. Ainsi

∫
Bs
ι∗ω =

∫
Bs
d(ι∗α)

=
∫
∂Bs

ι∗α

=
∫
γ0([−s,s])

ι∗α +
∫
γ[0,t1](s)

ι∗α +
∫
γt1 ([−s,s])

ι∗α +
∫
γ[0,t1](−s)

ι∗α.

On remarque que les deux intégrales
∫
γ0([−s,s]) ι

∗α et
∫
γt1 ([−s,s]) ι

∗α sont celles
utilisées pour la définition de l’action moyenne β sur les tores de Kronecker.
Ainsi lim

s→∞
1
2s
∫
γ0([−s,s]) ι

∗α = β0(ω) et du fait de l’orientation et du théorème 5.0.6
on en déduit que lim

s→∞
1
2s
∫
γ0([−s,s]) ι

∗α = −β0(ω).
Pour les deux intégrales restantes on montre que

lim
s→+∞

1
2s

∫
γ[0,t1](s)

ι∗α = lim
s→+∞

1
2s

∫
γ[0,t1](−s)

ι∗α = 0.

En effet, la famille d’applications canoniques χt fournit une paramétrisation
locale d’un voisinage des tores Λt(ω). En notant (φt, It) les coordonnées fournit
par χt on a alors α = Itdφt. Par le théorème 5.0.6, It = I0 pour t ∈ [0, t1]. Ainsi
on peut écrire α = I0φ̇tdt pour tout t ∈ [0, t1]. La première des deux intégrales
se réécrit alors sous la forme :

1
2s

∫
γ[0,t1](s)

ι∗α = 1
2s

∫ t1

0
I0φ̇t(s)dt.

On peut majorer uniformément en t la quantité φ̇t(s), les coordonnées de
φt étant toutes périodiques. L’intégrale étant alors majorée par une quantité
indépendante de s, la limite de celle ci divisée par 2s tend vers 0. On traite de
la même manière l’autre intégrale.

Finalement on a le résultat suivant :

lim
s→+∞

1
2s

∫
Bs
ι∗ω = 0. (6.1)

• On peut aussi calculer cette intégrale de la manière suivante. On considère un
paramètre 0 < T < t1. On part de la formule de Taylor pour HT

HT = H0 + TḢ + T 2εT , (6.2)
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où εT est une famille de fonctions sur T ∗M vérifiant ||εT ||∞ et ||dεT ||∞ tendent
uniformément vers 0 sur tout compact lorsque T tend vers 0.

Ceci nous donne une famille de fonctions sur T ∗M . En prenant la dérivée exté-
rieure de chacune de ces fonctions nous définissons une famille de 1−formes
sur T ∗M . En prenant le pull-back de ces 1−formes par ι nous allons définir une
1−forme sur la variété Bs.

Plus précisément en prenant la dérivée extérieure pour chacun des termes de
l’égalité (6.2) vues comme fonctions sur T ∗M on obtient la relation :

dHT = dH0 + TdḢ + T 2dεT .

La définition du champ de vecteur XHT permet de réécrire le terme de gauche
de l’égalité sous la forme −ιXHT ω. Enfin, en ramenant cette fonction sur Bs par
pull-back via ι on obtient :

−ιι∗XHT ι
∗ω = d(ι∗H0) + Td(ι∗Ḣ) + T 2d(ι∗εT ). (6.3)

On obtient ainsi une famille αT de 1−formes sur Bs pour T ∈ [0, t1]. On construit
alors une 1−forme β sur Bs en posant β(t,γt(τ)) = αt(t,γt(τ)) pour t ∈ [0, t1]. Ceci
donne bien une 1−forme sur Bs puisque chacun des termes de (6.3) dépend
de façon C1 de T .

Finalement, en remarquant que d(tι∗Ḣ) = ι∗Ḣdt + tdι∗Ḣ dans Bs on peut
réécrire la dernière relation sous la forme

−ιι∗XHt ι
∗ω = d(ι∗H0) + d(tι∗Ḣ)− ι∗Ḣdt+ t2d(ι∗εt). (6.4)

D’autre part, l’égalité (6.2) évaluée en γT donne d’après les hypothèsesHT (γT ) =
1 = H0(γT ) + TḢ(γT ) + T 2εT (γT ). En ramenant cette égalité sur Bs via ι on
obtient une famille de fonctions sur Bs vérifiant

1 = ι∗H0 + TḢ + T 2εT .

On peut ici aussi se ramener à une fonction sur Bs à partir de cette famille de
fonctions. Puis en prenant la dérivée extérieure sur Bs on obtient

0 = d(ι∗H0) + d(tι∗Ḣ) + 2tι∗εtdt+ t2d(ι∗εt). (6.5)
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La combinaison des égalités (6.4) et (6.5) fournit finalement sur Bs la relation

ιι∗XHt ι
∗ω = (ι∗Ḣ + 2tι∗εt)dt (6.6)

On peut maintenant recalculer l’intégrale de ι∗ω sur Bs.

∫
Bs
ι∗ω =

∫
[0,t1]×[−s,s]

φ∗ι∗ω,

=
∫ t1

0

∫ s

−s
(φ∗ι∗ω)(t,τ)

(
∂

∂t
,
∂

∂τ

)
dτdt,

=
∫ t1

0

∫ s

−s
ι∗ω(t,γt(τ))

(
φ∗
∂

∂t
, φ∗

∂

∂τ

)
dτdt,

Or φ∗ ∂∂τ = ι∗XHt. Ainsi ι∗ω(t,γt(τ))
(
φ∗

∂
∂t
, φ∗

∂
∂τ

)
= −ιι∗XHt ι

∗ω(t,γt(τ))
(
φ∗

∂
∂t

)
.

De plus, dt
(
φ∗
∂

∂t

)
= 1. Finalement,

∫
Bs
ι∗ω = −

∫ t1

0

∫ s

−s

(
ι∗Ḣ + 2tι∗εt

)
dt

(
φ∗
∂

∂t

)
dτdt,

= −
∫ t1

0

∫ s

−s
ι∗Ḣdτdt−

∫ t1

0

∫ s

−s
2tι∗εtdτdt,

= −
∫ t1

0

(∫
γt([−s,s]

Ḣ(γt(τ))dτ
)
dt−

∫ t1

0

(∫
γt([−s,s]

2tεt(γt(τ))dτ
)
dt

En divisant chacun des termes de cette égalité par 2s puis en faisant tendre
s vers l’infini, par (6.1) et en utilisant les propriétés d’ergodicité du flot γt on
obtient

∫ t1

0

(∫
Λt
Ḣ(γt(τ))dλt

)
dt = −

∫ t1

0

(∫
Λt

2tεt(γt(τ))dλt
)
dt, (6.7)

où λt est la forme de Leray sur Λt. Remarquons que cette égalité est aussi
vérifiée en remplaçant t1 par une autre valeur positive inférieure.

En dérivant par rapport à t1 puis en prenant t1 = 0 on conclut finalement à l’égalité
voulue :
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∫
Λ0
Ḣdλ0 = 0.
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CHAPITRE 7

TRANSFORMÉE DE RADON POUR LES

SURFACES DE RÉVOLUTION ET RIGIDITÉ

SPECTRALE.

7.1 Transformée de Radon pour les surfaces de révo-

lution.

Nous nous plaçons dans le cas de la sphère S2 muni d’une métrique riemannienne
linéairement intégrable, c’est à dire une métrique telle que le flot géodésique admette
une intégrale première linéaire en les moments. D’après [3, Th 12.8], on peut alors se
ramener au cas d’une métrique pour laquelle ils existent des coordonnées globales
(θ, t) ∈]− π, π[×[−L,L], L > 0, sur la sphère telles que la métrique s’écrive :

dg2 = dt2 + a2(t)dθ2, (7.1)

où
a ∈ C∞([−L;L]), a > 0 sur ]− L,L[ et a(2j)(±L) = 0 ∀j ∈ N. (7.2)

où f (j)(t) =
(
d

dt

)j
f(t). Rappelons que les surfaces de révolutions sont des exemples

de telles variétés mais que la condition d’être linéairement intégrable est plus géné-
rale.

On considère alors une famille lisse de métriques linéairement intégrables de la
forme :

dg2
s = dt2 + a2

s(t)dθ2.

où t ∈ [−L;L] et θ ∈ [−π, π[ sont des coordonnées sur la sphère et s ∈ [−1, 1] est un
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paramètre pour la famille de métriques.
On suppose que as(t) = a(s, t), a ∈ C∞([−1; 1] × [−L;L]), et que as est une

fonction de Morse, c’est à dire sans point critique dégénéré, et vérifiant (7.2) pour
tout s ∈ [−1, 1].

On rappelle que le fibré cotangent T ∗S2 de S2 est muni de la forme symplectique
ω = dpt ∧ dt+ dpθ ∧ dθ.

L’hamiltonien Hs sur le fibré cotangent à S2 associé à cette métrique via la
structure symplectique canonique par la transformée de Legendre est :

Hs(t, θ, pt, pθ) = p2
t + p2

θ

a2(s, t) ,

où pt et pθ sont les coordonnées canoniquement associées aux coordonnées t et θ
sur le fibré cotangent.

Sous cette forme, une intégrale première linéaire au système indépendante de
Hs est I(t, θ, pt, pθ) = pθ.

Théorème 7.1.1. On suppose que pour tout s ∈ [−1; 1] et pour tout tore invariant Λ
associé à l’hamiltonien Hs on a :

∫
Λ

∂Hs

∂s
dλ = 0, (7.3)

où dλ est la forme de Leray sur Λ.
Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que Hs soit constante par

rapport à s est la suivante :
Pour tout I > 0, pour tout s ∈ [−1, 1] et pour tout réels −1 < x1 < x2 < 1 tel que

[x1, x2] soit une composante connexe de a−1
s ([I,max(as)] on a :

∂sa(s, x1)∂ta(s, x2) = −∂sa(s, x2)∂ta(s, x1)

Démonstration. Premièrement nous avons besoin d’une paramétrisation des tores
invariants. Pour le moment on travaille à un temps s fixé et l’on privilégie la notation
as(t) pour la fonction a(s, t). On se place dans le cas où Hs = 1 et I = pθ est constant.
On obtient le système suivant :

 Hs = p2
t + p2

θ

a2
s(t)

= 1

I = pθ
⇔

 pt = ±
√

1−
(

I
as(t)

)2

pθ = I
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Ce système a des solutions si et seulement si 1 − I2

a2
s(t)
≥ 0, i.e as(t) ≥ |I|. La

fonction as étant une fonction de Morse nous avons les cas suivants :

• Si I = max as, l’ensemble solution du système est une union disjointe de copies
de S1. En fait l’ensemble solution dans les coordonnées cotangentes est :

⋃
{t|as(t)=I}

{(t, θ, 0, I), θ ∈ S1}.

• Si 0 < I < max as, a−1
s ([I,max as]) est une union disjointe d’intervalles fermés

et éventuellement de copies de S1 de la forme
∐

i∈E, fini

[bI,i, cI,i]. Dans la suite on

ne considère que les éléments de E qui correspondent à des intervalles non
réduits à des points, i.e. bI,i < cI,i. Soit [bI,i, cI,i] l’un de ces intervalles alors il y
a un tore invariant ΛI,i associé qui est paramétré par les applications :

T±I,i : [bI,i, cI,i]× S1 −→ T ∗S2

(t, θ) 7−→
(
t, θ,±

√
1−

(
I

as(t)

)2
, I

)
.

Tous les tores invariants ne sont pas donnés par de telles paramétrisations.
Néanmoins toute valeur de I ∈]0,max as[ permet de définir de tels tores. Dans la
suite nous n’utiliserons que ceux définis comme précédemment. Remarquons
tout de suite que les bI,i et cI,i vérifient as(bI,i) = as(cI,i) = I et que l’union
des intervalles est décroissante par rapport à I et tend vers l’intervalle [−L,L]
lorsque I tend vers 0.

Soit Λ := ΛI,i l’un de ces tores invariants, calculons λ la 2-forme de Leray sur ce
tore. Si l’on note ω la forme symplectique canonique sur T ∗S2, λ est définie par la
relation :

ω ∧ ω = α ∧ dHs ∧ dI,

et λ = α|Λ.
Or d’une part

ω ∧ ω = 2 (dpt ∧ dt ∧ dpθ ∧ dθ)

et d’autre part sur Λ on a les relations pt = ±

√√√√Hs −
(

I

as(t)

)2

et donc
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dpt = ± as(t)
2
√
Hsa2

s(t)− I2
dH +Xdt+ Y dI,

où X et Y sont des fonctions qui ne joueront pas de rôle ensuite.
De plus, pθ = I et donc dpθ = dI. Ainsi :

ω ∧ ω = ± as(t)
2
√
Hsa2

s(t)− I2
dt ∧ dθ ∧ dH ∧ dI,

et α = ± as(t)
2
√
Hsa2

s(t)− I2
dt ∧ dθ. Finalement si l’on restreint α à Λ ⊂ {H = 1} on

obtient comme forme de Leray :

λ = ± as(t)
2
√
a2
s(t)− I2

dt ∧ dθ.

Nous pouvons désormais calculer explicitement l’intégrale (7.3) qui est dans les

hypothèses du théorème. On réécrit ∂sHs sous la forme p2
θfs(t) où fs(t) = −2∂sas(t)

a3
s(t)

.

Par hypothèse nous avons donc que
∫

Λ

∂Hs

∂s
dλ = 0.

À l’aide de la paramétrisation trouvée précédemment on en déduit que :

0 =
∫

Λ

∂Hs

∂s
dλ,

0 =
π∫
−π

cI,i∫
bI,i

∂sHs(t, θ,

√
a2
s(t)− I2

as(t)
, I) + ∂sHs(t, θ,−

√
a2
s(t)− I2

as(t)
, I)

 as(t)√
(a2
s(t)− I2)

dtdθ,

0 = 4π
∫ cI,i

bI,i

as(t)√
a2
s(t)− I2

fs(t)dt. (7.4)

L’égalité étant vraie pour tout les tores invariants, elle est vrai pour tout I ∈
]0,max as[ et [bI,i, cI,i] associé à un tore ΛI,i.

Remarquons que Hs est constante par rapport à s si et seulement si fs est
nulle. Le but est donc de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que
l’équation (7.4) implique que fs soit nulle.

Soit 0 < I < max as et ΛI,i l’un des tores associés. On suppose dans un premier
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temps que ΛI,i est un tore invariant tel que as ne possèdent qu’un unique point
critique sur l’intervalle [bI,i, cI,i]. Ce point critique est nécessairement un maximum
local. Plus précisément, supposons qu’il existe un unique point d ∈ [bI,i, cI,i] tel que
as est strictement croissante sur [bI,i, d] et strictement décroissante sur [d, cI,i].

FIGURE 7.1 – Étude de l’intégrale autour d’un unique maximum local.

Notons α : [I, as(d)]→ [bI,i, d] et β : [I, as(d)]→ [d, cI,i] les inverses respectifs de
as sur ces deux intervalles. On peut alors séparer l’intégrale en deux puis faire les
changement de variables t = α(u) et t = β(u) pour obtenir :

∫ as(d)

I

u√
u2 − I2

(fs(α(u))α′(u)− fs(β(u))β′(u)) du = 0.

L’égalité étant en fait encore vraie en remplaçant I par Ĩ ∈ [I, as(d)] par la propriété
de décroissance de l’union des intervalles des tores paramétrés.

Notons F (u) = fs(α(u))α′(u) − fs(β(u))β′(u) et G(u, I) = u√
u+ I

. Ces deux

fonctions sont lisses et G(x, x) 6= 0 pour tout x dans [I, as(d)].
Finalement nous avons une équation intégrale d’Abel :

∀Ĩ ∈ [I, as(d)],
∫ as(d)

Ĩ

G(u, Ĩ)
(u− Ĩ)1/2

F (u)du = 0.
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Montrons qu’alors F = 0 sur l’intervalle [I, as(d)]. Nous nous inspirerons de [29]
pour une méthode de résolution des équations intégrales d’Abel généralisées.

Premièrement on multiplie l’intégrale par
1

(I − x)1/2 où x ∈ [I, as(d)] et l’on intégre

par rapport à I de x à as(d) i.e. :

∀x ∈ [I, as(d)],
∫ as(d)

x

1
(I − x)1/2

(∫ a(s,c)

I

G(u, I)
(u− I)1/2F (u)du

)
dI = 0.

À l’aide du théorème de Fubini nous pouvons intervertir les ordres d’intégrations.
Puis reparamétrer le triangle d’intégration afin d’obtenir une équation intégrale de
Volterra de première espèce :

∀x ∈ [I, as(d)],
∫ as(d)

x
F (u)ψ(u, x)du = 0,

avec
ψ(u, x) =

∫ u

x

G(u, I)
(I − x)1/2(u− I)1/2dI =

∫ 1

0

G(u, x+ r(u− x))
r1/2(1− r)1/2 dr.

ψ est une fonction lisse telle que ψ(x, x) 6= 0.

Ensuite, en dérivant l’expression par rapport à x puis en divisant par ψ(x, x) on
obtient l’équation intégrale de Volterra de seconde espèce :

∀x ∈ [I, as(d)], F (x) =
∫ as(d)

x
F (u)ϕ(u, x)du, (7.5)

où ϕ(u, x) := ∂xψ(u, x)
ψ(x, x) est une fonction lisse.

Pour conclure que F = 0 sur l’intervalle [I, as(d)], notons M la norme infinie de F
sur cet intervalle, i.e. M = sup

x∈[I,as(d)]
|F | et montrons que M = 0. On pose N = ||ϕ||∞.

Les quantités M et N existent puisque F et ϕ sont des fonctions lisses sur des
compacts.

Dans un premier temps, (7.5) permet d’affirmer directement que pour tout x ∈
[I, as(d)],

|F (x)| ≤ (as(d)− x)MN.

Mais en replaçant cette inégalité dans (7.5) on en déduit que

|F (x)| ≤ (as(d)− x)2

2 MN2.
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Puis par récurrence on démontre que pour tout x ∈ [I, as(d), et pour tout k ∈ N∗ :

|F (x)| ≤M
(as(d)− x)kNk

k! .

En passant à la limite pour k on en déduit que F = 0 sur l’intervalle [I, as(d)].
En revenant à la définition de F , on a ainsi montré que pour tout u ∈ [I, as(d)],

fs(α(u))α′(u) = fs(β(u))β′(u).

Étant donnée cette dernière relation et le fait que α et β sont des fonctions
strictement monotones, une condition nécessaire et suffisante pour que fs soit nulle
sur l’intervalle [bI,i, cI,i] est d’imposer que pour tout u ∈ [I, as(d)] :

fs(α(u))α′(u) = −fs(β(u))β′(u).

En reprenant l’expression de fs(t) = −2∂sas(t)
a3
s(t)

et en utilisant les relations entre

les dérivées de α, β et as(t) on a

∂sas(α(u))
∂tas(α(u)) = ∂sas(β(u))

∂tas(β(u)) .

Et finalement en notant x1 = α(u) et x2 = β(u) on obtient la condition donnée par
le théorème.

On a donc prouvé le théorème pour les intervalles [x1, x2] de l’énoncé contenant
un, et un seul, point critique en lequel as atteint un maximum local.

Pour le cas général, décrivons la situation si l’intervalle [bI,i, cI,i] contient exacte-
ment deux maximums locaux. Rappelons que [bI,i, cI,i] est une composante connexe
non réduite à un point de a−1

s ([I,max as]) Supposons que ces maximums soit atteint
en les points d1 et d2 vérifiant bI,i < d1 < d2 < cI,i. La fonction as aura aussi un
unique minimum local en un point d1 < m < d2. Ainsi la fonction as est croissante sur
[bI,i, d1] ∪ [m, d2] et décroissante sur [d1,m] ∪ [d2, cI,i]. Et enfin ils existent deux points
uniques m1 et m2 tels que as(m1) = as(m2) = as(m) et

bI,i < m1 < d1 < m < d2 < m2 < cI,i.

La situation précédente permet déjà d’avoir fs = 0 sur les intervalles ]m1,m[∪]m,m2[
sous les conditions déjà donnée dans le cas d’un unique maximum. Ainsi l’équation
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FIGURE 7.2 – Étude de l’intégrale dans le cas général.

(7.4) devient

0 =
∫ m1

bI,i

as(t)√
a2
s(t)− I2

fs(t)dt+
∫ cI,i

m2

as(t)√
a2
s(t)− I2

fs(t)dt.

Ici encore, la fonction as a même image sur chacun des intervalles d’intégration et
est inversible sur chacun de ces intervalles. On peut alors reproduire des arguments
similaires au cas précédent.

La condition donnée par le théorème 7.1.1 ressemble à une condition autour
d’une certaine forme de parité de la fonction as(t). On peut en déduire un corollaire
presque immédiat de cas de rigidité concernant les surfaces de révolution ayant la
symétrie de l’ellipsoïde.

On note B l’ensemble des fonctions

B :=
{
a ∈ C∞([−L,L]) | ∀t ∈ [−L, 0[, a(t) = a(−t), a′(t) > 0 et a(2j)(±L) = 0 ∀j ∈ N

}
.

Théorème 7.1.2. On se place sous les hypothèses du théorème 7.1.1.

Si la famille as, s ∈ [−1, 1] est une famille de fonctions appartenant à B alors

∀s ∈ [−1, 1], gs = g0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théorèmes 7.1.1, la condition
étant directement vérifiée pour cette famille de fonctions.
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7.2 Rigidité spectrale pour les surfaces de révolution.

Le problème inverse pour des surfaces de révolution a été étudié par Bérard,
Gurarie, Brüning/Heintze et Zelditch.

Bérard [2] et Gurarie [14] montrent que le spectre joint de ∆g et ∂/∂θ détermine
de manière unique la métrique modulo une isométrie pour a générique. Brüning et
Heintze montrent que le spectre de ∆g détermine la métrique dans la classe des
surfaces de révolution possédant une symétrie miroir. Zeditch montre qu’une surface
de révolution analytique et vérifiant certaines conditions génériques (simplicité du
spectre des longueurs) est déterminé par le spectre de ∆g.

On va étudier la rigidité spectrale des surfaces de révolution vérifiant une condi-
tion de non-dégénérescence isoénergétique. Soit gs := dt2 + as(t)2dθ2 une famille
C1 de métriques de révolution sur [−L,L]× [−π, π] vérifiant (7.2) et Hs(t, θ, pt, pθ) =

p2
t + p2

θ

a2(s, t) la famille des hamiltoniens correspondante. Les hamiltoniens Hs sont

complètement intégrables, les cartes de Liouville-Arnold sont limitées par des géo-
désiques fermées correspondants au points critiques de as. Pour s fixé, on choisit
les variables d’action sur un tore invariant Λs(ω) ⊂ {Hs = 1} comme suit. On se
donne une section globale de Poincaré Σs := {Hs = 1, θ = 0} et étant donné un tore
invariant régulier Λs(ω), on note Λ0

s(ω) := Λs(ω) ∩ Σs. Puis on note I1(ω) l’action sur
le cercle Λ0

s(ω) orienté positivement. On définit I2(ω) comme l’action sur un cycle de
Λs(ω) homotope à θ 7→ γ1

s (θ) := (θ, ts, as(ts), 0) où ts est un point critique de as. Si les
points critiques de as sont nondégénérés, on peut supposer que les fonctions s 7→ ts

sont C1. Les géodésiques fermées γ1
s sont des tores invariants dégénérés, les autres

tores invariants sont réguliers.

Pour simplifier la présentation, on suppose que a0 admet un seul point critique
t = t0. Dans ce cas et pour |s| ≤ s0 assez petit, le hamiltonien Hs admet des
coordonnées action-angle (ϕ, I) ∈ T2 ×Ds globales où Ds est ouvert conique de R2

de bord C1 par rapport à s [31]. Dans ces coordonnées, l’hamiltonien Hs deviens
(ϕ, I) 7→ Ks(I), où s 7→ Ks est une famille C1 (localement) de fonctions C∞ homogènes
d’ordre deux. De plus, la courbe Ks(I1, I2) = 1 peut être paramétrée par la variable
I1 ([31], formule (1.3.1)) : il existe une famille C1 de fonctions [−1, 1] 3 I1 7→ I2(s, I1),
telle que [−1, 1] 3 (I1, I2(s, I1)) ∈ {Hs = 1} est un difféomorphisme.

Soit ω(s, I1) = (ω1(s, I1), ω2(s, I2)) = (∇IKs)(I1, I2(s, I1)), I1 ∈ [−1, 1]. Notons que
ω2(s, I1) 6= 0. Pour tout |s| ≤ s0 on impose la condition de non-dégénérescence
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iso-énergétique :

d

dI1

(
ω1(s, I1)
ω2(s, I1)

)
6= 0 presque pour tout I1 ∈ [−1, 1]. (7.6)

Cette condition est plus faible que la condition de Zelditch (1.1.6), [31]. Le flot
hamiltonien de Kt sur {Ks = 1} est donné par t 7→ (ϕ + ω(s, I1), I1, I2(I1)) et le
temps du premier retour associé avec la section {ϕ2 = 0} est Ts(I1) = 2π/ω2(s, I1).
L’application de Poincaré a donc la forme (ϕ1, I1) 7→ (ϕ1 + ω(s, I1), I1), où

ω(s, I1) := 2πω1(s, I1)
ω2(s, I1) .

La non-dégénérescence iso-énergétique (7.6) signifie donc que pour tout |s| ≤ s0

l’application de Poincaré est "twist" pour presque tout tore invariant. On a

Lemme 7.2.1. La condition (7.6) est satisfaite si les fonctions as sont analytiques,
as ∈ B et la métrique n’est pas Zoll.

En effet, dans ce cas le nombre de rotation ω(s, I1) est analytique en I1 et si sa
dérivée par rapport à I1 est nulle dans un ensemble de mesure positive, alors c’est
une constante. Puis, un argument de Douady ([7], Remarque VI.5.2) montre que si
de plus as ∈ B, alors la métrique est de Zoll.

Théorème 7.2.2. Soit
gs := dt2 + as(t)2dθ2

une famille C1 de métriques de révolution dans [−L,L]× [−π, π] vérifiant (7.2). On
suppose que as a un seul point critique et que la condition (7.6) est satisfaite. Si la
famille des opérateurs de Laplace-Beltrami vérifie la condition d’isospectralité faible
(H1)-(H3), alors Ks(I) = K0(I) pour tout s. De plus si as ∈ B pour tout s et si le point
critique de a0 est non-dégénéré, alors as = a0.

Pour démontrer la première partie du théorème on suit la démonstration du théo-
rème 5.0.6. On utilise la même construction des quasi-modes pour des fréquences
ω diophantiennes. La seule différence est la condition de non-dégénérescence. Au
lieu de la condition de Kolmogorov on applique la condition de non-dégénérescence
iso-énergétique 7.6. On voit facilement que la conclusion du lemme 5.0.1 est vraie
sous la condition 7.6. La deuxième partie est un corollaire des théorèmes 6.0.1 et
7.1.2.
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ANNEXE A

DENSITÉS

On définit ici la notion de densité sur un espace vectoriel puis sur une variété
différentielle.

Le cas d’un espace vectoriel

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. On note B(E) l’ensemble des bases
de E. Le groupe Aut(E) agit naturellement sur B(E) par :

L · e = L · (e1, . . . , en) := (Le1, . . . , Len).

Cette action est simplement transitive. C’est à dire qu’étant données deux bases
e et f de E, il existe un unique élément de L ∈ Aut(E) tel que L · e = f .

Définition A.0.1 (α-densité). Soit α ∈ C. On définit l’ensemble des α-densités sur E,
noté |E|α, l’ensemble des applications σ : B(E)→ R vérifiant pour tout e ∈ B(E) et
pour tout L ∈ Aut(E) :

σ(L · e) = | detL|ασ(e). (A.1)

|E|α est un C-espace vectoriel.

La simple transitivité de l’action de Aut(E) assure qu’un élément de |E|α est
entièrement défini par sa valeur sur un élément de B(E). On en déduit donc la
proposition suivante :

Proposition A.0.2. |E|α est un C-espace vectoriel de dimension 1.

La relation (A.1) a aussi du sens si L est simplement un endomorphisme de E en
posant σ(L · e) = 0 si L n’est pas bijectif. Finalement, toute famille de n vecteurs de E
pouvant s’obtenir comme image d’une base quelconque de E par un endomorphisme,
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on prolonge les α-densité à En. Les α-densités sont donc désormais des applications
de En dans C vérifiant (A.1). C’est toujours un C-espace vectoriel de dimension 1.

Opérations sur les densités :

• Le produit d’une α-densité et d’une β-densité est une (α + β)-densité.

• Soit L un isomorphisme de E dans F .

Le pull-back L∗σ ∈ |E|α d’un élément σ ∈ |F |α par L est défini par

L∗σ(e) = σ(L(e)), pour tout e ∈ En.

Le push-forward L∗ρ ∈ |F |α d’un élément ρ ∈ |E|α par L est défini par

L∗ρ(f) = ρ(L−1(f)), pour tout f ∈ F n.

Le cas d’une variété différentielle

On se place sur une variété différentielle M de dimension n. Soit α ∈ C, on
considère le fibré en droite complexe

|TM |α π−→M, (A.2)

dont la fibre au dessus de x ∈M est |TxM |α. Ce fibré est noté |Ω(M)|α.

Définition A.0.3. On appelle α-densité toute section lisse du fibré |Ω(M)|α, i.e. toute
application lisse σ : M 7→ |TM | vérifiant π ◦ σ = IdM .

Exemples :

• Sur Rn, on considère les coordonnées canoniques x1, . . . , xn et les champs de

vecteurs associées
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
. On définit alors |dx|α comme étant l’α-densité

vérifiant pour tout p ∈ Rn :

|dx|α
(

( ∂

∂x1
)p, . . . , (

∂

∂xn
)p
)

= 1.

• Soit M une variété lisse orientable de dimension n et ω une forme volume sur
M . On associe alors canoniquement une α-densité |ω|α définie pour tout p ∈M
et toute famille (e1, . . . , en) de vecteurs de TpM par :
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|ω|α(e1, . . . , en) = |ω(e1, . . . , en)|α.

Comme dans le cas des espaces-vectoriels on peut faire le produit d’une α-densité
et d’une β-densité pour donner une (α + β)-densité.

Remarque importante : Si l’on se donne une variété M et σ une α-densité sur
M partout non nulle, alors tout autre élément ρ de |M |α peut s’écrire de manière
unique sous la forme

ρ = fσ

où f est une fonction dans C∞(M). En ce sens, les α-densités peuvent être identifiées
aux fonctions C∞(M).

95



ANNEXE B

INTÉGRALES OSCILLANTES

Construction des intégrales oscillantes

On définit ici la notion d’intégrales oscillantes primordiale pour la construction des
opérateurs pseudo-différentiels et des opérateurs intégraux de Fourier. On donne
ici une construction proposée par Hörmander dans [hormander1971fourier]. On
cherche à donner du sens à une expression de la forme :

IΦ(au) =
∫∫

eiΦ(x,θ)a(x, θ)u(x)dxdθ, (B.1)

où θ ∈ RN , x ∈ X un sous-ensemble compact de Rn et u ∈ C∞0 (X). Ce type
d’expression est appelé intégrale oscillante.

Pour donner du sens à ces expressions on va considérer des fonctions a et Φ
dans des classes particulières de fonctions.

Définition B.0.1 (Symboles d’ordre m). Soit m ∈ R. On appelle classe des symboles
d’ordre m, noté Sm(X × RN), l’ensemble des fonctions a ∈ C∞(X × RN) telles que
pour tout multi-indices α ∈ NN , β ∈ Nn et pour tout compact K ⊂ X, il existe une
constante réelle Cα,β,K telle que pour tout (x, θ) ∈ K × RN

|∂αθ ∂βxa(x, θ)| ≤ Cα,β,K〈θ〉m−|α|,

De plus, on note S−∞ =
⋂
m∈R

Sm

Exemples :

— Les fonctions C∞(X × RN) qui sont des polynômes de degré m en θ sont des
éléments de Sm(X × Rn).

— La fonction définie par a(x, θ) = e−|θ|
2 est d’ordre −∞.
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Remarquons que le produit d’une fonction dans Sm1(X × RN) et d’une fonction
dans Sm2(X × RN) est alors une fonction de Sm1+m2(X × RN).

Définition B.0.2 (Fonction de phase). On appelle fonction de phase toute fonction
réelle Φ ∈ C∞(X × (RN\{0})) vérifiant les hypothèses suivantes :

— Φ est positivement homogène de degré 1 en la seconde variable, i.e. Φ(x, tθ) =
tΦ(x, θ) pour tout t > 0, x ∈ X et θ ∈ RN ,

— Φ n’a pas de point de critique, i.e. ∇Φ(x, θ) 6= 0 pour tout x ∈ X et θ ∈ RN\{0}.

Exemples :

— Si n = 2N , alors la fonction définie par Φ(x, θ) = 〈x1− x2, θ〉 avec x = (x1, x2) ∈
RN × RNest une fonction de phase sur X × RN\{0}.

On énonce maintenant un lemme technique qui permettra de faire de l’intégration
par partie pour définir les expressions de la forme B.1

Lemme B.0.3. Soit Φ une fonction phase sur X × RN .

Il existe un opérateur différentiel L sur C∞(X × RN) de la forme

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂θj
+

n∑
k=1

bk
∂

∂xk
+ c,

avec aj ∈ S0(X × RN) et bk, c ∈ S−1(X × RN) vérifiant

tLeiΦ = eiΦ,

où tL est l’adjoint formel de L défini par

tLu =
N∑
j=1

∂

∂θj
(aju) +

n∑
k=1

∂

∂xk
(bku) + cu.

Démonstration. On remarque que
∂

∂θj
eiΦ = i

∂Φ
∂θj

eiΦ et
∂

∂xk
eiΦ = i

∂Φ
∂xk

eiΦ. Mais alors,

 N∑
j=1
−i ∂Φ
∂θj
|θ|2 ∂

∂θj
+

n∑
k=1
−i ∂Φ
∂xk

∂

∂xk

 eiΦ =
 N∑
j=1
|θ|2

∣∣∣∣∣ ∂Φ
∂θj

∣∣∣∣∣
2

+
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ ∂Φ
∂xk

∣∣∣∣∣
2
 eiΦ = 1

ψ
eiΦ.
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où ψ ∈ C∞(X × (RN\{0})) est bien définie car Φ n’a pas de point critique. De plus

ψ(x, θ) est positivement homogène de degré −2 en θ puisque
∂Φ
∂θj

est homogène de

degré 0 en θ pour tout 1 ≤ j ≤ N .

Ainsi

−iψ

 N∑
j=1

∂Φ
∂θj
|θ|2 ∂

∂θj
+

n∑
k=1

∂Φ
∂xk

∂

∂xk

 eiΦ = eiΦ.

On souhaite maintenant étendre les coefficients de cet opérateur sur tout X ×RN .
On introduit une fonction χ ∈ C∞0 (RN) vérifiant χ(θ) = 1 si |θ| < 1 et χ(θ) = 0 si
|θ| > 2.

En posant

M =
N∑
j=1

(
−i(1− χ)ψ ∂Φ

∂θj
|θ|2 ∂

∂θj

)
+

n∑
k=1

(
−i(1− χ)ψ ∂Φ

∂xk

∂

∂xk

)
+ χ,

on a construit un opérateur M vérifiant MeiΦ = eiΦ. On prend alors L = tM . Les
coefficients de L sont alors :



aj(x, θ) = i(1− χ)ψ ∂Φ
∂θj
|θ|2,

bk(x, θ) = i(1− χ)ψ ∂Φ
∂xk

,

c(x, θ) =
N∑
j=1

∂

∂θj

(
−i(1− χ)ψ ∂Φ

∂θj
|θ|2

)
+

n∑
k=1

∂

∂xk

(
−i(1− χ) ∂Φ

∂xk

)
+ χ.

Ces coefficients appartiennent bien aux classes de symboles demandées.

Nous pouvons maintenant donner un sens à l’expression B.1. Ceci se fait de la
façon suivante : supposons que l’intégrale soit absolument convergente (par exemple
si m < −N ) alors dans ce cas on remplace eiΦ par ( tL)keiΦ, avec k ∈ N. Par propriété
de l’adjoint, l’expression devient :

IΦ(au) =
∫∫

eiΦ(x,θ)Lk(a(x, θ)u(x))∂xdθ. (B.2)

Or, ici Lk(au) est une fonction dans Sm−k(X × RN). Ainsi, quitte à prendre k suffi-
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samment grand (k > m+N ) l’intégrale (B.2) est absolument convergente. La valeur
de l’intégrale ne dépendant pas du k suffisamment grand choisi.

Théorème B.0.4. Soit a ∈ Sm(X×RN) et Φ une fonction de phase sur X×(RN\{0}).
Alors l’expression (B.1) définit une distribution sur X via la formule (B.2).

Régularité des distributions définies par des intégrales

oscillantes

Soit Φ une fonction de phase sur X × (RN\{0}). Dans la suite on note Φ′θ le
gradient de Φ par rapport à la variable θ. On introduit l’ensemble conique, appelé
ensemble critique de Φ, CΦ comme étant

CΦ := {(x, θ) ∈ (X × (RN\{0}))|Φ′θ(x, θ) = 0}.

De plus on note SΦ = πCΦ où π est la projection naturelle de X × (RN\{0}) sur
X.

L’une des principales propriété de ces ensembles est donnée par :

Proposition B.0.5. Soit a un symbole dans Sm(X × RN) et A la distribution définie
pour tout u ∈ C∞0 (X) par l’intégrale oscillante IΦ(au), c’est à dire

〈A, u〉 = IΦ(au).

Alors le support singulier de A est inclus dans SΦ. Autrement dit pour tout V ouvert
dans X\SΦ, il existe AV une fonction dans C∞(V ) telle que pour tout u ∈ C∞0 (V )

〈A, u〉 =
∫
AV (x)u(x)dx

Un cas important ici sera celui où CΦ est une sous variété de dimension n de
X × (RN\{0}). Pour s’assurer de cette propriété on va légérement restreindre notre
classe de fonction phase.

Définition B.0.6 (Fonction Phase non dégénérée). Une fonction phase Φ est dite
non dégénérée si la matrice
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(Φ′′θθΦ′′θx) =



∂2Φ
∂θ1∂θ1

. . .
∂2Φ

∂θ1∂θN

∂2Φ
∂θ1∂x1

· · · ∂2Φ
∂θ1∂xn

...
...

...
...

∂2Φ
∂θN∂θ1

. . .
∂2Φ

∂θN∂θN

∂2Φ
∂θN∂x1

· · · ∂2Φ
∂θN∂xn


est de rang N .

Dans le cas d’une fonction phase Φ non dégénérée, le théorème des fonctions
implicites assure immédiatement que CΦ est une sous variété de X × RN\{0} de
dimension n.

100



ANNEXE C

FAMILLES C1 D’OPÉRATEURS

Familles C1 d’opérateurs pseudo-différentiels

On commence par définir les familles d’opérateurs agissant sur les demi-densité
sur Rd puis on étendra la définition au variété par coordonnées locales. Le caractère
C1 des opérateurs est lié à leurs symboles. On se donne d’abord un intervalle J de
R. On définit la classe de symboles étudié ici de la façon suivante :

Définition C.0.1 (Classe de symbole C1). On dit que l’application t 7→ at, pour t ∈ J ,
est une famille C1 de symbole d’ordre m ∈ R si pour tout t ∈ J ,

• at est une fonction dans C∞(T ∗Rd) positivement homogène, i.e. at(x, λξ) =
λat(x, ξ) pour λ > 0 et (x, ξ) ∈ T ∗Rd ;

• L’application t 7→ at est C1 ;

• Pour tout α, β ∈ Nd et δ ∈ {0, 1} il existe une constante Cα,β > 0 telle que pour
tout (x, ξ) ∈ T ∗Rd

|∂δt ∂αx∂
β
ξ at(x, ξ)| ≤ Cα,β〈ξ〉m−|β|.

Dans ce cas, on dit que at est une famille C1 de symbole dans Sm(T ∗Rd) par
rapport à t.

Définition C.0.2 (Famille C1 de symboles formels). On appelle famille C1 de symbole
formel d’ordre m ∈ Z, une série formelle de la forme

J 3 t 7→
∑
k∈N

at,m−k ,

où pour tout k, t 7→ at,m−k est une famille C1 de symbole dans Sm−k(T ∗Rd) par
rapport à t.

Proposition C.0.3 (Lemme de Borel pour les familles de symbole C1). Toute famille
C1 de symbole formel d’ordre m ∈ Z admet une réalisation au sens où il existe at, une
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famille C1 de symbole d’ordre m, vérifiant que pour tout N ∈ N, pour tout α, β ∈ Nd et
pour tout δ ∈ {0, 1} il existe CN,α,β > 0 une constante uniforme sur tout compact de J
telle que pour tout (x, ξ) ∈ T ∗Rd :

∣∣∣∣∣∂δt ∂αx∂βξ
(
at(x, ξ)−

N∑
k=0

at,m−k(x, ξ)
)∣∣∣∣∣ ≤ CN,α,β〈ξ〉m−N−1−|β|.

Autrement dit at −
N∑
k=0

at,m−k est une famille C1 de symbole d’ordre m−N − 1 par

rapport à t pour tout N ∈ N.

Démonstration. On adapte ici la démonstration issue de [26] en rajoutant le para-
mètre t. On construit at sous la forme d’une somme de fonction bt,m−k où chaque
bt,m−k est une approximation de at,m−k.

On se donne une fonction χ dans C∞0 (Rn) vérifiant 0 ≤ χ ≤ 1, χ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1
et χ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 2. De plus on considère une suite de réels (εk)k∈N tendant vers 0
et vérifiant 0 < εk < 1 pour tout k. On définit bt,m−k(x, ξ) = (1− χ(εkξ))at,m−k(x, ξ) et
l’on pose at = ∑

k∈N
bt,m−k.

La fonction at est bien définie sur T ∗Rd, en effet pour ξ fixé la somme est en fait
finie puisque χ est à support compact et que la suite (εk) tend vers 0. Ainsi at dépend
de façon C1 de t et il est immédiat de vérifier que at est positivement homogène
par rapport à ξ. Il ne reste qu’à vérifier que at vérifie les bonnes estimations sur
ses dérivées.Remarquons d’abord que bt,m−k est une famille C1 de symboles d’ordre
m− k puisque pour tout k, at,m−k − bt,m−k est une famille C1 de symboles dans S−∞.

Soit α, β ∈ Nd, δ ∈ {0; 1} et (x, ξ) ∈ T ∗Rd. On souhaite estimer ∂δt ∂αx∂
β
ξ bt,m−k(x, ξ).

• Si |ξ| ≤ 2
εk

, on remarque que εk〈ξ〉 = (ε2
k + ε2

k|ξ|2)1/2 ≤
√

5. Ainsi

|∂δt ∂αx∂
β
ξ bt,m−k(x, ξ)| = |∂δt ∂αx∂

β
ξ ((1− χ(εkξ))at,m−k(x, ξ)) |,

= |∂βξ
(
(1− χ(εkξ))∂δt ∂αxat,m−k(x, ξ)

)
|,

≤
∑
γ≤β

Cγε
|γ|
k |∂δt ∂αx∂

β−γ
ξ at,m−k|,

≤
∑
γ≤β

Cγε
|γ|
k Cα,β,k〈ξ〉m−k−|β|+|γ|,

≤ Cα,β,k〈ξ〉m−k−|β|.
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• Si |ξ| ≥ 2
εk

alors χ(εkξ) = 0. On obtient alors la même estimation par :

|∂δt ∂αx∂
β
ξ bt,m−k(x, ξ)| = |∂δt ∂αx∂

β
ξ ((1− χ(εkξ))at,m−k(x, ξ)) |,

= |∂δt ∂αx∂
β
ξ at,m−k(x, ξ)|,

≤ Cα,β,k〈ξ〉m−k−|β|.

Remarquons de plus que pour (x, ξ) ∈ supp bt,m−k ⊂ supp (1 − χ), nous avons
l’inégalité 1 ≤ εk|ξ|. Mais alors pour tout (x, ξ) ∈ T ∗Rd nous pouvons écrire

|∂δt ∂αx∂
β
ξ bt,m−k(x, ξ)| ≤ εk|ξ||∂δt ∂αx∂

β
ξ bt,m−k(x, ξ)|

et donc
|∂δt ∂αx∂

β
ξ bt,m−k(x, ξ)| ≤ εkCα,β,k〈ξ〉m+1−k−|β|.

On choisit alors les εk tels que εk ≤ min
|α+β|≤k

1
Cα,β,k

pour tout k ∈ N. Ceci n’est pas

incompatible avec les conditions précédentes sur la suite (εk).
Finalement, pour tout α, β ∈ Nd, δ ∈ {0, 1}, k ∈ N, k ≥ |α + β| et (x, ξ) ∈ T ∗Rd

|∂δt ∂αx∂
β
ξ bt,m−k(x, ξ)|
〈ξ〉m−|β|

≤ 〈ξ〉1−k.

Vérifions maintenant que at−
N∑
k=0

at,m−k est bien dans Sm−N−1(T ∗Rd) pour N ∈ N.

On pose alors Ñ := max(|α + β|, k + 1) et l’on écrit

at −
N∑
k=0

at,m−k =
N∑
k=0

(bt,m−k − at,m−k) +
Ñ∑

k=N+1
bt,m−k +

+∞∑
k=Ñ+1

bt,m−k.

La première somme est en fait une fonction dans S−∞ puisque c’est une fonction
à support compact en ξ. La deuxième somme est une fonction dans Sm−N−1 en tant
que somme de fonctions dans cet espace. Montrons maintenant que la troisième
somme est effectivement dans Sm−N−1.

On a

1
〈ξ〉m−N−1−|β|∂

δ
t ∂

α
x∂

β
ξ

 +∞∑
k=Ñ+1

bt,m−k

 ≤ 1
〈ξ〉−N−1

+∞∑
k=Ñ+1

∂δt ∂
α
x∂

β
ξ bt,m−k

〈ξ〉m−|β|
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Par choix de Ñ , |α + β| ≤ k dans toute la somme. On peut donc appliquer les
inégalités trouvées précédement,

1
〈ξ〉m−N−1−|β|∂

δ
t ∂

α
x∂

β
ξ

 +∞∑
k=Ñ+1

bt,m−k

 ≤ +∞∑
k=Ñ+1

〈ξ〉N+2−k ≤ 〈ξ〉
1+N−Ñ

1− 〈ξ〉−1 .

Remarquons enfin que sur le support de bt,m−k, 〈ξ〉 ≥
√

2 et que 1 +N − Ñ ≤ 0,
on en déduit donc que

1
〈ξ〉m−N−1−|β|∂

δ
t ∂

α
x∂

β
ξ

 +∞∑
k=Ñ+1

bt,m−k

 ≤ √
2√

2− 1
.

Finalement at−
N∑
k=0

at,m−k est bien une famille C1 de symboles d’ordres m−N − 1
par rapport à t pour tout N ∈ N.

Définition C.0.4 (Famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels). On dit qu’une famille
d’opérateurs Pt agissant sur les demi-densités sur Rd est une famille C1 d’opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre m si ils sont donnés par un noyau de Schwartz KPt de la
forme

KPt(x, y) := 1
(2π)d

∫
Rd
ei〈x−y,ξ〉at(x, ξ)dξ|dx|

1
2 |dy|

1
2 ,

où at est une famille C1 de symbole dans Sm(T ∗Rd).
Autrement dit pour toute demi-densité u|dx| 12 sur Rd on a

Pt(u|dx|
1
2 ) =

(
1

(2π)d

∫
Rd×Rd

ei〈x−y,ξ〉at(x, ξ)u(y)dξdy
)
|dx|

1
2

Définition C.0.5 (Famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels sur une variété). On
dit qu’une famille d’opérateurs Pt agissant sur |Ω(M)| 12 ,où M est une variété, est une
famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m si, pour toute carte κ : U 7→ Ũ
d’un ouvert de Rd vers un ouvert de M , l’opérateur P̃t,κ défini par le diagramme
commutatif suivant

|U| 12 Pt−→ |U| 12
κ ↑ ↑ κ

|Ũ | 12 P̃t,κ−−→ |Ũ| 12

est de la forme de la définition C.0.4
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Familles C1 d’opérateurs intégraux de Fourier

On considère d’abord une famille C1 d’immersions Lagrangiennes exactes

ιt : Λ→ T ∗M, t ∈ J.

C’est à dire que l’application J 3 t 7→ ιt ∈ C∞(Λ, T ∗M) est C1, ιt est une immersion
et le pull back de la 1-forme de Liouville sur T ∗M , ι∗(ξdx), est exact pour tout t ∈ J .
Il existe alors une famille de fonction ft ∈ C∞(Λ), C1 par rapport à t, telle que

ι∗(ξdx) = dft.

On considère une famille C1 de fonction de phase non-dégénérées Φt qui génèrent
localement Λt.

Etant donnée une famille C1 de symbole at, t ∈ J , dans Sm+(d−2N)/4(V ), on peut
définir une famille C1 de demi-densités oscillantes d’ordre m par :

IΦt,at(x)|dx| 12 =
( 1

2π

)(d+2N)/4 (∫
RN
eiΦt(x,θ)at(x, θ)dθ

)
|dx|

1
2 . (C.1)

Ces demi-densités oscillantes sont des distributions sur les demi-densités dont
l’action sur une demi-densité test ψ(x)|dx| 12 est donnée par :

〈IΦt,at(x)|dx| 12 , ψ(x)|dx| 12 〉 =
( 1

2π

)(d+2N)/4 ∫
RN
eiΦt(x,θ)at(x, θ)ψ(x)dθdx.

Définition C.0.6 (Famille globale de demi-densités oscillantes). On appelle famille
globale C1 de demi-densités oscillante d’ordre m associées à Λt toute distribution ut
sur les demi-densités ayant pour expression locale :

ut(x) =
∑
j

IΦjt ,a
j
t
(x)|dx| 12

où

• La somme sur j est finie ;

• Les fonctions phase Φt
j sont définies sur Vj ⊂ Rd × RNj et telles que ΛΦjt

⊂ Λt

• Les symboles ajt sont dans Sm+(d−2N)/4(Vj).

L’ensemble de ces éléments est noté Im(M,Λt; Ω 1
2 (M)).
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On peut associer un symbole principal à chaque expression de la forme (C.1).
Le symbole principal d’un élément de Im(M,Λt; Ω 1

2 (M)) étant alors la somme des
symboles principaux des demi-densités oscillantes qui le composent.

On considère donc IΦt,at une telle expression. Le symbole principal de IΦt,at sera
une expression de la forme :

σt = σ1,t ⊗ σ2,t

où σ1,t est une famille C1 de section du fibré |Ω(Λt)|1/2 et σ2,t est une section du fibré
de Keller-Maslov M(Λt). Plus précisément :

• σ1,t est obtenue à partir de am+(d−2N)/4,t, le terme principal de at, et Φt par la
construction suivante :

On construit d’abord une forme de Leray dCΦt
sur CΦt , c’est à dire une n−forme

vérifiant

dCΦt
∧ ∂Φt

∂θ1
∧ · · · ∧ ∂Φt

∂θN
= dx1 ∧ · · · ∧ dxd ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθN

Cette forme de Leray peut s’obtenir en se donnant, pour tout t, un système de
coordonnées λt = (λ1,t, · · · , λd,t) sur CΦt prolongées en des coordonnées sur
un voisinage de CΦt. On a alors dCΦt

= btdλt où :

bt = dx1 ∧ · · · ∧ dxd ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθN

dλ1,t ∧ · · · ∧ dλd,t ∧
∂Φt

∂θ1
∧ · · · ∧ ∂Φt

∂θN

,

=

det


∂λt
∂x

∂λt
∂θ

∂2Φt

∂x∂θ

∂2Φt

∂θ2



−1

On transporte alors la demi-densité
√
dCΦt

sur Λ par ιt et ιΦt pour obtenir :

σ1,t = (ι−1
t ◦ ιΦt)∗

(
at,m+(d−2N)/4

√
dCΦt

)
.

Remarquons que σ1,t est alors homogène de degré m+ d

4 puisque at,m+(d−2N)/4

est homogène de degré m+(d−2N)/4 tandis que dCΦt
est homogène de degré

N puisque bt est homogène de degré N − d et dλt est homogène de degré d.

106



• σ2,t est une section du fibré de Keller-Maslov M(Λ). Ce fibré est un fibré en
droite complexe au dessus de Λ avec pour fonction de transition ei

π
4 (sgnϕθθ−sgnψθ̃θ̃)

sur Λϕ ∩ Λψ ⊂ Λ.

Finalement le symbole principal d’un élément IΦt,at ∈ Im(M,Λt; |Ω(M)| 12 ) est un
élément de l’ensemble Sm+d/4(Λ, |Ω(Λ)| 12 ⊗M(Λ)).

On peut étendre la notion de demi-densité oscillante à des fibrés vectoriels. Si l’on
se donne E un fibré vectoriel au dessus de M , alors on note Im(M,Λt; |Ω(M)| 12 ⊗E)
l’ensemble des demi-densités oscillantes d’ordre m à valeurs dans les sections de E.
Autrement dit un élément I de cet ensemble est donné dans une trivialisation U de E
par un vecteur de densités (I1, . . . , In) où n est la dimension des fibres de E. Si l’on
considère u une section du fibré |Ω(M)| 12 ⊗ E, donnée par un vecteur (u1, . . . , un)
dans U , alors l’action de I sur u est donnée par le vecteur

〈I, u〉 = (I1u1, . . . Inun).

Le symbole d’un tel élément appartenant alors à l’ensemble Sm+d/4(Λt, |Ω(Λt)|
1
2 ⊗

M(Λt)⊗ Et) où Et est le relévement du fibré E sur Λt.
Soient deux variétés M1 et M2. On munit leurs fibrés cotangents de leurs struc-

tures symplectiques canoniques respectives. On note ωj la forme symplectique
canonique sur T ∗(Mj). On considère la variété symplectique T ∗(M2)× T ∗(M1) mu-
nie de la forme ω2 − ω1. On appelle famille C1 de relations exactes canoniques
Ct, t ∈ [0, δ] de T ∗(M1) sur T ∗(M2) une famille C1 d’immersions lagrangiennes exactes
ιt : C → T ∗(M2)× T ∗(M1). Pour toute famille C1 de relations canoniques exactes Ct,
on associe une famille C1 de sous variétés Lagrangiennes exactes C ′t de T ∗(M2×M1)
définie par la famille d’immersions Lagrangiennes ι′t : Ct → T ∗(M2×M1) où ι′t = j ◦ ιt
et

j : T ∗(M2 ×M1) −→ T ∗(M2)× T ∗(M2)

(x2, x1, ξ2, ξ1) 7−→ (x2, ξ2, x1,−ξ1)

Définition C.0.7 (Famille C1 d’opérateurs intégraux de Fourier). On appelle famille C1

d’opérateurs intégraux de Fourier d’ordre m associés à Ct toute famille d’opérateurs
At

At : C∞0 (M1, |Ω(M1)| 12 )→ C∞(M2, |Ω(M2)| 12 )
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dont les noyaux de Schwartz KAt forment une famille C1 de demi-densités oscillantes
d’ordre m associés à C ′t i.e. KAt ∈ Im(M2 ×M1, C

′
t; |Ω(M2 ×M1)| 12 ).

Le symbole principal d’une famille d’opérateurs intégraux de Fourier est le symbole
principal de la famille de noyaux de Schwartz associés. Si l’on note di la dimension de
Mi, le symbole principal d’un élément de Im(M2×M1, C

′
t; |Ω(M2×M1)| 12 ) appartiendra

à l’ensemble Sm+(d1+d2)/4(C ′t, |Ω(C ′t)|
1
2 ⊗M(C ′t)).

On peut ici aussi, de façon plus générale, se placer dans le cas de fibrés sur M1

et M2 et regarder des familles d’opérateurs intégraux de Fourier agissant sur les
sections de ces fibrés. Si l’on se donne E1 et E2 des fibrés vectoriels sur M1 et M2

respectivement, on définit des familles C1 d’opérateurs intégraux de Fourier At :

At : C∞0 (M1, |Ω(M1)| 12 ⊗ E1)→ C∞(M2, |Ω(M2)| 12 ⊗ E2).

Le noyau de ceux ci étant alors un élément KAt de Im(M2 × M1, Ct; |Ω(M2 ×
M1)| ⊗ Hom(E1, E2)). Le fibré Hom(E1, E2) est défini comme le fibré au dessus de
M2 ×M1 dont la fibre en (y, x) consiste en les applications linéaires (E1)x → (E2)y.

Le symbole principal σ(KAt) d’un tel élément appartenant à l’ensemble

Sm+(d1+d2)/4(Ct, |Ω(Ct)|
1
2 ⊗M(Ct)⊗ ̂Hom(E1, E2))

où ̂Hom(E1, E2) est le relevé du fibré Hom(E1, E2) sur Ct.

Nous nous intéresserons principalement à des familles d’opérateurs intégraux
de Fourier dont la relation canonique est le graphe d’une famille de symplectomor-
phismes. Étant donné χt : X → Y une famille C1 de symplectomorphismes, le graphe
de χt

Cχt := {χt(x), x} ⊂ T ∗Y × T ∗X

est une famille C1 de sous variétés lagrangiennes de T ∗Y × T ∗X munie de la forme
symplectique ωY − ωX .

On peut donc considérer la classe de famille C1 d’opérateurs intégraux de Fourier
associés à C ′χt.

En général la composition d’opérateurs intégraux de Fourier n’est pas un opéra-
teur intégral de Fourier. Il existe néanmoins des conditions nécessaires pour assurer
que la composition soit encore un opérateur intégral de Fourier [16]. Dans le cas

108



des opérateurs dont la relation canonique est le graphe d’un symplectomorphisme la
composée est toujours un opérateur intégral de Fourier.

Si l’on considère trois variétés X, Y et Z compactes et deux familles C1 de
symplectomorphismes

χt : T ∗X → T ∗Y, ψt : T ∗Y → T ∗Z

alors la composée de deux familles C1 d’opérateurs intégraux de Fourier At d’ordre
mA et Bt d’ordre mB assocciés respectivement à C ′χt et C ′ψt est une famille C1

d’opérateurs intégraux de Fourier d’ordre mA +mB associés à la relation canonique
C ′ψt◦χt.

Enfin un dernier résultat traitant du cas de la composition d’une famille d’opé-
rateurs intégraux de Fourier avec une famille d’opérateur pseudo-différentiels dont
la famille de symboles principaux s’annulent sur la famille de relations canoniques
associés aux FIO inspiré de [24].

Théorème C.0.8. Soit Pt une famille C1 d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre k
agissant sur les demi-densités de M2 de symboles principaux pt,m et sous-principaux
pt,m−1. Soit Ct une famille C1 de relations canoniques exactes de T ∗M1 sur T ∗M2.
Soit At une famille C1 d’opérateurs intégraux de Fourier de noyaux de Schwartz KAt ∈
Ik
′(M2×M1, C

′
t, |Ω(M1×M2)| 12 ) et de symboles principaux σt ∈ Sk

′+(m1+m2)/4(Ct, |Ω(Ct)|
1
2⊗

M(Ct)).
On suppose que pt,m est nul sur la projection de Ct sur M2. Alors PtAt est une

famille C1 d’opérateurs intégraux de Fourier d’ordre k+ k′− 1 de noyaux de Schwartz
KPtAt dans Ik+k′−1(M2 ×M1, C

′
t, |Ω(M2 ×M1)| 12 ) et de symboles principaux

1
i
LHpt,mσt + pt,m−1σt,

où Hpt,m est le champ hamiltonien associé à pt,m puis relevé sur T ∗M2 × T ∗M1

par la projection sur le premier facteur.

On trouvera une idée de démonstration dans [8].
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Titre : Invariants iso-spectraux et théorèmes KAM

Mot clés : Rigidité spectrale, Théorie KAM, Quasi-modes, Forme normale de Birkhoff

Resumé : L’objectif de ce travail est d’établir
des résultats de rigidité spectrale pour des fa-
milles C1 d’opérateurs (pseudo-)différentiels
elliptiques auto-adjoints Pt, t ∈ [0, δ], sur une
variété lisse compacteM sans bord de dimen-
sion n ≥ 2. Dans les deux premiers chapitres,
on étudie des hamiltoniens proches d’un ha-
miltonien intégrable qui est non dégénéré au
sens de Kolmogorov (Système KAM). On y
construit une forme normale de Birkhoff au
voisinage de chaque tore KAM ayant une fré-

quence diophantienne. Dans les chapitres 3
et 4 on établit une forme normale de Birkfoff
quantique afin de construire des familles C1

de quasi-modes. Ces dernières permettent
de relier les propriétés spectrales de Pt aux
propriétés dynamiques des tores KAM. Les
deux derniers chapitres proposent des appli-
cations en lien avec la transformée de Radon
ainsi qu’une étude sur les surfaces de rota-
tion.

Title : Isospectral invariants and KAM theorems

Keywords : Spectral rigidity, KAM theory, Quasi-modes, Birkhoff normal form

Abstract : The aim of this work is to obtain
spectral rigidity results for C1 families of elliptic
self-adjoint (pseudo-)differential operators Pt,
t ∈ [0, δ], on a smooth closed manifold M of
dimension n ≥ 2. In the first two chapters, we
investigate Hamiltonians close to a given inte-
grable Hamiltonian which is non-degenerate
in the sense of Kolmogorov (KAM system).
This allows us to obtain a Birkhoff normal
form in a neighborhood of any KAM tori with a

Diophantine frequency. In the third and fourth
chapters, we construct a quantum Birkhoff
normal form and obtain C1 families of quasi-
modes. Using the quasi-modes, we establish
a connection between the spectral properties
of Pt and the dynamical properties of the KAM
tori. The last two chapters provide applica-
tions of these results to the Radon transform
and the surfaces of revolution.
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