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Nomenclature

c Corde

C Centre de pousée

CD Coefficient de Trainée

CL Coefficient de portance

G Centre de gravité

ky Raideur du ressort en y

kθ Raideur du ressort spiral

m Masse de la structure
−→n Vecteur unitaire normal à l’interface

p Pression du fluide

t Temps

u Vitesse du fluide

u0 Vitesse initiale du fluide

w Vitesse de déplacement du domaine fluide

β Position (angle d’incidence) en équilibre du foil

Γ Interface Fluide structure

ΓI Interface entrée fluide

ΓO Interface sortie fluide

ΓW Interface bords fixes

∆t Pas de temps

ξ Position de la structure

ξf Déplacement du domaine fluide

θ Angle de rotation du foil

θ0 Valeur initiale de θ à t = t0

µ Viscosité dynamique du fluide

ν Viscosité cinématique du fluide

ρf Masse volumique du fluide

σf Contrainte fluide

σs Contrainte structure

Ωf Domaine du fluide
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Ωs Domaine de la structure

∂Ω∗ Frontière de Ω∗

ωy Pulsation propre du système suivant y

ωθ Pulsation propre du système suivant θ

Fy Force dans la direction −→y (Portance)

Fx Force dans la direction −→x (Trainée)

MF/0 Moment de la force F au point O

E Centre élastique (Centre de rotation)

J Moment d’inertie de la structure par rapport à E

Y Position de la structure suivant l’axe −→y
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INTRODUCTION

La simulation des problèmes couplés (ou multiphysiques) a connu un essor considérable

ces dernières années. Ce développement est dû, en particulier, au besoin d’une simulation

plus réaliste dans l’industrie, au progrès de la modélisation, au développement des méthodes

de résolutions numériques mais aussi aux performances croissantes des calculateurs. Parmi

ces problèmes couplés, on distingue l’interaction fluide-structure (IFS).

On parle d’interaction fluide structure lorsque la dynamique d’une structure est modi-

fiée par un fluide et dont le déplacement de la structure modifie localement l’écoulement.

En exemple, la présence d’un drapeau modifie l’écoulement (local) autour de celui-ci. Ré-

ciproquement, l’écoulement définit le battement du drapeau. Le mouvement de l’un affecte

l’autre.

Les domaines d’application sont très vastes, trois grands axes sont toutefois bien dé-

finis sur lesquels des communautés se sont développées. En premier lieu, l’aéroélasticité,

regroupe les applications où la structure se déplace à grandes vitesses (ailes d’avion, pâles

d’hélice d’un hélicoptère, surface de contrôle d’un missile, · · · ), le déplacement d’une struc-

ture très souple (voile, planeur, déploiement d’un airbag, · · · ), l’étude des grandes structures

(tablier d’un pont, écoulement autour d’un gratte-ciel, grand réservoir, · · · ). En second

lieu, les applications en hydrodynamique, les applications marines (coque des sous marins,

les surfaces de contrôles d’une torpille, les pâles d’hélices marines, · · · ), les énergies renou-

velables (pâles d’hydrolienne, pelamis, · · · ), les grandes structures (plate-forme pétrolière,

navire, ...). En troisième lieu, la médecine, qui étudie les écoulement internes (aortes, écou-

lements sanguins, l’anévrisme, ...). L’interaction fluide structure peut être vue également

1
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dans d’autres domaines aussi importants que les autres, en environnemental, en biomimé-

tisme, · · · . D’importants travaux scientifiques sont donc faits sur ces domaines respectifs,

démontrés et confrontés à des résultats expérimentaux.

Dans ce processus vers une simulation plus réaliste, les récentes recherches s’orientent

vers l’extension du couplage fluide-structure en prenant en compte d’autres phénomènes

physiques. Entre autres, on peut citer l’acoustique (étude du bruit propre d’une antenne

sonar [Gobert, 2009], · · · ), le thermique (échangeurs des centrales nucléaires, · · · ), la ca-

vitation (étude des pâles d’hélices marines, pâles des aubes de turbines, · · · ), · · · . Cepen-

dant, cette approche relève d’un défi en simulation numérique. Faire un couplage revient

à rassembler plusieurs modèles et plusieurs méthodes de résolutions numériques. Plusieurs

questions se posent : doit on modéliser le système comme étant un seul et unique système

ou va t-on privilégier l’échange d’information via une interface de couplage ? Quel outil

utilise t-on pour la modélisation ? Quelle méthode de résolution numérique est adaptée au

modèle ? Une fois ces étapes effectuées, l’analyse et l’interprétation des résultats obtenus

nécessitent également la compréhension de chaque domaine. Par exemple, si une solution

diverge, l’origine peut être multiple : le problème est physiquement instable ou la méthode

utilisée ne correspond pas à la physique ou la méthode de couplage n’est pas adaptée ou

la divergence est simplement le résultat de l’accumulation de tous ces problèmes.

L’interaction fluide structure apparaît lorsqu’une structure est en contact avec un fluide.

L’écoulement du fluide influe ainsi sur la dynamique de la structure et le déplacement

de celle-ci modifie localement l’écoulement du fluide. Dans ce chapitre, nous présentons

quelques approches et méthodes utilisées dans la littérature, pour l’étude de cette classe

de problème. Notre apport sur le sujet et le domaine d’application de notre étude seront

ainsi clarifiés.

L’étude des problèmes d’IFS peut être réalisée avec trois méthodes différentes mais

complémentaires. Méthodes théoriques, avec lesquelles la solution du problème couplé est

obtenue analytiquement [Jang et al., 2013]. De telles techniques sont difficiles à mettre en

œuvre et encore impossibles dans le cas de la plupart des problèmes industriels. Dans la

plupart des cas, les résultats issus de ces méthodes ne sont possibles qu’après plusieurs

simplifications du problème. L’IFS est également étudiée avec des méthodes expérimen-

tales. Son utilisation s’accompagne de la mise en place d’un banc expérimental, générale-

ment coûteux. Plusieurs études ont été effectuées avec cette approche [Ducoin et al., 2012,
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sité volumique
−→
f e(r, t) et par des forces externes de densité surfacique

−→
t e(r, t) s’exerçant

sur la frontière Γ de normale n est régi par les équations de la mécanique des milieux

continus sous la forme [Axisa, 2001a] :

ρs v̈ −∇ · σs =
−→
f (e)(r, t) ∀ r ∈ Ωs (a)

σs · n =
−→
t (e)(r, t) ∀ r ∈ Γ (b)

(1)

où v(r, t) est le champ de déplacement défini en tout point de Ωs, r le vecteur position et

σs le tenseur des contraintes du solide. Le système peut être excité par les efforts, mais

aussi par des mouvements imposés de ces points.

La mécanique des milieux continus considère également le fluide comme étant un milieu

déformable, comparable à un solide [Axisa, 2001b]. Les deux systèmes d’équations peuvent

être écrit en formulation lagrangienne, toutefois pour des raisons pratiques la formulation

eulérienne est généralement utilisée pour l’équation du système fluide. Ainsi, le système

couplé est régi par l’ensemble des systèmes d’équations fluides et structure, qui sont munis

des conditions aux limites et des conditions de couplage à l’interface Γ. Le couplage inter-

vient à l’interface fluide-structure Γ et s’exprime sous la forme suivante :

– A l’interface fluide structure, le mouvement fluide est le même que celui du solide

– L’interface fluide - structure est en équilibre local. En conséquence, les contraintes

σs et σf sont en équilibre.

Les échanges d’énergie et quantité de mouvement se font à l’interface fluide-structure par

le principe d’action/réaction. On montrera dans le prochain chapitre que la vérification

de ce principe permet également de mesurer la performance d’un schéma de couplage en

simulation numérique [Michler et al., 2003].

Méthode de couplage en IFS

Il existe plusieurs méthode de résolution numérique d’un problème couplé en interac-

tion fluide-structure. La figure (2) présente un classement des méthodes les plus utilisées

[Jus, 2011, Jürgens, 2009]. On distingue deux catégories de schéma de couplage, les algo-

rithmes monolithiques et les algorithmes partitionnés.
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Méthode de couplage

Monolithique Partitionné

Méthodes algébriques Décalés

Pénalisation Multiplicateurs de Lagrange Explicites Semi-implicites Implicites

Fig. 2 – Méthodes de couplage fluide-structure [Jus, 2011, Jürgens, 2009]

Méthode de couplage monolithique

Les algorithmes monolithiques consistent à résoudre simultanément le problème fluide

et le problème structure. La position du maillage du domaine fluide ainsi que toutes les

grandeurs physiques du fluide et de la structure deviennent ainsi des inconnues du pro-

blème [Benaouicha, 2007].

Considérons un problème couplé de deux champs scalaires Xf et Xs (Fig. 3). Les deux

champs sont identifiés respectivement par les variables x(t) et y(t) et gouvernés par le

système d’équations différentielles suivant :







af ẋ+ bf x+ cf y = f(t)

as ẏ + bs y + cf x = g(t)
(2)

où f(t) et g(t) sont des forces appliquées au système. Le problème peut être discrétisé en

utilisant le schéma implicite d’Euler suivant,

xn+1 = xn +∆t ẋn+1 et yn+1 = yn +∆t ẏn+1 (3)

où xn = x(tn), yn = y(tn). Le système discrétisé peut alors s’écrire sous la forme matricielle

suivante :





af + bf ∆t cf ∆t

cs∆t as + bs∆t









xn+1

yn+1



 =





∆t fn+1 + af x
n

∆t gn+1 + as y
n



 (4)
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où (x0, y0) est donné par les conditions initiales. La solution du problème couplé (xn+1, yn+1)

est ainsi obtenue simultanément à chaque instant. Pour la résolution de ce problème ma-

triciel, il est nécessaire d’avoir accès à toutes les variables de chaque sous-problème

[Felippa et al., 2001]. Pour un problème plus complexe, la taille du système algébrique à

résoudre peut être prohibitif.

Xf

Xs

f(t) x(t)

g(t) y(t)

Fig. 3 – Champs scalaires couplés

Blom [Blom, 1998] a appliqué l’approche monolithique pour la résolution numérique du

problème de piston. Des travaux plus récents appliquent cette méthode à des cas plus com-

plexes : on peut citer à titre d’exemples les travaux de Rugonyi, Bathe et al. [Rugonyi et Bathe, 2001,

Bathe et al., 1995, Bathe et Zhang, 2004], Hron et al. [Hron et Turek, 2006], Heil [Heil, 2004]

· · · . L’intégration simultanée permet de garantir la conservation de l’énergie locale à l’inter-

face et d’avoir un schéma stable, précis et qui supporte mieux les grands déplacements de la

structure. Toutefois la mise en oeuvre reste assez difficile lorsque la géométrie est complexe.

Méthode de couplage partitionnée

Les algorithmes de couplage partitionnés sont les plus utilisés à ce jour. L’algorithme se

base sur le principe d’échange d’information à l’interface entre le solveur fluide et le solveur

structure. On distingue deux catégories de cette approche : les méthodes algébriques et les

méthodes décalées (différentielles). Dans le cas des méthodes algébriques, le système couplé

est d’abord discrétisé en espace avant d’être décomposé en deux sous domaines fluide et

structure. L’idée générale des méthodes algébriques est d’introduire des multiplicateurs de

Lagrange afin de satisfaire l’équation algébrique de l’interface. Tandis que dans le cas des

méthodes décalées, le système est d’abord divisé en deux sous domaines fluide et struc-

ture avant d’être discrétisé chacun de son coté [Felippa et al., 2001]. Le principe consiste

à résoudre le problème fluide d’un côté et le problème structure de l’autre. Le couplage

des deux problèmes est réalisé à l’aide des algorithmes de couplage. Le solveur fluide et
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le solveur structure sont indépendants, ce qui facilitent la mise en oeuvre du couplage et

qui permettent de bénéficier des avancées réalisées dans les méthodes de résolution des

problèmes de la mécanique des fluides et de la mécanique des structures.

Considérons, comme exemple, les mêmes champs scalaires Xs et Xf présentés dans le

système d’équation (2) et le schéma implicite d’Euler (Eq. 3) pour la discrétisation en

temps. Alors la solution du système couplé (xn+1, yn+1) est donnée par :

(

af + bf ∆t 0

cs∆t as + bs∆t

) (

xn+1

yn+1

)

=

(

∆t fn+1 + af x
n +∆t yn+1

p

∆t gn+1 + as y
n

)

(5)

où yn+1
p peut prendre différentes valeurs. Le premier choix consiste à prendre yn+1

p = yn.

Le second consiste à effectuer une prédiction sur la position qu’aura y à l’instant n+1, en

exemple [Felippa et al., 2001] : yn+1
p = yn +∆t ẏn. Un exemple de processus de résolution

du problème couplé des deux champs scalaires est donné par

1. Prédiction de la position y, yn+1
p = yn +∆t ẏn

2. Avance en temps de x, xn+1 =
1

af + bf ∆t
(∆t fn+1 + af x

n +∆t yn+1
p )

3. Echange d’information entre solveur, xn+1 = xn+1

4. Avance en temps de y, yn+1 =
1

as + bs∆t
(gn+1 + as y

n − cs∆t xn+1)

Plusieurs techniques ont été développées afin de pallier à ce décalage. Il est possible d’ob-

tenir yn+1
p ≈ yn+1 , mais la réalisation de ce dernier nécessite une résolution itérative du

système (Eq. 5) et plusieurs corrections. Ainsi, plusieurs des étapes présentées ci-dessus

seront re-exécuter pendant un seul pas de temps, ce qui a pour conséquence immédiate

d’alourdir le calcul.
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Méthodes de frontières immergées

La méthode de frontières immergées (FI) est l’une des méthodes utilisées pour la ré-

solution des problèmes d’interaction fluide-structure. Introduite par Peskin [Peskin, 1972]

pour la simulation des mécanismes cardiaques et ses flux sanguins, la méthode était nova-

trice car la simulation est effectuée sur une grille cartésienne eulérienne non adaptée à la

géométrie du coeur.

Depuis, cette méthode a connu plusieurs variantes et plusieurs améliorations. Les mé-

thodes des frontières immergées se sont avérées comme un outil de simulation puissant

pour la résolution d’un problème couplé en interaction fluide-structure, grâce à leur capa-

cité de suivre une interface de géométrie quelconque sans aucune stratégie de remaillage

ni de déplacement de maillage. Dans [Sotiropoulos et Yang, 2013], les auteurs ont effectué

une synthèse des différentes approches développées jusqu’à aujourd’hui. Les équations de

Navier-Stokes sont résolues avec un maillage fixe qui peut être cartésien, curviligne ou

non structuré. Les interfaces fluide-structure sont représentées par des maillages indépen-

dants et leurs effets sur l’écoulement sont prises en comptes, soit par des forces fictives

introduites dans l’équation de Navier-Stokes, soit en modifiant localement la structure du

maillage. La principale difficulté dans les méthodes FI se présente lorsqu’il s’agit d’imposer

les conditions de bords sur la frontière. C’est également cette étape qui différencie une mé-

thode de frontières immergées d’une autre [Hovnanian, 2012]. Cette méthode a été utilisée

pour le développement de la méthode de décomposition de modèles par POD en inter-

action fluide-structure [Liberge, 2008, Liberge et Hamdouni, 2010]. Cette méthode permet

un gain considérable de temps de calcul et de capacité de stockage de données.

Méthode de Lattice Boltzman

La méthode de Lattice Boltzman (LBM) suscite un grand intérêt car elle est bien adap-

tée au calcul parallèle à haute performance. La méthode est largement utilisée en mécanique

des fluides. La difficulté a été de prendre en compte la mobilité du domaine en appliquant les

conditions à l’interface. Les récents développements offrent cette possibilité et permettent

de traiter les problèmes couplés fluides-structures. Krafczyk et al. [Krafczyk et al., 2001]

ont utilisé la méthode LBM pour la simulation des valves cardiaques artificielles. Le même

principe que la méthode de frontières immergées est utilisé pour la discrétisation spatiale.

A savoir le maillage du domaine fluide est fixe et celui de la structure est inclus dans le

domaine fluide. De Rosis et al. [De Rosis et al., 2013] ont utilisé la méthode LBM pour la
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résolution de l’équation du fluide couplée à la méthode des éléments finis pour la résolution

de l’équation de la dynamique de la structure. Le couplage des deux problèmes fluide et

structure a été réalisé avec trois algorithmes de couplage décalés. Une étude de Meldi et al.

[Meldi et al., 2013] propose une nouvelle approche de la méthode LBM avec une formula-

tion ALE de l’équation de Boltzmann. La méthode est appliquée pour la résolution d’un

problème académique et les résultats obtenus sont d’une bonne précision et la méthode est

robuste et stable. Toutefois, elle est très sensible à la taille des mailles dynamiques.

Méthode SPH

Initialement utilisée dans l’astronomie [Gingold et Monaghan, 1977], la méthode SPH

(Smoothed particle hydrodynamics) s’avère un outil intéressant pour la résolution des pro-

blèmes couplés en interaction fluide-structure. Il s’agit d’une méthode lagrangienne et fait

partie des méthodes dites sans maillage. Plusieurs approches sont disponibles pour le trai-

tement des conditions aux limites, que ce soient pour une frontière fixe ou mobile. Les avan-

tages et inconvénients de chaque méthode sont présentés dans les travaux de Monaghan

et al. [Monaghan et Kajtar, 2009]. Elle peut être utilisée pour la résolution d’un problème

complet en interaction fluide-structure (fluide et structure) [Antoci et al., 2007] ou couplée

à la méthode des éléments finis pour la résolution de l’équation de la dynamique de la struc-

ture [Yang et al., 2012, Thiyahuddin et al., 2013]. Une étude 3D d’un écoulement à travers

un obstacle lors d’une rupture de barrage a été effectuée dans [Marrone et al., 2011]. Les

résultats obtenus sont en bon accord avec ceux obtenus avec d’autres méthodes.

Méthode Level-Set

La description de l’interface avec une approche Level-set donne une nouvelle manière

de formuler un problème d’interaction fluide-structure. Legay [Legay et al., 2006] présente

cette approche avec une méthode d’Euler-Lagrange. Une description Eulérienne est utilisée

pour le fluide et une description Lagrangienne pour la structure. Le maillage du domaine

fluide demeure fixe et indépendant de la modification du domaine structure ainsi que le

maillage de ce dernier. L’interface de contact entre les domaines fluide et structure est

définie par une fonction Level set. Les continuités des efforts et de la vitesse sont imposées

par des multiplicateurs de Lagrange et un coefficient de pénalité, introduites dans les

équations de conservation de la masse et du moment. Une comparaison des performances de

cette méthode par rapport aux autres méthodes de couplage en interaction fluide-structure
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en 1-d et 2-d est présentée dans [Arienti et al., 2003]. La méthode reproduit très bien les

phénomènes observés sur les cas tests et la précision à l’interface est d’au moins du première

ordre en espace.

Contexte et objectifs

L’Institut de Recherche de l’École Navale (IRENav) est un centre de recherche orienté

vers le domaine maritime et de son développement durable. L’Interaction Fluide-Structure

(IFS) et les écoulements diphasiques font partie des thématiques de recherche développées

au sein du groupe mécanique et énergie en environnement naval. Le domaine d’expertise

s’applique sur les corps portants et les corps profilés. De récents travaux ont été effectués

afin de jumeler les deux domaines (IFS et écoulement diphasique). A ce sujet, des études

expérimentales on été effectuées sur l’IFS en écoulement cavitant sur un hydrofoil. Une

première approche a également été effectuée en simulation numérique [Gaugain, 2013].

Cette thèse s’inscrit dans ce programme de recherche relatif à l’utilisation d’hydrofoil

flexible en mouvement pour des applications navales. Elle relève du dimensionnement des

surfaces de contrôles innovantes pour des applications navales (gouvernes, safrans, stabili-

sateurs, pales d’hélices) qui peuvent être soumises à des dynamiques plus ou moins rapides

pour lesquelles la prédiction des chargements hydrodynamiques, des déformations et des

contraintes est un élément essentiel pour le concepteur. Dans ce contexte, la thèse est

concentrée sur l’aspect modélisation et algorithmes de couplage en interaction fluide.

L’objet de cette thèse est d’analyser les algorithmes de couplages décalés à travers un

problème académique, avec lequel le couplage est traité dans sa globalité. L’étude est axée

sur la modélisation et les méthodes de résolutions numériques des problèmes fluide structure

en utilisant les algorithmes de couplage décalés. Nous appliquons ensuite ces méthodes à un

problème d’interaction fluide structure relatif à un hydrofoil en mouvement immergé dans

un fluide visqueux. Enfin, une première approche des IFS dans un écoulement cavitant est

aussi effectuée en étudiant la dynamique vibratoire du problème couplé due à la variation

de la masse ajoutée dans un fluide non-homogène. Un modèle simplifié de la poche de

cavitation est considéré pour la réalisation de cette dernière étude.

Plan de la thèse

Le premier chapitre présente le travail sur les algorithmes de couplage en IFS, appliqué

à la résolution de l’équation de Burgers dans un domaine borné, dont l’une des interfaces est



INTRODUCTION 11

mobile. Les problèmes fluide et structure peuvent être formulés en opérateurs non-linéaire

et linéaire dont le couplage forme un système non unique non linéaire. Le problème couplé

est formulé en un problème du point fixe et résolu à l’aide d’un processus itératif. Quatre

schémas de couplages sont ainsi obtenus et appliqués au même problème avec lequel une

étude comparative sur leurs performances est effectuée. L’équation de Burgers en domaine

mobile est résolu en élément finis/différence finie et l’équation de l’interface par différence

finie. Un code en langage Fortran, spécialement dédié à la résolution du problème couplé,

a été développé afin d’aborder dans sa globalité le problème autant sur la modélisation que

sur le plan de la résolution numérique.

Un des algorithmes de couplage sera ensuite appliqué à un problème d’interaction fluide,

un hydrofoil immergé dans un fluide. Le mouvement d’un hydrofoil en pilonnement et tan-

gage est étudié à travers un modèle 2d. Ainsi, dans le chapitre II, nous développons les

équations de la dynamique des fluides et de la dynamique de la structure. La résolution de

l’équation de Navier-Stokes incompressible par élément finis est présentée. La méthode de

projection est utilisée pour la discrétisation en temps de Navier-Stokes et qui permet éga-

lement de résoudre le problème mixte vitesse-pression. Le code en langage gibiane, Cast3M

est utilisé pour la résolution numérique du problème fluide et du problème structure. Une

étude du problème fluide et du problème structure, indépendamment l’un de l’autre est

effectuée. Elle permet, entre autre de mesurer la sensibilité des résultats par rapport aux

différents paramètres (maillage, pas de temps) mais aussi de connaître la dynamique du

fluide et la dynamique de la structure sans le couplage en vue d’une étude IFS pour la

suite.

Le chapitre III complète le chapitre précédent en considérant le problème fluide-structure

couplé. Il est principalement consacré aux résultats de l’étude de la dynamique de l’hydro-

foil immergé dans un fluide visqueux. Trois configurations sont ainsi étudiées : la structure

en mouvement forcé dans un fluide en écoulement, la structure en mouvement libre dans un

fluide au repos et la structure en mouvement libre dans un fluide en écoulement. Le mouve-

ment de pilonnement et celui de tangage sont initialement dissociés avant d’être étudiés en-

semble pour identifier les phénomènes liés au couplage de mouvement pilonnement-tangage.

D’un autre côté, le couplage fluide-structure fait apparaître des phénomènes dynamiques :

l’hystérésis, l’amortissement, la masse ajoutée, la variation de la position du centre du

poussée, · · · . Ces phénomènes sont discutés autour de quatre cas choisis en fonction de

leurs fréquences propres adimensionnées.

Dans le chapitre IV, nous abordons le problème d’IFS en écoulement cavitant par

l’étude vibratoire de la dynamique d’un hydrofoil immergé dans un fluide non-homogène.
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Un modèle basé sur la décomposition des variables fluides (vitesse et pression) en deux

composantes est utilisé (u = ũ + u′, p = p̃ + p′). La première composante (u, p) décrit

l’écoulement autour de l’hydrofoil tandis que la seconde (u′, p′) est reliée à l’écoulement

généré par la vibration. Un système d’équations linéarisées décrivant l’écoulement induit

par la vibration de la structure est obtenu. Ces équations prennent en compte la présence

d’un fluide non-homogène à l’interface fluide-structure. Un modèle simplifié, de type cavi-

tation par poche, est utilisé pour prendre en compte la variation de la masse volumique à

l’interface. La dynamique de l’hydrofoil est analysée pour le mouvement en pilonnement et

celui du pilonnement-tangage.

Nous complétons ce travail par une annexe sur laquelle sont présentés des détails liés à

une démonstration, des tableaux résumant les résultats et les figures complémentaires des

cas non présentés dans le corps du document.
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Le problème d’interaction fluide structure se présente sous forme de couplage de deux

modèles, un modèle décrivant le fluide d’une part et un modèle pour la dynamique de la

structure d’autre part. On obtient ainsi, un problème couplé non linéaire. Des méthodes ité-

ratives, dérivant du théorème du point fixe [Ujević et al., 2007, Granas et Dugundji, 2003,

Bellman et Kalaba, 1965], peuvent alors être utilisées pour la résolution du problème. Dif-

férents algorithmes de couplage peuvent être ainsi obtenus en fonction des processus itéra-

tifs utilisés [Rajaomazava IIIa et al., 2011]. Dans ce chapitre, nous proposons une analyse

numérique de quelques schémas de couplage, en résolvant l’équation de Burgers dans un

domaine borné, dont l’une des interfaces est mobile. L’équation de celle ci, représentée par

un problème de type masse-ressort, est ainsi couplée à l’équation non linéaire de Burgers à

travers les conditions aux limites. La stabilité et la vitesse de convergence des algorithmes

seront discutées, ainsi que la précision des résultats obtenus.

I.1 Formulation du problème

La formulation Arbitraire Eulérienne-Lagrangienne (ALE) est utilisée pour l’écriture

de l’équation de Burgers 1d dans un domaine mobile. Notons par Ω = Ωf ∪Ωs le domaine

de définition du problème couplé où Ωf définie le domaine occupé par le fluide et Ωs

celui occupé par la structure (Fig. I.1). Ainsi, l’interface fluide-structure est notée par

Γ = ∂Ωf∩∂Ωs. Le domaine fluide étant mobile, Ωf = Ωf (t), notons par ξf : Ωf×[0, η] → R

son déplacement au cours du temps où 0 < η < +∞. Il est défini par ξf = ExtΩf
(ξ|Γ)

où ExtΩf
(.) désigne un opérateur d’extension arbitraire de Γ sur le domaine Ωf et ξ|Γ le

déplacement de la structure (l’interface mobile) .

✲
0

~x

Γ
��❏

❏✡
✡❏

❏✡
✡❅❅

✲✛
Ωf

Fig. I.1 – Configuration du problème

Le problème couplé non-linéaire consiste à trouver la vitesse du fluide u : Ωf × [0, η] → R

et le déplacement de l’interface ξ : [0, η] → R tels que :











ρ

[

∂u

∂t
+ (u− w)

∂u

∂x

]

= µ
∂2u

∂x2
sur Ωf (t) (a)

ξ̈ + ω2ξ =
F

m
sur [0, η] (b)

(I.1)
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w représente la vitesse de déplacement du domaine fluide, elle dépend du mouvement de la

structure. F correspond à la force externe exercée par le fluide sur la structure. Elles sont

définies à l’interface mobile par les conditions de couplage suivantes :



































u = ξ̇ sur Γ(t) (a)

ξf = ExtΩf
(ξ) sur Ωf (b)

w = ∂tξf sur Ωf (c)

F = σf · n|Γ (d)

(I.2)

La condition aux limites sur le bords fixe et les conditions initiales sont données par :



































u = 0 sur ∂Ωf\Γ (a)

u|t=0 = 0 sur Ωf (b)

ξ(0) = ξ0 (c)

ξ̇(0) = ξ̇0 (d)

(I.3)

où σf (u) = 2µD(u) est le tenseur des contraintes de Cauchy dans le fluide, D(u) =
1

2
(∇u+

∇Tu) le tenseur des taux de déformation dans le fluide et n|Γ le vecteur normal unitaire à

l’interface Γ, extérieure au domaine fluide. Dans le cas d’un problème 1d, D(u) =
∂u

∂x
et

σf (u) = 2µ
∂u

∂x
⇒ F = 2µ

∂u

∂x
|x=ξ (I.4)

ω =

√

ks
m

, où ks et ω désignent respectivement la raideur et la masse dans le système

masse-ressort. La vitesse de déplacement du domaine fluide w est définie par l’opéra-

teur d’extension arbitraire ExtΩf
(·). Elle peut être déterminée par plusieurs méthodes

[Donea et al., 1982, Hughes et al., 1981, Belytschko et al., 1982]. Dans notre cas, elle est

obtenue en résolvant l’équation de Laplace suivante :



















∆w = 0 sur Ωf

w = ξ̇ sur Γ

w = 0 sur ∂Ωf\Γ

(I.5)

Dans le cas d’un problème 1d, la solution de cette équation est donnée par :

w(x, t) =
ξ̇(t)

ξ(t)
x (I.6)
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Principe de conservation de l’énergie à l’interface

En interaction fluide structure, la conservation de l’énergie à l’interface est une propriété

à vérifier afin de s’assurer de la bonne application des lois physiques [Mani, 2003]. Ce

principe est essentiel pour préserver la stabilité et la robustesse des schémas numériques

de couplage [Le Tallec et Mani, 2000]. Elle est obtenue à partir des conditions de couplage

à l’interface : la condition cinématique (Eq.I.2-a) et la condition dynamique (Eq.I.2-d)

représentée sous la forme,

σs · n̄|Γ = −σf · n|Γ

où σs est le tenseur des contraintes de Cauchy dans la structure et n̄|Γ(= −n|Γ) le vecteur

normal à l’interface Γ dirigé vers l’intérieur du domaine fluide. La combinaison des deux

conditions de couplage donne l’égalité suivante :

σf · n|Γ ξ̇ = −σs · n̄|Γ u|Γ (I.7)

et en intégrant sur l’interface Γ, on obtient

∫

Γ
σf · n|Γ ξ̇ ds = −

∫

Γ
σs · n̄|Γ u|Γ ds ⇒ Ps|Γ = −Pf |Γ (I.8)

où Pf |Γ (respectivement Ps|Γ) est la puissance mécanique à l’interface des efforts dus au

fluide et appliqués à la structure (respectivement, des efforts dus à la structure et appliqués

au fluide). Ainsi, la puissance mécanique totale s’annule à l’interface fluide-structure. Elle

est donnée par la relation suivante :

P|Γ = Pf |Γ + Ps|Γ = 0 (I.9)

D’où la conservation de l’énergie totale à l’interface Γ car,

dE|Γ
dt

= P|Γ = 0 ⇒ E|Γ(t) = constante (I.10)

Les schémas d’intégration en temps des problèmes couplés en interaction fluide-structure

ne satisfont pas nécessairement le principe de conservation de l’énergie à l’interface. Pour

certains schémas, (voir §I.3), ce principe fait partie des conditions à vérifier et il devient

ainsi un critère de convergence des algorithmes de couplage.
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I.2 Linéarisation du problème couplé

Le système d’équation (I.1) peut s’écrire formellement sous la forme suivante :







L (u, ξ) = f(u) (a)

S (ξ) = h(u, ξ) (b)
(I.11)

où L est l’opérateur différentiel linéaire par rapport à u, défini sur l’ensemble des fonctions

continues de Ωf × [0, η] dans R par,

L (u, ξ) =
∂u

∂t
− w(ξ)

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
(I.12)

et S l’opérateur linéaire défini par l’ensemble des fonctions continues de [0, η] dans R par,

S (ξ) =
d2ξ

dt2
+ ω2ξ (I.13)

f et h sont des fonctions définies par :

f(u) = −u
∂u

∂x
(I.14)

et

h(u, ξ) = 2
µ

m

∂u

∂x
|x=ξ (I.15)

La fonction f est non linéaire, ce qui rend le problème couplé (Eq. I.11) non linéaire. La

fonction h peut être linéaire ou non-linéaire. Sa nonlinéarité serait due essentiellement au

fait qu’elle soit définie sur l’interface mobile dont la position dépend de la vitesse du fluide u.

Il existe plusieurs méthodes pour la linéarisation du problème couplé [Fournier et al., 2002,

Wang et al., 2013]. Dans cette étude nous nous intéressons principalement aux méthodes

itératives de newton [Yamamoto, 2000] et de Picard-Lindelof [Hyvonen, 1997].

Méthode itérative de Newton

L’équation (I.11-a) peut être linéarisée par la méthode de Newton [Bellman et al., 1961],

qui consiste à considérer une suite de fonction {uk} vérifiant les conditions aux limites

définies pour u et l’équation aux dérivées partielles linéaire suivante,

L (uk+1, ξ) = f(uk) + (uk+1 − uk)f
′(uk) (I.16)
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La fonction f est supposée différentiable. Il est clair que l’équation précédente représente

les itérations du point fixe. En effet, elle peut être exprimée sous la forme,

uk+1 =
1

f ′(uk)
[L (uk+1, ξ)− f(uk)] + uk (I.17)

Le problème se ramène donc à la recherche du point fixe de la fonction F définie par

F (uk+1, ξ) =
1

f ′(uk)
[L (uk+1, ξ)− f(uk)] + uk (I.18)

La suite {uk}k∈N, lorsqu’elle converge, admet une convergence quadratique [Ames, 1992].

En approximant f ′(uk) par

f ′(uk) ≈
f(uk + δuk)− f(uk)

δuk

où |δuk| = |uk+1−uk| << 1 et en négligeant le terme de second ordre δuk
∂(δuk)

∂x
, l’équation

(I.16) peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

L (uk+1, ξ) = −uk
∂uk+1

∂x
− uk+1

∂uk
∂x

+ uk
∂uk
∂x

(I.19)

Une autre alternative possible pour écrire cette équation est d’utiliser la méthode quasi-

Newton, plus générale. L’équation (I.16) s’exprime alors sous la forme suivante :

L (uk+1, ξ) = −uk
∂uk+1

∂x
− αuk+1

∂uk
∂x

+ αuk
∂uk
∂x

(I.20)

avec 0 6 α 6 1. Pour α = 1, on retrouve la méthode de Newton, pour α = 0, on retrouve

la méthode de Picard-Lindelof.

Méthode itérative de Picard-Lindelof

La méthode de Picard-Lindelof peut être utilisée pour la linéarisation de l’équation (I.11-

b). Elle consiste à construire une suite de fonctions {ξl}l∈N vérifiant l’équation différentielle

suivante,

S (ξl+1) = h(u, ξl) (I.21)

On peut montrer que le processus itératif (Eq.I.21) peut être écrit sous forme d’un problème

du point fixe d’un opérateur donné G [Ramos, 2009, Hyvonen, 1997], tel que :
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ξl+1 = G(u, ξl) (I.22)

où la convergence de la suite {ξl}l∈N, si elle existe, est linéaire.

I.3 Algorithme de couplage

Le problème couplé (Eq.I.1) peut être écrit formellement comme un problème du point

fixe [Matthies et Steindorf, 2002], qui peut être résolu à l’aide d’un processus itératif,







uk+1 = F (uk, ξ) (a)

ξl+1 = G(u, ξl) (b)
(I.23)

où F et G sont deux fonctions dont les points fixes sont les solutions du système d’équa-

tion (Eq.I.1). La nonlinéarité du problème couplé est clairement exprimée à travers cette

formulation. L’indice k désigne l’itération de Newton et l’indice l désigne l’itération de

Picard, aussi appelée itération de couplage. La condition de convergence pour la procédure

itérative de Newton est donnée par

‖uk − uk−1‖ < ε1 (I.24)

et celle de Picard est donnée par

‖P|Γ,l‖ = ‖Pf |Γ,l + Ps|Γ,l‖ < ε2 (I.25)

où ε1 et ε2 sont les critères de convergence. Le problème couplé est résolu en utilisant les

schémas de couplage décalés. Quatre algorithmes de couplage sont déduits en fonction de la

discrétisation en temps du problème et suivant que les itérations de couplage sont réalisées

à l’intérieur ou à l’extérieure des itérations de Newton [Rajaomazava IIIb et al., 2011].

I.3.1 Schéma explicite

Dans ce cas, les équations (I.1-a) et (I.1-b) sont résolues d’une manière séquentielle une fois

par pas de temps. Le seul critère de convergence qui sera vérifié est celui de la procédure

de Newton (Eq.I.24). La non-vérification du critère de convergence de la procédure de cou-

plage ne garantie donc pas la conservation de l’énergie totale à l’interface fluide-structure

(Eq.I.10). Ce dernier point est à l’origine du problème de stabilité numérique inhérent au
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schéma de couplage explicite [Piperno, 1995, Piperno et al., 1995]. Ce qui conduit généra-

lement à l’utilisation de petits pas de temps. Par ailleurs, la simplicité de mise en œuvre

de cet algorithme constitue l’un de ses principaux atouts. D’où sa popularité et sa large

utilisation, notamment dans les codes industriels.

L’algorithme, présenté en détail dans la figure (I.2), peut être résumé selon les trois étapes

suivantes pour chaque pas de temps :

a. Résoudre l’équation (I.1-a) jusqu’à convergence de la procédure de Newton,

b. Résoudre l’équation de l’interface (I.1-b),

c. Résoudre l’équation (I.5) et actualiser le maillage.

Algorithme 1 Explicite

Début

1: u0, ξ0, y0

2: Tant que ( ‖uk − uk−1‖ > ε1 )

3: un
0 = un−1

4: un
k = F (un

k−1, ξ
n−1)

5: k = k + 1 ;

6: Fin Tant que

7: ξn = G(un, ξn−1)

8: n = n+ 1

Fin

Conditions initiales

Résoudre (eq.I.1-a)

k = k + 1

n = n+ 1 ‖uk − uk−1‖ < ε1

Résoudre (eq. I.2-c) un

Résoudre (eq. I.1-b)

ξn

non

oui

Fig. I.2 – Algorithme explicite

I.3.2 Schéma semi-implicite

Ce schéma de couplage, que nous appelons ici semi-implicite, est identique sur plusieurs

points au schéma de couplage explicite. La seule différence est que l’équation (I.1-b) est

résolue non pas à l’extérieur du processus itératif de Newton, comme dans le cas précédent,

mais à l’intérieur de celui-ci (voir Fig. I.3). La particularité de cet algorithme est que la

condition de conservation de l’énergie totale à l’interface fluide-structure est naturellement
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vérifiée, avec une erreur qui peut être de l’ordre de 10−3 pour certains cas étudiés (voir

§I.7), sans que la condition (Eq.I.10) soit imposée. Ceci constitue le point fort de cet algo-

rithme. Néanmoins, sa mise en œuvre nécessite une intervention à l’intérieur des codes de

calcul. Ce qui risque d’être difficile notamment lorsqu’on utilise les logiciels industriels de

type ”boite noire”.

Le schéma de couplage semi-implicite, présenté dans la figure (I.3), peut être résumé selon

les étapes suivantes pour chaque pas de temps :

a. Résoudre l’équation (I.1-a) pour une seule itération de Newton,

b. Résoudre l’équation de l’interface (I.1-b),

c. Résoudre l’équation (I.5) et actualiser le maillage

d. Refaire l’étape (a) à (c) jusqu’à la convergence de la procédure de Newton

Algorithme 2 Semi-implicite

Début

1: u0, ξ0, y0

2: un
0 = un−1, ξn0 = ξn−1, xn

0 = xn−1

3: Tant que ( ‖uk − uk−1‖ > ε1 )

4: un
k = F (un

k−1, ξ
n
k−1)

5: ξnk = G(un
k , ξ

n
k−1)

6: k = k + 1 ;

7: Fin Tant que

8: n = n+ 1

Fin

Conditions initiales

Résoudre (eq.I.1-a)

k = k + 1 Résoudre (eq. I.1-b)

Résoudre (eq. I.2-c)

n = n+ 1 ‖uk − uk−1‖ < ε1

un, ξn

non

unk , ξnk

oui

Fig. I.3 – Algorithme semi-implicite

I.3.3 Schéma implicite-externe

Les schémas de couplage implicites nécessitent la vérification des deux conditions de conver-

gence (Eq.I.24 et Eq.I.25) simultanément. Ceci garantit la conservation de l’énergie totale à

l’interface fluide-structure, avec une erreur ε2 que l’on fixe au préalable. Similaires aux cas

des deux schémas précédents, on distingue deux situations différentes selon lesquelles l’équa-

tion (II.1-b) est résolue à l’extérieur ou à l’intérieur de la procédure itérative de Newton. On
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appellera alors schéma implicite-externe (voir Fig. I.4) le cas correspondant à la première

situation et schéma implicite-interne (voir Fig. I.5) le deuxième cas. L’algorithme implicite-

externe est déjà étudié dans la littérature sous l’appellation générique de schéma implicite

ou schéma itératif [Abouri et al., 2003, Farhat et Lesoinne, 2000, Piperno et al., 1995]. Il

a été montré que cet algorithme, présenté en détail dans la figure (I.4), est inconditionnel-

lement stable [Abouri et al., 2003].

Il peut être résumé selon les étapes suivantes pour chaque pas de temps :

a. Résoudre l’équation (I.1-a) jusqu’à convergence de la procédure de Newton,

b. Résoudre l’équation de l’interface (I.1-b),

c. Résoudre l’équation (I.5) et actualiser le maillage,

d. Refaire l’étape (a) à (c) jusqu’à la vérification de la condition de conservation de

l’énergie à l’interface (Eq.I.10).

Algorithme 3 Implicite-externe

Début

1: u0, ξ0, y0

2: ξn0 = ξn−1, u·,0 = un−1

3: Tant que (‖P|Γ,l
‖ > ε2)

4: un
0,l = un−1

·,l

5: Tant que ( ‖uk,l − uk−1,l‖ > ε1 )

6: un
k,l = F (un

k−1,l, ξ
n−1

l−1
)

7: k = k + 1 ;

8: Fin Tant que

9: ξnl = G( un
·,l , ξnl−1 )

10: l = l + 1

11: Fin Tant que

12: n = n+ 1

Fin

Conditions initiales

Résoudre (eq.I.1-a)

k = k + 1

‖uk − uk−1‖ < ε1

l = l + 1 unl

Résoudre (eq. I.1-b)

ξnl

n = n+ 1 Résoudre (eq. I.2-c)

‖Pf |Γ + Ps|Γ‖ < ε2

un, ξn

non

oui

oui

non

unl , ξ
n
l

Fig. I.4 – Algorithme implicite-externe
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I.3.4 Schéma implicite-interne

Cet algorithme de couplage se présente comme le schéma semi-implicite, à la différence

que dans celui-ci, les deux critères de convergence (Eq.I.24 et Eq.I.10)) sont imposés si-

multanément (voir Fig. I.5). Si avec le schéma semi-implicite la conservation de l’énergie à

l’interface fluide-structure est obtenue naturellement, avec une erreur calculée à posteriori,

le schéma implicite-interne nous donne la possibilité de contrôler cette erreur à travers le

critère de convergence ε2. Ce qui rend cet algorithme très puissant, mais souffre en même

temps du même inconvénient que le schéma semi-implicite, à savoir la difficulté de mise en

œuvre. Il a été montré que la convergence de ce schéma de couplage, présenté en détail dans

la figure (I.5), élimine les erreurs dus à la linéarisation, la factorisation et les conditions

aux limites décalées [Morton et al., 1998] .

Il peut être résumé selon les étapes suivantes pour chaque pas de temps :

a. Résoudre l’équation (I.1-a) pour une seule itération de Newton,

b. Résoudre l’équation de l’interface (I.1-b),

c. Résoudre l’équation (I.5) et actualiser le maillage

d. Refaire l’étape (a) à (c) jusqu’à la convergence de la procédure de Newton et véri-

fication de la condition de conservation de l’énergie à l’interface (Eq.I.10).

Algorithme 4 Implicite-interne

Début

1: u0, ξ0, y0

2: un
0 = un−1, ξn0 = ξn−1, xn

0 = xn−1

3: Tant que ( ‖uk − uk−1‖ > ε1 et ‖P|Γ,k
‖ > ε2 )

4: un
k = F (un

k−1, ξ
n
k−1)

5: ξnk = G(un
k , ξ

n
k−1)

6: k = k + 1 ;

7: Fin Tant que

8: n = n+ 1

Fin

Conditions initiales

Résoudre (eq.I.1-a)

k = k + 1 Résoudre (eq. I.1-b)

Résoudre (eq. I.2-c)

n = n+ 1

‖uk − uk−1‖ < ε1,

et

‖Pf |Γ + Ps|Γ‖ < ε2

un, ξn

non

unk , ξnk

oui
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Fig. I.5 – Algorithme implicite-interne

I.4 Résolution par éléments finis de l’équation de Burgers

La méthode des éléments finis est utilisée pour la résolution de l’équation de Burgers

[Dogan, 2004, Donea et Huerta, 2003]. La formulation variationnelle de l’équation (I.1-a)

est donnée par :

∫ ξ

0

[∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− w

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
]

u∗dx = 0 (I.26)

∀u∗ ∈ H1
0 (Ωf ) = {v ∈ L2(Ωf ) :

∂v

∂x
∈ L2(Ωf ) et v(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ωf} où ν =

µ

ρ
représente

le coefficient de viscosité cinématique du fluide. Ωf = [0, ξ] et ∂Ωf = {0, ξ}. Ainsi, u∗(0) =

u∗(ξ) = 0. Après intégration par partie et en prenant en compte les conditions aux limites

(Eq.I.3), l’équation (I.26) peut être exprimée sous la formulation faible suivante :

∫ ξ

0

[

∂u

∂t
u∗ + (u− w)

∂u

∂x
u∗ + ν

∂u

∂x

u∗

∂x

]

dx = 0 (I.27)

Le schéma d’Euler implicite est utilisé pour la discrétisation en temps et la méthode itéra-

tive de Newton (Eq.I.19) pour la linéarisation de l’équation de Burgers. Le problème s’écrit

alors au n-ième pas de temps et à la k-ème itération sous la forme suivante :

∫ ξ

0

[

un − un−1

∆t
u∗ + unk−1

∂unk
∂x

u∗ + unk
∂unk−1

∂x
u∗ − unk−1

∂unk−1

∂x
u∗ − wq ∂u

n

∂x
u∗ + ν

∂un

∂x

∂u∗

∂x

]

dx = 0

(I.28)

∀u∗ ∈ H1
0 (Ωf ), où ∆t représente le pas de temps et un = u(tn), tn = n∆t. La vitesse de

déplacement du domaine fluide est donnée par wq = w(tq) où q = n pour le schéma de

couplage implicite et semi-implicite et q = n− 1 pour les schémas de couplage explicites.

Les éléments finis quadratiques P2 sont utilisés pour la discrétisation en espace de l’équation

de Burgers. Les fonctions de forme locale pour ζ ∈ [−1, 1] sont données par :

ϕ1(ζ) =
1

2
ζ(ζ − 1), ϕ2(ζ) =

1

2
ζ(ζ + 1), ϕ3(ζ) = 1− ζ2

Ainsi, la formulation matricielle du problème dans un élément m de taille ∆xm, variant en

fonction du temps, s’écrit sous la forme suivante :

[

∆xm
2∆t

M +
2ν

∆xm
S +Dn

k + αCn
k −H(wq)

]

Un
k+1 =

∆xm
2∆t

M Un−1 + αV n
k (I.29)
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où les matrices S = (sij), M = (mij), H = (hij), Cn
k = ((cnk)ij), Dn

k = ((dnk)ij), et

H = (hij) pour i, j ∈ {1, 2, 3} sont données par :

sij =

∫ 1

−1
ϕ′
i(ζ)ϕ

′
j(ζ)dζ,

mij =

∫ 1

−1
ϕi(ζ)ϕj(ζ)dζ,

hij =

∫ 1

−1
wq(xm)ϕi(ζ)ϕ

′
j(ζ)dζ,

(cnk)ij =

∫ 1

−1
ϕi(ζ)ϕj(ζ)(u

n
k)l ϕ

′
l(ζ)dζ

(dnk)ij =

∫ 1

−1
ϕi(ζ)ϕ

′
j(ζ)(u

n
k)l ϕl(ζ)dζ

et le vecteur des efforts externes V = (vj)j=1,2,3 est donné par :

vn,kj =

∫ 1

−1
(unk)r ϕ

′
r(ζ)ϕj(ζ)(u

n
k)l ϕl(ζ)dζ

où l, r = {1, 2, 3}. Notons que la convention de sommation d’Einstein est utilisée pour les

indices répétés.

Le système matriciel (Eq.I.29) peut s’écrire sous la forme

An,m
k Un,m

k+1 = Bn,m
k (I.30)

où

An,m
k =

∆xm
2∆t

M +
2ν

∆xm
S +Dn

k + αCn
k −H(wq) et Bn,m

k =
∆xm
2∆t

M Un−1 + αV n
k

et dont les valeurs pour un élément m sont notées A·,m
· = (a)mij , B·,m

· = (b)mj , U ·,m
· = (u)mj

avec i, j ∈ {1, 2, 3}. Ainsi, le système d’équations linéaires global, obtenu par assemblage

des matrices et vecteurs élémentaires An,m
k , Un,m

k+1 et Bn,m
k avec m = 1, · · · , N0 donne An

k ,

Un
k+1 et Bn

k tels que

An
k · Un

k+1 = Bn
k (I.31)

avec
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1 2 3 · · · 2m− 1 2m 2m+ 1 · · · 2N0 + 1

A·
· =











































a111 a113 a112

a131 a133 a132

a121 a123 a122 + a211
. . .

am−1

22
+ am11 am13 am12

am31 am33 am32

am21 am23 am22 + am+1

11

. . .

aN0

22











































1

2

3

...

2m− 1

2m

2m+ 1

...

2N0 + 1

(I.32)

où

U ·
k=·+1 =











































u1k+1

u2k+1

u3k+1
...

u2m−1
k+1

u2mk+1

u2m+1
k+1
...

u2N0+1
k+1











































1

2

3
...

2m− 1

2m

2m+ 1
...

2N0 + 1

(I.33)

Le système est alors résolu en utilisant la méthode d’élimination de Gauss.

I.4.1 Comparaison avec la solution analytique

Dans cette section, la solution numérique de l’équation de Burgers obtenue avec le code

éléments finis que nous avons développé en langage Fortran95 est comparée à la solution

analytique . Pour un domaine borné Ωf = [0, 1] et une condition initiale u0 = sin(πx), la

solution analytique est donnée par [Rodin, 1970, Benton et Platzman, 1972] :

u(x, t) = 2πν

∑∞
j=1 j · bn e−j2π2νt sin(jπx)

b0 +
∑∞

j=1 bn e
−j2π2νt cos(jπx)

(I.34)

où

b0 =

∫ 1

0
e−(2πν)−1[1−cos(πx)] dx et bj = 2

∫ 1

0
e−(2πν)−1[1−cos(πx)] cos(jπx) dx
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Pour un coefficient de viscosité ν = 0.1, la solution numérique de l’équation de Burgers

est représentée dans la figure (I.6). La figure (I.7) montre la comparaison avec la solution

analytique en trois instants t1 = 0.1, t2 = 0.2 et t3 = 0.3. On observe que les deux solutions

sont très proches. Les écarts sont de l’ordre de 10−4.

Fig. I.6 – Solution numérique de l’équation de Burgers

0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.6

1

x ( m )

 u
 (
 m

.s
−
1
 )

 

 

t=0.1s Solution analytique

t=0.1s Solution numérique

t=0.2s Solution analytique

t=0.2s Solution numérique

t=0.3s Solution analytique

t=0.3s Solution numérique

Fig. I.7 – Solutions numérique et analytique

Le code que nous avons développé a été validé également sur d’autres cas bornés dont les

solutions analytiques sont connues [Rodin, 1970, Benton et Platzman, 1972]. La solution

de l’équation de Burgers définie sur le domaine Ωf = [−1, 0] et pour la condition initiale
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u0 = − sin(πx), est donnée par :

u(x, t) = 4πν

∑∞
n=1 nane

−νn2π2t sin(nπx)

a0 + 2
∑∞

n=1 ane
−νn2π2t cos(nπx)

(I.35)

où an = (−1)nIn(1/2πν) et In désigne la fonction de Bessel modifiée du premier type,

d’ordre n. La comparaison entre les deux solutions pour ν = 10−2m2 · s−1 aux instants

t1 = 1.8 et t2 = 2 est présentée dans la figure (I.8-a). On constate que les deux solutions

sont très proches.

−1 −0.8 −0.5 −0.2 0
0

0.2

0.42

x ( m )

( a )

u
 (
 m

.s
−
1
 )

 

 

t=1.8s  Analytique

t=1.8s  Numérique

t=2s     Analytique

t=2s     Numérique

−3.15 0 3.15
−30

0

30

x ( m )

( b )

u
 (
 m

.s
−
1
 )

 

 

t=0.1s Analytique

t=0.1s Numérique

t=0.3s Analytique

t=0.3s Numérique

Fig. I.8 – (a) Solutions numérique et analytique (Eq.I.35), (b) Solutions numérique et analytique (Eq.I.36)

La solution de l’équation de Burgers définie sur le domaine Ωf = [−π, π] et pour la condition

initiale u0 = −2
∞
∑

n=1

(−1)n
sin(nx)

sinh(nt0)
, est donnée par :

u(x, t) = −2

∞
∑

n=1

(−1)n
sin(nx)

sinh(nt)
(I.36)

où sinh est la fonction sinus hyperbolique. La comparaison entre les deux solutions (nu-

mérique et analytique) pour ν = 1m2 · s−1 aux instants t1 = 0.1 et t2 = 0.3 est présentée

dans la figure (I.8-b). Les deux solutions sont très proches. Les solutions obtenues par la

méthode numérique offrent une bonne approximation des solutions analytiques pour diffé-

rentes conditions initiales et conditions aux limites.
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I.5 Discrétisation de l’équation de l’interface

Le schéma de Newmark est utilisé pour la discrétisation en temps de l’équation de l’inter-

face (Eq.I.1-b). Il existe deux approches de ce schéma [Zienkiewicz, 1977]. L’approche en

déplacement donnée par :











ξ̇n = −1− 2β

2β
ξ̇n−1 +

1

2β∆t
(ξn − ξn−1) (a)

ξ̈n = −1− γ

γ
ξ̈n−1 +

1

γ∆t
(ξ̇n − ξ̇n−1) (b)

(I.37)

et l’approche en accélération donnée par :







ξn = ξn−1 +∆t ξ̇n−1 +
1

2
∆t2 [ (1− 2β)ξ̈n−1 + 2βξ̈n] (a)

ξ̇n = ξ̇n−1 +∆t [ (1− γ)ξ̈n−1 + γξ̈n] (b)
(I.38)

où 0 < γ ≤ 1 et 0 < β ≤ 1

2
. Pour des raisons de performance et de précision [Kane et al., 2000,

Kane, 1999], l’approche en accélération du schéma de Newmark est utilisée. Celui-ci est

implicite pour les valeurs de γ = 0.5 et β = 0.25. L’accélération de l’interface, à l’instant

tn = n∆t, est alors donnée par

ξ̈n = ξ̈(tn) =
F q

m ·Q − ω2ξn−1

Q
− ω2∆t ξ̇n−1

Q
− ω2∆t2

4Q
ξ̈n−1 (I.39)

où Q = (1+
∆t2ω2

4
). ξn et ξ̇n étant respectivement le déplacement et la vitesse de l’interface

à l’instant tn. La force F est obtenue à partir de l’équation (I.4). L’exposant q peut prendre

la valeur n ou n−1 selon l’algorithme de couplage utilisé. Il a été montré [Kane et al., 2000,

Kane, 1999] que le schéma de Newmark est un schéma de second ordre de précision, il

conserve l’énergie totale pour un système conservatif et possède un bon comportement

dans le cas d’un système dissipatif.

En effet, considérons l’équation suivante :























ξ̈ + ω2 ξ = 0 (a)

ξ(0) = ξ0 = 2 (b)

ξ̇(0) = ξ̇0 = 0 (c)

(I.40)

dont la solution analytique est donnée par :
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ξ(t) = ξ0 cos(ωt) +
ξ̇0
ω

sin(ωt) (I.41)

Cette équation décrit la dynamique d’un système mécanique dont l’énergie totale est donnée

par :

E =
1

2
m ξ̇2 +

1

2
k ξ2 (I.42)

Il est clair qu’il s’agit d’un système conservatif en énergie,

dE
dt

= 0 (I.43)
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Le schéma de Newmark implicite, approche en accélération, garantie également la conser-

vation de l’énergie du système.
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En effet, ∀n ∈ N,

Ẽn − Ẽn−1 = (ξ̇n)2 − (ξ̇n−1)2 + ω2
[

(ξn)2 − (ξn−1)2
]

=
∆t2

4
(ξ̈n + ξ̈n−1)2 + ω2∆t2

[

ξ̇n−1 +
∆t

4
(ξ̈n + ξ̈n−1)

]2

+ ξ̇n−1∆t(ξ̈n−1 + 2ω2ξn−1) + ∆tξ̇n−1ξ̈n−1 +
∆t2

2
ω2ξn−1(ξ̈n + ξ̈n−1)

où Ẽ = 2 m En = ξ̇2 + ω2x2

L’équation du système (Eq.I.40-a) étant vérifiée à l’instant tn, on a :

Ẽn − Ẽn−1 =
∆t2

4
((ξ̈n)2 − (ξ̈n−1)2) + ω2∆tξ̇n−1(ξn − ξn−1)

+
∆t2ω2

4
(ξ̈n + ξ̈n−1)(ξn − ξn−1)−∆tξ̇n−1ω2ξn +∆tξ̇n−1ω2ξn−1

= 0

⇒ En = En−1, ∀n ∈ N =⇒ En = E(tn) = constante, ∀n

D’où la conservation de l’énergie mécanique du système.

Avec le schéma de Newmark, les figures Fig. I.9 et Fig. I.10 montrent la variation de

l’énergie en fonction du temps, obtenue pour différentes valeurs de α et β. Il est clair

que la conservation est obtenue, avec le schéma de Newmark implicite 1, formulation en

accélération. D’où le choix d’utiliser ce schéma dans cette étude.

I.6 Schéma d’actualisation du maillage

Le domaine étant mobile, le maillage est actualisé à chaque pas de temps. Sa vitesse

de déplacement w est déterminée en résolvant l’équation (I.5) dont la solution est donnée

par l’équation (I.6). Elle dépend de la vitesse de déplacement ξ̇ de l’interface Γ(t). Les

positions des nœuds du maillage fluide sont obtenues par l’intégration de l’équation (I.2-c)

sur le domaine Ωf discrétisé. Notons par Γfs la position du nœud du maillage fluide associée

à l’interface mobile Γ(t). Elle peut-être considérée comme étant la position de l’interface

fluide-structure, du point de vue du fluide. D’autre part, la position de l’interface fluide-

structure, du point de vue de la structure, sera notée par Γsf . Elle est donnée par la solution

ξ de l’équation de la dynamique de la structure (Eq.I.1-b). En théorie, les deux interfaces

1. Il est nécessaire d’effectuer les calculs en double précision pour éviter les erreurs dus aux arrondies

numériques
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sont confondues (Γfs ≡ Γsf ≡ Γ ). Toutefois, en raison de l’approximation numérique de

la position de l’interface et de l’algorithme décalé utilisé pour la résolution du problème

couplé, les positions Γfs et Γsf de l’interface fluide-structure sont généralement différentes

(Fig. I.11).
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Fig. I.11 – Positions des interfaces Γfs and Γsf : Schéma d’Euler du 1er ordre

L’écart entre les positions des deux interfaces Γfs et Γsf est analysé via un problème dit

"faiblement couplé". Ici on considère que la structure n’est pas soumise aux efforts dus

au fluide. Elle est animée par un mouvement forcé sur lequel le fluide n’a aucun effet.

En revanche, le déplacement de la structure modifie localement l’écoulement du fluide. Le

problème s’écrit sous la forme suivante,



















∂u

∂t
+ (u− w)

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
sur Ωf (t) (a)

ξ̈ + ω2 ξ = 0 sur R
+ (b)

(I.44)

avec les conditions aux limites, à l’interface mobile et sur le bord fixe, suivantes















u = ξ̇ sur Γ(t) (a)

u = 0 sur ∂Ωf\Γ (b)

(I.45)

et les conditions initiales données par :
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u|t=0 = 0 sur Ωf (a)

ξ(0) = ξ0 (b)

ξ̇(0) = ξ̇0 (c)

(I.46)

Le déplacement et la vitesse du domaine fluide sont donnés par les équations (I.2-c) et

(I.5). Dans ce cas, la position exacte de l’interface mobile Γsf est donnée par la solution

analytique de l’équation (I.44-b) :

ξ(t) = ξ0 cos(ω t)

Celle-ci est comparée à la position de l’interface Γfs obtenue en intégrant numériquement

l’équation (I.2-c). Trois schémas d’intégration ou d’actualisation du maillage sont analysés :

Schéma d’Euler du premier ordre

ξnf − ξn−1
f

∆t
= wn (I.47)

Schéma d’Euler du second ordre

ξnf − ξn−1
f

∆t
= wn +

∆t

2
ẇn (I.48)

Schéma de Newmark

ξnf − ξn−1
f

∆t
= wn−1 +

∆t

4
(ẇn + wn−1) (I.49)

où ẇ(t) = ∂tw = ∂ttξ est l’accélération du domaine fluide à l’instant t et ẇn = ẇ(tn). Elle

est obtenue en résolvant l’équation de Laplace suivante :























∆ẇ = 0 x ∈ Ωf

ẇ = ξ̈ x ∈ Γ

ẇ = 0 x ∈ ∂Ωf\Γ

(I.50)
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Notons que dans notre cas (système de dimension 1), la solution de l’équation (I.50) est

donnée par :

ẇ(x, t) =
ξ̈(t)

ξ(t)
x (I.51)
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Fig. I.13 – Ecart entre Γsf et Γfs, Schema de Newmark

L’écart entre les positions des interfaces Γsf et Γfs est croissant pour le schéma d’Euler

du 1er ordre (Fig. I.12-a). Il est de l’ordre de 0.3 à t = 10 s. Une nette amélioration est

observée pour le schéma d’Euler d’ordre 2 (Fig. I.12-b). L’écart entre Γsf et Γfs oscille

entre une valeur maximale (positive) et une valeur minimale (négative), et reste stable

avec une amplitude maximale de l’ordre de 0.03. Le schéma implicite de Newmark fournit

un meilleur résultat (Fig.I.13). Bien que l’écart est croissant dans le temps, il est de l’ordre

de 10−4 à t = 20 s. Ainsi, le schéma de Newmark sera utilisé dans cette étude où les temps

de calculs sont inférieurs à 20 s.
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I.7 Performances des schémas de couplage

I.7.1 Solution du problème couplé

La solution numérique du problème couplé (Eq.I.1) est obtenue en utilisant les schémas

de couplage décrits au §I.3. Les conditions initiales et les caractéristiques du système sont

données par ξ0 = 9, ξ̇0 = 0 et ω = 10π. L’évolution en temps et en espace de la solution

obtenue par le schéma de couplage explicite (Fig.I.2) est représentée dans la figure (I.14).

Une évolution de la solution de l’équation de Burgers aux différents instants, allant de

t0 = 0 s à t6 = 0.19 s, est présentée dans la figure (I.15).

Fig. I.14 – Solution de l’équation de Burgers. Schéma de couplage explicite

Comme indiqué dans la section précédente, les deux positions de l’interface fluide-structure

Γfs et Γsf , relatives aux deux points de vue fluide et structure, sont légèrement différentes.

Le déplacement de ces interfaces au cours du temps est présenté dans la figure (I.16). Un

effet d’amortissement de la structure dû au fluide est observé.

La figure (I.17) montre que lorsque l’on garde le même schéma d’actualisation de maillage,

les écarts entre les positions de Γsf et Γfs pour différents schémas de couplage sont de l’ordre

de 10−7. D’autre part, si l’on garde le même schéma de couplage en utilisant différents

schémas d’actualisation de maillage, les écarts entre les positions des deux interfaces sont

beaucoup plus considérables. Ils sont de l’ordre de 10−3.
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Fig. I.16 – Position de l’interface. Schéma de couplage explicite

I.7.2 Comparaison des schémas de couplage

Les solutions du problème couplé obtenues par les différents schémas de couplage pour

différents pas de temps sont présentées dans les figures (I.18 et I.19). Avec un petit pas de

temps ∆t = 10−4s, les solutions sont très proches. L’écart entre les solutions obtenues avec

les différents schémas de couplage augmente au fur et à mesure que ∆t augmente.
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Fig. I.18 – Solution de l’équation de Burgers

Notons que la puissance totale (PΓ) des efforts à l’interface est donnée par l’équation

PΓ = Pf |Γ + Ps|Γ = 0

La puissance de la force fluide (Pn
s|Γ) et la puissance de la force structure (Pn

f |Γ) à l’instant

t = tn sont données par :

Pn
s|Γ = 2µ (

∂unl
∂x

)
x=Γn

l
· ξnl (I.52)

Pn
f |Γ = m (ξ̈nl + ω2 ξnl ) · unl (I.53)

L’analyse de la puissance totale des efforts à l’interface fluide-structure, qui doit être nulle

en théorie, indique que le principe de conservation de l’énergie à l’interface n’est pas vérifié
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Fig. I.19 – Solution de l’équation de Burgers [Rajaomazava IIIe et al., 2011]

pour le schéma de couplage explicite (Fig. I.20-a). En effet, la puissance à l’interface atteint

une valeur maximale de l’ordre de 102, avec un pas de temps ∆t égal à 10−3. Par ailleurs,

l’énergie est partiellement conservée dans le cas du schéma semi-implicite. La valeur maxi-

male de la puissance à l’interface est de l’ordre de 10−3 (Fig. I.20-b). Il est à noter qu’aucune

condition sur la conservation de l’énergie à l’interface fluide-structure n’est imposée dans

le schéma de couplage semi-implicite. Celle-ci est naturellement vérifiée. En revanche, ce

schéma n’offre aucun moyen de contrôle sur l’erreur relative aux variations de l’énergie à

l’interface. Cette erreur est de l’ordre de 10−3 pour le cas étudié ici. Afin de garantir la

conservation de l’énergie à l’interface, avec une erreur fixée et choisie, l’utilisation des sché-

mas de couplage implicites est nécessaire. En effet, la conservation de l’énergie est imposée

comme un critère de convergence dans les schémas implicite-interne et implicite-externe.

Ce critère de convergence détermine l’erreur relative à la variation de l’énergie à l’interface.

Dans le cas étudié ici, il est fixé à 10−7 (Fig. I.21-c et Fig. I.21-d).
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Fig. I.21 – Puissance à l’interface : (a) Schéma implicite-externe, (b) Schéma implicite-interne

Temps de calcul et convergence de schéma de couplage

Le nombre d’itérations dans chaque schéma de couplage donne une indication sur la vitesse

de convergence de l’algorithme et par conséquent sur le temps de calcul. Pour les schémas

explicite et semi-implicite, seul le processus itératif de Newton est pris en compte. La figure

(Fig.I.22) montre que le schéma semi-implicite nécessite plus d’itération par pas de temps

que le schéma explicite. En effet, dans le schéma semi-implicite, la procédure de Newton

englobe la résolution de l’équation du fluide, l’équation de l’interface ainsi que l’actualisa-

tion du maillage. Les conditions aux limites sont ainsi modifiées à chaque itération.

La figure (Fig. I.23-a) montre que le nombre d’itérations de Newton augmente considé-

rablement dans le cas du schéma de couplage implicite-externe. Par ailleurs, dans le cas

du schéma implicite-interne, le nombre d’itérations de Newton est le même que le nombre
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d’itérations de couplage (Fig. I.23-b). Ceci implique que la vitesse de convergence de celui-

ci est meilleure que celle obtenue avec le schéma implicite-externe. Le tableau (Tab.I.1)

illustre les performances des schémas de couplage implicites pour différentes valeurs de ε2.

Il convient de noter que le nombre d’itérations total augmente lorsque le critère de conver-

gence ε2, sur la conservation de l’énergie à l’interface, diminue.
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Fig. I.23 – Nombre d’itérations : (a) Schéma implicite-externe , (b) Schéma implicite-interne

Un récapitulatif des performances 2 des schémas de couplage, analysé dans cette étude, est

présenté dans les figures (I.24 et I.25). Le nombre d’itérations, le temps de calcul ainsi que

la puissance totale des efforts à l’interface, sont donnés pour chaque schéma en fonction

de la taille du pas de temps. On constate que pour le problème étudié, le schéma explicite

est le moins coûteux en temps de calcul et en nombre d’itérations. Toutefois, il induit une

2. Calcul effectué avec un processeur Intel core 2.5 GHz
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Puissance

Schéma de maximale Pas de Iterations Iterations Temps

couplage à l’interface temps de Newton de couplage CPU

Implicite-externe 10−3 10−3 31139 23677 1mn 51s

Implicite-externe 10−5 10−3 38364 28007 2mn 13s

Implicite-externe 10−8 10−3 53887 39202 3mn 09s

Implicite-externe 10−10 10−3 67405 49873 3mn 52s

Implicite-interne 10−3 10−3 25594 25594 1mn 30s

Implicite-interne 10−5 10−3 28124 28124 1mn 39s

Implicite-interne 10−8 10−3 39212 39212 2mn 14s

Implicite-interne 10−10 10−3 49875 49875 2mn47s

Tab. I.1 – Performances des schémas de couplage implicites
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Fig. I.24 – (a) Nombre d’itérations de Newton , (b) Nombre d’itération de couplage, ε2 = 10−7

grande variation de l’énergie mécanique à l’interface fluide-structure. Celle-ci est d’autant

plus importante que le pas de temps utilisé est grand. Elle est en outre à l’origine de l’in-

stabilité numérique du schéma explicite. D’où la condition d’utiliser des petits pas de temps.

Le schéma semi-implicite nécessite un temps de calcul supérieur à celui requis par le schéma

explicite. En revanche, la puissance totale des efforts à l’interface fluide-structure est assez

faible. La conservation de l’énergie à l’interface est ainsi partiellement vérifiée et ceci sans

aucune condition imposée.

Le schéma implicite-externe est le schéma le plus coûteux en temps de calcul. Comparé
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Fig. I.25 – : (a) Temps de calcul avec les différents schémas de couplage , (b) Puissance maximale à l’interface

au schéma explicite, il peut être 100% plus élevé. Néanmoins, la conservation de l’éner-

gie mécanique à l’interface fluide-structure est garantie par cet algorithme. Ce qui le rend

inconditionnellement stable et permet l’utilisation de grands pas de temps. Cette caracté-

ristique est également valable pour le schéma de couplage implicite-interne. De plus, il a

l’avantage d’être moins coûteux en temps de calcul. En effet, comparé au schéma explicite,

il peut être 40% plus élevé.

I.8 Conclusion

Une étude comparative d’algorithmes de couplage en interaction fluide-structure a été

présentée. L’équation non linéaire de Burgers dans un domaine mobile a été résolue nu-

mériquement avec la méthode des éléments finis. Le problème couplé est formulé en un

problème du point fixe et résolu à l’aide d’un processus itératif. Quatre schémas de cou-

plages sont ainsi obtenus : explicite, semi-implicite, implicite-externe, implicite-interne. Ils

sont appliqués pour résoudre le problème couplé et une étude comparative sur leurs perfor-

mances a été réalisée. Il a été constaté que le schéma explicite est le schéma de couplage le

moins coûteux en temps de calcul. Toutefois, sa stabilité est conditionnée par l’utilisation

d’un petit pas de temps. Le schéma semi-implicite nécessite plus d’itérations et de temps de

calcul que le schéma explicite, en revanche la condition de conservation de l’énergie à l’in-

terface est partiellement vérifiée. Les schémas implicites augmentent le nombre d’itération

globale mais ils sont inconditionnellement stables et la condition de conservation de l’éner-

gie à l’interface est vérifiée. L’analyse des déplacements de l’interface montre que l’erreur

numérique entre la position donnée par l’équation de l’interface et celle donnée par le nœud

correspondant dans le domaine fluide dépend principalement du schéma d’actualisation du
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maillage.

Le choix d’un schéma de couplage dépend principalement de l’objectif de l’étude. Dans

une perspective d’un calcul rapide, le schéma explicite est le meilleur candidat. Celle-ci peut

être un avantage pour avoir un premier aperçu du résultat. Si la précision est de rigueur,

l’utilisation d’un schéma de couplage implicite est nécessaire. Entre les deux schémas de

couplage implicites, le temps de calcul est plus faible avec le schéma de couplage implicite-

interne.

Autres algorithmes

Définissons, les diagrammes suivants pour la construction d’un algorithme de couplage,

a. Résolution b. Échange c. Prédiction d. Correction

f. Itération interne g. Correction mi-chemin h. Sous-cyclage

Fig. I.26 – Diagramme de construction d’un algorithme de couplage en IFS
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A partir de (Fig. I.26), d’autres formes d’algorithmes de couplage peuvent être envisagés :

un algorithme de type synchrone explicite avec un sous-cycle (Fig. I.27), un algorithme

asynchrone explicite (Fig. I.28), un algorithme implicite (Fig. I.29), · · · .

Présentée dans [Piperno, 1995], l’intégration en temps du problème couplé se fait en quatre

étape pour l’algorithme synchrone explicite (Fig. I.27) mais l’étape 1 est composée de plu-

sieurs sous étapes. L’avantage de cet algorithme est la possibilité d’utiliser deux pas de

temps différents sur les deux solveurs. Une comparaison à l’algorithme explicite s’avère

une piste à explorer. Les deux schémas permettent un calcul rapide mais tous les deux sont

également soumis à une condition de stabilité.

Fn+1

Sn+1

4

Fn+2
1′

2′

Sn+2
3′

4′

1”Fn
1

Solveur fluide :

Sn

2

3
Solveur structure :

Fig. I.27 – Représentation séquentielle d’un algorithme synchrone avec un sous-cycle

Le principe de l’algorithme asynchrone (Fig. I.28) consiste à calculer le fluide et la structure

à deux instants physiques différents. Utilisé par Lesoinne et al. dans [Lesoinne et Farhat, 1998,

Felippa et al., 2001], l’objectif de l’auteur est de pouvoir exploiter au maximum les perfor-

mances de la méthode en effectuant des corrections "mi-chemin"(n ± 1

2
). Les apports du

traitement du calcul à mi-chemin et des corrections à mi-chemin dans un algorithme de

couplage sont à explorer.

Sn+1Sn
4

Fn+ 3

2

3”

Sn+2
4”

Fn+ 1

2 2”

3

1”

Fn− 1

2 2

1

Solveur fluide :

Solveur structure :

Fig. I.28 – Représentation séquentielle d’un algorithme asynchrone explicite
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L’effet des prédictions dans les algorithmes proposés dans ce chapitre est également à étu-

dier. En effet, celles-ci peuvent être à la fois appliquées dans le cas des algorithmes explicites

et implicites. Dans [Felippa et al., 2001], une prédiction est associée à un algorithme im-

plicite interne (Fig. I.29) et dans [Bendjeddou, 2005], elle est associée à un algorithme

asynchrone.

Fn

Sn

Fn+1

Sn+1

Fn+2

Sn+2

Solveur fluide :

Solveur Structure :

Fig. I.29 – Représentation séquentielle d’un algorithme implicite avec prédiction
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CHAPITRE II

DYNAMIQUE DES FLUIDES ET MODÉLISATION DE LA

STRUCTURE
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Dans ce chapitre, nous présentons les équations de la dynamique des fluides et de la

dynamique de la structure, d’un hydrofoil immergé dans un fluide. Les modèles et les mé-

thodes utilisés pour la résolution des équations y sont également présentés. La déformation

en flexion et torsion d’un hydrofoil est étudiée à travers un modèle 2d. Pour cela, on consi-

dère une section d’un hydrofoil rigide de type NACA 0012 en inox, de masse volumique

ρs = 7850 Kg.m−3 et de moment d’inertie J = 3.12 10−2Kg.m supportée par un ressort
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où







u : ]0, T [ × Ωf → R
2

t, x 7→ u(t, x)
(II.2)

est la vitesse du fluide,






p : ]0, T [ × Ωf → R

t, x 7→ p(t, x)
(II.3)

la pression et

w =
∂ ξf
∂t

(II.4)

la vitesse de déplacement du domaine (voir §I.1). ξf = ExtΩf
(ξ|Γ) étant le déplacement du

domaine fluide. Il est défini par l’opérateur d’extension arbitraire ExtΩf
. Les variables µ

et ρ représentent respectivement la viscosité dynamique et la masse volumique du fluide.

Les conditions aux limites associées sont :











u = U∞ sur ΓI et
∂u

∂n
= 0 sur ΓO

u = 0 sur ΓW et u = ξ̇ sur Γ(t)

(II.5)

où ξ est le déplacement de la structure et ξ̇ désigne la vitesse correspondante.

L’équation de la dynamique du fluide est donnée en formulation adimensionnelle sous la

forme suivante,











∂u∗

∂t
+ ((u∗ − w∗) · ∇∗)u∗ =

1

Re
∆∗u∗ −∇∗p∗ sur Ωf

∇∗ · u∗ = 0 sur Ωf

(II.6)

avec

Re =
U∞ c

ν

représente le nombre de Reynolds où U∞ est la vitesse du fluide en amont, c la longueur

de corde de l’hydrofoil et ν =
µ

ρ
la viscosité cinématique du fluide. L’exposant "*" indique

que la grandeur physique correspondante est sans dimension. Il en résulte les conditions

aux limites suivantes










u∗ = 1 sur ΓI et
∂u∗

∂n
= 0 sur ΓO

u∗ = 0 sur ΓW et u∗ = ξ̇∗ sur Γ(t)

(II.7)
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II.1.2 Formulation faible de l’équation de Navier-Stokes

Notons par H1(Ωf ) l’espace de Sobolev suivant,

H1(Ωf ) = {v ∈ L2(Ωf ) :
∂v

∂xi
∈ L2(Ωf ) , i = 1, 2}

et notons par H1
ΓD

(Ωf ) ⊂ H1(Ωf ), le sous espace défini par

H1
ΓD

(Ωf ) = {u ∈ H1(Ωf ) tel que u = 0 sur ΓD}

où ΓD = ∂Ωf\ΓO est la frontière où les conditions aux limites de type Dirichlet sont

appliquées et

L2(Ωf ) = {f : Ωf → R tel que

(

∫

Ωf

|f |2dx
) 1

2

< +∞}

désigne l’espace de Lebesgue. La résolution du problème (Eq. II.1) se ramène ainsi à la

recherche de u(t, x) ∈]0, T [×H1(Ωf ) et p(t, x) ∈ ]0, t[×L2, tels que















∫

Ωf

∂u

∂t
· v dx+

∫

Ωf

v · [(u− w) · ∇]u dx =
1

ρ

∫

Ωf

p∇ · v dx− ν

∫

Ωf

∇u · ∇v ds

∫

Ωf

q∇ · v dx = 0
(II.8)

∀ (v, q) ∈ H1
ΓD

(Ωf )× L2,

II.1.3 Méthode de projection

La méthode de projection, proposée initialement dans [Temamb, 1969, Temamc, 2001]

et dans [Chorin, 1968], est utilisée pour la discrétisation en temps de l’équation de Navier-

Stokes. Le principe de la méthode consiste à calculer séparément les champs de vitesse

et de pression en introduisant dans une première étape une vitesse intermédiaire (pas

nécessairement à divergence nulle) qui sera projetée par la suite sur le sous espace des

fonctions vectorielles solénoïdales. La méthode est basée sur le principe de décomposition

d’Helmholtz : " tout champs de vecteur wdéfinit sur Ωf admet une décomposition

orthogonale unique w = v +∇φ " où φ est une fonction scalaire, ∇ · v = 0 et n · v = 0

sur ∂Ωf\Γ [Donea et Huerta, 2003]. Afin de simplifier la présentation, nous considérons un

problème avec des conditions aux limites de type Dirichlet ; et notons par uD les valeurs

que prendra la vitesse sur chaque interface correspondante. La première étape consiste à

introduire la vitesse intermédiaire ũn telle que
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ũn − un−1

∆t
+
[

(u† − w) · ∇
]

u†† − ν δu†† = 0 sur Ωf

ũn = uD sur ∂Ωf

(II.9)

où u† = u†† = un−1 dans le cas d’un schéma d’Euler explicite. u† = un−1 et u†† = ũn

dans le cas d’un schéma semi-implicite et u† = u†† = ũn dans le cas d’un schéma implicite.

Le problème se ramène ainsi à la recherche de la vitesse intermédiaire ũn ∈ H1(Ωf ). Le

problème étant résolu par élément finis, la formulation faible correspondante (voir Eq.II.8)

est donnée par :

∫

Ωf

ũn − un−1

∆t
v dx+

∫

Ωf

v ·
[

(u† − w) · ∇
]

u†† dx+ ν

∫

Ωf

∇u†† · ∇v dx = 0 (II.10)

∀v ∈ H1
ΓD

(Ωf ). Après la discrétisation spatiale, la formulation matricielle du problème est

donnée par :

M

(

ũn − un−1

∆t

)

+
(

C(ũ†) +K
)

ũn = V n+1 (II.11)

où M est la matrice de masse, C la matrice de convection, K la matrice de viscosité

et V le vecteur obtenu en appliquant les conditions aux limites et conditions initiales

[Donea et Huerta, 2003]. Dans le cas d’un schéma implicite, la nonlinéarité du problème

requiert une procédure ittérative pour sa résolution. La méthode de Picard ou la méthode

de quasi-Newton peut alors être utilisée (voir chapitre II).

La seconde étape de la méthode de projection permet d’obtenir la vitesse du fluide et le

champ de pression en résolvant l’équation suivante :



























un − ũn

∆t
+∇pn = 0 sur Ωf (a)

∇ · un = 0 sur Ωf (b)

n · un = n · un
D sur ∂Ωf (c)

(II.12)

La formulation faible du problème (Eq. II.12) se présente comme suit : déterminer la vitesse

un ∈ H1(Ωf ) et la pression pn ∈ L2(Ωf ) tel que ∀(v, q) ∈ H1
ΓD

(Ωf )× L2(Ωf ),
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∫

Ωf

v · u
n − ũn

∆t
dx− 1

ρ

∫

Ωf

p∇ · v dx = 0 Ωf

∫

Ωf

q∇ · undx = 0
(II.13)

Après discrétisation spatiale, la formulation matricielle du système est donnée par : :











M ′

(

un − ũn

∆t

)

+Gpn = 0

GTu = 0

(II.14)

où M ′ et G sont des matrices issues de la discrétisation en éléments finis de l’équation

(II.13) [Donea et Huerta, 2003]. Elle peut également être reformulée sous la forme suivante,





M ′

∆t
G

GT 0









un

pn



 =





M ′

∆t
ũn

0



 (II.15)

Méthode de projection incrémentale

Dans cette version de la méthode de projection, l’incrément de la pression pn − pn−1 est

utilisé à la place de la pression totale dans la seconde étape de la méthode. La première

étape est modifiée de la manière suivante :











ũn − un−1

∆t
+
[

(u† − w) · ∇
]

u†† − νδu†† = −1

ρ
∇pn−1 sur Ωf

ũn = uD sur ∂Ωf

(II.16)

la seconde étape est alors donnée par :



























un − ũn

∆t
+

1

ρ
∇(pn − pn−1) = 0 sur Ωf

∇ · un+1 = 0 sur Ωf

n · un = n · unD sur Γ

(II.17)

Le lecteur peut trouver plus de détails sur la méthode de projection et ses variantes dans

par exemple [Donea et Huerta, 2003, Guermond et al., 2006].
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Discrétisation spatiale et Maillage

Dans cette étude, l’élément fini de Crouzeix-Raviart P2-bulle/P1 est utilisé (Fig. II.2).

Cet élément est quadratique pour la vitesse et linéaire pour la pression, il permet l’approxi-

mation discontinue en pression avec un ordre de convergence spatiale d’ordre trois pour la

vitesse et d’ordre deux pour la pression [Benaouicha, 2007, Ern et Guermond, 2002].

b

b

b

b b

b

b

××

×

Fig. II.2 – Elément de Crouzeix-Raviart

Le domaine fluide Ωf (Fig. II.3) est divisé en 2 sous-domaines complémentaires Ωe (Fig. II.4)

et Ωf \Ωe. (Fig. II.5). Le premier sous-domaine est sous forme d’une ellipse autour de l’hy-

drofoil. Il représente le voisinage proche de la structure. Cette configuration permet d’éviter

les distorsions du maillage qui peuvent apparaître au niveau des bords d’attaque et de fuite

lors du déplacement de l’hydrofoil. En effet, le maillage de Ωe subit un déplacement rigide

identique à celui de l’hydrofoil. Il peut ainsi être raffiné au voisinage de celui-ci.

Le déplacement du maillage dans le reste du domaine, est déterminé par la vitesse w qui

est solution de l’équation de Laplace suivante (voir §I.1, §I.6),







































∆w = 0 x ∈ Ωf\Ωe

∇ · (κ∇w(x, t)) = 0 x ∈ Ωe

w(x, t) = ξ̇ x ∈ Γ

w(x, t) = 0 x ∈ ∂Ωf\Γ

(II.18)

où κ est infini. D’une manière générale, afin de limiter la déformation du maillage, ceci

revient à résoudre l’équation de diffusion non-homogène suivante,























∇ · (λ∇w(x, t)) = 0 x ∈ Ωf

w(x, t) = ξ̇ x ∈ Γ

w(x, t) = 0 x ∈ ∂Ωf\Γ

(II.19)
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Fig. II.6 – Influence du maillage. Re = 1000, dt = 10−2, θ = 4◦

et au voisinage de l’hydrofoil. Le champs de pression présenté sur (Fig. II.10) montre une

dépression (pression) à l’extrados (resp intrados) dont le coefficient de pression correspon-

dante est présenté sur (Fig. II.11-b) avec un point d’arrêt à x/c = 0.022.
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Fig. II.11 – Évolution des coefficients de portance, traînée et coefficient de pression à t∗ = 50 (θ = 8◦)
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Fig. II.12 – Coefficient de portance en écoulement instationnaire

de la corde. Bien qu’une tendance asymptotique soit observée (Fig. II.11-a), des oscilla-

tions locales de faible amplitude liées au phénomène instationnaire apparaissent. En effet,

à faible angle d’attaque (θ ≤ 9◦), les coefficients hydrodynamiques sont approximativement

constants lorsque l’écoulement est établi (Fig. II.12-a). Lorsque θ atteint des valeurs éle-

vées, une forme d’oscillation périodique apparaît (Fig. II.12-b). Plus l’angle d’attaque est

élevé, plus l’amplitude des oscillations est grande. La forme des oscillations est divisée en

deux classes, une forme sinusoïdale pour les angles d’attaques moins élevés (Fig. II.12) et

une forme plus complexe pour les angles d’incidences élevés (Fig. II.13-a). Ces observations

sont autant valables pour la portance que pour la traînée (Fig. II.13-b).
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Fig. II.13 – (a) : Coefficient de portance en écoulement instationnaire pour θ = 24◦, 25◦, 26◦

(b) : Coefficient de traînée en écoulement instationnaire pour θ = [9◦ − 26◦]

Les oscillations résultent de l’apparition des tourbillons de Von Kármán. Ces tourbillons

naissent au voisinage du bord d’attaque et sont convectés par l’écoulement amont vers le

sillage. Plus l’angle d’incidence est élevé, plus l’intensité de celui ci augmente dont l’effet

s’observe sur les coefficients hydrodynamiques. Ces variations sont également observables

sur le sillage de l’hydrofoil (Fig. II.14). Lorsque l’angle est très élevé, une seconde série

de tourbillon apparaît en bord de fuite, ceci explique la forme des signaux observés sur la

figure (II.13). L’écoulement en aval de l’hydrofoil est plus perturbé pour les angles d’inci-

dences élevés. Avec un Re = 1000, la valeur moyenne de la portance augmente avec l’angle

d’attaque jusqu’à 34◦ où on observe une diminution de la portance (Fig. II.15).
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Fig. II.15 – Valeur moyenne de la portance en fonction de l’angle d’attaque
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II.2.1 Formulation Lagrangienne - Modélisation

La méthode de Lagrange est utilisée pour la modélisation de la dynamique du système. Le

Lagrangien L est donné par :

L = Ec − Ep

où Ec est l’énergie cinétique, donnée par :

Ec =
1

2
(J − mH2 sin2 θ)θ̇2 +

1

2
mẎ2 − mHθ̇Ẏ cos θ

et Ep est l’énergie potentielle, donnée par :

Ep =
1

2
kYY2 +

1

2
kθ(θ − β)2

β représente l’angle d’incidence de l’hydrofoil en équilibre. Les équations de la dynamique

de l’hydrofoil sont données par l’équation de Lagrange :

d

dt

(

∂L
∂ri

)

− ∂L
ri

= Qi (II.21)

où ri, i = {1, 2}, désignent les coordonnées généralisées Y et θ. Qi, i = {1, 2}, représentent

les forces généralisées induites par le fluide. Ainsi, on obtient le système d’équations diffé-

rentielles non linéaire suivant :







(J−m H2 sin2 θ) θ̈−m H Ÿ −m H2 sin θ cos(θ)θ̇2 + kθ(θ − β) = M (a)

−m H cos(θ)θ̈+m Ÿ +m Hsin(θ)θ̇2 + kyY = Fy (b)
(II.22)

avec les conditions initiales suivantes Y0 = Y(t0), θ0 = θ(t0) et Ẏ0 = Ẏ(t0), θ̇0 = θ̇(t0).

Les valeurs initiales de Ÿ0 = Ÿ(t0) et θ̈0 = θ̈(t0) sont obtenues en résolvant directement le

système d’équations (II.22) avec les conditions initiales précitées. J est le moment d’inertie

par rapport au centre élastique E (ou centre de rotation). M et F sont respectivement le

moment et la force externe dus au fluide, F =

(

Fx

Fy

)

. La non-linéarité de ce système

d’équations par rapport à θ résulte de la distance H entre le centre de gravité et le centre

élastique. Lorsque ces deux centres sont confondus sur un seul point, les mouvements en

pilonnement et tangage sont découplés.
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Le système d’équations de la structure et l’équation de Navier-Stokes sont adimensionnés

avec les mêmes vitesse de référence Uref et longueur de référence Lref . Dans la suite de

cette étude, Uref est égale à la vitesse uniforme en amont de l’hydrofoil U∞ et Lref est

égale à la corde c. Par conséquent, l’équation (II.22) est équivalente au système :











(1− C3 sin2 θ) θ̈∗2 − C2 cos(θ)Ÿ∗ − C3
2
θ̇∗2 sin(2θ) + ω∗2

θ θ = ω∗2
θ β − C4 cos θCL − C4CD sin θ

−H

c
cos(θ)θ̈∗ + Ÿ∗ +

H

c
θ̇∗2 sin(θ) + ω∗2

y Y∗ = C1CL

(II.23)

où les variables adimensionnelles sont indiquées par l’exposant "*". C1, C2, C3, C4 désignent

les coefficients adimensionnels suivants

C1 =
c2ρf
2m

, C2 =
mHc

J
, C3 =

mH2

J
, C4 =

hc3

2J
ρf (II.24)

h est la distance algébrique entre le centre de pression, point d’application des forces hy-

drodynamiques, et le centre élastique. Notons que la position du centre de pression est

variable en fonction du mouvement de la structure et de la dynamique de l’écoulement au-

tour. Ainsi, contrairement aux autres, C4 est un coefficient instationnaire. La formulation

matricielle du problème s’écrit sous la forme suivante :

M(θ)Ẍ +C(θ)Ẋ +KX = P (II.25)

où

M(θ) =









1− C3 sin2 θ −C2 cos θ

−H

c
cos θ 1









, C(θ) =









−C3
2
θ̇∗ sin(2θ) 0

H

c
θ̇∗ sin(θ) 0









, K =







ω∗2
θ 0

0 ω∗2
y






,

P =







M∗ + ω∗
θβ

C1CL






et X =





θ∗

Y∗



 .
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Position du centre de pression

La position du centre de pression (C) permet de calculer le coefficient C4. Elle joue un

rôle important pour la détermination du mouvement des forces hydrodynamiques. Elle est

déterminée en utilisant le Théorème de Varignon suivant :

Théorème de Varignon : Le moment de la résultante par rapport à un pôle quelconque

est égal au moment résultant par rapport à ce même pôle.

En d’autres termes

MF/O′′ =
−−→
O′′C ∧ −→

F =

∫

Γ
(
−−−→
O′′ A ∧ σf · −→n )dx, ∀O” ∈ Γ, ∀A ∈ Γ

alors la position du centre de poussée est donnée par C =





xc

yc



 .

xc =
MF/0′′

Fy + tan θ · Fx
+

c

4
(1− cos θ)

yc = Y − xc tan θ

(II.26)

Si on choisit de noter O” =





xO”

xO”



 le bord d’attaque et A ∈ Γ, la variation de la

position de C en fonction des dynamiques de la structure et de l’écoulement est clairement

démontrée dans la relation (Eq. II.26). Il est à noter que lorsque les efforts hydrodynamiques

s’annulent, le centre de pression n’existe pas. Ceci ce traduit par une singularité dans

l’équation (II.26).

II.2.2 Méthode de résolution numérique

La méthode de Newmark [Kane et al., 2000, Kane, 1999] avec une approche en accélé-

ration (Eq. I.38) est utilisée pour la discrétisation en temps de l’équation (Eq. II.25). Elle

est donnée sous forme matricielle suivante :
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X n = X n−1 +∆t Ẋ n−1 +
∆t2

4
( Ẍ n−1 + Ẍ n) (a)

Ẋ n = Ẋ n−1 +
∆t

2
( Ẍ n−1 + Ẍ n) (b)

(II.27)

L’Équation (II.25) s’écrit alors,

M
n−1(θ)Ẍ n +C

n−1(θ)Ẋ n +KX n = P
q (II.28)

où

M
n−1(θ) =









1− C3 sin2 θn−1 −C2 cos θn−1

−H

c
cos θn−1 1









, C(θ) =









−C3
2
θ̇∗n−1 sin(2θn−1) 0

H

c
θ̇∗n−1 sin(θn−1) 0









,

P
q =







M∗q + ω∗
θβ

C1Cq
L






et Xn = X (tn)

avec tn = n∆t, ∆t étant le pas de discrétisation en temps. L’exposant q définit la nature

du schéma de couplage utilisé, q = n pour le schéma implicite et q = n− 1 pour le schéma

explicite. L’accélération Ẍ n = Ẍ (tn) est donnée alors par,

Ẍ n =

(

M
n−1(θ) +C

n−1(θ)
∆t

2
+K(θ)

∆t2

4

)−1
(

P
q −C

n−1(θ) ˙̃X n−1 −K(θ)X̃ n−1
)

(II.29)

avec X̃ n−1 = X n−1 +∆tẊ n−1 +
∆t2

4
Ẍ n−1 et ˙̃X n−1 = Ẋ n−1 +

∆t

2
Ẍ n−1

Dans le chapitre III, une étude détaillée de la dynamique de l’hydrofoil immergé dans un

fluide en écoulement, avec prise en compte du couplage fluide structure, sera présentée.

Pour cette étude, quatre cas seront présentés, en fonction de la fréquence propre adimen-

sionnelle en eau au repos de la structure. En effet, celle ci, définie parf∗
e = fe∗ tref , permet

de classifier les phénomènes d’interaction fluide structure en trois catégories [Hémon, 2006],

où fe est la fréquence propre de la structure en eau au repos et tref est un temps de réfé-
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rence défini par tref =
c

U∞
. Une valeur de f∗

e >> 1 signifie que la structure vibre à une

fréquence élevée comparée à celle du fluide et une particule fluide qui la traverse aura le

temps de subir plusieurs périodes de mouvements. Ils en résultent que les charges hydrody-

namiques soient calculées en fonctions de ses oscillations. Cette classe relève généralement

des études vibratoires. Si f∗
e ≈ 1, on assiste à un véritable couplage, le temps qu’une par-

ticule fluide traverse la structure correspond à la période de vibration de la structure. Les

amplitudes des mouvements peuvent devenir très grandes et les effets non linéaires prépon-

dérants. Lorsque f∗
e << 1 la structure est quasiment immobile vis à vis de l’écoulement

fluide. Cela correspond à une vitesse élevée du fluide et une vibration basse fréquence de

la structure. Dans cette dernière, il est possible de considérer le phénomène comme étant

quasi-statique, où l’influence des oscillations sur l’écoulement autour de la structure est

limitée. Des simplifications, ainsi que l’utilisation des charges hydrodynamiques obtenues

en statique, sont ainsi envisageables. Cette classe relève généralement des études en aéroé-

lasticité [Hémon, 2006].

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

Fréquences propre en air
en Y 18 0.45 0.45 1.35

en θ 45 0.675 18 1.35

Fréquences en eau en Y 11.86 0.28 0.28 0.879

au repos en θ 31.82 0.473 12.64 0.91

Fréquence réduite
en Y

f∗
e > 1 f∗

e < 1
f∗
e < 1

f∗
e ≈ 1

en θ f∗
e > 1

Tab. II.1 – Les quatre cas étudiés

Les quatre cas étudiés sont présentés dans le tableau (II.1). Les fréquences ont été choisies

de façon à obtenir les différentes catégories de fréquences propres adimensionnelles présen-

tées précédemment.

Le système dynamique (Eq. II.28) est résolu, dans les différents cas, pour β = 4◦ et les

conditions initiales suivantes,

θ0 = 4◦, Y0 = 0, θ̇0 = Ẏ0 = 0.2 (II.30)
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Fig. II.16 – Déplacement de la structure dans les quatre cas (pilonnement)

Dans cette section, nous considérons un système dynamique libre où le fluide n’a aucun

effet sur le mouvement de la structure. Ainsi, le second membre de l’équation (II.28) est

nul (P = 0). Le but étant de résoudre l’équation de la dynamique de l’hydrofoil à l’aide des

méthodes numériques présentées précédemment. Cela nous permettra d’analyser le mouve-

ment couplé pilonnement-tangage de l’hydrofoil en fonction des fréquences d’oscillations.

Les figures (II.16-a) et (II.16-b) montrent les déplacements en pilonnement de l’hydrofoil

dans les quatre cas étudiés. Les solutions sont périodiques, sinusoïdales pour certains cas

et de forme complexes pour d’autres. Une modulation peut être observée à long terme, no-

tamment le cas 1 (zoom dans Fig. II.16-a). L’amplitude des mouvements en pilonnement

est de l’ordre de 10−3 pour le cas 1 et de l’ordre de 10−2 pour les autres. Les cas 2 et 3

ont les mêmes fréquences propres de pilonnement mais les solutions sont différentes. Ceci

est dû au couplage entre les mouvements de pilonnement et tangage. En effet, l’analyse

fréquentielle par la transformée de Fourier des mouvements montre deux pics de fréquences

propres bien distincts (Fig. II.18-a) pour tous les cas. Ces fréquences sont différentes des

fréquences propres initiales. Elles diminuent pour le pilonnement et augmentent pour le

tangage.

Des remarques similaires peuvent être faites sur le mouvement en tangage. Les déplace-

ments sont périodiques et de formes sinusoïdales (Fig. II.17). L’analyse fréquentielle montre

également deux pics de fréquences propres distincts (Fig. II.18-b). Les fréquences obtenues

sont exactement les mêmes que celles obtenues dans le cas du pilonnement. La différence

entre les deux spectres est l’amplitude. Un résumé des fréquences dans le cas du mouve-

ment couplé tangage-pilonnement est présenté sur le tableaux (II.2).
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Fig. II.18 – Fréquence de (a) pilonnement et (b) tangage

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

en Y
1er pic 17.658 0.425475 0.425475 1.0638

Fréquence 2ème pic 52.335 0.85095 20.529 1.91475

induite
en θ

1er pic 17.658 0.425475 0.425475 1.0638

2ème pic 52.335 0.85095 20.529 1.91475

Tab. II.2 – Fréquences de pilonnement et tangage dans les 4 cas

Afin d’identifier les phénomènes directement liés au mouvement couplé tangage-pilonnement,

considérons l’équation de l’hydrofoil en pilonnement pur suivante :

Ÿ∗ + ω∗2
y Y∗ = C1CL (II.31)
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En absence des efforts dus au fluide (CL), la solution de l’équation (II.31) est périodique et

sinusoïdale (Fig. II.19). Dans ce cas, la fréquence d’oscillation du mouvement reste égale à

la fréquence propre de la structure.

De la même façon, l’équation de l’hydrofoil en tangage pur est donnée par

(1− C3) θ̈∗ + ω∗2
θ (θ − β) = −C4CD sin θ − C4CL cos θ (II.32)

Dans le cas où CL = 0 et CD = 0 (système dynamique libre), la solution de l’équation

(II.32) est également périodique et sinusoïdale (Fig. II.20). La fréquence d’oscillation du

mouvement est égale à la fréquence propre de la structure. Les coefficients C1 et C2 sont

définis dans l’équation (Eq. II.24).
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2 2.05 2.1
3.9

4

4.1

Temps t
*
 

( a )

θ
 (
 e

n
 °

) 

 

 

Cas 1

Cas 3

2 3.5 5
1

4

7

Temps t
*
 

( b )

θ
 (
 e

n
 °

) 

 

 

Cas 2

Cas 4

Fig. II.20 – Dynamique de la structure en tangage pur



70 Dynamique des fluides en ALE et modélisation de la structure

II.3 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations de la dynamique du fluide et de la structure sont pré-

sentées. L’équation de Navier-Stokes en formulation ALE a été résolue numériquement, en

utilisant le code en éléments finis Castem, pour différents angles d’incidences de l’hydrofoil

immobile. Une analyse des coefficients hydrodynamiques ainsi que la position du centre

de poussée a été réalisée, en fonction de l’angle d’incidence. Par ailleurs, la méthode de

déplacement du maillage ainsi que la stratégie de maillage correspondante, au vu d’une

étude IFS (dans le prochain chapitre), est présentée. Aussi, une étude de la sensibilité des

résultats numériques au maillage est effectuée. En outre, la résolution de l’équation de la

dynamique de l’hydrofoil en tangage et pilonnement, en utilisant le schéma de Newmark,

a été présentée. Quatre cas, correspondants à différentes fréquences propres de la struc-

ture ont été étudiés. Il a été constaté que le mouvement couplé pilonnement-tangage influe

sur les fréquences et amplitudes des mouvements. Il s’agit d’une étude préliminaire pour

aborder dans le prochain chapitre, le problème couplé fluide-structure.
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L’étude réalisée dans les chapitres précédents est complétée dans ce chapitre, en consi-

dérant le problème couplé fluide-structure. La dynamique de la structure, la variation de

la force hydrodynamique ainsi que l’évolution du centre de poussée sont analysées. Trois

configurations sont étudiées : structure en mouvement forcé dans un fluide en écoulement,

structure en mouvement libre dans un fluide au repos et une structure en mouvement libre

dans un fluide en écoulement. Le problème couplé est résolu en utilisant l’algorithme de

couplage explicite, défini au chapitre I, adapté au cas de l’équation de Navier-Stokes en

formulation ALE et de l’équation de la dynamique de l’hydrofoil.

III.1 Problème couplé en interaction fluide-structure

Dans ce cas, la dynamique de la structure dépend des forces que le fluide exerce sur

celle-ci. Inversement, l’écoulement du fluide est modifié localement par le mouvement de

la structure. Le couplage a lieu ainsi à l’interface entre le fluide et la structure. Dans

l’équation de Navier-Stokes en formulation ALE, le couplage est pris en compte à la fois

par les conditions aux limites à l’interface fluide-structure, la mobilité du domaine Ωf (t)

ainsi que la présence de la vitesse w de déplacement du domaine fluide dans l’équation.

Ces derniers points dépendent eux-mêmes du déplacement de la structure.

L’équation de Navier-Stokes en formulation ALE est donnée sous la forme adimensionnelle

suivante,











∂u∗

∂t
+ ((u∗ − w∗) · ∇)u∗ =

1

Re
∆u∗ −∇∗p∗ sur Ωf (a)

∇∗ · u∗ = 0 sur Ωf (b)

(III.1)

L’équation de la dynamique de la structure est donnée sous la forme adimensionnelle sui-

vante :











(1− C3 sin2 θ) θ̈∗ − C2 cos(θ)Ÿ∗ − C3
2
θ̇∗2 sin(2θ) + ω2

θθ = ω∗2
θ β +M∗

−H

c
cos(θ)θ̈∗ + Ÿ∗ +

H

c
θ̇∗2 sin(θ) + ω∗2

y Y∗ = F ∗
y

(III.2)
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où F ∗
y est la force de portance adimensionnelle et M∗ le moment adimensionnel de la force

hydrodynamique dus au fluide en écoulement. Les conditions de continuité des vitesses et

continuité des efforts sont imposés à l’interface. Elles sont données par :































u∗ = ξ̇∗ sur Γ (a)

F ∗
y =

2

ρfU2∞c

∫

Γ
(σf |z · −→n |Γ) dl sur Γ (b)

M∗ =
2

ρfU2∞c2

∫

Γ
[(σf ∧ −→

AE) · −→n |Γ ] dl sur Γ (c)

(III.3)

L’algorithme de couplage explicite, étudié au chapitre I (Fig. I.2), adapté à un problème

couplé 2d (Fig. III.1) est utilisé pour la résolution du problème.

III.1.1 Algorithme de couplage

Le schéma de couplage explicite peut être décrit selon les étapes suivantes (représentées

dans la figure III.1) :

a. Résolution du problème fluide (Eq. III.1)

b. Résolution du problème structure (Eq. III.2)

c. Actualisation du maillage (Eq. II.19)



74 Dynamique d’un hydrofoil immerge dans un fluide

Conditions initiales

Résoudre Navier-Stokes Eq.(III.1)

k = k + 1

n = n+ 1 Test de convergence

Actualiser maillage (Eq. II.19) un, pn

Résoudre la structure (Eq. III.2)

ξn

non

oui

Fig. III.1 – Algorithme de couplage explicite [Rajaomazava IIId et al., 2012]

Le déplacement ξ de la structure est donné, en fonction de Y et θ, par la relation suivante :

ξn = R(δθ)
−−−−−−−→
En−1An−1 +

−→
δY (III.4)

où An−1 est un point quelconque de l’hydrofoil à l’instant tn−1, δθ = θn−θn−1,
−→
δY = (Yn−

Yn−1)
−→
j est le vecteur de déplacement vertical de E et R =

(

cos(δθ)− 1 sin(δθ)

− sin(δθ) cos(δθ)− 1

)

.

Le déplacement ξf du domaine fluide est défini, en fonction de ξ, par la relation suivante

(voir Eq. I.2) :

ξf = ExtΩf
(ξ) sur Ωf (III.5)

ExtΩf
(·) étant un opérateur d’extension arbitraire. La vitesse w de déplacement du do-

maine fluide est donnée par (voir Eq. I.2) :

w = ∂tξf sur Ωf (III.6)

Elle est obtenue en résolvant l’équation de diffusion (II.19).
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Fig. III.7 – Fréquence adimensionnelle de la portance (a) et de la traînée (b)

des harmoniques multiples de la fondamentale (pic 2 ≃ 36, pic 3 ≃ 54, ....). Les mêmes

observations sont constatées pour les fréquences des traînées. Le spectre est composé de la
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fréquence fondamentale et de ses harmoniques (Fig. III.7-b).

Position du centre de poussée

La position du centre de poussée est donnée par l’équation (Eq. II.26). Elle dépend de

la position de l’hydrofoil ainsi que de l’écoulement du fluide autour. La figure (III.8-a)

représente la distance adimensionnelle entre le bord d’attaque et le centre de poussée de

l’hydrofoil dans les quatre cas étudiés, tandis que la figure (III.8-b) représente un zoom

sur le cas 1. A l’état statique de l’hydrofoil avec un angle d’attaque β = 4◦, le centre de

poussée se situe à une distance de 0.21 du bord d’attaque. Les variations, liées au caractère

instationnaire de l’écoulement du fluide, sont de l’ordre de 10−3. Lorsque l’hydrofoil est

en mouvement, des points singuliers apparaissent d’une façon périodique, dont la période

dépend de la fréquence d’oscillation de l’hydrofoil, dans l’évolution du centre de poussée.

En effet, ceux-ci correspondent aux instants (ou aux positions de l’hydrofoil) où les forces

hydrodynamiques s’annulent (Fig. III.5-b). Toutefois, une valeur moyenne de la position

du centre de poussée par rapport au bord d’attaque (Fig. III.8-a) peut être observée. Elle

est donnée en annexe B dans le tableau (VI.3) pour chacun des cas.
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III.2.2 Mouvement de tangage pur

Dans ce cas, l’équation de la dynamique de l’hydrofoil est donnée par (Eq. II.32). L’angle

d’attaque de l’hydrofoil en équilibre est β = 4◦ et les conditions initiales suivantes θ̈0 = 0,

θ̇0 = 0.2, θ0 = β sont imposées au système dynamique. Le mouvement de l’hydrofoil est

périodique et sinusoïdal (Fig. II.20).

La figure (III.9) représente la composante, suivant l’axe des abscisses x, du champ de vitesse
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u du fluide dans le cas 2 (voir Tab. II.1). Un sillage périodique, causé par le déplacement

en tangage de l’hydrofoil, est observé en aval de l’hydrofoil.

Fig. III.9 – Composante en x du champ de vitesse u à t∗ = 5.4. Cas 2.

L’évolution du coefficient de portance est périodique dans les quatre cas étudiés. Il prend

des valeurs négatives dans les cas 1 et 3. L’amplitude des oscillations de l’hydrofoil autour

de β est plus faible dans les cas 1 et 3 en comparaison aux autres cas (Fig. II.20). En

revanche l’amplitude d’oscillation du coefficient de portance dans ces cas est plus élevée

(Fig. VI.22). En effet, les fréquences propres choisies dans les cas 1 et 3 (Tab. II.1) en-

traînent des vitesses plus élevées de l’hydrofoil, donc du fluide, à l’interface fluide-structure.

Pour un nombre de Reynolds de 1000, le coefficient de portance dans le cas d’un fluide

en écoulement autour d’un hydrofoil immobile, varie entre 0 à 1.39 en fonction de l’angle

d’attaque allant de 0 à 34◦ (Fig. II.15). Dans le cas d’un hydrofoil en mouvement de tan-

gage, ce coefficient peut prendre des valeurs allant de −2.48 à 2.83. Les figures (III.10-a) et

(III.10-b) montrent l’évolution des coefficients hydrodynamiques en fonction de θ dans les

quatre cas étudiés. On remarque qu’à la même position θ de la structure, les coefficients

hydrodynamiques varient en fonction du sens de déplacement de celle-ci (indiquée par une

flèche sur les courbes). En effet, l’écoulement au voisinage de l’obstacle varie en fonction

de son déplacement. La figure (III.11) montre le sillage de l’hydrofoil à un angle d’attaque

θ = 3.2◦ pendant sa phase ascendante (à t∗ = 4.6) puis descendante (à t∗ = 5.4). Les
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variations de CL et CD en fonction de θ sont cependant périodiques.

A la différence du cas précédent (hydrofoil en pilonnement pur), dans le cas du tangage les

coefficients hydrodynamiques sont plus élevés pendant la phase ascendante de l’hydrofoil.

Pour les cas où la fréquence réduite est inférieure ou approximativement égale à 1 (cas

2 et 4), les coefficients hydrodynamiques croissent pendant la phase ascendante (θ ր) et

décroissent pendant la phase déscendante (θ ց). En revanche, pour les cas où la fréquence

réduite est supérieure à 1 (cas 1 et 3), les coefficients hydrodynamiques décroissent pendant

la phase ascendante et croissent pendant la phase déscendante.
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Fig. III.10 – CL et CD en fonction de θ

L’analyse des spectres de fréquences des forces hydrodynamiques, des cas étudiés (Tab. II.1),

montrent la présence d’une fréquence fondamentale dans chacun des quatre cas (Fig. III.12-

a et b). Celle-ci correspond (avec un écart de 0.87%) à la fréquence propre dans l’air de

l’hydrofoil dans chaque cas. On observe également des fréquences harmoniques correspon-

dants aux multiples des fréquences fondamentales avec de faibles amplitudes.
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Fig. III.11 – Sillage pendant les phases ascendante (g) puis descendante (d) de l’hydrofoil en tangage. Cas 2.
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Position du centre de poussée

Les figures (III.13-a) et (III.13-b) montrent la distance algébrique adimensionnelle entre

le bord d’attaque et la position du centre de poussée de l’hydrofoil. À t∗ . 0.8, celle-ci

correspond à la position du centre de poussée dans le cas d’un hydrofoil immobile à un angle

d’incidence β = 4◦. Le centre de poussée se déplace le long de la corde, dès que l’hydrofoil

se met en mouvement de tangage. Des points singuliers, dus à l’annulation des efforts

hydrodynamiques, apparaissent de façon périodique dans la fonction décrivant l’évolution

du centre de poussée pour les cas 1, 2 et 3. Ces points singuliers n’apparaissent pas dans

le cas 4, car dans ce cas les coefficients hydrodynamiques sont strictement positifs (voir les

figures VI.22 et VI.23). Toutefois, une valeur moyenne de la position du centre de poussée

par rapport au bord d’attaque, peut être observée. Elle est donnée en annexe B dans le

tableau (VI.3) pour chacun des cas.

III.2.3 Hydrofoil en tangage et pilonnement

L’équation de la dynamique de l’hydrofoil en tangage et pilonnement est donnée par

l’équation (III.2). L’angle d’attaque de l’hydrofoil en équilibre est fixé à β = 4◦. Les condi-

tions initiales suivantes θ0 = β, Y0 = 0, et Ẏ0 = θ̇0 = 0.2 sont imposées. La dynamique de

l’hydrofoil seul en pilonnement et tangage est étudiée dans le chapitre (II). Les trajectoires

en deux degrés de liberté sont présentées sur les figures (II.16) et (II.17). Le mouvement

de l’hydrofoil est pseudo-périodique (pour Y et pour θ) et l’analyse fréquentielle a montré

l’existence de deux fréquences bien distinctes (Fig. II.18).
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Une représentation de la dynamique de l’hydrofoil en fonction du pilonnement, du tangage
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et du temps est représentée sur la figure (III.14) pour le cas 1. On remarque la nature

pseudo-périodique du mouvement (Fig. III.14-a). Avec une observation plus longue, un dé-

phasage par rapport à la première période est observable (Fig. III.14-b). Le déplacement de

l’hydrofoil est composé des mouvements à basse et haute fréquences. Les mêmes remarques

sont observées pour les autres cas présentés en annexes B (Fig. VI.26, VI.27, VI.28).

L’évolution de la portance est également pseudo-périodique. à la même position Y de la

structure, il peut y avoir plusieurs valeurs différentes de coefficients de portances. Ces

valeurs peuvent aller au-delà des deux valeurs observées dans les cas de l’hydrofoil en pi-

lonnement pur et hydrofoil en tangage pur. La même observation est constatée pour les

coefficients hydrodynamiques par rapport à θ. Une illustration correspondant au cas 1 est

présentée dans la figure (III.15-a). Elle montre l’évolution du coefficient de portance en fonc-

tion de θ et Y durant quelques périodes. Après plusieurs périodes, cette fonction finit par re-

présenter un courbe de Lissajous (Fig. III.15-b). Al-Mdallal et al. [Al-Mdallal et al., 2007]

a effectué des travaux sur la relation entre la fréquence de lâcher tourbillonnaire et la fré-

quence propre de la structure pour un cylindre en mouvement forcé dans un écoulement.

Ils ont démontré que les courbes de Lissajous non périodiques indiquent qu’il n’existe pas

d’accrochage fréquentiel de la portance avec le mouvement de la structure. Cela se traduit

sur le sillage proche du bord de fuite : les tourbillons ne sont pas accrochés à la structure.

L’ évolution du coefficient de traînée forme également une forme géométrique de Lissajous.

Les figures représentant les coefficients de portance et de traînée en fonction du temps et

en fonction de θ, Y, pour les autres cas étudiés, sont données en annexe B.

L’analyse des spectres des fréquences des coefficients de portance montre la présence de
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Fig. III.16 – Fréquence adimensionnée de la portance en tangage et pilonnement
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Fig. III.17 – Fréquence adimensionnée de la traînée en tangage et pilonnement

deux fréquences fondamentales qui correspondent aux fréquences dues au couplage des

mouvements de pilonnement et tangage (Tab. II.2). Pour les cas 1, 2 et 3, les harmoniques

sont composés des harmoniques de la première fondamentale et de celui de la seconde

fondamentale. Pour le cas 4, on trouve des pics de fréquences secondaires, de faible ampli-

tude, qui sont différents des harmoniques des deux fondamentales (Fig. III.16). Les mêmes

tendances peuvent être observées pour les coefficients de traînée (Fig. III.17). Le spectre

est composé des mêmes fréquences que celles des coefficients de portances mais avec des

amplitudes beaucoup plus faibles.

Position du centre de poussée

L’existence des points singuliers dans l’évolution de la position du centre de poussée, due

principalement à l’annulation des charges hydrodynamiques, a été observée dans le cas

d’un hydrofoil en pilonnement pur et tangage pur. Les coefficients de portance et de traî-
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née prennent successivement dans le cas du mouvement couplé pilonnement-tangage, des

valeurs négatives puis positives (Fig. VI.24, Fig. VI.25), ce qui entraîne l’apparition des

points singuliers. Les analyses précédentes ont montré que les mouvements de l’hydrofoil

ne sont pas périodiques dans le cas du pilonnement et tangage. Par conséquent, l’évolution

du centre de poussée n’est pas périodique (Fig. III.18). Elle est différente des cas de pilon-

nement pur ou tangage pur. À la différence des cas précédents (pilonnement pur et tangage

pur), les positions sont distribuées autour d’une valeur moyenne mais avec un écart-type

plus important (exemple : cas 1, Fig. III.18-a).
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Fig. III.18 – Evolution du centre de poussée

III.3 Dynamique d’un hydrofoil dans un fluide au repos

Le couplage fluide structure est considéré dans cette section. On considère un fluide

initialement au repos. L’écoulement est généré par le mouvement de la structure, toute

la dynamique propre dépend des conditions initiales imposées. L’algorithme de couplage

explicite présenté dans la figure (III.1) est utilisé. Les mouvements de pilonnement et de

tangage sont initialement dissociés et les 4 cas présentés précédemment sont étudiés avec

les mêmes conditions.

La formulation adimensionnelle des équations de Navier-Stokes et de la dynamique de la

structure est considérée. Les grandeurs de référence suivantes sont utilisées : Lref = c,

tref = 1/f , Uref =
Lref

tref
. Le nombre de Stokes (St) est donné par St =

f c2

ν
où f est la

fréquence propre de l’hydrofoil dans l’eau.



Dynamique d’un hydrofoil immerge dans un fluide 87

III.3.1 Mouvement de pilonnement pur

L’équation de la dynamique de l’hydrofoil en pilonnement (Eq. II.31) est considérée. L’angle

d’attaque de l’hydrofoil est fixé à β = 4◦. Les conditions initiales sur la structure sont les

suivantes Y0 = 0 et Ẏ0 = 0.2.
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Fig. III.19 – Dynamique de l’hydrofoil en pilonnement pur

Les figures (III.19-a) et (III.19-b) montrent le déplacement de l’hydrofoil en pilonnement.

L’hydrofoil est animé d’un mouvement oscillatoire pseudo-périodique. Un amortissement

induit par le couplage fluide-structure est observé. Une diminution de l’amplitude maxi-

male est également constatée en comparaison au déplacement de la structure en système

forcé.

Le taux d’amortissement ζ de la structure dû au fluide, peut être obtenu par la relation

suivante :

ζ =
|δ|√

4n2π2 + δ2
(III.7)

où δ représente le décrément logarithmique

δ = ln
ξ(t+ nTa)

ξ(t)
,

et Ta la pseudo-période du mouvement de l’hydrofoil.

Ta =
2π

ω
√

1− ζ2

où n étant le nombre de période séparant les deux maxima des pics d’oscillations ξ(t) et
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ξ(t+ nTa) . Le taux d’amortissement ζ obtenu par période, pour chaque cas étudié, est

présenté dans la figure (III.20-a). Il est de l’ordre de 0.02% pour le cas 4 et de l’ordre de

0.04% pour les autres cas. L’amortissement maximal est observé au début du couplage, il

décroît ensuite avec un taux de décroissance de l’ordre de 10−3 à chaque période. L’amor-

tissement de la structure, dû au fluide, est variable et non linéaire en temps, comme l’ont

déjà constaté Li [Li, 2007] et Yabili [Yabili et al., 2012] dans leurs travaux expérimentaux

et numériques sur un hydrofoil en tangage et en pilonnement. Par ailleurs, dans le cas d’un

couplage fluide structure, ils ont proposé un modèle d’amortissement polynomial qui leur

a permis de faire correspondre les résultats numériques avec l’expérience.
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Fig. III.20 – Taux d’amortissements et fréquences adimensionnées en pilonnement

La fréquence du mouvement de pilonnement pur, obtenue par FFT, est présentée dans

la figure (III.20-b) pour tous les cas étudiés. Les fréquences (fi)i=1,2,3,4 en eau au repos,

sont inférieures aux fréquences propres correspondantes en air (notée ici fYi i=1,2,3,4). Cette

différence traduit l’effet de masse ajoutée qui peut être approximé par la relation suivante

[Blevins, 1979] :

mai = m

(

f2
Yi

f2
i

− 1

)

, i = 1, 2, 3, 4 (III.8)

Une méthode de calcul de l’opérateur de masse ajoutée pour n’importe quelle géométrie

est présentée dans Benaouicha et al. [Benaouicha et Astolfi, 2012]. Cette méthode a été

utilisée pour le calcul de masse et moment ajoutés, pour un hydrofoil de type NACA0012

à 4◦ d’incidence, en mouvement de cavalement, pilonnement et tangage. Elle donne
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Ma =









0.5617 2.364 9.21 10−2

2.364 17.046 0.646

9.211 0.646 3.66 10−2









(III.9)

La masse ajoutée correspondant au mouvement de pilonnement pur est Ma(2, 2) = 17.046

Kg.m−1. L’équation (III.8) donne respectivement une masse ajoutée de 18.90 Kg.m−1,

20.78 Kg.m−1, 20.78 Kg.m−1, 19.65 Kg.m−1 pour les cas 1, 2, 3 et 4. Les résultats sont

globalement comparables. On observe néanmoins de légers écarts qui peuvent être dus à

plusieurs paramètres (numériques, modèle théorique, physique, · · · ).
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Fig. III.21 – Fréquences adimensionnées de la portance (a) et de la traînée (b)

L’évolution des coefficients de portance et de traînée suit la même évolution que les dépla-

cement de l’hydrofoil, comme le montrent les figures (Fig. VI.36, Fig. VI.37) présentées en

annexe (C). Les coefficients prennent des valeurs positives et négatives. Pour les cas 2, 3 et

4, la portance (resp traînée) croît pendant la phase ascendante de l’hydrofoil et décroît dans

la phase descendante. Par contre, pour le cas 1, le coefficient de portance (resp traînée)

diminue pendant la phase ascendante de l’hydrofoil et croît pendant la phase descendante.

La figure (III.21-a) représente le spectre des fréquences de la portance. Les valeurs sont

les mêmes que la fréquence d’oscillation du système. La même fréquence est aussi observée

avec le spectre de fréquence de la traînée (Fig. III.21-b).

Position du centre de poussée

Les coefficients hydrodynamiques (CL, CD) prennent des valeurs positives et négatives,

entraînant ainsi l’existence de points singuliers de la fonction décrivant la position du
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centre de poussée. Au voisinage de ces points, celui-ci s’approche du bord de fuite et du

bord d’attaque. Loin de ces points singuliers, le centre de poussée se positionne à une

distance moyenne adimensionnelle de 0.5 du bord d’attaque (Fig. III.22).
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Fig. III.22 – Évolution du centre de poussée

III.3.2 Mouvement de tangage pur

La dynamique de l’hydrofoil en tangage pur est décrite par l’équation (II.32). θ0 = β et

θ̇0 = 0.2. La vitesse initiale à l’instant t∗0 du fluide est nulle partout. Les deux conditions

sont imposées. Elle est résolue pour β = 4◦ (angle d’attaque à l’équilibre), avec les condi-

tions initiales suivantes :
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Fig. III.23 – Dynamique de l’hydrofoil en tangage pur

Les figures (III.23-a) et (III.23-b) montrent le déplacement de l’hydrofoil en tangage. L’hy-

drofoil est muni d’un mouvement oscillatoire pseudo-périodique autour de β. Un amortis-
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sement positif est induit par le couplage fluide-structure. Le taux d’amortissement ζ est

représenté en fonction du temps dans la figure (III.24-a). On remarque que ζ(t) n’est pas

constant mais décroissant en temps.
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Fig. III.24 – Amortissements et fréquences adimensionnées des mouvements en tangage

Le spectre de fréquence des mouvements en tangage pur représenté dans la figure (III.24-b)

montre une fréquence fi inférieure à la fréquence propre dans l’air (notée fθi, i=1,2,3,4). La

variation de la fréquence est due au moment ajouté induit par le couplage fluide-structure.

Celui-ci peut être approximé en utilisant la formulation suivante :

Ia1 = J

(

f2
θi

f2
i

− 1

)

, i = 1, 2, 3, 4 (III.10)

Les moments ajoutés par unité de longueur obtenus pour les cas 1, 2, 3 et 4 sont res-

pectivement 3.12 10−2Kg.m, 3.23 10−2Kg.m, 3.21 10−2Kg.m et 3.7 10−2Kg.m. Ces valeurs

sont comparables au moment ajouté, Ma(3, 3) = 3.66 10−2Kg.m, donné dans la matrice

(Eq. III.9).

L’amortissement observé sur la dynamique de l’hydrofoil est aussi observé sur l’évolution

des coefficients de portance et de traînée (Fig. VI.38, Fig. VI.39 présentées en annexe).

Les coefficients prennent des valeurs positives et négatives. Pour tous les cas, les forces

hydrodynamiques décroissent pendant la phase ascendante de l’hydrofoil et croissent pen-

dant la phase descendante. Les fréquences correspondantes sont les mêmes que la fréquence

d’oscillation du système pour les cas 1, 2, 3 (Fig. III.25-a). Une légère diminution de la

fréquence adimensionnelle (0.88) par rapport à la fréquence d’oscillation du système (0.90)

est observée pour le cas 4. Les mêmes valeurs de fréquences sont observées dans le spectre
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de fréquence de la traînée (Fig. III.25-b).
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Fig. III.25 – Fréquence adimensionnée de la portance (a) et de la traînée (b) en tangage

Position du centre de poussée

Les coefficients hydrodynamiques sont pseudo-périodiques et oscillent entre des valeurs

positives et négatives. Aussi, des points singuliers dans l’évolution de la position du centre

de poussée sont observés. Au voisinage des points singuliers, le centre de poussée s’approche

du bord d’attaque ou du bord de fuite (Fig. III.26). Loin de ces points singuliers, le centre

de poussée se situe à une distance moyenne adimensionnelle de 0.63 du bord d’attaque.
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III.3.3 Mouvement de pilonnement et tangage

La dynamique de l’hydrofoil en pilonnement et tangage est donnée par le système d’équation

(III.2). L’angle d’attaque de l’hydrofoil en équilibre est β = 4◦. Le fluide est initialement

au repos et les conditions initiales Y0 = 0, Ẏ0 = θ̇0 = 0.2 et θ0 = β sont imposées.
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Fig. III.27 – Dynamique de l’hydrofoil en pilonnement et tangage, Cas 1

Le couplage fluide structure induit un amortissement du mouvement en pilonnement et en

tangage. En effet, une diminution de l’amplitude du mouvement au cours du temps est

observée. Une illustration est présentée pour le cas 1 dans la figure (III.27-a et b) pour les

mouvements en pilonnement et tangage respectivement. Les résultats concernant les autres

cas 2, 3 et 4 sont présentés en annexe C dans les figures ( VI.40 et VI.41).

La complexité du signal issu de la dynamique de l’hydrofoil, dû au couplage des deux

mouvements en pilonnement et tangage, rend la relation (III.7) impossible à utiliser pour

le calcul de l’amortissement. Il a été néanmoins estimé grâce à une enveloppe du signal

par des segments de droite. Les résultats synthétiques pour les différents cas étudiés sont

présentés en annexe C dans le tableau (VI.4).

L’analyse fréquentielle du mouvement de l’hydrofoil montre l’existence de deux fréquences

principales fi1 et fi2 , ainsi que des pics secondaires à très faibles amplitudes. Les mêmes

valeurs de fi1 et fi2 sont obtenues à partir des signaux correspondants aux mouvements de

pilonnement (Fig. III.28-a) et de tangage (Fig. III.28-b), exceptée celle du cas 3 où le 2ème

pic est absent dans le spectre de fréquence du mouvement en tangage. La comparaison des

2 pics de fréquences entre le système en mouvement où le fluide n’agit pas sur la dynamique

∗
Cette fréquence n’apparaît pas dans le spectre des mouvements en Y
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

Fréquences en 1er pic 17.658 0.425475 0.425475 1.0638

mouvement forcé 2ème pic 52.335 0.85095 20.529 1.91475

Fréquence 1er pic 11.17 0.25 0.303 0.682

en couplage IFS 2ème pic 44.18 0.656 16.01∗ 1.591

Tab. III.1 – Fréquence induite des mouvements en pilonnement et tangage

de l’hydrofoil, et le système couplé avec le fluide est présenté dans le tableau (III.1). Les

résultats montrent une diminution de la fréquence dans le cas du couplage fluide-structure.
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Fig. III.28 – Fréquences adimensionnées du mouvement en pilonnement (a) et en tangage (b)

La figure (III.29) montre l’évolution du coefficient de portance pour le cas 1. Elle est pseudo

périodique et prend des valeurs positives et négatives. Une observation sur plusieurs pé-

riodes montre une évolution amortie. De fortes oscillations sont observées, contrairement

au cas sans couplage fluide-structure. Elles apparaissent d’une manière périodique au cours

du temps. Les mêmes observations sont constatées pour tous les autres cas étudiés, ainsi

que sur l’évolution des coefficients de trainée. Les résultats sont présentés en annexe C

dans les figures (VI.42 et VI.43).

Les spectres des fréquences des coefficients hydrodynamiques (CL, CD) sont présentés res-

pectivement dans les figures (III.30) et (III.31). Les valeurs des fréquences obtenues sont
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Fig. III.29 – Évolution du coefficient de portance, Cas 1

les mêmes pour le coefficient de portance et pour le coefficient de traînée. Les 2 fréquences

fondamentales observées dans le spectre du coefficient de portance sont identiques à celles

du spectre des mouvements de pilonnement et tangage. Des pics secondaires sont également

observés dans le spectre avec des amplitudes plus importantes que ceux observés dans celui

des mouvements de l’hydrofoil (Fig. III.28).
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Fig. III.30 – Fréquences adimensionnées de la portance en pilonnement et tangage

Position du centre de poussée

L’équation (II.26) montre la relation entre la position du centre de poussée et les charges

hydrodynamiques (Fx, Fy). Dans le cas du mouvement de pilonnement-tangage dans un

fluide initialement au repos, ces charges oscillent entre des valeurs positives et des valeurs
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Fig. III.31 – Fréquences adimensionnées de la traînée en pilonnement et tangage
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Fig. III.32 – (a)- Evolution du centre de poussée

négatives en passant par des valeurs nulles. Ainsi, l’évolution du centre de poussée dans ce

cas présente plusieurs points singuliers et des variations beaucoup plus importantes que ce

qui a été observé dans les cas précédents où le couplage fluide structure n’est pas pris en

compte (Fig. III.32 ). Les positions sont distribuées autour d’une valeur moyenne mais avec

un écart-type plus important. La même observation a été faite pour la position du centre

de poussée d’un hydrofoil en pilonnement-tangage en mouvement forcé dans un écoulement

(Fig. III.18).

Les résultats relatifs aux différents cas étudiés non présentés dans le corps du manuscrit

sont présentés en annexes (C).
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III.4 Dynamique d’un Hydrofoil dans un fluide en écoulement

Dans cette section, le fluide environnant est considéré en écoulement, tel que le nombre

de Reynolds est fixé à Re = 1000. L’hydrofoil, en état d’équilibre à l’instant initial, est mis

en mouvement sous l’action des forces hydrodynamiques. Inversement, l’écoulement est

modifié localement par les déplacements de la structure. Les mouvements de pilonnement

et de tangage sont d’abord considérés séparément, avant de prendre en compte le cas couplé

pilonnement-tangage. Les 4 cas définis précédemment sont étudiés.

III.4.1 Mouvement de pilonnement pur

L’hydrofoil est initialement en position d’équilibre, Ẏ0 = Y0 = 0, à un angle d’attaque fixé

à β = 4◦. Le fluide est considéré initialement en écoulement établi autour de l’hydrofoil.

La dynamique de la structure est décrite par l’équation (II.31).

L’hydrofoil se décale de sa position d’équilibre initiale à t∗0 sous l’effet des forces hydrodyna-

miques, effectuant des amplitudes relativement grandes avant de s’amortir (Fig. III.33-a).

Le mouvement est pseudo-périodique et le taux d’amortissement est maximal à la pre-

mière période avant de décroître au cours du temps. Après un temps suffisamment grand,

l’amplitude des oscillations devient très faible et l’hydrofoil continue à osciller autour d’une

position d’équilibre différente de sa position initiale (Fig. III.33-b). Les résultats correspon-

dants aux autres cas étudiés sont présentés en annexe (D) dans les figures (VI.44 et VI.45).
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Fig. III.33 – Dynamique de l’hydrofoil en pilonnement, Cas 2

Le spectre des fréquences d’oscillation du mouvement de l’hydrofoil est présenté dans la

figure (III.34-a). Il montre des fréquences adimensionnelles légèrement inférieures aux fré-
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Y des mouvements, ( b ) - Evolution de la position du centre de poussée

quences propres dans l’air. Elles sont respectivement de 16.48 , 0.40 , 0.40 , 1.3 pour les

cas 1, 2, 3, 4. Toutefois, ces fréquences sont supérieures aux fréquences propres obtenues

lorsque l’hydrofoil est immergé dans un fluide au repos. Par conséquence, des phénomènes

liés à la dynamique de l’écoulement interviennent dans la modification de la fréquence

propre du mouvement de la structure.

L’évolution des coefficients de portance et de traînée est représentée dans les figures en

annexes (D) (Fig. VI.46 et Fig. VI.47 ). Contrairement aux cas précédents, les coefficients

sont positifs et ne s’annulent pas. Les spectres des fréquences correspondants représentés

dans les figures (III.35-a, et III.35-b) montrent des fréquences comparables au fréquences

d’oscillation du système.
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Fig. III.35 – Fréquence adimensionnée des coefficients de portance (a) et de traînée (b)
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Position du centre de poussée

Soumis à un écoulement, avec les charges hydrodynamiques positifs, on trouve aucun point

singulier dans l’évolution du centre de poussée. Les positions sont bien contenues dans

l’hydrofoil et oscillent autour de sa position à l’état d’équilibre (Fig. III.34-b).

III.4.2 Mouvement de tangage pur

L’angle d’attaque en équilibre est, comme dans les sections précédentes, à β = 4◦. Les

conditions initiales suivantes θ̇0 = 0 et θ0 = β = 4◦ sont imposées. L’équation de la dyna-

mique de l’hydrofoil est donnée par l’équation (II.32). Le mouvement de la structure est

engendré par les forces hydrodynamiques du fluide en écoulement.

L’évolution de θ est semblable à celui d’un oscillateur pseudo périodique amorti (Fig. III.36-a).

Le taux d’amortissement est très élevé au début des oscillations avant de décroître au cours

du temps. Au bout de plusieurs périodes, l’hydrofoil oscille autour d’une position d’équilibre

à un angle d’incidence β′ = 4.207 ◦ > β (Fig.III.36-b). La fréquence correspondante est

légèrement supérieure à la fréquence propre dans l’air du système (Fig. III.37, Tab VI.5).
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Fig. III.36 – Dynamique de l’hydrofoil en tangage, Cas 2. (a) t∗ 6 6, (b) t∗ > 6

Les courbes d’évolution des coefficients de portance et de traînée suivent la même ten-

dance que celui du mouvement en tangage de l’hydrofoil. Elles sont données en annexe (D)

(Fig. VI.50, Fig. VI.51). L’ordre de grandeur des amplitudes des coefficients sont approxi-

mativement les mêmes pour les 4 cas étudiés. Les coefficients de portance et de traînée sont

en phase avec la variation de l’angle d’attaque pour les cas 2 et 4. Par ailleurs, pour les cas

1 et 3, les coefficients de portance et de traînée sont en opposition de phase par rapport à
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Fig. III.37 – Fréquence adimensionnée du mouvement en tangage

l’évolution de l’angle d’incidence θ.

L’analyse des spectres de fréquences des coefficients hydrodynamiques montrent les mêmes

valeurs de fréquences pour la portance , la traînée et le mouvement de tangage de l’hydro-

foil. Ces fréquences adimensionnées sont respectivement 48.75, 0.68, 18.57 et 1.384 pour

les cas 1, 2, 3 et 4. Un effet de l’écoulement du fluide sur les fréquences de tangage de

l’hydrofoil peut être signalé. En effet, les fréquences des coefficients hydrodynamiques ob-

tenues lorsque l’hydrofoil est en mouvement libre dans un écoulement sont au-dessus des

fréquences propres dans l’air du système (§III.2).
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Fig. III.38 – Fréquence adimensionnée du mouvement (a)-en Y, (b)-en θ
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Fig. III.39 – Évolution du centre de poussée

Position du centre de poussée

Les coefficients hydrodynamiques étant positifs, l’évolution de la position du centre de

poussée est continue et la position de C est contenue dans la corde (Fig. III.39).

III.4.3 Hydrofoil en pilonnement et tangage

Dans ce paragraphe, l’hydrofoil est considéré en mouvement de pilonnement et tangage.

La dynamique de l’hydrofoil est décrite par l’équation (III.2). L’angle d’attaque de l’hy-

drofoil en équilibre est β = 4◦. Les conditions initiales suivantes Ẏ0 = θ̇0 = Y0 = 0 et

θ0 = β = 4◦ sont imposées. Le déplacement de la structure est engendré par les charges

hydrodynamiques du fluide en écoulement.

Les mouvements de pilonnement et de tangage de l’hydrofoil sont amortis comme le

montrent les figures (III.40 et III.41). L’hydrofoil s’écarte de sa position d’équilibre et

oscille autour d’une position Y∗
l > 0 pour le mouvement en pilonnement et autour d’un

angle d’incidence θl supérieur à β pour le mouvement en tangage.

Les figures (Fig. III.42-a et III.42-b) montrent, respectivement, les spectres de fréquence

des mouvements en Y∗ et des mouvements en θ pour les 4 cas étudiés. L’étude de la dy-

namique de l’hydrofoil en pilonnement et tangage en mouvement forcé (§III.2.3) a montré

que le couplage entre les mouvements de tangage et pilonnement fait apparaître deux pics

de fréquences fondamentales correspondant à chacun des mouvements. Les mêmes observa-

tions sont constatées ici pour les cas 1 et 4, avec le premier pic, légèrement en dessous de la

fréquence propre en pilonnement pur et le second pic, légèrement supérieur à la fréquence

propre de tangage (Fig. III.42, Tab. VI.5). Pour le cas 2, le premier pic de fréquence ap-
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Fig. III.40 – Dynamique de l’hydrofoil en pilonnement et tangage, évolution de Y∗
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Fig. III.41 – Dynamique de l’hydrofoil en pilonnement et tangage, évolution de θ

paraît avec une très faible amplitude, dans le déplacement en pilonnement (Fig. III.42-a).

Il est par ailleurs absent dans la courbe de déplacement en tangage (Fig. III.42-b). Pour le

cas 3, le second pic est absent du déplacement en pilonnement mais apparaît dans celle du

tangage avec des harmoniques.

Les coefficients de portance et de traînée sont positifs. Les valeurs des fréquences observées

dans les signaux de la portance et de la traînée sont identiques pour chacun des cas étudiés,

sauf pour le cas 3, où la deuxième fréquence n’apparaît pas dans le spectre de fréquence de la

portance (Fig. III.43). Pour le cas 2, il n’existe qu’un seul pic de fréquence et il correspond à

la fréquence principale observée dans les signaux des mouvements de l’hydrofoil. Pour le cas

3, la deuxième fréquence n’apparaît pas dans la portance. Ceci montre que le mouvement

de pilonnement est principalement dû à la force de portance.
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Position du centre de poussée

La variation de la position du centre de poussée est représentée dans la figure (III.44). Elle

montre que les fonctions correspondantes n’admettent pas de singularités. Ceci s’explique

par le fait que les forces hydrodynamiques gardent le même signe (positif) dans le temps.
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Fig. III.43 – Fréquence adimensionnée de la portance (a ) et de la traînée (b) en pilonnement et tangage

Des résultats complémentaires sont présentés en annexe (D), notamment ceux relatifs aux

charges hydrodynamiques et les valeurs moyennes de la position du centre de poussée sont

présentées dans le tableau (VI.5).
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Fig. III.44 – Évolution du centre de poussée

III.5 Conclusion

Un problème d’interaction fluide structure en hydrodynamique a été résolu et analysé

dans ce chapitre. Un hydrofoil complètement immergé dans un fluide au repos ou en écou-

lement a été considéré. Les cas d’une structure en mouvement forcé dans un fluide en

écoulement ont été également abordés.

Le déplacement de l’hydrofoil est un mouvement oscillatoire périodique dans le cas d’un

mouvement forcé en pilonnement, en tangage ou en pilonnement-tangage. Le spectre de

fréquence du mouvement en pilonnement et tangage montre l’apparition de deux pics de

fréquences fondamentales, dont le premier est une fréquence inférieure à la fréquence du

système lorsqu’il est en pilonnement pur tandis que le second correspond à une fréquence

supérieure à celle obtenue en tangage pur. Les coefficients de portance et de traînée sont

également périodiques. Ils oscillent entre des valeurs positives et négatives. Le changement

de signe des charges hydrodynamiques entraîne l’apparition de points singuliers dans l’évo-

lution de la position du centre de poussée. Toutefois, une valeur moyenne de celle-ci peut

être obtenue.

Lorsque le problème fluide-structure est résolu en prenant en compte le couplage, la

dynamique de la structure est pseudo périodique amortie. La fréquence d’oscillation du

système est inférieure à la fréquence propre dans l’air lorsque l’hydrofoil est immergé dans

un fluide initialement au repos. Ceci est dû à l’effet de la masse et le moment ajoutés

de l’hydrofoil, qui ont été estimés numériquement et analytiquement. Lorsque l’hydrofoil

est immergé dans un fluide en écoulement, un effet supplémentaire dû à l’écoulement, a



Dynamique d’un hydrofoil immerge dans un fluide 105

été observé sur la fréquence. Par ailleurs, les coefficients hydrodynamiques étant positifs

dans ce cas, induisant une continuité et une absence de singularité dans les variations de

la position du centre de poussée.
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Ce chapitre concerne l’étude de l’effet des variations de la masse volumique du fluide

le long de l’interface fluide-structure, dans le cas de l’IFS dans un fluide non-homogène

et son impact sur la dynamique de la structure. On s’intéresse particulièrement aux effets

inertiels (ou de masse ajoutée) dans un écoulement cavitant par poche. Ce dernier est

considéré ici du point de vue des variations de la masse volumique induites par l’oscillation

de la poche de cavitation le long de la surface de la structure, pouvant aller de 1 Kg.m−3

(pour la vapeur) jusqu’à 1000 Kg.m−3 (pour l’eau). Le travail préliminaire réalisé dans

[Benaouicha et Astolfi, 2012], dont un rappel succinct est donné dans la suite de ce cha-

pitre, est complété par une étude sur la dynamique de la structure.

Il s’agit d’une contribution à une meilleure compréhension des phénomènes physiques liés

au couplage fluide-structure dans le cas d’un écoulement cavitant. Un problème com-

plexe dont les travaux ne sont pas abondants, mais qui intéresse de plus en plus de

scientifiques sur plusieurs aspects. On peut citer à titre d’exemple des travaux concer-

nant les vibrations induites par la cavitation et des modèles de couplage fluide-structure

dans un écoulement cavitant [Ducoin et al., 2012, Benaouicha et al., 2009, Young, 2008,

Amromin et Kovinskaya, 2000].

IV.1 Notion de masse ajoutée en fluide homogène

Plusieurs travaux ont été menés sur la notion de masse ajoutée dans un fluide homogène

[Newman, 1977, Wang, 2008]. Plus particulièrement, des méthodes permettant d’obtenir les

forces et moments que le fluide exerce sur la structure ont été développées dans le cadre de la

théorie des écoulements potentiels. La matrice de masse ajoutée (ma
ij , i = 1, 2, 3 ; j = 1, 2, 3 )

pour un fluide incompressible et irrotationnel peut être ainsi déterminée par la relation sui-

vante

ma
ij = ρ

∫

Γ
φj

∂φi

∂n
ds = ρ

∫

Ωf

∇φi · ∇φjdν, (IV.1)

où φi est le potentiel de vitesse dû au mouvement de la structure suivant le mode i

[Newman, 1977, Wang, 2008]. A partir de cette formulation, il est aisé de montrer que

la matrice de masse ajoutée est symétrique et dépend uniquement de la géométrie de la

structure. Blevins [Blevins, 1979] a par ailleurs montré que la masse ajoutée d’une struc-

ture immergée dans un fluide au repos dépend uniquement de la géométrie de sa surface,

de sa position relative par rapport au bord, de l’amplitude et de la direction de sa vibration
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et

ξ̈(A, t) = ξ̈(E, t) + ω̇ ∧ r + ω ∧ (ω ∧ r) = ξ̈x
−→
i + ξ̈Y

−→
j (IV.4)

où r =
−→
AE, (ξ̇x, ξ̇y) et (ξ̈x, ξ̈y) sont respectivement les vitesses de déplacement et accéléra-

tion axiales d’un point A quelconque appartenant à l’hydrofoil. ω est la vitesse angulaire

de l’hydrofoil et ω̇ = − θ̈
−→
k est son accélération. Le point E correspond au centre élastique

(ou centre de rotation) de l’hydrofoil.

L’équation décrivant l’écoulement du fluide parfait est donnée par











∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 sur Ωf (a)

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)) = −∇p sur Γ (b)

(IV.5)

avec les conditions aux limites






































u = u∞ sur ΓI (a)

−pn = 0 sur ΓO (b)

u · n = 0 sur ΓW (c)

u · n = ξ̇ · n sur Γ (d)

(IV.6)

où ρ est la masse volumique du fluide non-homogène. Elle est variable dans le temps et

l’espace. Considérons la décomposition suivante des variables :

u = ũ+ u′, et p = p̃+ p′ (IV.7)

où ũ et p̃ désignent la vitesse et la pression dans le fluide lorsque la structure est immobile

dans sa position d’équilibre. u′ et p′ désignent la vitesse et la pression du fluide induites

par la vibration de la structure autour de sa position d’équilibre.

Les variations de la densité volumique du fluide (ρ) dues aux vibrations de la structure,

sont supposées négligeables. En utilisant la décomposition (Eq. IV.7), on obtient le système

d’équations suivant :











∂(ρũ)

∂t
+∇ · (ρũ⊗ ũ)) +∇p̃+

∂(ρu′)
∂t

+∇ · (ρu′ ⊗ u′) +∇p′ = −∇ · (ρ
[

(ũ⊗ u′) + (u′ ⊗ ũ)
]

)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρũ) +∇ · (ρu′) = 0

(IV.8)
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Dans le cas d’un domaine fluide infini, la vitesse u′ s’annule, loin de l’interface fluide-

structure mobile. Ainsi, la condition à l’infini est supposée vérifiée et u′ est alors nulle sur

∂Ωf\Γ. Les conditions aux limites séparées suivantes sont ainsi considérées :











































ũ = u∞ et u′ = 0 sur ΓI

p̃n = 0 et u′ = 0 sur ΓO

ũ · n = 0 et u′ = 0 sur ΓW

ũ · n = 0 et u′ · n = ξ̇ n sur Γ

(IV.9)

u′ est supposé petit, de telle sorte que u′ ⊗ u′ puisse être négligeable. Notons que si ũ = 0

sur Γ (ce qui est le cas dans un fluide visqueux), alors la valeur moyenne sur Ωf du terme

de droite de l’équation (IV.8) est nulle. En effet, en utilisant le Théorème d’Ostrogradsky

et les conditions limites (IV.9), on peut montrer que :

∫

Ωf

∇ · (ρ
[

(ũ⊗ u′) + (u′ ⊗ ũ)
]

)dV =

∫

Ωf

(ρ
[

(ũ⊗ u′) + (u′ ⊗ ũ)
]

) · n dS (IV.10)

En supposant que ũ et u′ sont décorrélées, on peut alors considérer que ce terme de cou-

plage est négligeable dans Ω. Le problème peut alors être décomposé en deux problèmes

séparés :

√
- l’équation du fluide autour d’une structure immobile dans sa position d’équilibre :























































∂ρ

∂t
+∇ · (ρũ) = 0 sur Ωf (a)

∂ρũ

∂t
+∇ · (ρũ⊗ ũ) = −∇p̃ sur Ωf (b)

ũ = u∞ sur ΓI (c)

p̃n = 0 sur ΓO (d)

ũ · n = 0 sur ΓW ∪ Γ (e)

(IV.11)
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√
- l’équation du fluide en écoulement induit par la vibration de la structure :







































∇ · (ρu′) = 0 sur Ωf (a)

∂(ρu′)
∂t

+∇p′ = 0 sur Ωf (b)

u′ · n = ξ̇ · n sur Γ (c)

u′ = 0 sur ∂Ωf\Γ (d)

(IV.12)

Les deux problèmes (Eq. IV.11 et IV.12) sont en réalité couplés. En effet ξ̇ dépend de p qui

est fonction de ũ et p̃. L’objet de cette étude étant l’analyse de la masse ajoutée, l’équation

(IV.12) sera résolue. Elle peut être écrite sous la forme suivante :























∆p′ = 0 sur Ωf (a)

∇p′ · n = −ρ ξ̈ · n − ∂ρ

∂t
ξ̇ · n sur Γ (b)

p′ = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.13)

La force due au fluide appliquée à la structure est donnée par :

F (t) = −
∫

Γ
p′ n ds (IV.14)

Le système étant linéaire, le principe de superposition s’applique et la solution p′ de l’équa-

tion (IV.13) peut être exprimée par p′ = p1+p2, où p1 et p2 sont respectivement les solutions

des équations suivantes :























∆p1 = 0 sur Ωf (a)

∇p1 · n = −ρ ξ̈ · n sur Γ (b)

p1 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.15)

et






















∆p2 = 0 sur Ωf (a)

∇p2 · n = −∂ρ

∂t
ξ̇ · n sur Γ (b)

p2 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.16)

Les détails du développement sont présentés en annexes E
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Il est clair que l’équation (IV.15) représente l’effet inertiel car la solution est proportion-

nelle à l’accélération ξ̈ de l’interface, tandis que l’équation (IV.16) peut être définie comme

un amortissement ajouté car la solution est proportionnelle à la vitesse ξ̇.

Matrice de masse et de moment ajoutés

La force inertielle peut être déduite de la solution de l’équation (IV.15), elle est donnée par

Fa(t) = −
∫

Γ
p1 n ds (IV.17)

et le moment correspondant par

Ma(t) = −
∫

Γ
p1(r ∧ n) ds (IV.18)

La force Fa =

(

Fa1

Fa2

)

et le moment Ma peuvent être exprimés sous la forme suivante :

Fa1(t) = −ma
11Ẍ1 −ma

12Ẍ2 −ma
13Ẍ3

Fa2(t) = −ma
21Ẍ1 −ma

22Ẍ2 −ma
23Ẍ3

Ma(t) = −ma
31Ẍ1 −ma

32Ẍ2 −ma
33Ẍ3

(IV.19)

où Ẍ1(t) = ξ̈x(C, t) et Ẍ2(t) = ξ̈y(C, t) sont respectivement les accélérations de la structure

dans les directions
−→
i et

−→
j , au centre de rotation C. Ẍ3(t) = ω̇(t) est l’accélération

angulaire et les coefficients (ma
ij)i,j=1,2,3 représentent les coefficients de masse et de moment

ajoutés. La matrice Ma = (ma
ij)i,j=1,2,3 représente la matrice de masse et moment ajoutés

telle que

F(t) = −MaẌ (IV.20)

avec F(t) =









Fa1

Fa2

Ma









, Ẍ = (Ẍi)i=1,2,3.

Matrice d’amortissement ajouté

Dans le même principe utilisé pour l’obtention de la masse ajoutée, on définit l’amortisse-

ment ajouté à partir de la solution de l’équation (IV.16). La force correspondante due au

fluide, est donnée par
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F ∗
a (t) = −

∫

Γ
p2 n ds (IV.21)

et le moment par,

M∗
a(t) = −

∫

Γ
p2(r ∧ n) ds (IV.22)

Ils peuvent être exprimés sous la forme suivante :

F ∗
a1(t) = −da11Ẍ1 − da12Ẍ2 − da13Ẍ3

F ∗
a2(t) = −da21Ẍ1 − da22Ẍ2 − da23Ẍ3

M∗
a(t) = −da31Ẍ1 − da32Ẍ2 − da33Ẍ3

(IV.23)

où Da = (daij)i=1,2,3 correspond à une matrice d’amortissement ajouté. La masse volumique

ρ du fluide, étant variable, les coefficients de la matrice de masse ajoutée Ma et ceux de

la matrice d’amortissement ajouté Da sont également variables. Les variations de la masse

volumique ρ sont considérées dans ce travail dans le contexte de la cavitation par poche.

IV.3 Description de la cavitation

La cavitation apparaît dans un écoulement lorsque la pression locale est en dessous

de la pression de vapeur saturante. Il s’agit de l’apparition et du développement d’une

phase vapeur dans les zones d’écoulements. La cavitation est généralement créée par le

déplacement à grande vitesse d’une structure dans un fluide en écoulement ou bien par

une dépression locale suite à un obstacle ou un fort cisaillement. Elle peut être observée

sur une grande variété de systèmes hydrauliques comme les hélices marines [Young, 2007],

turbomachines [Kumar et Saini, 2010], mais aussi sur les injecteurs [Salvador et al., 2010],

les torpilles [MA et al., 2006], etc. La cavitation entraîne des effets indésirables dans les

installations navales et industrielles. Elle engendre une baisse de performance, de l’érosion,

du bruit et des vibrations. Toutefois, elle peut être bénéfique dans certains applications,

comme la génération de micro-bulles pour le nettoyage d’objets [Ohl et al., 2006] ou en

tant que catalyseur d’une réaction chimique [Suslick et al., 1999].

Plusieurs paramètres interviennent dans l’apparition de la cavitation, la teneur en germe,

l’angle d’attaque (pour un corps profilé), l’état de la surface (rugueuse ou pas) et le nombre

de cavitation σ. Ce dernier définit l’intensité de la cavitation, il est donné par :





116 Effets de la masse ajoutée en fluide non-homogène

Fig. IV.3 – Evolution expérimentale de la poche de cavitation sur un profil Naca [Frikha, 2010]

IV.3.2 Modèle simplifié de cavitation

Pendant la phase instationnaire de la cavité, la longueur de poche de cavitation varie

suivant une fonction périodique [Leroux et al., 2005, Frikha, 2010]. Le point de fermeture

F oscille entre une valeur minimale Lpmin
et une valeur maximale Lpmax à une fréquence f .

La figure (IV.4) illustre cette évolution périodique de la poche de cavitation. On observe la

progression du point de fermeture F (représenté par des lignes discontinue dans la figure)

sur l’extrados. Dans cette étude, un modèle simplifié de l’évolution de la poche de cavitation

est considéré. La longueur Lp(t) de la cavité est définie par :

Lp(t) = Lpmin
+

Lpmax − Lpmin

2
(1− cos(2πft)) (IV.25)

La vitesse de variation de la poche de cavitation est donnée par

dLp

d t
= (Lpmax − Lpmin

)π f sin(2πft) (IV.26)

Ainsi à l’interface fluide-structure Γ, la masse volumique ρ du fluide dépend de la longueur

Lp(t) de la poche de cavitation. Elle est définie par la relation suivante :

ρ(x, y, t) =







ρv = 1 kg/m 3 si 0 ≤ x < Lp(t) (a)

ρl = 1000 kg/m 3 si Lp(t) ≤ x < c (b)
(IV.27)
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Fig. IV.4 – Comportement instationnaire d’une poche de cavitation [Leroux et al., 2005]

dont le taux de variation est donné par :











∂ρ

∂t
= (ρv − ρl) δ(x− Lp(t))

∂Lp(t)

∂t
,

0 ≤ x ≤ c, (x, y) ∈ Γ et Lpmin
≤ Lp(t) ≤ Lpmax .

(IV.28)

où δ est la fonction de Dirac. L’hydrofoil en acier inoxydable de type NACA0012, de masse

volumique 7850 kg.m−3 est considéré. La poche de cavitation est supposée osciller à une

fréquence f = 22.5 Hz entre le bord d’attaque (Lpmin
= 0) et un point situé à 40% de la

corde (Lpmax = 0.4 c). Les évolutions des solutions des équations (IV.27) et (IV.28) sur un

point A de l’hydrofoil sont présentées sur la figure (IV.5).
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force Fy = F ·−→j (Eq. IV.14), due au fluide, peut alors être exprimée sous la forme suivante,

Fy = −
∫

p′ ny ds = −
∫

Γ
p1 ny ds −

∫

Γ
p2 ny ds (IV.31)

où p1 et p2 sont les solutions des systèmes d’équations (Eq. IV.32) et (Eq. IV.33) suivantes :























∆p1 = 0 sur Ωf (a)

∇p1 · n = −ξ̈y ρny sur Γ (b)

p1 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.32)

et






















∆p2 = 0 sur Ωf (a)

∇p2 · n = −ξ̇y
∂ρ

∂t
ny sur Γ (b)

p2 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.33)

Par linéarité des deux systèmes d’équations, les solutions p1 et p2 peuvent être écrites sous

la forme suivante :

p1 = −ξ̈y p
′
1 et p2 = −ξ̇y p′2

où p′1 et p′2 sont respectivement les solutions des équations suivantes :























∆p′1 = 0 sur Ωf (a)

∇p′1 · n = ρny sur Γ (b)

p′1 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.34)

et






















∆p′2 = 0 sur Ωf (a)

∇p′2 · n =
∂ρ

∂t
ny sur Γ (b)

p′2 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.35)
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La force Fy peut donc être écrite sous la forme suivante :

Fy = −ξ̈

∫

Γ
p′1ny ds − ξ̇

∫

Γ
p′2ny ds (IV.36)

L’équation de la dynamique de l’hydrofoil (Eq. IV.29), s’écrit alors sous la forme suivante,

(m+ma) ξ̈ + daξ̇ +Kyξ = 0 (IV.37)

où ma et da sont respectivement la masse et l’amortissement ajoutés,

ma =

∫

Γ
p′1ny ds et da =

∫

Γ
p′2ny ds

Les valeurs de la masse ajoutée (ma) et de l’amortissement ajouté (da) sont dépendantes

de la masse volumique ρ du fluide. Ainsi, deux cas sont abordés. Le cas
∂ρ

∂t
= 0 et le

cas
∂ρ

∂t
6= 0. Ils correspondent respectivement, aux cas de poche de vapeur dite stable

(non-oscillante) et le cas d’une poche oscillante.

IV.4.1 Poche de vapeur stable

Une poche de vapeur est dite stable lorsque sa longueur Lp est constante. Par conséquent,

la masse volumique du fluide n’est pas variable dans le temps et
∂ρ

∂t
= 0. Ainsi, la solution

p′2 de l’équation (IV.35) est nulle. Dans ce cas, le terme d’amortissement ajouté da s’annule

et le terme de masse ajoutée ma est constant.
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Fig. IV.7 – Fréquence du mouvement ξy de l’hydrofoil pour différent Lp stable [Rajaomazava IIIc et al., 2013]

Les fréquences des mouvements de l’hydrofoil pour différentes valeurs de la longueur de

poche Lp sont présentées dans les figures (IV.7-a) et (IV.7-b). Elles montrent que la lon-
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gueur de la poche n’a pas d’effet sur l’amplitude des oscillations, en revanche elle modifie

la fréquence du système dans le fluide. Ceci est dû à l’effet de masse ajoutée, comme le

montre l’équation suivante, obtenue à partir de l’équation (IV.37) pour da = 0,

fI =
1

2π

√

Ky

m+ma
(IV.38)

Plus la longueur de poche est grande, plus la fréquence propre est élevée. Cette tendance

s’explique par le fait que l’augmentation de la longueur de poche entraîne l’augmentation

de la surface de l’hydrofoil recouverte par la vapeur. En effet, l’équation (Eq. III.8) montre

que la fréquence propre d’une structure dans le vide est inférieure à sa fréquence propre

dans l’eau.

IV.4.2 Poche de vapeur oscillante

Dans ce cas la longueur de la poche est donnée par l’équation (IV.25) et la masse volu-

mique du fluide est obtenue à partir de l’équation (IV.27). Les solutions p′1 correspondantes

à trois différents instants sont présentées dans la figure (IV.8). La valeur de p′1 varie au

cours du temps et elle est plus faible sur l’extrados de l’hydrofoil. En effet, p′1 est pro-

portionnelle à la masse volumique ρ du fluide (Eq. IV.34) et au voisinage de l’extrados

se trouve la poche de vapeur avec une densité volumique plus petite. La valeur de p′2 à

trois instants différents, présentée dans la figure (IV.9) montre l’évolution de la solution

de l’équation (IV.35). La zone à forte intensité de p′2 correspond à la position du point de

fermeture de la poche. En effet, p′2 est proportionnelle au taux de variation de la masse

volumique, laquelle est définie avec une fonction de Dirac au point de fermeture (Eq. IV.26).

Les variations de la masse ajoutée sont présentées dans la figure (IV.10-a). Elles sont pé-

riodiques et oscillent entre 13.92 Kg.m−1 et 17.04 Kg.m−1 avec une période de 0.09s. La

valeur maximale de la masse ajoutée correspond à la valeur de la masse ajoutée dans un

fluide homogène. La masse ajoutée et la fréquence induite étant reliées (Eq. III.8), la va-

riation de ma entraîne une modulation de la fréquence. Le pilonnement de l’hydrofoil dans

les cas homogène et non homogène sont représentés dans la figure (IV.10-b). Le déphasage

entre les deux courbes augmente en fonction du temps.

La variation de l’amortissement ajouté est représentée sur la figure (IV.11-a). Celle-ci est

périodique et prend des valeurs négatives qui peuvent être à l’origine d’instabilités de la
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Fig. IV.11 – (a) Variation de l’amortissement ajouté (b)- Fréquence du mouvement en pilonnement de l’hydrofoil

maximale de 80% de la corde, est considérée. La fréquence propre dans l’air du système

est 58.52 Hz. Le déplacement ξy de la structure et le spectrogramme des mouvements sont

respectivement présentés dans les figures (IV.12-a) et (IV.12-b). Le spectrogramme montre

une fréquence oscillant autour de 40 Hz et avec une fréquence proche de la fréquence de

la poche. Cependant, l’augmentation de la précision en temps engendre une diminution

de la précision en fréquence. Ainsi, afin d’obtenir la fréquence instantanée, la méthode de

décomposition empirique (EMD) est utilisée.
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Principe de la méthode EMD

La décomposition modale empirique (EMD pour Empirical Modes Decomposition), intro-

duite par Huang et al. [Huang et al., 1998], est une technique de décomposition locale et
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auto-adaptative des signaux. Ainsi, tout signal non-stationnaire issu ou non d’un système

linéaire est décomposé en nombre fini de fonctions de base appelées modes empiriques ou

IMFs (Intrinsic Modes Functions). Étant donné un signal constitué de plusieurs compo-

santes (fréquentielles), sa décomposition en différentes contributions, par l’EMD, permet

de l’analyser plus finement par la suite. Un exemple d’une telle analyse, est le calcul de

la fréquence instantanée de chaque IMF. L’EMD est basé sur un processus itératif appelé

tamisage (ou sifting), pour extraire une IMF du signal original. Ce processus consiste à

interpoler les maxima et minima locaux du signal par des splines [Rilling et al., 2003] et

construire ainsi les enveloppes supérieures (Emax) et inférieures (Emin) respectivement. La

moyenne des deux enveloppes m(t) = (Emax+Emin)/2 est calculée puis soustraite du signal

initial. Cette différence d(t) = s(t) −m(t) est qualifiée d’IMF si elle vérifie les conditions

suivantes :

– Nombre d’extrema locaux et de passages à zéros différent d’au plus un,

– Moyenne nulle

Notons par s(t) le signal de départ, alors la procédure d’extraction des modes est définie

par l’algorithme suivant :

1. Initialisation, i = 1, s(t) = res0(t)

2. Extraction du i-ème IMF :

a - Initialisation d0(t) = resi(t), k = 1

b - Localisation des maxima et minima de dk−1(t)

c - Construction des enveloppes Emax et Emin

d - Calcul de la moyenne mk−1 des enveloppes de dk−1(t)

e - Définir dk(t) = dk−1(t)−mk−1(t)

f - Si le critère d’arrêt est satisfait alors IMFi = dk, sinon retour à à l’étape 2. b

et k = k + 1

3. resi = resi−1 − IMFi

4. Si resi a plus de deux extremums alors retour à l’étape 2.a avec i = i + 1 sinon la

décomposition est finie et resi est le résidu.
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Le signal peut ainsi être décomposé sous la forme

s(t) =

ni
∑

i=1

IMFi + resni
; (IV.39)

où ni est le nombre de mode et resni
le résidu de la décomposition.
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Fig. IV.13 – Les quatres premières IMFs de la décomposition de ξy

Les quatre premiers modes issus de la décomposition du signal ξy(t) par la méthode EMD

sont présentés dans la figure (IV.13). Par construction des IMFs, le premier mode cor-

respond à la fréquence la plus élevé du signal. De plus, dans notre cas, ce mode possède

l’amplitude le plus élevé en comparaison avec les autres IMFs. Le déplacement de l’hydrofoil

est donc principalement muni du mouvement défini par IMF1. La fréquence instantanée

correspondant à ce mode est présentée sur la figure (IV.14-a). La fréquence instantanée

est définie comme étant la dérivée de la phase en temps du signal analytique instantané

[Boashasha, 1992, Boashashb, 1992]. Celle-ci oscille de 39.38 Hz à 44.98 Hz avec des extre-

mums qui peuvent prendre 35.35Hz et 46.99Hz tout au début du calcul. La variation de

cette fréquence correspond à la variation de la longueur de poche, ces deux oscillations ont
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exactement les mêmes fréquences. Ces valeurs de fréquences, en particulier les extremums,

sont proches de celles obtenues lorsque les poches étaient stables (Fig. IV.7).

Une représentation du déplacement de l’hydrofoil sur de longues périodes montre les effets

sur la modulation en amplitude (Fig. IV.14-b) .
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Fig. IV.14 – (a) Fréquence instantanée du premier mode IMF1 (b)- Déplacement ξy de l’hydrofoil en pilonnement

IV.5 Effet de la masse ajoutée sur la dynamique d’un hy-

drofoil en tangage et pilonnement

Dans cette section, le déplacement en pilonnement et tangage de l’hydrofoil est consi-

déré (Fig. II.1). L’effet des variations de la masse volumique du fluide le long de l’interface

fluide-structure sur la dynamique de l’hydrofoil est étudié. Un couplage est effectué entre

l’équation de l’écoulement induit par la vibration de la structure et l’équation qui gouverne

la dynamique de l’hydrofoil. Il s’agit d’une extension de l’étude présentée dans la section

précédente (§IV.4) à un cas à 2 degrés de liberté.

L’équation de la dynamique de la structure est donnée par (Eq. II.22) :







(J−m H2 sin2 θ) θ̈−m H Ÿ −m H2 sin θ cos(θ)θ̇2 + kθ(θ − β) = M (a)

−m H cos(θ)θ̈+m Ÿ +m Hsin(θ)θ̇2 + kyY = Fy (b)
(IV.40)

où H est la distance entre le centre de gravité et le centre de rotation. h est la distance

algébrique entre le centre de poussé et le centre de rotation. Le centre de poussée a été fixé
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à 20% de la corde. M = −h cos θFy − h sin θFx où F =

(

Fx

Fy

)

est la force de pression

donnée par l’équation (Eq. IV.14) à partir de la solution p′ de l’équation (IV.13). Elle peut

être réécrite sous la forme suivante :

Fx = −ξ̈x

∫

Γ
p1 nx dS − ξ̈y

∫

Γ
p2 nx dS − ξ̇x

∫

Γ
p3 nxdS − ξ̇y

∫

p4 nxdS

Fy = −ξ̈x

∫

Γ
p1 ny dS − ξ̈y

∫

Γ
p2 ny dS − ξ̇x

∫

Γ
p3 nydS − ξ̇y

∫

p4 nydS
(IV.41)

où nx = n · −→i et p1, p2, p3, p4 sont respectivement les solutions des équations suivantes :























∆p1 = 0

∇p1 · n = ρ nx

p1 = 0

et























∆p2 = 0 sur Ωf (a)

∇p2 · n = ρ ny sur Γ (b)

p′2 = 0 sur ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.42)























∆p3 = 0

∇p3 · n =
∂ρ

∂t
nx

p3 = 0

et























∆p4 = 0 on Ωf (a)

∇p4 · n =
∂ρ

∂t
ny on Γ (b)

p4 = 0 on ∂Ωf\ Γ (c)

(IV.43)

telles que p′ = −ξ̈x p1 − ξ̈yp2 − ξ̇xp3 − ξ̇xp4. Les valeurs de θ et Y étant reliées au variables

locales ξ par les relations (Eq. IV.3 et IV.4), on déduit :

ξ̇x = θ̇ ry

ξ̇y = Ẏ − θ̇ rx

ξ̈x = θ̈ ry − θ̇2 rx

ξ̈y = Ÿ − θ̇2 − θ̈ rx

(IV.44)

où r =

(

rx

ry

)

. ξ est le déplacement défini sur un point quelconque appartenant à l’in-

terface de l’hydrofoil et Y son déplacement vertical au centre de rotation E. L’équation

(IV.40) peut alors s’écrire sous forme matricielle suivante :
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(IV.45)

où,

m11 = J −mH2 sin2 θ − ry h cos θ

∫

Γ
p1ny ds− ry h sin θ

∫

Γ
p1 nx ds

+ rx h cos

∫

Γ
p2 ny ds+ rx h sin θ

∫

Γ
p2 nxds

m12 = −mH cos θ − h cos θ

∫

Γ
p2 ny ds− h sin θ

∫

Γ
p2 nx ds

m21 = ry

∫

Γ
p1 nyds+ rx

∫

p2 nyds−mH cos θ

m22 = m+

∫

Γ
p2 nyds

c11 = −mH2θ̇
sin(2θ)

2
+ θ̇ rx h cos θ

∫

Γ
p1 ny ds+ θ̇ rx h sin θ

∫

Γ
p1 nx ds+ θ̇ ry h cos θ

∫

Γ
p2 ny ds

+ θ̇ ry h sin θ

∫

Γ
p2 nx ds+ rx h cos θ

∫

Γ
p4 ny ds+ rx h sin θ

∫

Γ
p4 nx ds− ry h cos θ

∫

Γ
p3 ny ds

− ry h sin θ

∫

Γ
p3 nx ds

c12 = h cos θ

∫

Γ
p4 ny ds+ h sin θ

∫

Γ
p4 nx ds

c21 = mH θ̇ sin θ − θ̇ rx

∫

Γ
p1 ny ds− θ̇ ry

∫

Γ
p2 ny ds+ ry

∫

Γ
p3 ny ds− rx

∫

Γ
p4 ny ds

c22 =

∫

Γ
p4 ny ds

Un hydrofoil de type NACA0012 en acier inoxydable de masse 14.505kg.m−1 est considéré.

La longueur maximale de la poche est Lpmax = 0.4 c et la longueur minimale est Lpmin
= 0.

La fréquence propre en pilonnement est de 58.52 Hz et celle en tangage est de 159.66 Hz.

La fréquence d’oscillation de la poche de cavitation f est égale à 22.5Hz.

Les mouvements en pilonnement et en tangage sont respectivement présentés dans les fi-
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Fig. IV.16 – (a)- Fréquence propre en pilonnement et tangage (b)- FI du premier mode du mouvement en

pilonnement

gures (IV.15-a) et (IV.15-b). Ces mouvements sont périodiques avec des fréquences en

dessous de la fréquence propre du système dans l’air. Les fréquences de pilonnement sont

composées d’une fondamentale à 40Hz et des harmoniques 17.78 Hz, 62.22 Hz, tandis que

les fréquences de tangage sont composées de deux pics principaux 40 Hz, 144.4 Hz et des

harmoniques de 62.22 Hz et 84.4 Hz. L’analyse fréquentielle par transformée de Fourier

du déplacement de l’hydrofoil montre le couplage entre les mouvements de pilonnement et

tangage. En effet, les deux pics principaux de fréquences (Fig. IV.16-a) sont constatés dans

les deux signaux. Néanmoins, ceci ne permet pas d’observer les modulations de fréquence

dues à l’oscillation de la poche. Une décomposition modale par EMD des signaux a été

effectuée. Les modes propres pour chacun des mouvements sont respectivement présentés

dans les figures (IV.17) et (IV.18). Les modes significatifs et les fréquences instantanées sont

ainsi déterminés. La fréquence instantanée du premier mode du mouvement de pilonnement
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montre la modulation en fréquence du mouvement (IV.16-b). Deux modes significatifs ont

été obtenus du signal issu du mouvement de tangage (Fig. IV.19). La représentation de la

fréquence instantanée montre que les fréquences de pilonnement et tangage sont modulées

par la fréquence d’oscillation de la poche.
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IV.6 Conclusion

L’analyse de l’effet des variations de la masse volumique du fluide le long de l’interface

fluide-structure sur la dynamique de l’hydrofoil en pilonnement et en tangage a été effec-

tuée. Une méthode basée sur la décomposition des variables fluides en deux composantes

est présentée. La première composante décrit l’écoulement du fluide autour de l’hydrofoil

immobile, tandis que la deuxième représente l’écoulement généré par la vibration de la
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structure. L’équation linéarisée décrivant l’écoulement induit par la vibration de la struc-

ture est ainsi obtenue. Celle-ci est couplée à l’équation de la dynamique de l’hydrofoil. Un

modèle de variation de la masse volumique le long de l’interface fluide-structure, de type

cavitation par poche est utilisé.

La variation de la masse volumique modifie la masse ajouté et fait apparaître un amor-

tissement ajoutée qui peut prendre des valeurs négatives. Elle affecte ainsi la dynamique

de l’hydrofoil en induisant des modulations d’amplitude et de fréquence. Celles-ci ont été

mises en évidence par la décomposition des signaux en modes empiriques avec la méthode

de décomposition modale EMD. Les fréquences instantanées sont ainsi obtenues.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce travail de thèse présente une analyse globale de quatre algorithmes de couplages en

interaction fluide structure à travers le couplage de l’équation de Burgers à un problème de

type masse ressort. Il est ensuite suivi d’une application à un hydrofoil en mouvement de

pilonnement et tangage. Trois configurations ont été abordées : structure en mouvement

forcé dans un fluide en écoulement, structure en mouvement libre dans un fluide au repos

et une structure en mouvement libre dans un écoulement. Il est finalisé par une première

approche sur l’étude des interactions fluide structure en écoulement non homogène. Ces

travaux sont principalement axé sur la modélisation, l’étude numérique et l’aspect théo-

rique.

L’étude du couplage de l’équation de Burgers à une interface nous a permis de formuler

le problème couplé sous forme d’un problème du point fixe et de résoudre à l’aide d’un pro-

cessus itératif. Quatre schémas de couplage sont ainsi obtenus : explicite, semi-implicite,

implicite-externe, implicite-interne. Une analyse comparative sur leurs performances a été

réalisée. Le schéma explicite bénéficie d’un calcul plus rapide et un mise en oeuvre plus

facile par rapport aux autres schémas de couplage, son utilisation est conseillée dans la pers-

pective d’un calcul rapide. Pour les calculs qui nécessitent plus de précision, l’utilisation des

schémas implicites sont nécessaires. Entre les deux schémas implicites, l’implicite-interne

bénéficie d’un rapport précision/temps de calcul avantageux, toutefois la mise en oeuvre né-

cessite un accès aux solveurs internes du code qui le rend inaccessible sur une grande partie

des logiciels commerciaux actuellement disponibles. Plusieurs travaux sur les algorithmes

de couplages ont déjà précédé cette thèse, nos apports se portent principalement sur la

linéarisation du problème couplé. Il est envisageable à partir de cette étude de construire

un algorithme de couplage plus performant, en incluant d’autres formes d’optimisation,

135
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entre autres en utilisant un schéma de prédiction de l’interface fluide structure, · · · .
Un problème d’IFS, dynamique d’un hydrofoil immergé dans un fluide, est ensuite

étudié. Les effets dynamiques liés au couplage fluide structure et liés au couplage du mou-

vement de pilonnement et tangage sont présentés. L’étude est effectuée à travers les trois

configurations précitées et les quatre cas qui diffèrent par leurs fréquences propres. L’hy-

drofoil est muni d’un mouvement périodique lorsqu’il est en mouvement forcé dans un

fluide en écoulement. Les effets dynamiques du couplage sont caractérisés par un hystérésis

en pilonnement pur et tangage pur. Lorsque l’hydrofoil est en pilonnement-tangage, les

coefficients hydrodynamiques forment un courbe de Lissajous témoignant de la différence

de phase entre la dynamique de la structure et ces coefficients. Une étude approfondie

de ces signaux en utilisant des méthodes développées en "analyse de signal" forme une

perspective immédiate sur l’analyse de ces résultats. Lorsque le problème fluide structure

est couplé, l’hydrofoil est muni d’un mouvement pseudo périodique amorti. Le mouvement

s’accompagne d’une baisse des fréquences propres en comparaison de celle dans l’air dans le

cas de pilonnement pur, tangage pur et pilonnement-tangage. La masse ajoutée a été ainsi

déduite et comparée avec un résultat issu d’une autre méthode. Le mouvement de l’hy-

drofoil est également muni d’une variation des taux d’amortissement, caractéristique des

mouvements à faible amplitude. En présence d’écoulement, la diminution de la fréquence

propre est peu significative, voir augmentée dans le cas d’un tangage pure. La fréquence

propre du système et la fréquence de variation des coefficients hydrodynamiques sont les

mêmes. L’analyse sur la position du centre de poussée montre qu’elle dépend des forces

hydrodynamiques, elle varie en fonction du temps. Cette variation suit celle du mouve-

ment, périodique lorsque le mouvement de l’hydrofoil l’est et amortie lorsque celui ci l’est

également. Des points singuliers peuvent toutefois apparaître lorsque les forces hydrodyna-

miques s’annulent simultanément. L’apparition de ces points est aussi périodique lorsque

les forces le sont.

De cette thèse, un outil de simulation sur les hydrofoils en dynamique a été développé

au sein du Laboratoire. Le code étant accessible (libre, open source), il peut être modifié

et adapté selon le problème étudié. Son utilisation avisée permet d’étudier un phénomène

particulier en l’associant à d’autre modèle ou en modifiant certain paramètres. Entre autre,

l’amortissement, la turbulence, · · · sont tous des domaines à explorer. L’hypothèse de

l’appartenance du centre de poussée à la corde peut être également amélioré en permettant

son déplacement orthogonal à la corde. La considération d’un corps déformable (structure

non rigide) est une étape logique la suite de cette thèse, modifiant ainsi le modèle utilisé

sur la structure.
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Une première approche sur les interactions fluide structure en écoulement non homogène

a été effectuée. L’hydrofoil est muni d’un mouvement de pilonnement et de pilonnement-

tangage. Une méthode, basée sur la décomposition des variables fluides en deux compo-

santes, est présentée. La première décrit l’écoulement autour de l’hydrofoil immobile tandis

que la seconde représente la composante générée par la vibration. L’équation linéarisée dé-

crivant l’écoulement induit par la vibration est ainsi obtenue. Celle-ci a permis d’obtenir

l’opérateur de masse ajoutée et en même temps de montrer l’existence d’un amortissement

ajouté. Cette équation a été couplée à l’équation de la dynamique de la structure. Un

modèle de type cavitation par poche a été utilisé pour prendre en compte la variation de

la masse volumique à l’interface. Une étude statique sur la variation de la poche a montré

l’augmentation de la fréquence propre de la structure en fonction de l’augmentation de

la poche. Lorsque la poche varie, l’écoulement induit par la vibration fait apparaître un

amortissement ajouté dû à la variation de la masse volumique. Cet amortissement varie

périodiquement et prend des valeurs positives et négatives.



138 Annexes



ANNEXES

A Tableau résumé des performances des algorithmes de cou-

plage

Détails des calculs effectués pour un temps d’étude de 20s, représenté en pourcentage sur

les figures (I.24) et (I.25).

Schéma de puissance Pas de Itérations Itérations Temps

couplage maximale sur Γ temps de Newton de couplage CPU

Explicite 1424 w 10−2s 3078 2000 12s

Semi-implicite 10−2w 10−2s 3486 3486 13s

implicite-externe 10−7w 10−2s 8993 4662 30s

implicite-interne 10−7w 10−2s 4704 4704 17s

Explicite 160 w 10−3s 23506 20000 1mn 22s

Semi-implicite 1.9 10−3w 10−3s 25570 25570 1mn 30s

implicite-externe 10−7w 10−3s 47986 34771 2mn 43s

implicite-interne 10−7w 10−3s 34783 34783 1mn 57s

Explicite 16.51 w 10−4s 216119 200000 12mn 45s

Semi-implicite 9.10−3w 10−4s 226168 226168 14mn 22s

implicite-externe 10−7w 10−4s 344590 291583 20mn 11s

implicite-interne 10−7w 10−4s 291607 291607 16mn 49s

Tab. VI.2 – Performances des algorithmes de couplage
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B Mouvements en pilonnement, tangage et pilonnement-tangage

forcé dans un écoulement

B.1 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement pur
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Fig. VI.20 – Evolution des coefficients de portances
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B.2 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en tangage pur
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B.3 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement et tangage
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

Hydrofoil
CL [−7.49; 7.70] [−0.45; 0.9] [−0.36; 0.86]

en CD [−0.40; 0.63] [0.06; 0.14] [0.07; 0.15]

pilonnement pur [O"C] 0.48 0.29 0.24

Hydrofoil
CL [−2.48; 2.83] [−0.05; 0.47] [−2.0; 2.31] [0.03; 0.40]

en CD [−0.07; 0.30] [0.10; 0.14] [−0.04; 0.26] [0.1; 0.14]

tangage pur [O"C] 0.61 0.28 0.61 0.08

Hydrofoil en CL [−3.99; 4.34] [−0.79; 1.21] [−1.20; 1.60] [−0.46; 1.08]

pilonnement et CD [−0.17; 0.4] [0.05; 0.19] [0.01; 0.18] [0.03; 0.22]

tangage couplé [O"C] 0.47 0.26 0.55 0.28

Tab. VI.3 – Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en système libre en mouvement de pilonne-

ment et tangage
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C Mouvements en pilonnement, tangage et pilonnement-tangage

dans un fluide au repos

C-1 Calcul du coefficient d’amortissement

Soit X un signal pseudo périodique amorti dépendant du temps t, alors X = X(t) et X(t)

est une solution de l’équation différentielle

Ẍ + 2ζω0Ẋ + ω2
0X = 0

Le mouvement est amorti donc ζ < 1 et la solution générale X(t) de l’équation différentielle

est de la forme

X(t) =
[

A cos(ω
√

1− ζ2t) +B sin(ω
√

1− ζ2t)
]

e−ζωt

Avec les conditions initiales X0 et Ẋ0, on obtient

X(t) =

[

X0 cos(ω
√

1− ζ2t) +
Ẋ0 + ζωX0

ω
√

1− ζ2
sin(ω

√

1− ζ2t)

]

e−ζωt

En notant Ta la pseudo période,

Ta =
2π

ω
√

1− ζ2

Par suite,
X(t+ bTa)

X(t)
= e

−2ζπ√
1−ζ2

, ensuite,

ln

(

X(t+ bTa)

X(t)

)

=
−2ζπ
√

1− ζ2

,ainsi

ζ = ln

(

X(t+ bTa)

X(t)

)

× 1√
4π2 + δ2

où b ∈ N est le nombre de période entre t et t+ bTa.
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C-2 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement pur
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C-3 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en tangage pur
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C-4 Dynamique d’un hydrofoil en pilonnement et tangage
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C-5 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement et tangage
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Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

aY [−9.38 10−4; 0.001] [−0.037; 0.043] [−0.0137; 0.0149]

fi 11.86 0.288 0.8797

CL [−8.74; 7.49] [−0.23; 0.26] [−0.73; 0.79]

Hydrofoil CD [−0.6; 0.51] [−0.015; 0.017] [−0.049; 0.053]

en pilonnement [O"C] 0.5 0.5 0.5

pur ζimaxY
0.049 0.048 0.027

ma1 18.90 20.78 19.65

aθ [3.98; 4.02] [2.85; 5.33] [3.96; 4.05] [3.39; 4.68]

fi 31.91 0.473 12.62 0.90

CL [−5.46; 5.77] [−0.0871; 0.076] [−1.53; 2.46] [−0.18; 0.16]

Hydrofoil CD [−0.45; 0.4] [−0.0079; 0.04] [−0.11; 0.17] [−0.014; 0.01]

en tangage [O"C] 0.62 0.63 0.63 0.63

pur ζimaxθ
7.7 10−4 0.01 6.39 10−4 0.0046

Ia1 0.0312 0.0323 0.0321 0.037

aY [−0.001; 0.001] [−0.028; 0.03] [−0.032; 0.037] [−0.011; 0.013]

aθ [3.92; 4.07] [−0.86; 7.75] [3.91; 4.10] [1.48; 5.89]

fi1 11.2 0.24 0.2886 0.715

fi2 44.47 0.67 16.55 1.634

Hydrofoil CL [−10.06; 11.42] [−0.14; 0.199] [−0.82; 1.21] [−0.46; 0.51]

en pilonnement CD [−0.71; 0.81] [−0.017; 0.02] [−0.06; 0.09] [−0.03; 0.039]

et tangage [O"C] 0.65 0.53 0.503 0.35

couplé ζimaxY
0.0051 0.025 0.044 0.012

ζimaxθ
3.82 10−5 0.0098 0.0011 0.003

ma1 21.55 31.08 17.02 17.60

Ia1 0.012 0.019 0.017 0.0116

Tab. VI.4 – Dynamiques et charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement, en tangage

et en pilonnement-tangage dans un fluide initialement au repos

ma1 et Ia1 sont obtenues avec la formulation (Eq. III.8) telle que les fréquences fy et fθ

sont respectivement les fréquences propres dans l’air en pilonnement et en tangage. Lorsque

l’hydrofoil est en pilonnement-tangage, fy et fθ correspondent respectivement au 1er et 2nd
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pics fondamentaux du spectre de fréquence du mouvement.

D Mouvements en pilonnement, tangage et pilonnement-tangage

soumis à un écoulement

D-1 Dynamique d’un hydrofoil en pilonnement pur
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D-2 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement pur
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D-2 Dynamique d’un hydrofoil en tangage pur
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D-3 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en tangage pur
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D-4 Charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement et tangage
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D-4 Résumé des charges et coefficients hydrodynamiques d’un hydrofoil

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4

aY [0; 2.13 10−5] [0; 0.025] [0; 0.0034]

fi 16.48 0.4064 1.3

CL [0.15; 0.22] [0.1; 0.21] [0.15; 0.21]

Hydrofoil CD [0.107; 0.11] [0.108; 0.11] [0.107; 0.11]

en pilonnement [O"C] [0.12; 0.24] [0.12; 0.23] [0.12; 0.22]

ζimaxY
0.0152 0.032 0.0352

ma1 2.8 3.27 1.16

aθ [4; 4.0001] [4; 4.33] [4; 4.0005] [4; 4.08]

fi 48.75 0.68 18.57 1.384

CL [0.19; 0.1943] [0.19; 0.22] [0.19; 0.20] [0.19; 0.20]

Hydrofoil CD 0.11 0.11 0.11 0.11

en tangage [O"C] [0.205; 0.2142] [0.2; 0.22] [0.20; 0.22] [0.20; 0.22]

ζimaxθ
2.28 10−7 0.0029 2.5 10−6 4.5 10−4

Ia1

aY [0; 2.27 10−5] [0; 0.023] [0; 0.023] [0; 0.0032]

aθ [3.99; 4.0004] [2.98; 5.16] [3.99; 4.0028] [3.78; 4.28]

fi1 16.81
0.7142

0.396 1.064

fi2 51.27 19.55 1.808

Hydrofoil CL [0.175; 0.21] [0.11; 0.27] [0.096; 0.21] [0.157; 0.22]

en pilonnement CD 0.11 [0.106; 0.12] 0.11 [0.108; 0.12]

et tangage [O"C] [0.18; 0.24] [0.11; 0.28] [0.12; 0.23] [0.17; 0.255]

couplé ζimaxY
0.007 0.079 0.0324 0.0106

ζimaxθ
1. 10−6 0.003 1.29 10−5 0.0024

ma1 2.15 2.24

Ia1 0.0013 0.0032 0.0038

Tab. VI.5 – Dynamiques et charges hydrodynamiques d’un hydrofoil en pilonnement, en tangage

et en pilonnement-tangage soumis à un écoulement
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E Re-formulation de l’équation du système fluide autour d’une

structure vibrante

L’équation du système fluide autour d’une structure vibrante est donnée par







































∇ · (ρu′) = 0 sur Ωf (a)

∂(ρu′)
∂t

+∇p′ = 0 sur Ωf (b)

u′ · n = ξ̇ · n sur ΓFS , (c)

u′ = 0 sur ∂Ωf\ΓFS (d)

(VI.46)

En prenant la divergence de l’équation (VI.46-b) et en tenant compte de (Eq. VI.46-a), on

obtient

∆p′ = 0 (VI.47)

et la projection de (Eq. VI.46-b) sur n à l’interface ΓFS donne

∂(ρu′)
∂t

· n = −∇p′ · n, (VI.48)

avec la condition aux limites (Eq. VI.46-c) et pour t ∈ [0,+∞], le terme à gauche de

l’égalité peut être développé à l’interface ΓFS comme suit :

∂(ρu′)
∂t

· n = (ρ
∂u′

∂t
+

∂ρ

∂t
u′) · n = ρ ξ̈ · n +

∂ρ

∂t
ξ̇ · n (VI.49)

Les équations (VI.47), (VI.49) et l’hypothèse h2 donnent,























∆p′ = 0 sur Ωf (a)

∇p′ · n = −ρ ξ̈ · n − ∂ρ

∂t
ξ̇ · n sur ΓFS (b)

p′ = 0 sur ∂Ωf\ ΓFS (c)

(VI.50)
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Abstract

A numerical study of Fluid Structure Interaction (FSI) in hydrodynamic case is adressed in this thesis. Thirstly,

the analysis of coupling methods (staggered schemes) was established to an academic case. It corresponds to the reso-

lution of non linear Burgers equation in a moving domain where the moving interface is assimilated to a mass spring

system. According to the time discretisation and linearization of the coupled problem, four coupling scheme can be

defined : explicit, semi-implicit, implicit-outer and implicit-inner. A comparative performance study in convergence

and computing time were performed. The performance depends on the coupling scheme used. The explicit scheme

requires less time compared to the others schemes. However, it does not allow the mechanical energy conservation

at the interface, inducing the stability issue of the numerical scheme. This instabilities does not arise for the implicit

coupling algorithms because the energy conservation at the interface is fulfilled. Indeed, a convergence condition

is added for implicit schemes. Even though these schemes require more computing time, they are necessary to get

better precision. Inter alia, the fluid-structure interface analysis shows that the gap between the interface taken as

the moving boundary and the structure position mostly depends on the actualization scheme of the chosen mesh.

In the second part, the coupling algorithm study is extended to physical problem of FSI. A hydrofoil in heave

and pitch immersed in a fluid flow is then studied. The equation of hydrofoil movement takes account the distance

between the rotation center and the center of gravity. This causes the equation to be nonlinear and introduces a

coupling of the two movements (heave and pitch) and a damping of the heave movement. The hydrofoil dynamic is

studied for different configurations : forced movements or not, immersed in a fluid at rest or a flowing one. It shows

that the hydrofoil movement is pseudo-periodic followed by a damping movement. The hydrodynamic forces tend

to follow the same evolution and converge to an equilibrium point. The vibration study clearly shows a frequency

modification of the system that depends on the fluid flow (at rest or with an inflow). The problem is also coupled to

center of pressure position’s equation which depends on the hydrofoil position and the fluid flow. The trend of the

position presents a singularity when the lift and drag coefficients vanishes at the same time.

Last part, the equation that take into account the inhomogeneous characteristic of the fluid at the fluid-structure

interface as well as sheet cavitation in steady or unsteady case, was developed. The method allows the separation

of the fluid variables when flowing around the fixed hydrofoil on one hand and the flow generated by the hydrofoil

vibration one the other. This introduces an asymmetric added mass operator and an added damping operation due

to the variation of the density of the fluid at the interface in unsteady case. The whole system results in a natural

frequencies and amplitudes modulation over time.

Keywords : Coupled problem, Fluid structure interaction, staggered coupling algorithm, added mass, ALE

formulation, inhomogeneous fluid
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résumé

Le travail engagé dans cette thèse porte sur l’étude numérique des Interactions Fluide-structure en hydrodyna-

mique. Dans une première partie, une analyse détaillée des méthodes de couplage (schémas décalés) a été effectuée

sur un cas académique. Il s’agit de la résolution de l’équation non-linéaire de Burgers dans un domaine mobile,

dont l’interface mobile est représentée par un système de type masse ressort. Selon la discrétisation en temps et

la linéarisation du problème couplé, on distingue quatre schémas de couplages différents : explicite, semi-implicite,

implicite-externe et implicite-interne. Une étude comparative des performances en vitesse de convergence et en temps

de calcul de ces schémas a été effectuée. Les performances varient suivant le schéma de couplage utilisé. Le schéma

explicite permet un calcul rapide en comparaison des autres schémas. En revanche il n’assure pas la conservation de

l’énergie mécanique à l’interface fluide-structure. D’où le problème de stabilité du schéma numérique. Ce problème

ne se pose pas pour les algorithmes de couplage implicites, car dans ce cas la conservation de l’énergie à l’interface

est assurée. Il s’agit en effet d’une condition de convergence du schéma implicite. Ce schéma requiert plus de temps

de calcul, mais son utilisation est nécessaire pour avoir plus de précision dans les résultats. Par ailleurs, l’analyse des

déplacements de l’interface fluide-structure montre que l’écart entre la position de l’interface comme étant le bord

mobile du fluide et la position de la structure, dépend principalement du schéma d’actualisation du maillage choisi.

Dans une deuxième partie une extension de l’étude des algorithmes de couplage à un problème plus concret

d’IFS est effectuée. Un hydrofoil en pilonnement et tangage est ainsi étudié. L’équation de la dynamique de l’hydro-

foil est écrite en considérant un centre de rotation situé à une distance non nulle du centre de gravité. Ce qui rend

l’équation non-linéaire et introduit un couplage des deux modes (pilonnement et tangage) ainsi qu’un amortissement

du tangage. La dynamique de l’hydrofoil est étudiée pour différentes configurations : en mouvement libre ou forcé,

dans un fluide au repos ou en écoulement. On observe que le mouvement de l’hydrofoil est pseudo périodique amorti.

L’évolution des charges hydrodynamiques suit également cette tendance et tend vers un point d’équilibre. L’étude

vibratoire montre bien une modification des fréquences propres du système, qui varient suivant que le fluide est au

repos ou en écoulement. Le problème est également couplé à l’équation de la position du centre de pression, qui

dépend de la position de l’hydrofoil et de l’écoulement. Celle-ci présente une singularité lorsque la portance et la

traînée s’annulent simultanément.

Enfin les équations prenant en compte la présence d’un fluide non-homogène à l’interface fluide-structure, du

type des écoulements cavitants par poche stationnaire ou auto-oscillante, ont été développées. La méthode consiste

à séparer les variables du fluide en écoulement autour d’un hydrofoil immobile d’une part et celles de l’écoulement

généré par la vibration de l’hydrofoil d’autre part. Il en résulte un opérateur de masse ajoutée non symétrique

en milieu non homogène et un opérateur d’amortissement ajouté dû au taux de variation de masse volumique à

l’interface dans le cas auto-oscillant. L’ensemble se traduit par une modulation au cours du temps des fréquences

propres et des amplitudes du système.

Mots clés : Problème couplé, Interaction fluide-structure, algorithme de couplage décalé, masse ajoutée, For-

mulation ALE, fluide non homogène


