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Résumé

Cette thèse est une contribution à l�étude des propriétés d�un gaz électronique bidi-

mensionnel soumis à un champ magnétique très intense. Les e¤ets des interactions entre

les électrons du gaz bidimensionnel en présence d�un champ magnétique, ont été com-

plètement étudiés dans l�état fondamental et l�état excité, ils sont à l�origine de l�e¤et

Hall quantique fractionnaire (EHQF ). Nous considérons deux approches di¤érentes, la

première est la méthode analytique et la seconde consiste en la diagonalisation numérique

exacte (DNE) pour obtenir les énergies d�un système de plusieurs électrons à des fac-

teurs de remplissages 1=3, 1=5, 1=7 et 2=5. L�énergie des états fondamental et excité de

l�EHQF de Ne électrons dans la géométrie du disque ont été abordées par Laughlin et

Jain. Ils ont montré que la forme de la fonction d�onde de ce système est exprimée en

termes de déterminant de Slater. Les charges fractionnaires occupant le plus bas niveau

de Landau (PBNL) interagissent via l�interaction de Coulomb, où ces énergies sont ob-

tenues par la méthode analytique. Plus proche des conditions expérimentales, en utilisant

la décomposition de l�interaction de Coulomb de courte portée sur les pseudopotentiels

de Haldane, où elle décompose toute interaction de deux charges fractionnaires V (r) en

une somme de projections sur les secteurs de moments angulaires relatifs Vm, que l�on a

déterminé dans le PBNL obtenu par diagonalisation numérique exacte. En�n, nous avons

étudié l�énergie d�interaction par particule de la fonction d�onde de Laughlin et celle des

fermions composites (FC) excités de plusieurs systèmes à � = 1=3 et la correspondance

entre l�EHQF et l�e¤et Hall quantique entier (EHQE). Puis, nous avons introduit la

fonction d�onde "Pfa¢ en" de Moore-Read pour décrire l�état 5=2 dans le second niveau

de Landau (SNL).

Mots Clés : Méthode analytique, diagonalisation numérique exacte, modèle de la

projection, pseudopotentiel de Haldane, interaction coulombienne, e¤et Hall quantique

fractionnaire, gaz électronique bidimensionnel, géométrie du disque, fonction d�onde, sys-

tème fortement corrélé, état Pfa¢ en de Moore-Read.
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Introduction générale

La découverte de l�e¤et Hall quantique entier a eu lieu en 1980 et le fractionnaire en

1982. Ces deux e¤ets se produisent lorsqu�un gaz d�électrons, con�né à deux dimensions,

contrairement à l�e¤et Hall classique, est soumis à un champ magnétique intense. À une

température proche du zéro, et dans un champ magnétique très intense, la résistance

transverse des échantillons présente en fonction de ce dernier des plateaux alors que la

résistance longitudinale s�annule. Sur chaque plateau, la résistance de Hall a une valeur

quanti�ée donnée par un multiple entier ou une fraction du quantum de résistance.

La thèse présentée dans ce manuscrit est une contribution à l�étude analytique et

numérique de l�in�uence du potentiel coulombien sur les états de l�e¤et Hall quantique

fractionnaire, à travers deux approches, l�une de Laughlin[1] et l�autre de Jain[2]. Notre

contribution repose sur ces deux méthodes complémentaires �analytique et numérique�:

La première utilise des calculs analytiques qui permettent de déterminer l�énergie des

états modèles tels que le calcul des intégrales grâce auxquelles on peut déterminer l�énergie

d�interaction coulombienne. La seconde stratégie d�étude repose sur des calculs numériques

exacts qui permettent de déterminer l�état fondamental du système pour un petit nombre

d�électrons, a�n d�en étudier les propriétés des états modèles tels que celui de Laughlin

et de Jain.

L�outil numérique est un associé e¢ cace pour l�étude de l�e¤et Hall quantique Frac-

tionnaire. Il permet de déterminer les propriétés souvent di¢ cilement calculables analyti-

quement. Après un bref rappel sur la physique des e¤ets Hall quantiques dans le premier

chapitre, nous décrirons dans le second chapitre les propriétés les plus remarquables d�un

électron bidimensionnel soumis à un champ magnétique. Après avoir rappelé les carac-

téristiques du mouvement de cet électron obtenu en physique classique, nous passerons

1



Introduction générale

au cas quantique, que nous traiterons de plusieurs manières correspondantes à di¤érents

choix de jauge. Nous étudierons en particulier la structure de l�hamiltonien en niveaux

de Landau régulièrement espacés, nous verrons que ces niveaux ont une dégénérescence

macroscopique, qui croît linéairement avec l�aire de l�échantillon. Nous nous intéresserons

tout particulièrement au niveau fondamental de Landau ou plus bas niveau de Landau

(PBNL) dénommé "Lowest Landau Level" (LLL), pour une base d�états propres. Dans

le troisième chapitre, nous avons présenté les deux théories les plus remarquables de l�ef-

fet Hall quantique fractionnaire, à savoir celles de Laughlin et de Jain les plus utilisées

par les physiciens, ensuite, nous dé�nirons la théorie des quasiparticules et excitations

élémentaires dans l�e¤et Hall quantique fractionnaire. Dans ce cas, le gap d�énergie doit

apparaître comme une conséquence de l�interaction de Coulomb entre électrons. La théo-

rie des fermions composites (FC) fait apparaître l�existence de quasiparticules de charges

fractionnaires et des gaps d�énergie associés. Dans le chapitre quatre on a discuté la na-

ture de l�état fondamental du système ainsi que la méthode analytique dans l�EHQF ,

cette dernière consiste à déterminer analytiquement l�hamiltonien pour un petit nombre

Ne = 2; 3; 4; 5; 6 et 7 électrons. Le chapitre cinq est consacré à l�étude de l�excitation de

charges fractionnaires dans l�EHQF , ainsi que l�énergie de Coulomb entre les électrons

pour une et deux quasiparticules de Laughlin et de Jain par la méthode analytique jusqu�à

Ne = 7 électrons.

Finalement, dans le sixième chapitre on présente deux méthodes de calculs numériques

de l�e¤et Hall quantique fractionnaire, dans la première, nous souhaitons présenter une

recherche bibliographique de la méthode de calcule de Monte Carlo (MC) pour déterminer

les énergies fondamentales par particule pour un système d�électrons dans les états de

Laughlin � = 1
3
et 1

5
. Dans la deuxième, nous étudierons en détail la physique de l�EHQF

en présence d�un pseudo-potentiel d�interaction dans le cas de la géométrie d�un disque

et d�une sphère. Dans un premier temps, nous avons tenté de décrire l�état Pfa¢ en de

Moore-Read de l�EHQF dans la géométrie du disque aux facteurs de remplissages 5=2.

Puis, nous présentons une approche de l�énergie d�interaction par particule pour l�état de

Laughlin v = 1=3 entre la géométrie du disque et de la sphère. Nous avons ensuite décrit

les deux théories de Laughlin et de Jain pour les systèmes contenant N�1 quasiparticules

2
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en régime d�EHQF .

Nous terminons ce travail par une conclusion générale, résumant l�ensemble des ré-

sultats obtenus plus des perspectives pour un travail futur pour l�e¤et Hall quantique.
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Chapitre 1

La physique des e¤ets Hall

quantiques

1.1 Introduction

La physique des e¤ets Hall a trait à trois phénomènes appelés e¤et Hall classique,

quantique entier et quantique fractionnaire. L�e¤et Hall classique apparait lorsqu�un ru-

ban de métal plongé dans un champ magnétique perpendiculaire à la direction du courant

électrique acquiert une résistance transverse proportionnelle à ce même champ. Contrai-

rement à l�e¤et Hall classique, les e¤ets Hall quantiques ne se produisent que lorsqu�un

gaz d�électrons est con�né à deux dimensions et soumis à un champ magnétique intense

et à basse température. Alors, à basse température et à champ magnétique intense, la

résistance transverse présente, en fonction de l�intensité du champ magnétique, des pla-

teaux sur lesquels elle est quanti�ée tandis que la résistance longitudinale s�annule. Sur ces

plateaux, le rapport entre la conductance transverse et le quantum de conductance peut

être un nombre entier c�est l�e¤et Hall quantique entier (EHQE) ou une fraction, il s�agit

alors de l�e¤et Hall quantique fractionnaire (EHQF ). Ces deux derniers phénomènes sont

d�origine purement quantique.

4



1.2 L�e¤et Hall classique La physique des e¤ets Hall quantiques

1.2 L�e¤et Hall classique

L�e¤et Hall classique a été prédit par E. Hall en 1879, il apparaît lorsque l�on plonge

un ruban de métal dans un champ magnétique perpendiculaire à la direction du courant

électrique acquiert une résistance transverse proportionnelle au champ magnétique. Le

ruban étant parcouru par un courant électrique I = (I; 0; 0) selon sa longueur L, elle-

même perpendiculaire au champ magnétique B = (0; 0; B) dirigé vers le haut (voir �gure

1.1), il apparaît une tension électrique dans la direction transverse au champ magnétique

et à la propagation du courant. Cette tension transverse VH est dite tension de Hall. On

s�intéresse au mouvement d�un électron qui se dirige dans le sens inverse de I à la vitesse
�!
V , l�électron subit une force magnétique de Lorentz dé�nie par

�!
F m

�!
F m = q~V � ~B, (1.1)

avec q = �e < 0; le sens de cette force �!F m est dé�nie par la règle de la main droite.

Les électrons sont déviés par le champ ~B vers le haut de la plaque �gure 1.1 qui

se charge négativement, alors que le bas de la plaque se charge donc positivement. Cette

répartition de charges provoque l�apparition d�un champ électrique dirigé de la zone po-

sitive vers la zone négative
�!
E y et on appelle le champ électrique de Hall

�!
EH . La �gure

1.1 représente la géométrie de l�e¤et Hall classique. Aussi les électrons qui circulent dans

la plaque subissent une nouvelle force coulombienne cette fois-ci dirigée vers le bas ~Fe

~Fe = q ~EH . (1.2)

Il apparait alors une force électromotrice dans une direction perpendiculaire au cou-

rant et au champ magnétique, qui s�appelle force de Lorentz, qui agit sur un électron se

déplaçant avec une vitesse ~V en présence d�un champ électrique et d�un champ magnétique

~B, elle est donnée par[4, 5]

~FL = q( ~E + ~V � ~B). (1.3)

Les premiers électrons qui passent dans la plaque seront fortement déviés vers le haut

par la force magnétique uniquement
�!
F m; ceux qui suivent seront un peu moins déviés,

puisque une force de Coulomb viendra compenser en partie la force magnétique, mais
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1.2 L�e¤et Hall classique La physique des e¤ets Hall quantiques

Fig. 1.1 �Géométrie de l�e¤et Hall.

ces électrons s�accumulent en haut de la plaque. Lorsque la force de Coulomb compense1

exactement la force magnétique, l�équilibre est atteint
���~Fe��� = ���~Fm���, on obtient l�e¤et Hall

classique qui peut donc être expliqué de manière purement classique

q
�!
EH = q(~V � ~B). (1.4)

Dans ce cas, les électrons qui arrivent dans la plaque subiront des forces qui se com-

pensent, ils continueront leurs trajets rectilignes. Dans ces conditions une di¤érence de

potentielle UH , appellée tension de hall, restera mesurable entre le haut et le bas de la

plaque. On dé�nit la relation entre la vitesse et la densité de courant par

V =
Jx
q:ne

. (1.5)

On obtient

eEH =
1

ne
JxB. (1.6)

La charge de l�électron est (q = �e) et leur densité est ne, Ux et UH sont respective-

ment la tension longitudinale et la tension transverse. La densité de courant étant dé�nie

dans l�équation(1.5) par
�!
J = �e:ne:

�!
V .

La résistance longitudinale et de Hall sont dé�nies respectivement comme

Rx =
Ux
Ix
; et RH =

UH
Ix
. (1.7)

1Les électrons se déplacent perpendiculairement au champ électrique, en suivant des courbes équipo-

tentielles.
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1.3 E¤et Hall semi-classique : modèle de Drude La physique des e¤ets Hall quantiques

Soit L la longueur et W la largeur de la plaque. La densité de courant
�!
J selon la

longueur L de l�échantillon est uniforme, le champ électrique EH suivant la largeur W est

aussi uniforme. Ainsi cette approximation est souvent véri�ée pour un échantillon tel que

L >> W [6]

EH =
UH
W
. (1.8)

À deux dimensions on a une relation de proportionnalité entre la résistivité de Hall

�H ou la résistance de Hall RH ( �H � RH ) avec l�intensité du champ magnétique

RH =
jEH j
jJxj

=
B

ene
. (1.9)

Le schéma suivant �gure 1.2 représente la variation de la résistance de Hall RH en

fonction de l�intensité du champ magnétique B.

Fig. 1.2 �Résistance de Hall RH en fonction de l�intensité du champ magnétique B.

Classiquement la résistance transverse, appelée résistance de Hall, varie linéairement

avec B en première approximation.

1.3 E¤et Hall semi-classique : modèle de Drude

Les électrons d�un gaz à 2D en mouvement peuvent entrer en collision. Drude introduit

une force de frottement appliquée à chaque électron et proportionnelle à sa vitesse dé�nie

7



1.3 E¤et Hall semi-classique : modèle de Drude La physique des e¤ets Hall quantiques

par[7]
�!
F V = �

m

� 0

�!
V , (1.10)

avec
�!
V est la vitesse de l�électron et � 0 le temps moyen entre deux collisions de

l�électron. L�utilisation de la relation fondamentale de la dynamique aboutit à la formule

de Drude pour la conductivité de Hall, il s�agit donc d�une théorie semi-classique de l�e¤et

Hall. Drude s�est intéressé à la force moyenne ressentie par un gaz d�électrons[8, 9], appelée

aussi force de Lorentz, on écrit

m
d
�!
V

dt
= q( ~E + ~V � ~B)��!F V , (1.11)

En régime stationnaire on a d
�!
V
dt
=
�!
0 , l�équation (1.11) devient

0 = q(Ex + Vy:B)�
Vx
� 0

0 = q(Ey + Vx:B)�
Vy
� 0
. (1.12)

Les électrons se déplacent avec une vitesse moyenne
�!
V dans la même direction que le

champ électrique ~E. Dans ce cas, la densité de courant étant donnée par l�équation (1.5),

où
�!
J = �e:ne:

�!
V est liée au champ électrique ~E par le tenseur de résistivité

~E = �
�!
J . (1.13)

Le tenseur de résistivité est alors�
Ex
Ey

�
=

0@ �xx �xy

��xy �xx

1A�Jx
Jy

�
, (1.14)

où la matrice dé�nit le tenseur de résistivité �xx et �xy, la résistivité longitudinale et

transverse ou la résistivité de Hall, respectivement, dont les éléments diagonaux et non

diagonaux sont :

�xx = �yy =
m

nee2� 0
, (1.15)

et,

�xy = ��yx = �
B

nee
. (1.16)

Les deux dernières équations (1.15) et (1.16) donnent les résistivités de Drude �xx et

�xy. Tel que �xx est indépendante de l�intensité du champ magnétique, ainsi que �xy croît
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1.4 E¤et Hall quantique entier La physique des e¤ets Hall quantiques

linéairement avec le champ magnétique B. La résistivité longitudinale apparaît seulement

dans le modèle de Drude qui suppose que les électrons subissent, en moyenne, une collision

par intervalle de temps � 0[10].

1.4 E¤et Hall quantique entier

L�e¤et Hall quantique découvert au début des années 80 par Klaus von Klitzing, est

un thème de recherche très vaste de la physique de la matière condensée[11, 12]:Cette

découverte des EHQE est intimement liée à l�amélioration de la fabrication des échan-

tillons et des gaz d�électrons 2D. Il étudie le transport électrique d�un gaz d�électrons

(Si-MOSFET) ou (Metal-Oxide-Semiconductor-Field-E¤ect-Transistor en silicium Si) bi-

dimensionnel et les hétérostructures GaAs/AlxGa1�xAs[13]. Les électrons de ce gaz ne

se déplacent pas réellement dans un plan, mais sont piégés entre des semiconducteurs[6].

Dans cette expérience, Klitzing et ses collaborateurs ont mesuré la résistance longitudi-

nale Rxx et la résistance de Hall RH = Rxy et ils ont découvert que pour de très basses

températures entre 1- 4 (K), où kBT << ~!c et un champ magnétique intense bien précis

entre 3 -30 (T)[6], la résistance de Hall forme des plateaux (voir �gure 1.3).

Fig. 1.3 �Résistance longitudinale Rxx et de Hall RH varie en fonction du champ ma-

gnétique B[6]

La résistance longitudinale présente un pic et la conductivité de Hall passe d�un

plateau à l�autre[16, 17]. Chaque palier dans la résistance de HallRH est accompagné d�une

9
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résistance longitudinale Rxx nulle[18]. L�expression de la résistance de Hall est la même

en mécanique quantique qu�en mécanique classique[19], la seule di¤érence réside dans

l�existence de valeurs privilégiées pour la résistance de Hall, qui apparaissent sur toute une

plage de valeurs de l�intensité du champ magnétique. Pour de faibles valeurs de l�intensité

du champmagnétique, la résistance de Hall varie linéairement avec le champmagnétique et

on retrouve l�e¤et Hall classique. L�expérience de von Klitzing (primée par le Prix Nobel en

1985) a permis l�observation de l�EHQE [11]. La résistivité de Hall présente une succession

de plateaux qui coïncident avec l�annulation de la résistivité longitudinale. Ces plateaux

sont centrés autour de valeurs de l�intensité du champ magnétique qui correspondent à

un facteur de remplissage �, dé�ni par

� =
Ne
NB
, (1.17)

avec Ne est nombre d�électron et NB la degénérescence des niveaux de Landau, appelé

aussi le nombre de quanta de �ux. Ou encore

� =
ne
nB
, (1.18)

tels que, ne = Ne
S
est la densité d�électrons, nB = NB

S
est la densité de �ux, et S l�aire

du système utilisé.

La résistance de Hall mesurée par Klaus von Klitzing, avait un comportement très

di¤érent de celui prédit par la théorie classique. La courbe n�est pas linéaire en fonction de

l�intensité du champ magnétique, mais se présente sous forme de paliers d�un escalier. La

résistance de Hall reste constante pour certaines valeurs de B, elle désigne généralement

la quanti�cation de la résistance de Hall[20]. Il s�avère qu�il y a réellement des processus

qui causent la formation de ces plateaux. Dans ce cadre, Klitzing et ses collaborateurs ont

expliqué que la création de ces plateaux pour l�EHQE est due à l�apparition d�un gap

dès qu�un niveau de Landau est complètement occupé[21]. Ceci correspond au principe

de Pauli : le gap est dû au fait que lorsqu�un niveau de Landau est complètement rempli,

les électrons ne peuvent pas être di¤usés dans un état de même (NL), car tous les états

sont déjà occupés a�n d�imposer le passage au niveau de Landau supérieur.

Ce gap exige une énergie ~!c pour créer une excitation. Il existe d�autre processus qui

mènent à la formation de ces plateaux pour l�EHQE. Par exemple, quand l�intensité du
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1.4 E¤et Hall quantique entier La physique des e¤ets Hall quantiques

champ magnétique augmente, la dégénérescence de spin est levée mais sans e¤et Zeeman,

le potentiel de désordre est plus intense, ainsi que l�interaction coulombienne,..., etc.

On observe qu�il est possible d�écrire la résistance de Hall

RH =
EH
Jx

=
B

nee
. (1.19)

En remplaçant la densité d�électrons ne par leur expression, on obtient

RH =
B

e2
S

N

e

h
h

=
�

�0

1

N

h

e2

=
NB
N

h

e2

=
h

�e2
. (1.20)

Lorsque l�intensité du champ magnétique augmente, !c et la dégénérescence NB des

niveaux de Landau augmentent où !c = eB
m
la fréquence cyclotronique.

Un plateau indique que pour une certaine valeur de l�intensité du champ B le sys-

tème devient incompressible puisque la densité d�électrons ne reste dépendante à celle du

quantum de �ux nB pour garder le rapport � = ne
nB
= p constant[21]. Simultanément, la

résistivité longitudinale �xx s�annule à basse température. C�est le phénomène d�e¤et Hall

quantique entier.

Comme l�e¤et hall classique, la relation de proportionnalité entre la résistivité �H et la

résistance de Hall RH reste valable, de telle sorte que la résistance de Hall prenne des

valeurs quanti�ées

�H = �xy

=
Ey
Jx

=
B

�:e
. (1.21)

Le facteur de remplissage v prend des valeurs entières positives � = 1; 2; 3; :::; N:
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1.5 E¤et Hall quantique fractionnaire

Deux ans après la découverte de l�EHQE (1982), D.C. Tsui, H.L. Stormer et A.C.

Gossard[24] rapportèrent l�observation d�un plateau dans la résistance de Hall à une valeur

RH =
3h
e2
et, comme dans le cas de l�e¤et Hall quantique entier, la résistance transverse

s�annule. Cette valeur de la résistance de Hall correspond à une fraction du facteur de

remplissage, il s�agit de l�e¤et Hall quantique fractionnaire (EHQF ). Le schéma représenté

sur la �gure 1.4 montre une observation de l�e¤et Hall quantique fractionnaire.

Fig. 1.4 �Mesure de l�EHQF[6].

Contrairement à l�e¤et Hall quantique entier, les fractions n�apparaissent que dans des

échantillons de très haute mobilité2[21], essentiellement des hétérojonctions GaAs/AlGaAs

ou des MOSFET en silicium Si. Ainsi l�e¤et Hall quantique fractionnaire est dû à des

interactions coulombiennes fortes et à des corrélations entre électrons. Pour l�EHQF , la

température est plus faible entre 20 -100 (mK) et l�intensité du champ magnétique doit

être plus intense entre 15 - 30 (T)[6]. L�EHQF apparait comme un problème d�électrons

2La mobilité est dé�nie comme le rapport entre la vitesse de dérive et le champ Électrique � = Vd=E,

la mobilité est d�autant plus grande qu�il y a moins d�impuretés dans les échantillons.
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fortement corrélés dans un même niveau de Landau (NL) partiellement rempli (� < 1),

où des excitations dans un seul NL sont permises, pour le modèle d�électrons restreints

à un seul NL, en�n le gap en énergie ne peut être qu�une conséquence de l�interaction

coulombienne entre électrons occupant le même NL. Cette excitation à pouvoir créer un

quasi-trou qui correspond à l�ajout d�un quantum de �ux dans la fonction d�onde collective

des électrons. En e¤et, comme il y am quanta de �ux par électron, et l�ajout d�un quantum

de �ux revient à créer un état non occupé, et donc cette excitation correspond au retrait

d�une charge fractionnaire �e=m ce qui lui donne un accès libre de se déplacer d�un état

vers l�autre[1, 14]. La projection à un seul NL fait que l�énergie cinétique globale reste

inchangée et rend le problème indépendant de la structure de bandes électronique initiale.

On a vu précédemment selon l�équation (1.18) pour l�EHQE que le facteur de remplis-

sage � étant le rapport entre la densité électronique ne et la densité de �ux magnétique nB.

Concernant l�EHQF , Laughlin a été le premier en 1983, à proposer une fonction d�essai

pour décrire l�état fondamental de la fraction 1=3 pour un liquide3 incompressible (liquide

de Laughlin), mais cette fonction ne contient qu�un paramètre entier m, forcement impair

et prend les valeurs 3; 5; 7; :::, de telle sorte que � = 1=m.

En 1989 Jainendra K. Jain a proposé une autre manière d�aborder la théorie d�EHQF ,

il introduisit la théorie des fermions composites (FC), qui a pu expliquer la plupart des

valeurs du facteur de remplissage observées dans l�EHQF . Cette théorie permet d�ap-

préhender l�EHQF comme un EHQE, il a proposé un autre facteur de remplissage qui

s�écrit

� =
p

2np+ 1
. (1.22)

La résistance de Hall dans l�équation (1.21) prend des valeurs quanti�ées avec un

facteur de remplissage � qui prend des valeurs fractionnaires positives � =1/3, 1/5, 2/5,...,

etc.

En�n, l�e¤et Hall fractionnaire apparaît lorsque les interactions entre les électrons

3L�état fondamental n�est plus décrit par un liquide de Laughlin pour � � 7, les

électrons préfèrent s�organiser selon une structure cristalline triangulaire, appelée cristal

de Wigner.
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prédominants, ce fait sera présenté dans le chapitre 3, tandis que l�e¤et Hall entier apparaît

lorsque le potentiel de désordre surpasse les interactions entre les électrons.

1.6 Conclusion

Les études théorique et expérimentale de l�e¤et Hall classique nécessite la prise en

compte du mouvement d�un électron dans un champ magnétique. Ce traitement ne se

comprend que par une étude quantique du mouvement électronique pour décrire ce phé-

nomène. La résistance longitudinale Rxx est indépendante du champ magnétique, ainsi

que la résistance de Hall RH(Rxy) croît linéairement avec le champ magnétique.

L�étude de l�e¤et Hall quantique mérite un traitement du mouvement d�un électron

dans un champ magnétique. Pour décrire ce phénomène, nous avons décrit brièvement

l�apparition de l�e¤et Hall classique, quantique entier qui est une conséquence de la pré-

sence de désordre, puis quantique fractionnaire qui est une conséquence de la répulsion

entre électrons, ainsi que le passage entre ces trois phénomènes. On aborde d�abord dans le

chapitre suivant le problème d�un électron en présence d�un champ magnétique extérieur,

c�est le problème appelé � niveaux de Landau�.
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Chapitre 2

Électrons d�un gaz à 2D soumis à un

champ magnétique

2.1 Introduction

Pour étudier la physique des gaz d�électrons bidimensionnels, il serait utile d�étudier

le problème d�un électron en présence d�un champ magnétique extérieur. Dans ce chapitre,

on s�intéresse aux propriétés des électrons itinérants en présence d�un champ magnétique.

Un électron sur une surface bidimensionnelle soumis à un champ magnétique ~B possède

un spectre très particulier, organisé en niveaux macroscopiquement dégénérés, c�est là

le problème dit �des niveaux de Landau�. Cette étude est essentiellement basée sur le

traitement quantique d�un électron dans un champ magnétique.

2.2 Mouvement cyclotron

2.2.1 Électron dans un champ magnétique

On donne la résolution du mouvement classique d�un électron qui se déplace dans un

plan (x-y) sous l�in�uence d�un champ magnétique qui lui est perpendiculaire. La force

de Lorentz que subit par un électron se déplaçant avec une vitesse ~V est donnée par

l�équation (1.1).
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2.2 Mouvement cyclotron Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

L�équation du mouvement classique décrit en e¤et un mouvement circulaire de rayon

Rc =
mV
eB
appelé rayon cyclotron avec une pulsation de cyclotron !c = eB

m
.

Soit une particule de charge q = �e soumise à la force de Lorentz

~FL = �e(~V � ~B), (2.1)

avec Vx =
�
x et Vy =

�
y on obtient

m
��
x = �eB �

y,

m
��
y = eB

�
x,

m
��
z = 0. (2.2)

Dans la direction z, c�est le mouvement d�une particule libre. Dans le plan perpendi-

culaire au champ ~B, on a

��
x = �!c

�
y,

��
y = !c

�
x. (2.3)

Ces équations s�intègrent en

�
x = �!c(y � Y )
�
y = !c(x�X)

=)
x = X � r sin( !ct+ ')

y = Y + r cos( !ct+ ')
. (2.4)

Le mouvement de la particule projeté dans le plan (x-y) est donc un cercle de centre

(X ; Y ), parcouru à la fréquence !c, comme schématisé sur la �gure 2.1. Où
�!r représente

la position de l�électron, �!� relie les deux vecteurs �!R et �!r .

Le mouvement cyclotron d�un électron dans un champ magnétique ~B autour du centre

de guidage R(X; Y ) est considéré comme une constante du mouvement, où
�!
R est le centre

de l�orbite cyclotron. L�équation (2.5) donne la relation entre
�!
R , �!r et �!�

� = (�x; �y)

= r �R . (2.5)

On pose
�!
A = �1

2
�!r ��!B le potentiel vecteur tel que

�!r ��!A = B�!z . (2.6)
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2.2 Mouvement cyclotron Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

Fig. 2.1 �Mouvement cyclotron d�un électron à la position ~r autour du centre de guidage

~R[18].

En physique quantique, on utilise les échelles quantiques de longueur
q

~
eB
, de vitesseq

~!c
m
et d�énergie ~!c. On utilise les opérateurs de position br et d�impulsion bp: On en

déduit l�impulsion �!p dans le formalisme quantique

�!p = m�!V � e�!A . (2.7)

L�hamiltonien s�écrit alors

H =
(�!p + e�!A )2

2m
. (2.8)

2.2.2 Électron dans des champs magnétique et électrique

Nous rajoutons un champ électrique constant et uniforme
�!
E à l�équation (1.1) dans

la direction x. Le mouvement circulaire se compose avec un mouvement de translation

uniforme de vitesse de dérive
�!
V d [15]perpendiculaire aux champs

�!
B et

�!
E . L�équation

(2.9) donne la formule de la vitesse de dérive
�!
V d

�!
V d =

�!
E ��!B
B2

. (2.9)

La �gure 2.2 donne le déplacement d�un électron dans un plan (x-y), soumis à un

champ magnétique
�!
B homogène et perpendiculaire au plan (x-y) et à un champ électrique

�!
E homogène suivant l�axe x.
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2.3 Niveaux de Landau Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

Fig. 2.2 �Mouvement de translation uniforme d�un orbite cyclotron.

En utilisant la densité de courant électrique microscopique

�!
J = �ne�!V d

= �ne
�!
E ��!B
B2

, (2.10)

tel que
�!
E ? �!B on obtient

�!
J = �neE

B
�!e x . (2.11)

La résistivité de Hall �H est dé�nie par

�H = �xy

=
j�!E j
j�!J j

=
jEyj
jJxj

=
B

ne:e
. (2.12)

La résistance de Hall RH , proportionnelle à la résistivité �H , varie linéairement avec

B, sans plateaux pour l�e¤et Hall classique et avec plateaux pour l�e¤et quantique.

2.3 Niveaux de Landau

On s�intéresse aux propriétés des électrons d�un gaz dans un champ magnétique. L�ori-

gine de ces observations, bien di¤érentes de ce que prédit la mécanique classique, doit être
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2.3 Niveaux de Landau Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

cherchée du côté de la mécanique quantique. Ainsi, il s�agit de résoudre le problème du

mouvement d�un électron non relativiste con�né à deux dimensions dans un champ ma-

gnétique uniforme et perpendiculaire au mouvement de l�électron. La discussion décrit le

comportement des électrons dans un champ magnétique faible. Dans un champ su¢ sam-

ment fort, les électrons e¤ectuent un mouvement circulaire dans le plan perpendiculaire

au champ magnétique, bien connu en mécanique classique, supposé polarisé en spin pour

le moment ~B = B bz.
Dans n�importe quel mouvement circulaire de rayon � et de vitesse

�!
V , l0accélération

vers le centre du mouvement est donné par a = V 2

�
. A�n que la partie magnétique de la

force de Lozentz dé�nie par
�!
F m de l�équation du mouvement (2.1) soit équivalente à m

�!a

on obtient la relation entre
�!
V et �!� par

�!
V =

eB

m
�!�

= !c
�!� . (2.13)

L�opérateur quantité de mouvement
�!
� = m

�!
V de l�équation (2.7) s�écrit

�!
� = �!p + e�!A , (2.14)

avec les relations de commutation

[ri; pj] = i~�ij. (2.15)

Le hamiltonien de l�équation (2.7) peut s�écrire

H =

�!
� 2

2m

=
(�2x +�

2
y)

2m
. (2.16)

Ainsi que

[�x;�y] = e([px; Ay] + [Ax + py])

= �i~e(@xAy � @yAx)

= �i~e(�!r ��!A )

= �ie~B. (2.17)
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2.3 Niveaux de Landau Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

En terme de longueur magnétique lB =
q

~
eB
l�équation (2.17) devient

[�x;�y] = �i
~2

l2B
. (2.18)

Pour montrer plus explicitement la structure de l�oscillateur harmonique, on introduit

les opérateurs de création et d�annihilation, (a; a+)

a =
lBp
2~
(�x � i�y), et a+ =

lBp
2~
(�x + i�y), (2.19)

avec la normalisation, on obtient

[a; a+] = 1. (2.20)

On peut écrire le hamiltonien de l�équation (2.16) sous la forme

H =
~2

2ml2B
(aa+ + a+a)

= ~!c(aa+ +
1

2
), (2.21)

avec !c =
ej�!B j
m
la pulsation cyclotron et « n » est la valeur propre de l�opérateur a+a.

Dans les systèmes bidimensionnels d�électrons dans un champ magnétique, les états

électroniques sont quanti�és en niveaux discrets équidistants et régulièrement espacés de

la quantité ~!c, appelés niveaux de Landau (NL). Notons de plus que formellement, on

peut voir ce système comme un oscillateur harmonique et les énergies possibles de notre

hamiltonien H et sont représentées sur la �gure 2.3 qui donne les niveaux de Landau

où n représente les niveaux, et m est associé au centre de guidage qui donne lieu à la

dégénérescence de chaque niveau

H = ~!c(n+
1

2
). (2.22)

Pour rechercher explicitement les états propres de H, il faut choisir une jauge pour

exprimer le potentiel vecteur, ce que nous ferons par la suite.
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2.4 Invariance de jauge Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

Fig. 2.3 �Niveaux de Landau "n" représente les niveaux, et "m" est associé à la dégéné-

rescence de chaque niveau. Cette �gure représente le cas d�un remplissage v=3[25]:

2.4 Invariance de jauge

Le problème correspond au système d�électrons en 2D loin des parois de con�ne-

ment de l�échantillon qui bordent le gaz. Pour traiter un certain nombre de problèmes, il est

utile de connaitre les fonctions propres du système. Une façon commode pour construire

des bases d�états propres de Hxy consiste à choisir une jauge. Deux choix sont particu-

lièrement utiles : la jauge de Landau et la jauge symétrique. Elles sont particulièrement

adaptées pour les problèmes invariants par translation selon la direction z. En mécanique

classique le champ électromagnétique
�!
E et

�!
B peut s�écrire en fonction d�un potentiel

scalaire �(x) et d�un potentiel vecteur
�!
A , tels que

�!
E = � �!r�, et �!B =

�!r ��!A . (2.23)

Nous considérons la transformation suivante, où � est fonction arbitraire

� 7! �� 1
c

@�

@t
, et

�!
A 7! �!

A +
�!r�. (2.24)

La transformation entre la jauge symétrie et la jauge de Landau est décrite par la
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2.4 Invariance de jauge Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

fonction � = �B
2
xy, donc

�!
AL =

�!
A S +

�!r�

=

�!
B

2
(�y; x; 0)�

�!
B

2
(y; x; 0)

=
�!
B (�y; 0; 0). (2.25)

La transformation sur les champs
�!
A et �(x), appelée changement de jauge. Ce chan-

gement de jauge laisse les champs
�!
E et

�!
B invariants et donc la trajectoire classique

inchangée. Le choix de jauge fait jouer des rôles symétriques aux variables x et y, ce qui

satisfait la condition de la symétrie du problème.

Les quantités de mouvement invariantes de jauge[18]

�x = m
�
x = px + eAx = �m!c�y, et �y = m

�
y = py + eAy = m!c�x. (2.26)

En calculant le commutateur [�x; �y], on obtient

[�x; �y] =
e

m2!2c
([px; Ay]� [py; Ax])

=
1

eB2
(@xAy[px; x]� @yAx[py; y])

=
�i~
eB

. (2.27)

Le commutateur des opérateurs position X, Y des coordonnées du centre de rotation

s�écrira

[X; Y ] = [x� �y
eB
; y +

�x
eB
]

=
1

eB
[x; px]�

1

eB
[py; y]�

1

(eB)2
[�y;�x]

=
2i~
eB

� 1

(eB)2
i~2

l2B

=
i~
eB

= il2B. (2.28)

En termes de longueur magnétique lB =
q

~
eB
, en utilisant les règles de commutation

[�x; �y] = �il2B , et [X; Y ] = il2B . (2.29)

Le résultat est bien évidemment un invariant de jauge.
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2.5 Jauge de Landau Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

2.5 Jauge de Landau

Dans jauge de Landau, les directions x et y sont traitées de façon di¤érente. Elle est

utile lorsqu�on s�intéresse à un problème en géométrie rectangulaire. Cette jauge conserve

la symétrie par translation selon le choix de direction choisie[27], comme le montre la

�gure 2.4.

Fig. 2.4 �Représentation du potentiel vecteur en jauge de Landau.

Cette jauge brise les invariances par rotation et par translation selon x. La jauge de

Landau dé�nie par le champ vectoriel est donnée par

�!
AL =

�!
B (�y; 0; 0), (2.30)

tel que
�!r ��!AL = B

�!z . (2.31)

On obtient
�!
AL = �By�!x . (2.32)

Dans cette jauge le hamiltonien de l�équation (2.7) commute avec py[19], et s�écrit

H =
1

2m
(p2x + (py + eBx)

2). (2.33)

2.6 Jauge symétrique

Pour représenter les états et les énergies propres d�un système quantique, il y a plu-

sieurs manières correspondantes à di¤érents choix de jauge. Pour notre cas d�étude on va
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2.6 Jauge symétrique Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

utiliser la jauge symétrique qui conserve la symétrie par rotation du système et qui brise

l�invariance par translation ( voir �gure 2.5).

Fig. 2.5 �Représentation du potentiel vecteur en jauge symétrique.

Considérons tout d�abord des électrons libres, dans un champ B = (0; 0; B) homogène

�!
A =

�!
B ��!r
2

=
B

2
(�y; x; 0). (2.34)

Cette jauge conduit à des fonctions d�onde qui se sont révélées capitales pour construire

des fonctions d�onde variationnelles pour l�e¤et Hall quantique fractionnaire. L�hamilto-

nien s�écrit

H =
~!c
2
[(�ilB

@

@x
+

y

2lB
)2 + (�ilB

@

@y
� x

2lB
)2], (2.35)

avec, ~!c = ~ eBm est l�énergie cyclotron.

En termes de constante de Planck ~. Le formalisme hamiltonien nous permet d�intro-

duire la quanti�cation canonique[30], où l�on impose la non commutativité d�une position

avec son moment conjugué. Les opérateurs d�impulsion px, py s�écrivent en fonction des

vitesses
�
x et

�
y par

px =
@L

@
�
x
= m

�
x+ qAx,

py =
@L

@
�
y
= m

�
y + qAy. (2.36)
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2.6 Jauge symétrique Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

Cette dernière équation nous donne

�
x =

1

m
(px � qAx),

�
y =

1

m
(py � qAy), (2.37)

et on peut écrire le hamiltonien Hxy sous la forme

Hxy =
�
xpx +

�
ypy � Lxy

=
1

2
m(

�
x
2
+

�
y
2
)

=
1

2m
[(px � qAx)2 + (py � qAy)2. (2.38)

Finalement

H =
1

2
m[(

�!
P � q�!A )2. (2.39)

L�hamiltonien peut également s�écrire, en terme des variables (�x; �y)

H =
1

2
m!2c(�

2
x + �

2
y). (2.40)

Pour la quanti�cation en niveaux de Landau, la description quantique du même sys-

tème impose la non commutativité de la position avec son moment conjugué

[x; px] = [y; py] = i~, et [x; y] = [px; py] = [x; py] = [y; px] = 0. (2.41)

La relation de commutation [x; y] = 0 nous donne

[�x; �y] = �[X; Y ]. (2.42)

Alors la relation de commutation [�x;�x] prend la forme

[�x;�x] = i~. (2.43)

Pour montrer plus explicitement la structure de l�oscillateur harmonique, on introduit

des opérateurs d�annihilation et de création

a =
1p
2lB
(�x � i�y), a+ =

1p
2lB
(�x + i�y), (2.44)

on obtient
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2.6 Jauge symétrique Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

�x =
lBp
2
(a+ + a), �y =

lBp
2i
(a+ � a). (2.45)

Le même cas avec les opérateurs d�échelle (b; b+)

X =
lBp
2
(b+ + b), Y =

ilBp
2
(b+ � b), (2.46)

avec les relations de commutations [a; a+] = [b; b+] = 1 et [a+; b+] = [a; b+] = 0.

L�hamiltonien peut être réécrit sous la forme

H = ~!c(a+a+
1

2
). (2.47)

Le spectre d�énergie est donc donné par

H = ~!c(n+
1

2
). (2.48)

Avec n est la valeur propre de l�opérateur a+a.

L�invariance par rotation dans le plan (x-y) fait que le moment cinétique suivant

z[19]dans la jauge symétrique s�écrit

Lz = xpy � ypx. (2.49)

On réécrit Lz en utilisant les équations (2.5) et (2.14)

�!p = �!� � e�!A =
~
2l2B
(Y +

�x
2
; X �

�y
2
). (2.50)

Le moment cinétique devient

Lz =
~
2l2B
(�2 �R2)

=
1

!c
[(
�2x
2m

+
m!2c
2
�2x)� (

p2x
2m

+
m!2c
2
X2)

=
1

!c
[~!c(a+a+

1

2
)� ~!c(b+b+

1

2
)], (2.51)

où l�on a dé�ni l�impulsion du centre-guide par P = m!c(Y;�X). On peut voir ce

système comme deux oscillateurs harmoniques

Lz = ~(a+a� b+b). (2.52)
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2.7 Dégénérescence d�un NL Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

Les états jn;mi sont des états propres deH et Lz du problème avec les valeurs propres

respectivement ~!c(n+ 1
2
) et ~(n�m).

Notons que le moment cinétique Lz et l�hamiltonienH sont des invariants de jauge[10],

et on voit que l�hamiltonien commute avec l�opérateur Lz.

Le hamiltonien s�écrit alors

H = ~!c(a+a+
1

2
) + ~!0(b+b+

1

2
), (2.53)

avec la fréquence du deuxième oscillateur est nulle, !0 = 0. Le deuxième nombre

quantique m est une valeur propre de b+b.

Dans le cas où n = 0 ou m = 0 , on trouve

aj0;mi = 0,

bjn; 0i = 0, (2.54)

avec les nombres négatifs sont exclus [18]

Nous pouvons écrire un état quelconque jn;mi à partir de l�état j0; 0i comme

jn;mi = (a+)np
n!

(b+)mp
m!
j0; 0i. (2.55)

Jusque là, le raisonnement est indépendant de la jauge. Pour obtenir la forme explicite

de ces états propres il faut faire un choix de jauge.

Les fonctions d�ondes dépendent de la jauge choisie pour le potentiel vecteur. Pour

trouver les fonctions propres dans une jauge donnée, il su¢ t d�exprimer les opérateurs

a; a+; b; b+ à l�aide de x; p(x); y; p(y) dans cette jauge, et de déterminer la fonction

d�onde de l�état fondamental[18].

2.7 Dégénérescence d�un NL

On se contentera alors de la description du mouvement dans le plan (Ox,Oy)1[31], en

prenant un domaine en forme de disque de rayon R, avec S = �R2(voir �gure 2.1), tel

1Pour le champ magnétique à travers une surface, il faut passer du plan vers une sphère et prendre en

considération les conditions aux limites.
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2.7 Dégénérescence d�un NL Électrons d�un gaz à 2D soumis à un champ magnétique

que le système et de taille plus grande2 par rapport à la longueur magnétique S � lB.

Le mouvement cyclotron d�un électron dans un champ magnétique ~B autour du centre de

guidage R(X; Y ) représenté par l�équation (2.5), et prenant comme origine r = 0 le centre

du disque. Dans la jauge symétrique, les états dans le plus bas niveau de Landau (PBNL)

représentés par jn = 0;mi, n�importe quelle orbite de Landau de moment cinétique m est

localisée autour d�un cercle de rayon R dé�ni par

R =
p
X2 + Y 2. (2.56)

A l�aide des positions X et Y dé�nies dans l�équation (2.46), on trouve

R = lB
p
2b+b+ 1

= lB
p
2m+ 1. (2.57)

De la même manière, les états dans le PBNL représentés par jn;m = 0i sont localisés

autour d�un cercle de rayon � = lB
p
2a+a+ 1. Dans le cas du plan, chaque niveau de

Landau est in�niment dégénéré[15]. Pour une géométrie du disque, le nombre d�états

NB dans le PBNL à l�intérieur du disque est égal à M + 1 états, avec un rayon maximal

Rmax =
p
2M + 1lB. La surface maximale Sm occupée par ces états est égale à

Sm = �R2max

= �l2B(2M + 1)

' 2�l2BM . (2.58)

La particule se trouve à l�intérieur de la surface S = �R2 du disque où sont présentes

toutes les orbites telles que Sm < S.

En combinant les équations (2.13) et (2.14) avec la relation entre la vitesse angulaire

et la vitesse linéaire de l�équation (2.13) � = V
!c
on obtient �!� = �

eB
�!z .

L�énergie cinétique d�un électron, en dimension 2, dans un champ magnétique, est

quanti�ée en niveaux de Landau. Son spectre est celui d�un oscillateur harmonique (voir

2Pour augmenter les orbites cyclotrons
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équation(2.22)). L�énergie de cette dernière équation ne dépend que d�un seul nombre

quantique n, il y a dégénérescence des niveaux de Landau[21].

Chaque niveau d�énergie est in�niment dégénéré, le centre de l�orbite cyclotronR commute

avec H et � et constitue donc un degré de liberté di¤érent de �[15]

R =

0@ X

Y

1A =

0@ x� �x
y � �y

1A =

0@ x� �y
eB

y � �x
eB

1A . (2.59)

La valeur non-nulle provenant de la relation de commutation de l�équation (2.28)

s�écrit

�X�Y � l2B
2
. (2.60)

Ces états sont dégénérés dans un niveau choisi et chaque état occupe une surface

minimale donnée par l�incertitude de Heisenberg[18]

�X�Y = 2�l2B. (2.61)

Dans la limite thermodynamique[18], le nombre maximal d�états NB =M , alors

NB =
S

2�l2B

=
BS

Bh=(eB)
, (2.62)

avec lB =
q

~
eB
.

Le quantum de �ux �0 est dé�ni par

�0 =
h

e
. (2.63)

Le �ux total du champ magnétique à travers l�échantillon est dé�ni par

� = B:SN . (2.64)

La dégénérescence d�un niveau de Landau se dé�nit par

NB =
�

�0
. (2.65)

La dégénérescence d�un niveau dans le plus bas niveau de Landau augmente avec B.

Comme les électrons avaient une statistique fermionique, chaque état quantique peut être

occupé au maximum par une seule particule à cause du principe de Pauli.
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Dans le cas où il y a plusieurs électrons dans le système, le remplissage v des niveaux

d�énergie est donc décrit par le rapport entre la densité surfacique d�électrons ne et la

densité de �ux nB, avec un rapport v = ne
nB
appelé facteur de remplissage .

2.8 Fonction d�onde �PBNL(z)

Dans la jauge symétrique, les fonctions d�onde à un corps dans le plus bas niveau de

Landau étaient des polynômes en z multipliés par un facteur gaussien présent pour tous

les niveaux de Landau. Pour trouver les fonctions d�onde �n;m(x; y) = hx; yjn;mi dans la

jauge symétrique d�équation (2.34), il su¢ t de traduire les équations (2.54) et (2.55) en

équations di¤érentielles, à l�aide de px = �i~@x et py = �i~@y.

À l�aide des équations (2.26), (2.44) et (2.45) on trouve la représentation des opé-

rateurs d�échelle dans la jauge symétrique. Pour simpli�er les expressions, on change les

variables d�espace selon la position de l�électron z = x� iy, où z = x+ iy est le complexe

conjugué de z. Avec cette dé�nition de z la dérivation dans le plan complexe est liée par

@z =
1

2
(@x + i@y),

@z =
1

2
(@x � i@y), (2.66)

tel que @zz = @zz = 1 et @zz = @zz = 0.

Dans la représentation position complexe z, et avec l�opérateur a dé�ni précédemment

dans les équations (2.19), (2.44) et (2.45) l�expression de l�opérateur d�échelle a dans la

jauge symétrique est donnée par

a =

r
m!c
2~

(�x +
i

m!c
�x)

=
1p

2m~!c
[py + eAy + i(px + eAx)

=
lBp
2
[@x � i@y +

x� iy
2l2B

]

=
p
2(
z

4lB
+ lB@z). (2.67)

De la même manière on trouve a+; b et b+

a+ =
p
2(
z

4l2B
� lB@z), b =

p
2(
z

4l2B
+ lB@z) et b+ =

p
2(
z

4lB
� lB@z). (2.68)
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Il y a plusieurs représentations possibles de H et Lz qui prennent donc la forme[32]

H =
~!c
2
(
zz

4l2B
� 4l2B@z@z + z@z � z@z), (2.69)

Lz = ~(z@z � z@z). (2.70)

Un état dans le plus bas Niveau Landau (NL) est déterminé par l�équation di¤éren-

tielle pour n = 0

a �n=0(z; z) = 0 ) (
p
2(
z

4lB
+ lB@z))�n=0(z; z) = 0,

) (z + 4l2B@z)�n=0(z; z) = 0. (2.71)

C�est une équation di¤érentielle du premier ordre dont la solution générale est une

gaussienne multipliée par une fonction analytique arbitraire f(z), avec @zf(z) = 0

�n=0(z; z) = f(z)e
� jzj2

4l2
B . (2.72)

De la même manière on trouve pour l�état avec m = 0

b �m=0(z; z) = 0 ) (z + 4l2B@z)�m=0(z; z) = 0. (2.73)

Dont la solution est donnée par

�m=0(z; z) = g(z)e
� jzj2

4l2
B . (2.74)

La fonction g(z) est anti-analytique (@g(z) = 0). L�état jn = 0;m = 0i doit donc être

représenté par l�équation a j0; 0i = b j0; 0i = 0. La solution de cette équation est de la

forme[18, 41]

�n=0;m=0(z; z) = hz; zjn = 0;m = 0i

=
1p
2�l2B

e
� jzj2

4l2
B . (2.75)

Un état correspondant au nombre quantique n, m dans le plus bas NL s�obtient à

l�aide des autres états par applications successives de a+, b+ à l�aide des équations (2.55)
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et (2.69)

�n=0;m(z; z) =
(
p
2)mp

2�l2Bm!
(
z

4lB
� lB@z)me

� jzj2

4l2
B

=
1p

2�l2Bm!
(
zp
2lB
)me

� jzj2

4l2
B . (2.76)

La même chose pour les états correspondant à di¤érentes valeurs de n pour m = 0

�n;m=0(z; z) =
(
p
2)np

2�l2Bn!
(
z

4lB
� lB@)ne

� jzj2

4l2
B

=
1p
2�l2Bn!

(
zp
2lB
)ne

� jzj2

4l2
B . (2.77)

Un état générique du plus bas niveau de Landau s�écrit donc

�PBNL(z; z) = f(z)e
� jzj2

4l2
B , (2.78)

avec f une fonction analytique de z. Lette fonction �PBNL(z) peut paraître la base

du raisonnement historique de Laughlin[1], et qui permet de deviner une fonction d�onde

test pour l�état fondamental de l�e¤et Hall quantique fractionnaire (EHQF ).

Pour un état centré à l�origine m = 0 dans le NL n. Un état arbitraire peut s�écrire

�m;n(z; z) =

p
2mp

2�l2Bm!n!
(
z

4lB
� lB@z)m(

zp
2lB
)ne

� jzj2

4l2
B . (2.79)

Les détails des calculs qui permettent de passer du PBNL aux niveaux de Landau

supérieurs sont donnés dans la référence[36]

�m;n(z; z) = Nnmz
m�nLm�1n (z; z)e

� jzj2

4l2
B . (2.80)

Les fonctions Lmn (x) sont des polynômes de Laguerre en x avec di¤érentes formes

pour di¤érentes valeurs de n et m. On doit donc spéci�er les deux nombres quantiques

n et m. Pour un seul électron comme l�atome d�hydrogène, l�énergie ne dépend que du

nombre quantique n tant que le potentiel reste en 1=r. Dans le cas de plusieurs électrons,

le potentiel vu par les électrons des couches externes est écranté par les électrons proches

du noyau de sorte que le potentiel n�est plus en 1=r. Dans ce cas, l�énergie dépend de n et
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de m[30]. Les états propres de l�hamiltonien et du moment cinétique s�expriment par des

polynômes de Laguerre associés Lmn . On a donc �nalement une formule plus condensée[38]

�n;l(z; z) =

s
n!

2l+1�(n+ l)!
zlLln(

zz

2l2B
)e
� zz

4l2
B , (2.81)

tel que Lln désigne les polynômes de Laguerre associés, dé�nis par

Lln(x) =
x�l

n!
ex@nx (x

n+le�x), (2.82)

où l = m� n et un nombre entier l � �n, n entier non négatif, ce qui donne[38]

Ll0(x) = 1, L
l
1(x) = �x+ l + 1, Ll2(x) = x2

2
� (l + 2)x+ (l+2)(l+1)

2
.

2.9 Conclusion

Nous avons présenté les principales propriétés des électrons d�un gaz à 2D soumis à

un champ magnétique. Nous recherchons explicitement les états propres de l�hamiltonien

H d�un oscillateur harmonique dans la jauge symétrique.

La transformation entre la jauge symétrie et la jauge de Landau de l�équation (2.25)

pour une géométrie rectangulaire dans la jauge de Landau donne un résultat identique

avec celle trouvée dans le cas de la géométrie du disque. Ainsi que les fonctions d�onde

des équations (2.76) et (2.77) ont la même densité de probabilité, et la densité d�états

électroniques reste 1
2�l2B

dans tous les niveaux de Landau[39].
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Chapitre 3

E¤et Hall quantique fractionnaire

3.1 Introduction

En reproduisant l�expérience de Von Klitzing, Tsui et Stormer[24], ont découvert

des plateaux de résistance correspondants non pas à des remplissages entiers, mais à des

remplissages fractionnaires, il s�agit de l�e¤et Hall quantique fractionnaire. Ce phénomène

apparait comme un problème d�électrons fortement corrélés puisque le gap en énergie ne

peut être qu�une conséquence de l�interaction coulombienne entre électrons occupant le

même niveau de Landau. Ainsi, contrairement au cas de l�EHQE, le potentiel de désordre

n�est pas prévu d�être le mécanisme d�entraînement derrière l�EHQF . Considérons de

nouveau le cas d�un système sans désordre et n�étant soumis à aucun champ électrique. Il

s�agit d�un problème extrêmement compliqué, qui ne possède pas de solution simple, même

approchée. L�image qui donne EHQF est basée sur des fonctions d�onde variationelles

proposées par Laughlin en 1983. Ces fonctions d�onde variationelles reposent de façon

cruciale sur la solution du problème des niveaux de Landau dans la jauge symétrique.

Commençons donc par revoir la solution de ce problème, où la position des particules est

représentée par une variable complexe dans le plan (x-y), ce qui permettra la généralisation

au cas à N particules due à Laughlin, valable pour les fractions de la forme 1=m et la

théorie de Jain des fermions composites (FC) qui a pu expliquer la plupart des fractions de

la forme p=(2np+1): D�autres généralisations de la fonction de Laughlin ont été proposées

par Haldane et Halperin[36].
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3.2 Le gaz d�électrons bidimensionnel E¤et Hall quantique fractionnaire

Dans la suite de cette section, on va s�intéresser à la structure des états excités de

gaz de fermions en interaction. Ces excitations élémentaires correspondent à l�annihilation

d�un état occupé où à la création d�un état inoccupé, tel que le nombre total de fermions

est �xé. On traitera le problème de la création de paire �électron-trou�dans le cas d�un

gaz électronique. En physique des EHQF , l�excitation électron-trou est une modi�cation

de la fonction d�onde[37].

3.2 Le gaz d�électrons bidimensionnel

L�e¤et Hall quantique ne se produit que lorsqu�un gaz d�électrons est con�né à deux

dimensions et soumis à un champ magnétique intense et à basse température.

La réalisation physique du gaz repose principalement sur des structures MOSFET

à base de silicium, dans lesquels les électrons sont piégés pour former le gaz d�électrons

bidimensionnel à l�interface silicium/isolant. Il existe d�autres matériaux réalisés dans des

hétérojonctions GaAs et AlxGa1�xAs de semi-conducteurs, dans lesquels on peut obtenir

des gaz bidimensionnels. Cette structure proposée par Esaki et Tsu[40] consiste à améliorer

progressivement la mobilité.

3.3 Rôle de l�interaction coulombienne

En physique de l�e¤et Hall quantique fractionnaire, le hamiltonien général du sys-

tème d�un gaz d�électrons bidimensionnels en présence d�un champ magnétique extérieur

s�écrit[36]

H = H0 +Hint + EZ , (3.1)

avec H0 est la partie cinétique (2.8), qui a la forme générale 1
2m

P
j(
~
i

�!rj+
e
c

�!
A (�!r j))2,

Hint décrit l�interaction de Coulomb entre les électrons, ainsi que les interactions possibles

des électrons avec un fond chargé positivement et avec des impuretés[6], et prend la forme
e2

�

P
j<k

1
rjk
, et EZ l�énergie de Zeeman. Pour éviter le cas de l�EHQE, on considère un

système d�électrons sans désordre.

La �gure 3.1 montre l�évolution des électrons dans un champ magnétique.
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3.3 Rôle de l�interaction coulombienne E¤et Hall quantique fractionnaire

Fig. 3.1 �a- Liquide de Fermi de fermions composite à B=0 (interaction faible), b- EHQF

des électrons (Électrons fortement corrélés), c- EHQF des électrons avec l�énergie Zeeman.

La �gure 3.1.a représente le liquide de Fermi de fermions composites à B = 0 avec

une interaction faible. On voit apparaitre sur la �gure 3.1 (B 6= 0) des niveaux d�énergie

séparés par ~!c.

Nous allons donc considérer un système bidimensionnel d�électrons. En présence d�un

champ magnétique ~B perpendiculaire au plan électronique, il se forme des niveaux de

Landau indicés par n et prenant des énergies ~!c(n + 1
2
). Comme l�e¤et Hall quantique

fractionnaire est dû à des interactions entre électrons V = 1=(ri � rj); en général pris

comme étant l�interaction coulombienne entre les particules i et j, l�énergie d�interaction

est d�un ordre comparable à l�énergie cinétique[33]. On peut considérer l�hamiltonien à

N -électrons

H = H0 +Hint. (3.2)

On a vu précédemment que Hint décrit l�interaction de Coulomb entre les électrons i

et j, qui prend la forme

Hint =
X
i<j

e2

4�"jri � rjj
. (3.3)

Pour un système à N électrons restreints au plus bas niveau de Landau, les éner-

gies cinétiques et Zeeman étant constantes par la suite, l�interaction coulombienne est

la seule qui joue le mécanisme d�entraînement de l�e¤et Hall quantique fractionnaire,

contrairement à l�e¤et Hall quantique entier où le potentiel de désordre l�emporte sur les

interactions. L�e¤et Hall quantique fractionnaire ne se produit que dans des échantillons
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3.4 Rôle du spin des électrons dans l�EHQF E¤et Hall quantique fractionnaire

de haute qualité avec de faibles concentrations d�impuretés.

3.4 Rôle du spin des électrons dans l�EHQF

Le rôle du spin apparaît via l�énergie Zeeman[62] EZ rajoutée aux énergies propres

de H0 l0équations (3.1), et qui prend la forme g�BB:S, où �B est le magnéton de Bohr,

et g le facteur gyromagnétique de Landé. Autrement dit, l�énergie Zeeman dépend des

interactions coulombiennes entre les électrons et du champ magnétique appliqué. Ainsi,

le facteur gyromagnétique g prend la valeur de -0.44 dans du GaAs.

Dans la troisième �gure 3.1.c, il apparaît des plateaux paires de l�EHQF lorsque

l�énergie Zeeman g�BB n�est plus négligeable. Pour avoir une idée de l�importance des

di¤érents termes de l0équations (3.1), nous considérons les hétérostructures GaAs-AlGaAs,

sur lequel la plupart des expériences de l�EHQF ont été e¤ectuées, l�énergie Zeeman est

très faible -70 fois par rapport à toutes les autres échelles d�énergies[36].

Dans la limite de champs magnétiques forts
�!
B �!1, les termes d�énergie cinétique

et Zeeman sont constant. Dans ce cas, l�interaction coulombienne apparaît comme le terme

principal pour séparer les électrons les uns des autres au maximum et que la fonction

d�onde s�annulera lorsque les positions de deux électrons coïncident.

En physique de l�e¤et hall quantique fractionnaire, on néglige le rôle du spin de

l�électron, parce que l�énergie de Zeeman EZ est très faible par rapport à toutes les autres

énergies et peut être négligée[19]. Comme nous le verrons par la suite (chapitre 6), les

états de Haldane-Rezayi et Moore-Read sont polarisés en spin.

3.5 Fonction d�onde de Laughlin

Laughlin a été le premier à proposer une fonction d�onde d�essai pour décrire l�état

fondamental de la fraction � = 1=3[1], pour ensuite la généraliser pour � = 1=m, avec m

entier impair, ce qui donne m quanta de �ux par électron �gure 3.2.

Il a aussi montré l�existence de quasiparticules de charges fractionnaires e=3 pour

expliquer l�EHQF , où il y a un électron pour trois quanta de �ux dans le fondamental.
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Fig. 3.2 �Particule et quasiparticule de charge fractionnaire e/3 dans l�état fractionnaire

v=1/3[14]:

Alors les plateaux dans l�EHQF peuvent être compris comme une conséquence de la loca-

lisation de ces quasi-particules. Cette propriété la plus remarquable de l�EHQF proposée

par Laughlin, où l�ajout de manière adiabatique d�un quantum de �ux �0 a généré une

excitation de charge e=3 sans changer le nombre des électrons. Dans la limite thermodyna-

mique, l�insertion d�un quantum de �ux correspond à l�insertion de � trous à l�origine qui

correspond à une translation de chaque électron dans l�orbite suivante[19]. Pour l�énergie

d�une quasiparticule on considère une charge e=3 uniformément répartie sur un disque

de rayon lB[62]. Concernant les fonctions d�ondes, on utilise la théorie de Laughlin, pour

décrire des fonctions d�onde d�essai incluant une quasiparticule ou un quasitrou[64].

Laughlin a proposé une fonction d�onde d�essai à N-corps pour un fondamental sur

une géométrie d�un disque qui correspond à l�hamiltonien H de l�équation (3.2). Tout

d�abord, le Hamiltonien H est invariant par translation du centre de masse, en présence

de champ magnétique et d�interactions coulombiennes pour décrire ce système[1]. Ainsi,

l�antisymétrie due à la statistique de Fermi qui doit être respectée. Cependant, nous allons

donner une description détaillée de l�état fondamental obtenu par une méthode analytique

dans le chapitre 4.

Dans l�EHQF , la résistance de Hall est quanti�ée, ce qui indique que dans l�état

fondamental, le liquide est incompressible[41, 1]. Dans le modèle de Laughlin, on déduit

de la valeur du plateau RH = h=(3e2) que la densité électronique est quanti�ée à un

électron pour trois quanta de �ux.

Dans la jauge symétrique, on peut choisir la base des fonctions à un corps donnée

par l�équation (2.76) pour les fonctions d�ondes dans le plus bas NL, avec z = x � iy
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et m le moment angulaire. Considérons le cas sans interaction, où le niveau de Landau

complètement rempli correspond à une fonction d�onde à Ne électrons de la forme

	(r1; r2; :::; rNe) = F (z1; z2; :::; zNe) exp(�
NeX
i=1

jz2i j=4l2B). (3.4)

La fonction impaire F (z1; z2; :::; zNe) qui satisfait les conditions d�antisymétrie
1 est un

déterminant de Slater construit à partir des polynômes z0i ; z
1
i ; :::; z

Ne
i , et ne dépend pas

des z�i

F (z1; z2; :::; zN) =

������������

z01 z02 � � z0N

z11 z12 � � z1N

� � � � �

zN�11 zN�12 � � zN�1N

������������
=

NY
i<j

f (zi � zj) , (3.5)

avec F (z1; z2; :::; zNe) un polynôme à plusieurs variables z1; z2; :::; zNe correspondant

aux positions des électrons 1, 2,...,Ne. La fonction d�onde (3.4) est unique[36] pour tout

hamiltonien d�interaction qui ne mélange pas les niveaux de Landau. Pour une fonction

propre du premier NL, le moment cinétique Lz est proportionnel à m. La seule forme

qui satisfasse ces critères est

f (z) = zm: (3.6)

Le préfacteur
QN
i<j f (zi � zj) doit donc être un polynôme de degré �xé, ce qui donne

la forme suivante[37]

F (zi � zj) =
NY
i<j

(zi � zj)m . (3.7)

La fonction d�essai proposée par Laughlin ne contient qu�un paramètre entier m,

forcément impair et pend les valeurs 3, 5, 7,...etc

	L(r1; r2; :::; rN) =
NY
i<j

(zi � zj)m exp(�
NX
i=1

jz2i j=4l2B). (3.8)

Cette fonction d�essai proposée par Laughlin montre un très beau résultat de la frac-

tion 1=m pour m = 3 avec les plasmas à 2D[1]. Le préfacteur F (zi � zj) dans la fonction
1Antisymétrique ici correspond la partie orbitale, ainsi que la partie spin qui est totalement symétrique.
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de Laughlin (3.8) est aussi appelé facteur de Jastrow. Le polynôme antisymétrique en zi de

cette fonction a un degré maximal M = m(Ne � 1) pour tout i[13]. L�état de Laughlin

	L(r1; :::; rN) est caractérisé par une distribution quasi-uniforme des Ne fermions con�nés

dans un disque de rayon R =
p
2(M + 1)l, et contenant (M + 1) orbitales[15], où M est

le moment angulaire maximal. Il faut donc considérer un échantillon de taille S = �:R2

S = 2�l2(M + 1)

= 2�l2(m(Ne � 1) + 1)

= 2�l2mNe +O(1). (3.9)

La densité électronique de cette fonction d�onde (3.8) est donnée par

Ne
2�l2mNe

=
1

2�l2m
. (3.10)

Ce qui donne

� =
1

m
. (3.11)

Cette densité est représentée sur la �gure 3.3 de centre O et de rayon R = l
p
2m.

Fig. 3.3 �Densité du fondamental du système de Hall à v=1/3 dans la jauge symétrique

[15]:

La �gure 3.3 représente la densité d�états de la fonction d�onde dans le plus bas NL

de l�équation (2.76), qui est compatible avec la forme générale des fonctions d�onde d�essai

	L(r1; :::; rN) dans le plus bas NL de l�équation (3.8) proposé par Laughlin.
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3.6 Fonction d�onde de Jain

En 1989 Jainendra K. Jain propose une autre façon d�aborder la théorie de EHQF .

Il introduisit une particule e¤ective qui s�appelle le fermion composite[2], qui lui a permis

d�expliquer la plupart des valeurs du facteur de remplissage observées dans l�EHQF .

Cette théorie a également prédit des facteurs de remplissage qui ne rentrent pas dans la

séquence de Laughlin, en se basant sur l�attachement d�un quantum de �ux aux positions

des électrons. Elle a considéré comme une généralisation de la fonction d�onde de Laughlin.

La fonction d�onde de Jain est une fonction d�onde d�un niveau de Landau (NL)

rempli représenté par un déterminant de Slater dé�ni par l�équation (2.77). Ces états

correspondant à di¤érentes valeurs de n pour m = 0. La fonction d�onde de Jain consiste

en la construction des états de Laughlin en utilisant les niveaux de Landau supérieurs, et

de projeter le résultat dans le plus bas niveau de Landau (PBNL). La théorie de Jain

des FC nous permet de prendre l�EHQF comme un EHQE sur la �gure 3.4. Le schéma

ci-dessous 3.4 représente l�idée géniale de Jain.

Fig. 3.4 �Schéma d�un état fondamental. (a) pour EHQE du v = n, (b) pour EHQF à

v = n
2n+1

.

Cette théorie consiste à interpréter les électrons fortement corrélés en termes de quasi-

particules (qp) avec interactions négligeables, entre ces dernières. Dans cette théorie Jain
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décrit l�état fondamental de Laughlin au facteur de remplissage � = 1
2s + 1

, tel que s est un

entier di¤érent de zéro, et propose une généralisation des états au facteur de remplissage

� = p
2ps + 1

, avec s et p entier, en termes de fermions composites (FC). À partir de l�état

incompressible représenté par l�équation (3.8) du modèle de Laughlin, nous pouvons écrire

la fonction 	2s+1 à l�aide de la fonction 	1 correspondant au facteur �� = 1

	2s+1 =
NeY
i<j

(zi � zj)2s+1 exp(�
NeX
k=1

jz2kj=4l2B)

=

NeY
i<j

(zi � zj)2s
NeY
i<j

(zi � zj) exp(�
NeX
k=1

jz2kj=4l2B)

=

NeY
i<j

(zi � zj)2s 	1, (3.12)

tel que 	1 est une fonction d�onde à Ne particules de l�état fondamental de l�équation

(3.8) à �� = 1. Le facteur
QN
i<j (zi � zj)

2s appelé facteur de Jastrow représente l�attache-

ment de 2s quantum de �ux (2s�0) aux positions des particules zi, ce qui correspond à

l�ajout de 2sNe quanta de �ux. La fonction d�onde proposée par Jain consiste à remplacer

	1 par un déterminant de Slater complètement rempli, où il projette la fonction d�onde

dans le plus bas NL à l�aide de l�opérateur PPBNL, l�état fondamental de la fonction d0onde

non normalisée des fermions composites pour �� = p prend la forme[34]

	FC� = PPBNL

"
NeY
j<k

(zj � zk)2s 	��
#
, (3.13)

tel que PPBNL est le projecteur sur le PBNL. Le nombre de quanta de �ux NB� = Ne
�� ,

et NB = Ne
�
, ainsi que le nombre d�états e¤ectifs de la fonction 	FC par niveau serait

NB� = NB � 2sNe. (3.14)

Chaque particule est attachée par 2s quanta de �ux �0, ainsi que le �ux total du

champ magnétique à travers l�échantillon � = BS. La densité d�électrons ne = Ne
S
, ce qui

donne le champ magnétique e¤ectif B� par

B� = B � 2s�0ne. (3.15)
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La fonction d�onde de l�équation (3.13) décrit un système à un facteur de remplissage[35]

1

��
=
1

�
� 2s. (3.16)

Ce qui donne la formule générale du facteur de remplissage réduit ��

� =
��

2s�� + 1
. (3.17)

Pour avoir une projection PPBNL sur le plus bas NL, alors que la fonction 	1 contient

des composantes dans un NL virtuel2 di¤érent du plus bas (�� 6= 1), dont la présentation

sera donnée par la suite.

Les états électroniques � = 1
3
et � = 2

5
sont interprétés comme un EHQE aux facteurs

de emplissages entier �� = 1 et �� = 2 en termes de FC(voir �gure 3.5), dont les vortex

portent 2s quanta de �ux chacun.

Fig. 3.5 �Représentation du vortex.

Les fermions composites sont représentés par un état lié d�un électron avec un nombre

pair de vortex3, qui est égale à deux pour notre cas.

Pour la dé�nition de l�EHQF à � = 1=3 en terme de FC(voir �gure 3.6), on prend

pour chaque électron 3 quanta de �ux dans le système, dont 2 sont portés par un vortex

où (s = 1) et ce vortex est lié à un électron pour former le FC.

2Ces NL virtuels seront appelés niveaux Lamda ou pseudo NL niveaux de Landau pour ne pas

confondre avec les niveaux de Landau électroniques.
3Un tourbillon du liquide quantique.
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Fig. 3.6 �Fermion composite (FC).

3.7 Excitations de l�état 1/3 de Laughlin

L�état fondamental de l�e¤et Hall quantique fractionnaire est un état liquide incom-

pressible4[1] caractérisé par des corrélations fortes entre les électrons. Les seules excitations

qui ne changent pas la densité du système, tel que le nombre total de fermions soit �xé,

sont donc obtenues par création de paires quasi-électrons/trous. Pour l�EHQE à remplis-

sage � = n; les excitations dans un seul niveau sont interdites par le principe de Pauli,

comme le montre la �gure ci-dessous 3.7.

Fig. 3.7 �Les excitations dans un seul niveau sont interdites par le principe de Pauli

dans l�EHQE.

Tandis que les excitations inter-niveaux à remplissage partiel du NL � 6= n dans

un seul niveau sont permises, pour le modèle d�électrons restreints à un seul NL et qui

dé�nissent la physique de basse énergie (voir �gure 3.8).

L�état fractionnaire à � = 1
3
de la charge fractionnaire 1

3
e est montré par Laughlin

dans l�e¤et Hall quantique fractionnaire, qui est le mieux dé�ni, et auquel nous allons nous

4Un liquide est incompressible lorsque son potentiel chimique est discontinu en fonction de la densité.
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Fig. 3.8 �Modèle d�électrons restreints à un seul NL.

intéresser. Cette théorie a bien expliqué les propriétés essentielles de l�e¤et Hall quantique

fractionnaire[1]. Elle fait apparaitre l�existence d�états de charges fractionnaires � e
m
, et

des gaps d�énergie entre les niveaux de Landau (NL).

Les excitations de type quasitrou-quasiparticule, de plus basses énergies que ~!c, où

le quasitrou de Laughlin est obtenu en ajoutant de manière adiabatique un quantum

de �ux �0 au système. Cette excitation est représentée sur la �gure 3.9, tandis que la

quasiparticule est obtenue en enlevant un quantum de �ux. On admet que seules les

excitations inter-niveaux sont possibles.

Fig. 3.9 �Création d�un quasitrou de Laughlin à v=1/3[14].

Pour un facteur de remplissage � = 1
m
; m impair, une quasi-particule de type trou

correspond à vider un état quantique, laissant un trou de la taille d�un quantum de

�ux dans la fonction d�onde totale. Pour un électron, il y a m quantum de �ux, alors

l�apparition d�un trou laisse une charge fractionnaire e
m
non compensée. Cette excitation

est composée dem excitations élémentaires, dans le cas où il s�agit de multiplier la fonction

d�onde par le facteur
Q
i zi. Finalement, la fonction d�onde totale 	qt correspond à un état
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où il y a un trou de charge q = e appelé quasi-trou, et leurs analogues symétriques appelés

quasi-électrons sont les excitations de charges fractionnaires prédites par Laughlin [21].

D�aprés la théorie remarquable du liquide de Laughlin, les quasi-particules sont des

charges fractionnaires. On peut construire des quasi-particules ou des quasi-trous en un

point donné. Cet état �nal est un état excité de l�hamiltonien original. L�interaction

coulombienne donne un coût d�énergie �ni pour les quasi-particules avec des charges frac-

tionnaires. Toutes les particules sont déplacées de mj vers mj + 1, où l�insertion d�un

quantum de �ux en z0 est obtenue par translation zk 7! zk � z0.On considère la fonction

d�onde associée à cette excitation, dite quasi-trou (qt), et à partir de l�équation (3.8), on

obtient la fonction d�onde d�un quasi-trou

	qt =
NeY
k=1

(zk � z0) 	L. (3.18)

Cette fonction d�onde est dite " fonction d�onde de Laughlin d�un quasi-trou" à 1
3

avec une particule en z0 = 0 considérée comme position arbitraire. Alors on a une accu-

mulation de charge dans une surface de taille l0 autour de z0[6, 22]. La fonction d�onde

	qt correspond donc à l�état

	qt =
NeY
k=1

zk 	
L. (3.19)

De la même façon, on trouve la fonction d�onde de laughlin pour une excitation de

type quasi-particule, mais avec un anti-vortex5[23]. Nous avons dit précédemment que

les fonctions d�onde dans le plus bas NL nous interdisent d�utiliser des variables zk.

Pour cette condition, on va utiliser une autre approche qui consiste à dériver de la partie

polynomiale de la fonction d�onde de laughlin par rapport à zk au lieu de la multiplication

par zk. La fonction d�onde de Laughlin dé�nie par l�équation (3.8), ainsi que la translation

du quasi-électron (qe) en z0 sont obtenues par substitution zk 7! zk � z0 et zk 7! 2@zk [23]

	qe =

NeY
k=1

(2@zk � z0) 	L. (3.20)

Finalement, cette fonction reste donc dans le plus bas NL. Pour une fonction d�onde

5Vortex opposé.
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du quasi-électron (qe) situé à l�origine, on peut écrire

	qe =
NeY
k=1

(2@zk) 	
L. (3.21)

3.8 Excitations de l�état 1/3 de Jain

Nous présentons dans cette section la fonction d�onde d�une quasi-particule (qp) de

Jain avec un facteur de remplissage 1/3. Une quasi-particule de charge e/3, est considérée

comme un FC ajouté dans le NL supérieur dé�nie par Jain[2] avec (s = 1). Le quasitrou

de l�état 1/3 donné par Jain est obtenu en excitant un fermion composite dans le deuxième

niveaux en laissant un quasitrou dans le niveau le plus bas. Cette excitation est représentée

sur la �gure 3.10.

Fig. 3.10 �Créer un état de type quasitrou-quasiparticule.

	qpFC = PPBNL
NY
j<k

(zj � zk)2s

���������������

z1 z2 � � zN

1 1 � � 1

z1 z2 � � zN

� � � � �

zN�21 zN�22 � � zN�2N

���������������
exp(�

NX
j

jzjj2=4). (3.22)

Le quasi-électron de Jain situé à l�origine est décrit par la fonction d�onde de l�équation

(3.22). Une étude détaillée sur le calcul d�énergie avec un et deux quasi-électrons est

présentée dans le chapitre 5.
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3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la fonction d�onde de Laughlin qui est une très

bonne approximation pour les états propres exactes d�un oscillateur Harmonique pour les

facteurs de remplissage � = 1
m
. Ensuite, nous avons introduit les fonctions d�ondes de Jain

représentées par les fermions composites pour les facteurs de remplissage � = ��

2s�� + 1
à

partir de l�état incompressible représenté par le modèle de Laughlin, le quantum de �ux

e¤ectif ��0 = m�0, et la longueur magnétique l
�
B =

p
mlB. La théorie a permis d�appré-

hender l�EHQF comme un EHQE. Après les travaux de Laughlin et Jain, beaucoup

de chercheurs ont proposé des fonctions d�ondes. Parmi lesquelles on peut citer celles

de Moore-Read et Read-Rezayi permettant d�expliquer d�autres facteurs de remplissage

(chapitre 6).

Nous avons traité ensuite les excitations élémentaires en régime d�EHQF , et le pro-

blème de la création de paires �électron-trou�dans le cas d�un gaz électronique. La créa-

tion d�un quasi-trou consiste à multiplier la fonction d�onde par
Q
i zi, et que la création

d�un quasi-électron consiste à multiplier la fonction d�onde par
Q
i(2@zi). Ensuite, on a

déterminé deux théories di¤érentes des quasi-particules de l�EHQF , l�une de Laughlin

	qpL et l�autre de jain 	qpFC .
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Chapitre 4

Méthodes analytiques dans l�EHQF

4.1 Introduction

Le fait de prendre en considération l�interaction coulombienne dans un problème à

Ne électrons rend la compréhension de l�e¤et Hall quantique fractionnaire plus complexe.

Nous présentons dans ce chapitre les fonctions d�onde de Laughlin qui sont de très bonnes

approximations de l�état fondamental du hamiltonien lorsque le facteur de remplissage

est égal � = 1
m
avec m entier positif. Les fonctions d�onde des quasiparticules en termes

de fermions composites (FC) seront présentées dans le chapitre 5.

Nous présentons dans ce chapitre une méthode analytique semblable à celle utilisée

dans le cas de Laughlin(1983)[44] pour trois particules. Mentionnons cependant à ce pro-

pos un travail plus approfondi qui est présenté dans les références [49, 28], tandis que la

référence [29] considère des systèmes contenant jusqu�à 6 électrons, et qui détermine les

trois potentiels énergétiques de coulomb Vee, Veb et Vbb. Nous avons essayé d�optimiser

cette méthode pour trouver le potentiel énergétique. Pourvu de cette méthode d�opti-

misation nous pouvons augmenter le nombre de particules pour aller jusqu�à des tailles

de systèmes de plus de 6 particules et à di¤érents facteurs de remplissage. Pour chaque

nombre de particules, on obtient l�énergie de l�état fondamental, ainsi que le premier et

le second état excité.
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4.2 Fonction d�onde à N électrons

Depuis la découverte de l�EHQF [24] les descriptions théoriques de ce dernier ont

prédit des phénomènes physiques nouveaux, dont certains attendent toujours une con�r-

mation expérimentale. Il se produit à des fractions du facteur de remplissage, notamment

dans le plus bas NL. Une conséquence de la formation d�orbites cyclotrons est la quan-

ti�cation de l�énergie cinétique en niveaux de Landau, qui est à l�origine de l�e¤et Hall

quantique. Un remplissage partiel du premier niveau de Landau, lève alors la dégéné-

rescence des états de Ne particules. C�est l�interaction de Coulomb, qui devient alors la

seule échelle d�énergie, en levant la dégénérescence originale pour un système d�électrons

fortement corrélés. Ce phénomène de l�EHQF a été bien expliqué par R. Laughlin[1], qui

a proposé sa fameuse fonction d�onde (3.4) et s�écrit sous la forme

	Ne(z1; : : : ; zNe) =
Y
i<j

(zi � zj)2m+1 exp(�
NX
i=1

jzij2
4lB

). (4.1)

Cette fonction d�onde variationnelle de Jastrow décrit généralement, les états d�EHQF

étant invariants par translation et la nature de liquide incompressible de l�état à la densité

de la fonction d�onde de Laughlin � = v
2�l2B

;correspondant au plus bas niveau de Landau

lorsque le facteur de remplissage est 1
3
. On revoit la solution de ce problème, en le formulant

dans un langage où la position des électrons est représentée par les variables complexes

zj = xj+iyj dans le plan. La fonction d�onde 	Ne(z1; : : : ; zNe) pour l�état fondamental des

fermions composites (FC) à v = 1
3
a été écrit pour Ne électrons dans le plus bas niveau de

Landau (n = 0). Dans la jauge symétrique A = B
2
(x;�y; 0), elle se décompose en somme

de déterminants de Slater sur les orbitales équation (4.1). Il est commode d�introduire la

longueur magnétique lB dé�nie par lB =
q

~
qB
. Ce phénomène est un état homogène avec

un moment angulaire bien dé�ni. Il consiste en une fonction d�onde à Ne particules qui

décrit un liquide électronique incompressible de la densité uniforme ne = 1
2m+1

( eB
h
) , avec

m entier. J. Jain proposa en 1989[2]une généralisation aux états trouvés à v = p
2sp +1

,

avec s et p entiers, en termes de fermions composites (FC). Morf et Halperin donnent

une excellente description d�un calcul de l�énergie potentielle et d�autres quantités par la

méthode de MC dans une géométrie du disque[42]. Nous utilisons une méthode de calcul
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analytique pour déterminer l�énergie de l�état fondamental exact de la fonction d�onde

de Laughlin pour les facteurs de remplissage � = 1
3
et � = 1

5
, obtenu par une simulation

numérique à l�aide du Math�ematica dans une géométrie du disque. Les énergies sont en

unités de e2

l0
.

4.3 Fonctions d�ondes analytiques

Il a déjà été noté que le déterminant de Slater d�ordre N dans l�équation (4.1) est

une expression de la fonction d�onde d�un système de N électrons identiques. La fonction

	L(z1; : : : ; zNe) qui s�écrit simplement dans cette base et qui satisfait les conditions d�an-

tisymétrie est un déterminant de Slater (3.5) construit à partir de polynômes homogènes

de degré égal à m(Ne� 1), et où le moment angulaire total bien dé�ni du système, donné

par mNe(Ne� 1)=2 en zi[43]. En e¤et, le déterminant de Slater, qui représente l�état non

dégénéré est donné par

Det

0BBBBBBBBB@

1 1 � � 1

z1 z2 � � zNe

z21 z22 � � z2Ne

� � � � �

zNe�11 zNe�12 � � zNe�1Ne

1CCCCCCCCCA
=

NeY
i<j

(zi � zj) . (4.2)

L�équation (4.1) représente l�état fondamental d�un gaz d�électrons. Laughlin montre

que l�état fondamental exact j	Exact(z1; : : : ; zNe) > de l�équation (2.76) avec un nombre

des particules variant de 3, 4, 5, 6 et 7 électrons pour notre cas en interaction de Coulomb,

dans la géométrie du disque, possède un très bon recouvrement avec la fonction d�onde

d�essai j	L(z1; : : : ; zNe) >[1]:

4.4 Modèle des FC en interactions

On considère un ensemble d�électrons dans une géométrie du disque avec une densité

de charges ne = Ne
SN
; le �ux total du champ magnétique à travers l�échantillon � = BSN ; la

surface du disque SN = �R2 où R est son rayon, la dégénérescence d�un niveau NB =
�
�0
,
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le quanta de �ux �0 =
h
e
: Ce modèle est valable lorsque la caractéristique de l�énergie

d�interaction coulombienne e2

l0
est plus petite que ~![45].

Le cadre est l�e¤et Hall quantique fractionnaire, qui se compose d�un gaz d�électrons

à deux dimensions traversés par un champ magnétique intense con�nés dans le plus bas

niveau de Landau (PBNL), où le moment angulaire total L = mNe(Ne � 1)=2[46], avec

m = 3.

Ainsi, cet e¤et apparait comme un problème d�électrons fortement corrélés puisque

l�énergie ne peut être qu�une conséquence de l�interaction coulombienne entre électrons

occupant le même niveau de Landau[1]. L�hamiltonien de ce problème à Ne électrons,

restreints au plus bas niveau de Landau (n = 0), est donné par la seule interaction

coulombienne[46], à savoir

H =
NeX
i=1

1

2m
(�i~ri + e0Ai)

2 + Vee + Veb + Vbb, (4.3)

avec,

Vee =
NX
i<j

e20
jri � rjj

, (4.4)

Veb = ��
NX
i=1

Z
SN

d2r
e20

jri � rj
, (4.5)

Vbb =
�2

2

Z
SN

d2r

Z
SN

d2r0
e20

jr � r0j . (4.6)

L�énergie totale du système de Ne électrons est égale à la somme de tous les po-

tentiels énergétiques électron-électron, électron-substrat et substrat-substrat. La densité

électronique � d�après la formule de l�équation (3.10) vaut alors

� =
1

2�l2m
, (4.7)

où, il y a exactement un électron pour m quanta de �ux.

Dans le cadre de la construction des fermions composites (FC), nous aurons besoin

d�états simples plus généraux de base de particules pour un niveau de Landau (n =

0) plein. Les fonctions d�onde uniques de particules de l�équation (2.76) dans la jauge
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symétrique choisie ici, peuvent être exprimées comme

'0;m =
zmp

2�2mm!
exp(�1

4
zz), (4.8)

oùm représente le moment cinétique, et zi � (xi+jyi )
q

qB
~c est une variable complexe

(sans dimension) de coordonnées indiquant la position de la particule dans le plan.

Pour N électrons le polynôme PL =
Q
i<j (zi � zj)

2m+1 de Laughlin devient par la

transformation de Jacobi

Z1 = z1 � z2,

Z2 =
z1
2
+
z2
2
� z3,

� � � � � �

Zi =
z1
i
+ � � �+ zi

i
� zi+1,

� � � � � �

ZNe = R =
z1
Ne
+ � � �+ zNe

Ne
. (4.9)

R est le centre de masse des coordonnées de notre système.

On utilise la matrice inverse pour déterminer les zi en fonction des Zi puis en les

remplace dans le polynôme PL de Laughlin on obtient le polynôme de Jacobi que l�on a

dé�nit par la suite par PJ .

4.5 Énergie fondamentale de Ne électrons

L�énergie fondamentale du système est égale à la somme de tous les potentiels énergé-

tiques de l�équation (4.3) en fonction de l�unité d�énergie e
2

l0
, où l�expression de l�interaction

Hint devient

h	jHintj	i =
D
	jbV j	E . (4.10)

Nous avons obtenu des résultats analytiques et numériques exacts avec l�interaction

de Coulomb. Nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état j	(z1; : : : ; zNe) >

E(Ne) =
DbV E =

D
	jbV j	E
h	j	i . (4.11)
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Nous avons e¤ectué les dérivations mathématiques ainsi que le code Mathematica[47]

pour calculer l�énergie d�interaction, en utilisant les fonctions d�onde des (FC) de ces

électrons. Nous stockons les variables de la fonction d�onde de Laughlin dans le polynôme

PL. Soit on utilise les coordonnées de Jacobi pour faciliter le calcul exact des di¤érentes

quantités. Ces expressions impliquant des intégrales sur de nombreuses variables sont

considérablement simpli�ées avec l�aide des coordonnées de Jacobi qui nous permettent

de calculer exactement des diverses quantités correspondantes aux systèmes à plusieurs

électrons. Ensuite, nous utilisons le modèle des interactions de Coulomb, en agissant sur

chaque variable du polynôme PJ , puis stocker la fonction d�onde résultant en SumNomi.

Après changement de variable[46] zj = xj � iyj = rje
�i'j , les fonctions d�onde non

normalisées[48] sont données par

h	(r1; : : : ; rNe)j	(r1; : : : ; rNe)i =
Z
SNe

	�(r1; : : : ; rNe)	(r1; : : : ; rNe)d
2r1 � � � d2rNe. (4.12)

L�énergie potentielle totale du système de Ne électrons est égale à la somme de tous

les potentiels énergétiques bV = bVee + bVeb + bVbb. (4.13)

Dans la méthode analytique exacte, on considère le calcul de la valeur moyenne des

opérateurs énergétiques comme indiqué dans l�équation (4.3), où l�énergie d�interaction

par particule

" =

DbV E
Ne

. (4.14)

4.6 Méthode analytique pour 4 électrons

4.6.1 Interaction électron�électron

Pour l�instant, on prend Ne = 4, où Ne est le nombre d�électrons. On introduit

l�énergie d�interaction par particule "ee(électron�électron). Le polynôme vecteur PL de
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Laughlin s�écrite

PL =

Ne=4Y
i<j
i=1

(zi � zj)3

= (z1 � z2)3(z1 � z3)3(z1 � z4)3(z2 � z3)3(z2 � z4)3(z3 � z4)3. (4.15)

Pour une fonction d�onde 	(r1; : : : ; rNe), l�interaction coulombienne est

Vee =
Ne(Ne � 1)

2

R
d2r1 � � � d2rNe

e20
jr1�r2j j	(r1; : : : ; rNe)j

2R
d2r1 � � � d2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2

, (4.16)

avec

zj = rje
�i'j . (4.17)

Tel que zj vecteur position à 2D dans la représentation complexe, on obtient "ee par

"ee =
(Ne � 1)

2

R
d2z1 � � � d2zNe

e20
jz1�z2j j	(z1; : : : ; zNe)j

2R
d2z1 � � � d2zNej	(z1; : : : ; zNe)j2

. (4.18)

On obtient les coordonnées complexes de Jacobi Zi

Z1 = z1 � z2,

Z2 =
z1
2
+
z2
2
� z3,

Z3 =
z1
3
+
z2
3
+
z3
3
� z4,

Z4 =
z1
4
+
z2
4
+
z3
4
+
z4
4
. (4.19)

L�équation (4.15) est une matrice carrée avec les inconnues z1 ; z2 ; z3 ; z4 , en cal-

culant la matrice inverse, on obtient[49]

z1 =
Z1
2
+
Z2
3
+
Z3
4
+ Z4,

z2 =
� Z1
2

+
Z2
3
+
Z3
4
+ Z4,

z3 =
� 2 Z2
3

+
Z3
4
+ Z4,

z4 =
� 3 Z3
4

+ Z4. (4.20)

En incluant z1 ; z2 ; z3 ; z4 dans l�équation (4.15), le polynôme vecteur PL devient

PJ (polynôme vecteur de Jacobi)

PJ = Z
3
1(
� Z1
2

+Z2)
3(
Z1
2
+Z2)

3(
� 2Z2
3

+Z3)
3(
� Z1
2

+
Z2
3
+Z3)

3(
Z1
2
+
Z2
3
+Z3)

3. (4.21)
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Et nous avons Z NeY
k=1

d2zk =

Z NeY
k=1

d2Zk , avec Ne � 2. (4.22)

A�n de satisfaire les coordonnées de Jacobi, on peut écrire la forme suivante[46]

NeX
k=1

r2k = NeR
2
Ne +

N�1X
j=1

j

j + 1
Z2j , avec Ne � 2, (4.23)

et

S4(R;Z1; Z2; Z3) = r
2
1 + r

2
2 + r

2
3 + r

2
4 =

Z21
2
+
2Z22
3
+
3Z23
4
+ 4Z24 . (4.24)

D�après le changement de coordonnées correspondant Vee devient

"ee =
3

2

R
d2Z1

R
d2Z2

R
d2Z3

R
d2Z4[PJ ]

2e�(Z
2
1=4+Z

2
2=3+3Z

2
3=8+2Z

2
4 )=l

2
0
e
2

0

Z1R
d2Z1

R
d2Z2

R
d2Z3

R
d2Z4[PJ ]2e�(Z

2
1=4+Z

2
2=3+3Z

2
3=8+2Z

2
4 )=l

2
0

. (4.25)

4.6.2 Interaction électron�substrat

L�énergie d�interaction par particule "eb(électron�substrat) selon l�équation (4.5)

est dé�nie par

Veb = ��Ne

R
d2r1:::d

2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2
R
SNe

d2r
e20

jr1�rjR
d2r1:::d2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2

, (4.26)

avec Z
SNe

d2r
e20

jri � rj
= 2

e20SNe
RNe

Z 1

0

dq

q
J1(q)J0(

qr1
RNe

). (4.27)

On peut réécrire le potentiel Veb comme suit

Veb =
�2e20�NeSNe

RNe

R1
0
dq J1(q)

q

R
d2r1:::d

2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2J0( qr1RNe
)R

d2r1:::d2rNej	(r1; : : : ; rNe)j2
. (4.28)

D�après l�équation (4.17) le potentiel "eb devient

"eb =
�2e20�SNe

R

R1
0
dq J1(q)

q

R
d2z1:::d

2zNej	(z1; : : : ; zNe)j2J0(
qjz1j
RNe

)R
d2zr1:::d2zNej	(z1; : : : ; zNe)j2

, (4.29)

où J0(x) et J1(x) désignent les fonctions de Bessel d�ordre z�ero et un respectivement.
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4.6.3 Interaction substrat �substrat Vbb

L�énergie d�interaction par particule "bb(substrat-substrat) considérée comme une

constante ne pose aucun problème, elle peut se calculer analytiquement comme suit

"bb =
1

Ne

�2

2

Z
SNe

d2r

Z
SNe

d2r0
e20

jr � r0j

=
8

3�

p
�Ne
2

e20
l0
. (4.30)

4.7 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons une comparaison des énergies obtenues par un

calcul analytique exact aux résultats obtenus par la méthode numérique de MC[46]. Nous

allons présenter les résultats d�un système N = 2; 3; 4; 5; 6 et 7 particules. Pour un maxi-

mum de 7 particules, les valeurs numériques ont été réalisées par le package Mathematica

avec une précision jusqu�à six chi¤res après la virgule[50]. Les simulations numériques

montrent que la fonction d�onde de Laughlin à � = 1
3
, 1
5
et 1

7
pour Ne � 2 est une très

bonne approximation de l�état fondamental exact pour une interaction de Coulomb[52].

4.7.1 Résultats énergétiques pour � = 1=3

Les énergies caractéristiques de cette fraction sont résumées dans le tableau 4.1

Ne "ee "eb "bb " "MC

2 0.138473 - 1.010575 0.490070 - 0.382032 - 0.382032

3 0.239772 - 1.226488 0.600211 - 0.386505 - 0.386505

4 0.327649 -1.409568 0.693064 - 0.388855 - 0.388855

5 0.406143 - 1.571267 0.774869 - 0.390255 -

6 0.477399 - 1.717742 0.848826 - 0.391517 -

7 0.543181 - 1.852642 0.916837 - 0.392624 -

Tab. 4.1 �État fondamental à � = 1=3, en unités de e20
l0
.
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La �gure 4.1 représente un diagramme de l�énergie d�interaction par particule dans

un domaine en forme de disque de rayon RNe à � =
1
3
, étant probablement le système le

mieux assimilé.

Fig. 4.1 �Méthode analytique exacte pour le calcul de l�état fondamental à v=1/3. Les

disques colorés en rouge représentent les énergies obtenues par le calcul analytique exacte,

les rectangles colorés en bleu représentent les énergies obtenues par la méthode de MC.

Dans la �gure 4.1 nous présentons l�énergie d�interaction par particule, en unités de
e2

l
, de notre résultat analytique exact à � = 1

3
en tout en le comparant avec des résultats

obtenus par la méthode de Monte Carlo[46, 49, 63].

4.7.2 Résultats énergétiques pour � = 1=5

Les énergies caractéristiques de cette fraction sont résumées dans le tableau 4.2.

Ne "ee "eb "bb " "MC

2 0.109047 - 0.805591 0.320826 - 0.316937 - 0.316937

3 0.184915 - 0.970452 0.464921 - 0.320615 - 0.320616

4 0.252296 - 1.110725 0.536845 - 0.321584 - 0.321578

5 0.313323 - 1.234650 0.600211 - 0.321116 -

6 0.368213 - 1.347024 0.657498 - 0.321313 -

Tab. 4.2 �État fondamental à � = 1=5, en unités de e20
l0
.
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La �gure 4.2 représente un diagramme de l�énergie d�interaction par particule dans

un domaine en forme de disque de rayon RNe à � =
1
5
.

Fig. 4.2 �Méthode analytique exacte de l�état fondamental à v=1/5. Les disques colorés

en rouge représentent les énergies obtenues par le calcul analytique exacte, les anneaux

colorés en bleu représentent les énergies obtenues par la méthode de MC.

Dans la �gure 4.2 nous présentons l�énergie d�interaction par particule, en unités de
e2

l
, de notre résultat analytique exacte à � = 1

3
en comparaison avec des résultats obtenus

par la méthode de Monte Carlo, par conséquent, notre résultat analytique est en accord

avec les résultats obtenu par Ciftja[46, 49, 63].

4.7.3 Résultats énergétiques pour � = 1=7

La fraction � = 1=7 apparaît pour la première fois dans les échantillons de très haute

mobilité[51]. Ces mesures ont été e¤ectuées sur une hétérostructure GaAs/AlGaAs pour

un champ magnétique de 14:7 T , et une température de 0; 38 K.

Les énergies caractéristiques de cette fraction sont résumées dans le tableau 4.3.

La �gure 4.3 représente un diagramme de l�énergie d�interaction par particule dans un

domaine en forme de disque de rayon RNe à � =
1
7
, où la valeur de l�énergie coulombienne

prend des valeurs plus petite que celles obtenus en � = 1
3
et � = 1

5
.
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Ne "ee "eb "bb "

2 0.092820 -0.688689 0.320826 - 0.275043

3 0.155636 - 0.827266 0.392930 - 0.278699

4 0.212046 - 0.945428 0.453717 - 0.279665

5 0.263948 - 1.049771 0.507271 - 0.278552

Tab. 4.3 �État fondamental à � = 1=7, en unités de e20
l0
.

Fig. 4.3 �Méthode analytique exacte de l�état fondamental à v=1/7. Les disques colorés

en rouge représentent les énergies obtenues par le calcul analytique exacte, les rectangles

colorés en bleu représentent les énergies obtenues par DNE.

4.8 Conclusion

La réinterprétation de l�expansion des fonctions d�onde de Laughlin en fonction d�onde

de Slater présenté au moyen d�un package Mathematica, se décompose analytiquement en

des états de base de l�espace de Fock sur les orbitales 'n;m, ou les déterminants de Slater

sur ces orbitales. Cette base est couramment utilisée pour décrire les systèmes quantiques à

2D. Dans notre premier article[50], nous avons calculé l�énergie de l�état fondamental d�un

système àNe électron en interaction coulombienne pour des facteurs de remplissage � = 1
3
,

� = 1
5
et � = 1

7
. Les grandeurs de ces énergies sont résumées dans les tableaux 4.1, 4.2 et

4.3, où la valeur de l�énergie coulombienne prend la plus grande amplitude pour � = 1
3
, et

prend la plus petite grandeur pour � = 1
7
. Par conséquent, notre résultat théorique est en
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accord avec les résultats obtenu par les articles de Ciftja[46], Haldane[74] et Fano[52]. La

méthode de calcul actuelle des énergies d�interaction coulombienne peut être appliquée

à tous les facteurs de remplissage � = 1
m
avec m impairs, les premiers et seconds états

excités seront présentés dans le chapitre 5. Plus généralement, nous irons déterminer les

énergies d�interaction coulombienne pour les facteurs de remplissage � = ��

2��s + 1
par la

méthode de diagonalisation exacte dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Excitations de charges fractionnaires

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les excitations élémentaires en régime d�EHQF . Ce-

pendant, on inclut les interactions dans la description du système. Nous nous limiterons

ici à la description du plateau � = 1
3
, car il s�agit d�une très bonne approximation du

vrai état fondamental de l�oscillateur harmonique correspondant. Un système de fermions

en interaction à deux dimensions forme un �uide électronique collectif sous l�applica-

tion d�un champ magnétique intense qui présente le phénomène de l�EHQF . La fonction

d�onde d�essai proposée par Laughlin pour l�état fondamental avec le facteur de remplis-

sage � = 1
m
; (m est impair) fonctionne bien. La théorie des fermions composites proposé

par J.K. Jain donne un avantage d�application plus large pour ce phénomène, tout en

o¤rant une nouvelle interprétation de la physique de l�état du � = 1
m
, comme un état de

fermions composites à un facteur de remplissage e¢ cace de �� = 1[57, 59]. Cette propriété

permet de calculer exactement les fonctions d�onde fermioniques ainsi que leurs excita-

tions de type quasiparticules, ce qui donne l�occasion de tester la validité de la théorie des

FC à � = 1
m
et � = ��

2s�� + 1
.

Laughlin prédit la possibilité d�exciter des quasi-particules qui portent une charge

fractionnaire e� = �e. Cette prédiction sur la nature singulière du liquide de Laughlin a

été con�rmée par des mesures expérimentales en 1997[21].

Nous étudions l�excitation d�un état incompressible de l�EHQF que l�on appelle
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d�après l�hypothèse fondamentale de la théorie de Landau des liquides de Fermi les

quasiparticules[53, 54, 55]. Dans un sens plus large, un système de quasiparticules est

équivalente à un gaz de fermions faiblement interagissant. Di¤érentes théories de l�exci-

tation de charges fractionnaires des états incompressibles de l�e¤et Hall quantique ont

été étudiées où la quasiparticule était considérée comme un fermion composite excité, qui

produit une fonction d�onde di¤érente à celui de Laughlin.

Notre objectif dans ce chapitre est de comparer les deux théories de Laughlin et de

Jain pour les systèmes contenant plus d�une quasiparticule. Une di¤érence qualitative

entre les deux approches a été constatée au cours des dernières études microscopiques des

états multi-quasiparticules dans le contexte des statistiques fractionnaires.

Nous étudions l�état � = 1
3
de l�EHQF avec une et deux quasiparticules. Il est

démontré que les excitations de charge fractionnaire sont mieux décrites comme fermions

composites excités occupant des niveaux quasi-Landau supérieurs.

5.2 Excitation d�une charge fractionnaire

Nous constatons que l�existence de ces excitations est fondamentalement liée à la

nature même de l�EHQF , dans lequel le liquide d�électrons est incompressible. Dans

cette première étude nous décrirons les deux théories de Laughlin et de Jain pour les

systèmes contenant une quasiparticule.

5.2.1 Quasiparticule de Laughlin

Selon la théorie de Laughlin, une quasiparticule est considérée comme un "vortex",

où cet état obtenu en enlevant un quantum de �ux, sur la base de laquelle une fonction

d�onde 	L de l�équation (3.8) a été proposée[57], et on note 	1qpL la fonction d�onde d�une

quasiparticule de Laughlin au facteur de remplissage � = 1
3

	1qpL (z1; : : : ; zN) = exp(�
X
j

jz2j j
4
)
Y
l

(2
@

@zl
)
Y
j<k

(zj � zk)3 . (5.1)

Pour l�état � = 1
3
, il y a un électron pour trois quanta de �ux dans l�état fondamental,

l�ajout d�un quantum de �ux �0 a motivé la création d�une quasiparticule à l�origine de
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charge e
3
.

5.2.2 Quasiparticule de Jain

Dans sa théorie, Jain décrit l�état fondamental de Laughlin au facteur de remplissage

� = 1
m
, tel que m entier di¤érent de zéro, et propose une généralisation de ces états au

facteur de remplissage � = p
2ps + 1

, avec s et p entier, en termes de fermions composites

(FC). À partir de l�état incompressible représenté par l�équation (3.8) du modèle de

Laughlin 	L, nous pouvons écrire la fonction d�onde de Jain 	FC à l�aide de la fonction

	1 de l�équation (3.12) correspondant au facteur �� = 1. Le principe de cette excitation

est représenté sur la �gure 5.1.

Fig. 5.1 �Création d�une quasiparticule de FC à v=1/3. (a) état fondamental, (b) premier

état excité.

La �gure 5.1.a représente les états fondamentaux d�un système à Ne particules, et la

�gure 5.1.b une seule quasiparticule à � = 1=3 en termes de FC. Tel que n représente le

niveau quasi-Landau des FC, m et le moment cinétique des FC. L�état fondamental est

décrit par la fonction d�onde de Jain à � = 1=3

	GS(z1; : : : ; zNe) = PPBNL
Y
j<k

(zj � zk)2�1, (5.2)

telle que �1 représente la fonction d�onde de l�état fondamental incompressible de

l�EHQE au facteur de remplissage � = 1 et qui prend la forme

�1 =

NY
j<k

(zj � zk) exp(�
1

4

NX
i

jzij2), (5.3)
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PPBNL est le projecteur sur le plus bas niveau de Landau. La fonction d�onde d�une

quasiparticule de Jain (FC) au facteur de remplissage � = 1
3
s�écrit

	1qpFC = PPBNL
NY
j<k

(zj � zk)2

���������������

z1 z2 � � zN

1 1 � � 1

z1 z2 � � zN

� � � � �

zN�21 zN�22 � � zN�2N

���������������
exp(�1

4

NX
j

jzjj2). (5.4)

Les dérivés n�agissant pas sur le facteur gaussien[61], on va dériver seulement la partie

polynomiale de la fonction d�onde. Ceci produit

	1qpFC = exp(�1
4

NX
i

jz2i j)

24 NX
i=1

2@=@ziY
0
j (zj � zi)

35 NY
l<m

(zl � zm)3

=
NX
i=1

6
P0

k (zi � zk)
�1Y

0
j (zj � zi)

	GS. (5.5)

Dans cette partie, on va déterminer l�énergie d�interaction Vee (électron�électron) de

l�équation (4.4) d�une seule quasiparticule d�un système à Ne électrons en fonction de

l�unité d�énergie e2

l0
.

Nous avons obtenu des résultats analytiques et numériques exacts avec l�interaction

de Coulomb. Nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état de Laughlin

	1qpL (z1; : : : ; zNe) à une seule quasiparticule, où l�expression de l�interaction devient

E1qpL (Ne) =



	1qpL jVeej	1qpL

�

	1qpL j	1qpL

� . (5.6)

Ensuite, nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état de Jain	1qpFC(z1; ::),

où l�expression de l�interaction devient

E1qpFC(Ne) =



	1qpFC jVeej	

1qp
FC

�

	1qpFC j	

1qp
FC

� . (5.7)

Les dérivations mathématiques ainsi que le code Mathématica[47] utilisées pour calcu-

ler l�énergie d�interaction, en utilisant les fonctions d�ondes des quasiparticules de Laugh-

lin, et de jain pour un petit nombre d�électrons. Après avoir déterminé l�énergie d�inter-

action, on détermine la di¤érence d�énergie d�une seule quasiparticule entre la fonction
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d�onde de Laughlin et de Jain

�E1qp(Ne) = E
1qp
L � E1qpFC . (5.8)

L�équation (5.8) donne la di¤érence d�énergie d�une seule quasiparticule de di¤érents

nombres des particules Ne entre la fonction d�onde de Laughlin et de Jain. Ces énergies

sont données dans le tableau 5.1.

Ne E1qpL E1qpFC �E1qp = E1qpL � E1qpFC

3 0.891203 0.891203 0.000000

4 1.501387 1.501719 - 0.000331

5 2.248741 2.249042 - 0.000301

6 3.113676 3.112197 0.001479

7 4.080094 4.076219 0.003876

Tab. 5.1 �Énergies du premier état excité, en unités de e20
l0
.

La �gure 5.2 représente la di¤érence d�énergie d�une seule quasiparticule entre la

fonction d�onde de Laughlin et de Jain.

Fig. 5.2 �Comparaison de la di¤érence d�énergie, entre la fonction d�onde d�une seule

quasiparticle de Laughlin et de Jain obtenues par un calcul analytique exacte (disques

colorés en rouge) aux résultats obtenus par la méthode de MC(rectangles colorés en bleu).
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Dans la �gure 5.2 nous présentons une comparaison de la di¤érence d�énergie, en

unités de e2

l0
, entre la fonction d�onde d�une seule quasiparticule de Laughlin et de Jain

à la position z0 = 0 obtenues par un calcul analytique exacte aux résultats obtenus par

la méthode de Monte Carlo. Par conséquent, notre résultat analytique est en accord avec

les résultats obtenu par G. S. Jeon[57].

La di¤érence d�énergie est proche de zéro pour un système de petit nombre d�électrons

(Ne � 5). En e¤et, cette di¤érence augmente pour un nombre d�électrons (Ne > 5). En

particulier, la fonction d�onde d�un fermion composite pour une seule quasiparticule donne

une énergie de 15% inférieure à celle calculée par la fonction d�onde d�essai proposée par

Laughlin.

5.3 Excitation de deux charges fractionnaires

Dans la deuxième partie, nous décrirons les deux théories de Laughlin et de Jain pour

les systèmes contenant deux quasiparticules en régime d�EHQF . Pour un système qui

contient deux quasiparticules, il y a deux catégories d�occupation[57, 58] pour les FC :

[N � 2; 2] et [N � 2; 1; 1].

5.3.1 Deux quasiparticules de Laughlin

Selon la théorie de Laughlin, une quasiparticule est considérée comme un "vortex"[57],

et on note 	2qpL la fonction d�onde à deux quasiparticules de Laughlin au facteur de

remplissage � = 1
3

	2qpL (z1; : : : ; zN) = exp(�
X
j

jzjj2
4
)
Y
l

(2
@

@zl
)(2

@

@zl
)
Y
j<k

(zj � zk)3 . (5.9)

Ceci peut se comprendre physiquement comme la production de deux quasiparticules

situées à l�origine.

5.3.2 Représentation d�occupation 	[N�2;2]FC de FC

Le principe de cette excitation est représenté sur la �gure 5.3 d�état d�occupation

[N-2,2]. La �gure 5.3.a représente les états fondamentaux d�un système à Ne particules
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dé�nis par l�équation (5.2), et la �gure 5.3.b correspond à deux quasiparticules à � = 1=3

en termes de FC d�état d�occupation [N-2,2].

Fig. 5.3 �Création d�un système contenant deux quasiparticules. (a) état fondamental,

(b) seconds états excités de type d�occupation [N-2,2] de FC à v=1/3

La fonction d�onde à deux quasiparticules de Jain (FC) au facteur de remplissage

� = 1
3
d�état d�occupation [N-2,2] s�écrit

	
[N�2;2]
FC = PPBNL

NY
j<k

(zj � zk)2

������������������

z1 z2 � � zN

z1z1 z2z2 � � zNzN
1 1 � � 1

z1 z2 � � zN

� � � � �

zN�31 zN�32 � � zN�3N

������������������
exp(�1

4

NX
j

jzjj2). (5.10)

Dans cette partie, on détermine l�énergie d�interaction électron�électron (Vee) de

l�équation (4.4) à deux quasiparticules d�un système à Ne électrons en fonction de l�unité

d�énergie e2

l0
. Nous avons obtenu des résultats analytique et numériques exacts avec l�in-

teraction de Coulomb. Nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état de

Laughlin 	2qpL (z1; : : : ; zNe) à deux quasiparticules, où l�expression de l�interaction devient

E2qpL (Ne) =



	2qpL jVeej	2qpL

�

	2qpL j	2qpL

� . (5.11)

Ensuite, nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état de Jain 	[N�2;2]FC
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à deux quasiparticules, où l�expression de l�interaction devient

E
[N�2;2]
FC (Ne) =

D
	
[N�2;2]
FC jVeej	[N�2;2]FC

E
D
	
[N�2;2]
FC j	[N�2;2]FC

E . (5.12)

On peut envisager le même cas que précédemment, mais avec deux quasiparticules(2qp).

Après avoir déterminé l�énergie d�interaction, on détermine la di¤érence d�énergie de 2 qp

entre la fonction d�onde de Laughlin et de Jain

�E2qp1 (Ne) = E
2qp
L � E[N�2;2]FC . (5.13)

L�équation (5.13) donne la di¤érence d�énergie de deux quasiparticules de di¤érents

nombres des particules Ne entre la fonction d�onde de Laughlin et de Jain d�état d�occu-

pation [N-2,2]. Ces énergies sont données dans le tableau 5.2

Ne E2qpL E2qpFC �E2qp = E2qpL � E2qpFC

3 1.204715 1.056073 0.148642

4 1.785982 1.685781 0.100201

5 2.538105 2.430359 0.107746

6 3.422158 3.291951 0.130206

Tab. 5.2 �Énergies du deuxième état excité 	[N�2;2]FC , en unités de e20
l0
.

Fig. 5.4 �Méthode analytique exacte du deuxième état excité d�occupation [N-2,2] à 1/3.

La �gure 5.4 représente la di¤érence d�énergie à 2qp entre les fonctions d�ondes de

Laughlin et de Jain d�état d�occupation [N-2,2]. Dans cette �gure (5.4) nous présentons une
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comparaison de la di¤érence d�énergie à deux quasiparticules entre les fonctions d�onde de

Laughlin et de Jain des énergies obtenues par un calcul analytique exact (disques colorés

en rouge) aux résultats obtenus par la méthode de MC (rectangles colorés en bleu). Par

conséquent, notre résultat analytique est en accord avec les résultats obtenu par G. S.

Jeon[57].

5.3.3 Représentation d�occupation 	[N�2;1;1]FC de FC

Le principe de cette excitation est représenté sur la �gure 5.5 d�état d�occupation

[N-2,1,1].

Fig. 5.5 �Création d�un système contenant deux quasiparticules. (a) état fondamental.

(b) deuxième états excités de type d�occupation [N-2,1,1] de FC à v=1/3.

La �gure 5.5.a représente les états fondamentaux d�un système à Ne particules dé�nis

par l�équation (5.2), et la �gure 5.5.b représente deux quasiparticules à � = 1=3 en termes

de FC d�état d�occupation [N-2,1,1].

La fonction d�onde à deux quasiparticules de Jain (FC) au facteur de remplissage
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� = 1
3
d�état d�occupation [N-2,1,1] s�écrit

	
[N�2;1;1]
FC = PPBNL

NY
j<k

(zj � zk)2

������������������

(z1)
2 (z2)

2 � � (zN)2

z1 z2 � � zN

1 1 � � 1

z1 z2 � � zN

� � � � �

zN�31 zN�32 � � zN�3N

������������������
exp(�1

4

NX
j

jzjj2). (5.14)

Dans cette partie, on détermine l�énergie d�interaction Vee (électron�électron) de

l�équation (4.4) à deux quasiparticules d�un système à Ne électrons en fonction de l�unité

d�énergie e2

l0
. Nous avons obtenu des résultats analytiques et numériques exacts avec l�in-

teraction de Coulomb. Nous calculons la valeur de l�énergie d�interaction d�un état de Jain

	
[N�2;1;1]
FC (z1; : : : ; zNe) à deux quasiparticules, où l�expression de l�interaction devient

E
[N�2;1;1]
FC (Ne) =

D
	
[N�2;1;1]
FC jVeej	[N�2;1;1]FC

E
D
	
[N�2;1;1]
FC j	[N�2;1;1]FC

E . (5.15)

Comme c�était le cas pour les fonctions d�ondes à deux quasiparticules d�état d�occu-

pation [N-2,2], on va déterminer la di¤érence d�énergie de deux quasiparticules entre la

fonction d�onde de Laughlin et de Jain d�état d�occupation [N-2,1,1]

�E2qp2 (Ne) = E
2qp
L � E[N�2;1;1]FC . (5.16)

L�équation (5.16) donne la di¤érence d�énergie de deux quasiparticules de di¤érents

nombres des particules Ne entre la fonction d�onde de Laughlin et de Jain d�état d�occu-

pation [N-2,1,1]. Ces énergies sont données dans le tableau 5.3. La �gure 5.6 représente la

di¤érence d�énergie à deux quasiparticules entre les fonctions d�ondes de Laughlin et de

Jain d�état d�occupation [N-2,1,1].

Dans la �gure 5.6 nous présentons une comparaison de la di¤érence d�énergie à deux

quasiparticules entre les fonctions d�onde de Laughlin et de Jain des énergies obtenues

par un calcul analytique exact (disques colorés en rouge) aux résultats obtenus par la

méthode de MC (rectangles colorés en bleu)[57].
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Ne E2qpL E2qpFC �E2qp = E2qpL � E2qpFC

3 1.204715 1.204715 0.000000

4 1.785982 1.785126 0.000856

5 2.538105 2.537070 0.001035

6 3.422158 3.419129 0.003029

Tab. 5.3 �Énergies du deuxième état excité 	[N�2;1;1]FC , en unités de e20
l0
.

Fig. 5.6 � Méthode analytique exacte à deux quasiparticles d�occupation [N-2,1,1] à

v=1/3.

5.4 Conclusion

Nous avons donné dans cette partie une description de quasiparticules comme fer-

mions composites et comme un "vortex". Cette étude apporte également des structures

physiques di¤érentes concentrées sur le facteur de remplissage � = 1
3
, où il convient de

noter que la théorie des FC explique le phénomène général de l�EHQF , donnant des

fonctions précises d�ondes pour les états fondamentaux, ainsi que les fonctions d�onde des

quasiparticules. De nombreuses études ont comparé les deux fonctions d�onde, et quelle

que soit la géométrie et le type d�interaction utilisés dans ces études, la fonction d�onde

des FC a été jugée la meilleure[56, 57].

On remarque que l�énergie d�interaction d�un état d�occupation [N � 2, 1, 1] de Jain,

représenté par la fonction d�onde 	[N�2;1;1]FC est plus grande que celle obtenue par l�état
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d�occupation [N � 2; 2], représenté par la fonction d�onde 	[N�2;2]FC , et proche de la fonction

d�onde à deux quasiparticules de Laughlin 	2qpL au facteur de remplissage � = 1
3
.

73



Chapitre 6

Calculs numériques de l�EHQF

6.1 Introduction

Après avoir utilisé une méthode analytique dans l�EHQF dans l�étude des systèmes

de fermions fortement corrélés, nous souhaitons utiliser d�autres méthodes de calculs pour

déterminer les énergies possibles de notre hamiltonienH à N corps à savoir la diagonalisa-

tion numérique exacte et la méthode de Monte Carlo(MC) qui permettent de déterminer

l�état fondamental et les états excités d�un système pour un petit nombre d�électrons.

Pour la méthode de Monte Carlo, nous présentons une recherche bibliographique de cette

méthodeo (MC) pour déterminer les énergies fondamentales par particule pour un sys-

tème �ni des électrons dans les états de Laughlin m = 1
3
et m = 1

5
. La procédure de

MC consiste à proposer un mouvement d�essai aléatoire de l�une des particules dans une

nouvelle position, tout en gardant le gaz électronique bidimensionnel soumis à un champ

magnétique très intense et à basse température. Pour les facteurs de remplissage de la

forme � = 1
m
(m impair), la fonction d�onde d�essai de Laughlin (3.8), cette fonction d�onde

donne une excellente description de l�état fondamental des électrons pour m = 3 et 5. Le

hamiltonien bH = bK + bV de ce problème à Ne électrons, restreint au plus bas niveau

de Landau (n = 0), est donné par la seule interaction coulombienne V (r)[46], où bK est

l�énergie cinétique considérée comme une constante. Les détails des calculs sont donnés

dans le chapitre 4. Par conséquent, l�hamiltonien H est donc représenté par le seul terme

de l�énergie potentielle.
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En plus de la méthode de Monte Carlo, j�utiliserai la méthode de diagonalisation

numérique exacte. Cette méthode consiste à diagonaliser l�hamiltonien de notre système

numériquement. Dans les mesures numériques de l�EHQF , on utilise la représentation

du hamiltonien dans une base, pour laquelle elle peut se réécrire en terme de détermi-

nant de Slater. On utilise un algorithme de diagonalisation, généralement l�algorithme de

Lánczos, pour obtenir l�énergie de l�état fondamental ainsi que les premiers et les seconds

états excités des basses énergies. Les états de l�EHQF sont génériquement décrits par un

polynôme en la position complexe z des di¤érentes particules. Dans cette section, nous

étudierons en détail la physique de l�EHQF en utilisant la décomposition de l�interaction

de Coulomb de courte portée sur les pseudopotentiels de Haldane, où ils décomposent

toute interaction à deux charges fractionnaires Vm en une somme de ses projections sur

les secteurs de moments angulaires relatifs dans le PBNL obtenus par diagonalisation

numérique exacte (DNE) sur les géométries du disque et de la sphère. Comme il est

déjà vu au chapitre 4, deux électrons interagissent via l�interaction coulombienne dans

le vide. Cependant, dans un système solide, cette interaction est modi�ée par plusieurs

phénomènes (écrantage, e¤et du mélange des niveaux de Landau,...). Pour pouvoir étudier

l�e¤et des interactions, il est utile d�introduire le pseudo-potentiel de Haldane[69].

6.2 Méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo (MC) tient une place spéciale en modélisation réaliste

du potentiel dans l�EHQF . Cette modélisation a été utilisée pour réaliser la première

simulation informatique d�un système bidimensionnel d�électrons. Elle génère de manière

aléatoire un grand nombre d�échantillons d�un système bidimensionnel d�électrons a�n de

déterminer les énergies des états de Hall quantiques fractionnaires. Cependant une géné-

ration purement aléatoire de conformations ne permet pas de distinguer les conformations

de hautes et basses énergies. Elles seront générées avec la même probabilité.

Dans la simulation de MC, on considère le calcul de la valeur d�énergie potentiellebV . Le potentiel d�interaction Vbb (substrat �substrat) prend une valeur précise, et sera
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calculé de la manière suivante[46].

DbVbbE
N

=
8

3�

r
�N

2

e20
l0
. (6.1)

Il nous reste cependant à déterminer les autres potentielles Vee (électron-électron) et

Veb (électron �substrat). L�interaction entre les électrons d�un tel système Vee, est alors

donnée par la formule suivante

DbVeeE
N

=
1

N

*
NX
i<j

e20
jri � rjj

+
. (6.2)

L�énergie d�interaction bVeb (électron�substrat) dé�nie par l�équation suivante
bVeb = NX

i=1

b�eb(�!r i), (6.3)

où b�eb(�!r i) est le potentiel d�interaction électron-substrat d�un seul électron en po-
sition �!r i avec le substrat dans la géométrie du disque, et suppose donc un potentiel

d�interaction électron-substrat qui dépend du rapport ri
RN
, où ri = j�!r ij est la distance

entre le centre du disque et l�électron, où les N particules sont con�nées dans un disque

de rayon RN exprimé comme[46]

b�eb(�!r i) = �p2�NF ( ri
RN

)
e20
l0
, (6.4)

avec F (x) est la fonction hypergéométrique[60, 46], dépendant de trois paramètres

a,b,c, notée 2F1(a; b; c; z)

F (x) =

1Z
0

dy
J0(x; y)J1(y)

y
=

8<:
2E(x2)
�
; x � 1

2F1(
1
2
; 1
2
;2; 1

x2
)

2x
; x � 1

. (6.5)

Les fonctions Jn(x) étant les fonctions de Bessel modi�ées d�ordre n, E(x) est l�in-

tégrale elliptique complète. La fonction hypergéométrique 2F1(12 ;
1
2
; 2; z) peut être dé�nie

pour tout jzj < 1, avec F (0) = 1 par la série, dite hypergéométrique et F (1) = 2
�

et F (x) � 1
2x
pour x � 1. Pour notre cas du disque ce dernier résultat n�est valable

que pour un système in�ni. Avec la formule analytique de la fonction hypergéométrique
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2F1(a; b; c; z), il su¢ t alors d�utiliser une simple méthode d�interpolation des z pour obtenir

une estimation de MC des valeurs moyennes du potentiel.

Nous nous restreignons aux fonctions d�onde du niveau de Landau le plus bas, et pour

x = ri
RN
, la plupart des électrons sont situés dans la région x � 1. La valeur énergétique

du potentiel d�interaction électron-substrat est calculée par la méthode de MC comme

suit

DbVebE
N

=
1

N

*
NX
i=1

b�eb(�!r i)+ . (6.6)

Dans la méthode deMC, la densité de probabilité est le module au carré de la fonction

d�onde représentant physiquement la densité de probabilité de trouver les N particules

simultanément en un point (�!r 1, �!r 2, ...,�!r N ) de l�espace[46]

j	(r1; : : : rnewi :::zN)j2��	(r1; : : : roldi :::zN)��2 = exp

"
m

NX
j 6=i

(ln jrj � rnewi j2 � ln
��rj � roldi ��2)

#
�

exp

�
� 1

2l20
(jrnewi j2 �

��roldi ��2)� (6.7)

Dans le cas de l�EHQF , les corrélations entre électrons sont importantes. Pour cette

raison il existe une paire d�électrons très fortement corrélée. On peut calculer numérique-

ment et grâce à un algorithme de type Monte Carlo pour un nombre �ni de particules,

qui sont con�nées dans une géométrie du disque, les énergies des états de Laughlin pour

les fractions � = 1
3
et � = 1

5
.

L�énergie d�interaction coulombienne peut être exprimée par la fonction de corrélation

de paire g(r) comme suit[27]

Um =
1

N

D
	mj bV j	mE
h	mj	mi

=
�m
2

Z +1

0

e20
r
[g(r)� 1]d2r, (6.8)

La fonction de corrélation de paire g(r) ne dépend que de la distance relative r entre
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les deux particules dé�nie par r = j�!r 1 ��!r 2j, et prend la forme

g(r) =
N(N � 1)

�2

Z
d2r3:::d

2rN j	(r1; :::zN)j2Z
d2r1:::d2rN j	(r1; :::zN)j2

. (6.9)

La fonction de corrélation d�un système polarisé à � = 1 est donnée par

g(z) = 1� e� 1
2
jzj2 (6.10)

Pour un état de Laughlin qui décrit un �uide, il n�y a pas de corrélation à longue

portée dans les positions entre particules. La fonction g(r) s�annule au voisinage de r = 0,

et limr!1 g(r) = 1. On note que pour � = 1=m et pour de petites distances

g(z) ' r2m. (6.11)

Nous avons présenté une méthode de MC pour calculer les énergiés des états de

Laughlin de l�EHQF à la limite thermodynamique qui est obtenue lorsque N !1 et L

!1. L�énergie d�interaction h
bV i
N
de la fonction d�onde de Laughlin à � = 1

3
et � = 1

5
, est

extrapolée à la limite thermodynamique en utilisant une interpolation par un polynôme

à N variables, comme indiqué dans les références [42, 46]

DbV E
1=3

N
= (�0:4094 + 0:0524p

N
� 0:0225

N
)
e20
l0
, (6.12)

et

DbV E
1=5

N
= (�0:3273 + 0:0200p

N
� 0:0172

N
)
e20
l0
. (6.13)

La présente étude été présenté dans le chapitre 4, pour véri�er que l�état fondamental

de la fonction d�onde de Laughlin pour les fractions � = 1
3
et � = 1

5
appartenait à la même

classe et possède les mêmes propriétés.
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6.3 Diagonalisation numérique exacte

On utilise dans cette section un calcul de diagonalisation numérique exacte (DNE)

qui permet de déterminer l�état fondamental du système pour un petit nombre d�électrons,

a�n d�étudier les propriétés universelles de l�EHQF et d�en déduire l�approche entre

la géométrie du disque et de la sphère, et d�avoir une correspondance entre EHQF et

EHQE. Cette méthode consiste à diagonaliser le hamiltonien de notre système, pour

un petit nombre d�électrons, et à extraire l�état fondamental ainsi que les premiers états

excités du spectre des phases de Hall à di¤érents facteurs de remplissage. Pour réaliser

cette diagonalisation numérique, il est nécessaire de trouver une base. Un système de taille

S = �R2 est représenté par une matrice de dimension �nie N�N , tel que N est le nombre

d�électrons. L�hamiltonien du système s�écrit bH = bK+ bV , où bK est l�énergie cinétique et bV
l�énergie d�interaction coulombienne (4.3)[36]. Dans le PBNL, on utilise les coordonnées

complexes zj = xj � iyj. La fonction d�onde utilisée 	(z1; :::; zN) de l�équation(3.4) de

N particules est donc un déterminant de Slater. Ce déterminant s�écrit sous une forme

similaire à l�équation (4.2)

	(z1; z2; : : : ; zNe) �

���������������

'i(z1) 'j(z1) � � 'k(z1)

'i(z2) 'j(z2) � � 'k(z2)

� � � � �

� � � � �

'i(zN) 'j(zN) � � 'k(zN)

���������������
. (6.14)

Cette fonction d�onde tient compte des propriétés fondamentales d�un système d�élec-

trons antisymétriques par échange des particules 1 et 2, 	(z1; z2; ::) = �	(z2; z1; ::).

C�est la représentation la plus simple du principe de Pauli, le déterminant s�annule si

deux lignes sont identiques c-à-d si deux électrons sont décrits par le même spin orbital

et jouent le même rôle. Ces fonctions d�onde modèles de Laughlin à � = 1
m
et de Jain

à � = ��

2��s + 1
doivent alors être confrontées aux états fondamentaux de l�hamiltonien

H réaliste qu�on peut obtenir par DNE. Les déterminants de Slater pour les fermions

correspondants à les fonctions propres de bH s�expriment alors simplement sous la forme

d�un produit
��'i(z1)'j(z2):::'k(zN)��.
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Le produit de Slater introduit la corrélation entre les électrons de même spin. Alors

que l�énergie propre E associée à 	 est simplement la somme "i + "j + :::+ "k

D
	j bH j	

E
=

D
	j bK + bV j	E

= Ec +
D
	jbV j	E , (6.15)

où Ec est l�énergie cinétique considérée comme une constante. On a vu précédemment

d�après l�équation(4.13) que bV est la somme des trois potentiels.
Nous traiterons uniquement le cas des fermions, on va diagonaliser bV numériquement

et pour une formulation plus lisible, il est utile de réécrire le hamiltonien de l�équa-

tion(6.15) en seconde quanti�cation dans la base de déterminant de Slater comprenant

au moins un électron dans les niveaux de Landau supérieurs. Soit cm et c+m les opérateurs

de création et d�annihilation d�une particule dans l�état de l�espace à un corps indicé par

m, fermioniques selon le cas considéré.

6.3.1 Interaction électron�électron

On peut également écrire le potentiel d�interaction Vee (électron-électron) dans le

PBNL sous une forme similaire à l�équation(4.11), mais dans le formalisme de la seconde

quanti�cation

Vee =
1

2

MX
m1;m2;m3;m4=0

Wm1;m2;m3;m4C
+
m1
C+m2

Cm3Cm4. (6.16)

On peut alors montrer que la matrice de dimension m�m obtenue après projection,

où les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice sont représentés exactement.

Cependant, les valeurs propres Vm d�une matrice V de dimension m �m obtenue après

projection est équivalente à résoudre l�équation caractéristique Det[V � VmIm], où Im est

la matrice identité de taille m�m.

Dans cette représentation, l�interaction coulombienne Vee qui dépend seulement de la
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distance entre les particules peut être représentée sous la forme[66, 67, 68]

Vee =
NX

i<j=1

MX
m=0

Vm bP (m)ij , (6.17)

bP (m)ij est un projecteur sur tous les moments angulaires relatifs m dé�ni par

bP (m)ij = jn;m >ij< n;mjij, (6.18)

et les Vm sont les valeurs propres du système appelés les coe¢ cients de pseudopotentiel

[69]. Pour l�interaction coulombienne impliquant seulement deux particules à la fois, où

les nombres m1, m2, m4, m3 sont des moments cinétiques, il est commode d�exprimer

l�élément Wm1;m2;m3;m4 de matrice sous la forme suivante[65, 57]

Wm1;m2;m3;m4 =

Z
d2r

Z
d2r0	�m1

(r)	�m2
(r0)V (jr � r0j)	m3(r

0)	m4(r)

� < m1;m2jV jm3;m4 > . (6.19)

Cette équation (6.19) satisfait à n�importe quel potentiel isotrope et aux interactions

conservant le moment angulaire m1 +m2 = m3 +m4[65].

La seule forme de la fonction d�onde pour N électrons dans le PBNL qui satisfait les

critères de la symétrie ou d�antisymétrie du Polynôme F (z1; :::; zN) est

	0;m(z; z) = N0;mz
me

� jzj2

4l20

=

r
1

2�2mm!
zme

� jzj2

4l20 . (6.20)

Le calcul des pseudopotentiels Vm associés à l�interaction coulombienne dépend du

PBNL considéré

V (r) =
1

r

e20
4�"

. (6.21)

De manière standard, l�hamiltonien a été adimensionné en posant e20
4�"l0

= 1.

Le potentiel de Coulomb projeté dans les PBNL s�obtient par intégration dans la

représentation position complexe en utilisant les coordonnées du centre de masse Z = z1+z2
2
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et relative z = z1 � z2, les détails des calculs qui permettent de déterminer ce potentiel

sont donnés dans l�appendice (A2).

�
0;m

����1r
���� 0;m� =

Z
C
dz	�(z)

1

jzj	(z)

=
1

2m+1�m!

Z
C
dzjzj2m�1e�jzj2=2

=
1

2mm!

Z 1

0

drr2me�r
2=2

=
�(m+ 1

2
)

2m!
. (6.22)

L�interaction de Coulomb V 0(r) projetée dans le PBNL s�obtient à partir des pseu-

dopotentiels [70]

V (0)(r) =
X
m

Z
dZj	0;m(z; Z)j2Vm

=
X
m

Vm
r2m

2�2mm!l0
e
� jzj2

2l20 . (6.23)

En cas d�interaction coulombienne dans le PBNL, les coe¢ cients de pseudopotentiel

V 0(r) � Vee, alors que les énergies d�interaction Vee sont données par

Vee =

NeX
i<j=1

LX
m=0

(�1)m�(m+ 1
2
)

2m+1(m!)2
(zi � zj)m(

@

@zi
� @

@zj
)m
e20
l0
, (6.24)

où � est la fonction gamma d�Euler.

Pour nos calculs de diagonalisation exacte, nous utilisons d�abord l�interaction cou-

lombienne Vee de l�équation (6.24) dont l�état de Laughlin avec la base constituée par

antisymétriques des fonctions d�onde correspondant à (3.4) ou de Jain avec la base consti-

tuée par l�équation (5.2); avec un nombre Ne donné des particules et du moment angulaire

L = 3Ne(Ne � 1)=2 pour la géométrie du disque.

6.3.2 Interaction substrat�substrat

Le potentiel Vbb est une constante et n�a¤ecte pas le résultat. L�énergie d�interaction

Vbb (substrat�substrat) s�écrit sous la forme de l�équation(4.30) dans la géométrie du
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disque. Ainsi, par ce raisonnement, le potentiel d�interaction Vbb dans la géométrie de

sphère, peuvent se calculer analytiquement par la méthode de Jain[36], pour un grand

nombre d�électrons

Vbb =
N2
e

2
p
S

e20
l0
, (6.25)

où, S est le moment cinétique total égal à 1
2
mN(N � 1).

6.3.3 Interaction électron�substrat

L�énergie d�interaction Veb (électron�substrat) s�écrit sous la forme de l�équation(4.5)

comme suit

Veb =
X
m

hm jvebjmiC+mCm. (6.26)

On peut décomposer le potentiel d�interaction Veb dans le PBNL sur le secteur de

moment cinétique relatif m

hm jvebjmi = ��
Z
d2r1

Z
SN

d2r
j	m(r1)j2q
jri � rj2 + d2

, (6.27)

avec la densité d�états électroniques � = 1
4�Sl2

.

Il a été constaté que le changement de distance d peut provoquer une reconstruction

de bord[71, 72]. Pour le besoin de notre étude, on considère d = 0. Alors, la plus grande

dimension entre les secteurs de di¤érents moments cinétiques S, où Veb est approximati-

vement égale à �2Vbb dans la limite des grands N

Veb = �
N2
ep
S

e20
l0
. (6.28)

6.4 Résultats numériques pour � = 2
5

Dans cette section, nous présentons les énergies obtenues par un calcul de DNE à

� = 2
5
d�un système N = 4 et 6 particules. Les valeurs numériques ont été réalisées par le
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package Mathematica avec une précision jusqu�au six chi¤res après la virgule. Les énergies

caractéristiques de cette fraction sont résumées dans le tableau 6.1

N État fondamental État excité

DNE FC[61, 58] DNE FC[61, 58]

4 0.421445 0.421628 0.446281 0.446344

6 0.579993 0.580328 0.594695 0.594707

Tab. 6.1 �Énergie par particule "ee de l�état fondamental et l�état excité à � = 2=5, en

unités de e20
l0
.

L�énergie d�interaction par particule, en unités de e2

l
, de notre résultat obtenu par

DNE est en accord avec les résultats obtenus par le modèle des fermions composites

(FC).

6.5 Résultats numériques pour � = 5
2

6.5.1 État Pfa¢ en de Moore et Read à 5/2

En 1987, Willett et ses collaborateurs ont montré l�observation d�un état de l�EHQF

à � = 5=2 dans le second NL à une température de 100 mK[89]. Un travail théorique

approfondi a indiqué que l�état � = 5=2 est probablement décrit par la fonction d�onde

"Pfa¢ en" de Moore-Read (MR) dans le second niveau de Landau[3, 90]. Par une mé-

thode semblable à celle utilisée dans le cas de Laughlin, nous obtenons l�état fondamental

de l�interaction de Coulomb pour un système de N = 4 et 6 particules. Cette méthode

basée sur le déterminant Pfa¢ en me permet alors de déterminer précisément l�état fon-

damental du système à 5=2. Par conséquent, le déterminant Pfa¢ en s�exprime de façon

polynomiale à l�aide des coe¢ cients d�une matrice antisymétrique de taille N �N avec N

pair. Ce polynôme est nul si la matrice était de taille impaire. Le Pfa¢ en d�une matrice
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antisymétrique A est noté Pf(A) et s�écrit

Pf(A) = Pf

26666666666666664

0 X12 X13 X14 � � X1N

X21 0 X23 X24 � � X2N

X31 X32 0 X34 � � X3N

X41 X42 X43 0 � � X4N

� � � � 0 � �

� � � � � 0 �

XN1 XN2 XN3 XN4 � � 0

37777777777777775
. (6.29)

6.5.2 Appariement triplet des fermions composites

En particulier, la fonction d�onde de Bardeen-Cooper-Schrie¤er (BCS), qui est un

produit anti-symétrique de paires d�électrons, a été récemment utilisée pour la descrip-

tion du gaz d�électrons dans les supraconducteurs classiques, ou d�un système de fermions

en interaction faiblement attractive[92], ainsi que des liquides quantiques[93, 94]. On consi-

dère les particules 1, 2, ..., N=2 de spin up j"i et N=2,..., N de spin down j#i dans un état

singulet[3]. Les FC appariés sont décrits par la fonction d�onde

	(z1; : : : ; zN) = Pf ['(zi � zj)]
NY

i<j=1

(zi � zj)2p. (6.30)

La fonction d�onde de BCS décrivant des électrons complètement polarisés s�écrit

	BCS = [�(z1 � z2)�(z3 � z4):::�(zN�1 � zN)] . (6.31)

Une première fonction d�onde singulet de spin a été proposée par Haldane &Rezayi[96]

basée sur la fonction d�onde de Laughlin (4.1), puis par Yoshioka, MacDonald et Girvin[95].

Ils ont considéré un état apparié dans le secteur singulet. On doit adjoindre le spin singulet

j"i1 j#i2 � j"i2 j#i1, la fonction d�onde s�écrit[97, 98, 19] sous la forme

	HR(z1; : : : ; zN) = Pf

� j"ii j#ij � j"ij j#ii
(zi � zj)2

� NY
i<j=1

(zi � zj)2p. (6.32)
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L�état apparié des électrons de l�e¤et Hall quantique fractionnaire qui fut introduit

par Moore et Read s�écrit[3, 97, 19]

	MR(z1; : : : ; zN) = Pf

� j"ii j"ij
(zi � zj)

� NY
i<j=1

(zi � zj)2p. (6.33)

6.5.3 État Pfa¢ en dans la géométrie du disque

Dans cette section, nous reproduisons les calculs dans le second NL, lesquels sont

remportés par l�état Pfa¢ en. Comme mentionné précédemment, dans les hétérojonctions

GaAs/AlGaAs, les fractions ont été observées rien que dans le plus bas niveau de Landau

et à des facteurs de remplissage dont le dénominateur est impair. Willett et al.[89], ont

mesuré un e¤et Hall au remplissage � = 5=2 = 2 + 1=2 représenté sur la �gure 6.1, où

cette phase ne peut s�expliquer au moyen de la théorie des fermions composites. Alors cet

état décrit par la fonction d�onde "Pfa¢ en" de Moore-Read.

Fig. 6.1 �Schéma d�un état fondamental pour l�EHQF à v = 5/2[99].

La fonction d�onde de l�état Pfa¢ en de Moore et Read est décrite par un état apparié

86



6.5 Résultats numériques pour � = 5
2

Calculs numériques de l�EHQF

de fermions composites dans la géométrie du disque sous la forme

	MR(z1; : : : ; zN) = Pf(
1

zi � zj
)

NY
i<j=1

(zi � zj)2 exp(�
1

4

NX
i

jzij2). (6.34)

Le facteur gaussien exp(�1
4

PN
i jzij2) peut être négligé par la méthode de diagonalisa-

tion dans les expressions de fonctions d�onde d�EHQF . Le facteur
NY

i<j=1

(zi�zj)2 représente

l�attachement de 2 quantum de �ux (2�0) à chaque électron aux positions des particules

zi, et Pf( 1
zi�zj ) représente un appariement en ondes P d�électrons, dé�ni par

Pf(A) =
1

2N=2(N=2)!

X
�

��A�(1)�(2)A�(3)�(4):::A�(N�1)�(N), (6.35)

où la somme parcourt toutes les permutations � des N électrons, �� est la signature

de � permutation. Il est instructif de développer le Pfa¢ en Pf( 1
zi�zj )

Pf(
1

zi � zj
) =

1

z1 � z2
1

z3 � z4
:::

1

zN�1 � zN
+ ��. (6.36)

L�observation de l�EHQF à 5=2 est montrée sur la �gure 6.2.

Fig. 6.2 �EHQF à la fraction v = 5/2[91].
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Pour un système d�électrons polarisés en spin, la fonction d�onde peut être interprétée

comme un appariement en ondes P de fermions composites est formée comme un produit

antisymétrisé d�orbitales de paires X(i; j) = �X(j; i)[93]. Le carré du Pfa¢ en est lié au

déterminant d�une matrice antisymétrique, dé�ni par

fPf [X(i; j)]g2 = det [X(i; j)] . (6.37)

Comme dans les cas de Laughlin et celle de Jain, plus de 50 fractions ont été observées

rien que dans le plus bas niveau de Landau. Après Pfa¢ en, d�autres auteurs ont proposé

d�autres fonctions d�onde permettant d�expliquer certains plateaux de conductance. Ce-

pendant, comme il fut noté par W. Pan et ses collaborateurs[100], de nombreux plateaux

dans la résistance de Hall à d�autres remplissages ont été mesurés, comme les fractions
11
2
, 9
2
, 7
2
et 3

2
[101] qui sont montrées sur la �gure 6.3.

Fig. 6.3 �EHQF à la fraction v = 11/2, 9/2, 7/2 et 5/2 [100].

6.5.4 Méthode de Moore-Read pour 4 électrons

On introduit pour l�instant l�énergie d�interaction par particule "ee(électron�électron)

de celle de l�état fondamental de l�interaction de Coulomb à 5
2
, pour un système de Ne =

4 particules. La fonction d�onde de MR de l�équation 6.34, avec zj = rje
�i'j permet
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de décrire la phase de Hall apparaissant dans le second niveau de Landau à 5
2
. Nous

déterminons d�abord le facteur Pf( 1
zi�zj ) dans le cas de Ne = 4 particules.

Pf(
1

zi � zj
) = Pf

26666664
0 1

z1�z2
1

z1�z3
1

z1�z4
�1
z1�z2 0 1

z2�z3
1

z2�z4
�1
z1�z3

�1
z2�z3 0 1

z3�z4
�1
z1�z4

�1
z2�z4

�1
z3�z4 0

37777775 , (6.38)

ce qui donne

Pf(
1

zi � zj
) =

1

z1 � z2
1

z3 � z4
� 1

z1 � z3
1

z2 � z4
+

1

z1 � z4
1

z2 � z3
. (6.39)

La fonction d�onde de MR peut être calculée explicitement comme

	MR(z1; : : : ; z4) = (
1

z1 � z2
1

z3 � z4
� 1

z1 � z3
1

z2 � z4
+

1

z1 � z4
1

z2 � z3
)

4Y
i<j=1

(zi � zj)2 �

exp(�1
4

4X
i=1

jzij2). (6.40)

Le potentiel de Coulomb projeté dans les PBNL dans la géométrie du disque est

donné par

"ee =
(Ne � 1)

2

R
d2r1 � � � d2rNe

e20
jr1�r2j j	MR(r1; : : : ; rNe)j2R

d2r1 � � � d2rNej	MR(r1; : : : ; rNe)j2
, (6.41)

L�énergie d�interaction par particule "ee de l�état Pfa¢ en de MR à v = 5=2 pour un

système de Ne = 4 est égale à 0:453495
e20
l0
.

6.5.5 Méthode de Moore-Read pour 6 électrons

L�énergie d�interaction par particule "ee de l�état fondamental de l�interaction de Cou-

lomb obtenu numériquement pour un système de Ne = 6 particules, s�écrit de la même

manière que dans le cas de 4 particules. On utilise la même fonction d�onde de MR de

l�équation 6.34. Nous déterminons d�abord le facteur Pf( 1
zi�zj ) dans le cas de Ne = 6
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particules.

Pf(
1

zi � zj
) = Pf

26666666666664

0 1
z1�z2

1
z1�z3

1
z1�z4

1
z1�z5

1
z1�z6

�1
z1�z2 0 1

z2�z3
1

z2�z4
1

z2�z5
1

z2�z6
�1
z1�z3

�1
z2�z3 0 1

z3�z4
1

z3�z5
1

z3�z6
�1
z1�z4

�1
z2�z4

�1
z3�z4 0 1

z4�z5
1

z4�z6
�1
z1�z5

�1
z2�z5

�1
z3�z5

�1
z4�z5 0 1

z5�z6
�1
z1�z6

�1
z2�z6

�1
z3�z6

�1
z4�z6

�1
z5�z6 0

37777777777775
, (6.42)

ce qui donne

Pf(
1

zi � zj
) =

1

z1 � z2
1

z3 � z4
1

z5 � z6
� 1

z1 � z3
1

z2 � z4
1

z5 � z6
+:::� 1

z3 � z4
1

z2 � z6
1

z1 � z5
.

(6.43)

La fonction d�onde de MR peut être calculée explicitement

	MR(z1; : : : ; z6) = (
1

z1 � z2
1

z3 � z4
1

z5 � z6
� 1

z1 � z3
1

z2 � z4
1

z5 � z6
+ :::

� 1

z3 � z4
1

z2 � z6
1

z1 � z5
)

6Y
i<j=1

(zi � zj)2 exp(�
1

4

6X
i=1

jzij2).(6.44)

Le potentiel de Coulomb projeté dans les PBNL dans la géométrie du disque est

donné par l�équation 6.41. L�énergie d�interaction par particule "ee de l�état Pfa¢ en de

MR à � = 5=2 pour un système de Ne = 6 est égale à 0:651591
e20
l0
:

6.6 Électrons sur la sphère et monopole magnétique

Dans la géométrie sphérique, les électrons se déplacent sur la surface d�une sphère

soumise à un champ magnétique perpendiculaire
!
B. On considère donc un monopôle

magnétique situé au centre d�une sphère de rayon R. Ce système est traversé de N�

quanta de �ux magnétique sur la sphère avec un nombre de quanta de �ux N�

B =
~S
eR2

. (6.45)
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Le �ux à travers la surface de la sphère est donné par N��0, tel que N� est le nombre

de quanta de �ux et �0 =
h
e
le quantum de �ux, produit par le potentiel vecteur le plus

pratique
!
A dans cette géométrie est introduite par Haldane[69, 73]

A =
�~S
eR

cot(�)b�, (6.46)

avec S est un entier ou demi-entier.

Pour étudier l�e¤et Hall quantique on utilise la distance de corde à la place de la

distance d�arc. La distance de corde est simplement reliée aux coordonnées spinorielles qui

sont adaptées à la quanti�cation de Landau sur la sphère. Dans cette étude on va établir

l�expression de la distance de corde entre deux points en termes de leurs coordonnées

spinorielles.

On va prendre une sphère de rayon R, les coordonnées sphériques s�écrivant

r = (R cos' sin �;R sin' sin �;R cos �). (6.47)

Pour simpli�er les calculs, on va prendre dans un premier temps le rayon de la sphère

égal à R = 1.

Soient r1 et r2 deux points sur la sphère, on a

kr1 � r2k2 = kr1k2 + kr2k2 � 2r1:r2. (6.48)

Donc

r1:r2 = sin �1 sin �2 cos('1 � '2)� cos �1 cos �2. (6.49)

Alors

kr1 � r2k2 = 2(1� sin �1 sin �2 cos('1 � '2)� cos �1 cos �2). (6.50)

À partir de cette dernière équation(6.50), on peut obtenir l�identi�cation suivante

kr1 � r2k2 = 4 ju1v2 � v1u2j2 , (6.51)
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avec (u , v) sont les coordonnées spinorielles dé�nies par Haldane[69]

u = cos(
�

2
)ei

'
2 ; v = sin(

�

2
)e�i

'
2 . (6.52)

En utilisant les expressions de u et v, on obtient

ju1v2 � v1u2j = cos2(
�1
2
) sin2(

�2
2
). (6.53)

Les fonctions d�onde 	m(r) dans le PBNL sont les orbitales à un corps données par

	m(r) =

s
(N� + 1)!

4�m!(N� �m)!
�
cos(�=2)ei'=2

�m �
sin(�=2)e�i'=2

�N��m . (6.54)

La longueur magnétique sur la sphere lB = Rp
S
.

Dans le cas fermionique, les facteurs de Jastrow omniprésents dans les fonctions d�essai

de l�équation (6.54) du système de l�EHQF s�écrit seulement pour m impair[52, 69, 74].

L�état fondamental exact et unique de Laughlin sur la sphère s�écrit

Y
i<j

(zi � zj)m �
Y
i<j

(uivj � viuj)m. (6.55)

Cette fonction d�onde décrit un état au remplissage � = 1
m
. Pour une particule don-

née, la puissance la plus élevée est m(N � 1) et nous avons S = 1
2
m(N � 1). Dans

l�état de Laughlin, tous les électrons sont sur une sphère de rayon R =
p
SlB. Le poten-

tiel d�interaction Vbb (substrat-substrat) de l�équation(6.25) et Veb (électron-substrat) de

l�équation(6.28) dans la géométrie de sphère, peuvent se calculer analytiquement par la

méthode de Jain[36]. Dans la limite des grands nombres des particules N , le système est

su¢ samment grand de sorte que la plupart des électrons doivent se retrouver à l�intérieur

du disque, alors Veb = �2Vbb. Avec la densité d�états électroniques � = 1
4�Sl2

.

6.7 Approche entre le disque et la sphère

La fonction d�onde de l�EHQF sur la sphère a été proposée[69, 36, 75, 76] dans le

plus bas niveau de Landau, généralement cette fonction d�onde s�écrit pour un électron

92



6.7 Approche entre le disque et la sphère Calculs numériques de l�EHQF

sous la forme suivante

	(�; ') = uN�+mvN��m. (6.56)

Dans la géométrie sphérique, les di¤érents moments angulaires dûs à la présence du

monopole magnétique, leurs valeurs permises sont m, l, où l = jSj, jSj+ 1,... et m = �l,

�l + 1, ..., l et N� = 2S.

Les variables spinorielles de l�équation (6.52) ne sont pas indépendantes parce que

juj2 + jvj2 = 1; z = 2Ru
v
. (6.57)

Les états propres d�une particule dans le PBNL, nommés harmoniques monopolaires[77]

comme l�équation(6.56) sont une généralisation des harmoniques sphériques pour S = 0

	(�; ') = umv�m. (6.58)

À partir de l�équation (6.57) nous obtenons

jvj2 (1 + juj
2

jvj2
) = 1) jvj = 1

(1 + jzj2
4R2
)1=2

. (6.59)

En utilisant v = jvj e�i'=2 nous obtenons

vN� =
e�i'N�=2

(1 + jzj2
4R2
)N�=2

. (6.60)

Pour le PBNL, la dégénérescence S = N�=2+1[36]. La fonction d�onde de l�état fon-

damental est donnée par[78, 79], et les détails des calculs sont donnés dans la référence[36]

	(�; ') =
zm

(1 + jzj2
4R2
)1+N�=2

. (6.61)

Nous obtenons la fonction d�onde de Laughlin sur la sphère par[80, 78]

	m =
Y
i<j

(zi � zj)m
Y
k

1

(1 + jzkj2
4R2
)1+N�=2

. (6.62)
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L�interaction coulombien entre les électrons a une expression simple en termes de

distance (r� r0) de corde

V (jr� r0j) = 1

2R juv0 � vu0j . (6.63)

Plusieurs études numériques ont été abordées dans les références[1, 42, 46, 49, 50],

en utilisant la géométrie du disque. Les énergies de l�interaction coulombienne dans le

PBNL sont données sur le tableau 4.1 pour les di¤érentes tailles en fonction de Ne.

Les dérivations mathématiques aussi bien que le calcul de l�énergie d�interaction par

la méthode de diagonalisation exacte[47, 81] nous permettent de déterminer l�énergie de

l�état fondamental et les états excités d�un système de Ne = 7 électrons.

Les pseudopotentiels de l�interaction coulombienne dans le PBNL s�obtiennent par

DNE sur la géométrie de sphère par Y:Wu et Y:Zhang, et sont donnés dans le tableau

6.2. On utilise la méthode de diagonalisation exacte sur la géométrie de la sphère pour

déterminer l�énergie des états fondamentaux dans l�état de Laughlin 1
3
[36, 82]. Ces énergies

sont données dans le tableau 6.2. Ainsi S est lié au nombre des particules Ne et au facteur

de remplissage �, pour l�état de Laughlin � = 1=3, et S = 1:5 � (Ne � 1) on obtient

N "ee "bb "eb " "(2=5)[61]

4 0.468005 0.942809 -1.885618 -0.474804 -0.550079

5 0.561183 1.020621 -2.041241 -0.459438 -

6 0.645485 1.095445 -2.190890 -0.449960 -0.500339

7 0.723173 1.166667 -2.333333 -0.443494 -

8 0.795325 1.23443 -2.46885 -0.439102 -0.480216

9 0.863444 1.29904 -2.59808 -0.435594 -

10 0.927990 1.36083 -2.72166 -0.432838 -0.469342

11 0.989473 1.42009 -2.84019 -0.430621 -

Tab. 6.2 � État fondamental à � = 1=3 et à � = 2=5, en unités de e20
l0
, dans la géométrie

de la sphère.

Pour la géométrie sphérique, l�état fondamental exact est calculé numériquement

pour une interaction des pseudopotentiels de Coulomb, où la longueur magnétique lB
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comme unité de longueur dans tout le calcul. Nous pouvons obtenir le rayon de la sphère

R =
p
SlB, où S est le moment cinétique total. Nous présentons les résultats numériques

pour l�énergie par particules " = V
Ne
pour la fonction d�onde (3.4) basés sur les deux

di¤érentes dé�nitions de l�interaction de coulomb sur la géométrie de la sphère et du

disque.

Le schéma de cette mesure est exposé dans la �gure 6.4, nous avons présenté l�énergie

d�interaction par particules " = V
Ne
en fonction duNe. Pour des systèmes jusqu�àNe = 144

électrons, nous montrons que l�énergie d�interaction par particule pour l�état de Laughlin

v = 1=3 entre la géométrie du disque et de la sphère se rapproche d�une valeur bien dé�nie

de R. Pour notre cas R = 14:12 lB.

Fig. 6.4 �Approche entre la géométrie du disque et la géométrie de la sphère à v=1/3.

6.8 Correspondance entre EHQF-EHQE

Dans cette partie, nous étudions les propriétés d�un gaz électronique bidimensionnel

soumis à un champ magnétique intense. Les e¤ets des interactions entre les électrons du

gaz bidimensionnel sont à l�origine de l�EHQF qui ont été complètement étudiés dans

l�état fondamental et l�état excité. Contrairement au cas de l�EHQE, la compréhension de

l�EHQF nécessite la prise en compte des interactions. Pour un problème à N particules

interagissant au travers d�un potentiel de Coulomb projeté dans le plus bas niveau de

Landau (PBNL) est obtenu à partir des potentiels d�interaction électron-électron. Nous
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avons étudié l�énergie d�interaction par particule entre la fonction d�onde de Laughlin et

les FC pour les états excités pour plusieurs systèmes à � = 1
3
et la correspondance entre

l�EHQF et l�EHQE.

6.9 Énergies de N � 1 quasiélectrons

Dans la cette section, nous décrirons les deux théories de Laughlin et de Jain pour

les systèmes contenant N � 1 quasiparticules en régime d�EHQF .

6.9.1 Fonction d�onde de Laughlin pour N � 1 quasiélectrons

La fonction d�onde 	(N�1)qpL correspondant aux états de N � 1 quasiparticules de

Laughlin au facteur remplissage � = 1
3
.

	
(N�1)qp
L (z1; : : : ; zN) = exp(�

X
j

jzjj2
4
)
Y
l

(2
@

@zl
)(2

@

@zl
):::(2

@

@zl
)
Y
j<k

(zj � zk)3 . (6.64)

Ceci peut être physiquement compris comme la création de N � 1 quasiparticules à

l�origine.

6.9.2 L�état compact [1; 1; :::; 1]

Dans cette sous-section nous présentons seulement une conséquence de la théorie de

FC de Jain pour les quasiparticules dans l�état d�occupation [1; 1; :::; 1] s�écrits[57, 83, 84]

	
[1;1;:::;1]
FC = PPBNL

NY
j<k

(zj � zk)2

������������������

(z1)
Ne�1 (z2)

Ne�1 � � (zNe)Ne�1

(z1)
Ne�2 (z2)

Ne�2 � � (zNe)Ne�2

� � � � �

(z1)
2 (z2)

2 � � (zNe)
2

z1 z2 � � zNe

1 1 � � 1

������������������
�

exp(�1
4

NX
j=1

jzjj2). (6.65)
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Nous avons étudié les énergies par particule de Laughlin et de FC pour les états ex-

cités pour plusieurs systèmes à � = 1=3 et la correspondance entre le EHQF et l�EHQE

(voir �gure 6.5). Pour un système de Ne = 7 et qui contient l�énergie de N � 1 quasi-

particles dans la géométrie du disque et au facteur de remplissage � = 1=3, les états de

Laughlin correspondent au l�état d�occupation [1; 1; :::; 1] de Jain. Plusieurs études nu-

mériques [1, 42, 46, 49, 50, 81] ont utilisé la géométrie du disque. J�ai utilisé le logiciel

Mathématica pour calculer les di¤érentes dérivations mathématiques pour calculer l�éner-

gie d�interaction coulombienne par l�intermédiaire de la diagonalisation numérique exacte

(DNE).

Fig. 6.5 �Énergies de N-1 quasiparticles E(N�1)qp pour Ne= 2 à 7 particules dans la géo-

métrie du disque à v=1/3. Les disques colorés en jaune représentent les états de Laughlin

	L
Nqp. Les rectangles en bleu représentent les états de Jain 	CF [1;1;:::;1]. Les anneaux en

pointillé représentent les états de l�EHQE[88]:

Les énergies caractéristiques de la fraction 1=3 trouvées par la diagonalisation sont

les mêmes avec celle trouvées par la méthode analytique présentée dans le tableau 4.1,

ainsi que les énergies de la fraction 1=5 du tableau 4.2. L�énergie correspondante aux

états de N � 1 quasiparticules de Laughlin au facteur remplissage � = 1
3
(�gure 6.5) par

diagonalisation numérique exacte est identique à celle des états de Jain d�état d�occupation

[1; 1; :::; 1]. La �gure 6.5 montre les énergies deN�1 quasiparticles pourNe = 2; 3; 4; 5; 6

et 7 particules dans la géométrie du disque à � = 1=3 et nous voyons donc que l�énergie de
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l�EHQF est égale à l�énergie de l�EHQE. Notons que cette correspondance nécessite un

état d�occupation dé�ni par [N0,N1, ...,N6], où chaque FC occupe un niveau de Landau[83,

84].

La �gure 6.6 montre les énergies de N � 1 quasiparticles pour Ne = 7 particules

dans la géométrie du disque à � = 1=3. Cette énergie est augmentée progressivement

de chaque extension d�excitation jusqu�à atteindre l�énergie d�interaction de l�EHQE qui

est représentée par l�anneau en pointillé. Les expressions de la diagonalisation numérique

exacte (DNE) pour l�énergie d�interaction de Coulomb de l�EHQF dans la géométrie

du disque aux facteurs remplissages 1=3 approchent à l�énergie d�interaction de l�EHQE.

Dans ce cas, les énergies de N � 1 quasiparticles calculées sur les la géométrie du disque

de l�EHQF sont les analogues des énergies calculées de l�EHQE.

Fig. 6.6 �Énergies de N-1 quasiparticles E(N�1)qp pour Ne=7 particules dans la géométrie

du disque à v=1/3. Les disques colorés en rouge représentent les états de Laughlin 	LNqp.

Les rectangles en bleu représentent les états de Jain 	CF [N�k;1;:::]. L�anneau en pointillé

représente l�état de l�EHQE.

6.10 Conclusion

Dans un premier temps, nous avons présenté les propriétés des états de Laughlin

correspondant aux facteurs de remplissages � = 1
3
et � = 1

5
en e¤ectuant la simulation de
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Monte Carlo[42, 46] en géométrie du disque pour des systèmes allant deNe = 4 àNe = 400

électrons. En e¤et, l�énergie à la limite thermodynamique au facteur de remplissage � = 1
3

tende vers -0.406e
2
0

l0
et -0.326e

2
0

l0
pour � = 1

5
.

Dans la suite du chapitre, nous obtenons des expressions de la DNE pour l�énergie

d�interaction de Coulomb de l�EHQF dans la géométrie du disque aux remplissages 1=3 et

2=5. Puis, nous avons donné une description de l�état Pfa¢ en de Moore-Read de l�EHQF

dans la géométrie du disque aux facteurs de remplissages 5=2. Cependant, et grâce au

Pfa¢ en, de nombreux plateaux dans la résistance de Hall à d�autres remplissages ont été

mesurés, comme les fractions 11
2
, 9
2
, 7
2
et 3

8
[100, 102]. La fonction d�onde actuelle de l�état

5
2
correspond donc à un remplissage du PBNL par � = 1

2
[15]. L�inconvénient majeur de

cette méthode est qu�elle ne considère pas le Pfa¢ en d�ordre impair de N . Pour cela, il

faudra donc trouver d�autres fonctions d�onde permettant d�expliquer l�ordre impair.

Pour la géométrie de la sphère, Haldane a introduit l�EHQF sur cette géométrie,

bien qu�en réalité ce problème soit plus éloigné de la réalité expérimentale. Dans les

échantillons réels de gaz bidimensionnels, on considère les électrons sur une sphère de

rayon R. Le champ magnétique perpendiculaire est produit par un monopole magnétique

de force Q = N�=2 placé au centre de la sphère. Les valeurs propres de Lz dans le

PBNL sont des entiers positifs et prennent les valeurs m pour la géométrie du disque

et m�N�=2 comprises entre 0 et N� pour la géométrie de la sphère. L�approche utilisée

entre la géométrie du disque et la géométrie de la sphère consiste à changer le rayon R et

observer l�information contenue dans l�état fondamental d�un tel système pour m < N�

tels que N�
R
soit �xe. Dans ces conditions, la sphère devient e¢ cacement plate et les

états simples de particules se réduisent à ceux sur le disque zme�
jzj2
4 . Pour un moment

cinétique S = m
2
(Ne� 1), où m est un nombre entier impair, et dans la limite où S !1,

ou R ! 1[85], tous les éléments appropriés de la matrice d�interaction sur une sphère

convergent vers ceux sur un disque. La fonction d�onde et les énergies calculées sur une

sphère pour R =
p
SlB convergent vers ceux d�un disque [86]. L�énergie totale d�état de

Laughlin pour v = 1=3, est augmentée en valeur absolue et approche environ -0.409733
e20
l0
dans la géométrie du disque[42, 87, 46]. De plus, alors que l�énergie sur la géométrie de

la sphère[42] est diminuée rapidement en valeur absolue et s�approche de -0.409752 e20
l0
, ce
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qui est identique à l�énergie dans la géométrie du disque pour R!1.

Nous avons ensuite décrit les deux théories de Laughlin et de Jain pour les systèmes

contenantN�1 quasiparticules en régime d�EHQF . Ce résultat démontre que les fermions

composites approchent à EHQE dans l�étude de DNE de l�EHQF . Dans ce cas, les

énergies calculées sur les états compacts de la géométrie du disque sont les analogues des

énergies calculées sur une géométrie de sphère[61].
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L�e¤et Hall, bien qu�étudié depuis plus d�un siècle, fait l�objet de nouvelles études

théoriques et expérimentales qui sont motivées par la découverte de nouveaux matériaux

et e¤ets quantiques, tel que l�e¤et Hall quantique entier et fractionnaire. L�EHQF a

été observé dans divers systèmes bidimensionnels. Il s�agit de gaz d�électrons dans des

hétérostructures ou semi-conducteurs comme des puits quantiques de silicium, des hété-

rostructures Si/SiGe et dans le graphène.

Mon travail de thèse m�a permis de décrire des aspects généraux et fondamentaux

au moyen de modèles simpli�és de la physique de l�EHQF dans la géométrie du disque

et de la sphère. L�étude de l�EHQF en interaction de Coulomb, dans la géométrie du

disque, serait bien évidemment très intéressante. J�ai déterminé analytiquement et par

diagonalisation numérique exacte l�énergie d�interaction coulombienne dans le premier et

le second niveau de Landau aux di¤érents facteurs de remplissage 1=3, 1=5, 1=7, 2=5 et

5=2. En e¤et, dans les deux méthodes de l�EHQF , nous obtenons généralement l�état

fondamental ainsi que certains états excités de plusieurs tailles.

Nous avons calculé analytiquement l�énergie de l�état fondamental du système à Ne

électron en interaction coulombienne à di¤érents facteurs de remplissage � = 1
3
, � = 1

5

et � = 1
7
. Ces résultats sont illustrés dans les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3, respectivement.

Cependant, la valeur de l�énergie d�interaction coulombienne peut prendre la plus grande

amplitude pour � = 1
3
, et prendre la plus petite énergie pour � = 1

7
. Dans ce cas, et pour

un facteur de remplissage � � 1
7
on peut interpréter l�état fondamental d�électrons dans

le PBNL partiellement rempli par le fait que celui-ci n�est plus décrit par un liquide de

Laughlin, mais par un cristal de Wigner, où les électrons préfèrent s�organiser selon une

structure cristalline triangulaire. En e¤et, nos résultats sont en accord avec les résultats
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obtenus par DNE des références[52, 74], et par un calcul de Monte Carlo des énergies des

états de Hall quantiques fractionnaires développé par Ciftja[46].

La méthode de calcul analytique des énergies d�interaction coulombienne peut être

appliquée à tous les facteurs de remplissage � = 1
m
, où le nombre m est impair, ainsi que

les premiers et seconds états excités. Dans le cas général, nous irons déterminer les énergies

d�interaction coulombienne pour les phases de fermions composites de Jain à � = n
2np+1

.

Nous avons traité ensuite les excitations élémentaires en régime d�EHQF . Ce traite-

ment apporte également des structures physiques di¤érentes concentrées sur le facteur de

remplissage � = 1
3
, où il convient de noter que la théorie des FC explique le phénomène

général de la EHQF , qui donne les fonctions d�ondes des états fondamentaux précises,

ainsi que les fonctions d�ondes des quasiparticules. De nombreuses études ont comparé les

deux fonctions d�ondes de Laughlin, et de Jain pour un petit nombre d�électrons, et quel

que soit la géométrie et le type d�interaction utilisés dans ces cas. Cependant, la fonction

d�onde des FC a été jugée la meilleure[56, 57].

On note que l�énergie d�interaction d�un état de Jain 	[N�2;1;1]FC (z1; : : : ; zNe) à deux

quasiparticules est alors identique à celle des états de Laughlin 	2qpL (z1; : : : ; zN) à deux

quasiparticules et bien plus grande que celle des fermions composites 	[N�2;2]FC (z1; : : : ; zNe),

au facteur de remplissage � = 1
3
.

Notre travail nous a permis d�obtenir des expressions de la DNE pour l�énergie d�in-

teraction de Coulomb de l�EHQF dans la géométrie du disque et de la sphère aux facteurs

remplissages 1=3 et 2=5. Nous avons étudié en parallèle les modèles de Laughlin et de Jain.

À titre de comparaison, nous avons présenté dans le tableau 6.2, les caractéristiques des

énergies correspondant à � = 1
3
dans le plus bas niveau de Landau du petit nombre d�élec-

trons sur la géométrie de la sphère, ce qui fait penser que le modèle de Jain est plus stable

que le modèle de Laughlin. Puis, nous avons étudié les énergies de N � 1 quasiparticules

représentées par les fermions composites (FC) au remplissage � = 1
3
dans la géométrie du

disque, ce qui permettra de comprendre l�EHQF d�électrons comme un EHQE de ces

fermions composites. Ensuite, nous avons décrit l�EHQF dans le second niveau de Lan-

dau par l�état Pfa¢ en de Moore-Read, cette construction permet de faire apparaître de

très nombreux plateaux dans la résistance de Hall à d�autres remplissages ont été mesurés
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dans des échantillons de grande mobilité.

En�n, nous o¤rons des perspectives pour un travail futur pour l�e¤et Hall quantique.

� Nous avons montré qu�il est très di¢ cile d�augmenter la taille de notre système au-

delà de 7 particules à cause du polynôme vecteur. Il faudra alors trouver d�autres

méthodes.

� Un liquide quantique incompressible caractérisé par des corrélations fortes entre les

électrons reste encore mal compris.

� La majorité des calculs de l�EHQF est faite dans le plus bas niveau de Landau,

ainsi que les conditions d�observation de l�EHQF ne sont pas les mêmes dans le

plus bas niveau de Landau et dans le second niveau de Landau.

� Les quasiparticules des liquides quantiques à basse énergie ressemblent aux quarks

trouvés à de hautes énergies.

� On trouve l�EHQE dans le cadre de la théorie quantique des champs, et notamment

dans la théorie des cordes appliquée aux trous noirs et en cosmologie.

� La supraconductivité des métaux a également trouvé une explication dans le cadre

de l�EHQF .
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Nomenclature

Symbole Signi�cation

Background Fond ou substrat

BCS Bardeen-Cooper-Schrie¤er

DNE Diagonalisation numérique exacte

EHQE E¤et Hall quantique entier

EHQF E¤et Hall quantique fractionnaire

FC Fermions composites

HR Haldane-Rezayi

LLL Lowest Landau level

MC Monte Carlo

MR Moore-Read

NL Niveau de Landau

PBNL Plus bas niveau de Landau

qe Quasi-électron

qt Quasi-trou

SLL Second Landau level

SNL Second niveau de Landau

104



Nomenclature

Symbole Signi�cation Symbole Signi�cation
�!
A Potentiel vecteur NB =

�
�0

Nombre de quanta de �ux
�!
AL Vecteur de la jauge de Landau Ne Nombre d�électrons
�!
A s Vecteur de la jauge de symétrie n Niveau de Landau

a Opérateur d�annihilation nB =
NB
S

Densité de �ux

a+ Opérateur de création ne =
Ne
S

Densité électronique

aN =
�2

�
Accélération ( normale) p Quantité de mouvement

�!
B Vecteur induction magnétique PL Polynôme de Laughlin

b Opérateur d�annihilation PJ Polynôme de Jacobi

b+ Opérateur de création q � �e Charge de l�électron

E Champ éléctrique R Rayon du centre de l�orbitre
�!
EH Vecteur champ de Hall Rc Rayon cyclotron
�!
Fe Force électrique RH Résistance de Hall
�!
FL Force de Lorentz RNe Rayon du disque
�!
Fm Force magnétique r Position de l�électron
�!
H Vecteur champ magnétique SN Aire du système utilisé

H0 Hamiltonien d�une particule libre t Temps

Hint Hamiltonien d�intéraction UH Tension de Hall

~ Constante de Planck bV Potentiel énergétique

I Courant éléctrique �!� Vecteur vitesse de l�électron

J Densité du courant W Largueur de la plaque

L; S Moment angulaire totale Zi Coordonnées complexe de Jacobi

m Masse réelle du système zi Coordonnées complexes

� = B:S Flux total du champ magnétique z Nombre complexe

�0 =
h
e

Quantum de �ux z Complexe conjugué
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Nomenclature

Symbole Signi�cation Symbole Signi�cation
�!
� Opérateur quantité de mouvement � Conductivité
�!r Vecteur Nabla �xx Conductivité longitudinale

� Fonction d�onde d�une particule �xy Conductivité transverse


 Accélération � Temps de collision moyen

� Delta � Facteur de remplissage

" = V
Ne

Énergie d�interaction par particule � (x) Potentiel scalaire

"ee Énergie d�interaction électron-électron ' La phase

"eb Énergie d�interaction électron-substrat � Fonction arbitraire

"bb Énergie d�interaction substrat-substrat 	 Fonction d�onde de Ne

� Centre de l�orbite cyclotron 	GS Fonction détat fondamental

� Résistivité 	1qp Fonction d�une quasiparticule

�xy Résistivité longitudinale 	2qp Fonction de deux quasiparticules

�xy Résistivité transverse !c Fréquence cyclotron
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Annexe A

Méthode analytique pour le calcul

de l�énergie de l�EHQF

Pour déterminer l�interaction coulombienne Vee de 4 électrons, il faut suivre ces étapes

Transformation de Jacobi

(*=== Code 1 ===*)

n = 4 ;

H = n ;

Print[ ZH = Sum[ ziH , {i, 1, H}]]

Do[ Print[ ZH = Sum[ ziH , {i, 1, H}] - zH+1], {H, 1, n - 1}]

On obtient zi en fonction de ZH

z1 =
Z1
2
+ Z2

3
+ Z3

4
+ Z4

z2 =
� Z1
2
+ Z2

3
+ Z3

4
+ Z4

z3 =
� 2 Z2

3
+ Z3

4
+ Z4

z4 =
� 3 Z3

4
+ Z4

Le polynôme vecteur PL de Laughlin s�écrive

PL = (z1 � z2)3(z1 � z3)3(z1 � z4)3(z2 � z3)3(z2 � z4)3(z3 � z4)3

On inclut z1 ; z2 ; z3 ; z4 dans le polynôme vecteur PL, alors PJ de Jacobi s�écrive

PJ = Z
3
1(
� Z1
2
+ Z2)

3(Z1
2
+ Z2)

3(� 2Z2
3

+ Z3)
3(� Z1

2
+ Z2

3
+ Z3)

3(Z1
2
+ Z2

3
+ Z3)

3

Méthode Analytique

Ce polynôme PJ contient des coe¢ cients impairs Ci =3, 5,...
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Méthode analytique pour le calcul de l�énergie de l�EHQF

(*=== Code 2 ===*)

Clear["Global �*"]

SetDirectory[NotebookDirectory[]] ;

Module[{coe¢ , clist, inner, inlist, I1, I2, I3, I4, I5, I6, Ke, KeN},

coe¢ = Coe¢ cient[Expand[Z31(
� Z1
2
+ Z2)

3(Z1
2
+ Z2)

3(� 2Z2
3

+ Z3)
3(� Z1

2
+ Z2

3
+ Z3)

3

(Z1
2
+ Z2

3
+ Z3)

3 ,Z1, Ci] ;

clist = coe¢ /. Plus -> List ;

inner =

Inner[Times, clist /. {Z2 -> 1, Z3 -> 1}, clist, Plus] ;

inlist = inner /. Plus -> List /. {Z2 ->r22, Z3 ->r
2
3} ;

I1 = Integrate[inlist*r2r3*Exp[-38
r23
l20
], {r3,0, In�nity}, Assumptions -> (l0 > 0)] ;

I2 = Integrate[I1*Exp[-1
3

r22
l20
], {r2,0, In�nity}, Assumptions -> (l0 > 0)] ;

I3 = Integrate[I2*r4*Exp[-2
r24
l20
], {r4,0, In�nity}, Assumptions -> (l0 > 0)] ;

I4 = Plus @@ I3 ;

I5 = Integrate[r2�Ci1 *Exp[- r
2
1

4l20
], {r1,0, In�nity}, Assumptions -> (l0 > 0)] ;

I6 = Integrate[r2�Ci+11 *Exp[- r
2
1

4l20
], {r1,0, In�nity}, Assumptions -> (l0 > 0)] ;

Ke = Times[I4, I5] ;

KeN = Times[I4, I6] ;

Export["sortie0.nb", Ke, "List"] ;

Export["sortie0N.nb", KeN, "List"] ;

Print[Ke] ;

Print[KeN] ;]

Résultat de calcul

(*=== Code 3 ===*)

Clear["Global �*"]

SetDirectory[NotebookDirectory[]] ;

Module[{Ne, m, M, L1, L, S1, S1N, S2, S2N, S3, S3N, S4, S4N, S5, S5N,

S6, S6N, S7, S7N, Sumnomi, Sumdenomi, Sumglo, Prod},

S1 = Import["sortie0.nb"] ;
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Méthode analytique pour le calcul de l�énergie de l�EHQF

S1N = Import["sortie0N.nb"] ;

S2 = Import["sortie1.nb"] ;

S2N = Import["sortie1N.nb"] ;

S3 = Import["sortie2.nb"] ;

S3N = Import["sortie2N.nb"] ;

S4 = Import["sortie3.nb"] ;

S4N = Import["sortie3N.nb"] ;

S5 = Import["sortie4.nb"] ;

S5N = Import["sortie4N.nb"] ;

S6 = Import["sortie5.nb"] ;

S6N = Import["sortie5N.nb"] ;

S7 = Import["sortie6.nb"] ;

S7N = Import["sortie6N.nb"] ;

Sumnomi = Plus[S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7] ;

Sumdenomi = Plus[S1N, S2N, S3N, S4N, S5N, S6N, S7N] ;

Sumglo = Divide[Sumnomi, Sumdenomi] ;

Prod = Times[Sumglo, 3
2
e20] ;

N[Prod, 20]]

0.32764883881184447813e
2
0

l0
.
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Annexe B

Potentiel de Coulomb projeté dans

le PBNL

Dé�nition de la fonction Gamma �

� (z) =

Z
tz�1e�tdt, (B1)

et on a (pour z = m+ 1
2
), � (z) s�écrit

�

�
m+

1

2

�
=

Z 1

0

tm�
1
2 e�tdt. (B2)

Pour

z = rej� r 2 [0;1] et � 2 [0; 2�] , (B3)

et pour les coordonnées polaires, on a

dz = rdrd�, (B4)

et

jzj =
��rej��� = r. (B5)
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Potentiel de Coulomb projeté dans le PBNL

Maintenant, on calcule l�intégrale suivant�
0;m

����1r
���� 0;m� =

1

2m+1�m!

Z
c

dz jzj2m�1 e�
jzj2
2

=
1

2m+1�m!

Z 1

0

Z 2�

0

rdrd�r2m�1e�
r2

2

=
1

2m+1�m!

Z 1

0

rdrr2m�1e�
r2

2

Z 2�

0

d�

=
1

2m+1�m!

Z 1

0

drr2me�
r2

2

Z 2�

0

d�

=
1

2m+1�m!

Z 1

0

drr2me�
r2

2 (2�)

=
(2�)

2m+1�m!

Z 1

0

drr2me�
r2

2

=
1

2mm!

Z 1

0

drr2me�
r2

2 . (B6)

On suppose que

x =
r2

2
! dx = rdr ! dr =

1

r
dx, (B7)

et

r = (2x)
1
2 . (B8)

On obtient

dr = (2x)�
1
2 dx (B9)

Insérant (B7), (B8) et (B9) dans (B6), on obtient

�
0;m

����1r
���� 0;m� =

1

2mm!

Z 1

0

drr2me�
r2

2

=
1

2mm!

Z 1

0

(2x)�
1
2 dx (2x)m e�x

=
1

2mm!

Z 1

0

(2)�
1
2 2mxm�

1
2 e�xdx

=
(2)�

1
2 2m

2mm!

Z 1

0

xm�
1
2 e�xdx

=
1

(2)
1
2 m!

Z 1

0

xm�
1
2 e�xdx

=
1p
2m!

Z 1

0

xm�
1
2 e�xdx. (B10)
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Potentiel de Coulomb projeté dans le PBNL

En vertu de (B2), on a�
0;m

����1r
���� 0;m� =

1p
2m!

Z 1

0

xm�
1
2 e�xdx

=
�
�
m+ 1

2

�
p
2m!

. (B11)

(*=== Code 4 ===*)

(� Hint=
PNe

i<j=1

PL
m=0Vm

bP (m)ij �)

B[z_;m_; pp_] :=Sum[ (�1)
m

2m(m!)
(z[[i]]� z[[j]])m � Sum[Binomial[m,k] � (-1)^k

�D[pp,fz[[i]];m� kg, fz[[j]]; k}],fk; 0;mg], fi; 1; Ne� 1g; fj; i+ 1; Neg] ;

(� Potentiel de Coulomb projeté dans les PBNL �)

v[m_] :=1
2
�Gamma[m+1=2]

m!
;

vPsi[z_; pp_] := Sum[v[m] � (B[z;m; pp]); fm; 0;L + 1g];.
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In a previous work, we reported exact results of energies of the ground state in the fractional quantum Hall
effect (FQHE) regime for systems with up to Ne = 6 electrons at the filling factor ν= 1/3 by using the method of
complex polar coordinates. In this work, we display interesting computational details of the previous calculation
and extend the calculation to Ne = 7 electrons at ν = 1/3. Moreover, similar exact results are derived at the
filling ν = 1/5 for systems with up to Ne = 6 electrons. The results that we obtained by analytical calculation
are in good agreement with their analogues ones derived by the method of Monte Carlo in a precedent work.

Key words: quantum Hall effect, 2D electron gas, many-body wave function, strongly correlated system

PACS: 73.43.-f, 73.43.Cd, 71.10.Ca, 02.70.Wz

1. Introduction

The discovery of the fractional quantum Hall effect (FQHE) [1] was the beginning of a big revolution
in the field of condensed matter. Since then, new concepts of matter state have been raised such as the
incompressible quantum fluid [2], composite fermions [3–6], composite bosons [7] and anyons [8, 9], all
emanating from elegant theories with sophisticated mathematics. Nowadays, there are two world wide
accepted theories in the field of FQHE, the theory of Laughlin [2] and the theory of Jain [3–6]. The former
describes the ground state as an incompressible quantum fluid which successfully clarified the nature of
states at the filling factors ν= 1/3,1/5,1/7, . . . . The latter (theory) is built upon the concept of composite
fermions that are topological entities caricaturing the idea of electrons embracing a number (even) of
quantized vortices and gives satisfactory results regarding the ν = p/(2mp +1) states, integer m and p.
In Laughlin theory, the incompressible quantumfluid consists of strongly correlated electrons interacting
with a strongmagnetic fieldwhereas in Jain theory it consists of weakly correlated composite fermions in-
teracting with a reduced magnetic field. The aim of determining ground state energies for FQHE electron
systems has been the object of many investigations with various computational methods such as exact
diagonalization [10–14], density matrix renormalization group [15] or Monte Carlo simulations [16–18].
However, it is worth notifying that at the level of quasiparticle state, certain discrepancy is observed
between the results of [19] using spherical geometry and the results of [20] using disk geometry, while
the authors of [20] have found the reason of the discrepancy to be unclear. Also, all these methods are
numerical and one may wonder whether it is possible to perform analytical methods that would serve
as reliable comparison instruments even for small systems of electrons. The most pronounced analyt-
ical method in this line of research was given by the author of [21], where ordinary polar coordinates
(including ordinary Jacobi coordinates) are employed but technical calculational difficulties arise for sys-
tems with Ne > 4 electrons, and one can see an explicit dependence of the integrands upon the angles of
the particles (see equation (21) in [21]). This apparent difficulty can be overcome by using complex polar
coordinates, being the main contribution of [22]. By the way, it should be notified that ordinary polar
coordinates are also used in the original paper by Laughlin [2] within a Monte Carlo study. Regarding the
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work [22], we developed an analytical method based on complex polar coordinates and explicitly calcu-
lated the energies of the ground state in the FQHE regime for systems with up to six electrons at the filling
ν= 1/3. The use of polar coordinates in a complex form has been the key tool which greatly simplifies the
calculation of some complicated expressions involving integrals over many variables in [22]. The aim of
this work is to show all the necessary computational steps and details underlying the analytical method
of [22] so as to make its application possible in other areas of condensed matter physics, especially in
2D Coulomb systems such as 2D Dyson gas wherein expressions involving integrals over many variables
are encountered such as the partition function or the mean energy. Thus, we obtain new exact analytical
results concerning the energy of the ground state for systems with Ne = 7 electrons at the filling ν= 1/3,
and Ne = 5,6 electrons at the filling ν= 1/5.

The paper is organized as follows. In section 2, the theoretical background is presented. In section 3,
the electron-electron interaction energy is calculated. In section 4, the method of computation of the
electron-background interaction energy is shown. In section 5, we give the results of our calculus. Sec-
tion 6 is devoted to the conclusion.

2. Theoretical background

We consider Ne(> 2) electrons of charge (−e0) embedded in a uniform neutralizing background disk
of positive charge Ne e0 and area SNe = πR2

Ne
, RNe is the radius of the disk. We also assume that the disk

is a part of the X Y plane subjected to a strong uniform magnetic field, in the z direction, B = B ez. The
physics of the FQH fluid is then governed by a full interaction potential

V =Vee+Veb+Vbb (2.1)

with Vee,Veb and Vbb denoting the electron-electron, electron-background and the background-back-
ground interaction potentials, respectively. Their corresponding expressions are given by

Vee =
N∑

i< j

e2
0

| ri − r j |
, (2.2)

Veb =−ρ
N∑

i=1

∫
SN

d2r
e2

0

| ri − r | , (2.3)

and

Vbb = ρ2

2

∫
SN

d2r
∫

SN

d2r ′ e2
0

| r− r′ | , (2.4)

where ri (or r j ) indicate the electron vector position while r and r′ are background coordinates. SNe (B)
is the area of the disk and ρ(B) is the density of the system (the number of electrons per unit area) that
can also be defined by

ρ = ν

2πl 2
0

, (2.5)

where l0(B) = √ħc/(e0B) is the magnetic length, c is the speed of light, B is the magnetic field strength,
and ν = 1/m is the filling factor, m = 3,5, . . . . The background-background interaction potential can be
classically calculated without using the wave function of the electron system. Its value is simply deter-
mined by calculating the elementary defined integral (2.4) and is given by [21]

Vbb =
8e2

0

3π

Ne

RNe

(2.6)

with RNe =
�

2Nem l0. It remains to calculate the energies corresponding to the electron-electron and
the electron-background potentials which depend on the nature of the wave function characterizing the
system of electron.
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For a given wave functionΨ(r1,r2, . . . ,rNe ), these energies are determined using the following formu-
lae

〈Vee〉 = 〈Ψ|Vee|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 , (2.7)

〈Veb〉 = 〈Ψ|Veb|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 . (2.8)

In an explicit manner, we have

〈Ψ|Vee|Ψ〉 = Ne(Ne−1)

2

∫
d2r1 . . .d2rNe

e2
0

| r1 − r2 |
|Ψ(r1, . . . ,rNe ) |2, (2.9)

〈Ψ|Veb|Ψ〉 =−ρNe

∫
d2r1 . . .d2rNe |Ψ(r1, . . . ,rNe ) |2

∫
SNe

d2r
e2

0

| r1 − r | , (2.10)

〈Ψ|Ψ〉 =
∫

d2r1 . . .d2rNe |Ψ(r1, . . . ,rNe ) |2 (2.11)

with ([23, 24]) ∫
SNe

d2r
1

| r1 − r | = 2πRNe

∞∫
0

dq

q
J1(q)J0

(
q

RN
r1

)
, (2.12)

where Jn(x) are n-th order Bessel functions.
However, as shown in [22], the best way of making numerous simplifications in subsequent calcula-

tions amounts to replacing real polar coordinates by complex polar coordinates. Thus, let us apply the
change rk −→ zk = (xk + iyk = rk e iϕk )k=1,...,N to localize the electrons.

3. The 〈Vee〉 calculation
Now, for a demonstrative calculation, we will focus on the case of Ne = 4 electrons and m = 3. Let Ψ

be the wave function of Laughlin for Ne = 4 electrons and m = 3

Ψ(4) = P (4) exp

(
−∑

k

| zk |2
4l 2

0

)
, (3.1)

where P (4) is the Jastrow part of the wave function that is given by

P (4) = (z1 − z2)3(z1 − z3)3(z1 − z4)3(z2 − z3)3(z2 − z4)3(z3 − z4)3. (3.2)

In complex coordinates, the expressions of equation (2.9) and equation (2.11) transform into

〈Ψ|Vee|Ψ〉 = Ne(Ne−1)

2

∫
d2z1 . . .d2zNe

e2
0

| z1 − z2 |
|Ψ(z1, . . . , zNe ) |2, (3.3)

〈Ψ|Ψ〉 =
∫

d2z1 . . .d2zNe |Ψ(z1, . . . , zNe ) |2 . (3.4)

Now, we should perform a Jacobi transformation with complex coordinates instead of real coordinates
[22] so as to get rid of the term | z1−z2 | in the denominator of the integrand of the expression (3.3), which
is done using the following:

Z1 = z1 − z2, (3.5)

Z2 = z1

2
+ z2

2
− z3, (3.6)

Z3 = z1

3
+ z2

3
+ z3

3
− z4, (3.7)

Z4 = z1

4
+ z2

4
+ z3

4
+ z4

4
. (3.8)
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Then, the inter-particle coordinates (zi − z j ) can be written in terms of Jacobi coordinates as follows:

z1 − z2 = Z1, (3.9)

z1 − z3 = Z2 + Z1

2
, (3.10)

z1 − z4 = Z3 + Z2

3
+ Z1

2
, (3.11)

z2 − z3 = Z2 − Z1

2
, (3.12)

z2 − z4 = Z3 + Z2

3
− Z1

2
, (3.13)

z3 − z4 = Z3 −2
Z2

3
. (3.14)

Now, to write P (4) in terms of the Zi Jacobi coordinates, we just recast (3.14) into (3.2), then there holds
the polynomial

PJ (4) = Z 3
1

(
Z2 + Z1

2

)3 (
Z3 + Z2

3
+ Z1

2

)3 (
Z3 + Z2

3
+ Z1

2

)3 (
Z2 − Z1

2

)3 (
Z3 + Z2

3
− Z1

2

)3 (
Z3 −2

Z2

3

)3

. (3.15)

Similarly, the wave function becomes

ΨJ = PJ (4)exp

(
−|Z1|2

8l 2
0

− |Z2|2
6l 2

0

− 3|Z3|2
16l 2

0

− |Z4|2
l 2

0

)
. (3.16)

It is possible to develop (3.15) in terms of Z n
1 , where n belongs to the set {3,5, . . . ,15} for the case of Ne = 4

electrons, thus we have

PJ (4) =
15∑

n=3
Cn(Z2, Z3) Z n

1 , (3.17)

where Cn are functions of the only variables Z2 and Z3 that can be extracted from (3.15) by the use of

Cn(Z2, Z3) = 1

πΓ(1+n)

15∑
m=3

Cm(Z2, Z3)
∫

d2Z1 Z m
1 Z̄1

n
e−Z1 Z̄1 , (3.18)

wherein the integration is determined with the help of the key rule [25]∫
d2Z Z m Z̄ n e−Z Z̄ =πδmn Γ(1+n). (3.19)

In computing | Ψ(Z1, . . . , Z3) |2, we will encounter the expression PJ (4)P̄ J (4), where P̄ J is the complex
conjugate of PJ , by requiring to satisfy the rule (3.19), there only remain the terms with the same power
in Zi and Z̄i . Thus, the integrand of equation (3.3) has no dependence on the angles. This independence
upon the angles is the key tool that greatly facilitates the exact calculation of complicated expressions
involving integrals over many variables (see the work [22]). This is the most prominent advantage of the
method of complex coordinates. For instance, the integral (3.3) can be reduced to a simple form

〈Ψ|Vee|Ψ〉 = e2
0

Ne(Ne−1)

2

15∑
n=3

Fn

∫
d2Z1(Z1 Z̄1)n− 1

2 exp

(
−|Z1|2

4l 2
0

)
(3.20)

with the factor Fn given by

Fn =
∫

d2Z2d2Z3d2Z4CnC̄n exp

(
−|Z2|2

3l 2
0

− 3|Z3|2
8l 2

0

− 2|Z4|2
l 2

0

)
. (3.21)

Similarly, the norm 〈Ψ|Ψ〉 is of the form

〈Ψ|Ψ〉 =
15∑

n=3
Fn

∫
d2Z1(Z1 Z̄1)n exp

(
−|Z1|2

4l 2
0

)
. (3.22)
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Now, dividing (3.20) by (3.22), we get the (e-e) interaction energy for a system with Ne = 4 electrons,

Eee = 1.310596(e2
0/l0),

which coincides with an analogous result in [21].

4. The 〈Veb〉 calculation
In the case of 〈Veb〉 calculation, there is no need to use Jacobi coordinates, it suffices to work with the

polynomial P (4) of equation (3.3) directly. So, let us expand P (4) in powers of z1, that is

P (4) =
9∑

n=0
Cn(z2, z3, z4) zn

1 , (4.1)

where n = 0 (n = 9) denotes the minimum (maximum) power in z1, the wave function is, therefore,
written as follows:

Ψ= P (4)exp

(
−|z1|2

2l 2
0

− |z2|2
2l 2

0

− |z3|2
2l 2

0

− |z4|2
2l 2

0

)
. (4.2)

Furthermore, it is possible to write 〈Ψ|Veb|Ψ〉 like

〈Ψ|Veb|Ψ〉 = −2N 2
e

Re

9∑
n=0

G (n)
∫

Dp z CnC̄n exp

(
−|z2|2

2l 2
0

− |z3|2
2l 2

0

− |z4|2
2l 2

0

)
(4.3)

with Dp z = d2z2d2z3d2z4,

G (n) =
∫

dr1

∫
dq

q
J1(q)J0

(
q

RNe

r1

)
r 2n+1

1 exp

(
− r 2

1

2l 2
0

)
, (4.4)

and |zi | = ri . One can verify that [26]

G (n) = (
2l 2

0

)n+1
(

1

4

)
MeijerG

[{
{1}, {1}

}
,
{
{1/2,n +1}, {−1/2}

}
, Nem

]
. (4.5)

In the present demonstrative calculation, Ne = 4 and m = 3. MeijerG is the Meijer G function [26]. The
expression of the Meijer G function in (4.5) can also be written as

MeijerG
[{

{1}, {1}
}
,
{
{1/2,n +1}, {−1/2}

}
, Nem

]=G21
23

(
Ne m

∣∣∣1,1

1
2 ,n+1,− 1

2

)
.

As concerns the norm 〈Ψ|Ψ〉, in the z-coordinates, it will take the following form

〈Ψ|Ψ〉 =
9∑

n=0

∫
Dp z CnC̄n exp

(
−|z2|2

2l 2
0

− |z3|2
2l 2

0

− |z4|2
2l 2

0

)∫
d2z1(z1 z̄1)n exp

(
−|z1|2

2l 2
0

)
. (4.6)

As in the case of Vee calculation, the electron-background interaction energy is determined using

Eeb = 〈Ψ|Veb|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 , (4.7)

which gives the value Eeb =−5.638272(e2
0/l0) as in the work [21]. The dependence in angles is simplified

when dividing the quantity 〈Ψ|Veb|Ψ〉 by 〈Ψ|Ψ〉. This is because the result of the integration upon the
angle variables is the same for both quantities and is equal to (2π)4.
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5. Results and discussion

In this paragraph, we present our results concerning the ground state energy for systems with up to
Ne = 7 electrons at the filling ν= 1/3 and Ne = 6 electrons at the filling ν= 1/5. We also make a compar-
ison with other works such as [17, 21, 27]. Our analysis is summarized in the tables blow. It should be
notified that for Ne = 4 electrons, the authors in [17] and with Monte Carlo calculations, have derived for
the energy of the ground state the value −1.55536e2

0/l0 at the filling ν= 1/3 and the value −1.28636e2
0/l0

at the filling ν= 1/5, which well agree with the values we derived by the exact analytical calculation, see
table 1 and table 2. Table 3 allows us to compare our results concerning the (e-b) and (e-e) interaction
energies with those derived in [27] at the filling ν= 1/5.

In tables 1 and 2, our results regarding the energy of the ground state are given in the fifth column
whereas in the sixth column there are given those of [21] and [27], respectively. At this point, it should be
emphasized that in table 1, table 2 and table 3, the comparison is carried out between analytical methods
depending on whether ordinary or complex polar coordinates are used. Moreover, this presentation of
tables allows one to clearly show the advantage of using polar coordinates in the complex form.

Table 1. Ground-state energy E = Eee+Eeb+Ebb (in units of e2
0/l0) obtained in the Laughlin state at the

filling ν = 1/3 for systems with up to Ne = 7 electrons. The results EA are the values of the ground state
energy obtained also by an exact analytical calculation in [21] at the filling ν= 1/3.

Ne Ebb Eeb Eee E EA

2 0.98014 −2.02115 0.276946 −0.764064 −0.764064
3 1.800633 −3.679464 0.719316 −1.159515 −1.159515
4 2.772256 −5.638272 1.310596 −1.55542 −1.55542
5 3.874345 −7.856335 2.030715 −1.951275 ———
6 5.092956 −10.306452 2.864394 −2.349102 ———
7 6.417859 −12.968494 3.802267 −2.748368 ———

Table 2. Ground-state energy E = Eee+Eeb+Ebb (in units of e2
0/l0) obtained in the Laughlin state at the

filling ν = 1/5 for systems with up to Ne = 6 electrons. The results EA are the values of the ground state
energy obtained also by an exact analytical calculation in [27] at the filling ν= 1/5.

Ne Ebb Eeb Eee E EA

3 1.394763 −2.911356 0.554745 −0.961848 −0.961848
4 2.14738 −4.4429 1.009184 −1.286336 −1.286312
5 3.001055 −6.17325 1.566615 −1.60558 ———
6 3.944988 −8.082144 2.209278 −1.927878 ———

Table 3. The electron-electron (e-e) and electron-background (e-b) interaction energies are given (in units
of e2

0/l0) at the filling ν= 1/5, namely Eee and Eeb. Analogous results that we designate by EeeA and EebA,
are derived in [27] at the filling ν= 1/5.

Ne Eeb EebA Eee EeeA

3 −2.911356 −2.911356 0.554745 0.554745
4 −4.4429 −4.442876 1.009184 1.009184
5 −6.17325 ——— 1.566615 ——–
6 −8.082144 ——— 2.209278 ——–
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Figure 1. (Color online) Exact analytical results for the ground state energy E using the method of com-
plex polar coordinates in disk geometry for the Laughlin state at ν = 1/5. The ground state energy E is
plotted as a function of 1/Ne for systems with Ne = 3,4,5 and 6 electrons. The stars represent our result,
the disks are the results derived in [17] using the method of Monte Carlo. Energies are in units of e2

0/l0.

In figure 1, we can see that the results derived by the present exact analytical calculation at the filling
ν= 1/5 compare well with the results of [17] obtained using the method of Monte Carlo.

6. Concluding remarks

In this work we have exposed all the necessary steps that permit to make an analytic computation
of the energies of the ground state for FQHE systems of electrons at ν = 1/m, m odd. The electron-
electron and electron-background interaction energies are calculated separately. The results we derived
are in perfect accordance with previous calculations such as the exact analytical calculation of [21, 27]
or Monte Carlo simulations of [17]. In a broader view, the method of complex polar coordinates de-
scribed in [22] may be useful and efficient in analytically calculating the ground state or excited state
energies for various quantum Hall systems of electrons with filling factors other than ν = 1/m, m odd,
such as (ν= 2/5,3/7, . . .). We expect that the method of complex polar coordinates has some relevance to
2D Coulomb systems. For instance, it can be seen, for 2D Dyson gas, that the method of complex coordi-
nates may be useful and practical in analytically evaluating, withmany simplifications, the key quantities
such as the partition function or the mean energy. The issue of finding links for the approach described
in [22] with other areas of condensed matter physics remains to be extensively investigated. The calcu-
lation can be extended to larger systems with Ne > 7 electrons depending on the performance of the
machine. This will make it possible to derive exact analytical bulk regime values for key quantities, such
as various interaction energies. A part of the code [28] of the electron-electron interaction energy com-
putation Vee is given in the Appendix.
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Appendix

* Part of the code of the Vee calculation in MATHEMATICA SOFTWARE (Ne=4 electrons)*

PartialVee=Block[{PolyJaco, CoefPoly, CoefPolyMin, PolyExpand, RePoly, CoefPolyList, Clist,
Inner1, Inlist, I1, I2, I3,Vee },
PolyJaco=Z[1]^3(-Z[1]/2 + Z[2])^3(Z[1]/2 + Z[2])^3(-2 Z[2]/3 + Z[3])^3

(-Z[1]/2 + Z[2]/2 + Z[3])^3(Z[1]/2 + Z[2]/2 + Z[3])^3;
CoefPoly=Exponent[PolyJaco, Z[1]];
CoefPolyMin=Exponent[PolyJaco,Z[1],Min];
PolyExpand=Expand[PolyJaco];
RePoly=Flatten[Table[Coefficient[PolyExpand,Z[1],i],{i,CoefPolyMin,CoefPoly,2}]];
CoefPolyList=Plus@@RePoly;
Clist=CoefPolyList/.Plus->List;
Inner1=Inner[Times,Clist/.{Z[2]-> 1, Z[3]-> 1},Clist,Plus];
Inlist=Inner1/.Plus->List/.{Z[2]-> r[2]^2, Z[3]-> r[3]^2};
I1 = Integrate[Inlist*r[2]*r[3]*Exp[-(3 r[3]^2/(8l[0]^2))],

{r[3],0,Infinity}, Assumptions -> (l[0]>0)];
I2 = Integrate[I1*Exp[-(r[2]^2/(3l[0]^2))],{r[2],0,Infinity},

Assumptions -> (l[0]>0)];
I3 = Integrate[I2*r[4]*Exp[-(2 r[4]^2/(l[0]^2))],{r[4],0,Infinity},

Assumptions -> (l[0]>0)];
Vee = Reverse[Plus @@ I3 /. Plus -> List]]]
PartialVee
{1688579923968000 l[0]^36, 3170189352960 l[0]^32,
3024980640 l[0]28, 2095200 l[0]^24, 122715/128 l[0]^20,
189/1024 l[0]^16), 3/262144 l[0]^12}
II[i_] := Integrate[r[1]^(2i)*Exp[(-r[1]^2)/(4l[0]^2)], {r[1], 0,

Infinity}, Assumptions -> l[0] > 0)];
JJ[i_] := Integrate[r[1]^(2i+1)*Exp[(-r[1]^2)/(4l[0]^2)], {r[1], 0,

Infinity}, Assumptions -> l[0] > 0)];
list1 = Flatten[Table[II[i], {i, 3, 15, 2}]];
list2 = Flatten[Table[JJ[i], {i, 3, 15, 2}]];
num = Inner[Times, PartialVee, list1, Plus];
denom = Inner[Times, PartialVee, list2, Plus];
FullVee = Divide[num, denom];
Eee = N[Times[FullVee, (12/2) e[0]^2], 6];
Eee
1.310596 e[0]^2 / l[0]
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Метод розрахунку енергiй у режимi дробового квантового
ефекта Холла

M.A. Аммар1, З. Бенталха2, С. Бехечi2
1 Вiддiлення охорони довкiлля, Унiверситет м. Медеа, 26000 Медеа, Алжир
2 Лабораторiя теоретичної фiзики, Унiверситет м. Тлемсен, B.P. 230, 13000 Тлемсен, Алжир

У попереднiй роботi ми отримали точнi результати для енергiй основного стану у режимi дробового кван-
тового ефекта Холла (FQHE) для систем з Ne = 6 електронiв включно при коефiцiєнтi заповнення ν= 1/3,
використавши метод комплексних полярних координат. В цiй роботi ми представляємо цiкавi обчислю-
вальнi деталi попереднiх розрахункiв i розширюємо нашi обчислення до Ne = 7 електронiв при ν= 1/3.
Крiм того, отримано подiбнi точнi результати при заповненнi ν = 1/5 для систем з Ne = 6 електронiв
включно. Отриманi результати за допомогою аналiтичних обчислювань добре узгоджуються з їхнiми
аналогами, отриманими методом Монте Карло в данiй роботi.

Ключовi слова: квантовий ефект Холла, 2D електронний газ, багаточастинкова хвильова функцiя,
сильно скорельована система
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 ملخص

 .عالسي ــفي مجال ذو بعدين و بوجود حقل مغناطيدراسة خصائص غاز إلكتروني  في مساھمة ھي الأطروحة ھذه
و ستھا بالكامل في الحالتين الأساسية والمثارة اتم درقد  يـفي مجال ذو بعدين و بوجود حقل مغناطيسغاز التفاعلات بين إلكترونات 

الثانية تتمثل الطريقة التحليلية و ھي، الأولى وتين مختلفتينطريقسوف نستعمل لذلك  .لكسريي اـمفعول ھول الكممصدر التي تعتبر 
 تم وقد .2/5 و 1/7 ،1/5 ،1/3 في عوامل ملء وذلك إلكترونات ةيحتوي على عدام لإيجاد طاقـــات نظــ الطريقة القطرية الدقيقةفي 
 ي لقرصــفي الشــكل الھندسـ еΝ لعدد من الإلكترونات ل ھول الكمي الكسريمفعوالأساسية والمثارة لنظــــام  حالاتال طاقة تناول
الشحنات الجزئية التي تشغل  .ترا النظام ترتكز على محدد سلاذھ ـةـــة موجـشكل دالــأثبتا أن والتـي منھا . وجين لينفلو من كلا

 الظروف إلى أقرب .التحليليــة الطريقةه الطاقات بذھ، حيث يتم الحصول على كولومب تفاعل وفق تتفاعل للوندوالمستوى الأدنى 
شحنتين ي يعمل على تفكيك تفاعل كل ذالو ،عوامل شبه كمون ھالدن على المدى قصير بكولوم تفاعل تحليل باستخدام و التجريبية،
 للوندوالمستوى الأدنى  يف تم الحصول عليه ، و الذيmV الزخم الزاوي النسبي اتسقاطات على قطاعمجموع الإ إلى r(V(جزئيتين 

في  المركبة والفارميونـــات لوفليـن من لكل الإلكترونات لعدد بالنسبة الطـاقة بدراســة قمـنافي الأخير . الدقيقـــة القطرية الطريقةب
. الصحيـــح الكمي ھــول مفعول و الكسري الكمي ھول مفعول بين الحاصل التوافق و 1/3ملء ـاملع في ـةأنظمـ لعدة المثارة ھاحالات
  .للوندو الثاني مستوىال في 5/2 حالةال لوصف ريد -مورل  "بفافين"موجة  ناثم قدم
مفعول  ،تفاعل كولومب شبه كمون ھالدن، الإسقاط، نموذج ،الدقيقة القطرية طريقةالطريقة التحليلية، ال :ةـــــــات المفتاحيــــــالكلم

 حالة ،نظام مترابط بشدة ،دالة موجة الإلكترونات ،لشكل الھندسي لقرصا ،ال ذو بعدينفي مجغاز إلكتروني  ،الكسري ھول الكمي
 .ريد -مورلبفافين 

Résumé 
Cette thèse est une contribution à l'étude des propriétés d'un gaz électronique bidimensionnel 

soumis à un champ magnétique très intense. Les effets des interactions entre les électrons du gaz 
bidimensionnel en présence d'un champ magnétique, ont été complètement étudiés dans l'état 
fondamental et l'état excité, ils sont à l'origine de l'effet Hall quantique fractionnaire (EHQF). Nous 
considérons deux approches différentes, la première est la méthode analytique et la seconde consiste 
en la diagonalisation numérique exacte pour obtenir les énergies d'un système de plusieurs électrons à 
des facteurs de remplissages 1/3, 1/5, 1/7 et 2/5. L'énergie des états fondamental et excité de l'EHQF 
de Ne électrons dans la géométrie du disque ont été abordées par Laughlin et Jain. Ils ont montré que la 
forme de la fonction d'onde de ce système est exprimée en termes de déterminant de Slater. Les 
charges fractionnaires occupant le plus bas niveau de Landau (PBNL) interagissent via l'interaction de 
Coulomb, où ces énergies sont obtenues par la méthode analytique. Plus proche des conditions 
expérimentales, en utilisant la décomposition de l’interaction de Coulomb de courte portée sur les 
pseudopotentiels de Haldane, où elle décompose toute interaction de deux charges fractionnaires V(r) 
en une somme de projections sur les secteurs de moments angulaires relatifs Vm, que l’on a déterminé 
dans le PBNL obtenu par diagonalisation numérique exacte. Enfin, nous avons étudié l'énergie 
d'interaction par particule de la fonction d'onde de Laughlin et celle des fermions composites (FC) 
excités de plusieurs systèmes à υ = 1/3 et la correspondance entre l'EHQF et l'effet Hall quantique 
entier (EHQE). Puis, nous avons introduit la fonction d'onde "Pfaffien" de Moore-Read pour décrire 
l'état 5/2 dans le second niveau de Landau (SNL). 
Mots Clés: Méthode analytique, diagonalisation numérique exacte, modèle de la projection, 
pseudopotentiel de Haldane, interaction coulombienne, effet Hall quantique fractionnaire, gaz 
électronique bidimensionnel, géométrie du disque, fonction d'onde, système fortement corrélé, état 
Pfaffien de Moore-Read. 

Abstract  
This thesis is a contribution to the study of the properties for two-dimensional electrons 

subjected to a strong magnetic field. The effects of the interactions between the electrons of two-
dimensional gas were completely studied in the ground and excited states, they are at the origin of the 
fractional quantum Hall effect (FQHE). Let us consider, the first is the analytical method and the 
second consists of the exact numerical diagonalization to obtain the energies of the systems of several 
electrons with the fillings factors 1/3, 1/5, 1/7 and 2/5. The energy of the ground and excited states of 
the FQHE of Ne electrons in the disk geometry were resolved by Laughlin and Jain. They showed that 
the form of the wave function of this system expressed in terms of Slater determinants. The fractional 
charge in the lowest Landau level (LLL) interacting via the Coulomb interaction, where its energies are 
obtained by the analytical method. More near to the experimental conditions, by using the 
decomposition of the Coulomb interaction of the short-range on the Haldane pseudopotentials, where 
they decompose any interaction V(r) with two fractional charge into a sum of its projections Vm on the 
sectors of  relative angular momenta, which is to be solved in the LLL obtained by exact numerical 
diagonalisation.  Finally, we studied the interaction energy per particle of the Laughlin wave function 
and that of the excited composite fermions (CF) for several systems at υ = 1/3  and the correspondence 
between the FQHE and the IQHE. Then we introduced the Moore-Read "Pfaffian" wave function to 
describe the 5/2 state in the second Landau level (SLL). 
Keywords: Analytical method, exact numerical diagonalization, projection model, Haldane 
pseudopotential, Coulomb interaction, fractional quantum Hall effect, two-dimensional electronic gas, 
disk geometry, wave function, strongly correlated system, Moore-Read Pfaffian state.   
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