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Résumé

Cette thése est consacrée a ’étude du phénoméne de Newhouse et des bi-
furcations en dynamique holomorphe & plusieurs variables. Elle comporte trois
Théorémes principaux.

Le premier de ces trois résultats est un Gap Lemma complexe. En dynamique
réelle, le Gap Lemma de Newhouse donne un critére sur le produit des épaisseurs
de deux ensembles de Cantor dynamiques pour prouver que leur intersection est
non vide. On en donne une généralisation partielle au cas des ensembles de Can-
tor dynamiques dans C. Plus précisément, on introduit une notion d’épaisseur
pour un ensemble de Cantor dynamique planaire et on fournit un critére sur le
produit de deux épaisseurs afin d’obtenir une intersection entre deux ensembles
de Cantor dynamiques. On montre également que I’épaisseur est une quantité
qui varie continiiment, ce qui permet d’obtenir des intersections persistantes
d’ensembles de Cantor dynamiques.

Le second Théoréme de cette thése démontre ’existence du phénoméne de
Newhouse dans I’espace des automorphismes polynomiaux de degré d pour n’im-
porte quel degré d > 2 dans C>. Au contraire de la situation dans C?, le degré
est ici connu et optimal. Le point clef de la preuve est 'introduction dans le
domaine complexe d’un outil issu de la dynamique réelle : le blender de Bonatti
et Diaz. On formalise le concept de blender complexe et on donne un automor-
phisme polynomial de C? de degré 2 possédant un blender. Puis, on I’utilise afin
de construire successivement des tangences persistantes et des sous-ensembles
résiduels d’automorphismes ayant une infinité de puits.

Enfin, le dernier résultat porte sur les bifurcations d’endomorphismes holo-
morphes de P?(C) trés particuliers, appelés exemples de Lattés, semi-conjugués
& une application affine sur un tore. Dujardin a conjecturé que ces derniers
étaient accumulés par des ouverts de bifurcations. On montre que tout exemple
de Lattés de degré suffisamment élevé est accumulé par de telles bifurcations
robustes. Ceci implique en particulier que tout exemple de Lattés posséde un
itéré dans I’adhérence de 'intérieur du lieu de bifurcation. La démonstration est
basée sur ’obtention d’intersections persistantes entre ’ensemble postcritique et
un ensemble hyperbolique répulsif contenu dans ’ensemble de Julia. La preuve
est divisée en deux parties : on donne tout d’abord un toy-model qui permet
d’obtenir des intersections persistantes entre ’ensemble limite d’un certain type
d’TFS, appelé IFS correcteur, et une courbe. Ensuite, dans un second temps, on
perturbe 'exemple de Lattés pour créer simultanément un IFS correcteur dans
I’ensemble de Julia et une courbe bien orientée dans I’ensemble postcritique.

Mots clef : phénoméne de Newhouse, bifurcations, stabilité, intersections persis-
tantes, tangences persistantes, ensemble de Cantor dynamique, blender, mélan-
geur, Gap Lemma, épaisseur, automorphisme polynomial de C*, endomorphisme
holomorphe de P*(C), exemple de Lattés



Abstract

In this PhD thesis, we study Newhouse’s phenomenon and bifurcations in
the context of dynamics in several complex variables. We prove three main
Theorems.

The first one is a complex Gap Lemma. In real dynamics, Newhouse’s Gap
Lemma gives a criterion on the product of the thicknesses of two dynamical
Cantor sets K and L to show that K N L is not empty. We show a partial
generalization of this result for dynamical Cantor sets in C. A relevant notion
of thickness in this case is defined and we give some criterion on the product
of two thicknesses to show that two dynamical Cantor sets in C must intersect.
We also show that the thickness varies continuously, which generates persistent
intersections of dynamical Cantor sets.

In the second Theorem, we show that there exists a polynomial automor-
phism f of C? of degree 2 such that for every automorphism ¢ sufficiently close
to f, g admits a tangency between the stable and unstable laminations of some
hyperbolic set. As a consequence, for each d > 2, there exists an open set of
polynomial automorphisms of degree at most d in which the automorphisms
having infinitely many sinks are dense. In contrary to the case of C?, the degree
is known. To prove these results, we give a complex analogous to the notion
of blender introduced by Bonatti and Diaz. In particular, we use a blender to
produce robust tangencies.

In the third and last result, we study the phenomenon of robust bifurcations
in the space of holomorphic maps of P?(C). We prove that any Lattés example
of sufficiently high degree belongs to the closure of the interior of the bifurca-
tion locus. This gives a partial answer to a conjecture of Dujardin. In particular,
every Lattés map has an iterate with this property. To show this, we design a
method creating robust intersections between the limit set of a particular type
of iterated functions system in C2? with a well-oriented complex curve. Then we
show that any Lattés map of sufficiently high degree can be perturbed so that
the perturbed map exhibits this geometry.

Keywords : Newhouse’s phenomenon, bifurcations, stability, robust intersec-
tions, robust tangencies, dynamical Cantor set, blender, Gap Lemma, thickness,
polynomial automorphism of C¥, holomorphic endomorphism of P*(C), Lattés
examples
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Cette these est consacrée a 1’étude du phénomeéne de Newhouse
et des bifurcations en dynamique holomorphe a plusieurs variables.
Elle comporte huit chapitres.

Le premier chapitre est composé d’une introduction historique et
d’une présentation des principaux résultats obtenus.

Dans le deuxiéme chapitre, on fait des rappels sur le phénoméne
de Newhouse en dimension 2 (en dynamique réelle et complexe) : on
présente tout d’abord le résultat originel de Newhouse et on décrit
sa preuve. On expose également en détail I'extension au domaine
complexe du Théoréme de Newhouse par Buzzard et sa méthode.

Dans le troisiéme chapitre, on prouve un Gap Lemma complexe.
Plus précisément, on introduit une notion d’épaisseur pour un en-
semble de Cantor dynamique planaire et on fournit un critére sur
le produit de deux épaisseurs afin d’obtenir une intersection entre
deux ensembles de Cantor dynamiques.

Dans le chapitre 4, on rappelle des résultats sur le phénomeéne de
Newhouse dans R3, principalement par le biais de deux méthodes,
celle de Palis-Viana, et celle de Bonatti-Diaz. La seconde utilise
un outil important pour la suite, le blender, dont on présente les
principales idées.

Le chapitre 5 est consacré a un second résultat. Celui-ci démontre
I’existence du phénoméne de Newhouse dans 'espace des automor-
phismes polynomiaux de degré d pour n’importe quel degré d > 2
dans C®. La notion centrale de la preuve est un blender complexe.
Ce chapitre est essentiellement une reproduction de l'article [10].

Dans le chapitre 6, on fait des rappels sur les notions de stabilité
et de bifurcations en dimension 1. Puis, on décrit deux extensions en
dimension 2. La premiére est due a Dujardin et Lyubich et concerne
les automorphismes polynomiaux de C2. La seconde est la Théorie de
Berteloot-Bianchi-Dupont sur les notions de stabilité et de bifurca-
tions pour des endomorphismes holomorphes. On expose comment
des travaux en ont déduit dans différents contextes 'existence de
bifurcations robustes.

Dans le chapitre 7, on fait des rappels sur les exemples de Latteés,
en dimension 1 et 2, qui seront utiles dans le dernier chapitre.

Le chapitre 8 contient un troisiéme résultat qui montre 1’existence
d’ouverts de bifurcations qui s’accumulent prés de chaque exemple
de Lattes de degré suffisamment élevé. En particulier, tout exemple
de Lattes posséde un itéré accumulé par des bifurcations robustes.
Ce chapitre provient de l'article [9].

iv



Introduction

1.1 Contexte historique

Cette thése est consacrée a 1’étude du phénomeéne de Newhouse et plus
généralement des bifurcations en dynamique holomorphe & plusieurs variables.
D’un point de vue général, en dynamique, une dichotomie fondamentale appa-
rait entre des paramétres de stabilité, ou la dynamique reste qualitativement
la méme aprés perturbation, et des paramétres de bifurcation, ot des change-
ments drastiques ont lieu. L’objectif de cette thése est de prouver I'existence
dans différents contextes d’ouverts de parameétres de bifurcation.

1.1.1 Phénoméne de Newhouse

Un C!-diffeomorphime f d’une variété lisse M est C-structurellement stable
si pour tout difféomorphisme f’ suffisamment proche de f en topologie C*, il
existe un homéomorphisme h de M tel que foh = hof’. Si f est structurellement
stable, la dynamique reste la méme aprés perturbation. Une importante classe
d’applications est la suivante, introduite par Smale dans les années 1960 :

Définition. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On dit que
f satisfait I’Aziome A de Smale si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble non-errant Q(f) de f est un ensemble hyperbolique pour f

2. Les points périodiques de [ sont denses dans Q(f)

On peut montrer que sous une hypothése supplémentaire (la condition de
transversalité forte), les applications satisfaisant ’Axiome A vérifient la pro-
priété de stabilité structurelle (on peut se référer a [11] ou au chapitre 2 pour
plus de précisions). De plus, elles possédent la propriété remarquable que leur
dynamique est bien comprise, tout en étant le plus souvent chaotique. Dans
les premiéres années de la Théorie, ’opinion courante était que cette propriété
était dense dans de trés larges classes de systémes dynamiques. L’idée était
alors séduisante : la dynamique serait ainsi comprise pour des sous-ensembles
denses d’applications.

Malheureusement (ou heureusement selon le point de vue !), cette conjecture
a vite été réfutée. Dans le cadre C, un article d’Abraham et Smale ([1]) I'a
montré pour des variétés réelles de dimension 4 (on peut se référer au chapitre
2). Il a été par ailleurs été généralisé par Simon en dimension 3 ([62]).



INTRODUCTION

Restait le cas des difféomorphismes d’une surface réelle. C’est dans les an-
nées 1970 que la densité de ’Axiome A a été aussi réfutée avec les travaux
de Newhouse. Dans ceux-ci, la configuration dynamique suivante joue un roéle
crucial :

Définition. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On dit que f
a une tangence hétérocline si f posséde deux points périodiques p et q tels qu’il
existe un point d’intersection non transverse entre W*(p) et W*(q). On dit que
f a une tangence homocline si f posséde un point périodique p tel qu’il existe
un point d’intersection non transverse entre W*(p) et W*(p).

Newhouse construit de telles tangences qui ont la propriété d’étre robustes.
Ces tangences sont associées non pas a un seul point périodique mais a un cer-
tain ensemble hyperbolique. Il s’avére que ceci implique également ’existence
d’ensembles résiduels d’applications ayant une infinité de points périodiques
attractifs (puits). Depuis lors, on appelle phénomeéne de Newhouse la concomit-
tance de ces deux phénomeénes dynamiques.

Théoréme (Newhouse [49, 50]). Soit M une surface réelle compacte. Il
existe un ensemble ouvert non vide U de C?-difféomorphismes qui ont des tan-
gences homoclines persistantes dans le sens suivant : tout difféomorphisme f
dans U posséde une tangence hétérocline entre les laminations stable et instable
d’un certain ensemble hyperbolique, et il existe un sous-ensemble dense de U de
difféomorphismes ayant une tangence homocline associée & un point périodique.
De plus, il existe un sous-ensemble résiduel de U de difféomorphismes ayant une
infinité de puits.

Pour prouver ce résultat majeur, on considére un difféeomorphisme qui a un
certain ensemble hyperbolique H. Celui-ci posséde une lamination stable Fy et
une lamination instable F,. Toutes les deux peuvent étre étendues en un feuil-
letage et il existe une courbe de tangence ou les deux feuilletages s’intersectent
non transversalement. Les deux laminations intersectent cette courbe en deux
ensembles de Cantor dynamiques K et L. Un point d’intersection entre les deux
ensembles de Cantor dynamiques K et L correspond donc a une tangence en-
tre les deux laminations. S’il est possible de choisir K et L de telle sorte que
I'intersection persiste pour un ouvert de difféomorphismes, on obtient donc des
tangences hétéroclines persistantes.

Pour obtenir de telles intersections persistantes, on utilise le résultat suiv-
ant, appelé Gap Lemma. Celui-ci fait intervenir la notion d’épaisseur. C’est un
quotient de deux quantités. Le numérateur mesure la taille des intervalles qui
définissent I'ensemble de Cantor dynamique & une certaine étape. Le dénomi-
nateur mesure la longueur de 1’espace entre ces intervalles.

Définition. Pour un ensemble de Cantor dynamique K C R un trou de K est
une composante conneze de R — K. FEtant donné un trou I, on note t(I) = %
ot U est le plus petit intervalle qui relie I a un trou égal ou plus grand que 1.
On note : t(K) = inf t(I) Uépaisseur de l’ensemble de Cantor dynamique K, ot

Uinfimum est pris sur l’ensemble des trous I de K.

La bonne quantité a considérer est alors le produit des deux épaisseurs :
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Théoréme (Newhouse Gap Lemma [49]). Si K et L sont deux ensembles
de Cantor dynamiques tels que : t(K)t(L) > 1, alors ou bien K est inclus dans
un trou de L ou bien L est inclus dans un trou de K ou bien KN L est non vide.

L’étude des intersections robustes d’ensembles fractals joue donc un role
majeur dans cette preuve, et est resté depuis un sujet d’étude fécond en dy-
namique. Dans un autre travail ([51]), Newhouse parvient & montrer que de
telles tangences persistantes existent en fait dés qu’il y a une seule tangence ho-
mocline, sans autre hypothése sur la présence ou non d’ensembles hyperboliques
particuliers.

Les travaux de Newhouse ont été généralisés par Palis et Viana en dimension
réelle égale a 3. Il faut juste préter attention au fait que le point périodique as-
socié aux tangences homoclines doit vérifier I’hypothése de dissipation suivante.

Définition. Un point périodique q de type selle de multiplieurs |A1| < |A2] <
1 < |A3] est dit sectionellement dissipatif si le produit de deux quelconques de
ses valeurs propres est inférieur & 1 en module : |AAs| <1 et [A2As] <1

Théoréme (Palis, Viana [54]). Tout C*-difféomorphisme de R® ayant une
tangence homocline associée a un point selle sectionellement dissipatif est ac-
cumulé par des ouverts de difféeomorphismes ayant des tangences hétéroclines
persistantes et ou les difféomorphismes ayant une infinité de puits sont denses.

Il est naturel de se demander si des ouverts de Newhouse peuvent étre con-
struits en dynamique complexe. En dynamique holomorphe en deux variables,
deux types d’applications sont au centre des recherches sur ce sujet depuis les
années 1990 : les automorphismes polynomiaux de C? et les endomorphismes
holomorphes de P?(C). Les premiers ont une dynamique dominante de type
selle et les seconds une dynamique dominante de type répulsif. Il est donc plus
naturel de s’intéresser aux premiers pour construire des tangences persistantes.
Au début des années 1990, Buzzard est parvenu a construire un automorphisme
polynomial de C2? avec des tangences homoclines robustes.

Théoréme (Buzzard [18]). Il existe d > 0 tel que si Auty(C?) est ’espace
des automorphismes polynomiauz de C? de degré majoré par d, alors il existe
G € Auty(C?) et un voisinage N' C Auty(C?) de G tel que N a des tangences
hétéroclines persistantes. En particulier, il existe un sous-ensemble résiduel de
N d’automorphismes polynomiauz ayant une infinité de puits.

Le principe pour montrer ce résultat est identique a celui utilisé par New-
house. Buzzard produit un fer & cheval qui a des laminations stable et instable,
les deux sont tangentes sur un certain disque de tangence. La principale dif-
férence réside dans le fait que cette fois il faut intersecter deux ensembles de
Cantor dynamiques planaires et non pas unidimensionnels. Le Gap Lemma
n’étant pas utilisable, Buzzard met en place une construction élégante per-
mettant d’obtenir des intersections robustes entre deux ensembles de Cantor
dynamiques planaires bien choisis (on peut se référer au chapitre 2 pour plus
de détails). Il est a noter que le degré d est ici inconnu et supposé trés grand.
L’existence du phénoméne de Newhouse pour les automorphismes polynomi-
aux de C? reste toujours un probléme ouvert en degré 2. Sa résolution re-
quiert d’obtenir des intersections persistantes entre deux ensembles de Cantor
dynamiques planaires difficilement contrélables. Ceci met d’ailleurs une nouvelle
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fois en avant l'intérét de la question des intersections persistantes d’ensembles
de Cantor, dans le plan cette fois.

Toujours dans les années 1990, I’émergence d’un nouvel outil di & Bonatti et
Diaz dans l'article [14], le blender ou mélangeur, permet également d’obtenir en
dynamique réelle des tangences persistantes et donc par la suite du phénoméne
de Newhouse :

Théoréme (Bonatti, Diaz [13]). Pour tout r > 1, pour toute variété réelle
lisse M telle que dim(M) = 3, il existe un sous-ensemble générique d’un ouvert
de C"-difféeomorphismes de M qui possédent une infinité de puits.

Le phénomeéne de Newhouse est toujours un important sujet de recherche
aujourd’hui. Par exemple, des travaux récents de Berger ont montré I’existence
de familles d’applications ayant toutes une infinité de puits, en utilisant des
parablenders, qui sont une variante de la notion de blender :

Théoréme (Berger [4]). Pour toute surface compacte M, pour tout oo >
r>d >0 oupour r =d > 2, pour tout k > 0, il existe un ouvert U de
C4R*, C"™ (M, M)) et un sous ensemble générique R de U tel que pour toute
famille (fo)a € R, pour tout |a| < 1, f, a une infinité de puits.

Les résultats de Berger sont aussi valables en dimension supérieure & 2. Le
fait que l'on a une infinité de puits pour tous les paramétres et plus seulement
un sous-ensemble résiduel était inattendu dans ce cadre.

L’existence du phénomeéne de Newhouse a forcé les dynamiciens & envisager
une classification plus sophistiquée pour les systémes dynamiques. Dans ce sens,
on a la conjecture suivante due a Palis :

Conjecture (Palis [52]). Tout C"-difféomorphisme peut étre C"-approximé
par un difféomorphisme qui est ou bien hyperbolique ou bien posséde un cycle
hétérodimensionnel ou une tangence homocline.

Cette conjecture, prouvée dans certains cas, met en évidence 'importance
des deux phénoménes que sont les tangences homoclines et les cycles hétérodi-
mensionnels dans 'apparition de bifurcations. Par exemple, Crovisier et Pujals
ont récemment montré cette conjecture dans le cadre C! pour une notion plus
faible d’hyperbolicité ([19]). En dynamique holomorphe, les travaux de Dujardin
et Lyubich ([28]) décrits plus loin vont également dans ce sens.

1.1.2 Stabilité et bifurcations en dynamique holomorphe

Quittons un moment la dynamique réelle et faisons un bond dans le passé
pour revenir aux sources de la dynamique holomorphe. Au début du vingtiéme
siécle, les travaux de Fatou et Julia ont donné naissance a la théorie de I'itération
des fractions rationnelles en une variable complexe. Une premiére dichotomie
a lieu dans Pespace des phases d'une fraction rationnelle donnée f : P!(C)
se partitionne entre d’un c6té, ’ensemble de Fatou de f qui est constitué des
points au voisinage desquels la dynamique est normale, et de ’autre, ’ensemble
de Julia de f, ou la dynamique dépend de maniére sensible du point considéré.
Pendant un long moment, la dynamique holomorphe est restée en phase de
sommeil. Il faut attendre les développements de 'informatique et les premiéres
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visualisations de ’ensemble de Mandelbrot & la fin des années 70 pour que le
sujet redevienne un foyer actif de recherche.

C’est ici que la dynamique holomorphe rencontre le cheminement de la
dynamique réelle que nous avons décrit précédemment. Les espoirs de voir
I’hyperbolicité étre une propriété dense une fois douchés, des travaux ont été
menés en dynamique holomorphe afin d’obtenir une condition de stabilité moins
contraignante. La condition suivante de stabilité est issue des travaux de Mané,
Sad et Sullivan et de maniére indépendante de ceux de Lyubich, dans les années
1980. Elle est basée sur I'idée qu’une famille (fy)aea est stable si ensemble de
ses points périodiques varie avec une régularité suffisante. Cette notion s’avére
satisfaisante en raison des nombreuses équivalences listées ci-dessous :

Théoréme (Marié, Sad, Sullivan [43] et Lyubich [39, 40]). Soit (f))xea
une famille holomorphe d’applications rationnelles de P*(C) de degré d et soit
Ao € A. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. (J(f2))ren se déplace selon un mouvement holomorphe
2. il n’y a pas de point périodique répulsif qui change de nature dans la famille

3. il existe une famille d’applications quasi-conformes iy : Jy, — Jx qui
conjuguent la dynamique de fx sur Jx a celle de fx, sur Jy,

C’est ici qu’apparait une nouvelle dichotomie fondamentale, cette fois-ci non
pas dans ’espace dynamique mais dans 1’espace des paramétres.

Définition. Si les conditions précédentes sont satisfaites, on dira que (fx)xea
est J-stable. L’ensemble des paramétres A ot (fa)ren est J-stable est un ouvert
de A, appelé lieu de stabilité et noté Stab. L’ensemble des paramétres A ot
(fx)aea nlest pas J-stable est appelé lieu de bifurcation et noté Bif.

En dynamique en une variable complexe, on dispose remarquablement de la
densité du lieu de stabilité pour cette notion de stabilité :

Théoréme (Mafié, Sad, Sullivan [43] et Lyubich [39, 40]). Soit (f))xea
une famille holomorphe d’applications rationnelles de P(C) de degré d. Alors
Stab est dense dans A.

Le lieu de bifurcation Bif est alors un fermé d’intérieur vide. En particulier,
ce résultat contraste avec la non-densité de ’Axiome A que nous avons vue
précédemment.

Dans la famille quadratique (22 + ¢).cc, le lieu de bifurcation Bif est égal &
la frontiére M de ’ensemble de Mandelbrot M. Shishikura a montré que sa
dimension de Hausdorff était maximale :

Théoréme (Shishikura [61]). La dimension de Hausdorff de la frontiére de
l’ensemble de Mandelbrot est mazimale :

Tan Lei a généralisé ce Théoréme dans [38] en montrant que le lieu de bifur-
cation est de dimension maximale dés qu’il est non vide dans toute famille de
fractions rationnelles. McMullen a également généralisé ce résultat dans [44].
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Il a fallu attendre les années 2010 pour voir des généralisations des notions
de J-stabilité et de bifurcations en dynamique holomorphe en plusieurs vari-
ables. Entre temps, la dynamique individuelle d’un automorphisme polynomial
de C? ou d’un endomorphisme holomorphe de P?(C) avait été étudiée depuis les
travaux de Bedford, Fornaess, Hubbard, Lyubich, Sibony, Smillie...

Les questions de stabilité/bifurcation ont finalement été étudiées dans le cas
des automorphismes et des endomorphismes. Dans le cas des automorphismes
polynomiaux, la Théorie a été mise en place par Dujardin et Lyubich. Ils ont
déterminé une notion satisfaisante de stabilité, appelée J*-stabilité faible et ont
montré que les paramétres correspondants a une tangence homocline sont denses
dans le lieu de bifurcation. Ce résultat va dans le sens de la conjecture de Palis.
Le cas des endomorphismes holomorphes nous intéresse plus dans cette thése
et a été étudié encore plus récemment par les travaux de Berteloot, Bianchi et
Dupont. Une notion satisfaisante de stabilité a été introduite, qui vérifie des
équivalences similaires au cas de la dimension 1. Les notions apparaissant dans
le résultat suivant seront définies plus loin.

Théoréme (Berteloot, Bianchi, Dupont [7]). Soit (f)xer une famille
holomorphe d’endomorphismes holomorphes de P?(C) de degré d. Alors les con-
ditions sutvantes sont équivalentes :

1. les J*-cycles varient holomorphiquement sur A
2. la fonction L est pluriharmonique sur A
3. f a un web d’équilibre ou une lamination d’équilibre

4. il n’y a pas de bifurcation de Misiurewicz dans A

Ces travaux donnent en particulier un critére pour obtenir des ouverts dans
le lieu de bifurcation. En effet, grace a la derniére équivalence, il est suffisant de
créer des intersections persistantes entre I’ensemble postcritique et un ensemble
répulsif hyperbolique contenu dans le support J* de la mesure d’équilibre pour
obtenir des bifurcations robustes. Des travaux récents ont été obtenus dans ce
sens. Citons en particulier le résultat suivant did & Dujardin :

Théoréme (Dujardin [27]). Le lieu de bifurcation Bif(Hq(P?(C))) dans la
famille Hq4(P?(C)) des endomorphismes holomorphes de P2(C) de degré d est
d’intérieur non vide pour tout d > 2.

On peut également se référer a [65] ou [66]. Cette situation contraste forte-
ment avec le cas de la dimension 1 : la stabilité y était dense. De plus, ce
résultat suggeére la question cruciale de la compréhension de I'intérieur du lieu
de bifurcation. Est-il possible de donner un critére permettant de détecter
la présence d’ouverts de bifurcations ? Dujardin a par exemple conjecturé la
présence d’ouverts de bifurcations prés de deux types d’applications : les pro-
duits et les exemples de Lattés. Le cas des produits a été traité par Taflin dans
[65]. Dans cette thése, on s’intéresse a celui des exemples de Lattés.
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1.2 Reésultats

Les résultats de cette thése portent sur ’étude du phénoméne de Newhouse
et des bifurcations en dynamique holomorphe & plusieurs variables. Le premier
résultat est en quelque sorte un Gap Lemma complexe, qui introduit une notion
d’épaisseur pour un ensemble de Cantor dynamique planaire et fournit un critére
sur le produit de deux épaisseurs afin d’obtenir une intersection entre deux
ensembles de Cantor dynamiques. Le second résultat montre l'existence du
phénomeéne de Newhouse dans 1’espace des automorphismes polynomiaux de
degré d pour n’importe quel degré d > 2 dans C3. La dynamique réelle est d’une
grande inspiration pour la preuve, la notion centrale en est le blender. Enfin, le
troisiéme résultat montre 'existence d’ouverts de bifurcations qui s’accumulent
prés de chaque exemple de Lattés de degré suffisamment élevé. En particulier,
tout exemple de Lattés posséde un itéré accumulé par des bifurcations robustes.

1.2.1 Gap Lemma complexe

On a vu que l'un des arguments clef dans la preuve de Newhouse est le
Gap Lemma, basé sur la notion d’épaisseur. On va définir une épaisseur pour
les ensembles de Cantor dynamiques complexes et prouver un résultat de type
Gap Lemma. Comme dans le cas unidimensionnel, on définit un numérateur
qui mesure la taille des piéces et un dénominateur qui mesure I’espace entre les
piéces. Pour ce résultat, on considére la norme |- | sur C : ce point est a
retenir, puisque une boule est alors géométriquement un carré. Dans la suite,
tous les carrés auront leurs cotés paralléles aux axes de coordonnées et sont
donc des boules pour la norme | - |o. On appelle C(z,r) le carré de centre z et
de longueur (de coté) r, c’est une boule de rayon § pour la norme |- [,. On
travaille avec des carrés pour obtenir des épaisseurs arbitrairement grandes avec
des IFS linéaires (signalons au passage que Buzzard avait aussi travaillé avec
des carrés pour obtenir des intersections persistantes).

Définition. On considere un IFS {f1,..., fp} ou chaque f; est une contraction
holomorphe définie sur un owvert U. On définit U; = f;(U) pour tout 1 <
i < p et on suppose que l'on o U; NU; = 0 pour tous 1 < i # j < p. On
définit alors l’ensemble de Cantor dynamique K comme ’ensemble limite de

VIFS {f1, ... fo}.

Pour des raisons techniques, on suppose l'existence d’un ouvert U’ tel que
U & U’ et tel chaque contraction f; posséde un prolongement en une contraction
définie sur U’ avec f;(U’') € U.

Définition. Pour l’ensemble de Cantor dynamique K de domaine initial U et
associ€ & UIFS {f1, ..., fp}, on définit le rapport de réduction mazimal de K :
A% =  min r(Us)
ie{1,....py 7(U)

o r(U;) (resp. r(U)) est la longueur du plus grand carré inclus dans U; (resp.
U). On note p(U) = 2max,cy disteo (2, K) la longueur (de cété) du plus grand
carré inclus dans U dont l'intérieur ne contient pas de point de K. On définit
l’espace intersticiel :

0% =
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Définition 1.2.1.1. Soit f une application univalente définie sur U’ telle que
f(U") € U. On appelle distorsion de f (sur U), noté §¢, le nombre suivant :

e
(z,z’)€U2 |f/(Z/)‘
Ona:1<65 <4oo dapres le Théoréme de Koebe (puisque U € U’). Pour un

ensemble de Cantor dynamique K donné par un IFS {f1,..., fp}, on appelle la
distorsion de K la quantité suivante :

6y =

1f1(2)
0 =supdy, =sup| max
K I ! I <(z,z’)€ﬁ2 ‘f]/'(zl)|>

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des suites finies d’indices I =
(i1, .,in) dans {1,...,p} et ou fr = fi o...of;,. On a toujours 1 < < +00
d’apres le Théoreme de Koebe.

Définition. Soit K un ensemble de Cantor dynamique dynamique. On note
Ep(K) Uépaisseur de K :
_ N

v/

Notre premier résultat principal est le suivant. C’est en quelque sorte un
analogue du Gap Lemma pour les ensembles de Cantor dynamiques complexes
avec la notion d’épaisseur précédemment définie. Ici, un ensemble de Cantor dy-
namique équilibré désigne un ensemble de Cantor dynamique avec une certaine
régularité. Cette notion est définie précisément plus loin : grosso-modo, elle
signifie que les ouverts Uy, ..., U, ne sont pas trop grands et sont suffisamment
bien répartis dans U.

Ep(K)

Théoréme A. Soient K et L deux ensembles de Cantor dynamiques équilibrés
définis sur un carré. On suppose que :

Ep(K)Ep(L) > 30

Alors K et L s’intersectent.

1.2.2 Phénoméne de Newhouse pour les automorphismes
polynomiaux de C?

Dans le Théoréme suivant ([10]), on prouve existence d’ouverts de New-
house pour des automorphismes polynomiaux de C3. Le degré est ici connu,
égal a 2 et donc optimal, contrairement & la situation dans C? (cf Particle de
Buzzard) ou le degré des automorphismes était inconnu. On note Aut(C?)
I'ensemble des automorphismes polynomiaux de C3 et Auty(C?) celui des auto-
morphismes polynomiaux de degré au plus d.

Théoréme B. Il existe un automorphisme polynomial f de degré 2 de C? tel
que pour tout g € Aut(C?) suffisamment proche de f, g posséde une tangence
entre les laminations stable et instable d’un certain ensemble hyperbolique.

Corollaire. Pour tout d > 2, il existe un ouvert de Auty(C?) ou les automor-
phismes ayant une tangence homocline sont denses.
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Corollaire. Pour tout d > 2, il existe un ouvert Auty(C3) ou les automor-
phismes ayant une infinité de puits sont denses.

Pour démontrer ce résultat, on considére ’application suivante, qui est un
automorphisme polynomial de C3 :

fo i (21,22, 23) = (pe(21) + bzo + 023(21 — @), 21, A2y + pzs + V)

Ici, p. est un polynéme quadratique et les coefficients b, A, i, v, & sont des nom-
bres complexes bien choisis. Nous prouvons que fo posséde un fer & cheval Hy,
d’indice (2,1). Plus précisément, la premiére direction est fortement dilatée,
la seconde est fortement contractée et la troisiéme est modérément contractée
par fo. La troisiéme projection restreinte a Hy, vérifie en quelque sorte une
propriété de "recouvrement ouvert". On introduit la définition de blender com-
plexe suivante qui est un analogue complexe du cs-blender au sens de Bonatti
et Diaz et on vérifie que I’ensemble hyperbolique Hy, est un blender complexe.

Définition. Soit f un automorphisme polynomial de C3, D un tridisque de C>
et Hy = "2 fU(D) un fer a cheval d’indice (2,1). On suppose qu’il existe
k > 10 et trois champs de cones C*, C*%,C°® tels que dans D :

C" est f-invariant
C** est f~-invariant
tout vecteur de C* est dilaté par un facteur plus grand que k par f

tout vecteur de C*®est dilaté par un facteur plus grand que k par f=!

SEREN I

tout vecteur de C est dilaté par un facteur plus grand que 1 par f=!

On dira que Hy est un blender (ou mélangeur) s’il existe un ouvert D' € D non

vide tel que toute courbe tangente a C*° qui intersecte D’ intersecte ’ensemble
instable W"(Hy) de Hy.

Une fois le blender construit, construire des tangences persistantes n’est
pas évident. On introduit des variétés avec une géomeétrie spéciale, que I'on
appelle des variétés pliées. On prouve que toute variété pliée qui est en "bonne
position" par rapport au blender posséde une tangence avec la variété instable
d’un point du fer & cheval Hy,. On choisit ensuite les paramétres c, b et o de
telle sorte a créer une tangence initiale entre la variété instable d’un point de
Hy, et la variété stable d’'un autre point de Hy,. De cette tangence initiale,
par un procédé itératif, on construit une tangence entre une variété instable
et une variété pliée. Cette variété pliée est en bonne position et est incluse
dans la variété stable d’un autre point de Hy,. D’ou l'obtention de tangences
persistantes entre les laminations stable et instable de Hy,.

Par un procédé classique, ceci nous permet de créer des tangences homoclines
persistantes entre la variété stable et la variété instable d’un point périodique
sectionellement dissipatif. Un argument qui remonte & Newhouse fournit alors
un sous-ensemble dense d’automorphismes polynomiaux de degré 2 ot les auto-
morphismes ayant une infinité de puits sont denses. On donne dans la derniére
section du chapitre une preuve de ce résultat dans le cas de C3.
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1.2.3 Bifurcations des exemples de Lattés

Le troisiéme Théoréme de cette thése ([9]) concerne les bifurcations des ap-
plications suivantes, bien connues en dynamique holomorphe :

Définition. Un exemple de Lattés est un endomorphisme holomorphe de P%(C)
qui est semi-conjugué a une application affine sur un tore. Pour un exemple de
Latteés, on a le diagramme commutatif suivant :

_ £ T

T
P(C) —= P*(C)

ot T est un tore complexe de dimension 2, I1 est un revétement ramifié de
’espace projectif P2(C) par le tore T et L est une application affine.

Dans le Théoréme suivant, on montre I'existence d’ouverts de bifurcations
prés de tout exemple de Lattés de degré suffisamment élevé. Il est a noter que
le degré en question dépend du tore sur lequel est définie 'application affine
associée a I’exemple de Latteés.

Théoréme C. Pour tout tore complexe T de dimension 2, il existe un entier d
(qui depend du tore T) tel que tout exemple de Lattés défini sur P2(C) de degré
d' > d induit par une application affine sur T est dans l'adhérence de l'interieur
du lieu de bifurcation dans Holy .

Corollaire. Pour tout exemple de Lattés L de degré dy,, il existe un entier n(L)
tel que pour tout n > n(L), litérée L™ est dans l’adhérence de linterieur du liew
de bifurcation dans Holgy .

La démonstration de ce résultat est fondée sur la création d’intersections
persistantes entre I’ensemble postcritique et un ensemble hyperbolique répusif
contenu dans ’ensemble de Julia. La preuve comporte deux parties : on donne
tout d’abord un toy-model qui permet d’obtenir des intersections persistantes
entre I'ensemble limite d'un certain type d’IFS, appelé IFS correcteur, et une
courbe qui a la propriété d’étre "bien orientée". Ensuite, dans un second temps,
on perturbe 'exemple de Lattés pour créer simultanément un IFS correcteur
dans l'ensemble de Julia et une courbe bien orientée dans ’ensemble postcri-
tique. En quelque sorte, la seconde partie a pour but d’implémenter la premiére
dans le cas des exemples de Lattés.

Dans la premiére partie, on développe un principe d’intersection. Une grille
de boules G dans C? est I'union d’un nombre fini de boules placées de maniére
réguliére en N* sommets d'un réseau défini par une R-base de C2. Si on consid-
ére une droite €, le principe des tiroirs assure que si € est bien orientée et si G
posséde un nombre suffisant de boules N = N(r) (ot r est la taille relative d’une
boule comparée a la taille d’une maille du réseau) alors € intersecte une boule
de G. Pour les IFS que nous considérons, chaque branche inverse est proche
d’une homothétie. Si on itére ces branches inverses, l'itérée peut devenir de
moins en moins conforme. On donne une classe d’IFS particuliére (appelé IFS
correcteur) qui possédent la propriété de corriger ce probléme. A chaque étape

Xiv
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de la construction de ’ensemble limite, ces IFS présentent la forme d’une grille
de boules. Ces IFS nous intéressent puisque toute courbe bien orientée € in-
tersecte ’ensemble limite d’un IFS correcteur par 'utilisation de notre principe
d’intersection. Comme la propriété d’étre un IFS correcteur est ouverte, cette
intersection est persistante.

Dans la seconde partie, on perturbe successivement un exemple de Lattés
L en L' puis L” puis L' de sorte que L' a des bifurcations robustes. Les
perturbations ont la forme suivante :

[Pl Py P3] — [Pl 4+ R1P;: Py + RoPs: Pg]

ol Ry et Ry sont des applications rationnelles, ce qui permet de s’assurer que
l'on travaille en degré constant. La premiére perturbation L’ a pour but de
créer un IFS correcteur dans une boule B de C2. La seconde perturbation L”
assure que l’ensemble postcritique en p. n’est pas singulier. Une troisiéme et
derniére perturbation L' permet de controler la différentielle en p.. Ceci nous
permet de fixer I'orientation de l’ensemble postcritique en p. pour ensuite la
propager jusqu’a B en utilisant la dynamique de ’exemple de Lattés. De plus,
comme ’ensemble des applications holomorphes est ouvert dans I’ensemble des
applications rationnelles, les perturbations successives sont toutes holomorphes.
L’implémentation est alors compléte.
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Phénoméne de Newhouse en di-
mension 2

2.1 Hyperbolicité uniforme

2.1.1 Généralités

La notion suivante est fondamentale en dynamique et constitue une classe
d’applications aux propriétés remarquables. On peut en trouver dans [36] une
étude exhaustive.

Définition 2.1.1.1. Un ensemble hyperbolique pour un difféomorphisme f d’une
variété réelle M est un ensemble H qui est compact, f-invariant et dont le fibré
tangent admet une décomposition en une somme directe TMy = Es @ E, telle
que :

1. E, et E,, sont tnvariants :
Ve € H,(Df).(Es(z)) = Eo(f(x))
Vz € H,(Df)e(Eu(z)) = Eu(f(z))

2. Es est uniformément contracté et E, est uniformément dilaté, c’est-a-
dire qu’il existe des constantes C > 0 et A\ €]0,1] telles que pour tous
x € H,u € Es(x) — {0},v € Ey(x) — {0},n >0, on ait :

H(Df")a(u)|] < CX™[[ul]
(D) ()| < CA™||v]|
E, et E, sont appelés respectivement [’espace stable et instable de H.
La classe suivante de difféeomorphismes va nous intéresser particuliérement :

Définition 2.1.1.2. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On
dit que [ satisfait 'Aziome A de Smale (ou est uniformément hyperbolique) si
les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble non-errant Q(f) de f est un ensemble hyperbolique pour f

2. Les points périodiques de [ sont denses dans Q(f)

La raison pour laquelle cette classe de difféomorphismes est si intéressante
est que I'on comprend particuliérement bien leur dynamique, a la fois du point
de vue topologique et ergodique. On peut se référer a [11]. On a notamment le
Théoréme de décomposition suivant di & Smale :
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Théoréme (Smale [64]) 2.1.1.3. Pour tout C-difféomorphisme f d’une va-
riété lisse M satisfaisant ’Aziome A, Uensemble non-errant Q(f) admet une
décomposition :

U= U---UQN

ot chaque Q; est un ensemble basique pour f, c’est-a-dire un ensemble compact,
imwvariant, hyperbolique et transitif. De plus, les ensembles a-limite et w-limite
de toute orbite sous ’action de f sont contenus dans un des ensembles §2;.

Dans la suite, on aura besoin de la condition suivante :

Définition 2.1.1.4. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On
dit que f vérifie la condition de transversalité forte si les intersections entre
toutes les variétés stables et instables de points de Q(f) sont toutes tranverses.

Sous cette condition, les difféomorphismes satisfaisant I’Axiome A vérifient
la stabilité structurelle :

Théoréme (Robbin [58], Robinson [59]) 2.1.1.5. Soit M une variété lisse
et soit f un C'-difféeomorphisme de M satisfaisant ’Aziome A et la condi-
tion de transversalité forte. Alors [ est structurellement stable, i.e. pour tout
difféomorphisme f' suffisamment proche de f en topologie C', il existe un ho-
méomorphisme h de M tel que foh =ho f'.

Cette derniére propriété rend les difféomorphismes satisfaisant I’Axiome A
encore plus intéressants : elle met en évidence le fait que ces difféomorphismes
peuvent posséder une dynamique chaotique mais tout de méme robuste par
perturbation. Les liens entre Axiome A et stabilité structurelle ont été définiti-
vement précisés par Mané :

Théoréme (Mané [42]) 2.1.1.6. Soit f un C'-difféomorphisme d’une va-
riété lisse M. Alors [ est structurellement stable si et seulement si [ satisfait
U’Axiome A et la condition de transversalité forte.

Notation 2.1.1.7. Soit M wune variété réelle lisse et r un entier positif. On
note Dift" (M) Uensemble des C"-difféomorphismes de M.

Dans les années 60, dans un premier temps, Smale ([63]) a posé la ques-
tion de savoir si cette classe de difféomorphismes était dense dans l’espace de
tous les difféeomorphismes d’une variété : étant donné M une variété réelle lisse,
I’ensemble des difféomorphismes de classe C” satisfaisant I’Axiome A est-il un
ouvert dense dans Diff" (M) ? En particulier, comme il est possible de montrer
que I"Axiome A implique de ne posséder qu'un nombre fini de puits, si cette
conjecture était vraie, il y aurait un ouvert dense dans Diff” (M) de difféomor-
phismes ayant un nombre fini de puits.

2.1.2 Densité de I’hyperbolicité en dimension 1

En dynamique réelle unidimensionnelle, on dispose de la définition suivante
d’hyperbolicité trés proche de celle que nous avons introduite pour des difféo-
morphismes en dimension supérieure.
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Définition 2.1.2.1. Soit f une application C' de R dans R. On dit que f est
hyperbolique si tous les attracteurs périodiques de f sont des points périodiques
de type attractif et si f est hyperbolique sur le complémentaire X(f) de leurs
bassins d’attraction : il existe C > 0 et A > 1 tel que |(f™)'(z)] > CA™ pour tout
x € X(f) etn>1.

Aprés un long cheminement qui s’est poursuivi jusqu’aux années 90, les
travaux de Graczyk, Swiatek ([32]) et Lyubich ([41]) ont finalement montré que
Ihyperbolicité était dense dans la famille quadratique. On peut une nouvelle
fois se référer a [36] pour plus de détails.

Théoréme (Graczyk, Swiatek [32], Lyubich [41]) 2.1.2.2. L’ensemble des
parameétres a pour lesquels qq(x) = ax(l — ) est hyperbolique est dense dans
]0,4[.

Signalons qu’en dynamique complexe en une variable, le probléme analogue,
connu sous le nom de conjecture de Fatou, est toujours ouvert.

2.1.3 Non-densité de I’hyperbolicité en dimension supé-
rieure

On commence par rappeler une définition de base pour les difféomorphismes
des variétés de dimension supérieure ou égale & 2. On peut trouver de nombreux
détails dans [36].

Définition 2.1.3.1. Soit f un Cl-difféomorphisme d’une variété lisse M de
dimension dim(M) > 2. Soit H un ensemble hyperbolique pour f et soit p € H.
On note :

W) = {w e M lim_dist(f(z), /" (p)) = 0
Wp) = {o e M: lim_dist(f"(@). /(7)) = 0

Les ensembles W3 (p) et W¥(p) sont respectivement appelés variété stable et
variété instable de p. On note aussi :

WH)={zeM: ngrfoo dist(f"(x),H) =0

WY (H)={z e M: nEIPOC dist(f"(x),H) =0

Les ensembles W*(H) et W*(H) sont respectivement appelés ensemble stable et
ensemble instable de H.

On dispose du résultat suivant. C’est le Théoréme de la variété stable, il
montre que la variété stable d’'un point d’un ensemble hyperbolique est effecti-
vement une variété.

Théoréme 2.1.3.2. Soit f un Cl-difféomorphisme d’une variété lisse M de
dimension dim(M) > 2. Soit H un ensemble hyperbolique pour f et soit p € H.
Alors U’ensemble W*(p) est une variété immergée de classe C.

On dispose d’un énoncé similaire pour les variétés instables, c’est le Théo-
réme de la variété instable. Le résultat précédent est en particulier vrai si ‘H
est réduit a un point périodique de type selle. Un autre cas particulier qui nous
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intéresse beaucoup dans cette thése est celui ot H est un fer a cheval de Smale
dans C? : dans ce cas W*(H) et W*(H) ont tous les deux une structure de lami-
nation sur un ensemble de Cantor dynamique dans C. Enfin, notons également
le résultat suivant :

Théoréme 2.1.3.3. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M de
dimension dim(M) > 2. Soit H un ensemble hyperbolique pour [ qui est locale-
ment mazimal. Alors on a : W*(H) = Upeqy W*(p) et W (H) = U,y W" (D).

La densité des applications hyperboliques s’est révélée beaucoup plus rapide-
ment fausse en dimension supérieure a 2. La premiére réfutation de la question
posée par Smale a eu lieu dans le cadre C'! pour des variétés réelles de dimension
4 dans un article d’Abraham et Smale ([1]). La notion suivante apparait dans
leur article :

Définition 2.1.3.4. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On
dit que f a un cycle hétérodimensionnel si f posséde deux points périodiques p
et q d’indices distincts tels que il existe des points d’intersection entre W*(p) et
W(q) d’une part, entre W*(p) et W*(q) d’autre part.

Par définition, il est immédiat qu'un difféeomorphisme d’une variété M ne
peut avoir un cycle hétérodimensionnel que si dim(M) > 2. La création de
cycles hétérodimensionnels robustes est au coeur de la preuve de leur résultat :

Théoréme (Abraham, Smale [1]). Il existe une variété réelle M de dimen-
ston 4, un ouvertU C Diffl(M) tel que tout f € U a un cycle hétérodimensionnel
et ne vérifie pas I’Aziome A.

Rappelons briévement les idées de la preuve de ce résultat. Abraham et
Smale considérent I’automorphisme linéaire g suivant :

-2

sur le tore usuel 7?2 = R2?/Z2. L’origine 0 est un point fixe d’indice (1, 1) pour g.
Ils considérent ensuite un difféomorphisme h sur la sphére S? possédant un fer &
cheval. En particulier, on a deux points fixes ¢; et go d’indice (1, 1). Finalement,
on considére f = (g,h). Les ensembles H; = T2 x {q1} et Ha = {(0,q2)}
sont deux ensembles hyperboliques d’indices (2,2) pour f. De plus, W*(H;) et
W(Hs) s'intersectent, tout comme W*(Hsz) et W*(#H1). Il est alors possible de
faire une perturbation C! de telle sorte que Ha = {(0,¢2)} devienne d’indice
(1,3) tout en préservant ces intersections hétéroclines. On obtient ainsi un cycle
hétérodimensionnel. Celui-ci persiste pour des raisons de dimension : chaque
point de H; est d’indice (2, 2) et le seul point de Hs est d’indice (1,3). Comme
2+ 1< 4et 243 > 4,il est clair qu’au moins une des deux intersections
persiste. L’autre persiste également, mais pour le voir, il faut tenir compte du
fait que H; n’est ni un point, ni méme un ensemble fractal, puisque c’est la
continuation de T2 x {q;}. En quelque sorte, les ensembles stable et instable de
‘H1 ont une dimension plus grande que ’ensemble stable et instable d’un point
de H; pris individuellement (il s’agit d’une construction ayant de forts points
communs avec les blenders décrits plus loins). Le résultat est ainsi prouvé. Il a
été par ailleurs été généralisé par Simon en dimension 3 ([62]).
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Ainsi, la conjecture de Smale était réfutée pour les difféomorphismes des
variétés de grande dimension. Mais la question restait ouverte en particulier
pour les difféomorphismes de surfaces réelles, ot les cycles hétérodimensionnels
ne peuvent intervenir. Les travaux de Newhouse, que nous présentons dans la
sous-section suivante répondent & ce probléme en introduisant des ouverts de dif-
féomorphismes ayant des tangences homoclines persistantes. Voici la définition
d’une tangence homocline :

Définition 2.1.3.5. Soit f un C'-difféomorphisme d’une variété lisse M. On
dit que f a une tangence hétérocline si f posséde deux points périodiques de type
selle p et q tels qu’il existe un point d’intersection non transverse entre W*(p) et
W(q). On dit que f a une tangence homocline si f posséde un point périodique

de type selle p tel qu’il existe un point d’intersection non transverse entre W#(p)
et W (p).

Ws(p)

point de tangence
point périodique p homocline

Figure 1 : Tangence homocline

Dans les années 1980, Palis émit la conjecture que les deux phénoménes que
nous venons de présenter, cycles hétérodimensionnels et tangences homoclines,
sont les obstructions principales a ’hyperbolicité :

Conjecture (Palis [52]) 2.1.3.6. Tout C"-difféomorphisme peut étre C"-
approximé par un difféomorphisme qui est ou bien hyperbolique ou bien posséde
un cycle hétérodimensionnel ou une tangence homocline.

Crovisier et Pujals ont prouvé la conjecture de Palis dans le cadre C! pour
une notion plus faible d’hyperbolicité que I’Axiome A :

Définition 2.1.3.7. Un difféomorphisme f d’une variété M est essentiellement
hyperbolique s’il posséde un nombre fini d’attracteurs hyperboliques transitifs et
st 'unton des basins de ces attracteurs est ouvert et dense.
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Théoréme (Crovisier, Pujals [19]) 2.1.3.8. Tout difféomorphisme f d’une
variété compacte peut étre C-approximé par un difféomorphisme qui est ou bien
essentiellement hyperbolique ou bien posséde un cycle hétérodimensionnel ou une
tangence homocline.

Dans C2, on a aussi des résultats dans ce sens comme on le verra plus loin
avec les travaux de Dujardin et Lyubich ([28]).

2.2 Phénoméne de Newhouse : la démonstration
originelle pour les difféomorphismes des sur-
faces

2.2.1 Le Théoréme initial et sa preuve

C’est pour le cas des diffeomorphismes des surfaces que la conjecture de
Smale s’est révélée étre la plus difficile & réfuter. En effet, le contre-exemple
d’Abraham et Smale que nous venons de présenter ne se généralise pas a ce
cadre et il a finalement fallu attendre les années 1970 et les travaux de Sheldon

Newhouse pour avoir une réponse (négative) a ce probléme :

Théoréme (Newhouse [49, 50]) 2.2.1.1. Soit M une surface réelle compacte.
Il existe un ensemble ouvert non vide U de C?-difféomorphismes qui ont des
tangences homoclines persistantes dans le sens suivant : tout difféeomorphisme f
dans U posséde une tangence hétérocline entre les laminations stable et instable
d’un certain ensemble hyperbolique, et il existe un sous-ensemble dense de U de
difféomorphismes ayant une tangence homocline associée & un point périodique.
De plus, il existe un sous-ensemble résiduel de U de difféomorphismes ayant une
infinité de puits.

Ce résultat utilise comme principal outil technique des intersections persis-
tantes d’ensembles de Cantor dynamiques pour résoudre un probléme dyna-
mique. Rappelons en les principales idées de preuve. Le principe général sur
lequel repose la preuve est le suivant : on considére un difféomorphisme f et un
certain ensemble hyperbolique H pour f. Celui-ci posséde un ensemble stable et
un ensemble instable. Comme H est localement maximal, il existe un voisinage
de H dans lequel ces ensemble stable et instable sont respectivement une lami-
nation stable F; et une lamination instable F,,. Toutes les deux possédent une
structure de lamination sur un ensemble de Cantor dynamique. De plus, cette
structure de lamination peut étre étendue en itérant un nombre fini de fois f
ou f~L

C’est entre ces deux laminations que ’on va chercher a obtenir des tangences
persistantes et non pas entre les variétés stable et instable d’un unique point
selle, ce qui serait bien trop peu. Nous pouvons étendre chacune des laminations
Fs et F, en un feuilletage. Si on dispose d’'une tangence homocline initiale
(ce qui est facile a réaliser), il est possible de trouver une courbe de tangence
ot les deux feuilletages s’intersectent non transversalement (avec un point de
tangence). Les deux laminations intersectent cette courbe en deux ensembles de
Cantor dynamiques K et L. Un point d’intersection entre les deux ensembles
de Cantor dynamiques K et L correspond donc & une tangence hétérocline
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entre les deux laminations. S’il est possible de choisir K et L de telle sorte que
Iintersection persiste pour un ouvert de difféeomorphismes, on obtient donc des
tangences hétéroclines persistantes.

Rappelons briévement la définition d’un ensemble de Cantor dynamique dans
la droite réelle R :

Définition 2.2.1.2. Soit V. C R un intervalle et soit U € V. Un répulseur de
Cantor est une fonction C* de U dans V telle que :

1. U est la réunion de m intervalles Uy,...,U,, dont les adhérences sont deux
a deuz disjointes

2. f est dilatante sur U : |f'| > 1 sur U
3. f induit un difféomorphisme de U; dans V pour 1 <i<m

On obtient un IFS en considérant les différentes branches inverses de f de V
dans U; pour 1 < i < m. L’ensemble limite ()~ f~" (V) d’un tel IFS est appelé
un ensemble de Cantor dynamique (unidimensionnel).

Cette définition admet une extension immédiate & un ensemble de Cantor
dynamique inclus dans une courbe quelconque

Définition 2.2.1.3. Pour un ensemble de Cantor dynamique K C R un trou
de K est une composante connexe de R — K.

Définition 2.2.1.4. Etant donné un trou I, on note t(I) = % ot U est le
plus petit intervalle qui relie I a un trou de longueur égale ou plus grande que

la longueur de I.

Définition 2.2.1.5. On note : t(K) = inft(I) ’épaisseur de l’ensemble de
Cantor dynamique K, ot linfimum est pris sur l’ensemble des trous I de K de
longueur bornée.

On peut trouver dans [53] des détails sur la notion d’épaisseur. Le résul-
tat suivant est la clef pour obtenir des intersections persistantes entre deux
ensembles de Cantor dynamiques.

Théoréme (Newhouse Gap Lemma [49]) 2.2.1.6. Si K et L sont deux
ensembles de Cantor dynamiques tels que : t(K)t(L) > 1, alors ou K est inclus
dans un trou de L ou L est inclus dans un trou de K ou K N L est non vide.

Démonstration. Nous allons raisonner par contradiction, en supposant que K
et L sont disjoints et que aucun de ces deux ensembles de Cantor dynamiques
n’est inclus dans un trou de l'autre. Si a,b,c,d € R sont tels que a < ¢ < b ou
¢ < a < d, on dit que deux intervalles d’extrémités respectives a,b et c,d sont
liés. Comme K n’est pas inclus dans un trou de L et L n’est pas inclus dans un
trou de K, il existe une paire (U1, Us) ot Uy est un trou de K, Us est un trou
de L, et Uy et Us sont liés. On appellera une telle configuration une paire liée.
Etant donnée une paire liée (U, Us), on construit :

1. ou bien un point de K N L
2. ou bien une nouvelle paire liée (U7, Uz) telle que £(U7) < £(Uy)
3. ou bien une nouvelle paire liée (Uy, U}) telle que £(U3) < £(Us)
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Ceci implique une contradiction : si on ne parvient pas & trouver un point
dans K N L aprés un nombre fini d’itérations, on obtient une suite de paire
lices (U}, Us) telle que I'une (au moins) des deux suites (£(U7));>o et (€(U3))i>0
est décroissante. Or, pour un ensemble de Cantor dynamique, la somme des
longueurs de tous les trous est finie. On en déduit que cette suite tend vers 0.
On peut supposer que £(U}) tend vers 0. On prend z; € U{. La suite (z;);>0 est
bornée, et tout point d’accumulation de cette suite est un point de K N L.

Nous allons conclure la preuve du théoréme en prouvant la construction
précédente. On suppose que les extrémités a,b de Uy et ¢,d de Uy vérifient
a < ¢ <b. On note V¥ et Vi les deux intervalles adjacents a U;. De méme, on
note Vi et Vil les deux intervalles adjacents & Uy. Comme t(K)t(L) > 1, on a :

~

(Vi) 6(v))
(Ur) £(Us)

~—

>1

~

On en déduit que (V) > £(Us) ou £(V) > £(U;) ou bien les deux. En parti-
culier, on a que 'extrémité de droite de Us est dans V% ou bien que I'extrémité
de gauche de U; est dans V3 ou bien les deux. Supposons que l'extrémité de
droite de Us, notée x, est dans Vld. Sixz e K, alors x € KN L et la premiére
alternative est vérifiée. Si ce n’est pas le cas, x est dans un trou Uy de K tel
que £(U{) < £(U;) et la seconde alternative est vérifiée avec la paire de trous
(U], Us). Si Pextrémité de gauche de Uy est dans V3, alors on trouverait cette
fois ou bien la premiére ou bien la troisiéme alternative. La preuve est finie.

O

Revenons maintenant a la démonstration du résultat principal. Newhouse
considére un difféomorphisme f d’une surface réelle qui a un certain ensemble
hyperbolique H. Celui-ci posséde une lamination stable Fs et une lamination
instable F,. On suppose que f posséde également une tangence homocline ini-
tiale. Comme chacune des deux laminations est de codimension 1, il est possible
de les prolonger en feuilletages. On a alors une courbe de tangence entre les deux
feuilletages stable et instable. Chacune des deux laminations I'intersecte en un
ensemble de Cantor dynamique : K pour F; et L pour F,. On peut construire
f de telle sorte que K est suffisamment "épais" transversalement pour que K
et L vérifient la condition t(K)t(L) > 1. L’application du Gap Lemma permet
de conclure a des intersections persistantes et donc des tangences hétéroclines
persistantes.

Une perturbation supplémentaire crée une tangence homocline grace au
lemme d’inclinaison prés d’une tangence hétérocline. Ceci montre que les difféo-
morphismes ayant une tangence homocline sont denses dans un certain ouvert
de difféomorphismes. Or, on peut montrer qu’il est toujours possible de créer
un puits en perturbant une tangence homocline associée & un point périodique
dissipatif (c’est-a-dire que le produit des deux valeurs propres est plus petit que
1 en module, on peut construire f de telle sorte & ce que cette hypothése de
dissipativité soit vérifiée). Une preuve de ce fait dans le cas de la dimension 3
dans C est donné & la fin du chapitre 5. Alors un argument de type Baire permet
de conclure a l’existence de sous-ensembles résiduels de difféomorphismes ayant
une infinité de puits. Ceci achéve la démonstration de ce résultat majeur.
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~ourbe de tangence Lamination

\ / stable

ILamination
instable

Figure 2 : Obtenir des tangences

2.2.2 Le Théoréme amélioré

Dans un second travail ([51]), Newhouse parvient & montrer que de telles
tangences persistantes sont présentes en fait dés qu’il y a une tangence homo-
cline, sans autre hypothése sur la présence ou non d’ensembles hyperboliques
particuliers.

Théoréme (Newhouse [51]) 2.2.2.1. Soit M une surface réelle compacte
et f un C2-difféomorphisme qui a une tangence homocline associée & un point
périodique de type selle dissipatif. Alors f est accumulé par des ouverts mon
vides de C?-difféomorphismes qui ont des tangences hétéroclines persistantes et
ot les difféomorphismes ayant une infinité de puits sont denses.

Ce résultat est basé sur un principe identique : on intersecte toujours deux
ensembles de Cantor dynamiques dans une courbe de tangence, correspondant
a des laminations stable et instable d’ensembles hyperboliques (pas nécessai-
rement le méme ensemble hyperbolique d’ailleurs). Mais voici I'argument clef.
On considére un difféomorphisme f d’une surface réelle. On suppose que f pos-
séde une tangence homocline associée & un point de type selle appartenant a
un ensemble hyperbolique ;. Il est alors possible d’approcher f par des difféo-
morphismes g ayant un ensemble hyperbolique Hs tel que, transversalement, la
lamination stable de Hs est un ensemble de Cantor dynamique arbitrairement
épais. Un tel ensemble hyperbolique Hs peut étre construit via une procédure de
renormalisation. L’ensemble hyperbolique 1 persiste et sa lamination instable
est transversalement un ensemble de Cantor dynamique dont I’épaisseur reste
minorée. Ensuite, toujours en utilisant le Gap Lemma, la méme méthode que
précédement permet de conclure a I'existence d’ouverts non vides de difféomor-
phismes ayant des tangences persistantes, et ces ouverts de difféeomorphismes
s’accumulent en f. Le Théoréme est ainsi prouvé.
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2.2.3 Compléments sur les ensembles de Cantor dyna-
miques et raffinement du Théoréme de Newhouse

Nous venons de voir que U'intersection des ensembles de Cantor dynamiques
est au coeur de la preuve du Théoréme de Newhouse. Nous donnons maintenant
un résultat complémentaire & ce sujet qui conduit & un raffinement des résultats
de Newhouse. Un probléme trés proche de 'intersection est celui de I’étude de
la différence arithmétique de deux ensembles de Cantor dynamiques :

Définition 2.2.3.1. Soit K C R et L C R deux ensembles de Cantor dyna-
miques. La différence arithmétique K — L est :

K—-L={zxeR:yeK,zelx=y—=z}

L’espace des ensembles de Cantor dynamiques hérite d’une topologie C'*°
naturelle déduite de la topologie C*° sur les applications qui définissent dyna-
miquement les espaces de Cantor. On en déduit une topologie C*° sur l'espace
des couples d’ensembles de Cantor dynamiques (K, L). Palis a émis la conjecture
suivante a ce sujet (on peut se référer a [11]) :

Conjecture (Palis) 2.2.3.2. La différence arithmétique K — L de deux en-
sembles de Cantor dynamiques génériques K et L :

1. ou bien posséde une mesure de Lebesgue nulle

2. ou bien contient un intervalle

Définition 2.2.3.3. Soit K et L deuz ensembles de Cantor dynamiques. On dit
que K et L s’intersectent stablement si toute paire (K', L") suffisamment proche
de (K, L) est telle que :

K'NnL #0

Le résultat suivant répond a la conjecture ci-dessus : Moreira et Yoccoz ont
prouvé que pour un ouvert dense de couples d’ensembles de Cantor dynamiques,
si la somme de leurs dimensions de Hausdorff est supérieure a 1, alors ils s’in-
tersectent stablement aprés une translation éventuelle :

Théoréme (Moreira, Yoccoz [47]) 2.2.3.4. Soit Q l'ensemble des couples
d’ensembles de Cantor dynamiques (K, L) tels que l'on a :

dlmH(K) + dlmH(L) >1

Alors il existe un sous-ensemble ouvert dense Q' de Q tel que pour tout (K, L) €
Q' l’ensemble :

S(K,L)={teR: K et L+t s’intersectent stablement}

est ouvert et dense dans K — L. Son complémentaire est de mesure de Lebesgue
nulle.

Outre le fait d’étre intéressant en soi, le Théoréme précédent posséde un role
trés important dans la preuve du résultat suivant. On s’intéresse a une famille
(ft)ter de C*°-difféomorphismes telle que f = fy a une tangence homocline
associée a un certain ensemble hyperbolique H. On suppose que la tangence est
génériquement déliée, c’est-a-dire avec une vitesse positive (on peut consulter
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[63] pour une définition précise). En utilisant le résultat précédent, Moreira et
Yoccoz montrent que toute tangence homocline est accumulée par des para-
métres correspondant a des tangences persistantes et que ces paramétres ont
une mesure non négligeable si la dimension de Hausdorff de H est suffisamment
grande. C’est un raffinement des résultats de Newhouse puisqu’on obtient une
indication sur la mesure de la prévalence du phénoméne de Newhouse.

Théoréme (Moreira, Yoccoz [47]) 2.2.3.5. Supposons que dimpy(H) > 1.
On note H lensemble des paramétres t tels que f; est uniformément hyperbo-
lique. Alors il existe un ouvert N dans l’espace des paramétres tel que pour tout
t € N, f; posséde une tangence persistante et tel que :

m(N N[0, €) m((NUH) N[0, €)

lim inf =1
e—0

> 0 et liminf
e—0

2.3 Phénoméne de Newhouse : extension a la
dynamique holomorphe

En 1991, Gregery Buzzard a réussi a étendre les travaux de Newhouse au
cas complexe :

Théoréme (Buzzard [18]) 2.3.0.6. Il existe d > 0 tel que si X est soit :

(a) lespace Aut(C?) des automorphismes polynomiaux de C?

(b) Uespace Auty(C?) des automorphismes polynomiauz de C* de degré magjoré
par d

Alors il existe G € X et un voisinage N C X de G tel que N a des tangences
hétéroclines persistantes. En particulier, il existe un sous-ensemble résiduel de
N d’automorphismes polynomiauz ayant une infinité de puits.

Le principe pour montrer ce resultat est identique a celui utilisé par New-
house. Buzzard exhibe un fer a cheval qui a des laminations stable et instable,
les deux sont tangentes sur un certain disque de tangence. La principale dif-
férence réside dans le fait que cette fois il faut intersecter deux ensembles de
Cantor dynamiques planaires et non pas unidimensionnels. Remarquons qu’il y
a également une grande différence avec la dynamique des polyndémes complexes
en une variable et en particulier avec le Théoréme suivant da a Fatou :

Théoréme (Fatou) 2.3.0.7. Soit p un polyndme de degré > 2. L’ensemble des
points périodiques attractifs ou paraboliques de p est fini.

En effet, dans tout bassin d’un point attractif ou parabolique se trouve un
point critique de p. Mais p ne posséde qu'un nombre fini de points critiques. Il
ne peut donc n’y avoir qu’un nombre fini de points attractifs ou paraboliques.
En dimension 2, ce n’est plus du tout le cas comme le montre le résultat de
Buzzard : non seulement, on peut trouver un automorphisme polynomial avec
une infinité de puits mais en plus on peut trouver un sous-ensemble résiduel de
tels automorphismes.

2.3.1 Toy-model linéaire

Nous présentons ici le toy-model linéaire introduit par Buzzard ([17]) pour
intersecter stablement deux ensembles de Cantor dynamiques. Les ensembles de

11
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Cantor dynamiques obtenus ultérieurement par coupe transversale des feuille-
tages stable et instable dans C2 seront suffisamment proches des deux ensembles
de Cantor dynamiques linéaires du toy-model pour que le méme principe puisse
s’appliquer. On commence par rappeler la définition d’un ensemble de Cantor
dynamique dans C :

Définition 2.3.1.1. Soit U et V deux ouverts de C. Un répulseur de Cantor
est une fonction holomorphe f de U dans V telle que :

U est la réunion de m domaines de Jordan Uy,...,U,, disjoints deux a deux
V' est un domaine de Jordan

pour tout 1 < i < m la restriction de f a U; est univalente de U; dans V
UeV

f est dilatante sur U : |f'| > 1 sur U

On obtient un IFS en considérant les différentes branches inverses de f de V
dans U; pour 1 < @ < m. L'ensemble limite (,~, f~"(V) d’un tel IFS est
appelé un ensemble de Cantor dynamique. -

SRR

A titre d’exemple, 'ensemble de Julia de 22+ ¢ pour |c| > 10 est un exemple
d’ensemble de Cantor dynamique.

On va chercher & intersecter de maniére persistante deux ensembles de Can-
tor dynamiques. Chacun d’entre eux aura une géométrie particuliére. Le premier
ensemble de Cantor dynamique, noté K, est défini par un IFS {f1, fo} constitué
de deux applications affines f1 et fo définies sur un ouvert U :

firz—aiz4+bret fo:z— asz+0by
On impose les conditions suivantes :
filU) €U, f2(U) €U et Arg(ar) € R/Q
Image de

_ laspirale
- par f1lfp ~

Spirale originelle

Figure 3 : Le premier ensemble de Cantor dynamique
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Le second ensemble de Cantor est ’ensemble limite d'un IFS {g¢1, ..., gn2} o0t
toutes les applications gx (1 < k < N?) sont affines et définies sur un carré K.
L’ensemble Ki = J;<j.<n2 9k(K() est la réunion de N? sous-carrés placés de
maniére réguliére a intérieur de K, de taille relative 0 < § <1 et donc chacun
de ces sous-carrés est de longueur %. On définit par itération des ensembles
successifs K! de N2 carrés :

K, = U G © " gy (K)

1<ky, kn <N?

L’ensemble limite de cet IFS est le second ensemble de Cantor dynamique K :

K = (K,
0<n

Evidemment, pour chacun de ces deux ensembles de Cantor dynamiques, il
est possible de faire varier les différents paramétres les définissant. On cherche
a bien les choisir de telle sorte que méme en faisant varier ces parameétres, K et
K’ s’intersectent de maniére persistante. Toute la méthode pour parvenir a ces
intersections persistantes repose sur le principe suivant : & ’étape n, on a un
carré et son quadrillage de petits sous-carrés. Pour tout point du carré de grande
taille, on arrive & trouver une portion de couronne d’ouverture angulaire d’angle
/8 centrée en ce point et incluse dans un petit sous-carré. On peut notamment
construire une portion de couronne en un point o de K N K/, préalablement
construit & I’étape n — 1. On a aussi une spirale d’éléments de K qui tourne
autour du point «. L’idée est de bien choisir les paramétres géométriques pour
que la spirale posséde au moins un de ses points dans cette portion de couronne,
d’ott 'obtention d’un point appartenant & K N K, ;. On pourra ainsi réitérer,
et on obtiendra K N K/, # () pour tout n. Comme K’ est I'intersection des
ensembles K, on obtiendra alors K N K’ # (.

K'o K'; K5 K'z
===
o o |o_o o \Kll
\ o
o_ 0O N 1
I A | K2
I X I
I N I
[ N |
I N [
[ AN |
I N |
I AN I //
ool _ _ _ _ _ _ - _ _ O o
0 0| - ’

Figure 4 : Le second ensemble de Cantor dynamique

Soyons plus précis... On commence par s’intéresser au premier ensemble
de Cantor dynamique K. On note «q le point fixe de f; qui vérifie {ag} =
N> f1'(U). On considére I'ensemble des points { f{'(f2(ap)) : n € N} : il s’agit
d’une spirale de points qui sont tous dans K et qui convergent vers le point
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fixe aig avec un facteur a; pour passer d’un point au suivant. On a vu qu’on
avait choisi le paramétre a; d’argument irrationnel. Il est donc toujours pos-
sible de trouver un nombre k tel que parmi k points successifs dans la spirale
{fT(f2(ap)) : n € N}, il y en a au moins un dans n’importe quel secteur angu-
laire d’ouverture angulaire 7/8. Définissons la dimension d’une spirale comme
la distance entre le centre de la spirale et le premier point de celle-ci. On fixe
un tel k, et si on note rg > 0 la dimension de la spirale, on a :

Propriété 1 de K.
V0 €]0,27[,V0 < r < 19,35 > 0,010 = fffg(ozo) € Wy(ao, r|ar|®,r,7/8)

ots Wy (ap, rlai|F,r,7/8) est la portion de couronne de rayon intérieur r|ai|* |
de rayon extérieur v, d’ouverture angulaire w/8 centrée en la direction 6 & partir
de ag.

Une autre remarque importante a faire ici est que autour de chacun de ces
points {fffg(ao) : 0 < j}, on trouve une nouvelle spirale de points de K qui est
limage de la spirale {f*(f2(ap)) : n € N} par fffg pour un certain 7 > 0. En
particulier, la dimension de la spirale image qui tourne autour du point ff fa(ao)
est proportionnelle a la distance |ag — fffg (ao)| du point fffz (ap) au centre
de la spirale ag. Plus précisément, la dimension de cette nouvelle spirale est :
|a1}?|az|lao — f2(ao)| = [az||ao — f{ f2(o)].

Propriété 2 de K. Chaque point f fo(ap) ot 0 < j < k est le centre d'une
nouvelle spirale de points de K de dimension |az||ag — fi f2(ao)].

Un dernier point a souligner est que ces deux propriétés se reproduisent a
la génération suivante de spirales : parmi les k points consécutifs de la spirale
image, il est possible d’en trouver un dans n’importe quel secteur angulaire
d’ouverture angulaire 7/8 et de rapport |a;|* et autour de ce point, on trouve
une nouvelle spirale de taille proportionnelle & la distance entre le centre de
I’ancienne spirale et celui de la nouvelle. On peut ainsi construire des suites de
spirales de points de K qui vérifient toutes ces deux conditions.

On s’intéresse cette fois-ci au second ensemble de Cantor dynamique K’. On
dispose de deux paramétres variables : le nombre N2 de carrés et leur taille
relative 6. En prenant § assez grand, le taux de remplissage des sous-carrés
devient suffisamment grand et on obtient :

Propriété 1 de K'.

1 1
Vz € K, 36 €]0,2n], Wy(z, — a1 |¥, w—N,w/s) e K|

On choisit maintenant le paramétre N tel que :
Propriété 2 de K'.
1

1 k
N < |a2|ﬁ|a1|

On peut & présent montrer que sous ces quatre conditions sur K et K’, si
ces deux ensembles de Cantor dynamiques sont initialement bien positionnés,
on obtient une intersection entre K et K’. De plus, cette intersection persiste
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méme aprés perturbation des parameétres définissant K et K’. On suppose que
ap € K|) et que la distance |ag — fa(ap)| est plus grande que la longueur d’un
coté de K. D’aprés la propriété 1 de K’, on peut trouver un secteur angulaire
Wo(ow, 1o |a1]", o5, 7/8) inclus dans un des sous-carrés de K{. D’apres la
propriété 1 de K, on trouve un point a; € K de la spirale initiale {f7*(f2(ap)) :
n € N} dans ce secteur angulaire, et donc dans un sous-carré de K’. D’aprés
la propriété 2 de K, oy est le centre d’une spirale image de points de K de
dimension |as||ag—a;|. Enfin, d’aprés la propriété 2 de K, ona 4 < |as||ag—a]|
et donc la spirale image est plus grande que la longueur d’un coté du carré de
K| auquel oy appartient.

A partir d’ici, on peut réutiliser exactement la méme méthode en quatre
étapes et on obtient ainsi une suite de points («y,), telle que pour tout n > 0,
on trouve a,, € K N K],. On trouve donc que K intersecte chaque K}, d’ou
les deux ensembles de Cantor dynamiques K et K’ ont une intersection non
vide. Toutes les conditions sur les coefficients des différentes applications affines
f1, f2,91, - - -, gn2 sont ouvertes, donc changer un peu ces coefficients ne changera
pas la démonstration et donc 'intersection est stable. On finit par trouver le
résultat suivant, ol les f; et les g; sont respectivement définies sur I'ouvert U
et le carré K| définis précédemment :

Proposition 2.3.1.2. Dans l’espace Aff ~ C2(N*+2) (geg applications affines

(f1, f2y 91, -, gn2), il existe un ouvert A tel que pour tout (f1, f2, g1, - ,gn2) €
A, les ensembles de Cantor dynamiques K et K' ont une intersection non vide.

spirale originelle /

portion de secteur
angulaire

spirale image

Figure 5 : Méthode d’intersection entre les deux ensembles de Cantor dynamiques
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2.3.2 Perturbations non linéaires du toy-model

On peut méme aller plus loin et se débarrasser du caractére affine des ap-
plications utilisées. Il est facile de vérifier que les quatre propriétés précédentes
sont conservées en appliquant une application affine. Ce sont également des pro-
priétés ouvertes : elles sont conservées aprés itération par une application dont
la distorsion est proche de 1. Une définition précise de la distorsion est donnée
en 3.1. De plus, en 3.5, on montre que la distorsion est une quantité qui dépend
contintiment des fonctions utilisées. En utilisant ceci, on parvient au résultat
suivant :

Théoréme (Buzzard [17]) 2.3.2.1. Soit U € C un ensemble conveze et soient
fi et fo deux applications biholomorphes définies sur un voisinage de U avec
fH0) e U, f2(U) €U et f1(U)N fo(U) = 0. Supposons qu’il existe C < 1
tel que |f;(2) — fj(w)| < Clz — w| pour tous z,w dans U et j € {1,2}. Soit ap
le point fize de f1 et supposons que Arg(fi(ao)) est irrationnel. Il existe alors
un carré Ky C C et des applications biholomorphes g; : K| — g,;(K{) € K,
d’tmages disjointes telles que toutes perturbations fJ’ et g§ suffisamment proches
en topologie C* des f; et g;, on a :

K(f;) N K'(g5) # 0

2.3.3 Implémentation dans le cas des automorphismes po-
lynomiaux de C?

Une fois le toy-model établi, Buzzard construit un exemple d’automorphisme
polynomial F' de C? satisfaisant grosso-modo les deux conditions :

1. F posséde un fer a cheval H avec des laminations stable et instable dont
les coupes transversales sont des ensembles de Cantor dynamiques proches
de ceux du toy-model linéaire

2. F posséde une tangence homocline

On commence par définir F' par morceaux sur ’ensemble Q?, constitué de 81 =
9 x 9 hypercubes de C?, ol @ est une grille de 9 carrés disjoints définie par :

Q=] Cla9)

a€A

A={j+ki| j,ke{-1,0,1}}
C(z,r) ={w e C: |Re(w — 2)|, Im(w — z)| < r}

Le parameétre § est & nouveau ici un facteur qui indique & quel point les carrés
sont "serrés" les uns contre les autres. L’application F' est une composition
F = F3 0 Fy o Fy. Informellement, F est affine par morceaux et décale les
cubes "du haut" vers la droite, ne bouge pas les cubes "du milieu" et décale les
cubes "du bas" vers la gauche. Toujours informellement, F5 est aussi affine par
morceaux et décale les cubes "de droite" vers le bas, ne bouge pas les cubes "du
milieu" et décale les cubes "de gauche" vers le haut. Finalement, F3 contracte
la direction horizontale et dilate la direction verticale : F3(z,w) = (kz, w) ot
k > 1 est une constante fixée. Sur la figure ci-dessus, il est possible d’observer
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Q? et son image directe par F, il faut juste préter attention au fait que comme
la figure est réelle, un carré de C est représenté par un intervalle réel et qu’il
n’y en a que 9 = 3 x 3 au lieu de 81.

P |

| —
immmm—————————

F
Figure 6 : Fer a cheval dans C2

Par F, toute composante de Q? est contractée dans la direction horizontale
et dilatée dans la direction verticale. L’inverse est vrai pour F'~!. L’application
F définit ainsi un ensemble maximal invariant % = (), o, F™(Q?) qui est un
ensemble de Cantor dynamique bidimensionnel sur lequel la dynamique de F'
est conjuguée & un shift sur {0, ..., 8}.

Il est possible de montrer que transversalement, les laminations stable et
instable de ce fer & cheval H sont des ensembles de Cantor dynamiques assez
similaires & ceux obtenus dans le toy-model.

La figure ci-dessous représente une coupe verticale de F~1(Q?). On y voit que
le point bleu au milieu est dans W*(#) et est entouré d’une grille de 8 points
bleus de W*(H). De plus, si on réitére une fois de plus F~!, on retrouverait
autour de chacun de ces points une nouvelle grille de points de W*(#H) dont
la dimension est uniquement fonction de la constante k, et ainsi de suite. En
particulier, on peut montrer que I’ensemble de Cantor dynamique K, qui est
I'intersection de W*(H) et de cette coupe, vérifie les propriétés 1 et 2 énoncées
précédemment.

Sur la coupe horizontale de F(Q?), on obtient une grille de 9 carrés. En
réitérant, on obtient ensuite 9 sous-carrés dans chacun d’entre eux, et ainsi
de suite. On obtient un IFS dont I’ensemble limite est un ensemble de Cantor
dynamique K’. On voit que en faisant tendre ¢ vers 1, il est possible de vérifier
la propriété 1 pour K’. Quitte & remplacer I’ par un itéré F'™, on peut prendre
les carrés initiaux aussi petits que 'on veut et vérifier ainsi la propriété 2.
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Figure 7 : Lamination stable en coupe

Tout ceci montre que les deux ensembles de Cantor dynamiques obtenus par
coupe transversale des laminations stable et instable de H vérifient les conditions
énoncées précédemment pour obtenir des intersections stables.

Figure 8 : Lamination instable en coupe

On prolonge ensuite F hors de Q? en un automorphisme de C? qui posséde
une tangence homocline initiale. On étend les laminations stable et instable en
feuilletages grace a un résultat de Pixton ([55]). Il est alors possible de considérer
un disque de tangence ou ces deux feuilletages sont tangents. Les laminations
stable et instable intersectent ce disque en deux ensembles de Cantor dyna-
miques. Ceux-ci s’intersectent de maniére persistante en utilisant la méthode
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que nous venons de développer. Ceci montre que les laminations stable et in-
stable de ’ensemble hyperbolique H s’intersectent de maniére persistante sur le
disque de tangence. Par perturbation, on trouve un ouvert d’automorphismes ot
les automorphismes ayant une tangence homocline sont denses. On utilise enfin
un résultat de [31] (qui généralise une technique de Newhouse au cas complexe)
pour produire un puits prés d’une tangence homocline. Un argument de type
Baire permet finalement de conclure.
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Une généralisation de la notion

d’épaisseur

3.1 Définitions

On cherche a donner un critére permettant d’obtenir des intersections persis-
tantes pour des ensembles de Cantor dynamiques planaires. Plus précisément,
on donne une généralisation de la notion d’épaisseur pour des ensembles de
Cantor dynamiques dans C et un énoncé de type Gap Lemma associé & cette
notion. On commence par une série de définitions visant & décrire la géométrie
d’un ensemble de Cantor dynamique dans C.

On utilise la norme |- |« sur C dans tout ce chapitre : ce point est a retenir,
puisque une boule est alors géométriquement un carré. Dans la suite, tous les
carrés ont leurs cotés paralléles aux axes de coordonnées, sont ouverts et sont
donc des boules ouvertes pour la norme |- |~. On appelle longueur d’un carré la
longueur d’un de ses cotés. Un carré de longueur r est alors une boule de rayon
5 pour |- |oo-

Definition 3.1.1. On considére un ensemble de Cantor dynamique K égal a
Uensemble limite de UIFS {f1,..., f[p} ot chacune des contractions f; est une
contraction holomorphe définie sur un ouvert U telle que f;(U) € U. On définit :

Ky=U
Ky = U fi(Ky_1) pour tout n > 1
1<i<p
On a donc K = (), K. On appelle picce de profondeur j toute composante

conneze de K;. Soit P une piéce de profondeur j et Q une piece de profondeur
k. On dit que :

1. Pestlepérede @ sik=j+1 et si Q € P. On dit alors aussi que @ est
un fils de P

2. On définit alors par induction la notion de piéce descendant d’une autre
piece : Q est un descendant de P si Q est un fils de P ou un fils d’un
descendant de P

3. Pour une suite d’indices I = (i1, ...,1x), on note :
K= fi(K) = fi, 0...0 fi,(K)

C’est un ensemble de Cantor dynamique égal o l’ensemble limite de I'IFS
{frofro f;l, o frofpo f;l} dont toutes les applications sont définies
sur fr(U).
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Dans la suite, pour des raisons techniques, on supposera toujours ’existence
d’un ouvert U’ tel que U €@ U’ et tel que chaque contraction f; posséde un
prolongement en une contraction de U’ avec f;(U’) € U.

Definition 3.1.2. Soit V un ouvert de C. On appelle un carré inscrit de V. un
carré de longueur maximale inclus dans V. Il n’est pas nécessairement unique.
On note (V') sa longueur.

Notation 3.1.3. Pour z € C et r > 0, on note C(z,r) le carré de centre z et
de longueur r.

Definition 3.1.4. Dans la suite, étant donné un ensemble de Cantor dynamique
K, on fizera pour chaque piéce de K un carré inscrit, et on parlera du carré
inscrit de cette piéce. Le carré inscrit moitié sera le carré de méme centre et
dont la longueur est multipliée par %

Dans la suite, on va définir plusieurs quantités relatives & un IFS. Par souci de
simplification, on fera ’abus de language de les définir relativement a I’ensemble
limite de 'TF'S, qui sera toujours un ensemble de Cantor dynamique.

Definition 3.1.5. Soit f une application univalente définie sur U’ telle que
f(U") € U. On appelle distorsion de f (sur U), noté §¢, le nombre suivant :

/(=)
dr = max
I e 7))

Ona:1<§; < +4oo d’apres le Théoréme de Koebe (puisque U € U’). Pour un
ensemble de Cantor dynamique K donné par un IFS {f1,..., fp}, on appelle la
distorsion de K la quantité suivante :

1/7(2)]
O =supd :sup< max )
I f1 r \Gener? [f1(2)]
ol la borne supérieure est prise sur l’ensemble des suites finies d’indices dans
{1,...,p}. On a toujours 1 < dx < +oo d’apreés le Théoreme de Koebe.

Definition 3.1.6. Pour [’ensemble de Cantor dynamique K de domaine initial
U et associé a VIFS { f1,..., fp}, on définit U; = f;(U) et les rapport de réduction
mazimal et minimal de K :

Ui)
A% =  min r(Us
P r(U)
A(}(: max r(Us)

ie{1,....p} r(U)

Lemma 3.1.7. Pour toute suite finie I, le diametre de fr(C(0,1)) est borné
par 20k |f1(0)] et on a :

\f%éKlfé(O)\ < r(f1(C(0,1))) < V23| 7(0)]

Démonstration. C’est une conséquence facile de l'inégalité des accroissements
finis. La preuve est laissée au lecteur. [
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pieces de profondeur 1
pieces de profondeur 2

interstice d'ordre 0

interstice d'ordre 1

Figure 9 : Piéces et interstices

Definition 3.1.8. Pour l’ensemble de Cantor dynamique K de domaine ini-
tial U et associé a UIFS {f1,..., fp} de distorsion 0, on définit le rapport de
réduction maximal & distorsion prés :

= i min )
©26% ie{l,...p} 7(U)

AK

Le Lemme 3.1.7 implique immédiatement que pour toute suite d’indices I,
on a /\(}{I > Ak . Intuitivement, dans K, d’une étape a une autre, on ne multiplie
pas la taille des piéces par moins que g fois pour passer d’'un pére & un fils.
En effet, on a :

r(fr(U)) < V2£1(0)|6xr(U)
et pour i € {1,...,p},on a:

_ 1100

() = L w)
donc :
in r(£1:0) = N i (0
Donc on a :
O o W) min ")

1
K= ietno r(fr(U)) = 26% ie{l,.py 7(U)
Ce qui peut se réecrire sous la forme :
M, = Ak
On définit de méme :

Definition 3.1.9.

U)
A =2 2 . T( 1
K= Wi max T
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Intuitivement, dans K, d’une étape & une autre, on ne multiplie pas la taille
des pieces par plus que A fois pour passer d’un pére & un fils.

Le résultat suivant est un lemme intermédiaire :

Lemma 3.1.10. Soit z # 2’ € C(0,1). On appelle T le disque de centre z tel
que 2’ € OT. Alors il existe un disque X de rayon t|z—2'| inclus dans TNC(0,1).

Démonstration. Supposons d’abord que |z — 2| < % Il est facile de vérifier que
C(0,1)NT contient entiérement au moins un des quatre quadrants du disque I".
Ce quadrant contient un triangle rectangle de cotés |z —2/|, |z — 2'| et v/2|z —2/|.
Le cercle inscrit I de ce triangle a son diamétre égal & :

1x1 | ,
—_—= |2 — Z
1+1+V2

En général on a : |z — 2/| < v/2 et alors I' contient un disque I de rayon
2—\1/§|z — 7| < £ de centre z. Ce disque contient un disque I'" inclus dans C(0, 1)

N 12 1
de diamétre ENCEYVG] NI

dans T'NC(0,1), ceci achéve la preuve de la démonstration du lemme.

2 | ,
= —F|z2—z
242

|z — 2| = |z — 2| > [z — 2/|. Comme I" est inclus

O
Nous utiliserons le résultat suivant dans la preuve du Théoréme A :

Lemma 3.1.11. Soit 'y un carré de longueur 1. On appelle T's le carré de
méme centre que I'1 et de longueur moitié. Soit I une suite finie de chiffres
dans {1,...,p}. On suppose que fr(C(0,1)) intersecte a la fois T's et le complé-
mentaire de I'y. Alors il existe un carré C de longueur plus grande que W

inclus dans 'y N f1(C(0,1)).

Démonstration. Soit z; un point de 'y N f7(C(0,1)) et on prend 2o = f; '(21) €
C(0,1). On appelle C = 9T N f7(C(0,1)) qui est compact en tant qu’intersection
de deux compacts. L’ensemble €’ = f;(C) est alors un compact inclus dans
C(0,1). On appelle z3 un point de C’ tel que |z3 — 22| = min,ecr |2 — 22| (un
tel point z3 existe par compacité). On appelle Q; le disque de centre z, passant
par z3. D’aprés le Lemme 3.1.10 (en prenant z5 pour z, z3 pour z’, ; pour I et
0y pour I'), il existe un disque Q5 de rayon % z9 — 23] inclus dans Q; N C(0,1).
Comme Qs est inclus dans €4, pour tout z € Qo, on a fr(z) € I'y. On a que
f1(€Q2) contient un disque de diameétre plus grand que i|f}(0)| -1z — z3]. Mais
onaaussi: T < |fr(z2)—fr(23)| < 0k|f](0)||z2—23|. Finalement f7({2) contient
un disque I's de diamétre plus grand que ﬁ inclus dans T'; N f7(C(0,1)) et

ce dernier contient un carré de longueur supérieure a ——=—.
20v/26%

O

Le Théoréme que nous cherchons & montrer requiert une généralisation de la
notion d’épaisseur. Comme dans le cas unidimensionnel, cela sera le quotient de
deux quantités. Le numérateur mesure la taille des piéces, ce sera la quantité A g
que nous venons de définir. Le dénominateur mesure I’espace entre les piéces, il
sera donné par la quantité suivante.
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Definition 3.1.12. Soit K un ensemble de Cantor dynamique de domaine ini-
tial U. On note p(U) = 2max,cy distoo (2, K) la longueur du plus grand carré
inclus dans U qui ne contient pas de point de K. On définit I’espace intersticiel

de K :

0 p(U)
g =
()
Le Théoreme de Koebe implique immédiatement que pour toute suite d’indices

I, on a o, <630%. On pose ok = 630%.

En particulier, par définition, si on considére une piéce P de K, tout carré
inclus dans P de longueur plus grande que oxr(P) contient un point de K N P.

Definition 3.1.13. Soit K un ensemble de Cantor dynamique. On définit
Uépaisseur de K par :

Ak A0
fr— fr— K
o TR

Ep(K)

3.2 Théoréme

Dans le Théoréme qui suit, on donne un critére sur le produit des épaisseurs
de deux ensembles de Cantor dynamiques K et L qui fournit une intersection
entre K et L. On rappelle que la norme utilisée est la norme infinie.

Definition 3.2.1. Deux ensembles de Cantor dynamique K et L définis sur un
méme carré initial sont équilibrés si :

1. max(AK,AL) < 3*10

2. pour toute piece P de K, tout carré de longueur plus grande que 30%r(P)
L
contient un fils de P

3. pour toute piece P de L, tout carré de longueur plus grande que
contient un fils de P

30%5%< r(P)

Cette double condition signifie d’une part que les piéces occupent tout I'es-
pace dans le carré de départ, d’autre part qu’elles sont petites par rapport a la
longueur du carré de départ.

Théoréme A. Soient K et L deux ensembles de Cantor dynamiques équilibrés
définis sur un carré. On suppose que :

Ep(K)Ep(L) > 30
Alors K et L s’intersectent.

En particulier, comme on montre plus loin que 1’épaisseur varie de maniére
continue avec les fonctions utilisées pour définir les ensembles de Cantor dyna-
miques K et L, ce mécanisme permet de produire des intersections persistantes.
Notons que 'on prend un carré comme ensemble de départ pour qu’il soit réa-
lisable d’avoir des épaisseurs aussi grandes que I'on veut.
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3.3 Exemple

Donnons un exemple : on reprend ’ensemble de Cantor K’ vu dans la sec-
tion 2.3.1. Rappelons que cet ensemble de Cantor K’ est I’ensemble limite d’un
IFS {g1,...,gn2} ol toutes les applications g (1 < k < N?) sont affines et
définies sur un carré K de longueur 1. L’ensemble K| = (J; << n2 91 (K() est
la réunion de N? sous-carrés placés de maniére réguliére a I'intérieur de K, de
taille relative 0 < x < 1. Chacun de ces sous-carrés est donc de longueur .
L’ensemble limite de cet IFS est ’ensemble de Cantor dynamique K’. Comme
toutes les applications gy, sont linéaires, on a tout de suite dx» = 1. Comme tous

les sous-carrés sont de longueur &, on a Ao, = ~-Ona:

p(K() = 2 max disteo (2, K')
z€K))

Tout point de K| est situé a une distance au plus gl_ﬁ d’un des sous-carrés.
A Tintérieur d’un de ces sous carrés de longueur £ tout point est & situé a une

N>
distance au plus @1% - & d’un sous-sous-carré et ainsi de suite.... On obtient

donc :

N

— — — 2
o-%./: SQ(QI I+Q1 $£+@1 I(I) +
2 N 2 N N 2 N

Finalement on a donc :

, T x
B 2 S =N i

Si on prend N = 100 et z = 29999 i] est facile de vérifier que K’ et K’
sont équilibré et que Ep(K’) > 10. En particulier, on a Ep(K’)? > 30. En uti-
lisant la continuité de I’épaisseur prouvée en section 3.5, ceci montre que les
deux ensembles de Cantor dynamiques K’ et K’ s’intersectent de maniére ro-
buste (évidemment, K’ s’intersecte lui-méme, mais I'intersection persiste méme
aprés perturbation des deux IFS {g1,...,gn2} et {g1,...,9n2} quand les deux
ensembles de Cantor ne sont plus égaux).

3.4 Preuve du Théoréme A

On suppose que le carré de départ est le carré C(0, 1) centré en 0 de longueur
1. En effet, comme ’épaisseur est définie a partir de quotients de longueurs, elle
est donc invariante par rescaling et il est donc possible de supposer que le carré
de départ est C(0,1). On suppose que ox < or. On construit par induction
une suite (a,)n>0 de points de K telle que o, € L, pour tout n > 0, et plus
précisément, «,, appartient au carré inscrit moitié d’une piéce de L,.

On commence par vérifier cette propriété pour n = 0. Par hypothése, K et L
sont équilibrés donc il existe un point de K dans le carré C(0, 5552) € C(0, 1).
L
Or, C(0, 3) est précisément le carré inscrit moitié de C(0,1), qui est la seule
piéce de Lg. La propriété est donc vérificée pour n = 0.
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Supposons la propriété vérifiée au rang n : il existe un point «, € K dans
le carré inscrit moiti¢é d’une piéce de L,. On note P cette piéce. On note
p(P) = 2max,cp distes (2, LN P) la longueur du plus grand carré inclus dans P
qui ne contient pas de point de L. Le point v, est dans 'intersection d’une suite
de piéces de K dont la premiére est C(0,1). On note Ry,..., Ry les différents
fils de P. On distingue deux cas.

Premier cas, grand interstice : p(P) > maxi<j<q r(R;)

Dans ce cas, informellement, les fils Ry,..., R, de P sont suffisamment es-
pacés entre eux a l'intérieur de P et non pas serrés les uns contre les autres.
Le point «,, est I'intersection d’une suite de piéces de K dont la premiére est
C(0,1). On choisit dans cette suite de piéces la piéce @) définie comme suit :

1. si 562 p(P) > 1, on pose Q = C(0,1)

2. si 562 p(P) < 1, on prend comme piéce ) la derniére picce de la suite qui

contient un carré de longueur plus grande que 55% p(P)

Mountrons que @ contient un fils R de P. Si @ = C(0,1), c’est évident. Dans
le deuxiéme cas, ) contient un carré A de longueur plus grande que 552 p(P).
Comme on a p(P) > maxi<j<q7(R;), la longueur du carré inscrit de tout fils
de P est inférieur a p(P). D’aprés le Lemme 3.1.7, le diamétre de tout fils de P
est alors inférieur a 262 p(P). On a alors deux sous-cas, selon que A est inclus
dans P ou non. Si A est inclus dans P, alors comme sa longueur est plus grande
que 562 p(P) > p(P), le carré de méme centre que A de longueur p(P) contient
donc un point de L dans son adhérence. Ce point appartient a un fils R de P de
diameétre majoré par 267 p(P). Puis A contient R et donc @ contient R aussi.

Si A n’est pas entiérement inclus dans P, on a tout de méme que «,, est
dans le carré inscrit moitié I'y de P. D’aprés le Lemme 3.1.11, il existe un carré
A’ de longueur plus grande que WT(P) inclus dans I'y N Q. Par hypothése,

K

K et L sont équilibrés donc il existe un fils de P dans tout carré de longueur
plus grande que ﬁr(P), et donc en particulier dans A’. Comme A’ est inclus
L

dans @, ceci implique que @) contient un des fils R; de P, que 'on notera R.

Pour le fils S; de @ qui contient av,, on a :
r(S1) < 567p(P)

On note p(Q) = 2max.cg dist (2, KNQ) la longueur du plus grand carré inclus
dans ) qui ne contient pas de point de K. On a :

ming fis de @ 7(S) MINg, fis de P 7(;) - Ak AL - AK AL
p(Q) 5%p(P) OK 5%JL 5%(\/01( 5% agr,

ou la derniére inégalité provient du fait que dx > 1,6, > 1,0 < 1,0 < 1.
Finalement, on trouve :

ming fis de ¢ 7(S) Ming; fis de P 7(R;)
p(Q) 01p(P)
et comme 7(S)) < 552 p(P) pour le fils S; de @, on en déduit que :

in r(R;) < %T(R)

> Ep(K)Ep(L) > 30

p(Q) < !

= mi
2 R; fils de P

26



CHAPITRE 3. UNE GENERALISATION DE LA NOTION D’EPAISSEUR

Comme @ contient R, on en déduit qu’il existe un point a1 € K dans le carré
inscrit moitié de la piéce R de L, 41. La propriété est ainsi vraie au rang n + 1.

Figure 10 : Construire R et ay,41 a partir de P et ) dans le cas 1

Deuxiéme cas, petit interstice dans P : p(P) < maxi<;<qT(R;)

Dans ce cas, informellement, les fils Ry, ..., R, de P sont serrés les uns contre
les autres. Pour chaque fils R; de P, on dénote par A; € R; (1 < j < ¢) le carré
inscrit moitié de R;. A partir de maintenant, le raisonnement va étre semblable

au Cas 1 en prenant (P, Aq,...,A,) au lieu de (P,Ry,...,Ry).

On note p(P) = 2max,cp distoo (2, A1 U---UA,) la longueur du plus grand
carré inclus dans P qui n’intersecte pas A; U...UA,. D’aprés le Lemme 3.1.7,
le diamétre de chaque R; est borné par :

diam(R;) < 2677(R;) = 407 r(A;) < 467 max r(4;)

1<j<q

On va majorer p(P). Soit z € P. Si z est dans une des piéces Rj, la distance de
z & A; est majorée par diam(R;) < 462 maxi<j<,7r(A;). Si 2z n’appartient pas
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a une des piéces R, z se trouve tout de méme & une distance d’au plus % p(P) <
2 maxi<j<q7(R;j) < maxi<j<g7(A;) d’une piece R; et donc a distance au plus
4(5% maxj<j<g T’(Aj) + maxi<j<q ’I"(Aj) < 55% maxj<j<g T’(Aj) de la boule Aj
correspondant. Dans tous les cas, on a :

p(P) <2-567 max r(A;) = 1067 max r(A;)

1<j<q 1<j<q
On a alors :
min << 7(A;) _ minigj<q7(4)
1062 maxi<j<qr(A;) — p(P)
Comme : .
r(8;) = 5r(Ry)

et comme on a :
mingi<gT(Ry) AL o g0
maxi<;j<q7(R;) — AL

puisque Az < 35 (K et L sont équilibrés), on dispose de :

30)\L min1<]<q ( ) minlgqur(Aj)
1062 — 106% maxi<j<qr(R;) ~ p(P)

Donc on obtient finalement :

3>\TL < mingj<g r(4;)
o7, p(P)

La stratégie est ensuite la méme que dans le premier cas. On choisit dans la

suite de piéces de K contenant v, la piéce Q définie comme suit :

1. si 5p(P) > 1, on pose Q@ = C(0,1)
2. si 5p(P) < 1, on prend comme piéce @ la derniére piéce de la suite qui
contient un carré de longueur plus grande que 55(P)

Montrons que @) contient un des carrés A;. Si Q = C(0, 1), c’est évident. Dans
le deuxiéme cas, ) contient un carré A de longueur plus grande que 55(P).
Pour tout 1 < j < ¢, on a r(A;) < 25(P) par construction (en effet, pour tout
7, il y a un carré de longueur au moins %T‘(Aj) inclus dans R; et disjoint de
A;). On a alors deux sous-cas, selon que A est inclus dans P ou non. Si A est
inclus dans P, alors comme sa longueur est plus grande que 5p(P), le carré de
méme centre que A de longueur p(P) contient donc un point de A; U---UA,
dans son adhérence. Ce point appartient & un carré A; dont la longueur est
majorée par 2p(P). Puis A contient A; et donc () contient A; aussi. Si A n’est
pas entiérement incluse dans P, on reprend la méme méthode que dans le Cas
1. Dans tous les cas ) contient un des fils R; de P, et donc @) contient aussi le
carré A; inclus dans R;.

Pour le fils S; de @ qui contient «,, on a :
r(S1) < 5p(P)

On note p(Q) = 2max,cq diste (2, KNQ) la longueur du plus grand carré inclus
dans @@ qui ne contient pas de point de K. On a :
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ming gis de Q T(S) minlgqur(Aj) AiK?))\iL AK AL
p(Q) ﬁ(P) T OK 5% - \/O'Kéﬁ oy,

ou la deuxiéme inégalité vient du fait que ox < op (on avait fait cette
hypothése au début de la preuve). Puisque dx > 1, on a donc :

mins fils de Q ?"(S) minlgqu T’(Aj) >3 )\K )\L

p(Q) p(P) T 0kVOK 074/0L
Comme r(S;) < 5p(P) pour le fils S; de @, on en déduit que :

p(Q) < min r(A;)

1<j<q

> 3Ep(K)Ep(L) > 3x30 = 90

Comme @ contient R, on en déduit qu’il existe un point a,, 11 € K dans le carré
inscrit moitié de la piéce R de L, 41 (ce carré est un des carrés A;). La propriété
est ainsi vraie au rang n + 1. Par récurrence, elle est ainsi vraie pour tout n.

Dans les deux cas, on peut alors conclure que K N L,, # () pour toutes les
entiers n. Ceci montre que K et L s’intersectent.

3.5 Continuité de I’épaisseur

Une fois définie 1’épaisseur Ep(K) d’un ensemble de Cantor dynamique K,
il est naturel de s’intéresser & ’éventuelle continuité de cette grandeur en fonc-
tion des contractions f; qui définissent K. En effet, comme on I’a déja vu , en
utilisant le Théoréme précédent, cette continuité permet d’obtenir des intersec-
tions persistantes d’ensembles de Cantor dynamiques planaires, en partant par
exemple d’ensembles de Cantor linéaires. On montre le résultat suivant :

Proposition 3.5.1. L’épaisseur Ep(K) est une fonction continue des contrac-
tions f;.

Pour prouver ce résultat, rappelons tout d’abord que 'on a par définition :

/\0
Ep(K) = =&

- SRVok
Par simplicité, on supposera de nouveau que 'ouvert de base de K est le carré
C(0,1). Le point clef est le lemme suivant :

Lemma 3.5.2. La distorsion dx est une fonction continue des f;.

Pour prouver ceci, rappelons que :

dx = sup
I

max

(z,z’)€U2 ‘f}(zl)‘

On notera dans la suite :

( IfI(Z)I) — sup (‘max (( max 1) )

n>0 \||=n z,z’)€ﬁ2 ‘f}('z/”

= max max /1)l
Sulfiveeosdi) = s (e 1)

On aura besoin du lemme suivant :
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Lemma 3.5.3. Pour tout € > 0, il existe un entier n. > 0 et un voisi-
nage Fe de (f1,...,fp) de la forme Fo = {(g1,...,,9p) tels que : |g; — fi| <
ne sur U} (pour une certaine constante 1) tels que : pour tout n > n., pour
tout (g1,...,9p) € Fe, on a :

Sn(g1s---59p) < Sn.(g1,---59p) - (L +€)

Démonstration. Dans la suite, on commence par fixer une constante 7. > 0, le
voisinage F. = {(g1,--.,,9p) tels que :|g; — fil <ne sur U } de (f1,..., fp) et
une constante 0 < a < 1 tel que pour tout (g1,...,9p) € Fe, 'IFS {g1,...,9p}
définit un ensemble de Cantor dynamique tel que d’une étape & une autre, le
diamétre des piéces est multiplié par moins que a. Une telle constante a existe
pour (g1,...,gp) au voisinage de (f1,..., fp) par contraction de la métrique de
Poincaré, et il est facile de vérifier qu’elle peut étre prise localement constante.
On fixe également une autre constante : quitte a réduire F, il existe R > 0 tel
que pour tout (g1, ...,gp) € Fe, pour tout z € g1(C(0,1)) U...Ug,(C(0,1)), le
carré C(z, R) est incluse dans C(0, 1). Soit maintenant (z,2') € T’ Ona pour
toute suite d’indices I = (i1,...,0,) :

G b o)l gk (960000 (2)]
] 16 T aa N 16, (i, 0090 ()]

Or, pour tout 1 <k<n-—1,ona:
i, © - Ogil(z) € (gik © ...ogil)(C(O, 1))

i © 09, (') € (g, 0. 04:,)(C(0,1))

et le diamétre de (g;, o ... 0 gi,)(C(0,1)) est borné par a*. On considére alors
la restriction de g;, ,, a la boule de centre g;, o...0g; (2) et de rayon R qui est
incluse dans C'(0,1) par définition. Le Théoréme de distorsion de Koebe donne
alors 'inégalité suivante :

! i, ©...00;, (2 k
Ig;,c“(gk i ( ,))I - 1+ak /R3 <14 D
196,01 (Gin © -0 91, ()] — (1= a¥/R) R

si k est pris suffisamment grand. Or, la série ), a® est absolument convergente
donc le produit infini [], (1+ %ak ) est aussi absolument convergent. En particu-
lier, quand n tend vers l'infini, [], ., (1 + %ak) tend vers 1. Il est alors possible
de prendre un entier n. tel que [];-, (1 + %ak) < 1+ €. On fixe cet entier et
alors pour tout n > n. :

gr ()| _ g () gi, (9 Gl 195, (961 02 91, (2))]
9701 1l (D] 1gi, (9 D77 198, (Giny © -2 0 in (2)]
91 _ 19 g ga )l 19, (Ginems ©--- 090 (2))] 1o
97O g, (D] g, (9 D1 195, (Gin—r - -0 94, ()]

|97 (2)]

; < Sn (g1,---59p) - (1 +€
|g[(2/)‘ (gl gp) ( )
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. : =2
En prenant successivement le maximum sur (z,2’) € U et sur |I| = n, on
trouve :

Sn(glwuagp) < Sne(gla"'vgp) : (1+6)

d’ou le résultat. O

Preuve du lemme 8.5.2 : continuité de la distorsion. Montrons que la distorsion
dx est une fonction continue des f;. Soit € > 0. on commence par fixer ’entier
n. et le voisinage F. donnés par le lemme précédent. En particulier, pour tout
n > n,, pour tout (g1,...,9p) € Fe,onaS,(g1,...,9p) < Sn (91,-..,9p) - (1+e€).
De plus, il est clair que chacun des termes Si,...,S,, est une fonction continue
des (g1,...,9p) € Fe. On peut alors choisir un voisinage F, € F, tel que pour
tout (g1,...,9p) € F.,ona:

V1<k<negSk(gr,---,9p) <0k -(1+¢)

ol ici K désigne I'ensemble de Cantor dynamique donné par I'IFS {f1,..., fp}.
Notons L I’ensemble de Cantor dynamique donné par I'IFS {g1,...,¢p}. On a
alors :

6r <0k - (1+€)?

On choisit un indice ¢ > 1 tel que S;(f1,...,fp) > dx - (1 —€). On peut alors
prendre un voisinage restreint F!" € F, tel que pour tout (g1,...,gp) € F., on
a:Se(g1,...,9p) > S - (1 —¢€)? et donc :

5L25K'(1*6)2

En conclusion, pour tout (g1,...,9p) € F/, si L désigne 'ensemble limite de
(917 e 7g1))7 on :
5K~(17€)2 SCSL §5K'(1+€)2

D’ou la continuité de la distorsion.
O

Preuve de la proposition 3.5.1 : continuité de ’épaisseur. On sait que 'on a :
_ Mk
" 55 /50

Ok V Ok
On a vu que la distorsion dx est une fonction continue des f;. Il est facile de
vérifier que les grandeurs A% et 0¥ dépendent de maniére continue des f;, la

preuve est laissée au lecteur. Finalement, on obtient que 1’épaisseur Ep(K) est
une fonction continue des contractions f;.

Ep(K)

O

31



CHAPITRE 3. UNE GENERALISATION DE LA NOTION D’EPAISSEUR

32



Phénoméne de Newhouse en di-
mension 3

4.1 Phénoméne de Newhouse en dimension 3 :
la méthode de Palis et Viana

Rappelons tout d’abord la définition suivante pour les points périodiques des
difféomorphismes en dimension supérieure a 2.

Définition 4.1.0.1. Un point périodique q de type selle de multiplieurs |\| <
[A2] < 1 < |As| est dit sectionellement dissipatif si le produit de deux quelconques
de ses valeurs propres est inférieur 1 en module : |AAs| <1 et [A2As] <1

Dans [54], Palis et Viana ont généralisé de maniére remarquable les travaux
de Newhouse au cas de la dynamique réelle en dimension 3 :

Théoréme (Palis, Viana [54]) 4.1.0.2. Tout C°°-difféomorphisme de R3
ayant une tangence homocline associée a un point selle sectionellement dissi-
patif est accumulé par des ouverts de difféomorphismes ayant des tangences
hétéroclines persistantes et ou les difféomorphismes ayant une infinité de puits
sont denses.

La principale difficulté pour étendre les Théorémes de Newhouse en di-
mension supérieure réside dans le caractére non différentiable des feuilletages
de codimension supérieure & 1. En effet, dans la preuve pour les difféomor-
phismes des surfaces réelles, une étape clef est ’extension des deux laminations
stable/instable du fer a cheval en deux feuilletages stable/instable qui sont de
classe C'. Or, il n’est pas possible en général d’étendre un feuilletage de codi-
mension supérieure & 1 avec suffisamment de régularité. De plus, méme si c’était
le cas, on aurait dans ce cas une surface de tangence et non plus une courbe de
tangence, et le probléme ne se raménerait pas a I'intersection de deux ensembles
de Cantor dynamiques réels unidimensionnels.

Voici comment ce probléme est résolu. La transversale & la lamination de
codimension 2 d’un ensemble hyperbolique est de dimension 2. Or, on peut
distinguer dans cette transversale une direction, transverse & la direction de
plus forte contraction. En projection sur cette direction, la lamination est un
ensemble de Cantor unidimensionnel qui varie cette fois-ci avec une régularité
suffisante pour définir une notion d’épaisseur de maniére satisfaisante. Cette ré-
duction permet de traiter ensuite le probléme de maniére identique : on dispose
initialement d’un fer a cheval H; d’indice (2,1) dont la lamination instable est
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transversalement un ensemble de Cantor dynamique bidimensionnel. Comme
on vient de le dire, on peut distinguer une direction particuliére dans la trans-
versale. En projection sur cette direction, la lamination instable de H; est un
ensemble de Cantor unidimensionnel d’épaisseur 7%. En perturbant la tangence
homocline, on peut produire un fer a cheval Hy d’indice (2,1) dont la lamina-
tion stable est transversalement le produit d’une courbe et d’un ensemble de
Cantor dynamique unidimensionnel d’épaisseur 7°. Un procédé de renormalisa-
tion permet de s’assurer que 7°7% > 1. Ensuite, on se raméne & détecter des
tangences via des intersections d’ensembles de Cantor dynamiques unidimen-
sionnels. L’application du Gap Lemma permet de conclure. Il faut juste préter
attention au fait de prendre un point selle sectionellement dissipatif, sinon la
perturbation risque de produire un point d’indice différent de celui d’un puits
(on peut se référer a [60] pour cette difficulté).

Les résultats de Palis et Viana ont été améliorés par Moreira, Palis et Viana
(voir [46]) : le Théoréme suivant décrit la prévalence de 'hyperbolicité et du
phénoméne de Newhouse dans ’ensemble des paramétres pour un ensemble
générique de familles de difféeomorphismes ayant une tangence homocline.

On considére Pespace &€ des famillles (f;)ier de C%-difféomorphismes de R?
ayant une tangence homocline génériquement déliée en t = 0 associée & un
point périodique p d’un certain ensemble hyperbolique H. On munit I’ensemble
& d’une topologie.

Théoréme (Moreira, Palis, Viana [46]) 4.1.0.3. [l existe deux ouverts U C
E etV CE tels que UUV est dense dans £ et satisfaisant les deux propriétés
sutvantes :

1. Pour toute famille (fi)ier € U, 'ensemble H des paramétres t pour lesquels
ft est uniformément hyperbolique posséde une mesure de Lebesgue pleine
ent=0: HA 0.6

N
6—0 1)

2. pour toute famille (fi)ier de V, si on note N l'ensemble des paramétres t
pour lesquels f; posséde une tangence homocline qui persiste au voisinage
de t, alors N posséde une mesure de Lebesgue positive en t = 0 et la
réunion NUH a une mesure pleine ent =0 :

lim inf m(N N[0,9)
=0 )

m(NUH)N[0,3) _

>0 et lim
6—0

4.2 Phénoméne de Newhouse en dimension 3 :
le blender

4.2.1 La construction de Bonatti et Diaz

Dans les années 1990, Bonatti et Diaz ont introduit un nouvel outil possédant
des propriétés fractales trés particuliéres : le blender, ou mélangeur. Initialement
utilisé pour étudier des difféomorphismes transitifs de maniére persistante ([14]),
les blenders se sont révélé trés utiles dans bien d’autres situations. Ce sont des
ensembles hyperboliques dont la propriété fondamentale est : informellement,
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l'une des deux laminations stable/instable de 1’ensemble hyperbolique posséde
en quelque sorte une dimension plus grande que la dimension de la variété
stable/instable correspondante d’un des points de I’ensemble prise individuelle-
ment. Une bonne introduction aux blenders peut par exemple étre trouvée dans
[12].

Donnons un toy-model de blender. On considére le carré [—1,1]? et les deux
contractions affines (non holomorphes) I; et lo définies sur ce carré par :

9 9 1 1
I (z,y) = (Ex_ﬁ’ﬁy_ 5)
9 9 1 1

Comme le montre la figure ci-dessous, les deux images de [—1,1]% par I} et [y
sont deux rectangles. Tous les deux sont fortement contractés dans la seconde
direction. En revanche, ils sont peu contractés dans la premiére direction, et
chacun des deux subit un décalage dans cette direction : vers la gauche pour
celui du bas, vers la droite pour celui du haut. Les deux rectangles sont dis-
joints, et (I1,ls) définit donc un IFS dont I'ensemble limite est un ensemble de
Cantor dynamique noté K (notons que les applications de I'TF'S associé sont non
holomorphes).

Prenons un segment A vertical et inclus dans [—%, %] On va montrer que
A intersecte nécessairement K. Pour ce faire, il est déja facile de vérifier que
A intersecte a la fois les deux rectangles I1([—1,1]?) et l2([—1,1]?). Vérifions
que cette figure se répéte dans au moins un des deux rectangles. Notons A =

{za} x [-1,1]. On vérifie que 'on a :

10 a2y e =t Lo 19 Oyt L
9 AT 700 972 %% 9 AT 100 22

Pour montrer ceci, il suffit de constater que la réunion des deux images de

[—3. 4] par & — Fo— 135 et @ — 5415 contient le segment [—1, 3] lui-méme.
Et c’est bien le cas puisque :
9 1 9 1

—_ _—— —_— < N
10 ( 2) 100 2

9 1 n 9 - 1

10 2 100 2

et puisque les longueurs des deux intervalles images sont égales a %. Ceci montre
que I'image de A par au moins un des deux inverses de [y et Iy est un segment
A vertical inclus dans [f%, %] On peut alors réitérer le méme argument : ce
segment intersecte un des deux sous-rectangles de [—1,1]% et donc A intersecte
un des quatre sous-rectangles obtenus a I'étape 2 de la construction de I'TFS.
Par induction, A intersecte a chaque étape n un rectangle obtenu en itérant n
fois 1 ou l3. D’ou A intersecte K. On a donc montré que n’importe quel segment
A vertical et inclus dans [—3, 2] intersecte K.
On ne ’a pas montré ici, mais cette intersection est en plus doublement
robuste : on pourrait perturber un peu les contractions /1 et I, ou bien encore

prendre une courbe de pente trés forte a la place d’'un segment, on obtiendrait
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toujours l'intersection. Ceci est remarquable, puisque la dimension de I’ensemble
de Cantor dynamique vaut 0, celle de la courbe 1, et : 1 4+ 0 < 2. On comprend
mieux maintenant l'intérét de cette construction. Cet exemple est parfois qualifié
de protoblender, puisque la dynamique n’est pas inversible et que 1’on souhaite
la plupart du temps étudier des difféomorphismes. On peut maintenant chercher
a définir ce qu’est un blender, de la maniére la plus générale possible.

Figure 11 : Protoblender

La définition suivante d’un blender est totalement heuristique. De nom-
breuses variantes de blenders ont été définies mais toutes mettent en avant
qu’il s’agit d’un ensemble hyperbolique dont ’ensemble instable est plus facile
a intersecter que sa dimension ne le laisserait a priori supposer. Notons par
ailleurs que le choix de I’ensemble instable plutét que celui de ’ensemble stable
est totalement arbitraire. C’est de 14 que vient le terme de blender.

Définition 4.2.1.1. Un blender est un ensemble compact hyperbolique pour
lequel la dimension de [’ensemble instable est strictement plus petite que [’éva-
luation que l’on en ferait en faisant intersecter cet ensemble instable avec des
familles de sous-variétés.

On va définir & présent une notion de blender pour des difféomorphismes réels
en dimension 3. Quand nous définirons plus loin un blender complexe, celui-ci
sera son exact analogue en dynamique complexe. Evidemment, la définition
suivante est ad hoc et dépend en particulier du choix des cones suivants :

Définition 4.2.1.2. Dans R3, on introduit les champs de cones (constants) :
C" = {v = (v1,v2,v3) € R? : max(|va|, [v3]) <1072 |vy]}

C** = {v = (v1,v2,v3) € R® : max(Jvr ], |vs]) <1077 - [va]}
O = {v = (v,v2,03) € R : max(Jvr ], [va]) < 107° - Jug[}
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Voici a présent une définition formelle possible pour un blender d’indice (2, 1)
dont les directions contractées et dilatée sont données. Celle-ci dépend des cones
précédents. Notons qu’évidemment, les directions et les ouvertures de ces cones
ont été fixées par simplicité, mais qu’il est évidemment possible de faire d’autres
choix de cones. La terminologie usuelle correspondante est celle de cs-blender.
Le terme cs signifie "center stable" pour mettre en avant le fait que la direction
intéressante est contractée (la troisiéme dans la définition suivante).

Définition 4.2.1.3. Soit f un difféomorphisme de R3. On suppose que Hy =

NI f7([—1,1]") est un fer a cheval qui dilate la premiére direction et contracte
la seconde et la troisieme. Plus précisément, on suppose que dans [—1,1]3, il
existe une constante k > 10 telle que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. C" est f-invariant
C*% est f~1-invariant
tout vecteur de C* est dilaté par un facteur plus grand que k par f

tout vecteur de C*° est dilaté par un facteur plus grand que k par f=!

SR SIS

tout vecteur de C° est dilaté par un facteur plus grand que 1 par =1

On dira que Hy est un cs-blender pour f, ou plus simplement un blender, s’il
existe un ouvert D C [—1,1]® tel que toute courbe C C [—1,1]3 tangente a C*°
qui intersecte D intersecte 'ensemble instable W"(Hy) de Hy.

En quelque sorte, tout se passe comme si I’ensemble instable de H; était de
dimension supérieure & 1 et se comportait en fait comme une variété topologique
de dimension 2. Et ce, malgré le fait que la variété instable de tout point de Hjy
est de dimension égale a 1.

Donnons 'exemple le plus simple de cs-blender en dimension 3. On considére
un diffeomorphisme g de R? tel que (),c; 9"([—1,1]?) est un fer a cheval de
Smale. On peut supposer que :

1. Cf; = {v = (v1,v2) € R?: |ua] <1073 - |uy|} est g-invariant sur [—1, 1]?
2. Cgz = {v=(v1,v2) € R? : |uy| <1073 - |vo|} est g~ *-invariant sur [—1,1]?
On appelle V; et V» les deux préimages de [—1,1]% par g. On note d, et dg les

deux points fixes de g respectivement dans V; et V5. On définit partiellement f

par :
9 9

flz1, e, x3) = (9(21, 22), 1—0x3 - ﬁ) sur Vp x [—1,1]

9 9
f(z1, w2, 23) = (9(z1, 72), 0%t ﬁ) sur Vo x [~1,1]

On peut étendre f en un difféomorphisme de R3. 11 est facile de vérifier que
He =72 f*([~1,1]%) est un fer a cheval avec 2 directions stable (la seconde et
la troisiéme) et 1 direction instable (la premiére) et que H; = (7% f*([—1,1]%)
vérifie les 5 conditions de la définition. On note ay et g les deux points fixes
de f donnés par :

- 9
Qg = (01977170)
g = (dd,-i-ro)
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a
A

X3

ﬁ
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X, X2

X1

Figure 12 : cs-blender

Il reste & montrer I'existence d'un ouvert D C [—1,1]? tel que toute courbe
tangente & C*® qui intersecte D intersecte I’ensemble instable W*"(H ) de Hy.
On pose ici :

11

2’ 2[
Soit C une courbe incluse dans [—1,1]3 dont tous les vecteurs tangents sont
dans C** et qui intersecte D. On note Uy = f(V4 x [=1,1]) N[-1,1]3 et Uy =
f(Vax[=1,1])N[~1,1]3. Pour des raisons de continuité, C intersecte a la fois Uy
et Us. Soit « la troisiéme coordonnée d’un point quelconque de C N D. Comme
C est une courbe dont tous les vecteurs tangents sont dans C'*°; on dispose de
v €[-% — 1055> 3 + Toog)- 1l est facile de vérifier qu'on a alors :

D =]—1,1[x] - 1,1[x]

1 1 1
10072 100

10 9 1 1 1 1 10 9 1
—y+—€l--+ }ou—’y——e[—i—k

9 100 2 710072 100 9 100 )

, J100 ., 9 o 1, 1 1_ 1 14
Supposons par exemple que 'on a : v+ 155 € [=5+ 155, 3 — T05)- On considére

alors C; = f~1(C)N (V1 x [-1,1])). Comme C** est invariant par f~!, C{ a tous
ses vecteurs tangents dans C*°. Comme 19—07 + % € [f% + ﬁ,% — ﬁ], ceci
implique que C} est inclus dans [—1,1]% et intersecte D. On peut poser C = C° et
Ci = C'. Ensuite, en réitérant ce procédé, on peut construire une suite (C"), >0
de courbes tangentes & C** qui intersectent D telles que C"*! C f~1(C™). On
note ensuite C" = f™(C"). Clairement, la suite des C™ est une suite décroissante
de compacts non vides de C donc I'intersection des C" est non vide. Or, tout
point dans cette intersection a toute son orbite dans [—1,1]3, donc est dans

W*"(Hy). Ceci montre que la courbe C intersecte W*(Hy).
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4.2.2 Premiére application : transitivité robuste via des
cycles hétérodimensionnels robustes

C’est historiquement la premiére application des blenders. Voici I’énoncé
originel de Bonatti et Diaz :

Théoréme (Bonatti, Diaz[14]) 4.2.2.1. Soit M une variété réelle telle que
dim(M) = 3 et sans bord. On suppose que M supporte un champ de vecteurs
d’Anosov. Alors il existe un ouvert non vide de C'-difféomorphismes non hy-
perboliques, transitifs et isotopes & l'identité.

Rappelons les idées principales de la preuve. Bonatti et Diaz raménent la
transitivité de I'application considérée & la présence d’un cycle hétérodimen-
sionnel. Or, le blender permet de rendre robuste le cycle : en effet, si une variété
stable de dimension 1 est en bonne position par rapport au blender, elle in-
tersectera de maniére persistante ’ensemble instable du blender en utilisant ce
qui précéde. Comme les deux variétés stable/instable de dimension 2 s’inter-
sectent de maniére robuste pour des raisons de dimension, on obtient des cycles
hétérodimensionnels qui persistent.

4.2.3 Tangences persistantes

Les blenders permettent en particulier d’obtenir des tangences persistantes.
Ceci est particuliérement utile puisque, comme on ’a déja vu, en dimension
3, la méthode originelle de Newhouse ne s’applique pas. In fine, les tangences
robustes permettent de redémontrer ’existence du phénoméne de Newhouse en
dimension 3. Remarquons que contrairement & la méthode de Palis et Viana,
le blender est un outil robuste déja en topologie C'. Obtenir des tangences
persistantes grace aux blenders est toutefois plus difficile que les utiliser pour
obtenir des cycles hétérodimensionnels robustes.

Théoréme (Bonatti, Diaz [13]) 4.2.3.1. Pour tout r > 1, pour toute variété
réelle lisse M telle que dim(M) = 3, il existe un sous-ensemble générique d’un
ouvert de C"-difféeomorphismes de M qui possédent une infinité de puits.

On présente ici une méthode dans le cas de R® due a4 Bonatti et Diaz dans
[15] pour obtenir des tangences persistantes. On reprend le difféomorphisme f
de la section précédente par souci de simplification.

Définition 4.2.3.2. Une courbe C est une ss-courbe si C est un graphe au-
dessus de la seconde coordonnée xo € [—1,1], horizontal par rapport & la seconde
projection dans [—1,1]3 et tangent o C*%, i.e., T,C C C** pour tout x € C.

On note W (ay) la composante de W*(ay,) N [—1,1] qui contient o, et on
définit de méme W% (cq). Pour une ss-curve, il n’y a que 5 possibilités pour sa
position :

1. C est "a gauche" de W} _(ay)

C intersecte Wi (ag)

C est "entre" Wik (o) et W (aq)
C intersecte Wi (o)

C est "a droite" de Wi (aq)

ANl

39



CHAPITRE 4. PHENOMENE DE NEWHOUSE EN DIMENSION 3

La définition suivante est un concept clef dans cette démonstration :

Définition 4.2.3.3. Une sous-variété W C [—1,1]* de dimension 2 est une
variété pliée s’il existe un feuilletage C* de W par une famille (Wt)tepo,1) de
ss-courbes telle que :

LW =Uicsar Ws
2. Wy et Wy intersectent W (o)
3. pour tout t €]0,1[, la ss-courbe Wy est entre W} (o) et W (o)

Pour une ss-courbe C = W; donnée, on a que C’' = f~1(C) N[-1,1]3 est la
réunion de deux composantes Cj et C; qui sont toutes les deux des ss-courbes.
Bonatti et Diaz donnent les différentes positions possibles pour Cj et C} en fonc-
tion de celle de C. En particulier, si C est entre W (o) et Wi (cq), alors au
moins une des deux ss-courbes C| et Cj est entre W% (ay) et W% (aq). Comme
une variété pliée est une réunion de ss-courbes, ils en déduisent des informa-
tions sur la géomeétrie de I'image d’une variété pliée par f~!. En particulier, ils
obtiennent le résultat suivant :

Proposition 4.2.3.4. Soit W une variété pliée. Alors f=1(W) contient une
variété pliée.

En utilisant ce résultat par induction, on peut alors prouver que W est
tangente a la variété instable d’un des points du blender Hy. En effet, on peut
construire une suite (Wp,),>0 de variétés pliées telles que W = Wy et Wy41 C
f~1(W,,). On note ensuite W,, = f*(W,,) et We, = ()50 Wi Pour tout n > 0,
il existe 3, € W,, et un vecteur v, € Tg, W, tel que v, € C*. On pose pour
tout n > 1, B, = f™(Bn) € W,, C W et &, un vecteur parallele a Dg,, f™(vp).
Ona:9, € TBn W,,. On peut supposer que Bn — Boo € Wy et que Up, — Voo
pour un certain point BOC et un certain vecteur 7. Clairement on a ﬁoo e Wy.
Or, tout point dans l'intersection des W,, posséde toute son orbite dans [—1, 1]3,
donc est dans W*(H ). On a aussi :

b € () Do, F7(C") = T3 Wit(Bc)
n>0

Le point Boo est donc un point de tangence de W et de W*(Hy).

Pour conclure, il est possible de perturber f de telle sorte que W soit une
partie d’une variété stable d’un point de Hy. D’oli I'obtention d’une tangence
hétérocline. Comme toute cette démonstration s’applique toujours pour f” suf-
fisamment proche de f, on obtient des tangences persistantes qui conduisent &
I'existence d’un ouvert de difféomorphismes ot ceux présentant une infinité de
puits sont denses.

4.2.4 Autres applications des blenders

L’utilisation des blenders est au coeur de la preuve de plusieurs résultats de
recherche actuelle : citons (ou recitons plus exactement) par exemple les travaux
de Berger ([4]), qui prouve existence de familles d’applications o toutes les
applications (plus seulement un sous ensemble résiduel) ont une infinité de puits.
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Les blenders ont été aussi utilisés par Avila, Crovisier et Wilkinson ([2]) pour ob-
tenir une dichotomie pour un sous-ensemble C'-generique, de difféomorphismes
préservant le volume : ou bien tous les exposants de Lyapunov de presque tous
les points s’annulent ou bien I'application est ergodique et non-uniformément
Anosov (c’est-a~dire non uniformément hyperbolique et possédant une décom-
position dominée).
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Newhouse phenomenon for poly-
nomial automorphisms of C?

5.1 Results and outline

In this chapter, we generalize Buzzard’s Theorem to dimension 3 and show
that the degree can be controlled in this case. Here is our main result :

Theorem B. There exists a polynomial automorphism f of degree 2 of C? such
that for every g € Aut(C?) sufficiently close to f, g admits a tangency between
the stable and unstable laminations of some hyperbolic set.

Notice that in the previous result, g is not assumed to be polynomial.

Corollary 1. For each d > 2, there exists an open subset of Auty(C3) in which
the automorphisms having a homoclinic tangency are dense.

Corollary 2. For each d > 2, there exists an open subset Auty(C3) in which
the automorphisms having infinitely many sinks are dense.

Let us present the main ideas of the proof of this result. We consider the
following automorphism of C? :

fo i (21,22, 23) = (Pe(21) + b2zo + 023(21 — @), 21, Az1 + pzg + v) (5.1)

where p. is a quadratic polynomial and the coefficients b, A, i, v, @ are complex
numbers. We prove that f, has a horseshoe Hy, of index (2,1) : the first direc-
tion is strongly expanded, the second one is strongly contracted and the third
one is moderately contracted by fy. Informally speaking, the third projection
restricted to Hy, satisfies a special "open covering property" formalized in the
following definition. This is an analogous in the complex setting of the notion
of cs-blender in the sense of Bonatti and Diaz.

Definition (Blender Property). Let f be a polynomial automorphism of C3,
D a tridisk of C* and Hy = ﬂfzz f™(D) a horseshoe of index (2,1). We will
suppose that there exist k > 10 and three cone fields C*,C%% C®® such that in
D we have :

1. C* is f-invariant

2. C*% is f~'-invariant

3. every vector in C* is expanded by a factor larger than k under f
4

. every vector in C*° is expanded by a factor larger than k under f~!
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5. every vector in C° is expanded by a factor larger than 1 under f—!

We will say that Hy is a blender if there exists a non empty open set D' € D
such that every curve tangent to C** which intersects D’ intersects the unstable
set W*(Hy) of Hy.

Besides, we show that fj has a periodic point which is sectionally dissipative.
Once the blender is constructed, finding persistent tangencies is not trivial. We
introduce manifolds with special geometry called folded manifolds. We prove
that any folded manifold which is in good position has a tangency with the
unstable manifold of a point of Hy,. We choose the parameters ¢, b and ¢ in
order to create an initial heteroclinic tangency between the unstable manifold of
a point of Hy, and a folded manifold. This folded manifold is in good position
and included in the stable manifold of another point of Hy,. This enables
us to produce persistent heteroclinic tangencies between stable and unstable
manifolds of points of Hy,. This gives rise to homoclinic tangencies associated
to the sectionally dissipative point. By a classical argument going back to
Newhouse, this provides a subset of the set of automorphisms of degree 2 in
which automorphisms with infinitely many sinks are dense.

The plan of the section is as follows. In section 5.2, we choose a family of
quadratic polynomials and we fix complex coefficients A, u,v. In section 5.3,
we introduce the map fy which depends on three parameters c, b, c and the as-
sociated horseshoe and we show show that it has the blender property. Then,
in section 5.4, we introduce the formalism of folded manifolds and we give the
mechanism which gives persistent tangencies. In section 5.5, we prove that it is
possible to choose fj in order to have a heteroclinic tangency. Finally, we prove
the main Theorem in section 5.6. In section 5.7, we explain how to construct a
sink from a sectionally dissipative tangency.

5.2 Preliminaries

5.2.1 Choice of a quadratic polynomial

In the following, we will consider the euclidean norm on C" for n € {1, 2, 3}.

Notation 5.2.1.1. We denote by D C C the unit disk, and by D(0,r) the disk
centered at 0 of radius v for any r > 0. In particular, D(0,1) = D.

Notation 5.2.1.2. We will denote by dist the distance induced by the euclidean
norm on C™ for n € {1,2,3}.

Notation 5.2.1.3. For every z € C® and i € {1,2,3}, we denote by pr,(z) the
it"-coordinate of z.

In the following proposition, we carefully choose a family of quadratic poly-
nomials with special properties.

Proposition 5.2.1.4. For every integer ¢ > 1, there exists a disk C C C
of center ¢g € C, a holomorphic family (p.)ecec of quadratic polynomials, two
integers m and r, a disk D" with D C D’ such that we have :
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1. for every ¢ € C, p;"(D) (resp. p."(D')) admits two components Dy, Do
(resp. D}, DY) included in D (resp. D) such that pl, is univalent on both
Dy and Dy (resp. D) and Dy). Denote by a. = (),>o(pe) " (D1) and
Ye = >0 Ph) " (D2) which are two fized points of pl.. -

2. for every c € C, a, is a repulsive fized point of pe, |p.(ac)| > 2 and we
have :

A= T, 75 Yeo +p00(fyCO) 4+ .. +p£0_1<700) = B and |A— B| >1

3. the critical point 0 is preperiodic for ¢ = co : p.(0) = ae, and at ¢ = co,
we have : < (pm(0)) # 0

4. there exists R > 0 such that D' C D(0, R) and such that the Julia set of
pe 1s included in D(0, R) for every ¢ € C

5. for every c € C, p. has a periodic point 0. of multiplier of modulus between
1 and (1+10710)1/ar,

Proof. We begin by working with the family of quadratic polynomials p.(z) =
22 + ¢, we will rescale at the end of the proof. Let us fix an integer ¢ > 1. We
begin by taking the only real quadratic polynomial p,(z) = 22 + a with one
parabolic cycle &, of period 3. In particular, a < —1. Simple calculation show
that 22 + a has the fixed point o, = 2(1 4 +/1 —4a) > 1. For any z € C such
that |z| > 10, we have |p.(2)| = |22+ a| > 10+ |z| — |a| and then |p7(2)| — +o0.
This shows that the Julia set of p, is included in I(0,10). We take a ball
B’ C (0, 10) around «, which is disjoint of the orbit of the critical point 0 of
22 + a (this is possible since the critical orbit tends to the parabolic orbit of

2%+ a). We denote by B the ball of center a, and radius rad(B) = 1g5;rad(B’).

We now choose a repulsive periodic point v, of period 7y inside B’ non equal
to a, with special properties. Let us first point out that since B intersects the
Julia set of p,, there exists an integer ¢ such that pl°(B) contains the whole
Julia set of p,. In particular, all the periodic orbits of period ry have a point
in B. It is possible to choose such a periodic point 7, of period ry inside B
non equal to a, such that v, + pa(va) + -+ + P2 (Va) # roca. Indeed, ev-
ery periodic point of period 7 is a solution of pi°(z) = z whose coefficient of
degree 2 — 1 is equal both to 0 and to the sum 2! + --- 4 22" of all the so-
lutions of p7(z) = z (with multiplicity). If we had 2%+ ---p’(2*) = roa, for
every z' # a4, then we would find a, = 0, which is impossible. Then it is
possible to find some periodic 7, of period 7y inside B non equal to «a, satis-
fying this inequality. We fix this point v,. There exists a ball B, € B (with
o, € By) and an integer 71 such that p’'(B;) contains B’. Since B is disjoint
of the orbit of the critical point 0 of p,, it is possible to find a component of
p,"'(B') € B € B’ where p’' is univalent. Similarly, we can find an integer
ro and a component of p;"™2(B') € B € B’ where pl2 is univalent. Taking a
multiple 7 of rg, 1 and 75 if necessary, we can suppose that we have two com-
ponents B} and B of p, "(B’) where p’, is univalent, such that o, € B}, v, € B},
and both a, and 7, are fixed points of p’. There are components B; € B
and B, € By of p,"(B) where p! is univalent and with o, € B; and 7, € B,.
Since Yo + pa(Va) + -+ + P07 (74) # roa, and r is a multiple of ry, we have
Q4 # Ya + Pa(Va) + - + P51 (7a). Then, taking a multiple of 7 if necessary
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(we will still denote it by r), we have : |rag — (Yo +pa(Va)+- - -+05 " (74))| > 10.

Then it is possible to fix some neighborhood C, of a in C such that for ev-
ery c € C, :
1. the continuation «.. of «, is a repulsive fixed point in B’ such that |p/.(a.)| >
1

2. the Julia set of p, is included in D(0, 10)

3. the continuation §. of J§, is of multiplier of modulus between between
(1 — 1071919 and (1 + 10~10)1/ar
4. rae # Yetpe(ve)+- '+pg_1('70) and [rae — (Ve +pe(ye) +- - '+p2_1(70))‘ >
10
5. p."(B) (resp. p."(B’)) admits two components By, By (resp. B}, B,) in-
cluded in B (resp. B’) such that p’ is univalent on both B; and Bs (resp.
B and BY)
The parameter a belongs to the Mandelbrot set. Misiurewicz parameters are
dense inside the Mandelbrot set so it is possible to find a parameter ¢ inside C,
such that the critical point 0 is preperiodic for pz. The critical point 0 is sent
after a finite number of iterations of pz on a periodic orbit. This periodic orbit
is accumulated by preimages of az by iterates of pz. Then by the Argument
Principle it is possible to take a new Misiurewicz parameter ¢y € C, such that
0 is still preperiodic but with associated orbit the fixed point «a.,. There exists
an integer m such that p(0) = a.,. The inequality %(pgn(O)) #0atc=c
is a direct consequence of Lemma 1, Chapter 5 of [25]. For the parameter ¢y,
8¢, is of multiplier of modulus between between 1 and (1 4+ 10719)/", We pick
some ball C C C, of center ¢y where this is still true.

For each ¢ € C, we do a rescaling by an affine map so that after rescaling B
is sent on D. Properties 1, 3 and 5 are still true. Property 4 is still true with a
disk D(0, R) with a fixed R > 0 instead of (0, 10). Since ra. # Yo + pe(Ve) +
s pE () and |rae — (Ve +pe(Ye) + -+ ()| > 10 before rescaling, we
have A # B and |A — B| > 1 after and then Property 2 is true. Then Properties
1, 2, 3, 4 and 5 are satisfied for every ¢ € C. In the following, after rescaling, we
will denote B, B’,B” By, B, B}, B, by D, D', D" Dy, D, D}, DS. For simplicity,
we will still denote by p. the polynomial after rescaling. O

5.2.2 Choice of an IFS

Notation 5.2.2.1. For every c € C, we denote by hy and ho the two inverse
branches of p; on D' given by Proposition 5.2.1.4 such that a. = (1,50 b7 (D)

and o = Mo h3 (D).

Notation 5.2.2.2. We denote pg = (1 — 1074)# - e" %7 which depends on the

integer q. In particular, we have the following equality : pl" = (1 — 1074)-et2.

In the following result, we iterate ¢ times the maps h; and he with a specific
choice of the integer q. Remind that A,B and R were defined in Proposition
5.2.1.4.

Proposition 5.2.2.3. Reducing C if necessary, there exists an integer q such
that for every c € C :
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1. 5 < [(R)'] < 2 with C > 10'° on a neighborhood D" of D with D C D’ C
]:D)/

2. diam((h4(DY)) < 10711 - dist(h%(D'), OD)
3. for every z € h1(D') and 0 < n < gr(1 — 1079 'R~ min(1, |4 — B))) :

Hope T (2) - g Pl (2) € D(A,1071 - |A — BY)

4. for every z € hd(D') and 0 < n < gr(1 — 10719 1R~ min(1,|A — BJ)) :
pope T (z) 4 g P (2) €D(B,1071 - |A - B)

Proof. We first show the result for ¢ = ¢y. According to the Schwarz Lemma, it
is possible to find some ball D” with D € D” € D' such that [h}| < e <1 on D".
We reduce the radius of B” so that rad(B”) < tigrad(B’). Then, taking ¢ such
that e? < 107'%, we have |(h])'| < 107'" on D". Since the radius of D is smaller

than 100 times the radius of D’ and since % < (11+_0%011)3 < (11j'£'0011)3 < 2,itis a

consequence of the Koebe Theorem that there exists C such that & < |(h])] <
2 with C > 10'% on D”. Since h; is a contraction such that (- hf(D') = {ac}
and (,>0 "5 (D) = {7}, increasing the value of ¢ if necessary, we have that
diam((hg(]]])’)) < 107! - dist(h{(D'), D). When ¢ — oo, we have that pk — 1
and p2tF(z) — ag, for 0 <k <7, 0<n < qgr(1—10"'% "R~  min(1,|A— BJ))
and z € h{(D’'). Then, increasing the value of ¢ if necessary, we have that
pdprt =1 (2) + -+ pg 'l (2) € D(A,1071°(A — B|). The proof of the last
item is similar. Since all these conditions are open, reducing the ball C of center
co if necessary, they stay true for every c € C.

O

Notation 5.2.2.4. From now on, we firx such a value of q and the associated
value L.

5.2.3 Choice of the parameters \ and v

Notation 5.2.3.1. We denote by A’ = (uf 'ac, + -+ + pdpist(ae,)) and
B' = (15 oo+ + HPE ™ (Ve )
According to Proposition 5.2.2.3, we have A’ € D(A,1071°|A — BJ) and

B’ € D(B,107!°|A — BJ). According to item 2 of Proposition 5.2.1.4, this
implies that |4’ — B'| > 1|A — B| > 1.

Proposition 5.2.3.2. There exist two constants \,v such that |A| < 1 and:

r—r r— 9 —
MLt gy oo )+ (Lt po oo ) = 15107

r—r r— 9 —
AB'(1+pg+ -+ pd™ ") +v(+po+ -+ 1):—E-1O 4

Proof. We have : 14 puf+ -+ pl"™ " = (1 —pul")/(1 — puf) # 0. We also have
T+po+ - +pd =0 —pd")/(1 = po) #0. Since A’ # B', it is possible to
take two coeflicients A and v so that the images of these two complex numbers
by z = A1+ b4+ pd" )z +v(1+po+---+pd ") are respectively 5-107*

d—-2.10"*
and — 35 .
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Lemma 5.2.3.3. We have :

q T T T—T T T T—T
3 S Lol + lpol™ + -4 |uol™ ™" <1014 pug 4 pig" + -+ g |

Proof. We have : 1 < 1,% < |phl,.- 3 < |pd""| so the first inequality is
trivial. Since every term u " (0 <n < ¢g—1) has a positive real part and this
real part is larger than sfor 0 <n < q—, we have Re(1 + pfy + pd" + -+ +
pg ") = - 5 and then 1+ 1] + |10 l* + - - 4 [pol™ ™" < ¢ < 10- 452 % <

O

10+ |1+ ufy + pd" + -+ pd""|. The proof is complete.

We have : |A||A" = B||[1+py+-+pd | =2-%-107* with |A'— B'| >
and |1+ pf + -+ pd "
that |A| < 1.

| > 1 according to the prev10us lemma. This implies

O

Corollary 5.2.3.4. Reducing C if necessary, there exists a neighborhood B, of
o such that for every c € C and u € B, we have :

1. for every z € hi(D'), we have :
9
VAT (@) + v £ v+ A2)) € D(55 - 1071,10719)

2. for every z € hi(D'), we have :

9
v ML)+l ol 4 A2)) € D(= 1510741071

Proof. We first prove the result for ¢ = ¢g and p = pg. According to Proposition
5.2.3.2, we have :

9
v+ (= >+M0(V+"'+M0(V+/\Z))—TO'10_4:

qr—1

AZ (P&~ M(2) — ey g +AZ (PI =1 7M(2) — ey )p

where [ is the largest integer such that [ < 10714 min(1,|A — B|) and which is
a multiple of r. In particular, qr — [ is a multiple of r. Using the third item of
Proposition 5.2.2.3 :

qr—1
A Z (7 7" (2) e ] < N[ 107 0 A= B (Lol +[pol*" ++ -+ 0|7

Since || - |A — B| - |1+u R T <N 24"~ B|IL i+
+pd =22 10_ and since 1 + \,uo\ + [pol®" + -+ o7 <
10 - |1+ pf + pd" + - + ud" "] according to Lemma 5.2.3.3, we have :

qr—1
- Z (P 17"(2) — (e )] <10710.3.107* - 10 < 1071

co
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Then, because D) and the Julia set of p., is included inside (0, R) (see item 4
of Proposition 5.2.1.4), we have :

IAZ (P& M(2) = )| < A2 R (14 o] + o>+ -+ ol ™)

IN

IA|-2R-1

A-B
< [A-2R-10~ mﬁ min(1, |A—BI) < 107°:[A- 2 a 4= B| . |

<1072\

NS

|A17BI|
9
<1072\ |[A = B'[-10- 14 po+pd 4+ +pd" 7| < 1078.2. — m 1074 < 3-107 1

since 2 <1014 pf+ pg" +- -+ pg | according to Lemma 5.2.3.3. Then we
just have to sum the two inequalities to get the result for ¢ = ¢y and p = -
Then by continuity, since the inequality is open, it stays true for every p in some
ball B, of center 1o and ¢ € C after reducing C if necessary. Then item 1 is true
and the proof of item 2 is similar. The result is proven.

O

Remark 5.2.3.5. Since |po| = (1 — 10*4)715 we reduce B, if necessary so that

lu| < (1 —107%+ 10*10)75 for every p € B,,. If necessary, we reduce it another
time so that for every u € B,,, we have |p|?"" >1—2-10"%

5.2.4 Choice of the parameter u

In this subsection, we slightly perturb the coefficient pg into a new value
1 in order to satisfy some equality for a product of matrices. Notice that this
choice has nothing to do with the next section and the blender property, it will
be useful in Section 5.

Notation 5.2.4.1. We denote Sy =0,...,Bm = 0, -

Notation 5.2.4.2. For every p € By, we define : wg = 0+ 1- (8o — Bm),
wy = p, (B1)wo+u(Br—PBm) -+ and wp—1 = pL, (Bm—1)Wm—2+ 1™ (Bm—1—Bm)
where pi,(Bo) = 0, p, (1), -+ Ply (Bm—1) # 0.

Definition 5.2.4.3. Since 81 — Bm # 0, wym—1 is a polynomial of degree m
in the variable p so we fix some p € By, such that wy,—1 = wpym—1(p) # 0.

Notation 5.2.4.4. We denote for everyc € C,0 <n <m —1:

Peo(Bn) 0 o(Bn — Bm)
M7 = 1 0 0
A 0 "

Proposition 5.2.4.5. We have : MZ,_,--- Mg -(0,0,1) = (¢1(0),¢2(0),¢5(0))
where (1, (2, (3 are holomorphic such that (1(0) = wy,_1-0+0(c?) and §3( ) =
wm+0O(o).

Proof. Tt is a straightforward consequence of Definition 5.2.4.3. O

Simple calculations yield the following corollary (the important fact is that
P, (Bo) = 0). The proof is left to the reader.
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Corollary 5.2.4.6. Let €, €, €} be three holomorphic functions such that €} (o) =
O(0), €¥(c) = O(c?) and (o) = O(o) for 0 <n < m — 1. Let us denote for
everyceC,0<n<m-—1:

Pey(Bn) T €i(0) €5(0) o(Bn+e€5(0) = Bm)
N = 1 0 0
A 0 I
For every holomorphic maps &1,&2 such that £1(0) = O(o) and &(0) = O(o),
we get :
m—1 NG - (1(0),&2(0), 1) = (Ci(0), (2(0), G3(0))

where (1, (2, (3 are holomorphic such that (1(0) = wy,_1-0+0(c?) and (3(c) =
wm+0O(o).

5.3 Construction of a blender

In this section, we construct a polynomial automorphism f, of C3. We show
that fo has a horseshoe Hy, and that Hy, is a blender.

5.3.1 Three complex dimensions : the map f,

We consider now the 3 dimensional map fy introduced in (5.1) given by
fo(z1, 22, 23) = (Pe(2) + bza + 025(21 — Qe ), 21, A21 + pzz + v). It is clear it is
a polynomial automorphism for ¢ € C and b # 0. In the following, we will see
that the first direction is expanded by fy and corresponds to the direction of
the unstable manifolds of a hyperbolic set we are going to describe. The second
and third directions are contracted by fy and correspond to the directions of
the stable manifolds of this hyperbolic set.

Notation 5.3.1.1. C* = {v = (v, v,v3) € C3 : max(|va], |vg]) < 1076 - |uq|}
C** = {v = (v1,v2,v3) € C3 : max(|vy],|v3]) < 1076 - |va]} and C° = {v =
(v1,v2,v3) € C* : max(|vy], |va]) <107 - |ug|}

We now give a non general definition of a horseshoe which is specific to our
context.

Definition 5.3.1.2. Given an automorphism F : C3* — C3, a tridisk D =
Dy x Dy x D3 C D? and an integer p > 1, we say that Hy = N F™(D) is a
p-branch horseshoe for F if :

1. F(D)N D has p components D3* which do not intersect D1 x d(Dq X D3)
2. F_l(D) ND has p components D% which do not intersect 0D x Dy x Ds

3. the cone field C" is F-invariant on |J, <<, D7 and the cone field C** is
F~-invariant on |J,<;<, D™

nez

4. there exists C'p > 2 such that at every point of U1<j<p D73, for every v €
C*, we have : |[DF(v)|| > Cpl|v|| and at every point of U,<;<, D*", for
every v € C*°, we have : ||[D(F~Y)(v)|| > Cr||v|| and for every v € C°,
we have : 2||v|| > ||[D(F~Y)(v)|| > |v|]
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Proposition 5.3.1.3. If Hr =(),,c;, F" (D) is a p-branch horseshoe, then it is
a horseshoe in the classical meaning of this term, that is a compact, invariant,
transitive, hyperbolic set .

Proof. The set (), o, F™(D) is compact as an intersection of compact sets and
F-invariant by definition. Moreover, one can take the (non necessarily) decom-
position C* ~ RS = C@ C? ~ R? P R* and the associated constant cone fields
Ci = {(v1,v2,03) = [lur]| > [[(v2,03)[[} and Cg = {(v1,v2,03) : [|(v2, v3)]] >
|[v1]|}. The definition above implies that both C¥ is F-invariant and C§ is F~!-
invariant. Moreover, they are expanded by a factor larger than 1 respectively
under F' and F~!. Besides, the sets D7* do not intersect D x (Dz x D3) and
the sets D7* do not intersect 9Dy x Dy x D3. Then (,,c; F™(D) is a horseshoe
in the sense of Definition 6.5.2 of [36]. According to the discussion following
this definition, (,,c, F™(D) is hyperbolic (this is also a straightforward appli-
cation of the cone field criterion, Corollary 6.4.8 in [36]) and is topologically
conjugate to a shift. In particular, it is transitive. This ends the proof of the
proposition. O

Remark 5.3.1.4. For our definition, a p-branch horseshoe has one unstable
direction and two stable directions. It is also straightforward that if F' has a
p-branch horseshoe, then F? has a p?-branch horseshoe.

Definition 5.3.1.5. We say that a saddle periodic point of multipliers || <
[A2] < 1 < |A3] is sectionally dissipative if the product of any two of its eigen-
values is less than 1 in modulus, that is, |\ s3] < 1 and [A2A3] <1 .

In the next proposition, we prove that if b and ¢ are sufficiently small, then
some iterate of fy = fcp o, has a 2-branch horseshoe. Moreover, we introduce a
neighborhood F of fy where this property persists. In section 5, we will make a
particular choice of ¢, b and o so that the stable manifold of a periodic point of
fo will have special properties, which will persist in a new neighborhood 7' € F
of fo in Autg((C3).

Proposition 5.3.1.6. Let fo = fopo be the polynomial automorphism of C3
introduced in (5.1) with ¢ € C. Then, there exists 10710 > by > 0 and 10710 >
oo > 0 independent of ¢ € C such that if 0 < [b| < by and 0 < |o] < 0o,
then Hyy = N,ez(f§)"(D3) is a 2-branch horseshoe. Moreover, fo has a fived
point 6, that is sectionally dissipative and belongs to the homoclinic class of the
continuation o, of oe. These results remain true for any f in some neighborhood

F = F(c,b,0) of fo in Auty(C3).

Proof. The limit set of the IFS defined by the two local inverse h{ and hi of p?”
is a basic repeller in C. The map fc 0.0 : (21, 22, 23) — (Pe(21), 21, Az1+pzs+v) is
such that g’B’O(W) has 2 components which are 2 graphs over the coordinate 21,
which are included in D? and which do not intersect D x (D x D). For these two
graphs, the coordinate z5 lies respectively in D; and Dy. The third coordinate
of £ is equal to v +Apd" " (21) + p(v 4+ - -+ p(v+Az1)) + 9" 23. According to
Corollary 5.2.3.4, v+ Ap?" ! (z1) + p(v+- -+ p(v+Az1)) € D(£5-1074,1071)
and we have that [u[9" < 1-107*+10719 (see Remark 5.2.3.5), so the coordinate
23 lies in ID for these two graphs. Then, by continuity there exists 1071 > oo > 0

such that for every 0 < |o| < a¢, £ . (D3) has 2 components which are graphs

c,0,0
over the coordinate z; which are included in D3. For these two graphs, the
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coordinate zy lies respectively in D} and DY and the coordinate zz in D. The
distance to D x 9(D x D) of each of these two graphs is strictly positive and
bounded independently of 0 < |o| < 0g. Then this implies that there exists
10719 > by > 0 such that for every 0 < [b| < by and 0 < |o| < 0y, fzﬁ(ﬁ)
has two connected components D% and D?" which are two tridisks which do
not intersect D x J(ID x D). This proves item 1 of Definition 5.3.1.2. The proof
of item 2 is similar and gives two components D'* and D** in f_ ;" (D3). The
cone field C* is fJ"-invariant on D¢ U D** and dilated under f{" by a factor
at least 10° because |} < 107 on hf(D") (see item 1 of Proposition 5.2.2.3).

For the same reason, the cone field C** is fy ?"-invariant on D'* U D** and
dilated under f; %" by a factor at least 10°. This shows both items 3 and 4 of

Definition 5.3.1.2. Then Hy, = (,cz(fg )" (D3) is a 2-branch horseshoe.

The periodic point .. is of multiplier of modulus between 1 and (1—&—10_10)1/‘”.
Then by continuity the periodic point dz, continuation of the periodic point ¢,
of p. is a saddle point of expanding eigenvalue between 1 and (14 2- 10’10)1/‘"
after reducing by and oy if necessary. It has two contracting eigenvalues. When
b =0 = 0, one is equal to 0 and the other one is a power of p with |u] <
(1 —10% 4 10'°) %" (see Remark 5.2.3.5). Then, by continuity, reducing by and
oo if necessary, the saddle point §¢, is sectionally dissipative. We denote by
Wit (ayg,) the component of W*(ay,) ND* which contains a,, and we use the
same notation for stable manifolds and other periodic points. For sufficiently
values of b and o, both W} _(d,) and W% _(c,) are graphs over z; € D and both
Wi (65,) and W (ay,) are graphs over (29,z3) € D?. Then reducing by and
oo if necessary, Wi (az,) and W} (dy,) intersect and W (ay,) and W (d4,)
intersect.

Finally, since all the conditions of the proposition are open, these results
stay true for any f in some neighborhood F = F(c,b,0) of fo in Aut(C?). This
concludes the proof of the proposition.

O

5.3.2 Blender property

In this subsection, we show that the third coordinate of f € F has some
kind of open-covering property. As we already said, since f¢" € F has a 2-
branch horseshoe, then f29" has a 4-branch horseshoe. We are interested in the
geometric properties of the third coordinate of f29". Here, we use it to show
that the 4-branch horseshoe associated to f29” is a blender. Remind that the
maps hy and he were defined in Notation 5.2.2.2.

Definition 5.3.2.1. For f € F, we denote fi"[j] the restriction of fI" on
hi(D') x D' x D. Then, we define Vi = fI"[1](A{(D") x D" x D”) ND? and
Vo = fo[2)(h4(D") x D" x D) N D3, We define Uy = for[1](Vi) N Vi, Us =
fr21(Vi) NV, Us = fr[1)(Va) N V1 and Uy = f77[2](Vz) N Va. We define
g9 =i for1<j<4

Lemma 5.3.2.2. Reducing by and og if necessary, for any f € F and j €
{1,2,3,4}, we have : diam(pr,(U;)) < 10711 - dist(U;, D x D x D).

51



CHAPTER 5. NEWHOUSE PHENOMENON FOR POLYNOMIAL
AUTOMORPHISMS OF C?

Proof. Reducing by and o if necessary, we have pry(V;) C h#(D”) and pry (V) C
h3(D”). But we have diam((h(D"”)) < 107! - dist(h{(D"”),dD) according to
Proposition 5.2.2.3. Then we have :

diam(pr,(U;)) < max(diam(pry(V1), diam(pry(V2))) < 10~ -dist(U;, Dx9DxD)
O

Lemma 5.3.2.3. Reducing by, og and F if necessary, we have :
1. Vz € f7(Va),prs(f7(2)) € D(u" 23 + 10 - 107%,1077)
2. Vz € f7I(Va), pry(f97(2)) € D(u" 23 — = - 1074,1079)

Proof. For 0 =b =0, it is a simple consequence of Corollary 5.2.3.4. Then, by
continuity we just have to take sufficiently small values of og, by, F to get the
bound 1077. O

Notation 5.3.2.4. We denote c; = 5-107%-(1+1i),c = 15-107%-(=1+1),c3 =
F-107 (1 —d),ca = 51074 (=1 —d)

A double iteration of the previous proposition implies the following result :

Corollary 5.3.2.5. For every z € U;, we have pr4(g;(2)) € D(—2> 22305, 107 5).
We show an open covering property for the affine maps z — qu zZ—cj.

Proposition 5.3.2.6. For every z € D(0, 15), there exists j € {1,2,3,4} with :

1

1 _
Wz—cjem(o,f—m )

10

Proof. We check that the union of the images of ID(0, ﬁ —107%) under the four
affine maps z — p%"z + ¢; contams D(0, 5). It is enough to show that for
every point z of the set {2 : [z| = {5 and 0 < Arg(z) < §}, 2z — ¢1 belongs to
the disk D(0, |p[?" - 15 - (1 — 10~ )) Let us pomt out that |p[?" >1-2-1074
(see Remark 5.2.3.5). We have [z — c1]? = (z — 35 - 10742 + (y — & - 1074)2.

Since % + y* = (75)?, at least z or y is larger than % - 5. Then :

1., 1 1 9 ., 9

2 _9.— . .2 .10 2.(=.10

10/ V2 10 10 +2- (3 )
1

iQ . —4 iQ _ —4y2 2qr  *
21101071 < ()21 = 4- 1072 < (- o

So for every point z of the set {z |2| = 15 and 0 < Arg(z) < 3}, we have that

z—cp € D0, [p7 - 55 - (1—107%)). We also have 0 — ¢1 G]D)(O |u\2qT-— (1—

|zfcl|2<(

< -(1-107%))?

10~%)). Then by convexity, we have that the image of D(0, % 4) by the
affine maps z — p?4"2 + ¢; contains the first quadrant of D(0, 10) Then this
shows the result by symmetry.

O

We are finally in position to prove the main result of this section.

Proposition 5.3.2.7. Let I' be any ss-curve intersecting D? x D(0, ﬁ) Then
for every f € F, T intersects the unstable manifold of a point of the horseshoe

Hy : in other words, Hy is a blender.
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Proof. Let T be any ss-curve intersecting D? xID(0, %) and f € F. We show that
there exists j € {1,2,3,4} such that g;(I') contains a ss-curve I'! intersecting
D3, Let Z = (Z1, Za, Z3) a point of P'N(D?*xD(0, &)). According to the previous
result, there exists j € {1,2, 3,4} such that ﬁZg —c; € D(0, &5 —107*). Since
D(o, 11—0) C pr3(U;), by continuity, I" intersects U;. The cone C*® is g;-invariant,
then I'" = ¢;(I' N U;) is a ss-curve. Since I'' = g;(I' N U;) is a ss-curve, we
have that diam(prs(I'')) < 1075, Since |pr4((g;)(2)) — ﬁz;g +¢j] <1075, we
have that prs(I'') € D(0, ). Finally, I'" intersects D? x (0, 15). By iteration
of this result, we can construct a sequence of ss-curve I'"" C (g;, © ... 0 g;,)(I')
intersecting D3. The set (1),~, f"??"(I'"™) C I is non empty as the intersection

of a decreasing sequence of compact sets. But any point in (,~, f"??" (') is a
point of the unstable manifold of the horseshoe H¢. This ends the proof. O

L’ = ’ iteration of ", real analogy

f
|
| |

\h-___,_/ N

iteration of {7, coordinate z; iteration of I*7, coordinate z;

Figure 13 : Complex blender : the sets Vi and V5 are in green and blue
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5.4 Mechanism to get persistent tangencies

In this section, we explain how the blender property obtained in the last
section leads to persistent tangencies with certain "folded" surfaces.

5.4.1 Some definitions

Definition 5.4.1.1. A submanifold (or an analytic set) W C D™ is horizontal
relatively to a decomposition D™ = DF x D" F if W does not intersect DF x
oD k. We will also say it is horizontal relatively to the projection D™ — DF. If
dim(W) = k, then the natural projection on DF is a branched covering of degree
d. We will say that W is of degree d. We similarly define vertical submanifolds
in D* x D™ and their degree.

The two following propositions are classical. For a proof, one can refer to
[24]. One can also refer to [26].

Proposition 5.4.1.2. Let W be a horizontal curve of degree d and W' be a
vertical curve of degree d’ in D? = D x D. Then W and W' intersect in dd’
points with multiplicity.

Proposition 5.4.1.3. Let W be a horizontal curve (resp. surface) of degree d
and W' be a vertical surface (resp.curve) of degree d' in D3 = D! x D? (resp.
D3 =D? x D). Then W and W' intersect in dd’ points with multiplicity.

Remark 5.4.1.4. In particular, in the two previous propositions, if all the
intersections are transverse, there are exactly dd’ distinct points of intersection.
If it is not the case, there is at least one point of tangency.

We now introduce several definitions specific to our context.

Notation 5.4.1.5. Let i,j be two distinct integers in {1,2,3}. We will denote
by m; the projection over the it" coordinate and by (m;, ;) the projection over
the it and the j** coordinates.

Definition 5.4.1.6. Let i,j be two distinct integers in {1,2,3}. A (i,j)-surface
S is a complex surface horizontal relatively to the projection (m;,m;). A (2,3)-
surface will be called a s-surface.

Remark 5.4.1.7. A (i, j)-surface S is a ramified covering of degree d over D?.
In the rest of this article, we will only consider ramified coverings of degree 1 or
2.

In the next definition, it is convenient to fix once forall a numerical constant
104

Definition 5.4.1.8. Let i,7j,k three integers such that {i,j,k} = {1,2,3}. A
(i,7)-quasi plane V is a holomorphic graph {zx = v(z;,2;)} over D? such that
there exists v° with

V(2 25) € D?, |v0 —v(z;, 25)| < 1074

Definition 5.4.1.9. Let k € {2,3}. A k-folded curve is a holomorphic curve
horizontal relatively to m which is a ramified 2-covering over zi, € D with exactly
one point of ramification z yqm. We denote fold(T") = z rqm the fold of T
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Definition 5.4.1.10. Let k € {2,3}. A k-folded (2,3)-surface W is a complex
surface of degree 2 that is horizontal relatively to (me, 73) and such that for every
(1, k)-quasi plane V, T =V NW is a k-folded curve. We denote :

Fold(W) = {fold(T") : T is a k-folded curve included in W}

which is a subset of D. W is said to be concentrated if diam(Fold(W)) < 1075.

Definition 5.4.1.11. A u-curve (resp. ss-curve, cs-curve) T is a holomorphic
graph over zy (resp. za, z3) which has all its tangent vectors in C* (resp. C**,
C*) (recall that these cones were defined in Notation 5.3.1.1).

5.4.2 Preparatory lemmas

In this subsection we gather some simple technical results that will be useful
in the following subsections.

Lemma 5.4.2.1. Let T’ = y(D) be a k-folded curve (with k € {2,3}) included
inside (1,k)-quasi plane. Then there exists a disk Dr € D such that : for
every Z € Dr such that pry(v(Z)) € Dr we have |1 (Z)| < 101v.(Z)]. In
particular, T is the union of two graphs upon the coordinate zj, € Dr. Moreover,
if diam(pry(T')) < 1078, for every Z € D such that |pr,(v(Z)) — fold(T)| > 10~°
we have + Y,(Z)| < I (Z)].

Proof. Let Dr € D be a ball of radius {5 such that fold(I") ¢ Dr. We have that
T is the union of two graphs over z; € Dr. Let us denote z; = £(zx) one of
them. On Dr, by the Cauchy inequality, we have |{'(z)| < 10 -1 = 10. This
implies that |v{| < 10|v;| at Z and the result follows. The proof of the second
inequality is the same, with this time |¢’(z;)] < 2-10°-1078 < 1.

O

Let us point out for convenience the following obvious consequences of Propo-
sitions 5.4.1.2 and 5.4.1.3.

Lemma 5.4.2.2. Let I' be a graph over the k'"-coordinate (with k € {2,3})
included in some (1,k)-quasi-plane, such that || < 10|y,|. Let us denote
k' ={2,3} — k. Let V be a (1,k')-quasi plane. Then T'NV is a singleton.

Lemma 5.4.2.3. Let V be a (1,k)-quasi plane. Let I' be a u-curve and [ bea
graph over zj, with |¥{| < 10]74|, both included in V. Then T NT is a singleton.

Lemma 5.4.2.4. LetV be a (1, k)-quasi plane foliated by u-curves V. LetT be a
k-folded curve included in V. Then the map T : D — D defined by v(z) € Vr(z)
is a 2-covering with exactly one point of ramification.

Proof. The map 7T is holomorphic by the Implicit Function Theorem. Then it
is a 2-covering with exactly one point of ramification by Proposition 5.4.1.2.
O

Proposition 5.4.2.5. Let W be a k-folded surface with k € {2,3}. Let T be a
u-curve. Then W NT has one or two points.
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5.4.3 Main result

Here is the main result of this section : we show that any concentrated 3-
folded (2, 3)-surface with its fold in good position has a point of tangency with
the unstable manifold of a point of the horseshoe ;.

Proposition 5.4.3.1. Let W be a concentrated 3-folded (2, 3)-surface such that
Fold(W) € D(0, 15) and diam(pry(W)) < 1078. Then there exists a point kg of
the horseshoe H ¢ such that VW has a point of tangency with the unstable manifold

of K¢.

We begin by a lemma showing that the image of a folded curve contains a
folded curve. Remind that the sets U; were defined in Definition 5.3.2.1.

Lemma 5.4.3.2. Let T be a 3-folded curve included in a (1,3)-quasi plane V
and included in U; for j € {1,2,3,4}. We suppose diam(pr,(I')) < 107% and
that V' = g;(V)ND? is a (1, 3)-quasi plane. Then I" = g;(T') ND? is a 3-folded
curve and : )
-6
fold(I') € ]D)(Wfold(F) —¢j,2-107°%)

Proof. According to Lemma 5.4.2.1, for every Z € D such that |prs(y(Z)) —
fold(T")| > 1076 we have that |y} (Z)| < |v4(Z)| and T is locally the union of two
graphs. We can foliate V' by u-curves (V;)iep where V; = V'N{z3 = t}. For any
t e D,V = f29°(V))ND3 is a u-curve. For every t € D such that V;, = f24"(V,)N
D3 does not intersect (D? x D(fold(T"), 1079), V; intersects I in exactly two points
by Lemma 5.4.2.3. It is clear there exists infinitely many ¢ € D satisfying this
property. This implies that prg(I”) is a 2-covering. By the Riemann-Hiirwitz
formula, pry(T”) is a 2-covering with only one point of ramification. Moreover
this shows that fold(I") € prs(g;(D? x D(fold(T"), 107%)). According to Corollary
5.3.2.5, we have that fold(T") € D(ﬁfoldﬂj) —¢j,2-1076).

O

From now on, we prove lemmas that will show that the image under g; of
a 3-folded (2,3)-surface with its fold in (0, ) is concentrated and that it is
possible to choose j € {1,2, 3,4} so that the new fold is still in D(0, %)
Lemma 5.4.3.3. Let V° and V! be two (1,3)-quasi planes included in U; for
some j € {1,2,3,4}. Then there exists some holomorphic family (Vt)en(o,106)
where V° = Vy and V' = Vy, and for every t € D(0,10%), V; is a (1, 3)-quasi
plane.

Proof. V° is the graph of (21, z3) + vo(21, 23) and V! is the graph of (21, z3)
v1(21,23). Then let us denote for each t € D(0,106) : wvy(z1,23) = (1 —¢) -
vo(z1,23) +t - v1(21,23). Let us call V; the graph of v;. Then it is clear that
VO =V and V! = V;. According to Lemma 5.3.2.2, we have diam(pr,(U;)) <
1071 - dist(U;, D x D x D) and then V; C D? for every ¢t € D(0,10°). Besides,
for each t € D(0, 10°), for each (z1,23) € D?, for each (2}, 23) € D?, we have :

(21, 23) —ve (21, 23)| < [1—t]-[vo(21, 23) —vo(21, 23) [+ [t]-[v1 (21, 23) —v1 (2], 23)|

Then |vs(z1,23) — ve(24, 25)] < 2-10°- 1071 < 107* and V; is a (1,3)-quasi
plane.
0
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Lemma 5.4.3.4. Let V° and V! be two (1,3)-quasi planes and a holomorphic
Jamily (Vy)ien(o,100) such that VO = Vo, V! = Vi and V; is a (1,3)-quasi plane
for t € D(0,10%). Let W be a 3-folded (2,3)-surface. Then [fold(V N W) —
foldV° N W)| < 1076,

Proof. This is a consequence of the Cauchy inequality applied to the function
t = fold(V!NW) defined on D(0, 106). It is holomorphic by the Implicit Function
Theorem and its image has its diameter bounded by 1 because Fold(W) C D.
Then by the Cauchy inequality its derivative is smaller than 107%. Then we
have that [fold(V! N W) — fold VO NW)| <1-1076 =106 O

The following proposition is important because it says that the image under
g; of a 3-folded (2, 3)-surface is a concentrated folded surface. We use it to prove
Proposition 5.4.3.6 and we will also use it in Section 5.5.

Proposition 5.4.3.5. Let 1 < j < 4. Let W be a 3-folded (2,3) surface such
that diam(pr;(W)) < 1078. Then g;(W N Uj) is a concentrated 3-folded (2,3)
surface for any f € F.

Proof. Let V and V' be two (1, 3)-quasi planes. Then the sets f24"(V N g;(D?))
and f29"(V' N g;(D?)) are (1,3)-quasi planes included in U;. The sets I' =
27V ng (D) NW and IV = f2"(V' N g;(D?) N W are 3-folded curves.
According to Lemmas 5.4.3.3 and 5.4.3.4, |fold(I'") — fold(I')] < 107®. The
result of Lemma 5.4.3.2 implies that we have fold(VNg;(W)) € D(ﬁfold(F) -
¢j,2-107°) and the analogous for V’. This implies that diam(Fold(g;(W))) <
2-2-107%+2-107% < 1075. Then g;(W) is a concentrated 3-folded (2,3)-
surface. O

Corollary 5.4.3.6. Let W be a concentrated 3-folded (2,3)-surface such that
such that diam(pr;(W)) < 107% and Fold(W) C D(0, 75). Then there exists
Jj € {1,2,3,4} such that g;(W N Uj) is a concentrated 3-folded (2,3)-surface

(such that diam(pr, (g;(W N U;)) < 1078) and Fold(g;(W N U;)) € D(0, 15).

Proof. Let T' be a 3-folded curve included in W. According to Proposition
5.3.2.6, there exists j € {1,2,3,4} such that zzfold(I') —¢; € D(0, 5 —107*).
According to Lemma 5.4.3.2 we have fold(g;(I")) € D(ﬁfold(l“) —¢;,2-107%).
According to Lemma 5.4.3.5, g;(W) is concentrated. Then Fold(g; W NUj)) is
included in D( 75 fold(I') —¢;,2-107% +107°) € D(0, 1) for f € F. The proof
is done.

O

Proof of Proposition 5.4.3.1. By iteration of Corollary 5.4.3.6 there exists a se-
quence (jpn)n>1 of digits in {1,2,3,4} such that the sequence (W, )n>0 defined
by Wo =W and Wy41 = g5, W, NUj,) is a sequence of concentrated 3-folded
(2,3)-surfaces with Fold0W™) C D(0, 5) C D and diam(pr,(W")) < 1078 for
every n > 1. We define for every n > 1 W, = f*(W,)) € W,. We have for
every n > 1 the inclusions W,41 € W,, € Wy. The sequence (Wn)n21 is a
decreasing sequence of compact sets. Wao = MNi>1 W, is a connected com-
pact set. Since W, is a 3-folded (2,3)-surface for every n > 0, there exists
Zn € W, and a non zero vector v, € T, W, such that v, € C*. We denote
for every n > 1, z, = f™(z,) € W, C W° and ¥, an unitary vector parallel
to D, f™(v,). We have v, € Tgan. Taking a subsequence if necessary we
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can suppose Z, — Zoo € Wao and 9, — 0 for some point Z,, and some vec-
tor Us. Clearly zZo, € W. By construction the whole forward orbit of Weo is
in D3. Then, necessarily, Zo, is included in some unstable manifold W (k)
for some point ks of the horseshoe Hy . By construction 0o, € T3 W and
Voo € oo DM (C*(2p)) = Tz Wik.(Zs0). This proves that W has a point of
tangency with the unstable manifold of xy.

O

5.5 Initial heteroclinic tangency

In this section, we show that :

1. for every sufficiently small values of b and o, we can find ¢; = ¢1(b, o) such
that f1 = fc, ».o has a point of heteroclinic tangency 7 between W*(ay,)
and W*(¢y,) (where ¢y, is a periodic point in H, )

2. we can take iterates of a neighborhood of 7 inside W*(ay, ) under f; ' in
order to create a concentrated 3-folded (2, 3)-surface inside W¥(ay, )

5.5.1 Initial tangency

Remind we defined the parameter disk C and the integer m in Proposition
5.2.14.

Proposition 5.5.1.1. Reducing C if necessary, there exist 0 < by < bg, 0 <
o1 < 0¢ and an integer s such that for every 0 < |b| < by and 0 < |o| < 07 :

1. for every u-curve U, f5T™(U) is a degree 2 curve over the first coordinate

2. for every holomorphic family of u-curves (U.)cec, there exists ¢y = ¢1(b, o)
such that there exists a quadratic tangency T between W*(ay,) and Uy,
where fi = fe, 0.0 and T € Ue,. Moreover every iterate of fi™ (1) under
f1is in D(ae,, 1079w, _1|)xC? (where the constant w,,_1 was introduced

in Definition 5.2.4.3) and the mapping (b,o) — T is holomorphic.

Proof. In the following, we are going to reduce several times the bounds oy and
bo into bounds o1 and b; to satisfy the two items. We begin by taking o1 =
and b; = %“. Let us take any u-curve U or any holomorphic family of u-curves
(Ue)eec- Since IV intersects the Julia set of p. for every ¢ € C, it is possible to
find an integer s and a holomorphic map $_, defined on C such that for every
¢ € C, we have p3(S_s(c)) = 0. In particular, for the parameter ¢y, we have
P ™(B-s(co)) = ac, and the map defined on C which sends ¢ to pi™™(_,(c)) —
«, is an open set which contains 0 in its interior. Then reducing sufficiently the
bounds 0 < |o| < 01 and 0 < |b] < by for ¢ and b, we have that for any ¢ € C,
there exists a neighborhood of the point of U of first coordinate z; = S_4(cg)
inside U whose image under f; is of the form {(z1,u?(21),u3(21)), 21 € D(0, p)}.
Indeed, B_s(c),pe(B—s(c)), -+ ,pi~(B—s(c)) are not critical points of p.. The
image of the curve {(z1,u%(21),u®(21)),21 € D(0,p)} under fy is the curve
{(pel21) + bu? (21) + 0w (1) (! (21) — @), 21, A2t + (1) + 1), 21 € D0, p)}.
Then it has a point of quadratic tangency with the foliation z; = C** if b and
o are sufficiently small. Indeed, reducing b; and oy if necessary, by continuity
the derivative of the first coordinate p.(21) + bu?(21) + ou(z1)(ut(21) — ag,)
vanishes for some value z; € D(0, p). We can iterate this curve (m — 1) times
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under fy. Since p. has no other critical point, this will still be a degree 2 curve
upon the first coordinate, reducing b; and o, if necessary.

In the case of a holomorphic family of u-curves (U.).cc, there exists a neigh-
borhood of the point of U, of first coordinate z; = f_4(c¢) inside U, which is
sent under f§ on a u-curve {(z1,u2(z1),u3(21)), 21 € D(0, p)} but by the Cauchy
inequality (u2)’ and (u2)" are uniformly (relatively to ¢) bounded and the con-
clusion is the same. In particular, this proves the first item of the result.

We call Tany, the first coordinate of the point of vertical tangency. The
map defined on C which sends ¢ to p$T™(B_s(c)) — . is an open set which
contains 0 in its interior. Let us denote by 2l the distance of 0 to the image
of OC. Reducing b; and o7 another time if necessary, by continuity this implies
that {Tany, — a.,c € OC} is a curve in the plane. We have that 0 is in a
bounded connected component of its complement and at distance at least [

from {Tany, — a.,c € dC}.

Notation 5.5.1.2. Let ky € Hy for f € F. We denote by W (k) the com-
ponent of W*(rg) ND? which contains ks and by W (ky) the component of
Wt(rkg) ND? which contains k.

Lemma 5.5.1.3. Reducing by and o1 if necessary, W (ay,) is a graph over
(22,23) € D? included in D(cae, min(10711 - Jw,, 1], 1071 - 1)) x D2.

Proof. For ¢ = 0, W*(ay,) is the product of W*(ay) by the z3 axis where H
is the Hénon map H : (21, 22) — (pe(21) + bze,21). Moreover, for every € > 0,
we can reduce by such that if |b] < by, then the cone C*%€ centered at ey of
opening 3 is H~'-invariant in D?. This implies that W (ag) is a ss-curve
included in D(c., €) x D since all its tangent vectors lie in C'*%>¢. Then for o = 0,
the skew-product structure implies that W _(ay,) is a (2, 3)-surface included in
D(ae, €) x D x D which is the product of W} _(ap) by the z3 axis. Then, by
continuity, it is possible to reduce o7 such that for every fo with 0 < |b] < by and
0 < |o| < o1, Wi (ay,) is a graph over (22, z3) € D? included in D(a, €) xDx C.
We take € = min(10~ ! - |w,,_1|,1071 - 1). O

The set {Tany,,c € OC} is such that «. is in a bounded connected compo-
nent of its complement. In particular, there is a parameter ¢ € C such that
Tany, belongs to D(agz, %) (for this parameter ¢, f3*™(Uz) N (D(az, L) x D?)
is not the union of two graphs upon 21 € D(ag, §) and for ¢ € 9C, 5™ (U.)
1). According to Lemma 5.5.1.3,
W (g, is a graph over (z2, z3) € D? included in D(a, L) x D2. The following
lemma is the analogous in dimension 3 of Proposition 8.1 of [28]. The proof
is essentially the same and relies on the continuity of the intersection index of
properly intersecting analytic sets of complementary dimensions.

is the union of two graphs over z; € D(a,

Lemma 5.5.1.4. Let (T'.)cec be a holomorphic family of curves of degree 2 over
the first coordinate. We assume that:

(i) there exists a compact subset C' C C such that if c € C — (', T, is the union
of 2 graphs over z1 € D(a, %)

(ii) there exists € € C such that I'; is not the union of 2 graphs over z; € D(a, L)
Then, if (Ve.)cec is any holomorphic family of graphs over (22, 23) € D? contained
in D(ae, 5) x D2, there exists ¢; € C such that T, and Ve, admit a point of
tangency.
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We apply the previous lemma, taking the family (I'c)cec = (f57™ (U) ND?)cec
as curves and the family of stable manifolds W} (ay,) as graphs over (z2,23) €
D?2. We can conclude that there is a parameter c¢; such that there is a quadratic
tangency fi™(7) between W (ay,) and fit"(U.,) where 7 € U,, for f =
fer b0~ Then 7 is a point of tangency between W (avy, ) and U, . Since W _(ay,)
is included in D(a.,, min(1071%w,,_1|)) x D x C, we have that all the iterates
of i (7) under f; are in D(ev,, 107 - |w,,_1|) x C2. Reducing C if necessary,
we have that a,., € D(a.,, 107 |w,,_1]) for every ¢ € C and then all the iterates
of f{7(7) under f; are in D(a,, 107 °|w,,_1|) x C2. The map (b,c) > c; is
holomorphic according to the Implicit Function Theorem and then (b, o) — 7 is
holomorphic too. This shows item 2 and ends the proof of the proposition. [

In the next proposition, we show that the tangencies we created in the
previous result are generically unfolded. Beware that in the next result, the
map f1 is associated to a family of u-curves (U..).cc which can be distinct from
the other family (U})ser .

Definition 5.5.1.5. Let (Uf)fecr be a holomorphic family of u-curves and
(Sf)rer be a holomorphic family of s-surfaces. We suppose that for f € F,
there is a point of quadratic tangency between Uy and Sy. We say that this
tangency is generically unfolded if there exists a one-dimensional holomorphic
family (f9)iep of polynomial automorphisms and a holomorphic family of local
biholomorphisms (Vy)ep with :

1. fO=f and f* € F for everyt €D
2. Wy (Syt) is a vertical plane {z = C*'} where C*' does not depend ont € D

3. if we denote by tan, the first coordinate of the point of tangency of (Ut )

with {z1 = C%t} (there exists exactly one such point because the tangency
is quadratic), then |%| is uniformly bounded from below by a strictly
positive constant fort € D

Proposition 5.5.1.6. Reducing C, by and o1 if necessary, for every 0 < |b| < by
and 0 < |o| < o1, for every holomorphic family of u-curves (Ue)cec, there exists
a neighborhood F' € F of the map fi1 = fe,(b,0),0,0 defined in item 2 of Propo-
sition 5.5.1.1 associated to (U.)ccc such that : for every holomorphic family of
u-curves (Us)rerr, if f € F' has a point of tangency 7" between W*(ary) and Uy
such that ft™(7') € W (o), then the tangency 7' is generically unfolded. In
particular, the tangency T obtained in item 2 of Proposition 5.5.1.1 is generically
unfolded.

Proof. For every f € F, after a holomorphic change of coordinates V¢, we have
that W _(ay) is the plane {z; = a,,}. We first show the result for the map fi.
We work in the one-dimensional family (fo)cec = (feb,0)cec Where b and o are
fixed and we take a holomorphic family of u-curves (U}) rerr. It is a consequence
of Lemma 5.5.1.3 that V¢ tends to Id when b and o tend to 0. When b and

o tend to 0, the curve Wy, o fot™ (U,) tends to a curve of degree 2 over 21 of

the form {(p5*t™(z1), 21,v(21)) : 21 € D(0, p)} where v is holomorphic. We call

s+m

tan. the first coordinate of the point of vertical tangency of Wy o f3 (U}O).
We have pl (0) = ac,, (p2)'(0) = 0, (pg)"(0) # 0 and at ¢ = ¢y, we have :

Co

4 (p(0)) # 0 (see Proposition 5.2.1.4). Moreover, ¢; tends to ¢y when b and
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o tend to 0. This implies that for sufficiently small fixed values of b and o, the
map ¢ — tan. is such that % # 0 for every ¢ € C (reducing C if necessary).
Since the estimates on the derivatives of the u-curves (U})ser are uniform, we
can reduce uniformly b; and o7 so that this inequality is true no matter the
choice of (U}) ter. Then, by continuity, there exists some new neighborhood
F' € F of f1 such that every f € F' belongs to a one-dimensional family (f!);ep
such that : f0 = f, ft € 7' and dt;% # 0 (t € D). This implies in particular
that if f € 7 has a point of tangency 7' between W?(ay) and U} such that
ferm(r’) € W (ay), then the tangency f57(7') is generically unfolded and
then also 7/. The proof is over.

O

5.5.2 A transversality result

From now on, we are going to construct from this initial heteroclinic tangency
a 3-folded (2, 3)-surface inside a stable manifold with its fold inside D(0, ). In
this subsection, we begin by proving that W#(ay, ) has some special geometry.
We start by choosing a periodic point ¢f, € Hy,. The main point is that its
third coordinate is in D(0, & — 10™*), which will be used later in the proof of

» 10
Proposition 5.3.10.

Lemma 5.5.2.1. For every ¢ € C, 0 < |b| < b1, 0 < |o| < 01, there exists a
periodic point ¢y, inside Hy, such that prg(ds,) € D(0, 15 — 107%).

Proof. According to Proposition 5.3.2.7, the ss-curve {0} x D x {0} intersects
the unstable set of the horseshoe Hy . Then, there exists a u-curve £ which
is a component of an unstable manifold of a point of H, which has a point of
third coordinate 0. Since £ is a u-curve, it is included in D? x D(0, 15 — 107%).
It intersects Wi (ay,) in a point of Hy, of third coordinate in D(0, 15 — 107%).
Since Hy, is a horseshoe, its periodic points are dense and so there is a periodic

point ¢, € Hy, with prg(¢y,) € D(0, & —1074). O

Notation 5.5.2.2. We fiz a periodic point of the horseshoe ¢, with pry(¢y,) €
D(0, 75 — 107%). Reducing F if necessary, we have prs(¢s) € D(0, 15 — 107%)
for f e F.

We now choose the parameter b in function of the parameter o :

Notation 5.5.2.3. In the following, we will take b = b(c) = 0. For technical
reasons, we reduce o1 such that o1 < \/bi.

In particular, we can use Proposition 5.5.1.1 : there exists a map o —
c1(o) such that there is a heteroclinic tangency 7 between the local unstable
manifold Uy, of ¢, and the stable manifold W*(ay, ) of ay,. Moreover, o — 7 is
holomorphic. We have D(f$),-(0,0,1) = p*(&1(0),&2(0), 1) with & (o) = O(0)
and &(0) = O(c). The maps o — pr, (f1(7)) — for -+, & = pry (£33 (1) =
Bm—1 are holomorphic (remind that the constants 8; were defined in 5.2.4.1).
Since they vanish when o = 0, they are also O(c). The map o — b(c) is O(0?)
because b(o) = 0. Then the differentials at f§(7),---, ff7™ () verify the
conditions of Corollary 5.2.4.6 so from Corollary 5.2.4.6 we immediately get the
following (remind that w,,_1 was defined in Definition 5.2.4.3) :
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Lemma 5.5.2.4. We have : D(fi7™), - (0,0,1) = (¢1(0),2(0),(3(0)) where
C1; C2, 3 are holomorphic, (i (0) = wm—1 -0 + 0(c?), (2(0) = 0+ O(0) and
(s(0) = ™ + O(0).

Notation 5.5.2.5. We reduce o1 so that [(2(0)| < 1, |(3(0) — p™| < &5|p™]
and 01 < 15 * [Wm—1]. From now on, we fit o = %, b="b(c) =02, c=c1(0),
the associated map f1 = fe,(s),p(0),0-

Lemma 5.5.2.6. For every vector v° such that [v) — wy—10| < 15|wm—1]lo],
9| < 1 and [0 — ™| < L |p|™, at any point of W2 (ap,)ND3, 00 is transverse
vz 3TH 101H yp loc\ O f1

to Wise(ag,)-

Proof. Let 1° be a point of W _(ay,) and let us consider the sequence of points
defined by ¥™ = fI*(1)°). According to Lemma 5.5.1.3, for every n > 0, ™ is in
D(cvey, 1071w,y —1]) x C2. Then for every n > 1, the differential at )™ of f; is
of the form :
my b(0) o(z1 — ae,)
I,=1|1 0 0
A 0 7

where b(c) = 02 and |m,,| > 2 for every n > 1. Since 01 < 137 |wy—1| We have
|b| < 1070wy, _1||o]. We denote v™ = (I, - ... - I)(v°) for every n > 1. Let us
show that there exists an integer i such that |vi| > |vi|. Let us suppose this is
false and we show by induction the following properties for n > 0 :

Lo 12> [ > 3] > g55lwm-1llo]
2. jvh] <1

3. Juptt < g < 1

For n = 0, item 2 is satisfied, [v}| < 1 and [v]]| > 15|wm-1]lo|. Since v{ =

myvd + bvd + o (€9 — ag,), [b0S] < [b] < 1070w, —1]|o] and |o(¥) — ag,)| <
10710 w,, 1|0, we have [vi| > 2[v?|. Moreover [v}| < [v}| < 1 by hypothesis.
Them item 1 is true. We have : [v3| < |A|[09] + |p||vd] < [A|[v§] + |p]|v9] < [v8).
Then item 3 is true and the induction procedure is true for n = 1.

Let us suppose it is true for some n. Then [v7™'| = |[v7| < 1. Moreover
o5 < I[[of [+l [0 ] < [M[vg|+]ullvg] < [vf]. We have vy ™" = my,vf +bvg+
(T — g, ). Since |my| > 2, [v7] < |b] < 1070wy, —1||o] and |o (] — ag,)| <
107wy, _1]|o|, we have [voPT!] > 3joP|. We still have o] < [ ™! < 1
[ 3 |7
o = 2oz

by hypothesis. Then for every n, we have This implies a

contradiction : there must exist some integer i such that |vi| > |vi|. Then v* is
transverse to W3 _(ay,) since Wi _(ay,) is a (2, 3)-surface and this implies that
v? itself is transverse to W (o, ). O

We can now state the main result of this subsection :

Proposition 5.5.2.7. The vector (0,0, 1) is transverse to W*(ay,) at 7.

s+m

Proof. From Lemmas 5.5.2.4 and 5.5.2.6, we know that the image under f;
of a neighborhood of 7 in W*(ary, ) is transverse to D(f;7™),-(0,0,1). Applying
f1 5™, this immediately implies the result.

O

62



CHAPTER 5. NEWHOUSE PHENOMENON FOR POLYNOMIAL
AUTOMORPHISMS OF C?

5.5.3 Orientation of the fold of W*(ay)

In this subsection, we take iterates of the initial tangency 7 under f; ' in
order to create a concentrated 3-folded (2, 3)-surface inside a stable manifold.

We have that W (¢, ) is a graph {(z1,u?(21),u3(21) : 21 € D} over z; € D. We
consider the biholomorphism ¥ defined by W(z1, 29, 23) = (21, 22 — u?(21), 23 —
u3(21)) which sends W (¢f,) into the z; axis. We denote Wy the compo-
nent of W#(ay) which contains 7 for f € F'. We denote by Tan’ the subset
of ¥(Wy) where U(Wy) is tangent to some line {2z = C**, z3 = C*'} and by
Tan = W~ (Tan’). When f = fi, we denote them by Tan’ and (Tan')?. We
denote by €"(7) a tangent vector of W (¢, ) at 7.

Lemma 5.5.3.1. Tan® is a complex curve reqular at T of tangent vector vig,
at T such that vig, ¢ C-(0,0,1) and vig, ¢ C - e“(7).

Proof. We are working in the projectivized tangent bundle PTC? ~ C3 x P?(C)
of C* which is of dimension 5. The lift Wfl of Wy, to PTC? is a complex
submanifold of dimension 3. The lift of every complex curve C,, = ¥~1(D x
{(x,y)}) to PTC? is a complex curve C,,. Then Uz,p)en2 Cy.y is a complex
submanifold of dimension 3. Moreover, according to Proposition 5.5.1.1, Wy,
has a point of quadratic tangency with Cpo and then Wfl is transverse to

U(m,y)E]D)Q C’xy Then Tan® = Wfl N ( U(w,y)ElD)2 C’xy) is a regular complex curve.

Then its projection Tan® is a regular complex curve of tangent vector vy, at
7. According to Lemma 5.5.2.7, vty ¢ C-(0,0,1). By construction, e¥(7) is a
tangent vector of W% (¢y,) at 7 50 vgan ¢ C - e*(7). The proof is done.

O

Notation 5.5.3.2. For every € > 0, we denote CV¢ = {u € C3 : |(u, Vyan)| <
€ffull}-

Corollary 5.5.3.3. For every ¢ > 0, reducing the neighborhood F' of f1 if
necessary, there exists a real number n > 0 such that : for every f € F', for
every holomorphic foliation (Vi) s,y of a neighborhood of T such that every
Va,y s n-close to W} (o5), the set Tan of points of Wy where Wy is tangent
to some Vg is a complex curve regular at T which has its tangent vectors in
(Vtans€ |

Proof. The intersection Tan® = Wy, N (Uw.y)en= Cyy) persists as a regular
complex curve since the intersection is transverse. Then it is still true for its
projection Tan. O

The following result is a geometric technical lemma.

Lemma 5.5.3.4. There exists constants €, p, p1, p2, ps > 0 such that for every
t > 0, we have the following property : for every regular complex curve I' going
through 7+ (D(0,tp))3, if T has all its tangent vectors in CVt¢, then ' is hori-
zontal relatively to mo in T+D(0,tp1)e*(7)+D(0,tp2)(0,1,0)+D(0, tps)(0,0,1).

Proof. According to Lemma 5.5.3.1, vgan ¢ C- (0,0,1) and vgan ¢ C-e¥(7). O

Notation 5.5.3.5. We fiz the value of € give by Lemma 5.5.3.4 and the asso-
ciated value of n given by Lemma 5.5.3.3.
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Lemma 5.5.3.6. There exists to > 0 such that for everyt < to, there exists an
integer j = j(t) such that :

1§ (T £ (0, tp1)et () + AD(0, £p2)(0, 1,0) + D(0, £p3)(0, 0, 1)) AD? =0

9. fi (T + D(0, tpy)e () + D(0, £p2)(0,1,0) + D(0, £p3)(0, 0, 1)) noD?
D x oD x D

Moreover, j(t) tends to co when t tends to 0. Reducing F', by continuity this
remains true for any f € F' for a given t < tg.

In other words, f~7 realizes a crossed mapping between 7+ D(0, tp1)e () +
oD(0,tp2)(0,1,0) +D(0,tp3)(0,0,1) and D3 (see [33] for this notion).

Proof. We foliate D; 5, 5, 0, = T+D(0, tp1)e*(7)+D(0, tp2)(0, 1,0)+D(0,tp3)(0,0,1)
by disks L, ., parallel to the z9 axis. Since C*° is fl_l—invariant in D3, for ev-
ery n > 0, the image of this tridisk under f; " is foliated by the ss-curves
i (L, 2) ND3. We call the length of a ss-curve the radius of the maximal
(for the inclusion) disk included in this ss-curve. For every m > 0, we de-
note by [, the minimum of the lengths of all the s-curves f; "(L,, .,). For
every n > 0, we denote by d, the maximum of the diameters of the sets
VN f1 "Dy py ps.ps) Where V varies in the set of (2, 3)-quasi planes. Since every
vector in C** is dilated by a factor larger than C/(2|c|?) (see Proposition 5.2.2.3
for the definition of the constant C) under f;* with C' > 10'°, we have that
lny1 > C/(2|0|?) - 1,. Since C** is f; *-invariant, for every (2,3)-quasi plane V,
fi(V) ND3 is a (1,3)-quasi plane. Every tangent vector u to the (2, 3)-surface
f1(¥) N D3 is of the form u = u! - (1,0,0) + u? - (0,1,0) + u® - (0,0,1) with
lu?| < 10~* max(|Ju'l,|u?|). Then the vector u is dilated under f;* by no more
than max(1,1071C/(|0|?),2) < 107%C/(|o|?). Then d,+1 < 1074C/(|o]?) - d.-
This implies that if ¢ is smaller than some value tp, there exists an integer
j = j(t) such that Cll—J] . Z—Z > (%)j . Z—Z > 10, [; > 10 and d; < 1—10. Let us
consider any (2, 3)-quasi plane V going through fl_j(T). Then V' = ff (V)ND?
is a (2,3)-quasi plane going through 7 which then intersects every disk £, ...
Then V intersects all the ss-curves fl_j(ﬁzl,zg) ND3. Since [; > 10, this implies
that for every (z1,23), we have d(f; 7 (L., .,)) € C? —D3. Since d; < {5, this

implies that ;7 (Di,p, a0, ) N 9D° € D x 9D x D. When ¢ tends to 0, the

lengths of the disks £, ., tends to 0 and then j = j(¢) tends to co. Reducing
F’, by continuity this stays true for f € F’ for a given ¢. The proof is done. [

Lemma 5.5.3.7. Let V be a (1,3)-quasi plane foliated by u-curves (V*)zep-
Let 9 be a point such that ¥ ¢ V and let us take a vector u € C*. Then
there exists a holomorphic foliation of a neighborhood of ¥ by graphs V, over
(21,23) € D? such that each V, is foliated by graphs (Vay)(zy)enz over z1 € D
of slope bounded by 10~! with :

1. for everyx € D, V* =V,

2. the leaf going through ¥ has u as tangent vector
Proof. We consider two consecutive biholomorphisms. The first one ¢; sends
the (1, 3)-quasi plane V to the plane {z = 0} and each curve V* to the line

{29 =0, 23 = z}. For agiven 2z € D3, we denote by pr(z) the projection (parallel
to (0,1,0)) of z on V. We denote by (¢1)2(2) the complex number such that
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z—pr(z) = (p1)2(2) - (0,1,0). We denote by by (¢1)3(2) the complex number
such that pr(z) € V*. We denote p1(z) = (21, (¢1)2(2), (¢1)3(2)). The restric-
tion of (¢1)2 to a line {293 = C*, z3 = C*'} is a holomorphic map defined on D
of image in a disk of radius 10~ since V is a (1, 3)-quasi plane. By the Cauchy
inequality, this implies that ||‘9(6L211)2|\ < 107%. The restriction of (¢1)3 to a line
{z2 = C®%, z3 = C*'} is a holomorphic map defined on D of image in a disk of
radius 10~% since every V* is a u-curve. Then : HB(BL;IBH < 107%. Finally, ¢; is
a holomorphic map from D? to D3. Then : ||Dg]| < 1.

We denote ¢1(9) = (J1,0,73) (with J5 # 0) and Dy u = (1,€2,€3). The
previous estimates imply that |ez] < 107* and |e3| < 107*. We take a second
biholomorphism :

22

9 z
P 1 (21,22, 23) +> (21,22 — €2(21 — 191)19 72)

y 23 — 63(2’1 - QST1)
2 U

It is easy to show it is a biholomorphism on I x ID(0, 1095) x I since |ex| < 104
and |ez] < 107 We have : Dys(Dypi(u)) = (1,0,0). We denote V,, =
(p20p1) 1 ({23 = 2,22 = y}). Then (V; )z is a holomorphic foliation of a
neighborhood of ¥ such that for every z € D, V* = V. and the leaf going
through 9 has u as tangent vector. We have ||8(g’7;1)2\| < 10e2 and ||6(8L;1)3H <
10e3 on z1 € D, 29 € D(0,1003), 23 € D, then we have that ||[Dys - (1,0,0) —
(1,0,0)|| < 21073 We have ||%£22(| < 1074, || %£2]| < 10 and || Dyy|| <
10. Then || D(¢2 0 ¢1) - (1,0,0) — (1,0,0)|| < 10~ on D x D(0, 10d5) x D. This
implies that every (Vi y)(s,y) Where z € D,y € ID(0,1092) is a graph over z; € D
of slope bounded by 10~!. Every V, = Uzen Va,y is a graph over (z1, 23) € D2.
The proof is done. O

The following is a simple consequence of the inclination Lemma.

Lemma 5.5.3.8. There exists an integer k such that for every graph L of slope
bounded by 10~ over z; € D, for every f € F', f*(£) ND? has a component
which is a graph over z; € D which is n-close to W} (o).

Notation 5.5.3.9. We fiz this integer k and we fix some t > 0 such that
j(t) =k (see Lemma 5.5.3.6). We reduce F' so that for every f € F' : there
is a point 9 € W*(ay) such that f*(9) € (1 + (D(0,tp))?) and W*(ay) has a
tangent vector uw € C* at ¥ (it is possible by continuity since it is the case for

fi)-

Proposition 5.5.3.10. For every f € F', W¥(ay) contains a concentrated 3-
foldsd (2,3)-surface W} such that FoldOWY) € D(0, ) and diam(pr; (W})) <
107°.

Proof. Let f € F'. Let V be a (1,3)-quasi plane foliated by the wu-curves
V& =V N{z =z} Wetake ¥ € W*(ay) such that f*(9) € (7 + (D(0,tp))?)
such that W*(ay) has a tangent vector u € C* at ¥. To find such a point, we
just have to remark that W*(ay) is not included in V. In particular, if 7 ¢ V,
we choose ¥ = 7.

According to Lemma 5.5.3.7 it is possible to find some holomorphic foliation
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of a neighborhood of ¥ by graphs V, over (z1, z3) foliated by graphs V, , over
z1 of slope bounded by 10~! such that V* =V, ¢ and the leaf going through 9
is tangent to u and then to W#(ay). Since 9 =7 if 7 ¢ V, it is also a holomor-
phic foliation of a neighborhood of 7 in both cases. We apply f* to all these
curves V; ,. According to Lemma 5.5.3.8, the sets f* (Va,y) have components
which are graphs over z; € I n-close to W} (¢f). Then according to Lemma
5.5.3.3, the set Tan of points of f*(V,,) where f*(V,,) is tangent to W*(ay)
is a regular complex curve which has all its tangent vectors in C'"»»¢ and goes
through the point f*(9) € 7 + (ID(0,%p))3. According to Lemma 5.5.3.4, Tan
can intersect 7 + D(0,tp1)e*(7) + D(0,tp2)(0,1,0) + D(0,¢p3)(0,0,1) only in
7+ D(0,tp1)e¥(T) + ID(0, tp2)(0,1,0) + D(0,tp3)(0,0,1).

f"l f-l f-l

/\1 NN

We(p) —
W (4,
q)f]_
¢f1

W, Wi(ar)

Figure 14 : Getting a tangency, the yellow set is sent to the green one
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According to Lemma 5.5.3.6, we have both :
FE (T (0, tp1 )€™ () + OD(0, £p2)(0, 1,0) + D(0, £p3)(0, 0, 1)) c C® - D?

and :

Fr (T-HD)(O, tp1)e"(T)+D(0, £p2)(0, 1,0)+D(0, £p3) (0,0, 1)) NOD? € DxIDx D

Then f~*(Tan) intersects every surface V, but in exactly one point which is not
in V,N((ODxDxD)U(DxD xID)). We denote by W the continuation of the

component of W*(ay) containing f;*(7) for f € F'. Then W} is tangent to at
least one but not infinitely many u-curves V*. By the Riemann-Hiirwitz formula,
W} is tangent to exactly one V* = VN{z3 = x}. This implies that pr; restricted
on W} NV is a two-covering with exactly one point of ramification. Since this is
true for any (1, 3)-quasi plane V, by definition, W} is a 3-folded (2, 3)-surface for
every f € F'. Then according to Proposition 5.4.3.5, we can iterate under f~* to
get a component Wy of W*(a) which is a concentrated 3-folded (2, 3)-surface.
Since pra(¢s) € D(0, 15 — 107*) we have that Fold(W}) C D(0, 55). Since
the first direction is contracted under f, iterating, we can have the additional
property that diam(pr;(W7)) < 1075

O

5.6 Proof of the main results

Proof of Theorem B and Corollaries 1 and 2. According to Proposition 5.5.3.10,
for every f € F', W*(ay) contains some concentrated 3-folded (2, 3)-surface WY
with Fold0V?) € (0, 15) and moreover diam(pr; (W°)) < 1078, This implies
persistent heteroclinic tangencies. Indeed, by Proposition 5.4.3.1 there exists a
point k¢ of the horseshoe H ¢ such that there is a point of quadratic tangency
7' between W*(rk ) and W C W#(a). The proof of Theorem B is complete.

We now prove Corollary 1. We call Z/{J’c the component of W™"(kys) N D3
containing the point of tangency 7' and we consider the family (U} )per of
holomorphic u-curves given by the continuation of U/ ]’c According to Proposition
5.5.1.6, the tangency 7’ is generically unfolded. We apply a standard argument
to obtain homoclinic tangencies. Let us take any neighborhood F” of f. Since
the tangency 7’ is generically unfolded, we can rely on the following well-know
lemma :

Lemma 5.6.0.11. There exists €’ > 0 such that for every holomorphic fam-
ily (UF)prer of u-curves €”-close to (Uy)prer and every holomorphic family
(W3 preF: of complex surfaces €”-close to (W) prexr, there exists a point of
quadratic tangency between Uy, and WY, where f" € F".

We claim that there exists a holomorphic family of u-curves (U}))per
¢’-close to (Uj)ser such that for every f' € F', Uf, is a component of
W*(5) ND? and a holomorphic family of complex surfaces (WY,)ser ¢’
close to (W")4)prer such that for every f' € F/, W}, is a component of
W#(dp). We prove this fact for the case of u-curves, the proof is the same for
complex surfaces. According to Proposition 5.3.1.6, ay, and then s/, is in the
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homoclinic class of §¢. This implies that there exists a transversal intersection
between W#(ky) and W*(dy/) for every f' € F'. For a given f' € F', by
the inclination lemma, there exists an integer ny such that for every n > ny,
(f")"s(W(6y:)) contains a u-curve €”-close to Uy,. By continuity, ny can be
taken locally constant. By compactness, it is possible to take the maximal
value n of nys on a finite open covering of 7' € F. Then we have that for every
f" € F', there is a u-curve Uy, €”-close to U}, which is a component of W*(d;/)
(inside (f)"(W™(d4/)) ). The proof of Corollary 1 is complete.

We now prove Corollary 2. This shows that there exists f” € F” such that f”
has a point of homoclinic tangency between W#(d¢~) and W*(é¢+). In particular
maps with homoclinic tangencies are dense in F’. The point ¢ has the property
of being sectionally dissipative. Then, the Proposition in subsection 5.7 which
gives the creation of sinks from homoclinic tangencies (the proof is given in
subsection 5.7 for the convenience of the reader) with a classical Baire category
argument already used in [18] allows us to conclude to the existence of a residual
set of Auty(C?) of automorphisms displaying infinitely many sinks. The proof
is complete. O

5.7 From homoclinic tangencies to sinks

To show Theorem B, we need the following result. It is known since the work
of Newhouse how to get a sink from a homoclinic tangency. The adaptation to
the case of C? was obtained by Gavosto in [31]. Here we adapt her proof to the
case of C2. Remind that a generically unfolded tangency is a tangency which is
unfolded with a positive speed.

Proposition 5.7.1. Let (F})iep be a family of polynomial automorphisms of
C3. We suppose that for the parameter t = 0, there is a sectionally dissipative
periodic point Py and a generically unfolded homoclinic quadratic tangency @ €
W3 (Py) N W*(Fy) between W*(Py) and W¥(Fy). We also suppose that the
three eigenvalues A5, A§® and Ny at Py satisfy A5 < [N < 1 < |A§| (and
[AG°] - |1 AS| < 1 by sectional dissipativity). Then for every neighborhood Q of
Q and every neighborhood T of 0, there exists t € T such that Fy admits an
attracting periodic point in Q.

Proof. Step 1 : Construction of cone fields

In the following, iterating if necessary, we will suppose that Py is a fixed
point of Fy. We fix a constant 7 > 0 such that we have (|[A§°| +n)(|A\G| +7n) <1
(the periodic point Py is sectionally dissipative) and |[AS*| +n < |A§°] —n <
[A§°|+n < 1. We can fix a neighborhood P of Py, a neighborhood 7y of 0, cones
C*, C*° and C°® centered at the three eigenvectors of DFy(P,) and an integer
Ny with the following properties : for every n > Ny, t € 7Ty, for every matrix
M =M, -...- My where M; is the differential of F; at a point in P, we have :

1. C* is invariant under M and there is exactly one eigenvector (up to mul-

tiplication) of M in C* of eigenvalue (JA§| — 7)™ < |A1] < (|AY] +n)™

2. C* is invariant under M1 and there is exactly one eigenvector (up to

multiplication) of M in C*% of eigenvalue (|A§*| —n)™ < |Aa] < (|AS*|+n)™

3. for every vector v which is not in C* U C** U C®*, we have : M -v € C*

or M~1.veCss
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4 (IAGT = m™UAG] = m™ (1A — m)™ < [det(M)[ < (JAg] + m)"(IAG*] +
)" (A% +n)"
Reducing i and increasing Ny if necessary, we have for n > Ny :

(A1 +m™ (A + 0> < (A1 =™ (IAG°] =™ (1A = )"

(AT m"™ (G| +m™ (NG +m)™ < (NG| = m)*" (1N ] = )"

This implies that M is diagonalizable. Indeed, if it was not the case, M would
be triangularizable with a double eigenvalue and we would have :

(M1 +m)™ (1A 4+ m)?" > | det(M)] or [det(M)] > (IAG] —m)*"(|A5*] —n)"
But we have :
(IAGT=m)" (IAG* | =m)" (IAG*[ =)™ < [det(M)] < (IAg]+m)" (IAG[+m)" (1AG°[+m)"

Then, there would be a contradiction with the previous inequalities. Moreover
the third eigenvector has to be C'°® according to item 3 above.

Step 2 : Local coordinates

Iterating if necessary, we can suppose that Q € P. We are going to make
several local changes of coordinates so that the stable and unstable manifolds
of P have a simple form near the tangency. We will use this local change of
coordinates in Steps 2 and 3. In Step 4, we will mainly use the coordinates
in the canonical basis but we will need the local change of coordinates a last
time at some point so we will denote it by ¥, in Step 4 to make the distinction
between the two systems of coordinates. In the following, to construct the local
coordinates, we will keep the notation z1, z9, z3 by simplification.

We first pick local coordinates such that 2 = 0 and in the neighborhood of @,
the stable manifold is {z; = 0}. Up to a linear invertible second change of coor-
dinates, we can assure that the tangent vector of W*(FPp) at @ is (0,0,1). Then
we have that locally near 0 the unstable manifold is given by a graph over z3 of
the form {(w1(z3), wa(z3), 23) : 23}. Since the tangency is quadratic, for each ¢ in
a neighborhood of 0, there exists exactly one 23+ such that %1;31 (23,4,t) = 0. We
pick new coordinates a third time by changing the coordinate z3 into z3 — 23 ;.
The unstable manifold is :

82
wi(z3) = wi(z3,t) = wi(0,t) + a711;1(0, t)z2 + h(z3,t) with h(zs,t) = o(23)
3

The stable manifold is still locally equal to {z; = 0}. Since there is a quadratic
tangency for ¢ = 0 which is generically unfolded, we have w;(0,0) = 0 and
agl’tl (0,0) # 0. Then we change coordinates a fourth time : z; becomes mzl
and zo and z3 are unchanged. In these new coordinates, the unstable manifold
is given by :

wy(z3) =t + zgiz(zz),, t)

where h(z3,t) # 0 in a neighborhood of 0. The stable manifold is still locally
equal to {z; = 0}. The fifth change of coordinates is given by z3 becoming
23(h(z3,1))Y/?, where (h(zs3,t))'/? is a complex square root of h(zz,t)) (which
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is well defined since h(zs,t) # 0 in a neighborhood of 0). We finally get that
the unstable manifold is given by z; = 23 + ¢ and 25 = wa(23,t). The stable
manifold is still locally equal to {z; = 0} and the tangent vector of W*(P,) at
Q is still (0,0, 1). The last change of coordinates is given by zo — wa(zs3,t). The
unstable manifold is given by z; = 22 + ¢ and 2, = 0 and the stable manifold
by z1 = 0. The tangent vector of W*(Fy) at @ is still (0,0, 1).

Step 3 : Construction of a periodic point

We take a tridisk B around @ in the coordinates that we just defined :
B = {(z1,22,23) : |21| < ,|22] < 0,]23] < §} where 0 < § < 1. Since the
tangent vector of W*(Fy) at @ is (0,0, 1), reducing ¢ if necessary, there exists
a neighborhood 73 C 7o such that the component of W*(P;) N B containing
Q@ (for t = 0) or its continuation (for ¢ # 0) is horizontal in B relatively to
the third projection and is included in {(z1,22,23) € B : |22| < {56}. Using
the Inclination Lemma, there exists Ny > Ny such that for t € 7; and n >
Ny, F*(B) will intersect B and F;(B) N B is horizontal relatively to the third
projection.

In the following, we show that for every sufficiently high n, a periodic point
for F} (where t € T7) is created. Let us now denote A, ., = {(z1,22,23) :
|z1] < ¢} which is a disk, for |z2] < d,|z3] < 0. It is possible to increase
Ny > Nj such that for any |z3| <, |z3| < 0, for every n > Ny, F{*(A,, .,) N B
is horizontal relatively to the third projection (of degree 1) and included in
{(21,22,23) € B : |22] < 36}. Since FJ'(A., .,) N B is horizontal relatively to
the third projection and of degree 1, it intersects exactly one disk A, ., where
zh = z(2z2) with z5 € D(0,6/2). This defines for each fixed ¢ € T; a holomorphic
map 2o — zb. Then the map 2o — 29 — 24 defined on ID(0, 6) is holomorphic and
the image of dD(0, §) contains a loop around D(0,§/2). Then by the Argument

principle there exists z3(23) such that A, (.,) ., intersects /" (A.,(z,),2,)-

We are going to choose z3 in order to create a periodic point in A, (.,) -
There is a point R., = (fi(23),22(23), 23) € A.,(zy),2, Which is sent on S., €
A, (z),2 Where S, = (g¢(23), 22(23), 23). We are going to choose z3 (in func-
tion of ¢) such that R,, = S,,. When N goes to infinity, f;(z3) tends to 0 and
gi(z3) tends to 23 +t. Then g;(z3) — fi(23) tends to 22 + t. In particular, if N
is sufficiently high, for every ¢ € D, the graph of z3 — ¢;(23) — fi(23) is a curve
of degree 2 over z3 which has exactly one point of tangency with the horizontal
foliation. We take a new bound N3 on n such that this is the case, we increase
N3 in the rest of Step 3 in order to satisfy more assumptions. The second co-
ordinate of this point of tangency is a holomorphic function of ¢ which tends
to ¢ when increasing N3. In particular, this implies that there exists exactly
one value tg of ¢ for which the equation gy, (23) — fi,(23) = 0 has one double
solution, and for every other value of ¢t € D, there are two distinct solutions.
Then, for F;, we have two periodic points which are equal when ¢ = t;. We
do a reparametrization of the family of maps (F});ep by taking ¢ = 72. From
now on, we are working with the family of maps F, = F,». By simplicity, we
will simply denote it by F,.. For F,, we have two periodic points which are
equal when 7 = 75 where 7'02 = tg. We can increase N3 if necessary so that for
each 7 € D —ID(0, 3), the two solutions of g,2(z3) — fr2(23) = 0 are respectively
ﬁio—close to +ir. For 7 € D — D(0, %), we denote by R” the periodic point
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corresponding to the solution ﬁ-close to i7. It is clear that the map 7 — R
restricted on D—D(0, 1) is continuous. For 7 = 79, we denote by R™ the unique
periodic point corresponding to the double solution of g2 (23) — fre (z3) = 0. Fi-
nally, for 7 € D(0, %) not equal to 7y, there are two distinct periodic points in
A, (z5),25- We pick any path in C from 7 to a point 71 in D — D(0, %) which
does not contain 7y. For 71, the periodic point R™ is defined. Since the path
does not contain 7, there is exactly one of the two distinct periodic points in
A, (23),25 for 7 which is the continuation of R™. We denote it by R”. Since the
map 7 — R restricted on D — D(0, %) is continuous, this choice is independent
of a particular choice of 71 in D —D(0, %) Then we have defined a map 7 — R”
on D. It is clear that near any point of D — {79}, R7 is locally the continuation
of the same periodic point of F,, then it is holomorphic. The map 7 — R”
is holomorphic on D — {7p}. It is trivial that it is continuous at 9. Then it
is holomorphic on D. As we already said, from now on, we go back to the co-
ordinates in the canonical basis and we call ¥ the local coordinates we just
used near the tangency point (). We will use ¥ a last time at the end of Step 4.

Step 4 : R is a sink

We now show it is possible to pick 7 such that R” is a sink. From now
on, we fix a neighborhood 7 C 77 of 0. Recall that @ belongs to the small
neighborhood P of P defined in Step 1. We denote by n = ny + ns such that
for k =1,...,ny, FF(R) is in P and F™+1(R7) ¢ P. We express all matrices
in the 7-dependent basis given by the 3 eigenvectors ef,eb, e5 of D(FI')(R")
(the matrix DF"(R") is diagonalizable according to Step 1). We have that
e}l € C", ey € C*° and e € C°®. Then, in this basis, the matrix DF"(R") is of
the form DF™+12(RT) = DFE"(F™ (RT)) - DF™ (R"). The matrix DF" (R")
is of the form :

Ay 0 O
0 Ay O
0 0 As

We have that (|Ag|—n)™ < |As] < ([Ag[+n)™, ([AG°| =)™ < |Aof < (]AG°|+n)™
and (JA§] —n)™ < |As] < (JA§®] +m)™. The matrix DE2(F™ (R")) is of the

form :

A B C
D E F
G H I

Since e) € C¥, €5, € C*° and ej € C° and these cones are disjoint, the coeffi-
cients A,B,C,D,E ,F ,G,H,I are bounded in modulus by some constant K which
is independant of 7, n and n;. Then :

AA; BA, CAs
DE™ (R = [ DAy EA; FAs
GAy HAy TA;

Let us suppose that AA; = 0. There exists ¢ > 0 such that if the characteristic
polynomial of DE™MT2(R7) is X3 + asX? + a1 X + ag with |ag| < ¢, |a1] <
€,|az| < €, then the 3 eigenvalues of DF*"2(R7) are of modulus lower than 1
and then R7 is a sink. We are going to show that it is possible to get a lower
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bound on n; so that it is always the case. The coefficients of the characteristic
polynomial of DF"**"2(R7) are :

as = —(AA + EAy + ITA3)

ay = (BEIAyAs — FHAoA3 + ATA1 A3 — CGAyAs + AEA Ay — BDA{A,)
ag = — det(DF" (F™ (R7))

We have : |ag| = |det(DF2(Fr (R7)))| < K3|A1A2As| < K3 ((IN[+m) (INg|+
1)) which tends to 0 when n; — +oco because (|A*|+7)(|A4|+7) < 1 (remind
that Py is a sectionally dissipative periodic point). We increase ny such that
lag| < €/2. We have that :

|a1| < 6K max(|A1 A, [A1As|, [A2As]) < 6KZ((ING| + n)(IAG]+ )™

which tends to 0 when ny — 400 because (|[A§°| +n)(|A§|+n) < 1. We increase
ny further such that |a;| < ¢/2. Finally, in the term ag, both EAs and T'Agz tend
to 0 when n; — +o00. The term AA; is equal to 0 by hypothesis. We increase
ny a last time such that |as| < €/2. Finally, we pick Ny > N3 such that n;
is sufficiently high in order to satisfy the previous inequalities. Finally, the 3
eigenvalues of DF"**"2(R7) are of modulus lower than 1 and R” is a sink.

It remains us to show that for a given neighborhood ¢ € T of 0 and the cor-
responding neighborhood of 0 for 7 (remind that ¢ = 72), it is possible to pick a
new bound Ng on n, such that for n > Ng, there is a parameter 7 = 7(n) such
that the differential DF*(R") satisfies AA; = 0. To show this, we work again in
the coordinates V.. for the map F,. We denote by II the projection of the plane
U, (W*(P2)) = {z1 = 0} into P?(C). The projection II is a holomorphic curve.
We denote by I' the holomorphic curve in P?(C) given by the tangent directions
to the curve WU, (W¥(Py)) = {z1 = 23,22 = 0}. Since there is a generically
unfolded quadratic tangency at 7 = 0 between W?*(FPy) and W*(F), there is
a transverse intersection between II and I'. Moreover, P?(C) is of dimension 2.
We take a small disk A’ going through ¥, (R") of direction D¥.,(R") - e}. For
a given n > Ny, we call I, the complex curve in P?(C) given by the tangent
directions to the curve U, (F*(A’)) at the periodic point ¥, (R") when 7 varies.
By the Inclination Lemma, we can increase the bound N5 > N4 on n such that
if n > N5, pra(¥,(R7)) can be made as close to i7 as wanted and U, (F*(A))
can be taken as close to {21 = 23 +t, 22 = 0} in the C! topology. In particular,
this shows that the graph I'/, can be taken as close to the graph I' as wanted
(in the C'-topology) by increasing the bound Nj. In particular, we can pick Nj
such that there is a transverse intersection between I', and II if n > N5. There
is a last step to get AA; = 0. We denote by IT' the projection of the plane
Vect(DW,(RT) - €y, DU, (RT) - €4) in P?(C), I’ is a complex curve. Since e}
and ej are the two stable eigenvectors of DF™ (R7), it is an easy consequence
of the Inclination Lemma that if n and then n; tend to infinity, then R” tends
to W*(P,2) and II' tends to II (locally as graphs in the C'-topology). In par-
ticular, it is possible to pick a last bound Ng > N5 on n such that if n > Ng,
then I/, and I’ have a transverse intersection. This implies that there exists T
with ¢t = 72 € T such that DF"(R7) - ¢} € Vect(eh, €4) which is equivalent to
AAy = 0. For this parameter 7, we saw that R” is a sink.
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This is true for every neighborhood 7 of 0 and it is clear that R” tends to
@ when reducing 7. The result is proven : for every neighborhood Q of @ and
every neighborhood 7 of 0, we can create a sink in Q for F; with ¢t € T. O
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Stabilité et Bifurcations en dy-
namique holomorphe

6.1 Stabilité et bifurcations en dimension 1

On commence par énoncer succintement des résultats sur les notions de
stabilité et de bifurcations en une variable complexe. Rappelons tout d’abord la
définition d’un mouvement holomorphe en dimension 1 :

Définition 6.1.0.1. Un mouvement holomorphe d’un ensemble A C C sur
une variété complexe A de point de base A\g € A est une famille de graphes
hy: A C telle que :

1. pour une valeur firée a € A, hy,(a) =a

2. pour une valeur fizée a € A, A — hy(a) est holomorphe

3. pour une valeur fixée A € A, a — hy(a) est injective

En dynamique complexe a une variable, on dispose de la condition suivante

de stabilité, issue des travaux de Mané, Sad et Sullivan ([43]) et de maniére
indépendante de ceux de Lyubich([40],[39]) :

Théoréme (Mané, Sad, Sullivan [43] et Lyubich [39, 40]) 6.1.0.2. Soit
(fx)xea une famille holomorphe d’applications rationnelles de P1(C) de degré d
et soit A\g € A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. (J(fx))ren se déplace selon un mouvement holomorphe

2. il n’y a pas de point périodique Tépulsif qui change de nature dans la famille

3. il existe une famille d’applications quasi-conformes iy : Jy, — Jx qui
conjuguent la dynamique de fx sur Jx a celle de f, sur Jy,

En particulier, les conditions précédentes impliquent dans presque tous les
cas la stabilité structurelle sur P1(C).

Définition 6.1.0.3. Si les conditions précédentes sont satisfaites, on dira que
(fx)rea est J-stable. L’ensemble des parametres N ot (fa)ren est J-stable est
un ouwvert de A, appelé lieu de stabilité de la famille et noté Stab.

Définition 6.1.0.4. L’ensemble des paramétres X ot (fa)aea n'est pas J-stable
est appelé lieu de bifurcation de la famille et noté Bif.

On dispose également du résultat suivant qui relie la stabilité et les bifurca-
tions au sein de la famille (f))aea au comportement normal ou non des orbites
des points critiques :
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Théoréme (Mafé, Sad, Sullivan [43] et Lyubich [39, 40]) 6.1.0.5. Soit
(fx)rea une famille holomorphe d’applications rationnelles de P1(C) de degré
d. Supposons que l’on puisse suivre holomorphiquement les points critiques A —
c1(A),. .., caa—2(N) de fx. Alors le lieu de bifurcation Bif de (fa)aea est égal a
l’adhérence de la réunion des lieuxr de non-normalité des familles d’applications
(A= [l (ci(N)n>0 pouri € {1,...,2d — 2}.

La finitude de ’ensemble critique implique alors le remarquable résultat
suivant qui n’est pas du tout généralisable en dimension supérieure :

Théoréme (Mané, Sad, Sullivan [43] et Lyubich [39, 40]) 6.1.0.6. Soit
(fx)xen une famille holomorphe d’applications rationnelles de P1(C) de degré
d. Alors Stab est dense dans A.

La preuve de ces résultats nécessite de maniére cruciale le A-lemma et le
Théoréme de Montel. Le A-lemma est un résultat qui permet de prolonger le
mouvement holomorphe d’un ensemble Ay & son adhérence Ay. Si les points
périodiques répulsifs de fy varient selon un mouvement holomorphe, il permet de
le prolonger en un mouvement holomorphe de I’ensemble de Julia tout entier et
d’obtenir les conjugaisons 7). La démonstration du A-lemma utilise elle-méme le
Théoréme de Montel et le Théoréme de Hiirwitz. Le Théoréme de Montel permet
aussi de relier les bifurcations des points répulsifs au caractére non-normal des
orbites postcritiques.

Or, aucun de ces résultats n’admet de généralisation satisfaisante en dimen-
sion supérieure et il n’est donc pas possible d’appliquer la méme preuve pour
obtenir une définition satisfaisante de la stabilité dans P?(C) et encore moins
sa densité. Dans les deux sections suivantes, on présente des généralisations ré-
centes de la notion de stabilité pour les automorphismes polynomiaux de C2
et les endomorphismes holomorphes de P?(C). En revanche, on verra plus loin
que la densité de la stabilité est méme fausse en dimension 2 et qu’il existe des
ouverts de bifurcations pour les endomorphismes holomorphes de P?(C).

Signalons enfin une derniére caractérisation de la stabilité en terme d’expo-
sants de Lyapunov qui est due & DeMarco :

Théoréme (DeMarco [21, 22] ) 6.1.0.7. Soit (fy)rea une famille holo-
morphe d’applications rationnelles de P(C) de degré d. On note :

L) = [ loglJac()dus
P (C)

Uexposant de Lyapunov de fy relatif ¢ son unique mesure d’entropie mazimale.
La fonction L est plurisousharmonique sur A. De plus, les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. (fa)aen est J-stable
2. A L(\) est pluriharmonique sur A
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6.2 Bifurcations des automorphismes polynomiaux

de C?

6.2.1 Stabilité

On s’intéresse aux bifurcations des automorphismes polynomiaux de C2, et
plus précisément aux résultats obtenus par Dujardin et Lyubich ([28]). Une pre-
miére étape consiste & déterminer une notion satisfaisante de stabilité, celle-ci
est basée sur le mouvement holomorphe branché de ’ensemble de Julia J*. Par
"satisfaisante", on entend que la définition doit vérifier le méme type d’équiva-
lences que la définition de la stabilité pour les familles d’applications rationnelles
de PY(C).

Définition 6.2.1.1. Soit f un automorphisme polynomial de C2. On note J* =
J*(f) Uadhérence des points périodiques de type selle de f. C’est aussi le support
de la mesure d’equilibre de f.

La notion suivante est plus faible que celle de mouvement holomorphe dans
C vue précédemment :

Définition 6.2.1.2. Un mouvement holomorphe branché sur A est une famille
de graphes holomorphes au-dessus de la premiére coordonnée dans A x C2.

La notion suivante sera une bonne généralisation de la stabilité au cas des
automorphismes polynomiaux de C? :

Définition 6.2.1.3. Soit (fi)xea une famille holomorphe d’automorphismes
polynomiauz de C? de degré dynamique d > 2. On dit que (fa)xea est faiblement
J*-stable au paramétre N\g € A si dans un voisinage de Mg, A — J*(f\) est un
mouvement holomorphe branché. Si ce n’est pas le cas, on dit que Xy est un
parameétre de bifurcation. L’ensemble des parameétres de bifurcation est le lieu de
bifurcation de la famille (fx)rea-

Les équivalences suivantes montrent que cette définition est cohérente :

Théoréme (Dujardin, Lyubich [28]) 6.2.1.4. Soit (f))xea une famille ho-
lomorphe d’automorphismes polynomiaux dissipatifs de C? de degré dynamique
d > 2. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (fx)xea est faiblement J*-stable.

2. Tout point périodique reste du méme type (selle, puits, répulsif, indifférent)
dans cette famille

3. A= J§ est continue pour la topologie de Hausdorff
Les deux assertions suivantes sont aussi équivalentes et impliquent les trois
précédentes :

4. Le nombre de puits est fini et localement constant

5. La période des puits est localement uniformément bornée

6.2.2 Bifurcations

On se placera a partir de maintenant dans le cadre de 'hypothése de dissi-
pation plus forte qui suit :
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Définition 6.2.2.1. Soit f un automorphisme polynomial de C? de degré dy-
namique d > 2. On dit que [ est modérément dissipatif si :

Jac(f) < %

Les résultats suivant expliquent le lien entre bifurcations et tangences ho-
moclines pour les automorphismes polynomiaux de C2 :

Théoréme (Dujardin, Lyubich [28]) 6.2.2.2. Soit (f))xea C? une famille
d’automorphismes polynomiaur modérément dissipatifs de C? de degré dyna-
mique d > 2. Les paramétres correspondant & une tangence homocline sont
denses dans le lieu de bifurcation.

Théoréme (Dujardin, Lyubich [28]) 6.2.2.3. Soit (fx)xea une famille ho-
lomorphe d’automorphismes polynomiauz de C2 modérément dissipatifs de degré
dynamique d > 2. Alors la réunion des parametres faiblement J*-stables et de
ceur présentant une tangence homocline forme un sous-ensemble dense de A.
En particulier, ceci implique :

{parameétres faiblement J*-stables} U {parametres de Newhouse}

est dense dans A, ot un parameétre de Newhouse est un parameétre Ao pour lequel
fro posséde une infinité de puits.

Donnons les principales idées de la preuve de ces résultats. S’il y a une
bifurcation, on peut trouver un parameétre Ay pour lequel f), posséde un point
périodique p dont le multiplieur est sur le cercle unité. En particulier, on montre
qu’on peut trouver pour fy, un bassin semi-parabolique B C C? dont tous les
points sont attirés par p. Il est possible de munir B d’un feuilletage stable. Il y
a ensuite deux étapes essentielles dans la preuve :

1. montrer que 'on peut toujours trouver un point critique dans le bassin
semi-parabolique du point périodique. Pour cela, on considére un point
périodique g de type selle. Sa variété instable est une variété immergée de
dimension 1. En utilisant des résultats sur les fonctions entiéres, Dujardin
et Lyubich parviennent & montrer 1’existence d’un point critique, c’est-a-
dire un point de tangence entre la variété instable de g et le feuilletage
stable du bassin B. Remarquons que c’est ici qu’intervient I’hypothése de
dissipation évoquée plus haut.

2. créer une tangence homocline. La preuve de ce résultat est basée sur le
phénomeéne d’implosion parabolique, qui décrit les changements profonds
que subit la dynamique lorsque le multiplieur d’'un point périodique p
traverse le cercle unité. La preuve est en fait I’adaptation d’un résultat
de dimension 1. Supposons qu’on dispose d'une famille d’automorphismes
(fx)rea et que fy, posséde un point périodique p semi-parabolique. En
particulier, il existe un bassin semi-parabolique B pour f),. D’aprés ce
qui précéde, il existe un point critique ¢ dans . Un Théoréme d’implosion
semi-parabolique implique alors que 1’ on peut choisir convenablement une
suite d’itérées fy tel que dans B :

N, =9
ol g est une application limite. Il est possible d’adapter les paramétres de

sorte que g(c) € W*(q). Il découle que ’on peut prendre une suite A,, — Ag
telle que W*(q) et W*(q) soient tangentes en un point pour A = A,.
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6.3 Stabilité pour les endomorphismes holomorphes

de P*(C)

Signalons tout d’abord que de nombreux résultats de cette section sur les
endomorphismes holomorphes de P?(C) admettent une généralisation en dimen-
sion supérieure. On s’intéresse désormais & la famille d’applications suivante :

Définition 6.3.0.4. On note Hq(P?(C)) l’ensemble des endomorphismes holo-
morphes de P?(C), c’est-a-dire I’ensemble des applications de P?(C) dans P?(C)
de la forme [Py : Py : P3] ou Py, Py, Py sont trois polynémes homogénes de degré
d sans zéro commun.

Rappelons en particulier le résultat classique suivant :

Théoréme (Briend, Duval [16]) 6.3.0.5. Soit f un endomorphisme holo-
morphe de degré d sur P?(C). Alors f admet une unique mesure invariante
d’entropie mazimale log(d?). Les points périodiques répulsifs de f sont denses
dans le support de la mesure .

Il est important de remarquer que I’inclusion réciproque n’est pas forcément
vraie : il peut y avoir des points périodiques répulsifs qui ne sont pas dans le
support de la mesure.

Définition 6.3.0.6. Soit f un endomorphisme holomorphe de P?(C). On note
J*(f) le support de la mesure p.

On introduit maintenant un certain nombre de définitions provenant de [7].
Certaines notations peuvent légérement différer. Dans la suite, on étudie une
famille holomorphe (f))xea d’endomorphismes holomorphes de P?(C). On va
chercher a définir des notions satisfaisantes de stabilité et de bifurcation dans
une telle famille.

Définition 6.3.0.7. On note :
J* ={y:A—=P*C):~ est holomorphe et y(\) € J5 pour tout A\ € A}
On note I'y le graphe d’un élément v € J*. On note F application :
F T = TJ" telle que F-y(\) = fa(v(N))
On munit J* de la topologie de la convergence uniforme locale.

La définition suivante distingue les points répulsifs dans le support de la
mesure. Notons qu’on parle ici de J*-cycles puisque, contrairement au cas de la
dimension 1, le support J*(f) de la mesure n’est en général pas égal & ensemble
de Julia classique J(f) défini comme le lieu de non-normalité de f.

Définition 6.3.0.8. Pour tout A € A, un J*-cycle répusif est un cycle répulsif
contenu dans JY. On dit que ces cycles varient holomorphiquement si pour toute
période n, il existe un sous-ensemble fini {p, ;,1 < j < Np} de J* tel que
{pn,j(A),1 < j < N,} est exactement Uensemble des cycles répulsifs de période
n de fx pour tout A € A.

La définition suivante est plus faible qu’'un mouvement holomorphe.
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Définition 6.3.0.9. Un web d’équilibre est une mesure de probabilité M sur
J* tel que :
1. M est F-invariant et son support est un sous-ensemble compact de J*
2. pour tout A € A, la mesure de probabilité My = fj Sy dM(7y) est égale
a X
La notion qui suit est plus forte que la précédente :

Définition 6.3.0.10. Une lamination d’équilibre est un sous-ensemble relati-
vement compact L de J* tel que :

1. pour tous éléments v #~" de L, Ty NTy =0
2. px({y(A\),y € L}) =1 pour tout A € A

3. 'y, n’intersecte pas la grande orbite de l’ensemble critique de f pour tout
vyeL

4. Uapplication restriction de F sur L est de degré d*

Signalons que l'existence d’une lamination d’équilibre implique celle d’un
web d’équilibre. La réciproque est plus difficile et nécessite une hypothése d’er-
godicité.

La notion suivante se révélera étre une bonne notion de bifurcation pour les
endomorphismes de P?(C) :

Définition 6.3.0.11. Soit (f\)rea une famille holomorphe d’endomorphismes
holomorphes. Pour tout A € A, on note Cy, l’ensemble critique de fy. Une
bifurcation de Misiurewicz (classique) est un parameétre g € A tel qu’il existe
un graphe v : Ag — P2(C) d’un point périodique répulsif de fx défini sur un
voisinage Ao de \o et un entier ng tels que y(No) € f19(Cy,, ) et tel que y(A1) ¢
INC(Cy, ) pour un certain Ay € Ag.

Enfin, la somme des exposants de Lyapunov jouera un role important :

Définition 6.3.0.12. On note L(\) = fP?((C) log |Jac(f)|dpx la somme des
exposants de Lyapunov de fy. La fonction L est plurisousharmonique sur A et
vérifie :
L(A) > log(d)
Berteloot, Bianchi et Dupont ont introduit les conditions équivalentes sui-

vantes ([7]) qui fournissent une généralisation remarquable de la notion de sta-
bilité pour les endomorphismes holomorphes de P?(C) :

Théoréme (Berteloot, Bianchi, Dupont [7]) 6.3.0.13. Soit (f\)aca une
famille holomorphe d’endomorphismes holomorphes de P?(C) de degré d. Alors
les conditions suivantes sont toutes équivalentes :

. les J*-cycles varient holomorphiquement sur A
. la fonction L est pluriharmonique sur A
. [ a un web d’équilibre

. [ a une lamination d’équilibre

S NGO R

il n’y a pas de bifurcation de Misiurewicz dans A

On obtient ainsi une notion satisfaisante de stabilité dans ce cadre :
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Définition 6.3.0.14. Si les conditions précédentes sont satisfaites, on dira que
(fx)aea est J*-stable (sur A). L’ensemble des parameétres Ao € A ot (fa)rea
est J*-stable sur un voisinage de Ao est un ouvert de A, appelé lieu de stabilité
et noté Stab. L’ensemble des paramétres Ao ot (fx)aea n'est pas J*-stable est
appelé lieu de bifurcation et noté Bif.

Enfin, on a la caractérisation suivante :

Théoréme (Berteloot, Bianchi, Dupont [7]) 6.3.0.15. Soit (f\)xca une
famille holomorphe d’endomorphismes holomorphes de P2(C) de degré d > 2.
Alors les paramétres de Misiurewicz sont denses dans le lieu de bifurcation de
la famille.

Comme nous 'avons précédement rappelé, la preuve du résultat analogue
en dimension 1 utilise le Théoréme de Montel, le Théoréme de Hiirwitz et le
A-lemma et et aucun de ces résultats n’admet de généralisation satisfaisante en
dimension supérieure. Pour palier ce manque, la preuve de ce résultat utilise
principalement deux outils principaux que nous présentons briévement ici.

Le premier des deux outils est la formule suivante issue des travaux de Bas-
sanelli et Berteloot ([3]) :

dd§ L = mp + ((dd5, Lg(, 2) +wrs)* A [Cy])

ol g est la fonction de Green associée a f. Cette formule permet de relier l'insta-
bilité de la dynamique critique et les bifurcations. En quelque sorte, elle permet
de remplacer le Théoréme de Montel en dimension supérieure. En particulier,
elle permet de montrer que le caractére pluriharmonque de L permet d’éviter
I'apparition des paramétres de Misiurewicz.

Un second outil développé dans cet article cherche & palier 'absence de A-
lemma en dimension supérieure. L’introduction des webs d’équilibre est la bonne
méthode, et permet en particulier de construire des mouvements holomorphes
d’ensembles de Julia. En quelque sorte, on travaille plus sur les mesures )
elles-mémes que sur leurs supports.

6.4 Ouverts de bifurcations d’ endomorphismes
holomorphes de P?(C)

6.4.1 Principe général

D’apreés les travaux de Berteloot, Bianchi et Dupont, pour obtenir des ou-
verts dans ’ensemble de bifurcation, il est suffisant de créer des intersections
persistantes entre I’ensemble postcritique et un ensemble répulsif hyperbolique
contenu dans le support J* de la mesure d’équilibre. Comme notre objectif final
sera d’obtenir de tels ouverts de bifurcations au voisinage des exemples de Lat-
tés, nous passons en revue dans cette section un certain nombre de méthodes
qui ont été utilisées pour obtenir de telles bifurcations robustes.

On commence par rappeler la définition d’un ensemble basique répulsif :
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Définition 6.4.1.1. Un ensemble basique rmépulsif pour un endomorphisme ho-
lomorphe f de P?(C) est un ensemble hyperbolique E pour f, répulsif, localement
mazimal et transitif. Il est classique qu’un tel ensemble admette une continua-
tion et que les points répulsifs de f sont denses dans E.

On aura besoin plus tard du fait suivant (on peut se référer a [7] ou [27]) :

Proposition 6.4.1.2. Soit (fx)xea une famille holomorphe d’endomorphismes
holomorphes de P%(C) de degré d > 2. On suppose qu’il existe un ensemble
basique répulsif Ex, pour fy, inclus dans J*(fx,) pour un certain \g € A. Alors,
il existe un voisinage  C A de g tel que pour tout A € Q, la continuation E
de E, est incluse dans J*(fx).

La définition suivante est trés proche de celle de paramétre de Misiurewicz
classique que nous avons introduite précédemment.

Définition 6.4.1.3. Soit (fx)xea une famillle holomorphe d’endomorphismes
holomorphes de P%(C) de degré d > 2. On suppose qu’il existe un ensemble
basique répulsif Ex, pour fx, (ot Ao € A) inclus dans J*(fx,). On suppose qu’il
existe un entier n tel que f3 (Cy, ) intersecte Ey, en xy, de telle sorte que la
continuation de la composante de f3 (Cy, ) intersectant Ey, nintersecte pas
de maniére persistante la continuation xy de x,. On dit alors que f3, (kao)
intersecte proprement Iy .

On dispose du critére suivant pour détecter les bifurcations (on peut une
nouvelle fois se référer a [7] ou [27]) :

Proposition 6.4.1.4. Soit (f\)rca une famille holomorphe d’endomorphismes
holomorphes de P?(C) de degré d > 2. On suppose qu’il existe un ensemble
basique répulsif Ey, pour fx, inclus dans J*(fy,). On suppose qu’il existe un
entier n tel que fy, (Cfxo) intersecte proprement Ey,. Alors Ao € Bif.

Dans les faits, on utilisera plutot la version suivante :

Corollaire 6.4.1.5. Soit (fx)xea une famille holomorphe d’endomorphismes
holomorphes de P%(C) de degré d > 2. On suppose qu’il existe un ensemble
basique répulsif Ex, pour fy, inclus dans J*(fy,) qui admet une continuation
Ex C J*(f\) pour X dans un voisinage Ao de Ao. On suppose que pour tout
X € Ao, il existe un entier ny tel que f{*(Cy,) intersecte proprement Ey. Alors
Ao est dans Uintérieur du lieu de bifurcation.

6.4.2 Premiére méthode : par des méthodes topologiques

Dujardin fournit dans [27] deux mécanismes capables de fournir de telles
intersections persistantes. Le premier est basé sur des considérations topolo-
giques, on construit une application polynomiale f : C? — C? telle qu’il existe
une variété topologique contenue dans J*(f) qui doit intersecter pour des rai-
sons homologiques ’ensemble postcritique. Cette stratégie permet d’obtenir des
bifurcations persistantes prés des applications du type (z,w) + (p(2), w?).

Définition 6.4.2.1. On note Py la famille des polynémes en une variable com-
plexe de degré d.
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Théoréme (Dujardin [27]) 6.4.2.2. Soit p € P, et soit f : C2 — C? définie
par f(z,w) = (p(2),w?). Supposons que p vérifie les deur conditions :

1. il existe un ensemble hyperbolique répulsif E pour p qui disconnecte le plan
2. p € Bif(Py)

Alors f appartient a Uadhérence de Uintérieur de Bif(Hq(P%(C))). Plus préci-
sément, il existe un polynome q de degré < 2 et une suite €; — 0 telle que
Uapplication f. € Hq(P2(C)) définie par f.(z,w) = (p(z) + eq(w),w?) appar-
tienne a Uintérieur de Bif(Hq(P?(C))) pour € = ;.

Remarquons que les hypothéses sur le polynéme p nécessitent d > 3. En effet,
en degré 2, il n’est pas possible de satisfaire les deux hypothéses simultanément,
et pour deg(p) = 3, il suffit de prendre p avec un point fixe attractif et un point
critique prépériodique d’orbite associée un cycle répulsif.

L’application (z,w) + (p(z),w?) de C? dans C? admet une extension &
P2(C). On a J*(f) = J, x Sy ot J, Pensemble de Julia unidimensionnel de p
et S7 le cercle unité. Si p est bien choisi, ’ensemble hyperbolique £ = E x S}
persiste et reste connexe. Il délimite un extérieur défini comme la seule partie
non bornée de C? — & et un intérieur défini comme la réunion des parties bornées
de C2 — £. Une premiére perturbation du polynéme p en un polyndéme p permet
de s’assurer de 'existence d’un point critique ¢ tel que (p)*(¢) € E pour un
certain entier k.

Supposons k = 1. On pose f.(z,w) = (p(2) + eq(w), w?). La droite {c} x C
est alors une composante critique de f. et son image par f. est I’ensemble
fe({c} x C) = {(eq(w),w?) : w € C}. Si q est bien choisi, f.({c} x C) intersecte
a la fois 'intérieur et 'extérieur de £ pour € = ¢; — 0. Cette propriété permet de
s’assurer que fc, ({c} x C) (qui est dans I’ensemble postcritique de f,) intersecte
& C J*(fe;) de maniére persistante sur un voisinage de f,. Quand k > 1, les
calculs sont plus compliqués mais la conclusion reste la méme. Dans les deux
cas, f est accumulée par des ouverts de bifurcations.

Signalons également le corollaire suivant de ce résultat :

Corollaire 6.4.2.3. Soit f(z,w) = (p(z),w?) une application produit de degré
deg(p) = d > 3. Supposons que p vérifie les deuz conditions suivantes :

1. p € Bif(Py)
2. (d —2) points critiques de p sont attirés par des puits
Alors f appartient a ’adhérence de lintérieur de Bif(Hq(P2(C))).

6.4.3 Seconde méthode : Blenders

La premiére construction était basée sur des notions topologiques, la seconde
est basée sur la notion plus fine de blender. Le blender construit par Dujardin est
proche de la construction que nous avons donnée dans le cas des automorphismes
polynomiaux de C3, la différence est que ’application n’est pas bijective et qu’on
cherche & créer des intersections persistantes entre une courbe et un IFS dans
C?2. Cette fois-ci, le but n’est pas de créer des tangences mais des intersections
persistantes entre un ensemble hyperbolique répulsif et I’ensemble postcritique.
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Théoréme (Dujardin [27]) 6.4.3.1. Soit d > 3 et f : P?(C) — P?*(C) une
application produit de la forme

flz,w) = (p(2), g(w)) = (p(2), w’ + k)

ot deg(p) = d. Supposons que p € Bif(P;) et que p posséde un point pério-
dique répulsif zo tel que : 1 < [p'(z0)] < 1.01. Alors il existe une constante
ko = ko(d) telle que si || > Ko, alors f est dans l’adhérence de 'intérieur de

Bif (Ha(P*(C))).

Donnons les principales idées de la preuve de ce résultat. Rappelons tout
d’abord la définition de la propriété de recouvrement ouvert, déja rencontrée
lors de I’étude des blenders associés aux automorphismes polynomiaux de C3 :

Définition 6.4.3.2. Soit £ = (1;)¢ une famille de fonctions holomorphes l; :
D — 1;(D) € D. Comme elles sont contractantes, elles définissent un IFS dont

l’ensemble limite est :
E=() J M)
n>0|J|=n

otly=1; o---1;. On dit que L satisfait la propriété de recouvrement ouvert si

il existe un ouvert A € D tel que A C U;l:l 1;(A). Alors en particulier A C E.
1l est immédiat que la propriété de recouvrement ouvert est ouverte.

Le lemme suivant donne un IFS simple qui posséde la propriété de recouvre-
ment ouvert. C’est en quelque sorte un toy-model unidimensionnel pour ce qui
va se passer en deux dimensions.

Lemme 6.4.3.3. Soit d > 3 et L = (1;)¢ U'IFS engendré par les applications
affines :

2mi

li:z—=mz+a;(1—|m|)ed’

o 0.98 < |m| < 1 et a; est tel que 2 < |a;| <1 et |[Arg(ay)| < 25. Alors L
satisfait la propriété de recouvrement ouvert pour A = D(0, %)

On peut donner maintenant une version bidimensionnelle du lemme précé-
dent avec cette fois-ci un IFS en dimension 2. Dans un certain sens, cet IFS
présente une direction pour laquelle il satisfait la propriété de recouvrement
ouvert :

Lemme 6.4.3.4. Soit d > 3 et L = (L;){ UIFS engendré par des biholomor-
phismes L; de la forme :

Lj(z,w) = (I;(2), gj (2, w))
On suppose que l; est de la forme :

2mi

lj:z—=mz+a;(1—|m|)ea”’

01, 0.98 < |m| < 1, 0.7 < || < 0.9, |Arg(ay)| < 5 et p; est tel que :

dp; dp;

< let| 2L <1/2

S <1 en |2 < 1y
En particulier, les biholomorphismes L; sont des contractions qui définissent
un IFS d’ensemble limite E. Alors tout graphe wvertical de pente bornée par

1o5(1 = |ml) et qui intersecte D(0, 15) x I intersecte E.
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Associons une définition & une telle situation. On obtient un ensemble hyper-
bolique qui présente une propriété assez similaire a celle vérifiée par les blenders
associés aux automorphismes polynomiaux de C3. Comme l’ensemble hyperbo-
lique n’est cette fois-ci pas de type selle, on parlera plutét de blender de type
répulsif.

Définition 6.4.3.5. Soit f : P2(C) — P%(C) un endomorphisme holomorphe.
On suppose qu’il existe un ouvert U C P2(C) tel que :

1. il existe p ouverts Uy, ..., U, @ U tels que f induit un biholomorphisme de
Uj sur U pour tout j € {1,...,p} et tel que (),~o f~"(U) est un ensemble
de Cantor dynamique qui est un ensemble hyperbolique répulsif pour f

2. il existe un ouvert de disques A : D — P?(C) qui intersectent tous l’en-
semble de Cantor dynamique (o f~"(U)

On dira alors que f a un blender (de type répulsif), ou bien que (), ~o f~"(U)
est un blender (de type répulsif) pour f. -

|~
I ” 7

ensemble post-critique

|

Figure 15 : Intersecter la courbe postcritique et le blender

Si p et g sont bien choisis, on peut créer dans J*(f) 'ensemble limite d’un
IFS. Cet IFS est donné par des branches inverses de f sur D? dont on peut vé-
rifier qu’elles satisfont bien aux hypothéses du lemme précédent. En particulier,
I’ensemble limite de I'IF'S intersecte tout graphe vertical de pente suffisamment
petite et bien positionné : f admet un blender. On peut enfin s’arranger pour
avoir dans la courbe postcritique un graphe vertical convenable. Comme & la
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fois le blender et l'orientation de la courbe sont robustes, on peut alors conclure
a des intersections persistantes entre I’ensemble postcritique et I’ensemble limite
de I'TF'S, qui est un ensemble hyperbolique répulsif.

On obtient finalement le résultat suivant, qui contraste de maniére flagrante
avec la situation en dimension 1 :

Théoréme (Dujardin [27]) 6.4.3.6. Le lieu de bifurcation Bif(Hq(P?(C)))
dans la famille Hq(P?(C)) des endomorphismes holomorphes de P*(C) de degré
d est d’intérieur non vide pour tout d > 2.

Signalons aussi que des bifurcations robustes ont aussi été obtenues dans la
famille de Desbosves par Bianchi et Taflin ([66]).

6.4.4 Blenders et produits

Il est vraisemblable de penser que des blenders apparaissent dés qu’une bi-
furcation se produit. Les résultats de Dujardin ont été améliorés dans ce sens
par Taflin dans [65]. Dans son article, Taflin parvient a créer un blender non pas
seulement dans des cas particuliers mais pour toutes les applications produit dés
lors qu'un des deux facteurs présente une bifurcation :

Théoréme (Taflin [65]) 6.4.4.1. Soit d > 2. Si p et q sont deuz polynomes
de Pq tels que p € Bif(Py), alors Uapplication produit (p,q) € Hq(P?(C)) peut
étre approximée par des applications polynomiales semi-produits ayant un itéré
qui a un blender.

Une conséquence immédiate de ce résultat est le corollaire suivant :

Corollaire 6.4.4.2. Le lieu de bifurcation de la famille Pg x Py est contenu
dans l’adhérence de Uintérieur de Bif (Hq(P?(C))) :

[e]

Bif (Py x Pg) C (Bif(Hd(W((C))))

Donnons de maniére heuristique les principales idées de la preuve de ce résul-
tat. Tout d’abord, il est possible de perturber I'application (z,w) + (z,¢'(w))
pour créer un blender de type répulsif sil > 1 est suffisamment grand. Pour mon-
trer ceci, on commence par choisir un entier ! de telle sorte que ¢* posséde trois
branches inverses suffisamment "petites" : il existe trois ouverts Vq, V5, V3 C C
tels que ¢! est univalente de V; dans D pour i = 1,2,3. Ensuite, on per-
turbe I’application (z,w) ~ (z,¢'(w)) pour obtenir une application de la forme
(z,w) = (h(z,w), ¢ (w)) ou Papplication h(z,w) = z+ h(z,w) satisfait dans un
certain sens la propriété de recouvrement ouvert. Plus précisément, a chacune
des trois branches inverses Vi, Va, V3 de D pour ¢* correspond une branche in-
verse U; de D? pour (z,w) — (h(z,w),q'(w)). On obtient ainsi un IFS & trois
branches dans C? et on peut choisir les paramétres de telle sorte que cet IFS
satisfait des conditions identiques a celles du Lemme 6.4.3.4. En particulier,
(z,w) = (h(z,w), ¢ (w)) a un blender. Signalons que cette construction est ici
possible pour deux raisons :

1. initialement, la premiére coordonnée est juste z = 1 - z, on peut donc
choisir une contraction selon z aussi faible que ’on veut pour construire

le blender
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2. le nombre d’itérations [ est pris suffisamment élevé, de telle sorte que sur
chaque U; on aura une translation horizontale suffisamment précise dans
une certaine direction, afin de vérifier la propriété de recouvrement ouvert

Enfin, il reste encore & montrer comment il est possible d’obtenir un itéré de
la forme (z,w) ~ (h(z,w),q'(w)) en perturbant directement I’application de
départ. Des calculs de développements limités montrent que ces perturbations
peuvent en fait étre réalisées avec litérée [°™° d'une perturbation de (z,w)

(p(2), q(w)).

Donnons un dernier exemple d’application de ce résultat. Taflin parvient a
montrer que les bifurcations de certains endomorphismes holomorphes de P?(C)
impliquent la présence d’ensembles attractifs avec une propriété particuliére. On
commence par rappeler la définition suivante :

Définition 6.4.4.3. Un ensemble attractif A d’un endomorphisme holomorphe
f de P%(C) est un ensemble invariant compact muni d’un ouvert U (qu’on ap-
pellera une région piege) telle que f(U) C U et A =), f"(U). Un tel sous-
ensemble de P?(C) est appelé propre si A # P%(C).

Taflin utilise des blenders de type selle pour produire des ensembles attractifs
d’intérieur non vide :

Théoréme (Taflin [65]) 6.4.4.4. Le lieu de bifurcation de la famille Py x
Py est contenu dans ’adhérence de lintérieur des applications de Hq(P?(C))
possédant un ensemble attractif propre d’intérieur non vide.
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Généralités sur les exemples de
Latteés

7.1 Exemples de Lattés en dimension 1

7.1.1 Introduction, définitions et premiéres propriétés

Les exemples de Lattés sont des exemples particuliérement intéressants de
fractions rationnelles de P!(C) apparus dans un des derniers articles de Samuel
Lattés paru peu avant son déceés en 1918. Pour étre plus précis, ils avaient
déja fait leur apparition prés d’un demi-siécle plus t6t dans un article de Ernst
Schroder. Dans son article [37], Lattés s’intéresse aux inverses des linéarisations
de Koenigs autour des points périodiques d’une fraction rationnelle f. Pour une
fraction rationnelle quelconque, elles dépendent fortement du point périodique
considéré, mais Lattés observe que dans certains cas trés particuliers, on peut
choisir la méme linéarisation pour tous les points périodiques. Ces rares exemples
sont les quotients finis d’applications affines.

Définition 7.1.1.1. Une fraction rationnelle f de P1(C) est un quotient fini
d’application affine si elle est semi-conjuguée & une application affine sur un
quotient de C par un réseau A. Il existe donc un réseau A de C tel que le
diagramme commutatif suivant est satisfait :

C/A—E—~C/A

al |n

P!(C) —~P'(C)

ot I est un revétement ramifié de l’espace projectif P1(C) par C/A et L est une
application affine.

On peut distinguer deux cas selon que le réseau A est de rang 1 ou 2. Si
le rang est égal a 1, il est possible de montrer que f est semi-conjuguée ou
bien & une application puissance ou bien & un polynéme de Chebyshev. Dans le
premier cas, I’ensemble de Julia est égal & un cercle et dans le second cas, c’est
un intervalle.

C’est le cas d’un réseau de rang égal & 2 qui est le plus intéressant. Ici, le
quotient C/A est un tore. L’application quotient, dont des exemples ont été
introduits par Latteés dans son article [37], est appelée un exemple de Lattés en
son honneur :
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Définition 7.1.1.2. Un exemple de Lattés est un endomorphisme holomorphe
de PL(C) de degré d > 2 qui est semi-conjugué a une application affine sur un
tore. Pour un exemple de Lattés, on a le diagramme commutatif suivant :

|

P!(C) —— P!(C)

L
—_—

ot T est un tore complexe de dimension 1, I est un revétement ramifié de
’espace projectif P1(C) par le tore T et L est une application affine.

Une bonne référence sur les exemples de Lattés en général est [45]. L’applica-
tion affine & laquelle est conjuguée un exemple de Lattés conserve un réseau A, et
est nécessairement de la forme z — az+0 ot |a| > 1. On a donc immédiatement
le résultat suivant :

Théoréme 7.1.1.3. Soit L un exemple de Lattés. Les points périodiques de L
sont répulsifs et denses dans P*(C).

Comme l’ensemble de Julia J(L) de L est Padhérence des points périodiques
répulsifs, on a également :

Corollaire 7.1.1.4. L’ensemble de Julia J(L) est égal a J(L) = P1(C) pour
tout exemple de Lattes L.

On note dans la suite C, 'ensemble critique de L, V}, 'ensemble des valeurs
critiques de L et Vo 'ensemble des valeurs critiques de ©. On note P, 'ensemble
postcritique de L :

po=J LW
n>0
Une propriété trés importante des exemples de Lattés réside dans le fait que ce
sont des applications postcritiquement finies :

Proposition 7.1.1.5. Tout exzemple de Lattés de P*(C) est postcritiquement
fini et orbite de tout point critique de L est incluse dans [’ensemble des valeurs
critiques Vo de ©. Plus précisément, l'ensemble postcritique Pr, = J,,~o L™ (VL)
de L est égal a l’ensemble Vo qui est fini.

Démonstration. Soit dy,(z) le degré local de la fraction rationnelle L au point z.
Alorson a1l < dp(z) et dr(z) > 1 si et seulement si z est un point critique de L.
Soit 71 € T, 70 € T et 21 = O(11), 22 = O(72). On suppose que 'on a 75 = L(717)
et zo = L(21). Comme P'application £ est de degré 1 partout et comme on a :

OoL=Lo0O

on a alors :

de(m2) = de(m1) - dr(21)
Comme L et © sont surjectives, on en déduit que z5 est valeur critique de ©
si et seulement si zo est une valeur critique de L ou bien a une préimage z;
par L qui est une valeur critique de © ou bien les deux. Ceci implique que
Vo = Vi, U L(Ve). Une récurrence facile montre que 'on a L™ (V) C Vg pour
tout n > 1 et donc P, C V. L’inclusion réciproque est claire. O
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7.1.2 Classification

11 est possible de classifier les exemples de Lattés. Une premiére étape con-
siste a classifier les différents revétements ramifiés possibles de P*(C) par un tore
T pour un exemple de Lattés. Ensuite il s’agit de déterminer les applications
affines £ possibles. On peut tout d’abord montrer que le revétement ramifié de
P!(C) par un tore T permet d’identifier P*(C) & un quotient T/G ot G est un
groupe fini de rotations.

Proposition 7.1.2.1. Il existe un groupe cyclique fini G de rotations autour
d’un point base du tore T tel que O(7") = ©(7) si et seulement si 7/ = gt pour
un certain g € G. FEn particulier, © induit un homéomorphisme du quotient
T/G sur PL(C). L’ordre n du groupe cyclique des rotations du tore tel que
T/G,, ~PY(C) est nécessairement 2,3,4 ou 6.

Le revétement ramifi¢ © : T — T/G,, = P1(C) peut étre décrit grace a des
fonctions de la théorie des fonctions elliptiques. Dans le cas n = 2, il est possible
d’identifier © et la fonction de Weierstrass o : C/A — C associée au réseau A.
Pour n = 3, il est possible de prendre la dérivée p' de cette méme fonction de
Weierstrass. Enfin, pour n = 4, on prend p? et pour n = 6, on prend (p’)2. Une
fois classifiés les revétements ramifiés possibles, on peut obtenir la classification
suivante pour les exemples de Lattés :

Théoréme 7.1.2.2. Une fraction rationnelle de P*(C) est un exemple de Lattes
si et seulement si elle est holomorphiquement conjuguée a une application de la
forme L/G,, : T/Gp, — T/Gy, ot :

1. T est un tore C/A ot A est un réseau de C

2. Gy, est le groupe des racines n°"¢® de l'unité agissant sur T par rotation
autour d’un point base, avec n égal soit a 2, 3, 4 ou 6

3. T/G,, est Uespace quotient muni de sa structure naturelle de surface de
Riemann

4. L est une application affine de T dans lui-méme qui commute avec un
générateur de G,

5. L/G,, est Uapplication holomorphe induite par L

7.1.3 Bifurcations

Rees a montré que le lieu de bifurcation a une mesure positive dans la famille
des fractions rationnelles :

Théoréme (Rees [56]) 7.1.3.1. Le lieu de bifurcation Bif(Raty) dans la
famille Raty des fractions rationnelles de degré d est de mesure de Lebesgue
positive pour tout d > 2. En particulier, il est de mesure positive dans n’importe
quel voisinage de toute fraction rationnelle dont tous les points critiques sont
strictement prépériodiques, en particulier un exemple de Lattés.

Ce résultat nous intéresse particuliérement puisqu’il constitue une forte mo-
tivation pour chercher des bifurcations robustes au voisinage des exemples de
Lattés en dimension 2, comme on le verra dans le chapitre suivant.
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7.1.4 Compléments

On peut signaler, a titre culturel, que les exemples de Lattés interviennent
dans la détermination des endomorphismes holomorphes permutables de P! (C).
On les retrouve parmi les trois types d’applications qui sont des quotients finis
d’applications affines.

Théoréme (Ritt [57]) 7.1.4.1. Soit f1 et fo deur endomorphismes holomor-
phes de P*(C) qui commutent : f10 fo = fao fi. On suppose que fi* # fi* pour
tous entiers n,m. Alors, aprés conjugaison, le couple (f1, f2) est d’un des trois

types sutvants :

1. (zlidl,wzfcb) ot dy et dy sont des entiers et w une racine (dyp — 1)¢™¢ de

unité
2. (£Cy,,£Cq,) ot dy et ds sont des entiers, Cq, et Cq, sont des polynomes
de Chebyshev et les signes £ dépendent des parités de dy et dso

3. (L1,Ls) ou Ly et Ly sont des exemples de Lattés semi-conjugués & des
applications affines L1 et Lo sur le méme tore avec T une projection 11
identique

Signalons que ces résultats ont été généralisés en dimension supérieure par
les travaux de Dinh et Sibony (]23]).

On peut distinguer aussi les exemples de Lattés en deux classes distinctes
avec des comportements trés différents : ceux qui persistent aprés déformation
et les autres. On a donc des exemples de Lattés qui sont isolés ou non.

Définition 7.1.4.2. Un exemple de Lattés L : T — T est dit flexible si et
seulement s’il est possible de faire varier A et L contindment afin d’obtenir
d’autres exemples de Lattés qui ne lui sont pas conformément conjugués.

On dispose des deux caractérisations suivantes. Pour la premiére, on reprend
les notations du Théoréme 7.1.2.2. On peut se référer a [45].

Théoréme 7.1.4.3. Soit L un exemple de Lattés. Les trois propositions suiv-
antes sont équivalentes :

1. L est flexible
2. le groupe G, tel que T/G,, ~ P'(C) vérifien = 2 et la dérivée de I’application
affine £ induite sur T est un entier

3. le multiplicateur de tout point périodique de l’application affine L est un
entier

7.2 Exemples de Lattés en dimension 2

7.2.1 Définition et classification

Les exemples de Lattés admettent une généralisation en dimension supérieure.
Pour le voir, il suffit de prendre le produit de deux exemples de Lattés en di-
mension 1, ce qui donne une application produit sur P*(C) x P!(C), et ensuite
se ramener & P?(C) (voir la définition d’application de Ueda plus loin). Mais il
se trouve qu’il existe des exemples de Lattés qui ne sont pas des produits. On
peut se référer par exemple a [8], [29] ou [30] au sujet des exemples de Lattés
en dimension supérieure.
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Définition 7.2.1.1. Un exemple de Lattés est un endomorphisme holomorphe
de P?(C) de degré d > 2 qui est semi-conjugué a une application affine (néces-
sairement dilatante) sur un tore. Pour un exemple de Lattés, on a le diagramme
commutatif suivant :

T—% -7
al |n
©)

P?(C) *>IE”2 C)

ot T est un tore complexe de dimension 2, II est un revétement ramifié de
Uespace projectif P?(C) par le tore T et L est une application affine.

Comme dans le cas de la dimension 1, on a toujours les résultats suivants :

Théoréme 7.2.1.2. Les points périodiques de L sont répulsifs et denses dans
P2(C) pour tout ezemple de Lattés L. L’ensemble de Julia J(L) de L est donc
égal a J(L) = P?(C) pour tout evemple de Lattés L.

Une propriété importante des exemples de Lattés, analogue au cas de la
dimension 1, réside dans le fait qu’ils sont postcritiquement finis :

Théoréme 7.2.1.3. Soit L un exemple de Lattés induisant une application
affine sur un tore T. Alors I’ensemble des valeurs critiques de L est inclus dans
I’ensemble des valeurs critiques du revétement ramifié 11 de P%(C) par le tore T.

Notation 7.2.1.4. Dans ce qui suit, pour tout T € C satisfaisant Im(7) > 0,
on appellera L(7) le réseau de C suivant : L(7) = Z+7-Z et par L*(7) le réseau

27w

produit associé L*(1) = L(T) - <(1)) + L?(7) - ((1)> On note aussi £ = €6 .

On aura besoin des groupes suivants dans la suite :

Notation 7.2.1.5. Pour n,p > 1, on note G(n,p,2) le sous-groupe de U(2)

engendré par :
0 1 0 e27ri/n . €p~27ri/n 0
10) \e2m 0 )"\ 0 1

En dimension 2, il est également possible de construire un homéomorphisme
entre P2(C) et le quotient de T par un groupe G. Le résultat suivant permet tout
d’abord de classifier les différents groupes G et les projections I qui apparaissent
associés aux exemples de Lattés de P?(C). On peut trouver cette classification
dans [35].

Proposition 7.2.1.6. Si une application affine L du tore T est induite par un
exemple de Lattés L sur P%(C), alors le réseau A tel que T = C2/A, le groupe
G tel que T/G ~ P%(C) et la projection associée I1 : T — P2(C) sont de l'une
des six formes suivantes :
Cas 1 A=L%1),G=G1=G(2]1,2),
IL: (z,y) = [p(z) + p(y) : p(z)p(y) : 1]
Cas 2 A= L%(¢), G =Gy =G(3,1,2),
IL: (z,y) = [p'(z) + ' (y) : 9" (2)p'(y) : 1]
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Cas 6 A= L(r)- (‘11 o) (S, 6= G = a3.3,2),
IT: (z,y) = [p'(21) — 0" (11) : p(z1) — p(y1) : O (@1)p(Y1) — (1) (41)]

ouT €M, e1 = p(5) et (x1,y1) est fonction de (x,y) tel que :

o (1) ()= ()

Il est ensuite possible de classifier non seulement les différents tores T,
groupes G et projections II possibles, mais aussi de trouver une classification
des applications L selon qu’elles possédent ou non une structure de produit. En
effet, en dimension 2, certains exemples de Lattés sont des produits. On les
appelle des applications de Ueda, qui les a introduites.

1
2

Definition 7.2.1.7. Une application de Ueda est un endomorphisme holomor-
phe de P?(C) tel qu’il existe un exemple de Lattés L sur P1(C) avec :

Lon=mno(L,L)

oun est Uapplication de P1(C)xP(C) dans P%(C) donnée par la projectivisation
de (z,y) — (x + y,zy), c’est-a-dire :

n:(z: 2]y y]) =[xy + 2’y ay 2"y

En particulier, L est semi-conjuguée & une application affine sur le tore T et est
donc un exemple de Lattés.

La notion suivante concernera les exemples de Lattés qui n’ont pas une
structure de produit (on peut se référer a [20]).

Définition 7.2.1.8. Soit P2 e plan projectif dual, c’est-a-dire l’ensemble des
droites de P2(C). Un tissu algébrique est la donnée d’une courbe réduite C' C P2.
Le dual dune courbe C' de P*(C) est la courbe de P? formée par Uensemble
des tangentes a4 C'. On dit que le tissu est invariant par un endomorphisme
holomorphe f de P?*(C) si f envoie n’importe quelle droite du tissu sur une
autre droite du tissu.

La classification suivante montre une dichotomie : pour un exemple de Lattés
L, quitte a itérer L, alors L est ou bien une application de Ueda ou bien préserve
un tissu algébrique. Les six cas se référent & la proposition 8.3.1.1.

Théoréme (Rong [30]) 7.2.1.9. Si L est un exemple de Lattes, alors une
certaine itérée de L est ou bien une application de Ueda ou bien préserve le
tissu algébrique associé a une courbe cubique lisse. Plus précisément :
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1. dans le Cas 1, ou bien L ou bien L? est une application de Ueda
2. dans les Cas 2, 8 et 4, L est une application de Ueda

3. dans le Cas 5, ou bien L ou bien L? ou bien L? est semi-conjuguée a une
application de Ueda

4. dans le Cas 6, ou bien L ou bien L? ou bien L® ou bien LS préserve le
tissu algébrique associ€ a une courbe cubique lisse

7.2.2 Compléments

On dispose de la caractérisation suivante qui est due a Berteloot et Loeb :

Théoréme (Berteloot, Loeb[5]) 7.2.2.1. Soit f un endomorphisme holo-
morphe de P2(C) de degré d. On suppose que le courant de Green T de f est
lisse et strictement positif sur un ouvert de P?(C). Alors f est un exemple de
Lattes.

Et également la suivante due a Berteloot et Dupont :

Théoréme (Berteloot, Dupont [8]) 7.2.2.2. Les seuls endomorphismes
holomorphes de P?(C) dont la mesure de Green est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesque w? sont les exemples de Lattés.

Corollaire 7.2.2.3. Soit f un endomorphisme holomorphe de P%(C) de degré
d. On a équivalence entre :

1. la dimension de la mesure de Green p de f est égale a 4
2. les exposants de Lyapunov de pu sont minimauz égauz o log v/d

3. f est un exemple de Lattés

Enfin, donnons des exemples explicites d’exemples de Lattés. Les trois en-
domorphismes holomorphes de P?(C) qui suivent sont des exemples de Lattés.
Ils ont été introduits par Dupont dans [29].

Théoréme (Dupont [29]) 7.2.2.4. Les endomorphismes holomorphes de P%(C)
sutvants :

Li:[z:y:2]l=[(—z+y+2)?: (z—y+2)?: (x+y—2)7

Ly:[z:y: 2] [(z—y+2)?: (e +y+2)?: (x+y—2)7

Ly:[z:y: 2]l [(x+y—2)2%: (—z+y+2)?: (x—y+2)7%
sont des exemples de Latteés.

On a vu que les exemples de Lattés sont postcritiquement finis. La réciproque
est fausse en général (c’était déja le cas en dimension 1) :

Théoréme (Dupont [29]) 7.2.2.5. L’endomorphisme holomorphe de P%(C)
suwant :
gilriy: 2] [(x—2y)%: (x —22)*: 2%

est critiquement fini mais ce n’est pas un exemple de Lattés.
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7.2.3 Bifurcations

Berteloot et Bianchi ont montré dans [6] que la dimension de Hausdorft du
lieu de bifurcation prés des exemples de Lattés est maximale. Ceci est une
généralisation partielle du Théoréme de Rees au cas de la dimension 2.

Théoréme (Berteloot, Bianchi [6]) 7.2.3.1. Soit (f\)rep une famille holo-
morphe d’endomorphimes holomorphes de P2(C) de degré d paramétrée par le
disque unité D. On suppose que fy est un exemple de Lattés et que 0 est ac-
cumulé par des paramétres A € D tels que fy n’est pas un eremple de Lattés.
Alors, pour tout voisinage Ag C D de 0, on a :

dimg Bif((fA)AEAO) —9

Donnons les principales idées de la preuve de ce résultat. Il s’agit toujours
de créer des intersections entre I’ensemble postcritique et un répulseur hyper-
bolique contenu dans l’ensemble de Julia pour obtenir des bifurcations. Pour A
proche de 0, on construit une lamination G dans D x P?(C) qui est transversale-
ment un ensemble de Cantor et qui est formée de graphes sur A € D. Chacun de
ces graphes décrit le mouvement d’un point dans J*(f). D’aprés des travaux
de Pesin, la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor obtenu par coupe
transversale de G dépend des exposants de Lyapunov de fy. Or, on a vu qu’une
des caractérisations disponibles des exemples de Lattés est précisément la min-
imalité de ses exposants de Lyapunov. Ceci implique qu’au voisinage d’un ex-
emple de Lattes, I'intersection de G avec une hypersurface sera un ensemble de
Cantor dont la dimension de Hausdorff pourra étre prise arbitrairement proche
de 2. On peut prendre comme hypersurface I’ensemble postcritique. Dans ce
cas, chaque point d’intersection entre I'ensemble postcritique et G (c’est-a-dire
chaque point de I’ensemble de Cantor) est alors un paramétre de Misiurewicz.
Comme ceux-ci sont denses dans le lieu de bifurcation, en rapprochant A de 0,
on fait aussi tendre la dimension de Hausdorff du lieu de bifurcation vers 2.

Dans le chapitre suivant, nous allons montrer que quitte a itérer, on peut
obtenir en fait des ouverts de bifurcations.
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Bifurcations of Lattés maps

8.1 Main result and outline of proof

We saw it was enough to create persistent intersections between the postcrit-
ical set and a hyperbolic repeller contained in the Julia set in order to construct
robust bifurcations. Dujardin asked in [27] if it was possible to find such open
sets of bifurcations near any Lattés map. In this chapter we give a partial answer
to this question. Here is our main result :

Theorem C. For every two-dimensional complex torus T, there is an integer
d (depending on the torus T) such that every Lattés map defined on P?(C) of
degree d’ > d induced by an affine map on T is in the closure of the interior of
the bifurcation locus in Holy .

Let us remark that the degree d is unknown (the situation here is similar to
Buzzard’s article [18]). Moreover, d depends on the torus T. This is due to the
necessity of making only holomorphic perturbations. Let us also point out that
it is always possible to find Lattés maps of arbitrarily high degree associated
to a given torus T (see the remark after Proposition 8.3.1.3). As an immediate
consequence of the theorem we get :

Corollary. For every Lattés map L of degree dy,, there is an integer n(L) such
that for every n > n(L), the iterate L™ is in the closure of the interior of the
bifurcation locus in Holgy .

To prove this result, we create persistent intersections between the postcrit-
ical set and a hyperbolic repeller contained in the Julia set. Our proof has two
main parts : first, we create a toy-model which allows to obtain intersections
between the limit set of some particular type of IFS, called correcting IFS, and
a curve that is "well-oriented". Then, in a second time, we perturb the Lat-
tés map to create both the correcting IFS and the well-oriented curve inside
the postcritical set. This construction exhibits properties somehow similar to
the blenders of Bonatti-Diaz ([14]), with the difference that the covering prop-
erty holds at the level of the tangent maps of the IFS (see also the notion of
parablenders appeared in the work of Berger ([4])).

In a first part, we develop an intersection principle (see Proposition 8.2.1.6).

A grid of balls G in C? is the union of a finite number of balls regularly located
at N vertices of a lattice defined by a R-basis of C2. If we consider a line €,
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a pigeonhole argument ensures that if € is well oriented and G has a sufficient
number of balls N = N(r) (where r is the relative size of a ball compared to
the mesh of the grid) then € intersects a ball of G. We consider a class of IF'S
such that each inverse branch is very close to a homothety. When we iterate
them, a drift can appear : the iterates become less and less conformal. Our
class of IFS (called correcting IFS) is designed so that they have the property
of correcting themselves from the drift. A linear correction principle is given in
Proposition 8.2.1.10. First, we treat the case of a curve close to a line and an
IF'S close to be linear. Our interest in such IFS is that any well-oriented quasi-
line € intersects the limit set of a correcting IFS. To prove this result, which is
Proposition 8.2.3.1, we ensure that at each step the quasi-line € intersects a grid
of ball G’ which is dynamically defined with the inverse branches of the IFS.
Then we use inductively the intersection and the correction principles to ensure
that at the next step, € intersects a grid of balls G/*! with bounded drift. The
intersection of the grids G7 is in the limit set, so we produce an intersection
between € and the limit set of the IFS. Since the property of being correcting
is open, this intersection is persistent.

In the second part, we make three successive perturbations of a Lattés map L,
denoted by L', L"” and L', in such a way that L”’ has a robust bifurcation. We
work in homogenous coordinates and do explicit perturbations of the following
form :

[PlIP2ZP3]—>[P1+R1P32P2+R2P32P3]

where R; and Ry are rational maps. An important technical point is that we
can choose the coordinates so that P3 splits. Then if Ry and Ry are well chosen
the degree does not change. The first perturbation L’ (Propositions 8.4.4.4
and 8.4.4.5) is intended to create a correcting IFS in a ball 8 in C2. Another
important technical point is that we can find some critical point ¢ which is
preperiodic, with associated periodic point p. such that both the preperiod n.
and the period n,. of the preperiodic critical orbit are bounded independently
of L (see Proposition 8.3.3.1). Then we want to create a well-oriented quasi-line
inside the postcritical set which intersects B. The second perturbation L” in
Lemma 8.4.5.10 ensures that the postcritical set at p,. is not singular. The third
and last perturbation L'’ is given in Lemma 8.4.5.11. It is intended to control
the differential at p.. This allows us to fix the orientation of the postcritical set
at p. and then we use the linear dynamics of the Lattés map L on the torus T
in order to propagate this geometric property up to B (see Proposition 8.4.5.3).
Note that the periodic point need not lie in 2. At this stage we have both a
correcting IFS and a well-oriented quasi-line so we are in position to conclude
in section 8.5.

In section 8.2, we develop the theory of intersection between a quasi-line and
the limit set of a correcting IFS : the intersection principle and the correction
principle are stated in subsection 8.2.1 and we prove the intersection result in
subsection 8.2.3. In section 8.3, we prove a few properties about Lattés maps
which will be useful later. Some complications arise from Lattés maps whose
linear part is not the identity. In section 8.4, we develop the perturbative
argument. After giving some preliminaries (subsection 8.4.1) and fixing many
constants (subsections 8.4.2 and 8.4.3), we create a correcting IFS in subsection
8.4.4. In subsection 8.4.5, we create a well oriented curve inside the postcritical
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set. Finally, we conclude in section 8.5 by applying the formalism of subsection
8.2.3 to the perturbed map L.

8.2 Intersecting a curve and the limit set of an
IFS

8.2.1 Linear model

In this section, we will work with an IFS, whose maps are small perturbations
of homotheties of the form 1 -Id with a € R* and |a| > 1. This IFS will be
obtained by perturbating a Lattés map and its limit set will have persistent
intersections with a curve.

Definition 8.2.1.1. Given a R-basis (u1,uz,us,us) € (C?)*, a point o € C2,
an integer N and r € (0,1), by a grid of balls we mean the union of the balls of
radius T. ming <;<4 ||w;|| centered at the points o+ tu1 + jua + kug + klug where
—N <i,j,k,l < N. We will denote it by G = (u,0,N,r). The middle part of
G is the set {0+ zuy + yus + zuz + wuy, 0 < [z, |y|, |2], jw| < §}. The hull of
G is the set {0+ zuy + yus + zug + wuy, 0 < |z, |y, |2|, |w| < N}. The size of
G is SiZQ(G) =2N - maxi<;<4 Hul||

In the following, the parameter r will be bounded from below and we will
let maxi<j<4 ||ui]| = O so that the radius of the balls r.minj<;<4||u;|| will tend
to 0. The integer N will be taken sufficiently large to satisfy some conditions
depending on the degree of the Lattés map. Herebelow the notions of "opening"
and "slope" are relative to the standard euclidean structure of C2.

Notation 8.2.1.2. For a non zero vector w € C? and 6 > 0, we will denote
C™9 the cone of opening 0 centered at w.

Notation 8.2.1.3. For any quadruple of non zero vectors w, wa, ws, wy in C2,
we will denote W = (w1, ws, w3, wy) its projection onto P(R®). For any matriz
U € GLy(C), we simply denote by U- the induced action on P(R?).

Definition 8.2.1.4. The middle part of a ball (resp. the %—part} is the ball of
same center and % times its radius (resp. % times its radius).

Definition 8.2.1.5. A holomorphic curve C is a (g, w)-quasi-line if C is a
graph upon a disk in C - w of slope bounded by e relative to the projection onto
w. A (e,w)-quasi-diameter of a ball B is a (e,w)-quasi-line C intersecting the
ball of same center as B and of radius % times the radius of B.

Here is our "intersection principle" :

Proposition 8.2.1.6. For every u € (C%)*, r >0, n > 0 and wy € C?, there
exists a neighborhood N (u) of U in P(R®), there exists @ > 0, N(r) > 0 and a
vector w € C? with ||w — wo|| < n such that the following property (P) holds :

(P) For every grid of balls G = (v,0, N,7) such that v € N'(u) and N > N(r),

for every (6, w)-quasi-line of direction in C-?° intersecting the middle part of
the grid of balls G, there is a non empty intersection between the line and the
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middle part of one of the balls of the grid.

Moreover, property (P) stays true for w’ sufficiently close to w.

Proof. Let us first prove the result in the case of a line intersecting the grid
of balls. After composition by a real linear isomorphism if necessary, we can
suppose (u1,uz2,uz, us) = (e1,ie1,e,ie2) where e; = (1,0) and es = (0,1) so
that the centers of the balls of the grid have integer coordinates. Let us take
wy = %el + %iel + %eg + %ieg such that ||w; — wol|| < n with rational
coordinates ag, s, a3, a4, € Z. We take m = Llr—oj Then, let us take the
vector w = w; + miﬁel + #wiel + m%o,ﬁeg + m#wieg and N > 108m® = N(r).
We can increase m if necessary so that w satisfies ||w — wo|| < 7.

Lemma 8.2.1.7. There is a non empty intersection between any line of direc-
tion in C™20 intersecting the middle part of the grid of balls G and the middle
part of one of the balls of the grid of balls if 0 is sufficiently small.

Proof. We divide each mesh of the lattice into m?* hypercubes. To each of these
hypercubes, we can assign the quadruple of integers given by the coordinates
of a given corner. Taking new coordinates by making a translation if necessary,
we can suppose that the union of the middle parts of the balls of the lattice
contains the union of the hypercubes whose four coordinates are all equal to
0 modulo m. Let us take a point z( of the line inside the middle part of the
lattice, and for every k € N, we denote : xx = xg + k - w. Then, we have that :

| Zhym1]) = |2k,1] +1 (mod m) and |[xpygm2 2] = [Tr2] +1 (mod m)

| Zkypms 3] = [Tr,3] +1 (mod m) and |Tpygmaa] = [Tra] +1  (mod m)

Since N > 108m® = N(r), the previous relations imply there exists some z,,
which intersects some hypercube of integer coordinates congruent to (0,0,0,0)
inside the grid of balls. This implies that the line intersects the middle part of
one of the balls of the grid.

O

This intersection persists for any line of direction in C*»2¢ and for any o
in a small neighborhood N(u) of w. Then, the result stays true if we take
(6, w)-quasi-lines for @ sufficiently small since property in (P) is open for the C*
topology and w’ sufficiently close to w.

O

The following corollary gives the same conclusion as the previous result but
this time with more than one possible direction for the quadruple of vectors of
the lattice.

Corollary 8.2.1.8. For every finite subgroup M C Maty(C), for every u €
(C%)*, there exists a neighborhood N'(u) of @ in P(R®) such that for everyr > 0,
there exists @ > 0, N(r) > 0 and a vector w € C? such that the following prop-
erty (P) holds :

(P) For every U € M, for every grid of balls G = (v,0,N,r) such that v €

N@)UU -N(u)U--- U=V N (u) and N > N(r), for every (0, w)-quasi-
line of direction in C"2% intersecting the middle part of the grid of balls G,
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there is a non empty intersection between the line and the middle part of one of
the balls of the grid.

Moreover, this proposition remains true for w' sufficiently close to w.
Proof. We just have to apply ord(M) times Proposition 8.2.1.6. O

Notation 8.2.1.9. We will denote by Maty(C) the metric space of (2,2) com-

plex matrices with the distance induced by the norm ||.|| = ||.||2,2-

In the following, x will be a real positive parameter. We remind that in a
first reading it is advised to assume that U = I5. The following proposition is
the "linear correction principle" we discussed in the introduction.

Proposition 8.2.1.10. For every finite subgroup M C Mato(C), there exists
an integer n > 0, (n + 1) balls VO, Vi ... V™ C Maty(C) such that for ev-
ery 0 < x < 1, there exists a neighborhood U, of Iy in GLa(C), two open
sets U, C U C GL2(C) which are union of balls Uy, = U, <,<,(Uy)" and
Uy = UicpenU)P such that : (Uy)P? C (U)P for each 1 < p < n with the
following properties :

(i) If M €U, U € M and j €N, then for every My € (x-V°) :
UIMU(Iy + My) € U U,

(i) If M e UL, U € M and j € N, then there exist two integers 1 < p,p’ <n
such that M € (UL)P with the property that for every My € (x - V°) and for
every My € (x-V?), we have :

UIMU (I + My) € UL uUyP
U MU (I + My)U (I + M) € U2 . U,

Proof. We consider the vector space Maty(C) ~ R8. Let us consider a covering
of the sphere of center 0 of radius r (which will be chosen later) S(0,7) by n
balls B(X;, 57) of radius 557. The following geometrical lemma is trivial :

Lemma 8.2.1.11. For every1 <p <n, X € B(X;, 157), we have : || X —X;|| <

Ly

2

Now, let us call 4y = B(Iz, 157), (U)? = B(Iy + X, 557) and (U])P =
B(Iy+ X, 757) foreach 1 < p < n, U] = Ui<pen U1)P and Uy = U, < <, (U7
Increasing the number n of open sets (U;)? if necessary, we can suppose that
for every U € M and for each p < n, there exists p’ < n such that (U])? - U =
U-U)* and U)P-U=U-U)P.

Lemma 8.2.1.12. There exists ro > 0 such that if r < 1o, for every Y € (U{')?
we have : Y (I — X;) € B(Ia, 37).

Proof. The Taylor formula gives us that at 0 at the first order in X :

(I2 +X)(IQ 7X1) = I2 +X 7Xi +O(r2)
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Then, if r is sufficiently small, Lemma 8.2.1.11 implies that for every X &
B(X;, 157)
1
(12 + X)(Ig — Xl) S B(IQ, 57‘)
This means that for every Y € (U{)? : Y (I> — X;) € B(I2, 37).
O

Now, it is clear it is possible to take a sufficiently small balls V°, V1, ... V"
centered at 0, — X7, ..., —X,, such that :
- If M € U, then for every My € VO, we have : M (I + Hy) € U]
- If M € U, then there exists 1 < p < n such that M € (U;)P and for every
My € VO, we have : M(IQ + Ho) € (U{/)p

The previous lemma implies that if M € (U])? and My € VY are such that
M (I3 + My) € (U)?, then for every M, € VP, we have that : M (I + My)(I2+
M,) € Uy. Then, properties (i) and (i7) are verified for x =1 and U = I,. For
each 0 < z < 1, let us take the balls z - VO, x- V1 .. 2. V"™ C Maty(C) and let
us apply the homothety of factor x of center I to the sets Uy, Uy, Uy, (U])P
and (U;')P to get the sets Uy, UL, U, (U,)P and (U))P such that properties (7)
and (4¢) are verified for z < 1 and U = .

u
u)
u} J

Figure 16 : The sets U, U’ and U" for a fixed value of z

Let us now suppose that U # I,. The two inclusions UIMU (15 + My) €
Ut Yl and U'MU (Iy + Mo) € UIFL - (U)P are still true by reducing VO a
finite number of times if necessary. Let us take p < n and p’ < n such that
U -U =U-U)" and My € V? . Then :

UT - (U)P - Uy + My) = U7 - U - (U) - (I + My)

= U Uy (I + M) C U U,
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This implies that for every My € (z-V°) and for every M, € (z-V?'), we have
UIMU Iy + My) € UITL - (U2)P and U MU (I3 + Mo)U(Iy + M,y) € UIT2 - Uy,
which concludes the proof of the result.

O

Let us point out the following obvious result for later reference.

Proposition 8.2.1.13. For every u € (C?)%, there ewists a positive number
x(u) > 0 such that for every 0 < x < z(u), for every M € UV, then M -
belongs to N (u).

8.2.2 Quasi-linear model

Here we slightly perturb the linear maps we used before but we show we
can keep results on persistent intersections. Let us recall that the integer n was
defined in Proposition 8.2.1.10. Let us remind that M C Matz(C) is a finite
subgroup.

Definition 8.2.2.1. Let f be a linear map defined on an open subset of C2. We
say that f is of type (x,p) for any 0 < p < n if f can be written f = a—lf(Af +h)

with ay € C*, Ay € M and h € x - VP (where VP was defined in Proposition
8.2.1.10). The modulus |as| is called the contraction factor of f.

Let f be a smooth map defined on an open subset of C2. We say that f is
quasi-linear of type (x,p) if f = f+ $€1 with f = i(Af + h) linear of type
(z,p) and we have :

1
letlles < oo - 1kl

The following can be seen as a consequence of Proposition 8.2.1.10 in the
quasi-linear setting. Remember that z(u) > 0 was defined in Proposition
8.2.1.13.

Proposition 8.2.2.2. Let M C Mato(C) be a finite subgroup of unitary ma-
trices. Reducing x(u) if necessary, for every grid of balls G = (u,0,N,r), for
every quasi-linear map f of type (x,p) such that x < x(u) and 2|ay| - size(G) -
|| fllc2 < 5, there is a grid of balls G' = (u',0', N, ") included inside f(G) with
w = (Df),-u and :

' =r—2lag| - size(Q) - || f||c2

Proof. We just have to take o' = f(0), v/ = (Df), - u with Df, linear of type
(x,p). Remind that by definition, the size of G is size(G) = 2N -maxi<;<4 ||u;]|.
When |[|f]|c2 = 0, the image of G under f is a grid of balls G’ of same relative
size ' = r, each ball of G’ is the image of a ball of G under f = a—lf(Af + h).
Since Ay is unitary and h is of type (z, p), reducing z(u) > 0 (independently of
f) if necessary, we have that the radius of a ball of G’ is between ﬁf‘ and ‘1127
times the radius of a ball of G. ‘ ‘

If ||fllcz # 0, the image of each ball of G under f still contains a ball of
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G’ but this time by the Taylor formula there is an additive term smaller than
size(G) - || f||c2 in the differential of f. Then the relative size r’ is such that :

sy 820(G) Wl

2Jay|

, =1 —2|ay| - size(G) - || f]| o=

O

8.2.3 Intersecting a curve and the limit set of an IFS in
(C2

In this subsection, we give an abstract condition ensuring the existence of
an intersection (robust by construction) between a holomorphic curve in C2
and the limit set of an IFS. This will be the model for robust bifurcations near
Lattés maps. Remind that n was defined in Proposition 8.2.1.10, N, w, 6 in
Proposition 8.2.1.6. Remind that the middle part and the %—part of a ball were
defined in Definition 8.2.1.4, the middle part and the hull of a grid of balls were
defined in Definition 8.2.1.1. In the following, for a holomorphic map G defined
on a (closed) ball B C C?, we will denote ||G||c2 = maxy || D?G]|.

Proposition 8.2.3.1. Let (Gy,...,G,) be a IFS given by q maps defined on a
ball B C C? of radius R > 0 satisfying the following properties :
1. Ui<j<q 95(B) contains a grid of balls Gt = (ul,o',ng,r') with ¢ =
(2ng + 1)* such that each G;(B) contains a ball of G*
2. the contraction factor of the IFS (Gu,...,Gq) is |a| > 2

3. there exist (n + 1) balls Bo, B, ..., B, C B of radius larger than v - R
(0 < v < 1), such that the %—parts of B9, B1, ..., B, are included in the
hull of G, and satisfying the following property : for each 1 < j < ¢
such that G;j(B) C B,, G; is quasi-linear of type (x,p) with x < z(u')
and : G; = g; + z&5 = (A +hy) + gej with « |ejllez < 1555 - |hyl-
Moreover, U, <<, 9;(®B;) contains a grid of balls L, = (u',0},ng,s) for
each 0 < p <n with st>vp.rl

10 ot

4. nG>7‘N(”10 )
!
9. la| - R-maxi<;<q([|G;llc2) < 55

Let € be a (0, w)-quasi-line of direction in C**2% such that € intersects the mid-
dle part of G*.

Then € intersects the limit set of the IFS (G, ..., Gq).

When the conditions 1 to 5 are satisfied, we summarize them by saying that
(Gi,...,Gq) is a correcting IFS. The proposition will be the immediate conse-
quence of the following lemma :

Lemma 8.2.3.2. There exist (n+2) sequences of grids (G7);>1 = (v, 07, ng,17)j>1
and (T)j>1 = (v, 0}, nq, s7) ;51 with 0 < p < n such that we have the following
properties :

1. For every j > 1, G’ is included inside a ball of G~ and for every j > 1,

there are iy, ...,1;—1 < q such that : GI C (Gy, 0...0G;, ,)(GY)

2. For every j >1,0<p<mn:T}C(G,o0..0G, )T})

104



CHAPTER 8. BIFURCATIONS OF LATTES MAPS

8. For every j > 1, D(G;, 0...0G;,_ )1 € A7 - U and for j > 2 :

V)

<.

) 1
I >l _9lal- R- , _

2 —2lal- R max (||G;llc2) 2o

, 72
7 > s' —2lal- R+ max (||G; —
2! =2l R s (1G3len) 3 o

4. For every j > 1, there exists 1 < p; < n such that the quasi-line €
intersects the middle part of a ball of ng

Proof. The proof of this lemma is based on an induction procedure. We begin
by an initialisation called Case 0 where we pick the grids of balls at the first
level G! and I‘Zl, for 0 < p < n. We intersect for the first time the quasi-line €
with a ball and we construct the grids at the second level. Case 0 is somewhat
different from the rest of the demonstration because we do not not control the
initial position of €. Then, Case 1 has to be thought as the most frequent situ-
ation : € intersects a grid of balls whose geometry is good enough, and we can
intersect € with a new grid whose geometry is very close to the previous one.
Then, it may happen a time when the geometry of this grid is too deformed.
Then we apply a "correction" (Cases 2 and 3), which leads back to Case 1.

Case 0 : initialization

By hypothesis, [, <<, G;(%) contains a grid of balls G = (u', o', ng,rt) and

similarly J; <<, G;(Bp) contains a grid of balls I, = (u',0},ng,s") for each
0 < p < nwith s' > v-7rl. So, for the first step j = 1, the (n + 2) grids of balls

are already constructed.

By Corollary 8.2.1.8, € intersects in its middle part a ball of T'} : indeed, I'}
1

is a grid of balls such that u! € A-U, C A-U", we have s* > v -r! “5

and ng > 1. N( ”1'61) > N( ”igl ) (beware that the matrix A corresponds to the
matrix denoted by U in Corollary 8.2.1.8 ). Then it intersects the middle of
the ball G;, (B) of G which contains this ball of I'y. According to Proposition
8.2.2.2, there exists a grid of balls G2 = (u?, 0%, ng,r?) included in G;, (G'). We

have u2 € A- N(u') and :

verl

10

2> 01 . si 1y. . > el ‘R- )
2 2 1! = 2la] size(G") - max (Gyllez) > ' ~2a|- R+ max (1IG;lc2) >

Applying Proposition 8.2.2.2 to the grids of balls F}, (0 < p < n), there exist

(n+1) grids of balls I'; = (u?, 02, n¢, s*) included in Gy, (T'}) for 0 < p < n. We

have : u2 € A-N(u') and :

v-rt
10

25 1 . g 1y, . > gl ‘R. )
> s~ 2lal size(T}) - mawx (10 c2) > 5"~ 2lal - B max (10 lc2) >

Let us now suppose by induction that the (n + 2) sequences of grids of balls
satisfying (1),(2),(3) and (4) are constructed up to step j with the additional
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properties that € intersects in its middle part a ball of Ff,j_}l and that the fol-
lowing property is verified :

(Q) For every i such that (G;, 0...0G;, , 0G;)(G*) C Fg»;lu we have :

D(Gi, 0...0Gi, , 0Gi)or € A - U

Let us construct the grids of balls at the next step. The proof is inductive, at
each step of the proof we are in one of the three cases we are going to discuss,
which differ by two parameters. We have a quasi-line intersecting a grid of balls
and we have to make a different choice to intersect a ball corresponding to one
of the (n + 1) types of differentials we introduced earlier. Note that after Case
0, we will necessarily be in Case 1.

Case1: D(G;,0..0G;, ) € A7 - U, and pj_1 =0

By construction, € intersects in its middle part a ball Bj ~1 of the grid of balls
7' Since T = (u?, 0}, ng, s7) is a grid of balls such that :

3 C(Giyo...0G;,_,)(I}) and D(G;, 0...0G;, ) € A1 U,

We have according to Proposition 8.2.1.13 that ul € A7 N(ul). The relative
size of By compared to B i 1s equal to v, the 3 3-part of B is included in the hull
of G! and ng > N(” o ). Then it is possrble to take an union of balls of T?
included in BJ~ whrch form a grid of balls I' of basis u’, relative size s/ and
with (5v - ng) balls. By construction, we can take F’ such that € intersects
the middle part of I". Since u/ € A7~ N (ul), s7 > = T and {5v-ng > N(4%5 )
we have according to Corollary 8.2.1.8 that € intersects in its mlddle part a ball
of T'}. This ball is included inside (G;, 0...0G;, ) (B) with G;, quasi-linear of type 0.

In particular, € intersects the middle part of a grid of balls G'*! C (G;,
Gi,)(G"). According to Propositions 8.2.1.10, 8.2.2.2 and Property (Q), G J“ is
a grid of balls G/ = (Wt 07! ng,riT) with D(G;, 0...0G;, ) € AT - U,
and :

It >0 — 2|al -size(GY) - max (Gjllc2) > ri — 2|al -
1<j<q

a1 2 (1G5lle2)
Jj—2 1

v-r
P20t =2l R max (11G|c2) Z‘ 7 10
>1

Still according to Propositions 8.2.1.10, 8.2.2.2 and Property (Q), there exist

(n+ 1) grids of balls 9! (for 0 < p < n) included in (G;, o ... 0 G;;)(T'}) such
that :

, _ o , R
771 > 87 — 2la| - size(T}) - max (||Gjllc2) > 57 — 2]a] - fap—1 max ([|Gj]lc=)

1<ji<q
Jj=2 1
ver
s> st —2)al - R- [hax (Hg?HC Z| [ T
1>1
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The grids of balls G'*! and I'J*! (for 0 < p < n) satisfy (1),(2),(3),(4). In
particular, € intersects in its middle part a ball of F%.

Since D(Gj, ©...0Gi. )t € AV - U, and p; = 0, by Proposition 8.2.1.10, if
(Giy0...0G;, 0 gi)(Gf) C I‘g,j for some 4, then (G;, o...0 G, 0 G;)(G") is a grid
of balls (u/", 07" ng,r7"); such that D(G;, o...0G;, 0 G;)r € AITL .U, this
means that (Q) is verified.

Then, after Case 1 and according to Proposition 8.2.1.10, only two cases can
occur. If D(G;, o...0 gij)ol € AJ - U, and we can apply Case 1 once again. If
D(Giy 0...0Gi,)or € AT - (U, — (U, NU,)), there exists 1 < p < n such that
D(Giy 0...0G;,)r € AT - (U')P. In this case, we are going to "correct” the next
grids in a procedure given by Cases 2 and 3.

Case 2: D(Gi, 0...0G;,_,)or € AV (U})P and p;—1 =0

By construction, € intersects in its middle part a ball of the grid of balls I‘%fl.
We have according to Proposition 8.2.1.13 that u/ € A7~'- A/(u'). Then, using
the same argument as in Case 1, we have according to Corollary 8.2.1.8 that €
intersects in its middle part a ball of T, included inside (G;, o ... 0 G, ,)(B)
where G;,_, is quasi-linear of type 0 and p; = p’ is chosen according to Propo-
sition 8.2.1.10. In particular, € intersects the middle part of a grid of balls
GI* C (gi, 0...0gi,)(G"). According to Propositions 8.2.1.10 and 8.2.2.2, G/ *!
is a grid of balls G = (u/**, 07! ng, r/ 1) with D(G;, 0...0G;, ) € AT-(U))P,
there exist (n+1) grids of balls 7! (for 0 < p < n) included in (G;, 0...0G;, )(T})
and 711, s7+1 satisfy the inequalities of property 3. The grids of balls Gi+!
and T7! (for 0 < p < n) satisfy (1),(2),(3),(4).

v-r

Since |a| - R - maxi<;<q(]|Gjl|c2) < W(; we have for every 0 < p < n, for every
j =1 the following bounds : 77, sJ > ”161. Since D(Gi, 0...0G;, )or € AT - (UL)P
and p; = p’ is chosen according to Proposition 8.2.1.10 (see Proposition 8.2.1.10
for the definition of p’), we have for every i such that (G;, 0...0G; 0g;)(G") C Fg,j
that (G;, o ... 0 G, 0 G;)(G') is a grid of balls (u”*,0"", ng,r?"); such that
D(Gi, 0...0G;, 0Gi)r € A7 U, this means that (Q) is verified.

After Case 2, it follows from Proposition 8.2.1.10 that necessarily the two con-
ditions of the following Case 3 are satisfied.

Case 3: D(Gj, 0...0G;, ) € A1 (U))P and p;_1 # 0

Induction shows that p;_; had been chosen to get special composition prop-
erties (see Case 2, beware that the number denoted here by p;_; corresponds
to the number denoted by "p,;" in Case 2), let us pick p; = 0. By construction,
€ intersects in its middle part a ball of the grid of balls T}~ . Once again :

ul € A1 N(u') and we have according to Corollary 8.2.1.8 that € intersects
in its middle part the ball of T included inside (G;, o ... o G;,)(B) with G;,
quasi-linear of type p;_;. In particular, € intersects the middle part of a grid
of balls G/*! C (G;, 0...0G;,)(G"). Once again, we can construct grids of balls
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G/t and TY*! (for 0 < p < n) which satisfy (1),(2),(3),(4) but this time with
D(G;,0...0 gi].)ol € A7 -U,. In particular, € intersects in its middle part a ball
of F%j. Moreover, Proposition 8.2.1.10 still insures that (Q) is verified.

Since D(Gj, ©...0G;, )1 € A7 - Uy, we are now in Case 1 once again.
O

Proof of Pmposition 8.2.8.1. According to the previous lemma, for each j >
1, € intersects I‘J C (Giy0...0Gi;_ 1)(I‘1 ). But 1"1 C U1<j<qg]( ;) C
UlSJSq G;(B). ThlS shows that for each j > 1, there ex1st q>i1,..,ij > 1 ‘such
that € intersects (G, o...0 G;;)(B). This 1mphes that € intersects the limit set
of the IFS (G, ..., Gq).

O

The three following pages will be figures of Cases 1,2 and 3.

8.3 Preliminaries on Lattés maps

8.3.1 Definitions

For convenience, we remind that the following can be found in [35].

Proposition 8.3.1.1. If an affine map on a torus T induces a Lattés map L on
P2(C), then the torus T is of the form C?/A where A is one of the siz following
lattices and the projection 11 : T — P%(C) is given (in some affine chart for
Cases 1,2,3,4) by the following formulas :

Case 1 A= L*(7), (z,y) = [p(z) + p(y) : p()p(y) : 1]
(

Case 2 A= L2(9). (z.1) - [0/(2) + /(1) : @)/ () :

Case 3 A= L2(i), (2.5) = [¢%(x) + 0*(0) : 2 (@)P(w) : 1

Cus 4 4= 2061 c0) 3 R0 (620) IR0

Case 5 A= L3(0) (2,5) = [(p(@)o(v) + €D? : (0(@) + o1)? : (p(@)ol) — 37
1

Case 6 (1)+ ( ) 1) = /) <o) = )

o' ( —p(r1)p

where T € H, e; = @(%) and <_11) T (552) B <§>

Definition 8.3.1.2. A Ueda map is a holomorphic map on P2(C) such_that
there exists a Lattés example L on PY(C) such that we have Lon = no (L, L)
where 1 is the map between P*(C) x PY(C) and P?(C) which is just the projec-
tiwization of (x,y) — (x +y,zy), given by :

n: (vl ly o)) = [y + a2y oy 2y

Such a map L is semi-conjugate to an affine map on the complex torus T and
1s a Lattes map.

Lattés maps corresponding to Cases 1,2,3 and 4 of Proposition 8.3.1.1 are
Ueda maps.
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Figure 19 : Proposition 8.2.3.1 Case 3
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In the following, we will denote 7 the projection from C2 to T? = C2/A.
The following is an easy consequence of Propositions 3.1 to 3.6 of [30].

Proposition 8.3.1.3. Let A, II be one of the lattices and associated coverings
defined in Proposition 8.3.1.1. There exists a finite group of unitary matrices
G rattes = Grawes(N, 1) of finite order such that every Lattés map has its linear
part of the form aA where a € C*, |a] > 1 and A € G pases-

Remark. Here, the scaling factor a takes discrete values. Moreover, arbitrarily
large values of |a| can be obtained (it can be easily seen by taking the composition
of a Lattés map with itself). The equality of the two topological degrees gives :
(d")? = |al* - |det(A)|* where d’ is the algebraic degree of L.

Since according to the previous result, there are only finitely many possible
linear parts A for a Lattés map (up to multiplication by the factor a) which are
all of finite order, we can define the following integer.

Definition 8.3.1.4. We denote by ordpqies the product of all the orders of the
possible linear parts A for a Lattés map.

It can be found in [30] that ordpases is equal to 62 - 82 - 12 - 24. In a first
reading, we encourage the reader to consider only the case where the linear part
of the Lattés map is equal to Id. In the other cases, the dynamical ideas are
the same but with a few additional technicalities from algebra. In particular, it
is sufficient in order to prove in some cases the corollary of the main result (see
subsection 1.2).

8.3.2 An algebraic property of Lattés maps
The goal of this subsection is to prove the following result.

Proposition 8.3.2.1. For every torus T, there exists an integer i = i(T?) such
that for any k > 0, there exists an integer di > 0 such that for any Lattés
map L of algebraic degree d > di, coming from an affine map on T, there
exists a homogenous change of coordinates ¢ on P?(C) such that : ¢='o Lo
is a holomorphic endomorphism of P?(C) of the form [Py : Py : P3] where the
polynomial P is a product of irreducible factors Pg’j such that at least k factors
Ps ; are of degree bounded by i.

Definition 8.3.2.2. Let v be a vector of C? which belongs to a lattice A and
vy € C2. We suppose that the action of A upon C-v by translation is cocompact.
Let T? = C%/A and 7 : C2 — T2 be the natural projection. Then, then we say
that w(vg + C - v) is a compact line of the torus T of direction v. It is compact
and w(vg + C - v) =~ w(vg) + C/A' - v for some subgroup A" C A. The family of
compact lines of the torus T of direction v is the family of all the compact lines
of the torus of direction v obtained by varying vg.

Let us point out the fact that v € A is not sufficient to conclude that the
action of A upon C - v by translation is cocompact.

Proposition 8.3.2.3. Let A, II be one of the lattices and associated coverings
defined in Proposition 8.3.1.1. Let v be a vector of C2 which belongs to A such
that the action of A upon C-v by translation is cocompact. The family of images
under 11 of compact lines of direction v on the torus T is a family of algebraic
curves of P2(C) of degree bounded by i = i(v, T?).
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Proof. Let F be the family of images of compact lines of direction v on the
torus T under II. The family F is a holomorphic compact family of compact
curves so that by the GAGA principle it is an algebraic family of curves and in
particular their degree is bounded by some i = i(v, T?) O

Proposition 8.3.2.4. Let A, II be one of the lattices and associated coverings
defined in Proposition 8.5.1.1. Then, there exists a line & in P?(C) such that
II-1(6) contains at least one compact line D of T.

Proof. In each case, the following compact lines are convenient for é and we give
the preimage compact lines D. The first four cases cover the case of a Ueda map.

Case 1: § = {Y =0} Indeed, Y = 0 if and only if p(z)p(y) = 0. II-1({Y = 0})
is an union of compact lines of the torus of the form {zo} x T* and T! x {yo}
where the zg,yo are in p~1({0}).

Case 2: § = {Y =0} Indeed, Y = 0 if and only if o' (z)p'(y) = 0. II71({Y = 0})
is an union of compact lines of the torus of the form {z{} x T* and T! x {y}}
where the z{), yj are in (p')~1({0}).

Case 3: § = {Y = 0} Indeed, Y = 0 if and only if p*(z)p?(y) = 0. I ({Y =
0}) is an union of compact lines of the torus of the form {zo} x T! and T* x {yo}
where the zg, yo are in p~1({0}).

Case 4: § = {Y = 0} Indeed, Y = 0 if and only if (p'(z))?(¢’'(y))* = 0.
I-1({Y = 0}) is an union of compact lines of the torus of the form {z{} x T*
and T! x {y} where the ),y are in (p')~1({0}).

Case 5: § = {X = Z} Indeed, X = Z if and only if (%M)Q = 1, this

means if and only if 4e2p(z)p(y) = 0. I-1({X = Z}) is an union of compact
lines of the torus of the form {zg} x T! and T! x {yo} where the x¢,yo are in

e 1({0}).

Case 6: § = {Z = 0} Indeed, Z = 0 if and only if p'(x1)p(y1) — p(z1)e' (y1) = 0.
I-'({Z = 0}) contains the compact line of the torus {z1 = y1} (in the coordi-
nates x1,y1).

In all the cases, the preimage of ¢ by II contains a compact line of the torus.
O

Proposition 8.3.2.5. If an affine map L of linear part aA on a torus T induces
a Lattés map L on P*(C) and D is the preimage under 11 of the compact line §
given by Proposition 8.3.2.4, then the preimage of D under L is a finite union of
compact lines of the torus. Moreover, the number of possible directions is finite.
For each k > 0, there exists di, > 0 such that for every Lattés map L of algebraic
degree greater than dy induced by an affine map L on T, there exist at least k
distinct irreducible components of degree bounded by i which are preimages of §
by L.

Proof. From Proposition 8.3.1.3, we know that the linear part of L is of the
form aA with A € Graites. Let v € A be the direction of D. We have
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a®" 1A (qA)~t . A = gord(A) -1 gord(A)—1 . A © A (because £ induces a Lattés
map). This implies that the action of A on any line of direction (aA)~!(v) is
cocompact. In particular, any preimage of D by L is a compact line of the torus.
GlLattes 1s finite and so the possible number of directions is finite. Let D’ be a
preimage of D by L.

We denote by Q a fundamental domain of the action of A on C-(aA)~*(v). Since
the action is cocompact, €2 is compact. We have the following straightforward
property : for every lines Ay, Ay of direction (aA)~1(v) in C2, if 7(A1) = 7(Ag),
then every two points respectively in A; and Ay are joined by a vector which
lies in Q + A. Let us take A\; € A such that (aA4)~!A; is not C-colinear to D’.
Then, there is some constant a; > 0 such that if |a| > aj, then the 100k vec-
tors (aA)"t(\1),2(aA)"t(A1),...,100(aA)"1(A1) do not belong to Q2 + A and
in particular they are distinct modulo A. Then the 100k images of D’ by trans-
lations of vectors (a4)~1(A1),2(aA)~1(A1),...,100(aA)~1 (A1) are 100 distinct
preimages of D under £ and they are compact lines of T of direction (aA)~!(v).

Their images under II are irreducible components of degree bounded by ¢ by
Proposition 8.3.2.3. If |a| > ag, at least k (this term & is not optimal and we get
it by projection of the previous 100k lines) of them are distinct preimages of §
by L. But |a| > ay, if deg(L) is superior to some value dj o 4. Then, it suffices
to take for dj, the maximal value of dj s 4 when varying A and A in the finite
sets they belong (see Propositions 8.3.1.1 and 8.3.1.3). O

Proof of Proposition 8.3.2.1. Let § be a line in P?(C) as in Proposition 8.3.2.4.
The result is a consequence of Proposition 8.3.2.5 because after a suitable change
of coordinates, we can take 6 = {Z = 0}. Then {P3 = 0} contains at least the

k irreducible components of degree bounded by i which are preimages of by
L.
O

8.3.3 A periodic orbit in the postcritical set

Remind that the integer ordyaites was defined in Definition 8.3.1.4. Beware
that in the following, the period of a periodic point is the exact period.

Proposition 8.3.3.1. There exists an integer K > 0 such that for every Lattés
map L defined on P?(C), there exists a point c in the critical curve of L which
is sent after n. iterations on a periodic point p. of period n,. such that :

1. ng+np. <K

2. nyp, is a multiple of ordpaes

Proof. Let us start with the case of one dimensional Lattés maps.

Lemma 8.3.3.2. Let L be a one-dimensional Lattes map. There exists a critical
point ¢ of L which is sent after n. < 12 iterations on a periodic point p. of period
Ape < 12.

Proof. The Lattes map L, according to Lemma 3.4 of [45], is such that the
postcritical set P; of L is entirely included inside the set of critical values of
the covering © of P'(C) by the complex torus T!'. This implies that every
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critical point of L is sent after one iteration inside the set of the critical values
of ©. Moreover, let us bound from above the number of critical values. This
number ¢, is bounded from above by the number of critical points (counted
with multiplicity). Still according to [45], © can only be a covering of orders
ord(0) = 2,3,4 or 6. The Riemann-Hiirwitz formula gives us that : x(T!) =
ord(0)x(P!(C)) — ¢, which implies ¢, = 2 - ord(0). In particular, this means
that the image of every critical point ¢ of L is sent after 7, < 12 iterations on
a periodic point p. of period 7, < 12 . O

Lemma 8.3.3.3. Let L be a Ueda map. There exists a point c in the critical
curve of L which is sent after n. < 12 iterations on a periodic point p. of period
Npe < 24 - ordrarres which is a multiple of ordpates. In particular, we have :
Ne + Npe S 12 + 24 - OTdLattés-

Proof. We take a critical point ¢ of L given by the previous lemma. We take a
periodic point p of L of period 2 - ordpattes (it can be found in [34] that such a
point actually exists because any rational map on P*(C) of degree greater than
2 has a point of strict period 2 - ordpagtes > 4 ). Then the point ¢ = 7n(é,p)
is a critical point of L. It is sent after n. < 12 iterations on a periodic point
n(ﬁc,fﬁc (p)). The period of p. is fipe < 12 and p is of period 2 - ordpagtes-
This implies that in P'(C) x P!(C), the periodic point (j., L™ (p)) for (L, L)
is of period a multiple of 2 - ordyastes bounded by 24 - ordpattes- Since the
map 7 is a two-covering, in P?(C), the periodic point 75(p., L (p)) for L is of
period np. which is a multiple of ordrases bounded by 24 - ordpases. Then
Ne + Npe < 12 4 24 - ordpagtes- O

Let us now prove 8.3.3.1. It was shown in [30] (Theorems 4.2 and 4.4) that :

1. Either one map in {L,L? L3} is a Ueda map. In this first case, the
previous lemma shows that one of the maps in {L, L?, L3} has a point of its
critical curve which is sent after at most 12 iterations onto a periodic point
of period a multiple of ordpaties bounded by 24 - ordpagtes. This implies
that there exists a critical point of L which is sent after n. iterations
onto a periodic point of period n,. which is a multiple of ordpattes With
Ne + Npe <3- (12 + 24 - OrdLattés)-

2. One of the maps L* in {L, L2, L3, L5} is preserving an algebraic web as-
sociated to a smooth cubic (see [20] for this notion). This implies (see the
remark after Theorem A in [20]) that the critical set of L* is sent after one
iteration into the set of critical values of IT which is a curve PC. In this
second case, we have that L*(PC) € PC and L* induces by restriction a
map on PC. Taking the normalization of PC if necessary, we can suppose
that PC is regular. There are two possibilities. Either PC is isomorphic to
P!(C) and L* induces a rational map so it has a periodic point of period
ordpastes(again, it can be found in [34] that such a point actually exists).
Either PC is isomorphic to a complex torus and L* induces a multipli-
cation on this torus which also has a periodic point of period ordya¢tes-
In both cases, we see that L has a critical point which is sent after at
most 6 iterations on a point of period a multiple of ordy.¢tes bounded by
6- OrdLattés-

Then, taking K = max(3- (12 + 24 - ordpagtes), 6 + 6 - ordpatees ), the proof of the
proposition is done.
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8.4 Perturbations of Lattés maps

8.4.1 Some useful lemmas

In this subsection, we prove two lemmas about complex analysis. The con-
stants which are involved in these lemmas will be fixed in the two next subsec-
tions.

Lemma 8.4.1.1. For every m > 0, for every ball B, for every 1 > f1 > 0,
1> fo >0, there exist constants p = p(m,B) > 0, 0 = o(m,B) > 0 such that
for rational function h of degree equal to m, there exists a ball B C B C C2 of
radius larger than p such that

IDA(2)]|
Vz € B, TG <o (8.1)
N o m2 [h(Z)]
V(z,2") € B TR <14+ f (8.2)
V(z,2') € B arg(h(z)) — arg(h(z') < f (8.3)

The lemma will be a consequence of the following lemma.

Lemma 8.4.1.2. For every m > 0, for every ball B, there exist constants
p=p(m,B) >0, 7=7(m,B) > 0 such that for every rational function h of
degree m, there exists a ball B C B C C? of radius larger than p such that :

inf=|h

infg|A| > r

supg|h|

Proof. Let us denote Ryorm the set of rational maps of degree m which can be
written h = Z—; where h; and hs are two polynomials whose coefficients (aij)
and (b;;) are such that : max(a;;) = max(b;;) = 1. Ruorm is & compact set. For
a given h € Ryomm, since h # 0, there exists p, > 0, 7, > 0, a ball B;, ¢ B C C?
of radius p,, such that :
h
— 53 = Th
supg, |h

The constants p;, and 75, can be chosen locally constant for rational functions in
Ruorm near h. Since Ryomm is compact, if we choose p = p(n, B) the minimum
of the 7, and 7 = 7(n,B) the minimum of the 7, for a finite covering of Rporm,
we have : for every rational map h € Ryom of degree m, there exists a ball
B ¢ B C C? of radius larger than p such that :

supg|h| —
Since every rational map h of degree m can be written h = C5% . h with h €

Ruorm, the result is true for every rational map of degree m.
O
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Proof of Lemma 8.4.1.1. We fix such a ball B. Up to multiplying h by a con-

stant, which does not affect (8.1), we can suppose that |h|c = 1. We denote

% = ¢. Then by the Cauchy inequality we have : ”ﬁf(LS?“ < % = o, this is

(8.1). Then (8.2) and (8.3) are simple consequences of (8.1). The proposition is
proven.
O

Let us point out for further the following interpolation result. Remind that
the integer n was defined in Proposition 8.2.1.10.

Lemma 8.4.1.3. Let us take n balls Vi,...,V,, C Maty(C). There exists an
integer d = ci(Vl, woey Vi) and two real numbers 1 > f1 >0 and 1 > fo > 0 such
that for every & > 0, there exists a constant v = v(n,§) > 0 such that : for every
ball B C C? of radius bounded by 1, for every 0y € R, there exist a polynomial
map H = HV1, ..., Vn,B,00) of C? of degree d and (n+1) balls By, ...,B, CB
of radius greater than v - rad(B) such that on each B; :

Vte (1—f1,14 f1),Y0 € (60 — f2,00 + fa) : =€ -t -DH € V; and 2-|H|o < &

Proof. We call 01, ..., 0, the centers of the balls Vi, ...,V,, C Mats(C). Let us
take the ball B = B(0,1). For a given 6y € [0,27], there exists H having its
differentials at n points p; € B(0,1) satisfying H(p;) = 0 and DH,,, = e~ "% - §;
by interpolation. Taking sufficiently small balls By, ..., B,, of radius v around the
points p;, this gives the result for a given 6y € [0,27] and ¢t = 1. Moreover, since
the required condition are open, H can be taken uniform on a small interval
of values of § and a small interval (1 — f1,1 + f1) of values of ¢. Then d, v
and f; can be taken locally constant in 6. Since [0, 27] is compact, we take the
maximal value of d and the minimal values of v and f; on a finite covering of
[0,27] by intervals where d, v and f; can be taken constant on each interval
of the covering. In particular, since this covering is finite, there exists fo > 0
such that for each 6y € [0,2n], it is possible to find constant H,m,v, fi for
every 0 € (0g — f2,00 + f2). This gives us the result for the fixed ball B(0,1).
Then, the result follows for any ball B(y,r) with » < 1 by taking the map
H = (r-1d+v)o Ho (L -Id—~). It is easy to check that : —ei® -t-DH =

—e% .t . DH e V;and 2 |[H|o <27 |H|s < &. O

8.4.2 Fixing the constants relative to the torus T and the
matrix of the linear part A

In the two next subsections, we fix some notation and define a certain number
of constants and objects in the following specified order. As a guide for the
reader objets denoted in roman letters are relative to P?(C), and gothic letters
are relative to the torus.

1. We fix a torus T and euclidean coordinates 7w : C?> — T. We fix the
projection II : T — P%(C) as in Proposition 8.3.1.1. We fix the group
GLattes = GLattes (T, II) given by Proposition 8.3.1.3.

2. We fix a Fubini-Study metric ||.||rs on P?(C).

3. We fix the matrix of the linear part A with A € Gprases. We fix a line
§ as in Proposition 8.3.2.5. We fix affine coordinates [21, 22, 23] on P?(C)
as in Proposition 8.3.2.1 in which § = {23 = 0}. In the following, we
dehomogenize by working in the chart {[z1, 22, 23] : 23 # 0} on P?(C).
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4. We first need a proposition.

Notation 8.4.2.1. We will denote : VJ = vj +r; - B(0,1) (remind the
balls V7 were defined in Proposition 8.2.1.10). i - V3 will denote the ball
of same center as V7 and with quarter of radius.

We fix po € T such that II(po) € {[z1,22,23] : 23 # 0} and DII,, is
invertible. There exist invertible matrices M, ..., M,, such that for every
7

—1

-1
(DT ) (DT A- (DI 1) My (DT A-(DI 1oy ) Dl = v

Then, by continuity we have :

Lemma 8.4.2.2. There exists a ball B = B(T, A) C T (remind we have

fized euclidean coordinates on T) where I is invertible such that II(*B) €
{21, 22, 23] : 23 # 0}, a constant o' = o'(T, A) > 0 and n balls V1, ..., Vs C
Mato(C) such that for every p; € B :

_ _ —1 _ —1 1 .
(D11 1)H(p1)'(DHp2'A'(DH 1)H<p3)) 'Vj'(DHp4~A-(DH 1)H<p5)) DIy € ZVJ

Lemma 8.4.2.3. Reducing B if mecessary, there exists a constant o' =
o'(T, A) > 0 such that for every w with ||w|| = 1, we have :

inf || D(ITo AoTT ™)y (w)]| > o”-(sup || DILy])-[|Al|-(sup ||(DIT ")y I])
peEDB pcB pEDB

Proof. We take :
.1 ' inf(Sp((D(HOAOH*l)H(po))

o =

T2 (suppeg [[DIL]) - [JAI] - (supyeq [I(DI g 1)

and the condition holds reducing the size of the ball B around po if nec-
essary. O

We fix such a ball B, a constant ¢’ > 0 and n balls V,...,V, C Maty(C)
of centers 01, ..., 0p,.

5. We will use the following notation :

Notation 8.4.2.4. In the following, we still denote ||M]| the norm ||.||2,2
of a fized matriz. We will denote || DII|| = sup, .4 || DILy || and ||[DIT Y| =

suppeg |[(DI )y |-

6. We fix B = B(T, 4,B) a ball included in II(B). There exists some constant
¢ > 0 such that for every ball B C B of radius 7, II"'(B) N'B contains a
ball of radius ¢ - . We fix such a constant ¢. We take the restriction of
.|| on B. Since B € {[21, 2o, 23] : 23 # 0}, this restriction is equivalent
to the euclidean metric on {[z1, 22, 23] : 23 # 0}.

7. We fix the integer m = d and the reals fi, fo > 0 given by Lemma 8.4.1.3
associated to the balls Vi, ..., V,, C Mata(C).

8. We fix the constants p = p(m) > 0, ¢ = o(m) > 0 given by Lemma 8.4.1.1
associated to the integer m = d, the ball B and the two reals fi, fo.
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10.

11.
12.

13.

14.

We take a constant £ = £(T,II1,V;, A, 0,0’) satisfying the following in-
equality :

o' - || Al]? AP )
2([I1~ |2 - [| DI 20 - || DII|} - || DIT~ 1|2

1 . .
0< § < Z NI <<nTy - Hlln(

From 8.4.2.7 and 8.4.2.8, Lemma 8.4.1.3 gives us a new constant v =
v(m, &) > 0.

Corollary 8.2.1.8 gives us a constant N(%5).

We fix a constant d! defined as follows. Let us point out that for any
Lattés map L of algebraic degree d’ coming from an affine map £ on
T, of linear part aA, the equality of the two topological degrees gives :
(d")? = |al*-|det(A)|%. There are (d')? = |a|*-|det(A)|? disjoint preimages

of the torus T by the affine map £ of volume %. Let us denote

vol,. the \;olume of a ball of radius r. Let us take d' such that both
(d)?- 10‘{30"1'&) > (% -N(%))4 and (d')? > 100 - maxaeg,,,,..|det(4)>. In
particular, this last condition implies that for any Lattés map of algebraic

degree d’ > d', we have |a| > 2.

1 was defined in Proposition 8.3.2.1 and K in Proposition 8.3.3.1, we fix
ng = B(™25) 4 1. We fix d* = d,,,, 4100 (this integer was also defined
in Proposition 8.3.2.1). We fix d® = 2K.

We fix d = max(d', d?, d*).

8.4.3 Fixing the constants relative to the Lattés map

15.

16.

17.

Let L be a Lattés map L = [Py : Py : P3] of degree d’ > d associated to
an affine map on T of linear part aA.

According to Proposition 8.3.2.1, in the coordinates [z1, 22, 23] which were
fixed in 4.2.3. we have that :

Ps(z1, 22, 23) = H P3 j(21,22,23)
1<i<J

with P ; irreducible and deg(Ps3 ;) < i =4(T?) for J > j > J—m—2K+1
(remind that K was defined in Proposition 8.3.3.1). In plain words, the
last factors of the product have degree bounded by a constant ¢ depending
only on the chosen torus T. We will consider the restriction of L to
{[z1, 22, 23] : 23 # 0} N L= ({[21, 22, 23] : 23 # 0}). We have :

P 1) P 1
L(zl,Z2):(71(Z1’22’ ),72(21722, ))
P3(z1,22,1) P3(21,22,1)

We denote Pi(Zl,ZQ) = Pi(Zl,ZQ, 1)

There exists a periodic point p. of period n,. (which is a multiple of
ordp,attes) which belongs to the postcritical set of L, according to Propo-
sition 8.3.3.1, we fix it once for all. We call ¢ the point of the critical
curve such that p. is in the orbit of ¢ and we have n. + n,. < K accord-
ing to Proposition 8.3.3.1, where K is independent of the choice of T and
L. Since p, is repelling, we can suppose that c is the only critical point

119



CHAPTER 8. BIFURCATIONS OF LATTES MAPS

in {c, L(c), ..., e, -, L"*7(p.)}. We choose homogenous polynomials of
degree 1 denoted by Q1, ..., @n 4n,.—1 such that :

Q1(c) = Q2(L(c)) = ... = Qu.(pe) = Qunye—1 (L™ 7H(pe)) = 0 (8.4)

It is possible to take these polynomials such that at least one of the co-
efficients of z; and z, is non equal to 0 so we take the polynomials with
this property.

18. Putting .
P3(21,22) = I1 P3 (21, 22),

J=2(nc4npe)—m+1<5<J

let us denote by h the rational function defined by :

H1§j§nc+nm_1 (Q] (21, 22, 1))2
Ps(21, 22)

h(Zl, ZQ) =

19. We denote : h(I1(pg)) = |h(I1(po))|e?:.

20. We choose the ball B C B of radius larger than p according to Lemma
8.4.1.1 applied to the ball B chosen in 8.4.2.6 and to the the constants
m, f1, f2 chosen in 8.4.2.7. We pick a ball B C II-*(B) N B. According to
8.4.2.6, B can be taken with its radius equal to ¢ - p and this bound on its
radius (not the ball itself, but the bound on its radius) is independent of

L. Since d’ > d > d* with (d*)?- 10\@21'&) > (L.N(¥£))4, there are at least

(L. N(%))* preimages of B by the affine map £ inside B which form a
grid of balls.

21. We fix the polynomial map H = H(Vi, ..., V,, B, 0p) of C? of degree m = d
and (n+1) balls By, ..., B,, C B given by Lemma 8.4.1.3 and corresponding
to this ball B and the value 6y = 0; — 2arg(a) where 6; was defined in
4.3.19. Each of them has its radius larger than v times the radius of B.

We take (n+ 1) balls Bg € BNIT(By), ..., B, € BNII1(B,,) of radius

¢t-(v-rad(B)). Then the quotient r;‘g?;j)) is equal for each j € {1,...,n} to

L'(:;:Z%I)B)) = L'(L”'p ) = y. Let us point out that this bound on the radius is
E P

still independent of L.

8.4.4 Creating a correcting IFS

Notation 8.4.4.1. In the following we construct three holomorphic families of

holomorphic maps of P?(C) which are successive perturbations of L : L' = L.,

L' =1L" and L' = L' where €1,¢2,63 € D. We have L6 =1L, LI€/1,O =

£1,€2 €1,€2,€3
L., and L ., =L .,. We often forget the ¢; and just denote L', L",L"" for

simplicity when there is no risk of confusion.

Notation 8.4.4.2. We consider the ¢ = q(d) preimages of II(B) under L in-
cluded inside TII(B) and the corresponding local inverses (g;)i<j<q of L. We
denote by (G;)1<j<q the corresponding maps on B. For further perturbations
L', L", L' of L, we consider the analogous objects and we call them (g})1<j<q;

(97 1<i<qs (97 1<i<q and (G))1<j<q> (G )1<j<q, (9] )1<i<q-
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Notation 8.4.4.3. In the following, we will consider the continuation p(L')
(resp. p(L"),p(L"")) of the periodic point p.. This one is well defined according
to the implicit function Theorem since p. is repelling. In fact, for the succes-
sive perturbations that we will consider, we will always have p(L') = p(L") =

p(L") = pe.

Proposition 8.4.4.4. Let L be a Lattés map of degree d > d coming from an
affine map on T, of linear part aA. Let L = (1;1, en 2) be the expression of L
in the chart {[zl, z9,23] : 23 # 0} deﬁned n 4.2. 3. Then the family of rational

maps (L )e, where L' = L, = (P1 3) defined by :

Py
P[(21,29) = Pi(21, 22) + €1h(21, 22) P3(21, 22) H1 (21, 22) (8.5)
PQ/(Zl, 2’2) = PQ(Zl, ZQ) + Elh(zl, ZQ)Pg(Zl, ZQ)HQ(Zl, 2’2) (86)

where h was defined in 8.4.3.18, H in 8.4.5.21 and €1 € D is such that :

1. For every ey € D, L' = L. extends to a holomorphic map of P2(C) of
the same degree as L and (L., )., is a holomorphic family of holomorphic
maps of P%(C)

2. p(L') = p. is periodic for L' and is in the forward orbit of ¢ : p. =
(LL,)"(c) and (L. )" (p.) = pe. Moreover we have D(L. ). = D(L).,

.,D(L’El)(L,El)npcfl(pc) = DLnpe-1(,,y for every ey € D

Proof. Let first remark that since P3 admits at least ny = (E(M) +1)
factors of degree bounded by 7, the degrees of hPs Hy and hP3Hy are bounded by
deg(P;) = deg(P2). Since the property of being a holomorphic mapping is open,
L’ is a holomorphic mapping for sufficiently small values of ¢;. For simplicity
we will suppose that this is true for e; € D after rescaling if necessary. Since &1
is just a linear factor, (L., )., is a holomorphic family of holomorphic maps of
P2(C). Thus item 1 is proven. Item 2 is a consequence of the quadratic terms
Q3 in h (see 8.4.3.18).

O

Proposition 8.4.4.5. Let a Lattés map L of degree d > d coming from an
affine map on T, of linear part aA. We are working in the chart {[z1, 22, 23] :
z3 # 0} defined in 4.2.3. In this chart, L = (%, %). Let L' as in Proposition
8.4.4.4. Then there exists t > 0 such that for every 0 < p < n, for every real
0 < e1 < 1, there exists a ball B, C B C C? of radius rad(B,) > v - rad(B)
and a neighborhood X., of L' in Holy such that for every L' € X.,, if j is such

that GI"(B) C B, then G is of type (te1,p).

Proof. In the following, we omit the index j on gj, g;», G; and Qj’. and we take
0 < &1 < 1. Let us remind we work in the chart : [21,22, 23] = (£, 2) on

P2(C). We first show the result for L’. We have for every p € B NG’ (B) :

/ 1 / -
DG, = DGy = DI, 1)) - D9nyy - DIy — DIT (H( )

— - ’
(DXL 1py) = DI ipyy) - Dy - DI + DI - (Doiygy = Dongy)) - DIy

Dgnpy - DU, =

with :

Dgiy—=Donep) = (LD Lyp) ™ Dlerh- Mgy ) (DLyrigpn) ™ (D L) ™
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~(DLgmpy) ™" - e1D(h-H) g(rip)) (DLgquipy)) ™ + 0(e1)
D(h-H)gm(py) = h(g(L(p))) - DHgr(py) + H(g(IL(p))) - Dhg(r(py)

Then we have :
Dgy—Dgp = m+n2—DT 1y (DLgauipy) ™ €1-h(g(T1(p)))- DHy iy (D Lg(uapy)) - DMp+o(e1)

_ 1 .
where 7, = (DHg ey — P ap)) * Dy - D11 and :

—DIL, 11y (DLgquiey) "t -e1-H(g(I(p)))- Dhyuipy) - (DLguipy) - DIy
Lemma 8.4.4.6. For any p € BN G (B) we have :

—DIT, 5y (DLgupy) ~ e1-h(g(T1(p)))-DHyr(p)) (D Lg (i)~ DI, € £1+[h(T(po))|-V

4| 2
Proof. This is due to the fact that H has been taken so that —%-D(H)g(n(p))
belongs to W -V, and by the definition of V; (see Lemma 8.4.2.2). O
Lemma 8.4.4.7. We have : ||m]| < ﬁ g1+ |h(II(po))| - mini<j<p 7

Proof. Since 2 - |H|o < £ and by Lemma 8.4.2.3 for every p € B N G'(B) we
have :

e1 - |h(g(II(p)))]-§
inf)| (=1 || D(IT 0 aA o TI=1) (w)]|

e~ [R(g(I(p)))] - €
o - la| - ||A[] - [| DT} - [| DI ]

g’ (T1(p)) — g(TI(p))]]

Then we have :

lmll = H(DH;(Hp)) DiI (H(p))) Dgn( - DI |
< 1D, — DIk - 11Dghg 1 - 10T
e - [h(g((p)))!] - § -1 /
< I ez - (| Dgypy || - [ D]
o' - [al[| Al - [[DII|| - [| DI~ 1] 1
€1 - 2|h(T(po))| - € 1 1 -1
< 7 I ez - (g - P - [[DIT ) - || DI
o’ - lal - ||A[l - || DII|| - [[ DII~]] lal - [| Al
1 .
< TaEe [h(I(po))| - miny <j<nr;
by the inequality on &. O

Lemma 8.4.4.8. We have : ||n2]| < ﬁ.51.|h(1—[(p0))\.min1§j§n rj,

Proof.
sl < |[DIY[ - |DL7Y| ey - || H] - || DRI - | DLV - || DT
_ 1 12
< |Ipm 1||~(m-||DHH-||DH ") e - 1DAI| - (D)
1
= —geer-&e - |DIP - [|DIC P | Dh|
[af? \|A||2
1 .
< 1ap &1 [h(I(po))| - mini<j<nr;
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by the inequality on & and because : Vz € B,||Dh(z)|| < o - |h(2)] < o
2[h(I(po))|- O

The three previous lemmas imply that on B N G'(B), Dg,; — DG, belongs
to t- Vi with ¢t = =uldle)] -~ Thep by continuity, for a given £; (and then a

lal?
given L), there exists a neighborhood X., of L’ in Holy such that for every
sufficiently small perturbation L € X, of L', if j is such that G/"(B) C B,
then G’ is of type (te1,p). This proves the first item of Proposition 8.4.4.5.
The proof of Proposition 8.4.4.5 is complete.

O

8.4.5 Well oriented postcritical set
Notation 8.4.5.1. We fiz pc a point of IT1-1(p,).

Notation 8.4.5.2. We denote by PCrit(L) the postcritical set of L, this is the
set PCrit(L) = U,,~o(L)"(Crit(L)) where Crit(L) is the critical set of L. The
notation will be the same for perturbations L', L" L".

We pick a vector wy and a value 8 given by Corollary 8.2.1.8 corresponding
to the 4-tuple u of the four vectors of a basis of A. Still according to Corollary
8.2.1.8, there exists an open set of admissible values for w; so we choose to take
it in the following way. The map £"r=°*4(4) is an affine map on the torus T
of linear part qMeord(A) | Anpc-ord(A) — gnperord(A) .Ig'pc = g"peord(4) - Iy with
la| > 2 (see 8.3.2.12). Points with dense forward orbit for £™r°*4(4) are dense

in T. Moreover, since n,. divides n,. - ord(A4), pc is a fixed point of Lreerord(4)

We pick w; such that pc47(w1) is a point of dense forward orbit for £mve-rd(4),
Since the linear part of £reord(4) jg gneeord(4) . [, and pe is a fixed point of
L7veord(A) e have that the whole forward orbit of pc+7(wy) by L£7reord(4) ig
contained in the line going through pc and pe+ 7w (wy). In particular, this line is
dense in the torus T. We pick wsy such that (wq,ws) is a basis of C? and m(ws)
is not tangent to II~1(PCrit(L)) at pe.

Here is the main result of this subsection :

Proposition 8.4.5.3. Let B be as in 8.4.3.20. There exists a neighborhood
W(L) of L in Holy such that : every map L' = L as in Proposition 8.4.4.4 is

accumulated by maps L] _, .. = L"" in W(L) such that there exists a component

I C I~ Y(PCrit(L"")) whose restriction to B is a (0, w1)-quasi-diameter (remind
that this notion was defined in Definition 8.2.1.5).

The following lemma is well known.
Lemma 8.4.5.4. Let £ be a linear automorphism of C?> and T' C C? a complex

submanifold through 0 such that :

1. the eigenvalues A, of £ are such that |A| > |pu| > 1. Let wy and w,, be
the respective eigenvectors.

2. w, 1s transverse to I' at 0

Then, (£¥(T))k>0 converges uniformly to the line C - wy in the C'-topology.
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Proof. We can take wy = e; and w,, = ez. The eigenvector w,, of ;1 is transverse
toI" at 0. Then locally T is a graph v over a small disk D, C D : {(¢,7(¢)) : t €
D,)}. For every k € N, £5({(t,~v(t)) : t € D)}) = {(\* - t, ¥ - 4(t)) : t € D, }.
Since |A| > 1, for large k, we have D C A¥ - .. Then £*({(¢,7(t)) : t € D,)})
contains {(s, u*-y(5%)) : s € D}. But there exists C; > 0 such that |y(t)| < Cy-t
near 0. Then p* - y(5%) < C, - (§)* converges uniformly to 0 on D,. Then,
for every ¢ > 0, there exists k such that £*({(t,v(t)) : t € D,)}) contains
{(s,%(s)) : s € D} = {(s, " - v(5%) : s € D} with |3(s)| < ¢’. Then by the
Cauchy inequality this implies that |(7)(s)| < 6.

O

Notation 8.4.5.5. We denote for every (A, ) € (C*)? by Diag, , the following
map from C? to C? :

Diag, , @ (21,22) = (A 21,11 - 22)
Lemma 8.4.5.6. The linear part A € Grauess of L is diagonalizable.

Proof. Since Gpaties is a finite group, we have that A is of finite order. In
particular, A°"d(Grawes) = [, Then R(A) = 0 where R(X) = X°rd(Graues) — 1
has simple roots. Then A is diagonalizable. O

Lemma 8.4.5.7. Let (f:).eps be a holomorphic family of holomorphic germs
defined in a neighborhood U of 0 such that for every e € D3, D(f.)o is diag-
onalizable and 0 is a repelling fized point for f.. We denote by A(e), u(e) the
eigenvalues of D(f:)o and by wy, w, the associated eigenvectors. We suppose
that in the family (f<)eeps, wx = w1 and w, = wy are constant. We suppose
that |A(0)|? > [1(0)] > |A(0)|. Then there exists a neighborhood U’ C U of 0 and
a neighborhood V of 0 in D such that for every e € V, f. is holomorphically
linearizable in U’ : there exists a holomorphic map ¢y, defined on U’ such that
we have :

Diag)\(s),u(a) oCPfr. = Pf© fE
Moreover, ¢y, varies continuously with  in the C° topology.

The proof will be based on the following well known result (see Theorem
6.2.3 in [48]).

Proposition 8.4.5.8. Let F' be an invertible map with repulsive fized point 0.
Suppose that the eigenvalues \, i of DFy satisfy the condition |\|* > |u| > |A| >
1. Then F' is holomorphically conjugate to Diagy ,.

For the resonant case we use the following lemma :

Lemma 8.4.5.9. Let F' be an invertible map in a neighborhood of 0 with a
repelling fized point at 0. Let us denote the eigenvalues of DFy by A, . Let us
suppose that p1 and 2 are two holomorphic maps conjugating F' to Diagy .

Then gofl o g is linear.

Proof. Let us write y = @7 0 ws = (x*, x?) and \/(z) = D k1 X - 2% where

2k = z’fl ~z§2 and j € {1,2}. We have that xy commutes with Ly ,. Then :

A xkE =) xie(Diagy ,(2)F and g Y xie2F = > xi-(Diagy ,(2)"

|k[>1 |k[>1 |k >1 |k[>1
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In particular, since A,y # 1 this implies that x; = x3 = 0 for every |k| > 1.
O

We now prove Lemma 8.4.5.7.

Proof of Lemma 8.4.5.7. We take a neighborhood V of 0 in D? such that for ev-
ery € € V we have that [A(¢)|? < |u(e)] and |u(e)|? < [A(g)|. It is a consequence
of Theorem 6.2.3 of [48] (this result goes back to Poincaré) that for every ¢ € V,
fe is holomorphically linearizable at 0 in some neighborhood U of 0. We show
here that the linearizing map ¢, varies continuously with € in the C° topology.
This will imply in particular that the neighborhood U can be taken uniform U’
in e.

For this we follow the proof of Theorem 6.2.3 of [48] and its notations. The
proof is divided into 3 steps.

The first step itself is divided into two steps. The first one is a linear change
of coordinates that we will denote by . @1in is not unique but it becomes
unique if wy is sent on e; and wsy is sent on ey. Thus this map @i, = Yrn(fe)
is uniquely defined and varies continuously in the C° topology. The second one
is a change of coordlnates that we will denote ¢1(2) = (¢1(21),22) such that
oi(z1) = 21 + Zk o 3 - A(fF(21)). There exists a constant K such that
|A(21)| < K|21|? for every map f. with £ € V (reducing V if necessary). Since
1 is the sum of a normally convergent series whose terms all vary continuously,
¢t and then ¢ o ¢, vary continuously in the CY topology. After these two
changes of coordinates, fe is reduced to the form (z1,z3) — (A - 21, g(21,22))
with g varying continuously.

In the second step, one defines some infinite product y(z) = [[}.25(1+B(F™(2)).
We have |B(z)| < K'|z|> and reducing V if necessary, we can suppose this es-
timate is true for every ¢ € V. Then v is normally convergent and varies
continuously. The map 1 such that w then still varies continuously, just as
wa(z) = (z1,%(2)). After this third change of coordinates, f. is reduced to the
form (z1,22) — (M- 21, - 22 + h(2z1)) with h varying continuously.

Finally, the last change of coordinates ¢3 is of the form (z1,7(z)) with n(z) =
zo+q(z1) and q(21) = q1-21 +q2- 27 +... with ¢; = HE—JM for each j > 2. Since h
varies continuously, so do the coeflicients g; for j > 2. Since ¢ = @30p20010¢04n
for every € € V, we have that ¢; is uniquely defined by Lemma 8.4.5.9 and varies
continuously. Finally, ¢ and then n and 3 vary continuously. This implies that
for every € € V, f. is holomorphically linearizable by s = @3 0 @2 0 ©1 0 @ip.
Moreover, ¢y, varies continuously in the C° topology. O

Remind that ¢ is a point of P?(C) which was defined in 4.3.17 and that the
notation p(L") was introduced at the beginning of section 4.4. In the following
lemma, we perturb L' = L. into L"” = L _, to ensure that the critical point ¢
is not singular.

Lemma 8.4.5.10. There exists a holomorphic family of holomorphic maps of
P2(C) denoted by (L, _,) (e, ) en2 such that :

€1,€2

1. for everye, €D, LY = L,
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2. p¢ 1s in the postceritical set of L;’haz and the postcritical set is not singular
at p. for o # 0

3. p(LZ, c,) = pe is periodic for L. ., and is in the forward orbit of c :
DPec = (L/sll,sz)nc (C) and (L/E/1752)npc (pc) = Pc

4 DULZ, &))" )p. = D(L"7)p,

£€1,€2

Proof. We first make an invertible linear change of coordinates so that in the
new coordinates [x1,Z2, 3], the point c¢ is equal to [0,0, 1] and the point L(c) is
in the chart {z3 # 0}. We choose homogenous polynomials of degree 1 in the
variables 1,72, z3 denoted by Ra, ..., Ry, 4n,.—1 such that :

R2(L(C)) == Rncfl(L”C_l(c)) = Rnc<p6) == Rnchnpcfl(anc_l(p )) =

RQ(C) 7& Ov e ’Rnc—l(c) 7& 0 ) Rnc (C) 7é O’ T 7Rnc+npc—1(c) 7é 0
This is possible since c, ..., L"<~1(p.) are distinct. We denote :

Y1(21,22) = H (Ri (1, 22,1))?

2<k<nc+np.—1

In {x3 # 0}, the critical set of L’ is the set {Jac(P’) = 0} where Jac(P’) is equal

P 9P} P! 0P} " . . . .
to gwi . ggﬂ; — gT; . ng' The critical set at ¢ is not singular if the gradient of

P/ Pl P/ P/
themap(xl,xg)»—)a 1. 9P 9B 0P,

8z, Ozy Oxry  Ox1

is non zero at ¢, in particular if :

8P| oP, P ©*Py, 0P| 0Py 0P, O°P

0
— P = . . — . —
Oxy (Jac(PT))(c) 03 Oxo + dz1 Or10xy 01101y Oy Omy 023

If this is the case, there is nothing to do and we can take L” = L’. Let us
suppose this is not so. We distinguish two cases.

First case : we suppose that gTP;I # 0. For every g5 € C we consider the
following perturbation of L" defined by L? ., = L" = (1}%, , %) with P) = P},

P = P} and :
P{'(z1,22) = P(z1,22) + €2 - 71 (21, 22) - IE%

Because of the choice of the degree d in 8.4.2.13 and 8.4.2.14, we have deg(P;’) <
deg(Py). Since the property of being a holomorphic mapping is open, L” is a
holomorphic mapping on P2(C) for sufficiently small values of e5. Then, item
1 is obvious. Because of the quadratic terms R in the definition of 1, ¢ stays
preperiodic (with the same periodic orbit p(LY| ., ) = p.) for LZ, _,, this implies
item 3. Still because of the quadratic terms R} in v; we have D) (L7, .,) =
Dy(LL,) = DL, -+, D(L)npc,l(pc)(LghEz) = D (pynpe=1(p,)L; s0 we both
have that p. is in the postcritical set of L7, _, and that item 4 is true. Moreover
we have D.L"” = D_.L so c is still critical. The only second order partial deriva-
tive which depends on €9 is : %P%’(c) = %2;? (¢) +2-71(c) - g2 with 71 (c) # 0.

Then the map eo +— a—i(J ac(P"))(c) is an affine map in €2 of non zero coeflicient
equal to 2-y1(c) - g—Pf. Then, it is non zero for e, € D*. This implies that the

X
critical set is not singular at ¢. Then there is a component of the postcritical set
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at ¢ which is not singular. Since DL, - -+ ,DLpnpe(p,) are not singular, there is a
component of the postcritical set at p. which is not singular. Thus item 2 is true.

Second case : we suppose that g—fz = 0. For every g5 € C we consider the

following perturbation of L’ defined by LY . = L" = (%7 %:) with P§ = P}
and :

Py'(x1,22) = P{(z1,22) + €2 - 1 (21, 22) - 1
P (z1,22) = Py(x1,22) + €2 - 11 (21, 22) - 122

Because of the choice of the degree d in 4.2.13 and 4.2.14, we have deg(P}’) <
deg(P]) and deg(Py) < deg(Py). Since the property of being a holomorphic
mapping is open, L” is a holomorphic mapping for sufficiently small values of
€5. Then, item 1 is obvious. As in the first case, items 3 and 4 are true and p.
stays postcritical. We have :

1
D.L" = D.L' + &5 -vi(c) - <0 8)

Since at the point ¢, we have both gfﬁ = 0 and Jac(P’)(c) = gff : gfﬁ -

gTP;’ . ZTPf = 0, this implies that we still have Jac(P"”)(c) = 0 and the point

c is still critical. The only second order partial derivative which depends on
. 621—_)// 32Pl .

g2 18 1 5o2-(0) = g, 525 () + 7(c) - €2 with y1(c) # 0. Then the map &3 —

6%1 (Jac(P""))(c) is a polynomial of degree 2 in 5 of non zero coefficient of degree

2 equal to (71(c))?. Then, rescaling if necessary, it is non zero for eo € D*. As
in case 1, we conclude that item 2 is satisfied. This concludes the proof of the
proposition.

O

Remind that w; and wy were defined just at the beginning of this subsection.
The notation p(L") was introduced at the beginning of 8.4.4. In the following
lemma, we perturb the periodic orbit p. in such a way that we can choose the
two eigenvalues at this periodic point .

Lemma 8.4.5.11. There exists a holomorphic family of holomorphic maps of
P2(C) denoted by (LY ., ..)(e1,e0,e5)ens Such that :
1. for every ey,eq € D, L’E’LE%O = L’E/hs2
2. p(L"") = p. is periodic for L' ((L"")™=(p.) = p.) and is in the postcritical
set of L' (p = (L")"(c)
3. if eg > 0, then the eigenvalues A, p of the periodic point p. are such that :
uf? > A} > [l
4. the eigenvector w, associated to p at p. is equal to DIl (wa) and then
transverse to the postcritical set at p.

5. the eigenvector wy associated to A at p. is equal to DII,c(w1)

Proof. We first make an invertible linear change of coordinates so that in the
new coordinates [y1,y2, y3], the point p. is equal to [0, 0, 1] and the point L(p.)
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is in the chart {y3 # 0}. We choose homogenous polynomials of degree 1 in the
variables y1,y2,y3 denoted by S1,...,8,,-1,Sn.41, -+, Sn.4+n,.—1 such that :

Sl(c) == Snc—l(LnC71(C)) = Snc+1(L(pC)) == Snc+npc_1(an671(pc)) =0
(8.9)

S1(pe) # 0, Sa(pe) # 0+, Sn.—1(pe) # 0, Snt1(pe) # 0, -+ aSnc+npc*1(pC) #0
8.10)

This is possible since ¢, ..., L™~!(p.) are distinct. We denote :

Y2(y1,y2) = H (i (y1,92,1))°
J#ne
For every e3,k; € C we consider the following perturbation of L” defined by
LY cpey = L = (7. 7m) with P’ = P{ and :

P{”(yhyz) = P{/(yhyQ) + €3 '72(91,212) : (/*i1y1 + H2y2)

P (y1,y2) = P3' (y1,y2) + €3 - 12(y1, ¥2) - (K31 + Kayz)

Because of the choice of the degree d in 8.4.2.13 and 8.4.2.14, we have deg(Py{") <
deg(P;") and deg(Py”) < deg(Py'). Since the property of being a holomorphic
mapping is open, L is a holomorphic mapping on P2(C) for sufficiently small
values of 3. Then, item 1 is obvious. Then, because of the quadratic terms 5]2-
in 79, it is clear that ¢ stays preperiodic (with the same periodic orbit p.) for
L and DL(pc)Lm — DL(pc)L7 cee DL’"pcfl(pc)Lm = Dancf1(pc)L. This shows
item 2. In the chart {ys # 0}, we have :

K:/ Hl
Dy L" =Dy, L" + 5 72(pe) - ( ; /2)
ks Ry
with v2(p.) # 0. We have DL(pC)LNI = DL(;DC)L, cee Danc—l(pC)L”I =
Dancfl(pc)L. We also have the equality : D, L - ...- Danc—l(pc)L = a™e - I
because the period n,, is a multiple of the order of A (see Proposition 8.3.3.1).
Then we have :

n n Ky KL _
D ey =at - (+eaad) - (5 1) (Dn0)7)
3 4

Let us denote by M the matrix whose two columns are DII, (w1 ) and DII,(ws).
We choose :

A AN 10 1
(%) =5 (0 o) o)

""MNpe — oMpe . . 1+63 0 . -1
D, (L") =a M(O 1>M

Then :

This equality implies that items 3,4 and 5 are satisfied and this ends the proof
of the proposition.
O

We are now able to prove Proposition 8.4.5.3.
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Proof of Proposition 8.4.5.3 . We consider the holomorphic family of holomor-
phic maps (L] ., .. ) (e, e0,e5)eps- According to Lemma 8.4.5.11, every L] _, _.
is diagonalizable and admits w; and ws as eigenvectors. Then according to
Lemma 8.4.5.7, we can take some uniform open set set By;,, C IF’Q((C), some ball
Biin, such that there exists . defined on By, with values in By, C C? such
that L is linearizable by @ : By, — Biin. Moreover @r varies continuously

with L. We denote by By, some ball in IT~!(B;;,) C T.

Lemma 8.4.5.12. Let IV be the diameter of By, of direction wi. Then there
exists ng such that U, <, <,,, L"(I") contains a (0,w1)-quasi-diameter of B.

Proof. Uy<n< oo L7(I') is dense in T by the choice of w;. Then there exists ng
such that (J, <, <,,, £"(I") contains a (0,w;)-quasi-diameter of 5.
- O

From Lemma 8.4.5.9, we know that ¢ oIl is linear. Rewriting this result
in P?(C) we have :

Corollary 8.4.5.13. Let T be the diameter of By, of direction (pr, o II)(wy).
Then there exists ng such that T (U<, <, L (7 (T"))NB) contains a (0,w;)-
quasi-diameter of B. T

By continuity of L — @pmn (see Lemma 8.4.5.7), we have the following
perturbation result :

Corollary 8.4.5.14. There exists 8’ > 0, some neighborhood Ws(L) of L in
Holy and an integer ng such that for every (¢, (¢ oII)(w1))-quasi-diameter T
of Bin, for every L' € Wy(L), we have that T (U <<, (L") (o (T")NB)
contains a (0,w1)-quasi-diameter of B.

Remind that wy is not tangent to II-1(PCrit(L)) at pc. We can take a
neighborhood Ws(L) of L such that every map in Ws(L) for which pc is in
the postcritical set still satisfies this condition. We consider W(L) = W, (L) N
Wa(L) N Ws(L). Since the conclusions 1,2,3 and 4 of Lemma 8.4.5.11 are sat-
isfied, according to Lemma 8.4.5.4, there exists a disk I" included in the post-
critical set of L such that TI~!(T") contains a (6, w;)-quasi-diameter of By,
(remind @' was defined in Lemma 8.4.5.14). According to Lemma 8.4.5.14,
Ui<n<ng (L") (TI-Y(T')) contains a (8, w; )-quasi-diameter of B so the conclu-
sion follows. O

8.5 Proof of the main result

We consider the perturbations L' in W(L) as in the previous subsection and
such that L = L7} _, . € &., (the neighborhood A:, of L., was introduced in
Proposition 8.4.4.5, all maps in X, have a correcting IFS). Let us consider the
union of all the sets G7'(B) C B for 1 < j < g. Reducing W(L) if necessary,
by continuity it contains a grid of balls G' = (u', o', ng, ') with 7t > %2 (see
8.4.3.20).

Proposition 8.5.0.15. There exists an integer d (depending only from T ) such
that for every Lattés map L inducing an affine map on T of linear part aA,
every map L' as given in Proposition 8.4.5.3 is such that :
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1. Ui<j<q 95 (B) contains a grid of balls G = (ut, o', ng,rt) with ¢ =
(2ne +1)* such that each G'(B) contains a ball of G*
2. the contraction factor of the IFS (GY",...,G,") is |a] > 2

3. there exist (n + 1) balls Bo,B1,..., B, C B of relative size larger than
v, such that the %—parts of Bo,B1,...,B,, are included in the hull of G*,
and satisfying the following property : for each 1 < j < q such that
G/'(B) C By, G} is quasi-linear of type (z,p) with x < z(u') and :
G' = gj+ e = L(A+hy) + Le; with : ||gjl|c2 < 1555 - |7yl Moreover,
U1gqu G/ (Byp) contains a grid of balls lej = (ut, oll,,ng, st for each 0 <
p<n with st >v-rl

10 ot
4. ng > T.N(Vl() )

1
9. lal - R - maxy<;<q(/G5"[|c2) < 55

6. there exists a (0, w)-quasi-diameter of B inside I~ (PCrit(L"))

Proof. The first item was stated before the proposition. The second one comes
from 8.4.2.12 and the fourth one from 8.4.3.20. The fifth one can be obtained
from a reduction of W(L) if necessary. The last one is a consequence of Propo-
sition 8.4.5.3. We show the third item. The existence of the balls 9B,, of relative
size v is a consequence of Proposition 8.4.4.5. The inclusions By, B4, ..., B, C B
and the inequality on ng ensure that there are sufficiently many G/ () so that
the %-parts of By, B, ..., B, are included in the hull of G'. Let us now con-
sider the (n + 1) sets J;., G/ (B,) C B for 0 < p < n. Reducing W(L)
a last time if necessary, by continuity each of them contains a grid of balls
Fllj = (ul,ollj,n(;,sl) with s! > ”Trl The property stated in item 3 is also a
consequence of Proposition 8.4.4.5. O

The intersection ;5 G;(I1("B)) is in the Julia set of L. Since (1,5, G;(IL(B))
is a basic repeller, it is a consequence of Lemma 2.3 of [27] that (), G (IL(B))
is in the Julia set of L" for sufficiently small perturbations L”’ of L. According
to Proposition 8.2.3.1 (beware that the maps g;f’ in our case correspond to the
maps G; of the proposition), we can conclude this gives us persistent intersec-
tions between the Julia set and the postcritical set. This is true for every L'
defined as before and we know that L is accumulated by such maps inside Hol.
By [6] (see Proposition 2.5 of [27] for a result in our case), we know that persis-
tent intersections between the postcritical set and a hyperbolic repeller inside
the Julia set imply the presence of open sets inside the bifurcation locus. Since
they are only finitely many A € Gypastes for a given torus T, d is well defined.
This proves the final result.
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