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p(x) = N (x|μ,Σ) = 1

(2π)n/2det(Σ)1/2
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J���(j|θ) =
∫

fj(x|θ) log fj(x|θ)
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fj(x|θ) =
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J���(j1, j2|θ) = pj1(θ)
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, ������
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789(θ|X ) = �(θ|X )− logN
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789�(θ|X ) = ��(θ|X )− logN
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� �� ����	
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��� �� ������!�� " ���
�� �� θ0

�� �������
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��
���
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 ��� �
��
���
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���&� ���

���
������� �� '() �� ��� ������$����	� ���	���� �� 
��� *��� ��������+ �� �����		�� ��

��	���� ���$��� �	 �#���#�	� � �
������� ���������	� �� '() �� �!���� $� !���	� )�

���	��� 
������ �� �*�� 
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��!�! ��	����	���� ��� �� ���
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�� ��
����! � �� �!���
���� �	 �	� ����� �� ������ �����+ ,

'()(Θ|X ) = �(Θ|X )− logN

2
dim(Θ)

=
n∑

i=1

�
(
θXi|��Xi

∣∣X )− logN

2

n∑
i=1

dim
(
θXi|��Xi

)

=
n∑

i=1

'()
(
θXi|��Xi

∣∣X )
.
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������ � X
G0

Θ0

E�

C���

�� �	
� k = 1, 2, . . . !�	"��� ����������� ��
��

�� Θk−1,0 ← Θk−1

�� �	
� k′ = 1, 2, . . . !�	"��� ����������� ��
��

�� Ŷ ← E[Y|X , Gk−1,Θk−1,k′−1]
�� Θk−1,k′ ← �	�
�
�
�� ��	 �
�
� ���	 �
� ��
����
���� �� ��
		
"�� � �
��
�

�� (X , Ŷ) �� Θk−1,k′−1

��

(
Gk,Θk

) ← �
	� � !��� �� �
 	�������� �
� ��������� ��������� � �
��
� ��

(X , Ŷ)# Gk−1# Θk−1,k′ �� E� $��
� ��
����
���� ���%# 
��� �	�
�
�
�� ��	 �
�
�
� ���	 �
� ��
����
���� �� ��
		
"��

�� Θk ← �
	� � !��� �� ������ �� �����	
���	 �� �	�
�
�
�� ��	 �
�
� ���	
�
� ��
����
���� �� �� �
�
	
���&�	
�� � �
��
� �� (X , Ŷ)# Θk �� C��� $��
�
��
����
���� ��'%

	� ���	
���� (Gk,Θk)

(������
�	 �
� )�
� �� *
�
+
,
 $'-.-%# ��	 ��	�
�/ �
��	
��	 ���
�
"��	 ��������

�� &���
�
	�� ��	 ��	�
�/ �
��	
��	 � �
 �����
	
�
�� ��	 ���
�
��	 ����������	 �����

��	 �
�

���	� �� 	����	
�� "�� �� 	�	� �� �	� ��	���� � ��
���	 ��� 	�"����� ��

�
	 �� ����	 �
	����	# ��
"�� �0�� �	� 
		��
� � ��� �
�

��� X t
i �����	���
��

��
�	�
��

�
�� �� Xi 
� �
	 �� ����	 t� )
�	 �
 	�
�� �� �� ��
�
���# ����	����� ��	

�
�

���	 ����
�
�� ����
� �� 	�	� �� � t �	� ���� X t = {X t
1, . . . , X

t
n}�

����� ����	
� �	
������ �
�	���
�� ������� �

)�
�� 	 �
 ��1�
�
�� ������ �
� ������ $�22�%# �� ��	�
� �
��	
�� ���
�
"��

������� ' �	� �� ������ (B1,B→) ��� "�� 3

4 B1 �	� �� ��	�
� �
��	
�� �����	���
�� �
 �
	��
���
�� 
�
�

�� 3

p(X1) =
n∏

i=1

p
(
X1

i

∣∣5
X1
i

)
, $��62%

�7 5
X1
i
⊂ X1 8

4 B→ �	� �� ��	�
� �
��	
�� � ���/ �
	 �� ����	 $�9:;% �����	���
��# ����

���� t ≥ 2# �
 ��
�	
�
�� �� �
	 �� ����	 t− 1 
� �
	 �� ����	 t# ���	�����
��
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p(X t|X t−1) =
n∏

i=1

p
(
X t

i

∣∣��Xt
i

)
, ������

�� ��Xt
i
⊂ X t−1 ∪X t�

�� ����	�
����
 ���
�� ��	 �
� �����
�� �� T ��� �� ����� ���
���
� �
  ��	����
� !

B→ ����
� �� "��� ��� 
�������	� �

p(X1, . . . , XT ) = p(X1)
T∏
t=2

p(X t|X t−1)

=
T∏
t=1

n∏
i=1

p
(
X t

i

∣∣��Xt
i

)
.

������

����� �����	
 �����
��� �����
�	�� ������� r

�� ��#
����
 ��

�� ��	 $�	�%& ��''�� ��� ���(�
� �	���
��� ����� �� ��#
�)

���
 �� 
��� ��� 	�����* 
�&����
� �&
�������� +���
��
�, ���� 	����� ��	 ��%&��)

�%-�� ��� �� �	������� 	��	���
�� ��� ��	.�(��
 ���	�	� �� /	 0 �����1� ��� �	�(��*

�� 2���� ��''��, �� �		�(� ��3�	� ��
"	�
�� 0 ��� �	������� ���	�	�� ���� ���(��, 
�)

�����
� ���
� ����%���� �����	���� ��� ���� #
�� 4#
 �� ��������	 ��
(�
�
����
�

��� �	�������, �� ��� 
�������	� �����
�	� �� ��#
����
 �� $�	�%& �� ��� ���� 1�
�	��

��� 	�����* 
�&����
� �&
������� ���	�	� r, ���	 ���� r ≥ 1�

5
 	����� 
�&����
 �&
������ ���	�	� r ���� 3�	� ��#
� ����� �
 (r+1))�����

(B1, . . . ,Br,B→) ��� ��� �

6 B1 ��� �
 	����� 
�&����
 	��	���
��
� �� ����	�
����
 �
������ p(X1) 7

6 �� r ≥ 2, ���	� ���	 ���� t ∈ {2, . . . , r}, Bt ��� �
 t89: 	��	���
��
� ��

����	�
����
 �� �	�
�����
 �
������ �

p(X t|X t−1, . . . , X1) =
n∏

i=1

p
(
X t

i

∣∣��Xt
i

)
, ����;�

�� ��Xt
i
⊂ ⋃t

k=1 X
k 7

6 B→ ��� �
 (r + 1)89: 	��	���
��
�, ���	 ���� t > r, �� ����	�
����
 ��

�	�
�����
 �

p(X t|X t−1, . . . , X t−r) =
n∏

i=1

p
(
X t

i

∣∣��Xt
i

)
, ������

�� ��Xt
i
⊂ ⋃t

k=t−r X
k�

�� ����	�
����
 ���
�� ��	 �
� �����
�� �� T ��� �� ����� ���
���
� �� ��
�-	�

�
���1�� 0 ���������
 ������� < 
���	 ����
� ��#
����
 ����(���
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���	�� ������	� 
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����� �����	
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���� B = (B1, . . . ,Br,B→) 
� �����
 ��'����� �'��
�(
� �	����� r ���� ��
�

��
)������ ��������� ��� ����
����� Θ = (Θ1, . . . ,Θr,Θ→)� *�
� ��������� ��
�

���� �	
� ����
��� �� ������� X ��
���� �� N��� ��(
����� �	������������ ��
+

������� ������ (
� �� s+�
� ��(
���� xs,1, . . . , xs,Ts �Ts > r& �����,� ����������
���

��� ����
�� �� X1, . . . , XTs � -� ���+������
������ �� Θ �� ����
���� ����� .

�(Θ|X ) =

N���∑
s=1

log p(xs,1, . . . , xs,Ts |Θ)

=

N���∑
s=1

log p(xs,1|Θ) +

N���∑
s=1

r∑
t=2

log p(xs,t|xs,t−1, . . . , xs,1,Θ)

+

N���∑
s=1

Ts∑
t=r+1

log p(xs,t|xs,t−1, . . . , xs,t−r,Θ)

=
r∑

t=1

�(Θt|X ) + �(Θ→|X ) .

���/�&

0��� �� �������� ��� 1����
�� �� ��� �%  �& ��
� ��� �����
2 ��'������ �'��+


�(
�� �	����� %� ����� ��������� �� ����
�������� �� ���������� ���� �
2 ������

��
� ������� 0�2�
���� �� ���+������
������ �� Θ �(
���
� ���� � 
�2�
���� ���

���+������
������� �� Θ1, . . . ,Θr �� Θ→� 3� �	�
���� ���
��� �	������������� ��� ��+

��
����� �� B ������� � ��������� ���������

��� ��� ����
����� �� B1, . . . ,Br ��

B→� -	����
��� �� ������� X ��� ����� ������ �� ����� (
� .

4 ��� N��� ������������ �
 ��� �� ��
�� % ���� 
�������� ��
� ����
�� Θ1 !

4 �� r ≥ 2� ����� ��
� ��
� t ∈ {2, . . . , r}� ��� N��� ��������� �� ���������� ���

��� �� ��
�� 1, . . . , t− 1 �
 ��� �� ��
�� t ���� 
�������� ��
� ����
�� Θt !

4 ��� N→ =
∑N���

s=1 (Ts − r) ��������� �� ���������� ��������� ���� 
�������� ��
�

����
�� Θ→�

3� �������� �� ������� ����
������� �	�������)
� 30 ����
����(
� ��������

���� �� ��
�+������� ����% ��
� 5��� ����
��� �����
 �
2 �����
2 ��'������ �'��+


�(
��� 6�� ���� ��� ������� ��
������� ��� ��������� ������ 3&� �	����� 0 ��� ���+

����� �� �����(
��� �� ��������� �� ����
�������� �� �� ���+������
������ (
� ��
�

������ �� ��������
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�� #$% �� ���	�
� �������� &'
	����� �� ���! (��)* +

#$%(G,Θ|X ) =
r∑

t=1

#$%(Gt,Θt|X ) + #$%(G→,Θ→|X ) , &,�-.*

�/! ���
 
��
 t ∈ {1, . . . , r} +

#$%(Gt,Θt|X ) = �(Gt,Θt|X )− logN���

2
dim(Gt,Θt) &,�-0*

�
 +

#$%(G→,Θ→|X ) = �(G→,Θ→|X )− logN→
2

dim(G→,Θ→) . &,�-)*
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�
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 ��� ��
���

�� �� B ���
 ���
	� �� ���	�	���
 	����������

���
 �� #$% �� B1, . . . ,Br �
 B→� ��� ��
����� ����
	�	��
	�� �� ���
� �
����
���

���� �� ���
	�� ,�- ���"��
 ���
� 2

� ����	����� 3 ������ �� ��� 
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�� ō0 ← ∅
�� m̄0 ← {∅, . . . , ∅} �� 	����� N���
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