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"� ������ ��������� ������� 
� ��
#��� ���������� ���	�	������� 
�� �� ������������

$�� ���� ���
���� ��� ��� 
���� ��� ������ ���������� 
� %��&�!� 
�� �� ���������

��� � ������� '(�
���� �� )���� *+,�-� �� ��� ������� 	�.������ ��� ���
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���� ��� /�
�� 0���� � �� � 
�� ���� *+,�
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�� ��
#��� ���������� ���	�	������� 
��

�� ��������� �� ����������� ��� � ������ ������ ��� �������� 1� �� ����� ��� ���!#���
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� ��������� ���� ��� !� 
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������ ����	
� � 9 ������ ������ ��� � ������ G = (V,E)� �: V ��� �

����	�� 
� ;�
� �� E ⊆ V ×V � ����	�� 
����� ������� ������ �����

� ������ 
� ;�
�� )� (u, v) ∈ E� ����� � 
�� ��� u ��� � < ����� = 
� v

�� v � < ���� = 
� u�

����	 � 9 ����� ��� �� ����� 
� ;�
� (v1, . . . , vn) 'n ≥ 2- ����� ����

���� ���� i ∈ {1, . . . , n − 1}� (vi, vi+1) ∈ E� 0��� 
��� ;�
� 
� �� �����

vi �� vj ���� ��� i < j� ����� � 
�� ��� vi ��� � < ����
�� = 
� vj �� vj �

< 
����
�� = 
� vi�

�����
 � 9 ������� ��� � ����� (v1, . . . , vn) ��� ��� v1 = vn�

���	� � 9� ���>� ��� �� ����� 
� ;�
� (v1, . . . , vn) 'n ≥ 2- ����� ���� ����

���� i ∈ {1, . . . , n − 1}� (vi, vi+1) ∈ E �� (vi+1, vi) ∈ E� 2���������� � �

������ �� ���>� � ���� 
�� ��� ������ 
� ����������� 
�� �����

��������
��	 � )���� A� B �� Z ����� ���� ����	��� 
� ;�
� 
�������� A

�� B ��� 
 ������� ��� Z ��� ���� ����� ���>� c ���� � ;�
 
� A �� �

;�
 
� B� �� ���� ���� 
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? c ������ �� ���>� 
� �.�� u → z → v �� u ← z ← v ����� ��� z ∈ Z @



���� �����	
����� �
 �����
 ��������� ��

� c �����	�� 
�	 ����	 �	 ���	 u ← z → v �	��	 �
	 z ∈ Z �

� c �����	�� 
�	 ����	 �	 ���	 u → w ← v �	��	 �
	 w /∈ Z 	�� ��
� ��
�

x �	��	����� �	 w� x /∈ Z�

����� ����	
	�� �� ������ �����	��

�� ���	�
 ������	� �	
� ���	 ����� ����	 
� ��
��	 B = (G,Θ) �	� �
	 �

� G = (V,E) 	�� 
� �����	 ���	��� ���� ����
�� ���� � 	��	���	 �	� �!
��

V 	�� ������� �	 ����"�	 ��#	���$	 % 
� 	��	���	 �	 $������	� ��������	�

{X1, . . . , Xn} � �

� Θ =
{
θX1|��X1

, . . . , θXn|��Xn

}
	�� 
� 	��	���	 �	 �����"��	� �	� �
	 θXi|��Xi

�	��	� �	 ������	 �� �������
���� �	 ����������� �	 Xi ����������	��	�	�� %

�	� ���	��� &�Xi
���� G�

' ���"� �� ��������� �	 (��)�$ �����	� ��
�	 $������	 � 
� ���	�
 ������	� 	��

�����	�����	 �	 �	� ���*�	��	������ ����������	��	�	�� % �	� ���	���� '	 �	 +����

�� �������
���� #����	 �
� � 	��	���	 �	� $������	� �	
� ���	 �	����	���	 �	 ����"�	

�������	 ,&	���� �-../ �

p(X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

p(Xi|&�Xi
) . ,0��/

1	��	 ������������� �	 �� �������
���� #����	 ������	 	� 
� ����
�� �	 �������
�����

����������	��	� �����	� 	�� % �� ���	 � ���������	� � ��+��	��	 �	��	����� �	 ����
�	�

�� ����������� �	 � ������	 �
	��	 $������	 �
 ���"�	 % ������ �	 � ���	�$������ ���	

�����	��	� �	� �
��	� $������	�� 1	� ���������	� ���� ����������	� % �	� ������	� �	

����������� � ��+�������� ���� 
� �����	 ,2	���� 0334/� 5�
� �	� �������� ��
� 	�

������ ���� �� ��
�*�	����� 0�4�6� ���� �	 ����	 �	� ���	�
7 ������	�� �������
	��

2	� ���$�
7 �	 8	��� 	� &	��� ,�-../ �����	�� �
	 �	� �����	�����	� �����*

�����	��	� 	�����	� ���� 
� ���	�
 ������	� ���� ������	�	�� ���	� % �� ������ �	

�*����������� 9� �	
7 ��
�*	��	���	� �	 $������	� A 	� B ���� �*������� ��� 
� ����*

��"�	 ��
�*	��	���	 Z� ����� A 	�� �����	����� �	 B ����������	��	�	�� % Z� :�

� �
��	� �	��	�� � ��+�������� ����
���� 	���	 A 	� B 	�� ����
�	 ��� Z� ;����� ����

�	 ���	�
 ������	� ����� 	� 	7	���	 ���� �� ��
�	 0��� �� $������	 X5 	�� �����	�*

����	 �	 X1� X4 	� X7 ����������	��	�	�� % X2� :��	 	�� ����	�	�� �����	�����	 �	

X6 ����������	��	�	�� % X3� 5�
� �	���
$��� ��	� �
 ������	 �� ��������� �	 (��*
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X1 X2 X3

X4 X5 X6

X7 X8

������ ��� � ���	
�� �� ����� ���������

��� ������� 
������ X5 ��� ����
������� �� ��� ��������������� ��������������	���

� ��� 
������

��		� �� �� ���� !�"	 �� ��� #�$��%� �� 
��
�� ��� ������ �� ��� ������

��������� ��

����� ��� ��� �������� ��������� ���� ���� ���� �� 
������ �� ��������

���������� ���� ��
�� �� �����&�� 
������ '�� 	�� �� 
���� (

) �� ������������� ��� �������� *

) �+����������� �� ������������ �� 
��������� ���������� ���� ��� 
��	 ���

���� ����	���� �� 	��� � ��
��� �� �

�� � 
��� ��� ��������

,��� ��� �� 
�	� � �
���� ���� ������� 
�����&��� #!�"	 �� ���� �$��%� �� 
���

�+��-�	����� ��+���� ��&���� 
��� �+���� 
����	������ ���� �������� �����������

�+��� 
������ ���� ���� ���������� ���� ���� ����� ��� ������ ��������� ����

��� �������� ���� ��������� �� �� ��������� 
�� �� ������������� 
�������� .� ���

������ ����� ����� ���� �� ��	���� ����&��� ���� �-���� �� ������ � /����

�� 0���	�� #�$$1%� !��
������ #�$$2% �� ������ ���� �� ��������� -����
3���� �

!�"	 �� ��� #�$��% �� � .��� #�$$4%� .� ��� 3����� #�������� ��������� �� ���� ���%

��� �&���	��� ����� ���� �+����&� �� /���� �� 0���	�� #�$$1%� !����� ��5�

��� �� �� 
��
�� ��� ��&���3	�� �+�

�������&� �� �+��-����� ���� ������

��

���� �� ���� ��� ������ ��������� �������� �� 	�6���� �+���� ��� ���� ����	���

����
������� ��� ������ ��������� ���������

��� ������	 
������� ��������

����� �����	�
�
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�� �� ����������� �� 
��������� 6����� �� �+����	��� ��� �������� ��� ��� �����������
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���������� 	�
������� �� ������� �

p(x) = N (x|μ,Σ) = 1

(2π)n/2det(Σ)1/2
e−

1
2
(x−μ)�Σ−1(x−μ) , �����

�� μ ��� 
� ������ 	������ �� Σ 
� 	����� �� ���������� det(Σ) �� Σ−1 ���������

���������	��� 
� ����	����� �� 
� 	����� ������ �� Σ� ������ ��� (x− μ)� �������


� ��������� �� (x− μ)�

���� �� ����� �������� ��������� 
� ������� ������ �
���
� �� ����	���� ��

�� ������ �� �������� �����������

�� 
���
�� ������� �� ��� 	���
�� 
�������

��������� �������� �

p(Xi| �Xi
) = N (

Xi

∣∣β0i + βi
� �Xi

, σi
2
)
, �����

�� β0i� βi �� σi ���� 
�� ���	���� �� p(Xi| �Xi
) �β0i ����� �� ���
��� �� βi �� ���!

��� �� 	"	� ���

� ���  �Xi
�� #� �$����� ��	��� �%���� �����
� ��� ��� &�������


������ �� ��� ������� '$������
���� ���� 
� ������������ 	�
������� �
���
� ��


� ������������ 
������ 
���
�� ����� ��� 
�� ����&�	������ ��	������ �� �����

�� 
$��� ( 
$����� ���� 	���� �� �������� ���� 
�� �����) �� *�	��% �+,-.��

����� �������	

��� �
 ���������


/��� ���%������ ����	��� 
�� ���	���� �$�� ����� �������� �������� ����


� ������� ���%���� ��� �������  �� �� &���� ���� ��������� �$�� ����	�
� ��

������� ��	���� �� N ����������� ��	�
���� X = {x1, . . . , xN}� /��� �������&
��� �� ����� 
�� ���	���� ��� �)�
������ 
� 	���) ��� �������� ����	��� ��� ��

��
��� �� 0 ������������ 1 ��� ���	���� ( ���� ��� ��������

'� 	��%��� �$������������ 
� �
�� ����		��� ���
���� ��� ��

� �� 	�)�	�	

�� �����	�
����� #

� �������� ( ����	� 
�� ���	���� �

Θ∗ = argmax
Θ

L(Θ|X ) , ���2�

�� L(Θ|X ) ��� 
� �����	�
���� �� Θ ���%��� X �

L(Θ|X ) = p(X|Θ) =
N∏

m=1

p(xm|Θ) . ���3�

�$�� ����� �� ��� ���
������� �
 ��� ������� �
�� &���
� �� 	�)�	��� 
� 
��!�����	�
����

�
��4� ��� 
� �����	�
���� �

�!	"	� �

�(Θ|X ) = logL(Θ|X ) =
N∑

m=1

log p(xm|Θ) . ���5�



�� �������� 	
 ������ ���������

������ xm
i �� 	
mXi

��� 
����� ���	������ �� Xi �� �
Xi
	��� �������
���� xm� ��


		����
�� �
 	��	����� �� �����	������� ��� ����
�� �
�������� �
 �����
������
���

�� �����	��� �� ��� ����� �� ������ ���
�� ����	���
��� �

�(Θ|X ) =
N∑

m=1

log

(
n∏

i=1

p
(
xm
i

∣∣	
mXi
,Θ

))

=
N∑

m=1

n∑
i=1

log p
(
xm
i

∣∣	
mXi
,Θ

)

=
n∑

i=1

�
(
θXi|��Xi

∣∣X )
.
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������� ����� �����
������
��� ����
�� ������ ���� % �
������� �&
��� ����

�
������
��� �������������� ���
��� '
�� �� ����
� �
������ �
������� �� ��� ����

	������� ��������� ��� 	
�
�(���� �� �&
��� ���(�� ����
��� �
������ �� �
��(��

����	���
���� �� ��� ���	��)� ��� �
������

*���������� �� ���(�� ����
��� �
������ �����
�� p(Xi|�
Xi
)� '�
	�(� �
 ���

�
��&� ���
����� 	
� +����� �� ,�����
�  !--.#� �������
���� ��� 	
�
�(���� �� �����

������������ ���/����� �� ���� ���	�� ���� �������� ���� ��
���� % ������� ��� 	
�
�

�(���� μi �� Σi �� �
 ������������ 0����� �
�������� p(Xi,�
Xi
)  �� ��� ��� ����
�#�

	��� % �� ������� ��� 	
�
�(���� �� p(Xi|�
Xi
) % ��
��� �
 ������������ �
����
��

p(�
Xi
) �

p(Xi|�
Xi
) =

p(Xi,�
Xi
)

p(�
Xi
)

.  !�1#

�� 	
��������
�� μi =

(
μi1

μi2

)
�� Σi =

(
Σi1,1 Σi1,2

Σi2,1 Σi2,2

)
��� ��� μi1 �� Σi1,1 ���� ���

	
�
�(���� �� p(Xi)� μi2 �� Σi2,2 ��� 	
�
�(���� �� p(�
Xi
) �� Σi1,2 = Σi2,1

� ��

������ ����� �� �2�� �
���� ��� �
Xi
� ��� 	
�
�(���� �� p(Xi|�
Xi

) ������������ ��

�
 �
��(�� ���
��� �

β0i = μi1 − Σi1,2Σi2,2
−1μi2

βi
� = Σi1,2Σi2,2

−1

σi
2 = Σi1,1 − Σi1,2Σi2,2

−1Σi2,1 .
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����� �� ����� ���&��� ��� 8������ �
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�� �� 9�
	����
�  !--�#�
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���	 	������ ��� �	��������� �
�		����� �� ��� ��	 ���
����	 ����� ��	 �
��
���	 	���

����
���	� �� 
�	 ��� ������ � 	���
����	� �� 
����� ��� ����� �������	� 	� ������

���� ��	���������  ��	� �������� ����
��	 
�����	 ����	�		��� � 	� ������� ���	 ��

���� � �	��������� ���	 !������ " ��	 �����	 � ���
���	 �
�		���	�  �	 ������	

	� �
�
�����	��� �
� ��� 	���� ������� � �	���������	 �
�		�����	 "

p(x) =
M∑
j=1

αjN (x|μj,Σj) , #$�%&'

�( ��	 ����������	 � ���
��� α1, . . . αM 	��� �����	 ��� αj ≥ 0 ���� ���� j ��∑M
j=1 αj = 1� )��	����	 �
�	��	 ���������� �������*� � �� ���� � �	��������� #+��

�� ���� $&&,' "

- � �������� �����		�	 �
�����	 	������ ��� �	��������� �
�		����� .

- ��	 �	���������	 �
�		�����	 	��� ���
�������� 	�����	 / �
������� ��� �����

� ��� �
����
����� .

- �� �	� ��		���� �
��������� ��� �	��������� � ����
������ 
�����
��� �� ����

���
�� �� ������ 	�0	
�� � �
�		�����	�

1
�	 ��	 ��	�
�� �
��	���	� �������	
���� � 	����	 �������	 � �
�		�����	

���� 
��������� �	 �	���������	 
�����
���	 ������� 
�� ��
�
�� � 1����� ��

2������ #%33�'� 1�
���	 �
 �����	���
���� �����	�� �
� 1
���	 �� 2���� #$&&&' ��

����
����� 
����� ����	� �� ��	�
� �
��	��� / ���
���	 �
�		���	 �	� �� ��	�
�

�
��	��� ��� ��
��� �	��������� 4����� ���
�� p(Xi,)
Xi
) �	� ������ �
� �� �����

� ���
��� �
�		���� 5� ���
�� αi,j� μi,j �� Σi,j ��	 �
�
�����	 
		����	 / �
 j����

�����	
��� � p(Xi,)
Xi
) �� �� �
��������
�� μi,j �� Σi,j � �
����� 
�
����� / �


	��	�	������ $�$�$� �
 �	��������� ������������� ���
�� 	�������� #+�� �� ���� $&&,' "

p(Xi|)
Xi
) =

M∑
j=1

γi,jN
(
Xi

∣∣β0i,j + βi,j
�)
Xi

, σi,j
2
)
, #$�%%'
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γi,j =
αi,jN (��Xi

|μi,j2,Σi,j2,2)∑M
l=1 αi,lN (��Xi

|μi,l2,Σi,l2,2)

β0i,j = μi,j1 − Σi,j1,2Σi,j2,2
−1μi,j2

βi,j
� = Σi,j1,2Σi,j2,2

−1

σi,j
2 = Σi,j1,1 − Σi,j1,2Σi,j2,2

−1Σi,j2,1 .

�	
�	�

p(Xi|��Xi
) �� ���� ����������� ��� �� ���� ������� � ������ �������� �����

���� ����� � ��� ����� � ����������  � p(Xi,��Xi
)


! ����  � ���� ���� ���������� ��� "�����#��� ��" ������ � �������

�������� �$�� ����� %�� � ������������� ���������
 ���� �� ���� �� �����"

�������� & ������� ��%���' ���� ��(����� � ����� ��" ���#��" � )������ *����

�	+���


����� ������	
���� ��� ������	���

! �$������ �� �����" �������� ��������' �� ���,�� �� ���� ������� �������

���� ������� �� ��������� �$�� ����� ������� & ������� �������� �� ���

�� ��"���� � #����������
 -� ������ �$�� .� � ������ ������' �� ����

#���������� � �������� � �� ��� ������  � ���� �$� ������ �	
/�
 0�"��

���� �� ����#���������� �� ����� ������� �#��� ���� & ��"����� �������

������ �� ����#���������� � �,� � ����� � ������ �����������
 1���

���� �� ������ �������� ��������' �$������, ������ � ������� �$����� & �����

�� ��������� � p(Xi,��Xi
)' ���� & � ������ �� ��������� � p(Xi|��Xi

)


*��������  � ���� ���,������ ����� �� ��������� �� ��"���� � #����

������� �$�� ����� � ������ ������� & ������ �$�� ����� � ������

X = {x1, . . . , xN} � �������� d
 ���� �� ����� � ��������� θ �����' ��

����#���������� �$"���� �

�(θ|X ) =
N∑

m=1

log

(
M∑
j=1

αjN (xm|μj,Σj)

)
. �	
���

2� ������ �� �������,� �$�� ���� ���� ����, ��� � ����#� �� ��������

������� � �� �������
 ��� ����� ���' �� �$�#�� �������� � ������� & �� ��,�

�� �� ���� ���,���� ���


3�������� ��� 4����� �� ��� ��5//�' �$�������,� ����������"��������� �-0�

���� �$����� �������#��� �� ��������� �� ��"���� � #���������� �$��
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�������	��
� �
��	� ��� �
����� 
�������� X �
�� ���
�������� ����� ����
�� �	��

�
�� ����������� ��	� �������� �� �
����� �
� 
�������� Y ��� 	� (X ,Y) �
�����	�

��� �
����� �
�������� �� ������� �� ���������� ������	� θ0� �����
������ �� 
�����

 ���	� �������
� k� ��	� ������ �	��������� !

" ������� ����������� #�$� 
% ��� ����	��� ����������� �� �� �
���������������

��� �
����� �
������� �
���� ���	 ��� �
����� 
�������� �� ��� ����������

θk−1 ������� �
�� �� ���������
� ���������� !

Q(θ|θk−1) = E[�(θ|X ,Y)|X , θk−1] ; #&�'($

" ������� �� ����������
� #�$� 
% �
�� ������� ��� ���������� θk 	� �����

������ ����� ��������� !

θk = argmax
θ

Q(θ|θk−1) . #&�')$

�
��� �� �
������ *������� �� ��� #'+��$� ���	� �������
� �	������ �� �
��

������������� ,	�	� �� 	� �������� �
������ ���� 	� �����	� �
����

*��� �� ��� ��	� �
���� �� ������� ��	������ �
	� �	��
�
�� 	� ��� �
��

���� X �
�� ���
������� �� 	��� ������ 	� �������� �� �
����� �
� 
��������

Y = {y1, . . . , yN} ��� 	� ym ����	� 	���� �
��
����� � ������ ��
��������
� xm�

-� �
��������������� ��� �
����� �
������� ������� ��
�� !

�(θ|X ,Y) =
N∑

m=1

log p(xm, ym|θ)

=
N∑

m=1

log(p(xm|ym, θ)p(ym|θ))

=
N∑

m=1

log(αymN (xm|μym ,Σym)) ,

������

�� 	�
� ������� ���� �������� �� ������� ��������
�� ���	�� �� ��
����� �� ��

���� 	����� �������� �� 	�������� �
 �����
� �� ������������ �
 ������

�� ����� �  �
��� ! ������ �� ���� ����"�� #$� % �"��
� ��������� k� �����	� #

������� ! ����
��� �� 	���������� � 	�������� &

p(j|xm, θk−1) =
αk−1
j N (

xm
∣∣μk−1

j ,Σk−1
j

)
∑M

l=1 α
k−1
l N (

xm
∣∣μk−1

l ,Σk−1
l

) . ����'�



�� �������� 	
 ������ ���������

��� ����	
���� ��� ������ 	�� � ���� ���� �� ������� � ����	��� ����� �

αk
j =

1

N

N∑
m=1

p(j|xm, θk−1)

μk
j =

∑N
m=1 p(j|xm, θk−1)xm∑N
m=1 p(j|xm, θk−1)

Σk
j =

∑N
m=1 p(j|xm, θk−1)

(
xm − μk

j

)(
xm − μk

j

)�∑N
m=1 p(j|xm, θk−1)

.

������

 � !���� �� �� ���������� �� ����"����#	� $�� �� ���� ����%�� &���� !�	������

�� ������� � � ���� ���� �� &�� �� 	����!� �� !�%����!� ���� %��� '���� �� ��"(

%�����	)��!� ��%��� ����� �*��� ���%�&��� � ���+� ���	����� �� ����"����#	�

�� �� �������� �� �������������"�� ,� �-�� �� ���)�
	�� ������ . ��"������� /�

���� +��� �%��� � ���!���� � �� ��"���������� )�-����� �� 	��
��� 0����
�

�� ��	��!#� �� 1�	���� �� 2���� ����3�� !���� ��"���������� !������ � ��	���!��

������	���� �� 	�4�	�	 �� %�����	)��!� ��� !���� �� 	�4�	�	 � ����������� �

	�4�	���� �� ��"(%�����	)��!� �������� �

��(θ|X ) = �(θ|X ) +
M∑
j=1

log
(
det(Σj)

− 1
2 e−

λ
2
��(Σj

−1)
)
, ������

�5 λ ��� � ����	
��� ��*� �4����	�����	�� �� ��
(
Σj

−1
)
����"� �� ���!� �� Σj

−1�

������� $ �� ����"����#	� $� ��	���� �!#�"��� 0�� ������� �� ����� ������	����

��� 	����!�� �� !�%����!�� ��� ��"
��	�� 	���*�� �

Σk
j =

∑N
m=1 p(j|xm, θk−1)

(
xm − μk

j

)(
xm − μk

j

)�
+ λId∑N

m=1 p(j|xm, θk−1) + 1
, ����6�

�5 Id �� 	����!� ������� ������� d�  ���� ��� ���	��� ���"���4 ��� 	����!�� ��

!�%����!� ��� )���� �7�������	��� �	�+!#�� !�� ����
��� �� ����� %��� '���

�� ���%��� ���� ��� ���&��� �� ��"�������� $ ��#��� �� !� �-�� �� ��������� ���

����	����� �)����� ��� ��	������� � !����� �� 	�4�	�	 �� %�����	)��!� �8����-

�� 9�7���-� �66:��

0� ��� �� 7�!����� ���	���	������ �� ��� �%���"�� ��� ������� � �������� ��(

���!#�� ������ &�� ��� 	��#���� �� "������ �;� �� <����� ���3�� ����"����#	� $� ��

��%
�� �����!���
��	�� �����!��7� ,���� "������	�� ��� !���� 	��#��� &�� �������

��� ��"����#	�� ������������"� ��� ����	
���� ��� ������4 )�-����� � 	���"��

"������� �0�%��� �� ������ �666 = >� �� ���� �663 = ,����� �� >���� �66� = ?�
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 �������� � �������� ��	����� ��

�� ���� ���� � ��	� ��
��� ��� �� ��������	��� �� ������	��� ��������� ���� ������

���� ��� ����������� �� ������� �� ������ ���� !"��� �� #������ 
��$ � %&������ �� ����

���
�� ����� �� '���� !����� 	�������� ��� �(����� ��� ������ k�� ) �	��������	����

��	� ���	��� �� ��*� �� �&�+	� ���������� ,��������� ���-������ �� ����� ���&���

�����.� �� ������������� ����+	� �� ������ �� ���������� �	 ����� !'����� 
�����

���� ����&�� �� ������������ ��� ������� 	������ ��� ,������ �� /��� !���$� �� ���

�0�� ���	��	� ��	� ������� ��������� �� �������� ��	� ������ ����� �� ���������

!/��� �� ���� ���1�� ��� ��� �����	( �� /	� �� ��� !���2�� 	�� ���	����� �� �� ���

������� ��� ������� ��� ������ ������������� ) ���� ����&�� 3' ��� �� ����� ��	��

����4�� �� ����������� ������������

����� �����	
�����
�� ������������

���� �� ������������� � ��� �����0���� ��	� �����	 ��4����� ) ����� ��  �	��

������ ��������&� ������+	� �������� ) ������� ��� �����0���� �� �&�+	� �������	����

5����� ������ p(Xi,6�Xi
)� �	�� ) �� ���	��� ��	( �� �� �������	���� ��������������

�������� p(Xi|6�Xi
)� 7� �� ��� ����������� ���	�� �� ���� ����&�� 3' ��(������� ���

�������� �(θXi,��Xi
|X ) !�	 ��(θXi,��Xi

|X ) �� ��� �� �� 	���������� ��4��������� �����

�� ��(������� ��� �������������� �(θXi|��Xi
|X )� 3� �8��� ����� ����� �� 9����� ����

��� ��  ������� �� ���������� �������� �� �� �� �������������� 5����� !�������

�� ���� 
�11� :

Δ
(
θkXi,��Xi

, θk−1
Xi,��Xi

)
= �

(
θkXi,��Xi

∣∣X )− �
(
θk−1
Xi,��Xi

∣∣X )
≥ Q

(
θkXi,��Xi

|θk−1
Xi,��Xi

)−Q
(
θk−1
Xi,��Xi

|θk−1
Xi,��Xi

)
≥ 0 .

!���
�

3��� �� ������ ��� �� ������&� �����	��� �� ��������� �� �� �� �������������� ������

��������� :

Δ
(
θkXi|��Xi

, θk−1
Xi|��Xi

)
=

N∑
m=1

log
p
(
xm
i , ��

m
Xi
|θkXi,��Xi

)
p
(
��mXi

|θk��Xi

) −
N∑

m=1

log
p
(
xm
i , ��

m
Xi
|θk−1

Xi,��Xi

)
p
(
��mXi

|θk−1
��Xi

)
= Δ

(
θkXi,��Xi

, θk−1
Xi,��Xi

)−Δ
(
θk��Xi

, θk−1
��Xi

)
≥ −Δ

(
θk��Xi

, θk−1
��Xi

)
.

!�����

3� ��� �� ��(��������� �� �� �� �������������� 5����� ���������� 	� ������������

����� 	� ������ �����	��� ) �� �;�� �����	�����
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�!��� �����

� $���
� ��������� % 
!��������� �� �	���� ��������� �� 
!�
�����	�� ��#

�� ��� �������� ���������$
����� 
�� ����� �� ��
��
"

&�  ��
# 
!������	� �
������� �� ������������ �� 
� 
����������$
���� '�����

������� 
� ��
����� 
� �
�� ����
� �� 
� ����� ��(����� % ������ �� )����" *���


�� ������� �� +� �� ��� ��,,-�# �

� �� ���.
� ��.� �� ������ /��� �
�� ������ ���


� ���	��� �� 0����� �� 0���$� ��,,��# ���� �� ���������� ��� ����
���� ����
�����"

������������� % ����� �����.��# �

� �� �������� ����� �'�������� ������� ���� ���

������ 
� ����������� �� 
!�
�����	��"

1
 �������� ��������� �� �!������� ��� 
!�
�����	�� �� �� ������� ��� 
� 
���

�������$
���� �����������

�" �� �2��# �� ��� 
!�$����� �� ��������� �� ����� ����

��.��# �
 ��� �����$
� ��� �
(
θk���Xi|��Xi

∣∣X )
���� �
�� /��$
� ��� �

(
θ0Xi|��Xi

∣∣X )
# ������

���� 
������ θ0Xi|��Xi
��� ��'% ���� �!��� ���������� ������������" 3��� ��� �� ����

$
.�� ���������� ��
��������� ��������# �
 ���� 4��� ���'������$
� % 
!���������

���� �� 
� 
����������$
���� �� ������ $�5�����" 6� ��5�� ����
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��� �����	� 	
�	������� �� �������� �� ����� �� ��� ������� ��	�� ���� 	� �����

�� 	
������������ �� ������ �� ���� ! ��	����� �������� �� "�� �� ��� ����#�$

"�������� %�� ���� ��������� �&��� ��� ���������� �� �����'���� (αj, μj,Σj)

�� ���� ����������� �� �����'���� ��������� (αj1 , μj1 ,Σj1) �� (αj2 , μj2 ,Σj2)$ (���

�� ��� ������ ������������ �
���	��� 	�� ���&���� �����'���� �� 	� ���'�� ��)

&���� *

αj1 = αj2 =
αj

2

μj1 = μj + ε1

μj2 = μj + ε2

Σj1 = Σj2 = det(Σj)
1
d Id ,

��$���

�+ ε1 �� ε2 ���� �� ������ ������������ �	������� ���������� �� ������� 	�� ����

����������� ������$ " ����� ���	����� ������� 	� ��,�� ����&�� ��� ���&�		��

������� �� ��&������� �		� �� ������&� ��� 	
��������� �� 	� ������ �
�����

������ �� ���� �����$ -��� ��		�� �� ����	'��� ���� ���&��� ���	����� ���	���

	�� ������� ��� *

Σj1 = Σj2 = Σj . ��$���

"�������� ! ������� %�� ���� ��������� �������� ���� ����������� �� ��)

���'���� ��������� (αj1 , μj1 ,Σj1) �� (αj2 , μj2 ,Σj2)$ .
���'� (��� �� ��� ������� 	��

�����'���� �� 	� ���&�		� ���������� ��&��� /��� ���	��� ����� ��� *

αj = αj1 + αj2

μj =
αj1μj1 + αj2μj2

αj

Σj =
αj1Σj1 + αj2Σj2

αj

.

��$�0�

1�������� ����� �� ��� ������ ��������� ��� ����� ���	����� �� 	� ������ ��

��&������ *

Σj =
αj1

(
Σj1 + μj1μj1

�)+ αj2

(
Σj2 + μj2μj2

�)
αj

− μjμj
� , ��$�#�

	�%��		� ������ �� ������� %�� *

αjN (x|μj,Σj) = αj1N (x|μj1 ,Σj1) + αj2N (x|μj2 ,Σj2) . ��$�2�

3��'� 	
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��� ����� �� ������������ 	
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�� �	���%�� ��� �� �� 4�&�� �,� �� �������� 	�� �����'���� �� ���'	� �� ��	����
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��������	 
��� �� ��� ���� �������� �� ���� ���� ������������� �������� � ���������

���������� ��� ���������� �� ��� ����������� ������	 ����� ����� ��� �������� �

����� � ������������  ! ������� ����� ��� "�� �� ��� #$%%%&	 ' ������ ��������� k

� ��� ����������� ����� ��� ���������� �� ��������� ����������� ���� ��� � ����	

()� � ��������� �� ��������� ���� ��� ����������� ����������� ��� ������������ �

���������� ��������� ���� � �������  #���� ���������� #$	*+&& �� ��������� ���������

���� u ∈ {1, 2} ,

p(ju|xm, θk−1) =
αk−1
ju

N (
xm

∣∣μk−1
ju

,Σk−1
ju

)
∑2

l=1 α
k−1
jl

N (
xm

∣∣μk−1
jl

,Σk−1
jl

) p(j|xm, θ∗) , #$	$-&

�. θ∗ ������ ��� ���������� � ����� ����� �� �������	 ����� ���)������ �

�������  ������ � �������� ��� ,

p(j1|xm, θk−1) + p(j2|xm, θk−1) = p(j|xm, θ∗) . #$	$/&


��� �� ��� ���� 0������ �� ���� �� 1���� � ������������  ! ������� ����� ���

����������� ��� �� ������ �. ���������������� �������� ��� 2���� �� ��� #$%%3& #��

�)������� ��� �������� ����� ��� ���������� #$	$4&& �������� ��� �� �������� �

�� �������� ����������	

5��� �� ����� � ������� �������� � M ������������ �� ������ M ������������

� ������� �� M(M−1)
2

������������ � 0�����	 
�� ����� �� �������� ��� � ������ ���6

���� ������������ ����������� �� ���� ����������	 "�� �������� �������� �������� �

������ ���������� �� �������� �� �� 0������ ���������� ���� � ������� ����������� ���

�������� �� ������� � ���������	 ��������� �������� ���������� �� M(M+1)
2

�����6

����� ���� �������� ��7���� �� M ��� �����	 ()� � ������� �� ������ � ������ �� ���

�������� � �)��� ��� �������� ������ � �������� ���������� �������� ����������6

���� ��� �������� �� ��� 0������ ��������	 8� �������� ��� � ������ ���������� ��

�������� ������� �� �� �������� 0����� � ��� ������������ ���� � ������� �� ���������

�� ��� ����������	 9� ����� ������� �������� �� ������� � ���������� ����� ��� ��6

�������� ���� ��� � ���� �� ������������ �� ��������	 
��� �� ��� ���������� �� ����

�������� ��� �������� ���� �� ������� ������� �� �� ������� 0������ �� ����� �

�����	 9� ���� ���� c ∈ {1, . . . , C���} #C��� ����� �� ��������� �)�� �����������6

������&� �� �� c6��� ������� �� �� c6��� 0����� ������������ �� ������� � ����������

����� ������������ �� ������� �� ���������� ��� ���������� �������	 
� ����� ��������

�� ������ ����������� ������� ��� ������ � 2C���	

"�� �� ��� #$%%%& �)������� ��� �������� ���������� � ������� ��������������

��� �������� �� ��� 0������ ��������	 8� ������� � ������� ������� ��� �� ���������
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J���(j|θ) =
∫

fj(x|θ) log fj(x|θ)
N (x|μj,Σj)

dx , ������

�
� ���������� �� �������� ����� �� j���� ���������� �
 ������ �� ������� ��
�����

�� �� ������� ������ ��� ������� �
��
� �� ����� ���������� 

fj(x|θ) =
∑N

m=1 δ(x− xm)p(j|xm, θ)∑N
m=1 p(j|xm, θ)

, ���� �

δ ����� �� !������� ����� �� "����� #�
� J���(j|θ) ��� ���$�% ��
� ����� ������� ������

��� ��� ������� ��� �� j���� ���������� �� ��
� ����� �������� ��� ���� 
�� �����

��������� & �� ��$������

'� ������� �� !
���� 
������ ��� (��� �� ��� ������ ��� ��)�� �� �� ������� �
�$���� 

J���(j1, j2|θ) = pj1(θ)
�pj2(θ)

‖pj1(θ)‖‖pj2(θ)‖
, ������

�* pj1(θ) = (p(j1|x1, θ), . . . , p(j1|xN , θ))
�% pj2(θ) = (p(j2|x1, θ), . . . , p(j2|xN , θ))

�% ��

������ �
���������� ��������$�� ‖pj1(θ)‖ �� ‖pj2(θ)‖� #�
� J���(j1, j2|θ) ��� ���$�% ��
�
��� ������������ � ���������� ��� j1���� �� j2���� ����������� ���� ���������� �� ��
�

��� ��������� ���� ���� �� ������ ���������� & �� !
�����

'+�������,�� -. �� ��$������!
���� �������� ���� ����� ��
��������� ��� ������

���� �+�������,�� �� % �� ������ S(θ|X ) �� ������� �� ��������� �
 ������ & ��/�������

0� �� ������
/ �������� ���� �������� ���� �� ��������
�� �1���2��$2 �� 3�$��4��%

�� 5�% �� ��
� 
������ ��� �� ������� �+��!�������� ��6����� �789�� #������ ��� 0�,:��;

� <=>�% �� 789 ���������� 
� ��� ��������� ����� �� �
����� �+�?
������� �
 ������

�� �� ������/��� �� ���
����� 8� �+�/����� ����� 
�� !������� �� �� ����$������������%

& ���
���� �+�?�
�� 
� ����� �� �������� 

789(θ|X ) = �(θ|X )− logN

2
dim(θ) , ������

�* dim(θ) ��� �� ������ �� ���������� ������ �
 ������� 9� ������� ��� ��
�������


������ ��
� �+������������ ��� ������� �� �������� ��
������% ��������� ���� ��

����� ��� �����
/ ��6������ �"�$��� �� .����% ���� @ 	� �� ���% ���< @ '�
% �� ���

"��� ��� ���$�
/ �� '�
 ��� ��% �� �� ��$��� ��
� ������ �
� �� ����$������������

�� �� ������� �+��!�������� �+A����� �A89� ��
� ���������� �� ������ ����
�� ��

������������ -� ��� �� ���
���������� ��6������� �
 ������% �� ����$������������

�
 ������� ����� ��� ��������� ��� �� ����$������������ ��������� �/�������� ����

�+��
����� ��� <� �B����6 �� C�!���6% ���=� 

789�(θ|X ) = ��(θ|X )− logN

2
dim(θ) . ������
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����� � ��� ��������� ���� �
���� �� � ���	� 	�������

������ � X
θ0

C���

�� θ∗∗ ← � ������
� �� ����	
����� �� ������!�� " ����� �� θ0

�� �������

�� θ∗ ← θ∗∗

�� M ← �
���� �� �
��
����� �� θ∗

�� (j1, . . . , jM) ← ��������� ��� �
��
����� �� θ∗ ���
� J���
�� 	
 M ≥ 2 ���	

��

({
j11 , j

1
2

}
, . . . ,

{
j
M(M−1)/2
1 , j

M(M−1)/2
2

}) ← ��������� ��� ������ �� �
��
�
����� �� θ∗ ���
� J��	

	� c ← 0

� ���� ��� θ∗∗ = θ∗ � c < C��� ��
��

��� c ← c+ 1
��� 	
 c ≤ M ���	

��� θ∗∗∗ ← ����������
� �� �� ������
� �� �� jc���� �
��
���� �� θ∗

��� θ∗∗∗ ← � ������
� �� ����	
����� �� ������ ��� ��� �
������� �
��
�
����� " ����� �� θ∗∗∗

��� θ∗∗∗ ← � ������
� �� ����	
����� �� ������!�� " ����� �� θ∗∗∗

��� 	
 S(θ∗∗∗|X ) > S(θ∗∗|X ) ���	
��� θ∗∗ ← θ∗∗∗

��� 	
 c ≤ M(M−1)
2

���	

�	� θ∗∗∗ ← ����������
� �� �� ����
� ��� jc1���� � jc2���� �
��
����� �� θ∗

�
� θ∗∗∗ ← � ������
� �� ����	
����� �� ������!�� " ����� �� θ∗∗∗

��� 	
 S(θ∗∗∗|X ) > S(θ∗∗|X ) ���	
��� θ∗∗ ← θ∗∗∗

��� ��	���� θ∗∗ = θ∗

��� �������� θ∗
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������ ������������	� ���� �
���� ��

� ���	� 	������� ������ ��� ����	
����� �� �� ������
������
� &C��� = 3'� (���

�� �)�����* ��� �
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�� �
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�� ��
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��� �
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��� �!����� �#���� ������$����	 ���	�� ������ �� �!���� $� !���	� %����� ���&� ���

���������� �� '() �� ��� ������$����	� ���	���� �� ��� *��� ��������+ �� �����		�� ��

��	���� ���$��� �	 �#���#�	� � �������� ���������	� �� '() �� �!���� $� !���	� )�

���	��� ������ �� �*�� ����!�! ��	����	���� ��� �� ���
�������$��	��� � ������

�� ������! � �� �!������� �	 �	� ����� �� ������ �����+ ,

'()(Θ|X ) = �(Θ|X )− logN

2
dim(Θ)

=
n∑

i=1

�
(
θXi|��Xi

∣∣X )− logN

2

n∑
i=1

dim
(
θXi|��Xi

)

=
n∑

i=1

'()
(
θXi|��Xi

∣∣X )
.
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10 �� �������	
�����	� �� ���2� �	�!�����	� ���������� �� '() �� �� ������$����	 ��	��


���		���� ������ ����� ������� �� �!������	� ���&� ��� �� '() �� �� ������$����	 ���	��

������� 3	� ���������	 �� ��� ���+ �������� ��� �!����!� �� ����� �� ���+!����	��


���	 �� �#����� ��

��� ������	
���� �� �� �	���	���

����� ����	�
�� �� ������� ������������
�

"�	� ��� ������	� �!�!��	���� 	��� ���	� ��	���!�! ��� �� ��������� ���#����

�� �!���� $� !���	 !���� �!�� ��		��� 4 �!��	�� 	��� 	��� �	�!�����	� ��� �!��


������	� ��+ �������#��� �������	� �� �!�����	�� ������ ��������� ���!��	�� ��

����+ 	���� ��$����� 5�� ����#�� �+����	��� ����	� *��� �����!�� �	 ����� ���!


������ , ��� �!�#���� �� ���#���#� ���� ��	����	���� ��� �!�#���� ������������	 ��

����� �� ��� �!�#���� # $����� -��6� �� ���� �788 9 :��$����� �78�/�

3	� ������� ���!����� �� �!�#���� �������� �����	������� �� �� ��������� � �	

��$���� �� ���#���#� ���� ��	����	���� )�� ���	����� ��	�����	� � ���	����� ��� �	�!


�	��	��� ��	�����		����� �	��� ��� �����$��� �� �� $���� �� ����� ������������� ��� �

��	������� �� ��������� �� �!���� $� !���	 ����	 ��� �	�!�	��	���� 5�� �������#���



���� ������	
����� � �� �	���	��� ��

��� ���� �����	
��� ���������� ��	����
��� �� �	��	�
�� 
�����
�� ���� ���	�� ��

���	� ������ ��	����
��� �� ��
����� �� ��� �� ����
��� ����� �� ������ ��	���!

�
��� �� �����!��	�" ���� ���
���� �� ���� ���#�$ %�
�������
��� �� ��� 	��������

��� &������� �� '��� �	� 
�������
� �� '����
�� �()���
' �*��
�
��$ +���
� ���� �,�	�
��

������ ����
����� �� �	 -	(
�
�� ��� ����� ��
�������	��� ��	�
��� �.�	(���
� /0�#�$

1�� ������� �	�����
� �� ������� 	��

�� ��	������
��	�� �� �	 ��������� 2 ��

���(�3� �����

�	�
��$ ��� ������� ����
����� 2 ��-�
� ��� '����
�� �� �����

��	�
��
&����� ����
����� �� 2 ���������� �	 ��������� &�
 	*

�� ����� ����
3��$

4� ��	�
&��� �� ����� ���
�
 ��
� 5��� ���	����� �������	(�� 	-� �� ��	
��� ��	&��

��������� ���	�� ������!2!�
�� ��� �	�
	(�� �� ��� �	������ �� 	�
3�� 
�������	���$

1� 	���6� ��� ������ ������	�� ����� �����
��� ���� 5��� ������ �	�� ������	��

�� 7	8 �� ��� �/0���$ %�
�������
��� �� ��� 	�������� ��� &�� �	 ��������� �� �	

��������� ���
	�� ������ �� ���(�3� 7�!������ ���
�"��
��� ���9�$ .�����

������(�� ��� ���������� ����
(��� ��� ������� 
���	�
�	(�� �� �� ���� �	
����	(���

���: �	 ������
�� �� ������
� 2 ��� ����
��
&���$ �� ��� �	� �*���� ����
(�� �� �

���

�	 ��������� 2 �����	�� ��� 	�(��� �� �����
�	�� ��	�(�� �� ����������� ���
	�

����; �� %
�� ��9<�� ���������� ��� �	�
	(��� 	-� �� ����
�� �� ��(�� ��	��� �	��
!

�	�� ������� �� =���"��
��� ���/� �� ������ �� �������� 2 ��� ��������� ���������

�	�� �����	�� ��� ����	�* (	 ��
��� �=��"��	� �� ���� ���>�$

1�� ���
�
3� �	�����
� �� ������� ��	������
��	�� �� �	 ��������� ��(
�� ���

	����
���� (	��� ��� �� ����� 	��� ��� 	����
���� �� ��������� ���� �����	
����$

��� ������� � (�
��� ��������� �� ���-��� ��� 	�	��	��� ��� ���* � ��� ��	�!

������ �7	8 �� ���� /0��� �� ���� �	��
���
3����� 	�	����� 	�* )��* �� �������

������	�� �� ��	�� ��(�� �� �	�
	(��� �.�	(���
� /0�#�$ ������� �	� ?�
��	�

�� ��� ������� ��	����
��� @ ��	��� �	��
�	�� A ���� ����
��� 2 ������
���� ��� �	!

����� �� ��	&�� �	�
	(�� 2 �� ����!����(�� �

�� �� �	��
�	�� ������
����� �����

��� ������ �� ������	���� ��
� 2 	�������� �	 ��������� �� ����	� (	 ��
�� �� ��!

�	�� ����� �� ��� �����	
����$ %��� �� ��
���	�
�� ��
�	���� �	 ��������� 	���
�� ���

��
�
��� ���� ������
����� �� �����	�* ����!����(��� �� �	����� �	��
�	��� �� 	
��


�� ��
�� )��&��2 �	 ����������� �� �����$ ����� ������ ��� ���	��� 	���
&���

�	�� ����
���� ��	�	�* ��� ��� ����	�* (	 ��
��� 2 ��	���� �	���
��� ��	��	�� ��

����� /00< B C� �� ���� /00��$ %�	����
��� @ D	*!D
� =
��!��
(
�� A �DD=�� ��

.�		��
��� �� ��� �/009� 	����� �� ��
��
�� �

�	
�� �� ������
���	�� ��� �����!

���� ��� ��
����� 2 ��	
�� ���� 	����
��� �� ��������� ���	��� ��
� �� ��
���	�� ���

	��� 2 ��	
�� ����� ��������� �� ��������� ���������$



�� �������� 	
 ������ ���������

����� �����	
�� ����	� �	 ��������� ����	����

��� ���	
��� ������������� �� � ��������� ��� �
�� �
�� �������� �������

������� �
�� ������������� ����� ��� ��� �
������ �� �
��� �� ������� �� �	�

����� � � �
�������� ������� �
�� �� �!�� ����
������ ��� �
��� ���
�	� ��

�
�������
�� "��� ��� ����� �
�������� �
�� ����#���� �
�� ���������� ������

������ � ��������� �� ����� �$����� ���� ������ ����
��� �� ������� �������

�� ���	���	� �� �������
���� �� �
����������� ��������� �� ������ ������� �
��

�	��� ������� %
��� �
����� �
����� �������� ���������� ��� � �
��������
� ��

�
�&�� ��� ������� �
�� ���������� �� '
����
� ��� �����
�� �� ������� �����

��� ��������

� �������
� ������� ��� ��� ������� ���� (��� �
������� �� ��� ���	
��

�������� ��
��������
� �� ��
��� )�� �
��� ����� �
�� ������
�� �� ��
���	��

�� ���	���	� ��
��
��� �
�� �	��� ������
� �
������ � ����
��� �� �
������ �� �

��������� �
����� �
�� �
���� *�� ����� 
�����
� �� ���� �� �� �������+ 
� �������

�� �� ������� ��
�����
� ������� ��� ����� ��� ��&� ���������
� ��� ���&���� 

������� � '
����
� �� ��
�� *� ��
������ ���� �������� ������� �� ��� �� ��
��

�� ������ ���� (��� ����
��+� ,� ��
��� ��� ��� ����&��� �� �������
� ���������

��� � �
��������
� -���� �
�� �	
�����
�� �� �������� �� ".% �
�� �� ����� ��

������� ������ �� ����������� ��� ���������� �
��� �
������� �� �
�� � ��
������ ��

���
��
����
� *�
�� �������
� *-���++ ������ ��
�������� �	��� ��������� �
���

�� ���&�� ������������ %�� ��
���	�� ������������� �� � ��������� ��� ������

��� ����
���	�� -�- �� �
��� E� ���������� ��� ��� ��������

.� ��� ���
���� �� �
������� ��� � ������ �� ������ �
�� ������ �� ��

��
���	�� �� ���	���	� ��
��
��� ������ �� � ��������� �� ����� �� ����� �$��

����� /0� �� ��� *-�11+ ���������� �� ������ �
���� �� ���	
��� ���������

������
��� ��� �	���� ���������� �� ������ ��
�� ��� ���� ���������� �

������� �� �
���������� %��
�� �� ������� ��� ����� �� ���$ �� 2��3
�� *-��4+ 

��� ��
�
���� ������������ � ��������� �� ������ �� ���
�������� ������ )��

��������������
� �� �	����� 4 �
�� ����
�� ���� ����������
�� ��5������� 6 �����

�� �� ���	� ���� �� ����� �� �� ���	� �
������ �
�� ��� ��� ��������

��� ������	
���� �� ��� �� ������� 
�������	��

��� ���	
��� ������������� ��������� ��� ��� �����
�� ����������� ����������

����������
� ���� ��� �� �
����� �
������ �� ��� �� �
�������� ������
�� ����



���� ������	
����� �� �� �� ������� 
������	�� ��

��������	
 ��� � ����	
����	 �	 �� �������	 �	� �	 ��������	� ���
 ��	��
�����	
 ��� �	��	���	 ������

	 ���� �� ��	����
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������ � X
G0 = (V,E0)� � E0 =

⋃n
i=1 E

0
Xi|��Xi

Θ0 =
{
θ0X1|��X1

, . . . , θ0Xn|��Xn

}
E� =

⋃n
i=1 E

�

Xi|��Xi

�� �	
� i = 1, . . . , n ����

�� E∗∗
Xi|��Xi

← E0
Xi|��Xi

�� θ∗∗Xi|��Xi
← θ0Xi|��Xi

�� �������

�� E∗
Xi|��Xi

← E∗∗
Xi|��Xi

�� θ∗Xi|��Xi
← θ∗∗Xi|��Xi

�� �	
� ����
� u ∈ E�

Xi|��Xi
\E∗

Xi|��Xi
����

	� � ���!��� �	 u 
	 ���� �� �	 ������� ��	��

� E∗∗∗

Xi|��Xi
← E∗

Xi|��Xi
∪ {u}

��� θ∗∗∗Xi|��Xi
← 	�������
 �	 ��������	 �	 p(Xi|"�Xi

) 	��
 E∗∗∗
Xi|��Xi

��� � #$%
(
θ∗∗∗Xi|��Xi

∣∣X )
> #$%

(
θ∗∗Xi|��Xi

∣∣X )
��	��

��� E∗∗
Xi|��Xi

← E∗∗∗
Xi|��Xi

��� θ∗∗Xi|��Xi
← θ∗∗∗Xi|��Xi

��� �	
� ����
� u ∈ E∗
Xi|��Xi

����

��� E∗∗∗
Xi|��Xi

← E∗
Xi|��Xi

\{u}
��� θ∗∗∗Xi|��Xi

← 	�������
 �	 ��������	 �	 p(Xi|"�Xi
) 	��
 E∗∗∗

Xi|��Xi

��� � #$%
(
θ∗∗∗Xi|��Xi

∣∣X )
> #$%

(
θ∗∗Xi|��Xi

∣∣X )
��	��

�	� E∗∗
Xi|��Xi

← E∗∗∗
Xi|��Xi

�
� θ∗∗Xi|��Xi
← θ∗∗∗Xi|��Xi

��� �
��
�� θ∗∗Xi|��Xi
= θ∗Xi|��Xi

��� E∗ ← ⋃n
i=1 E

∗
Xi|��Xi

��� G∗ ← (V,E∗)
��� Θ∗ ← {

θ∗X1|��X1
, . . . , θ∗Xn|��Xn

}
��� ���	
���� (G∗,Θ∗)
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��	� �������� Θ0 �� 	���� ��'�����

�$�!�� ���	����� k ������ 1 �������	 )����� �. 7

Q(Θ|Θk−1) = E[�(Θ|X ,Y)|X ,Θk−1] , )��68.

��� 1 
���	� 1 2��	 �� ��	�
��	� )����� �. 7

Θk = argmax
Θ

Q(Θ|Θk−1) . )��6-.
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� G0 �� �� ���������	 ����" Θ0 �� ��	���  �)�	���

!��&�� ������� k !��		�� ( .

/ !�
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��	�����!� �� 012 ��	 ������	 !���
���	 ( ����� ��	 ������	 � 	��-

'��	� �� 
� 	���!���� Gk−1 �� ��	 ���������	 Θk−1 �	���	 
��	 �� 
��������

���!������ ������ �� .

Q���(G,Θ|Gk−1,Θk−1) = E[�(G,Θ|X ,Y)|X , Gk−1,Θk−1]− logN

2
dim(G,Θ) ;
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�	 ���������	 &� ��"�	��� !���� �	�����!�

������ �� .

(Gk,Θk) = argmax
G,Θ

Q���(G,Θ|Gk−1,Θk−1) . �3$���
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Θ0
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� k = 1, 2, . . . !�	"��� ����������� ����

�� Θk−1,0 ← Θk−1

�� �	
� k′ = 1, 2, . . . !�	"��� ����������� ����

�� Ŷ ← E[Y|X , Gk−1,Θk−1,k′−1]
�� Θk−1,k′ ← �	�
��
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���� �� ��		
"�� � ���
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�� ������� �

)��� 	 � ��1�
�
�� ������ �� ������ $�22�%# �� ��	�� ���	
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p(X1) =
n∏

i=1

p
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X1

i

∣∣5X1
i

)
, $��62%

�7 5X1
i
⊂ X1 8

4 B→ �	� �� ��	�� ���	
�� � ���/ �	 �� ����	 $�9:;% �����	�����# ����

���� t ≥ 2# � ���	
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�� �� �	 �� ����	 t− 1 � �	 �� ����	 t# ���	�����
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=
T∏
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n∏
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p
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X t

i

∣∣��Xt
i
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�� ��#���� ���� ��	 $�	�%& ��''�� ��� ���(�� �	������ ����� �� ��#�)

��� �� 
��� ��� 	�����* 
�&����� �&�������� +������, ���� 	����� ��	 ��%&��)

�%-�� ��� �� �	������� 	��	����� ��� ��	.�(�� ���	�	� �� /	 0 �����1� ��� �	�(��*

�� 2���� ��''��, �� �		�(� ��3�	� ��"	��� 0 ��� �	������� ���	�	�� ���� ���(��, �)

������ ���� ����%���� �����	���� ��� ���� #�� 4# �� ��������	 ��(��
�����

��� �	�������, �� ��� �������	� ������	� �� ��#���� �� $�	�%& �� ��� ���� 1��	��

��� 	�����* 
�&����� �&������� ���	�	� r, ���	 ���� r ≥ 1�

5 	����� 
�&���� �&������ ���	�	� r ���� 3�	� ��#� ����� � (r+1))�����

(B1, . . . ,Br,B→) ��� ��� �

6 B1 ��� � 	����� 
�&���� 	��	������ �� ����	�
���� ������� p(X1) 7

6 �� r ≥ 2, ���	� ���	 ���� t ∈ {2, . . . , r}, Bt ��� � t89: 	��	������ ��
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���� �� �	������ ������� �

p(X t|X t−1, . . . , X1) =
n∏
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p
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X t

i

∣∣��Xt
i

)
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�� ��Xt
i
⊂ ⋃t

k=1 X
k 7

6 B→ ��� � (r + 1)89: 	��	������, ���	 ���� t > r, �� ����	�
���� ��

�	������ �

p(X t|X t−1, . . . , X t−r) =
n∏

i=1

p
(
X t

i

∣∣��Xt
i

)
, ������

�� ��Xt
i
⊂ ⋃t

k=t−r X
k�

�� ����	�
���� ����� ��	 �� ������� �� T ��� �� ����� ���
���� �� ���-	�

����1�� 0 ��������� ������� < ���	 ����� ��#���� ����(����� ���� 3�	� �	��(��



���� �����	
 �������� ������	�� ��

X1
1

X1
2

X1
3

X1
1

X1
2

X1
3

X2
1

X2
2

X2
3

Xt−2
1

Xt−2
2

Xt−2
3

Xt−1
1

Xt−1
2

Xt−1
3

Xt
1

Xt
2

Xt
3

X1 X1 X2 X t−2 X t−1 X t

B1 B2 B→
���

X1
1

X1
2

X1
3

X2
1

X2
2

X2
3

X3
1

X3
2

X3
3

X4
1

X4
2

X4
3

X5
1

X5
2

X5
3

X6
1

X6
2

X6
3

X1 X2 X3 X4 X5 X6

���

������ ��� � ��� ��	
��	 	 ���	�� ������	� ���
���	 ����	 �� ��� ������	
	��
� ���	�� ������	� ���
���	 ��� ��� ��� 	 �	
���

��� �� ����	 	 ����	��� ��� !�" �# �	� ���	��� ������	�� B1, . . . ,Br ���� ����	����

���� �� $��
	 ��� �����	 ���	�� ������	� ���
���	 ������� �	����	����� �� �����%

������ p(X1, . . . , Xr)�

&� 	�	
��	 	 ���	�� ������	� ���
���	 ����	 � 	�� ���� ��� �� '(��	 ����

)	 	���	� 	�� *���*������ ��� �	� ���	��� ������	�� �������� B1 	� B2 ����� ��	 ��� �	

���	�� ������	� 	 ���������� B→ �+��� �� '(��	 ������ ,� +	����� - ������	 . � 
�%

��	 �������	 ��	� �	 �/�	 *	����� 	 B→" ��� �� ����*���	 	�� ��������	 ��+������	
	��

0 ������ � �������
	 ��� 	 �	
�� �+��� �� '(��	 ������

1���	 �'������ 	� ���	��� ������	�� ���
���	� �	���	 ��� ����������	 ��	

�	 ���*	���� 
������ 	�� �����������	� 2���	
	�� ��" �� �� ����*���	 (�������	 ��

�	� ����
���	� 	� ������������ 	 ����������� �	 +���	�� �� *���� � �	
��� )	��	

��������	 	�� �	�	��	 ��� �� ������� 	� ���+��� 	� �	�
	� 	 �*���	 �	 
���	 0



�� �������� 	
 ������ ���������

������ �	
� ����� ��������� �� ���������� ��
������� �������� �
��
�� �	�����������

� ��� ��������� ��
� ��
���� �
�������� ��� ���
��
��� ����
����� ����� �� ���� ��� !

"������� �� #������$� ��%�&�

����� �����	
����� ��� ����
���

���� B = (B1, . . . ,Br,B→) 
� �����
 ��'����� �'���(
� �	����� r ���� ��
�

��
)������ ��������� ��� ��������� Θ = (Θ1, . . . ,Θr,Θ→)� *�
� ��������� ��
�

���� �	
� ������� �� ������� X ������ �� N��� ��(
����� �	������������ ��+

������� ������ (
� �� s+�� ��(
���� xs,1, . . . , xs,Ts �Ts > r& �����,� �������������

��� ����
�� �� X1, . . . , XTs � -� ���+������������ �� Θ �� �������� ����� .

�(Θ|X ) =

N���∑
s=1

log p(xs,1, . . . , xs,Ts |Θ)

=

N���∑
s=1

log p(xs,1|Θ) +

N���∑
s=1

r∑
t=2

log p(xs,t|xs,t−1, . . . , xs,1,Θ)

+

N���∑
s=1

Ts∑
t=r+1

log p(xs,t|xs,t−1, . . . , xs,t−r,Θ)

=
r∑

t=1

�(Θt|X ) + �(Θ→|X ) .

���/�&

0��� �� �������� ��� 1������ �� ��� �%  �& ��
� ��� �����
2 ��'������ �'��+

�(
�� �	����� %� ����� ��������� �� ������������ �� ���������� ���� �
2 ������

��
� ������� 0�2����� �� ���+������������ �� Θ �(
���
� ���� � �2����� ���

���+������������� �� Θ1, . . . ,Θr �� Θ→� 3� �	�
���� ������ �	������������� ��� ��+

������� �� B ������� � ��������� ������������ ��� ��������� �� B1, . . . ,Br ��

B→� -	������� �� ������� X ��� ����� ������ �� ����� (
� .

4 ��� N��� ������������ �
 ��� �� ���� % ���� 
�������� ��
� ������ Θ1 !

4 �� r ≥ 2� ����� ��
� ��
� t ∈ {2, . . . , r}� ��� N��� ��������� �� ���������� ���

��� �� ���� 1, . . . , t− 1 �
 ��� �� ���� t ���� 
�������� ��
� ������ Θt !

4 ��� N→ =
∑N���

s=1 (Ts − r) ��������� �� ���������� ��������� ���� 
�������� ��
�

������ Θ→�
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�� #$% �� ���	�� �������� &'	����� �� ���! (��)* +

#$%(G,Θ|X ) =
r∑

t=1

#$%(Gt,Θt|X ) + #$%(G→,Θ→|X ) , &,�-.*

�/! ��� 
��
 t ∈ {1, . . . , r} +

#$%(Gt,Θt|X ) = �(Gt,Θt|X )− logN���

2
dim(Gt,Θt) &,�-0*

�
 +

#$%(G→,Θ→|X ) = �(G→,Θ→|X )− logN→
2

dim(G→,Θ→) . &,�-)*
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m̂t = E[M t|o1, . . . , oT ] , ������
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"
� ���� �� ��#�� ������� �����$�� ���� %��� �&������ ! �� '
� � ��������


���� ������
�� ��� ����� ������ � �(��#�� ����� ������ ��
� � ��� ����� ������

�� ������� )������
� ��	! �*���� ��� � ����� t� 
��� ������
� 	�
� �����
��

	����������
� o1, . . . , ot �����������
� �
�����#���� �� 
��� ���*����
� ������ �


����� ���� ��� ������� 	�
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������� zk 	�
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� ��
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� ����� ! �������� �
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m̄t−1 = {m̄t−1,1, . . . , m̄t−1,N���} �����+��� �����	�� ��� � ����� t − 1 �� ���������

! �
 �
������ � ���� ẇt−1 = {ẇt−1,1, . . . , ẇt−1,N���}� ��� ��� ∑N���

q=1 ẇt−1,q = 1�
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t
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��� ��������� (m̄t, ẇt)
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�
 B ����� 	��	����
��� ��� 
�� �	
� t = 1, . . . , T ����
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z̄k �	 B ���
 �����
�	��� ��� 
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������ ��� � ��	
��	 	 ���	� 	� ������ � ���	�� 	 ��������� �������

����� ����	
	�� �� ��� � ��������

�� ������ 	 ��� 	 ���� 	��� !��	 �� �"�	 �	����� ��� ����	 ���	� #�$�	

��� ����	��� �������� ��������� �����	

	��% �	��	 ������ �	�� &��	 �'��	 	


�����	 (��
	��	 )

���� �� ��	
���� � *� ��� 	 ���� 	��� F 	�� ��	 �������	 �������	 + ��

����� ,��% ���� �-�,�	 ��� 	 �	
�� t% �	����	��	 �	 ��
��	 	 ���� 	��� F t

���������� ��� �	� ����� �	���� t� *� ����� 	�� ������� + �� ��� �	��	
	��

�� 	� 
	���	� '���	� 	 �	 ��� ���� �	��	����	�� .�� ����� �	 ��	� �	 ���	

������ ��,�	� �� 	�� �������% �� ��� �	�� &��	 ������% �	
���,�	
	��% 	

����,�	
	��% 	 ����� �� �������	�

�	� �	������� �������	� 	���	 �	� ��� 	 ���� 	��� ��������	�� �	 �/�� 	 ����	

������-	 	 
����������� 0 ������ 	 �� �'������ ,�	 ���� �	���� 	 ���	�% ��

	�� �������	 	 �����	 �������
	�� �	� �	������� )

������ ��
��
�� � 1� �	�� ������� � �	�
	% �� �-	
�� 	�� ��	 ����	 	 ���	�

�������	� (Z1, . . . , Zn) 2n ≥ 23 �	��	 ,�	% ���� ���� i ∈ {1, . . . , n−1}% �� 	����	
�� ����� 	 Zi + Zi+1% ���� (Zi, Zi+1)�

���� �� ��	
���� 
�����
�
� � *� ��� 	 ���� 	��� F1 	�� 	� �
��� ���

����	 ��� F2 2	� F2 	�� 	� ���� 	 F13 ���� 	����	 �� �-	
�� (Z1, . . . , Zn)

2n ≥ 33 �	� ,�	 F1 	�� ������� + (Z1, Z2) 	� F2 	�� ������� + (Zn−1, Zn)� 0 ���	�

,����	 �	������ �
���4���� �	�� 	����	� �	��� �����	��� �-	
��� �5��	����



���� �����	
�	� ��� ����� ��

���� �� ��	
���� 
��
���� � �� ��� �	 
���	��� F1 	�� ��������	��

� �� ���	 ��� F2 �	� F2 	�� 
�����	�� � F1� �� F1 	�� 	� ���� �	 F2

�	��� �� ��	��� (Z1, . . . , Zn) ��������� ����	 �	� ���������� ���
��	� �

� n = 3 ���	�	�� ��� � !��	 �	 �	�������� �	 F1 	�� � �"�	 #�	 � !��	

��������	 �	 F2 $

� �� n > 3 ���� %��� ���� i ∈ {2, . . . , n− 2} (Zi, Zi+1) ��	�� %� �����& �

�� ���'

()� �	 ��	�� ���%�	���	 �	� �	������ �%���	� ���� ���� ���&�	����� � ����


	� � ��	�	�%�	 �	 � )���	 *'+' ,��� ��%%����� ���� ��-��� #�	 ����� �	� ��.�

%�&�	��&� ��� �	��	 )���	 	�� �����& � �� ��� �	 
���	���' /� %�	��� ����	

	�	�%�	 �	 ��� �	 �&%�� �	 �	���	� 	�� ����& 	� 
� �	� ��� �����
&	 ��	�-��

#�	�	�� 	� �� ��� %�&��� +' 0� ��	�� ����	���� ���	�� #���� ��� �����
&	 	�

��	�-�#�	�	��' 1� ���� ��%%����� � %�&�	�� #�	 ����.� ��	�-�#�	�	�� ��	�� %�

�����& � �� ��� ���� �	 ��� �	 �&%�� 	�� ���	�� � ��� �����
&	 	� � ���

%�&��� +'

��� �����	
�	� ��� �����

,���	 &���	 �	 ������	 ��� �	 �&�	� �	��& �	 � 2(34 � ��
	�� ��	�%��������

�	 ����� �����	� �	 ����&	� ��5&�	��	� � �	� 
�������� �	� ����	� �	 ����%��� �	�

���%��	� %� %	�&	 �	� 
���	��� � -��� �	� ����� 	� ���5�	 �	 ����%��� �' 6	�

����&	� ��� ��
���	 ��"��	 ����	��&	� � ����	 &��	��	 	� �	 ���.�	 �������	'

7�8�	 �� 
�������� 	� �� ���%��	� %� %	�&	 ���� ���%����� �	 �	���	� �	

��� �	��	����	� � � ���� ��� �	� ��.� %�&���� 	� ��� �	� ��.� 	�-�#�&�' 9��	��	��

�	�	�� �	� ����.�	� �	 ����	��	 ���	�� �	 %	��	��	�� %� ��	�%����	� �	� ����&	�

	� �	�%� �&	� �	 #�� �	%�&�	��	 �� �����
&��	�� ��	�� ��� � �&����	 �	 %�&�

�������' ,���	 %%����	 �	 ���&������� �	 %	�� ���� "��	 �	��&	 #�	 �	 ���.�	

%���%	���
	 �	� ������� �	 �	�%� �&	� ��� �� �	� �	 ����&	� 	�%&���	���� ���

%����-����& ����������������� ���&���	'

����� ����	�
���

:	� 
���	��� #�� ������	�� �	� ����%���� %�-���� ���
	�� 
���	� �	�� ����	 �	

����%��� ��� �	� -���	� %�&
�	� � �	��	 	5	�' 1�� �	 �&�	� �	��& �	� -���	� ����

�� �������	� 
���
		�� ���� �� ��
��	 	�����	������� �	 �� ��
���	����� ������ �	� �����	�
���
	� �	� ������	� ��
	�� ���� ����	
�� �����	� � ����	���	� �	 ���� ��� 	��������	��
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 �������
  

������ ���	
�� � !� �
���� ������� �
� �� ��
��"�� �#��� �� ���
����
 $���


�������
 �������%
 ��&'�����
 
���
 ��
 ��(�����
 ����
 �#�� ����� �� ����
)

���� ������ ��� �� ����� �#������� *� �
� ������� ��� �� �������� �� �

���

+ �� ���� �� ����
���� ,���
 �� ��
 �� ����- �#�������� �
� �������� ��

����.� /�
 $���
 �������
 '�� �#������������� ��
 + �� �
���� �������

���
������� �� ���� ��"��'���

01�'�� ����� �� �������� �
� ������1� + �� �
���� �������- + ��� ������� ,�#�
�)+)

���� �� ���� �� ����� �� �#�����������. �� �
� ��������
� ��� �� ������ /�
 "����


'�� �� �����
��� 
��� �������� �������
� 2��
 �� ��3���� ��
 ��
- ��
 �����


�� �������� ������� ���������� ��
 ���	
 �� ����	�� + ����������� ��
 ��(�����
 +

�� ����������� /�
 ����
 ����
 4 �������
 5 �� �6� 7- 
����
 �� 
�� �� 8�

( )

9����	��
 �����
�- ���
������� ��������
 ��� �&������� + ����� �	��� ,"��� '�� �������


���	
 �� �� ���� �� 8�

( ) �����
��� 
����� ����
.�

:�� �� �
��� ����- �� ���� ��������� ��
 ����������
 ��& ���	
 �����
 
������


,���� �� ;���� ���.  

< ��
 ���	
 �� �� ���� ��"��'�� ��& �
����
 �������
 ��� �� ���� =

< ��
 ���	
 ��
 �
����
 �������
 �� �6� ���� + �� ���� ��"��'��- 
��� ���


��
 ����
 �������
 �� �6� 7 ,������������� + 8�

( ) �����
���. =

< ��
 ���	
 ��
 �
����
 �������
 �� ���� ��& �
����
 �������
 �� �6� ����-

�� �����
����� =



���� �����	
�	� ��� ����� ��

� ��� ���	� 
�� ������� �������� ��� �� ������� �������� 
�� ������ 
� ���

������� ������ ��� ������� �������� ��� �� �� !" �� �#�������" ��$��%

��� 
�� ��� &���� �� ������� '#���
��" (� )�*��� �� �������%+�#������"

���� $�,���� -��� 
� ���
 �� (� ��������.

(�� #���
����� ����������� ��� ����/��� 
�� ��� 0���� 
� 
���� 
� �� �� !. ��

�� #���
���� ��� ������ �#�� � ����� 
� �������� ��� ������� ����0�������$��" ����

������ 
�� �� �1��	�� 
,'*������� ������ ��'�� *����. �� �� ����� ��� ��� �������

��&���$��" ���� ������ 
�� �� ����� 
�  �������� 
�� �������� �� 2�" �� 
��

�� �1��	�� 
,��$������� 
�� �������� ���2� �� �� 0��� ������� ��� ���������

3 � ������ ������� 
�����#� ��� �� ��&� �4 
� ����� �3 �,�������� 
� �� ������

��5������" 3 �,������ ������� 
� �� &��� 
� 6�� 
,7����� �� 3 �� ������� � 
� ��

&��� 
� ����1 % ������. (�� #���
����� 
� �'� *���� �� 
� ��2 ��8 3 9: ; 
��

#���
������ ��� ����
����� 3 �� ����
� ��	�. 7 ��#����" ������ 
� � 2 ���

�&��&��� ��� ������ 
� �: ������.

'� ����#� *��$������ $�� 
�� #�1�&���� *��������� 
�� ��&�� 
� ������� ���

�<������ 
� #���
����" ���� ����� $�,��� � ����	
�� ��� 
� ����� 
� �������� #���
�

�*���
��" ���� ����� $�,��� ,1 ��� ��� �������� ��1��$����� ���� �������" �� ���

�����$��� 
� �� ��&� 
� ������� ��� ��#�����. +� �$�=�� �������� ���� ��� 
��� ��

��
�� 
�� >���� ��#��� ���� #������ ��������� ������ 
,�0���� �� ��������� 
�

���� 
� �%#���
���� ��� ������ �������. �� &��0��" �� ���� �� ����� &���������

���� ? �� @ ;.

����� �����	
�� �	 �����

��� �� ������ *����" �� �� ! 
������ 
� ��������� ����� 
� ��������� �������

�A�:�" A!:8" A':B" ���.�" 
�� ��� ������� ��� ������ ��� �������� ���� ���������


�� �����. �� ��� 
,� �=�� ���� 
� ���������" ���$�� ���� ��� �
���C� ��� �

����� ��$��. '� � ���� =��� �������� $�� 
,� ���� ������ ��� �� ������ �����"

����� � �� ��������� ������� ��� �� ������ �7�.

(�� ��������� ��� ���� ������ ��� �$����� 
� �������� 
� ������� 
� �����%

��� �������$�� $�� ���#�� =��� �������� ���� ������� �� ����� ��0��$��� �� �


�
���� �� ��0�� 
� #�1�&���� 3 0��
 
�� �����. D �,����� ��������" �� �1�� 
�

�1��	�� ��� 
�>3 �������� ��� ��� ��������� A�:�" $�� �$����� ��� ��&�� ?" 8 �� B 
�

�����. �� 
��������� ��� � ����� ��� ��� ��������� A':B" $�� �$����� �� �7�

�. '� ��� �&������ 3 �,���
� ��� ��� ��������� A!:8" $�� �$����� ��� ��&�� � �� �4"

���� $�� ��� ��� *������ ��������� A!�4 �� A��B" $�� �$������� �� 
�E��� 
�



�� �������� 	
 ����� �� ���������� �� ������

����� ���		
� �	����� �	����� �

���������� ��	 
�� 
�����
��� �� 
� �	����� ��
��� � ���	� ��	� �� ��	�
�� �����
�� � ��� ��

��

���������� ��	 
�� 
�����
��� �� 
� �	����� ��
��� � ���	� ��	� �� ��	�
�� �����
�� � ��� ��

��

���������� ��	 
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 �� ! �� �"�	� #$%&'( ��
�� )��	� �� �"*
������� ��	

� ���  #$+&!(

������ ��� � ����	 
������	 �� ��	
� �
��� �� � ���� �
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���
 �
	 �����
	 �
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 �� �
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� ��� �
 �
 ���	���� ��
��
�

����
	 �
 ����� ! ����� �
 �"#$ 
� �"�� %�
	�
���&
�
��'�

(
	 ������
	 �� �
	�
 �
	 )*"# 	
 ������
�� �
 � �����
 	��&��
� (��	�����

���� 
	� ��	 
� ���������� ���� � ��
����
 ���	 �
 � +�����
, ��
 ��
 �
 �-��


&�����
 
	� ����	�
 .� �
 ���
����
� 	 �		
 ! &��
� (��	 �� ����� ���� �����

����/�, ��
 ���&
��
 	���
 �
 �
	�
	 
	� �������	�
� 0 �-��
 ���	 ��
 �
 ���� ����-��

�� 	
��� �
 &��
		
 %
� �������� �� ���������', ��
 �
	�
 ��
������
 �
 �-��


&�����
 
	� 
 
����
� (��	 �
 �����&�
 � ����� ����/� 	��&��, � �		
 
������


M v
��� �
 � &�����
 v 
	� ������
 �
 � ��1
��
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	 �
	��
	 ����	�
	 ���� � ����

�� ����2�� 
� �
��� �����
 �
 � �		
 ! &��
 M v
���� �
 v 3

M v
��� =

∑N���

i=1 M v,i
���

N	�


−M v
���� , %��#'

�� M v,i
��� 
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 ����
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 v �
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 ���	 �
 � i4��
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)*���+ �� ������� � �� ������ � �*��$������ � ���� ��� ��  ������ � ��,�-( F3

�� �������$����� . F1 �� F2( ����� /�� F6 �� �������$����� . F3( F4 �� F5� 0� �����

"�!���� /�� �� ������ �� ������� ��� �� ����� ���"�

0� �����"��� � � ����� ������ � ���� �� ����� "�!����  �� ������� ��� ��

� �+�� �������� ������� )�� �� ����� �� ����� ������������� �( � � � � ���

���� � ������������ ��� �����"��� � p(F3|F1, F2) �� p(F6|F3, F4, F5)� 
�� ����

�������( � � �1���1 � . ������� �� ������ �� F3 � ���� ���� �� ����� �� F1

�� F2( ���� /�� �� ������ �� F6 � ���� ���� �� ����� �� F3( F4 �� F5� %� ����
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#���� ���� �� ��"�� ������ �!"	�������	 �� ������ ��	��"�� �� �����	
 ��	

����������	 �� ��������� 	�� �������	 ��� ��������� ���	�� $ %& ���	 '(����


%��)*� +���� ������ ��	�	�� $ ����	�� ������������ �!��	��"�� �� �����	 X ��

%& 	�	���	��"��	 X1, . . . ,X10 '��	 ���	* �� ������ $ ��� ��,	 ������������ -� ��"��

�!"	�������	 �� X �!����� ��	 �������� �� �������� �� %&
 �������	 	�	���	��"��	

������� ������� ��� "	������� �� ���	 ��� ��	 �����	� ��� ������ k ∈ {1, . . . , 10}

��	 �����,���	 �� ��,�� �������� ���		��� 	�� �	����	 $ ������ �� X\Xk
 	��� ��

������ �� ������� �� ����	��"����� ������� ���	 �� 	�	�	����� .�.�.� -!������

�� ��������� ek �	� ��	���� �������� �� ��	���� �� ��,�� 	�� Xk� -�	 %& ������	

"�����	 	�� ���	 �������	 ��� �	����� �!������ �� ���������  ���� /

e�� =

∑10
k=1 ek
10

. '0�1*

-!������ �� ��������� ��� ��	 �����	�	 �	� �!������ �"	��� ������ �� ����

������� ������� '234�5* /

234�5(x, x̂) =

∑N
m=1 |xm − x̂m|∑N

m=1 x
m

, '0��*

6 x = {x1, . . . , xN} �	� �!��	��"�� ��	 ������	 ������	 �� x̂ = {x̂1, . . . , x̂N} �!��	��"��
��	 ������	 �������	� -� 234�5 �	� ��� �������� �� �!������ �"	��� ������ ��

���������� '34�5*
 ��� �		,�� �� ���� �������� �!������������� ��� ��������� -�
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 ���� ��� 234�5 �	����� $ %1�0 9� :�	 ����	 ���

��� �� ���"� ��	 ������	 �������	 �������� "��� $ ���	�� ����� ��	 ������	 ������	� 5�
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 ��	 ����������	 �� ��������� ��������� 	���� ���������� ��	��� ��	

��	�����	 F6
 ���� ��� 234�5 �	����� $ ;<�. 9� 5� �7��
 ���� �� ����� ��

 ���� 0�1"
 �� ��� �� �������	 �	� 	���� $ �� �����	 ���������	 ����	 $ �� ��������
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���������	��� � t − 1� � � � � t − r1� �� r1 �� 
� �������� ���� ����� �������

���� !�� ��	� 	��	����� ��� ���	 �� ���� �� ���� ���� �"����	� � ���� �� �����

#�
��
�� ����� $
� �� ��� %&''()� ��� ����
�� � ��� �
�� �"
� �
� ��
� ����� ����

�
� �� �����	� �	
����� *�
� ���� ����� ���	 
� �
�� �������� r2 �� �
� 	���
�

�
� � t ������ �� ��� ������� ����
�� � t− 1� � � � � t− r2� +
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���� � $� �� h1, . . . , hnH
��� ���� ��� �� ����� ��� �� �� ���

��� ���� ���� �"����� 	�������� �
� �
� 
� �		�� �� ������ � H t �"�����,��

��� ���� ��� ����� ���� �
 ��� �� ���� t� !" �������� �� ����� I ����	 �
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t− 2 t− 1 t

h1 h2 h3 h4
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h1 h2 h3 h4

It

h1 h2 h3 h4

It

������ ��� � ��	
��	 ��������	 �	 ������ 	� �����	�����	 �	 ������ �� �� �	
�	
� t�

��������	 ���	�� (hi, hi+1) �	� ��	 hi+1 ∈ H t �

I t =
∑

hi+1∈Ht

hi+1 − hi =

⎧⎪⎨
⎪⎩
maxH t −max

⋃
k<t

Hk � H t = ∅

0 � H t = ∅
. ���� 

!� H t = ∅" I t �	���	��	 �����	�����	 �	 �	
� 	���	 �	 �	���	� ������	 	��	#����

����� t 	� �	 �	���	� ������	 	��	#���� �	����� t" ����	
	�� ��� �����	�����	

������ �	��	� �	 ��$�#	�� �	��	�� ������ �� ��� �%� & t� '� (#��	 ��� �	�
	�

�	 
�	�� ������	� �	 ��	� 	���	 �	 ������	 �	 ������ 	� I t� ) ���	� �����

���* �	 ������ 	� ����� & �� ���	�����	 �	 ������ 	��	
	�� � �	 
	��	

(�+�	 �	 �	� ���	�����	 ��� �	��	����	�

���������� 	� 	
���� �� �� 	� 	
���� ������
� � ,� ���	�����	 �	 ������ I

	� ����� & �� -�� �	 ������ F � I 	� F ��� ����� �� 
.
	 ���* �	
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���� �� �� 	� �������� �	������� � ,� ���	�����	 �	 ��/

���� I 	� �
���/��0��	�� & �� -�� �	 ��$�#	�� F ��� F 	� ����/��0��	��

& I ��� 	���	 �� ��	
�� (Z1, . . . , Zn) �n ≥ 3 �	� ��	 �

1 I 	� ����� & (Z1, Z2) 	� F 	� ����� & (Zn−1, Zn) 2

1 ���� ���� i ∈ {1, . . . , n − 2}" (Zi, Zi+1) ��	� �� ����� & �� -�� �	

��$�#	���

����������� 	� 	
���� �	������� � ,� ���	�����	 �	 ������ I1 	� �
���/��/

0��	�� & �� ����	 ���	�����	 �	 ������ I2 ��� I2 	� ����/��0��	�� & I1 ���

	���	 �� ��	
�� (Z1, . . . , Zn) �n ≥ 3 �	� ��	 �
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� I1 	�� ������ � (Z1, Z2) 	� I2 	�� ������ � (Zn−1, Zn) �

� ���� ���� i ∈ {2, . . . , n − 2} ��� n > 3�� (Zi, Zi+1) ��	�� �� ������ � ��

���	����	 �	 ������

 	� ���	����	� �	 ����� ��������	�� �� ����	� 	��	���	 �	 �����	� �� ���	�

�!���	� �!�����	�  	� ���	������� ����	� ������	��	�� ���� �������	�� � ���"

���	� ��	 �	� ���	����	� ����#�	�� ��	 �	����� �	 ������� �	� �	�� $�% �	 �����

������� &��� ��������	��� �'��	 $�% �	 ����� � �� �	 �	��� t ���	�� �	 ���

���	����	 ������ � ���	 �� �	 �	���� (��� ��������� ���	�	�� ����� $�% �	

��!�	��� � t ���	�� �	 �	� ���	����	� �	 ����� ����"�)�	��� � t−1, . . . , t− r1�

*�+�� �	 ���#�	 �����	 �% $�%� �'��	 ���	����	 �	 ����� � t ���	�� �	 �	�

���	����	� ����"�)�	��� � t − 1, . . . , t − r1 ���� ��	 �	 �	� �����	� ��	��� �

t− 1, . . . , t− r2�

  +���	 ��� ,������ �� 	%	���	 �	 $�% �	 ��!�	��� 	� �����	����	� �	 �����

�	����� ��� �	 ���	� ,	��� ���� �	�% ������� �	��	���	� ����	����	�	�� �� � ���	

����	� -	� �	���	�� ���� �	����	����,� �	� �!�	� �	 $�% 	� �����	����	� ����������

��� ��	%�����	������ �� �'����	 .� /�� �	� 	%	���	� �	 $�% F2 	�� ��"�)�	��

� F1� F3 	�� ��"�)�	�� � F2 	� F5 	�� ��"�)�	�� � F2 	� F4�  ����	����	 I1 	��

������ � ���	 ��#� ��	 F2 	� I2 � ���	 ��#� ��	 F5 �I2 	�� ��"�)�	�� � I1��

  +���	 ���� �	��	� �	 �������	� �	 ���	� �!���	� �	 ��������� B→ �� ���	�

�!���	� �!�����	 ������ � �	� $�% 	� � �	� ���	����	�� 	� �'�������� ����	

���#��	� r1 = r2 = 2�

����� �����	��� 
� �� ����	����	� ��������

*� ,������� �	� ��	��� �	 r1 	� r2� �	 �����	 ����� �� ���	� �!���	� �!�"

����	 �	�� ���	 ��#� ��	��� -�������	� ��	��	���	 �	 �	� ��� 	��	���	 �	� �	��� �	

����� ��������� 	� ,�����	 �	� �����	� �	 ������	������	� 0+� �	 ����	��� �	 �	��	

�	 ��������� � ��������	 �	�� ���	 ���������	 �	 ���#�	 �����	��	 	� ���	��������

������ �� 	��	���	 ����� ������� � ����� �	 r1 	� r2� ���� 	� �'	��'�� ����

�	� ��� ��	 ����"��������	 ������	�   �	�'	��'	 �	 �	��	 ����"��������	 	�� ��"

����	 ���)����	�	�� � �����	������	 �	� ���#��	� 	� �������� �	� ������'�	�

������� ��� �	 �'����	 1 � �� )	� �	 �����	� '��������	��

*� ������� � ������������ �� ���	� �!���	� �!�����	 ��������	 	� �	�%

���	� ����	����	�� /�� �� ��	��	� �	���� �	� ��� ������� ���� ���	�������� �	
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�� ����������� ��
�� ���� �� �� 
�����
� ��
�����&�� ��
�� �� ��������� '��

�

����(����� ������� ����
������� �� �� ������������ 
������ �� ����� �� ��

��
� �� ����� �� �������� ������� )�� ����&���� �� (��� &�� �� ������	 �

����������� �	���������� �� �� ����� ������ ���� 
��� *��� ���������� ������� �

�+����(�� �� ����� �� ����
��� �����������



�� �������� 	
 ����� �� ���������� �� ������



�������� 	


������������� � ������ �������

���� �� ���	
��� � ���� ����� ������		� ��� ������� �� 	���
�
�� � ����� �����

��� ��� �� ��������� ����� ��� ��� ������� �����
��� �����
����� ��� �� ������

��� ���
�� �� ����� �������� ���� ����
���� ��� ��	��
������
�� ��� ���������� ��

�� �
��� ! �� ����� �� "��
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�� ���	�� ��� �
���
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��� #�
���� �������

�� ������ �����
�� �����
��� ���� ����
��� 	�� �� �
�	��� �����
������ "�� �� ��
���

��� �
���
���
��� ���� �������� ��� ���$��� �� �������� �����
���� �� �����
�����

������� ���� �� ������ ��� �� ���	������� %����
 � 	�
��
&� 	�
� �� ��������� �

�	�
�
��� �� ������ � ���
�� �� �������
���� '( �� �
�
�
��)*��
��� +�� 	��*��������

�� ����� �		����� ���� ��������� ���	����� � ������ *����
�� 	�� �������� ��������

�� 	���
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��� ���
 ��� �� �
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���
��

��� ���� ����� ���	����

��� ������	 
������

����� �����	
�� �� ����������
�
���

,��� �		�
����� ����� ������� �� 	���
�
�� � ����� ����� ��� ��� �� ���������

� ���������� �� �� �
��� ! �� ������ +����� �� -!� .
���$����� ����� �
��� ��
� ��

	������� ���
)�
�����
�� �� ���� �� "��
� ����� ��� ����
��� ,��
�� �� "���� ���	�
���

'��� ������� !/ ����
���� ���� ��� ���
� ������ 	0��� ����
������ �� ,��
��� 1������

�� 2����� ) 3��
�� �� 2��� �� ,��� %	�� +� 1��	����&� 4� *���������
�� ��� ���
���

� ���
��� /56666 ��������� 	�� #��� ������ �� ������ �7 ���� ����
���� �����

��	��
������
��� 
� ����
� �� ����� ��� ���� ������ �
���� %���� �� �
��� /& � 8���
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�������� � �� ����� � �� ������������ ���	��� 
� 	�����	��  �� �� �� ������������ �� !

" #� �� ������� ������� ��� �� $���� 
�� ����
������ ! #% �� ������� �� �������


�� ����	�� 	����&��� 
�������� ��� �� ����� � �� � �� ������� �� ������� 
��

����	�� 	����&��� �� 	��������
��	� '

" (% �� 
� 
����� ������� ��� �� $���� 
� 	�������� ��� ����� ! )� �� 
� ��

����� � �� *� �� 
�� ������ � �� � �� 	��������
��	��

+ 	�� �� �� �,�-������ **) ����������� 
� 
����� ������� � ������ 
� �,�.�� 
�

��������� ! )� ����������� 
� �� ����� � �� (( ����������� 
�� ������ 
� ����� �� 
�

/0/ �� 	��������
��	�� 1� 2���� )�* ������� �� ���� �	������3�� 
� �� ����� � ��


�� ������ �� 	��������
��	�� �4 ���� ����������� �,�����$�� 
�� �� 
� ��������� ��


�� ����������� 
� 
������  � ���� ������ 
� ���� ���������� ��� ��������� ���������

����� 	�� �� �� 	�� ������������

52� 
� �������� 	���� ��������������� ���� 
�������� 
,�� �����$�� 
� 
������

��	�������� 
����� ## -���� ������ ���� ��	��	�� �	�������� 
� � ���� �� *6 �����

�%*� �� ����� 6 � #% �� � � #% 7
����� �� �����
� 
� ������ 
� �����8�  �� 
������

���� �������� ��� ��� 
� ����� 
� � �������� ���������� ����� *��% �$�����������

����� �����	
 �������	


 ���� ���� �,����� ���3�� 
��� �� 	������� #� ��� 
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� ����9��� 
� 	����	�� ���� ���	����$��� 
,�����
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������ ����

3������� ���� 	���� ��������������� �� ��� 
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��# :� ;� ��� ����������� ������� ����� ��� �� 
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���� �� 	�� 
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������ ���3������ ���� ��-������������

	��	������� ��� ��� �� ������� 
�� ����	�� 	����&��� 7���� �� ���� ��$��3�� �� ����


,������ ����	�� 	����&���8� ���	 �� ��� 
� *��� :� <�� 	����������� 	� ��� ���


� ��������� ��# : ���� ��� �� ������� 
��� ��� ����	�� 	����&��� 
����� �� ����

��$��3���  ���� �� ������ �� 2���� )���� ��� ������� ���3������ ������������ ���

������� 
� ������ ��3�������� ���� �� ����� �������� 
��� �� ������ 0���� �� �������


��	 ��� =��� 	����
����� 	���� > 5/� 
��� �� ������ �4 ���� ���$�$����� 
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��������������� �� �	��� �� ��� ������� ����	 �� �� �� ��������� ������ �� ������� �� !��	���	��"
����� ������ ��� ������� �� ����	 # �!	� ����� $�	�" 	� �� $�	� ��� ��� ���� ���	� �� ���� ��� ��
��������



Voie publique - métro
Voie publique -

RER
RER -

voie publique
Métro - RER RER - métro

N
at
io
n

A
vr
on

A
. D
um
as

P.
A
ug
us
te

Pè
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bè
s
- R
.

A
nv
er
s

Pi
ga
lle

B
la
nc
he

Pl
ac
e
de
C
lic
hy

R
om
e

V
ill
ie
rs

M
on
ce
au

C
ou
rc
el
le
s

Te
rn
es

C
. d
e
G
au
lle
- É
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W
M
A
P
E

(%
)

RBG

RBMG

RBMG-VST

RBMG-AR

MH

10

20

30

40

50

60

Po
rt
e
D
au
ph
in
e

V
ic
to
r
H
ug
o

C
. d
e
G
au
lle
- É
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