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Introduction générale

1 Résumé de la thèse

Cette thèse présente des contributions à la modélisation multivariée des queues de
distribution. Nous introduisons une nouvelle modélisation des probabilités de queue
jointes d’une distribution multivariée avec des marges Pareto. Ce modèle est inspiré
de celui de Wadsworth et Tawn (2013). Une nouvelle variation régulière multivariée
non-standard de coefficient une fonction à deux variables est introduite, permettant
de généraliser deux approches de modélisation respectivement proposées par Ramos
et Ledford (2009) et Wadsworth et Tawn (2013). En nous appuyant sur cette mod-
élisation nous proposons une nouvelle classe de modèles semi-paramétriques pour
l’extrapolation multivariée selon des trajectoires couvrant tout le premier quadrant
positif. Nous considérons aussi des modèles paramétriques construits grâce à une
mesure non-négative satisfaisant une contrainte qui généralise celle de Ramos et
Ledford (2009). Ces nouveaux modèles sont flexibles et conviennent tant pour les
situations de dépendance que d’indépendance asymptotique.

Mots-clés. Extrêmes multivariés, (in)dépendance asymptotique, modélisation de
queue de distributions, extrapolations, mesure pseudo-radiale.

Abstract. This PhD thesis presents contributions to the modelling of multivariate
extreme values. We introduce a new tail model for multivariate distribution with
Pareto margins. This model is inspired from the Wadsworth and Tawn (2013) one.
A new non-standard multivariate regular variation with index equals to a function of
two variables is thus introduced to generalize both modeling approaches proposed by
Ramos and Ledford (2009) and Wadsworth and Tawn (2013), respectively. Building
on this new approach we propose a new class of non-parametric models allowing
multivariate extrapolation along trajectories covering the entire first positive quad-
rant. Similarly we consider parametric models built with a non-negative measure
satisfying a constraint that generalizes the Ramos and Ledford (2009) one. These
new models are flexible and valid in both situations of dependence or asymptotic
independence.

Keywords. Multivariate extremes, asymptotic (in)dependence, joint tail modelling,
extrapolations, pseudo-radial measure.
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2 Organisation des différents chapitres

Le premier chapitre de la thèse est constitué d’un préambule avec une présentation
de quelques définitions et théorèmes utiles pour le développement des chapitres sui-
vants.
Le deuxième chapitre intitulé “Théorie des extrêmes” est un résumé de la théorie des
valeurs extrêmes dans le cadre max-stable. En particulier nous commençons par les
résultats classiques de la théorie des valeurs extrêmes unidimensionnelle pour ensuite
passer à leur généralisation en dimension plus grande. Nous nous concentrons sur
le problème bidimensionnel où nous mettons l’accent sur la caractérisation des ex-
trêmes par des processus ponctuels. Un intérêt particulier est donné à l’insuffisance
du cadre max-stable pour gérer les problèmes liés à l’indépendance asymptotique.
Le troisième chapitre de la thèse intitulé “Au delà du max-stable” est consacré aux
principaux résultats de la littérature sur les modèles de queue pour distributions
multivariées. Nous analysons l’apport de ces modèles par rapport aux modèles max-
stables en terme de capacité à capturer les informations de la dépendance entre les
composantes d’une distribution multivariée, dans les cas de dépendance asympto-
tique et d’indépendance asymptotique.
Le quatrième chapitre de la thèse intitulé “Nouvelle représentation de queue de distri-
butions bivariées” repose essentiellement sur un article, coécrit avec J.N. Bacro et G.
Toulemonde, s’intitulant “A general model for bivariate tail probabilities” actuelle-
ment soumis pour publication. Il concerne une extension aux distributions ray-
dépendantes de la modélisation de queue d’une distribution bivariée avec des marges
Pareto proposée par Wadsworth et Tawn (2013). Grâce à cette nouvelle modélisa-
tion, de nouvelles stratégies d’extrapolation dans le premier quadrant positif sont
explorées. Nous illustrons le bien-fondé de notre modélisation sur plusieurs familles
paramétriques de copules couvrant un large spectre de dépendance. Nous présen-
tons également, au travers d’une étude par simulation, une comparaison avec les
résultats de Wadsworth et Tawn (2013).
Enfin, dans le cinquième chapitre, intitulé “Vers une représentation paramétrique
des queues de distributions multivariées”, nous utilisons notre modèle de queue
développé dans le chapitre précédent pour généraliser une approche semi-paramétrique
de la modélisation d’une fonction de survie multivariée proposée par Ramos et Led-
ford (2009). De nouveaux modèles semi-paramétriques d’une mesure spectrale liée
à l’approche sont proposés avec des applications sur données simulées. Ce chapitre
fait à son tour l’objet d’un article en préparation, coécrit avec J.N. Bacro et G.
Toulemonde, s’intitulant “A parametric approach for estimating multivariate tail
probabilities”.
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Chapitre 1

Préambule

Ce chapitre est consacré à quelques définitions et résultats existant déjà dans la lit-
térature et qui définissent un cadre théorique probabiliste offrant des outils essentiels
pour le développement des chapitres suivants.

1.1 Distributions de même type / loi stable

Dans l’objectif d’avoir les outils nécessaires pour l’étude, dans le second chapitre
(théorie des extrêmes), de l’analogie qui existe entre la convergence des maxima nor-
malisés vers les uniques lois limites appelées lois max-stables et la convergence de la
somme normalisée de n variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
vers les uniques lois limites appelées lois stables, il convient d’abord de rappeler les
résultats qui suivent.
Soit {Xn, n ∈ N} une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Ω,A, P ) à valeurs dans R et de même loi F.
Beaucoup de résultats de convergence en probabilité sont basés sur l’existence de
suites normalisantes adéquatement choisies {an, n ∈ N∗} de nombres réels stricte-
ment positifs et {bn, n ∈ N∗} de nombres réels tels que {a−1n (Xn − bn) , n ∈ N∗} con-
verge en loi vers une variable aléatoire non dégénérée Y de fonction de répartition
G. La convergence en loi de {a−1n (Xn − bn) , n ∈ N∗} vers Y veut dire que pour tout
x où G est continue

lim
n→∞

P

(
Xn − bn
an

≤ x

)
= P (Y ≤ x) , ce qui est équivaut à dire que

lim
n→∞

F (anx+ bn) = G(x).
(1.1)

Exemple 1.1.1. Soit {Xn, n ∈ N∗} une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) admettant une moyenne µ et une variance σ2 > 0
finies, définies sur l’espace probabilisé (Ω,A,P) dans R. Soit {Sn, n ∈ N∗} définie

11



Chapitre 1 : Préambule

par

∀n ∈ N∗ Sn =
n∑

k=1

Xk.

D’après le théorème central limite on a

∀x ∈ R lim
n→∞

P

(
Sn − nµ

σ
√
n

≤ x

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt.

Cela veut dire que la suite des sommes partielles normalisée
{

Sn−nµ
σ
√
n

}
converge en

loi vers la loi de probabilité normale centrée réduite N (0, 1).

Deux questions se posent :

i) Les constantes de normalisation an ∈ R∗+ et bn ∈ R sont-elles uniques ?

ii) Pour des suites normalisantes différentes, aurons nous des lois limites dif-
férentes et quel serait le lien entre ces lois limites ?

Les réponses à ces questions sont dans le théorème 1.1.1 ci dessous.

Définition 1.1.1. (Resnick, 1987)
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de fonctions de distribution respectives
F et G. On dit que F et G sont de même type si

∀x ∈ R ∃a ∈ R∗+ et ∃b ∈ R tels que G(x) = F (ax+ b)

ou ce qui est équivalent, X et Y sont de même type si:

∃a ∈ R∗+ et ∃b ∈ R telle que X
d
= aY + b.

Autrement dit: Les variables aléatoires de même type sont celles qui ont la même
distribution à un facteur de localisation et un facteur d’échelle près.

Remarque 1.1.1. On vérifie facilement que la propriété être de même type est une
relation d’équivalence dans l’espace des fonctions de distributions où chaque classe
d’équivalence forme un type de distribution.

Dans l’exemple ci-dessous, on vérifie que toutes les distributions normales for-
ment un seul type de distributions dit type normal.

Exemple 1.1.2. Si X et Y sont deux variables aléatoires de même distribution
normale, de moyennes respectives µ1 et µ2 et de variances respectives σ2

1 et σ2
2 avec

(µ1, µ2) ∈ R2 et (σ1, σ2) ∈ R∗+ × R∗+ alors

Y
d
=
σ2
σ1
X +

µ2σ1 − µ1σ2
σ1

.

12



1.2 Variation régulière

Théorème 1.1.1. (Embrechts et al., 1997)
Soit {Xn, n ∈ N∗} une suite de variables aléatoires réelles de fonction de répar-

tition Fn et Y, Z deux variables aléatoires réelles ayant respectivement les fonc-
tions de répartition non dégénérées G et H. Soient les suites de nombres réels,
{an > 0, n ∈ N∗}, {αn > 0, n ∈ N∗}, {bn ∈ R, n ∈ N∗} et {βn ∈ R, n ∈ N∗}.
Supposons que

∀x ∈ C(G) = {x ∈ R, G est continue en x} , lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x). (1.2)

Alors

1) On a

∀x ∈ C(H) = {x ∈ R, H est continue en x} , lim
n→∞

Fn(αnx+ βn) = H(x)

(1.3)
si et seulement si

lim
n→∞

an
αn

= a ∈ R∗+ et lim
n→∞

bn − βn
αn

= b ∈ R.

2) Si (1.3) est vérifiée alors

Z
d
= aY + b (1.4)

et a et b sont les seuls réels qui vérifient (1.4).

3) Supposons que (1.3) est vérifiée alors Y est non dégénérée si et seulement si
a ∈ R∗+ et dans ce cas Y et Z sont de même type.

Définition 1.1.2. (Shirayev, 1984)
Une variable aléatoire réelle X, ou la loi de probabilité de X, est dite stable si

∀n ∈ N∗ ∃an ∈ R et ∃bn > 0 telles que
Sn − an
bn

d
= X

où Sn est une somme de n variables aléatoires indépendantes de même loi que X.

1.2 Variation régulière

Dans cette section, nous commençons par le rappel de quelques définitions et pro-
priétés générales sur les fonctions à variation lente et les fonctions à variation
régulière dans le cas général, puis nous nous intéressons à la partie la plus intéres-
sante pour les chapitres suivants et qui concerne la variation régulière des queues de
distributions, surtout dans le cas multivarié. Très souvent des définitions intermé-
diaires sont nécessaires pour la compréhension de la suite.
C’est à Jovan Karamata que l’on doit le développement de la théorie de variation

13



Chapitre 1 : Préambule

régulière depuis la publication de son papier sur un mode de croissance régulière des
fonctions en 1930. La théorie de la variation régulière est reconnue comme un outil
indispensable dans la théorie des probabilités et ses applications. Un nouvel élan au
sujet a été fourni en 1970, par Laurens De Haan dans sa thèse. Une généralisation
substantielle de la théorie de variation régulière a ainsi été introduite.

1.2.1 Variation lente

Définition 1.2.1. (Bingham et al., 1987)
Une fonction mesurable L : (a,∞) → R+ (a ≥ 0) est dite à variation lente à l’infini
si

∀x > 0, lim
t→∞

L(tx)

L(t)
= 1.

1.2.2 Représentation de Karamata

Beaucoup de résultats concernant les fonctions à variation lente sont dus à Jovan
Karamata et l’un des résultats les plus importants est le théorème de représentation
suivant (Bingham et al., 1987) :

Théorème 1.2.1. (théorème de représentation)
Une fonction L est dite à variation lente à l’infini si et seulement si elle peut être
représentée de la façon suivante :

∀x ≥ b > a, L(x) = c(x) exp

{∫ x

b

δ(u)

u
du

}
(1.5)

où c et δ sont des fonctions définies mesurables sur (a,∞) (a ≥ 0) telles que
lim
x→∞

c(x) = c0 ∈ (0,∞) et lim
x→∞

δ(x) = 0.

L’expression (1.5) est appelée représentation de Karamata de la fonction à vari-
ation lente L.

Exemple 1.2.1. Soit L : (1,∞) −→ R+ la fonction définie par :

∀x ∈ (1,∞), L(x) = (1 + x−1) ln x.

Alors L est une fonction à variation lente à l’infini.
Vérification

1) En utilisant la définition :

∀x > 0, lim
t→∞

L(tx)

L(t)
= lim

t→∞

[1 + (tx)−1] ln(tx)

(1 + t−1) ln(t)
= 1.

2) En utilisant (1.5) :

∀x ≥ e > 1, L(x) = (1 + x−1) exp

{∫ x

e

ln(u)−1

u
du

}
.
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1.3 Variation régulière

1.2.3 Propriétés des fonctions à variations lente

La proposition qui suit nous donne quelques propriétés élémentaires des fonctions à
variations lente.

Proposition 1.2.1. (Bingham et al., 1987)
Soient L,L1, L2, .., Ln des fonctions définies mesurables et positives sur un voisinage
de l’infini. On a :

1. Si L est à variation lente au voisinage de l’infini alors

lim
x→∞

lnL(x)

ln x
= 0.

2. Si L est à variation lente à l’infini et α > 0, alors

lim
x→∞

xαL(x) = +∞ et lim
x→∞

x−αL(x) = 0.

3. Si L est à variation lente à l’infini alors Lα : x 7→ [L(x)]α est une fonction à
variation lente pour α ∈ R.

4. Si L1 et L2 sont à variation lente à l’infini alors L1 +L2 : x 7→ L1(x) +L2(x)
et L1.L2 : x 7→ L1(x).L2(x) sont à variation lente à l’infini et si de plus
limx→∞ L2(x) = +∞ alors L1 ◦ L2 : x 7→ L1 [L2(x)] est aussi une fonction à
variation lente à l’infini.

5. Si L1, L2, ..., Ln sont à variation lente à l’infini et R une fraction rationnelle
définie sur Rn

+ à coefficients positifs alors R(L1, L2, ..., Ln) : x 7→ R [L1(x), L2(x), ..., Ln(x)]
est une fonction à variation lente à l’infini.

1.3 Variation régulière

Définition 1.3.1. (Bingham et al., 1987)
Une fonction mesurable h : (a +∞) → R+ (a ≥ 0) est dite à variation régulière à
l’infini d’indice ρ ∈ R si :

∀x > 0, lim
t→∞

h(tx)

h(t)
= xρ.

Notation : h ∈ RVρ.

Remarque 1.3.1. Si h ∈ RV0 alors h est une fonction à variation lente à l’infini.
Une fonction à variation lente à l’infini est donc une fonction à variation régulière
à l’infini d’ordre ρ = 0.

La notion de variation régulière peut aussi se définir à l’origine.
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Définition 1.3.2. (Maric, 2000)
Une fonction mesurable h : (0, a) −→ R+ (a > 0) est dite à variation régulière à
l’origine (à droite de l’origine) d’indice ρ ∈ R et on note h ∈ RV 0

ρ , si :

∀x > 0, lim
t→0+

h(tx)

h(t)
= xρ.

Remarque 1.3.2. Dire que h ∈ RV 0
ρ est équivalent à dire que la fonction x 7→

h(1/x) est à variation régulière à l’infini d’indice −ρ.

Théorème 1.3.1. (Théorème de caractérisation) (Bingham et al., 1987)
Soit h : (a,∞) −→ R+ (a > 0) une fonction mesurable et ρ ∈ R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. h ∈ RVρ.

2. Il existe L ∈ RV0 telle que

∀x > 0, h(x) = xρL(x). (1.6)

3. Il existe une fonction g positive telle que

∀y > 0, lim
t→∞

h(ty)

h(t)
= g(y)

et dans ce cas g(y) = yρ.

Proposition 1.3.1. (Maric, 2000)
Soit f et g deux fonctions définies mesurables et positives sur un voisinage de l’infini
et soit ρ ∈ R. On a alors

(g ∈ RVρ et f ∼ g à l’infini) =⇒ f ∈ RVρ.

Représentation de Karamata

Comme dans le cas de la notion de variation lente à l’infini, grâce à (1.5) et (1.6),
on donnera une représentation des fonctions qui varient régulièrement à l’infini.

Théorème 1.3.2. (Théorème de représentation) (de Haan and Ferreira, 2006)
Une fonction h est à variation régulière à l’infini d’indice ρ ∈ R si et seulement si
elle peut être représentée de la façon suivante:

∀x ≥ b > a, h(x) = c(x) exp

{∫ x

b

δ(u)

u
du

}
(1.7)

où c et δ sont des fonctions définies mesurables sur (a,∞) (a ≥ 0) telles que
lim
x→∞

c(x) = c0 ∈ (0,∞) et lim
x→∞

δ(x) = ρ.
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1.3 Variation régulière

L’expression (1.7) est appelée représentation de Karamata de la fonction h ∈
RVρ.

Exemple 1.3.1.

On peut vérifier aisément à l’aide de la définition d’une fonction à variation
régulière que pour tout ρ et γ ∈ R, les fonctions x 7−→ xρ, x 7−→ xρ ln(1 + x),
x 7−→ [x ln(1 + x)]ρ et x 7−→ xρ ln(x)γ sont à variation lente à l’infini d’indice ρ.

1.3.1 Variation régulière univariée des queues de distribu-
tions

Soit (E, E) un espace localement compact avec une base dénombrable. On désigne
par :

M+(E) = {toutes les mesures de Radon sur E}
c’est-à-dire pour toute mesure µ ∈M+(E), µ est une mesure sur E et µ(K) <∞

pour tout compact K ∈ E . Désignons par :

C+
K : {f : E −→ R+, f est continue à support compact} .

Définition 1.3.3. (convergence vague)
Soit {µn, n ∈ N} une suite de mesures définies dans M+(E) et soit µ ∈M+(E). On
dit que µn converge vaguement vers µ, et on note µn

v−→ µ, si pour tout f ∈ C+
K(E),

µn(f) :=

∫

E

fdµn −→
∫

E

fdµ.

Définition 1.3.4. (Fonction quantile)
Soit X une variable aléatoire univariée et F sa fonction de répartition, la fonction
quantile associée à F est définie par

F←(q) = inf {x : F (x) > q}
pour toute valeur de q ∈ [0, 1].
Si F est une fonction strictement croissante et continue alors F← est l’unique

valeur de x telle que F (x) = q et la fonction quantile est la fonction inverse de la
fonction de répartition.

Proposition 1.3.2. (Variation régulière de queue de distribution univariée) (Resnick,
2006)
Soit X une variable aléatoire avec une distribution F et soit F (x) = 1 − F (x) =
P(X > x). Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) F̄ ∈ RV−α, α > 0.

ii) Il existe une suite {bn, n ∈ N} vérifiant bn → ∞ telle que

nF (bnx) −→ x−α x > 0.
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iii) Il existe une suite {bn, n ∈ N} vérifiant bn → ∞ telle que

µn(.) = nP

(
X

bn
∈ .

)
v−→ να(.)

dans M+(0,+∞], où να ∈M+(0,+∞] vérifie να(x,∞] = x−α, x > 0.

Remarque 1.3.3. On peut toujours choisir :

b(t) =

(
1

1− F

)←
(t) = F←

(
1− 1

t

)

puis on définit bn = b(n).

Définition 1.3.5. (Distribution à queue lourde)
Une loi de probabilité de fonction de répartition F est dite à queue lourde ou épaisse
si sa fonction de survie F est à variation régulière.

Une loi à queue lourde peut être définie autrement :

Définition 1.3.6. Une loi de probabilité est dite à queue lourde si sa fonction de
répartition vérifie :

∫ +∞

−∞
eλxF (x)dx = ∞ pour tout λ > 0,

autrement dit les distributions à queue lourde sont des distributions de probabilité
dont les queues ne sont pas exponentiellement bornées. Dans le cas contraire la loi
est dite à queue légère ou finie.

Exemple 1.3.2.

• Loi de Paréto

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R qui suit une loi de Paréto de
fonction de répartition F définie par :

∀x ∈ R, P(X ≤ x) = F (x) =

{
0 si x ≤ 1

1− x−α si x > 1

avec α > 0. Alors ∀x ≥ 1, P(X > x) = 1−F (x) = x−α. Donc (1−F ) ∈ RV−α
et la loi de probabilité est une loi à queue lourde.

• Loi de Fréchet

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R qui suit une loi Fréchet, de
fonction de répartition Φα (α > 0) définie par :

∀x ∈ R, P(X ≤ x) = Φα(x) =

{
0 si x ≤ 0

exp(−x−α) si x > 0.

Alors ∀x > 0, P(X > x) = 1− Φα(x) = 1− exp(−x−α).
Or 1 − exp(−x−α) ∼ x−α quand x −→ ∞ donc 1 − Φα ∈ RV−α et la loi de
probabilité de valeurs extrêmes de type Fréchet est une loi à queue lourde.
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1.3 Variation régulière

1.3.2 Propriétés des fonctions à variation régulière

Dans la proposition suivante, on résumera quelques propriétés élémentaires des fonc-
tions à variation régulière.

Proposition 1.3.3. (de Haan and Ferreira, 2006; Bingham et al., 1987)
Soient h, h1, h2, ..., hn des fonctions définies, mesurables et positives sur un voisinage
de l’infini et soient ρ, ρ1, ρ2, ..., ρn des réels. On a :

1. Si h ∈ RVρ alors

lim
x→∞

ln(h(x))

ln(x)
= ρ.

2. Si h ∈ RVρ et ρ 6= 0 , alors

lim
x→∞

h(x) =

{
0 si ρ < 0

+∞ si ρ > 0.

3. Si h ∈ RVρ et α ∈ R alors hα : x 7→ [h(x)]α ∈ RVαρ.

4. Si h1 ∈ RVρ1 et h2 ∈ RVρ2 alors h1 + h2 : x 7→ h1(x) + h2(x) ∈ RVmax(ρ1,ρ2) et
si de plus limx→∞ h2(x) = +∞ alors h1 ◦ h2 : x 7→ h1 [h2(x)] ∈ RVρ1ρ2.

5. Si hi ∈ RVρi , (i = 1, ..., n) et R une fraction rationnelle définie sur Rn
+ à

coefficients positifs alors R(h1, h2, ..., hn) : x 7→ R [h1(x), h2(x), ..., hn(x)] ∈
RVσ avec σ ∈ R.

Théorème 1.3.3. (Théorème de Karamata) (Bingham et al., 1987)
Soit h une fonction définie, mesurable et positive sur un voisinage de l’infini (a,∞)
(a ≥ 0) et soit (ρ, σ) ∈ R2. Alors h ∈ RVρ si et seulement si :

• Pour σ ≥ −(ρ+ 1) ∃b tel que

∀x ≥ b, lim
x→∞

xρ+1h(x)∫ x

b
tσh(t)dt

= σ + ρ+ 1.

• Pour σ < −(ρ+ 1) ( ou σ = −(ρ+ 1) et
∫ +∞
x

tσh(t)dt)

∀x > a,
∫ +∞
x

tσh(t)dt <∞ et lim
x→∞

xρ+1h(x)∫ x

b
tσh(t)dt

= −(σ + ρ+ 1).

Corollaire 1.3.1. (Draisma et al., 2004)
Soit h une fonction définie sur (a,∞) (a ≥ 0) et ρ ∈ R. Si h ∈ RVρ et ρ < −1 ou

ρ = −1 et
∫ +∞
x

h(t)dt <∞ alors

∀x > a,
∫ +∞
x

h(t)dt <∞ et x 7→
∫ +∞
x

h(t)dt ∈ RVρ+1.

Exemple 1.3.3. Considérons la densité standard de Cauchy F ′(x) = 1
π(1+x2)

, x ∈ R.

Quand x −→ ∞, F ′(x) ∼ 1
π
x−2 et d’après le corollaire ci-dessus F (x) := 1−F (x) ∽

1
π
x−1, (x −→ ∞). Par suite F ∈ RV−1.
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Corollaire 1.3.2. (Von Mises) (Resnick, 2006)
Soit H une fonction définie positive et dérivable (de dérivée h) sur le voisinage (a,∞)
(a ≥ 0) i.e. ∀x > a H ′(x) = h(x).

Si lim
x→∞

xh(x)

H(x)
= ρ, ρ ∈ R alors H ∈ RVρ.

Proposition 1.3.4. (Embrechts et al., 1997)
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R de fonction de répartition F et de
fonction de survie F̄ = 1− F

1. On suppose que X admet une densité f . Alors f ∈ RV−ρ−1 (ρ > 0) si et
seulement si

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= ρ.

2. Si X a une densité f telle que :

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= ρ, ρ ∈ R,

alors F̄ ∈ RV−ρ.

3. Si X a une densité décroissante sur (b,∞) (b ∈ R) et F̄ ∈ RVρ, ρ ≥ 0
alors

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= ρ. Si de plus ρ 6= 0, f ∈ RV−ρ−1.

1.4 Variation régulière multivariée

1.4.1 Notation vectorielle

Les notations suivantes sont utilisées dans le chapitre 4 et 5.
Les vecteurs sont désignés par des lettres en gras. Par exemple x = (x1, x2, ..., xd) ∈
Rd. En particulier on notera : 0 = (0, ..., 0) , 1 = (1, ..., 1) , ∞ = (∞, ...,∞) .
Les opérations sont interprétées composante par composante de sorte que pour deux
vecteurs x et y on a :

x = z ⇔ xi = zi, i = 1, .., d ;
x ∨ z = (x1 ∨ z1, ..., xd ∨ zd) ;
x < z ⇔ xi < zi, i = 1, .., d ;
x ≤ z ⇔ xi ≤ zi, i = 1, .., d ;

zx = (z1x1, ..., zdxd) ;
x

z
=

(
x1

z1
, ..., xd

zd

)
;

cx = (cx1, ..., cxd) .

De plus, pour

α = (α1, ..., αd) , on écrit xα = ((x1)
α1 , ..., (xd)αd

) .
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1.4 Variation régulière multivariée

Les intervalles de dimensions supérieures sont définis par :

[a,b] =
{
x ∈ Rd : a ≤ x ≤ b

}

(a,b] =
{
x ∈ Rd : a < x ≤ b

}
.

On désigne par E = [0,∞] \ {0} . On définit le complémentaire de [0,x] (x > 0)
dans E par

[0,x]c = E \ [0,x] =
{

y ∈ E :
d∨

i=1

yi

xi
> 1

}
.

Définition 1.4.1. (Cône convexe) (Resnick, 2006)
On appelle cône convexe toute partie mesurable C de Rd, d ≥ 1 vérifiant : C ∩(
Rd \ {0}

)
6= ∅, et x ∈ C ⇒ tx ∈ C ∀t > 0.

Définition 1.4.2. (Variation régulière multivariée) (Resnick, 2006)
Soit C un cône convexe de Rd (d ≥ 1). On suppose que 1 ∈ C. Une fonction
h : C −→ R+ est dite à variation régulière d’indice ρ ∈ R au voisinage de l’infini
(∞), s’il existe une fonction limite λ(x) > 0, telle que :

lim
t→∞

h(tx)

h(t1)
= λ(x), x ∈ C

et ∀c > 0 λ(cx) = cρx.
Dans le cas où ρ = 0, h est dite à variation lente.

1.4.2 Coordonnées pseudo-polaires et mesure spectrale

Les représentations en coordonnées pseudo-polaires s’interprètent au mieux en rap-
port avec la variation régulière multivariée, offrant un système de coordonnées
adapté au traitement de l’agrégation de risques multivariés. En effet d’un point de
vue mathématique, l’indépendance entre la composante pseudo-radiale r et la com-
posante angulaire ω des coordonnées pseudo-polaires, permet de mieux expliciter
les formes de dépendances.
Soit ‖ . ‖ une norme de Rn, n ≥ 1. La sphère unitaire par rapport à ‖ . ‖ est
définie par S = {x ∈ Rn, ‖ x ‖= 1} . L’intersection d’une sphère unitaire avec un
cône convexe C sera notée SC = S ∩ C.

Définition 1.4.3. (Transformation pseudo-polaire)
Une transformation :

T : Rn \ {0} −→]0,∞)× S

définie par

T (x) =

(
‖ x ‖, x

‖ x ‖

)
:= (r,ω)

est dite transformation pseudo-polaire. Les coordonnées pseudo-polaires (r,ω) sont
composées du rayon r > 0 et de l’angle ω ∈ S.
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La transformation T est un homéomorphisme avec T−1(r,ω) = r ‖ ω ‖−1 ω. Soit
ν une mesure homogène d’indice α > 0 définie sur un cône convexe C \ {0} . Pour
tout borélien B de C, la propriété de l’homogénéité s’écrit ν(tB) = t−αν(B). Cette
propriété est représentée en coordonnées pseudo-polaires par :

ν ◦ T−1(d(r,ω)) = αr−(α+1)drS(dω)

dans M+ ((0,∞]× S) où S est une mesure de Radon définie sur SC, dite mesure
angulaire ou très souvent mesure spectrale.

Variation régulière multivariée des queues des distributions

La variation régulière multivariée à l’infini est un outil puissant et souple pour
caractériser la convergence des extrêmes d’un vecteur aléatoire en terme de con-
vergence vague de mesures (cf. la section 3.4 de Resnick (1987)). On caractérise
la variation régulière multivariée des queues de distributions dans le cône convexe
C = [0,∞] \ {0} . Soit Z ≥ 0 un vecteur aléatoire avec une distribution F définie
sur [0,∞).

Théorème 1.4.1. (Resnick, 2006)
Les assertions suivantes sont équivalentes mais le sens des symboles (ν, b(.), bn) peut
différer légèrement dans chaque cas.

1) Il existe une mesure de Radon ν sur C telle que

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t1)
= lim

t→∞

P (t−1Z ∈ [0, x]c)

P(t−1Z ∈ [0,1]c)
= ν([0, x]c),

pour tous les x ∈ [0,∞) \ {0} qui sont des points de continuité de la limite
ν([0, .]c).

2) Il existe b(t) −→ ∞ et une mesure de Radon ν sur C tels que

P (Z/b(t) ∈ .)
v−→ ν(.), t −→ ∞, dans M+(C),

où
v−→ désigne la convergence vague.

3) Il existe bn −→ ∞ et une mesure de Radon ν sur C tels que dans M+(C) :

P (Z/bn ∈ .)
v−→ ν(.), n −→ ∞.

4) Il existe une mesure de probabilité S(.) dans les boréliens de SC, dite mesure
angulaire, une constante c > 0 et une fonction b(t) −→ ∞ telles que avec

(r,ω) =

(
‖ Z ‖, Z

‖ Z ‖

)

22



1.5 Processus ponctuels

on ait

tP

[(
r

b(t)
,ω

)
∈ .

]
v−→ cνα(.)× S

dans M+ ((0,∞]× S) ou d’une façon équivalente,

nP

[(
r

bn
,ω

)
∈ .

]
v−→ cνα(.)× S.

1.5 Processus ponctuels

Plusieurs résultats des chapitres suivants sont étroitement liés à la convergence de
certains processus ponctuels vers des processus de Poisson non homogènes. Ci-
dessous nous rappelons quelques résultats nécessaires pour faciliter la lecture de la
suite.
Les processus ponctuels (distributions aléatoires de points) sont le fondement de la
géométrie stochastique. Des exemples de l’utilisation de ces processus stochastiques
peuvent être observés dans des domaines aussi variés que la biologie, la mécanique,
la physique des particules, l’ingénierie au sens large, etc. Les processus ponctuels
de Poisson forment une classe très importante des processus ponctuels. Ils jouent
un rôle similaire à celui que jouent les lois de probabilité normales pour les lois de
probabilité, car ils sont les limites naturelles de beaucoup de sommes de processus
ponctuels. C’est pour cette raison que de tels processus sont largement utilisés.
Décrire ces processus dans leur globalité est une tâche qui dépasse largement le
cadre de cette thèse.

1.5.1 Processus ponctuel

Définition 1.5.1. Soit {Xi, i ∈ I ⊂ N∗} une suite de variables aléatoires définies
sur l’espace probabilisé (Ω,P(Ω), P ) à valeurs dans l’espace mesurable (E, E). Un
processus ponctuel à espace d’état E est une application mesurable N définie sur
Ω× E dans N ∪ {+∞} par :

∀ω ∈ Ω, ∀A ∈ E N(ω,A) =
∑

i∈I
δXi

(ω)(A)

Remarque 1.5.1.

• Pour ω ∈ Ω fixé, N est une mesure ponctuelle définie sur (E, E).

• Pour A ∈ E fixé, N est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans
N ∪ {+∞} .
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ω

A

(E, E)(Ω,A, P )

Xi(ω)
Xi

Fig 1.1: Ensemble de points aléatoires {Xi(ω), i ∈ N∗} dans (E, E) pour ω ∈ Ω. Le
nombre de ces points appartenant au borélien A de E est N(A). Ici N(A) = 10.

• Dans le cadre de la définition précédente et par abus de notation, on supprime
souvent la dépendance du processus ponctuel N de ω et on écrit

NA =
∑

i∈A
δXi

(A), A ∈ E .

Exemple 1.5.1. (Embrechts et al., 1997)
L’un des processus ponctuels important dans la théorie des valeurs extrêmes est le
processus ponctuel des excès qui compte le nombre d’excès d’une suite finie de vari-
ables aléatoires au-delà d’un seuil fixé.
Soit {Xn, n ∈ N∗} une suite de variables aléatoires i.i.d. et u ∈ R un seuil fixé. Le
processus ponctuel des excès Nn de l’échantillon des variables aléatoires {Xi, i = 1, .., n}
au delà du seuil u est le processus ponctuel à espace d’état E = (0, 1] défini par :

Nn(A) =
n∑

i=1

δ i
n
(A)1(u,+∞)(Xi), A ⊂ (0, 1] et n ∈ N∗.

Si A = (0, 1], alors N((0, 1]) est le nombre de variables aléatoires de tout l’échantillon
{Xi, i = 1, .., n} dépassant u, car

Nn((0, 1]) = card

{
i, 0 <

i

n
≤ 1 et Xi > u

}
= card {i ≤ n,Xi > u}
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Définition 1.5.2. Soit N un processus à espace d’état E. On appelle mesure
d’intensité du processus N la mesure µ définie sur l’espace mesurable (E, E) dans
[0,+∞] par

∀A ∈ E , µ(A) = E(N(A)).

Définition 1.5.3. (Resnick, 1987)
Soit N un processus ponctuel à espace d’état E. On dit que N est un processus
de Poisson de mesure d’intensité µ, et on note PPP (µ), s’il vérifie les assertions
suivantes :

1) Pour tout k ∈ N∪{+∞} et A ∈ E , P (N(A) = k) =

{
(µ(A))k

k!
e−µ(A)] si µ(A) <∞

0 si µ(A) = ∞
avec

µ(A) = ∞ =⇒ P(N(A) = ∞) = 1.

2) Pour tout n ∈ N, si A1, A2, .., An sont des boréliens de E deux à deux disjoints,
alors N(A1), N(A2), .., N(An) sont des variables aléatoires indépendantes.

Le processus de Poisson est dit homogène si la mesure d’intensité µ(·) est propor-
tionnelle à la mesure de Lebesgue Λ(.). Dans ce cas il existe une constante λ telle
que

µ(A) =

∫

A

λdx = λΛ(A).

Il faut noter qu’il existe des processus non homogènes, où il est nécessaire de définir
une fonction d’intensité λ(·) > 0. Selon le théorème de Radon-Nikodym, l’intensité
du processus devient :

µ(A) =

∫

A

λ(x)Λ(x)dx

où λ(·) est la dérivée de Radon-Nikodym de µ(·) par rapport à la mesure de Lebesgue
du processus.

Remarque 1.5.2. Pour tout borélien A de E , le nombre N(A) est une variable
aléatoire qui suit la loi de Poisson de moyenne µ(A). Or une loi de Poisson est
complètement déterminée par sa moyenne donc la loi d’un processus de Poisson est
caractérisée par sa mesure d’intensité.

Théorème 1.5.1. (Kallenberg) (Embrechts et al., 1997)
Soit (Nn) une suite de processus et N un processus définis sur E = (a, b] ⊂ R. Si

1.) E(Nn(A)) −→ E(N(A)) pour tout A = (c, d] avec a < c < d ≤ b

2.) P(Nn(B) = 0) −→ P(N(B) = 0) pour tout B = ∪k
i=1(ci, di] avec a < c1 < d1 <

... < ck < dk ≤ b ∀k ≥ 1.

Alors
Nn converge faiblement vers N dans l’ensemble des mesures ponctuelles Mp(E).

Un résultat dans le même esprit peut également être formulé pour les processus
ponctuels aux espaces d’états E ⊂ Rd.
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Chapitre 2

Théorie des extrêmes

2.1 Introduction

En théorie des valeurs extrêmes on s’intéresse aux grandes valeurs d’un échantil-
lon de variables aléatoires. Cette pratique vient en complément de la statistique
classique où il est généralement question d’étudier le comportement de variables
aléatoires autour de leur espérance. Une théorie dédiée à l’étude de ces valeurs
particulières a été développée depuis quelques décennies et suscite l’intérêt de nom-
breux statisticiens, ingénieurs et scientifiques tant le champ d’applications qu’elle
touche est vaste. Il s’agit de caractériser le comportement des queues de distri-
bution à l’aide de modèles spécifiques permettant un bon ajustement au delà du
maximum de l’échantillon. On s’intéresse alors à des événements dont les proba-
bilités d’occurrence sont très faibles, on parle d’événements rares. La théorie des
extrêmes offre une classe d’outils permettant une extrapolation dans les queues de
distribution, à partir des valeurs maximales observées, afin de prédire l’apparition
de valeurs non observées. Cette théorie est fondée sur un théorème équivalent au
théorème central limite mais pour les queues de distribution. En effet l’analyse
des valeurs extrêmes repose principalement sur les distributions limites des maxima
et les domaines d’attraction des maxima. Ces distributions apparaissent comme les
seules distributions limites possibles du maximum d’un échantillon de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées. Nous allons, sans pour autant se
vouloir exhaustif, rappeler quelques éléments essentiels de cette théorie en univarié
et en multivarié.

2.2 Approche univariée

En pratique, les valeurs extrêmes des réalisations d’une variable aléatoire sont générale-
ment étudiées de deux façons différentes. La première considère le maximum d’observa-
tions régulièrement espacées sur une période fixe ou bloc (ex. le maximum annuel
d’observations journalières). Si la taille du bloc est assez grande, alors on considère
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le maximum sur chaque bloc et l’ensemble de ces maxima peuvent être considérés
comme des tirages indépendants selon une loi généralisée des valeurs extrêmes (ou
modèle GEV pour Generalized Extreme Value). La seconde approche considère que
les dépassements d’un seuil fixe suffisamment haut possèdent une distribution de
Pareto généralisée (GPD) : c’est le modèle POT (Peaks Over Threshold). L’avantage
du modèle POT est de travailler avec un plus grand nombre de données et donc de
réduire l’incertitude dans les estimations des quantiles extrêmes.

2.2.1 Approche des maxima par bloc faisant intervenir le
modèle GEV

Considérons un ensemble de variables aléatoires i.i.d., X1, ..., Xn ayant comme fonc-
tion de répartition F et considérons le maximum1 Mn = max (X1, X2, ..., Xn). Dans
les applications, les Xi sont typiquement enregistrés à intervalles de temps réguliers :
par exemple le volume de pluie de la journée ou le débit journalier maximal d’une riv-
ière. Il est aisé de vérifier que la fonction de répartition de Mn est F n. En pratique,
F est inconnue et donc on ne peut pas utiliser directement la fonction de répartition
de Mn. Même dans le cas où F est connue, lim

n→∞
F n(x) n’a pas d’intérêt, car la loi

limite obtenue est dégénérée. En effet, notant par τF = sup {x ∈ R, F (x) < 1}, le
point terminal à droite de la distribution F, on a :

lim
n→∞

F n(x) =

{
1 si x ≥ τF

0 si x < τF .

Pour éviter cette difficulté, on renormalise Mn avec deux suites bn ∈ R (translation)
et an > 0 (échelle) en Yn = Mn−bn

an
. La question devient : existe-t-il de telles suites

de réels qui permettent de stabiliser la répartition de Yn quand n tend vers l’infini
vers une fonction de répartition H non dégénérée ? Les premiers résultats sur
la caractérisation du comportement asymptotique des maxima normalisés ont été
obtenus en 1928 par Fisher et Tippett (Fisher and Tippett, 1928). Le théorème
ci-dessous explicite ces résultats.

Théorème 2.2.1. (Fisher and Tippett, 1928; Gnedenko, 1943).
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F
et soit Mn = max (X1, X2, ..., Xn) . S’il existe deux suites normalisantes réelles
(an > 0, n ∈ N∗) et (bn ∈ R, n ∈ N∗) et une loi non dégénérée H telles que :

lim
n→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
= lim

n→∞
F n (anx+ bn) = H(x),

alors H est de même type qu’une des trois lois suivantes :
φα(x) = exp (−(x)−α)1(x≥0), α > 0, (Loi de type Fréchet),

1En utilisant la correspondance suivante min (X1, X2, .., Xn) = −max (−X1,−X2, ...,−Xn)
tous les résultats que nous allons présenter pour les maxima peuvent être transposés pour les
minima.
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Λ(x) = exp (− exp(−x)), (Loi de type Gumbel),
Ψα(x) = exp (− (−x)α)1(x<0) + 1(x≥0), α > 0, (Loi de type Weibull),
où 1A désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A. On dira que F est dans le
domaine d’attraction de H et on note F ∈ DH.

Une démonstration détaillée de ce théorème est donnée dans Resnick (1987).

La loi des extrêmes généralisée

A des fins statistiques, il est préférable d’avoir une écriture paramétrique unifiée
pour les trois types de distributions explicitées dans le théorème ci-dessus. Von
Mises en 1954 (Von Mises, 1936) et Jenkinson en 1955 (Jenkinson, 1955) ont obtenu
indépendamment une telle paramétrisation de la loi limite H. On définit la famille
de loi GEV pour γ ∈ R par :

Gγ(x) =

{
exp

{
− (1 + γx)

−1
γ

}
pour tout x tel que 1 + γx ≥ 0, si γ 6= 0

exp {− exp(−x)} pour tout x ∈ R, si γ = 0.
(2.1)

Le comportement de la queue de distribution d’une suite de variables aléatoires sera
complètement caractérisé par le paramètre γ appelé indice des valeurs extrêmes. Le
signe de γ a une forte influence sur la distribution des extrêmes, et on distingue trois
cas de domaines d’attraction DGγ :

i) Domaine d’attraction de Gumbel DG0 : lorsque γ = 0, la distribution G0

est appelée distribution de Gumbel et souvent notée Λ. Dans ce cas le point
terminal τF = sup {x ∈ R, F (x) < 1} peut être fini ou non et les queues de
distribution sont légères et décroissent de manière exponentielle.

Exemple 2.2.1. (Domaine d’attraction de la loi exponentielle)
Supposons que X1 suit la loi exponentielle standard E(1) i.e :

F (x) = P(X1 ≤ x) =

{
1− e−x si x > 0

0 si x ≤ 0.

Si on pose an = 1 et bn = ln(n), alors ∀x ∈ R et ∀n ∈ N on a :

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
=

{[
1− e−{x+ln(n)}]n si x+ ln(n) > 0

0 si x+ ln(n) ≤ 0

=

{[
1 + (−e−x)

n

]n
si x > − ln(n)

0 si x ≤ − ln(n).
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Par suite ∀x ∈ R lim
n→∞

P
(

Mn−bn
an

≤ x
)
= exp(− exp(−x)) = Λ(x) car ∀x ∈ R

lim
n→∞

(1 + x
n
)n = ex.

On déduit que la loi E(1) est dans le domaine d’attraction de Gumbel.

ii) Domaine d’attraction de Fréchet D{Gγ ,γ>0} : lorsque γ > 0, Gγ est noté
Φ avec Φ(x) := exp(−x−1/γ)1x>0. De telles distributions possèdent des queues
lourdes. Dans ce cas τF = ∞ et F est de type Pareto, en d’autres termes,
1− F (x) = x−

1
γ ℓF (x) où ℓF est une fonction à variation lente à l’infini.

Exemple 2.2.2. (Domaine d’attraction de la loi de Cauchy)
On suppose que X1 suit la loi de Cauchy standard. La densité de la loi est
f(x) = 1

π(1+x2)
. Comme le support de la densité est R (non borné), il est clair

que la suite (Mn, n ≥ 1) diverge. En normalisant par an = n
π

et bn = 0, on
obtient

P
(

Mn−bn
an

≤ x
)

= P
(
Mn ≤ nx

π

)

= P
(
X1 ≤ nx

π

)n

=

(
1−

∫ ∞

nx
π

1

π(1 + y2)
dy

)n

.

Pour x > 0, on a
∫ ∞

nx
π

1

π(1 + y2)
dy =

∫ ∞

nx
π

1

πy2
dy +

∫ ∞

nx
π

(
1

π(1 + y2)
− 1

πy2

)
dy

= 1
nx

+O ((nx)−3) .

Par suite, P
(

Mn−bn
an

≤ x
)

=
(

1
nx

+O ((nx)−3)
)n

. On en déduit alors que

lim
n→∞

P
(

Mn−bn
an

≤ x
)

= exp(− 1
x
). Ainsi la suite (nMn/π, n ≥ 1) converge en

loi vers W de fonction de répartition G(x) = exp(− 1
x
) = Φ1(x). On conclut

que la loi de Cauchy est dans le domaine d’attraction de Fréchet.

iii) Domaine d’attraction de Weibull D{Gγ ,γ<0} : lorsque γ < 0, on pose
α = −1/γ. Souvent Gγ est notée Ψα avec Ψα(x) = exp(−(−x)α) si x est
négatif, et 1 sinon. La queue de cette distribution est très mince. En effet
τF < ∞ et 1 − F (x) = (τF − x)−

1
γ ℓF ((τF − x)−1) où ℓF est une fonction à

variation lente.

Exemple 2.2.3. (Domaine d’attraction de la loi uniforme)
Supposons que X1 suit la loi uniforme standard U [0, 1] i.e :

F (x) = P(X1 ≤ x) =





0 si x < 0

x si 0 ≤ x ≤ 1

1 si x > 1.
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2.2 Approche univariée

Fig 2.1: A gauche les graphes des distributions des valeurs extrêmes et à droite les
graphes de leurs densités pour α = 1. Le bleu pour le type Fréchet, le rouge pour le
type Gumbel et le noir pour le type Weibull

Si l’on pose an = n−1 et bn = 1, alors ∀x ∈ R et ∀n ∈ N∗ on a :

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
=





0 si 1 + x
n
< 0

(1 + x
n
)n si 0 ≤ 1 + x

n
≤ 1

1 si x > 0

=





0 si x < −n
(1 + x

n
)n si − n ≤ x ≤ 0

1 si x > 0.

Par suite ∀x ∈ R lim
n→∞

P
(

Mn−bn
an

≤ x
)
= Ψ1(x). On déduit que la loi U [0, 1]

est dans le domaine d’attraction de la loi de type Weibull.

La figure (2.1) donne les distributions et les densités des trois lois détaillées ci-dessus.

Remarque 2.2.1.

-Le théorème de Fisher et Tippett ne précise pas, pour une distribution donnée F,
lequel des trois types est obtenu et réciproquement il ne permet pas de déterminer
quelles distributions sont dans le domaine d’attraction d’une distribution de valeurs
extrêmes donnée. Cependant, il existe des conditions nécessaires et suffisantes pour
répondre à ces questions (voir par exemple Galambos (1987)).
- La fonction de réparation Gγ donnée dans (2.1) peut être exprimée sous une forme
plus générale en introduisant un paramètre de position µ ∈ R et un paramètre
d’échelle σ > 0 comme suit :

∀x ∈ R tel que γ
(
x−µ
σ

)
> 0 Gγ,µ,σ(x) =

{
exp

[
−

{
1 + γ

(
x−µ
σ

)}−1
γ

]
si γ 6= 0

exp
{
− exp

(
µ−x
σ

)}
si γ = 0.
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2.2.2 Caractérisation des extrêmes univariés par un proces-
sus ponctuel

En nous inspirons de la démonstration du théorème (5.3.2) de Embrechts et al.
(1997), nous démontrons ci-dessous la convergence du processus ponctuels des excès
Nn(.) défini ci dessous vers un processus de PoissonN(.) dont on précisera l’intensité.
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F et
soit Mn = max (X1, X2, ..., Xn) . On suppose F est dans le domaine d’attraction
d’une loi GEV, Gγ d’indice des valeurs extrêmes γ ∈ R. Par suite il existe deux
suites normalisantes réelles (an > 0, n ∈ N∗) et (bn ∈ R, n ∈ N∗) telles que

lim
n→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
= lim

n→∞
F n (anx+ bn) = Gγ(x).

Pour x > 0, considérons le processus ponctuel des excès Nn de l’échantillon des
variables aléatoires {Xi, i = 1, .., n} au delà du seuil un = anx+ bn défini par :

Nn(A) =
n∑

i=1

δ i
n
(A)1(un,+∞)(Xi), A ⊂ (0, 1] et n ∈ N∗.

Montrons que Nn converge faiblement vers un processus de Poisson N d’intensité
τ = {1 + γx}−1/γ+ +O(1), où {x}+ = max(x, 0).

Démonstration. Pour A = (a, b] ⊂ (0, 1]

Nn(A) =
n∑

i=1

δn−1i(A)1{Xi−bn
an

>x}
=

∑

a<(n)−1i≤b
1{Xi>un}

=

[nb]∑

i=[na]+1

1{Xi>un},

où [.] désigne la fonction partie entière. Pour chaque A = (a, b] ⊂ (0, 1], Nn(A) est
une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres

(
[nb]− [na], F̄ (un)

)
.

Puisque ln(1− x) ∼ −x pour x −→ 0 ceci implique que

lim
n→∞

nF̄ (un) = τ. (2.2)

Par suite
E (Nn(A)) = ([nb]− [na])F̄ (un)

∼ (n(b− a))(n−1τ)
= τ(b− a)
= E(P (A)).
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Ceci prouve que la première condition du théorème de 1.5.1 est remplie. Dans la
suite nous vérifions la deuxième condition de ce théorème. Comme Nn(A) suit une
loi binomiale par conséquent

P(Nn(A) = 0) = F (anx+ bn)
[(n+1)b]−[(n+1)a]

= exp
{
([(n+ 1)b]− [(n+ 1)a]) ln

(
1− F̄ (anx+ bn)

)}

→ exp {−τ(b− a)} .
(2.3)

Soit B = ∪k
i=1(ci, di] avec a < c1 < d1 < ... < ck < dk ≤ b ∀k ≥ 1. En tenant compte

de l’indépendance des Xi et en utilisant (2.3), on a :

P(Nn(B) = 0) = P (Pn(ci, di] = 0, i = 1, ..., k)
= P

(
max[(n+1)ci]<j≤[(n+1)di]Xj ≤ un, i = 1, ..., k

)

=
k∏

i=1

P

{
max

[(n+1)ci]<j≤[(n+1)di]
Xj ≤ un

}

=
k∏

i=1

P (Nn (ci, di] = 0)

−→
n→+∞

k∏

i=1

exp {−τ(di − ci)}

= exp
{
−τ ∑k

i=1(di − ci)
}
.

D’autre part, par la propriété de Poisson de N ,

P(N(B) = 0) = exp {−τ | B |} = exp

{
−τ

k∑

i=1

(di − ci)

}
.

Le résultat est donc prouvé en vertu du théorème 1.5.1.

En considérant l’approximation P
(

Mn−bn
an

≤ x
)
≈ Gγ(x), pour des seuils élevés,

le processus ponctuel Nn peut réaliser l’approximation d’un processus de Poisson

d’intensité λ(t1, t2), x) = (t2 − t1) {1 + γx}
1
γ

+ .

2.2.3 Lois max-stables

Dans la théorie classique des probabilités, c’est-à-dire lorsque l’on s’intéresse aux
"ventres" des distributions, on montre que les lois stables (définition 1.1.2 du chapitre
1) sont les seules lois limites de la somme normalisée de n variables aléatoires i.i.d.
De même, on montre que les lois max-stables sont les seules lois limites des maxima
normalisés et par suite la classe des lois max-stables caractérise les distributions des
extrêmes.
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Définition 2.2.1. (Max-stabilité)
Une distribution non dégénérée F est dite max-stable si pour tout n ∈ N∗, F n est de
même type que F (voir définition 1.1 du chapitre 1), c’est-à-dire : s’il existe deux
constantes an ∈ R∗+ et bn ∈ R telles que :

F n(anx+ bn) = F (x) pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R.

Exemple 2.2.4. Soit X une variable aléatoire de loi Fréchet standard i.e.

∀x ∈ R F (x) =

{
exp(−x−1) si x > 0,

0 si x ≤ 0.

Pour an = n et bn = 0 on a

∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, F n(anx+ bn) = F n(nx)

=

{
[exp {(−nx)−1}]n si x > 0

0 si x ≤ 0

=

{
exp(−x−1) si x > 0

0 si x ≤ 0

= F (x).

Donc la loi de Fréchet est une loi max-stable. Le résultat de l’exemple peut être
étendu à toutes les lois extrêmes et réciproquement toute loi max-stable est une loi
extrême.

Théorème 2.2.2. (Embrechts et al., 1997)
La classe des lois max-stables coïncide avec la classe des lois extrêmes.

2.2.4 Modèles de dépassements GPD

Bien que le modèle GEV soit très utilisé en pratique, cette approche des extrêmes est
très controversée dans la littérature dans la mesure où elle ne tient compte que d’une
seule observation par bloc, la plus grande. Pour résoudre ce problème une approche
alternative plus pratique a été proposée par Balkema and de Haan (1974) ainsi que
Pickands (1975). Il s’agit de regarder la loi des excès au-delà d’un seuil fixe. Plus
précisément, considérons un ensemble de variables aléatoires i.i.d. X1, X2, ..., Xn de
fonction de répartition F . Appelons u un seuil suffisamment élevé. On définit les
excès au-delà du seuil u comme l’ensemble des variables aléatoires conditionnelles
{Yj} = {Xj − u | Xj > u} , 1 ≤ j ≤ d. On note que

Fu(y) = P(Y1 > y) = P (X > u+ y | X > u) =
1− F (u+ y)

1− F (u)
. (2.4)
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Théorème de Pickands

Le théorème de Pickands (1975) stipule que la distribution des excès au delà d’un
certain seuil peut être uniformément approchée par une loi de Pareto généralisée
GPD (Generalized Pareto Distribution).

Théorème 2.2.3. (Pickands, 1975)
Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon de variables aléatoires i.i.d. ayant comme dis-
tribution F et soit γ un réel. F appartient à un domaine d’attraction D(Gγ) si et
seulement si il existe une fonction positive σ(.) et un réel γ tels que

lim
u→τF

sup
x∈[0,τF [

{
| Fu(x)−Hσ(u),γ(x) |

}
= 0

où τF = sup {x ∈ R, F (x) < 1} et Hσ,γ est la distribution définie par :

Hσ,γ(x) =




1−

(
1 + γx

σ

)− 1
γ si γ 6= 0,

1 + γx

σ
> 0

1− exp(−x
σ
) si γ = 0, x ≥ 0

Hσ,γ est distribution de Paréto généralisée (GPD) de paramètres γ et σ.

Remarque 2.2.2. En pratique le seuil u au-dessus duquel les valeurs sont mod-
élisées par une loi GPD doit être suffisamment élevé pour satisfaire le caractère
asymptotique du modèle, mais aussi pas trop élevé pour garder un nombre suffisant
de dépassements afin de pouvoir faire l’estimation des paramètres du modèle. En
général, la méthode utilisée pour le choix de u repose sur le fait que si la loi GPD
est valide pour un seuil u0 alors elle l’est encore pour tout dépassement u > u0 à un
changement d’échelle près. Si X − u0 suit une GPD de paramètres γ et σu0 on a
E (X − u0 | X > u0) =

σu0

1−γ et pour u > u0 on a :

E (X − u | X > u) =
γ

1− γ
u+

σu0 − γu0
1− γ

.

La fonction u 7→ E (X − u | X > u) appelée en anglais Mean Excess Function (MEF)
est linéaire à partir du seuil u où la GPD apparait. Elle est estimée simplement par la
moyenne empirique des dépassements de u. La recherche du seuil u0, à partir duquel
est justifiée la modélisation par une loi GPD peut donc être réalisée graphiquement
par la recherche d’une linéarité dans la fonction MEF estimée.

2.3 Lien entre les modélisations GEV et GPD

Dans cette section on rappelle l’équivalence entre les deux modélisations GEV et
GPD pour un seuil suffisamment grand. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléa-
toires i.i.d de fonction de répartition F . On désigne par Mn = max (X1, X2, ..., Xn).
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2.3.1 Du modèle GEV au modèle GPD

La distribution de Mn tend asymptotiquement vers une distribution GEV, que l’on
notera G. Pour u fixé, il existe donc pour n suffisamment grand, deux constantes
an et bn, telles que la loi du maximum de n variables aléatoires i.i.d de loi F réalise
l’approximation :

P (Mn ≤ u) ≃ G

(
u− bn
an

)
.

Comme P (Mn ≤ u) = F n(u) on en déduit

−n log (F (u)) ≈
{
1 + γ

(
u− bn
an

)}− 1
γ

.

Ainsi en utilisant l’approximation − log (F (u)) = − log (1− (1− F (u)) ≈ 1−F (u),
pour u assez élevé on obtient

1− F (u) ≃ 1

n

{
1 + γ

(
u− bn
an

)}− 1
γ

.

Si cette relation tient pour un seuil u, elle tiendra aussi pour tout niveau qui le
dépasse, par exemple le niveau y + u. Dès lors, en substituant dans (2.4), on trouve
que la distribution de Pareto généralisée est candidate à la loi des dépassements
quand u est suffisamment élevé puisque :

P (X > u+ y | X > u) ≃
(
1 + γ

y

σu

)− 1
γ

où σu = an + γ(u− bn). On retrouve donc une loi GPD de paramètres γ et σu.

2.3.2 Du modèle GPD au modèle GEV

Pour un seuil u (grand), Mn − u se comporte asymptotiquement comme le max-
imum de K variables aléatoires {Yi, i ∈ {1, ..., K}} où les variables Yi, i ≥ 1 sont
indépendantes, de loi de Pareto généralisée de paramètres (σ(u), γ) et indépen-
dantes de K de loi de Poisson de paramètre λ > 0. On a donc P (Mn − u ≤ y) ≈
P (max1≤i≤K Yi ≤ y) et par suite

P (max1≤i≤K Yi ≤ y) =
∞∑

k=0

P

(
max
1≤i≤K

Yi ≤ y | K = k

)
P(K = k)

= exp

[
−λ

(
1 + γ y

σ(u)

)− 1
γ

]

où l’on a tenu compte de la loi de Poisson et de la loi GPD de paramètres γ et σ(u).
Il vient donc :

P (Mn ≤ x) = exp

[
−λ

(
1 + γ

x− u

σ(u)

)− 1
γ

]
.
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On vérifie facilement que cette distribution limite est une GEV de paramètres γ,
σ(u)
γ

(λγ − 1) et σ(u)λγ (Coles, 2001).

2.4 Approche multivariée

Contrairement au cas univarié où les concepts tels que statistique d’ordre, maximum
et excès ont des définitions standards, dans le cas multivarié, plusieurs définitions
sont raisonnables et possibles.
Afin d’étendre facilement les résultats du cas univarié, l’approche la plus adaptée
consiste à considérer les maxima composante par composante.
Soient X1, ...,Xn, n ∈ N∗ des vecteurs aléatoires de Rd, (d ≥ 2) de distribution
jointe commune F (x). On désigne par F1, F2, ..., Fd les distributions marginales et
soit Mn le vecteur des maxima i.e. Mn =

(
M1

n, ...,M
d
n

)
où Mj

n = max
(
Xj

1 , ..., X
j
n

)

pour j = 1, ..., d et Xj
i représente la j ième composante de Xi. Comme dans le cas

univarié, l’objectif est de caractériser la loi limite de Mn, ou plus précisément la
distribution multivariée G qui peut apparaitre comme la limite quand n→ ∞ dans

P
{(

Mj
n − bjn

)
/ajn ≤ xj; j = 1, ..., d

}
= F n

(
u1n, ..., u

j
n

)
−→ G(x), (2.5)

où ujn = ajnxj + bjn avec ajn > 0 et bjn ∈ R, 1 ≤ j ≤ d, n ≥ 1.
L’équation (2.5) peut être exprimée de façon plus simple :

P {( Mn − bn))/an ≤ x} = F n (anx + bn) −→ G(x). (2.6)

où an =
(
a1n, ..., a

d
n

)
et bn =

(
b1n, ..., b

d
n

)
.

Il faut noter que chaque distribution marginale Gj de la loi limite G est de type
extrême. Toute distribution multivariée F vérifiant (2.6) est dite dans le domaine
d’attraction de la loi limite G. Pour plus de détails voir par exemple Resnick (1987).
La convergence dans la loi limite de l’équation (2.6) peut être divisée en deux aspects
indépendants : le premier est la convergence de chaque distribution marginale de
F n vers la distribution marginale appropriée de G. Pour ceci on fait appel à la
théorie des extrêmes univariée (modèle GEV). Le deuxième aspect est la structure
de dépendance de G et la convergence de la structure de dépendance de F n vers celle
de G. Pour la simplicité des notations et la clarté de la présentation des résultats, il
est courant de considérer des distributions marginales standardisées. Sans perte de
généralité, il est classique de supposer que les lois marginales F1, ...., Fd sont Fréchet
unitaire, i.e. F1(t) = ... = Fd(t) = exp(−1/t), t > 0. En effet on peut toujours
s’y ramener moyennant une transformation des marges, en posant Zj = − 1

log(Fj(Yj))
,

j = 1, ..., d.

2.4.1 Caractérisation des extrêmes multivariés par des pro-
cessus ponctuels

Dans cette section on présentera les résultats classiques de de Haan (de Haan, 1984)
sur les processus ponctuels qui caractérisent de façon pertinente les distributions des
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extrêmes.
En gardant les mêmes notations qu’au paragraphe précédent, X1, ...,Xn, n ∈ N∗,
désignent des vecteurs aléatoires de Rd, (d ≥ 2), de marges Fréchet unitaire et de
distribution commune F dans le domaine d’attraction d’une distribution multivariée
G. Le processus ponctuel Pn considéré par de Haan (1984) est défini par

Pn =
{
n−1Xi, i = 1, ..., d

}
.

Le terme n−1 correspond à la suite de normalisation nécessaire pour stabiliser les
maxima quand les marges sont Fréchet unitaire.
En utilisant une version généralisée du théorème 1.5.1, on montre que le processus
ponctuel Pn converge faiblement vers un processus non homogène de Poisson sur
[0,∞) \ {0} quand n→ ∞. L’origine est exclue du domaine de la convergence vers
P parce que toutes les observations non-extrêmes s’écrasent en 0 et par suite un
nombre infini de points se concentrent à l’origine.
Afin d’obtenir une expression plus simple de l’intensité de P il est pratique d’utiliser
les coordonnées pseudo-polaires (r,ω) de composantes (voir la définition 1.4.3).

ri =
d∑

j=1

X
j
i/n ωj

i = X
j
i/nri i = 1, .., n; j = 1, ..., d.

Ainsi l’intensité de P s’écrit

µ (dr × dω) = r−2drdH(ω) (2.7)

où H est une mesure positive définie sur le simplexe :

Sd =

{
(ω1, ω2, ..., ωd);

d∑

j=1

ωj = 1, wj ≥ 0, j = 1, ..., d.

}

vérifiant ∫

Sd

ωjdH(ω) = 1 pour chaque ωj, j = 1, ..., d. (2.8)

Remarque 2.4.1.

• La mesure H, dite mesure spectrale, n’est pas une mesure de probabilité sur Sd

alors que H/d l’est.

• La mesure H n’est pas forcément régulière, i.e. absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue. Si c’est le cas alors on a par hypothèse dH(ω) =
h(ω)dω.
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2.4.2 Distribution des extrêmes multivariée

La fonction de dépendance

De l’équation (2.7) on déduit que l’intensité du processus ponctuel P se factorise
en une composante radiale r et une mesure angulaire H qui gère la structure de
dépendance entre les variables. Les composantes r et ω sont indépendantes.

Soient A = Rd
+ \ {(0, x1)×, ...,×(0, xd)}. Puisque Pn

faiblement−→ P on a :

P
(
n−1Xi /∈ A, i = 1, .., n

)
−→ exp {−µ(A)} ,

où

µ(A) =

∫

A

r−2drdH(ω) =

∫

Sd

∫ ∞

min1≤j≤d(
xj
ωj

)

r−2drdH(ω) =

∫

Sd

max
1≤j≤d

(
ωj

xj

)
dH(ω).

(2.9)
En utilisant l’égalité P (n−1Xi /∈ A, i = 1, ..., n) = P (n−1M j

n ≤ xj, j = 1, .., d) et les
équations (2.6) et (2.7) nous déduisons que toute distribution de maxima normalisée
avec des marges Fréchet unitaire s’écrit sous la forme

G (x) = exp {−V (x)} , (2.10)

où

V (x) = V (x1, x2, ..., xd) =

∫

Sd

max
1≤j≤d

(ωj/xj) dH(ω). (2.11)

Cette représentation des extrêmes multivariés est due à Pickands (1981) dans le cas
où les marges sont Fréchet unitaire.
La fonction V définie dans (2.11) est dite fonction de dépendance.
Puisque V est entièrement déterminée par la mesure H et que les contraintes
imposées à la mesure spectrale H ne sont pas fortes, il n’existe pas de forme
paramétrique exhaustive comparable à celle des distributions des valeurs extrêmes
univariées. D’un point de vue statistique, il est intéressant de développer des mod-
èles paramétriques, sans pour autant sacrifier la flexibilité et l’importante variabilité
possible pour les fonctions de dépendance.
De l’équation (2.11) on vérifie facilement les deux propriétés de la dépendance:

i) La fonction V est homogène d’ordre −1 i.e.

V (tx) = t−1V (x), pour tout t > 0.

ii) Pour tout x > 0, V (∞, ..., x,∞...,∞) = x−1.

Les deux propriétés ci dessus caractérisent la fonction de dépendance V c’est-à-dire
réciproquement toute fonction définie sur (0,∞)d vérifiant ces deux propriétés est
valide pour définir une fonction de dépendance d’une loi extrême. Coles et Tawn

39



Chapitre 2 : Théorie des extrêmes

(Coles and Tawn, 1991) ont relié la fonction de dépendance V et la densité de mesure
h si elle existe de la façon suivante :

∂dV

∂x1...∂xd
= −

(
d∑

i=1

xi

)−(d+1)

h

(
x1∑
xi
, ...,

xd∑
xi

)
. (2.12)

Exemples

Comme il n’existe pas de paramétrisation générale des lois extrêmes, on fournit
quelques exemples de distributions en se focalisant sur le cas bivarié. Dans un souci
de clarté on se placera toujours, sauf mention contraire, dans le cas de marges Fréchet
unitaire. Par suite les distributions sont entièrement déterminées par les structures
de dépendances i.e. par la mesure spectrale H définie dans l’équation (2.7) ou d’une
façon équivalente la fonction de dépendance V définie dans l’équation (2.11).

Dans le cadre bivarié, pour une mesure H donnée satisfaisant la condition de nor-
malisation (2.8), la fonction de dépendance correspondante V est donnée par

V (x, y) =
∫ 1

0
max

(
ω
x
, 1−ω

y

)
dH(ω)

= 1
y

∫ x
x+y

0 (1− ω)dH(ω) + 1
x

∫ 1
x

x+y
ωdH(ω).

Ainsi chaque choix de mesureH définit un modèle paramétrique. Ci-dessous quelques
exemples usuels :

1. Le modèle d’indépendance stricte
Posons V (x, y) = 1

x
+ 1

y
, (x, y) ∈ (0,∞)2. Cette fonction est bien homogène

d’ordre −1 et satisfait pour x > 0, V (x,∞) = V (∞, x) = x−1. Elle induit
donc la distribution multivariée des valeurs extrêmes

G(x, y) = exp

{
−

(
1

x
+

1

y

)}
= exp

(
−1

x

)
exp

(
−1

y

)
.

Cette fonction de répartition se factorise en x et y et correspond donc au
cas où les extrêmes sont indépendants. La mesure spectrale H associée est
H(.) = δ0(.) + δ1(.). En effet

∫ 1

0

max

(
ω

x
,
1− ω

y

)
dH(ω) =

1

x
+

1

y
.

2. Le modèle de dépendance parfaite
A l’extrême opposé de l’indépendance stricte, nous pourrions considérer la
dépendance parfaite en posant V (x, y) = max(x−1, y−1), (x, y) ∈ (0,∞)2.
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Là encore la fonction V remplit les conditions pour définir une fonction de
dépendance valide. La fonction de répartition associée est

G(x, y) = exp

{
−max

(
1

x
,
1

y

)}
,

et correspond à des variables aléatoires X et Y vérifiant P(X = Y ) = 1. La
mesure spectrale correspondante est H(.) = 2δ0.5(.). En effet

∫ 1

0

max

(
ω

x
,
1− ω

y

)
dH(ω) = 2max

(
1

2x
,
1

2y

)
= max

(
1

x
,
1

y

)
.

3. Le modèle logistique (Gumbel, 1960)
Sa fonction de dépendance est définie par

V (x, y) =
(
x−1/α + y−1/α

)α

et la densité de la mesure H est donnée par

h(ω) = (α−1 − 1)
{
ω−1/α + (1− ω)−1/α

}α−2 {ω(1− ω)}−(1+1/α) ,

pour ω ∈ (0, 1), où le paramètre de dépendance α ∈ (0, 1]. Les cas α = 1 et
α −→ 0 correspondent respectivement à l’indépendance exacte et la dépen-
dance complète. En raison de sa forme simple et maniable, le modèle logistique
est largement utilisé dans les modélisations statistiques bivariées.

4. Le modèle mixte (Tawn, 1991)
Sa mesure H est définie par

H(ω) =





1− θ si ω = 0

1− θ + 2θω si 0 < ω < 1

2 si ω = 1

où θ ∈ (0, 1]. Sa fonction de dépendance est donnée par

V (x, y) =
1

x
+

1

y
− θ

x+ y
,

où 0 ≤ θ ≤ 1. L’indépendance correspond à θ = 0 mais la dépendance
complète ne peut pas être représentée.

5. Le modèle logistique asymétrique (Tawn, 1991)
La fonction de dépendance de ce modèle est définie par :

V (x, y) =

{(
x

β2

)−1/α
+

(
y

β1

)−1/α}α

+
1− β2
x

+
1− β1
y

.
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La densité de sa mesure spectrale est définie par :

h(ω) =
1− α

αβ1β2

{(
ω

β2

)−1/α
+

(
1− ω

β1

)−1/α}α−2 {
ω

β2

(
1− ω

β1

)}−(1+1/α)

,

pour 0 < ω < 1, avec β1, β2 ∈ [0, 1] et α ∈ (0, 1] et h charge les valeurs 1− β1
et 1− β2 respectivement en ω = 0 et ω = 1.

6. Le modèle de Dirichlet (Tawn, 1991)
Sa fonction de dépendance est définie par :

V (x, y) =
1

x
{1− Be (α1 + 1, α2, x)}+

1

y
{1− Be (α1, α2 + 1, x)}

où α1, α2 > 0, Be (α1, α2, x) =
Γ(α1+α2)
Γ(α1)Γ(α2)

∫ x

0
ωα1(1 − ω)1−α2dω et la fonction Γ

est définie par : Γ(z) =
∫∞
0
tz−1e−tdt, z > 0.

La densité de sa mesure spectrale est h(ω) = Γ(α1+α2)
Γ(α1)Γ(α2)

ωα1−1(1− ω)α2−1dω.
L’indépendance totale et la dépendance complète sont atteintes respectivement
lorsque (α1, α2) → 0 et (α1, α2) → ∞.

La fonction de Pickands

Dans le cas bivarié, une fonction importante pour représenter la structure de dépen-
dance extrême entre deux composantes d’un vecteur bivarié introduite par Pickands
(Pickands, 1981), notée A, est définie sur [0, 1] par :

A(t) =

{
V (1

t
, 1
1−t) si t ∈ (0, 1)

1 si t ∈ {0, 1} .
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

- La fonction A est une fonction convexe de [0, 1] dans [1/2, 1];

- ∀t ∈ (0, 1), max(t, 1− t) ≤ A(t) ≤ 1.

Le graphique de gauche de la figure (2.2) montre les différentes formes que peut
prendre la fonction de dépendance de Pickands pour le modèle logistique, i.e.,

A(ω) =
{
ω−1/α + (1− ω)−1/α

}α
, 0 ≤ ω ≤ 1.

Lorsque α ↑ 1, A ≡ 1 c’est le cas de l’indépendance entre les deux variables alors
que lorsque α ↓ 1, A(ω) = max(ω, 1 − ω) c’est-à-dire la dépendance parfaite. Le
graphique de droite de la figure (2.2) montre que la fonction de dépendance de
Pickands n’est pas forcement symétrique par rapport à la droite ω = 0.5. C’est par
exemple le cas avec le modèle logistique asymétrique lorsque β1 6= β2 puisque la
fonction de Pickands pour ce modèle est donnée par :

A(ω) = (1− ω)(1− β1) + (1− β2)ω +
[
{(1− ω)β1}1/α + (ωβ2)

1/α
]α
, 0 ≤ ω ≤ 1.
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Fig 2.2: (Ribatet, 2013) ; Fonctions de dépendance de Pickands pour le modèle logis-
tique (à gauche) et asymétrique logistique (à droite) pour différentes valeurs de α, β1
et β2. Les droites en pointillés indiquent la dépendance parfaite et l’indépendance.

Mesure de la dépendance extrémale : le coefficient extrémal

Définition 2.4.1. (Coefficient extrémal) Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire bivarié
de marges Fréchet unitaire et de fonction de dépendance V . On appelle coefficient
extrêmal la quantité θ = V (1, 1).

Le coefficient extrêmal vérifie les propriétés suivantes (que l’on peut trouver dans
Coles (2001))

- θ ∈ [1/2, 1];

- les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si θ = 2;

- les variables X et Y sont parfaitement dépendantes si et seulement si θ = 1.

Soit (Xi, Yi), 1 ≤ i ≤ n, n réalisations indépendantes de (X, Y ). L’estimation du
coefficient extrême peut se faire essentiellement grâce à deux approches. On vérifie
aisément que l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ est :

θ̂ =
n∑n

i=1 max(Xi, Yi)−1

(Voir Beirlant et al. (2004)). L’autre approche utilise la relation entre le coefficient
extrémal θ et la quantité νF (X, Y ) = E {| F (X)− F (Y ) |} appelée F−madogramme,
où F désigne la distribution commune de X et Y . En effet on vérifie facilement
que 2νF (X, Y ) = θ−1

θ+1
(Cooley et al., 2006). On peut donc utiliser ce résultat afin

d’estimer le coefficient extrémal en estimant tout d’abord νF (X, Y ) par la moyenne
empirique et F par la fonction de répartition empirique. Soit (Xi, Yi), 1 ≤ i ≤ n, n

copies indépendantes du vecteur (X, Y ) on a : ν̂F (X, Y ) = 1
2n

n∑

i=1

| F̂ (Xi)− F̂ (Yi) |
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où F̂ désigne la fonction de répartition empirique.
Par suite :

θ̂ =
1 + 2ν̂F (X, Y )

1− 2ν̂F (X, Y )
.

2.4.3 Ajustement des modèles multivariés

Il y a deux méthodologies principales dans la modélisation statistique des extrêmes
multivariés: paramétrique et non-paramétrique. Le principal avantage de la mod-
élisation paramétrique est que les techniques de vraisemblance standard permettent
l’ajustement simultané des modèles marginaux et de la structure de dépendance
offrant ainsi une meilleure estimation des paramètres. En revanche, les approches
non paramétriques exigent que chaque marge soit modélisée séparément et ensuite
le modèle de la dépendance sera estimé. Cette approche ne permet ni l’échange
d’informations entre les marges ni la possibilité de tenir compte de l’incertitude de
l’estimation marginale lorsque la structure de dépendance est estimée.

Vraisemblance multivariée

Pour illustrer cette méthode on se place dans le cadre bivarié.
Soit {(xi, yi); i = 1, ..., n} une suite d’observations indépendantes d’un vecteur aléa-
toire bivarié (X, Y ). On suppose que la distribution de (X, Y ) est connue et qu’elle
est de la forme Fθ(x, y), où θ est un vecteur de paramètres inconnus, pour les ob-
servations dépassant deux seuils élevés (u1, u2).

Pour des seuils marginaux élevés on partitionne R2 à l’aide des quatre quadrants
suivants {

Rkl; k = 1{X>u1}, l = 1{Y >u2}
}
.

R00 =
{
(x, y) ∈ R2; x ≤ u1; y ≤ u2

}

;

R01 =
{
(x, y) ∈ R2; x ≤ u1; y > u2

}

;

R11 =
{
(x, y) ∈ R2; x > u1; y > u2

}

;

R01 =
{
(x, y) ∈ R2; x ≤ u1; y > u2

}

:

R10 =
{
(x, y) ∈ R2; x > u1; y ≤ u2

}
.

Ainsi, pour une observation marginale qui ne dépasse pas un seuil, la seule infor-
mation pertinente fournie est qu’elle se situe en dessous du seuil (RL. Smith and
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Coles, 1997). Selon la valeur de k et l, la contribution à la vraisemblance Lkl dans
la région Rkl en un point (xi, yi) est donnée par :

L00(xi, yi) = Fθ(u1, u2), L01(xi, yi) =
∂Fθ(u1, y)

∂y
|y=yi ,

L10(xi, yi) =
∂Fθ(x, u2)

∂x
|x=xi

, L11(xi, yi) =
∂2Fθ(x, y)

∂y∂x
|(x,y)=(xi,yi) .

La vraisemblance pour n points indépendants est donc :

Ln (θ) =
n∏

i=1


 ∑

k,l∈{0,1}
Lkl(xi, yi)1{(xi,yi)∈Rkl}


 .

Cette méthode peut être étendue facilement aux dimensions supérieures d ≥ 2.
La contribution à la vraisemblance pour une observation (y1, ..., yd) pour laquelle
seulement les composantes j1, ..., jm dépassent leurs seuils est donnée par

∂mFθ(x1, ..., xd)

∂xj1 , ..., ∂xjd
|{xj=max(uj ,yj);j=1,...,d} .

Le coefficient extrême comme valeur particulière de la fonction V est également une
valeur particulière de la fonction A. En effet θ = V (1, 1) = 2A(0.5).

Approche non paramétrique

Soit X et Y deux variables aléatoires de marges Fréchet unitaire telles que leur
distribution F soit dans le domaine d’attraction d’une distribution extrême bivariée
G. Pour des grandes valeurs de x et y,

F (x, y) ≈ G(x, y) = exp {−V (x, y} ≈ 1− V (x, y)

et comme V est homogène d’ordre −1 , alors

1− F (tx, ty) ≈ V (tx, ty) = t−1V (x, y) ≈ t−1 {1− F (x, y)} .

Il en résulte immédiatement que si A ⊆ B, où B = R2 \ {(0, x)× (0, y)} alors

P {(X, Y ) ∈ tA} ≈ t−1P {(X, Y ) ∈ A} ∀t ≥ 1. (2.13)

Dans les applications, l’équation (2.13) est utilisée pour des grandes valeurs de x et
y et des valeurs appropriées de t. La propriété d’homogénéité fournit un moyen de
relier la probabilité d’événements les plus extrêmes avec des probabilités évaluées
sur les données observées. En effet le principe de cette méthode consiste à utiliser
l’estimation de la probabilité d’être dans une région A contenant des données pour
estimer la probabilité de la région tA qui ne contient pas des données.
Pour plus détails voir Draisma et al. (2004).
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2.5 Insuffisance du cadre max-stable

Dans cette section on se place dans un cadre bivarié, suffisant pour montrer que
les approches classiques max-stables sont inopérantes dans le cas de l’indépendance
asymptotique (définie ci-dessous).
Soit F la distribution jointe d’un vecteur aléatoire (Y1, Y2) de marges Fréchet unité.
On suppose que F est dans le domaine d’attraction d’une loi max-stable G. Soient
(Y 1

1 , Y
1
2 ) , .., (Y

n
1 , Y

n
2 ) n copies indépendantes de (Y1, Y2) et Mn

1 = maxi=1,..,n Y
i
1 ,

M i
2 = maxi=1,..,n Y

i
2 pour n ≥ 1. On a alors :

P

(
Mn

1

n
≤ x,

Mn
2

n
≤ y

)
= F n (nx, ny) −→

n→+∞
G(x, y). (2.14)

Il existe une mesure finie µ sur le cône convexe [0,∞)2\ {0} telle que:

G(x, y) = exp[−V (x, y)] où V (x, y) = µ {(u, v) : u > x ou v > y} .
Comme développée dans la section précédente, la décomposition de la mesure µ en
une composante radiale et une angulaire permet d’écrire :

V (x, y) =

∫ 1

0

(
max

ω

x
,
1− ω

y

)
dH(ω),

avec H(.) une mesure positive finie sur [0, 1]. Un cas particulier se produit lorsque
H charge seulement les valeurs 0 et 1. Dans ce cas on a :

µ {(u, v) : u > x ou v > y} =
1

x
+

1

y
= µ {(u, v) : u > x}+ µ {(u, v) : v > y} .

Cette propriété additive se transforme en une propriété multiplicative en passant à
l’exponentielle donc la distribution limite G s’écrit comme produit des distributions
marginales limites :

G(x, y) = G(x,∞)G(∞, y) pour tout x, y > 0.

On dit alors que les variables Y1 et Y2 sont asymptotiquement indépendantes.
Dans le cas contraire Y1 et Y2 sont asymptotiquement dépendantes. Si on s’intéresse
à l’estimation de la probabilité que Y1 et Y2 excèdent simultanément un seuil élevé
dans le cas de l’indépendance asymptotique, la convergence (2.14) est sans intérêt.
En effet, en passant au logarithme on montre aisément que:

nP

(
Y1
n

≥ x,
Y2
n

≥ y

)
= lnG(x, y)− lnG(x,∞)− lnG(∞, y).

Dans le cas de l’indépendance asymptotique cette quantité est nulle et l’extrapolation
est impossible.
Dans le chapitre suivant on détaillera des alternatives possibles au travers de modèles
qui se focalisent directement sur la variation régulière des queues de distributions,
permettant ainsi d’avoir une meilleure représentation de la décroissance des queues.
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Chapitre 3

Au delà du max-stable

3.1 Introduction

L’absence d’un cadre paramétrique exhaustif pour les extrêmes multivariés constitue
un obstacle majeur pour l’étude de la dépendance des extrêmes. En effet sous
l’hypothèse de max-stabilité, les questions liées à la dépendance asymptotique sont
relativement bien résolues aux travers des modèles max-stables mais ces derniers
sont assez restrictifs en ce qui concerne les aspects d’indépendance asymptotique
des réalisations les plus extrêmes puisqu’ils se limitent à la seule notion usuelle
d’indépendance stricte. Ceci n’offre pas la flexibilité souhaitée pour modéliser des
données asymptotiquement indépendantes. Plusieurs travaux proposent d’autres
classes de modèles plus générales, qui décrivent le comportement des queues de
distributions tout en englobant les modèles existants. Dans la suite, en se basant
sur les travaux de Ledford et Tawn (1996, 1997), Resnick (2002), Ramos et Ledford
(2009, 2011), Wadsworth et Tawn (2013) et de Haan et Zhou (2011), on se propose
d’explorer et analyser ces nouveaux modèles plus flexibles et appropriés aux cas de
l’indépendance asymptotique.

3.2 Caractérisation de l’(in)dépendance asympto-

tique par les mesures χ et χ̄

Soient X et Y deux variables aléatoires de même loi marginale F . Soit la mesure

χ = lim
z→τF

P (Y > z|X > z) , (3.1)

où τF est le point terminal de la distribution marginale commune. Cette mesure a
été considérée par Sibuya (1960) et de Oliveira (1962).
Lorsque χ = 0 les maxima des copies indépendantes du vecteur (X, Y ) sont asymp-
totiquement indépendantes. En d’autres termes, l’indépendance asymptotique ex-
prime le fait que la probabilité que deux composantes soient simultanément grandes
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est négligeable par rapport à la probabilité qu’une seule le soit. La dépendance
asymptotique correspond au cas χ > 0, bien sûr lorsque la limite (3.1) existe. Par
abus de langage on se permet souvent de dire que les variables marginales sont
asymptotiquement indépendantes, respectivement asymptotiquement dépendantes,
dans ces cas.

Cette mesure a été généralisée dans Coles et al. (1999) dans le cas où les marges
sont différentes, et ceci en utilisant une transformation en marges uniformes (U1, U2).
Pour mesurer la dépendance sans les effets des marges ils ont utilisé les fonctions
copules. Désignons par F1 et F2 les distributions marginales respectives. La copule
C(., .) associée à F est telle que

F (x, y) = C {F1(x), F2(y)} ,
avec comme domaine D = [0, 1]× [0, 1]. Par conséquent C est la distribution jointe
après transformation aux marges uniformes sur [0, 1] et ceci en considérant (U1, U2) =
{F1(X), F2(Y )} , (pour plus de détails voir Nelsen (1999)).
La mesure χ peut alors s’écrire

χ = lim
t→1

P (U2 > t | U1 > t) ,

ou, d’une façon équivalente

χ = lim
t→1

{
2− 1− P(U1 < t, U2 < t)

1− P(U1 < t)

}

= lim
t→1

{
2− logP(U1 < t, U2 < t)

logP(U1 < t)

}

= lim
t→1

χ(t).

Dans le cas de la dépendance parfaite χ(t) = 1, pour tout t ∈ (0, 1), et dans le cas
de indépendance exacte χ(t) = 0.
La quantité χ(t) définit une mesure de dépendance basée sur les quantiles (associée
à la probabilité de non dépassement de t). Ainsi le signe χ(t) définit si les variables
X et Y sont négativement ou positivement associées pour le niveau de dépassement
t. La mesure χ(t) s’estime facilement à l’aide de la fonction de répartition empirique
F̂ , pour t ∈ (0, 1)

χ̂(t) =
2− log F̂ (t)

log t
.

Si un vecteur aléatoire suit une loi bivariée extrême de fonction de dépendance
V avec des marges Fréchet unitaire alors

χ(t) = 2− V (1, 1) = 2− θ, ∀t ∈ (0, 1), (3.2)

où θ est le coefficient extrémal défini dans le chapitre précédent. Dans l’équation
(3.2), on remarque que χ(t) est indépendant de t. Ceci est intéressent d’un point
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de vue statistique puisque si l’on dispose d’un estimateur de χ(t) et s’il est stable
indépendamment des valeurs de t, cela pourrait justifier l’utilisation d’une loi des
valeurs extrêmes.
Les mesures χ et χ(t) sont d’intérêt uniquement pour des variables asymptotique-
ment dépendantes. Leurs interprétations doivent cependant être faite avec prudence.
En effet, Coles et al. (1999) ont montré qu’en utilisant un graphique de χ(t) estimé
empiriquement, il est possible de conclure à tort que des extrêmes sont asympto-
tiquement dépendants. C’est par exemple le cas des vecteurs gaussiens de corrélation
ρ ∈ (0, 1). Pour cette raison, ils ont introduit une autre mesure pour mesurer le degré
de dépendance pour des variables asymptotiquement indépendantes, à savoir

χ̄ = lim
t→1

{
2 logP(U1 > t)

logP(U1 > t, U2 > t)
− 1

}

= lim
t→1

{
2 log(1− t)

log C̄(t, t)
− 1

}

= lim
t→1

χ̄(t),

où C̄ est tel que C̄ {F1(x), F2(y)} = F̄ (x, y).

La mesure χ̄ varie dans l’intervalle [−1, 1]. L’intervalle [−1, 1) correspond à
l’indépendance asymptotique et la valeur 1 correspond à la dépendance asympto-
tique. Pour gérer les deux types de dépendance d’extrêmes il est plus commode
d’utiliser le couple (χ, χ̄). Le cas (χ > 0, χ̄ = 1) représente le cas de dépendance
asymptotique où la mesure χ mesure le degré de dépendance et le cas (χ = 0, χ̄ < 1)
représente le cas de l’indépendance asymptotique où les valeurs de χ̄ déterminent le
degré de dépendance dans cette classe.

Exemple 3.2.1. Distribution bivariée normale avec coefficient de corrélation 0 ≤
ρ < 1.
La fonction de survie jointe de cette distribution avec des marges Fréchet unitaire
satisfait :

P(X > r, Y > r) ∼ cρ log(r)
−ρ/(1+ρ)r−2/(1+ρ), r → ∞,

où cρ = (1 + ρ)3/2(1− ρ)−1/2(4π)−ρ/(1+ρ) (Reiss, 1984).
Dans ce cas (χ, χ̄) = (0, ρ) et les cas de l’association positive, de l’indépendance et
de l’association négative correspondent respectivement à ρ > 0, ρ = 0 et ρ < 0.

3.3 Modèles de Ledford et Tawn (1996-1997)

Les modèles de Ledford et Tawn (1996, 1997) constituent la base de la majorité
des résultats présentés dans la suite. D’une façon intuitive, Ledford et Tawn (1996)
ont compris que le problème de l’incapacité de détecter les résidus de dépendance
dans le cas de l’indépendance asymptotique (IA), c’est-à-dire une dépendance qui
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peut s’exprimer à taille d’échantillon finie, est lié à la vitesse de convergence dans
la relation (2.14). Une nouvelle modélisation de la queue de distribution est donc
nécessaire pour alléger un peu cette vitesse. Plutôt que de travailler sur des lois de
maxima, Ledford et Tawn (1996) ont introduit un modèle pour le comportement de
queue d’une distribution bivariée permettant de gérer la décroissance des probabilités
de survie. Ce modèle se focalise directement sur la variation régulière de la fonction
de survie au voisinage de l’infini plutôt que d’utiliser celle de 1− F où F désigne la
distribution jointe. Soit (Z1, Z2) un vecteur bivarié avec marges Fréchet unitaire. En
se basant sur plusieurs exemples de distributions, Ledford et Tawn (1996) proposent
l’approximation suivante :

P (Z1 > r, Z2 > r) ∼ L(r)r−1
η .

où L est une fonction Univariée à Variation Lente (UVL) (Ledford and Tawn, 1996).

Le paramètre η est une constante qui détermine la vitesse de décroissance de
la fonction de survie jointe pour de grandes valeurs de r. Il fournit une mesure
de la dépendance entre les queues des marginales et on l’appelle le coefficient de
dépendance de queue. Le modèle de Ledford and Tawn (1997) généralise celui de
1996 en donnant un développement d’ordre supérieur de la fonction de survie jointe
d’un vecteur aléatoire de marges Fréchet unitaire. Pour des valeurs élevées de z1 et
z2, la fonction de survie jointe de (Z1, Z2) est alors modélisée par :

F (z1, z2) = P (Z1 > z1, Z2 > z2)

= L1(z1, z2)z
−c1
1 z−c22 + L2(z1, z2)z

−(c1+d1)
1 z

−(c2+d2)
2 + o

(
z
−(c1+d1)
1 z

−(c2+d2)
2

)

où c1+c2 = 1
η

, dj ≥ 0 et Lj(z1, z2) 6= 0 j = 1, 2 est une fonction Bivariée à Variation
Lente (BVL). On a les résultats suivants :
(i) si η = 1 et lim

t→∞
L(t) 6= 0, les variables marginales sont asymptotiquement dépen-

dantes (AD) ;

(ii) si 0 < η <
1

2
, les variables marginales sont AI, avec une association négative ;

(iii) si η =
1

2
, et L ∼

∞
1, les variables marginales sont strictement indépendantes ;

(iv) si
1

2
< η < 1, les variables marginales sont AI, avec une association positive.

Soit Z un vecteur de distribution F avec des marges Fréchet unitaire, le vecteur Z est
dans le domaine d’attraction d’une distribution des extrêmes multivariée si il existe
une mesure de Radon µ telle que pour tout borélien compact B ⊂ [0,∞]d\{0}, la
limite :

lim
n→∞

P

(
Z

n
∈ B

)
= µ (B) ,

existe, est non dégénérée et vérifie µ (∂B) = 0, ou d’une façon équivalente le proces-

sus ponctuel de de Haan (de Haan, 1984)
{

Z1
i

n
, ..., Zd

i

n
, i = 1, .., n

}
converge faible-
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ment vers un processus poissonien d’intensité µ (Resnick, 1987, chapitre 5). La
mesure µ est nécessairement homogène d’ordre −1 et sa masse est concentrée dans
le sous-cône (0,∞]d ⊂ [0,∞]d\{0} dans le cas de la dépendance asymptotique.
Lorsque Z est AI, µ n’a pas de masse dans (0,∞)d et cela pose un problème dans
les applications statistiques car alors µ((0,∞)d) = 0. Par suite on ne peut pas ex-
trapoler en utilisant les probabilités des événements plus centraux.
En utilisant leur nouvelle modélisation, Ledford and Tawn (1997) ont défini un nou-
veau processus ponctuel :

{(
Z1

i

bn
, ...

Zd
i

bn
: i = 1, ..., n

)}
,

où bn vérifie nF̄ (bn, ..., bn) ∼ 1. Ce processus converge faiblement vers un processus
poissonien dont l’intensité est définie par une nouvelle mesure µ0 sur le nouveau cône
convexe (0,∞)d, ce qui permet de considérer une nouvelle structure de convergence
dans (0,∞]d ouvrant la voie à plusieurs approches de modélisation de la fonction de
survie.

3.4 Relation entre η et L et les mesures de dépen-

dances χ et χ̄

Dans cette section on se propose d’exprimer les mesures de dépendance χ et χ̄ en
fonction du coefficient de dépendance de queue η et de la fonction L.
En utilisant la définition de C̄ et le modèle de Ledford and Tawn (1996), on a :

C̄(1− t, 1− t) ∼ L
{
(1− t)−1

}
(1− t)1/η quand t→ ∞.

Par conséquent,

χ̄ = lim
t→1

χ̄(t)

= lim
t→1

{
2 log(1− t)

log C̄(1− t, 1− t)
− 1

}

= lim
t→1

{
2 log(1− t)

logL{(1− t)−1}+ 1
η
log(1− t)

− 1

}

= 2η − 1.

(3.3)

Par suite la relation entre ces deux mesures de dépendance et η et L est

χ̄ = lim
t→1

χ̄(t) = 2η − 1.

Par conséquent, si η = 1 et lim
t→∞

L(t) = c (0 < c ≤ 1), alors χ̄ = 1 et les variables

sont asymptotiquement dépendantes de degré χ = c.
Si 0 < η < 1 ou η = 1 et lim

t→∞
L(t) = 0, alors χ = 0 et les variables sont asympto-

tiquement indépendantes de degré χ̄ = 2η − 1 (Beirlant et al., 2004).

51



Chapitre 3 : Au delà du max-stable

3.5 Quelques modèles pour l’indépendance asymp-

totique

Durant la dernière décennie, plusieurs travaux ont essayé de combler les lacunes de
la théorie des valeurs extrêmes dans le cas de l’indépendance asymptotique. Dans la
suite on parcourra brièvement les principaux travaux qui ont suivi ceux de Ledford
et Tawn (1996, 1997).

3.5.1 Variation régulière cachée : Resnick (2002)

En se basant sur les travaux de Ledford et Tawn (1996, 1997), un raffinement de
la classe des distributions multivariées variant régulièrement dans le cas de l’IA est
introduit par Resnick (Resnick, 2002) sous le nom de variation régulière cachée. La
notion de variation régulière cachée désigne une sous-famille semi-paramétrique de
la famille complète des distributions possédant une variation régulière multivariée
dans le cas de l’IA. L’idée est de mettre en avant des outils permettant de capturer
les résidus de dépendance négligés par la mesure µ de la variation régulière relative à
la théorie des valeurs extrêmes. En quelque sorte, par le biais d’une nouvelle mesure
plus précise, on va zoomer sur la région (0,∞]d dans le cas d’une indépendance
asymptotique. Bien sûr on n’aura pas besoin de le faire dans le cas de la dépen-
dance asymptotique.

Définition 3.5.1. (Resnick, 2002) Soit Z un vecteur aléatoire à variation régulière
sur le cône C = [0,∞)d � {0}, d ≥ 2, i.e. il existe b(t) −→ ∞ et une mesure de
Radon ν sur C telles que

P (Z/b(t) ∈ .)
v−→ ν(.), t −→ ∞, dans M+(C). (3.4)

Z est dit à variation régulière cachée sur le sous-cône C0 = (0,∞)d si ν (C0) = 0 et

s’il existe une fonction b0(t) −→ ∞ vérifiant
b0(t)

b(t)
−→ 0 et une mesure ν0 définie

sur M+ (C0) telles que :

tP

[
Z

b0(t)
∈ ·

]
v−→ ν0 (.) , quand t −→ ∞. (3.5)

Ci-dessous quelques conséquences de la définition précédente (Resnick, 2002) :

• Il existe α > 0 tel que pour t > 0 ν (tA) = t−αν (A) pour tout ensemble
mesurable A ⊂ C0 ;

• Il existe α0 > α tel que pour t > 0 ν0 (tA) = t−α0ν0 (A) pour tout ensemble
mesurable A ⊂ C0 ;
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• b ∈ RV 1
α

et b0 ∈ RV 1
α0

;

• D’une façon équivalente à (3.5) :

tP

(
R

b0(t)
> r,W ∈ B

)
v−→ r−α0H0 (B)

pour tout borélien B de N0 = C0 ∩ N où N et H0 désignent respectivement
la sphère unité et la mesure angulaire correspondante à ν0 sur N0. La mesure
H0 est dite mesure angulaire cachée.

Remarque 3.5.1.

Lorsque C = [0,∞)d � {0} et C0 = (0,∞)d, alors la variation régulière cachée im-
plique l’IA (Resnick, 2002). Dans ce cas, l’appellation variation régulière cachée est
justifiée par le fait que la normalisation relativement brute nécessaire à la conver-
gence vers les axes est trop forte et cache la structure à l’intérieur du cône. Une
normalisation de moindre ordre est nécessaire sur un plus petit cône. En d’autres
termes, dans certains cas, la mesure limite ν en (3.4) sur le cône C est dégénérée
car concentrée sur C�C0. Restreindre la convergence (3.4) au sous cône C0 peut
alors faire apparaître une structure plus fine en ayant recours à une normalisation
qui tend vers l’infini moins vite.

Exemple 3.5.1. Distribution normale de coefficient de corrélation 0 < ρ < 1.
On suppose que Z est un vecteur bivarié dont la structure de dépendance est donnée
par une copule gaussienne avec des marges Fréchet unitaire. Dans le cadre max-
stable la mesure ν est concentrée sur les axes. En utilisant le modèle de Ledford and
Tawn (1997)

F̄ (z1, z2) = P (Z1 > z1, Z2 > z2) ∼ L1(z1, z2) (z1z2)
−1/2η ,

avec η =
1 + ρ

2
et L1 une BVL. Le vecteur Z est à variation régulière cachée d’ordre

α0 =
2

1 + ρ
et la mesure cachée ν0 se factorise de la façon suivante :

ν0 (dr × dω) =
1

η
r−(1+1/η)× 1

4η
{ω(1− ω)}

−1/2η−1
dω

︸ ︷︷ ︸
H0(dω)

.

La figure (3.1) illustre l’apport d’un point de vue statistique (extrapolation)
de la mesure cachée ν0. En effet, grâce à cette mesure, plus d’informations sur
les événements centraux sont disponibles, ce qui offre la possibilité d’appliquer les
méthodes non paramétriques d’extrapolations.
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Fig 3.1: Nuage de points correspondant à n = 103 observations de la loi normale en
marges Fréchet unitaire avec une corrélation ρ = 0.7. A gauche normalisée par n
ce qui correspond à η = 1 donc une variation régulière d’ordre 1 (RV1) et à droite

normalisée par nη ce qui correspond à une variation régulière d’ordre 1/η (RV
1
η ).

3.5.2 Dépendance résiduelle extrémale : De Haan et Zhou
(2011)

Si Resnick en 2002 (Resnick, 2002) a défini la variation régulière cachée en se basant
sur le modèle de Ledford et Tawn (Ledford and Tawn, 1997), en 2011 de Haan et
Zhou (de Haan and Zhou, 2011) ont travaillé directement sur une deuxième condition
de convergence vers une loi extrême détaillée ci-dessous. Ils ont ainsi défini une
variation régulière de queue d’une distribution bivariée très similaire à celle présentée
dans Ledford and Tawn (1997). Ceci leur a permis d’introduire une mesure définie
sur le cône (0,∞]d opérante dans le cas de l’indépendance asymptotique. Ci-dessous
nous résumons leur approche.

Soit (Xi, Yi) , 1 ≤ i ≤ n, des copies indépendantes d’un vecteur aléatoire (X, Y )
de fonction de répartition F . On suppose que F est dans le domaine d’attraction
d’une loi extrême G donc il existe des suites normalisantes, {bn,1 > 0}, {bn,2 > 0},
et {an,1}, {an,2} telles que :

lim
n→+∞

nP

(
X − an,1
bn,1

≥ x ou
Y − an,2
bn,2

≥ y

)
= − lnG(x, y).

Cette condition peut être remplacée par l’existence d’une mesure ν définie sur
R2

+\{0} vérifiant pour tout x > 0 et y > 0 ;

− lnG(x, y) = ν {(u, v); u > x ou v > y} .

Pour tout borélien A vérifiant inf(x,y)∈A x ∨ y > 0 et pour des marges Pareto on a :

ν (tA) = t−1ν(A).
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La condition du second ordre introduite par de Haan et Resnick en 1997 (de Haan
and Resnick, 1977) est liée à la vitesse de convergence vers une loi extrême.
Cette condition est vérifiée s’il existe une fonction ψ(x, y) et une fonction A(t) −→ 0
quand t −→ ∞ telles que :

lim
t→∞

tP
(

X−b1(t)
a1(t)

> x ou Y−b2(t)
a2(t)

> y
)
+ ln (G(x, y))

A(t)
= ψ(x, y) <∞.

Soit X̃ = 1/ (1− FX (X)) et Ỹ = 1/ (1− FY (Y )) où FX et FY sont les distributions

marginales du vecteur (X, Y ). Les distributions marginales de
(
X̃, Ỹ

)
sont de type

Pareto standard, i.e. P
(
X̃ > x

)
=

1

x
pour x > 1.

En conséquence l’égalité précédente devient, en fonction de la mesure ν :

lim
t→∞

tP
(
X̃ > tx, Ỹ > ty

)
− ν {(u, v), u > x, v > y}
A(t)

existe,

et dans le cas de l’IA on a ν {(u, v); u > x, v > y} = 0. La condition du second ordre
s’écrit alors :

lim
t→∞

P
(
X̃ > tx, Ỹ > ty

)

Q(t)
existe (3.6)

avec Q(t) =
A(t)

t
.

La fonction A est à variation régulière d’indice r ≤ 0 donc Q est à variation régulière

d’indice r− 1 ≤ −1. En posant r− 1 =
−1

η
on retrouve la modélisation de Ledford

et Tawn (Ledford and Tawn, 1997).

Définition 3.5.2. (Dépendance résiduelle extrême)
Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire bivarié à variation régulière dans R2

+\{0}. On dit
que ce vecteur présente une dépendance résiduelle extrême si ses composantes sont
asymptotiquement indépendantes et s’il vérifie la condition (3.6).

L’appellation dépendance résiduelle extrême reflète la dépendance dans les par-
ties résiduelles avant d’atteindre l’indépendance stricte à l’infini.
de Haan et Zhou n’ont considéré que les cas d’indépendance asymptotique avec

association positive, c’est-à-dire les cas où
1

2
< η < 1. Ils considèrent que cela

correspond au cas le plus intéressant dans la modélisation des données réelles. Par
exemple dans le cas d’une distribution normale avec un coefficient de corrélation ρ,

η =
1 + ρ

2
donc η <

1

2
correspond à une corrélation ρ < 0.
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Puisque la fonction Q(t) est à variation régulière d’ordre
−1

η
, la fonction Q(tη) est

à variation régulière d’ordre −1 et par suite la condition (3.6) est équivalente à :

lim
t→∞

P
(
X̃1/η > tx, Ỹ 1/η > ty

)

Q(tη)
= ν∗ {(u, v) : u > x, v > y}

où ν∗ est une mesure définie sur (0,∞)2 vérifiant

ν∗ (tB) = t−1ν∗(B) t > 0

pour tout borélien B vérifiant inf(x,y)∈B x ∧ y > 0.
de Haan et Zhou ont décomposé ν∗ en composantes radiale et angulaire pour définir
une nouvelle mesure spectrale H∗ finie sur (0, 1) qui caractérise la dépendance entre
les marginales. Le théorème suivant résume leur principal résultat :
Théorème 3.5.1. de Haan et Zhou [2011]
Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire bivarié appartenant au domaine d’attraction d’une
loi extrême. On suppose que (X, Y ) présente une dépendance résiduelle extrémale

avec un coefficient
1

2
< η < 1. Alors il existe une mesure finie H∗ sur (0, 1) telle

que :

ν∗ {(u, v) : u > x, v > y} =

∫ 1

0

1

xω
∧ 1

y(1− ω)
H∗(dw)

pour x, y > 0.
Inversement, pour toute mesure finie H∗ sur (0, 1), la partie intégrale de l’égalité
précédente est finie. De plus, il existe un vecteur aléatoire (X, Y ) appartenant au
domaine d’attraction d’une loi extrême et présentant une dépendance résiduelle ex-
trême.

Exemple 3.5.2.

H∗(dω) = H(α,β,c)(dω) = cωα−1(1− ω)β−1

où 0 < α, β ≤ +∞ et c une constante strictement positive.

• si α 6= β alors H∗ est asymétrique ;

• les valeurs de α et β déterminent le degré de concentration de H∗ à l’intérieur
de (0, 1) ;

• pour α = β =
1

2
et c =

1

2
on a :

∫ 1

0

1

xω
∧ 1

y(1− ω)
H(1/2,1/2,1/2) (dω) =

1√
xy
,
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ce qui correspond à la dépendance résiduelle extrême d’une distribution bivariée nor-
male.

Les apports de cette approche par rapport à la variation régulière cachée est
d’une part la donnée d’une condition mathématique explicite justifiant l’ordre de la
variation régulière que doit avoir la fonction de survie bivariée pour identifier les cas
où l’on est capable de capturer les résidus de dépendance lorsque la loi limite des
maxima normalisés basée sur la première condition de convergence est dégénérée.
D’autre part d’un point de vue statistique, la réciproque du théorème 3.5.1 constitue
un outil important pour le développement de modèles paramétriques pour les queues
de distributions au travers des estimations des paramètres associés à la mesure H∗

(c, α et β dans le cas de l’exemple ci-dessus). D’ailleurs dans la même optique nous
généralisons dans le quatrième chapitre un théorème de Ramos et Ledford (Ramos
and Ledford, 2009).

3.5.3 Modèle paramétrique de Ramos et Ledford (2009)

Modèle de queue

Partant d’une reformulation de la fonction de survie jointe définie dans le modèle
de Ledford and Tawn (1997), Ramos and Ledford (2009) introduisent un modèle
paramétrique pour les queues de distributions. Ce nouveau modèle permet de gérer
les cas de dépendance et d’indépendance asymptotiques. Soit (Z1, Z2) un vecteur
aléatoire de marges Fréchet unitaire et de fonction de survie jointe :

F̄ (x, y) = P (Z1 > x,Z2 > y) = L(x, y)(xy)− 1
2η , η ∈ (0, 1],

où L est une fonction bivariée à variation lente. En introduisant un vecteur bivarié
(S, T ) défini par (S, T ) = lim

u→∞
{(Z1/u, Z2/u) | (Z1 > u,Z2 > u)} , Ramos et Ledford

factorisent la mesure µWR (Resnick, 2002) associée au vecteur (R,W ), où R = S+T
et W = S/R, de la façon suivante : (dr, dw) = r−(1+1/η)drdHη(ω) où Hη est une
mesure définie sur (0, 1). Pour un seuil élevé u et pour tout (s, t) ∈ [1,∞)2,

F̄S,T (s, t) = P (S > s, T > t)

= lim
u→∞

P (Z1 > us, Z2 > ut | Z1 > u,Z2 > u) =
g∗(s/(s+ t))

(st)1/2η
.

En transformant en coordonnées pseudo-polaires, l’équation précédente donne
pour ω ∈ (0, 1) :

η−1g∗(ω) =

(
1− ω

ω

)1/2η ∫ ω

0

z1/ηdHη(z) +

(
ω

1− ω

)1/2η ∫ 1

ω

(1− z)1/ηdHη(z).

Comme F̄S,T (1, 1) = g∗(
1
2
) = 1, Hη doit satisfaire la condition de normalisation

suivante :

η−1 =

∫ 1/2

0

z1/ηdHη(z) +

∫ 1

1/2

(1− z)1/η dHη(z). (3.7)
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La mesure Hη est analogue à la mesure classique de la théorie des extrêmes multi-
variée H. Les deux mesures Hη et H sont liées : si (Z1, Z2) est max-stable, η = 1

et dH(ω) =
(
2−

∫ 1

0
max(ω, 1− ω)

)
dH1(ω) = θdH1(ω), où θ désigne le coefficient

extrémal de (Z1, Z2).
En utilisant la modélisation suivante

F̄Z1,Z2(x, y) = pu
1
η g∗(x/(x+ y))(xy)−

1
2η , (x, y) ∈ (u,∞)2, (3.8)

où p = P(Z1 > u,Z2 > u), Ramos et Ledford (2009) ont défini des modèles semi-
paramétriques à travers Hη pour la fonction de survie. Chaque choix d’une fonction
g∗ dans (3.8) fournit un modèle paramétrique de la fonction de survie. En se basant
sur une modification du modèle logistique, Ramos and Ledford (2009) ont défini le
modèle η-asymétrique logistique.

Pour un seuil élevé u et pour tout (x, y) ∈ [u,∞)2, la fonction de survie de ce
modèle est définie par:

F̄X,Y (x, y) =
pu1/η

Nρ


(ρx)−1/η +

(
y

ρ

)−1/η
−

{
(ρx)−1/δ +

(
y

ρ

)−1/δ}δ/η

 (3.9)

avec ρ > 0, δ > 0 tels que δ 6> 1 et Nρ = ρ−1/η + ρ1/η −
(
ρ−1/δ + ρ1/δ

)δ/η
.

Partant d’une nouvelle représentation de la fonction de survie, nous généralisons au
chapitre 5, la modélisation (3.9) où le coefficient de décroissance de queue η sera
remplacé par une fonction bivariée introduite par Wadsworth and Tawn (2013).

3.5.4 Modèle de maxima de Ramos et Ledford (2011)

Ramos and Ledford (2011) ont considéré le même processus ponctuel que celui in-
troduit par Ledford and Tawn (1997). Cela leur a permis de retrouver leurs résultats
de 2009 sur la mesure Hη puis, grâce à cette nouvelle mesure, de définir une loi de
maxima sur le cône (0,∞)2 en suivant l’approche de de Haan (1984). Leur démarche
est la suivante :

Soit Rε = {(x, y) /x > ε, y > ε} et Rε (x, y) = Rε� {(ε, x)× (ε, y)} . Soit (Xi, Yi)
, 1 ≤ i ≤ n, des copies i.i.d d’un vecteur aléatoire (X, Y ) avec des marges Fréchet
unitaire et de fonction de répartition F . On désigne par MX,n,ε et MY,n,ε les com-
posantes de maxima des points (X1, Y1) , ..., (Xn, Yn) dans la région du plan Rε.
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Ainsi pour tout x > ε, y > ε et bn vérifiant nF̄ (bn, bn) = 1 on a :

P

(
MX,n,εbn

bn
≤ x,

MY,n,εbn

bn
≤ y

)

= P { aucun (Xi, Yi) ne soit dans Rεbn (xbn, ybn)}
= P { tout (Xi, Yi) soit à l’extérieur de Rεbn (xbn, ybn)}
=

{
1− F̄ (xbn, εbn)− F̄ (εbn, ybn) + F̄ (xbn, ybn)

}n

=

[
1− 1

n

{
F̄ (xbn, εbn)

F̄ (bn, bn)
+
F̄ (εbn, ybn)

F̄ (bn, bn)
− F̄ (xbn, ybn)

F̄ (bn, bn)

}]n
.

Par conséquent

lim
ε→0

lim
n→∞

P

(
MX,n,εbn

bn
≤ x ,

MY,n,εbn

bn
≤ y

)
= Gη(x, y)

avec
Gη(x, y) = exp (−Vη(x, y))

où

Vη(x, y) = η

∫ 1

0

max

(
ω

x
,
1− ω

y

)1/η

dHη(ω).

F-madogramme lié au modèle de Ramos et Ledford

Le F-madogramme, présenté en section (2.4.2), est utilisé pour estimer le coeffi-
cient extremal. Récemment Guillou et al. (2012) ont adapté cette notion au mod-
èle de Ramos and Ledford (2009). Ce F -madogramme est une distance qui per-
met de mesurer la dépendance entre les extrêmes dans une situation proche de
l’indépendance asymptotique. Désignons par (M∗

X ,M
∗
Y ) le vecteur bivarié lié à la

distribution Gη(x, y) i.e. P(M∗
X ≤ x,M∗

Y ≤ y) = exp (−Vη(x, y)) avec les distribu-

tions marginales F ∗X(x) := P(M∗
X ≤ x) = exp

(
−σXx

−1
η

)
et F ∗Y (y) := P(M∗

X ≤ y) =

exp
(
−σY y

−1
η

)
avec σX = Vη(1,∞) et σY = Vη(∞, 1).

Le F -madogramme de (M∗
X ,M

∗
Y ) est défini par

νη =
1

2
E | F ∗X(M∗

X)− F ∗Y (M
∗
Y ) | .

Le F -madogramme est lié à θη = Vη(σ
η
X , σ

η
Y ) : l’analogue du coefficient extrémal

classique par la relation suivante

θη =
1 + 2νη
1− 2νη

.

Par conséquent quand la distance νη croit, le coefficient θη croit aussi et si νη = 0
alors θη = 1.
Si M∗

X et M∗
Y sont indépendants alors F ∗X(M

∗
X) et F ∗Y (M

∗
Y ) sont deux variable in-

dépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1]. Par conséquent νη = 1
6

et θη = 2.
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3.6 Modèle de Wadsworth et Tawn (2013)

Dans toute cette section (XP , YP ) désigne un vecteur bivarié de marge Paréto, i.e.
P(XP > x) = P(YP > x) = 1

x
, x > 1, et (XE, YE) = (log(XP ), log(YP )) le vecteur

bivarié obtenu par passage au marge exponentielle. Par conséquent :

P(XP > x, YP > y) = P(XE > log x, YE > log y), (x, y) ∈ [1,∞)2.

Wadsworth et Tawn (2013) ont introduit le modèle de queue de distribution suivant :
pour (XP , YP ) un vecteur bivarié avec des marginales Pareto standard

P(XP > nβ, YP > nγ) = n−κ(β,γ)L(n; β, γ) (3.10)

où L est une fonction UVL de variable n, et (β, γ) ∈ R2
+\{(0, 0)}. La fonction stricte-

ment positive κ(β, γ) détermine la vitesse de décroissance de la fonction de survie
et permet de contrôler la dépendance entre les queues des marginales. Les fonctions
κ et L vérifient certaines propriétés (voir Wadsworth and Tawn (2013) pour plus de
détails). En particulier κ est homogène d’ordre 1 ; κ(β, γ) = (β+γ)κ(α, 1−α) avec
α = β

β+γ
et il suffit donc de considérer le modèle avec la restriction κ(α, 1 − α). En

posant α = 1/2, κ(1, 1) = 2κ(1
2
, 1
2
) = 1

η
on retrouve le coefficient η du modèle de

Ledford and Tawn (1996).

Proposition (Wadsworth and Tawn, 2013)
Soit (XP , YP ) un vecteur bivarié asymptotiquement dépendant, i.e. χ > 0 avec
χ = lim

n→∞
P (XP > n | YP > n). Alors κ(β, γ) = max(β, γ).

Une conséquence immédiate découle de la contraposée de la proposition ci-dessus :
Si κ(β, γ) 6= max(β, γ) alors (XP , YP ) est vecteur bivarié asymptotiquement in-
dépendant.
Ce résultat peut être très utile dans la pratique, lorsqu’on s’intéresse à des données
réelles sous le modèle (3.10). En effet, il peut constituer la base d’un outil de détec-
tion des cas de l’indépendance asymptotique par simple comparaison de l’estimateur
de κ à max(β, γ) (ce résultat sera d’intérêt pour l’identification de quelques distri-
butions usuelles à un nouveau modèle de queue introduit au chapitre 4).

En supposons que κ est différentiable et la fonction L vérifie

lim
n→∞

L(n;α + log x/ log n, 1− α + log y/ log n)

L(n;α, 1− α)
= 1 (3.11)

et
L(nh; β, γ) = L(n;hβ, hγ) h > 0. (3.12)

Wadsworth et Tawn introduisent le modèle suivant pour x, y ≥ 1:

P(XP > nαx, YP > n1−αy) = n−λ(α)x−κ1(α)y−κ2(α)L

(
n;α +

log x

log n
, 1− α +

log y

log n

)
(3.13)
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où {κ1(α), κ2(α)} =
{

∂κ
∂γ
, ∂κ
∂β

}
|(α,1−α).

En particulier, en utilisant (3.12) on a

P(XP > nx, YP > ny) = P(XP > (n2)1/2x, YP > (n2)1/2y)

= (n2)−κ(1/2,1/2)x−κ1(1/2)y−κ2(1/2)L
(
n2; 1

2
+ log x

2 logn
, 1
2
+ log y

2 logn

)

= n−1/ηx−κ1(1/2)y−κ2(1/2)L
(
n; 1 + log x

logn
, 1 + log y

logn

)
.

En posant c1 = κ1(1/2), c2 = κ2(1/2) et L(nx, ny) ∼ L(n; 1 + log x/ log n, 1 +
log y/ log n), n→ ∞ on retrouve le modèle de Ledford and Tawn (1997).
L’approche inférentielle considérée par Wadsworth et Tawn se base sur le modèle
(3.13). Cette approche consiste tout d’abord à estimer λ(α). En effet, en considérant
la variation régulière de la variable univariée Zα = min

(
XE

α
, YE

1−α
)
, Wadsworth and

Tawn (2013) ont utilisé l’estimateur de Hill (Hill, 1975) pour estimer λ(α). D’après
(3.11) et (3.13) on a :

P (Zα > log n+ log t | Zα > un) =
L(n, α + log t

logn
, 1− α + log t

logn
)

L(n, α, 1− α)
t−λ(α) −→ t−λ(α), n→ ∞.

(3.14)

Ainsi λ̂(α) =

(
1

k

k+1∑

i=1

(log z(i) − log z(k+1))

)−1
où z(1), ..., z(k+1) sont les k + 1 statis-

tiques d’ordre supérieur de Zα.

L’estimation de λ(α) ainsi que les équations (3.13) et (3.14) permettent de dé-
duire

P



XE >

x︷ ︸︸ ︷
α(un + v), YE >

y︷ ︸︸ ︷
(1− α)(un + v)



 ≈ e(−λ̂(α)/v)P̂ {XE > αun, YE > (1− α)un} .

(3.15)
où un = log n et λ(α) = κ(α, 1−α) avec y = α

1−αx. Lorsque α décrit l’intervalle (0, 1),
le coefficient directeur α

1−α décrit (0,∞), donc l’ équation (3.15) offre la possibilité
d’extrapoler selon toute direction du premier quadrant positif suivant des rayons
émanant de l’origine (voir figure 3.2). Cette méthode est plus avantageuse que les
méthodes d’extrapolations classiques associées aux modèles de queue de Ledford et
Tawn (Ledford and Tawn, 1997) où l’extrapolation ne se fait que suivant des rayons
parallèles à la diagonale (voir figure 3.2). La question qui se pose est alors la suivante
: peut-on améliorer la méthode d’extrapolation introduite par Wadsworth and Tawn
(2013) ? En d’autres termes, existe-t-il d’autres directions ou de conditions moins
restrictives à explorer? Nous donnerons une première réponse à cette question dans
le chapitre suivant.
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Fig 3.2: À gauche : directions d’extrapolation considérées par Wadsworth et Tawn
(2013) ; à droite : illustration de la méthode d’extrapolation de Ledford et Tawn
(1997), suivant des directions parallèles à la diagonale.
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Chapitre 4

Nouvelle représentation de queue de

distributions bivariées

4.1 Introduction

Les méthodes d’extrapolation classiques appliquées dans le cadre max-stable et
même dans les nouveaux modèles qui se focalisent directement sur les queues de
distributions comme celui de Ledford et Tawn (1997) se font suivant des rayons
parallèles à la diagonale. En effet pour (XE, YE) = (logXP , log YP ) un vecteur aléa-
toire avec des marges exponentielles, la méthode d’inférence statistique classique est
basée sur les deux représentations équivalentes suivantes quand n→ ∞ :

P {(XP , YP ) ∈ tnB} ∼ t−1/ηP {(XP , YP ) ∈ nB}
P {(XE, YE) ∈ t+ n+ A} ∼ exp(−t/η)P {(XE, YE) ∈ A}

pour les boréliens B ⊂ (1,∞]2, A ⊂ (−∞,∞]2 et t ≥ 1. Le paramètre de décrois-
sance de queue η peut être estimé suivant plusieurs méthodes (Voir Beirlant et al.
2004, Chapter 9). Les travaux de Wadsworth and Tawn (2013) montrent d’une part
que cette stratégie d’extrapolation est peu opérante quand on veut s’intéresser aux
régions décalées vers l’un des deux axes du premier quadrant positif, et apportent
d’autre part une solution partielle à cette défaillance. En effet comme cela a été
précisé dans le dernier paragraphe du chapitre précédent, la condition (3.11) im-
posée sur la fonction à variation lente univariée L, est une condition similaire à la
ray-indépendance définie par Ledford et Tawn (1997). En conséquence, le modèle
de queue de distributions bivariées (3.13) émanant de (3.11) limite l’étude aux dis-
tributions ray-indépendantes seulement.
Dans ce chapitre, nous étendons le modèle de Wadsworth et Tawn (3.13) aux dis-
tributions ray-dépendantes.
Notre approche exploite une légère modification de (3.13) qui nous permettra par la
suite de remplacer (3.11) par une hypothèse moins restrictive. Grâce à cette nouvelle
modélisation nous fournissons des stratégies d’extrapolation non classiques pour un
spectre plus large de distributions.
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4.1.1 Exemples pour lesquels la condition de Wadsworth et
Tawn n’est pas valide

Dans cette section on présente deux exemples de distributions pour lesquelles la
condition de Wadsworth et Tawn (3.11) n’est pas satisfaite. Pour chaque distribution
on identifiera le développement asymptotique de la fonction de survie jointe avec le
modèle intial de Wadsworth et Tawn (2013) pour trouver l’expression de L(n, β, γ)

et par suite celle de lim
n→∞

L(n;β+ log x
logn

,γ+ log y
logn)

L(n;β,γ)
.

Exemple 4.1.1. Loi de queue inférieure de Clayton (Clayton, 1978).
La distribution de la loi inférieure de Clayton en marges exponentielles s’écrit :

F (x, y) = 1− e−x − e−y +
(
ex/m + ey/m − 1

)−m
, m > 0. (4.1)

Sans perte de généralité on peut supposer que β = max(β, γ). En utilisant (3.10)
on a

P(XP > nβ, XP > nγ) = P(XE > β log n,XE > γ log n)

=
(
e

β logn
m + e

γ logn
m − 1

)−m

= n−β
(
1 + n

γ−β
m − n

−β
m

)−m

= L(n; β; γ)n−κ(β,γ),

avec

L(n; β, γ) =
(
1 + n

γ−β
m − n

−β
m

)−m
.

D’une façon plus générale, on obtient

L(n; β, γ) =
(
n

β−max(β,γ)
m + n

γ−max(β,γ)
m − n

−max(β,γ)
m

)−m
.

Par suite, en notant βx = β + log x
logn

et γy = γ + log y
logn

, on en déduit

lim
n→∞

L
(
n; β + log x

logn
, γ + log y

logn

)

L (n; β, γ)
=





(
1+(yx−1)1/m

2

)−m
1{x≥y} +

(
1+(xy−1)1/m

2

)−m
1{x<y} si β = γ,

1 si (β − γ)(βx − γy) > 0,
0 sinon.

(4.2)

Le deuxième exemple que nous considérons est la loi de queue d’une distribution
bivariée extrême et plus précisément celle du modèle mixte (Tawn, 1988) définie par
la fonction de dépendance V (x, y) = 1

x
+ 1

y
− θ

x+y
, 0 ≤ θ ≤ 1.
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Exemple 4.1.2. Loi de queue supérieure d’une distribution bivariée extrême du
modèle mixte.
La distribution correspondante en marges exponentielles s’écrit

F (x, y) = exp

{
−V

[ −1

log(1− e−x)
,

−1

log(1− e−y)

]}
. (4.3)

En excluant le cas de l’indépendance exacte, la dépendance asymptotique de la distri-
bution permet de conclure que κ(β, γ) = max (β, γ) . Par conséquent un développe-
ment asymptotique de la fonction de survie jointe donne :

L(n; β, γ) = n−β+max(β,γ) + n−γ+max(β,γ)

−nmax(β,γ)
(
1− exp

{
−V

[
−1

log(1−n−β)
, −1
log(1−n−γ)

]})
.

En utilisant les approximations log(1 + x) ≃ x, exp(x) ≃ 1 + x au voisinage de 0,
l’homogénéité d’ordre −1 de la fonction de dépendance V et la propriété V (∞, 1) =
V (1,∞) = 1, on en déduit que :

L(n; β, γ) ∼ n−β+max(β,γ) + n−γ+max(β,γ) − V
{
nβ−max(β,γ), nγ−max(β,γ)

}

où la notation h1 ∼ h2 signifie limn→∞
h1(n)
h2(n)

= 1.
D’où

lim
n→∞

L
(
n; β + log x

logn
, γ + log y

logn

)

L (n; β, γ)

=





1+xy−1−xV (x,y)
2−V (1,1)

1{x>y} +
1+x−1y−yV (x,y)

2−V (1,1)
1{x≤y} si β = γ,

1 si (β − γ)(βx − γy) > 0,
0 sinon.

(4.4)

Ainsi les deux distributions présentées dans les deux exemples ci-dessus sont ray-
dépendantes et sont donc des exemples pour lesquels la condition (3.11) n’est pas
valide.

4.1.2 Modification de la condition de Wadsworth et Tawn
(2013)

Dans ce paragraphe, nous commençons par la reprise plus détaillée d’un raison-
nement de la section 3 du papier de Wadsworth et Tawn (Wadsworth and Tawn,
2013) permettant d’introduire un modèle de queue de distribution bivariée à partir
de leur modèle de base. Pour α ∈ (0, 1) et (x, y) ∈ [1,∞)2, notons

P∗ = P
(
XP > nαx, YP > n1−αy | XP > nα, YP > n1−α)
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En utilisant le modèle de départ (3.10) de Wasworth et Tawn (2013) on a :

P∗ =
P
(
XP > nα+ log x

logn , YP > n1−α+ log y
logn

)

P(XP > nα, YP > n1−α)

=
L
(
n;α + log x

logn
, 1− α + log y

logn

)

L (n;α, 1− α)
nκ(α,1−α)−κ(α+ log x

logn
,1−α+ log y

logn
)

=
L
(
n;α + log x

logn
, 1− α + log y

logn

)

L (n;α, 1− α)
exp

[
(log n)

{
κ(α, 1− α)− κ

(
α + log x

logn
, 1− α + log y

logn

)}]

Soit h1 et h2 deux réels positifs proches de 0. En supposant que κ est différentiable
en (α, 1−α), α ∈ (0, 1), le développement de Taylor de premier ordre de la fonction
κ au point (α, 1− α) s’écrit :

κ(α + h1, 1− α + h2)− κ(α, 1− α) = ∇κ(α, 1− α)(h1, h2)
T + o 〈h1, h2〉 (4.5)

où ∇κ(x, y) =
(
κ1
κ2

)
=

(
∂κ
∂x
∂κ
∂y

)
et 〈.,.〉 le produit scalaire usuel de R2. En utilisant

(4.5) pour (h1, h2) = ( log x
logn

, log y
logn

) et (3.11) on a :

lim
n→∞

P ∗ = x−κ1y−κ2

donc

lim
n→∞

P (XP > nαx, YP > n1−αy)

P (XP > nα, YP > n1−α)
= x−κ1(α)y−κ2(α).

D’autre part de (3.11) on peut déduire que pour tout α ∈ (0, 1)

lim
n→∞

L(n;α + log x
1
α/ log n, 1− α + log y

1
1−α/ log n)

L(n;α, 1− α)
= 1 (4.6)

par suite

lim
n→∞

P
(
XP > nαx, YP > n1−αy

)

P (XP > nα, YP > n1−α)
= lim

n→∞

L(n;α+ log x
1
α

logn , 1− α+ log y
1

1−α

logn

L(n;α, 1− α)︸ ︷︷ ︸
1

x−κ1(α)y−κ2(α).

Par conséquent on peut déduire le modèle de queue de distribution bivariée suivant :

P(XP > nαx, YP > n1−αy) = n−λ(α)x−κ1(α)y−κ2(α)L

(
n;α+ log x

1
α

logn , 1− α+ log y
1

1−α

logn

)

(4.7)

où λ(α) = κ(α, 1−α) et {κ1(α), κ2(α)} =
{

∂κ
∂γ
, ∂κ
∂β

}
|(α,1−α)= (λ(α) + (1− αλ′(α), λ(α)− αλ′(α)) .

Ce modèle apparaît comme une légère modification du modèle (3.13) qui permettra
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par la suite une extension de ce modèle sous une condition moins restrictive que
(3.11).

On vérifie aisément que pour α ∈ (0, 1)

κ1(α)

1− α
+
κ2(α)

α
=

λ(α)

α(1− α)
.

Par suite

P(XP > nαx, YP > n1−αy)

= n−λ(α)L(n;α+ log x
1
α

logn , 1− α+ log y
1

1−α

logn )x
−(1−α)

{
κ1(α)
2(1−α)

+
κ2(α)
2α

+
κ1(α)
2(1−α)

−κ2(α)
2α

}

y
−α

{
κ2(α)
2α

+
κ1(α)
2(1−α)

+
κ2(α)
2α

− κ1(α)
2(1−α)

}

= L(nαx, n1−αy)n−λ(α)x
−λ(α)

2α y
−λ(α)
2(1−α)

où

L(nαx, n1−αy) = L

(
n;α +

log x
1
α

log n
, 1− α +

log y
1

1−α

log n

)
x

(1−α)κ2(α)−ακ1(α)
2α y

ακ1(α)−(1−α)κ2(α)
2(1−α) .

(4.8)
Alors,

lim
n→∞

L(nαx, n1−αy)

L(nα, n1−α)
= x

(1−α)κ2(α)−ακ1(α)
2α y

ακ1(α)−(1−α)κ2(α)
2(1−α) r(α,1−α)(x, y) ≡ g(α,1−α)(x, y)

avec r(α,1−α)(x, y) = lim
n→∞

L(n;α+ log x
1
α

logn
,1−α+ log y

1
1−α

logn
)

L(n;α,1−α) .

La condition (4.6) correspond à r(α,1−α)(x, y) = 1. Pour les deux exemples con-
sidérés dans le paragraphe précédent la fonction gα,1−α vérifie

g(α,1−α)(c
αx, c1−αy) = g(α,1−α)(x, y) (4.9)

pour α ∈ (0, 1) et c > 0. Si l’on considère le modèle (4.7), sans la condition
(4.6) alors g(α,1−α) vérifie (4.9) si et seulement si r(α,1−α) le satisfait aussi. Cette
dernière condition est moins restrictive que (3.11). En effet la distribution de la
loi de queue inférieure de Clayton et la loi de queue du modèle mixte sont deux
exemples pour les quels (4.9) est satisfaite alors que (3.11) n’est vérifiée que pour
α = 1/2. En conséquence la condition (4.9) est plus générale que (4.6). En se basant
sur la condition (4.9), nous introduisons dans le paragraphe suivant une nouvelle
modélisation de la fonction de survie bivariée généralisant celle de Wadsworth and
Tawn (2013).
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4.2 Nouvelle représentation de queue de distribu-

tions bivariées

Soit (XP , YP ) un vecteur bivarié avec des distributions marginales Pareto standard.
On suppose que pour (β, γ) ∈ R2

+\{0} et (x, y) ∈ [1,∞)2 :

P(XP > nβx, YP > nγy) = L(nβx, nγy)n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ (4.10)

où κ est la fonction définie dans le modèle de Wadsworth-Tawn (2013) et L est une
fonction bivariée vérifiant

lim
min(nβ ,nγ)→∞

L(nβx, nγy)

L(nβ, nγ)
= lim

n→∞

L(nβx, nγy)

L(nβ, nγ)
= g(β,γ)(x, y). (4.11)

On suppose de plus que la fonction g vérifie la propriété d’homogénéité d’ordre zéro
non standard suivante : pour tout (β, γ) ∈ R2

+\{0}
g(β,γ)(c

βx, cγy) = g(β,γ)(x, y). (4.12)

Par conséquent :

g(β,γ)(x
β, xγ) = g(β,γ)(1, 1) = 1, pour 1 ≤ x <∞.

En utilisant l’approximation suivante L(nβ, nγ) ∼= L(n; β, γ), où L est la fonction à
variation lente univariée définie dans le modèle de Wadsworth and Tawn (2013) et en
posant x = y = 1 dans (4.10), on retrouve le modèle de Wadsworth et Tawn (3.10).
De plus, pour (β, γ) = (1, 1), puisque κ(1, 1) = 1

η
on reconnaît aussi le modèle de

Ramos et Ledford (3.8) avec L̇(x, y) = n−1/ηL(nx, ny).

Pour tout couple (β, γ) ∈ (0,∞)2 fixé, (4.10) définit une nouvelle représentation
de queue de distribution qui sera notre point de départ pour développer une esti-
mation non-paramétrique de la fonction de survie. Soit (XE, YE) un vecteur avec
des marges exponentielles, (4.10) peut être utilisé pour estimer les probabilités que
(XE, YE) existe dans les intervalles de la forme (β(log n + log x),∞) × (γ(log n +
log y),∞) avec (β, γ) ∈ (0,∞)2 et (x, y) ∈ (1,∞)2. Pour justifier la légitimité de
notre modèle nous montrons qu’il correspond à différentes distributions bien con-
nues, certaines étant ray-dépendantes et d’autres ray-indépendantes.

4.2.1 Exemples

Dans ce paragraphe nous illustrons (4.10) pour certaines distributions classiques.
Pour chaque distribution on explicite sa copule associée puis nous utilisons l’égalité
P(XP > nβx, YP > nγy) = P(XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y).

Par identification du développement asymptotique de la fonction de survie jointe
avec la partie droite de (4.10) nous obtenons les expressions de κ(β, γ) et L(nβx, nγy).
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4.2 Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

Exemple 4.2.1. Distribution de Morgenstern (Morgenstern, 1956).
La copule correspondante à cette distribution est :

C(u, v) = uv {1 +m(1− u)(1− v)} , m ∈ [−1, 1].

La copule de survie associée à C est définie par :

C̄(u, v) = P(U > u, V > v) = 1− u− v + C(u, v).

La fonction de survie avec des marges exponentielles s’écrit

P(XE > x, YE > y) = C̄(1− e−x, 1− e−y) x, y > 0.

On obtient alors

P(XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y)
= n−βx−1 + n−γy−1 − 1 + (1− n−βx−1)(1− n−γy−1)

{
1 +mn−(β+γ)x−1y−1

}

= (1 +m)n−(β+γ)x−1y−1 −mn−(2β+γ)x−2y−1 −mn−(β+2γ)x−1y−2 +mn−2(β+γ)x−2y−2

≡ n−(β+γ)x−
β+γ
2β y−

β+γ
2γ L(nβx, nγy)

où

L(nβx, nγy) = (1 +m)x
γ−β
2β y

β−γ
2γ −mn−βx

γ−3β
2β y

β−γ
2γ −mn−βx

γ−β
2β y

β−3γ
2γ +mn−βx

γ−3β
2β y

β−3γ
2γ

= (1 +m)x
γ−β
2β y

β−γ
2γ −mn−βx

γ−β
2β y

β−γ
2γ {x−1 + y−1 − x−1y−1} .

Par suite g(β,γ)(x, y) = x
γ−β
2β y

β−γ
2γ , ce qui permet de vérifier (4.12) facilement.

Exemple 4.2.2. Distribution bivariée extrême.
La copule correspondante est donnée par :

C(u, v) = exp [−V {−1/ log u,−1/ log v}] ,

où V est la fonction de dépendance de la distribution bivariée extrême considérée.
Un calcul direct conduit à l’égalité suivante

P(XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) = n−βx−1 + n−γy−1 − 1
+ exp

[
−V

{
−1/ log(1− n−β−log x/ logn),−1/ log(1− n−γ−log y/ logn)

}]
.

Comme la distribution est asymptotiquement dépendante, κ(β, γ) = max(β, γ) et
par suite,

P(XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) = n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ L(nβx, nγy),

où

L(nβx, nγy) = nκ(β,γ)−βx
κ(β,γ)

2β
−1y

κ(β,γ)
2γ + nκ(β,γ)−γx

κ(β,γ)
2β y

κ(β,γ)
2γ

−1

+
−1+exp

[
−V

{
−1/ log(1−n−β− log x

logn ),−1/ log(1−n−γ− log y
logn )

}]

n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ

.
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Par conséquent

L(nβx, nγy) ∼ nκ(β,γ)−βx
κ(β,γ)

2β
−1y

κ(β,γ)
2γ

+nκ(β,γ)−γ
{
x

κ(β,γ)
2β y

κ(β,γ)
2γ

−1 − V (nβ−γ, x−1y)x
κ(β,γ)

2β
−1y

κ(β,γ)
2γ

}
.

On en déduit que :

g(β,γ)(x, y) =





x
−1
2 y

1
2 {1− V (1, x−1y)}+ x

1
2y

−1
2 si β = γ,

x−
1
2y

β
2γ si β > γ,

x
γ
2β y−

1
2 si β < γ.

(4.13)

Par conséquent la condition (4.12) est vérifiée.

Exemple 4.2.3. Distribution bivariée inversée.
La copule associée est

C(u, v) = u+ v − 1 + exp

[
−V

{ −1

log(1− u)
,

−1

log(1− v)

}]
,

où V est la fonction de dépendance de la distribution bivariée considérée. On définit
V1(x, y) =

∂V (x,y)
∂x

et V2(x, y) =
∂V (x,y)

∂y
. On obtient

P(XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) =

= exp

[
−V

{
1

(logn)(β+ log x
logn)

, 1

(logn)(γ+ log y
logn)

}]
∼ n

−V
(

1
β
− log x

β2 logn
, 1
γ
− log y

γ2 logn

)

∼ n
−V ( 1

β
, 1
γ )+

log x

β2 logn
V1( 1

β
, 1
γ )+

log y

γ2 logn
V2( 1

β
, 1
γ ) ∼ n−V (

1
β
, 1
γ )x

V1( 1
β
, 1γ )

β2 y
V2( 1

β
, 1γ )

γ2

∼ n−V (
1
β
, 1
γ )x−

V ( 1
β
, 1γ )

2β y−
V ( 1

β
, 1γ )

2γ L(nβx, nγy)

où L(nβx, nγy) = x
V ( 1

β
, 1γ )

2β
+

V1( 1
β
, 1γ )

β2 y
V ( 1

β
, 1γ )

2γ
+

V2( 1
β
, 1γ )

γ2 .
Par conséquent,

g(β,γ)(x, y) = x
V ( 1

β
, 1γ )

2β
+

V1( 1
β
, 1γ )

β2 y
V ( 1

β
, 1γ )

2γ
+

V2( 1
β
, 1γ )

γ2 .

La fonction de dépendance s’écrit V (x, y) =
∫ x

x+y

0 (1− s)y−1dH(s)+
∫ 1

x
x+y

sx−1dH(s)

où H est la mesure pseudo-radiale associée à V . On vérifie aisément que V1 (x, y) =
−1
x2

∫ 1
x

x+y
sdH(s) et V2 (x, y) =

−1
y2

∫ x
x+y

0 (1− s)dH(s).

Par suite −{xV1 (x, y) + yV2 (x, y)} = 1
y

∫ x
x+y

0 (1−s)dH(s)+ 1
x

∫ 1
x

x+y
sdH(s) = V (x, y).

Par conséquent, V
(

1
β
, 1
γ

)
= −

{
V1( 1

β
, 1
γ )

β
+

V2( 1
β
, 1
γ )

γ

}
. D’où

g(β,γ)(x, y) = x
γV1( 1

β
, 1γ )−βV2( 1

β
, 1γ )

2β2γ y
βV2( 1

β
, 1γ )−γV1( 1

β
, 1γ )

2βγ2 .

et la vérification de la condition (4.12) est immédiate.
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Exemple 4.2.4. Distribution bivariée normale.

C(u, v) = Φ2(Φ1(u),Φ1(v); ρ), ρ ∈ [−1, 1],

avec Φ1 la distribution normale standard et Φ2 la distribution jointe associée avec
coefficient de corrélation ρ. En suivant Wadsworth et Tawn (Wadsworth and Tawn,
2013), nous considérons un développement asymptotique de la fonction de survie
pour obtenir la fonction κ et le terme du premier ordre de L.

P (XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) =

P
{
XN > Φ−11

(
1− n−(β+

log x
logn

)
)
, YN > Φ−11

(
1− n−(γ+

log y
logn

)
)}

.

Comme n tend vers l’infini, le rapport de première dimension de Mills (Feller, 1968)

donne Φ−11 (1−n−(β+
log x
logn

)) ∼ (2β log n+2 log x)1/2 et Φ−11 (1−n−(γ+
log y
logn

)) ∼ (2γ log n+
2 log y)1/2. Par conséquent

P (XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) ∼ L(nβx, nγy)n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y−
κ(β,γ)

2γ .

En posant β1 = β + log x
logn

et γ1 = γ + log y
logn

on a :

κ(β, γ) =

{
β+γ−2ρ(βγ)1/2

1−ρ2 si ρ2 < min
{

β
γ
, γ
β

}
ou {ρ < 0 et min {β, γ} > 0}

max {β, γ} sinon

et

L(nβx, nγy) =





x
γ−β

2(1−ρ2)β y
β−γ

2(1−ρ2)γ n
2ρ(
√

βxγy−
√

βγ)
(1−ρ2) f (n, βx, γy) si ρ2 < min

{
βx

γy
,
γy
βx

}

ou {ρ < 0 et min {βx, γy} > 0}
x−

1
2 y

β
2γ 1{βx>γy} + x

γ
2β y

−1
2 1{βx<γy} si ρ2 >

γy
βx

ou ρ2 > βx

γy

1
2x
− 1

2 y
β
2γ 1{βx>γy} +

1
2x

γ
2β y

−1
2 1{βx<γy} si ρ2 = γy/βx ou ρ2 = βx/γy

où βx = β + log x
logn

, γy = γ + log y
logn

et

f (n, β, γ) = (4π log n)
2ρ2−ρ{(β/γ)1/2+(γ/β)1/2}

2(1−ρ2)
β

1−ρ(γ/β)1/2

2(1−ρ2) γ
1−ρ(β/γ)1/2

2(1−ρ2) (1− ρ2)3/2

(β1/2 − ργ1/2)(γ1/2 − ρβ1/2)
.

On en déduit donc l’expression de la fonction de dépendance

g(β,γ)(x, y) =





x
γ−β

2(1−ρ2)β y
β−γ

2(1−ρ2)γ si ρ2 < min
{

βx

γy
,
γy
βx

}
ou {ρ < 0 et min {βx, γy} > 0}

x−
1
2 y

β
2γ 1{βx>γy} + x

γ
2β y

−1
2 1{βx<γy} si ρ2 >

γy
βx

ou ρ2 > βx

γy

1
2x
− 1

2 y
β
2γ 1{βx>γy} +

1
2x

γ
2β y

−1
2 1{βx<γy} si ρ2 = γy/βx ou ρ2 = βx/γy.

La première partie de l’expression de κ correspond à l’indépendance asymptotique
et la deuxième à la dépendance asymptotique. Dans chaque cas la condition (4.12)
est satisfaite.
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

Exemple 4.2.5. Loi de queue inférieure de la distribution de Clayton (Clayton,
1978).

C(u, v) = u+ v − 1 +
{
(1− u)−1/m + (1− v)−1/m − 1

}−m
, m > 0.

Le développement en marges exponentielles donne

P (XE > β log n+ log x, YE > γ log n+ log y) = n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y−
κ(β,γ)

2γ L(nβx, nγy)

avec κ(β, γ) = max(β, γ) et L(nβx, nγy) = (A+B+C)−m où A = n
β−max(β,γ)

m x
2β−max(β,γ)

2mβ y
−max(β,γ)

2mγ ,

B = n
γ−max(β,γ)

m y
2γ−max(β,γ)

2mγ x
−max(β,γ)

2mβ , C = −n−max(β,γ)
m x

−max(β,γ)
2mβ y

−max(β,γ)
2mγ . Par suite

g(β,γ)(x, y) =





(
x

−1
2my

1
2m + x

1
2my

−1
2m

)−m
si β = γ,

x
−1
2 y

β
2γ 1{β>γ} + x

γ
2β y

−1
2 1{β<γ} si β 6= γ.

La fonction g(β,γ) vérifie donc la condition (4.12).

4.3 Nouvelle mesure exponent

Partant du modèle bivarié (4.10) on se propose de définir une mesure exponent
analogue à celle des distributions max-stables. Notre point de départ vient de la
simple propriété suivante :

lim
n→∞

P
(
XP > (nx)β, YP > (ny)γ

)

P (XP > nβ, YP > nγ)
= g1(β,γ)(x, y)x

−κ(β,γ)
2 y

−κ(β,γ)
2 (4.14)

avec x, y ∈ [1,∞), où g1(β,γ) est définie par g1(β,γ)(x, y) = g(β,γ)(x
β, yγ).

En utilisant (4.9), on vérifie que la fonction g1(β,γ) est homogène d’ordre 0. En effet,
pour c > 0

g1(β,γ)(cx, cy) = g(β,γ)(c
βxβ, cγyγ)

= g(β,γ)(x
β, yγ)

= g1(β,γ)(x, y).

Par suite

g1(β,γ)(x, y) = g1,∗(β,γ)

(
x

x+ y

)
≡ g1,∗(β,γ)(ω), ω =

x

x+ y
∈ (0, 1).

Pour tout 0 < t <∞, on définit la mesure Λ(t,κ(β,γ)
(.) sur (0,∞)2 par

Λ(t,κ(β,γ)
(B) =

P
[
(t−1(X

1/β
P , Y

1/γ
P ) ∈ B

]

P
[
X

1/β
P > t, Y

1/γ
P > t

]
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où B est un Borélien de (1,∞)2.
Pour (β, γ) ∈ (0,∞)2, la limite (4.14) prouve la convergence de Λ(n,κ(β,γ)) {(x,∞)× (y,∞)}
quand n→ ∞, c’est-à-dire l’existence d’une mesure positive Λκ(β,γ)

sur (0,∞)2 telle
que

Λ(t,κ(β,γ))
v−→ Λκ(β,γ)

quand t→ ∞ dans (0,∞)2 (4.15)

où ’
v−→’ désigne la convergence vague. Cette mesure Λκ(β,γ)

est définie par

Λκ(β,γ)
{(x,∞)× (y,∞)} = g1(β,γ)(x, y)x

−κ(β,γ)
2 y

−κ(β,γ)
2 = g1,∗(β,γ)

(
x

x+ y

)
(xy)−

κ(β,γ)
2(4.16)

pour (x, y) ∈ [1,∞)2. Pour tout 0 < t < ∞ suffisamment grand et pour tout
borélien B de (1,∞)2, grâce à (4.15) on peut considérer l’approximation suivante

P
[
(X

1/β
P , Y

1/γ
P ) ∈ tB

]
≈ P

[
(X

1/β
P > t, Y 1γ

P > t
]
Λκ(β,γ)

(B)

≈ P
[
(X

1/β
P > t, Y

1/γ
P > t

]
g1,∗(β,γ)(

x
x+y

)(xy)−
κ(β,γ)

2 .
(4.17)

Cette approximation forme la base des inférences statistiques appliquées dans le
paragraphe suivant sur la queue du vecteur bivarié (XE, YE).

4.4 Inférence statistique

L’estimation de la fonction de survie du vecteur bivarié (X
1/β
P , Y

1/γ
P ) sous le modèle

(4.10) passe par l’estimation de la fonction κ et de la fonction g1,∗β,γ. Dans la suite
nous proposons une méthode d’estimation pour chacune des deux fonctions.

4.4.1 Estimation de la fonction κ

Pour estimer la fonction κ nous suivons la procédure de Wadsworth et Tawn (2013).
Pour tout couple (β, γ) ∈ (0,∞)2, on définit la variable aléatoire univariée T(β,γ)
par :

T(β,γ) = min

(
XE

β
,
YE
γ

)
.

À partir de (4.10), pour tout (x, y) ∈ (1,∞)2, on a :

P
{
XP > (nx)β, YP > (nx)γ

}
= P

{
T(β,γ) > log n+ log x

}

= L
(
nβxβ, nγxγ

)
(nx)−κ(β,γ).

Par suite

P
{
T(β,γ) > log n+ log x | T(β,γ) > log n

}

=
L(nβxβ ,nγxγ)
L(nβ ,nγ)

x−κ(β,γ) −→
n→+∞

g(β,γ)(x
β, xγ)x−κ(β,γ) = x−κ(β,γ).

(4.18)
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

D’après (4.18), la queue de la variable aléatoire T(β,γ) est une fonction à variation
régulière d’indice −κ(β, γ). Par conséquent la fonction κ peut être estimée comme
l’indice de queue de T(β,γ) en utilisant l’estimateur de Hill (Hill, 1975). Plus précisé-

ment : κ̂(β, γ) =

(
1

k

k+1∑

i=1

(t(i) − t(k+1))

)−1
où t(1), ...t(k+1) sont les k + 1 statistiques

d’ordre supérieur de T(β,γ).

4.4.2 Estimation de la fonction g1,∗(β,γ)

L’estimation de g1,∗β,γ permettra d’affiner l’estimation de la fonction à variation lente
bivariée surtout dans les cas de ray-dépendance. Ci dessous nous suivons une méth-
ode de Ledford et Tawn (Ledford and Tawn, 1997) pour estimer empiriquement la
fonction g1,∗β,γ.

On désigne par F̄ la fonction de survie du vecteur bivarié (X
1
β

P , Y
1
γ

P ). Soit ω ∈ (0, 1/2).
Pour tout n ∈ N∗ on a 1−ω

ω
n > n et on a :

F̄ (n, (1− ω)n/ω) = P(XP > nβ, YP > (1−ω
ω
n)γ)

∼ g1β,γ(1,
1−ω
ω

)(1−ω
ω

)−
κ(β,γ)

2 F̄ (n, n)

= g1,∗β,γ(ω)(
1−ω
ω

)−
κ(β,γ)

2 F̄ (n, n).

donc pour n suffisamment grand g1,∗β,γ(ω) ≃
(
1−ω
ω

)κ(β,γ)
2 F̄ (n,(1−ω)n/ω)

F̄ (n,n)
.

Un raisonnement analogue pour ω ∈ (1/2, 1) permet d’avoir une estimation de la
fonction g1,∗β,γ pour tout ω ∈ (0, 1) :

ĝ1,∗(β,γ)(ω) =





(
1− ω

ω

) κ̂(β,γ)
2 ̂̄F (n, (1− ω)n/ω)

̂̄F (n, n)
si ω ∈ (0, 1/2),

(
ω

1− ω

) κ̂(β,γ)
2 ̂̄F (nω/(1− ω), n)

̂̄F (n, n)
si ω ∈ (1/2, 1)

où ̂̄F est la fonction de survie empirique de (X
1
β

P , Y
1
γ

P ). En conséquence, pour tout
(x, y) ∈ (1,∞)2, l’estimation de la probabilité suivante

P
{
XP > (nx)β, YP > (ny)γ

}
= P {XE > β(log n+ log x), YE > γ(log n+ log y)}

est construite de la façon suivante :

P̂ {XE > β(un + v1), YE > γ(un + v2)} = ĝ1,∗(β,γ)(ω)e
−κ̂(β,γ)(v1+v2)

2 P̃ {XE > βun, YE > γun}
(4.19)

où un = log n, v1 = log x et v2 = log y. La quantité P̃ représente la probabilité des
dépassements empirique et κ̂ désigne la valeur estimée de κ(β, γ). Si l’on pose (β, γ) =
(α, 1 − α) et v1 = v2 sous la supposition g1,∗(β,γ) ≡ 1 on retrouve l’approche de Wadsworth
and Tawn (2013).
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4.5 Simulations

Fig 4.1: Illustration des trois stratégies d’extrapolation : LT (Ledford et Tawn,
1997), WT (Wadsworth et Tawn, 2013) et DBT (méthode en cours).

4.4.3 Une nouvelle stratégie d’extrapolation

En utilisant l’homogénéité d’ordre 1 de la fonction κ, on se contente de considérer dans
(4.10), (β, γ) = (α1, 1− α1), α1 ∈ (0, 1). En posant z = (1− α1)(un + v2) et a = v1 − v2,
l’équation (4.19) devient

P̂

{
XE >

α1

1− α1
z + αa, YE > z

}
= ̂g1,∗(α1,1−α1)

(ω)e
−κ̂(α1,1−α1)(v1+v2)

2 P̃ {XE > α1un, YE > (1− α1)un} .
(4.20)

Cette nouvelle équation permet d’estimer les probabilités que (XE , YE) existe dans les in-

tervalles de la forme
(

α1
1−α1

z + α1a,∞
)
×(z,∞). D’un point de vue statistique, cette procé-

dure définit une stratégie d’extrapolation qui permet d’estimer la probabilité de n’importe
quel événement du premier quadrant positif en utilisant des événements plus centraux.
Dans le cas où a = 0 on retrouve la méthode appliquée par Wadsworth and Tawn (2013).
La figure (4.1) illustre trois stratégies différentes d’extrapolation. La première, notée LT
pour Ledford and Tawn (1997), se fait suivant des directions parallèles à la diagonale.
La seconde, notée WT pour Wadsworth and Tawn (2013), se fait suivant des directions
linéaires de coefficients directeurs 1−α/α, α ∈ (0, 1). La troisième concerne la méthode en
cours, notée DBT dans la suite. Les lignes d’extrapolation de cette dernière approche se
font suivant des droites affines de coefficients directeurs 1−α1/α1, α1 ∈ (0, 1). L’avantage
de la stratégie WT par rapport à LT est montré dans Wadsworth and Tawn (2013) ; par
conséquent on se contente dans la section suivante de comparer les deux stratégies WT
et DBT au travers de quelques distributions classiques couvrant les cas de dépendance et
d’indépendance asymptotiques, avec ray-dépendance ou ray-indépendance.

4.5 Simulations

Pour illustrer la performance et la flexibilité du modèle (4.10), on se propose dans un
premier temps de montrer par simulations, l’existence de couples (α1, a) qui donnent des
directions d’extrapolation améliorant les résultats de Wadsworth et Tawn (2013) en terme
d’erreur quadratique moyenne (en anglais Root Mean Squared Error- RMSE) et en terme
de proportions des valeurs estimées dépassant la vraie valeur (en anglais Proportion of Es-
timates Exceeding the True Values-PEETV). Puis nous proposons, dans un second temps,
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

des méthodes empiriques exploitant les données afin de trouver des couples (α1, a) permet-
tant d’avoir des directions d’extrapolation améliorant les résultats de Wadsworth et Tawn.
Plusieurs distributions couvrant un large spectre de dépendance, sont successivement con-
sidérées.

4.5.1 Existence d’une direction d’extrapolation meilleure que
celle de WT

Dans ce paragraphe on détaille la méthode de simulation permettant de trouver des couples
(α1, a) donnant une direction d’extrapolation meilleure que celle de Wadsworth et Tawn
(2013). Les données simulées englobent un large spectre de dépendance extrémale.

Les distributions bivariées considérées sont les suivantes :
(a) la distribution bivariée normale avec une corrélation ρ = 0.5; (b) la distribution bi-
variée inverse max-stable avec une structure de dépendance logistique; (c) la loi de queue
inférieure de Clayton avec paramètre m = 1.4; (d) la distribution bivariée normale avec
une corrélation ρ = −0.3.

Pour permettre de comparer au mieux notre approche avec celle de Wadsworth et
Tawn (2013), les paramètres des distributions (a) et (b) sont choisis d’une telle façon que
η = 0.75, ce qui correspond à des cas d’indépendance asymptotique avec des fonctions à
variation lente ray-indépendantes.
La distribution (c) correspond à la dépendance asymptotique (η = 1) avec une fonction à
variation lente ray-dépendante. La dernière distribution (d) correspond à l’indépendance
asymptotique (η = 0.35), avec une association négative.
Nous nous plaçons dans le même contexte que celui utilisé par Wadsworth et Tawn : pour
chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec des marges exponen-
tielles et nous avons gardé 10% des données à des fins d’estimation. Ce processus a été
répété 500 fois.
On rappelle que pour évaluer la performance de leur procédure d’estimation dans le pre-
mier quadrant positif tout entier, Wadsworth et Tawn ont considéré des intervalles de la
forme y(α/(1−α),∞)×(y,∞), en fixant y = 1.5 log 5000 et en multipliant y par α/(1−α)
pour obtenir la valeur de l’abscisse x et ceci pour la séquence des valeurs du pseudo angle
α = 0.5, 0.45, . . . , 0, 05. En particulier α = 1/2 correspond à la stratégie d’extrapolation
classique suivant des lignes parallèles à la diagonale (Ledford et Tawn (1997)).
Pour estimer les probabilités des intervalles considérés par Wadsworth et Tawn, on a utilisé
(4.20).
Pour chaque valeur fixe de α, nous cherchons les paires possibles (α1, a) correspondant à
l’identification des intervalles issus de notre modèle avec ceux considérés par Wadsworth
et Tawn. Cette identification permet d’obtenir l’égalité suivante :

α1

1− α1
y + α1a =

α

1− α
y. (4.21)

Pour chaque valeur α1 ∈ {0.5, 0.49, . . . , 0.06, 0.05}, nous déterminons la valeur correspon-
dante de a à partir de (4.21). Le couple (α1, a) retenu est celui correspondant à la valeur
de α1 qui minimise les RMSE. La figure (4.2) donne une illustration des différents rayons
d’extrapolation dans le premier quadrant positif considérés dans les simulations. Nos ré-
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Fig 4.2: À gauche: les rayons d’extrapolation considérés par Wadsworth et
Tawn lorsque α ∈ {0.5, 0.45, . . . , 0.1, 0.05}; À droite : superposés à la fig-
ure de gauche sont présentés pour la valeur particulière de α = 0.45, les
nouveaux rayons d’extrapolation correspondant aux paires (α1, a), pour α1 ∈
{0.5, 0.49, . . . , 0.06, 0.05}.

sultats sont présentés dans les figures (4.3) et (4.4). Chaque figure présente deux courbes,
celles des RMSE et des PEETV, toutes les deux en fonction des valeurs de α.
Les performances des deux approches dépendent étroitement de la qualité de l’estimation
de κ. Dans les deux approches la fonction κ est estimée via l’estimateur de Hill. La vitesse

de convergence vers 1 de L(tn,α,1−α)
L(n,α,1−α) et de L((nt)β ,(nt)γ)

L(nβ ,nγ)
joue un rôle clé dans le biais de

l’estimation. A titre d’exemple, comme déjà montré dans Wadsworth and Tawn (2013), le
taux de convergence pour (3.11) est de l’ordre O(1/ log(n)) pour la distribution bivariée
normale et ce biais est d’autant plus prononcé que les valeurs de α sont proches de 0.5.
Pour l’estimation des probabilités P(XE > α

1−α1.5 log n, YE > 1.5 log n), les courbes de
PEEV montrent que le biais parait plus petit sous notre modèle pour les différentes distri-
butions. On note également que la fonction de RMSE présente une plus grande stabilité.
En effet pour les quatre distributions, les valeurs de RMSE correspondant à notre approche
sont toujours les plus petites et au pire égales. De plus, pour certaines distributions et
certaines valeurs de α, la différence entre les deux valeurs de RMSE peut devenir très
marquée.
Étant donné que la fonction κ est estimée de la même manière dans les deux modèles (3.13)
et (4.10), notre approche profite de l’estimation de la fonction g1,∗β,γ . En fait, sous (3.13),
cette fonction est toujours considérée comme égale à 1, et cela peut augmenter le biais de
l’estimation.
La figure 4.3 (a) présente les deux critères pour la distribution normale avec une corrélation
de 0.5. Les résultats de notre modèle sont meilleurs, surtout pour α > 0.2.
Pour la distribution bivariée inverse max-stable (b), la fonction à variation lente est ex-
actement égale à 1. Dans ce cas les sources de biais sont réduites et comme le montre la
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figure 4.3 (b), les deux approches donnent des résultats très similaires.
La loi de queue inférieure de Clayton (c) est une distribution ray-dépendante et par suite
la condition (3.11) n’est pas vérifiée. A partir de la figure 4.4 (c) on remarque que le biais
augmente remarquablement sous le modèle (3.13) surtout lorsque α se rapproche de 0.5.
Cette augmentation peut être expliquée par la non-différentiabilité de la fonction κ en 0.5.

Pour la distribution bivariée normale avec une association négative (d), à l’exception
du cas où α = 0.5, notre approche est toujours meilleure (voir figure 4.4 (d)). Ces résultats
viennent du fait que sous notre modèle, on peut extrapoler suivant des rayons non issus de
l’origine.

Pour résumer, l’étude de simulation montre l’existence de couples (α1, a) pour lesquels
notre approche conduit à de meilleures estimations des queues de probabilité que celle de
Wadsworth and Tawn (2013). En particulier, contrairement à l’approche de Wadsworth
and Tawn (2013), les valeurs de RMSE attachées à notre approche varient légèrement au-
tour de la valeur 0.5 lorsque α augmente et donc pour les différentes régions de l’extrapolation
couvrant le premier quadrant positif. Néanmoins, la principale restriction de cette approche
de simulation réside dans l’impossibilité de son application sur des données réelles vu qu’elle
est basée sur une minimisation des RMSE. C’est pourquoi, nous proposons également une
approche basée sur une méthode de régression linéaire. Cette dernière permet de mettre en
évidence une seconde relation entre α1 et a fondée sur les données, ce qui offre la possibilité
de caractériser empiriquement une direction d’extrapolation possible.
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Fig 4.3: À gauche: RMSE ; À droite: PEETV ; (a): distribution bivariée normale
avec une corrélation ρ = 0.5; (b): distribution inverse max-stable avec structure de
dépendance logistique. Le caractère ’W’ correspond au modèle de Wadsworth et
Tawn et ’D’ au nôtre.
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Fig 4.4: À gauche: RMSE ; À droite: PEETV ; (c) loi de queue inférieure de Clayton
avec paramètre m = 1.4 ; (d) : distribution bivariée normale avec une corrélation
ρ = −0.3. Le caractère ’W’ correspond à la modélisation de Wadsworth et Tawn et
’D’ à la nôtre.
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4.5.2 Choix pratique pour les rayons d’extrapolation

Dans le paragraphe précédent on a identifié les intervalles de la forme
(
1−α1
α1

z + α1a,∞
)
×

(z,∞) issus de (4.10) avec les intervalles de la forme
(
x = 1−α

α y,∞
)
× (y = 1.5. log(n),∞)

où α ∈ {0.05, .., 0.5} considérés par Wadsworth and Tawn (2013). On a obtenu ainsi
l’équation (4.21) et donc une première relation entre α1 et l’ordonnée à l’origine b =
−(1 − α1)a. Une deuxième relation entre a et α1, indépendante de celle de (4.21) s’avère
nécessaire pour caractériser la direction d’extrapolation déduite de (4.10).
L’idée de base de notre méthode consiste à identifier pour chaque α fixé, la droite d’équation
y = α1

1−α1
x − (1 − α1)a représentant la direction de l’extrapolation issue de notre ap-

proche à la droite des moindres carrés d’un sous-échantillon convenablement choisi à
partir de l’échantillon de départ de taille n et qui passe par le point de coordonnées
(x = 1−α

α y, y = 1.5. log(n)) où l’on veut extrapoler. Dans la suite nous fournissons deux
méthodes permettant de choisir ce sous-échantillon.

Une première approche

Au premier abord, on considère un échantillon dit de départ de taille n d’une distri-
bution donnée et on désigne par E0 la partie de cet échantillon contenue dans la région{
(z1, z2) ∈ (0,∞)2; z1 ≤ x et z2 ≤ y

}
. Puis on désigne par A(xα,p, yα,p) le point d’intersection

de la droite d’équation y = (1−αα )x avec la courbe empirique des quantiles bivariés Cp
d’ordre p où p ∈ (0, 1). En considérant le sous échantillon Ep = {(z1, z2) ∈ E0; z1 ≤ xα,p
et z2 ≤ yα,p}, l’identification du coefficient directeur de la droite des moindres carrées is-
sue de Ep avec le coefficient directeur 1−α1

α1
de la droite d’extrapolation de notre approche

permet de trouver

α1 =
V ar(XEp) +XEp

(
Y Ep − y

)

cov
(
XEp , YEp

)
+XEp(XEp + Y Ep − x− y)

où XEp et YEp sont respectivement la séquence des abscisses et la séquence des ordonnées
des points du nuage correspondant à Ep. Par suite en utilisant (4.21) on en déduit que

a =
{

1
1−α1

− α
α1(1−α)

}
y avec y = 1.5 log n. En conséquence la droite d’extrapolation est

déterminée.

Afin d’examiner la performance de cette approche, nous avons utilisé les mêmes critères
RMSE et PEETV que précédemment pour comparer cette approche avec celle de Wadsworth
et Tawn. Pour chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec des
marges exponentielles et nous avons gardé 10% des données à des fins d’estimation. Ce
processus a été répété 500 fois. La figure (4.5) donne les résultats respectifs des RMSE
et les PEETV pour la distribution normale avec une corrélation de 0.5 et la loi de queue
inférieure de Clayton avec paramètre m = 1.4 avec le choix p = 0.25.

Les résultats de la figure (4.5) (a), correspondant à la loi normale, montrent que pour
les deux critères la méthode en cours est meilleure que celle de WT. Pour la loi de queue
inférieure de Clayton, les RMSE de WT sont légèrement meilleurs pour les valeurs de
α ∈ {0.1, 0.15, 0.2} et notre méthode est meilleure pour les autres valeurs de α, avec des
écarts qui se creusent lorsque α tend vers 0.5 (voir figure 4.5 (b)). D’autre part, on a pu
remarquer au travers d’autres simulations que les deux critères montrent que nos résultats
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Fig 4.5: À gauche : RMSE ; À droite : PEETV ; (a) : distribution bivariée normale
avec une corrélation ρ = 0.5 ; (b) : loi de queue inférieure de Clayton de paramètre
m = 1.4.
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4.5 Simulations

restent meilleurs que ceux de WT pour d’autres distributions normales avec des corrélation
positives, et ne varient pas trop même pour les choix de p = 0.15 et p = 0.2. Néanmoins les
résultats de notre approche se détériorent nettement dans le cas de la loi normale avec une
corrélation négative. Ceci s’explique par le fait que, dans le cas d’une association négative,
le nuage de points du sous-échantillon Ep est plus décalé vers les axes et la méthode de
choix de la direction d’extrapolation de l’approche 1 devient non efficace. Pour surmonter
cette déficience nous proposons une deuxième approche.

Une deuxième approche

Une deuxième approche consiste à diviser E0 en deux sous échantillons E(1,k) et E(2,k) qui
sont entièrement déterminés par le point d’intersection A(xk, yk) de la droite d’équation
y = kx avec la courbe empirique des quantiles bivariés Cp1 d’ordre une proportion p1 fixée
de l’échantillon E0.

E(1,k) = {(z1, z2) ∈ E0; z1 ≤ xk et z2 ≤ yk}

E(2,k) = {(z1, z2) ∈ E0; z1 ≤ xk et z2 ≥ yk}
Le réel k est initialisé à 1 (valeur qui correspond à α = 0.5) puis incrémenté de 0.01 tant

que
|E(2,k)|
|E0| > p2 où p2 est une proportion fixée d’avance et | E(2,k) | désigne l’effectif de

E(2,k). On expliquera par la suite le choix judicieux de chacune des valeurs k, p1 et p2.
Une fois E(1,k) fixé, un calcul simple donne

α1 =
V ar(XE(1,k)

) +XE(1,k)

(
Y E(1,k)

− y
)

cov
(
XE(1,k)

, YE(1,k)

)
+XE(1,k)

(XE(1,k)
+ Y E(1,k)

− x− y)

où XE(1,k)
et YE(1,k)

sont respectivement la séquence des abscisses et la séquence des or-
données des points du nuage correspondant à E(1,k). Par suite, en utilisant (4.21), on

en déduit que a =
{

1
1−α1

− α
α1(1−α)

}
y avec y = 1.5 log n. Le choix des valeurs de p1 doit

permettre d’avoir un coefficient directeur positif pour la droite des moindres carrées définie
ci-dessus et par suite une extrapolation, suivant la direction souhaitée, garantissant une
représentativité des dépendances extrémales présentes dans l’échantillon.

Dans le but de proposer des choix valides pour p1 et p2, on a appliqué cette approche
sur plusieurs distributions couvrant différentes formes de dépendances, pour différentes
valeurs de ces deux paramètres. Pour chacune des valeurs de p1 ∈ {0.15; 0.2; 0.25} on a
choisi p2 ∈ {0.01; 0.05; 0.1; 0.2} et ceci pour les distributions suivantes : la loi normale
bivariée avec ρ ∈ {0.5; 0.3;−0.3} et la loi de queue inférieure de Clayton de paramètre
m = 1.4. Les trois premières distributions correspondent à l’indépendance asymptotique
avec les valeurs respectives de η ∈ {0.75, 0.65, 0.35}. Ces choix permettent d’étudier dif-
férentes formes de nuages de points, allant d’une association positive élevée à une associa-
tion négative. Le dernier exemple correspond à la dépendance asymptotique (η = 1). Les
résultats sont présentés sous forme de tableaux qui fournissent les RMSE de DBT versus
les RMSE de WT pour les différentes combinaisons possibles de p1 et p2. Pour chaque
tableau, une lecture horizontale permet de comparer les RMSE de DBT à ceux de WT
pour une valeur fixe de chacun des paramètres α, p1 et p2. Verticalement chaque colonne
du tableau donne les RMSE de DBT pour une valeur fixe de chacun des paramètres p1
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et p2 en fonction des différentes valeurs de α ∈ {0.05, .., 0.5}. Pour les deux distributions
de loi normale avec une association positive (tableaux des figures 4.7 et 4.6), on remar-
que que indépendamment du choix de p1, les RMSE de DBT sont meilleurs que celles de
WT pour les valeurs de α > 0.1 dans le cas où p2 ∈ {0.1; 0.2}, avec un léger avantage
pour la colonne correspondante à p2 = 0.2, pour les plus grandes valeurs de α. Pour les
valeurs α < 0.15, nos résultats sont meilleurs pour les valeurs de p2 ∈ {0.01, 0.05}. Ceci
correspond aux parties des tableaux coloriées en jaune. Le contrôle du paramètre k corre-
spondant à chaque angle permet de conclure qu’on a gardé le même coefficient k = 1 pour
toutes les valeurs de α dans le cas p2 = 0.2, indépendamment des valeurs de α1 et p1. En
conséquence, on pourra penser à exiger que p2 ne soit petit que pour les petits angles α.
Ceci va permettre d’avoir des RMSE DBT plus petits que ceux de WT pour tous les angles.

Pour la loi normale avec ρ = −0.3 (tableau de la figure 4.8), on remarque que les
parties colorées en jaune (correspondant à des RMSE de DBT meilleurs que ceux de WT)
sur le tableau sont presque symétriques à celles correspondantes au cas de l’association
positive. En d’autres termes, nos résultats sont meilleurs pour les petites valeurs de p2 et
le contrôle de k montre que dans tous les cas on n’a pas conservé la valeur initiale de k.
Ceci s’explique en fait par la forme du nuage de points qui est plutôt plus allongée vers les
deux axes. Ainsi, pour une valeur fixe de p1, on a intérêt à diminuer les valeurs de p2. En
conséquence augmenter la valeur initiale k nous permettra de garder plus de valeurs fixes
de k et par suite de gagner en temps de calcul.
Pour la loi de queue inférieure de Clayton (tableau de la figure 4.9), on remarque que les
RMSE DBT sont meilleurs que ceux de WT, sauf pour α = 0.05 et p2 ∈ {0.1, 0.2}, et
que l’écart entre les deux RMSE se creuse quand α tend vers 0.5. Ceci est en accord avec
le résultat théorique. En effet on a montré dans la section 2 que cette distribution est
ray-dépendante et que (3.11) n’est pas vérifiée lorsque β = γ, ce qui correspond à α = 0.5.
Une comparaison entre les différents colonnes de RMSE DBT permet de conclure que les
résultats sont meilleurs pour p2 ∈ (0.1, 0.2). En conclusion d’après cette étude on peut
donner les règles empiriques suivantes :
- pour un nuage de points présentant une association positive, prendre p1 ∈ {0.2, 0.25} et
p2 = 0.2.
- pour un nuage de points présentant une association négative, prendre p1 ∈ 0.15 et p2 =
0.01. La forme du nuage de point est un facteur important pour choisir les paramètres
de cette approche et lorsqu’il est difficile de trancher, une estimation de la valeur de η
pourrait être une solution pertinente.
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Fig 4.6: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec ρ = 0.5 pour
p1 ∈ {0.15, 0.2, 0.25} et p2 ∈ {0.15, 0.2, 0.25}. Pour chaque valeur de α ∈
{0.05, 0.1, . . . , 0.45, 0.5} , les RMSE DBT inférieurs à ceux de WT sont colorés en
jaune.

4.6 Conclusion

Le modèle (4.10) proposé dans ce chapitre est une généralisation de celui de Wadsworth
and Tawn (2013). Nous avons exploité ce modèle pour développer une modélisation asymp-
totique de la fonction de survie, dépendant de la fonction κ et de la fonction g∗,1(β,γ). Cette
nouvelle modélisation permet de gérer d’une façon lisse la décroissance de queue d’une
distribution bivariée d’une façon similaire au modèle (4.7) de Wadsworth and Tawn (2013)
avec cependant une contrainte moins restrictive que (3.11) pour la fonction à variation
lente. Ceci permet d’identifier les différentes classes de comportement de queue de dis-
tributions avec des fonctions à variation lente ray-dépendantes ou ray-indépendantes, et
fournit un cadre unifié couvrant à la fois les distributions asymptotiquement dépendantes
et asymptotiquement indépendantes, même dans le cas d’une association faible ou négative.
Notre modèle fournit un compromis théorique entre les approches de Ledford and Tawn
(1997) et de Wadsworth and Tawn (2013), en prenant les avantages des deux modèles :
tenir compte des distributions ray-dépendantes, ce qui n’est possible que pour l’approche de
Ledford et Tawn, et avoir la possibilité d’extrapoler selon toutes les directions du premier
quadrant positif, ce qui n’est envisageable que pour l’approche de Wadsworth et Tawn.
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Fig 4.7: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec ρ = 0.3 pour
p1 ∈ {0.15, 0.2, 0.25} et p2 ∈ {0.15, 0.2, 0.25}. Pour chaque valeur de α ∈
{0.05, 0.1, . . . , 0.45, 0.5}, les RMSE DBT inférieurs à ceux de WT sont colorés en
jaune.

86



4.6 Conclusion

 

  

P

1 

 

 

                                         0.15 

 

                               0.2 

 

                                   0.25 

P

2 

 

2 

 

0.01 

 

0.05 

 

0.1 

 

0.2 

 

0.01 

 

0.05 

 

0.1 

 

0.2 

 

0.01 

 

0.05 

 

0. 1 

 

0.2 

 

  RMSE 

     WT 

0.05 

 

  

0.782 

 

 

 

1.001 

 

 

 

1.208 

 

1.823 

 

 

 

0.852 

 

 

 

1.063 

 

 

 

1.279 

 

 

 

2.346 

 

 

 

0.920 

 

 

 

1.126 

 

 

 

1.33 

 

 

 

2.260 

 

 

 

0.802 

  

0.1 

 

0. 1 

  

0.781 

 

 

 

1.008 

 

 

 

1.229 

 

 

 

1.607 

 

 

 

0.870 

 

0.51238

 

1.093 

 

 

 

1.308 

 

 

 

1.731 

 

 

 

0.961 

 

 

 

1.191 

 

1.416 

 

 

 

1.913 

 

0.914 

 

0.15 

  

0.8643 

 

1.084 

 

1.285 

 

1.613 

 

0.947 

 

 

 

1.152 

 

 

 

1.376 

 

 

 

1.796 

 

 

 

1.034 

 

 

 

1.245 

 

1.491 

 

 

 

1.935 

 

 

 

1.103 

 

0.2 

  

0.783 

 

 

 

0.980 

 

 

 

1.210 

 

 

 

1.643 

 

 

 

0.806 

 

 

 

1.048 

 

 

 

1.276 

 

 

 

1.711 

 

 

 

0.903 

 

 

 

1.137 

 

 

 

1.372 

 

 

 

1.832 

 

 

 

1.1263 

 

RMSE 

 

0.25 

  

0.764 

 

 

 

0.971 

 

 

 

1.205 

 

 

 

1.841 

 

 

 

0.799 

 

 

 

1.025 

 

 

 

1.276 

 

 

 

1.734 

 

 

 

0.853 

 

 

 

1.101 

 

 

 

1.363 

 

 

 

1.832 

 

 

 

1.237 

 

RMSE 

 

0.3 

  

0.948 

 

 

 

1.113 

 

 

 

1.290 

 

 

 

1.514 

 

 

 

0.948 

 

 

 

1.172 

 

 

 

1.342 

 

 

 

1.913 

 

 

 

1.000 

 

 

 

1.243 

 

 

 

1.516 

 

 

 

2.024 

 

 

 

1.561 

 

RMSE 

 

0.35 

  

1.103 

 

 

 

0.920 

 

 

 

1.373 

 

 

 

1.866 

 

 

 

1.034 

 

 

 

0.926 

 

 

 

1.384 

 

 

 

1.573 

 

 

 

0.987 

 

 

 

0.939 

 

 

 

1.166 

 

 

 

1.657 

 

 

 

1.344 

 

0.4 

  

1.194 

 

 

 

1.040 

 

 

 

1.389 

 

 

 

1.866 

 

 

 

1.118 

 

 

 

1.051 

 

 

 

1.398 

 

 

 

1.900 

 

 

 

1.090 

 

 

 

1.000 

 

 

 

1.439 

 

 

 

1.963 

 

 

 

1.824 

 

RMSE 

 

0.45 

  

1.205 

 

 

 

1.087 

 

 

 

1.526 

 

 

 

2.030 

 

 

 

1.159 

 

 

 

1.096 

 

 

 

1.526 

 

 

 

2.044 

 

 

 

1.130 

 

 

 

1.022 

 

 

 

1.551 

 

 

 

2.085 

 

 

 

2.113 

 

RMSE 

 

0.5 

  

1.226 

 

 

 

1.098 

 

 

 

1.668 

 

 

 

2.158 

 

 

 

1.164 

 

 

 

1.017 

 

 

 

1.652 

 

 

 

2.147 

 

 

 

1.177 

 

 

 

1.020 

 

 

 

1.658 

 

 

 

2.181 

 

 

 

2.380 

 

 

 

 

Fig 4.8: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec ρ = −0.3 pour
p1 ∈ {0.15, 0.2, 0.25} et p2 ∈ {0.15, 0.2, 0.25}. Pour chaque valeur de α ∈
{0.05, 0.1, . . . , 0.45, 0.5}, les RMSE DBT inférieurs à ceux de WT sont colorés en
jaune.
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Fig 4.9: RMSE DBT pour la loi de queue inférieure de Clayton avec paramètre
m = 1.4 pour p1 ∈ {0.15, 0.2, 0.25} et p2 ∈ {0.15, 0.2, 0.25}. Pour chaque valeur de
α ∈ {0.05, 0.1, . . . , 0.45, 0.5}, les RMSE DBT inférieurs à ceux de WT sont colorés
en jaune.
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Chapitre 5

Vers une représentation

paramétrique des queues de

distributions multivariées

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on se base sur le modèle (4.10) et l’étude de la variation régulière du

vecteur (X1/β
P /n, Y

1/γ
P /n), (β, γ) ∈ (0,∞)2, pour développer des modèles semi-paramétriques

pour la queue d’une distribution bivariée de marges Pareto sur le cône convexe (0,∞)2.
Nous introduisons ainsi une mesure pseudo-radiale Hκ(β,γ) généralisant la mesure Hη définie
par Ramos and Ledford (2009), où le paramètre η est remplacé par la fonction κ définie
dans Wadsworth and Tawn (2013). La fonction κ gère la décroissance de queue d’une dis-
tribution bivariée avec plus de flexibilité. En particulier, elle offre de meilleures possibilités
d’extrapolations dans le premier quadrant positif comme cela a d’ailleurs été détaillé dans
la dernière section du chapitre précédent. Nous montrons ci-dessous que la nouvelle mesure
Hκ(β,γ) doit vérifier une contrainte similaire à la contrainte de normalisation (3.7) imposée
à la mesure Hη.
Nous développons ensuite une approche similaire à celle introduite par Tawn (1991) pour
contourner cette contrainte imposée à Hκ(β,γ), difficile à vérifier en pratique. Nous four-
nissons ainsi une procédure générale pour la construction de modèles semi-paramétriques
associés à la mesure Hκ(β,γ), ce qui généralise l’approche de Qin, Smith et Ren (Qin et al.,
2010). Ces modèles fournissent un large spectre de dépendances extrémales. Quelques
exemples de modèles semi-paramétriques seront détaillés. Par ailleurs nous construisons
un nouveau processus ponctuel similaire à celui de Ramos and Ledford (2011) et nous
l’utilisons pour définir une nouvelle loi des maxima généralisant celle de Ramos and Led-
ford (2011) sur le cône convexe (0,∞)2.

5.2 Approche semi-paramétrique

Soit (XP , YP ) un vecteur bivarié avec des marges Pareto. Pour (β, γ) ∈ R2
+\{0}, n ∈ N∗

et (x, y) ∈ [1,∞)2, le modèle de queue (4.10) défini dans le chapitre précédent s’écrit :
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P(XP > nβx, YP > nγy) = L(nβx, nγy)n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ

où κ est la fonction introduite dans Wadsworth and Tawn (2013) pour le modèle (3.10),
sans la contrainte de différentiabilité et L une fonction bivariée vérifiant

lim
n→∞

L(nβx, nγy)

L(nβ , nγ)
= g(β,γ)(x, y)

avec g(β,γ) une fonction bivariée vérifiant g(β,γ)(c
β , cγ) = 1, ∀c > 0. Dans la section 3 du

chapitre 4, on a montré que la fonction g1(β,γ) définie par g1(β,γ)(x, y) = g(β,γ)(x
β , yγ) peut

être exprimée à l’aide d’une mesure positive Λκ(β,γ) définie sur (0,∞)2 de la façon suivante
:

g1(β,γ)(x, y) = g(β,γ)(x
β , yγ) =

Λκ(β,γ)
{(x,∞)× (y,∞)}
(xy)

−κ(β,γ)
2

(5.1)

La mesure Λκ(β,γ) peut être exprimée à l’aide d’une mesure pseudo radiale Hκ(β,γ)

Λκ(β,γ) {(x,∞)× (y,∞)} =
1

κ(β, γ)

∫ 1

0
min(

ω

x
,
1− ω

y
)dHκ(β,γ)(ω) (5.2)

et l’identité Λκ(β,γ) {(1,∞)× (1,∞)} = 1, impose la contrainte suivante sur la mesure
Hκ(β,γ)

κ(β, γ) =

∫ 1

0
min(ω, 1− ω)dHκ(β,γ)(ω). (5.3)

En conséquence en utilisant (5.2), l’expression de la fonction g1(β,γ) dans (5.1) devient

g1(β,γ)(x, y) =
(xy)

κ(β,γ)
2

κ(β, γ)

∫ 1

0
min(

ω

x
,
1− ω

y
)dHκ(β,γ)(ω) (5.4)

avec ω = x
x+y . De façon naturelle, on peut se poser la question suivante : étant donnée une

mesure pseudo-radiale Hκ(β,γ) vérifiant (5.3), sous quelles conditions, la fonction g(β,γ)(x, y)
définie en (5.4) est-elle une fonction de dépendance valide pour le modèle (4.10) ? La
réponse est contenue dans le théorème suivant, qui est une généralisation du théorème
1 de Ramos and Ledford (2009). En effet, pour chaque couple (β, γ), la donnée d’une
mesure pseudo radiale Hκ(β,γ) permettra de construire une fonction de dépendance et en
conséquence une modélisation de la queue de distribution de (XP , YP ). Celle-ci permettra
d’extrapoler selon n’importe quel angle du premier quadrant positif.

Théorème 5.2.1. Soit (XP , YP ) un vecteur bivarié aléatoire avec des distributions marginales
Pareto standard et une fonction de survie jointe vérifiant pour (β, γ) ∈ R2

+\{0}, n ∈ N∗ et
(x, y) ∈ [1,∞)2 le modèle (4.10) :

P(XP > nβx, YP > nγy) = L(nβx, nγy)n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ .

Alors,

90



5.2 Approche semi-paramétrique

(i) pour tout (x, y) ∈ [1,∞)2 et (β, γ) ∈ (0,∞)2

lim
n→∞

{
P(XP>(nx)β ,YP>(ny)γ)

P(XP>nβ ,YP>nγ)

}
= Λκ(β,γ) {(x,∞)× (y,∞)}

= g1,∗(β,γ)(
x

x+y ) (xy)
−κ(β,γ)

2 ,

(5.5)

où g1,∗(β,γ)(
x

x+y ) ≡ g1,∗(β,γ)(ω), ω ∈ (0, 1), vérifie la contrainte suivante :

κ(β, γ)g1,∗(β,γ)(ω) =
(
1−ω
ω

)κ(β,γ)
2

∫ ω
0 zκ(β,γ)dHκ(β,γ)(z)

+
(

ω
1−ω

)κ(β,γ)
2 ∫ 1

ω (1− z)κ(β,γ)dHκ(β,γ)(z),

(5.6)

avec Hκ(β,γ) une mesure positive sur [0, 1] vérifiant la condition de normalisation

κ(β, γ) =

∫ 1/2

0
zκ(β,γ)dHκ(β,γ)(z) +

∫ 1

1/2
(1− z)κ(β,γ)dHκ(β,γ)(z) (5.7)

et κ(β, γ) l’indice de variation régulière de (4.10).

(ii) Inversement, étant donnés (β, γ) ∈ (0,∞)2 et une fonction positive Hκ(β,γ) satis-
faisant la condition de normalisation (5.7), l’équation (5.6) définit une fonction de
dépendance g1,∗(β,γ) telle que F̄SβTγ (s, t) ≡ g1,∗(β,γ)(

s
s+t)(st)

−κ(β,γ) soit une fonction de

survie jointe d’un vecteur aléatoire (Sβ , Tγ) pour (s, t) ∈ [1,∞)2. Si de plus, pour
un seuil élevé u et τ ∈ (0, 1/u), les fonctions fSβ

: x 7−→ 1− 1/x+ τF̄SβTγ (x/u, 1) et
fTγ : x 7−→ 1 − 1/x + τF̄SβTγ (1, x/u) sont strictement croissantes sur (u,∞), alors
il existe un vecteur aléatoire (XP , YP ) avec des marges Pareto standard tel que (5.5)
est satisfaite.

Démonstration.
(i) Nous adaptons un raisonnement similaire à celui de Ramos and Ledford (2009). On
considère le vecteur bivarié aléatoire suivant

(Sβ , Tγ) = lim
n→∞

{(
X

1/β
P /n, Y

1/γ
P /n

)
|
(
X

1/β
P > n, Y

1/γ
P > n

)}
,

avec (β, γ) ∈ (0,∞)2.
Alors, en utilisant (4.10), on a pour tout (x, y) ∈ [1,∞)2,

F̄SβTγ (x, y) ≡ P (Sβ > x, Tγ > y) = lim
n→∞

P(XP>(nx)β ,YP>(ny)γ)
P(XP>nβ ,YP>nγ)

= g1,∗(β,γ)(
x

x+y )(xy)
−κ(β,γ)

2 ,
(5.8)

où g1,∗(β,γ)(
x

x+y ) ≡ g(β,γ)(x
β , yγ) = lim

n→∞
L
[
(nx)β , (ny)γ

]

L(nβ , nγ)
.

Par ailleurs, pour des valeurs fixées de β et γ, la mesure µ
(β,γ)
RW associée aux coordonnées

pseudo-radiales et angulaires R = S + T et W = S/R se factorise de la façon suivante
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µ
(β,γ)
RW (dr, dz) = r−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(z), où Hκ(β,γ) est une mesure positive sur [0, 1]

(Resnick, 1987, proposition 5.11, page 268). Par conséquent,

F̄SβTγ (x, y) =

=
∫ 1
ω=0

∫∞
max( x

ω
, y
1−ω

) r
−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω)

= 1
κ(β,γ)

∫ 1
0 min

(
ω
x ,

1−ω
y

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω)

= 1
κ(β,γ)

{∫ x/(x+y)
0

(
ω
x

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω) +

∫ 1
x/(x+y)

(
1−ω
y

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω)

}
.

(5.9)

Pour tout (x, y) ∈ [1,∞)2, des équations (5.8) et (5.9) on déduit

g1,∗(β,γ)

(
x

x+y

)
(xy)−

κ(β,γ)
2 = 1

κ(β,γ)

∫ x/(x+y)
0

(
ω
x

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω)

+ 1
κ(β,γ)

∫ 1
x/(x+y)

(
1−ω
y

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω)

(5.10)

et (5.6) découle facilement.

La mesure Hκ(β,γ) doit satisfaire une condition de normalisation. En effet pour tout

(β, γ) ∈ (0,∞)2, si l’on prend x = y dans (5.10) et que l’on remarque que g1,∗(β,γ)(
1
2) = 1, il

est immédiat que

κ(β, γ) =

∫ 1/2

0
ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) +

∫ 1

1/2
(1− ω)κ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω). (5.11)

(ii) Vérifions tout d’abord que l’équation (5.5) définit une fonction de survie valide : son
éventuelle densité doit être positive et de masse égale 1 sur son domaine de définition D =
{(x, y), x ≥ 1, y ≥ 1} ou, d’une façon équivalente, la mesure de densité r−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω)
du vecteur associé (R,W ) est positive et de masse égale à 1 sur son domaine.

Dans le cas où Hκ(β,γ)(ω) est différentiable sur (0, 1), la densité jointe f(r, ω) du vecteur
(R,W ) est définie par

f(r, ω) = r−(1+κ(β,γ))hκ(β,γ)(ω)

pour ω ∈ (0, 1),r ∈
[
max

{
ω−1, (1− ω)−1

}
,∞

)
et avec hκ(β,γ)(ω) =

dHκ(β,γ)(ω)

dω .

∫ 1
0

∫∞
max{ω−1,(1−ω)−1} r

−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω)

=
∫ 1/2
0

∫∞
ω−1 r

−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω) +
∫ 1
1/2

∫∞
(1−ω)−1 r

−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω)

= 1
κ(β,γ)

{∫ 1/2
0 ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) +

∫ 1
1/2(1− ω)κ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω)

}

et comme par (5.7),
∫ 1/2
0 ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) +

1
κ(β,γ)

∫ 1
1/2(1− ω)κ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) = κ(β, γ)

on en déduit que
∫ 1
0

∫∞
max{ω−1,(1−ω)−1} r

−(1+κ(β,γ))drdHκ(β,γ)(ω) = 1. En conséquence, la
mesure de densité associée au vecteur (R,W ) est positive et de masse égale à 1.
Pour un seuil élevé u et (β, γ) fixé on définit la région R(u,β,γ) =

{
(x, y) : x > uβ , y > uγ

}
.

Ci-dessous nous donnons une méthode de construction de (XP , YP ) dans (0,∞)2. Pour
(β, γ) ∈ (0,∞)2 et un seuil très élevé u dans la région R(u,β,γ), les variables Sβ et Tγ peuvent
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être générées à partir de F̄SβTγ . Il suffit alors de définir (X
1/β
P , Y

1/γ
P ) par (uSβ , uTγ).

A l’extérieur de R(u,β,γ), (X
1/β
P , Y

1/γ
P ) peut être défini de la façon suivante : pour les valeurs

données de (β, γ) et u, soit τ tel que 0 < τ < 1/u. Sous la condition de la croissance de
fSβ

et fSγ , les fonctions G
X

1/β
P

et G
Y

1/γ
P

définies ci-dessous sont croissantes sur (0,∞) et

vérifient lim
x→+∞

G
X

1/β
P

(x) = 1 et lim
x→+∞

G
Y

1/γ
P

(x) = 1. Par conséquent ces deux fonctions

sont des distributions.

G
X

1/β
P

(x) =

[
1− 1

x − τ1(x > u)
{
1− F̄SβTγ (

x
u , 1)

}]

1− τ
=





fSβ
(x)− τ

1− τ
si x > u,

1− 1
x

1− τ
si 1 ≤ x ≤ u

et

G
Y

1/γ
P

(y) =

[
1− 1

y − τ1(y > u)
{
1− F̄SβTγ (1,

y
u)

}]

1− τ
=





fTγ (y)− τ

1− τ
si y > u,

1− 1
y

1− τ
si 1 ≤ y ≤ u.

Soit v =
1− 1

y

1−τ et (A,B) le vecteur bivarié de densité (constante) 2v−1
v2

sur [0, v)2, v−1 sur
[0, v]× [v, 1] et [v, 1]× [0, v] et 0 ailleurs. Il est facile de vérifier que les marginales de (A,B)

sont uniformément distribuées sur [0, 1]. Dans Rc
(u,β,γ), (X

1/β
P , Y

1/γ
P ) = (G−1

X
1/β
P

(A), G−1
Y

1/γ
P

(B))

donne le vecteur cherché. Supposons maintenant que τ représente la probabilité que le
vecteur (X

1/β
P , Y

1/γ
P ) soit dans R(u,β,γ). Ce vecteur peut alors être défini sur (1,∞)2 =

R(u,β,γ) ∪Rc
(u,β,γ) comme suit :

(X
1/β
P , Y

1/γ
P ) = (uSβ , uTγ)1({V < τ}) + (G−1

X
1/β
P

(A), G−1
Y

1/γ
P

(B))1({V > τ}),

où V est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], indépendante de X
1/β
P et Y

1/γ
P .

Remarques

• Les deux variables Sβ et Tγ dépendent directement de la forme de Hκ(β,γ)(ω). En
effet par une transformation en coordonnées pseudo polaires on a :

P(Sβ > t) = g1,∗(β,γ)(
t

t+1)t
−κ(β,γ)

2

= 1
κ(β,γ)

{∫ t/(t+1)
0

(
ω
t

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω) +

∫ 1
t/(t+1) (1− ω)κ(β,γ) dHκ(β,γ)(ω)

}

= 1
κ(β,γ)

{
t−κ(β,γ)I1 + I2

}
,

avec I1 =
∫ t/(t+1)
0 ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) et I2 =

∫ 1
t/(t+1) (1− ω)κ(β,γ) dHκ(β,γ)(ω).

De même,

P(Tγ > t) = g1,∗(β,γ)(
1

1+t)t
−κ(β,γ)

2

= 1
κ(β,γ)

{∫ 1/(t+1)
0 ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) +

∫ 1
1/(t+1)

(
1−ω
t

)κ(β,γ)
dHκ(β,γ)(ω)

}

= 1
κ(β,γ)

{
I3 + t−κ(β,γ)I4

}
,
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avec I3 =
∫ 1/(t+1)
0 ωκ(β,γ)dHκ(β,γ)(ω) et I4 =

∫ 1
1/(t+1) (1− ω)κ(β,γ) dHκ(β,γ)(ω). D’après

les expressions des deux fonctions de survies ci-dessus, les marginales du vecteur
(Sβ , Tγ) ne sont pas de type Paréto standard.

• Du fait de l’équivalence exp(− 1
x) ∼ 1− x, les égalités (5.5) et (5.10) restent valides

si l’on écrit le modèle (4.10) avec des marges Fréchet unitaire pour (x, y) ∈ (0,∞)2.

�

En pratique, pour un seuils suffisamment grand u, le théorème (5.2.1) permet d’avoir
l’approximation de queue de distribution suivante pour tout (x, y) ∈ (uβ ,∞)× (uγ ,∞):

F̄XP YP
(x, y) ≃ τ(β,γ)F̄SβTγ

(
x

1
β

uβ
,
y

1
γ

uγ

)

où F̄SβTγ (s, t) = g(β,γ))
1,∗( s

s+t)(st)
−κ(β,γ)

2 et τ(β,γ) = P(XP > uβ , YP > uγ).
D’un point de vue statistique, l’importance du théorème 5.6 réside dans la réciproque

(ii). En effet, partant d’une mesure Hκ(β,γ) vérifiant la condition de normalisation, on

définira en premier lieu une fonction de dépendance g∗,1(β,γ) liée à cette mesure, puis une

fonction de survie F̄SβTγ . Enfin on construira un modèle semi-paramétrique pour la fonction
de survie F̄XP YP

, exploitant F̄SβTγ .

5.3 Modèles de dépendance pour les extrêmes mul-

tivariés

Dans cette section nous partons de la modélisation équivalente à(4.10) avec des marges
Fréchet unitaire pour généraliser un résultat de Ramos and Ledford (2011) relatif à la loi
limite des maxima normalisés dans (0,∞)d, d ≥ 2. Dans le cas bivarié, le nouvel indice de
variation régulière est la fonction κ(β, γ).

5.3.1 Distribution des maxima : cas bivarié

La proposition ci-dessous donne le résultat dans le cas bivarié.

Proposition 5.3.1. Soient n ∈ N∗ et (X1, Y1) , . . . , (Xn, Yn) n copies indépendantes d’un
vecteur aléatoire (X,Y ) avec des marges Fréchet unitaire. On suppose que pour tout
(β, γ) ∈ (0,∞)2 et (x, y) ∈ (0,∞)2

P(X > nβx, Y > nγy) = L(nβx, nγy)n−κ(β,γ)x
−κ(β,γ)

2β y
−κ(β,γ)

2γ (5.12)

. Pour tout (β, γ) ∈ (0,∞)2 et ε1, ε2 > 0, on définit R(ε1,ε2) = {(x, y) : x > ε1, y > ε2}
et R(ε1,ε2) (x, y) = R(ε1,ε2)� {[ε1, x]× [ε2, y]}. Soit MX,n,ε1 et MY,n,ε2 les maxima des com-
posantes des points (X1, Y1) , . . . , (Xn, Yn) dans R(ε1,ε2). Alors pour tout (x, y) ∈ R(ε1,ε2)
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on a :

Gκ(β,γ)(x, y) = lim
n→∞

lim
ε1,ε2→0

P

(
MX,n,ε1bn

bn
≤ x,

MY,n,ε2cn

cn
≤ y

)
= exp

{
−Vκ(β,γ)(x̃β , ỹγ)

}

avec les constantes de normalisations bn, cn telles que nF̄ (bn, cn) = 1, où F̄ est la fonction
de survie de (X,Y ), x̃β = x1/β, ỹγ = y1/γ et la fonction de dépendance Vκ(β,γ) est telle que

Vκ(β,γ)(x, y) =
1

κ(β, γ)

∫ 1

0

{
max

(
ω

x
,
1− ω

y

)}κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω), (5.13)

où Hκ(β,γ) est une mesure positive sur [0, 1] satisfaisant (5.7). De plus Vκ(β,γ) est homogène
d’ordre −κ(β, γ).

Démonstration.
Tout d’abord montrons l’existence de bn et cn telle que nF̄ (bn, cn) = 1. Soit (dn) une suite
vérifiant lim

n→∞
dn = +∞. Pour (β, γ) ∈ (0,∞)2, en utilisant (5.12), l’équation nF̄ (dβn, d

γ
n) =

1, d’inconnue dn est équivalente à nL(dβn, dγn)d−κ(β,γ)n = 1. Par conséquent il suffit de

prendre dn = O(n
1

κ(β,γ) ), bn = dβn et cn = dγn.
Pour β = γ = 1, 1

κ(1,1) = η et bn = cn = O(nη), nous retrouvons ainsi la suite de
normalisation du processus ponctuel considéré par Ledford and Tawn (1997). Comme
κ(β, γ) ≥ max(β, γ), donc β

κ(β,γ) ≤ 1 et γ
κ(β,γ) ≤ 1. La normalisation dans le cône convexe

(0,∞)2 est ainsi plus légère que le cas max-stable.
Pour tout x > ε1 ,t y > ε2 et en supposant que nF̄ (bn, cn) = 1

P

(
MX,n,ε1bn

bn
≤ x,

MY,n,ε2cn

cn
≤ y

)

= P
{
Aucun des couples (Xi, Yi) ne tombe dans R(ε1bn,ε2cn) (xbn, ycn)

}

= P
{
Tous les couples (Xi, Yi) tombent à l’extérieur de R(ε1bn,ε2cn) (xbn, ycn)

}

=
{
1− F̄ (xbn, ε2cn)− F̄ (ε1bn, ycn) + F̄ (xbn, ycn)

}n

=
[
1− 1

n

{
F̄ (xbn,ε2cn)
F̄ (bn,cn)

+ F̄ (ε1bn,ycn)
F̄ (bn,cn)

− F̄ (xbn,ycn)
F̄ (bn,cn)

}]n

=

[
1− 1

n

{
F̄
(
xdβn,ε2d

γ
n

)

F̄
(
dβn,d

γ
n

) +
F̄
(
ε1d

β
nyd

γ
n

)

F̄
(
dβn,d

γ
n

) −
F̄
(
xdβn,yd

γ
n

)

F̄
(
dβn,d

γ
n

)

}]n

.

(5.14)
Par suite, en utilisant (5.5) avec des marges Fréchet unitaire on a :

lim
n→∞

P

(
MX,n,ε1bn

bn
≤ x,

MY,n,ε2cn

cn
≤ y

)

= exp

[
−

{
g1
(β,γ)

(x̃β ,ε̃2)

(x̃β ε̃2)
κ(β,γ)

2

+
g1
(β,γ)

(ε̃1,ỹγ)

(ε̃1ỹγ)
κ(β,γ)

2

− g1
(β,γ)

(x̃β ,ỹγ)

(x̃β ỹγ)
κ(β,γ)

2

}] (5.15)

où ε̃2 = ε
1
γ

2 et ε̃1 = ε
1
β

1 .
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Par (5.10) avec des marges Fréchet on en déduit que

g1
(β,γ)

(x̃β ,ε̃2)

(x̃β ε̃2)
κ(β,γ)

2

= g1,∗(β,γ)(
x̃β

x̃β+ε̃2
) (xβ ε̃2)

−κ(β,γ)
2

= 1
κ(β,γ)

∫ 1

0

{
min

(
ω

xβ
,
1− ω

ε̃2

)κ(β,γ)
}
dHκ(β,γ)(ω)

. = 1
κ(β,γ)

∫ x̃β
x̃β+ε̃2

0

(
ω

xβ

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω) +
1

κ(β, γ)

∫ 1

x̃β
x̃β+ε̃2

(
1− ω

ε̃2

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω).

Par suite :

lim
ε2→0

g1
(β,γ)

(x̃β ,ε̃2)

(x̃β ε̃2)
κ(β,γ)

2

= 1
κ(β,γ)

∫ 1

0

(
ω

x̃β

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω) + lim
ε2→0

1

κ(β, γ)

∫ 1

x̃β
x̃β+ε̃2

(
1− ω

ε̃2

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω).

Puisque la mesure Hκ(β,γ) est finie et vérifie la condition de normalisation (5.7 alors,

lim
ε2→0

∫ 1

x̃β
x̃β+ε̃2

(
1− ω

ε̃2

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω) = lim
ε2→0

ε̃
−κ(β,γ)
2

∫ 1

x̃β
x̃β+ε̃2

(1− ω)κ(β,γ) dHκ(β,γ)(ω) = 0.

Par conséquent

lim
ε2→0

g1
(β,γ)

(x̃β ,ε̃2)

(x̃β ε̃2)
κ(β,γ)

2

= 1
κ(β,γ)

∫ 1

0

(
ω

x̃β

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω)

= Vκ(β,γ) (x̃β ,∞) .

Avec un raisonnement analogue,

lim
ε1→0

g1(β,γ)(ε̃1, ỹγ)

(ε̃1ỹγ)
κ(β,γ)

2

= 1
κ(β,γ)

∫ 1

0

(
1− ω

ỹγ

)κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω)

= Vκ(β,γ) (∞, ỹγ) .

Donc, par l’identité max(a, b) = a+ b−min(a, b) on a :

Gκ(β,γ)(x, y) = lim
ε1,ε2→0

lim
n→∞

P

(
MX,n,ε1bn

bn
≤ x̃β ,

MY,n,ε2cn

cn
≤ ỹγ

)

= exp
{
−Vκ(β,γ) (x̃β ,∞)− Vλ(α) (∞, ỹγ) + Λκ(β,γ)(x̃β ,∞)× (ỹγ ,∞)

}

= exp

{
− 1

κ(β, γ)

∫ 1

0

[(
ω

x̃β

)κ(β,γ)

+

(
1− ω

ỹγ

)κ(β,γ)

−min

(
ω

x̃β
,
1− ω

ỹγ

)κ(β,γ)
]
dHκ(β,γ)(ω)

= exp
{
−Vκ(β,γ)(x̃β , ỹγ)

}
,

Vκ(β,γ)(x, y) =
1

κ(β, γ)

∫ 1

0

{
max

(
ω

x
,
1− ω

y

)}κ(β,γ)

dHκ(β,γ)(ω)

= le nombre de points attendu de N(β,γ)(.) qui arrivent dans lim
ε1,ε2→0

R(ε1,ε2)(x, y).
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où N(β,γ)(.) est le processus de Poisson limite du processus ponctuel

Nn,β,γ(.) =
n∑

i=1

1






X

1
β

i

dn
,
Y

1
γ

i

dn


 ∈ .



 .

Remarque 5.3.1. Pour tout (β, γ) dans (0,∞)2 on a :

i) Λκ(β,γ)(x,∞)× (y,∞) = Vκ(β,γ)(x,∞) + Vκ(β,γ)(∞, y)− Vκ(β,γ)(x, y).

ii) Si la densité hκ(β,γ) de Hκ(β,γ) existe alors
∂2Vκ(β,γ)

∂x∂y = −r−(2+κ(β,γ))hκ(β,γ)(ω), où
r = x+ y et ω = x/(x+ y).

5.3.2 Extension au cas multivarié

Soit α = (α1, α2, ..., αd) ∈ (0,∞)2 et X un vecteur aléatoire de dimension d avec des
marges Fréchet unitaire. Pour tout x = (x1, x2, . . . , xd) avec xi > 1, 1 ≤ i ≤ d, une
généralisation du modèle (5.12) est donnée par :

P (X > nαx) = L(nαx)n−κ(α)x
−κ(α)
dα1

1 x
−κ(α)
dα2

2 . . . x
−κ(α)
dαd

d (5.16)

où nα = (nα1 , nα2 , ..., nαd), nαx = (nα1x1, ..., n
αdxd) et L est une fonction à variation

lente multivariée non standard c’est-à-dire vérifiant :

lim
min(nα1 ,...,nαd )→∞

L(nαx)

L(nα)
= gα(x)

avec gα {(cα1 , .., cαd)x} = gα(x) pour tout c > 0.

Le résultat de la Proposition 1 peut être étendu à des dimensions d > 2.

Proposition 5.3.2. Soit ε = (ε1, ε2, . . . , εd) ∈ (0,∞)d fixé et considérons Rεbn = {x : x > εbn1}
avec εbn = (ε1bn,1, . . . , εdbn,d) où bn,i, i = 1, . . . , n vérifient nP {XP > (bn,1, . . . , bn,d)} = 1.
On désigne par Mn,εbn le vecteur des maxima de X dans Rεbn . Alors la loi limite des max-
ima normalisés Mn,εbn quand ε → 0 et n → ∞ est donnée par :

Gκ(α)(x) = exp
{
−Vκ(α)(x)

}
(5.17)

avec la fonction de dépendance

Vκ(α)(x) =
1

κ(α)

∫

Sd

max
1≤j≤d

(
ωj

xj

)κ(α)

dHκ(α)(ω),

où Hκ(α) est une mesure positive dans le simplexe unitaire

Sd =
{
(ω1, . . . , ωd) ∈ (0,∞)d : ω1 + ω2 + . . .+ ωd = 1

}
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satisfaisant la condition de normalisation suivante

κ(α) =

∫

Sd

min
1≤j≤d

(ωj)
κ(α) dHκ(α)(ω). (5.18)

De plus Vκ(α) est homogène d’ordre −κ(α).

Démonstration. En utilisant (5.16) on a :

lim
n→∞

P (X > nαx)

P(X > nα)
= gα(x)

d∏

i=1

x
−κ(α)

dαi
i

Le processus ponctuel

Nn,α(·) =
n∑

i=1

1

{(
(X1

i )
1
α1

dn
, . . . ,

(Xd
i )

1
αd

dn

)
∈ .

}

où dn = O(n
1

κ(α) ) vérifie nP(X > (dα1
n , . . . , dαd

n )) = 1, converge faiblement quand n → ∞
vers un processus Poisson non homogène Nα dans (0,∞)d. D’autre part, à l’aide de (5.16)
on vérifie aisément que le processus Nα a pour intensité

Λ∗α {(x1,∞)× . . .× (xd,∞)} = lim
n→∞

P (XP > (dnx)
α)

P(XP > dα1
n , .., dαd

n )
= g1α(x)

∏d
i=1 x

−κ(α)
d

i

= 1
κ(α)

∫

Sd

min
1≤j≤d

(
ωj

xj

)κ(α)

dHκ(α)(ω),

où Hκ(α) est une mesure positive dans le simplexe unitaire Sd. La mesure Hκ(α) doit
satisfaire la condition de normalisation suivante :

κ(α) =

∫

Sd

min
1≤j≤d

ω
κ(α)
j dHκ(α)(ω). (5.19)

En utilisant l’égalité

Λα {(x1,∞)× ...× (xd,∞)} =
∑d

i=1 Vκ(α) (∞, ...,∞, xi,∞, ...,∞,∞, ...,∞)

−∑d−1
i=1

∑d
j=i+1 Vκ(α) (∞, ...,∞, xi,∞, ...,∞, xj ,∞, ...,∞)

+ . . .+ (−1)d+1Vκ(α) (x1, ..., xd)

(5.20)

un raisonnement analogue au cas bivarié permet d’avoir

Gκ(α)(x) = lim
ε→0

lim
n→∞

P(Mn,εbn ≤ x) = exp
[
−Vκ(α)(x̃α)

]

= exp


−

1
κ(α)

∫

Sd

max
1≤j≤d




ωj

x
1
αj

j




κ(α)

dHκ(α)(ω)




où x̃α = (x
1
α1
1 , ..., x

1
αd
d ).
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Remarque 5.3.2. Les dérivées partielles de (5.20) par rapport à x1, . . . , xd sont données
par l’équation

∂dVκ(α)

∂x1...∂xd
(x1, ..., xd) = −




d∑

j=1

xj



−(d+κ(α))

hκ(α)

(
x1∑d
j=1 xj

, ...,
xd∑d
j=1 xj

)
(5.21)

où hκ(α) est la densité de Hκ(α).

Les résultats prouvés dans cette section seront d’intérêt pour le développement de la
section suivante où l’on se propose de construire des modèles semi-paramétriques pour la
mesure Hκ(α) sans contrainte de normalisation.

5.4 Modèles paramétriques pour Hκ(α)

5.4.1 Construction de Hκ(α) à partir d’une mesure positive
quelconque

La tâche la plus difficile dans l’application de la réciproque du théorème 5.2.1 est la véri-
fication de la contrainte de normalisation (5.19) de la mesure Hκ(β,γ) considérée. Dans
la suite, nous généralisons un résultat de Qin et al. (2010) qui consiste à construire une
mesure vérifiant cette contrainte à partir d’une mesure positive quelconque sur le simplexe

Sd =
{
(ω1, . . . , ωd) ∈ (0,∞)d : ω1 + ω2 + . . .+ ωd = 1

}

pour laquelle il est possible d’expliciter la fonction de dépendance.

Théorème 5.4.1. Soit α ∈ (0,∞)d et h une mesure positive sur le simplexe unitaire

Sd =
{
(ω1, . . . , ωd) ∈ (0,∞)d : ω1 + ω2 + . . .+ ωd = 1

}
pour laquelle les moments mi =

∫
Sd

1
κ(α)u

κ(α)
i h(u)du, i = 1, . . . , d sont finis. Alors la fonction

hκ(α)(ω) =

(
m

1
κ(α) ∗ ω

)−(d+κ(α))

∆

d∏

i=1

m
1

κ(α)

i h


 m

1
κ(α)

1 ω1

m
1

κ(α) ∗ ω
, ...,

m
1

κ(α)

d ωd

m
1

κ(α) ∗ ω




≡ h∗(ω)

∆
(5.22)

est une densité d’une mesure Hκ(α) satisfaisant la contrainte (5.19) avec m
1

κ(α) ∗ ω =
∑d

i=1m
1

κ(α)

i ωi et

∆ = d−
d−1∑

i=1

d∑

j=i+1

V ∗κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞) + ...+ (−1)d+1V ∗κ(α) (1, ..., 1)

où V ∗κ(α)(x) =
1

κ(α)

∫

Sd

max
1≤j≤d

(
ωj

xj

)κ(α)

h∗(ω)dω.
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Démonstration.
Pour toute mesure positive h sur Sd avec des moments mi finis, la distribution suivante

G(y) = exp




−

∫

Sd

1

κ(α)



max

1≤i≤d


 ui

y
1
αi
i







κ(α)

h(u)du





désigne la loi limite des maxima normalisés des points Y qui tombent dans la région
Rεbn = {y : y > εbn1} avec la ième composante Yi de Y , suit une loi Fréchet de paramètre

de position 1
κ(α) et de paramètre d’échelle mi. Soit X = m

− 1
κ(α)Y. La ième composante

Xi suit une loi de Fréchet de paramètre de position 1
κ(α) et de paramètre d’échelle 1. La

loi limite des maxima qui lui correspond est

G̃(x) = exp




−

∫

Sd

1

κ(α)



max

1≤i≤d


 ui

m
1

κ(α)

i x
1
αi
i







κ(α)

h(u)du





.

Par le changement de variable ui =
m

1
κ(α)
i ωi

m

1
κ(α)ω

, on a :

G̃(x) = exp




−

∫

Sd

1

κ(α)



max

1≤i≤d


 ωi

x
1
αi
i







κ(α)

| J(ω) |
(m

1
κ(α)ω)κ(α)

h


m

1
κ(α)

1 ω1

m
1

κ(α)ω
, ...,

m
1

κ(α)

d ω1

m
1

κ(α)ω


 dω





,

où | J(ω) |= (m
1

κ(α)ω)−d
∏d

i=1m
1

κ(α)

i .

Considérons h∗(ω) = (m
1

κ(α)ω)(−d−κ(α))
∏d

i=1m
1

κ(α)

i h

(
m

1
κ(α)
1 ω1

m

1
κ(α)ω

, ...,
m

1
κ(α)
d ω1

m

1
κ(α)ω

)
. Alors

G̃(x) = exp




−

∫

Sd

1

κ(α)



max

1≤i≤d


 ωi

x
1
αi
i







κ(α)

h∗(ω)dω





est la loi limite des maxima normalisés (5.17), avec le paramètre de position 1
κ(α) et le

paramètre d’échelle 1. Considérons hκ(α)(ω) = 1
∆h∗(ω); par (5.20), on vérifie aisément
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que :

∆
∫
Sd

1
κ(α)

{
min
1≤i≤d

ωi

}κ(α)

hκ(α)(ω)dω =
∫
Sd

1
κ(α)

{
min
1≤i≤d

ωi

}κ(α)

h∗(ω)dω

=

d∑

i=1

1
κ(α)

∫
Sd
(ωi)

κ(α)h∗(ω)dω −∑d−1
i=1

∑d
j=i+1

1
κ(α)

∫
Sd

{max(ωi, ωj)}κ(α) h∗(ω)dω

+ . . .+ (−1)d+1 1
κ(α)

∫
Sd

{max1≤i≤d(ωi)}κ(α) h∗(ω)dω

=
∑d

i=1 V
∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞,∞, ...,∞)

−∑d−1
i=1

∑d
j=i+1 V

∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞)

+ . . .+ (−1)d+1V ∗κ(α) (1, ..., 1)

= d−∑d−1
i=1

∑d
j=i+1 V

∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞)

+...+ (−1)d+1V ∗κ(α) (1, ..., 1)

= ∆.

Par conséquent

κ(α) =

∫

Sd

{
min
1≤i≤d

ωi

}κ(α)

hκ(α)(ω)dω

et par suite hκ(α) est la densité d’une mesure Hκ(α) vérifiant la contrainte de normalisation
(5.19).

5.4.2 Exemples

Exemple A: Le modèle κ(α)-Dirichlet.
En 1991, Coles et Tawn (Coles and Tawn, 1991) ont introduit un modèle de Dirichlet modi-
fié qui vérifie la contrainte classique (2.8) des loi max-stables. Ci-dessous, nous généralisons
leur résultat par l’introduction du modèle κ(α)-Dirichlet.

Soit h(ω) =
{∏d

i=1 Γ(βi)
}−1

Γ(β.1)
∏d

i=1ω
βi−1, la densité de Dirichlet où β = (β1, β2, ..., βd) ∈

Rd et x.y désigne le produit scalaire usuel entre x et y. Comme le ième moment de h
mi =

1
κ(α)

Γ(β.1)Γ(βi+κ(α))
Γ(βi)Γ(β.1+κ(α)) est fini, par le théorème 5.4.1 on a :

hκ(α)(ω) =
h∗
κ(α)

(ω)

∆

= κ(α)
∆

∏d
i=1

Γ
1

κ(α) (βi + κ(α))Γ(β1 + κ(α))

Γ
1

κ(α)
+1

(βi)

{
∑d

i=1
Γ

1
κ(α) (βi+κ(α))

Γ
1

κ(α) (βi)
ωi

}d+γ(α)

∏d
i=1





Γ
1

κ(α) (βi+κ(α))

Γ
1

κ(α) (βi)
ωi

∑d
i=1

Γ
1

κ(α) (βi+κ(α))

Γ
1

κ(α) (βi)
ωi





βi−1

.

Dans un souci de simplification, on se limite au cas bivarié (d = 2). En notant

(α1, α2) = (β, γ), γ1 =
Γ

1
κ(β,γ) (β1+κ(β,γ))

Γ
1

κ(β,γ) (β1)
et γ2 =

Γ
1

κ(β,γ) (β2+κ(β,γ))

Γ
1

κ(β,γ) (β2)
, on en déduit que

h∗κ(β,γ)(ω) =

κ(β,γ)γ1γ2Γ(β1+β2+κ(β,γ))
Γ(β1)Γ(β2)

{γ1ω + (1− ω)γ2}−2−κ(β,γ)
{

γ1ω
γ1ω+(1−ω)γ2

}β1−1 { (1−ω)γ2
γ1ω+(1−ω)γ2

}β2−1
.

(5.23)
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D’après (5.13), l’expression de V ∗κ(β,γ) est donc

V ∗κ(β,γ)(x1, x2) =
1

x
κ(β,γ)
1

{
1−Be

(
β1 + κ(β, γ), β2;

γ1x1

γ1x1+γ2x2

)}
+ 1

x
κ(β,γ)
2

{
Be

(
β1, β2 + κ(β, γ); γ1x1

γ1x1+γ2x2

)}

où Be(β1, β2, u) =
Γ(β1+β2)
Γ(β1)Γ(β2)

∫ u
0 ωβ1−1(1− ω)β2−1dω.

Par conséquent

∆ = V ∗κ(β,γ)(1,∞) + V ∗κ(β,γ)(∞, 1)− V ∗κ(β,γ)(1, 1)

= 1 +Be(β1 + κ(β, γ), β2,
γ1

γ1+γ2
)−Be(β1, β2 + κ(β, γ), γ1

γ1+γ2
).

Par les équations (5.9) et (5.23), on vérifie que la fonction F̄SβTγ correspondant à ce modèle
s’écrit

F̄SβTγ (x, y) =

∆−1
[
x−κ(β,γ)Be(β1 + κ(β, γ), β2,

γ1x
γ1x+γ2y

) + y−κ(β,γ)
{
1−Be(β1 + κ(β, γ), β2,

γ1x
γ1x+γ2y

)
}]

.

En conséquence en utilisant (5.6), la fonction de dépendance g1,∗(β,γ) correspondante est

g1,∗(β,γ)(ω) = ∆−1 {ω(1− ω)}
κ(β,γ)

2

×
[
(ω)−κ(β,γ)Be(β1 + κ(β, γ), β2,

γ1ω
γ1ω+γ2(1−ω)) + (1− ω)−κ(β,γ)

{
1−Be(β1 + κ(β, γ), β2,

γ1ω
γ1ω+γ2(1−ω)

}]
.

Afin de déterminer les cas de ray-indépendance, de symétrie ou de concavité de la fonction
de dépendance, on pourra étudier les allures des courbes tridimensionnelles de log(g1,∗(β,γ))

en fonction de deux variables choisies parmi les trois paramètres β1, β2 et κ(β, γ) avec
(β, γ) fixé. Par exemple, le cas particulier (β, γ) = (1/2, 1/2) correspond à κ(β, γ) = 1

η , et
le comportement de la fonction de dépendance en fonction des paramètres β1, β2 et η a
été étudié par Qin et al. (2010).

Exemple B: Le modèle asymétrique logistique.
Étant donné un entier d ≥ 2, Tawn (1991) a proposé le modèle asymétrique logistique avec
la fonction de dépendance suivante :

V (x) =
∑

c∈C

{∑

i∈c
(θi,c/xi)

rc

}1/rc

où C est l’ensemble des sous ensembles non vides de {1, ..., d}. Les paramètres sont con-
traints par rc ≥ 1 pour tout c ∈ C, θi,c = 0 si i /∈ c, θi,c > 0, i = 1, ..., d et

∑
c∈C θi,c = 1.

Pour tout α, la fonction de dépendance associée au κ(α)−modèle asymétrique logistique
multivarié peut être définie comme suit :

Vκ(α)(x) =
1

Φ

∑

c∈C

{∑

i∈c
(θi,c/xi)

rc

}κ(α)/rc
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où
Φ =

∑d
i=1 V

∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞,∞, ...,∞)

−∑d−1
i=1

∑d
j=i+1 V

∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞)

+...+ (−1)d+1V ∗κ(α) (1, ..., 1)

et V ∗κ(α)(x) =
∑

c∈C
{∑

i∈c (θi,c/xi)
rc
}κ(α)/rc .

Pour d = 2 et (α1, α2) = (β, γ), Φ = θ
κ(β,γ)
1 + θ

κ(β,γ)
2 −

(
θ

1
t
1 + θ

1
t
2

) 1
t

.

Pour tout t ∈ (0, 1), Φ s’annule sur la courbe de niveau κ(β, γ) = 1/t. En conséquence
pour tout couple (β, γ) vérifiant κ(β, γ) 6= 1/t on a :

Vκ(β,γ)(x1, x2) =

1

θ
κ(β,γ)
1 +θ

κ(β,γ)
2 −

(
θ
1
t
1 +θ

1
t
2

)κ(β,γ)t

{[(
x1
θ1

)− 1
t
+

(
x2
θ2

)− 1
t

]tκ(β,γ)
+ 1−θ1

x
κ(β,γ)
1

+ 1−θ2
x
κ(β,γ)
2

}

où θ1, θ2 ∈ (0, 1] et t ∈ (0, 1). Par (5.21) il est facile de vérifier que

hκ(β,γ)(ω) =

κ(β,γ)−κ(β,γ)2t

tθ1θ2

{

θ
κ(β,γ)
1 +θ

κ(β,γ)
2 −

(
θ
1
t
1 +θ

1
t
2

)tκ(β,γ)
}

{(
ω
θ1

)− 1
t
+

(
1−ω
θ2

)− 1
t

}tκ(β,γ)−2 {
ω(1−ω)
θ1θ2

}−(1+ 1
t
)
.

(5.24)

En posant ̺ =
√

θ2
θ1
, le nombre de paramètres de ce modèle est réduit de 1. Par suite

hκ(β,γ)(ω) =

κ(β,γ)−κ(β,γ)2t

t

{
̺κ(β,γ)+̺−κ(β,γ)−

(
̺
1
t +̺−

1
t

)tκ(β,γ)
}

{
(̺ω)−

1
t +

(
1−ω
̺

)− 1
t

}tκ(β,γ)−2
{ω(1− ω)}−(1+ 1

t
) .

(5.25)
On rappelle que la fonction κ est homogène d’ordre 1, donc κ(β, γ) = (β + γ)κ(α, 1 − α)
où α = β

β+γ . En pratique le cas β + γ = 1 est suffisant pour mettre en évidence un
modèle qui permet d’extrapoler dans toutes les directions du premier quadrant positif
et le cas particulier α = 1

2 correspond à κ(α, 1 − α) = 1
η . En conséquence en posant

N̺ = ̺
1
η +̺

− 1
η −

(
̺

1
t + ̺−

1
t

) t
η
, nous retrouvons le modèle asymétrique logistique considéré

par Ramos et Ledford (pour plus de détails voir Ramos and Ledford (2009)).
En utilisant (5.9) et (5.25) on vérifie que la fonction F̄SβTγ correspondante à ce modèle
s’écrit

F̄SβTγ (x, y) = N−1
̺


(x̺)−κ(β,γ) +

(
y

̺

)−κ(β,γ)
−

{
(x̺)−1/t +

(
y

̺

)−1/t}κ(β,γ)t

 . (5.26)

En conséquence en utilisant (5.6), la fonction de dépendance g1(β,γ) est explicitée

g1,∗(β,γ)(ω) =
{ω(1−ω)}κ(β,γ)/2

N̺

[
(̺ω)−κ(β,γ) +

(
1−ω
̺

)−κ(β,γ)
−

{
(̺ω)−1/t +

(
1−ω
̺

)−1/t}κ(β,γ)t
]
.
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Soit t ∈ (0, 1). La courbe de niveau κ(β, γ) = 2/t donne tous les cas de ray-indépendance.
En effet, dans ce cas en utilisant l’identité a2 + b2 − (a+ b)2 = −2ab on obtient

g1,∗(β,γ)(ω) =
{(ω)(1−ω)} 1

t

N̺

[{
(̺ω)−

1
t

}2
+

{(
1−ω
ω

)− 1
t

}2

−
{
(̺ω)−1/t +

(
1−ω
̺

)−1/t}2
]

= −2
N̺

ce qui prouve que la fonction g1,∗(β,γ) est constante. Si de plus ̺ = 1, alors pour tout

ω ∈ (0, 1), g1,∗(β,γ) ≡ 1, ce qui correspond au cas de la symétrie et de la ray-indépendance de

la fonction de dépendance g1,∗(β,γ).
Pour montrer qu’il n’existe pas d’autres cas de ray-indépendance, on vérifie facilement que
pour tous (β, γ) et ω fixés, les dérivées partielles de la fonction g1,∗(β,γ) respectivement par
rapport à la variable t et à la variable κ ne s’annulent pas indépendamment de ω.
On remarque que l’asymétrie implique la ray-dépendance. En effet, dans ce cas il existe
au moins un ω ∈ (0, 1) tel que g1,∗(β,γ)(ω) 6= g1,∗(β,γ)(1− ω) ce qui veut dire que la fonction de
dépendance n’est pas constante et est donc ray-dépendante.

Exemple C: Le modèle asymétrique logistique négatif transformé.
Pour satisfaire la contrainte (5.19), le modèle logistique négatif multivarié introduit par
Joe (1997) peut être transformé de la façon suivante :

Vκ(α)(x) =
1

Φ

d∑

i=1

1

x
κ(α)
i

− 1

Φ

∑

c∈C:|c|≥2
(−1)|c|

{∑

i∈C

(
θi,c
xi

)rc
}κ(α)

rc

avec comme contraintes sur les paramètres rc < 0 pour tout c ∈ C, θi,c = 0 si i /∈ c, θi,c > 0
pour tout c ∈ C et

∑
c∈C(−1)|c|θi,c ≤ 1, où C désigne tous les sous ensembles non vides

de {1, . . . , d} et | c | le cardinal du sous ensemble c. La valeur de Φ est donnée par

Φ =
∑d

i=1 V
∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞,∞, ...,∞)

−∑d−1
i=1

∑d
j=i+1 V

∗
κ(α) (∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞, 1,∞, ...,∞)

+ . . .+ (−1)d+1V ∗κ(α) (1, ..., 1)

où V ∗κ(α)(x) =
∑d

i=1
1

x
κ(α)
i

−∑
c∈C:|c|≥2(−1)|c|

{∑
i∈C

(
θi,c
xi

)rc}κ(α)
rc .

Pour d = 2, θj = θj,{1,2}, j = 1, 2, r = r{1,2} et (α1, α2) = (β, γ), on a :

Vκ(β,γ)(x1, x2) =

1

(θr1+θr2)
κ(β,γ)

r

[
1

x
κ(β,γ)
1

+ 1

x
κ(β,γ)
2

−
{(

θ1
x1

)r
+

(
θ2
x2

)r}κ(β,γ)
r

]

et par (5.21) on obtient

hκ(β,γ)(ω) =
κ(β,γ)(κ(β,γ)−r)

(θr1+θr2)
κ(β,γ)

r

(θ1θ2)
r {ω (1− ω)}−r−1

{(
ω
θ1

)−r
+

(
1−ω
θ2

)−r}κ(β,γ)
r

−2
.
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De même que l’exemple précédent, en posant ̺ =
√

θ2
θ1
, la densité hκ(β,γ) s’écrit :

hκ(β,γ)(ω) =
κ(β,γ)(κ(β,γ)−r)
(̺−r+̺r)

κ(β,γ)
r

{ω (1− ω)}−r−1
{
(ω̺)−r +

(
1−ω
̺

)−r}κ(β,γ)
r

−2
.

En utilisant (5.9), on vérifie que pour tout (β, γ) ∈ (0,∞)2

F̄SβTγ (x, y) = M−1
̺

{
(x̺)−r +

(
y

̺

)−r}κ(β,γ)
r

(5.27)

et en utilisant (5.6)

g1,∗(β,γ)(ω) = M−1
̺ {ω(1− ω)}κ(β,γ)/2

{
(ω̺)−r +

(
1− ω

̺

)−r}κ(β,γ)
r

(5.28)

où M̺ =
{
(̺)r + (̺)−r

}κ(β,γ)
r . La figure (5.1) donne la courbe de log(g1,∗(β,γ)) en fonction

de deux paramètres parmi les trois paramètres r, ̺ et κ(β, γ) avec (β, γ) fixé. Le premier
cas a correspond à ̺ = 1 donc le cas de symétrie et la forme de la courbe montre une
ray-dépendance de la fonction à variation lente. Pour les deux autres cas b et c ̺ 6= 1,
donc le modèle est ray-dépendant. On en déduit que ce modèle est mieux adapté au cas
de ray-dépendance.

(a) (b) (c)

Fig 5.1: Courbe de log(g1,∗(β,γ)) (a) : en fonction de ω et κ pour ̺ = 1 et r = −3 ; (b)
: en fonction de ω et r pour ̺ = 5 et κ ≡ 1.33 ; (c) : en fonction de ω et r pour
̺ = 1 et κ ≡ 1

5.5 Inférence et simulation

5.5.1 Simulation de (Sβ, Tγ) satisfaisant (5.27).

Dans la section précédente on a présenté trois exemples de distributions dont les mesures
pseudo-radiales vérifient la condition de normalisation (5.19). Les fonctions F̄SβTγ corre-
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spondant aux exemples A et B ont été présentées dans un cas particulier (β, γ) = (1/2, 1/2)
respectivement par Qin et al. (2010) et Ramos and Ledford (2009).

Afin d’examiner la capacité du modèle asymétrique logistique négatif transformé à
représenter les différents cas de dépendance extrémale, on se propose de simuler, avec
(β, γ) fixé, 1000 réalisations du vecteur (Sβ , Tγ) satisfaisant (5.27), tout en variant les
valeurs des paramètres r, ̺. Pour ceci, nous détaillons une approche appliquée par Shi
et al. (1992) pour simuler le modèle logistique puis par Ramos et Ledford en 2009 pour
simuler la loi logistique asymétrique. La densité de (Sβ , Tγ) s’écrit

fSβTγ (x, y) =
(κ(β, γ)− r)κ(β, γ)

M̺
(xy)−r−1

{
(x̺)−r +

(
y

̺

)−r} k
r
−2

.

On considère le changement des variables suivant Sβ = ̺−1Z−
1

κ(β,γ) (cosV )−
2
r et Tγ =

̺Z
− 1

κ(β,γ) (sinV )−
2
r . La densité du vecteur (Z, V ) est donnée par

fZV (z, v) =
2(r − κ(β, γ))

rM̺
sin(v) cos(v)

et est définie sur
{
0 ≤ z ≤ ̺−κ(β,γ)(cos v)

−2κ(β,γ)
r

}
, si 0 < v < v∗, et sur

{
0 ≤ z ≤ ̺κ(β,γ)(sin v)

−2κ(β,γ)
r

}

si v∗ < v < π
2 où v∗ est la valeur de v qui correspond au cas limite (Sβ , Tγ) = (1, 1). En

effet, dans ce cas ̺2 = tan
2
r (v∗) et comme la fonction tan est inversible sur ]0, π/2[, on en

déduit que v∗ = tan−1(̺r).
La densité fV de la variable V est donnée par :

fV (v) =





∫ ̺−κ(β,γ)(cos v)
−2κ(β,γ)

r

0
fZV (z, v)dz =

2(r − κ(β, γ))̺−κ(β,γ)(cos v)1−2
κ(β,γ)

r sin(v)

rM̺
si v ∈ (0, v∗),

∫ ̺κ(β,γ)(sin v)
−2κ(β,γ)

r

0
fZV (z, v)dz =

2(r − κ(β, γ))̺κ(β,γ)(sin v)1−2
κ(β,γ)

r cos(v)

rM̺
si v ∈ (v∗,

π

2
).

Par conséquent la fonction de distribution de V est

FV (v) =





M−1
̺ ̺−κ(β,γ)

(
1− (cos v)2(1−

κ(β,γ)
r

)
)

si v ∈ (0, v∗),

M−1
̺ ̺κ(β,γ)

{
−̺r−κ(β,γ)(̺−r + ̺r)

κ(β,γ)
r

−1 + (sin v)2(1−
κ(β,γ)

r
)
}

si v ∈ (v∗, π2 ).

On vérifie aisément que la variable Z/V = v suit une loi uniforme sur (0, π/2) avec la
densité

fZ/V=v(z) =





̺κ(β,γ)(cos v)
2κ(β,γ)

r si v ∈ (0, v∗),

̺−κ(β,γ)(sin v)
2κ(β,γ)

r si v ∈ (v∗,
π

2
).

On construit V et Z de la façon suivante :

V =





cos−1
{(

1−M̺̺
κ(β,γ)U1

) r
2(r−κ(β,γ))

}
si U1 ∈ (0, u∗),

sin−1
[{

̺−κ(β,γ)M̺U1 + ̺r−κ(β,γ) (̺r + ̺−r)
κ(β,γ)

r
−1

} r
2(r−κ(β,γ))

]
si U1 ∈ (u∗, 1).

(5.29)
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Z =





U2̺
−κ(β,γ)(cos v)

−2κ(β,γ)
r si U1 ∈ (0, u∗),

U2̺
−κ(β,γ)(sin v)

−2κ(β,γ)
r (v) si U1 ∈ (u∗, 1)

(5.30)

où U1, U2 sont deux variables indépendantes de même loi uniforme sur [0, 1] et

u∗ =
{
M̺(̺

−r + ̺r)
}−1 {

̺r−κ(β,γ) − (̺−r + ̺r)
κ(β,γ)

r
−1

}
.

Ainsi on peut générer des observations bivariées indépendantes du vecteur (Sβ , Tγ) satis-
faisant (5.27) selon l’algorithme suivant :

 générer deux variables aléatoires uniformes et indépendantes U1 et U2 sur [0,1],

 définir V et Z en utilisant les expressions (5.29) et (5.30),

 définir le vecteur (Sβ , Tγ) par Sβ = ̺−1Z−
1

κ(β,γ) (cosV )−
2
r et Tγ = ̺Z

− 1
κ(β,γ) (sinV )−

2
r .

La figure (5.2) présente quelques simulations du modèle asymétrique logistique négatif pour
différents paramètres r,̺ et κ.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig 5.2: Simulation de 1000 réalisations de (Sβ, Tγ) par l’algorithme (5.5.1). (a) :
r = −1, κ ≡ 1 et ̺ = 1 ; (b) : r = −1, κ ≡ 1.7 et ̺ = 1; (c) :r = −2, κ ≡ 1.3 et
̺ = 5 ; (d) :r = −0.33, κ ≡ 1.3 et ̺ = 3.
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5.5.2 Vraisemblance

Soit (x, y) ∈ (u,∞)2 où u est un seuil très élevé et τu = P (X
1
β

P > u, Y
1
γ

P > u) = P (XP >
uβ , YP > uγ)

F̄
X

1
β
P Y

1
γ

P

(x, y) = τuF̄SβTγ

(x
u
,
y

u

)

Par suite la fonction F̄XP YP
correspondant au modèle asymétrique logistique détaillé dans

l’exemple B ci dessus est

F̄XP YP
(x, y) = τuu

κ(β,γ)N−1
̺



(
x̺β

)−κ(β,γ)
β

+

(
y

̺γ

)−κ(β,γ)
γ

{(
x̺β

)−1/tβ
+

(
y

̺γ

)−1/tγ}κ(β,γ)t



(5.31)
Dans la suite on se propose d’estimer les paramètres du modèle (5.31) par maximum
de vraisemblance. Le choix de ce modèle parmi les trois proposés ci-dessus est justifié
par le fait qu’il est plus flexible pour la représentation des dépendances extrémales avec
ray-dépendance ou ray-indépendance. En effet, l’étude des courbes des fonctions de dépen-
dances dans Ramos and Ledford (2009) pour le modèle de l’exemple B, dans Qin et al.
(2010) pour l’exemple A et dans la section 4 de ce chapitre pour l’exemple C, montre
que la fonction de dépendance du modèle asymétrique logistique est la plus adaptée au
cas de ray-indépendance. C’est en particulier le cas pour la distribution normale qui est
asymptotiquement indépendante et ray-indépendante.

Nous avons utilisé une vraisemblance censurée de la même façon que Ledford et Tawn
(Ledford and Tawn, 1997) pour le modèle (5.31). On désigne par {(XP,i, YP,i) , i = 1, ..., n} ,
n réalisations indépendantes d’un vecteur (XP , YP ) de marge Paréto standard. Pour
(β, γ) ∈ (0,∞)2 fixé, toutes les observations marginales au dessous du seuil u, choisi comme

étant le quantile empirique à 95% de la variable min

(
X

1
β

P , Y
1
γ

P

)
, seront censurées au seuil

u. On partitionne (1,∞)2 en quatre régions Ri,j , (i, j) ∈ {0, 1}2 de la façon suivante :

Rij =
{
(x, y) ∈ (1,∞)2 : 1{x>uβ} = i,1{y>uγ} = j

}
.

Désignons par Lij(x0, y0), la contribution à la vraisemblance des points (x0, y0) de la
région Rij , on a :

L00(x0, y0) = 2F (u)− 1 + F̄XP YP
(uβ , uγ).

L10(x0, y0) = f(x0) +
∂F̄XP YP

(x, uγ)

∂x
|x=x0 .

L01(x0, y0) = f(y0) +
∂F̄XP YP

(uβ , y)

∂y
|y=y0 .

L11(x0, y0) =
∂2F̄XP YP

(x; y)

∂y∂x
|(x,y)=(x0,y0)

où F (x) = 1 − 1/x et f(x) = 1/x2 sont respectivement la distribution et la densité de la
loi Pareto standard. En considérant le modèle (5.31), on obtient

L00(x0, y0) = 1− 2/u+ τu
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L10(x0, y0) =

f(x0)− τuκ(β,γ)uκ(β,γ)̺β

N̺β

[
(
x0̺

β
)−(κ(β,γ)

β
+1) −

{(
x0̺

β
)−1/tβ

+
(

u
̺γ

)−1/tγ}κ(β,γ)t−1 (
x0̺

β
)−(1+1/tβ)

]

L01(x0, y0) =

f(y0)− τuuκ(β,γ)κ(β,γ)
N̺̺γγ

[(
y0
̺γ

)−(κ(β,γ)
γ

+1)
−

{(
u̺β

)−1/tβ
+

(
y0
̺γ

)−1/tγ}κ(β,γ)t−1 (
y0
̺γ

)−(1+1/tγ)
]

L11(x0, y0) =

τuuκ(β,γ)(−κ(β,γ)t+κ(β,γ)2t)̺β−γ

tN̺βγ

[{(
x0̺

β
)−1/tβ

+
(

y0
̺γ

)−1/tγ}κ(β,γ)t−2 (
x0̺

β
)−(1+1/tβ)

(
y0
̺γ

)−(1+1/tγ)
]
.

Pour illustrer la performance du modèle (5.31) en terme de flexibilité d’extrapolation suiv-
ant tous les angles, nous suivons tout d’abord Ramos and Ledford (2009), en comparant les
contours des densités jointes obtenues par maximum de vraisemblance de 2500 réalisations
en marges Paréto avec les contours des vraies densités et ceci pour deux distributions. La
première est la loi normale avec une corrélation ρ = 0.5, ce qui correspond à η = 0.75 donc
une indépendance asymptotique avec une association positive. Le deuxième exemple con-
sidéré est la loi normale avec une corrélation ρ = −0.5 ce qui correspond à η = 0.25 donc
une indépendance asymptotique avec une association négative. Pour chacune des deux dis-
tributions, on a considéré deux valeurs du couple (β, γ). Le premier couple (β, γ) = (1, 1),
ou d’une façon équivalente α = 0.5, permet de retrouver le modèle (3.8) de Ramos et
Ledford (2009) avec des marges Paréto au lieu des marges Fréchet unitaire. Les résultats
des deux exemples correspondant à ce couple (β, γ) sont illustrés dans les figures (5.3) (a)
et (5.4) (a). Comme attendu puisque α = 1/2, ces deux figures coincident respectivement
avec les figures (d) et (f) de la figure 3 de la section 5 de Ramos and Ledford (2009). Le
deuxième couple considéré est (β, γ) = (0.3, 0.7). Les résultats de ce cas sont illustrés dans
les figures (5.3) (b) et (5.4) (b). Les segments de droite tracés dans les figures (5.3) et
(5.4) correspondent respectivement à la droite linéaire de coefficient directeur α/(1 − α)
(trait en pointillé) et à la droite obtenue via l’approche proposée en section 4.5.1 (trait con-
tinu). Il est intéressant de constater que non seulement notre approche permet d’obtenir
des estimations des probabilités de queue sur tout le quadrant considéré mais surtout que
ces dernières semblent bien coincider le long des directions fixées par la valeur de (β, γ).
Cela signifie qu’en pratique, pour toute valeur de (β, γ) connue, une estimation de qual-
ité est atteignable. Par ailleurs, comme la procédure de la section 4.5.1 semble encore
améliorer les résultats pour un (β, γ) fixé, il est vraisemblable qu’en pratique une approche
de type régression sur un sous-ensemble donné comme en section 4.5.2 permettrait encore
d’améliorer l’estimation des probabilités considérées.
Ensuite, pour permettre de comparer au mieux notre approche avec celle de Ramos et Led-
ford, nous nous plaçons dans le même contexte que celui utilisé dans le chapitre précédent,
en estimant les probabilités des intervalles de la forme (y(α/(1 − α),∞) × (y,∞) par les
deux approches. Pour chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec
des marges exponentielles et nous avons gardé 10% des données à des fins d’estimation. Ce
processus a été répété 500 fois, en fixant y = 1.5 log 5000 et en multipliant y par α/(1−α)
pour obtenir la valeur de l’abscisse x, ceci pour la séquence des valeurs du pseudo angle
α = 0.5, 0.45, . . . , 0, 05. Les résultats sont illustrés dans la figure (5.5).
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On remarque que pour les deux exemples considérés les RMSE de notre modèle sont
nettement meilleurs surtout pour les petites valeurs de α. Ceci s’explique par la flexibilité
d’identifier la probabilité d’être dans l’intervalle (y(α/(1−α),∞)× (y,∞) avec la fonction
de survie de notre modèle en marges exponentielles, avec l’avantage d’avoir une estimation
de la fonction κ(α, 1 − α) propre à chaque angle contrairement au modèle de Ramos et
Ledford où une seule estimation pour tous les angles est utilisée.

(a) (b)

Fig 5.3: Simulation de 2500 réalisations de la loi normale de corrélation ρ = 0.5.
(a) : pour (β, γ) = (0.5, 0.5) ; (b) : pour (β, γ) = (0.3, 0.7) ; les vraies den-
sités jointes sont en trait continu, les densités jointes obtenues par maximum de
vraisemblance du modèle (5.31) en trait discontinu ; les droites donnant la direction
d’extrapolation vers 1.5 log(5000)(β/γ,∞)× (1.5log(5000),∞) obtenues selon (β, γ)
et selon l’approche de la section 4.5.1 du chapitre 4 sont respectivement représentées
en trait discontinu et continu.
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(a) (b)

Fig 5.4: Simulation de 2500 réalisations de la loi normale de corrélation ρ = −0.5.
(a) : pour (β, γ) = (0.5, 0.5) ; (b) : pour (β, γ) = (0.3, 0.7); les vraies den-
sités jointes sont en trait continu, les densités jointes obtenues par maximum de
vraisemblance du modèle (5.31) en trait discontinu ; les droites donnant la direction
d’extrapolation vers 1.5 log(5000)(β/γ,∞)× (1.5log(5000),∞) obtenues selon (β, γ)
et selon l’approche de la section 4.5.1 du chapitre 4 sont respectivement représentées
en trait discontinu et continu.
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(a) (b)

Fig 5.5: : RMSE; (a) distribution bivariée normale de corrélation ρ = 0.5 ; (b) :
distribution bivariée normale de corrélation ρ = −0.5. Le caractère ’R’ correspond
à la modélisation de Ramos et Ledford et ’D’ à la nôtre.
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5.6 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle classe de modèles semi-paramétriques pour les queues de
distributions venant enrichir la gamme de modèles adaptés à l’indépendance asymptotique
déjà existants. Ces modèles sont adaptés à l’indépendance asymptotique. Des extrapola-
tions suivant des rayons quelconques du premier quadrant positif seront possibles grâce à
cette nouvelle modélisation avec une approche différente du chapitre précédent. En effet
une nouvelle estimation paramétrique de la fonction de dépendance est désormais possible
à partir des modèles semi-paramétriques de la mesure pseudo-radiale associée au modèle
(4.10).
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

L’une des principales contributions théoriques de cette thèse est l’introduction d’une nou-
velle modélisation de la queue d’une distribution bivariée avec des marges Paréto. En se
basant sur cette modélisation, nous avons abordé le problème de l’estimation de proba-
bilités de queue dans un cadre général permettant d’intégrer dépendence et indépendence
asymptotique des extrêmes.
Pour cela, dans le premier chapitre, nous avons rappelé les résultats et outils essentiels à
l a compréhension de nos contributions. Puis, dans le chapitre 2, nous avons abordé les
principaux résultats de la théorie des valeurs extrêmes dans le cadre usuel de la littéra-
ture, à savoir le cadre max-stable, pour conclure à ses limitations quant au problème d’une
inférence statistique des probabilités de queue en présence d’indépendance asymptotique.
Dans le chapitre 3 nous avons analysé quelques unes des principales solutions apportées par
les différentes modélisations déjà existantes dans la littérature, modélisations basées sur la
variation régulière de la queue de distribution. Le chapitre 4 a été consacré à l’introduction
de notre nouvelle modélisation pour les queues de distribution bivariée avec marges Paréto.
Cette modélisation, qui étend aux distributions ray-dépendantes la modélisation de queue
bivariée avec des marges Paréto proposée par Wadsworth and Tawn (2013), offre la possi-
bilité d’une généralisation de l’inférence non-paramétrique introduite par Wadsworth and
Tawn (2013). Enfin, dans le chapitre 5, en nous appuyant sur le modèle (4.10), nous avons
développé une nouvelle approche semi-paramétrique de la fonction de survie multivariée,
qui permet là encore d’améliorer l’approche récemment proposée par Ramos et Ledford
(Ramos and Ledford, 2009).
La possibilité de travailler avec une fonction κ de deux variables, avec comme cas parti-
culiers la fonction κ(α) de Wadsworth and Tawn (2013) et le coefficient de dépendance
de queue η de Ledford and Tawn (1996), tout comme l’extension du modèle de maxima
présenté au chapitre 5 offrent de nombreuses perspectives de travaux. Ci-dessous, nous
énonçons quelques pistes possibles :

• Dans les applications du modèle (4.10), il pourrait aussi être intéressant de donner
une forme paramétrique pour la fonction κ(β, γ) Par exemple, une forme théorique
possible pour κ pourrait être la suivante :

κ(β, γ) =
1

a+ c

{
a(β + γ)− b

√
βγ + cmax(β, γ)

}
(6.1)
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où a, b et c sont des paramètres positifs tels que a + c 6= 0. Sur le plan pratique il
reste cependant à explorer l’identifiabilité d’un tel modèle et à mettre en place une
méthode d’inférence des paramètres.

• Le modèle que nous avons développé dans le Chapitre 4 mériterait d’être étendu
au cadre spatial. Cette perspective pourrait être particulièrement intéressante pour
traiter d’estimation de probabilités de queue concernant des évènements simultanés
et/ou conditionnels. Dans de nombreux domaines, comme par exemple en sciences
du climat, les données spatialisées sont courantes et les approches actuelles pour le
traitement des extrêmes sont fondées sur la modélisation par des processus max-
stables supposant une dépendance asymptotique des extrêmes (voir par exemple
Davison and Gholamrezaee (2012) et ses références), par des processus asymptotique-
ment indépendants (Davison et al., 2013; Opitz, 2016) ou encore par des mélanges en-
tre processus max-stables et processus asymptotiquement indépendants (Wadsworth
and Tawn, 2012; Bacro et al., 2016). Un modèle pouvant travailler sur des paires de
sites sans a priori sur le type de dépendance extrêmale présente pourrait donc être
de tout premier intérêt. En exploitant la possibilité de faire varier les valeurs de β
et γ offerte par la modélisation (4.10), des probabilités de dépassement d’un certain
seuil sur un site A conditionnellement à un autre dépassement qui n’est pas de même
grandeur sur un site B pourrait être inférées, avec l’avantage de déterminer un coef-
ficient de décroissance de queue κ(β, γ) propre à chaque paire de sites. La difficulté
reste néanmoins sérieuse car cela suppose de pouvoir construire un processus spatial
dont les marginales bivariées vérifient notre modèle . . .

• Toujours dans un cadre spatial, la connaissance des variations de la fonction κ selon
la distance entre paires de sites pourrait aussi renseigner sur le type de dépendance
extrêmale à considérer en fonction de la distance et pourrait être le fondement de
tests statistiques relatifs à la présence d’une dépendance ou d’une indépendance
asymptotique en fonction de la distance.

• Le modèle de maxima introduit dans le chapitre 5 pourrait être utilisé pour adapter
le F -madogramme défini par Guillou et al. (2012) au modèle (4.10). Pour un
couple (β, γ) fixé, désignons par (MX ,MY ) le vecteur bivarié lié à la distribution
Gκ(β,γ)(x, y) i.e. P(MX ≤ x,MY ≤ y) = exp

(
−Vκ(β,γ)(x, y)

)
avec les distributions

marginales FX(x) := P(MX ≤ x) = exp
(
−σXx−κ(β,γ)

)
et FY (y) := P(MY ≤ y) =

exp
(
−σY y

−κ(β,γ)) avec σX = Vκ(β,γ)(1,∞) et σY = Vκ(β,γ)(∞, 1).

Le F -madogramme de (MX ,MY ) peut être défini par :

νκ(β,γ) =
1

2
E | FX(MX)− FY (MY ) | .

Le F -madogramme est lié à θκ(β, γ) = Vκ(β,γ)(σ
1/κ(β,γ)
X , σ

1/κ(β,γ)
Y ) par la relation

suivante

θκ(β,γ) =
1 + 2νκ(β,γ)

1− 2νκ(β,γ)
.

Pour (β, γ) = (1, 1) on retrouve les résultats de Guillou et al. (2012). Cette extension
pourrait être intéressante si l’on s’intéresse à la mesure de dépendance entre des
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extrêmes normalisés différemment. Son extension au cadre spatiale serait là encore
d’intérêt.
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Résumé.

Cette thèse présente des contributions à la modélisation multivariée des queues de dis-
tribution. Nous introduisons une nouvelle modélisation des probabilités de queue jointes
d’une distribution multivariée avec des marges Paréto. Ce modèle est inspiré de celui de
Wadsworth et Tawn (2013). Une nouvelle variation régulière multivariée non-standard de
coefficient une fonction à deux variables est introduite, permettant de généraliser deux
approches de modélisation respectivement proposées par Ramos et Ledford (2009) et
Wadsworth et Tawn (2013). En nous appuyant sur cette modélisation nous proposons
une nouvelle classe de modèles semi-paramétriques pour l’extrapolation multivariée selon
des trajectoires couvrant tout le premier quadrant positif. Nous considérons aussi des mod-
èles paramétriques construits grâce à une mesure non-négative satisfaisant une contrainte
qui généralise celle de Ramos et Ledford (2009). Ces nouveaux modèles sont flexibles et
conviennent tant pour les situations de dépendance que d’indépendance asymptotique.

Mots-clés. Extrêmes multivariés, (in)dépendance asymptotique, modélisation de queue
de distributions, extrapolations, mesure pseudo-radiale.

Abstract.

This PhD thesis presents contributions to the modelling of multivariate extreme values. We
introduce a new tail model for multivariate distribution with Pareto margins. This model
is inspired from the Wadsworth and Tawn (2013) one. A new non-standard multivariate
regular variation with index equals to a function of two variables is thus introduced to gen-
eralize both modeling approaches proposed by Ramos and Ledford (2009) and Wadsworth
and Tawn (2013), respectively. Building on this new approach we propose a new class
of non-parametric models allowing multivariate extrapolation along trajectories covering
the entire first positive quadrant. Similarly we consider parametric models built with
a non-negative measure satisfying a constraint that generalizes the Ramos and Ledford
(2009) one. These new models are flexible and valid in both situations of dependence or
asymptotic independence.

Keywords. Multivariate extremes, asymptotic (in)dependence, joint tail modelling, ex-
trapolations, pseudo-radial measure.
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