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Introduction générale

1 Résumé de la thése

Cette these présente des contributions a la modélisation multivariée des queues de
distribution. Nous introduisons une nouvelle modélisation des probabilités de queue
jointes d'une distribution multivariée avec des marges Pareto. Ce modéle est inspiré
de celui de Wadsworth et Tawn (2013). Une nouvelle variation réguliére multivariée
non-standard de coefficient une fonction & deux variables est introduite, permettant
de généraliser deux approches de modélisation respectivement proposées par Ramos
et Ledford (2009) et Wadsworth et Tawn (2013). En nous appuyant sur cette mod-
élisation nous proposons une nouvelle classe de modéles semi-paramétriques pour
I’extrapolation multivariée selon des trajectoires couvrant tout le premier quadrant
positif. Nous considérons aussi des modéles paramétriques construits grace a une
mesure non-négative satisfaisant une contrainte qui généralise celle de Ramos et
Ledford (2009). Ces nouveaux modéles sont flexibles et conviennent tant pour les
situations de dépendance que d’indépendance asymptotique.

Mots-clés. Extrémes multivariés, (in)dépendance asymptotique, modélisation de
queue de distributions, extrapolations, mesure pseudo-radiale.

Abstract. This PhD thesis presents contributions to the modelling of multivariate
extreme values. We introduce a new tail model for multivariate distribution with
Pareto margins. This model is inspired from the Wadsworth and Tawn (2013) one.
A new non-standard multivariate regular variation with index equals to a function of
two variables is thus introduced to generalize both modeling approaches proposed by
Ramos and Ledford (2009) and Wadsworth and Tawn (2013), respectively. Building
on this new approach we propose a new class of non-parametric models allowing
multivariate extrapolation along trajectories covering the entire first positive quad-
rant. Similarly we consider parametric models built with a non-negative measure
satisfying a constraint that generalizes the Ramos and Ledford (2009) one. These
new models are flexible and valid in both situations of dependence or asymptotic
independence.

Keywords. Multivariate extremes, asymptotic (in)dependence, joint tail modelling,
extrapolations, pseudo-radial measure.
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2 Organisation des différents chapitres

Le premier chapitre de la thése est constitué d’un préambule avec une présentation
de quelques définitions et théorémes utiles pour le développement des chapitres sui-
vants.

Le deuxiéme chapitre intitulé “Théorie des extrémes” est un résumé de la théorie des
valeurs extrémes dans le cadre max-stable. En particulier nous commencons par les
résultats classiques de la théorie des valeurs extrémes unidimensionnelle pour ensuite
passer a leur généralisation en dimension plus grande. Nous nous concentrons sur
le probléme bidimensionnel ot nous mettons 'accent sur la caractérisation des ex-
trémes par des processus ponctuels. Un intérét particulier est donné a I'insuffisance
du cadre max-stable pour gérer les problémes liés a I'indépendance asymptotique.
Le troisiéme chapitre de la these intitulé “Au deld du max-stable” est consacré aux
principaux résultats de la littérature sur les modéles de queue pour distributions
multivariées. Nous analysons I’apport de ces modéles par rapport aux modéles max-
stables en terme de capacité & capturer les informations de la dépendance entre les
composantes d’une distribution multivariée, dans les cas de dépendance asympto-
tique et d’indépendance asymptotique.

Le quatriéme chapitre de la thése intitulé “Nouvelle représentation de queue de distri-
butions bivariées” repose essentiellement sur un article, coécrit avec J.N. Bacro et G.
Toulemonde, s’intitulant “A general model for bivariate tail probabilities” actuelle-
ment soumis pour publication. Il concerne une extension aux distributions ray-
dépendantes de la modélisation de queue d’une distribution bivariée avec des marges
Pareto proposée par Wadsworth et Tawn (2013). Gréace a cette nouvelle modélisa-
tion, de nouvelles stratégies d’extrapolation dans le premier quadrant positif sont
explorées. Nous illustrons le bien-fondé de notre modélisation sur plusieurs familles
paramétriques de copules couvrant un large spectre de dépendance. Nous présen-
tons également, au travers d'une étude par simulation, une comparaison avec les
résultats de Wadsworth et Tawn (2013).

Enfin, dans le cinquiéme chapitre, intitulé “Vers une représentation paramétrique
des queues de distributions multivariées”, nous utilisons notre modéle de queue
développé dans le chapitre précédent pour généraliser une approche semi-paramétrique
de la modélisation d’une fonction de survie multivariée proposée par Ramos et Led-
ford (2009). De nouveaux modéles semi-paramétriques d’une mesure spectrale liée
a 'approche sont proposés avec des applications sur données simulées. Ce chapitre
fait a son tour I'objet d’un article en préparation, coécrit avec J.N. Bacro et G.
Toulemonde, s’intitulant “A parametric approach for estimating multivariate tail
probabilities”.
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Chapitre 1

Préambule

Ce chapitre est consacré a quelques définitions et résultats existant déja dans la lit-
térature et qui définissent un cadre théorique probabiliste offrant des outils essentiels
pour le développement des chapitres suivants.

1.1 Distributions de méme type / loi stable

Dans l'objectif d’avoir les outils nécessaires pour 1’étude, dans le second chapitre
(théorie des extrémes), de I'analogie qui existe entre la convergence des maxima nor-
malisés vers les uniques lois limites appelées lois max-stables et la convergence de la
somme normalisée de n variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
vers les uniques lois limites appelées lois stables, il convient d’abord de rappeler les
résultats qui suivent.

Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) a valeurs dans R et de méme loi F.

Beaucoup de résultats de convergence en probabilité sont basés sur 'existence de
suites normalisantes adéquatement choisies {a,,n € N*} de nombres réels stricte-
ment positifs et {b,,n € N*} de nombres réels tels que {a; ' (X,, — b,),n € N*} con-
verge en loi vers une variable aléatoire non dégénérée Y de fonction de répartition
G. La convergence en loi de {a,! (X,, — b,),n € N*} vers Y veut dire que pour tout
x ou GG est continue

lim P (— < x) =P(Y <=x), cequiestéquivaut a dire que
Qn

n—oo

lim F (a,x + b,) = G(z).

n—oo

(1.1)

Exemple 1.1.1. Soit {X,,,n € N*} une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) admettant une moyenne u et une variance o > 0
finies, définies sur l’espace probabilisé (2, A,P) dans R. Soit {S,,n € N*} définie

11



Chapitre 1 : Préambule

par

Vn e N* S, = Zxk.
k=1

D’apres le théoréme central limite on a

_ Sp — np 1 * 2
VieR lmP|(22 —C<p)=—u 24,
cer mp (S = o [

Cela veut dire que la suite des sommes partielles normalisée {SZ—\_/%H} converge en

loi vers la loi de probabilité normale centrée réduite N'(0,1).
Deux questions se posent :
i) Les constantes de normalisation a,, € R* et b, € R sont-elles uniques ?

ii) Pour des suites normalisantes différentes, aurons nous des lois limites dif-
férentes et quel serait le lien entre ces lois limites 7

Les réponses a ces questions sont dans le théoréme 1.1.1 ci dessous.

Définition 1.1.1. (Resnick, 1987)
Soient X etY deux variables aléatoires réelles de fonctions de distribution respectives
F et G. On dit que F et G sont de méme type si

VeeR JaeR) etIbeR tels que G(x)= F(ax +b)

ou ce qui est équivalent, X et'Y sont de méme type si:

Ja € R et IR telle que X £ aY +b.

Autrement dit: Les variables aléatoires de méme type sont celles qui ont la méme
distribution a un facteur de localisation et un facteur d’échelle pres.

Remarque 1.1.1. On vérifie facilement que la propriété étre de méme type est une
relation d’équivalence dans [’espace des fonctions de distributions ou chaque classe
d’équivalence forme un type de distribution.

Dans I'exemple ci-dessous, on vérifie que toutes les distributions normales for-
ment un seul type de distributions dit type normal.

Exemple 1.1.2. 5i X et Y sont deux variables aléatoires de méme distribution
normale, de moyennes respectives |1y et o et de variances respectives 0% et Ug avec
(11, po) € R? et (01,00) € RE x R alors

d 02 H201 — [102

y£2X +
01 01

12



1.2 Variation réguliére

Théoréme 1.1.1. (Embrechts et al., 1997)

Soit {X,,,n € N*} une suite de variables aléatoires réelles de fonction de répar-
tition F,, et Y, Z deux variables aléatoires réelles ayant respectivement les fonc-
tions de répartition non dégénérées G et H. Soient les suites de nombres réels,
{an, > 0,n € N*}, {a, > 0,n € N*}, {b, e R,n € N*} et {5, € R,n € N*}.

Supposons que

Ve € C(G) ={z € R, G est continue en z}, lim F,(a,x+b,) = G(z). (1.2)

Alors
1) On a
Ve e C(H)={x eR, H est continue en z}, lim F,(a,z+ 5,) = H(z)
n—oo
(1.3)
s1 et seulement si
lim %:aeRi et lim b = B =beR.
n—00 iy, n—r00 (7%
2) Si (1.3) est vérifiée alors
ZLay +b (1.4)

et a et b sont les seuls réels qui vérifient (1.4).

3) Supposons que (1.3) est vérifiée alors Y est non dégénérée si et seulement si
a € R et dans ce cas Y et Z sont de méme type.

Définition 1.1.2. (Shirayev, 1984)
Une variable aléatoire réelle X, ou la loi de probabilité de X, est dite stable si

Sn_ani

X
bn

VneN* da, €R et Tb, >0 telles que

ol S, est une somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

1.2 Variation réguliére

Dans cette section, nous commencons par le rappel de quelques définitions et pro-
priétés générales sur les fonctions & variation lente et les fonctions & variation
réguliére dans le cas général, puis nous nous intéressons a la partie la plus intéres-
sante pour les chapitres suivants et qui concerne la variation réguliére des queues de
distributions, surtout dans le cas multivarié. Trés souvent des définitions intermé-
diaires sont nécessaires pour la compréhension de la suite.

C’est a Jovan Karamata que 'on doit le développement de la théorie de variation

13



Chapitre 1 : Préambule

réguliére depuis la publication de son papier sur un mode de croissance réguliére des
fonctions en 1930. La théorie de la variation réguliére est reconnue comme un outil
indispensable dans la théorie des probabilités et ses applications. Un nouvel élan au
sujet a été fourni en 1970, par Laurens De Haan dans sa thése. Une généralisation
substantielle de la théorie de variation réguliére a ainsi été introduite.

1.2.1 Variation lente

Définition 1.2.1. (Bingham et al., 1987)
Une fonction mesurable L : (a,00) — Ry (a > 0) est dite a variation lente a linfini
51

vr>0, lim 247

= 1.

1.2.2 Représentation de Karamata

Beaucoup de résultats concernant les fonctions a variation lente sont dus & Jovan
Karamata et I'un des résultats les plus importants est le théoréme de représentation
suivant (Bingham et al., 1987) :

Théoréme 1.2.1. (théoréme de représentation)
Une fonction L est dite a variation lente a l'infini si et seulement si elle peut étre
représentée de la facon suivante :

Ve>b>a, L(z) = c(x)exp {/b Mdu} (15)

u

o ¢ et § sont des fonctions définies mesurables sur (a,00) (a > 0) telles que
lim ¢(z) = ¢y € (0,00) et lim d(x) = 0.

T—00 T—r00

L’expression (1.5) est appelée représentation de Karamata de la fonction a vari-
ation lente L.

Exemple 1.2.1. Soit L : (1,00) — R, la fonction définie par :
Vo e (1,00), L(z)=(1+2zYlna.

Alors L est une fonction a variation lente a l’infini.
Vérification
1) En utilisant la définition :

_L(tz) . [+ (te) ']In(tz)
BT T e my

2) En utilisant (1.5) :
z -1
Ve>e>1, L(x)=(1+z"exp {/ n(w) du} .
. u

14



1.3 Variation réguliére

1.2.3 Propriétés des fonctions a variations lente

La proposition qui suit nous donne quelques propriétés élémentaires des fonctions a
variations lente.

Proposition 1.2.1. (Bingham et al., 1987)
Soient L, Ly, Lo, .., L,, des fonctions définies mesurables et positives sur un voisinage

de linfini. On a :
1. 8 L est a variation lente au voisinage de l'infini alors

In L
lim nL(z)

N o

=0.

2. Si L est a variation lente a l'infini et o > 0, alors

lim 2°L(z) = +o0 et lim 2 *L(z) = 0.

T—00 T—r00

3. Si L est a variation lente a Uinfini alors L* : x — [L(x)]" est une fonction a
variation lente pour a € R.

4. Si Ly et Ly sont a variation lente a Uinfini alors Ly + Lo : © — Ly(x) + Lo(x)
et Li.Ly : @ — Ly(z).La(x) sont a variation lente a l'infini et si de plus
lim, 00 Lo(z) = 400 alors Ly o Ly = @ +— Ly [Lo(z)] est aussi une fonction a
variation lente a linfini.

5. 81 Ly, Lo, ..., L, sont a variation lente a linfini et R une fraction rationnelle

définie sur R’ a coefficients positifs alors R(Ly, L, ..., Ly) : © — R[Li(z), La(x), ...

est une fonction a variation lente a l’infini.

1.3 Variation réguliére

Définition 1.3.1. (Bingham et al., 1987)
Une fonction mesurable h : (a + o) — Ry (a > 0) est dite a variation réguliére a
UVinfini d’indice p € R si :

V>0, lim ) e

o h(t)

Notation : h € RV,.

Remarque 1.3.1. St h € RV alors h est une fonction a variation lente a l'infini.
Une fonction a variation lente a [infini est donc une fonction a variation réguliére
a linfine d’ordre p = 0.

La notion de variation réguliére peut aussi se définir a 'origine.

15
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Chapitre 1 : Préambule

Définition 1.3.2. (Maric, 2000)
Une fonction mesurable h : (0,a) — Ry (a > 0) est dite a variation réguliére a
Uorigine (a droite de l'origine) d’indice p € R et on note h € RVpo, si:

Ve >0, lim hlt) =z’
t—0+ h(t)

Remarque 1.3.2. Dire que h € RVpo est équivalent o dire que la fonction x —
h(1/z) est a variation réguliére a Uinfini d’indice —p.

Théoréme 1.3.1. (Théoréme de caractérisation) (Bingham et al., 1987)
Soit h : (a,00) — R, (a > 0) une fonction mesurable et p € R. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. h € RV,

2. Il existe L € RV, telle que

Ve >0, h(x)=a"L(x). (1.6)

3. 1l existe une fonction g positive telle que

. hity)
Vy > O’}E?o W =9(y)

et dans ce cas g(y) = y°.

Proposition 1.3.1. (Maric, 2000)
Soit [ et g deux fonctions définies mesurables et positives sur un voisinage de l’infini
et soit p € R. On a alors

(g€ RV, et f~g a linfini)= f e RV,

Représentation de Karamata

Comme dans le cas de la notion de variation lente a 'infini, grace a (1.5) et (1.6),
on donnera une représentation des fonctions qui varient réguliérement a l'infini.

Théoréme 1.3.2. (Théoréme de représentation) (de Haan and Ferreira, 2006)
Une fonction h est a variation réguliere a linfint d’indice p € R si et seulement st
elle peut étre représentée de la facon suivante:

Ve >b>a, h(x)=c(z)exp {/bw Mdu} (1.7)

u

ot ¢ et § sont des fonctions définies mesurables sur (a,00) (a > 0) telles que

mh_)rgo c(x) =co € (0,00) et zh_g)lo i(z) = p.
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1.3 Variation réguliére

L’expression (1.7) est appelée représentation de Karamata de la fonction h €

RV,

Exemple 1.3.1.

On peut vérifier aisément a ['aide de la définition d’une fonction a variation
réquliere que pour tout p et v € R, les fonctions x — 2P, © —— z°In(1 + x),
r+— [xIn(1+2)]” et x — 2P In(x)? sont a variation lente a Uinfini d’indice p.

1.3.1 Variation réguliére univariée des queues de distribu-
tions
Soit (E, £) un espace localement compact avec une base dénombrable. On désigne

par :
M, (E) = {toutes les mesures de Radon sur E}

c’est-a-dire pour toute mesure u € M (E), 1 est une mesure sur € et u(K) < oo
pour tout compact K € &£. Désignons par :

Ct:{f:E— Ry, [ est continue a support compact} .

Définition 1.3.3. (convergence vague)
Soit {jin,n € N} une suite de mesures définies dans M, () et soit p € M (E). On
dit que p,, converge vaguement vers p, et on note fi, — L, st pour tout f € C’IJQ(]E),

pin(f) = /E Fn —> /E fd.

Définition 1.3.4. (Fonction quantile)
Soit X wune variable aléatoire univariée et F' sa fonction de répartition, la fonction
quantile associée a F' est définie par

F(q) =inf{z: F(z) > q}

pour toute valeur de q € [0, 1].

St F' est une fonction strictement croissante et continue alors F' est l'unique
valeur de x telle que F(x) = q et la fonction quantile est la fonction inverse de la
fonction de répartition.

Proposition 1.3.2. (Variation réguliere de queue de distribution univariée) (Resnick,
2006)

Soit X une variable aléatoire avec une distribution F et soit F(x) = 1 — F(z) =
P(X > z). Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) F € RV_,, a>0.
ii) Il existe une suite {b,,n € N} vérifiant b, — oo telle que

nF(b,x) — 2= x> 0.
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iii) Il existe une suite {b,,n € N} vérifiant b, — oo telle que

pin(.) = nP (% € ) 5 va())

dans M, (0,400], ot v, € M, (0, +00| vérifie v,(x,00] =x~%, x> 0.

Remarque 1.3.3. On peut toujours choisir :

b(t) = (ﬁ)k (t) = F~ (1 - %)

puis on définit b, = b(n).

Définition 1.3.5. (Distribution a queue lourde)
Une loi de probabilité deionction de répartition F' est dite a queue lourde ou épaisse
st sa fonction de survie F est a variation réguliére.

Une loi & queue lourde peut étre définie autrement :

Définition 1.3.6. Une loi de probabilité est dite a queue lourde si sa fonction de
répartition vérifie :

+o0o
/ M F(x)dr = oo pour tout A >0,

[e.e]

autrement dit les distributions a queue lourde sont des distributions de probabilité
dont les queues ne sont pas exponentiellement bornées. Dans le cas contraire la loi
est dite a queue légére ou finie.

Exemple 1.3.2.

e Loi de Paréto
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R qui suit une loi de Paréto de
fonction de répartition F définie par :

l—27% stx>1

<1
vz € R, P(ng):F(x):{O S

avec > 0. AlorsVe > 1, P(X >z) =1—F(x) =2"“. Donc (1—F) € RV_,
et la lov de probabilité est une loi a queue lourde.

e Loi de Fréchet
Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans R qui suit une loi Fréchet, de
fonction de répartition ®, (o > 0) définie par :

0 st <0

VeeR, PX <z)=9,(x)= {exp(—ma) G0

AlorsVe >0, P(X >z)=1-,(z) =1—exp(—az™%).

Or1—exp(—a2~%) ~ 2~* quand x — oo donc 1 — @, € RV_, et la loi de
probabilité de valeurs extrémes de type Fréchet est une loi a queue lourde.
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1.3 Variation réguliére

1.3.2 Propriétés des fonctions a variation réguliére

Dans la proposition suivante, on résumera quelques propriétés élémentaires des fonc-
tions a variation régulieére.

Proposition 1.3.3. (de Haan and Ferreira, 2006; Bingham et al., 1987)
Soient h, hy, hs, ..., hy, des fonctions définies, mesurables et positives sur un voisinage
de linfini et sotent p, p1, pa, ..., pn des réels. On a :

1. Si h € RV, alors
L In(h(r)

z—oo  In(z)

2. Sihe RV, et p#0 , alors

0 .
lim h(a:)—{ sz.p<0
T—00 +oo sip>0.

3. Sihe€ RV, et €R alors h* : x — [h(x)|" € RV,,.

4. Sihy € RV, et hy € RV,, alors hy + hy : @ + hy(x) + ho(2) € RVinax(p1,p) €t
si de plus lim,_,o ho(x) = 400 alors hy o hy : x +— hy [ho(2)] € RV, p,.

5. 8 h; € RV, (i = 1,..,n) et R une fraction rationnelle définie sur R’ a
coefficients positifs alors R(hy,ha,....;hy) @ & — R[hi(x), ha(x), ..., hy(x)] €
RV, avec o € R.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de Karamata) (Bingham et al., 1987)
Soit h une fonction définie, mesurable et positive sur un voisinage de l'infini (a,c0)
(a>0) et soit (p,0) € R?. Alors h € RV, si et seulement si :

e Pouroc>—(p+1)3b tel que

any
Vo > b, lim gi—(x):ajtp—l—l.
w00 ["t7h(t)dl
e Pouro < —(p+1) (ouoc=—(p+1) et f;oo t7h(t)dt)
Vo >a, [TCtoh(t)dt < oo et lim 2 h(x) (c+p+1)
——— =—(0 :
T v—oo [“1Oh(t)dl r

Corollaire 1.3.1. (Draisma et al., 2004)
Soit h une fonction définie sur (a,00) (a > 0) et peR. Sih e RV, et p < —1 ou
p=—1cet f;oo h(t)dt < oo alors
Vo >a, [TOh(t)dt < oo etx [ h(t)dt € RV,
Exemple 1.3.3. Considérons la densité standard de Cauchy F'(x) = m, x € R.
Quand x — oo, F'(z) ~ La72 et d’apres le corollaire ci-dessus F(z) :==1—F(z) «

Lz7l, (2 — 0). Par suite F € RV_;.
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Corollaire 1.3.2. (Von Mises) (Resnick, 2006)
Soit H une fonction définie positive et dérivable (de dérivée h) sur le voisinage (a, 00)
(@>0)ie Ver>a H(x)=h(x).

Si lim ZL(%) —p, p€ R alors H € RV,

Proposition 1.3.4. (Embrechts et al., 1997)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R de fonction de répartition I et de
fonction de survie FF=1—F

1. On suppose que X admet une densité f. Alors f € RV_,; (p > 0) si et
seulement si
()
im ==

o F(x)

2. 51t X a une densité f telle que :

alors F € RV_,.

3. Si X a une densité décroissante sur (b,o0) (b€R) et F e RV, p>0

alors
lim Q:_f (a:)
Z—00 F(x)

=p. Sideplus p#0, f € RV_,_.

1.4 Variation réguliére multivariée

1.4.1 Notation vectorielle

Les notations suivantes sont utilisées dans le chapitre 4 et 5.

Les vecteurs sont désignés par des lettres en gras. Par exemple x = (x1, 29, ..., 24) €
R?. En particulier on notera : 0 = (0,...,0), 1= (1,..,1), oo = (00,...,00).
Les opérations sont interprétées composante par composante de sorte que pour deux
vecteurs X et y on a :

X=z& 1, =2z,i=1,..,d; ZX = (21%1, ...y 2474) ;
xVz=(2'Vz,..,oqV zq) ; x _ [z oz
. z 210 2 )
x<z&e v <zyi=1,..d;

- ex = (cxq,...,cxy) .
x<z& z;<z,i=1,.,d; (cx1, ..., cxq)

Y

De plus, pour

a=(ag,....aq), onécrit xqo = (1), ..., (Td)ay,) -
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Les intervalles de dimensions supérieures sont définis par :
[a,b] = {xeR’:a<x<b}

(a,b] = {xeR’:a<x<b}.
On désigne par E = [0,00] \ {0} . On définit le complémentaire de [0,x] (x > 0)

dans E par
d i
Y
0,x]°=E\[0,x]| = E:\/=>1%.
0.x" = E\ 0. {ye \/>}

Définition 1.4.1. (Cone convere) (Resnick, 2006)
On appelle cone convexe toute partiec mesurable C de R, d > 1 vérifiant : C N
(RI\{0}) #0, etzcC=tzecC Vit>0.

Définition 1.4.2. (Variation réguliére multivariée) (Resnick, 2006)

Soit C un céne conveze de RY (d > 1). On suppose que 1 € C. Une fonction
h :C — R, est dite a variation réguliere d’indice p € R au voisinage de l'infini
(00), s’il existe une fonction limite A(x) > 0, telle que :

h(tx)
P h(t1)

= \z), zecC

et Ve >0 Acx) = cx.
Dans le cas ou p =0, h est dite a variation lente.

1.4.2 Coordonnées pseudo-polaires et mesure spectrale

Les représentations en coordonnées pseudo-polaires s’interprétent au mieux en rap-
port avec la variation réguliére multivariée, offrant un systéme de coordonnées
adapté au traitement de 'agrégation de risques multivariés. En effet d'un point de
vue mathématique, I'indépendance entre la composante pseudo-radiale r et la com-
posante angulaire w des coordonnées pseudo-polaires, permet de mieux expliciter
les formes de dépendances.

Soit || . || une norme de R™, n > 1. La sphére unitaire par rapport a || . || est
définie par S = {x € R",|| x [|= 1} . L’intersection d’une sphére unitaire avec un
cone convexe C sera notée S¢ =S NC.

Définition 1.4.3. (Transformation pseudo-polaire)
Une transformation :

T:R"\ {0} —]0,00) x S
définie par

1@ = (Iel 72 ) o= (re

est dite transformation pseudo-polaire. Les coordonnées pseudo-polaires (r,w) sont
composées du rayon r > 0 et de l'angle w € S.
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La transformation 7" est un homéomorphisme avec T (r,w) =7 || w || ! w. Soit
v une mesure homogeéne d’indice o > 0 définie sur un cone convexe C \ {0} . Pour
tout borélien B de C, la propriété de I'homogénéité s’écrit v(tB) =t~ “v(B). Cette
propriété est représentée en coordonnées pseudo-polaires par :

voT Y (d(r,w)) = ar @™drsS(dw)

dans M, ((0,00] x S) ot S est une mesure de Radon définie sur S¢, dite mesure
angulaire ou trés souvent mesure spectrale.

Variation réguliére multivariée des queues des distributions

La variation réguliére multivariée a l'infini est un outil puissant et souple pour
caractériser la convergence des extrémes d’un vecteur aléatoire en terme de con-
vergence vague de mesures (cf. la section 3.4 de Resnick (1987)). On caractérise
la variation réguliére multivariée des queues de distributions dans le cone convexe
C =[0,00] \ {0}. Soit Z > 0 un vecteur aléatoire avec une distribution F' définie
sur [0, 00).

Théoréme 1.4.1. (Resnick, 2006)
Les assertions suivantes sont équivalentes mais le sens des symboles (v,b(.), b,) peut
différer légérement dans chaque cas.

1) 1l existe une mesure de Radon v sur C telle que

. 1—-F(te) . Pt 'Zel0,2]°) .
fm 1— F(t1) Jm P(t-1Z e [0,1]¢) v(10.2f").

pour tous les ¢ € [0,00) \ {0} qui sont des points de continuité de la limite

v([0,.]°).
2) Il existe b(t) — oo et une mesure de Radon v sur C tels que
P(Z/b(t) €.) = v(.), t— o0, dans M,(C),
ot — désigne la convergence vague.
3) Il existe b, — oo et une mesure de Radon v sur C tels que dans M (C) :

P(Z/b, €.) = v(), n— .

4) 1l existe une mesure de probabilité S(.) dans les boréliens de S¢, dite mesure
angulaire, une constante ¢ > 0 et une fonction b(t) — oo telles que avec

)= (121527 )
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1.5 Processus ponctuels

on ait

{P K%Q c } s () xS

dans M, ((0,00] x S) ou d’une fagon équivalente,

e [(L) <] Sranto e

1.5 Processus ponctuels

Plusieurs résultats des chapitres suivants sont étroitement liés & la convergence de
certains processus ponctuels vers des processus de Poisson non homogénes. Ci-
dessous nous rappelons quelques résultats nécessaires pour faciliter la lecture de la
suite.

Les processus ponctuels (distributions aléatoires de points) sont le fondement de la
géométrie stochastique. Des exemples de 'utilisation de ces processus stochastiques
peuvent étre observés dans des domaines aussi variés que la biologie, la mécanique,
la physique des particules, I'ingénierie au sens large, etc. Les processus ponctuels
de Poisson forment une classe trés importante des processus ponctuels. Ils jouent
un role similaire a celui que jouent les lois de probabilité normales pour les lois de
probabilité, car ils sont les limites naturelles de beaucoup de sommes de processus
ponctuels. C’est pour cette raison que de tels processus sont largement utilisés.
Décrire ces processus dans leur globalité est une tache qui dépasse largement le
cadre de cette these.

1.5.1 Processus ponctuel

Définition 1.5.1. Soit {X;,7 € I C N*} une suite de variables aléatoires définies
sur l’espace probabilisé (2, P(2), P) a valeurs dans l’espace mesurable (E,E). Un
processus ponctuel a espace d’état E est une application mesurable N définie sur
Q2 x & dans NU {400} par :

Vw € QVAEE N(w,A) =) dx,(w)(A)

il

Remarque 1.5.1.

e Pourw € X) fixé, N est une mesure ponctuelle définie sur (E,E).

o Pour A € £ fixé, N est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans
NU {+o0}.
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(2, A, P) (E,€)

Fig 1.1: Ensemble de points aléatoires {X;(w),7 € N*} dans (£, &) pour w € €. Le
nombre de ces points appartenant au borélien A de £ est N(A). Ici N(A) = 10.

e Dans le cadre de la définition précédente et par abus de notation, on supprime
souvent la dépendance du processus ponctuel N de w et on écrit

Na=) dx(4), A€k

€A

Exemple 1.5.1. (Embrechts et al., 1997)

L’un des processus ponctuels important dans la théorie des valeurs extrémes est le
processus ponctuel des excés qui compte le nombre d’excés d’une suite finie de vari-
ables aléatoires au-dela d’un sewil fixé.

Soit {X,,n € N*} une suite de variables aléatoires i.i.d. et u € R un seuil firé. Le
processus ponctuel des excés N, de I’échantillon des variables aléatoires {X;,1 =1,..,n}
au dela du seuil u est le processus ponctuel a espace d’état E = (0,1] défini par :

N,(A) = 25%(,4)]1(%+00)(Xi), AcC(0,1] et neN-
=1

Si A = (0,1], alors N((0, 1]) est le nombre de variables aléatoires de tout I’échantillon
{X;,i=1,..,n} dépassant u, car

N, ((0,1]) = card {i,() <L <1letX;> u} =card{i <n,X; > u}
n
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Définition 1.5.2. Soit N un processus a espace d’état E. On appelle mesure
d’intensité du processus N la mesure p définie sur l'espace mesurable (E,E) dans
0, +-00] par
VA€ & u(A) =E(N(A)).

Définition 1.5.3. (Resnick, 1987)

Soit N un processus ponctuel a espace d’état . On dit que N est un processus
de Poisson de mesure d’intensité p, et on note PPP(u), s’il vérifie les assertions
sutvantes :

WAN* —n(A)] o (A
1) Pour tout k € NU{+oc} etAES,IP’(N(A):k):{ o€ si pu(A) < oo
00

0 si p(A) =
p(A) =00 = P(N(A) = o0) = 1.

2) Pour toutn € N, si Ay, As, .., A, sont des boréliens de € deux a deux disjoints,
alors N(A1), N(As),.., N(A,) sont des variables aléatoires indépendantes.

Le processus de Poisson est dit homogéne si la mesure d’intensité u(-) est propor-
tionnelle a la mesure de Lebesque A(.). Dans ce cas il existe une constante \ telle
que

u(A) = /A/\dx =AM\ (A).

1l faut noter qu’il existe des processus non homogenes, ot il est nécessaire de définir
une fonction d’intensité A(-) > 0. Selon le théoréme de Radon-Nikodym, ['intensité
du processus devient :

H(A) = /A @) A(z)da

ot A(+) est la dérivée de Radon-Nikodym de p(-) par rapport a la mesure de Lebesgue
du processus.

Remarque 1.5.2. Pour tout borélien A de &, le nombre N(A) est une variable
aléatoire qui suit la loi de Poisson de moyenne pu(A). Or une loi de Poisson est
completement déterminée par sa moyenne donc la loi d’un processus de Poisson est
caractérisée par sa mesure d’intensité.

Théoréme 1.5.1. (Kallenberg) (Embrechts et al., 1997)
Soit (N,,) une suite de processus et N un processus définis sur E = (a,b] C R. Si

1.) E(N,(A)) — E(N(A)) pour tout A = (¢,d] aveca < c<d <b
2.) P(N,(B) =0) — P(N(B) = 0) pour tout B =U*_,(c;, d;] avec a < ¢; < dy <
<o <dp <bVk>1.

Alors
N,, converge faiblement vers N dans l’ensemble des mesures ponctuelles My(E).

Un résultat dans le méme esprit peut également étre formulé pour les processus
ponctuels aux espaces d’états £ C RY.
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Chapitre 2

Théorie des extrémes

2.1 Introduction

En théorie des valeurs extrémes on s’intéresse aux grandes valeurs d’'un échantil-
lon de variables aléatoires. Cette pratique vient en complément de la statistique
classique ou il est généralement question d’étudier le comportement de variables
aléatoires autour de leur espérance. Une théorie dédiée a 1’étude de ces valeurs
particuliéres a été développée depuis quelques décennies et suscite I'intérét de nom-
breux statisticiens, ingénieurs et scientifiques tant le champ d’applications qu’elle
touche est vaste. Il s’agit de caractériser le comportement des queues de distri-
bution & l'aide de modéles spécifiques permettant un bon ajustement au dela du
maximum de I’échantillon. On s’intéresse alors a des événements dont les proba-
bilités d’occurrence sont tres faibles, on parle d’événements rares. La théorie des
extrémes offre une classe d’outils permettant une extrapolation dans les queues de
distribution, & partir des valeurs maximales observées, afin de prédire ’apparition
de valeurs non observées. Cette théorie est fondée sur un théoréme équivalent au
théoréme central limite mais pour les queues de distribution. En effet ’analyse
des valeurs extrémes repose principalement sur les distributions limites des maxima
et les domaines d’attraction des maxima. Ces distributions apparaissent comme les
seules distributions limites possibles du maximum d’un échantillon de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées. Nous allons, sans pour autant se
vouloir exhaustif, rappeler quelques éléments essentiels de cette théorie en univarié
et en multivarié.

2.2 Approche univariée

En pratique, les valeurs extrémes des réalisations d’une variable aléatoire sont générale-
ment étudiées de deux facons différentes. La premiére considére le maximum d’observa-
tions réguliérement espacées sur une période fixe ou bloc (ex. le maximum annuel
d’observations journaliéres). Si la taille du bloc est assez grande, alors on considére
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le maximum sur chaque bloc et I’ensemble de ces maxima peuvent étre considérés
comme des tirages indépendants selon une loi généralisée des valeurs extrémes (ou
modeéle GEV pour Generalized Extreme Value). La seconde approche considére que
les dépassements d’un seuil fixe suffisamment haut possédent une distribution de
Pareto généralisée (GPD) : ¢’est le modéle POT (Peaks Over Threshold). L’avantage
du modele POT est de travailler avec un plus grand nombre de données et donc de
réduire I'incertitude dans les estimations des quantiles extrémes.

2.2.1 Approche des maxima par bloc faisant intervenir le
modéle GEV

Considérons un ensemble de variables aléatoires i.i.d., X1, ..., X, ayant comme fonc-
tion de répartition F et considérons le maximum! M, = max (X}, Xs, ..., X,,). Dans
les applications, les X; sont typiquement enregistrés a intervalles de temps réguliers :
par exemple le volume de pluie de la journée ou le débit journalier maximal d’une riv-
iere. Il est aisé de vérifier que la fonction de répartition de M,, est ™. En pratique,
F est inconnue et donc on ne peut pas utiliser directement la fonction de répartition
de M,,. Méme dans le cas ou [ est connue, nh_)ngo F™(z) n’a pas d’intérét, car la loi

limite obtenue est dégénérée. En effet, notant par 7 = sup{z € R, F(z) < 1}, le
point terminal & droite de la distribution F, on a :

1 siz>
lim F"(z) = { =T

n—00 0 six<rTp.

Pour éviter cette difficulté, on renormalise M,, avec deux suites b,, € R (translation)
et a, > 0 (échelle) en Y, = M2=ba_ T, question devient : existe-t-il de telles suites
de réels qui permettent de stabiliser la répartition de Y,, quand n tend vers l'infini
vers une fonction de répartition H non dégénérée 7 Les premiers résultats sur
la caractérisation du comportement asymptotique des maxima normalisés ont été
obtenus en 1928 par Fisher et Tippett (Fisher and Tippett, 1928). Le théoréme

ci-dessous explicite ces résultats.

Théoréme 2.2.1. (Fisher and Tippett, 1928; Gnedenko, 1943).

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F
et soit M, = max (X, Xo,...,X,). Sl existe deux suites normalisantes réelles
(a, > 0,n € N*) et (b, € R,n € N*) et une loi non dégénérée H telles que :

Mn - bn .
lim P (— < :c> = lim F" (a,z +b,) = H(x),

n—00 a n—o0

alors H est de méme type qu’une des trois lois suivantes :
da(x) = exp (—(2)™) L(z>0), o > 0, (Lot de type Fréchet),

'En utilisant la correspondance suivante min (X1, Xa,.., X,,) = —max (=X, —Xo,...,—X,)
tous les résultats que nous allons présenter pour les maxima peuvent étre transposés pour les
minima.
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A(x) = exp (—exp(—2)), (Lot de type Gumbel),

Uo(x) = exp (= (—2)%) Lz<o) + Lz>0), @« >0, (Loi de type Weibull),

ou 14 désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A. On dira que F est dans le
domaine d’attraction de ‘H et on note F € Dy.

Une démonstration détaillée de ce théoréme est donnée dans Resnick (1987).

La loi des extrémes généralisée

A des fins statistiques, il est préférable d’avoir une écriture paramétrique unifiée
pour les trois types de distributions explicitées dans le théoréme ci-dessus. Von
Mises en 1954 (Von Mises, 1936) et Jenkinson en 1955 (Jenkinson, 1955) ont obtenu
indépendamment une telle paramétrisation de la loi limite H. On définit la famille
de loi GEV pour v € R par :

exp {— (1 —i—vx)%l} pour tout z tel que 1 4+~vx >0, siy #0

G- | 2
exp {—exp(—x)} pour tout z € R, si v =0.

Le comportement de la queue de distribution d’une suite de variables aléatoires sera

complétement caractérisé par le parameétre v appelé indice des valeurs extrémes. Le

signe de v a une forte influence sur la distribution des extrémes, et on distingue trois

cas de domaines d’attraction Dg_:

i) Domaine d’attraction de Gumbel D, : lorsque v = 0, la distribution Gy
est appelée distribution de Gumbel et souvent notée A. Dans ce cas le point
terminal 77 = sup {z € R, F(z) < 1} peut étre fini ou non et les queues de
distribution sont légéres et décroissent de maniére exponentielle.

Exemple 2.2.1. (Domaine d’attraction de la loi exponentielle)
Supposons que X1 suit la loi exponentielle standard E(1) i.e :

l—e®stx>0
0 st x < 0.

Si on pose a, =1 et b, =1n(n), alorsVr € R et Vn € N on a :

— — e~ {ztl(m" o
IP’(M” bngx):{([)l e |" siz+1In(n)

>0
an, six+1In(n) <0

B [1 + (7;_1)]71 si x> —In(n)
0 si x < —1In(n).
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ii)

iii)
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Par suite Ve € R lim P <M’&—;b” < x) = exp(—exp(—x)) = A(z) car YV € R

n—oo

lim (1 + %)™ = e”.

n—o0
On déduit que la loi E(1) est dans le domaine d’attraction de Gumbel.

Domaine d’attraction de Fréchet Dg_ -0y : lorsque v > 0, G, est noté
® avec ®(x) := exp(—2~ ") 1,50. De telles distributions possédent des queues
lourdes. Dans ce cas 77 = oo et I’ est de type Pareto, en d’autres termes,
1—F(zx)= x_%fp(a:) ou /r est une fonction & variation lente a l'infini.

Exemple 2.2.2. (Domaine d’attraction de la loi de Cauchy)
On suppose que Xy suit la lov de Cauchy standard. La densité de la loi est
f(z) = m Comme le support de la densité est R (non borné), il est clair

que la suite (M,,n > 1) diverge. En normalisant par a, = * et b, = 0, on
obtient

Pour x >0, on a

00 1 S | o0 1 1
/r:rz (1 +y?) Y /ﬁf Ty y+/ﬁf (77(1+y2) WyQ) !

=L +0((nz)™3).

Par suite, P(M < :c) = (L +0((nz)™®)". On en déduit alors que

lim IP’( Mn=bn < x) = exp(—1). Ainsi la suite (nM,/m,n > 1) converge en

n—oo

loi vers W de fonction de répartition G(x) = exp(—1) = ®1(z). On conclut
que la loi de Cauchy est dans le domaine d’attraction de Fréchet.

Domaine d’attraction de Weibull Dq. <o : lorsque v < 0, on pose
a = —1/v. Souvent G, est notée ¥, avec V,(x) = exp(—(—x)*) si = est
négatif, et 1 sinon. La queue de cette distribution est trés mince. En effet
TP < ooetl—F(x) = (rp — Jf)i%gp((TF —x)7!) ou lr est une fonction a
variation lente.

Exemple 2.2.3. (Domaine d’attraction de la loi uniforme)
Supposons que X1 suit la loi uniforme standard U[0, 1] i.e :

0stx<0
Fla)=PX;<z)=<Rzs0<z<1
1 six>1.
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Fig 2.1: A gauche les graphes des distributions des valeurs extrémes et a droite les
graphes de leurs densités pour aw = 1. Le bleu pour le type Fréchet, le rouge pour le

type Gumbel et le noir pour le type Weibull

Si l'on pose a, =n~' etbh, =1, alorsVr € R et Vn € N* on a :

0 si1+2<0
Pl——<z)=¢0+5)"s0<1+2<1

ap,
1 stx >0
0 st r < —n
=q @+ si —n<2<0
1 st x> 0.

Par suite Vo € R lim P (M’;L—_b" < x) = WUy (x). On déduit que la loi U[0,1]
n—o00 n
est dans le domaine d’attraction de la lov de type Weibull.

La figure (2.1) donne les distributions et les densités des trois lois détaillées ci-dessus.

Remarque 2.2.1.
-Le théoréeme de Fisher et Tippett ne précise pas, pour une distribution donnée F),

lequel des trois types est obtenu et réciproquement il ne permet pas de déterminer
quelles distributions sont dans le domaine d’attraction d’une distribution de valeurs
extrémes donnée. Cependant, il existe des conditions nécessaires et suffisantes pour
répondre a ces questions (voir par exemple Galambos (1987)).

- La fonction de réparation G, donnée dans (2.1) peut étre exprimée sous une forme
plus générale en introduisant un parametre de position 1 € R et un paramétre

d’échelle o > 0 comme suit : .
exp [—{1—1-7(96;—“)}7} siy#0

Vo € R tel que v (%F) >0 Gy puo(r) =
( ) v () {exp{—exp(%)} sty =0.
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2.2.2 Caractérisation des extrémes univariés par un proces-
sus ponctuel

En nous inspirons de la démonstration du théoréme (5.3.2) de Embrechts et al.
(1997), nous démontrons ci-dessous la convergence du processus ponctuels des excés
N,,(.) défini ci dessous vers un processus de Poisson N(.) dont on précisera 'intensité.
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F et
soit M, = max (X, X, ..., X,,). On suppose F' est dans le domaine d’attraction
d'une loi GEV, G, d’indice des valeurs extrémes v € R. Par suite il existe deux
suites normalisantes réelles (a, > 0,n € N*) et (b, € R,n € N¥) telles que

n—oo

M, —b
lim P (u < x> = lim F" (a,z + b,) = G,(2).
n—oo an

Pour z > 0, considérons le processus ponctuel des excés N, de I’échantillon des
variables aléatoires {X;,i = 1,..,n} au dela du seuil u,, = a,x + b, défini par :

25 Ly ro0)(Xi), AC(0,1] et neN.

Montrons que N, converge faiblement vers un processus de Poisson N d’intensité
T={1+ 73;};1/7 + O(1), on {x}, = max(z,0).

Démonstration. Pour A = (a,b] C (0,1]

Z Oti(AV xiom
= Z ]l{Xi>un}

a<(n)~1i<b
[nb]

= Z ]I{Xi>un}a

i=[na]+1

ot [.] désigne la fonction partie entiére. Pour chaque A = (a,b] C (0
une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres ([nb] — [nal, F (un))
Puisque In(1 — x) ~ —x pour z — 0 ceci implique que

lim nF(u,) = 7. (2.2)

n—oo

Par suite



2.2 Approche univariée

Ceci prouve que la premiére condition du théoréme de 1.5.1 est remplie. Dans la
suite nous vérifions la deuxiéme condition de ce théoréme. Comme N,,(A) suit une
loi binomiale par conséquent

P(N,(A) =0) = F(apx + by,)(nTDel=ln+1)] .
=exp {([(n+1)b] = [(n+ 1)a])In (1 = F(a,z +b,))} (2.3)
—exp{-7(b—a)}.

Soit B = U¥_,(c;, d;] avec a < ¢; < dy < ... < ¢ < dp <bVk > 1. En tenant compte

de 'indépendance des X; et en utilisant (2.3), on a :

Pn(Ci,di] :0, 1= ].,,k?)

(
(max(mneg<siming Xj < tn, i =1, k)

{ max X; < un}
[(n4+1)ei]<j<[(n+1)d;]

||
—
=

D’autre part, par la propriété de Poisson de N,

P(N(B) =0) = exp{—7 | B |} = exp {—TZ(di - ci)} .

=1

Le résultat est donc prouvé en vertu du théoréeme 1.5.1. O

En considérant ’approximation P (@ < :c) ~ G.(x), pour des seuils élevés,
n

le processus ponctuel N, peut réaliser 'approximation d’un processus de Poisson
1

d’intensité (¢, t2), ) = (ta — t1) {1 + vz} .

2.2.3 Lois max-stables

Dans la théorie classique des probabilités, c’est-a-dire lorsque 'on s’intéresse aux
"ventres" des distributions, on montre que les lois stables (définition 1.1.2 du chapitre
1) sont les seules lois limites de la somme normalisée de n variables aléatoires i.i.d.
De méme, on montre que les lois max-stables sont les seules lois limites des maxima
normalisés et par suite la classe des lois max-stables caractérise les distributions des
extrémes.
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Définition 2.2.1. (Maz-stabilité)

Une distribution non dégénérée F est dite max-stable si pour tout n € N*, F™ est de
méme type que F (voir définition 1.1 du chapitre 1), c’est-a-dire : s’il existe deux
constantes a, € RY et b, € R telles que :

F™"(apx +b,) = F(x) pour tout n € N* et z € R.
Exemple 2.2.4. Soit X une variable aléatoire de loi Fréchet standard i.e.

exp(—z7Y) sixz >0,
0 stx <0.

Ve e R F(x)—{

Pour a, =n etb, =0 on a

VeeR, Vne N F'a,x+b,) =

Donc la loi de Fréchet est une loi max-stable. Le résultat de [’exemple peut étre
étendu a toutes les lois extrémes et réciproquement toute loi maz-stable est une lot
extréme.

Théoréme 2.2.2. (Embrechts et al., 1997)
La classe des lois max-stables coincide avec la classe des lois extrémes.

2.2.4 Modéles de dépassements GPD

Bien que le modéle GEV soit trés utilisé en pratique, cette approche des extrémes est
trés controversée dans la littérature dans la mesure ot elle ne tient compte que d’une
seule observation par bloc, la plus grande. Pour résoudre ce probléme une approche
alternative plus pratique a été proposée par Balkema and de Haan (1974) ainsi que
Pickands (1975). Il s’agit de regarder la loi des excés au-dela d’un seuil fixe. Plus
précisément, considérons un ensemble de variables aléatoires i.i.d. X1, Xs,..., X, de
fonction de répartition F'. Appelons u un seuil suffisamment élevé. On définit les
exces au-dela du seuil © comme 1’ensemble des variables aléatoires conditionnelles
{V;} ={X; —u| X; >u},1<j<d. Onnote que

o 1—F(u—|—y)'

Flly) = B(Yi > ) =P(X >ty | X >u) = == 24)
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2.3 Lien entre les modélisations GEV et GPD

Théoréme de Pickands

Le théoréme de Pickands (1975) stipule que la distribution des excés au dela d'un
certain seuil peut étre uniformément approchée par une loi de Pareto généralisée
GPD (Generalized Pareto Distribution).

Théoréme 2.2.3. (Pickands, 1975)

Soit X1, Xs, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires i.i.d. ayant comme dis-
tribution F' et soit vy un réel. F appartient a un domaine d’attraction Dq.) si et
seulement si il existe une fonction positive o(.) et un réel 7y tels que

lim sup {| Fy(x) = Ho(uy~(z) [} =0

UZTF 2[0,77|
outp =sup{x € R, F(z) < 1} et H,,, est la distribution définie par :

1+~

2

>0

_ 22\~ '
H,(x) = 1—(1+2) siy #0,

1 —exp(—%) sivy=0,2>0
H, ., est distribution de Paréto généralisée (GPD) de paramétres v et o.

Remarque 2.2.2. En pratique le seuil u au-dessus duquel les valeurs sont mod-
élisées par une lov GPD doit étre suffisamment élevé pour satisfaire le caractére
asymptotique du modéle, mais aussi pas trop €levé pour garder un nombre suffisant
de dépassements afin de pouvoir faire [’estimation des parameéetres du modeéle. En
général, la méthode utilisée pour le choix de u repose sur le fait que si la loi GPD
est valide pour un seuil ug alors elle l’est encore pour tout dépassement u > ug a un
changement d’échelle prés. Si X — uy suit une GPD de parametres v et o,, on a

E(X—u0|X>uo):f%ﬂy et pour u > uy on a :

E(X —u|X>u) = 117u+0“i:3“0.

La fonctionu — E (X —u | X > u) appelée en anglais Mean Excess Function (MEF)
est linéaire a partir du sewil w ou la GPD apparait. Elle est estimée simplement par la
moyenne empirique des dépassements de w. La recherche du seuil ug, a partir duquel
est qustifiée la modélisation par une loi GPD peut donc étre réalisée graphiquement
par la recherche d’une linéarité dans la fonction MEF estimée.

2.3 Lien entre les modélisations GEV et GPD

Dans cette section on rappelle I’équivalence entre les deux modélisations GEV et
GPD pour un seuil suffisamment grand. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléa-
toires i.i.d de fonction de répartition F'. On désigne par M, = max (X1, Xo, ..., X,,).
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2.3.1 Du modéle GEV au modéle GPD

La distribution de M,, tend asymptotiquement vers une distribution GEV, que 'on
notera G. Pour u fixé, il existe donc pour n suffisamment grand, deux constantes
a, et b,, telles que la loi du maximum de n variables aléatoires i.i.d de loi F' réalise
I’approximation :

P(Mngu)zG(u_b”).

Qn
Comme P (M,, <u) = F"(u) on en déduit

—nlog (F(u)) ~ {1 4y (“ ;nb”) }_i .

Ainsi en utilisant approximation — log (F'(u)) = —log (1 — (1 — F(u)) = 1 — F(u),
pour u assez élevé on obtient

1 — F(u) ~ % {1+7 (“ a_nb”)}_i.

Si cette relation tient pour un seuil u, elle tiendra aussi pour tout niveau qui le
dépasse, par exemple le niveau y + u. Dés lors, en substituant dans (2.4), on trouve
que la distribution de Pareto généralisée est candidate a la loi des dépassements
quand u est suffisamment élevé puisque :

P(X>uty|X>u)~ <1+7£> ’
g

u

ou o, = a, + y(u —b,). On retrouve donc une loi GPD de paramétres v et o,.

2.3.2 Du modéle GPD au modéle GEV

Pour un seuil u (grand), M, — u se comporte asymptotiquement comme le max-
imum de K variables aléatoires {Y;,7 € {1,..., K}} ou les variables Y;,i > 1 sont
indépendantes, de loi de Pareto généralisée de paramétres (o(u),v) et indépen-
dantes de K de loi de Poisson de paramétre A > 0. On a donc P (M,, —u <vy) =~
P (max;<;<x Y; < y) et par suite

P (max;<i<x Y; < %) —Zp(max Y, <yl K—k) P(K = k)
k=0

1<i<K

1
= exp [—/\ (1 + 7%) 7]

ot 'on a tenu compte de la loi de Poisson et de la loi GPD de paramétres v et o(u).
Il vient donc :

P (M, < z) = exp [—/\ <1 + 7%)1 .
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On vérifie facilement que cette distribution limite est une GEV de parameétres 7,
28 (A7 — 1) et o(u)A7 (Coles, 2001).

2.4 Approche multivariée

Contrairement au cas univarié ou les concepts tels que statistique d’ordre, maximum
et excés ont des définitions standards, dans le cas multivarié, plusieurs définitions
sont raisonnables et possibles.

Afin d’étendre facilement les résultats du cas univarié, I’approche la plus adaptée
consiste a considérer les maxima composante par composante.

Soient X, ...,X,,n € N* des vecteurs aléatoires de R?, (d > 2) de distribution
jointe commune F'(x). On désigne par Fy, Fy, ..., F; les distributions marginales et
soit M, le vecteur des maxima i.e. M,, = (M, ..., MZ) oit M/ = max (X{, o X7)
pour j =1,...,d et Xij représente la 7 iéme composante de X;. Comme dans le cas
univarié, l'objectif est de caractériser la loi limite de M,,, ou plus précisément la
distribution multivariée G' qui peut apparaitre comme la limite quand n — oo dans

P{(M, —b)) Jal <zj; j=1,..,d} = F" (u},...u}) — G(x), (2.5)

ot ul =alx;+b avecal, >0etb) eR, 1<j<d n>1
L’équation (2.5) peut étre exprimée de fagon plus simple :

P{( M, —b,))/a, <x}=F"(a,x+b,) — G(x). (2.6)
ou a, = (a,ll, ...,aflz) et b, = (b,lz, ...,bfl).

Il faut noter que chaque distribution marginale G; de la loi limite G est de type
extréme. Toute distribution multivariée F' vérifiant (2.6) est dite dans le domaine
d’attraction de la loi limite G. Pour plus de détails voir par exemple Resnick (1987).
La convergence dans la loi limite de I’équation (2.6) peut étre divisée en deux aspects
indépendants : le premier est la convergence de chaque distribution marginale de
F™ vers la distribution marginale appropriée de GG. Pour ceci on fait appel a la
théorie des extrémes univariée (modele GEV). Le deuxiéme aspect est la structure
de dépendance de G et la convergence de la structure de dépendance de F™ vers celle
de GG. Pour la simplicité des notations et la clarté de la présentation des résultats, il
est courant de considérer des distributions marginales standardisées. Sans perte de
généralité, il est classique de supposer que les lois marginales F, ...., Fj; sont Fréchet
unitaire, i.e. Fi(t) = ... = Fy(t) = exp(—1/t),t > 0. En effet on peut toujours

s’y ramener moyennant une transformation des marges, en posant Z; = —m,
NASaN]
j=1,...d.

2.4.1 Caractérisation des extrémes multivariés par des pro-
cessus ponctuels

Dans cette section on présentera les résultats classiques de de Haan (de Haan, 1984)
sur les processus ponctuels qui caractérisent de fagon pertinente les distributions des
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extrémes.

En gardant les mémes notations qu’au paragraphe précédent, X, ..., X,,,n € N*
désignent des vecteurs aléatoires de R, (d > 2), de marges Fréchet unitaire et de
distribution commune F' dans le domaine d’attraction d’une distribution multivariée
G. Le processus ponctuel P, considéré par de Haan (1984) est défini par

w={n'X;i=1,..d}.

Le terme n~! correspond 4 la suite de normalisation nécessaire pour stabiliser les
maxima quand les marges sont Fréchet unitaire.

En utilisant une version généralisée du théoréme 1.5.1, on montre que le processus
ponctuel P, converge faiblement vers un processus non homogéne de Poisson sur
[0,00) \ {0} quand n — oco. L’origine est exclue du domaine de la convergence vers
‘P parce que toutes les observations non-extrémes s’écrasent en 0 et par suite un
nombre infini de points se concentrent a ’origine.

Afin d’obtenir une expression plus simple de I'intensité de P il est pratique d’utiliser
les coordonnées pseudo-polaires (r,w) de composantes (voir la définition 1.4.3).

d
r, = ZX?/n wf = Xf/m“l 1=1,..,n;7=1,...,d.
j=1

Ainsi l'intensité de P s’écrit
p (dr x dw) = r~2drdH (w) (2.7)

ou H est une mesure positive définie sur le simplexe :

d
Sa = {(wl,wz, cowa) Y wp =1, w; > 0,5 =1, ...,d.}
j=1

vérifiant
/ w;dH(w) =1 pour chaque wj, j=1,..,d. (2.8)
Sa
Remarque 2.4.1.

e La mesure H, dite mesure spectrale, n’est pas une mesure de probabilité sur Sy
alors que H/d l’est.

e La mesure H n’est pas forcément réguliere, i.e. absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesque. Si c’est le cas alors on a par hypotheése dH(w) =

h(w)dw.
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2.4 Approche multivariée

2.4.2 Distribution des extrémes multivariée
La fonction de dépendance

De 'équation (2.7) on déduit que l'intensité du processus ponctuel P se factorise
en une composante radiale r et une mesure angulaire H qui gére la structure de

dépendance entre les variables. Les composantes r et w sont indépendantes.
faiblement

Soient A = RZ\ {(0,21)X, ..., x(0,24)}. Puisque P, " —  Pona:
P(n'X; ¢ Aji=1,.,n) — exp{—p(A4)},

ou

w(A) :/T_erdH(w) :/ / r2drdH (w) :/ max <&) dH (w).
A Sa min1§j§d(ﬁ) 5, 1Si<d \ T

J (2.9)
En utilisant légalité P(n™'X; ¢ A,i=1,...,n) =P (n'MJ < z;,7=1,..,d) et les
équations (2.6) et (2.7) nous déduisons que toute distribution de maxima normalisée
avec des marges Fréchet unitaire s’écrit sous la forme

G(x)=exp{-V(x)}, (2.10)
V(x) = V(ry, 29, ...,2q) = s max, (wj/z;) dH (w). (2.11)

Cette représentation des extrémes multivariés est due a Pickands (1981) dans le cas
ol les marges sont Fréchet unitaire.

La fonction V' définie dans (2.11) est dite fonction de dépendance.

Puisque V' est entiérement déterminée par la mesure H et que les contraintes
imposées a la mesure spectrale H ne sont pas fortes, il n’existe pas de forme
paramétrique exhaustive comparable a celle des distributions des valeurs extrémes
univariées. D’un point de vue statistique, il est intéressant de développer des mod-
éles paramétriques, sans pour autant sacrifier la flexibilité et I'importante variabilité
possible pour les fonctions de dépendance.

De I'équation (2.11) on vérifie facilement les deux propriétés de la dépendance:

i) La fonction V' est homogene d’ordre —1 i.e.
V(tx) =t 'V (x), pour tout t > 0.

ii) Pour tout z > 0, V(c0, ..., z,00...,00) = 2~ L.

Les deux propriétés ci dessus caractérisent la fonction de dépendance V' c’est-a-dire
réciproquement toute fonction définie sur (0, 00)¢ vérifiant ces deux propriétés est
valide pour définir une fonction de dépendance d’une loi extréme. Coles et Tawn
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(Coles and Tawn, 1991) ont reli¢ la fonction de dépendance V et la densité de mesure
h si elle existe de la fagon suivante :

9l (d+1)
T X

Exemples

Comme il n’existe pas de paramétrisation générale des lois extrémes, on fournit
quelques exemples de distributions en se focalisant sur le cas bivarié. Dans un souci
de clarté on se placera toujours, sauf mention contraire, dans le cas de marges Fréchet
unitaire. Par suite les distributions sont entiérement déterminées par les structures
de dépendances i.e. par la mesure spectrale H définie dans I’équation (2.7) ou d’une
fagon équivalente la fonction de dépendance V' définie dans I’équation (2.11).

Dans le cadre bivarié, pour une mesure H donnée satisfaisant la condition de nor-
malisation (2.8), la fonction de dépendance correspondante V' est donnée par

Viz,y) = fol max <ﬂ 1‘—“) dH (w)
:1 Oz+y(1—w)dH )+ = fx wdH (w).

Ainsi chaque choix de mesure H définit un modeéle paramétrique. Ci-dessous quelques
exemples usuels :

1. Le modéle d’indépendance stricte
Posons V(z,y) = 1 + i, (z,y) € (0,00)% Cette fonction est bien homogene
d’ordre —1 et satisfait pour z > 0, V(z,00) = V(oo,z) = z~'. Elle induit
donc la distribution multivariée des valeurs extrémes

sen-sn- (£ - (Don ()

Cette fonction de répartition se factorise en = et y et correspond donc au
cas ol les extrémes sont indépendants. La mesure spectrale H associée est

H(.) =0o(.) + 61(.). En effet

1 J—
/ max (w ! w) dH(w) = 1—1—1
0 r oy r oy

2. Le modéle de dépendance parfaite
A Textréme opposé de l'indépendance stricte, nous pourrions considérer la
dépendance parfaite en posant V(x,y) = max(x~y™!), (z,y) € (0,00)>.
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2.4 Approche multivariée

La encore la fonction V' remplit les conditions pour définir une fonction de
dépendance valide. La fonction de répartition associée est

o= {-me(3 1)}

et correspond a des variables aléatoires X et Y vérifiant P(X =Y) = 1. La
mesure spectrale correspondante est H(.) = 2dy5(.). En effet

! 1-— 11 11
[ (5 = ) - 1)
0 x Y 2z 2y x'y

3. Le modéle logistique (Gumbel, 1960)
Sa fonction de dépendance est définie par

V(x,y) _ (l,fl/a + yfl/a)a
et la densité de la mesure H est donnée par
h(w) _ (Ozil . 1) {wfl/a + (1 . w)71/a}6¥—2 {W(l _ w)}—(1+1/a) :

pour w € (0,1), ot le paramétre de dépendance o € (0,1]. Les cas o = 1 et
a — 0 correspondent respectivement a I'indépendance exacte et la dépen-
dance compléte. En raison de sa forme simple et maniable, le modéle logistique
est largement utilisé dans les modélisations statistiques bivariées.

4. Le modele mixte (Tawn, 1991)
Sa mesure H est définie par

1—-406 siw=20
Hw)=<21-0+20w si0<w<1
2 stw=1

ou 0 € (0,1]. Sa fonction de dépendance est donnée par

1 1 0
V(nyy):;ﬂLg—ijy?

ou 0 < # < 1. L’indépendance correspond a # = 0 mais la dépendance
compléte ne peut pas étre représentée.

5. Le modele logistique asymétrique (Tawn, 1991)
La fonction de dépendance de ce modéle est définie par :

—1/a —1/a) @ . .
V(a:,@z{(%) +<%) } +2 $B2+1 yﬂl.
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La densité de sa mesure spectrale est définie par :

hw) = 2 (£>_W+ (1—w>‘1/“ H{g (1—w)}_(1+1/0‘)
o abify | \P: A B2\ B ’

pour 0 < w < 1, avec 51, By € [0,1] et a € (0,1] et h charge les valeurs 1 — 3
et 1 — (5 respectivement en w =0 et w = 1.

6. Le modeéle de Dirichlet (Tawn, 1991)
Sa fonction de dépendance est définie par :

1 1
V(l’,y) = 5{1 _Be(al + 1,0[2,33)}"‘_{1 _Be(alaa2+ 1,1’)}

ol ay, e > 0, Be(ay, g, x) = ;;“;?;2)) Jo w* (1 —w)'*2dw et la fonction T
est définie par : I'(z) = [[7¢* e ldt, z > 0.

La densité de sa mesure spectrale est h(w) = %wal_l(l —w)2"dw.
L’indépendance totale et la dépendance compléte sont atteintes respectivement

lorsque (o, ) — 0 et (aq, ay) — oo.

La fonction de Pickands

Dans le cas bivarié, une fonction importante pour représenter la structure de dépen-
dance extréme entre deux composantes d’un vecteur bivarié introduite par Pickands
(Pickands, 1981), notée A, est définie sur [0, 1] par :

- (10 By
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
- La fonction A est une fonction convexe de [0, 1] dans [1/2, 1];
-Vt e (0,1), max(t,1 —t) < A(t) <1

Le graphique de gauche de la figure (2.2) montre les différentes formes que peut
prendre la fonction de dépendance de Pickands pour le modéle logistique, i.e.,

Alw) = {w_l/a +(1 —w)_l/o‘}a, 0<w<l.

Lorsque o« 1 1, A = 1 c’est le cas de 'indépendance entre les deux variables alors
que lorsque « | 1, A(w) = max(w,1 — w) c’est-a-dire la dépendance parfaite. Le
graphique de droite de la figure (2.2) montre que la fonction de dépendance de
Pickands n’est pas forcement symétrique par rapport a la droite w = 0.5. C’est par
exemple le cas avec le modéle logistique asymétrique lorsque (5, # [ puisque la
fonction de Pickands pour ce modéle est donnée par :

Aw) = (1=w)(1 =) + (1= Blw+ {1 - W)} + @A)/, 0<w<1,
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1.0
1.0

0.8
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w w

Fig 2.2: (Ribatet, 2013) ; Fonctions de dépendance de Pickands pour le modéle logis-
tique (& gauche) et asymétrique logistique (a droite) pour différentes valeurs de «, (3
et [y. Les droites en pointillés indiquent la dépendance parfaite et 'indépendance.

Mesure de la dépendance extrémale : le coefficient extrémal

Définition 2.4.1. (Coefficient extrémal) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire bivarié
de marges Fréchet unitaire et de fonction de dépendance V. On appelle coefficient
extrémal la quantité 6 =V (1,1).

Le coefficient extrémal vérifie les propriétés suivantes (que 1’on peut trouver dans

Coles (2001))
- 0e(1/2,1];
- les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si 6 = 2;
- les variables X et Y sont parfaitement dépendantes si et seulement si 6 = 1.

Soit (X;,Y;), 1 < i < n, n réalisations indépendantes de (X,Y’). L’estimation du
coefficient extréme peut se faire essentiellement grace a deux approches. On vérifie
aisément que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est :

i~ n

0 —
iy max(X;, Yi) !

(Voir Beirlant et al. (2004)). L’autre approche utilise la relation entre le coefficient
extrémal 0 et la quantité vp(X,Y) = E{| F(X) — F(Y) |} appelée F—madogramme,
ou F' désigne la distribution commune de X et Y. En effet on vérifie facilement
que 2vp(X,Y) = 0+1 (Cooley et al., 2006). On peut donc utiliser ce résultat afin
d’estimer le coefficient extrémal en estimant tout d’abord vp(X,Y') par la moyenne
empirique et F' par la fonction de répartition empirique. Soit (XZ, Vi), 1<i<n,n

copies indépendantes du vecteur (X,Y) on a: Up(X,Y) Z | F(X;) — F(Y)) |
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ot F désigne la fonction de répartition empirique.

Par suite :

1 +20p(X)Y)

1 —-20p(X,Y)

)

2.4.3 Ajustement des modéles multivariés

Il y a deux méthodologies principales dans la modélisation statistique des extrémes
multivariés: paramétrique et non-paramétrique. Le principal avantage de la mod-
élisation paramétrique est que les techniques de vraisemblance standard permettent
I’ajustement simultané des modeéles marginaux et de la structure de dépendance
offrant ainsi une meilleure estimation des paramétres. En revanche, les approches
non paramétriques exigent que chaque marge soit modélisée séparément et ensuite
le modéle de la dépendance sera estimé. Cette approche ne permet ni I’échange
d’informations entre les marges ni la possibilité de tenir compte de l'incertitude de
I’estimation marginale lorsque la structure de dépendance est estimée.

Vraisemblance multivariée

Pour illustrer cette méthode on se place dans le cadre bivarié.

Soit {(x;,y;);i = 1,...,n} une suite d’observations indépendantes d’un vecteur aléa-
toire bivarié¢ (X, Y’). On suppose que la distribution de (X,Y) est connue et qu’elle
est de la forme Fy(x,y), ou f est un vecteur de paramétres inconnus, pour les ob-
servations dépassant deux seuils élevés (ug, us).

Pour des seuils marginaux élevés on partitionne R? & 'aide des quatre quadrants
suivants

{Rkl; k= ]1{X>u1}7l = ]1{Y>u2}} :

Roo = {(z,y) € R% 2 <wupsy <ug
Ry = {(z,y) e R* 2 <ugsy > up}
Rip = {(z,y) ER* x> u;y > us}
Roy = {(x,9) € R* 2 <wupsy > up)
Rio = {(z,y) e R* 2 > ug;y <ug}.

Ainsi, pour une observation marginale qui ne dépasse pas un seuil, la seule infor-
mation pertinente fournie est qu’elle se situe en dessous du seuil (RL. Smith and
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Coles, 1997). Selon la valeur de k et [, la contribution & la vraisemblance Ly dans
la région Ry, en un point (x;,y;) est donnée par :

0Fy(uq,
Loo(l’i,yz‘) = FB(UMUQ), L01(9Uz‘7?/i) = % |y:yiv
8F9([E,U2) 82F9(x,y)
L iYi) = ———" |p=2;y L i Yi) = A (ay)=(ziy) -
10(4, ¥i) o - 11(74, i) dydr |( Y)=(2i,yi)

La vraisemblance pour n points indépendants est donc :

n

Lo@) =111 D Lu(wiv)liemmera

i=1 | kle{0,1}

Cette méthode peut étre étendue facilement aux dimensions supérieures d > 2.
La contribution a la vraisemblance pour une observation (yi, ...,y4) pour laquelle
seulement les composantes jy, ..., J,, dépassent leurs seuils est donnée par

O™ Fy(xq,...,xq)
&le, ...,@a:jd

|{xj:max(uj:yj)U:lw-wd} .

Le coefficient extréme comme valeur particuliere de la fonction V' est également une
valeur particuliére de la fonction A. En effet 6 = V(1,1) = 2A(0.5).

Approche non paramétrique

Soit X et Y deux variables aléatoires de marges Fréchet unitaire telles que leur
distribution F' soit dans le domaine d’attraction d'une distribution extréme bivariée
G. Pour des grandes valeurs de x et y,

F(a,y) = G(z,y) = exp{=V(z,y} =~ 1= V(z,y)
et comme V' est homogéne d’ordre —1 , alors
1 — F(ta, ty) = V(to,ty) =t 'V(x,y) =t {1 — F(z,9)}.
Il en résulte immédiatement que si A C B, ou B =R?\ {(0,2) x (0,y)} alors
P{(X,Y)ectAy =t '"P{(X,Y)c A} Vi>1. (2.13)

Dans les applications, I'équation (2.13) est utilisée pour des grandes valeurs de = et
y et des valeurs appropriées de t. La propriété d’homogénéité fournit un moyen de
relier la probabilité d’événements les plus extrémes avec des probabilités évaluées
sur les données observées. En effet le principe de cette méthode consiste & utiliser
I'estimation de la probabilité d’étre dans une région A contenant des données pour
estimer la probabilité de la région tA qui ne contient pas des données.

Pour plus détails voir Draisma et al. (2004).
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2.5 Insuffisance du cadre max-stable

Dans cette section on se place dans un cadre bivarié, suffisant pour montrer que
les approches classiques max-stables sont inopérantes dans le cas de I'indépendance
asymptotique (définie ci-dessous).

Soit F la distribution jointe d'un vecteur aléatoire (Y7, Y2) de marges Fréchet unité.
On suppose que F' est dans le domaine d’attraction d’une loi max-stable G. Soient
(YY), .., (Y, Y3") n copies indépendantes de (V3,Y3) et M7 = max;—; ., Y7,
M} = max;—;__, Yy pour n > 1. On a alors :

M M2
P (—1 <o Mo y) — P () — G(,y). (2.14)

n n n—-+oo
Il existe une mesure finie p sur le cone convexe [0, 00)?\ {0} telle que:
G(r,y) = exp[-V(z,y)] ou V(v,y) =p{(w,v):u>z ou v>y}.

Comme développée dans la section précédente, la décomposition de la mesure p en
une composante radiale et une angulaire permet d’écrire :

Viz,y) = /01 (max 2 1_—w> dH (w),

€z Y
avec H(.) une mesure positive finie sur [0,1]. Un cas particulier se produit lorsque
H charge seulement les valeurs 0 et 1. Dans ce cas on a :

p{(u,v):u>x ou v>y}:§+§:u{(u,v):u>:L’}—i—,u{(u,v):v>y}.

Cette propriété additive se transforme en une propriété multiplicative en passant a
I’exponentielle donc la distribution limite G s’écrit comme produit des distributions
marginales limites :

G(z,y) = G(z,00)G(00,y) pour tout xz,y > 0.

On dit alors que les variables Y] et Y5 sont asymptotiquement indépendantes.

Dans le cas contraire Y] et Y5 sont asymptotiguement dépendantes. Si on s’intéresse
a l'estimation de la probabilité que Y] et Y5 excédent simultanément un seuil élevé
dans le cas de I'indépendance asymptotique, la convergence (2.14) est sans intérét.
En effet, en passant au logarithme on montre aisément que:

nlP (% >z, % > y) =InG(z,y) — InG(z,00) — InG(00,y).
Dans le cas de I'indépendance asymptotique cette quantité est nulle et I'extrapolation
est impossible.

Dans le chapitre suivant on détaillera des alternatives possibles au travers de modéles
qui se focalisent directement sur la variation réguliére des queues de distributions,
permettant ainsi d’avoir une meilleure représentation de la décroissance des queues.

46



Chapitre 3

Au dela du max-stable

3.1 Introduction

L’absence d’un cadre paramétrique exhaustif pour les extrémes multivariés constitue
un obstacle majeur pour l'étude de la dépendance des extrémes. FEn effet sous
I’hypothése de max-stabilité, les questions liées a la dépendance asymptotique sont
relativement bien résolues aux travers des modéles max-stables mais ces derniers
sont assez restrictifs en ce qui concerne les aspects d’indépendance asymptotique
des réalisations les plus extrémes puisqu’ils se limitent & la seule notion usuelle
d’indépendance stricte. Ceci n’offre pas la flexibilité souhaitée pour modéliser des
données asymptotiquement indépendantes. Plusieurs travaux proposent d’autres
classes de modeles plus générales, qui décrivent le comportement des queues de
distributions tout en englobant les modéles existants. Dans la suite, en se basant
sur les travaux de Ledford et Tawn (1996, 1997), Resnick (2002), Ramos et Ledford
(2009, 2011), Wadsworth et Tawn (2013) et de Haan et Zhou (2011), on se propose
d’explorer et analyser ces nouveaux modeéles plus flexibles et appropriés aux cas de
I'indépendance asymptotique.

3.2 Caractérisation de 1’(in)dépendance asympto-
tique par les mesures y et y

Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi marginale F'. Soit la mesure

x = lim P(Y > 2| X > 2), (3.1)
Z—TR
ou 7 est le point terminal de la distribution marginale commune. Cette mesure a
été considérée par Sibuya (1960) et de Oliveira (1962).
Lorsque y = 0 les maxima des copies indépendantes du vecteur (X,Y’) sont asymp-
totiquement indépendantes. En d’autres termes, I'indépendance asymptotique ex-
prime le fait que la probabilité que deux composantes soient simultanément grandes
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est négligeable par rapport a la probabilité qu'une seule le soit. La dépendance
asymptotique correspond au cas x > 0, bien sir lorsque la limite (3.1) existe. Par
abus de langage on se permet souvent de dire que les variables marginales sont
asymptotiquement indépendantes, respectivement asymptotiquement dépendantes,
dans ces cas.

Cette mesure a été généralisée dans Coles et al. (1999) dans le cas ot les marges
sont différentes, et ceci en utilisant une transformation en marges uniformes (Ui, Us).
Pour mesurer la dépendance sans les effets des marges ils ont utilisé les fonctions
copules. Désignons par Fj et Fy les distributions marginales respectives. La copule
C(.,.) associée a ' est telle que

F(l'7y) = O{Fl(x)aFQ(y)}a

avec comme domaine D = [0, 1] x [0, 1]. Par conséquent C' est la distribution jointe
apreés transformation aux marges uniformes sur [0, 1] et ceci en considérant (Uy, Uy) =
{F1(X), F5(Y)}, (pour plus de détails voir Nelsen (1999)).

La mesure y peut alors s’écrire
x=1mP U, >t|U; >t),
t—1

ou, d'une fagon équivalente

B 1—P(U1 <t,U2 <t>

t—1 1—]P>(U1 <t>

lim d 9 — logIP’(Ul <t,U2 <t)
IOg]P(Ul < t)

= lim x(2).

Dans le cas de la dépendance parfaite x(¢) = 1, pour tout ¢ € (0, 1), et dans le cas
de indépendance exacte x(t) = 0.
La quantité x(t) définit une mesure de dépendance basée sur les quantiles (associée
a la probabilité de non dépassement de t). Ainsi le signe y(¢) définit si les variables
X et Y sont négativement ou positivement associées pour le niveau de dépassement
t. La mesure x(¢) s’estime facilement a ’aide de la fonction de répartition empirique
F, pourt € (0,1)

— 2 —log F(t)

X(t) = —————.

Si un vecteur aléatoire suit une loi bivariée extréme de fonction de dépendance
V' avec des marges Fréchet unitaire alors

logt

XB) =2-V(1,1)=2—0, Vte(0,1), (3.2)

ot 6 est le coefficient extrémal défini dans le chapitre précédent. Dans 1’équation
(3.2), on remarque que x(t) est indépendant de t. Ceci est intéressent d’un point
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de vue statistique puisque si 'on dispose d’un estimateur de x(t) et s’il est stable
indépendamment des valeurs de t, cela pourrait justifier 'utilisation d’une loi des
valeurs extrémes.

Les mesures x et x(t) sont d’intérét uniquement pour des variables asymptotique-
ment dépendantes. Leurs interprétations doivent cependant étre faite avec prudence.
En effet, Coles et al. (1999) ont montré qu’en utilisant un graphique de x(¢) estimé
empiriquement, il est possible de conclure a tort que des extrémes sont asympto-
tiquement dépendants. C’est par exemple le cas des vecteurs gaussiens de corrélation
p € (0,1). Pour cette raison, ils ont introduit une autre mesure pour mesurer le degré
de dépendance pour des variables asymptotiquement indépendantes, a savoir

C — lm QIOg]P(Ul > t) 1
XTI log PU, > £, Us > 1)
. [2log(1—1)
= llm _—
i—1 | log C(t,t)
= lim x(?),
t—1

ot C est tel que C {Fy(x), F2(y)} = F(x,y).

La mesure Y varie dans l'intervalle [—1,1]. L’intervalle [—1,1) correspond a
I'indépendance asymptotique et la valeur 1 correspond a la dépendance asympto-
tique. Pour gérer les deux types de dépendance d’extrémes il est plus commode
d’utiliser le couple (x, x). Le cas (x > 0,y = 1) représente le cas de dépendance
asymptotique oul la mesure x mesure le degré de dépendance et le cas (x = 0,y < 1)
représente le cas de I'indépendance asymptotique ou les valeurs de y déterminent le
degré de dépendance dans cette classe.

Exemple 3.2.1. Distribution bivariée normale avec coefficient de corrélation 0 <
p <1
La fonction de survie jointe de cette distribution avec des marges Fréchet unitaire
satisfait :

P(X > 7Y >7) ~c,log(r) ?/0T0p=2/040) = o0

ot ¢, = (14 p)*/2(1 — p)~V/2(dm)=/(A+0) (Reiss, 1984).
Dans ce cas (x,X) = (0,p) et les cas de 'association positive, de l'indépendance et
de l’association négative correspondent respectivement a p >0, p=0 et p < 0.

3.3 Modéles de Ledford et Tawn (1996-1997)

Les modeles de Ledford et Tawn (1996, 1997) constituent la base de la majorité
des résultats présentés dans la suite. D'une fagon intuitive, Ledford et Tawn (1996)
ont compris que le probléme de l'incapacité de détecter les résidus de dépendance
dans le cas de l'indépendance asymptotique (IA), c’est-a-dire une dépendance qui
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peut s’exprimer & taille d’échantillon finie, est lié a la vitesse de convergence dans
la relation (2.14). Une nouvelle modélisation de la queue de distribution est donc
nécessaire pour alléger un peu cette vitesse. Plutdt que de travailler sur des lois de
maxima, Ledford et Tawn (1996) ont introduit un modeéle pour le comportement de
queue d’'une distribution bivariée permettant de gérer la décroissance des probabilités
de survie. Ce modele se focalise directement sur la variation réguliére de la fonction
de survie au voisinage de I'infini plutot que d’utiliser celle de 1 — F' ot F' désigne la
distribution jointe. Soit (Z;, Z5) un vecteur bivarié avec marges Fréchet unitaire. En
se basant sur plusieurs exemples de distributions, Ledford et Tawn (1996) proposent
I’approximation suivante :

P(Zy >r Zy>1)~ £(r)7“_71.
ou L est une fonction Univariée & Variation Lente (UVL) (Ledford and Tawn, 1996).

Le paramétre n est une constante qui détermine la vitesse de décroissance de
la fonction de survie jointe pour de grandes valeurs de r. Il fournit une mesure
de la dépendance entre les queues des marginales et on 'appelle le coefficient de
dépendance de queue. Le modéle de Ledford and Tawn (1997) généralise celui de
1996 en donnant un développement d’ordre supérieur de la fonction de survie jointe
d’un vecteur aléatoire de marges Fréchet unitaire. Pour des valeurs élevées de z; et
29, la fonction de survie jointe de (77, Z,) est alors modélisée par :

F(Zl,ZQ) = P(Zl > Zl,Zg > 22)
= Ly(21,2)27 9252 + Lo(21, 20) 2 T 2y (2T 4 (zf(cl+d1)zz_(c2+d2)>
ol ¢14cy = % ,d; > 0et Li(z,2) # 07 = 1,2 est une fonction Bivariée & Variation
Lente (BVL). On a les résultats suivants :
(i)sin=1et tlim L(t) # 0, les variables marginales sont asymptotiquement dépen-
—00

dantes (AD) ;

(i) si0<n < 5 les variables marginales sont Al, avec une association négative ;
1
(iii) sin = 37 et L ~ 1, les variables marginales sont strictement indépendantes ;
o0

(iv) si 5 < n < 1, les variables marginales sont Al, avec une association positive.

Soit Z un vecteur de distribution I’ avec des marges Fréchet unitaire, le vecteur Z est
dans le domaine d’attraction d’une distribution des extrémes multivariée si il existe
une mesure de Radon y telle que pour tout borélien compact B C [0, 00]%\{0}, la
limite :

n—00 n

limP(zeB) = u(B),

existe, est non dégénérée et vérifie 1 (0B) = 0, ou d’une fagon équivalente le proces-

n 0 0

sus ponctuel de de Haan (de Haan, 1984) Z Zd' = 1, .., n} converge faible-
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ment vers un processus poissonien d’intensité p (Resnick, 1987, chapitre 5). La
mesure [ est nécessairement homogéne d’ordre —1 et sa masse est concentrée dans
le sous-cone (0,00]¢ C [0,00]%\{0} dans le cas de la dépendance asymptotique.
Lorsque Z est Al, 1 n’a pas de masse dans (0,00)? et cela pose un probléme dans
les applications statistiques car alors u((0,00)%) = 0. Par suite on ne peut pas ex-
trapoler en utilisant les probabilités des événements plus centraux.

En utilisant leur nouvelle modélisation, Ledford and Tawn (1997) ont défini un nou-

veau processus ponctuel :
Z' Zi ]
e i=1,...,n| ¢,
by, by,

ol b, vérifie nF (b, ...,b,) ~ 1. Ce processus converge faiblement vers un processus
poissonien dont I'intensité est définie par une nouvelle mesure py sur le nouveau cone
convexe (0,00)¢, ce qui permet de considérer une nouvelle structure de convergence
dans (0, 0o]? ouvrant la voie & plusieurs approches de modélisation de la fonction de
survie.

3.4 Relation entre 1 et L et les mesures de dépen-
dances Y et y
Dans cette section on se propose d’exprimer les mesures de dépendance y et x en

fonction du coefficient de dépendance de queue 7 et de la fonction L.
En utilisant la définition de C' et le modéle de Ledford and Tawn (1996), on a :

Cl—t,1-t)~L{(1-t"} (1 -t quand t — oco.
Par conséquent,
Y = limx(t)
T 2log(1— 1)
—lim{ — ~1
t—1 [logC(1—t,1—1)
2log(1 —1t) (3-3)

lim = : -1
=1 | log £{(1 — )"} + ; log(1 — 1)
=2n—1

Par suite la relation entre ces deux mesures de dépendance et n et L est
X = limx(t) = 2 — 1.
Par conséquent, si n = 1 et tlim L(t) =c (0 <c<1),alors y =1 et les variables
—00

sont asymptotiquement dépendantes de degré xy = c.
Si0<n<loun=1et tlim L(t) = 0, alors x = 0 et les variables sont asympto-
— 00

tiquement indépendantes de degré x = 2n — 1 (Beirlant et al., 2004).
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3.5 Quelques modeéles pour I’'indépendance asymp-
totique

Durant la derniére décennie, plusieurs travaux ont essayé de combler les lacunes de
la théorie des valeurs extrémes dans le cas de I'indépendance asymptotique. Dans la

suite on parcourra briévement les principaux travaux qui ont suivi ceux de Ledford
et Tawn (1996, 1997).

3.5.1 Variation réguliére cachée : Resnick (2002)

En se basant sur les travaux de Ledford et Tawn (1996, 1997), un raffinement de
la classe des distributions multivariées variant régulierement dans le cas de I'TA est
introduit par Resnick (Resnick, 2002) sous le nom de variation réguliére cachée. La
notion de variation réguliére cachée désigne une sous-famille semi-paramétrique de
la famille compléte des distributions possédant une variation réguliére multivariée
dans le cas de I'TA. L’idée est de mettre en avant des outils permettant de capturer
les résidus de dépendance négligés par la mesure p de la variation réguliére relative a
la théorie des valeurs extrémes. En quelque sorte, par le biais d’une nouvelle mesure
plus précise, on va zoomer sur la région (0,00]? dans le cas d'une indépendance
asymptotique. Bien sir on n’aura pas besoin de le faire dans le cas de la dépen-
dance asymptotique.

Définition 3.5.1. (Resnick, 2002) Soit Z un vecteur aléatoire & variation réguliére
sur le cone C = [0,00)"\ {0}, d > 2, i.e. il existe b(t) — oo et une mesure de
Radon v sur C telles que

P(Z/b(t) €.) = v(.), t— oo, dans M, (C). (3.4)

Z est dit o variation réquliere cachée sur le sous-cone Cy = (0,00)" si v (Co) = 0 et

bo(t)
b(t)

s’il existe une fonction by(t) — oo vérifiant

sur M (Cy) telles que :

— 0 et une mesure vy définie

tP {boif) € } S (), quand t— . (3.5)

Ci-dessous quelques conséquences de la définition précédente (Resnick, 2002) :

e Il existe @ > 0 tel que pour t > 0 v (tA) = t“v(A) pour tout ensemble
mesurable A C Cy ;

e Il existe ap > a tel que pour t > 0 vy (tA) =t~y (A) pour tout ensemble
mesurable A C Cy ;
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e bc RVietby€ RV ;
a ag

e D’une fagon équivalente a (3.5) :

(t)

pour tout borélien B de Ny = Cy NN ou N et H, désignent respectivement
la sphére unité et la mesure angulaire correspondante a v, sur Nj. La mesure
Hj est dite mesure angulaire cachée.

tP <bi >r, W e B) = 1 Hy (B)
0

Remarque 3.5.1.

Lorsque C = [0,00)*\ {0} et Cy = (0,00)%, alors la variation réguliere cachée im-
plique 'IA (Resnick, 2002). Dans ce cas, l'appellation variation réquliére cachée est
justifiée par le fait que la normalisation relativement brute nécessaire a la conver-
gence vers les axes est trop forte et cache la structure a lintérieur du cone. Une
normalisation de moindre ordre est nécessaire sur un plus petit cone. En d’autres
termes, dans certains cas, la mesure limite v en (3.4) sur le cone C est dégénérée
car concentrée sur C\Cy. Restreindre la convergence (3.4) au sous cone Cy peut
alors faire apparaitre une structure plus fine en ayant recours a une normalisation
qui tend vers [infint moins vite.

Exemple 3.5.1. Distribution normale de coefficient de corrélation 0 < p < 1.
On suppose que Zi est un vecteur bivarié dont la structure de dépendance est donnée
par une copule gaussienne avec des marges Fréchet unitaire. Dans le cadre maz-

stable la mesure v est concentrée sur les axes. En utilisant le modéle de Ledford and
Tawn (1997)

F(21722> = ]P’(Zl > 21, 4y > z2) ~ [21(2172,2) (2122)—1/277’

avec 1 = et L1 une BVL. Le vecteur Z est a variation réguliere cachée d’ordre
Qg = i et la mesure cachée vy se factorise de la facon suivante :
p
1 1 —1/2n—1
vo (dr x dw) = —r~1+Y/m y {w(l—w)} dw .
U] U

[ J/
-~

Ho(dw)

La figure (3.1) illustre 'apport d’un point de vue statistique (extrapolation)
de la mesure cachée ry. En effet, grace a cette mesure, plus d’informations sur
les événements centraux sont disponibles, ce qui offre la possibilité d’appliquer les
méthodes non paramétriques d’extrapolations.
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Fig 3.1: Nuage de points correspondant & n = 10® observations de la loi normale en
marges Fréchet unitaire avec une corrélation p = 0.7. A gauche normalisée par n
ce qui correspond a n = 1 donc une variation réguliére d’ordre 1 (RV}) et a droite

1
normalisée par n' ce qui correspond a une variation réguliére d’ordre 1/n (RV 7).

3.5.2 Dépendance résiduelle extrémale : De Haan et Zhou

(2011)

Si Resnick en 2002 (Resnick, 2002) a défini la variation réguliére cachée en se basant
sur le modele de Ledford et Tawn (Ledford and Tawn, 1997), en 2011 de Haan et
Zhou (de Haan and Zhou, 2011) ont travaillé directement sur une deuxiéme condition
de convergence vers une loi extréme détaillée ci-dessous. Ils ont ainsi défini une
variation réguliere de queue d’'une distribution bivariée trés similaire a celle présentée
dans Ledford and Tawn (1997). Ceci leur a permis d’introduire une mesure définie
sur le cone (0, 0o]? opérante dans le cas de 'indépendance asymptotique. Ci-dessous
nous résumons leur approche.

Soit (X;,Y;), 1 <7 <mn, des copies indépendantes d'un vecteur aléatoire (X,Y)
de fonction de répartition . On suppose que F est dans le domaine d’attraction
d’une loi extréme G donc il existe des suites normalisantes, {b,1 > 0}, {b,2 > 0},

et {an1},{an2} telles que :

. X - Q1 Y — Qn,2
lim nP|{ — > 2x0ou ———=
n—+00 bn,l bn,2

2y>=—MG@w)

Cette condition peut étre remplacée par l'existence d’une mesure v définie sur
R2\{0} vérifiant pour tout z >0 et y >0 ;

—InG(z,y) =v{(u,v);u>z ou v>y}.
Pour tout borélien A vérifiant inf(, )ea 2 V y > 0 et pour des marges Pareto on a :
v(tA) =t v(A).
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3.5 Quelques modéles pour I'indépendance asymptotique

La condition du second ordre introduite par de Haan et Resnick en 1997 (de Haan
and Resnick, 1977) est liée a la vitesse de convergence vers une loi extréme.

Cette condition est vérifiée s’il existe une fonction 1(x, y) et une fonction A(t) — 0
quand t — oo telles que :

P (X;’E)(t) > ou Y;;(ztgt) > y> +In(G(z,y))

Soit X =1/ (1 — Fx (X)) etY =1/ (1 — Fy (Y)) ot Fx et Fy sont les distributions
marginales du vecteur (X,Y). Les distributions marginales de (X , ?) sont de type

~ 1
Pareto standard, i.e. P (X > x) = — pour x > 1.

x
En conséquence 1'égalité précédente devient, en fonction de la mesure v :

tP (X' > tr,Y > ty> —v{(u,v),u >z,v>y}
lim

existe,

et dans le cas de I'TA on a v {(u,v);u > x,v > y} = 0. La condition du second ordre
s’écrit alors :

]P(X > tx,Y > ty>
tliglo D) existe (3.6)

avec Q(t) = @

La fonction A est & variation réguliére d’indice » < 0 donc () est a variation réguliére
d’indice r — 1 < —1. En posant r — 1 = — on retrouve la modélisation de Ledford

et Tawn (Ledford and Tawn, 1997).

Définition 3.5.2. (Dépendance résiduelle extréme)

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire bivarié a variation régulicre dans R2\{0}. On dit
que ce vecteur présente une dépendance résiduelle extréme si ses composantes sont
asymptotiquement indépendantes et s’il vérifie la condition (3.6).

L’appellation dépendance résiduelle extréme reflete la dépendance dans les par-
ties résiduelles avant d’atteindre I'indépendance stricte a I'infini.
de Haan et Zhou n’ont considéré que les cas d’indépendance asymptotique avec

association positive, c¢’est-a-dire les cas ou 3 < n < 1. IIs considérent que cela

correspond au cas le plus intéressant dans la modélisation des données réelles. Par

exemple dans le cas d'une distribution normale avec un coefficient de corrélation p,

1 1
n= # donc n < 5 correspond & une corrélation p < 0.
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-1
Puisque la fonction Q(t) est a variation réguliére d’ordre —, la fonction Q(¢7) est
a variation réguliére d’ordre —1 et par suite la condition (3.6) est équivalente a :
P <Xl/” > to, Y1V > ty>
lim
t—r00 Q(t"])

= v {(u,v) :u>z,0>y}

oul v* est une mesure définie sur (0, 00)” vérifiant
v (tB) =t 'v*(B) t>0

pour tout borélien B vérifiant inf(, yepx Ay > 0.
de Haan et Zhou ont décomposé v* en composantes radiale et angulaire pour définir
une nouvelle mesure spectrale H* finie sur (0, 1) qui caractérise la dépendance entre

les marginales. Le théoréme suivant résume leur principal résultat :
Théoréme 3.5.1. de Haan et Zhou [2011]

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire bivarié appartenant au domaine d’attraction d’une
loi extréme. On suppose que (X,Y) présente une dépendance résiduelle extrémale

avec un coefficient 3 < n < 1. Alors il existe une mesure finie H* sur (0,1) telle
que :
Y us sy = [ A (aw)
v'{(u,v) :u>z,0v = — N — w
T w0 " yl=w)

pour x,y > 0.
Inversement, pour toute mesure finie H* sur (0,1), la partie intégrale de l’égalité
précédente est finie. De plus, il existe un vecteur aléatoire (X,Y") appartenant au
domaine d’attraction d’une loi extréme et présentant une dépendance résiduelle ex-
tréme.

Exemple 3.5.2.
H*(dw) = Ha pe)(dw) = cw® (1 — w)Pt
ot 0 < a, B < +oo et ¢ une constante strictement positive.
o sia# [ alors H* est asymétrique ;

e les valeurs de o et 3 déterminent le degré de concentration de H* a lintérieur

de (0,1) ;
1 1
opourazﬁzi etc:§ on a :
1
1 1 1
— N ———Hu/21/21/2) (dw) = ——,
Ny Harzaszar () N
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3.5 Quelques modéles pour I'indépendance asymptotique

ce qui correspond a la dépendance résiduelle extréme d’une distribution bivariée nor-
male.

Les apports de cette approche par rapport a la variation réguliére cachée est
d’une part la donnée d'une condition mathématique explicite justifiant 'ordre de la
variation réguliére que doit avoir la fonction de survie bivariée pour identifier les cas
ou l'on est capable de capturer les résidus de dépendance lorsque la loi limite des
maxima normalisés basée sur la premiére condition de convergence est dégénérée.
D’autre part d'un point de vue statistique, la réciproque du théoréme 3.5.1 constitue
un outil important pour le développement de modéles paramétriques pour les queues
de distributions au travers des estimations des paramétres associés a la mesure H*
(¢, a et [ dans le cas de 'exemple ci-dessus). D’ailleurs dans la méme optique nous
généralisons dans le quatriéme chapitre un théoréme de Ramos et Ledford (Ramos
and Ledford, 2009).

3.5.3 Modéle paramétrique de Ramos et Ledford (2009)
Modéle de queue

Partant d’une reformulation de la fonction de survie jointe définie dans le modéle
de Ledford and Tawn (1997), Ramos and Ledford (2009) introduisent un modéle
paramétrique pour les queues de distributions. Ce nouveau modéle permet de gérer
les cas de dépendance et d’indépendance asymptotiques. Soit (Z;, Z3) un vecteur
aléatoire de marges Fréchet unitaire et de fonction de survie jointe :

Flr,y) = P(Zy >, 2 >y) = Llx,y)(zy) =, n € (0,1],

ol L est une fonction bivariée & variation lente. En introduisant un vecteur bivarié
(S,T) défini par (S,T) = lim {(Z/u, Zs/u) | (Z1 > u, Zy > u)}, Ramos et Ledford
U—r 00

factorisent la mesure puw g (Resnick, 2002) associée au vecteur (R, W), on R = S+T
et W = S/R, de la facon suivante : (dr,dw) = r~*/"drdH,(w) ou H, est une
mesure définie sur (0,1). Pour un seuil élevé u et pour tout (s,t) € [1,00)?,

Fsr(s,t) = P(S>sT>t)

- _ 0s/(s+1)
— Jl_{goP(Zl >us,Zy > ut | Zy > u,Zy > u) = W

En transformant en coordonnées pseudo-polaires, I’équation précédente donne
pour w € (0,1) :

o) = (222) - [+ (1) 1/2” [yt

Comme Fgr(1,1) = 9*(%) = 1, H, doit satisfaire la condition de normalisation
suivante :

1/2 1
nt= /0 dH, (2) + /1/2 (1—2)""dH, (). (3.7)
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La mesure H, est analogue a la mesure classique de la théorie des extrémes multi-
variée H. Les deux mesures H, et H sont liées : si (Z, Z,) est max-stable, n =1

et dH(w) = (2 - fol max(w, 1 — w)) dH,(w) = 0dH;(w), ot 0 désigne le coefficient
extrémal de (Z1, Z3).
En utilisant la modélisation suivante

From(2,y) = pungu(z/(z + ) (zy) "2, (2,y) € (u,00)%, (3.8)

ou p =P(Z; > u,Zy > u), Ramos et Ledford (2009) ont défini des modéles semi-
paramétriques a travers H,, pour la fonction de survie. Chaque choix d'une fonction
g« dans (3.8) fournit un modéle paramétrique de la fonction de survie. En se basant
sur une modification du modeéle logistique, Ramos and Ledford (2009) ont défini le
modele n-asymétrique logistique.

Pour un seuil élevé u et pour tout (x,y) € [u,00)?, la fonction de survie de ce
modele est définie par:

FX,Y<x,y>=p§$:" <px>1/"+(%)l/n{<px>1/5+(%)1/6}6/n 39)

avec p > 0,0 >0telsqued # let N, = p U pt/n (,0*1/5 +p1/5)6/n.

Partant d’une nouvelle représentation de la fonction de survie, nous généralisons au
chapitre 5, la modélisation (3.9) ou le coefficient de décroissance de queue 7 sera
remplacé par une fonction bivariée introduite par Wadsworth and Tawn (2013).

3.5.4 Modéle de maxima de Ramos et Ledford (2011)

Ramos and Ledford (2011) ont considéré le méme processus ponctuel que celui in-
troduit par Ledford and Tawn (1997). Cela leur a permis de retrouver leurs résultats
de 2009 sur la mesure H, puis, grace a cette nouvelle mesure, de définir une loi de
maxima sur le cone (0, 00)? en suivant 'approche de de Haan (1984). Leur démarche
est la suivante :

Soit R. = {(z,y) /r > e,y >¢c} et R.(z,y) = R\ A(g,2) x (g,y)}. Soit (X;,Y;)
, 1 <4 < n, des copies i.i.d d’un vecteur aléatoire (X,Y) avec des marges Fréchet
unitaire et de fonction de répartition F'. On désigne par Mx,, . et My, . les com-
posantes de maxima des points (Xi,Y)), ..., (X,,Y,) dans la région du plan R..
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Ainsi pour tout # > ¢, y > ¢ et b, vérifiant nF(b,,b,) =1 on a :
Manb MYn eb.
IED b} b} n < b} b} n <
(B o
P{ aucun (X;,Y;) ne soit dans R, (b, yb,)}
= P{ tout (X;,Y;) soit a lextérieur de R, (b, yb,)}
= {1— F(aby,eb,) — F (gby, yby) + F (xby, ybs) }"

:{ 1{F(a:bn,gbn) F (by, yby,) F(mbmybn)Hn

n

F (b, by) F (b, by,) F (b, b,)

Par conséquent

Mx e My e
lim lim P(M <z ,M§y>:Gn(x,y)

e—=0n—o0 bn - bn

avec

Gy(,y) = exp (=Vy(z,y))

1 1— 1/n
Vi) = [ max (£22) o)
0

ol

r oy

F-madogramme lié au modéle de Ramos et Ledford

Le F-madogramme, présenté en section (2.4.2), est utilisé pour estimer le coeffi-
cient extremal. Récemment Guillou et al. (2012) ont adapté cette notion au mod-
¢éle de Ramos and Ledford (2009). Ce F-madogramme est une distance qui per-
met de mesurer la dépendance entre les extrémes dans une situation proche de
I'indépendance asymptotique. Désignons par (M%, M) le vecteur bivarié lié a la
distribution G, (z,y) i.e. P(M% < z, My < y) = exp (—V,(z,y)) avec les distribu-

tions marginales F'§(z) :== P(M% < x) = exp (—O'X(L'%l> et Fi(y) =P(Myx <y) =

exp (—ayy%> avec ox = V,(1,00) et oy =V, (00, 1).
Le F-madogramme de (M%, My ) est défini par
1 * * * *
Vn = §E | Fx(Mx) — Fo(My) | -

Le F-madogramme est li¢ a 0, = V, (0%, 07) : Panalogue du coefficient extrémal
classique par la relation suivante
1+ 2y,
12y,
Par conséquent quand la distance v, croit, le coefficient 0, croit aussi et si v, = 0
alors 0, = 1.
Si M% et My sont indépendants alors F5 (M%) et Fy(Ms) sont deux variable in-
dépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1]. Par conséquent v,, = %. et 6, = 2.

Oy
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Chapitre 3 : Au dela du max-stable

3.6 Modéle de Wadsworth et Tawn (2013)

Dans toute cette section (Xp, Yp) désigne un vecteur bivarié de marge Paréto, i.e.
P(Xp>z)=P(Yp>z)=21 z>1 et (XpYg) = (log(Xp),log(Yp)) le vecteur
bivarié obtenu par passage au marge exponentielle. Par conséquent :

P(Xp>z,Yp>y)=P(Xg >logz, Yy >logy), (z,y) € [1,00)>

Wadsworth et Tawn (2013) ont introduit le modeéle de queue de distribution suivant :
pour (Xp,Yp) un vecteur bivarié avec des marginales Pareto standard

P(Xp >n,Yp >n?) =n"CVL(n; 3,7) (3.10)

ot L est une fonction UVL de variable n, et (3,v) € R2\{(0,0)}. La fonction stricte-
ment positive x(S,7) détermine la vitesse de décroissance de la fonction de survie
et permet de controler la dépendance entre les queues des marginales. Les fonctions
Kk et L vérifient certaines propriétés (voir Wadsworth and Tawn (2013) pour plus de
détails). En particulier k est homogene d’ordre 1 ; k(3,7) = (84 7)r(a, 1 — ) avec
o= B%et il suffit donc de considérer le modeéle avec la restriction k(«, 1 — ). En
posant o = 1/2, k(1,1) = 2k(%,3%) = % on retrouve le coefficient 1 du modéle de

272
Ledford and Tawn (1996).

Proposition (Wadsworth and Tawn, 2013)
Soit (Xp,Yp) un vecteur bivarié asymptotiquement dépendant, i.e. y > 0 avec
x = lim P(Xp >n|Yp >n). Alors x(3,7) = max(f, 7).

n—oo

Une conséquence immédiate découle de la contraposée de la proposition ci-dessus :
Si k(B,v) # max(f,v) alors (Xp,Yp) est vecteur bivarié asymptotiquement in-
dépendant.

Ce résultat peut étre tres utile dans la pratique, lorsqu’on s’intéresse a des données
réelles sous le modéle (3.10). En effet, il peut constituer la base d'un outil de détec-
tion des cas de I'indépendance asymptotique par simple comparaison de ’estimateur
de k & max((,7) (ce résultat sera d’'intérét pour 'identification de quelques distri-
butions usuelles & un nouveau modéle de queue introduit au chapitre 4).

En supposons que x est différentiable et la fonction L vérifie

, L(n;a+logx/logn,1 —a+logy/logn)
im
n—00 L(n;a,1—«)

=1 (3.11)

et
L(n"; B,v) = L(n;hB3,hy) h > 0. (3.12)

Wadsworth et Tawn introduisent le modéle suivant pour z,y > 1:

1 1
P(Xp > nz,Yp > n'™%) = n MO gprm@y=rm [ (n. o 4 ﬁ, l—a+ ogy( 13)
logn logn
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3.6 Modéle de Wadsworth et Tawn (2013)

ot {1(a), ka(@)} = {2, 25} a1
En particulier, en utilisant (3.12) on a

P(Xp > nx,Yp >ny) =P(Xp > (n?)Y22,Yp > (n?)Y2y)

—k —k K . log x lo,
= (n?)~F(1/21/2) = (1/2)y=w2(1/2) (nz’ Ly Jomr 1y 210ggyn>

= nil/nxfnl(l/Q)yf'%Q(l/Q)L <n7 1 + logz 1 + 10&) .

logn’ logn

En posant ¢; = k1(1/2), co = ka(1/2) et L(nz,ny) ~ L(n;1 + logz/logn,1 +
logy/logn), n — oo on retrouve le modéle de Ledford and Tawn (1997).
L’approche inférentielle considérée par Wadsworth et Tawn se base sur le modele
(3.13). Cette approche consiste tout d’abord a estimer A(«). En effet, en considérant
la variation réguliére de la variable univariée Z, = min (%, i—Ea), Wadsworth and
Tawn (2013) ont utilisé 'estimateur de Hill (Hill, 1975) pour estimer A\(«). D’aprés
(3.11) et (3.13) on a :

logt o logt
L(TL,O./—F logn’l a+ logn)

P(Z, >logn+logt | Zy > uy,) = Lin, a1 —a) M) My 0,
(3.14)

k1 -1
Ainsi 5\(@) = (E Z(log 2 — log z(kﬂ))) Ol Z(1), ... Z(k+1) Sont les k 4 1 statis-

i=1
tiques d’ordre supérieur de Z,.

L’estimation de A(«) ainsi que les équations (3.13) et (3.14) permettent de dé-
duire

T )

A

Ve

e e _/): ~
P Xp > alu, +v),Ye > (1 —a)(u, +v) p =~ e MOVIPIXE > au,, Y > (1 —a)u,} .

(3.15)
ottu, = lognet AM(a) = k(a,1—-a) avecy = ;*-x. Lorsque a décrit I'intervalle (0, 1),
le coefficient directeur ;% décrit (0, 00), donc I' équation (3.15) offre la possibilité

d’extrapoler selon toute direction du premier quadrant positif suivant des rayons
émanant de l'origine (voir figure 3.2). Cette méthode est plus avantageuse que les
méthodes d’extrapolations classiques associées aux modéles de queue de Ledford et
Tawn (Ledford and Tawn, 1997) ot 'extrapolation ne se fait que suivant des rayons
paralléles a la diagonale (voir figure 3.2). La question qui se pose est alors la suivante
: peut-on améliorer la méthode d’extrapolation introduite par Wadsworth and Tawn
(2013) 7 En d’autres termes, existe-t-il d’autres directions ou de conditions moins
restrictives a explorer? Nous donnerons une premiére réponse a cette question dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 3 : Au dela du max-stable

y.exp

X.exp

Fig 3.2: A gauche : directions d’extrapolation considérées par Wadsworth et Tawn
(2013) ; a droite : illustration de la méthode d’extrapolation de Ledford et Tawn

(1997), suivant des directions paralléles a la diagonale.

62



Chapitre 4

Nouvelle représentation de queue de
distributions bivariées

4.1 Introduction

Les méthodes d’extrapolation classiques appliquées dans le cadre max-stable et
méme dans les nouveaux modeéles qui se focalisent directement sur les queues de
distributions comme celui de Ledford et Tawn (1997) se font suivant des rayons
paralléles a la diagonale. En effet pour (Xg, Yg) = (log Xp,log Yp) un vecteur aléa-
toire avec des marges exponentielles, la méthode d’inférence statistique classique est
basée sur les deux représentations équivalentes suivantes quand n — oo :

P{(Xp,Yp) € tnB} ~ t V/"P{(Xp,Yp) € nB}
P{(Xg,Yp) €t +n+ A} ~ exp(—t/n)P{(Xp, Vi) € A}

pour les boréliens B C (1,00]?, A C (—o0,00]? et t > 1. Le paramétre de décrois-
sance de queue 1 peut étre estimé suivant plusieurs méthodes (Voir Beirlant et al.
2004, Chapter 9). Les travaux de Wadsworth and Tawn (2013) montrent d'une part
que cette stratégie d’extrapolation est peu opérante quand on veut s’intéresser aux
régions décalées vers I'un des deux axes du premier quadrant positif, et apportent
d’autre part une solution partielle & cette défaillance. En effet comme cela a été
précisé dans le dernier paragraphe du chapitre précédent, la condition (3.11) im-
posée sur la fonction a variation lente univariée L, est une condition similaire & la
ray-indépendance définie par Ledford et Tawn (1997). En conséquence, le modéle
de queue de distributions bivariées (3.13) émanant de (3.11) limite I’étude aux dis-
tributions ray-indépendantes seulement.

Dans ce chapitre, nous étendons le modéle de Wadsworth et Tawn (3.13) aux dis-
tributions ray-dépendantes.

Notre approche exploite une légére modification de (3.13) qui nous permettra par la
suite de remplacer (3.11) par une hypothése moins restrictive. Gréce a cette nouvelle
modélisation nous fournissons des stratégies d’extrapolation non classiques pour un
spectre plus large de distributions.
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

4.1.1 Exemples pour lesquels la condition de Wadsworth et
Tawn n’est pas valide

Dans cette section on présente deux exemples de distributions pour lesquelles la
condition de Wadsworth et Tawn (3.11) n’est pas satisfaite. Pour chaque distribution
on identifiera le développement asymptotique de la fonction de survie jointe avec le

modeéle intial de Wadsworth et Tawn (2013) pour trouver l’expression de L(n, 3, 7)

. . L(n;B+]28Z y4 sy
et par suite celle de lim ( TR O P ”).

Exemple 4.1.1. Loi de queue inférieure de Clayton (Clayton, 1978).
La distribution de la loi inférieure de Clayton en marges exponentielles s’écrit :

Flr,y)=1l—e®—e ¥+ (e/™+e"™—1)", m>0. (4.1)

Sans perte de généralité on peut supposer que 5 = max(f3,7). En utilisant (3.10)

on a
P(Xp >n? Xp>n?) =P(Xg > Blogn, Xg > ylogn)

_ <6,81:;Lgn +€’yls§,n - 1 -m
=n’ (1—|—n%3 —n%)_
= L(n; B;y)n =0,

avec

=8 -8B

L(n;5,v) = (1 +nm — n7>7m.

D’une fagcon plus générale, on obtient

f—max(8.7) y—max(8.7) — max(8.7) \ ~""
L(n: B,7) = (n=5 RO )T
Par suite, en notant B, = B + }Z’gﬁ et vy, =7+ }ggz, on en déduit
L(mo )
im =
n—o9 L(n;B,7)
p—11/m\ ~m py—1)1/m\ T .
(1+(y = ) Loy + (1+( v 1) > Ley si B=1,
1 §1 (B - 7)(596 - /Yy) > 07
0 Sinon.

(4.2)

Le deuxiéme exemple que nous considérons est la loi de queue d’une distribution
bivariée extréme et plus précisément celle du modéle mixte (Tawn, 1988) définie par
la fonction de dépendance V(z,y) = % + i — x%y, 0<o<1.
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4.1 Introduction

Exemple 4.1.2. Loi de queue supérieure d’une distribution bivariée extréme du
modeéle mixte.
La distribution correspondante en marges exponentielles s’écrit

Fle =0 { ¥ | oy e ) )

En excluant le cas de l'indépendance exacte, la dépendance asymptotique de la distri-
bution permet de conclure que k(f,~) = max (f3,7). Par conséquent un développe-
ment asymptotique de la fonction de survie jointe donne :

L(n; B, 'y) = pAtmax(8,7) 4 g —v+max(8,7)

_npmﬂﬁﬁ)<1-—6Xp{‘_v>L%Q:z—ﬁ’hgﬂiz_ﬂ}})’

En utilisant les approximations log(1 + x) ~ x, exp(x) ~ 1 4+ = au voisinage de 0,
I’homogénéité d’ordre —1 de la fonction de dépendance V' et la propriété V (oo, 1) =
V(1,00) =1, on en déduit que :

L(n; B,7y) ~ n=PHmax(8) 4 p=rbmax(8) _ 17 {pf-max(8) py-max(n))

hi(n) _

ol la notation hy ~ hy signifie lim,,

ha(n) —
D’ou

li L<n;ﬁ+%’7+%>

im

oo L(n;,7)

Ltay ~l—aV(z, 1+~ ly—yV(a, .
o Ly + O Ly si B =,
- 1 si (B—7)(Bz — Vy) >0,
0 Sinon.

(4.4)

Ainsi les deux distributions présentées dans les deux exemples ci-dessus sont ray-
dépendantes et sont donc des exemples pour lesquels la condition (3.11) n’est pas
valide.

4.1.2 Modification de la condition de Wadsworth et Tawn
(2013)

Dans ce paragraphe, nous commengons par la reprise plus détaillée d'un raison-
nement de la section 3 du papier de Wadsworth et Tawn (Wadsworth and Tawn,
2013) permettant d’introduire un modeéle de queue de distribution bivariée a partir
de leur modele de base. Pour a € (0,1) et (x,y) € [1,00)?, notons

P*=P (Xp >n%z,Yp >n'"% | Xp >n®Yp > nl’o‘)
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

En utilisant le modéle de départ (3.10) de Wasworth et Tawn (2013) on a :

log = 1— logy
P (Xp >nteen Yp >n O‘+logn>

P* =
]P(Xp > n"‘,Yp > nl—“)

. log x o logy
_ L (n At g I ot 1°g”> (el =a)—r(at g8 1—at il
L(n;o,1 —a)
L (n'a + —}ggz 1—a+ —logy>
) en’ logn log = lo
L(n;a,1—a) P [( ogn) k(e ) —nla+ logn @+ logn

Soit hy et hy deux réels positifs proches de 0. En supposant que « est différentiable
en (a,1—a),a € (0,1), le développement de Taylor de premier ordre de la fonction
K au point (a, 1 — «) s’écrit :

kla+hy, 1 —a+hy) —r(a,1 —a)=Vk(a,1 —a)(hi, hy)" +0(hi,hs)  (4.5)

O
ou Vk(z,y) = ) = (92 ) et (.,.) le produit scalaire usuel de R?. En utilisant
%) 8_y

(4.5) pour (hy, hy) = (1282 1024 ot (3.11) on a :

logn’ logn

lim P* = o "y "2

n—o0

Y

donc o l—a
lim P(Xp >n%r,Yp >n y) _ x—m(a)y—'@(a)‘
n—oo P (Xp > n, YP > nlia)

D’autre part de (3.11) on peut déduire que pour tout « € (0,1)

L(n;a+10gw§/logn,1 - oz—l—logyﬁ/logn)

lim =1 4.6
n—00 L(n;a, 1 — @) (4.6)
par suite
log o @ logy o
- : ogra@ 1 _ ogyT-o
lim P (XP >nz,Yp >n ay) — lim L(n;a + log n 1-a+ logn $—K1(a)y—fc2(a).
n—oo P (Xp >n®Yp>nl-2) n—00 L(n;a,1 — «)

1

Par conséquent on peut déduire le modéle de queue de distribution bivariée suivant :

1
P(Xp > nz, Yp > n'~%y) = n~ M) g—r(a)y—ra(a) 1, <n; o+ log 2 1— o+ logy_° >

Togn ’ Tog n
(4.7)

o M) = r(a, 1—a) et {k1(a), #a(a)} = {% g—ﬁ} lata= (A(@) + (1 — aX(a), A(a) — aN(a)).
Ce modele apparait comme une légére modification du modéle (3.13) qui permettra
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4.1 Introduction

par la suite une extension de ce modéle sous une condition moins restrictive que

(3.11).
On vérifie aisément que pour « € (0,1)

K1 () N re(a)  Aa)

l—a « a(l —a)

Par suite

P(Xp > nz,Yp > nl=%)
1 = r1(a) | ro(a) | ri(e)  ra(e) rola) | ki(a) | ka(a)  ry(a)
— o —Ma . logz@ _ logyT=a\ —(l-){za=at5a tT30—a)  %a N T2 Tai—ay T 2a T 20=a
=n MY L(n;a+ B 1 a+/\(1)0gn ) {555 (=2 y { (=2 (=a)
_)\(a) — [e%
= L(n%z,n' =) n MWz 20 920-a)

ou
| ; 1 Ta ) )ra(a)
- ogra OgyT-o |\ (-a)mp(e)—ar(e) am(e)—(l-a)ry(a)
E(no‘x,nl ay) = n; o + g—, 1 — « gL T 2a Y 2(1—a) .
logn logn
(4.8)
Alors,
. ,C(nax’ nliay) (1—a)kro(a)—aky(a) anl(a)zfilfa)ng(a) o
lim = 2a Yy —a) T(a,l—a)('ra y) = g(a71_a)(aj,y)

n— 00 E(na’ nl—a)

1 1
. logz @ logyI*O‘
L(n’a—"_ logn ’1_a+ logn )
L(n;a,1—a) :

avec 7(a,1-a)(7,y) = lim

n—oo

La condition (4.6) correspond & r(41-a)(#,y) = 1. Pour les deux exemples con-
sidérés dans le paragraphe précédent la fonction g, 1, vérifie

J(a1-a) (CQI, CliQy) = J(a,1-0a) (.’L’, y) (49)

pour a € (0,1) et ¢ > 0. Si l'on considére le modéle (4.7), sans la condition
(4.6) alors g(a1-q) vérifie (4.9) si et seulement si 7(4,1-q) le satisfait aussi. Cette
derniére condition est moins restrictive que (3.11). En effet la distribution de la
loi de queue inférieure de Clayton et la loi de queue du modéle mixte sont deux
exemples pour les quels (4.9) est satisfaite alors que (3.11) n’est vérifiee que pour
a = 1/2. En conséquence la condition (4.9) est plus générale que (4.6). En se basant
sur la condition (4.9), nous introduisons dans le paragraphe suivant une nouvelle
modélisation de la fonction de survie bivariée généralisant celle de Wadsworth and
Tawn (2013).
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

4.2 Nouvelle représentation de queue de distribu-
tions bivariées

Soit (Xp, Yp) un vecteur bivarié avec des distributions marginales Pareto standard.
On suppose que pour (5,7) € RE\{0} et (z,y) € [1,00)? :

—5(8:7)  =r(B.)
P(Xp > nPz,Yp > nly) = L(nPz,nVy)n "By Wy (4.10)

ou k est la fonction définie dans le modéle de Wadsworth-Tawn (2013) et £ est une
fonction bivariée vérifiant

B 2 8 Y
lim LnPx,ny) . L(nfx,n"y)

- T8 o . 4.11
wini L) A ) e (@) (4.11)

On suppose de plus que la fonction g vérifie la propriété d’homogénéité d’ordre zéro
non standard suivante : pour tout (5,v) € R3\{0}

96 (2, Y) = g (2,). (4.12)
Par conséquent :
9 (@®,27) = gy(1,1) =1, pour 1<a < oc.

En utilisant Papproximation suivante £(n” n?) = L(n; 3,7), ol L est la fonction a
variation lente univariée définie dans le modéle de Wadsworth and Tawn (2013) et en
posant z =y = 1 dans (4.10), on retrouve le modeéle de Wadsworth et Tawn (3.10).

De plus, pour (8,7) = (1,1), puisque x(1,1) = % on reconnait aussi le modéle de

)
Ramos et Ledford (3.8) avec L(z,y) = n~Y7L(nx, ny).

Pour tout couple (5,7) € (0,00)? fixé, (4.10) définit une nouvelle représentation
de queue de distribution qui sera notre point de départ pour développer une esti-
mation non-paramétrique de la fonction de survie. Soit (Xg, Yr) un vecteur avec
des marges exponentielles, (4.10) peut étre utilisé pour estimer les probabilités que
(Xg,YEg) existe dans les intervalles de la forme (B(logn + logx),00) x (y(logn +
logy), 00) avec (8,7) € (0,00)? et (z,y) € (1,00)% Pour justifier la légitimité de
notre modeéle nous montrons qu’il correspond & différentes distributions bien con-
nues, certaines étant ray-dépendantes et d’autres ray-indépendantes.

4.2.1 Exemples

Dans ce paragraphe nous illustrons (4.10) pour certaines distributions classiques.
Pour chaque distribution on explicite sa copule associée puis nous utilisons 1’égalité
P(Xp > n’x,Yp > n'y) = P(Xg > Blogn + logxz, Yg > vlogn + logy).

Par identification du développement asymptotique de la fonction de survie jointe
avec la partie droite de (4.10) nous obtenons les expressions de (3, 7) et L(n’x, n7y).
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4.2 Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

Exemple 4.2.1. Distribution de Morgenstern (Morgenstern, 1956).
La copule correspondante a cette distribution est :

Cu,v) =uwv{l+m(l —u)(1—2v)}, mel[-1,1].

La copule de survie associée a C' est définie par :

C(u,v) =PU >u,V >v)=1—u—v+ C(u,v).
La fonction de survie avec des marges exponentielles s’écrit
P(Xg>2,Yg>y)=C(l—e*1—eY) x,9>0.
On obtient alors

P(Xg > Blogn +logx,Yr > vlogn + logy)
=nPrl+n 7yt =1+ 1 -—nPa )1 —ny ") {1+mn g1y}

— (1 + m)n_(ﬁ“"’w'x_ly—l — mn_(25+7)x_2y_1 — mn_(:8+27)$_1y_2 _|_ mn_2(6+7)x_2y_2
= n*(ﬂﬂ)x*%yf%ﬁ(nﬂ% ny)

ot
Lfe,ny) = (L+m)a™ y= —mn P’ Y= —mn ey = +mnfe™s 5
=8 B=~ =8 B=~
= (L+m)a @y > —mnPa y > {a +y —aly'}.

Par suite g(g.)(z,y) = T y 7, ce qui permet de vérifier (4.12) facilement.
Exemple 4.2.2. Distribution bivariée extréme.
La copule correspondante est donnée par :

C(u,v) = exp [V {=1/logu,—1/logv}],

ou V est la fonction de dépendance de la distribution bivariée extréme considérée.
Un calcul direct conduit a [’égalité suivante

P(Xg > Blogn +logx, Yy > ylogn +logy) =nPat+n7y !t -1
+exp [~V {-1/log(1 — n~A-logx/logn) "1 /log(1 — n‘”‘logy/log”)}} :

Comme la distribution est asymptotiquement dépendante, k(f,7v) = max(f,v) et
par suite,

—r(By)  —r(B)
T"f —RWBY) Jé]

P(Xg > Blogn +logz, Vi > ylogn + logy) = n "7y y > L(n"z,ny),

ou
_g BB 4 s _ rBy) k(B g
‘C(nﬁx’nﬁ/y) — n":(ﬁﬂ/) 63: 23 y 2y + n"dﬁa"/) 'Y:U 253 y 2
,5,10& —y— logy
—1+exp {7V{71/log(lfn logn) —1/log(1—n 10g7l)}}

+ —x(B,y) —r(ByY)
n*"(Bﬂ’)x 23 Yy 2y
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Par conséquent

£(B,7) K ﬁ7
B V{xm<§ﬂ7)yn(§vw 1 V(nﬁ_V,x_ly)x'ﬂ(féw_lym(gvm}

On en déduit que :
Ty {1-V(La 'y} +atyr si B=1,
I (T y) = x’ﬁy% si B>, (4.13)
x26y”2 st B <n.
Par conséquent la condition (4.12) est vérifiée.

Exemple 4.2.3. Distribution bivariée inversée.
La copule associée est

C(u,v) =u+v—1+exp {—V {log(zl_ u)’ log(zl— v) H ’

ouV estla fonctzon de dependance de la distribution bivariée considérée. On définit
Vi(z,y) = —x et Vo(z,y) = . On obtient

P(Xg > Blogn +logz, Yi > ylogn—i-logy) =

1 log x 1 log y

- - ; . R e e )
= exp { V{(logn)(ﬁ+}ggi)a (logn)(’y+logy)}} n B2logn’Y  ~2log

logn

vi(L,1) w(i,1
VG e | o), e
v(i.1 V(1.1
~ niv(%’%)x (2/BB’Y)y7 (577)£(n6:v,n7y)

ot L(nPx,ny) =z 2P 2y 2 7
Par conséquent,

“(34) aG) () n(3d)
gem(@y) =a 7 sy 7w ”
La fonction de dépendance s’écrit V(z,y) = [ (1 —s)y~'dH (s —l—f B s:c_ldH( )
ou H est la mesure pseudo-radiale associée a V. On vérifie aisément que Vi(z,y) =
=L (Y sdH(s) et Vo (z,y) = =% [ (1 — s)dH(s).
z+y

22 72
Par suite — {zV} (z,y) + yVa (x,y)} = 1 0““’(1 s)dH(s += f . sdH(s) =V (x,y).
z+y
Par conséquent, V (1 i) =— {Vl( 7’ 2) . D’ou

n(32)-me(3d) a(d)-m(3)
9(B.y) (IL’, y) =7 282~ Y 2B~2

et la vérification de la condition (4.12) est immédiate.
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4.2 Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

Exemple 4.2.4. Distribution bivariée normale.

C(u,v) = Po(P1(u), P1(v); p), peE[-1,1],

avec ®1 la distribution normale standard et o la distribution jointe associée avec
coefficient de corrélation p. En suivant Wadsworth et Tawn (Wadsworth and Tawn,
20183), nous considérons un développement asymptotique de la fonction de survie
pour obtenir la fonction k et le terme du premier ordre de L.

P(Xg > Blogn +logx,Yg > vylogn + logy) =
P{Xy >0 (1-n PTED) vy > @p! (1 O0FEED) ]

Comme n tend vers linfini, le rapport de premiére dimension de Mills (Feller, 1968)
log @ lo,

donne &7 (1—n~F1sn)) ~ (2Blogn+2log 2)/2 et By (1—n~ 1)) ~ (2vlog n+

2logy)Y/2. Par conséquent

“h(B) KB
P (Xg > flogn +logx, Y > vlogn + logy) ~ L(n’z,n y)n "Bz 2 Yy o

En posant 81 = 8 + }gii ety1 =+ ﬁgfi on a :

o= {5 sw2<mm{%,%} oS0t =)
K V)=
max {#,7}  sinon

et
(-8 = 20(y/Bary—VB)
p20=8y20=pDrn =7 f(n, By, yy)  Sip? < min {%, Z—Z}
C(nPr.nTy) = o ou{p <0 et min{B;,v,} > 0}
x*§y71{5z>7y} —|—x25y 2 1{51«Y } st p2 > g—z ou p > 5;
%g;*% zﬁ 145,51 + xzﬁy 5 118, <y} S PP =y/Be ou p?= LB/

N _ log x _ logy
ou ﬁx - ﬁ+ logn’ f}/y - 7+ logn et

oo 2} GRS SIS g vy
f (naﬁﬁ) - (47T log n) 2(1—p2)
(B2 — pfyl/z)(,ylﬂ — pB1?)

On en déduit donc ’expression de la fonction de dépendance

=8 B=y
2009892007 si p? < min {g—z, E—Z} ou{p <0 et min{f,,v,} >0}
5

NJ\»—\

93,7) (l‘ y) =

v T[}{ﬁmy} HeEY T Ly s> R ou P> 5;”
I .
%x 2y Igg,>n, ) T $25y B i<y} S p* = Vy/Bx  ou p? = = Ba/y-

La premiére partie de [’expression de k correspond a l'indépendance asymptotique
et la deuzieme a la dépendance asymptotique. Dans chaque cas la condition (4.12)
est satisfaite.
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Exemple 4.2.5. Loi de queue inférieure de la distribution de Clayton (Clayton,
1978).

Clu,v) =u+v—14{(1- w) Y™ (1 —0)"Ym — 1}_,m m > 0.
Le développement en marges exponentielles donne

“h(B) KB
P(Xg > Blogn +logz, Vi > vlogn 4+ logy) = n~ "y 2 Yy o L(nPx,nTy)

- . B—max(B8,y) 2B—max(8,y) —max(B,7)
avec k(B,7) = max(B,7) et L(n’x,n7y) = (A+B+C) ™ ovA=n"m —ax 2mp y 2m
y—max(8,y) 2y—max(8,y) —max(B,y) _ max(8,y) = max(8,7) —max(8,7) .
B=n"m "y 2w g s (C=-n" m x 28 y 2» . Par suile

3L

-1 1 11\ 7™ .
(x%yﬂ + xoamy2 ) S? ﬁ =7,
g(ﬂﬁ)('r’y) = 1B v 1 .
2y Digogy + 27y Ligeyy sio B# 7.

La fonction g(s, vérifie donc la condition (4.12).

4.3 Nouvelle mesure exponent

Partant du modéle bivarié (4.10) on se propose de définir une mesure exponent
analogue a celle des distributions max-stables. Notre point de départ vient de la
simple propriété suivante :

1 —w(By)  —r(B.y)
=gz, y)e 2y 2

i P (Xp > (nx)?,Yp > (ny)”’)

4.14
n—00 P (XP > nﬁ’ Yp > n’Y) ( )

avec ,y € [1,00), ol g(lﬁﬁ) est définie par g(lﬁﬁ) (z,y) = gis.(@”, y7).
En utilisant (4.9), on vérifie que la fonction g(lﬁ ) est homogene d’ordre 0. En effet,
pour ¢ >0

Par suite

1 1k z 1 oz
(7 Y) = 935 (m) =9pyWw), w= o € (0,1).

Pour tout 0 < ¢ < oo, on définit la mesure A, () sur (0,00)* par

Pt (x}%, v € B

A(t’ﬁ ~y (B) -
o P [X},/ﬂ >tV > t]
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4.4 Inférence statistique

olt B est un Borélien de (1, 00)%.
Pour (3,7) € (0,00)?, la limite (4.14) prouve la convergence de Ag,  , ) { (2, 00) x (y,00)}
quand n — 00, c’est-a-dire 'existence d’une mesure positive A sur (0, 00)? telle

que

K(B,7)

A(m(m))#!\n(ﬁm quand t— oo dans (0,00)? (4.15)

N v s . . .
ol '—7 désigne la convergence vague. Cette mesure A est définie par

K(B,7)

—r(B7)  —r(B) 1% x _ k(B
Alﬁl([g"y) {(l‘7 OO) X (y7 OO>} = g(lﬂ,'y)(x7y)m 2y e - g(ﬁﬁ) (m) (IL‘y) 2 16)

pour (x,y) € [1,00)%. Pour tout 0 < ¢ < oo suffisamment grand et pour tout
borélien B de (1,00)?%, grace a (4.15) on peut considérer 'approximation suivante

(4.17)

Py etn] = B[V > 0 > 1] Ay (B
. K(B,7)

1/8 1 1,% T _
(xY >t,YP/V>t] g () (ay) ="

~

Cette approximation forme la base des inférences statistiques appliquées dans le
paragraphe suivant sur la queue du vecteur bivarié (Xg, Yg).

4.4 Inférence statistique

L’estimation de la fonction de survie du vecteur bivarié (Xllj/ 7 Y;/ 7) sous le modele
(4.10) passe par I'estimation de la fonction x et de la fonction géf/ Dans la suite
nous proposons une méthode d’estimation pour chacune des deux fonctions.

4.4.1 Estimation de la fonction

Pour estimer la fonction x nous suivons la procédure de Wadsworth et Tawn (2013).
Pour tout couple (8,7) € (0,00)?, on définit la variable aléatoire univariée T4
par :
- (Xp YE>
T =min | —,— ).
(ﬁﬂ/) ( /8 ,y
A partir de (4.10), pour tout (z,y) € (1,00)?, on a :

P{Xp > (nz)’,Yp > (nz)'} =P{Ts,) >logn+logz}
= L (n’2”, n7a7) (na) =57,

Par suite

P {75, >logn+logz | T, > logn}

a0 — g (a8, 2D = 769,

(4.18)
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

D’apres (4.18), la queue de la variable aléatoire 7{4 ) est une fonction a variation

réguliére d’indice —r(f, ). Par conséquent la fonction k peut étre estimée comme

I'indice de queue de T{g ) en utilisant 'estimateur de Hill (Hill, 1975). Plus précisé-
k+1 -1

ment : R(5,7) = (E Z(t(i) — t(k+1))> ol t(1y, ...t(k+1) sont les k 4 1 statistiques
i=1

d’ordre supérieur de T{g ).

4.4.2 Estimation de la fonction g(lgv)

L’estimation de g}gfy permettra d’affiner 'estimation de la fonction & variation lente
bivariée surtout dans les cas de ray-dépendance. Ci dessous nous suivons une méth-
ode de Ledford et Tawn (Ledford and Tawn, 1997) pour estimer empiriquement la
fonction géf{

On désigne par F la fonction de survie du vecteur bivarié (X 1%, Yé ). Soit w € (0,1/2).
PourtoutnEN*onal’T“’n>netona:
F(n, (1 -wn/w) =P(Xp>n"Yp>(£=2n))
~ b, (1 55) (24) 5 F(n )
= 955 (@) (152”5 F(n.m).

15 P (—win/w)

F(n,n) )
Un raisonnement analogue pour w € (1/2,1) permet d’avoir une estimation de la
fonction géf{ pour tout w € (0,1) :

donc pour n suffisamment grand gé:(w) ~ (1_7”)

(1T Rl —wn)
_ < - > s € (0,1/2),
I W) = o\ T Ig(nW/(l —w),n)

| (m) o st w e (1/2,1)

~ 11
ol F est la fonction de survie empirique de (Xp,Y5 ). En conséquence, pour tout

(z,y) € (1,00)?, estimation de la probabilité suivante
P{Xp > (nz)’,Yp > (ny)'} =P{Xg > B(logn +logz),Ys > y(logn + log y)}

est construite de la facon suivante :

=T —R(B,7) (v1+v2) ~

P{Xg > B(un +v1),YE > y(up + v2)} = g(l/’;v)(w) e 2 P{Xp>Bu,Ye > yu,}

(4.19)

ol u, = logn, v1 = logx et vo = logy. La quantité P représente la probabilité des

dépassements empirique et ® désigne la valeur estimée de x(53,7v). Si l'on pose (B,7) =

(o, 1 — ) et v1 = vy sous la supposition g(lf’;ﬂ/) = 1 on retrouve 'approche de Wadsworth
and Tawn (2013).
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DBT

15

X.exp X.exp X.exp

Fig 4.1: Tllustration des trois stratégies d’extrapolation : LT (Ledford et Tawn,
1997), WT (Wadsworth et Tawn, 2013) et DBT (méthode en cours).

4.4.3 Une nouvelle stratégie d’extrapolation

En utilisant ’homogénéité d’ordre 1 de la fonction k, on se contente de considérer dans
(4.10), (B,7) = (a1,1 — a1),a1 € (0,1). En posant z = (1 — a1)(u, + v2) et a = vy — vo,
I'équation (4.19) devient

- —R(ag,1—og)(vytvg) ~

2 +aa,Yp > } =g @)e T TR X s agu,, Y > (1

(4.20)
Cette nouvelle équation permet d’estimer les probabilités que (Xpg, Yg) existe dans les in-

a1

@{XE> 1

(&3]
1—aq

dure définit une stratégie d’extrapolation qui permet d’estimer la probabilité de n’importe
quel événement du premier quadrant positif en utilisant des événements plus centraux.
Dans le cas oul @ = 0 on retrouve la méthode appliquée par Wadsworth and Tawn (2013).
La figure (4.1) illustre trois stratégies différentes d’extrapolation. La premiére, notée LT
pour Ledford and Tawn (1997), se fait suivant des directions paralléles a la diagonale.
La seconde, notée WT pour Wadsworth and Tawn (2013), se fait suivant des directions
linéaires de coefficients directeurs 1 —a/a, a € (0, 1). La troisiéme concerne la méthode en
cours, notée DBT dans la suite. Les lignes d’extrapolation de cette derniére approche se
font suivant des droites affines de coefficients directeurs 1 — oy /oy, a1 € (0,1). L’avantage
de la stratégie WT par rapport a LT est montré dans Wadsworth and Tawn (2013) ; par
conséquent on se contente dans la section suivante de comparer les deux stratégies W'T
et DBT au travers de quelques distributions classiques couvrant les cas de dépendance et
d’indépendance asymptotiques, avec ray-dépendance ou ray-indépendance.

tervalles de la forme ( z + aqa, oo) X (z,00). D’un point de vue statistique, cette procé-

4.5 Simulations

Pour illustrer la performance et la flexibilité du modéle (4.10), on se propose dans un
premier temps de montrer par simulations, I'existence de couples (a1, a) qui donnent des
directions d’extrapolation améliorant les résultats de Wadsworth et Tawn (2013) en terme
d’erreur quadratique moyenne (en anglais Root Mean Squared Error- RMSE) et en terme
de proportions des valeurs estimées dépassant la vraie valeur (en anglais Proportion of Es-
timates Exceeding the True Values-PEETYV). Puis nous proposons, dans un second temps,
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

des méthodes empiriques exploitant les données afin de trouver des couples (aq, a) permet-
tant d’avoir des directions d’extrapolation améliorant les résultats de Wadsworth et Tawn.
Plusieurs distributions couvrant un large spectre de dépendance, sont successivement con-
sidérées.

4.5.1 Existence d’une direction d’extrapolation meilleure que
celle de WT

Dans ce paragraphe on détaille la méthode de simulation permettant de trouver des couples
(a1, a) donnant une direction d’extrapolation meilleure que celle de Wadsworth et Tawn
(2013). Les données simulées englobent un large spectre de dépendance extrémale.
Les distributions bivariées considérées sont les suivantes :

(a) la distribution bivariée normale avec une corrélation p = 0.5; (b) la distribution bi-
variée inverse max-stable avec une structure de dépendance logistique; (c¢) la loi de queue
inférieure de Clayton avec paramétre m = 1.4; (d) la distribution bivariée normale avec
une corrélation p = —0.3.

Pour permettre de comparer au mieux notre approche avec celle de Wadsworth et
Tawn (2013), les paramétres des distributions (a) et (b) sont choisis d’une telle fagon que
n = 0.75, ce qui correspond a des cas d’indépendance asymptotique avec des fonctions a
variation lente ray-indépendantes.

La distribution (c) correspond a la dépendance asymptotique (n = 1) avec une fonction a
variation lente ray-dépendante. La derniére distribution (d) correspond a l'indépendance
asymptotique (n = 0.35), avec une association négative.

Nous nous plagons dans le méme contexte que celui utilisé par Wadsworth et Tawn : pour
chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec des marges exponen-
tielles et nous avons gardé 10% des données a des fins d’estimation. Ce processus a été
répété 500 fois.

On rappelle que pour évaluer la performance de leur procédure d’estimation dans le pre-
mier quadrant positif tout entier, Wadsworth et Tawn ont considéré des intervalles de la
forme y(a/(1—a),00) X (y, 00), en fixant y = 1.51og 5000 et en multipliant y par o/(1 — )
pour obtenir la valeur de ’abscisse x et ceci pour la séquence des valeurs du pseudo angle
a = 0.5,0.45,...,0,05. En particulier & = 1/2 correspond & la stratégie d’extrapolation
classique suivant des lignes paralléles a la diagonale (Ledford et Tawn (1997)).

Pour estimer les probabilités des intervalles considérés par Wadsworth et Tawn, on a utilisé
(4.20).

Pour chaque valeur fixe de «, nous cherchons les paires possibles («;,a) correspondant a
I'identification des intervalles issus de notre modéle avec ceux considérés par Wadsworth
et Tawn. Cette identification permet d’obtenir ’égalité suivante :

a1 «
= —1. 4.21
1_a1y+a1a 1-a ( )

Pour chaque valeur o € {0.5,0.49,...,0.06,0.05}, nous déterminons la valeur correspon-
dante de a a partir de (4.21). Le couple (o, a) retenu est celui correspondant a la valeur
de a1 qui minimise les RMSE. La figure (4.2) donne une illustration des différents rayons
d’extrapolation dans le premier quadrant positif considérés dans les simulations. Nos ré-
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15

Fig 4.2: A gauche: les rayons d’extrapolation considérés par Wadsworth et
Tawn lorsque o € {0.5,0.45,...,0.1,0.05}; A droite : superposés a la fig-
ure de gauche sont présentés pour la valeur particuliecre de o = 0.45, les
nouveaux rayons d’extrapolation correspondant aux paires (ag,a), pour o €

{0.5,0.49, ...,0.06,0.05}.

sultats sont présentés dans les figures (4.3) et (4.4). Chaque figure présente deux courbes,
celles des RMSE et des PEETYV, toutes les deux en fonction des valeurs de .
Les performances des deux approches dépendent étroitement de la qualité de ’estimation

de k. Dans les deux approches la fonction x est estimée via I'estimateur de Hill. La vitesse
L(tn,a,1—a) L((nt)?,(nt)7)
LlnaT=a) 0 4¢ ZaGmm
I'estimation. A titre d’exemple, comme déja montré dans Wadsworth and Tawn (2013), le
taux de convergence pour (3.11) est de 'ordre O(1/log(n)) pour la distribution bivariée
normale et ce biais est d’autant plus prononcé que les valeurs de a sont proches de 0.5.
Pour I'estimation des probabilités P(Xg > 9-1.5logn,Yr > 1.5logn), les courbes de
PEEV montrent que le biais parait plus petit sous notre modéle pour les différentes distri-
butions. On note également que la fonction de RMSE présente une plus grande stabilité.
En effet pour les quatre distributions, les valeurs de RMSE correspondant & notre approche
sont toujours les plus petites et au pire égales. De plus, pour certaines distributions et
certaines valeurs de «, la différence entre les deux valeurs de RMSE peut devenir trés
marquée.

Etant donné que la fonction x est estimée de la méme maniére dans les deux modéles (3.13)
et (4.10), notre approche profite de I'estimation de la fonction g/lf; En fait, sous (3.13),
cette fonction est toujours considérée comme égale a 1, et cela peut augmenter le biais de
I’estimation.

La figure 4.3 (a) présente les deux critéres pour la distribution normale avec une corrélation
de 0.5. Les résultats de notre modéle sont meilleurs, surtout pour a > 0.2.

Pour la distribution bivariée inverse max-stable (b), la fonction a variation lente est ex-
actement égale & 1. Dans ce cas les sources de biais sont réduites et comme le montre la

de convergence vers 1 de joue un roéle clé dans le biais de
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

figure 4.3 (b), les deux approches donnent des résultats trés similaires.

La loi de queue inférieure de Clayton (c) est une distribution ray-dépendante et par suite
la condition (3.11) n’est pas vérifiée. A partir de la figure 4.4 (c¢) on remarque que le biais
augmente remarquablement sous le modeéle (3.13) surtout lorsque « se rapproche de 0.5.
Cette augmentation peut étre expliquée par la non-différentiabilité de la fonction x en 0.5.

Pour la distribution bivariée normale avec une association négative (d), a I'exception
du cas ot a = 0.5, notre approche est toujours meilleure (voir figure 4.4 (d)). Ces résultats
viennent du fait que sous notre modéle, on peut extrapoler suivant des rayons non issus de
I’origine.

Pour résumer, ’'étude de simulation montre I'existence de couples (a1, a) pour lesquels
notre approche conduit & de meilleures estimations des queues de probabilité que celle de
Wadsworth and Tawn (2013). En particulier, contrairement a I’approche de Wadsworth
and Tawn (2013), les valeurs de RMSE attachées a notre approche varient légérement au-
tour de la valeur 0.5 lorsque o augmente et donc pour les différentes régions de 'extrapolation
couvrant le premier quadrant positif. Néanmoins, la principale restriction de cette approche
de simulation réside dans 'impossibilité de son application sur des données réelles vu qu’elle
est basée sur une minimisation des RMSE. C’est pourquoi, nous proposons également une
approche basée sur une méthode de régression linéaire. Cette derniére permet de mettre en
évidence une seconde relation entre v et a fondée sur les données, ce qui offre la possibilité
de caractériser empiriquement une direction d’extrapolation possible.
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Fig 4.3: A gauche: RMSE ; A droite: PEETV ; (a): distribution bivariée normale
avec une corrélation p = 0.5; (b): distribution inverse max-stable avec structure de
dépendance logistique. Le caractére "W’ correspond au modéle de Wadsworth et
Tawn et 'D’ au notre.
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Fig 4.4: A gauche: RMSE ; A droite: PEETV ; (c) loi de queue inférieure de Clayton
avec paramétre m = 1.4 ; (d) : distribution bivariée normale avec une corrélation
p = —0.3. Le caractere "W’ correspond a la modélisation de Wadsworth et Tawn et
‘D’ & la notre.
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4.5 Simulations

4.5.2 Choix pratique pour les rayons d’extrapolation

1—aq

Dans le paragraphe précédent on a identifié les intervalles de la forme <le + aqa, oo) X

(2,00) issus de (4.10) avec les intervalles de la forme (z = =2y, 00) x (y = 1.5.1og(n), oc)
o a € {0.05,..,0.5} considérés par Wadsworth and Tawn (2013). On a obtenu ainsi
I'équation (4.21) et donc une premiére relation entre «; et l'ordonnée a l'origine b =
—(1 — aq)a. Une deuxiéme relation entre a et a1, indépendante de celle de (4.21) s’avére
nécessaire pour caractériser la direction d’extrapolation déduite de (4.10).

L’idée de base de notre méthode consiste & identifier pour chaque « fixé, la droite d’équation
y = 13(111‘/15 — (1 — a1)a représentant la direction de l'extrapolation issue de notre ap-
proche & la droite des moindres carrés d’un sous-échantillon convenablement choisi a
partir de I’échantillon de départ de taille n et qui passe par le point de coordonnées
(x = 1?T°‘y,y = 1.5.log(n)) ou l'on veut extrapoler. Dans la suite nous fournissons deux
méthodes permettant de choisir ce sous-échantillon.

Une premiére approche

Au premier abord, on considére un échantillon dit de départ de taille n d’une distri-
bution donnée et on désigne par Ey la partie de cet échantillon contenue dans la région
{(21,22) € (0,00)% 21 < @ et 25 < y}. Puis on désigne par A(zq,p, Ya,p) le point d’intersection
de la droite d’équation y = (%)x avec la courbe empirique des quantiles bivariés C,
d’ordre p ou p € (0,1). En considérant le sous échantillon E, = {(z1, 22) € Ep; 21 < Tap
et 22 < Yap}, 'identification du coefficient directeur de la droite des moindres carrées is-
sue de E), avec le coefficient directeur % de la droite d’extrapolation de notre approche

permet de trouver

VCL?"(XEP) —I—YEP (?Ep — y)
cov (XEvaEp) +Xg,(Xg, +YEg, —x—y)

ou Xg, et Yg, sont respectivement la séquence des abscisses et la séquence des ordonnées
des points du nuage correspondant & E,. Par suite en utilisant (4.21) on en déduit que

a = {1—71041 — ﬁ} y avec y = 1.5logn. En conséquence la droite d’extrapolation est

déterminée.

Afin d’examiner la performance de cette approche, nous avons utilisé les mémes critéres
RMSE et PEETYV que précédemment pour comparer cette approche avec celle de Wadsworth
et Tawn. Pour chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec des
marges exponentielles et nous avons gardé 10% des données & des fins d’estimation. Ce
processus a été répété 500 fois. La figure (4.5) donne les résultats respectifs des RMSE
et les PEETYV pour la distribution normale avec une corrélation de 0.5 et la loi de queue
inférieure de Clayton avec paramétre m = 1.4 avec le choix p = 0.25.

Les résultats de la figure (4.5) (a), correspondant a la loi normale, montrent que pour
les deux critéres la méthode en cours est meilleure que celle de WT. Pour la loi de queue
inférieure de Clayton, les RMSE de WT sont légérement meilleurs pour les valeurs de
a € {0.1,0.15,0.2} et notre méthode est meilleure pour les autres valeurs de «, avec des
écarts qui se creusent lorsque « tend vers 0.5 (voir figure 4.5 (b)). D’autre part, on a pu
remarquer au travers d’autres simulations que les deux critéres montrent que nos résultats
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Fig 4.5: A gauche : RMSE ; A droite : PEETV ; (a) : distribution bivariée normale
avec une corrélation p = 0.5 ; (b) : loi de queue inférieure de Clayton de paramétre

m = 1.4.
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restent meilleurs que ceux de WT pour d’autres distributions normales avec des corrélation
positives, et ne varient pas trop méme pour les choix de p = 0.15 et p = 0.2. Néanmoins les
résultats de notre approche se détériorent nettement dans le cas de la loi normale avec une
corrélation négative. Ceci s’explique par le fait que, dans le cas d’une association négative,
le nuage de points du sous-échantillon E, est plus décalé vers les axes et la méthode de
choix de la direction d’extrapolation de 'approche 1 devient non efficace. Pour surmonter
cette déficience nous proposons une deuxiéme approche.

Une deuxiéme approche

Une deuxiéme approche consiste a diviser Ey en deux sous échantillons Eq 1) et E5 1) qui
sont entiérement déterminés par le point d’intersection A(zy,yx) de la droite d’équation
y = kx avec la courbe empirique des quantiles bivariés C,, d’ordre une proportion p; fixée
de I’échantillon FEj.

Eq gy ={(21,22) € Ep;21 < et 22 <yi}

Eor =1{(21,22) € Eo;21 < et 22 > yp}

Le réel k est initialisé a 1 (valeur qui correspond & a = 0.5) puis incrémenté de 0.01 tant

que ||(Ez£| > po Ol py est une proportion fixée d’avance et | Eq | désigne 'effectif de
n

Eqr. expliquera par la suite le choix judicieux de chacune des valeurs k, p; et po.
Une fois E(y y) fixé, un calcul simple donne

Var(XEmc)) + Y}«J(Lk) <?E<1,k> - y)

cov (XE(UC)’YE(LM> +XEq . (XBagy +YEBuw —2 =)

o] =

o X By €t YE<1,,€> sont respectivement la séquence des abscisses et la séquence des or-
données des points du nuage correspondant a E(; ). Par suite, en utilisant (4.21), on
1_—1(11 - m} y avec y = 1.5logn. Le choix des valeurs de p; doit
permettre d’avoir un coefficient directeur positif pour la droite des moindres carrées définie
ci-dessus et par suite une extrapolation, suivant la direction souhaitée, garantissant une
représentativité des dépendances extrémales présentes dans I’échantillon.

Dans le but de proposer des choix valides pour p; et ps, on a appliqué cette approche
sur plusieurs distributions couvrant différentes formes de dépendances, pour différentes
valeurs de ces deux parameétres. Pour chacune des valeurs de p; € {0.15;0.2;0.25} on a
choisi po € {0.01;0.05;0.1;0.2} et ceci pour les distributions suivantes : la loi normale
bivariée avec p € {0.5;0.3; —0.3} et la loi de queue inférieure de Clayton de paramétre
m = 1.4. Les trois premiéres distributions correspondent & l'indépendance asymptotique
avec les valeurs respectives de n € {0.75,0.65,0.35}. Ces choix permettent d’étudier dif-
férentes formes de nuages de points, allant d’une association positive élevée & une associa-
tion négative. Le dernier exemple correspond a la dépendance asymptotique (n = 1). Les
résultats sont présentés sous forme de tableaux qui fournissent les RMSE de DBT versus
les RMSE de WT pour les différentes combinaisons possibles de p; et ps. Pour chaque
tableau, une lecture horizontale permet de comparer les RMSE de DBT & ceux de WT
pour une valeur fixe de chacun des paramétres «, p; et pa. Verticalement chaque colonne
du tableau donne les RMSE de DBT pour une valeur fixe de chacun des paramétres p;

en déduit que a = {
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et py en fonction des différentes valeurs de o € {0.05,..,0.5}. Pour les deux distributions
de loi normale avec une association positive (tableaux des figures 4.7 et 4.6), on remar-
que que indépendamment du choix de p;, les RMSE de DBT sont meilleurs que celles de
WT pour les valeurs de o > 0.1 dans le cas ou po € {0.1;0.2}, avec un léger avantage
pour la colonne correspondante a py = 0.2, pour les plus grandes valeurs de a. Pour les
valeurs o < 0.15, nos résultats sont meilleurs pour les valeurs de ps € {0.01,0.05}. Ceci
correspond aux parties des tableaux coloriées en jaune. Le contréle du paramétre k corre-
spondant & chaque angle permet de conclure qu’on a gardé le méme coeflicient £ = 1 pour
toutes les valeurs de « dans le cas po = 0.2, indépendamment des valeurs de «q et p;. En
conséquence, on pourra penser d exiger que ps ne soit petit que pour les petits angles a.
Ceci va permettre d’avoir des RMSE DBT plus petits que ceux de WT pour tous les angles.

Pour la loi normale avec p = —0.3 (tableau de la figure 4.8), on remarque que les
parties colorées en jaune (correspondant a des RMSE de DBT meilleurs que ceux de WT)
sur le tableau sont presque symétriques a celles correspondantes au cas de ’association
positive. En d’autres termes, nos résultats sont meilleurs pour les petites valeurs de ps et
le controle de k montre que dans tous les cas on n’a pas conservé la valeur initiale de k.
Ceci s’explique en fait par la forme du nuage de points qui est plutdt plus allongée vers les
deux axes. Ainsi, pour une valeur fixe de p1, on a intérét a diminuer les valeurs de po. En
conséquence augmenter la valeur initiale £ nous permettra de garder plus de valeurs fixes
de k et par suite de gagner en temps de calcul.

Pour la loi de queue inférieure de Clayton (tableau de la figure 4.9), on remarque que les
RMSE DBT sont meilleurs que ceux de WT, sauf pour a = 0.05 et po € {0.1,0.2}, et
que 'écart entre les deux RMSE se creuse quand « tend vers 0.5. Ceci est en accord avec
le résultat théorique. En effet on a montré dans la section 2 que cette distribution est
ray-dépendante et que (3.11) n’est pas vérifiée lorsque = =, ce qui correspond a o = 0.5.
Une comparaison entre les différents colonnes de RMSE DBT permet de conclure que les
résultats sont meilleurs pour ps € (0.1,0.2). En conclusion d’aprés cette étude on peut
donner les régles empiriques suivantes :

- pour un nuage de points présentant une association positive, prendre p; € {0.2,0.25} et
p2 = 0.2.

- pour un nuage de points présentant une association négative, prendre p; € 0.15 et py =
0.01. La forme du nuage de point est un facteur important pour choisir les parameétres
de cette approche et lorsqu’il est difficile de trancher, une estimation de la valeur de 7
pourrait étre une solution pertinente.
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P 0.15 0.2 0.25

1

P RMSE

a |2| o001 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 wr

0.05 0.496 | 0.495 0.504 | 0.510 | 0488 | 0503 | 0537 0.543 0.496 | 0.501 | 0.567 | 0.655 | 0.494
0.1 0.413 0.405 0.409 | 0410 | 0408 | 0407 | 0413 0428 | 0408 | 0411 | 0417 | 0452 | 0416
0.15 0517 | 0506 | 0517 | 0513 | 0512 | 0514 | 0.515 0505 | 0.512 0520 | 0512 | 0515 | 0524
0.2 0530 | 0519 | 0511 0505 | 0520 | 0519 | 0506 | 0501 | 0517 | 0509 | 0504 | 0494 | 0529
0.25 0.577 0.543 0529 | 0514 | 0566 | 0539 | 0518 0505 | 0556 | 0531 | 0511 | 0499 | 0.571
03 0.559 | 0534 | 0511 0.501 0554 | 0527 | 0506 | 0496 | 0548 | 0.521 0502 | 0494 | 0.543
0.35 0.729 0.648 | 0.604 | 0572 | 0721 | 0643 | 0.597 0552 | 0.711 0634 | 0585 | 0.530 | 0.657
04 0.758 | 0.654 | 0.607 | 0574 | 0758 | 0.655 | 0.605 0556 | 0.754 | 0.652 | 0593 | 0546 | 0.643
0.45 0.905 0.776 0.721 0.689 0.914 0.787 0.722 0.677 0.916 0.789 0.721 0.668 0.740
0.5 1.141 0.955 0.854 | 0.805 1171 | 0976 | 0.864 | 0.793 1.182 0.988 | 0.869 | 0781 | 0.853

Fig 4.6: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec p = 0.5 pour
m € {0.15,0.2,0.25} et po € {0.15,0.2,0.25}. Pour chaque valeur de a €
{0.05,0.1,...,0.45,0.5} , les RMSE DBT inférieurs a ceux de WT sont colorés en
jaune.

4.6 Conclusion

Le modéle (4.10) proposé dans ce chapitre est une généralisation de celui de Wadsworth
and Tawn (2013). Nous avons exploité ce modéle pour développer une modélisation asymp-
totique de la fonction de survie, dépendant de la fonction et de la fonction gz‘élﬁ). Cette
nouvelle modélisation permet de gérer d’une facon lisse la décroissance de queue d’une
distribution bivariée d’une fa¢on similaire au modeéle (4.7) de Wadsworth and Tawn (2013)
avec cependant une contrainte moins restrictive que (3.11) pour la fonction & variation
lente. Ceci permet d’identifier les différentes classes de comportement de queue de dis-
tributions avec des fonctions & variation lente ray-dépendantes ou ray-indépendantes, et
fournit un cadre unifié couvrant a la fois les distributions asymptotiquement dépendantes
et asymptotiquement indépendantes, méme dans le cas d’une association faible ou négative.
Notre modéle fournit un compromis théorique entre les approches de Ledford and Tawn
(1997) et de Wadsworth and Tawn (2013), en prenant les avantages des deux modéles :
tenir compte des distributions ray-dépendantes, ce qui n’est possible que pour I'approche de
Ledford et Tawn, et avoir la possibilité d’extrapoler selon toutes les directions du premier
quadrant positif, ce qui n’est envisageable que pour ’approche de Wadsworth et Tawn.
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P 0.15 0.2 0.25

1

P RMSE

a |2 0.01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 wt

0.05 0.490 0.493 0.496 0.551 0.489 0.491 0.532 0.661 0.493 0.501 0571 0.696 0.498
0.1 0.443 0.431 0.426 0.428 0.438 0.433 0.425 0.444 0.431 0.426 0.430 0.445 0.444
0.15 0.521 0.508 0.501 0.509 0.512 0.504 0.512 0.508 0.508 0.503 0.510 0.511 0.522
0.2 0.613 0.572 0.550 0.534 0.598 0.566 0.544 0.518 0.584 0.555 0.537 0.528 0.600
0.25 0.656 0.578 0.542 0.498 0.640 0.560 0.526 0.488 0.611 0.547 0.508 0.483 0.597
0.3 0.693 0.619 0.585 0.567 0.683 0.614 0.579 0.566 0.670 0.602 0.572 0.574 0.618
0.35 0.914 0.768 0.668 0.585 0.903 0.762 0.660 0.558 0.885 0.741 0.641 0.541 0.720
0.4 0.961 0.779 0.693 0.610 0.958 0.784 0.691 0.602 0.945 0.777 0.683 0.597 0.707
0.45 1.157 0.933 0.843 0.757 1.166 0.948 0.848 0.751 1.160 0.949 0.846 0.745 0.830
0.5 1.447 1.155 0.998 0.872 1.466 1.180 1.012 0.861 1.468 1.19 1.02 0.848 0.937

Fig 4.7: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec p = 0.3 pour
p € {0.15,0.2,0.25} et po € {0.15,0.2,0.25}. Pour chaque valeur de a €
{0.05,0.1,...,0.45,0.5}, les RMSE DBT inférieurs a ceux de WT sont colorés en
jaune.
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4.6 Conclusion

P 0.15 0.2 0.25
1
P
a [2| oo01 0.05 01 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 RMSE
wr
0.05 0.782 1.001 1.208 1.823 0.852 1.063 1.279 2346 | 0.920 1.126 133 2260 | 0.802
0.1 0.781 1.008 1.229 1.607 0.870 1.093 1.308 1731 | 0.961 1.191 1.416 1.913 0.914
0.15 0.8643 | 1.084 1.285 1.613 0.947 1.152 1.376 1.796 1.034 1.245 1.491 1.935 1.103
0.2 0.783 | 0.980 1.210 1.643 0.806 1.048 1.276 1711 | 0.903 1.137 1.372 1.832 1.1263
0.25 0764 [0971 1.205 1.841 0.799 1.025 1.276 1734 | 0.853 1.101 1.363 1.832 1.237
03 0.948 1.113 1.290 1514 | 0.948 1172 1.342 1.913 1.000 1.243 1516 | 2.024 1.561
0.35 1103 | 0.920 1.373 1.866 1.034 | 0.926 1.384 1573 | 0.987 0.939 1.166 1.657 1.344
04 1.194 1.040 1.389 1.866 1.118 1.051 1.398 1.900 1.090 1.000 1.439 1.963 1.824
0.45 1.205 1.087 1.526 2.030 1.159 1.096 1.526 2.044 1.130 1.022 1.551 2.085 2.113
05 1.226 1.098 1.668 2.158 1.164 1.017 1.652 2.147 1.177 1.020 1.658 | 2.181 2.380

Fig 4.8: RMSE DBT pour la distribution bivariée normale avec

p1 € {0.15,0.2,0.25} et p, € {0.15,0.2,0.25}.
{0.05,0.1,...,0.45,0.5}, les RMSE DBT inférieurs a ceux de WT sont colorés en

jaune.
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Chapitre 4 : Nouvelle représentation de queue de distributions bivariées

P 0.15 0.2 0.25
1
P
a [2| oo01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 0.01 0.05 0.1 0.2 RMSE
wr
0.05 0.404 | 0.402 0.434 | 0533 | 0408 | 0.406 0.457 0.644 | 0406 | 0427 | 0504 | 0656 | 0.413
0.1 0.476 | 0.485 0.497 | 0468 | 0480 | 0491 | 0492 0.467 | 0490 | 0496 | 0473 | 0486 | 0.499
0.15 0.439 0.434 0.439 0.440 0.438 0.437 0.437 0.449 0.434 0.439 0.441 0.451 0.472
0.2 0.402 0.405 0.415 0.416 | 0403 | 0411 | 0416 | 0416 | 0404 | 0415 | 0415 | 0412 | 0.443
0.25 0.409 | 0418 | 0427 | 0432 | 0412 | 0422 | 0427 0431 | 0413 0.427 | 0428 | 0431 | 0465
03 0.418 | 0417 | 0426 | 0432 | 0419 | 0418 | 0430 | 0432 | 0418 | 0421 | 0428 | 0430 | 0481
0.35 0.463 0.460 | 0459 | 0431 | 0462 | 0459 | 0.459 0459 | 0460 | 0459 | 0460 | 0458 | 0.539
04 0.586 | 0.514 | 0.472 0459 | 0575 | 0509 | 0.466 | 0425 | 0.565 0501 | 0461 | 0421 | 0575
0.45 1.163 1.032 0.948 | 0.870 1.155 1.029 | 0945 0.859 1.138 1.020 | 0937 | 0.846 1.446
05 2.096 1.898 1.782 1.653 2.086 1.905 1.784 1.643 | 2.072 1.900 1.781 1.629 2.146

Fig 4.9: RMSE DBT pour la loi de queue inférieure de Clayton avec paramétre
m = 1.4 pour p; € {0.15,0.2,0.25} et p, € {0.15,0.2,0.25}. Pour chaque valeur de
a € {0.05,0.1,...,0.45,0.5}, les RMSE DBT inférieurs a ceux de WT sont colorés
en jaune.
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Chapitre 5

Vers une représentation
paramétrique des queues de
distributions multivariées

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on se base sur le modeéle (4.10) et I’étude de la variation réguliere du
vecteur (XIID/ p /n, Y;/ 7/n), (B,7) € (0,00)2, pour développer des modéles semi-paramétriques
pour la queue d'une distribution bivariée de marges Pareto sur le cone convexe (0,00)2.
Nous introduisons ainsi une mesure pseudo-radiale H, g ) généralisant la mesure H,, définie
par Ramos and Ledford (2009), ou le paramétre n est remplacé par la fonction x définie
dans Wadsworth and Tawn (2013). La fonction k gére la décroissance de queue dune dis-
tribution bivariée avec plus de flexibilité. En particulier, elle offre de meilleures possibilités
d’extrapolations dans le premier quadrant positif comme cela a d’ailleurs été détaillé dans
la derniére section du chapitre précédent. Nous montrons ci-dessous que la nouvelle mesure
H, (3, doit vérifier une contrainte similaire & la contrainte de normalisation (3.7) imposée
a la mesure H,,.

Nous développons ensuite une approche similaire & celle introduite par Tawn (1991) pour
contourner cette contrainte imposée a Hy g ), difficile a vérifier en pratique. Nous four-
nissons ainsi une procédure générale pour la construction de modéles semi-paramétriques
associés a la mesure H, g ), ce qui généralise 'approche de Qin, Smith et Ren (Qin et al.,
2010). Ces modeles fournissent un large spectre de dépendances extrémales. Quelques
exemples de modeéles semi-paramétriques seront détaillés. Par ailleurs nous construisons
un nouveau processus ponctuel similaire & celui de Ramos and Ledford (2011) et nous
I'utilisons pour définir une nouvelle loi des maxima généralisant celle de Ramos and Led-
ford (2011) sur le cone convexe (0, 00)2.

5.2 Approche semi-paramétrique

Soit (Xp,Yp) un vecteur bivarié avec des marges Pareto. Pour (3,7v) € R2\{0}, n € N*
et (z,y) € [1,00)2, le modéle de queue (4.10) défini dans le chapitre précédent s’écrit
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multivariées

—rk(Byy)  —r(B,7)
P(Xp > nﬁx, Yp >n'y) = E(nﬁx,nvy)n_”(ﬁmx 25 Yy 2

ou k est la fonction introduite dans Wadsworth and Tawn (2013) pour le modéle (3.10),
sans la contrainte de différentiabilité et £ une fonction bivariée vérifiant

B Y

n—00 ,C(’rlﬁ’n’Y) :g(B’W)(‘T?y)

avec g(g,) une fonction bivariée vérifiant gz ) (c?,¢7) = 1, Ve > 0. Dans la section 3 du
chapitre 4, on a montré que la fonction g(lﬁ ,) définie par g(lﬁ ") (7, 9) = 98,7 (2P, 47) peut

étre exprimée a I'aide d'une mesure positive A, 3 ) définie sur (0, o0)? de la facon suivante

Angypy {(,00) x (5,00}

9 (@ y) = 9p (@, y7) = 5 (5.1)
(zy) ™ 2
La mesure Ay (g ,) peut étre exprimée a l'aide d’une mesure pseudo radiale Hy g )
Mgy 1, 00) X (y,00)} = 1/1min(w L 18, 5y (@) (5.2)
(B,7) ’ ) 58,7 Jo 2y &(ByY) :

et lidentité A, g,){(1,00) x (1,00)} = 1, impose la contrainte suivante sur la mesure
Hy(p)

1
k(B,7) = /0 min(w, 1 — w)dH g ) (w). (5.3)

En conséquence en utilisant (5.2), 'expression de la fonction g(lﬁ ) dans (5.1) devient

£(8,7) 1
1 (zy) > N
e M R LI AP (5.4)
(B,7) &(8,7) Jo 2y #(Byy)
avec w = —2—. De fagon naturelle, on peut se poser la question suivante : étant donnée une

T+y*
mesure pseudo-radiale H, g ) vérifiant (5.3), sous quelles conditions, la fonction 9(8,7) (x,y)

définie en (5.4) est-elle une fonction de dépendance valide pour le modéle (4.10) ? La
réponse est contenue dans le théoréme suivant, qui est une généralisation du théoréme
1 de Ramos and Ledford (2009). En effet, pour chaque couple (/3,7), la donnée d’une
mesure pseudo radiale H, g ) permettra de construire une fonction de dépendance et en
conséquence une modélisation de la queue de distribution de (Xp,Yp). Celle-ci permettra
d’extrapoler selon n’importe quel angle du premier quadrant positif.

Théoréme 5.2.1. Soit (Xp,Yp) un vecteur bivarié aléatoire avec des distributions marginales
Pareto standard et une fonction de survie jointe vérifiant pour (B,7) € R2\{0}, n € N* et
(z,y) € [1,00)? le modéle (4.10) :

—By) =r(B)
P(Xp > n’z,Yp > nYy) = LnPr,nVy)n= ")y 2 y 2 .

Alors,
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5.2 Approche semi-paramétrique

(i) pour tout (z,y) € [1,00)% et (8,7) € (0,00)?

. P(Xp>(nz)?,Yp>(ny)?
= { (PI(DXP>n5,Y§>n7) )} = Aﬂ(ﬁ,“/) {(l‘, OO) X (yvoo)}

n—00 (5.5)
1’* T _K’<61’Y)
= 9(577)(m) (xy)” 2,
ol 9(15*«,)(%4@;) = g(lgj,y) (W), w e (0,1), vérifie la contrainte suivante :
1% 10\ "5 (@ k(8)
KB:NIG @) = (5F2) 7 Jo 2PV dH g (2)
©(8,7) (5'6)

F(r) T Lt (),

avec Hy5.) une mesure positive sur [0, 1] vérifiant la condition de normalisation

1/2 1
K(B,7) = /0 2PN H, 5. (2) + /1 /2(1—2)”(5 MdH,y(5.)(2) (5.7)

et k(B,7) Uindice de variation réquliére de (4.10).

(it) Inversement, étant donnés (8,7) € (0,00)? et une fonction positive H,g ., satis-

faisant la condition de normalisation (5.7), Uéquation (5.6) définit une fonction de
dépendance 9(15:7) telle que FSBTW(SJ) = g(l[;v)(si_ﬁ)(st)—ﬁ(ﬁﬁ) soit une fonction de
survie jointe d’un vecteur aléatoire (Sg,Ty) pour (s,t) € [1,00)2. Si de plus, pour
un seuil élevé u et T € (0,1/u), les fonctions fg, 1 x+—>1— 1/x+7Fs,r (/u,1) et
fr, iw—1—1/x+ 7Fs,r, (1,7/u) sont strictement croissantes sur (u,o0), alors
il existe un vecteur aléatoire (Xp,Yp) avec des marges Pareto standard tel que (5.5)
est satisfaite.

Démonstration.
(i) Nous adaptons un raisonnement similaire & celui de Ramos and Ledford (2009). On
considére le vecteur bivarié aléatoire suivant

(S5, T,) = 71151010{()(},/6/71,}/;/7/71) | (X},/B >n, Y > n)}

avec (8,7) € (0,00).
Alors, en utilisant (4.10), on a pour tout (z,y) € [1,00)?,

- _ . . ]P’(Xp>(nx)6,Yp>(ny)"/)
Fsyr,(v,y) =P (Sp > 2,1, >y) = nh_)rgo B (X ponP Yron) (55
_ k(B7) :

= g )y,

L [(nz)”, (ny)"]
1ol () = B M) = i ’
o g(ﬁﬁ)(m+y) =9 (@7 y7) = nh—>rgo L(nf,n7)
Par ailleurs, pour des valeurs fixées de 5 et ~, la mesure ug;;) associée aux coordonnées

pseudo-radiales et angulaires R = S + T et W = S/R se factorise de la fagon suivante
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u%j‘j)(dr, dz) = r_(1+"“(577))drdHn(5ﬁ)(z), ott Hy g est une mesure positive sur [0, 1]

(Resnick, 1987, proposition 5.11, page 268). Par conséquent,

FsﬁT7 (z,y) =
= wlzo ;Zx(g,ﬁ)7'_(1+H(6’7))d7’dHn(6,7)(W)
= ik g min (2,52) ™ it @) 9
= wm {fox/my) (2)"77 dH (30 @) + [} 1) (1_7“’)&(677) dH (5.1 (W)} :
Pour tout (z,y) € [1,00)?, des équations (5.8) et (5.9) on déduit
g(lf;’j:v) (ZCCT!) (xy)—“g’”) - N(ﬁlfY) Ox/(ﬁy) (%)N(Bﬂ) dHy(5.4)(w) (5.10)

&(ByY)
1 1 1—w
+57) Jo/ o) (T) dH (5,)(w)

et (5.6) découle facilement.

La mesure H, g ) doit satisfaire une condition de normalisation. En effet pour tout
(B,7) € (0,00)2, si 'on prend o = y dans (5.10) et que I'on remarque que g(lé*,y)(%) =1,1l
est immeédiat que

1

1/2
K(B,7) = /0 wBNAH, 5 ) (w) + /1 /2(1—w)“(5 MdH, (5, (w). (5.11)

(ii) Vérifions tout d’abord que I’équation (5.5) définit une fonction de survie valide : son
éventuelle densité doit étre positive et de masse égale 1 sur son domaine de définition D =
{(z,y),z > 1,y > 1} ou, d'une fagon équivalente, la mesure de densité r*(lJr“(ﬁ’V))drdH,{(m) (w)
du vecteur associé (R, W) est positive et de masse égale & 1 sur son domaine.

Dans le cas out H, g (w) est différentiable sur (0,1), la densité jointe f(r,w) du vecteur
(R, W) est définie par
f(r,w) = T—(l“f"‘f(ﬁﬁ))hﬁ(ﬁﬁ) (w)

pour w € (0,1),r € [max {w™, (1 —w)™'},00) et avec hyg)(w) = M”(f;iu‘])(w).

1 poo — K
o fmax{w—l,u—w)—l}T (it (6’7))drdﬂn(ﬂn)(w)
1/2 poo K 1 [e9) — K
= fo/ Jooar ( (B’V))deHﬁ(Bﬁ) (w) + f1/2 f(l—w)*l rm0F (Bﬁ))drdHﬁ(ﬁﬁ) (w)
= 4}{(51”}/) { 01/2 w’i(ﬁa'\/)dHH(an/) ((JJ) + f11/2(]_ — w)m(ﬁvfy)dﬂﬁ(ﬂ,,y) (W)}

1/2  x 1 K
et comme par (5.7), fo/ w (577)dHR(B77)(w) + ﬁ f1/2(1 —w) (B’V)dﬂﬁ(gﬁ)(w) =k(B,7)
on en déduit que fol f;ﬁ;x{w,l (l_w),l}r*(H"(ﬁ’V))drdHﬁ(ﬁﬁ)(w) = 1. En conséquence, la

mesure de densité associée au vecteur (R, W) est positive et de masse égale a 1.
Pour un seuil élevé u et (3,~) fixé on définit la région R, 5. = {(z,y) : 2 > uly > u'}.
Ci-dessous nous donnons une méthode de construction de (Xp,Yp) dans (0,00)%. Pour

(B,7) € (0,00)? et un seuil trés élevé u dans la région Ry,,), les variables Sg et T, peuvent
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étre générées a partir de Fg, 7. . 11 suffit alors de définir (X]lj/ A YI_},/ 7) par (uSg, uTy).

A lextérieur de R, g ) (Xllg/ B , Y;./ ") peut étre défini de la fagon suivante : pour les valeurs
données de (f8,7) et u, soit 7 tel que 0 < 7 < 1/u. Sous la condition de la croissance de

fss et fs,, les fonctions G XY/ et G v/ définies ci-dessous sont croissantes sur (0,00) et
vérifient lim G 1/3( ) = 1 et lim G_i/,(x) = 1. Par conséquent ces deux fonctions
z—+oo Yp

T—r—+00
sont des dlstrlbutlons

1 ) fsg(@) -7 sioz>u
[1— 5_71($>u){1_FSBTw(%’1)}] l—7 7

GX}D/B(fU) = 1—7 12
x si 1 <zxz<u

1—7

et
) fr,(y)—7

1fi—T]l(y>u){1*FS/3Tw(1’%)}} I—7 Ty

GY;/’Y(y) = 1—7 N 1- J
Y si 1<y<u

1—7

1

Soitvzly 1

2u—
02

t (A, B) le vecteur bivarié de densité (constante)

sur [0,v)%, v™! sur

[0,v] x [v,1] et [v,1] x [0,v] et O ailleurs. Il est facile de vérifier que les marginales de (A, B)
sont uniformément distribuées sur [0, 1]. Dans R, 5 (XIID/B,YIM) (G~ 11/[3 (A),G_ }M( )

donne le vecteur cherché.
vecteur (X;/ﬁ,Y;M) soit dans R, 3 )-
Ry gy Y Rfu 3,) COMmMe suit :

(X

1/5 1/W)
P

(uSg, uTH)L({V < 7}) +

ou V est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], indépendante de X/

Remarques

Ce vecteur peut alors étre défini sur (1,00)2

Supposons maintenant que 7 représente la probablhte que le

(G;é/g(A) G_m( NLHV > 7}),

e Les deux variables Sg et T, dépendent directement de la forme de Hy ) (w). En
effet par une transformation en coordonnées pseudo polaires on a :

1,% _k(B)
P >0 = % ﬁ)(Hélt)/it-&-lf (89 | (89
1 w ) FLPYY K )
= %6 { (%) dH(3,7) (W) + ft/(t+1) (1—w)™?7 dHn(Bﬁ)(w)}
= 1 {t_ BN+ LY,
avec I} = f(f/(t-I—l) wn(ﬁﬁ)d}]n(ﬁﬁ) (w) et Ih = ftl/(t—i-l) (1 _ w)ﬁ(ﬁﬁ) dHn(B;y) (w)
De méme,
P(T, >1) = gl (2=
e 9(5,7)(1@1)/& 1)2 w(87)
+ —w v
= (51 7 f | (67) +f1/t+1 ( i ) dH, (Bv)( )}
= B {[3+t H(ﬁ'Y)LL}
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avec I3 = fol/(tH) W PNAH, (5 ) (w) et Ly = fll/(t+1) (1= w)™ dH () (w). D'apres
les expressions des deux fonctions de survies ci-dessus, les marginales du vecteur
(S, T) ne sont pas de type Paréto standard.

e Du fait de I'équivalence exp(—21) ~ 1 — z, les égalités (5.5) et (5.10) restent valides
si on écrit le modéle (4.10) avec des marges Fréchet unitaire pour (x,%) € (0, 00)?.

O
En pratique, pour un seuils suffisamment grand u, le théoréme (5.2.1) permet d’avoir
I’approximation de queue de distribution suivante pour tout (z,y) € (u?,00) x (u?,00):

. ) zF y7
Fxpvp(z,y) ~ T8 EssT, wB’ uY

.= " _ k(B)
ot Fs,1 (5,1) = g.) " (355)(st) ™" 2 et 15,y = P(Xp > u’,Yp > u).

D’un point de vue statistique, 'importance du théoréme 5.6 réside dans la réciproque
(ii). En effet, partant d'une mesure H, g ) vérifiant la condition de normalisation, on

, . . . . . *,1 LN .
définira en premier lieu une fonction de dépendance 9(6.) liée & cette mesure, puis une

fonction de survie FSﬁTW. Enfin on construira un modéle semi-paramétrique pour la fonction
de survie Fx,y,, exploitant Fs,r,.

5.3 Modéles de dépendance pour les extrémes mul-
tivariés

Dans cette section nous partons de la modélisation équivalente a(4.10) avec des marges
Fréchet unitaire pour généraliser un résultat de Ramos and Ledford (2011) relatif a la loi
limite des maxima normalisés dans (0, 00)?, d > 2. Dans le cas bivarié, le nouvel indice de
variation réguliére est la fonction (3, 7).

5.3.1 Distribution des maxima : cas bivarié

La proposition ci-dessous donne le résultat dans le cas bivarié.

Proposition 5.3.1. Soient n € N* et (X1,Y1),...,(Xy,Yn) n copies indépendantes d’un
vecteur aléatoire (X,Y) avec des marges Fréchet unitaire. On suppose que pour tout

(8,7) € (0,00)* et (w,y) € (0,00)?

—k(By) —k(B)
P(X > nfz,Y > n'y) = L(nPz,ny)n Py 2 Yy o (5.12)

. Pour tout (B,7) € (0,00)? et £1,62 > 0, on définit R ey = {(7,y) 12 > €1,y > €2}
et Rz, e0) (7,Y) = Bicy e)\ {le1, z] x [e2,y]}. Soit Mx e, et My, les mazima des com-
posantes des points (X1,Y1),...,(Xn, Yn) dans R, .,). Alors pour tout (z,y) € R, )
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5.3 Modéles de dépendance pour les extrémes multivariés

on a !

. X ,n bn MY;"% Cn i~ =~
Grgy)(z,y) = lim lim IP’( 10 <, p 220 < y) = exp {_VH(B,’Y)(‘Tﬁ’y'Y)}

n—oo e1,620—0 bn n

avec les constantes de normalisations by, ¢, telles que nF (by,c,) =1, ot F est la fonction
de survie de (X,Y), 23 = zl/8, Yy = yY7 et la fonction de dépendance Vi(s,y) est telle que

1 1 w 1—w))rB

r oy

ot H, 3,4 est une mesure positive sur [0, 1] satisfaisant (5.7). De plus V5. est homogene
d’ordre —k(B,7).

Démonstration. B
Tout d’abord montrons I'existence de b, et ¢, telle que nF'(by,, ¢,) = 1. Soit (d,,) une suite
vérifiant lim d,, = +o0. Pour (3,7) € (0,00)?, en utilisant (5.12), I'équation nF’(dg, dy) =

n—o0

1, d’inconnue d, est équivalente a nﬁ(dﬁ,dv)d #BY) — 1. Par conséquent il suffit de
prendre d,, = O(n*@" wE) ), by = dS et ¢, = d).
Pour g = v = 1, ﬁ =n et b, = ¢, = O(n"), nous retrouvons ainsi la suite de

normalisation du processus ponctuel considéré par Ledford and Tawn (1997). Comme
k(5,7) > max(f,7), donc (g < 1et (57 y < 1. La normalisation dans le cone convexe
(0,00)? est ainsi plus légére que le cas max-stable.

Pour tout x > ;1 ,t y > €9 et en supposant que nF(bn, cn) =1

]P)<MX,n,albn < z, MY,n,egcn < y
by Cn
=P {Aucun des couples (X;,Y;) ne tombe dans Ric by een) (Tbn, yen) }
=P {Tous les couples (X;,Y;) tombent a extérieur de R, coe,) (20n, yen) }
= {1 - Jf'bn’EQCn) - (Elbn’ycn) + F (xbrwycn)}

1-1 F(IbranCn) + F(Elbnaycn) o F(Ibnvycn) n
F(bn,cn) F(bn,cn) F(bn,cn)

_ B % F(_xdﬁ,mdl) n F'_(Eldﬁyd:{) B F_(l’dg,de) n
) ) )

(5.14)
Par suite, en utilisant (5.5) avec des marges Fréchet unitaire on a :
M M-
hm P X,n,e1bn < x, Yin,eocn < y
n—00 by, - Cn -
9(15 A,)(4%675~2) 9(15 A/)(élv?j’y) 9(15 W)(iﬁvg'y) (515)
=exXp |- R ) (K]
Zpéa 2 E11/"/) 2 TY~y 2

1 1
ol &y =¢e) et & =¢}.
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Par (5.10) avec des marges Fréchet on en déduit que

NCCE (XY

(5ac2) (B7)
1 w(Byy
1 . w 1—w
= — — H,
N(ﬁﬁ)/o {mm <x5’ N > }d w(87) (@)

5 #(B,7) 1 w(87)
1 Igtéy [ W 1 1—w
= —=— — dH dH .

gt (Ep.82) 1, 7 BBy
By TP * (j;.fgz)(xﬁ‘gQ) 2

Par suite :

R 1 w(B,7) 1 &(B,Y)
. g(lﬁ,'y) (Z,62) - 1 / i . 1 / 1—w
elzlgo ( ~ )Tn(ﬂ"’) — w(By) 0 i»ﬁ dH"i(ﬁﬁ) (w) + 8121I_>n0 /4;(5,’)/) ] ig 52 dHN(/Bv’Y) (w)

igEQ zg+én

Puisque la mesure H, g, est finie et vérifie la condition de normalisation (5.7 alors,

1 1—w\rBEm w(B) 1

. o . ~—K 5 K 57 o

El;glo - < 5 > dH (g, (w) = lim &, / (1= w)RE) dH, 34 (w) = 0.
Tptea Fgtia

Par conséquent

I K(B,7)
TN G )) 1 L/ w M
lim 2 j)) i) = w6 /(; (i’ﬁ) dHN(ﬁ;y) (w)

e9—0 (50552

= V(s (T5,00).
Avec un raisonnement analogue,

L (61,9 #(8,7)
.9y (€1, yw) o Lr1—w
5111310 kB — k(By) 0 g'y dH"i(Bﬁ) (w)

(Ely'y 2 ~
= Vn(ﬁ,w) (OO, y’y) .

Donc, par I'identité max(a,b) = a + b — min(a, b) on a :

X,n,e1by

i i M T MY) 3 n ~
Gn(ﬂ,'y) (z,y) = lim lim P ( o < i, cnch < yv>

£1,e9—0n—o0 n

= exp {—Vj(5.9) (T3, 00) = Vi(a) (00, ) + Aw(g,0) (Z5,00) X (G, 00) }

1 ! (w)'{ﬂ’v) (1—@))“(6’7) (w 1_w>ﬁ(ﬁﬂ)
— PN T LB Fn | —min { —, — dH, w
p{ "5(5,7)/0 [ Zp Y~y Zg Uy (67’7)( )

= exp {—V,{(gﬁ) (2, ?jv)} )

1 1 w 1—w\)rB)
bomd) = s [ e (355)) o

= le nombre de points attendu de Ng)(.) qui arrivent dans lim R, .,\(7,y).
’ £1,62—0 ?
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5.3 Modéles de dépendance pour les extrémes multivariés

ot N(g)(.) est le processus de Poisson limite du processus ponctuel

1 1
B Y

§n X’L 7
Nn’ﬁ;},(.) = 1 d ’ d
i=1 noon

O
Remarque 5.3.1. Pour tout (3,7) dans (0,00)% on a :
i) M) (@,00) X (y,00) = Vig(,9)(#,00) + Vi(5,4)(00,4) = Vie(g ) (€, 9)-
ii) Si la densité h,g,) de Hyg,) eviste alors azg;i%’”) = —T_(2+“(ﬁ’7))h,€(ﬁﬂ)(w), ot

r=z+yetw=zc/(r+y).

5.3.2 Extension au cas multivarié

Soit @ = (a1, Q2,...,aq) € (0,00)? et X un vecteur aléatoire de dimension d avec des
marges Fréchet unitaire. Pour tout x = (z1,29,...,24) avec z; > 1, 1 < i < d, une
généralisation du modele (5.12) est donnée par :

—n(e)  —n(a) —r(a)
P (X > n®x) = L(n%)n K@y 1 g, 02 g 1 (5.16)
o n® = (n®,n%, ..., n%), n%x = (n“x1,...,n%xy) et L est une fonction a variation
lente multivariée non standard c’est-a-dire vérifiant :
. L(n%*x
im  ERO

min(n®1,...,n%)—o00 /.,'(na)
avec go {(c™, .., c*)x} = go(x) pour tout ¢ > 0.
Le résultat de la Proposition 1 peut étre étendu & des dimensions d > 2.
Proposition 5.3.2. Soite = (e1,¢2,...,£q) € (0,00)? fizé et considérons Rep,, = {x: x> by 1}
avec by, = (€1bp,1, ..., €dbn.a) 0t b, i =1,...,nvérifient nP{Xp > (bp1,...,bna)} = 1.

On désigne par M, cp,, le vecteur des mazima de X dans Rey,,. Alors la loi limite des max-
ima normalisés My, cp,, quand € — 0 et n — oo est donnée par :

Gra(a)(®) = exp { V() (2) } (5.17)

avec la fonction de dépendance

v ()—1/ i\ i)
k() T) = /-c(a) s, 1??3}% 7 k(o) w),

ou Hy(q) est une mesure positive dans le simplexe unitaire

Sd:{(wl,...,wd) € (0,00)% : wy +w2+...+wd:1}
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satisfaisant la condition de normalisation suivante

_ ()@
k(o) = ., @gd(wa) dH () (). (5.18)

De plus Vi) est homogéne d’ordre —r(ar).

Démonstration. En utilisant (5.16) on a :

o d r(ax)
. P(X>n%) ~ oy
S e ey = 9a() [ Lo

Le processus ponctuel
5 (XHar (X9
) o1 L) aq
n,a\’) = 1 : Yoy : .
N’() i=1 {< dn dn )G}

1
ou dy, = O(n~@)) vérifie nP(X > (d31,...,d%d)) = 1, converge faiblement quand n — co
vers un processus Poisson non homogéne Ny dans (0,00)%. D’autre part, a I’aide de (5.16)
on vérifie aisément que le processus N, a pour intensité

* . P(Xp > (dnx)®) (e
AL A{(x1,00) X oo X (xg,00)} = nh—{go P(Xp > 421, ., d39) = g (%) H?:l:pi !
k(o)
1 . Wi
M@ J, o, (%) w(a) (@),

ou Hy(q) est une mesure positive dans le simplexe unitaire S;. La mesure H, () doit
satisfaire la condition de normalisation suivante :

o . k(o)
k(o) = Sdlgljlgdwj dH (o) (w). (5.19)

En utilisant 1’égalité

Ao {(21,00) X ... X (xg,00)} = 2?21 V() (00, .., 00, T4, 00, ..., 00, 00, ..., 00)
_ Zf:_ll Z;‘i:iﬂ Vi(a) (00, ..., 00, 34,00, ..., 00, L5, 00, ..., 00) (5.20)
+...+ (—1)d+lv,{(a) (T1, ...y Tq)

un raisonnement analogue au cas bivarié permet d’avoir

G (x) = il_I}I(l) nlggo P(My, ep, < x) = exp [—Vﬁ(a) (ia)]
K(ar)

_ 1 Wi

= exp (o) s, 1rg;igxd % dHH(a) (w)
T.
J

a Bl
oll X = (27", 2 y?). O
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Remarque 5.3.2. Les dérivées partielles de (5.20) par rapport & x1,...,xq sont données
par équation

. J ~(d+r(ar))
k() (J} - ) X1 Td

(2, mg) = — | ) hm(a)< = > (5.21)

8$1...8$d =1 E ijle

j=1Tj

0U hy(q) est la densité de Hy(q)-

Les résultats prouvés dans cette section seront d’intérét pour le développement de la
section suivante ot I'on se propose de construire des modéles semi-paramétriques pour la
mesure H, ) sans contrainte de normalisation.

5.4 Modéles paramétriques pour H, ()

5.4.1 Construction de H,,) a partir d’'une mesure positive
quelconque

La tache la plus difficile dans I’application de la réciproque du théoréme 5.2.1 est la véri-
fication de la contrainte de normalisation (5.19) de la mesure H,g ) considérée. Dans
la suite, nous généralisons un résultat de Qin et al. (2010) qui consiste a construire une
mesure vérifiant cette contrainte & partir d’'une mesure positive quelconque sur le simplexe

Sq = {(wl,...,wd) € (0,oo)d:w1 +wyt .. Fwg= 1}
pour laquelle il est possible d’expliciter la fonction de dépendance.

Théoréme 5.4.1. Soit o € (0,00)¢ et h une mesure positive sur le simpleve unitaire

Sy = {(wl, .oo,wq) € (0, oo)d twtwr . twg = 1} pour laquelle les moments m; =

de H({l) uf(a)h(u)du, i=1,...,d sont finis. Alors la fonction

( (1 ; >—(d+n(a)) J 1 (1 )
mrle) x w Nla mm(a)wl k(o W
h‘f{(a) (w) - A H mz ) h‘ 11 ’ ? dl
i=1 mr~@) x w m~@) x w
hy(w)
= 5.22
A (5.22)
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Démonstration.
Pour toute mesure positive h sur Sy avec des moments m; finis, la distribution suivante

k(o)
Gly)=e —/ L ax | 2 h(u)d
y)= e s, k() 12554 o wen

7

désigne la loi limite des maxima normalisés des points Y qui tombent dans la région
Rep,, ={y : y > eb,1} avec la iéme composante Y; de Y, suit une loi Fréchet de paramétre

1
de position ﬁ et de paramétre d’échelle m;. Soit X = m *@ Y. La iéme composante
1

X; suit une loi de Fréchet de paramétre de position et de paramétre d’échelle 1. La

r(a)
loi limite des maxima qui lui correspond est
k(o)
~ 1 U
G(x) = exp —/ (@) [uax. — h(u)du
54 Rl s Rla) o
m; L
1
) m e
Par le changement de variable u; = ——4—, on a :
m ()
k(o) 1 (1 )
~ 1 w; J(w mr m5~ wy
G(x) = exp —/ max : ’1( )| h L dw
Sy K,(O{) 1<i<d l,CTi (mﬂ(a)wyf(a) m =) m @) w

1 1
ot | J(w) |= (mew) ¢TI, m[ ™

1 1
_1 1 k() PIC))
Considérons h,(w) = (m~@) w)(—d=r(@) H?Zl m* h <m1 L, T wl). Alors

~ 1 Wi
= - | — — hy(w)d
G(x) = exp /Sd (o) 1n§1?jcd T (w)dw

%

est la loi limite des maxima normalisés (5.17), avec le paramétre de position ﬁ et le

paramétre d’échelle 1. Considérons A (q)(w) = Zhi(w); par (5.20), on vérifie aisément
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que :

r(a) r(a)
A de K(% { min wz} () (w)dw = de ﬁ {1r£z‘i£dwi} hs(w)dw

1<i<d

—Z oy Js, @) Oh(w)dw — S Y s e, {ma(ws, w;)}) e (w)de

+o o () [ Amaxicica(@i) ) b (w)dw

d
=> V:(a) (0, ..., 00, 1,00, ..., 00, 00, ..., 00)

d— d *
_Eizll z] i1 Vn(a)( 00, ..ry 00, 1,00, ..., 00, 1,00, ..., 00)
+... 4+ (- )d“V,j(a)( 1)
_Z?;ll Zj iV, )( ey 00, 1,00, ..., 00,1, 00, ..., 00)
4o+ (- )d“V:(a)( sy 1)

=A.

Par conséquent

k(o)
o) = [ {minga | b
et par suite fi(q) est la densité d’une mesure Hy () vérifiant la contrainte de normalisation
(5.19). O

5.4.2 Exemples

Exemple A: Le modéle k(a)-Dirichlet.

En 1991, Coles et Tawn (Coles and Tawn, 1991) ont introduit un modéle de Dirichlet modi-
fié qui vérifie la contrainte classique (2.8) des loi max-stables. Ci-dessous, nous généralisons
leur résultat par l'introduction du modéle x(a)-Dirichlet.

Soit h(w) = {Hle F(BZ-)}_I I(8.1) T]%, w?!, la densité de Dirichlet ot 3 = (31, B, ..., Ba) €

R? et x.y désigne le produit scalaire usuel entre x et y. Comme le iéme moment de h

m; = H(la) EEZ%%@i:@%; est fini, par le théoréme 5.4.1 on a :

h e (@)
hn(a) (w) = (A)
1 Bi—1
L Fn(a) (1ﬂz+;q(a))wz
CORRT: [ (Bi + £())T(B1 + k() d P (8:)
= A Hi:l 1 d+v(a) Hi:l 4 F%)(B-i- (@)
i.i_l ‘ d TR (B+r(a)) ' o W—inaw’
e (8;) {Zi:l sz =1 rﬁ(@) ’
Dans un souci de simplification, on se limite au cas bivarié (d = 2). En notant
_i 1
(a1, 00) = (8,7), 1 = T AAEEEA) oy = D (02D o en deduit que
=7 (81) <87 (82)
P (@) =

K(By1)7172T (B1+B2+kK(87)) 2> w(B) [ e B1—1 o By—1
1F2(,81)111(/822) e+ (1 =whek ! {’Ylw-k’y(ll—w)’m } { 2)72 } )
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D’aprés (5.13), 'expression de V5, est donc

Vit (@1, 72) =
W {1 - Be (51 + 5(8,7), B2 mzlfém)} t {Be (51 Ba + K(B3,7); m>}

ou Be(f, B2, u) = %ﬁ] whr— 1(1 —w)ﬁrldw.
Par conséquent
=1+ Be(ﬁl + ’%(/37 7)7 52) 71’1172) (611 62 + K‘(B 7)1 71+72)

Par les équations (5.9) et (5.23), on vérifie que la fonction Fg,r. correspondant a ce modéle
s’écrit

FSﬂT'y (x7 y) =

A1 xiﬂ(ﬂﬁ)Be(ﬁl + H(ﬁv 7)7 ﬁ?a »yl;jfygy) + yin(ﬁﬁ) {1 - Be(ﬁl + K;(B: 7)7 627 ’ylgiafmy)}} :

En conséquence en utilisant (5.6), la fonction de dépendance g(lgw) correspondante est

gl (@) = A7 w1l —w)} 5"

.
x [ (@) Be(y + 1(8,7), Bos srty) + (1= w) 00 {1 = Be(By + k(8,7), B2, 55 b -

Afin de déterminer les cas de ray-indépendance, de symétrie ou de concavité de la fonction
de dépendance, on pourra étudier les allures des courbes tridimensionnelles de log(gggv))
en fonction de deux variables choisies parmi les trois paramétres (51, B2 et k(f3,7) avec
(B,7) fixé. Par exemple, le cas particulier (3,7) = (1/2,1/2) correspond a x(8,7) = 5, et
le comportement de la fonction de dépendance en fonction des paramétres 81, B2 et n a
été étudié par Qin et al. (2010).

Exemple B: Le modéle asymétrique logistique.
Etant donné un entier d > 2, Tawn (1991) a proposé le modéle asymétrique logistique avec
la fonction de dépendance suivante :

1/re
Vix) =Y {Z wac/xi)“}

ceC \iec

ot C' est 'ensemble des sous ensembles non vides de {1,...,d}. Les paramétres sont con-
traints par r. > 1 pour tout c € C, O;c =0sii ¢ c, 0;>0,i=1,....det Y -0;.=1.
Pour tout a, la fonction de dépendance associée au k(a)—modéle asymétrique logistique
multivarié peut étre définie comme suit :

. (e)/re
Vitey (%) = 5 > {Z (9i,c/:rz-)”}

ceC \iec
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5.4 Modeéles paramétriques pour H,q)

ou
b= Z?:l V:(a) (0, ..., 00, 1,00, ..., 00, 00, ..., 00)

d—1 d *
— > ijﬂ_l Vﬁ(a) (00, ..., 00, 1,00, ...,00, 1,00, ..., 00)
o (C1)HVE, (L 1)

et Vo) () = Soco { Sice (Bre/ai) e},

_ _ _ B o grB) _ (i 4 gt
Pour d =2 et (a1, a2) = (8,7), ¢ =6 + 6, 0{ + 64

1
t

Pour tout ¢ € (0,1), ® s’annule sur la courbe de niveau k(3,v) = 1/t. En conséquence
pour tout couple (5,~) vérifiant k(5,v) # 1/t on a :
V(g (@1, 22) =

1 (8,7t 22 02
Gf(ﬁﬁ)—&-@;(ﬂﬁ) _ (Glt +6 )

ou 01,62 € (0,1] et t € (0,1). Par (5.21) il est facile de vérifier que

1
t

L tr(B,Y) , )
1— 1—

_|_ 1 + 2

:| x»{»(ﬁw) m;(ﬁw)

N s

his(8,y) (W) =

(B =k (By)%t { (i> -
1 1\ tk(BY) 01
16165 {QT(BW)JFGI;(B,W) (91t 40t ) }

. (19_2“))_%}7:%(5:’7)2 {““91192”}_(1+1)~

(5.24)
En posant ¢ = 1/2—?, le nombre de paramétres de ce modeéle est réduit de 1. Par suite

2

Pu(8,7) (W) =

1) ) 2t -1 — B
r(B,y) R(B;) — {(gw) t 4 (17w>
t{g“(577)+9—5(5ﬁ)7<9t +0 t) }

tr(B,y)—2 )
} fo(l —w)) 0+

(5.25)
On rappelle que la fonction x est homogéne d’ordre 1, donc x(8,7) = (8 + 7)r(a, 1 — )
ou a = 7 En pratique le cas § + v = 1 est suffisant pour mettre en évidence un
modéle qui permet d’extrapoler dans toutes les directions du premier quadrant positif

. . 1 N _ 1 A
et le cas particulier o = 5 correspond a s(a, 1 — ) = 0 En conséquence en posant

1 _1 1 _1 7%
Ng: on+o0 ”I—(Qt + 0 t)
par Ramos et Ledford (pour plus de détails voir Ramos and Ledford (2009)).
En utilisant (5.9) et (5.25) on vérifie que la fonction Fgs 7, correspondante a ce modéle

s’écrit

i B g\ e e
Fy,r (2.y) = N1 <xa>“<ﬂ’”+(g) —{@:g)%(g) } - (5.26)

, nous retrouvons le modéle asymétrique logistique considéré

En conséquence en utilisant (5.6), la fonction de dépendance g(lﬂ ) est explicitée

* w(l—w K(8,7)/2 _ —/Q(f)’,'y) B —1/t ,{(577)15
e [W”w’“(l:) e (157
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Soit t € (0,1). La courbe de niveau x(3,7) = 2/t donne tous les cas de ray-indépendance.
En effet, dans ce cas en utilisant 'identité a? + b* — (a + b)?> = —2ab on obtient

)_%}2 — {(9@0)1/’5 + (I‘Q"J)_l/t}j

1,
9@ ="

Il
o~
£
T
£
et}
i
| — |
—
—~
)
&
S~—
|
ol
——
(3%
+
—
—
—_
e‘|
€

S

ce qui prouve que la fonction 9(1[7-3*7) est constante. Si de plus p = 1, alors pour tout

we (0,1), 9(1[7;:7) =1, ce qui correspond au cas de la symétrie et de la ray-indépendance de

la fonction de dépendance g(l’* .

Pour montrer qu’il n’existe pa% d’autres cas de ray-indépendance, on vérifie facilement que
A Lo s . . 1,% .

pour tous (3,7) et w fixés, les dérivées partielles de la fonction 9(6.) respectivement par

rapport & la variable t et & la variable k ne s’annulent pas indépendamment de w.

On remarque que 'asymétrie implique la ray-dépendance. En effet, dans ce cas il existe

au moins un w € (0, 1) tel que 9(15*7) (w) # g(lgw)(l — w) ce qui veut dire que la fonction de

dépendance n’est pas constante et est donc ray-dépendante.

Exemple C: Le modéle asymétrique logistique négatif transformé.
Pour satisfaire la contrainte (5.19), le modeéle logistique négatif multivarié introduit par
Joe (1997) peut étre transformé de la facon suivante :

k(o)

1¢h 1 1 O\ "
Vm(a)(x):(b;wda)—@ > (_1)ICI{Z<%> }

ceC|c|>2

avec comme contraintes sur les parameétres r. < 0 pour tout c € C, 0; . =0sii ¢ ¢, 0;. >0
pour tout ¢ € C et EcEC(_1)|C|0i70 < 1, ou C désigne tous les sous ensembles non vides
de {1,...,d} et | ¢| le cardinal du sous ensemble c¢. La valeur de ® est donnée par

D= Z?:l V,:(a) (00, ..., 00, 1,00, ..., 00, 00, ..., 00)
d—1 d *
— > Zj:;—kl Vﬁ(a) (00, ..., 00, 1,00, ...,00, 1,00, ...,00)
o (CD)TVE (L D)

NV d c Oic\ ¢\ e
ou Vn(a) (X) = Zizl ﬁ B ZCEC’:|C|22(_1)| | {ZiEC’ (Tl) } :
Pour d = 2, 9] = 9j,{1,2}a J=L2r= T{1,2} et (041,042) = (5)7)7 on a:
Vs (@1, 22) =

w(ByY)
1 L 1 [(e T+ 0\ L "
£(8,7) z"i(ﬂﬂ) :BH(’B”Y) Ty o
1 2

(67405)" 7

et par (5.21) on obtient

) = S 010, o -7 () ()
(07+63) 7
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5.5 Inférence et simulation

De méme que I’exemple précédent, en posant o = ,/Z—f, la densité hy g ) s’écrit :

-r @*2

i) = 52500 (1 [+ (1))
(o7r+om)™ T

En utilisant (5.9), on vérifie que pour tout (3,7) € (0, 00)?

£(B:)
Fsyr, (2,y) = M, {ww + (Z) } (5.27)

et en utilisant (5.6)

Oy (@) = M7 {1 =)y P2 {(w@)r () } BNEES

ou M, = {(0)" + (Q)_T}@ . La figure (5.1) donne la courbe de log(g(lg:,y)) en fonction
de deux paramétres parmi les trois paramétres r, o et k(8,7) avec (,7) fixé. Le premier
cas a correspond a ¢ = 1 donc le cas de symétrie et la forme de la courbe montre une
ray-dépendance de la fonction & variation lente. Pour les deux autres cas b et ¢ o # 1,
donc le modéle est ray-dépendant. On en déduit que ce modéle est mieux adapté au cas
de ray-dépendance.

Fig 5.1: Courbe de log(g(lgjv)) (a) : en fonction de w et kK pour p =1 et r = —3; (b)

. en fonction de w et r pour p = 5 et kK = 1.33 ; (c¢) : en fonction de w et r pour
o=1letrk=1

5.5 Inférence et simulation

5.5.1 Simulation de (S53,T,) satisfaisant (5.27).

Dans la section précédente on a présenté trois exemples de distributions dont les mesures
pseudo-radiales vérifient la condition de normalisation (5.19). Les fonctions Fg,7. corre-

105
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spondant aux exemples A et B ont été présentées dans un cas particulier (8,7) = (1/2,1/2)
respectivement par Qin et al. (2010) et Ramos and Ledford (2009).

Afin d’examiner la capacité du modéle asymétrique logistique négatif transformé a
représenter les différents cas de dépendance extrémale, on se propose de simuler, avec
(B,7) fixé, 1000 réalisations du vecteur (Sg,T,) satisfaisant (5.27), tout en variant les
valeurs des parameétres r, p. Pour ceci, nous détaillons une approche appliquée par Shi
et al. (1992) pour simuler le modele logistique puis par Ramos et Ledford en 2009 pour
simuler la loi logistique asymétrique. La densité de (Sg,T’,) s’écrit

—r 2_2
fSBTw (z,y) = (k(B,v) —r)&(B,7) (:Ey)_r_l {(:EQ)_T n <y> } ‘

M,

1
On considére le changement des variables suivant Sz = o 12 *@7) (cos V)f% et T, =
1
0Z 6.7 (sin V)_%. La densité du vecteur (Z, V') est donnée par

Q(T — K‘(ﬁv ’7))

M, sin(v) cos(v)

fzv(z,v) =

. —25(8,7) . . —2r(8,7)
et est définie sur {O <z <o "B (cosv) T+ - }, si0 < v < v, etsur {O < 2z < "B (sinw) "+ - }

si v* < v < § o v* est la valeur de v qui correspond au cas limite (Sg,T,) = (1,1). En

effet, dans ce cas ¢* = tan%(v*) et comme la fonction tan est inversible sur |0, 7/2[, on en
déduit que v* = tan~!(o").
La densité fy de la variable V' est donnée par :

—2r(B8,7)
o= FB (cos vy 2222 oy —s(B.7) 12202
/ fzv(z,v)dz = (r=r(B7))e r]\;cos v) sin(v) sive (0,07,
0
frlv) = or(8 v)(sinu)i_wﬁm (B:7) Q 120
5 T 2 _ LaveRed 1 - r
/ (e, s = 20 = HCEE N sino) os(t) ¢ o )
0 "o
Par conséquent la fonction de distribution de V' est
My o™ B (1= (cos )21 siove (0,0%),

FV(U) = £(B,Y)

Mg_lg“(ﬂ’”) {—QT_R(B”)(Q_T +0") 7 14 (sin U)ZO*M)} sive (v, 3).

On vérifie aisément que la variable Z/V = v suit une loi uniforme sur (0,7/2) avec la

densité .
KBy
0" (cosv) T r si ve (0,0,

26(8,7)
0 "B (sinv) ™+ ~ s owe (v*, g)

fZ/V:v(Z) =

On construit V et Z de la fagon suivante :

cos™ 1 (1 _ MQQH(B,V)Ul) 2<rf:</3»v))} si Uy € (0,u),
V= w(B) 1) ZRBAD
sin™! {g_“(BW)MQUl + o —H(B) (0" +07") o 1} ! si Uy € (u*,1).

(5.29)
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—2r(8,7)
Uso " P (cosv) ™ + si Uy € (0,u"),
7= 20 ( ;(M 1€ 0 (5.30)

Uso "B (sinv) =+ (v) si Up € (u,1)

ot Uy, Uy sont deux variables indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1] et

* —7r r —1 r—K —r r KB, )_
u = {My(o"+0")} {Q B2 (0" 40" 1}.

Ainsi on peut générer des observations bivariées indépendantes du vecteur (Sg, T ) satis-
faisant (5.27) selon ’algorithme suivant :

~ générer deux variables aléatoires uniformes et indépendantes Uy et Us sur [0,1],

~ définir V' et Z en utilisant les expressions (5.29) et (5.30),

_2
p

1 1
~~ deéfinir le vecteur (Sg, T%) par Sg = o' Z~ @) (cos V)_% et Ty = 0Z =B (sinV)

La figure (5.2) présente quelques simulations du modéle asymétrique logistique négatif pour
différents paramétres r,0 et k.
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‘log(t)

log(t)

log(s)

()

Fig 5.2: Simulation de 1000 réalisations de (Sz,T,) par I'algorithme (5.5.1). (a) :
r=—-Lk=letpo=1;(b):r==-1,k=1Tetpo=1;(c) r=-2, k=13 et
0="5;(d):r=-033, k=13¢et p=3.
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5.5.2 Vraisemblance
1 1
Soit (z,y) € (u,00)? olt u est un seuil trés élevé et 7, = P(Xp > u, Yy >u) = P(Xp >

uP, Yp > u?)
_ _ T
F 1 l<m7y) :TUFSBT»Y <7ag>
Xpvy U u
Par suite la fonction FXPYP correspondant au modéle asymétrique logistique détaillé dans
I'exemple B ci dessus est

—r(B8,7)

_ —x(B.7) p —1/18 —1/ty K(By)t
Fxpyp (7,y) = Tuuﬁ(ﬂﬁ)Ngl <x96> ’ + (j’y) {(JEQ5> + (;{Y)
(5.31)

Dans la suite on se propose d’estimer les paramétres du modeéle (5.31) par maximum
de vraisemblance. Le choix de ce modéle parmi les trois proposés ci-dessus est justifié
par le fait qu’il est plus flexible pour la représentation des dépendances extrémales avec
ray-dépendance ou ray-indépendance. En effet, I’étude des courbes des fonctions de dépen-
dances dans Ramos and Ledford (2009) pour le modéle de I'exemple B, dans Qin et al.
(2010) pour l'exemple A et dans la section 4 de ce chapitre pour I'exemple C, montre
que la fonction de dépendance du modéle asymétrique logistique est la plus adaptée au
cas de ray-indépendance. C’est en particulier le cas pour la distribution normale qui est
asymptotiquement indépendante et ray-indépendante.

Nous avons utilisé une vraisemblance censurée de la méme fagon que Ledford et Tawn
(Ledford and Tawn, 1997) pour le modéle (5.31). On désigne par {(Xp;,Yp;),i=1,...,n},
n réalisations indépendantes d'un vecteur (Xp,Yp) de marge Paréto standard. Pour

(B,7) € (0,00)? fixé, toutes les observations marginales au dessous du seuil u, choisi comme
1 1

étant le quantile empirique a 95% de la variable min <X g Y > , seront censurées au seuil

u. On partitionne (1,00)% en quatre régions R;j, (i,j) € {0, 1}? de la facon suivante :
Rij = {(x,y) S (1,00)2 : ]l{:c>u5} = i7]1{y>u7} = ]} .
Désignons par L;;(zo, o), la contribution a la vraisemblance des points (xg,yo) de la
région R;j, on a :
Loo(x0, yo) = 2F (u) — 1+ Fxpy, (u”, u?).

OF W
Lio(eo, yo) = f(ao) + 22evelm:07)

ox la=ao -
OF uP,
Loa(oo, o) = f(yn) + 200D |
O*Fxpyp(w3y)
L11(3307y0) = W ‘(x,y)=(xo,yo)

ot F(x) =1—1/z et f(x) = 1/2% sont respectivement la distribution et la densité de la
loi Pareto standard. En considérant le modele (5.31), on obtient

Loo(zo,y0) =1 —2/u+7y
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Lio(zo,90) =

- W (8P (B 4 _1 L\ Yt w(By)t—1 (141
Flag) — ™ (57"]/\)[9/8 ve [(mogﬁ) (&3 +>_{($095) /tﬁ+<ﬁ) } (%Qﬁ) (1+1/tB)
Lo1(xo0,y0) =

—(5(8,7) _ K(By)t—1 _

T (B (B, +1) —1/t8 1/ty (1+1/tv)
s =2 | () L) (2) (2)
Li1(zo0,90) =
T0uw B (—k(B,)t+r(B,7)2t) 0P~ _1 —1/ty (B2 (141 —(1+1/ty)

Coteront)e [{(zogg) 9 () } (200?) 041/ () |

Pour illustrer la performance du modéle (5.31) en terme de flexibilité d’extrapolation suiv-
ant tous les angles, nous suivons tout d’abord Ramos and Ledford (2009), en comparant les
contours des densités jointes obtenues par maximum de vraisemblance de 2500 réalisations
en marges Paréto avec les contours des vraies densités et ceci pour deux distributions. La
premiére est la loi normale avec une corrélation p = 0.5, ce qui correspond a 1 = 0.75 donc
une indépendance asymptotique avec une association positive. Le deuxiéme exemple con-
sidéré est la loi normale avec une corrélation p = —0.5 ce qui correspond a 1 = 0.25 donc
une indépendance asymptotique avec une association négative. Pour chacune des deux dis-
tributions, on a considéré deux valeurs du couple (3,7). Le premier couple (5,7) = (1, 1),
ou d’une fagon équivalente o« = 0.5, permet de retrouver le modeéle (3.8) de Ramos et
Ledford (2009) avec des marges Paréto au lieu des marges Fréchet unitaire. Les résultats
des deux exemples correspondant a ce couple (/3,7) sont illustrés dans les figures (5.3) (a)
et (5.4) (a). Comme attendu puisque oo = 1/2, ces deux figures coincident respectivement
avec les figures (d) et (f) de la figure 3 de la section 5 de Ramos and Ledford (2009). Le
deuxiéme couple considéré est (5,v) = (0.3,0.7). Les résultats de ce cas sont illustrés dans
les figures (5.3) (b) et (5.4) (b). Les segments de droite tracés dans les figures (5.3) et
(5.4) correspondent respectivement a la droite linéaire de coefficient directeur a/(1 — «)
(trait en pointillé) et a la droite obtenue via I’approche proposée en section 4.5.1 (trait con-
tinu). Il est intéressant de constater que non seulement notre approche permet d’obtenir
des estimations des probabilités de queue sur tout le quadrant considéré mais surtout que
ces derniéres semblent bien coincider le long des directions fixées par la valeur de (3,7).
Cela signifie qu’en pratique, pour toute valeur de (3,7) connue, une estimation de qual-
ité est atteignable. Par ailleurs, comme la procédure de la section 4.5.1 semble encore
ameéliorer les résultats pour un (3, ) fixé, il est vraisemblable qu’en pratique une approche
de type régression sur un sous-ensemble donné comme en section 4.5.2 permettrait encore
d’améliorer ’estimation des probabilités considérées.

Ensuite, pour permettre de comparer au mieux notre approche avec celle de Ramos et Led-
ford, nous nous plagons dans le méme contexte que celui utilisé dans le chapitre précédent,
en estimant les probabilités des intervalles de la forme (y(a/(1 — a),o0) X (y,00) par les
deux approches. Pour chaque distribution considérée, nous avons généré 5000 points avec
des marges exponentielles et nous avons gardé 10% des données a des fins d’estimation. Ce
processus a été répété 500 fois, en fixant y = 1.51og 5000 et en multipliant y par «/(1 — «)
pour obtenir la valeur de I'abscisse z, ceci pour la séquence des valeurs du pseudo angle
a=0.5,0.45,...,0,05. Les résultats sont illustrés dans la figure (5.5).
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On remarque que pour les deux exemples considérés les RMSE de notre modéle sont
nettement meilleurs surtout pour les petites valeurs de . Ceci s’explique par la flexibilité
d’identifier la probabilité d’étre dans I'intervalle (y(«/(1 — ), 00) X (y,00) avec la fonction
de survie de notre modéle en marges exponentielles, avec 'avantage d’avoir une estimation
de la fonction k(a,1 — «) propre a chaque angle contrairement au modéle de Ramos et
Ledford ot une seule estimation pour tous les angles est utilisée.

10

log(y)

log(x)
(a) (b)

Fig 5.3: Simulation de 2500 réalisations de la loi normale de corrélation p = 0.5.
(a) : pour (B,7) = (0.5,0.5) ; (b) : pour (8,7) = (0.3,0.7) ; les vraies den-
sités jointes sont en trait continu, les densités jointes obtenues par maximum de
vraisemblance du modéle (5.31) en trait discontinu ; les droites donnant la direction
d’extrapolation vers 1.51og(5000)(5/7, o0) x (1.5log(5000), c0) obtenues selon (f3, )
et selon I'approche de la section 4.5.1 du chapitre 4 sont respectivement représentées
en trait discontinu et continu.
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log(y)
log(y)

log(x)

(a) (b)

Fig 5.4: Simulation de 2500 réalisations de la loi normale de corrélation p = —0.5.
(a) : pour (B,7) = (0.5,0.5) ; (b) : pour (5,7v) = (0.3,0.7); les vraies den-
sités jointes sont en trait continu, les densités jointes obtenues par maximum de
vraisemblance du modeéle (5.31) en trait discontinu ; les droites donnant la direction
d’extrapolation vers 1.51og(5000)(5/~, o0) x (1.5log(5000), c0) obtenues selon (f3, )
et selon I'approche de la section 4.5.1 du chapitre 4 sont respectivement représentées
en trait discontinu et continu.
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Fig 5.5: :

RMSE; (a) distribution bivariée normale de corrélation p = 0.5 ; (b)
distribution bivariée normale de corrélation p = —0.5. Le caractére 'R’ correspond
a la modélisation de Ramos et Ledford et 'D’ & la notre.
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5.6 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle classe de modéles semi-paramétriques pour les queues de
distributions venant enrichir la gamme de modéles adaptés a 'indépendance asymptotique
déja existants. Ces modéles sont adaptés a I'indépendance asymptotique. Des extrapola-
tions suivant des rayons quelconques du premier quadrant positif seront possibles grace a
cette nouvelle modélisation avec une approche différente du chapitre précédent. En effet
une nouvelle estimation paramétrique de la fonction de dépendance est désormais possible
a partir des modéles semi-paramétriques de la mesure pseudo-radiale associée au modéle
(4.10).
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

L’une des principales contributions théoriques de cette thése est 'introduction d’une nou-
velle modélisation de la queue d’une distribution bivariée avec des marges Paréto. En se
basant sur cette modélisation, nous avons abordé le probléme de 'estimation de proba-
bilités de queue dans un cadre général permettant d’intégrer dépendence et indépendence
asymptotique des extrémes.

Pour cela, dans le premier chapitre, nous avons rappelé les résultats et outils essentiels a
1 a compréhension de nos contributions. Puis, dans le chapitre 2, nous avons abordé les
principaux résultats de la théorie des valeurs extrémes dans le cadre usuel de la littéra-
ture, & savoir le cadre max-stable, pour conclure a ses limitations quant au probléme d’une
inférence statistique des probabilités de queue en présence d’indépendance asymptotique.
Dans le chapitre 3 nous avons analysé quelques unes des principales solutions apportées par
les différentes modélisations déja existantes dans la littérature, modélisations basées sur la
variation réguliére de la queue de distribution. Le chapitre 4 a été consacré a I'introduction
de notre nouvelle modélisation pour les queues de distribution bivariée avec marges Paréto.
Cette modélisation, qui étend aux distributions ray-dépendantes la modélisation de queue
bivariée avec des marges Paréto proposée par Wadsworth and Tawn (2013), offre la possi-
bilité d’une généralisation de I'inférence non-paramétrique introduite par Wadsworth and
Tawn (2013). Enfin, dans le chapitre 5, en nous appuyant sur le modéle (4.10), nous avons
développé une nouvelle approche semi-paramétrique de la fonction de survie multivariée,
qui permet 1a encore d’améliorer I'approche récemment proposée par Ramos et Ledford
(Ramos and Ledford, 2009).

La possibilité de travailler avec une fonction x de deux variables, avec comme cas parti-
culiers la fonction k() de Wadsworth and Tawn (2013) et le coefficient de dépendance
de queue 7 de Ledford and Tawn (1996), tout comme 'extension du modéle de maxima
présenté au chapitre 5 offrent de nombreuses perspectives de travaux. Ci-dessous, nous
énongons quelques pistes possibles :

e Dans les applications du modéle (4.10), il pourrait aussi étre intéressant de donner
une forme paramétrique pour la fonction k(f,7) Par exemple, une forme théorique
possible pour x pourrait étre la suivante :

5(8,7) = —— {a(B+) — by/B7 + emax(8, ) (61)
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Chapitre 6 : Conclusion et perspectives

ol a, b et ¢ sont des paramétres positifs tels que a + ¢ # 0. Sur le plan pratique il
reste cependant & explorer I'identifiabilité d’un tel modéle et & mettre en place une
méthode d’inférence des paramétres.

Le modéle que nous avons développé dans le Chapitre 4 mériterait d’étre étendu
au cadre spatial. Cette perspective pourrait étre particuliérement intéressante pour
traiter d’estimation de probabilités de queue concernant des événements simultanés
et/ou conditionnels. Dans de nombreux domaines, comme par exemple en sciences
du climat, les données spatialisées sont courantes et les approches actuelles pour le
traitement des extrémes sont fondées sur la modélisation par des processus max-
stables supposant une dépendance asymptotique des extrémes (voir par exemple
Davison and Gholamrezaee (2012) et ses références), par des processus asymptotique-
ment indépendants (Davison et al., 2013; Opitz, 2016) ou encore par des mélanges en-
tre processus max-stables et processus asymptotiquement indépendants (Wadsworth
and Tawn, 2012; Bacro et al., 2016). Un modéle pouvant travailler sur des paires de
sites sans a priori sur le type de dépendance extrémale présente pourrait donc étre
de tout premier intérét. En exploitant la possibilité de faire varier les valeurs de
et 7 offerte par la modélisation (4.10), des probabilités de dépassement d’'un certain
seuil sur un site A conditionnellement & un autre dépassement qui n’est pas de méme
grandeur sur un site B pourrait étre inférées, avec I’avantage de déterminer un coef-
ficient de décroissance de queue k(f3,) propre a chaque paire de sites. La difficulté
reste néanmoins sérieuse car cela suppose de pouvoir construire un processus spatial
dont les marginales bivariées vérifient notre modéle ...

Toujours dans un cadre spatial, la connaissance des variations de la fonction k selon
la distance entre paires de sites pourrait aussi renseigner sur le type de dépendance
extrémale a considérer en fonction de la distance et pourrait étre le fondement de
tests statistiques relatifs a la présence d’'une dépendance ou d’une indépendance
asymptotique en fonction de la distance.

Le modéle de maxima introduit dans le chapitre 5 pourrait étre utilisé pour adapter
le F-madogramme défini par Guillou et al. (2012) au modéle (4.10). Pour un
couple (3,7v) fixé, désignons par (Mx, My) le vecteur bivarié lié a la distribution
G (,y) ie. P(Mx < 2, My <y) = exp (—Vis.)(x,y)) avec les distributions
marginales Fx(z) := P(Mx < z) = exp (—axx_“(ﬂm) et Fy(y) = P(My <vy) =
exp (—Uyy_’*(ﬁ’"’)) avec ox = Vi(g,4)(1,00) et oy = V(3 (00,1).

Le F-madogramme de (My, My) peut étre défini par :

1
I/H(/37,y) = iE ‘ FX(M)() — Fy(My) | .
Le F-madogramme est li¢ & 0,.(83,7) = Vi(s,) (a}(/ﬁ(ﬁ’ﬂ’),a)l,/ﬁ(ﬁ’w)) par la relation
suivante 142
Vk(8,7)
O = 75,
S TN

Pour (5,7v) = (1,1) on retrouve les résultats de Guillou et al. (2012). Cette extension
pourrait étre intéressante si 'on s’intéresse a la mesure de dépendance entre des
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extrémes normalisés différemment. Son extension au cadre spatiale serait 1a encore
d’intérét.
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Résumé.

Cette thése présente des contributions & la modélisation multivariée des queues de dis-
tribution. Nous introduisons une nouvelle modélisation des probabilités de queue jointes
d’une distribution multivariée avec des marges Paréto. Ce modéle est inspiré de celui de
Wadsworth et Tawn (2013). Une nouvelle variation réguliére multivariée non-standard de
coefficient une fonction a deux variables est introduite, permettant de généraliser deux
approches de modélisation respectivement proposées par Ramos et Ledford (2009) et
Wadsworth et Tawn (2013). En nous appuyant sur cette modélisation nous proposons
une nouvelle classe de modéles semi-paramétriques pour l'extrapolation multivariée selon
des trajectoires couvrant tout le premier quadrant positif. Nous considérons aussi des mod-
éles paramétriques construits grace & une mesure non-négative satisfaisant une contrainte
qui généralise celle de Ramos et Ledford (2009). Ces nouveaux modéles sont flexibles et
conviennent tant pour les situations de dépendance que d’indépendance asymptotique.

Mots-clés. Extrémes multivariés, (in)dépendance asymptotique, modélisation de queue
de distributions, extrapolations, mesure pseudo-radiale.

Abstract.

This PhD thesis presents contributions to the modelling of multivariate extreme values. We
introduce a new tail model for multivariate distribution with Pareto margins. This model
is inspired from the Wadsworth and Tawn (2013) one. A new non-standard multivariate
regular variation with index equals to a function of two variables is thus introduced to gen-
eralize both modeling approaches proposed by Ramos and Ledford (2009) and Wadsworth
and Tawn (2013), respectively. Building on this new approach we propose a new class
of non-parametric models allowing multivariate extrapolation along trajectories covering
the entire first positive quadrant. Similarly we consider parametric models built with
a non-negative measure satisfying a constraint that generalizes the Ramos and Ledford
(2009) one. These new models are flexible and valid in both situations of dependence or
asymptotic independence.

Keywords. Multivariate extremes, asymptotic (in)dependence, joint tail modelling, ex-
trapolations, pseudo-radial measure.
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