
HAL Id: tel-01944104
https://theses.hal.science/tel-01944104

Submitted on 4 Dec 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Cost-Sensitive Early classification of Time Series
Asma Dachraoui

To cite this version:
Asma Dachraoui. Cost-Sensitive Early classification of Time Series. Human health and pathology.
Université Paris Saclay (COmUE), 2017. English. �NNT : 2017SACLA002�. �tel-01944104�

https://theses.hal.science/tel-01944104
https://hal.archives-ouvertes.fr








❆❇❙❚❘❆❈❚

❚✐t❧❡ ✿ ❈♦st✲❙❡♥s✐t✐✈❡ ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝♦st❧② ❞❡❧❛②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t❛s❦ ❢♦r ❛ss✐st✐♥❣

✐♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t♦ ❛rr✐✈❡✱ t❤✉s ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❜❡tt❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s

t❤❛t ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❜✉t✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✐♥❣

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ▼❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡♥ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦sts✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❯♥❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦rs

❛r❡ ❝♦st ❡q✉❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛st t❤❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s

❝♦st❧②✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②✳

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✐✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

s❡t t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❢♦r♠s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❧❡✈❡r❛❣❡s









❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s ❢♦r ❤✐s

s✉♣♣♦rt✱ ❤✐s ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ❤✐s ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✇r✐t✐♥❣ r❡♣♦rts✱ ❛♥❞ ❤✐s ✐♠♠❡♥s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞

s❡✈❡r❛❧ s❦✐❧❧s✳ ❍✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♥❞✉❝t r❡s❡❛r❝❤✱ ✜♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s

❛♥❞ ✇r✐t❡ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s ❛❧s♦ ❣♦ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦r ❉r✳ ❆❧❡①✐s ❇♦♥❞✉✱ ✇❤♦ t❛✉❣❤t ♠❡ ❤♦✇

t♦ ❞♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❣❛✈❡ ♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ✇❤❡♥ ■ ♠❡t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✇❛s t❤r♦✉❣❤

❤✐s ❡♥t❤✉s✐❛s♠✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❦✐♥❞♥❡ss t❤❛t ■ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♠② ♠❛st❡rs

✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❛♥❞ ✇❛s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❆♥t♦✐♥❡ ❛♥❞ ❆❧❡①✐s ❢♦r ❛❞✈✐s✐♥❣ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐s❝✉s✲

s✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❢r✉✐t❢✉❧ ❛♥❞ r❡✇❛r❞✐♥❣✳ ■ ❡♥❥♦②❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤

②♦✉ ❛♥❞ ■ ❤♦♣❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦t❤❡r ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ❛❣❛✐♥✳

❇❡s✐❞❡s ♠② ❛❞✈✐s♦rs✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② t❤❡s✐s s✉♣❡r✈✐s♦rs✱ Pr♦❢✳ ❆❤❧❛♠❡ ❉♦✉③❛❧

❛♥❞ ❊♥❣r✳ ❋❛❜r✐❝❡ ❈❧ér♦t ❢♦r t❤❡✐r ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳

■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② t❤❡s✐s r❡❛❞❡rs✱ Pr♦❢✳ ❏✐❛♥ P❡✐ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ●✐❧❧❡s ❙t♦❧t③✱ ✇❤♦

❦✐♥❞❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇ ♠② ✇♦r❦✳

■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❛s ●✉②❡t ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❏❛♥♦❞❡t ✇❤♦

❦✐♥❞❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠② t❤❡s✐s✳

❚❤✐s s✉❝❝❡ss ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐t ❞♦❡s t♦ ♠❡✳ ❇♦t❤ ♠② ❝❤✐❧❞r❡♥✱

❙❛♥❞r❛ ❛♥❞ ❨❛ss✐♥❡✱ ✇❡r❡ ❜♦r♥ ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ st✉❞②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ♠② ❧✐❢❡

❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞♦ s♦ ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❙❛♥❞r❛ ❛♥❞ ❨❛ss✐♥❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢

✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❢♦rt ❞✉r✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t ♠♦♠❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ■ r❡❣r❡t t❤❡ t✐♠❡ ■ s♣❡♥t ❛✇❛②

❢r♦♠ ②♦✉ ✇❤✐❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❞❡❣r❡❡✳ ❨♦✉r ❛r❡ ♠② ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳

■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝❛r❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤

♠② ❡♥t✐r❡ ❧✐❢❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ▼♦♠✱ ❍❡❞✐❛✱ ❢♦r ②♦✉r ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✈❡✱ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝♦♥✜✲



❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠② ❛❜✐❧✐t✐❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ■ ✇❛s♥✬t✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❉❛❞✱ ▼♦♥❝❡❢✱ ❢♦r ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ ✐♥ ♠❡

❛♥❞ ■ ❤♦♣❡ ■ ♠❛❞❡ ②♦✉ ♣r♦✉❞ ♦❢ ♠❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ■ ❛♠ ♣r♦✉❞ ♦❢ ②♦✉✳ ▼② ❞❡❛r❡st s✐st❡r✱

■♥❡s✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ♠② ❜❡st ❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ❜② ♠② s✐❞❡✱ ❢♦r ②♦✉r

❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❆❝❤r❡❢ ❛♥❞ ❆♥✇❡r✱ ❢♦r ❜❡✐♥❣ t❤❡

❜❡st ❜r♦t❤❡rs ❛♥②♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡r ❤♦♣❡ ❢♦r✳ ■ ❧♦✈❡ ②♦✉ ❛❧❧✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❞❡❛r❡st ❤✉s❜❛♥❞ ❛♥❞ ❜❡st ❢r✐❡♥❞ ❇❛❧✐❣❤✳
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✼✳✷✳✹ ❖♥❧✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✼✳✷✳✺ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✼✳✷✳✻ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✼✳✷✳✼ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✿ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✷✳✽ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✷✳✾ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts✿ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r ✳ ✶✸✻

✼✳✸ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✼✳✸✳✶ ❙♦♠❡ ❧❡❛❞s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✼✳✸✳✷ ■s t❤❡r❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ❛♥❞ r❡❛❧ r✐s❦❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✸✳✸ ❲❤② ♥♦t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

①✐✈



❈❖◆❚❊◆❚❙ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✼✳✸✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✼✳✸✳✹✳✶ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✼✳✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✼✳✸✳✹✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❆ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❊①❤❛✉st✐✈❡ r❡s✉❧ts ✶✹✸

❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ✶✺✷

❆✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✻✺

①✈



❈❖◆❚❊◆❚❙

①✈✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡✭❛✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧❡❛r♥t

♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧

♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭❜✮✱ s❤♦✉❧❞ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t < T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✹ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢

❝❧❛ss✐✜❡rs tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r s✉❜✲s♣❛❝❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✺ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s

xt✱ t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡✐t❤❡r st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛♥❞

♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✱ ♦r ❝❤❡❝❦ ✐❢ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ xt ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t xt ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥❝❛t✭✮

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ t✐♠❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✻ ❖✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
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▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✷✳✽ ❆t t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❡✐♥❣ ❧❡❛r♥t ♦♥❧② ♦♥ s♦♠❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s

✭✐✳❡✳ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ D✱ ✇❤❡r❡

D > t✮✱ ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧

♦❢ ❛ ♥❡✇ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ✳ htT ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥t ❛t t

✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆♥❞✱ ŷt ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xT

❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r t✐♠❡s

t+ i✱ ✇❤❡r❡ i > 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✶ ❚❛①♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ✳ ✸✸

✸✳✷ ❊❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r s✉❜✲s♣❛❝❡s

♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✸ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❢t❡r ✐♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ xt✳ ❚✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ✭✐✮ ✜rst ❛ ♣r❡✲

❞✐❝t♦r ✐s ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢

❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ ✭✐✐✮ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❛❧s♦ ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t♦ ❜❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✹ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭❛✮ ✐❞❡♥t✐❢②

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✿ Ck✳ ✭❜✮

❋✐♥❞ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t②

♠❡❛s✉r❡ dk✱ ✇❤❡r❡ dk = dist(xt, c̄k) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ck

✭❤❡r❡ c̄k ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ck✮✳ ✭❝✮ xt ✐s ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛ss ✭✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧❛ss +1✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♥❡❛r

❝❧✉st❡r ✭❤❡r❡ C1✮ ❜② ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ✹✶

✸✳✺ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✭❛✮ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛♥✐❢❡st✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✱ ✭❜✮ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛rr✐✈❡s✱ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❛

✭str♦♥❣✮ ♠❛t❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ xt✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ht(xt) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✉t♣✉ts✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st

❝❧❛ss✐✜❡r ✭t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❣✐✈❡s ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠♦st ♦❢t❡♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

①✈✐✐✐
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✺✳✶ ❚❤❡ ✜rst ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉r✈❡

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st fτ (xt) ❣✐✈❡♥ xt, ∀τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ■t s❤♦✇s
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t t✐♠❡ t + τ⋆✳ ◆❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡

❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ τ⋆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦sts

✭✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✮✳

■♥ ❝❛s❡ ✭❛✮✱ t❤❡ ❝♦st ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ τ⋆ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs

❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st✳

❆❢t❡r τ⋆✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st t❛❦❡s t❤❡ ❧❡❛❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❜✮✱ t❤❡ ❝♦st

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♦❢t❡♥✱ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

❝❛s❡ ✭❝✮✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ t❡♥❞s t♦ ✇❛✐t ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♦❢t❡♥

✇❛✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❞✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦st

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st❛♥t ♠✐♥✐♠❛✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r

❞❡❝✐s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✉♥❞❡r s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ✶✵✵

✺✳✹ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐✲

❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

t❤❡ t❡①t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✺ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳✶✵✶

✺✳✻ ❍♦✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭▼❛r❦♦✈ st❛t❡s✮✳

❍❡r❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦❞❡❞ ❛s 〈γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 2, γ4 = 3, γ5 =

4, γ6 = 3〉✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❡r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❝✉r✈❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡♠ ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts 〈x1, x2, x3, x4, x5, x6〉 ✇✐t❤ ♥♦

❝✉r✈❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦

❛♥♦t❤❡r ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✼ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠❛tr✐❝❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ∈ {1, . . . , T − 1}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

①✐①
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✻✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡t S ✇❤❡r❡ η : (µ = 0, σ = 0.2)✳

❚✐♠❡ s❡r✐❡s A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ +1✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s B1 ❛♥❞ B2 ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞

−1 ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s C ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛❜❡❧❡❞ −1 ♦r +1✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t) ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡ τ̄ETM ✭s♦❧✐❞

❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s

❝❛♥ ♦♥❧② s❤♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡s τETM ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ m ❛♥❞ C(t)✱

♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❝♦st ❝✉r✈❡s✱ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦sts CRCM ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ m ❛♥❞ C(t)✱ t❤❡②

❣✐✈❡ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦sts✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t)✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲

K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥

t✐♠❡ τ̄ETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM

❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s η(t) ∈
{0.2, 1.0, 15.0}✱ ❛♥❞ r❛t❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m ∈ {0.01, 0.02, 0.07}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✹ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢

❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s✐♥❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲

❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥m ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞

r❡❛❧ ❝♦st CRCM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡

❧❡✈❡❧s η(t) ∈ {0.2, 1.0, 15.0}✱ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦sts C(t) ∈ {0.001, 0.01, 0.07}✳ ✳ ✶✶✸

✻✳✺ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r

✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❜r✐♥❣s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✻ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭t♦♣ ✜❣✉r❡✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ✭❜♦t✲

t♦♠ ✜❣✉r❡✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥st❛♥ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) = 0.01× t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✽ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭t♦♣ ✜❣✉r❡✮✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧

❞❛t❛ s❡t ❉✐st❛❧P❤❛❧❛♥①❖✉t❧✐♥❡❈♦rr❡❝t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ✭❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡✮

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❚❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

①①



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✻✳✼ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r ✶✶ r❡❛❧ ❞❛t❛

s❡ts ❢r♦♠ ❯❈❘ ❛r❝❤✐✈❡ ✭❧❡♥❣t❤s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ❛r❡ ❛❧s♦

s♣❡❝✐✜❡❞✮✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞

✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❆✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❆✳✷ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt✳ ▲❛ ❞❡✉①✲

✐è♠❡ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré✈✉ fτ (xt) ét❛♥t ❞♦♥♥é❡

xt, ∀τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧❛

♣ré❝✐s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r✳

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞❡✈r❛✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t + τ⋆✳ ▲❡s

♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♣ré✈✉ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ⋆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

①①✐





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✹✳✶ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❧✐st ♦❢ ♠❡t❤✲

♦❞s ✐s ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ s❤♦✇s ♦♥❧② ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲

t❤❡✲❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ✭❆✮ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✭❇✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡

❤❛✈❡ ♠❛❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✶ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✷ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥

m = 0.07✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲

❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

η(t)✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s

(K−1,K+1) ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ✐s ✜①❡❞ t♦ 0.01✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲

❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

η(t)✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s

(K−1,K+1) ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❝♦st C(t) ✐s ✜①❡❞ t♦ 0.01✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✻ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✼ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲

γ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
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▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✻✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳ ❚❤❡ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ✐s ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts CRCM ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ✷✷✺ s②♥✲

t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② ❝♦sts✳ ❍❡r❡✱ α = 0.05 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ df = 1.960✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✻✳✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦①✲

✐♠✐t② t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ P❛✐r❡❞ t✲t❡sts ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts CRCM

✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭r❡s♣✳ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦sts

CICM ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✷✷✺ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② ❝♦sts✳

❍❡r❡ α = 0.05 ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ df = 1.960✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✻✳✶✵ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✈❡r

❯❈❘ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✶✶ ❲✐❧❝♦①♦♥ ❙✐❣♥❡❞✲❘❛♥❦ ❚❡st ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ α = 0.05✱ n−1 =

10 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ 8✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✶✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭❊❈❖◆❖▼❨✲K✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ♦✈❡r t❤❡ ■t❛❧②P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳✶✷✸

✻✳✶✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭❊❈❖◆❖▼❨✲K✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ♦✈❡r t❤❡ ■t❛❧②P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳✶✷✹

❆✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t❛❜❧❡✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ✭✇✐t❤ tr❡♥❞ ❂ ✵✳✵✵✺✱ ♦✈❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❆✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t❛❜❧❡✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ✭✇✐t❤ tr❡♥❞ ❂ ✵✳✵✶✱ ♦✈❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❆✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t❛❜❧❡✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ✭✇✐t❤ tr❡♥❞ ❂ ✵✳✵✺✱ ♦✈❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

❆✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t❛❜❧❡✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ✭✇✐t❤ tr❡♥❞ ❂ ✵✳✵✼✱ ♦✈❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❆✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t❛❜❧❡✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈s✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷ ✭✇✐t❤ tr❡♥❞ ❂ ✵✳✶✱ ♦✈❡r s✐♥❡ ❞❛t❛✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

❆✳✻ ❘❡s✉❧ts ✭✶✮ ✲ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r r❡❛❧

❞❛t❛ s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❆✳✼ ❘❡s✉❧ts ✭✷✮ ✲ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r r❡❛❧

❞❛t❛ s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❆✳✽ ❇❛s✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
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◆♦t❛t✐♦♥s

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣

〈x1, x2, . . . , xT 〉 ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ T ❡❧❡♠❡♥ts✳

xT ∈ R
T ❆ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T

xt ∈ R
t ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t ≤ T

y ∈ Y ❆ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

ŷ ❆ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

ŷt ❆ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❛t t✐♠❡ t✳

(xi
T , y

i) ∈ mathcalS ❚❤❡ tth ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✱ ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xi
T ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧

yi✳

S = {(xi
T , y

i)}1≤i≤m ❆ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳

h : R
T → Y

xT 7→ŷ=h(xT )
❆ ❝❧❛ss✐✜❡r✳

H = {ht}1≤t≤T ❆ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❧❡❛r♥t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✳

t⋆ ❖♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt✳

C(ŷ|y) ▼✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

C(t) ❉❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

fτ (xt) : R
t 7−→ R ❊①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ xt ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

τ ∈ {0, . . . , T − t}
C = {ck}1≤k≤K ❆ s❡t ♦❢ K ❝❧✉st❡rs ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

mt
uv ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s u ❛♥❞ v

❛t t✐♠❡ st❡♣ t✳

γt = ℓ ❚❤❡ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ℓ✳

〈γ1, . . . , γt〉 ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s r❡❝♦❞✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳
−→γt ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r✳

▼
t+1
t ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t✐♠❡ t t♦ t✐♠❡ t+ 1✳

▼
t
1,...,t ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❧❡♥❣t❤ t✳

P〈γ1,...,γt〉 ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s✳

δ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦r❞❡r✳

①①✈





❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆❜❜r❡✈ ▼❡❛♥✐♥❣

❆❜❜r❡✈ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥

❊❈❖◆❖▼❨ ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥✲

❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳

❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊①t❡♥❞❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡✳ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❊①t❡♥❞❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳

γ ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡✳

K◆◆ ❚❤❡ K✲◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦rs ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❉❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳

τ⋆ETM ❊st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛♥✳

CECM ❊st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ♠❡❛♥✳

①①✈✐✐





❚❤❡ r❡❛❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ❤❛r❞ ♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✮

❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❜✉t t❤❡r❡ st✐❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇❛②s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❱❧❛❞✐♠✐r ❱❛♣♥✐❦





❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❖♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦✇❛❞❛②s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ s✉♣♣♦rt

♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ■♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② ✇❛r❞s ♦❢ ❤♦s♣✐t❛❧s✱ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ r♦♦♠s ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧

♦r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❣r✐❞s✱ ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉♥❝✐❧s ❛ss❡ss✐♥❣ ❡♠❡r❣❡♥❝② s✐t✲

✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♥t❡①ts✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡ t✐♠❡❧② ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ✐s t❤❛t✱

✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞❡❧❛②❡❞✱ t❤❡ ❝❧❡❛r❡r ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧② ♦✉t❝♦♠❡ ✭❡✳❣✳ s❤♦✉❧❞

t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✉♥❞❡r❣♦ ❛ r✐s❦② s✉r❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮✱ ❜✉t✱ ❛❧s♦✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦st t❤❛t ✇✐❧❧

❜❡ ✐♥❝✉rr❡❞ ✐❢ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ♣r❡♣❛r❡❞✳

❚❤✐s ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐❢ ♦♥❡ ❞❡❧❛②s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡

r✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②✳ ■t ❤❛s ❤✐st♦r✐❝❛❧ r♦♦ts ✐♥ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✱ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❜✉t r❡❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦❢t❡♥ ✐♥ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞

♠❛♥♥❡r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✐♥❡❞ ✐♥ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡

❞♦♠❛✐♥s ✭❡✳❣✳ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ s♠❛rt ❣r✐❞s✱ ✐♥t❡r♥❡t ❛♥❞ ✜✲

♥❛♥❝✐❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ s♦ ♦♥✮ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ✐♠♣❡t✉s t♦ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛t✲

t❡♥t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠❡s ❛s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥s✇❡r ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ t❛s❦ ✐♥ ♠❛♥②

❛r❡❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛r❧✐❡r ❞✐❛❣♥♦s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❤❡❛rt ❜❡❛t ♦❢ ♣r❡t❡r♠ ✐♥❢❛♥ts

✶



✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✇❤♦ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s❡♣s✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❤♦s♣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡♦♥❛t❛❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝❛r❡ ✉♥✐ts

♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ❛♣♣❡❛r ❬✺✹❪✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢

❤❡❛rt ❜❡❛t t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥

♣❡r♠✐t ❡❛r❧② ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉♥❝t✐✈❡ t❤❡r❛♣✐❡s✳

■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ ❛♥❞✱ ♦❢t❡♥✱ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡❛r❧②

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♥t❛✐❧s t✇♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss

❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡✇❛r❞✐♥❣ ✐t

❝❛♥ ❜❡✳ ❨❡t✱ ♦❢t❡♥✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s

✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧②

s♦❧✈❡❞ ♦♥❧✐♥❡✳

■♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s

t❤❛t ❛r❡ ♦♣❡♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡② ✐♥st❡❛❞

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦r t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢

t❤❡ t✐♠❡ ✐s r✐♣❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦r ✐❢ ✐t s❡❡♠s ❜❡tt❡r t♦ ✇❛✐t ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❧♦♦❦ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

t✐♠❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✐t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❆s ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

✇❛s ♥♦t ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❛s

s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❚✉r♥❡② ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥ ❬✾✽❪ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r✈❡② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

❝♦st ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ t❤❛t t❤❡② ♣❧❛② ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳

❚♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷
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✶✳✷ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ♠❛♥② r❡❛s♦♥s✳ ❚✇♦ s✉❜✲

st❛♥t✐❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✿ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✉s✉❛❧❧②✱ t❤❡

♠♦r❡ ❡rr♦♥❡♦✉s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛♥ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ t❛s❦s✿

• ❋✐rst✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

❛♥❞ ❜r♦❛❞❧② t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳

• ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✈s q✉❛❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦sts ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ♠✐s❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞

❜② ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡

❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥t✐❧ ♦✉r ✇♦r❦ ❬✸✸❪✱ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♠✲

♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦st ❡q✉❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❣♦❛❧s ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿

✶✳ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st✳

✷✳ ❚❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✸✳ ❖♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛✿ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞

✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✹✳ ❆❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❧✐♥❡✿ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ♦♥❧✐♥❡✱ ✇❤❡♥ t♦

st♦♣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✺✳ ❆❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✿ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢

✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r✳

✸
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✻✳ ❆❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✿ t❤❡ ♦✉t♣✉t

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐s

r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❛rr✐✈✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳

✼✳ ❋❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ s❡t✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝♦st❧②✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ st❛rt❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦s✿ ✭✐✮ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞

✭✐✐✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣✱ ♦♥❧✐♥❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛st t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ t♦ ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❆s ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❆♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s

✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞❊❈❖◆❖▼❨ ✭❊❛r❧②❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝

♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✮✱ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r✐❝✶ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✸✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ t❤❛t

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❊❈❖◆❖▼❨✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❤✐♥❞ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

❣r♦✉♣s✱ t❤❛t ❞✐✛❡r ❛s ✇✐❞❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ❝♦sts ❢♦r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡

st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

• ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣♦❧✐❝②✳
✶❇② ❣❡♥❡r✐❝✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡r✱

❛♥② ❝❧❛ss✐✜❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✹
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• ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤✐❧❡ t❛❝❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✹✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡♥✱

✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts✳

✶✳✹ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡

♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐s t♦ r❡✈✐❡✇

t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ s✉❣❣❡sts ❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡✐r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣✉r✲

♣♦s❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❈❤❛♣t❡r ✺ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛ ✇❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦sts✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❛s❡ ❢♦r ❛

♥❡✇ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨ ✭❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r

❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✮✱ t❤❛t tr❛❞❡s ♦✛ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛

s❡ts✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ t❤❛t ✐♠♣❧❡✲

✺
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♠❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊❈❖◆❖▼❨ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♠❡❡t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✷

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ s✉✲

♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞r❛✇ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s②♥t❤❡s✐s ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t②

♠❡❛s✉r❡s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

✇✐t❤ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ♦✤✐♥❡✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥②t✐♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡

✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤✐s ❡①♣♦s❡s t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✶ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

■♥ ♦✉r t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✈❡❝t♦rs

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ R
t ✇❤❡r❡ t ∈ {1, . . . , T}✳ ❇❡❝❛✉s❡ T ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉s❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❬✼✺❪ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡

♣r♦♥❡ t♦ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

♠❛✐♥❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❬✼✺❪ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥

❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛✐♠ ❛t ❣✐✈✐♥❣ ❜✉t ❛ ✢❛✈♦r ♦❢ ❜❛s✐❝

❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✼
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✷✳✷ ❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥♣✉t

s♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ Y ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t

t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ✉♥s❡❡♥ ❞❛t❛✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ Y✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s tr② t♦ ♠❛♣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❛❜❡❧

✭♦r ❛ ❝❧❛ss✮✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ Y ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ❝♦❧♦rs✱ ❝♦rr❡❝t✴✐♥❝♦rr❡❝t✱

❛❧♣❤❛❜❡ts✱ ❡t❝✳✮✱ ✇❤✐❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s tr② t♦ ❧❡❛r♥ ❛ q✉❛♥t✐t② ✐♥ Y ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥✲

t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ✭❡✳❣✳ st♦❝❦ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡✱ ✇❡✐❣❤t✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ Y = {−1,+1}✳

✷✳✷✳✶ ❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s

▲❡t D ❜❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ X × Y✳ ❆ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡

s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ X ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡ y ∈ Y✳ ❚❤❡s❡

❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✭✉s✉❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t D ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s tr❛✐♥✐♥❣

s❡t✳ ❲❡ ♥♦t❡ S = {(x1, y1) . . . , (xm, ym)} ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦❢ m ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ x
i ✐s t❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ i ❛♥❞ yi ✐s ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

❋r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ S✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ✐♥❢❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ h : X −→ Y

t❤❛t ♠❛♣s X t♦ Y✱ ✐✳❡✳ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞

❝❧❛ss❡s ✭✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳ ❚❤❡ tr✉❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤

♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

h ✐s t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ s♣❛❝❡✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s s♣❛❝❡✱

t❤❛t tr② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✉① ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡

❜❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s♣❛❝❡ H ∈ YX✱ ✇❤❡r❡ YX r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣ X t♦ Y✳

❉✐✛❡r❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡rs ❤❛s ❛❧♠♦st t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r

♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧✐♥❡❛r ✐❢ ✐ts ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥ X

✭t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② R
t✱ ✇❤❡r❡ t ∈ {1, . . . , T}✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r

❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷ ✭❛ ♣❧❛♥❡ ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✸✮✳

❆ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ X ✐s ❛ s✉❜✲s♣❛❝❡ ♦❢ X t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠✿

〈w,x〉+ b = 0 ✭✷✳✶✮

✽
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✇❤❡r❡ 〈w,x〉 =
∑t

i=1w
i
x
i✱ w = (w1, . . . , wt) ∈ X ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ X ✭❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❛♥❞ b ∈ R ✐s ❛ ❜✐❛s✳ ■❢ b = 0✱ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✭▲✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r✮ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r w ∈ X ❛♥❞ ❛

❜✐❛s b ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b ∈ YX s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❡①❛♠♣❧❡ x ∈ X✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

hw,b(x) = s✐❣♥(〈w,x〉+ b) =

{

+1 ✐❢ 〈w,x〉+ b > 0

−1 ✐❢ 〈w,x〉+ b < 0
✭✷✳✷✮

❛♥❞ s✐❣♥(〈w,x〉+ b = 0) ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t t♦ +1✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs w ❛♥❞ b ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♦♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥✳ ●✐✈❡♥ x ∈ X ❛♥❞ ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b ∈ H✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ŷ✱

✇❤❡r❡ ŷ = hw,b(x) ♦❢ x t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐ts ♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ x ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐ts

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② (w, b)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭▼❛r❣✐♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮ ●✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b ∈ H ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠✲

♣❧❡ x
i ∈ X✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ mx

i

h
w,b

♦❢ hw,b ♦♥ x
i ❛s✿

mx
i

w,b =
wx

i + b

‖ w ‖ ✭✷✳✸✮

❲❤❡♥ yimx
i

w,b < 0✱ t❤❡♥✱ xi ✐s ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ yimx
i

w,b ≥ 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t xi ✐s ❝♦rr❡❝t❧②

❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛♥❞ mx
i

w,b r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛r❣❡st t❤❡

♠❛r❣✐♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

s❡t S✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✭▼❛r❣✐♥ ♦❢ ❛ s❡t✮ ●✐✈❡♥ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ hw,b ∈ H✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ mS
w,b ♦❢ hw,b ♦♥ S ❛s✿

mS
w,b = min

x
i∈S

mx
i

w,b ✭✷✳✹✮

✷✳✷✳✷ ▲♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r✐s❦s

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h∗ ✭❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡

♥♦t❡ h∗ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ hw∗,b∗✮ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ S✳ ❲❡ ♠❛② ✜rst st❛rt ❜②

✾
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✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ℓ : Y × Y → R+ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ h ✐s ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ (xi, yi)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭▲♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ (xi, yi) ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b✱ t❤❡

❧♦ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ xi ✐s✿

ℓ(hw,b(x
i), yi) ✭✷✳✺✮

❋♦r ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❧♦ss❡s ❛r❡✿

✵✲✶ ❧♦ss✿ ℓ0−1(hw,b(x
i), yi) = I[hw,b(x

i) 6= yi]

sq✉❛r❡❞ ❧♦ss✿ ℓ2(hw,b(x
i), yi) = (hw,b(x

i)− yi)2

❤✐♥❣❡ ❧♦ss✿ ℓhinge(hw,b(x
i), yi) = max(0, 1− yihw,b(x

i))

❧♦❣ ❧♦ss✿ ℓlog(hw,b(x
i), yi) = log(1 + exp−h

w,b(x
i)yi)

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧♦ss✿ ℓexp(hw,b(x
i), yi) = exp−h

w,b(x
i)yi

✭✷✳✻✮

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦ss t♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✳ ❙✉❝❤

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✭tr✉❡✮ r✐s❦ s✐♥❝❡ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b

♦♥ D✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ ✭✭❚r✉❡✮ r✐s❦✮ ●✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b ∈ H ❛♥❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✱ t❤❡

✭tr✉❡✮ r✐s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ♦❢ hw,b ♦♥ D✿

Rℓ
D(h) = ED[ℓ(h(x), y)] ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ Rℓ
D
✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ D ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ tr✉❡ r✐s❦ ❝❛♥ ♥♦t

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ D s✉❝❤ ❛s

S = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)}✿

ED[ℓ(h(x), y)] ≈ ÊS[ℓ(h(x), y)] ✭✷✳✽✮

ÊS[ℓ(h(x), y)] ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ♦❢ hw,b ♦♥ S ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Rℓ
S(h) =

1

m

∑

S

ℓ(h(xi), yi) ✭✷✳✾✮

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h∗ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s Rℓ
S
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

✭❊❘▼✮✱

h∗ = ArgMin
h∈H

Rℓ
S ✭✷✳✶✵✮

✶✵
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❛♥❞ t❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr✉❡ r✐s❦ tr♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦✳

❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞✱ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ℓ✱ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Rℓ
D

♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭✐✮ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✱ ❛s ✐t ✐s

❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t Rℓ
D
−→ Rℓ

S
✐❢ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s H✳

❙❤♦rt ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❛t ❛✐♠s ❛t

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ hw,b ∈ H✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣

r✉❧❡✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦s❡♥✲

❜❧❛tt ❬✽✺❪✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❛

❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ♦♥❡ ♥❡✉r♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♥❡✉r♦♥s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼✉❧t✐❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥

❬✽✽❪✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ t❤❛t ❛✐♠s ❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ S = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)}✱ t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r w ❛♥❞ t❤❡

❜✐❛s b ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s ✐ts

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥♣✉t✿

• ❆ s❛♠♣❧❡ S = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)}

❖✉t♣✉t✿

• ❆ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ (w, b)

✶✿ w
0 ← 0✱ b← 0

✷✿ ❢♦r ❛❧❧ xi : i ∈ [1, N ] ❞♦
✸✿ ✐❢ ✭yi 6= h

w
k,bk(x

i)✮ t❤❡♥
✹✿ w

k+1 ← w
k + yixi

✺✿ bk+1 ← bk + yi

✻✿ k ← k + 1
✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✾✿ r❡t✉r♥ (wk, bk)

❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✳

✶✶
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✻ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ P❡r❝❡♣tr♦♥ ❬✶✺✱ ✼✻❪✮ ■❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ S ∈ X×
Y ✐s ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❣✐♥ mS

w
∗,b∗ ✱ ❜② ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ (w∗, b∗) ♦❢ ♥♦r♠ ‖ w∗ ‖✱

t❤❡♥ t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r

R2

mS
w

∗,b∗
✭✷✳✶✶✮

✉♣❞❛t❡s ❞✉r✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ‖ xi ‖< R, i ∈ {1, . . .m} ✭R = maxi(‖ xi ‖)✮

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✻✱ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s

❛❢t❡r ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t m✱ ♦♥ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡

✭t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐r❡❝t t❤r♦✉❣❤ R✮✳

✷✳✸ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s r❛✐s❡❞ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ♣r❛❝t✐❝❛❧

✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❬✹✸✱ ✺✼✱ ✼✼✱ ✽✷❪✱ ❣❡♦❧♦❣② ❬✻✸❪✱ ❛str♦♥♦♠② ❬✽✸❪✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱

♠❡t❡♦r♦❧♦❣②✱ ❡♥❡r❣②✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✱ ❡t❝✳✱ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ❛r❡

♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❬✷✱ ✼✶❪✳

◆✉♠❡r✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦r❞❡r❡❞

✐♥ t✐♠❡✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✉s❡❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ❜② ❝♦♥✲

✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ s♣❡✲

❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛ ❬✻✺❪✳

❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱

❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧❡❛r♥t ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✉♥s❡❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❈❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡t xT ❜❡ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ T t✐♠❡ ♦r❞❡r❡❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s 〈x1, x2, . . . , xT 〉
✇❤❡r❡ ∀t, 1 ≤ t ≤ T, xt ∈ R ✐s t❤❡ tth ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ✱ ❤❡♥❝❡ xT ∈ R

T ✳

▲❡t S ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ m tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡

✶✷
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(xi
T , y

i) ∈ R
T ×Y✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s xi

T ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ❧❛❜❡❧ yi ∈ Y✱ ✇❤❡r❡ Y ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛t✐❡♥t✬s

❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ♦♥❡ (xi
T , y

i) ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❝❛r❞✐♦❣r❛♣❤ s✐❣♥❛❧ ❛s xi
T ❛♥❞

t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬s ❤❡❛❧t❤ ❛s yi✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s t❤❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ hT : R
T → Y

xT 7→ŷ=hT (xT )

t❤❛t ♠❛♣s t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞

♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ s❡t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s♦♠❡

❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ s❝❛❧✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r♠s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛

s❡ts ❛r❡ ♠❛ss✐✈❡ ❬✸✽✱ ✻✺❪✳ ❋❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❢❛st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤✉s t♦ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✶✵✸❪✳

✷✳✹ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❆s ❝♦♠♠♦♥❧② ♦♥❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡

t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣

♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡✐r

r❛✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡✐r t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠s✮ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ♠❛② ❜❡✲

❝♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦st❧② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡✱ ♣r♦❝❡ss✱ st♦r❡✱ q✉❡r②✱ ❡t❝✳ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈❛r✐♦✉s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ❬✸❪✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❲❛✈❡❧❡t ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❲❚✮ ❬✷✸❪✱

Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❬✺✽✱ ✼✾❪✱ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮

❬✻✹❪✱ P✐❡❝❡✇✐s❡ ▲✐♥❡❛r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭P▲❆✮ ❬✾✸❪✱ P✐❡❝❡✇✐s❡ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✭P❆❆✮ ❬✻✶✱ ✶✶✶❪✱ ❙❤❛♣❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❙❉▲✮ ❬✹❪✱ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❛♣♣r♦❳✐♠❛✲

t✐♦♥ ✭❙❆❳✮ ❬✻✼❪✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ✭s❡❡ ❬✶✵✸❪ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧ str✉❝t✉r❡❞ r❡✈✐❡✇✮✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s

q✉✐t❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❉❋❚✮ ❛r❡ ♥♦t ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❜✉t t❤❡② ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

✐t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❛ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ t✐♠❡

s❡r✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡s

✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❛✐♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✳

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s s✉❝❤ ❛s ❉❋❚ ♦r ❉❲❚✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②

r❡❞✉❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇ t♦ ❜❡tt❡r ❡①tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢

♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

✭❡✳❣✳ P❆❆✮✱ s②♠❜♦❧✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❙❆❳✮✱ ❡t❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❢❛♠✐❧② ❣r♦✉♣s ♣❛rs✐♠♦✲

♥✐♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡

♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❛s s♣❛rs❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s♦♠❡

♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❤

❛s✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥✱ ❛❜✐❧✐t② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❧♦❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r s❡❛r❝❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱

✉s❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✱ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✉♣❞❛t✐♥❣✱ ❡t❝✳
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✷✳✺ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s

■♥ ♠❛♥② t✐♠❡ s❡r✐❡s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❛s❦s✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛✲

s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❉✐♥❣ ❡t✳ ❛❧ ❬✸✼❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❡①tr❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢

s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❡♥ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐✲

❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❜❡st ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡❞

♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡

s✉❝❤ ❛s ✭✐✮ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡✱ ♦✉t❧✐❡r✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✭✐✐✮ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧♦✇

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♥♦t ✐♠♣❧②✐♥❣ ✉s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡t❝✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✉s✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❞❛t❛✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②

♠❡❛s✉r❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ▼♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ♦♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞

❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ♥♦ ✉s❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t ✐s ♥♦t r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✭❡✳❣✳ t❡♠♣♦r❛❧ ♦r s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rs✐♦♥s✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❚✐♠❡ ❲❛r♣✐♥❣

✭❉❚❲✮ ❬✶✵✱ ✶✹✱ ✼✸✱ ✾✷❪ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❜✉t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲

❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✭❢❛st❡r ✈❛r✐❛♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❬✾✶❪✱ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✮✳ ❚❤❡ ▲♦♥❣❡st ❈♦♠♠♦♥

❙✉❜❙❡q✉❡♥❝❡ ✭▲❈❙❙✮ ❬✸✱ ✶✼✱ ✼✹✱ ✾✹✱ ✶✵✶❪ ✐s r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r ❜✉t ✐♠♣❧✐❡s

t♦ s❡t ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ✇✐t❤

❝❛r❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ◗✉❡r② ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r

▲❛r❣❡❙❡ts ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ✭❚◗✉❊❙❚✮ ❬✽❪ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛❢t❡r ❝♦❞✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

❜✉t ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦♥❧② ♦✈❡r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ ❉✐st❛♥❝❡

✭❙♣❆❉❡✮ ❬✷✼❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧

❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r ❜✉t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❝❛❧❡ ✉♣✳ ❙♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡s s✉❝❤

❛s ❊❞✐t ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❘❡❛❧ P❡♥❛❧t② ✭❊❘P✮ ❬✷✹❪✱ ❊❞✐t ❉✐st❛♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❊❉❘✮

❬✷✺❪✱ ❊①t❡♥❞❡❞ ❊❞✐t ❉✐st❛♥❝❡ ✭❊❊❉✮ ❬✹✶❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❊❞✐t ❉✐st❛♥❝❡ ✭❊❉✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ♦t❤❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡

❬✸✼❪ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧ str✉❝t✉r❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧②

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t✐♠❡ s❡r✐❡s

❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❛①✐♦♠s✿ ✐❞❡♥t✐t②✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱

s②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡s♣❡❝ts

t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✱ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡

✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳

✶✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶ ❆ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♣❛✐r (E, d) ✇❤❡r❡ E ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ❛♥❞ d :

E× E −→ R s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x1, x2, x3 ∈ E✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

❛✶✳ d(x1, x2) ≥ 0 ✭◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠✮

❛✷✳ d(x1, x2) = 0⇔ x1 = x2 ✭■❞❡♥t✐t②✮

❛✸✳ d(x1, x2) = d(x2, x1) ✭❙②♠♠❡tr②✮

❛✹✳ d(x1, x3) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) ✭❚r✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❆ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ s✐♠✲

✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡ s❡r✐❡s x
1,x2 ∈ R

T ✿

d(x1,x2) : RT × R
T −→ R

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ❜❡❤✐♥❞ ♠❛❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss✐st ✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♣✲

♣r♦♣r✐❛t❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✭✐✮ ❜❡tt❡r s✉✐ts t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤✐s t❛①♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡

✶✻
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❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❛❝t ♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② q✉❡r②✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐s✲

t❛♥❝❡✴s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ t✐♠❡

s❡r✐❡s t②♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✸✼✱ ✸✾✱ ✺✵❪✳

✷✳✻ ❉❛t❛ str❡❛♠s ✈s ❜❛t❝❤ ❞❛t❛

❋♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❡r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ❛♥❞ t❤❡② ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞

❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✈❡r st❛t✐❝ ❜❛t❝❤❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✜rst s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢

❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ❞❛t❛✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡

s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❛s t❤❡♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞

♦♣t✐♠✐③❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡✛♦rts ♠❛❞❡ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢

❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❣r♦✇✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡✿ ❞❛t❛

str❡❛♠s ❬✶✱ ✾✱ ✹✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞❛t❛

str❡❛♠s✿

• ❙t❛t✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② st♦r❡❞ ❛s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s❝❛♥♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s

✭✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡✮✳ Pr♦❜❧❡♠s ✉s✉❛❧❧② ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞❡

♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s✱ ♦✉t❧✐❡rs✱ ♥♦✐s❡✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡q✉✐r❡s s♦♠❡

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

• ❉❛t❛ str❡❛♠s ❛rr✐✈❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t✐♠❡ ❬✹✷❪✳ Pr♦❜✲

❧❡♠s ❛r✐s❡ ✇✐t❤ ❞❛t❛ str❡❛♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ✐s r❛♣✐❞ ❛♥❞ st♦r❛❣❡✱ ❛❝❝❡ss ❛♥❞

♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛♥s ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② r❡❛❧✐③❛❜❧❡✳

✷✳✼ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✷✳✼✳✶ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

■♥ ♠❛♥② ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱

✇✐t❤ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛rr✐✈✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱

✇❤❡♥ ❛ ♣❛t✐❡♥t ❦❡❡♣s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t

❡♥♦✉❣❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❤❡✴s❤❡

✐s s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ❥✉st ❛rr✐✈❡ ♦✈❡r

✶✼
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t✐♠❡✱ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♥ ❛ ✇❡❜ s✐t❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

♣r❡❞✐❝t ✇❤❛t ❛❞❞ t♦ ♣✉t ♦♥ ❤✐s✴❤❡r s❝r❡❡♥✳

■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡

❡✐t❤❡r ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦st❧② ♦r ✐t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❛❝t q✉✐❝❦❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ②✐❡❧❞ ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❛s ❧❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♥t❛✐❧ ♠♦r❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s tr❛❞❡❞ ♦✛

❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ t♦❞❛②✬s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s

✐♥ ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ q✉✐❝❦ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱

✇✐t❤♦✉t ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐♥ ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✐s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛

s♣❡❝✐❛❧ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❡♠❡r❣❡♥❝✐❡s✱ ❡❛r❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ♠✐st❛❦❡s✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❛✲

t✐❡♥t✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛r❣❡t❡❞ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

♦❢ ❤❡❛❧t❤❝❛r❡✱ ✐♠♣r♦✈❡ ❤✉♠❛♥ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛✈❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝♦sts ✭❡✳❣✳ ❝♦sts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s ❞❡✈♦t❡❞ ❢♦r

s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✮✳

■♥ ❝♦♥❝r❡t❡ t❡r♠s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛✉t♦♠❛t✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥

s②st❡♠s s♦ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❛♣✐❞❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♥❞

q✉✐❝❦❧② ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ❤❡❧♣ ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡♠❡r❣❡♥❝✐❡s

❛♥❞ t❛❦❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❝t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤✐♥❣s ❣❡t ✇♦rs❡♥✳

✷✳✼✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦

❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s

t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛❦✐♥❣

❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♥✲

t❛✐❧s ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ✐❢ ♠♦r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡

t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ✐❢ ❧❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✇❛✐t❡❞✳

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▲❡t S ❜❡ ❛

✶✽
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tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s {(xi
T , y

i)}1≤i≤m ✇❤❡r❡ x
i
T ∈ R

T ✐s

❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ❛♥❞ yi ∈ Y ✐s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛❜❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✶ ✭❈♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✮ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT = 〈x1, x2, . . . , xT 〉
♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✐s ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦✈❡r

t✐♠❡✳

❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦✉r❝❡

❛♥❞ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✲

t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r②✱ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❲❤❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✶ hT ✐s ❧❡❛r♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✉s❡

hT ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♥❡✇ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ❛❧s♦ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✱

hT : R
T → Y

xT 7→ŷ=h(xT )
✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ❣✐✈❡♥ S✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞ ❛rr❛♥❣❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✭s✮ ht : R
t → Y

xt 7→ŷ=h(xt)
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s s♦ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t

t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ t✱ ✇❤❡r❡

∀t✱ t ≤ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳✷ ✭■♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✮ ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt = 〈x1, . . . , xt〉
✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t ✜rst r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✉♥t✐❧ t✐♠❡ t✳

❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❡♣❛r❛t❡❧② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

♣❤❛s❡s✿

• ▲❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✿ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t S =

{(xi
T , y

i)}1≤i≤m ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ m ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s x
i
T ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤

t❤❡✐r ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s yi ∈ Y✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛

✐♥ S ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✭s✮ ht : xt 7→ y✱ ✇❤❡r❡ ∀t, t ≤ T ✳

✶ ❲❤❡♥❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❞✐s❛♠❜✐❣✉✐t②✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s s✐♠♣❧②
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❧❛ss✐✜❡r✳

✶✾



✷✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉

✭❛✮ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇

✭❜✮ ❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇♦r❦✢♦✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡
s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡✭❛✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡
s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✱ ❛♥
❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭❜✮✱ s❤♦✉❧❞ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t < T ✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞♦ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs H =

{ht}1≤t≤T ✱ ✇❤❡r❡ ht ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳

✷✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
❝❧❛ss✐✜❡rs tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r s✉❜✲s♣❛❝❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚r❛♥s❢♦r♠✭✳✮ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡

t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ✜①❡❞✲❧❡♥❣t❤ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧❡❛r♥t✱ ❜✉t ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ t♦ ❜❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♥♣✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✭✳✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

P♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✶✳

• Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡✿ ◆♦✇✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧❡❛r♥t ✭r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ ✐t

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ t ✇❤❡r❡

1 ≤ t ≤ T ✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧②

❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛s❦s✱ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

st❡♣✭s✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t✐♠❡ ❢♦r

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐❧❧ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥

t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐❧❧

✇❛✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ♠♦r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♠♠♦♥❧②

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥

♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❞❡❧❛②✳ ❆♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥

✶❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳

✷✶
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♠❛❦✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❛t ♥♦✇ ✐s

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❄

❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛rr✐✈❡s✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s t✐♠❡ ♦r ♥♦t t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ht(xt)

♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱
t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡✐t❤❡r st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✱ ♦r ❝❤❡❝❦ ✐❢ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ xt ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t xt ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥❝❛t✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ t✐♠❡ T ✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦♦❦s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❲❤❡♥ t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ xt ✐s

❧❛❜❡❧❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ht ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✇❛✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t✐♠❡ T ✳ ❆t t✐♠❡ T ✱ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛♥②✇❛② ✭❧❡❛❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✷
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✷✳✼✳✸ ●❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S = {(xi
T , y

i)}1≤i≤m ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ❛

s❡r✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s H = {ht}1≤t≤T ✱ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ht ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢

❧❡♥❣t❤ t✿ xt = 〈x1, x2, . . . , xt〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Trigger t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ht ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

▲❡t xt ❜❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛t ✐♥st❛♥t t✱ ✇❤❡r❡ ∀t, t < T ✳ ❲❤❡♥ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛♥t✱ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ xt ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ xt ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Concat()✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡

❛rt❡r✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♣❛t✐❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❤♦s♣✐t❛❧✳

❆❢t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ S ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t✐♠❡ t∗ ❛t ✇❤✐❝❤

❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ st✐❧❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt∗ = 〈x1, x2, . . . , xt∗〉 ✭❡✳❣✳ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❛rt❡r✐❛❧ t❡♥s✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❛❜♦✉t ❛ ♥❡✇ ♣❛t✐❡♥t✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❧❛❜❡❧❡❞✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳

✷✳✼✳✹ ❘❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❣❣❡st ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s

♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✶ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✮✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❧✐❦❡ ❳✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✵✻❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣

❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢

❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡rs ❛s P❛rr✐s❤ ❡t ❛❧✳ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❇② ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❢❛❝❡❞

✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ q✉❡st✐♦♥s✿

• ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤✐❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜❡❧ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜r✐♥❣s ✉s t♦ st✉❞②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■♥♣✉t✿

• ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T ❀

• H = {ht}1≤t≤T : Rt −→ Y✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ht ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t❀

• xt ∈ R✱ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❀

• Trigger : Rt × ht −→ B✱ ✇❤❡r❡ 1 ≤ t ≤ T ❛♥❞ B ∈ {True,False}✱ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s t✐♠❡ ♦r ♥♦t t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ht(xt) ♦♥ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ xt❀

✶✿ xt ←− ∅

✷✿ t←− 0
✸✿ ✇❤✐❧❡ ✭¬Trigger(xt, ht)✮ ❞♦ ✴✯ ✇❛✐t ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✯✴

✹✿ xt ←− Concat(xt, xt) ✴✯ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ xt ✯✴

✺✿ t←− t+ 1
✻✿ ✐❢ ✭Trigger(xt, ht) || t = T ✮ t❤❡♥
✼✿ ŷ ←− ht(xt) ✴✯ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ xt ❛♥❞ ❡①✐t t❤❡ ❧♦♦♣ ✯✴

✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ✐❞❡❛s ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ T ✳

• ❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡✐r t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

❢♦r♠s✮✳

• ❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳

• ❖♥❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ y ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

• ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❡♥t✐r❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

• ❚❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ st❛t✐❝ ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡ ❜✉t ✐♥ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ ❞❛t❛ str❡❛♠s✳

✷✹
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✷✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✮✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s✿ t❤❡ ♦✤✐♥❡✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥②t✐♠❡

❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣

s②st❡♠s✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✶✳ ❚②♣❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t❤❡② ❞❡❛❧ ✇✐t❤

✷✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s

✸✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✹✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳✽✳✶ ❖✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❚❤❡ ♦✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛t❝❤ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✜rst ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ♦♥❡ ❜❛t❝❤ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠ t♦

❜❡ ❜✉✐❧❞✳ ❚❤❡ ♦✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❤❛s❡s ❛s ❛ ❜❛t❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥

t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧✐♠✐ts ✐♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s ❞❛t❛ s❡t S = {(xi
T , y

i)}1≤i≤m ✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧❡❛r♥t

❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ♥❡✇ ✉♥s❡❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ❋✐❣✉r❡

✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❖✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

▼❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✷✺
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• ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ♦✤✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✱

❤❛s ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s S✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥

t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❛s❡✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ hT ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ S ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ♠❛♣ ❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s xT t♦ t❤❡✐r t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s y✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞ ♠❛♥❛❣❡ t♦

❧❡❛r♥ ❢r♦♠ S ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✭s✮ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛♣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt t♦

t❤❡✐r t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s y✳

• ❉✉r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢

❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ t✱

✇❤❡r❡ ∀t, t ≤ T ✳

✷✳✽✳✷ ❖♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

■♥ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❡②

❛rr✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥❡✇

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❦❡❡♣s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛s s♦♦♥ ❛s ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡

✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ♦❜s♦❧❡t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s

♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❤❛s❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥❧✐♥❡

❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❖♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❇② ❝♦♥tr❛st t♦ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡❛r♥t

♦✤✐♥❡ ✭r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮✱ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐❧❧

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡✐r ✉s❡ s✐♥❝❡

t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr✉❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✷✻
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tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠s ✇✐❧❧

❛❞❛♣t✱ ❞✉r✐♥❣ ✉s❡✱ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸✶✱ ✶✶✸❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧✐♥❡ s②st❡♠s

tr② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡♥

❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s tr② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

♦♥❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

✷✳✽✳✸ ❆♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

❆♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r❡❢❡♥st❡tt❡ ✐♥ ❬✺✸❪✱ ❝♦♥❝❡r♥s ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t

❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥②t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥②t✐♠❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡✿ ✭✐✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ❛♥❞ r❡s✉♠❡❞✱ ❛t ❛♥②

t✐♠❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣✉ts ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐❢ t❡r♠✐♥❛t❡❞

❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

▼♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛♥②t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣t❛❜❧❡ ❬✽✾❪✳ ❆♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡ ❛♥②t✐♠❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐❢ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛♥②t✐♠❡

❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ♠❛♥❛❣❡s t❤❡

r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳

❆♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r

♣♦✐♥ts✿

✶✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥②t✐♠❡ s②st❡♠s s❤❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❡ ❢✉❧❧ ❛❝✲

❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t✐♠❡ s♦

t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✐♥❣ t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥②t✐♠❡ s②st❡♠s✳

✷✳ ❆♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✐❢ ❧❡❛r♥t ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡

t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s ❧❡♥❣t❤s✳

✸✳ ❆♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✉s❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♦r❞❡r

❛s❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❞❡❝✐❞❡ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s

✇❤❡♥ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❡♥❞♦✇ ❛♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✲

✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ t❤❡✐r ✐♥t❛❦❡

♦❢ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡

♥❛♠❡❞ ❛s ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥②t✐♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❊①♣❡❝t t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❛❧❧②

✷✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆t t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❡✐♥❣ ❧❡❛r♥t ♦♥❧② ♦♥ s♦♠❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s
✭✐✳❡✳ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ D✱ ✇❤❡r❡ D > t✮✱ ✐s
✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡
s❡r✐❡s xT ✳ htT ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛r♥t ❛t t ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆♥❞✱
ŷt ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xT ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❢♦r t✐♠❡s t+ i✱ ✇❤❡r❡ i > 0✳

❧❡❛r♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❜✉t r❡❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❜❡st t♦ st♦♣✳

❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞

❞❡✜♥❡❞ ✐ts ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿

• t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞

• t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❡♣❛r❛t❡❧② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ❤❛s ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛
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✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✭s✮

t❤❛t ♠❛♣s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ t❤❡✐r t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❡❛❝❤ ✐s ❧❡❛r♥t ❛t

❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ ✇❤❡r❡ 1 ≤ t ≤ T ✱ ♦✈❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ t❛s❦s✳ ❋✐rst❧②✱ t✐♠❡

s❡r✐❡s t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛r❡ ❝♦♠✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞

❜❡ ❛❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡❞✱ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♠❛❦✐♥❣

❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❡♥t❛✐❧s ❛ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

✉s❡❞ ❞❛t❛✱ s♦ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈❡✱ ♦♥❧✐♥❡✱

❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s tr❛❞❡❞ ♦✛ ❛❣❛✐♥st t❤❡

❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❱❛♣♥✐❦ ❛♥❞ ❱❛s❤✐st ✐♥ ✷✵✵✾ ❬✾✾❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜r✐♥❣s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝❧♦s❡r t♦ ✭✐✮ ❛♥②t✐♠❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡

❛❞❞❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t✱ ✭✐✐✮ ♦♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♦✤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤❡r❡

t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❧❡❛r♥t ♦✤✐♥❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✷✾
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✸✵



❈❤❛♣t❡r ✸

❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

❈❧❛ss✐✜❡r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛✐♠s ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥

✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚✇♦ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✿

• t❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤✱

❛♥❞

• t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❧② t❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦❢ ❛♥②✲❧❡♥❣t❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❙♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣✳ ❲❡ ❣♦

t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛♥❞ s✉❣❣❡st ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t

❢♦✉♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐♥❦ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡♥ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✶✳ ❆❞❛♣t✐♥❣ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t

✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤✲

✸✶



✸✳ ❚■▼❊ ❙❊❘■❊❙ ❊❆❘▲❨ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆✿ ❈▲❆❙❙■❋■❊❘
■◆❙❚❆◆❚■❆❚■❖◆ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙

♦❞s ❞❡❛❧ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✇✐t❤♦✉t

❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t✳

✷✳ ■♠♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s

t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s✳ ❚❤❡② ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✸✳ ❊①♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s

t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡

✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✹✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❧❛st ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡t❤✲

♦❞s t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r✲

❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r

✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ ❤♦✇ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t ❛ ❦❡② ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ✐❞❡❛s✱ ❝❤♦♦s❡

♦♥❡ str❛t❡❣② t♦ ✉s❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡

t❛s❦ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭♥♦ ❋r❡❡ ▲✉♥❝❤ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✶✵✺❪✮✳

✸✳✶ ❆❞❛♣t✐♥❣ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s

❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡② ❛rr❛♥❣❡ t♦

❞✐r❡❝t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳
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❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡

s❡t ♦❢ t❤❡ K ♠♦st s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥

❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭y ∈ {−1,+1}✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss

❧❛❜❡❧ +1 ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣✿

P (y = +1|xt) =
#(y = +1)

#(y = +1) + #(y = −1) ✭✸✳✶✮

❲❤❡♥ K = 1✱ xt ✐s s✐♠♣❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ K ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱

✇❤❡r❡✱ t < T ✱ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

xt ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r ✜rst t ✈❛❧✉❡s✳

❈♦♠♠♦♥❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ✭✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ K✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡

r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇✐♥♥✐♥❣ r✉❧❡ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡

♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛

❞❛t❛ s❡t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❊❛❝❤ ✜①❡❞K ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣✲t❡st

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧❛③② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❊❛r❧②

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ✭❊❈❚❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❊❈❚❙

❬✶✵✼❪ ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ t❤❛t ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✭▼P▲✮ ✉s❡❞ t♦

❡①t❡♥❞ t❤❡ ✶✲◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦r ✭✶◆◆✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✶◆◆ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❧❛③②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞❡❞ ❛

tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▼P▲s✳ ▲❡t xT ∈ R
T ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ T ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t ❘◆◆✭xT ✮ ❜❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ xT

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t t❛❦❡ xT t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

t❤❡ ▼▲P ♦❢ xT ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❡♥❣t❤ k ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘◆◆✭xk✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥

r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ T − k r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt

❛rr✐✈❡s ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r xi
T ❤❛s ❛ ▼▲P ❧❡ss t❤❛♥ t✐♠❡ t✱ xt ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❚❤✐s

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡✐♥❣ t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼▲P ♦❢ ❡❛❝❤

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s ❧❡❛r♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳
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✸✳✶✳✷ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇♦✉❧❞

tr❛✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs H = {ht}1≤t≤T ✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ht ✐♥❞✉❝❡❞

♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ t ✜rst

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆ s✐♠♣❧❡st tr❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡♥✱

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛rr✐✈❡s ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡ t✱ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ht t❤❛t ✇❛s ❧❡❛r♥t ♦♥ t✐♠❡

s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r s✉❜✲s♣❛❝❡s
♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣✉t❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② s❤♦✇ s♦♠❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡♥

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②

❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣

s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❝❧❛ss✐✜❡rs {hw×k}1≤k≤K ✱ ✇✐t❤

w × 1 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ w × 2 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐♥❞♦✇✱

❡t❝✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ K ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧❞ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ T ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✇❤❡r❡ K < T ✮ ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ ❝♦✈❡rs t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s ✭❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❛rt ♣♦✐♥t✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❡❛❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❧❛ss✐✜❡r hw×k ♠❛♣s ❛♥ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ w× k ✐♥t♦ ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧

✸✺
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y✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ t

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡② ♣❡r♠✐t ❛♥② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❛t✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ t ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞

❞✐r❡❝t❧② s✐♥❝❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✉s✲

✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❬✸✷❪✱ ❬✼✷❪✱ ❬✺✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡✲

❝♦♠❡ r❛♣✐❞❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✸✳✷ ■♠♣✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ②❡t ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛✐ts

❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❡✈❡♥ ❧❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② r❡❝❡✐✈❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❋❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✱ r❡❣r❡ss✐♦♥

❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❬✻✾✱ ✽✵❪ ❢♦r ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ s✉r✈❡②s ♦♥ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳

●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t❤❡♥ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ t✇♦ st❛❣❡ s②st❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿

✭✐✮ ✜rst✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡❛r♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡♥

✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ✐♠♣✉t❡❞✱ ✭✐✐✮ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛t ✇❛s ❛❧s♦ ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✸✳✸✮✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ❧❡✈❡r✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❢t❡r ✐♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ xt✳ ❚✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ✭✐✮ ✜rst ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ✐s ❧❡❛r♥t ♦✈❡r
t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥
✭✐✐✮ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❛❧s♦ ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t♦ ❜❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❛❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇✐t❤♦✉t

❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✲

✜❡r s❤♦✉❧❞ ❛rr❛♥❣❡ t♦ ♠❛♣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ t❤❡✐r ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡

t❤❡♠✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡② ❡①♣❧✐❝✐t❧②

✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✸✳✷✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❢♦r❡

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♠♣✉t❛✲
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t✐♦♥ ✐s ❛ ❜r♦❛❞ t♦♣✐❝✱ ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱

❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿

• ❙✐♥❣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ t❤❡② ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤

✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ ❛s ③❡r♦s✱ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ▲❛st ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❈❛rr✐❡❞

❋♦r✇❛r❞ ✭▲❖❈❋✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❬✺❪✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✈❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s

♠❛② ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ✐♠✲

♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❛s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳

• ❋♦r❡❝❛st✐♥❣✲❜❛s❡❞ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦

t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r st♦❝❤❛st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛ss✉♠❡ t❤❛t t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❜❡tt❡r ✜ts t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖♥❝❡

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✜t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡

▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✺✱ ✷✶✱ ✺✷❪✱ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❬✹✺❪✱ ❡t❝✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❇♦①✲❏❡♥❦✐♥s✬ ❆✉t♦r❡❣r❡s✲

s✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡ ✭❆❘■▼❆✮ ♠♦❞❡❧s ❬✶✾❪ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ t❤❡

❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ✉♥s✉❜st❛♥✲

t✐❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

• ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❑✲◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦rs

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✵✹❪✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❙❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✾✺❪ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ s❡❡ ❬✾✵❪✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t

✐t ✉s❡s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ✜t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝♦♠♠♦♥❧②

♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

• ▼✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② ❬✽✼❪✱ t❤❡② ❝❛♥ r❡♠❡❞②

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡② r❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❜② t✇♦ ♦r

♠♦r❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t ✐s t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❞❛t❛

s❡t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t

❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✲

❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡

♠❡t✳ ❚❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳
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■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❬✻✱ ✼✽❪ ♣r♦♣♦s❡s

❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ t❤❛t ✐♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

♠❛❦❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ tr❛❝t❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♦♥❧② ❛ s✉❜s♣❛❝❡ r❡str✐❝t❡❞

t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥✲

t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ xt✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞

✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r❧②

tr✐❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❬✷✽❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❛✐❧② tr❛✣❝ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧❧②

♦❜s❡r✈❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❉❛✐❧② tr❛✣❝ ✢♦✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

♠✐①t✉r❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❑✲❝❡♥t❡rs ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❦✲❈❋❈✮ ❬✷✾❪

♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐st✐♥❝t ❞❛✐❧② tr❛✣❝ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞❛✐❧② tr❛✣❝✱ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❛rt ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❣r♦✉♣✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐rst✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤

♥❡✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s s♦

t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛t ✇❛s ❧❡❛r♥t ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❯s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧

❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts

❧❛❜❡❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✿

• ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡

✸✾



✸✳ ❚■▼❊ ❙❊❘■❊❙ ❊❆❘▲❨ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆✿ ❈▲❆❙❙■❋■❊❘
■◆❙❚❆◆❚■❆❚■❖◆ ❙❚❘❆❚❊●■❊❙

♦❜s❡r✈❡❞✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s♦✉r❝❡

♦❢ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥

❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts

✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✸✳✷✳✷ ■♠♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲

❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚♦ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡♥t t❤✐s str❛t❡❣②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤♦✇ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞

❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ tr② t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿

✶✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s {(xi
T , y

i)}1≤i≤m ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥t♦ K ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

s✉❜s❡ts {Ck}1≤k≤K ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

✷✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✲

✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ dk✱ ✇❤❡r❡ dk = dist(xt, c̄k) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s c̄k = 〈c1, c2, . . . , cT 〉 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤

❝❧✉st❡r ✭❤❡r❡ c̄k ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ck✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞

♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xt ❛♥❞ c̄k ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s✳

✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r✳ xt ✐s t❤✉s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥

❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ K◆◆✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

❚❤❡ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ t❤❛t ♣❧❛② ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭❛✮ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡❛♥✲
✐♥❣❢✉❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✿ Ck✳ ✭❜✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r
❝❧✉st❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ dk✱ ✇❤❡r❡ dk = dist(xt, c̄k)
✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡✲
s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ck ✭❤❡r❡ c̄k ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r Ck✮✳ ✭❝✮ xt ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛ss ✭✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❧❛ss +1✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♥❡❛r ❝❧✉st❡r
✭❤❡r❡ C1✮ ❜② ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳

✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛ss ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❛r❡st t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

♣❡r♠✐ts t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❧❛❜❡❧✱ t❤❡ K◆◆ ❞♦❡s

♥♦t ✉s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

❈❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✲

❝❧✉❞❡ t❤❡ ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ✭❊❈❚❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✵✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❊❛r❧② ❋❛✉❧t
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❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❊❋❈✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✵❪ ✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ ❣✉✐❞❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❊❋❈

❚❤❡ ❈❛s❡✲❜❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ❡❛r❧② ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♣❧❛♥t✳ ❚❤❡ ❛✐♠

♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ❢❛✉❧ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛✉s❡s q✉✐❝❦❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆ K✲♥❡❛r❡st

♥❡✐❣❤❜♦rs ♠❡t❤♦❞ ✭K◆◆✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❚✐♠❡ ❲❛r♣✐♥❣ ✭❉❚❲✮ ❬✶✹❪ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞

▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❛❜❡❧ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r

❝❛s❡s✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st t✐♠❡ s❡r✐❡s

♦r t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛✐♥❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

s✉❜s❡t✭s✮ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧

✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❛③② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❤❛✈❡

t♦ ❜❡ s❡t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❡t❝✳

✸✳✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s

❲❤❡♥ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡

✭❤❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ st❡♣s✮✱ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ✇❤❡r❡ t < T ✭T

✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✮✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤♦✉t

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝❧♦s❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ r❛✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥

t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
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❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣✱ ❛ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ t♦ ✉s❡ ✐s t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ∈ R
t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❞❡♥♦t❡❞ ❜② φ(xt) ∈ R
K ✱ t❤❛t ♠❛♣s xt t♦ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ φ(xt)✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ∀t✱ K r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥

❛♥♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳

❙✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ✐♠♣❧② t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✿ ✭✐✮ t❤❡ ✜rst

✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❇♦t❤ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡

✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡

❡①❛♠✐♥❡ ❡❛❝❤ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡✳

■♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛

▲❡t xT ❜❡ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ❛♥❞ xt ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ ✐ts t ✜rst

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t ≤ T ✳

▲❡t φ : Rt −→ R
K ✱ ∀t ≤ T ✱ ❜❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✐❢ φ(xT ) ∈ R
K ❛♥❞ φ(xt) ∈ R

K ✱ t❤❡♥ | φ(xT )− φ(xt) |≥ 0✳

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ♠❛② ❧❡❛❞

t♦ s♦♠❡ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✭s✮ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ(·)✳

■♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥❧② ❧❡❛❞s

t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦ss ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱

✇❤❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧②✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ❧♦ss ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛❧✐❛s✐♥❣✱ ❧❡❛❦❛❣❡✮✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❛s

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

◆✉♠❡r♦✉s t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t

✹✸
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r❡s♣❡❝t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ♣❡r♠✐t t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r✐❝❤❡r ❞❛t❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

✸✳✸✳✶ ❋r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ❬✷✸❪✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚✱ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts

♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ s✐♥❡ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❉❋❚ t❤✉s ♠❛♣s xT = 〈x1, . . . , xT 〉 t♦ T ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cF1 , . . . , c
F
T ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

cFj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

cFk =
T∑

i=1

xiW
ik
T ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ WT = exp−j2π/T ✳

❚❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ♦❢ xT ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts cFk ✿

DFT (xT ) = 〈cF1 (xT ), . . . , c
F
T (xT )〉 ✭✸✳✸✮

■❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ xT ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✱ ♦♥❡

❝❛♥ tr✉♥❝❛t❡ ✐ts ❉❋❚ s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r K✶ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

DFTK(xT ) = 〈cF1 (xT ), . . . , c
F
K(xT )〉 ✭✸✳✹✮

◆♦✇✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛rr✐✈❡s✱ ✐ts ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ tr✉♥❝❛t❡❞✱ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ✐ts K ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

DFTK(xt) = 〈cF1 (xt), . . . , c
F
K(xt)〉 ✭✸✳✺✮

✶❚❤❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ r❡t❛✐♥❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✳
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❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❧❡❛r♥t ♦✈❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ t❤✉s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ DFTK(xt)✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t

r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❛t s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❧❡❛❞ t♦ tr❛♥s✲

❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ s♦♠❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② K ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❛✈♦✐❞

❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛❜❡rr❛♥t

♦♥❡s✮✱ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱ ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✶ t❤❛t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡

s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ♠❛♥✐❢❡st t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s

❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ✐❞❡❛✳

❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣♦ ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

• ■♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss❡s ✐s ❜✉✐❧t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣

✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

• ■♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✭❡✳❣✳ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞✐❝✲

t✐♦♥❛r② ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❢♦✉♥❞✱ xt
❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❜❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛r❡ ❬✶✵✽❪ ❛♥❞ ❬✹✽❪✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s❤❛♣❡❧❡ts✳

❆ s❤❛♣❡❧❡t ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✵✾❪ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦rt✐♦♥✴s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ s❤❛♣❡❧❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr✐♣❧❡t f =

✶❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❛s ❛ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✭❛✮ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛♥✐❢❡st✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛
s❡t✱ ✭❜✮ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛rr✐✈❡s✱ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❊❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❛ ✭str♦♥❣✮ ♠❛t❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ xt✳

(s, δ, y) ✇❤❡r❡ s ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡✶ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ❢❡❛t✉r❡✱ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ δ ❛❧❧♦✇s

♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss✴s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡s t♦ s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss y✳

■♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡❧❡ts ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡

t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞

✇❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡❧❡t ✐s ❢♦✉♥❞✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ♦♥❧② ✐♥ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❞❛t❛ ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥

♠❡❞✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ s♦♠❡ ❞✐s❡❛s❡s ❛r❡ r❛♣✐❞❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ ❛ ♣❛t✐❡♥t s✐❣♥❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ✈❡r②

✈♦❧❛t✐❧❡ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ♦r

✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②

✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✶❆ s❤❛♣❡❧❡t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ✐❢ ❛❧❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❛t❝❤✐♥❣ f ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣
t♦ ❝❧❛ss ②✳
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❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✇❛s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❡rs s♦ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣

❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛✳ ❲❡

♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❧✐st ✐s ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✳

■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐s ♥♦t t❤❡ ❝r✉① t❛s❦ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣

❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦♥❧②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐ss✉❡✳

✹✼
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✹✽



❈❤❛♣t❡r ✹

❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

❖♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ❛ r❡❝❡♥t

tr❡♥❞ t❤❛t ✐s ❜✉✐❧t ❡❛❝❤ ②❡❛r ❛♥❞ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤

♦❢ ✐ts s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②

♥✉♠❡r♦✉s r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥❛rr♦✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ t❛s❦s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✿

✶✳ t❤❡ ✜rst t❛s❦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs s♦ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡

❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r

✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡♥❞♦✇ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐t❤ t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✷✳ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦ ♣❡rt❛✐♥s ♦♥ ✇❤❡♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣

❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❡

❛r❣✉❡ t❤❛t ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❲❡ s✉❣❣❡st t❤✉s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❛♥❞✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✹✾
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■♥♣✉t✿

• ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T ❀

• H = {ht}t∈{1,...,T} : Rt −→ Y✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ht ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t❀

• xt ∈ R✱ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❀

• Trigger : Rt×ht −→ B, t ∈ {1, . . . , T} ,B ∈ {True,False}✱ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s t✐♠❡ ♦r ♥♦t t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ht(xt) ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢
xt❀

✶✿ xt ←− ∅

✷✿ t←− 0
✸✿ ✇❤✐❧❡ ✭¬Trigger(xt, ht)✮ ❞♦ ✴✯ ✇❛✐t ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✯✴

✹✿ xt ←− Concat(xt, xt) ✴✯ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ xt ✯✴

✺✿ t←− t+ 1
✻✿ ✐❢ ✭Trigger(xt, ht) || t = T ✮ t❤❡♥
✼✿ ŷ ←− ht(xt) ✴✯ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ xt ❛♥❞ ❡①✐t t❤❡ ❧♦♦♣ ✯✴

✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛

❝r✉① r♦❧❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥❧✐♥❡✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❣✲

❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❡② ♣r♦♣♦s❡✳

✹✳✶ Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✱ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s ❛♥❞ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❝♦r❡ ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✢♦✇✐♥❣ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts✿

• ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✱ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱

• ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱

• ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❆♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇❤❡♥ ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t xt ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

✺✵
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♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱

• ❚❤❡ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✿ ❛ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t ❞♦❡s ♥♦t

♦♥❧② ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥st❛♥t ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦

❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ❡✈❡♥ ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞

t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✇❤❡♥ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡

t✐♠❡ ✭❤❡r❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ Trigger✮ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ st♦♣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❝❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞✳ ■♥ ❛ ✇❛②✱ t❤✐s

❢✉♥❝t✐♦♥ r❡✢❡❝ts ❤♦✇ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ✜①✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♥❡✱ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦r t❤❡ q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡❝♦♠❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

♦♣t✐♠✐③❡ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆❞❛♣t✲

❛❜✐❧✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦✛❡rs ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♠②♦♣✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥

♦❢ ❛♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♦r ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥ ✐♥ ❛ ♣❛t✐❡♥t✱ t❤✐s ❢♦r❡❝❛st ❝❛✲

♣❛❝✐t② ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✇❛rt✐♥❣ ❛s ❜❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥

♦r ❢❛✐❧✉r❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❤❛st❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ♠♦♠❡♥t✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❣♦❛❧s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇❤❡♥ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡❛r✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ✜rst st❛rt ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱

t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✳

✹✳✶✳✶ ❇■❇▲ ✭✷✵✵✹✮

■♥ ✷✵✵✹✱ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ❆❧♦♥s♦ ❬✽✹❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❜r✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡② ❛❞❞r❡ss❡❞✱ ❜✉t

❛ ♥❛t✉r❛❧ ✜♥❞✐♥❣✮✳

✺✶
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❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦st✐♥❣ ■♥t❡r✈❛❧✲❇❛s❡❞ ▲✐t❡r❛❧s ✭❇■❇▲✮ ❬✽✹❪ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s

t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s②st❡♠ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥

✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❧❛❜❡❧ ♣❛rt✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐t❡r❛❧✶✿ ✭✐✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s

s✉❝❤ ❛s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r st❛②s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ r❡❣✐♦♥ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ♦✈❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s s✉❝❤ ❛s ❛❧✇❛②s ♦r s♦♠❡t✐♠❡s✳ ❊❛❝❤ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❛s❡

✭✇❡❛❦✮ ❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ✇❡✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡

♦❢ ❜❛s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✉s✐♥❣ ❆❞❛❜♦♦st ❬✹✵❪ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❛s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r

✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ✇❤❡♥ s✉✣①❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣

❛♥❞ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❝♦♠❡s✱ ✐t ✐s

❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✇❡✐❣❤t ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣ ♠❡❛✲

s✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥✱

❛t ❧❡❛st✱ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r

❧✐t❡r❛❧s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡

❝❧❛ss✐✜❡rs✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t

❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞

❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ t❤✉s s✉♠✲

♠❛r✐③❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❡♥t❛✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦ss✮ ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❛♣t✐✈❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠②♦♣✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✶❲❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ✭❢♦r♠❛❧✮ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❜❛s✐❝
st❛t❡♠❡♥t ♦r s❡♥t❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐♥❝r❡❛s❡s✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❊♥❞✱ ❱❛❧✉❡✮ ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❊♥❞ ❛♥❞ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ ❱❛❧✉❡✳

✺✷



✹✳ ❚■▼❊ ❙❊❘■❊❙ ❊❆❘▲❨ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆✿ ❖◆▲■◆❊ ❉❊❈■❙■❖◆
▼❆❑■◆●

❇■❇▲ ❬✽✹❪ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤♦✉t

❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥

t❤❛t✱ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❆s ✐t

✐s✱ ❇■❇▲ ♦♥❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✷ ❊❋❈ ✭✷✵✵✻✮

❙♦ s♦♦♥ ❛❢t❡r✱ ❇r❡❣ó♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪ ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❛♥❞ ❆❧♦♥s♦ ❬✽✹❪✮ ❤❛✈❡

s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✭❊❋❈✮ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✶ ✭❈❇❘✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❝❛s❡ ❜❛s❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

♠❡❛s✉r❡❞ ❜② s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❢❛✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧✳ ❚❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❇❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❈❇❘

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✱ ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡♥❣t❤✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ K✲◆❡❛r❡st✲◆❡✐❣❤❜♦rs ✭K◆◆✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤r❡❡

❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s✿ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❉②♥❛♠✐❝ ❚✐♠❡ ❲❛r♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❉❚❲✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ❢❛✉❧t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✐ts ❧❛❜❡❧ s❤♦✉❧❞

❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❡t ✭t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❢❛✉❧t✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❤♦✇❡❞

t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❑◆◆ ✭❑ ✐s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✱✸✱✺❪✮ ❛❝❝✉✲

r❛❝②✱ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤✐rt② ♣❡r❝❡♥t t♦ ✜❢t② ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❧❡♥❣t❤✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✭❜❛s❡❞ ♦♥

❞✐st❛♥❝❡s✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡✲

r✐❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ t❡♥❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

♦♥❧② t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✶■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡❛❣❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ tr② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t
♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❈❛s❡✲❇❛s❡❞✲❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❈❇❘✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧❛③② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛♣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡s
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❈❇❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ■♥st❛♥❝❡✲❇❛s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

✺✸
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• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢❛✉❧t✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐❢ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ♦r t♦ ❞❡❧❛②

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳

■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐✲

❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r② s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛❝❡

♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✉❧ts ✐s ✜♥✐t❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ s✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛✉❧ts✳

✹✳✶✳✸ ❚❈❋ ✭✷✵✵✻✮

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ✐♥ tr❛✣❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r

♥❡t✇♦r❦ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ tr❛✣❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ■♥ ❬✶✸❪✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❚r❛✣❝ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❋❧② ✭❚❈❋✮ ✐s s✉❣❣❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr❛✣❝ ✢♦✇ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ✐♥tr✉s✐♦♥ ♦r ♠❛❧✐❝✐♦✉s

❛tt❛❝❦s✱ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ♦r ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❆ ✢♦✇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N ♣❛❝❦❡ts✶✳ ❙✐♥❝❡ ♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❡❛❝❤ ✢♦✇ ♣❛❝❦❡t ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ♥♦t

❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ✐ss✉❡s✱ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❝r②♣t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞

♦❢ ❧✐♥❦s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✱ ❡t❝✳✮✱ ❛ ✢♦✇ ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✐ts ✜rst P ♣❛❝❦❡ts ✭✇❤❡r❡ P ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ❚❤❡

❚❈❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ st❡♣✱ ❛

❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞

t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡❛❝❤ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ st❡♣✱ ✇❤❡♥

❛ ♥❡✇ ✢♦✇ ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❝q✉✐r❡❞✱ P ♣❛❝❦❡ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

▲❛t❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ P ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡s ♦❢

✐ts P ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ♥❡❛r ❝❧✉st❡r ✭t❤❡ ❝❧✉st❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❝❡♥tr♦✐❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✢♦✇ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳

✶■♥ tr❛✣❝ ✢♦✇✱ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♦r ♣❛❝❦❡t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛ ♣❛❝❦❡t ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s s❡♥t
❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦✉r❝❡ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✳ ❚❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦t♦❝♦❧
✭❚❈P✮ ❧❛②❡r ♦❢ ❚❈P✴■P ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✭❡✳❣✳ ❛ ✜❧❡✮ t♦ ❜❡ s❡♥t ✐♥t♦ ❝❤✉♥❦s✳ ❖✈❡r
❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦✱ ❛ ♥✉♠❜❡r❡❞ ♣❛❝❦❡t ✐s ❜✉✐❧t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s✮
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❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ♦♥❝❡ P ♣❛❝❦❡ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇

❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t✐♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♥❧②

t❤❡ ✜✈❡ ✜rst ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ❛ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❜②

♥♦ ♠❡❛♥s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✐s ✜①❡❞

t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t st✐❧❧ ❧♦♦❦s ♦❞❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢♦✇s

❜② t❤❡ s✐③❡s ♦❢ ✐ts ♣❛❝❦❡ts ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛t ❞❛t❛ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡

♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✭♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t②✮✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✐s ♠❡t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠②♦♣✐❝ s✐♥❝❡✱

❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣♦st♣♦♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡

t✐♠❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✇❛✐t ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❚❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✺✶❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣

②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✣❝ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧②✱ ❜✉t ♥♦t

r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ✢♦✇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s❤♦rt❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✹ ❙❈❘✴●❙❉❚ ✭✷✵✵✽✮

❯♥t✐❧ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❳✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❞❡✜♥❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ❜② ✜①✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ t✐♠❡ ♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣✉tt✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s t✇♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ❬✶✵✻❪✱ ❳✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍❡r❡✱

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r t❡♠♣♦r❛❧ s②♠❜♦❧✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✺✺
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❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ❛ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❘✉❧❡ ✭❙❈❘✮ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❚r❡❡ ✭●❙❉❚✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❇❛s❡❞

♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥

tr❡❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❤❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ st ✐s ❛rr✐✈✐♥❣✱ ❛ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞

❛❣❛✐♥st ❛❧❧ r✉❧❡s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛t❝❤✶ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ st ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②

❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ♦♥❝❡ ❛ ✉s❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✇♦rt❤✲

✇❤✐❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛ ✉s❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ♠❛② ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❡❛r❧② ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛✲

t✉r❡s✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞

❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣✳ ❇✉t t❤✐s st✐❧❧ t❡♥❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❥✉st ❛s ✉♥❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✈s

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ t✇♦ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s✐♥❝❡

t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ st ✐s ♣❛✐r❡❞ ♦✛ ✇✐t❤ ❛❧❧ r✉❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛❧❧

❜r❛♥❝❤❡s✮ ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐s ♠②♦♣✐❝ s✐♥❝❡ ❛♥ ✐♠♠✐♥❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥❝❡

❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❡t✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❢❡❛✲

t✉r❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ s②♠❜♦❧✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞

q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡② ♠❛❦❡ ❛ ♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②

t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❛❝❝✉r❛❝②

♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛② r❡❞✉❝❡s t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣

t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞❧❡ss ❡❛r❧✐❡st ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡

✶P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ st ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ R ✐❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ✐♥ st ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s ✐♥ R✳

✺✻
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♦❜t❛✐♥❡❞ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss

♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ✉s❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳

✹✳✶✳✺ ❊❈❚❙ ✭✷✵✵✾✮

❙♦ s♦♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ s✐♥❝❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❬✶✵✻❪ ✇❡r❡ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❳✐♥❣

❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ✭❊❈❚❙✮✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✭▼P▲✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞

✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✭✶✲◆◆✮ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ▼P▲ ✐s t❤❡

s♠❛❧❧❡st ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐✮ ✐ts ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs r❡♠❛✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❛❢t❡r ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡

s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❧❡♥❣t❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧❛③②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞❡❞ ❛ tr❛✐♥✲

✐♥❣ st❡♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▼P▲s✳ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ▼P▲s

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs

❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲

❜♦rs ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❖♥❝❡ ❜♦t❤ st❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❛ ✉s❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✐♥

t❤❡ ♥❡❛r❡st ❝❧✉st❡r✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ht(xt) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞

❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xT ✇❛s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡

♥❡❛r❡st tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✭s✮✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❞❡ ❣✐✈❡♥ xt ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ xt s✐♥❝❡ ✐t ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦

t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ xt✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✼
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❚❤❡ ❊❈❚❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛✱

❜✉t✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

▼▲P✭s✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✭s✮✳

✹✳✶✳✻ ❊❉❙❈ ✭✷✵✶✶✮

❆✇❛r❡ ♦❢ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s✱ ❳✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥ ❜r✐♥❣✐♥❣

❢♦r✇❛r❞ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ❊❛r❧② ❉✐st✐♥❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡❧❡t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❊❉❙❈✮ ❬✶✵✽❪ ♠❡t❤♦❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t s♦♠❡ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✉❜s❡t ♦❢

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝❧❛ss ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s s❤❛♣❡❧❡ts✮ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❜❡s✐❞❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ st❡♣✱ ❊❉❙❈ ❡①tr❛❝ts ❛ s❡t ♦❢ s❤❛♣❡❧❡ts

{fi = (s, δ, y), i ∈ {1, N}} ❛♥❞ ❧❡❛r♥s t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s δ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✸✳✷ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡❧❡t✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐t r❛♥❦s ❛❧❧ t❤❡ s❤❛♣❡❧❡ts ✐♥ ✉t✐❧✐t②

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡✐r ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❛❦❡s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✉t✐❧✐t✐❡s t❤❛t

❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s

❧❛❜❡❧❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡❧❡t ✐s ❢♦✉♥❞✳ xt ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❛ s❤❛♣❡❧❡t f ✐❢

d(s,xt) ≤ δ✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡❧❡t s❡q✉❡♥❝❡ s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ❝❧❛ss s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞

❤❡❛❧t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❨❡t✱ ✇❤❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ✈♦❧❛t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡

❢❡❛t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s xt ♠❛t❝❤❡s ❛ s❤❛♣❡❧❡t f = (s, δ, y)✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✳ ❚❤ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡❧❡t✳ ❚❤✐s str♦♥❣❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛✐♥✐♥❣ s❤❛♣❡❧❡ts ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❡♠✐✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ❤❡❛✈✐❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

✺✽
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s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡❧❡t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❧❛r❣❡

❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ δ ♠❛② ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡❧❡t f ❢♦r t♦t❛❧❧② t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❝✐❞❡s ❡✐t❤❡r t♦ ♠❛❦❡ ♦r t♦ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❊❉❙❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❊❉❙❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss

❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♠②♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣

t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✹✳✶✳✼ ❈❈■■ ✭✷✵✶✷✮

❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜❛✐❧✐st✐❝ ❢♦r❝❛st✐♥❣ ✐s

s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✽❪ ❢♦r ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✇✐t❤ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❈■■✮✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② st❛♥❞s ❢♦r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦

❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥

❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ✉s❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②

t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❡t✳

❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜❡❧ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❜② ✐♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✲

❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞

❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳

❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❡①❝❡❡❞s

❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✇❤❡♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧❛❜❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t♦♦ ❧❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛❦✐♥❣

✺✾
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r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞

t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❛❦❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❛ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

♣r♦❝❡ss ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✲

✐♠✐③❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥✲

❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■t

✐♥st❡❛❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡

t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✐t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✹✳✶✳✽ ❊❈❘❖ ✭✷✵✶✸✮

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭✇❡❛❦✮

❝❧❛ss✐✜❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❧❛ss✐✜❡rs

✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✶✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✳

❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ xt ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡❜② ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥ ❛❣r❡❡✲

♠❡♥t r✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ✇❡✐❣❤t✐♥❣

t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ ❣r❡❛t❡r ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❡rr t❤❡ ❧❡❛st✮✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✺✺❪ ✭❊❈❘❖✮ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

✇❡ ❣❛✈❡ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡✿ ✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✷

❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t r✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛❣r❡❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐❢ t❤❡②

♦✉t♣✉t t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡r ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢

xt ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❡rs

✶❚❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ k t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ n ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡♥✱ n′ ❝❧❛ss✐✜❡rs
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s ❛r❡ tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❡t❝✳

✻✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ht(xt) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs
♦✉t♣✉ts✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❧❛ss✐✜❡r ✭t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❣✐✈❡s
❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠♦st ♦❢t❡♥✮✳

❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✐❢ t❤❡② ♦✉t♣✉t t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✶✮✱ xt ✐s t❤❡♥

❧❛❜❡❧❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ t❛s❦ ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♥❡①t ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐t❤ ♥❡✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦r ♣♦st♣♦♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❥❡❝t ♦♣t✐♦♥ ❬✸✵❪ ✇❤❡r❡ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ t❤r❡s❤♦❧❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ r❡❥❡❝t✴❛❝❝❡♣t ❛ ❧❛❜❡❧✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝♦♥✜r♠

t❤❡✐r ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧❛❜❡❧✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

s❝♦r❡ ✇❤❡r❡❜② ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✲

♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t tr❛❞❡

♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ✳

✶❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱
✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ❢❡✇
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✻✶
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• ▼②♦♣✐❛✿ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt ✐s ♠❡t✱ xt ✐s

❧❛❜❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❡st❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

♠②♦♣✐❝✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝✲

❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ st♦♣ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡❛r❧②

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜r✐♥❣

✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞✳

✹✳✶✳✾ ▼❊❉❙❈✲❯ ✭✷✵✶✹✮

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ▼♦❞✐✜❡❞ ❊❉❙❈ ✇✐t❤ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t❡s ✭▼❊❉❙❈✲❯✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥

s✉❣❣❡st❡❞✳ ▼❊❉❙❈✲❯ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❊❛r❧② ❉✐st✐♥❝t✐✈❡ ❙❤❛♣❡❧❡t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❊❉❙❈✮

♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✽❪ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✇❤✐❧❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢t❡♥ ❡♥t❛✐❧ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❇② ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❊❉❙❈ t❤❛t st♦♣s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ❛♥

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥st ❛ s❤❛♣❡❧❡t f ✱ ▼❊❉❙❈✲❯ r❡❧✐❡s

✐♥st❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥

t♦ st♦♣ ♦r ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐s ❧❛❜❡❧❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ♦♥❝❡ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❡t✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

• Tr✐❣❣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥✜❞❡♥t

❡♥♦✉❣❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞

♣❛r❛♠❡t❡r✳

• ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✿ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛② ❡✈❡♥ t❡♥❞ t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st

t❤❡ ❊❉❙❈ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✽❪✳

✻✷
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• ❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t②✿ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧

t❤❡ s❤❛♣❡❧❡ts ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

• ▼②♦♣✐❛✿ ❲❤❡♥ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♠❡t✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡✲

❞✐❛t❡❧② ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦❦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❊❛r❧② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛❣❛✐♥st ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ ✈s q✉❛❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛✳ ■♥st❡❛❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡

❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✹✳✶✳✶✵ ❖t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞♦✉❜t❧❡ss❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

r❛✐s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤❛♣❡❧❡ts ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛✮✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❜r✐♥❣ ❛♥② ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡② ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ♦t❤❡r

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✹✻✱ ✹✼✱ ✹✾❪✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥

♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①✲

tr❛❝t✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ s❤❛♣❡❧❡ts ❢r♦♠ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡s❡

❧❛tt❡r ❛r❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② s❝♦r❡s t♦ ♠❛❦❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✺✾❪✱ ❛ ♥❡✇ ❜♦♦st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧♦ss t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❉❛✐♥♦tt✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪✱ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝✱ t❤❡②

❛♣♣❧✐❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣

❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❍❡ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪ r❛✐s❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t♦

✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡s❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥

✉♥❞❡r✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❬✻✻❪ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t✳ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪ ❛r❡ ✐♥✲

t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡✐r ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❡✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤❛♣❡❧❡ts✱ t❤❡②

♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♠✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❬✼❪✱ ❆♥t♦♥✉❝❝✐ ❡t ❛❧✳ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣♦t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❝r❡❞❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs✶✱ ❛♥❞ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭✐❍▼▼s✮ ❬✼✵❪ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡❛r❧②

✶❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❞❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r r❡❧❛②s ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
s✉s♣❡♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❈r❡❞❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐t❤ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥
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❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

Pr♦♣❡rt✐❡s ▼❡t❤♦❞s✴❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇
■❇

▲

❊
❋
❈

❚
❈
❋

❙❈
❘
✴●

❙❉
❚

❊
❈
❚
❙

❊
❉
❙❈

❈
❈
■■

❊
❈
❘
❖

▼
❊
❉
❙❈

✲❯

❬✽✹❪ ❬✷✵❪ ❬✶✸❪ ❬✶✵✻❪ ❬✶✵✼❪ ❬✶✵✽❪ ❬✼✽❪ ❬✺✺❪ ❬✹✽❪

Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ ✗ X X X X X X X X

tr❛❞❡✲♦✛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

❆❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ✗ X ✗ X X X X X X

❉❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♠②♦♣✐❛ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❧✐st ♦❢ ♠❡t❤♦❞s
✐s ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ s❤♦✇s ♦♥❧② ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ②❡t ❛♥② ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s✉❝❝❡❡❞s t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡s❡ ❢♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

●❧♦❜❛❧❧②✱ ✐t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s

❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❞♦

♥♦t t❛❦❡ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡② ✐♥st❡❛❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✭s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐s r✐♣❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦r ✐❢ ✐t

s❡❡♠s ❜❡tt❡r t♦ ✇❛✐t ♦♥❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♠②♦♣✐❝ ✐♥ t❤❛t

t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❧♦♦❦ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✐t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

✐s ❝♦st❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t♦ ❛rr✐✈❡✱ t❤✉s

♦♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡ t♦ s✉s♣❡♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶✷❪✳
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❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❜❡tt❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❜✉t✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱

t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡♥ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦sts✿

• t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝✉rs ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞

✐❢ ♦♥❡ ❞❡❧❛②s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱

• t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②

❲❤✐❧❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t

❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛❦✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿ ✭✐✮ t❤❡ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s

✇❤❡♥ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ✈s

❡❛r❧✐♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❛t❛ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✭✐✈✮ t❤❡ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳

❆ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛r❧② ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ✈s ❡❛r❧✐♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛✳ ❘❛t❤❡r✱

♠♦st s②st❡♠s ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✈s t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛ ❜② ❡✐t❤❡r t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦r ♠❛❦✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ tr✐❣❣❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❛s t❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛ ♥♦✈❡❧ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛s ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ✈s

❡❛r❧✐♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦sts✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t

❝♦♥tr♦❧s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t✇♦ ♠❡t❛✲❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❡st❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧

❞❛t❛ s❡ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❢✉t✉r❡

r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

✻✺
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❈❤❛♣t❡r ✺

❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

❈♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ t❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡ t✐♠❡❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❜② t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r t❤❛t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t

♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦sts✿

✶✳ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡❧❛②s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣

❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛♥❞

✷✳ t❤❡ r❛✐s✐♥❣ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②✳

❋r♦♠ t❤✐s✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❡❡t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r ✐❞❡❛ ✐s t❤✉s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✻✼
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♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦sts✿ ✭✐✮ t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st t❤❛t ✐s ❜❡tt❡r ✐❢ ♦♥❡ ❞❡❧❛②s t❤❡ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ✐❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ q✉✐❝❦❧②✳

❆s ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❜♦t❤

❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ✐❢

♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❛s❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆✲

❖▼❨ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❛✉t♦✲

♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st

♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ ♠❡t❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡

❛❞❛♣t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦

❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆♥❞ t❤✐r❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝✳ ■♥ ❡❢✲

❢❡❝t✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❧② ✐❢ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ t❤❛t ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s

♠❛❞❡✳ ❆ ♠②♦♣✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r

✐t ✐s t✐♠❡ t♦ st♦♣ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦r ♥♦t✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦♥

❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❊❈❖◆❖▼❨✱ ❛ ♥❡✇ ❢♦r✲

♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♠❡t❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣✳ ❆ ♠♦r❡

❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

st✉❞② ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

✺✳✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t

❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ❤❛s ❤✐st♦r✐❝❛❧ r♦♦ts ✐♥ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✱ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧
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❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ❡t❝✳✱ ❜✉t ♥✉♠❡r♦✉s ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ❣r✐❞ ♠❛♥❛❣❡✲

♠❡♥t✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ✐♠♣❡t✉s t♦ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s

❛r❡❛✳

✺✳✶✳✶ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

■♥ ♠❛♥② s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s

❬✶✷✱ ✸✻❪✱ ♦♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ❛ ✇✐❞❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✿ ❲❛❧❞✬s ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ Pr♦❜✲

❛❜✐❧✐t② ❘❛t✐♦ ❚❡st ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts xi
t ✐♥t♦ ♦♥❡

♦❢ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss❡s −1 ♦r +1✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✿

Rt =
P (〈xi1, . . . , xit〉 | y = −1)
P (〈xi1, . . . , xit〉 | y = +1)

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡rr♦r ♦❢

t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ α ✭❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡rr♦r✮ ❛♥❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ β ✭❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡rr♦r✮✳

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (〈xi1, . . . , xit〉 | y)✳
❆♥❞✱ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ α ❛♥❞ β✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦r❡ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

✉♥❞❡r r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✺✳✶✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ■❚ s❡❝✉r✐t②✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡t❝✳✱

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ r❡s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s s♠❛❧❧ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② s✐③❡s✱ r❡str✐❝t❡❞ ❜✉❞❣❡ts ♦r ❧♦✇ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts ♣❡r ♣❛t✐❡♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

✜①❡❞ ❜✉❞❣❡t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❜✉❞✲

❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❬✷✷✱ ✷✻✱ ✶✵✵❪

t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❝❛s❝❛❞❡s✱ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st

r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ❝♦st ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❡❛♣ ✭r❡s♣✳ r❛♣✐❞❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✮

✻✾
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✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t ✜rst ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ✭r❡s♣✳ s❧♦✇❧②✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r

st❛❣❡s✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ❛♥❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡

❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❛❝r♦ss t✐♠❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ♣r♦♣♦s❡❞

❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦r❞❡r t❤❡ ✐♥✲

♣✉t ❞❛t❛ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛s❦✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❜r✐♥❣s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦st✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✉s❡

r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②

❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t✐♠❡❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ♠❛❦❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♠❡❡t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✷ ◆❡✇ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❆s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞

s②st❡♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st

t✐♠❡ t∗ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt∗ = 〈x1, x2, . . . , xt∗〉 ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②

❧❛❜❡❧❡❞✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❝♦st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❛♥❞ ❛ ❝♦st ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✜♥❛❧❧② ♠❛❞❡✿

• ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Ct(ŷ|y) : Y × Y −→ R ✐s

❣✐✈❡♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❛t t✐♠❡ t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ŷ ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❝❧❛ss ✐s y✳

• ❊❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ t✐♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C(t) ✇❤✐❝❤

✐s ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♠♦r❡ ❝♦st❧② t♦ ✇❛✐t ❢♦r

♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♠♦st ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♣❧❛♥t ♠✉st ❜❡ st❛rt❡❞ ♦r ♥♦t✱

t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❝♦st r✐s❡s s❤❛r♣❧② ❛s t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
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❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

f(xt) =
∑

y∈Y

P (y|xt)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y,xt) Ct(ŷ|y) + C(t) ✭✺✳✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥t✐❧

t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t∗ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

t∗ = ArgMin
t∈{1,...,T}

f(xt) ✭✺✳✷✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♦♥❡ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠✲

♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (y|xt) ❛♥❞ P (ŷ|y,xt)✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱

♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡✳

❙❤♦rt ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ t❡r♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❛♥② t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡❞ f(t)✮✿

f(t) =
∑

y∈Y

P (y)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y) Ct(ŷ|y) + C(t) ✭✺✳✸✮

❋r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (y)

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (ŷ|y) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❖♥❡ ❣❡ts t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛s✿

t∗ = ArgMin
t∈{1,...,T}

f(t)

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t∗ ✐s ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛s ♦♥❡

❝♦✉❧❞ ❢❡❡❧✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✈❡r② ❝♦♥✜❞❡♥t ✭r❡s♣✳ ♥♦t ❝♦♥✜❞❡♥t✮ ✐♥ ❤✐s✴❤❡r

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛② ❜❡❢♦r❡ ✭r❡s♣✳ ❛❢t❡r✮ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t✐♠❡ t∗✳ ■❢ s✉❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t s❡❡♠s

❢♦♦❧✐s❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛t t✐♠❡ t∗✳

◆♦✇✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❊❈❖◆✲

❖▼❨✱ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐✲

s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✶✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✶■t ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✉❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❣✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡✱
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♠❛❦❡ ♦♥❧✐♥❡✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❊❈❖◆❖▼❨

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

✺✳✸ ❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❢t❡r t t✐♠❡ st❡♣s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

f(xt) =
∑

y∈Y

P (y|xt)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y,xt) Ct(ŷ|y) + C(t)

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❞✐❧② ②✐❡❧❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣✱

♦♥❧✐♥❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦sts

✉♥t✐❧ t✐♠❡ T ❜❡❢♦r❡ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ✐s t⋆✱ ❝❧❡❛r❧② ❞❡❢❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❡r♠s P (y|xt) ❛♥❞ P (ŷ|y,xt) ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ P (y|xt) ❛♥❞ P (ŷ|y,xt)✱ ♦✉r ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❛♣✲

t✉r❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❝❝♦✉♥t✲

✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✭✐✮ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥t♦ ❝♦❤❡r❡♥t ❣r♦✉♣s t❤❛t ✇❡ ♥♦t❡ {Gk}1≤k≤K ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱

t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ t❡r♠ P (ŷ|y,xt) ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ t❡r♠ P (ŷ|y,Gk) ❛♥❞ ❛❞❞

❛♥♦t❤❡r t❡r♠ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❚❤❡♥✱ ✭✐✐✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✺✳✸✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❛♣t✐✈❡

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❝♦❤❡r❡♥t ❣r♦✉♣s

{Gk}1≤k≤K ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❡r♠s P (ŷ|y,Gk) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳
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❣r♦✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s s❤♦✉❧❞ ♦❜❡② t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✿

✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳

✷✳ ●r♦✉♣s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳

■♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✮✱ ❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① P (ŷ|y,Gk) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣

Gk ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ♠✉❝❤ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❛s❦✳

■♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✮✱ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❣r♦✉♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞

❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s

✇❛②✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♠❛r❦❡❞❧② t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✳ ❆s

s✉❝❤✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✺✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ❢♦r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ f(xt) ❢♦r ❛❧❧

t ∈ {1, . . . , T} ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛t t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧

❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pt(ŷ|y,Gk) ♦♥

❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ Gk ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥✲

❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡s✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❛t t✐♠❡ t✱ T − t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt ❛t ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡

t✐♠❡ st❡♣ τ ∈ {0, . . . , T − t}✳
◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ τ t✐♠❡ st❡♣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡❞

❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦r✐③♦♥ t⋆ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt) ✭✺✳✹✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ ❜② fτ (xt)✱ ✇❤❡r❡ τ ∈ {0, . . . , T − t} ❛♥❞ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦r✐③♦♥ t∗ = t + τ⋆✱ ✇❤❡r❡ τ⋆ = ArgMinτ∈{0,...,T−t} fτ (xt)✱ ❝❛♥ ❜❡

✼✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ✜rst ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉r✈❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st fτ (xt) ❣✐✈❡♥ xt, ∀τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✇❛✐t✐♥❣
❜❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t t✐♠❡ t+ τ⋆✳ ◆❡✇
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ τ⋆✳

r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶

✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✐❞❡❛✳

✺✳✸✳✸ ❉❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝②

❖✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡ st❡♣ t✱ ✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦r✐③♦♥

τ⋆ = 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② τ > 0✱ fτ (xt) > f0(xt)✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss st♦♣s

❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r

ht✿ ŷ = ht(xt) ✭❤❡r❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs H = {ht}1≤t≤T ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡r ht
✐s tr❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r ✜rst t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖t❤❡r t②♣❡

♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✮✳

❖t❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s✉❝❤ ❛s ❛ ❧❡ss str♦♥❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✇❡ ♣r♦✲

♣♦s❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ♠❛②

❜❡ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ǫ > 0 ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✱

f0(xt) = fτ⋆(xt) + ǫ✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡

♦❢ s♠❛❧❧ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳

✼✹
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●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥✲

❡r❛❧❧② ✜①❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✳

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✸✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t tr✐❣❣❡rs ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ Pr♦♣♦s❡❞ Trigger(xt, ht) ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥♣✉t✿

• xt, t ∈ {1, . . . , T}✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s❀

✶✿ Trigger ←− false
✷✿ ❢♦r ❛❧❧ τ ∈ {0, . . . , T − t} ❞♦
✸✿ ❝♦♠♣✉t❡ fτ (xt) ✴✯ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✯✴

✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✺✿ τ∗ = ❆r❣▼✐♥
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

✻✿ ✐❢ ✭τ∗ = 0✮ t❤❡♥
✼✿ Trigger ←− true

✽✿ ❡♥❞ ✐❢

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt =

〈x1, . . . , xt〉✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st fτ (xt) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣ τ ∈ {0, . . . T−
t}✳ ■❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ = 0✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st♦♣s ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

ht(xt) ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt ✐s ♠❛❞❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛✐ts ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t xt+1✱ ✉♥❧❡ss t = T ✳

✺✳✸✳✹ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ✐❞❡❛s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❊❈❖◆❖▼❨ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✶✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛❧❧✉r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠s ❛t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛✐♠s ❛❧s♦ ❛t ❞❡✜♥✐♥❣ fτ ✳ ■t ✐s ♠♦r❡

❞✐r❡❝t ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦sts
✭✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❛✮✱
t❤❡ ❝♦st ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ τ⋆ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦sts t❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st✳ ❆❢t❡r τ⋆✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣
❝♦st t❛❦❡s t❤❡ ❧❡❛❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❜✮✱ t❤❡ ❝♦st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♦❢t❡♥✱ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❝✮✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ s②st❡♠ t❡♥❞s t♦ ✇❛✐t ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♦❢t❡♥ ✇❛✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡
t✐♠❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❞✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st❛♥t ♠✐♥✐♠❛✱ ✐t ✐s
❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❝✐s✐♦♥✳
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❇❡❢♦r❡ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡t ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✱ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥

❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

❣r♦✉♣ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✇✐❞❡❧②

❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✭❜✮✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✉s❡s t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥

s❤❛♣❡ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥s s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳

❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✭❝✮✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✉s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s

t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s

❜✉t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✺✳✹ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤

✺✳✹✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (ŷ|y,xt) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❜② t❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t∗✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s❡t C = {ck}1≤k≤K ♦❢ K ❝❧✉st❡rs ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t s♦ t❤❛t ❛♥ ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s xt = 〈x1, . . . , xt〉 ❝❛♥
❤❛✈❡ ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✿ P (ck|xt)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳

❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pt(ŷ|y, ck) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

ck ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

❚❤❡ s❡t C = {ck}1≤k≤K ♦❢ ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ♦❜❡② t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs✳

✷✳ ❈❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❜❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❛t

❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♠❛r❦❡❞❧② t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳

✼✼
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❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✿ ✭✐✮ ✐♥ t❤❡

✜rst st❡♣✱ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥❧✐♥❡ ✐s

❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✺✳✹✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ st❡♣

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pt(ŷ|y, ck) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck✳

❚♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥② ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s❡t C = {ck}1≤k≤K ♦❢ K ❝❧✉st❡rs ✐s ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ✭t❤❡ ❝❧✉st❡r ck ✐s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n t✐♠❡

s❡r✐❡s xi
T = 〈xi1, . . . , xiT 〉, i ∈ {1, . . . , n}✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✮✱ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ht ✭❛❧r❡❛❞② ❜❡✐♥❣ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞

t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① Pt(ŷ|y, ck)✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡

st❡♣ t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡sK×T ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧②K ❝❧✉st❡rs ✐❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❛t t✐♠❡ T ✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡

st❡♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ❜✉t ❤❡r❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♠❛② ❣r♦✇ ✉♣ r❛♣✐❞❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❧✉st❡rs ❜✉✐❧t ❛t t✐♠❡s t < T ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❜r✐♥❣ ♥♦✈❡❧t② ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r

t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ K ❝❧✉st❡rs✱ ✐♥ ❛❧❧✱ ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ✭✐✮ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇❤❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡

♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡♥s✉r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ht ✐s ❧❡❛r♥t ❛t ♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛t t✐♠❡

st❡♣ t✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r hkt ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

ctk ✭✐❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✮ ♦r ck ✭✐❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛t t✐♠❡ T ✮✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❧❡❛r♥t ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♣ ♦❢
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s✐♠✐❧❛r✴❝♦❤❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡

❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳

❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ✇♦r❦ ❬✸✸❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❛✈❡♥❛r❞ ❛♥❞ ▼❛✲

❧✐♥♦✇s❦✐ ❬✾✻❪✳ ■♥ ✐t✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ❛tt❡♥❞❛♥t

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡

❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts ♠✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t

❣❛✐♥s ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❡❡❦ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡

s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❧② K ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ❛❧❧✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞

♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ht ✐s ❧❡❛r♥t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦

t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡

❝❧❛ss✐✜❡r ht ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✐s ♦❢

s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤✱ ♦r ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ❛❢t❡r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳

✺✳✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ

❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

ck ✭♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✮ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ P (ck|xt) ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢

t❤❡♠ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✳ ■♥ ❛ ✇❛②✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s

t♦ ❛❧❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❛t t✐♠❡ t✱ T − t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts fτ (xt) ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt ❛t ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡

t✐♠❡ st❡♣ τ ∈ {0, . . . , T − t}✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs C = {ck}1≤k≤K ✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

fτ (xt) =
∑

ck∈C

P (ck|xt)
∑

y∈Y

P (y|ck)
∑

ŷ∈Y

Pt+τ (ŷ|y, ck) C(ŷ|y) + C(t+ τ) ✭✺✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt ✐s✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

✼✾
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P❡r❤❛♣s ♥♦t ❛♣♣❛r❡♥t ❛t ✜rst✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t✇♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋✐rst✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡r♠s

P (ck|xt) ❛♥❞ P (y|ck) ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

❞❛t❛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s Pt+τ (ŷ|y, ck) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣s P (ck|xt)✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱

♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧✳

✺✳✹✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❤♦✐❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡

❛❜♦✉t✿

✶✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❛r❡ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r✳

✸✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (ck|xt)✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞✐r❡❝t✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦❢

t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛❜♦✈❡✱ s♦ ❛s t♦ ❝❧❡❛r❧② s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤r♦✉❣❤ ✧❜❛s❡✲

❧✐♥❡ r❡s✉❧ts✧✳ ❇❡tt❡r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✭✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s✶ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r

♦❢ ⌊t+ 2/2⌋ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢②

t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ t✱ 1 ≤ t ≤ T ✱ ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ T ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❡❛❝❤ ❜❡✐♥❣ ❧❡❛r♥t

♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱

❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✮✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

✐♥♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ✭✷✮ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ K✲♠❡❛♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r Ky ♦❢ ❝❧✉st❡rs

✈❛r②✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❧❛ss❡s y = −1 ❛♥❞ y = +1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

s✐❧❤♦✉❡tt❡s ❢❛❝t♦r ❬✽✻❪✳ ✭✸✮ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (ck|xt) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

P (ck|xt) =
sk

∑K
i si

✱ ✇❤❡r❡ sk =
1

1 + exp−λ∆k
✭✺✳✻✮

✶■♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❲❊❑❆ t♦♦❧❦✐t✳

✽✵
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❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t λ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ sk ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✲

✐♥❣ s❡t✱ ✇❤✐❧❡ ∆k = (D− dk)/D ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ xt ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ xt ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r

ck✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s x
′

t = 〈x1, . . . , xt〉 ❛♥❞ ❛

❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡ x
′′

T = 〈x1, . . . , xT 〉 ✐s ❞♦♥❡ ❤❡r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✜rst t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (ck|xt) ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✲

✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s
■♥♣✉t✿

• ❆ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ♦❢ m ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s (xi
T , y

i) ∈ R
T × Y (1 ≤ i ≤ m) ❀

• ❆ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′ ♦❢ m′ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s (xj
T , y

j) ∈ R
T × Y (1 ≤ j ≤ m′)

✶✿ ❢♦r t ∈ {♠✐♥, . . . , T} ❞♦
✷✿ ❯s❡ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t S ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ht : R

t → Y

✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

✹✿ ❯s❡ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t S′ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ s❡t C = {c1, . . . , cK}✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ck ✐s ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✺✿ ❢♦r k ∈ {1, . . .K} ❞♦
✻✿ ❢♦r t ∈ {♠✐♥, . . . , T} ❞♦
✼✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① Pt(ŷ|y, ck) ✉s✐♥❣ ht ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ck✳
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✺✳✹✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺ ❛♥❞ ✻ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿

✶✳ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡rs H = {ht}min≤t≤T
✶ ♦♥ m t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T

✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✳

✶■♥ t❤❡ t❡①t ✇❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t❡ t❤❛t t ✐s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ [1, T ] ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞
t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠✐♥ ≤ t ≤ T ❜❡❝❛✉s❡ ❜❡❧♦✇ ♠✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡✳

✽✶
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s
■♥♣✉t✿

• ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T

• ❆ s❡t C = {c1, . . . , cK} ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳

✶✿ ❢♦r k ∈ {1, . . . ,K} ❞♦
✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (ck|xt)
✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

✹✿ ❢♦r τ ∈ {0, . . . , T − t} ❞♦
✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st fτ (xt) ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✼✿ r❡t✉r♥ t⋆ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

✷✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ m′ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t

S′ ✳

✸✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ∈ C ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (ck|xt) ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

ck✱ ✇❤❡r❡ 1 ≤ k ≤ K✳

✺✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ (xt) ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❜♦t❤ ✭❆✮ t❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✶✱ ❛♥❞ ✭❇✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡✳

▲❡t L ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ▲❡t P ❜❡ t❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ▲❡t C ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❧❡t d ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②

♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✉st❡r✳

• ❙t❡♣ ✭✶✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡

T ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ♦✈❡r m t✐♠❡

s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✳

✶❲❡ ♠❡❛♥ ❜② ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝❧✉st❡r
♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❡t❝✳

✽✷
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✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ✐s O(T × L)✳

✕ ✭❇✮✿ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ▼✉❧t✐❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r

✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦r❞❡r L ≃ O(m × T )✱ T ❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ ▼▲P✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ▼▲Ps ✐s t❤❡♥

O(m× T 2)✳

• ❙t❡♣ ✭✷✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t

S′✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ✐s O(C)✳

✕ ✭❇✮✿ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ K✲♠❡❛♥s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦r❞❡r O(m′ × K × T ) ✇❤❡r❡ m′ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′✱ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞

T ✐s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❍❡r❡✱ T ❛♣♣❡❛rs s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳

• ❙t❡♣ ✭✸✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡❛r♥❡❞

❝❧❛ss✐✜❡r ♦✈❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ T ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✈❡r t❤❡ K ❝❧✉st❡rs ✐s ♦❢

♦r❞❡r O(m′ × T ×P)✳

✕ ✭❇✮✿ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ▼▲Ps ♦✈❡r t❤❡ K ❝❧✉st❡rs ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡

st❡♣ t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦❢ ♦r❞❡r O(m′ × T 2)✳

• ❙t❡♣ ✭✹✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt

t♦ K ❝❧✉st❡rs ✐s O(K × d) ✇✐t❤ d ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ xt t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ck✳

✕ ✭❇✮✿ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛s ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (ck|xt) t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❣✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤

t✳ ❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦r❞❡r O(K × T ) ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✳

• ❙t❡♣ ✭✺✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✳
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✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ (xt)✱ ✇❤❡r❡

τ ∈ {0, . . . , T − t} ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✮ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r

O(K × d)✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ fτ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣

♦❢ xt t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ K ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤✐s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ fτ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s

❛rr✐✈❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ❛t ✇♦rs❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ st❡♣ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡

♦❢ ♦r❞❡r O(K × d× T ) ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡

❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ fτ ✐s✱ ❛t ✇♦rs❡✱ ♦❢ ♦r❞❡r O(K × T 2)✳

• ❖✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✿ ❲❡ ❣✐✈❡✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s O(TL+C+m′TP+KdT )

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐s O(mT 2 + m′KT + m′T 2 + KT 2) ≃ O(mT 2)✱ s✐♥❝❡

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t m ≃ m′ ❛♥❞ K << m′✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs K ✐s ✉s✉❛❧❧②

♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s m′ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

♦✉r ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥✿

• ❚❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤
t ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✉s❡s

T ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❡❛❝❤ ❧❡❛r♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

♠✉❧t✐♣❧✐❡s T t✐♠❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❡

❝❧❛ss✐✜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

• ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ▼▲P ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡✐r

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♠❡❞② t♦ t❤✐s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢

❝❧❛ss✐✜❡r t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡t❝✳
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• ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts

✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ T ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

• ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲

❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ T ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ O(T 2) ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇❤❡♥ T ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❇✉t✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t

❡①❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❝❛♥ ✐♠♣❧② ❧❡ss ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✺✳✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✭✐✮ ✉s❡s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥

♠❛tr✐❝❡s Pt(ŷ|y, ck) ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❞❡✜♥❡s

❛ ♥❡✇ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✮ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❆❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (ck|xt)✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦✉❣❤t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s✿ ✭✐✮ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣

t❤❡ s✐♠♣❧❡ K✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ ❦♥♦✇♥

s❤❛♣❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ✭✐✐✮ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t② P (ck|xt)✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❤❡r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs H = {ht}1≤t≤T

❧❡❛r♥t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♠❛❦❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s

t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❜❛✤✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❛tt❡♥❞✐♥❣

❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡✳❣✳ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱

❡t❝✳✮✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❛♥❞ ❛ ❝❧✉st❡r

ck ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆♥❞✱ t❤✐r❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ P (ck|xt)✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ tr✐❝❦② t♦ ♠❛❦❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡♥t❛✐❧ ♥♦♥

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
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■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✐✳❡✳ ✭✐✮ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ❢♦r ❛❧❧

t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s τ ∈ {0, . . . , T − t} ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❜✉r❞❡♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✉s❡❞ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

s❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✉s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss

❧❛❜❡❧s ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r✳

✺✳✺ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✿ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤

✺✳✺✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❆s✐❞❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ♦✈❡r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t t❤❛t ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

fτ (xt) =
∑

ck∈C

P (ck|xt)
∑

y∈Y

P (y|ck)
∑

ŷ∈Y

Pt+τ (ŷ|y, ck) C(ŷ|y) + C(t+ τ)

✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ xt t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ck ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❧② ✐♥s♦❢❛r t❤❛t

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② Pt(ŷ|y, ck)✱ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r t♦

t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ P (ck|xt)✱ t❤❛t ✐s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉s✲

t❡r ❜❡❧♦♥❣s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (y|ck)
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■❢ ♦♥❡✱ t❤❡♥✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡tt❡r ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ❛s ✇✐❞❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡

❝❛t❡❣♦r② t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ t❡r♠s ❛❧✐❦❡ P (y|ck) ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❞❡✈✐s❡ ❞✐r❡❝t❧② s✉❝❤ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡

❡①✐sts ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❢❛✈♦rs t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐❞❡❛s✿

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

s❡t S′✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r

✽✻
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♠❛❦✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❝❧❛ss❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤

❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s {gt(xi
t)}1≤i≤|S′| ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♠♦❞❡❧ gt ✭❧❡❛r♥❡❞ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡tS✮ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡♥✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ r❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ t✐♠❡s s❡r✐❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✇❤✐❝❤

s❡❣♠❡♥ts ♦♥❧② ♦♥❝❡ S′ ✐♥t♦ K ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡✱ s❡❣♠❡♥ts S′ ✐♥t♦ N ❣r♦✉♣s ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T ✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ N ❣r♦✉♣s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡s✲

s✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s✱ s♦♠❡❤♦✇✱ ❧❡❛❞s t❤✐s ♥❡✇

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❞❡♣❧♦② t❤❡♠ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢✿ ✭✐✮ ❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t

❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡

♦♥❧✐♥❡✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

✺✳✺✳✷ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❲❡ r❡❝❛❧❧ ♦✉r ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P (y|xt) ❛♥❞ P (ŷ|y,xt) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✱ r❡♣❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

f(xt) =
∑

y∈Y

P (y|xt)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y,xt) Ct(ŷ|y) + C(t)

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸

✭✉s❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞

❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧❛t❡r✱ γ r❡❢❡rs t♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦r st❛t❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✮✳

❚❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s ❜♦t❤ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r st❡♣s✿

✶✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✭✐✮ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r st❛t❡s ❛r❡

❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡
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s❡r✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ t❤❡♥ ✭✐✐✮ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜✉t ♦♥ t❤❡✐r r❡❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡

t⋆✳

✺✳✺✳✸ ▲❡❛r♥✐♥❣ st❡♣

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦✈❡r

t✐♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❜✉t ❜② t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣ t✳

✺✳✺✳✸✳✶ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥

❲❡ ✜rst st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✿

• ❆ s❡t ♦❢ N st❛t❡s 〈1, 2, . . . , N〉 ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✉♣♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ ✇❤❡r❡ 1 ≤ t ≤
T ✳

• ❚❤❡ st❛t❡s ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ✐♥

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t t✐♠❡ t ❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t t✐♠❡

t+ 1✳

• ■❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥ st❛t❡ u✱ 1 ≤ u ≤ N ✱ ❛t t✐♠❡ t✱ ✐t ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ st❛t❡ v✱ 1 ≤ v ≤ N ✱

❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② mt
uv✳

• ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② mt
uv = p(γt+1 = v|γt = u) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠

t✐♠❡ st❡♣ t t♦ t✐♠❡ st❡♣ t+1 ❛♥❞ ✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ γt = u✳ ❚❤✐s

❞❡✜♥❡s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ▼❛r❦♦✈ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s✿

−→γ t+1|〈γ1, . . . , γt−1, γt〉 = −→γ t+1|〈γt〉 ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ −→γ t+1 = [p(γt+1 = 1), . . . , p(γt+1 = N)]⊤ = [p(γt+1 = ℓ)]⊤1≤ℓ≤N ✳
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• ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ▼t+1
t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r♦✇s s✉♠s t♦ ✶✿

▼
t+1
t =









1 · · · · · · N

1 mt
11 · · · · · · mt

1N
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

N mt
N1 · · · · · · mt

NN









✭✺✳✽✮

• ❆ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♦r❞❡r δ✱ ✇✐t❤ δ ✐s ✜♥✐t❡✱ ❞❡✜♥❡s t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ st❡♣ t+1

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛st δ st❛t❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

−→γ t+1|〈γ1, . . . , γt−1, γt〉 = −→γ t+1|〈γt−δ+1, . . . , γt−1, γt〉 ✭✺✳✾✮

✺✳✺✳✸✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s

▼♦st ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❧✐❦❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✱ ◆❛ï✈❡ ❇❛②❡s✱

❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✱ ❛✳s✳♦✳ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r g(xt) ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

[0, 1] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❢❡r ht(xt) = −1 ✐❢ g(xt) ≤ 0.5 ❛♥❞ ht(xt) = +1

♦t❤❡r✇✐s❡ ✭t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✵✳✺ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gt✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

g(xt) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss t♦

✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s xt✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❝❛r❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞

t♦ ❧❡❛r♥ g✱ g(xt) ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❝❧❛ss +1✳ ✭❙❡❡ ❬✽✶❪

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❱▼✮✳

❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦✈❡r ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ❛♥❞ ♦✈❡r ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

❧❡✈❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ 0.5 ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧

g(xt) s♦♠❡✇❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss +1 ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r xt✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ✉s❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞

t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

✽✾
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✺✳✺✳✸✳✸ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ gt ✐s ❧❡❛r♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✿

ht(·) = s✐❣♥
(
gt(·)− 0.5

)
. ✭✺✳✶✵✮

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ gt ✐s ❧❡❛r♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ S r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡✐r ✜rst

t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts 〈xi1, . . . , xit〉 ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧ yi✳

❚❤❡♥✱ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❧❡❛r♥t✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ gt ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✱

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S′ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ S✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ S′ ✐s t❤❡♥ ❞♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦rt✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts {gt(xi
t)}1≤i≤|S′| ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ gt(xt)✱ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡✳ ❆s

s✉❝❤✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡t ♦❢ N − 1 t❤r❡s❤♦❧❞s ♦♥ [0, 1] ❢♦r t✐♠❡ st❡♣ t s✉❝❤ t❤❛t

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ N s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② |S′|/N t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ N s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥❞✉❝❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t ❛r❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻✮✳

❚❤✐s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝ts ❛♥② ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ gt
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s N ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉❜s❡ts St = {St

l }1≤l≤N ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡

st❡♣ t✳

✺✳✺✳✸✳✹ ❘❡❝♦❞✐♥❣

●✐✈❡♥ t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✈❛r②✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s t ∈ {1, . . . , T}✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❞❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡s γt ✇❤❡r❡ γt = ℓ ✐❢ gt(xt) ✐s ✐♥ t❤❡ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ℓ ∈ {1, . . . , N}✳ ✭❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳

✺✳✺✳✸✳✺ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤✐s r❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧② ❢✉t✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦❞❡ 〈γ1, . . . , γt〉 ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣ t + s✱ ✭1 ≤ s < T − t✮✱ t❤❛t

γt+s = ℓ ✇✐t❤ ℓ ∈ {1, . . . , N}✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ −→γ t+s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ N ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ [p(γt+s = 1), . . . , p(γt+s = N)]⊤✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠✲

♣✉t❡ 〈−→γ t+1, . . . ,
−→γ T 〉|〈γ1, . . . , γt〉✿ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s

❣✐✈❡♥ 〈γ1, . . . , γt〉✱ t❤❡ ❝♦❞❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

✾✵
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❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦❢ (T − t)× t ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠❛tr✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t ∈ {1, T − 1}✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s NT ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❲✐t❤ N = 5 ❛♥❞ T = 100✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ✶✵✵

t✐♠❡ st❡♣s✱ t❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 7× 1072 ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡✳

❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s N ❛♥❞ t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s T ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢

s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

tr❛❝t❛❜❧❡✳

✺✳✺✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ

❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t ✐s r❡❝♦❞❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s 〈γ1, . . . , γt〉✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✸✳✹✳

●✐✈❡♥ t❤❛t✱ ❛t t✐♠❡ t✱ T − t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts fτ (xt) ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt ❛t ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

st❡♣ τ ∈ {1, . . . , T − t}✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡ts {St}1≤t≤T ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ (xt) ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

fτ (xt) =
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

(−→γ t+τ |〈γ1, . . . , γt〉)Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ) ✭✺✳✶✶✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✶✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣ τ ❛r❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s −→γ t+τ |〈γ1, . . . , γt〉✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ)

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t St
ℓ✱ ℓ ∈ {1, . . . , N}✱ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t

✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ht✱ ✇❤❡r❡ t ∈ {1, . . . , T}✳

❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s −→γ t+τ |〈γ1, . . . , γt〉 ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ xt✱

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ T ❛♥❞ N ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞

t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✈❡r② ❢❛st✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱

✾✶
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✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✳✺✳✺ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❋✐rst s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❤❡❛❞

❚❤❡ ✜rst s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s −→γ t+τ |〈γ1, . . . , γt〉✳
❖♥❧② −→γ t+1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✿ −→γ t+1|〈γ1, . . . , γt〉✱ ❛♥❞
❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦rs ❛❢t❡r t✐♠❡ t+1✱ ✐✳❡✳ −→γ t+s ✇✐t❤ 1 ≤ s ≤ T − t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣

♦♥❡ ♦r❞❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✿ −→γ t+s+1|−→γ t+s✳

■♥ ✇♦r❞s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ✜rst ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

st❡♣ −→γ t+1 ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛st ❤✐st♦r② ♦❢ xt ❝♦❞❡❞ ❛s 〈γ1, . . . , γt〉✱ ❛♥❞
t❤❡r❡✉♣♦♥ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦rs ❛t ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ▼t+1
t t❤❡ N ×N tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t✐♠❡ st❡♣ t t♦ t✐♠❡ st❡♣ t+ 1 ✇✐t❤

❡❧❡♠❡♥ts mt
u,v = p(γt+1 = v|γt = u)✱ ✇❤❡r❡ u, v ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t✐♠❡ st❡♣s t

❛♥❞ t+ 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ✐s u, v ∈ {1, . . . , N}2 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✮✳ ❲✐t❤ N = 5 ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ ✷✺ ❡❧❡♠❡♥ts✳

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ▼t
1,...,t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ 〈γ1, . . . , γt〉 r❡♣✲

r❡s❡♥t❡❞ ❛s t × N ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r P〈γ1,...,γt〉 t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r −→γ t+1✳ ❋♦r

✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t N = 5 ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t ❛ ❧❡♥❣t❤ ✷ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦❞❡❞ ❛s

〈γ1 = 2, γ2 = 4〉✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ❤❛s ✶✵ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

P〈γ1,γ2〉 = [0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0]⊤✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ 〈γ1, . . . , γt〉✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐✲

♠❛t❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

−→γ t+τ |〈γ1, . . . , γt〉 =

[τ−1∏

s=1

▼
t+s+1
t+s

]

▼
t
1,...,t P〈γ1,...,γt〉 ✭✺✳✶✷✮

■♥ ✇♦r❞s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ❝♦❞❡❞ ❤✐st♦r② 〈γ1, . . . , γt〉✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥❡①t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✈❡❝t♦r −→γ t+1 ✉s✐♥❣ ▼t
1,...,tP〈γ1,...,γt〉✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ❛t ❤♦r✐③♦♥ t + τ ✐s

❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
∏τ−1

s=1▼
t+s+1
t+s ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❝❤❡♠❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t♦ ❧❡❛r♥ ❧❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

▼
t
1,...,t ✇✐t❤ N t ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t ∈ {1, . . . , T −1}✱

✾✷
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✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ NT+1−1
N−1 ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r N = 5 ❛♥❞

T = 100 ❣✐✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1071 ✈❛❧✉❡s t♦ ❧❡❛r♥✳

❙❡❝♦♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❲❡❛❦ ▼❛r❦♦✈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡♥ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st δ ❝♦❞❡s 〈γt−δ+1, . . . , γt〉 ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡ xt ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

−→γ t+τ |〈γt−δ+1, . . . , γt〉 =

[τ−1∏

s=1

▼
t+s+1
t+s

]

▼
t
t−δ+1,...,t P〈γt−δ+1,...,γt〉 ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ▼t
t−δ+1,...,t ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s O(N δ) ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤

δ = 2✱ ❛♥❞ N = 5✱ 53 = 125 ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳

■♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s

τ ∈ {0, T − t}✿

fτ (xt) =
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

(−→γ t+τ |〈γt−δ+1, . . . , γt〉)Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ)

=
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

P (γt+τ = ℓ|〈γt−δ+1, . . . , γt〉) Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ)

✭✺✳✶✹✮

❚❤✐r❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❙tr♦♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞s

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❛❞✐❝❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✉s❡❞ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♠❡♠♦r②✱

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

−→γ t+τ |〈γt〉 =

[τ−1∏

s=0

▼
t+s+1
t+s

]

P〈γt〉 ✭✺✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r −→γ t+τ = [p(γt+τ ) = ℓ]⊤1≤ℓ≤N ✳

❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ×N2 ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

s❡t✳ ❚❤✐s ✜rst ♦r❞❡r ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

✾✸
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st❡♣s τ ∈ {1, . . . , T − t}✿

fτ (xt) =
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

(−→γ t+τ |〈γt〉) Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ)× C(ŷ|y) + C(t+ τ)

=
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

P (γt+τ = ℓ|〈γt〉) Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ)

✭✺✳✶✻✮

❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ t♦

❝♦♠❡✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥❡ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❡t

S ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✽✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s
■♥♣✉t✿

• ❆ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ♦❢ m ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s (xi
T , y

i) ∈ R
T × Y (1 ≤ i ≤ m) ❀

• ❆ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′ ♦❢ m′ ❧❛❜❡❧❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s (xj
T , y

j) ∈ R
T × Y (1 ≤ j ≤ m′) ❀

• ❛ s❡t G = {G♠✐♥ ∪ . . .∪GT } ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Gt ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ s❡t ♦❢ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ gt : R
t →

[0, 1]❀

✶✿ ❢♦r t ∈ {♠✐♥, . . . , T} ❞♦
✷✿ ❯s❡ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t S ❛♥❞ Gt ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ gt
✸✿ ❯s✐♥❣ gt ❛♥❞ S✿ ❝♦♠♣✉t❡ N ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ [0, 1] ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺ ❛♥❞

r❡t✉r♥ s✉❜s❡ts St
ℓ✱ ✇❤❡r❡ ℓ ∈ {1, . . . , N}

✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✺✿ ❢♦r ℓ ∈ {1, . . . N} ❞♦
✻✿ ❢♦r t ∈ {♠✐♥, . . . , T} ❞♦
✼✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① Pt(ŷ|y, γt = ℓ) ✉s✐♥❣ ht ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡t St

ℓ✳
✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✵✿ ❢♦r t ∈ {1, . . . , T − 1} ❞♦
✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ▼t+1

t

✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✹
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s
■♥♣✉t✿

• ❆♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T

• ❙✉❜s❡ts ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s St
ℓ ✇✐t❤ 1 ≤ t ≤ T ❛♥❞ 1 ≤ ℓ ≤ N ✳

✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ 〈γ1, . . . , γt〉 ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r xt

✷✿ ❢♦r τ ∈ {0, . . . , T − t} ❞♦
✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st fτ (xt) ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮
✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✺✿ r❡t✉r♥ t⋆ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

✺✳✺✳✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢

❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✼ ❛♥❞ ✽ ✐♥❝❧✉❞❡✿

✶✳ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s {gt}♠✐♥≤t≤T ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ m tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ s❡t ♦❢ T ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ H = {ht}♠✐♥≤t≤T

❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ht = s✐❣♥(gt(·)− 0.5)✳

✷✳ ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′✳

✸✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t St
ℓ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ 1 ≤ t ≤ T ✳

✹✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ T − 1 tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ m′ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t S′✳

✺✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ (xt) ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳

❲❡ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✭❆✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✶✱ ❛♥❞ ✭❇✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲

✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st

❊❈❖◆❖▼❨✲K✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿ L ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦❢

❛♥② t②♣❡✳ P ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ D

✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t♣✉ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱

❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t♣✉t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❣♠❡♥t✳

✶❲❡ ♠❡❛♥ ❜② ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝❧✉st❡r
♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❡t❝✳

✾✺
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❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ✭✐✮

r❡❝♦❞✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♥❡❡❞s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❝♦r❡ gt(xt) ♦❢

❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✐♥ S′ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳ ✭✐✐✮ s♦rt✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ gt(xt) ❢♦r ❛❧❧

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ S′ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ N s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳

❚❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ✐s s✐♠♣❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤

❞✐✈✐❞❡s t❤❡ s♦rt❡❞ ♦✉t♣✉ts {gt(xi
t)}1≤i≤m′ ✐♥t♦ N s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ s✉❝❤

t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② |S′|/N t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s

♠❡❡ts ♦✉r ❣♦❛❧ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❝❧❛ss❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❖t❤❡r

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡② s❛t✐s❢② t❤✐s ❣♦❛❧✳

• ❙t❡♣ ✭✶✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ❝❧❛ss✐✜❡rs✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ✐s O(T × L)✳

✕ ✭❇✮✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ T ▼▲Ps ✐s t❤❡♥ O(m× T 2)✳

• ❙t❡♣ ✭✷✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ S′✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ m′ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s O(m′×T× (P×d+D))✳

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ▼▲P ❝❧❛ss✐✜❡rs ✐s

O(m′ × T × (T × logN + N logN)) ≃ O(m′ × T × T × logN✮✱ s✐♥❝❡ ✉s✉✲

❛❧❧② N ≪ T ✳

• ❙t❡♣ ✭✸✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t St
ℓ ✇✐t❤ 1 ≤ ℓ ≤ N ❛♥❞ 1 ≤ t ≤ T ✳

❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t St
ℓ✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ T ❧❡❛r♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦✈❡r t❤❡ N s✉❜s❡ts ✐s ♦❢

♦r❞❡r O(m′ × T ×P)✳

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ▼▲Ps ♦✈❡r t❤❡ N s✉❜s❡ts✱ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣ t✱ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r O(m′ × T 2)✳

• ❙t❡♣ ✭✹✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T − 1 tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ s✐③❡ N ×N

②✐❡❧❞s O(T × logN)✳

• ❙t❡♣ ✭✺✮✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ ✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣

fτ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
−→γ t+τ |〈γt〉 ✇✐t❤ 〈γt〉 ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ❛♥❞

t❤✐s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ fτ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♥❡✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛rr✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧②

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ N ×N ②✐❡❧❞✐♥❣ O(N2) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✾✻
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✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ fτ (xt)✱ ✇❤❡r❡

τ ∈ {0, . . . , T − t} ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✹✮ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r

O(P +D + T × N2)✳ ■♥ ❛❧❧ ❛♥❞ ❛t ✇♦rs❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ st❡♣ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡

♦❢ ♦r❞❡r O(P+D+ T 2 ×N2) ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ t♦

♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ fτ ✐s✱ ❛t ✇♦rs❡✱ ♦❢ ♦r❞❡r O(T +logN +T 2×
N2)✳

• ❖✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✿ ❲❡ ❣✐✈❡✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s✳

✕ ✭❆✮✿ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s✿

O((TL) + (m′TPD) + (m′TP) + (P+D+ T 2N2)) ≃ O(m′TPD+ T 2N2)

✕ ✭❇✮✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐s✿

O((mT 2) + (m′T 2 logN) + (m′T 2) + (T + logN + T 2N2) ≃ O(mT 2)✱ s✐♥❝❡

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t m ≃ m′ ❛♥❞ N << m ✐s ❛ ✉s❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t✳

❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

❈♦♠♣❧❡①✐t② ✭❆✮ O(TL+m′TP+KdT ) O(TL+m′TPD+ T 2N2)

❈♦♠♣❧❡①✐t② ✭❇✮ O(mT 2) O(mT 2)

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❝♦♠♣✉t❡❞
✭❆✮ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s ❛♥❞ ✭❇✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♠♣❧✐❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❊❈❖◆❖▼❨✲K

❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❊❈❖◆❖▼❨✲K✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡② ✐♠♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✺✳✺✳✼ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿

✶✳ ❆s✐❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s g ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s h✮ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦

✾✼
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s❡t✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s N ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦r ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡s ♦♥❡

✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ N ♠❛② s❡❡♠ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ✐❧❧✉s♦r② s✐♥❝❡ ✇❤❛t ♠❛t✲

t❡rs ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❜❡tt❡r

♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s

✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r

✻✮✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ N = 5✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ♣❛st t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❣r❡❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✻ t❡♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ❞✐✛❡r✱ ❧❡❛❞✲

✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦sts✳

✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) t❡♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❞✐✛❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ℓ✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♦❢ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ r✐❝❤❡r

♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞

♥❡✇ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠❡ ♥❡❛r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ✈❡r② ❧❛r❣❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s t②♣❡

♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜② ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s✳

❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡✈✐s✐t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✲

✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥❝✉rs ❛ r✐s✐♥❣ ❝♦st✳ ❲❡ ❝❛st t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥

✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r

t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛❞❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲

♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛❧❧✉r✐♥❣ s✐♥❝❡

✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳ ■t ✐s
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♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ s❝❤❡♠❛ ✉s✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥✲

❝❡♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■t ❝❛♣t✉r❡s t②♣✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ N ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛❣❛✐♥st ❊❈❖◆❖▼❨✲K✱ ❜❡②♦♥❞ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❧❡ss ✉s❡r ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t

❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■t s✉❝❝❡❡❞s t❤✉s t♦ ❣r♦✉♣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐ss✐♠✲

✐❧❛r✐t② ✐♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞

t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s❡❣♠❡♥ts t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛

♦♥❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❤❛♣❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✐t✉❛✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts ✉♥❞❡r ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦

✈✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣
t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

✶✵✶



✺✳ ❚■▼❊ ❙❊❘■❊❙ ❊❆❘▲❨ ❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆✿ ❈❖❙❚✲❙❊◆❙■❚■❱❊
❖◆▲■◆❊ ❉❊❈■❙■❖◆ ▼❆❑■◆●

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❍♦✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭▼❛r❦♦✈ st❛t❡s✮✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ t❤✐❝❦ ❝✉r✈❡ ✐s ❝♦❞❡❞ ❛s 〈γ1 = 3, γ2 = 3, γ3 = 2, γ4 = 3, γ5 = 4, γ6 = 3〉✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❡r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❝✉r✈❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡♠ ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♣♦✐♥ts 〈x1, x2, x3, x4, x5, x6〉 ✇✐t❤ ♥♦ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✈❛r②
❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠❛tr✐❝❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ∈ {1, . . . , T − 1}✳

✶✵✷



❈❤❛♣t❡r ✻

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✱ t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❛s ❝❛st t♦ ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭✐✮ ❜♦t❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣✲

t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❛t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧

❤♦r✐③♦♥ τ∗ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❛t ♥♦✇ ✐s✱ ♦r ✐s ♥♦t✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡

❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡

❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✈❛r② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈❘ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✴❈❧✉st❡r✐♥❣ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❬✻✷❪✳

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❤❛✈❡ ✇❤❡♥ ✭✐✮

t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❛s❦ ✈❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❝♦sts ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✶✵✸



✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❚❯❉❨

✻✳✶✳✶ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❛❜♦✉t

t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳ ❆♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s

t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ♠♦r❡ ♥♦✐s❡

❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞✱ ❜✉t t❤❡② st✐❧❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛s t❤❡

♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✈❛r②✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡ts ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡

❢♦r t❤❡ +1 ❝❧❛ss ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ −1 ❝❧❛ss✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜✲

❝❧❛ss❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ t❤❛t ❝❛♥ s❤❛r❡ ❛ str♦♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ s✉❜✲❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

xt = t× s❧♦♣❡× ❝❧❛ss
︸ ︷︷ ︸

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥

+ xmax sin(ωi × t + ϕj)
︸ ︷︷ ︸

s✉❜ s❤❛♣❡ ✇✐t❤✐♥ ❝❧❛ss

+ η(t)
︸︷︷︸

♥♦✐s❡ ❢❛❝t♦r

✭✻✳✶✮

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢❛❝t♦r ✭♥♦t❡❞ m ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❣❛✐♥ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ xmax ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝❧❛ss❡s ✇✐t❤✐♥

❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ■❢ xmax = 0 t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❜✲❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ❧✐tt❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢❛❝t♦r η(t)✳ ■❢ xmax ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s✉❜✲s❤❛♣❡

t❡♥❞s t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ❢❛❝t♦r✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ s❧♦♣❡

m = 0.01 ✭❝❧❛ss y = +1✮✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ m = −0.01 ✭❝❧❛ss y = −1✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ m = 0 ✭❛

❝♦♥❢✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✮✳ ❍❡r❡ xmax = 5 ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ωi ❛♥❞

♣❤❛s❡ ϕj ✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❢❛❝t♦r η(t) ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛

♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳

❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts S1 ❛♥❞ S2 ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

2, 500 t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❛ t❡st✐♥❣ s❡t T ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 5, 000 t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❊❛❝❤ s❡t ✐s ❡q✉❛❧❧②

❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s y = −1 ❛♥❞ y = +1✳

■♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s❡t S1 ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs

H = {ht}1≤t≤T ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡t S2 ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs C = {ck}1≤k≤K ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pt+τ (ŷ|y, ck)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✳

✶✵✹
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◆♦t❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧✉❡✭s✮

T ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✺✵

xmax ❙✐♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✺

ωi, 1 ≤ i ≤ 3 ❙✐♥❡ ♣❡r✐♦❞ ωi ∈ {9ΠT , 10ΠT , 10.3ΠT }

ϕj , 1 ≤ 2 ❙✐♥❡ ♣❤❛s❡ ϕj ∈ {0, Π2 }

m ❙❧♦♣❡ m ∈ {0.005, 0.01, 0.05, 0.07, 0.1}

η ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ = 0✱ σ ∈ {1 : 200}

Ky=+1 ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss Ky=+1 ∈ {3, 5}

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✳

✻✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s

■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② m✳

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r Ky=+1 ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡r♠

xmax sin(ωi × t + ϕj)✮✳

• ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✳

• ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ C(t)✳

❛♥❞✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦sts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ τ⋆ETM✱ CRCM✱ τ⋆PETM✱ CPRCM✱ τ⋆ITM✱ CICM✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦st C❘❈▼ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❛❧ ❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ❜②

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ŷ = ht⋆(xt⋆) ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❧❛❜❡❧ y ❛t t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡ t⋆ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣✿ C(ŷ|y) + C(t⋆)✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦st CP❘❈▼ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦st ✐s

✶✵✻
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◗✉❛♥t✐t② ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

τ⋆ETM ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ± st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭r❡s♣✳ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ✭r❡s♣✳ ✺✳✶✻✮

CRCM ♠❡❛♥ r❡❛❧ ❝♦st ✉s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ETM

τ⋆PETM ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t∗ = ArgMint∈{1,...,T} ft(xt) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭r❡s♣✳ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺ ✭r❡s♣✳ ✺✳✶✻✮✳

✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡r✐❡s✮

CPRCM ♠❡❛♥ r❡❛❧ ❝♦st ✉s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆P❊❚▼

τ⋆ITM ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ht(xt) = y ✭♣❡r❢❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✮

CICM ♠❡❛♥ r❡❛❧ ❝♦st ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ht(xt) = y ✭♣❡r❢❡❝t
❛❧❣♦r✐t❤♠✮

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠s ✭✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻✮✳

❚❤❡ CICM ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❝♦st ✭♦r ❣❛✐♥ ✐❢ t❤✐s ✐s

❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✮ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❡♥❞✉r❡ ✐❢ ✐t ♠❛❞❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ht(xt) = y✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ht ✐s ❜❛❞✳ ❲❡ st✐❧❧ r❡♣♦rt t❤✐s ✈❛❧✉❡ s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ ❢❛r ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞

t♦ t❤✐s ✭✉♥r❡❛❧✐st✐❝✮ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

✻✳✶✳✸ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❡st✐♥❣ s❡t ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ tr❡♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r m = 0.07✳

▼♦r❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ m ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥s

✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❬t ✰ ✷✴✷❪ ♥❡✉r♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❤♦✇ r❡s✉❧ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐✲▲❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

✶✵✼
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C(t) η(t) ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ITM CICM

✵✳✵✵✶

✵✳✶ ✺✳✾±✵✳✹ ✲✵✳✼✻ ✼✳✶±✷✳✽ ✲✵✳✼✻ ✽✳✹±✽✳✻ ✲✵✳✼✻ ✽✳✻±✹✳✽ ✲✵✳✼✻ ✹✳✵±✵✳✷ ✲✵✳✼✼

✵✳✷ ✺✳✶±✵✳✹ ✲✵✳✻✹ ✻✳✽±✸✳✶ ✲✵✳✻✺ ✶✼✳✹±✶✹✳✻ ✲✵✳✼✹ ✶✵✳✵±✹✳✺ ✲✵✳✼✹ ✹✳✷±✵✳✾ ✲✵✳✽

✵✳✺ ✾✳✵±✹✳✷ ✲✵✳✹✺ ✶✷✳✷±✹✳✵ ✲✵✳✻✻ ✶✻✳✸±✶✵✳✺ ✲✵✳✼✹ ✶✽✳✽±✶✵✳✵ ✲✵✳✼✹ ✺✳✶±✷✳✹ ✲✵✳✽✼

✶✳✵ ✶✹✳✹±✷✳✸ ✲✵✳✼✷ ✶✷✳✸±✹✳✹ ✲✵✳✻ ✷✵✳✽±✶✵✳✵ ✲✵✳✼✹ ✷✸✳✷±✽✳✸ ✲✵✳✼✹ ✺✳✸±✸✳✵ ✲✵✳✾✷

✶✳✺ ✶✻✳✶±✶✳✺ ✲✵✳✻✺ ✾✳✻±✹✳✽ ✲✵✳✷✼ ✷✸✳✻±✶✸✳✷ ✲✵✳✻✽ ✸✵✳✸±✶✵✳✹ ✲✵✳✼ ✻✳✺±✹✳✺ ✲✵✳✾✻

✺✳✵ ✶✵✳✾±✼✳✶ ✲✵✳✶ ✾✳✸±✺✳✹ ✲✵✳✵✶ ✸✷✳✽±✺✳✷ ✲✵✳✻✺ ✹✷✳✸±✻✳✶ ✲✵✳✻✼ ✾✳✼±✼✳✽ ✲✵✳✾✻

✶✵✳✵ ✶✸✳✶±✶✶✳✺ ✲✵✳✵✽ ✶✶✳✶±✼✳✺ ✲✵✳✵✷ ✹✶✳✹±✺✳✼ ✲✵✳✺✷ ✹✺✳✷±✹✳✹ ✲✵✳✺ ✶✶✳✹±✶✵✳✵ ✲✵✳✾✺

✶✺✳✵ ✶✵✳✾±✻✳✼ ✲✵✳✵✸ ✶✶✳✹±✻✳✹ ✲✵✳✵✷ ✸✹✳✺±✶✻✳✻ ✲✵✳✷✺ ✸✾✳✷±✶✹✳✾ ✲✵✳✷✼ ✶✷✳✷±✶✵✳✼ ✲✵✳✾✺

✷✵✳✵ ✶✷✳✹±✶✵✳✻ ✲✵✳✵✶ ✶✷✳✻±✾✳✷ ✵✳✵ ✹✹✳✺±✸✳✾ ✲✵✳✷✹ ✹✻✳✸±✸✳✷ ✲✵✳✷✹ ✶✶✳✸±✾✳✾ ✲✵✳✾✻

✵✳✵✶

✵✳✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✼✶ ✺✳✺±✶✳✸ ✲✵✳✼✶ ✺✳✸±✶✳✹ ✲✵✳✼✶ ✻✳✹±✷✳✷ ✲✵✳✼✶ ✹✳✵±✵✳✷ ✲✵✳✼✹

✵✳✷ ✺✳✶±✵✳✹ ✲✵✳✻ ✺✳✾±✷✳✶ ✲✵✳✺✾ ✻✳✼±✶✳✾ ✲✵✳✻✼ ✼✳✽±✷✳✼ ✲✵✳✻✼ ✹✳✷±✵✳✾ ✲✵✳✼✼

✵✳✺ ✺✳✶±✵✳✻ ✲✵✳✷✹ ✼✳✵±✸✳✹ ✲✵✳✷✼ ✶✶✳✶±✹✳✺ ✲✵✳✻✹ ✶✷✳✵±✷✳✽ ✲✵✳✻✹ ✺✳✶±✷✳✹ ✲✵✳✽✸

✶✳✵ ✻✳✼±✷✳✺ ✲✵✳✷✻ ✽✳✶±✸✳✽ ✲✵✳✸✸ ✶✺✳✵±✹✳✵ ✲✵✳✻✷ ✶✻✳✸±✹✳✻ ✲✵✳✺✾ ✺✳✸±✸✳✵ ✲✵✳✽✽

✶✳✺ ✼✳✷±✸✳✽ ✲✵✳✵✾ ✽✳✽±✹✳✸ ✲✵✳✶✸ ✶✼✳✵±✾✳✷ ✲✵✳✺✶ ✶✾✳✶±✺✳✺ ✲✵✳✺✸ ✻✳✺±✹✳✺ ✲✵✳✾

✺✳✵ ✻✳✷±✸✳✼ ✵✳✵✸ ✽✳✸±✹✳✷ ✵✳✵✽ ✷✻✳✾±✻✳✻ ✲✵✳✸✹ ✸✸✳✸±✺✳✺ ✲✵✳✸✸ ✾✳✼±✼✳✽ ✲✵✳✽✼

✶✵✳✵ ✹✳✷±✶✳✵ ✵✳✵✹ ✽✳✺±✹✳✸ ✵✳✵✾ ✶✽✳✶±✽✳✹ ✵✳✵✶ ✸✽✳✶±✶✵✳✸ ✲✵✳✵✽ ✶✶✳✹±✶✵✳✵ ✲✵✳✽✺

✶✺✳✵ ✹✳✾±✶✳✽ ✵✳✵✹ ✻✳✹±✷✳✹ ✵✳✵✺ ✺✳✹±✵✳✺ ✵✳✵✺ ✽✳✸±✾✳✼ ✵✳✵✻ ✶✷✳✷±✶✵✳✼ ✲✵✳✽✹

✷✵✳✵ ✹✳✶±✶✳✶ ✵✳✵✹ ✻✳✾±✸✳✾ ✵✳✵✼ ✾✳✼±✶✳✻ ✵✳✵✽ ✶✵✳✷±✷✳✵ ✵✳✵✽ ✶✶✳✸±✾✳✾ ✲✵✳✽✻

✵✳✵✼

✵✳✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✹✼ ✹✳✺±✵✳✾ ✲✵✳✹✹ ✹✳✻±✵✳✽ ✲✵✳✹✺ ✹✳✼±✶✳✶ ✲✵✳✹✹ ✹✳✵±✵✳✷ ✲✵✳✺

✵✳✷ ✺✳✵±✵✳✷ ✲✵✳✸ ✺✳✸±✵✳✹ ✲✵✳✷✽ ✹✳✻±✵✳✽ ✲✵✳✸✸ ✺✳✷±✶✳✺ ✲✵✳✸✺ ✹✳✷±✵✳✾ ✲✵✳✺✶

✵✳✺ ✺✳✵±✵✳✷ ✵✳✵✻ ✺✳✺±✶✳✷ ✵✳✶✷ ✼✳✺±✶✳✸ ✲✵✳✶✶ ✽✳✷±✷✳✶ ✲✵✳✶✶ ✺✳✵±✷✳✵ ✲✵✳✺✷

✶✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✶✸ ✺✳✹±✵✳✽ ✵✳✶✸ ✼✳✶±✷✳✶ ✵✳✵✸ ✽✳✸±✷✳✻ ✵✳✵✼ ✺✳✷±✷✳✷ ✲✵✳✺✻

✶✳✺ ✹✳✶±✵✳✻ ✵✳✷✽ ✺✳✼±✶✳✷ ✵✳✸✽ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✼ ✼✳✼±✸✳✹ ✵✳✷✸ ✻✳✷±✸✳✷ ✲✵✳✺✷

✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✺✳✹±✶✳✹ ✵✳✸✽ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✾✳✷±✼✳✵ ✲✵✳✷✾

✶✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✽±✶✳✵ ✵✳✸✹ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✾✳✽±✽✳✵ ✲✵✳✶✽

✶✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✸±✵✳✻ ✵✳✸ ✺✳✶±✵✳✼ ✵✳✸✻ ✹✳✾±✵✳✼ ✵✳✸✹ ✶✵✳✶±✽✳✹ ✲✵✳✶✹

✷✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✷±✵✳✺ ✵✳✷✾ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✽ ✾✳✼±✼✳✽ ✲✵✳✷

✵✳✶

✵✳✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✸✺ ✹✳✺±✵✳✾ ✲✵✳✸✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✸✺ ✹✳✶±✵✳✻ ✲✵✳✸✹ ✹✳✵±✵✳✷ ✲✵✳✸✼

✵✳✷ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✶✽ ✹✳✺±✵✳✾ ✲✵✳✶✹ ✹✳✻±✵✳✽ ✲✵✳✷ ✹✳✻±✶✳✶ ✲✵✳✷ ✹✳✷±✵✳✾ ✲✵✳✸✽

✵✳✺ ✺✳✵±✵✳✷ ✵✳✷✶ ✺✳✸±✵✳✺ ✵✳✷✺ ✹✳✼±✶✳✵ ✵✳✷✻ ✺✳✹±✶✳✼ ✵✳✷✼ ✺✳✵±✶✳✼ ✲✵✳✸✼

✶✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✺ ✺✳✹±✵✳✺ ✵✳✷✽ ✺✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✾ ✻✳✷±✷✳✵ ✵✳✷✻ ✺✳✶±✷✳✵ ✲✵✳✹✶

✶✳✺ ✹✳✵±✵✳✶ ✵✳✸✾ ✺✳✺±✵✳✽ ✵✳✺✸ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✸✾ ✹✳✸±✶✳✶ ✵✳✸✾ ✻✳✶±✸✳✵ ✲✵✳✸✸

✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✺✳✶±✵✳✽ ✵✳✺✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✽✳✶±✺✳✼ ✲✵✳✵✸

✶✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✻±✵✳✽ ✵✳✹✻ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✼✳✻±✺✳✻ ✵✳✵✼

✶✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✶±✵✳✹ ✵✳✹✶ ✺✳✵±✵✳✻ ✵✳✺ ✹✳✻±✵✳✺ ✵✳✹✻ ✽✳✵±✻✳✹ ✵✳✶✹

✷✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✶±✵✳✹ ✵✳✹✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✹ ✼✳✻±✺✳✻ ✵✳✵✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t❡❞ s✐♥❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m = 0.07✳

✶✵✽
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■♠♣❛❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs

●❧♦❜❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♠❡t❤♦❞s ♠❡❡t ❜❡❤❛✈✐♦rs t❤❛t ❛r❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥

s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✐s ❧♦✇ t♦♦✱ t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ✇❛✐t✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛✉❣♠❡♥ts✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✐s ❤✐❣❤ ✭C(t) = 0.1 × t✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s②st❡♠s t❛❦❡ ❛

❞❡❝✐s✐♦♥ ❡❛r❧✐❡r ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤

r✐s✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ s②st❡♠s ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ❡❛r❧②✱ ♦❢t❡♥ ❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s❡t t♦ ✹ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✶✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❜❡tt❡r s❤♦✇ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

• ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✿ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✱ r✐s✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢

♥♦✐s❡ η(t) ❡♥t❛✐❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❧❛②s ❜❡❢♦r❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✉♣♦♥ ❜② t❤❡ s②st❡♠s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✭C(t) = 0.01× t✮ ❛♥❞ ❛ r❛t❡ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✭m = 0.07✮✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K r❡❛❝❤❡s ✐ts ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛♥ τ⋆ETM = 7.2 ± 3.8 ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢❛❝t♦r η(t) = 1.5✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r

❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ETM = 26.9 ± 6.6 ✇❤❡♥ η(t) = 5.0✳

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ τ⋆ETM ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❛✐♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② ✇❛✐t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ q✉✐t❡ ♦❢t❡♥

t❤❡ s②st❡♠s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤

✇❛s s❡t t♦ ✹ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦sts✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤

CRCM ❛♥❞ CPRCM✱ ❜❡❝♦♠❡s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ η(t) r✐s❡s✳

• ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t)✿ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ❛♣♣❡❛rs

❝❧❡❛r❧②✳ ❲❤❡♥ C(t) ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡♥❞ t♦ ✇❛✐t ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣

❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ♦❢t❡♥ ✇❛✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ r✐s✐♥❣

C(t)✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ETM ❞❡❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧②✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦sts CRCM ❛s t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡

❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♠❛❦❡ q✉✐❝❦ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♥t❛✐❧ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳

• ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② m✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s y = +1 ❛♥❞ y = −1✱ ✐s str✐❦✐♥❣
✶❇❡❧♦✇ ✹ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡✳

✶✵✾
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s
❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)
❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡ τ̄ETM ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧
❝♦st CRCM ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ♦♥❧② s❤♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥
t✐♠❡s τETM ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ m ❛♥❞ C(t)✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇②
❝♦♥tr❛st✱ ❝♦st ❝✉r✈❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦sts CRCM ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ m ❛♥❞
C(t)✱ t❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ ✇✐♥♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦sts✮✳

✶✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t)✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K
✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st
C(t) ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ̄ETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s
❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s η(t) ∈ {0.2, 1.0, 15.0}✱ ❛♥❞ r❛t❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m ∈ {0.01, 0.02, 0.07}✳

✶✶✶
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♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ τ⋆ETM ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡

❧❡✈❡❧ ✭η(t) = 0.2✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✭C(t) = 0.01 × t✮✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ETM

❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥❡✈❡r m ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ m str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

❝♦sts ❛s CRCM ❛r❡ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇❤❡♥ m ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✭❡✳❣✳ η(t) = 15.0 ❛♥❞ C(t) = 0.01✮✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m ❤❛s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❛❝t✳

• ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❛♣❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ s❡ts

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❚❛❜❧❡s ✻✳✹ ❛♥❞

✻✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲

γ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s ♦❢ ❝❧❛ss y = −1 ✇❛s s❡t t♦ K−1 = 3 ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s

s❡t t♦ K+1 = 3 t❤❡♥ K+1 = 5 ❢♦r ❝❧❛ss y = +1✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❆r❡❛ ❯♥❞❡r t❤❡ ❘❖❈ ❈✉r✈❡ ❆❯❈ ✐s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τETM✳

■♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✭m ∈ {0.01, 0.02}✮✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✱

s❧✐❣❤t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s

❤❛r❞❡r✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤✉s ❤✐❣❤❡r ❝♦sts✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✱ t❤❡ ❆❯❈ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

✭m = 0.07✮✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❡r✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t

✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

• ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤

❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡s ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r

s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✿ ❚❛❜❧❡s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝❧✉st❡rs K ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ st❛t❡s

N ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r t❤❡ s✐♥❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣

K ∈ {3, 5, 6, 8, 9, 15} ❛♥❞ N ∈ {5, 10}✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♠♣❛❝ts

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱

✶✶✷
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s✐♥❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ m ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥
t✐♠❡ τETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s η(t) ∈ {0.2, 1.0, 15.0}✱ ❛♥❞ ❞❡❧❛②✐♥❣
❝♦sts C(t) ∈ {0.001, 0.01, 0.07}✳

✶✶✸
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(K−1,K+1) η(t) τ⋆ETM CRCM ❆❯❈ τ⋆ETM CRCM ❆❯❈ τ⋆ETM CRCM ❆❯❈

✭✸✱✸✮

✵✳✶ ✶✶✳✼±✶✳✻ ✲✵✳✻✷ ✵✳✾✸ ✽✳✽±✶✳✵ ✲✵✳✻✼ ✵✳✾✹ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✼✶ ✵✳✾✶

✵✳✷ ✶✹✳✻±✷✳✵ ✲✵✳✸✾ ✵✳✽✽ ✶✸✳✺±✷✳✷ ✲✵✳✻ ✵✳✾✸ ✺✳✶±✵✳✹ ✲✵✳✻ ✵✳✽✻

✵✳✺ ✶✹✳✽±✶✳✵ ✲✵✳✷✷ ✵✳✼✻ ✶✸✳✻±✷✳✷ ✲✵✳✹✷ ✵✳✽✻ ✺✳✶±✵✳✻ ✲✵✳✷✹ ✵✳✼✻

✶✳✵ ✽✳✻±✶✳✶ ✵✳✵✻ ✵✳✹✼ ✼✳✹±✵✳✾ ✵✳✵✷ ✵✳✹✺ ✻✳✼±✷✳✺ ✲✵✳✷✻ ✵✳✷✼

✶✳✺ ✹✳✶±✵✳✺ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✶✸✳✽±✺✳✷ ✲✵✳✵✽ ✵✳✸✸ ✼✳✷±✸✳✽ ✲✵✳✵✾ ✵✳✸✸

✺✳✵ ✹✳✽±✶✳✶ ✵✳✵✹ ✵✳✺ ✹✳✻±✵✳✺ ✵✳✵✹ ✵✳✺ ✻✳✷±✸✳✼ ✵✳✵✸ ✵✳✺✹

✶✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✺✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✺✶ ✹✳✷±✶✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✺✶

✶✺✳✵ ✹✳✾±✷✳✷ ✵✳✵✺ ✵✳✺ ✹✳✽±✶✳✾ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✾±✶✳✽ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾

✷✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✶±✶✳✶ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾
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✵✳✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✷✽ ✵✳✼✷ ✽✳✼±✵✳✺ ✲✵✳✻✸ ✵✳✾ ✺✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✻✻ ✵✳✽✽

✵✳✷ ✶✵✳✼±✷✳✺ ✲✵✳✸✾ ✵✳✽✷ ✻✳✷±✵✳✺ ✲✵✳✸✶ ✵✳✼✺ ✻✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✻✷ ✵✳✽✽

✵✳✺ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✶✶ ✵✳✻✸ ✻✳✽±✶✳✾ ✲✵✳✷✶ ✵✳✼ ✹✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✹ ✵✳✽✶

✶✳✵ ✼✳✷±✷✳✵ ✲✵✳✵✷ ✵✳✻✷ ✻✳✾±✶✳✹ ✲✵✳✵✼ ✵✳✻✺ ✺✳✼±✶✳✹ ✲✵✳✸ ✵✳✷✹

✶✳✺ ✹✳✵±✵✳✶ ✲✵✳✵✶ ✵✳✺✺ ✾✳✽±✷✳✺ ✲✵✳✶✻ ✵✳✻✾ ✾✳✺±✹✳✼ ✲✵✳✸✷ ✵✳✶✽

✺✳✵ ✺✳✸±✵✳✾ ✵✳✵✷ ✵✳✺✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✷ ✵✳✺✶ ✼✳✻±✶✳✾ ✵✳✵✷ ✵✳✺✽

✶✵✳✵ ✹✳✶±✵✳✹ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✹±✵✳✽ ✵✳✵✺ ✵✳✺ ✺✳✼±✷✳✻ ✵✳✵✻ ✵✳✹✾

✶✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✶±✵✳✽ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾

✷✵✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✺✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✺✶ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✽

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲
❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s (K−1,K+1) ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡
❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ✐s ✜①❡❞ t♦ 0.01✳

t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✭❤❡r❡ N = 5 ❛♥❞ N = 10✮ ❤❛s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝t

♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✻✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❆ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✱ ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❛t✿

• ❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❢r♦♠ 0.001× t t♦

0.1× t✮✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✭✐❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡

❧❡✈❡❧ η(t) ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳

• ❆s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇✐t❤ ♠♦✉♥t✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭❢r♦♠ ✵✳✶ t♦ ✷✵✮

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡♥❞ t♦ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t

✶✶✹
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(K−1,K+1) η(t) τ⋆ETM CRCM ❆❯❈ τ⋆ETM CRCM ❆❯❈ τ⋆ETM CRCM ❆❯❈
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✶✳✵ ✷✹✳✵±✾✳✾ ✲✵✳✷✶ ✵✳✷✹ ✷✶✳✷±✶✵✳✷ ✲✵✳✸✻ ✵✳✶✼ ✶✺✳✵±✹✳✵ ✲✵✳✻✷ ✵✳✵✼

✶✳✺ ✷✸✳✾±✶✵✳✵ ✲✵✳✵✼ ✵✳✸✷ ✷✹✳✹±✾✳✷ ✲✵✳✷✽ ✵✳✷✶ ✶✼✳✵±✾✳✷ ✲✵✳✺✶ ✵✳✶✸

✺✳✵ ✻✳✺±✶✳✽ ✵✳✵✻ ✵✳✺ ✻✳✻±✷✳✺ ✵✳✵✻ ✵✳✺ ✷✻✳✾±✻✳✻ ✲✵✳✸✹ ✵✳✽✶

✶✵✳✵ ✶✵✳✹±✷✳✶ ✵✳✶ ✵✳✺✶ ✾✳✸±✷✳✼ ✵✳✵✾ ✵✳✺✶ ✶✽✳✶±✽✳✹ ✵✳✵✶ ✵✳✸✽

✶✺✳✵ ✽✳✾±✶✳✽ ✵✳✵✽ ✵✳✺ ✼✳✼±✶✳✹ ✵✳✵✼ ✵✳✺ ✺✳✹±✵✳✺ ✵✳✵✺ ✵✳✺

✷✵✳✵ ✶✶✳✹±✹✳✻ ✵✳✶✶ ✵✳✹✾ ✽✳✽±✷✳✵ ✵✳✵✽ ✵✳✹✾ ✾✳✼±✶✳✻ ✵✳✵✽ ✵✳✹✽

✭✸✱✺✮

✵✳✶ ✾✳✻±✸✳✺ ✲✵✳✻✶ ✵✳✽✼ ✾✳✹±✶✳✽ ✲✵✳✻✷ ✵✳✾ ✺✳✸±✶✳✸ ✲✵✳✻✼ ✵✳✽✾

✵✳✷ ✶✷✳✸±✺✳✸ ✲✵✳✺✻ ✵✳✽✺ ✶✷✳✾±✷✳✼ ✲✵✳✺✾ ✵✳✾ ✽✳✶±✶✳✾ ✲✵✳✻✸ ✵✳✾

✵✳✺ ✶✻✳✾±✾✳✺ ✲✵✳✹✺ ✵✳✽ ✶✺✳✸±✻✳✾ ✲✵✳✺✹ ✵✳✽✺ ✶✵✳✽±✷✳✷ ✲✵✳✻✷ ✵✳✾✶

✶✳✵ ✶✾✳✶±✶✶✳✸ ✲✵✳✸✷ ✵✳✼✻ ✶✻✳✷±✽✳✷ ✲✵✳✹✸ ✵✳✼✾ ✶✸✳✾±✻✳✷ ✲✵✳✼ ✵✳✾✹

✶✳✺ ✶✺✳✶±✾✳✾ ✲✵✳✶✽ ✵✳✻✾ ✶✼✳✹±✽✳✾ ✲✵✳✸✺ ✵✳✼✼ ✶✻✳✶±✽✳✷ ✲✵✳✻✶ ✵✳✾✷

✺✳✵ ✶✺✳✺±✶✷✳✸ ✵✳✵✺ ✵✳✺✽ ✶✼✳✼±✾✳✾ ✲✵✳✵✶ ✵✳✻✷ ✷✻✳✺±✽✳✽ ✲✵✳✹✼ ✵✳✽✽

✶✵✳✵ ✻✳✹±✵✳✾ ✵✳✵✻ ✵✳✺✶ ✺✳✹±✵✳✾ ✵✳✵✻ ✵✳✺ ✸✵✳✾±✽✳✻ ✲✵✳✶✽ ✵✳✼✼

✶✺✳✵ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✹✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✹ ✵✳✹✾ ✶✸✳✾±✻✳✸ ✵✳✵✺ ✵✳✺✼

✷✵✳✵ ✻✳✹±✵✳✾ ✵✳✵✻ ✵✳✺✶ ✼✳✷±✶✳✵ ✵✳✵✼ ✵✳✺✶ ✺✳✶±✷✳✶ ✵✳✵✺ ✵✳✺✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲
❣r♦✉♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t)✱ t❤❡ r❛t❡
♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❣r♦✉♣s (K−1,K+1) ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳
❚❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❝♦st C(t) ✐s ✜①❡❞ t♦ 0.01✳

t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡❛r❧② ♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ ✇❛✐t✐♥❣✱

❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ✹ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡

s❡t ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

• ❚❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♠❡t❤♦❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❧❛② t❤❡ ✧❞✐s❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✧ ♣❤❛s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥

t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢

η(t) ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤✳

P❛✐r❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ t✲t❡st ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♣❛✐r❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ t✲t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿
d

sd/
√
N

✶✶✺
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✭m = 0.01✱ C(t) = 0.01× t✮

❑❂✸ ❑❂✺ ❑❂✻ ❑❂✽ ❑❂✾ ❑❂✶✺

η(t) τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM CICM

✵✳✶ ✺✳✾✷ ✲✵✳✵✽ ✶✶✳✷✾ ✲✵✳✺✽ ✾✳✷✽ ✲✵✳✺✷ ✶✶✳✻✽ ✲✵✳✻✷ ✶✶✳✻✽ ✲✵✳✻✷ ✹✳✵ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✽✼

✵✳✷ ✷✸✳✸✽ ✲✵✳✺ ✺✳✻✽ ✵✳✵✸ ✺✳✻✽ ✵✳✵✸ ✶✹✳✻ ✲✵✳✸✾ ✶✹✳✺✾ ✲✵✳✸✾ ✶✹✳✺✻ ✲✵✳✸✾ ✲✵✳✽✾

✵✳✺ ✹✳✵✶ ✵✳✵✹ ✹✳✵✸ ✵✳✵✹ ✹✳✾✸ ✵✳✵✺ ✶✹✳✽✹ ✲✵✳✷✶ ✶✹✳✼✻ ✲✵✳✷✷ ✶✻✳✹✽ ✲✵✳✷✸ ✲✵✳✽✽

✶✳✵ ✺✳✻✸ ✵✳✵✸ ✺✳✵✶ ✵✳✵✸ ✽✳✹ ✵✳✵✼ ✽✳✺✹ ✵✳✵✻ ✽✳✺✾ ✵✳✵✻ ✾✳✺✹ ✵✳✵✹ ✲✵✳✽✻

✶✳✺ ✹✳✶ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✶ ✵✳✵✹ ✹✳✵✾ ✵✳✵✹ ✹✳✵✹ ✵✳✵✹ ✲✵✳✽✼

✺✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵✸ ✵✳✵✹ ✹✳✵✶ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✼✻ ✵✳✵✹ ✹✳✺✾ ✵✳✵✹ ✲✵✳✼✾

✶✵✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✲✵✳✼✹

✶✺✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵✸ ✵✳✵✹ ✹✳✶✹ ✵✳✵✹ ✹✳✽✼ ✵✳✵✺ ✹✳✹✺ ✵✳✵✹ ✲✵✳✼✻

✷✵✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✲✵✳✼✽

✭m = 0.02✱ C(t) = 0.01× t✮

❑❂✸ ❑❂✺ ❑❂✻ ❑❂✽ ❑❂✾ ❑❂✶✺

η(t) τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM CICM

✵✳✶ ✹✳✾✻ ✲✵✳✸✻ ✽✳✽ ✲✵✳✻✼ ✹✳✾✻ ✲✵✳✸✻ ✽✳✽ ✲✵✳✻✼ ✽✳✽ ✲✵✳✻✼ ✹✳✵ ✲✵✳✸✺ ✲✵✳✽

✵✳✷ ✾✳✾✹ ✲✵✳✺✽ ✺✳✷ ✲✵✳✶✶ ✾✳✾✼ ✲✵✳✺✽ ✶✸✳✾✶ ✲✵✳✻ ✶✸✳✹✾ ✲✵✳✻ ✽✳✽ ✲✵✳✺ ✲✵✳✽✻

✵✳✺ ✹✳✾✸ ✵✳✵✹ ✹✳✾✷ ✵✳✵✹ ✹✳✾✸ ✵✳✵✹ ✶✸✳✾ ✲✵✳✹✹ ✶✸✳✻✹ ✲✵✳✹✷ ✶✸✳✻✻ ✲✵✳✹✸ ✲✵✳✽✼

✶✳✵ ✺✳✾✽ ✵✳✵✷ ✾✳✼ ✲✵✳✵✽ ✻✳✼✼ ✵✳✵ ✼✳✸✷ ✵✳✵✹ ✼✳✹✹ ✵✳✵✷ ✼✳✶✺ ✵✳✵✸ ✲✵✳✽✽

✶✳✺ ✹✳✻✾ ✵✳✵✺ ✻✳✶✼ ✵✳✵✺ ✻✳✸✽ ✵✳✵✺ ✹✳✹✷ ✵✳✵✸ ✶✸✳✽✺ ✲✵✳✵✽ ✶✹✳✷✺ ✲✵✳✶✶ ✲✵✳✽✾

✺✳✵ ✹✳✺✺ ✵✳✵✺ ✹✳✸✸ ✵✳✵✹ ✹✳✶✼ ✵✳✵✹ ✹✳✸✾ ✵✳✵✹ ✹✳✺✽ ✵✳✵✹ ✹✳✼✾ ✵✳✵✹ ✲✵✳✽✷

✶✵✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✲✵✳✼✼

✶✺✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵✶ ✵✳✵✹ ✹✳✶✷ ✵✳✵✹ ✹✳✸✾ ✵✳✵✹ ✹✳✽✹ ✵✳✵✹ ✹✳✸✹ ✵✳✵✹ ✲✵✳✽

✷✵✳✵ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✹✳✵ ✵✳✵✹ ✲✵✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K
❛♣♣r♦❛❝❤✳

✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✱ sd ✐s t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ N = 225✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ ❜② ❜♦t❤ s②st❡♠s ✇❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✿ CRCM✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❛s✿ ✐s ♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s❡tt✐♥❣❄

✶✶✻
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✭m = 0.01✱ C(t) = 0.01× t✮

◆❂✺ ◆❂✶✵

η(t) τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM CICM

✵✳✶ ✶✷✳✵✽ ✲✵✳✻✹ ✶✷✳✾ ✲✵✳✻✹ ✲✵✳✽✼

✵✳✷ ✶✾✳✸✼ ✲✵✳✺✺ ✶✼✳✺✹ ✲✵✳✺✸ ✲✵✳✽✾

✵✳✺ ✷✸✳✽✻ ✲✵✳✹✶ ✷✹✳✾✽ ✲✵✳✹✷ ✲✵✳✽✽

✶✳✵ ✷✸✳✾✽ ✲✵✳✷✶ ✷✹✳✶✺ ✲✵✳✷✸ ✲✵✳✽✻

✶✳✺ ✷✸✳✾✶ ✲✵✳✵✼ ✷✼✳✵✸ ✲✵✳✵✽ ✲✵✳✽✼

✺✳✵ ✻✳✺ ✵✳✵✻ ✺✳✾✽ ✵✳✵✺ ✲✵✳✼✾

✶✵✳✵ ✶✵✳✹✷ ✵✳✶ ✶✶✳✾ ✵✳✶✶ ✲✵✳✼✹

✶✺✳✵ ✽✳✽✼ ✵✳✵✽ ✽✳✶✷ ✵✳✵✼ ✲✵✳✼✻

✷✵✳✵ ✶✶✳✸✼ ✵✳✶✶ ✻✳✹✾ ✵✳✵✻ ✲✵✳✼✽

✭m = 0.02✱ C(t) = 0.01× t✮

◆❂✺ ◆❂✶✵

η(t) τ⋆ETM CECM τ⋆ETM CECM CICM

✵✳✶ ✶✵✳✷✶ ✲✵✳✻✼ ✾✳✾✷ ✲✵✳✻✼ ✲✵✳✽

✵✳✷ ✶✷✳✸✸ ✲✵✳✻✷ ✶✸✳✻✷ ✲✵✳✻✶ ✲✵✳✽✻

✵✳✺ ✶✼✳✼ ✲✵✳✺✹ ✶✽✳✹✸ ✲✵✳✺✸ ✲✵✳✽✼

✶✳✵ ✷✶✳✷✹ ✲✵✳✸✻ ✷✶✳✹ ✲✵✳✸✻ ✲✵✳✽✽

✶✳✺ ✷✹✳✸✽ ✲✵✳✷✽ ✷✻✳✵✶ ✲✵✳✸✶ ✲✵✳✽✾

✺✳✵ ✻✳✻✹ ✵✳✵✻ ✼✳✻✾ ✵✳✵✼ ✲✵✳✽✷

✶✵✳✵ ✾✳✸✸ ✵✳✵✾ ✾✳✷✼ ✵✳✵✾ ✲✵✳✼✼

✶✺✳✵ ✼✳✻✼ ✵✳✵✼ ✽✳✾✻ ✵✳✵✾ ✲✵✳✽

✷✵✳✵ ✽✳✽✶ ✵✳✵✽ ✼✳✺✽ ✵✳✵✼ ✲✵✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ
❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿

CRCM(❊❈❖◆❖▼❨✲K)− CRCM(❊❈❖◆❖▼❨✲γ)

❋♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦sts✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭❧❛r❣❡❧② ❛❜♦✈❡

t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r α = 0.05%✮✳ ◆♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ♦♥❡ ✇❛② ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r

C(t) = 0.07✱ ✇❤✐❧❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r C(t) = 0.1✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✇❛✐t t♦

✶✶✼
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P❛✐r❡❞ t✲t❡st C❞❡❧❛②(t)

0.001 0.01 0.05 0.07 0.1

t✲st❛t✐st✐❝ ✻✳✻✽ ✺✳✵✸ ✷✳✼✼ ✶✳✸✶ ✲✷✳✹✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳ ❚❤❡ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡st ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts CRCM ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ✷✷✺ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts
❢♦r ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② ❝♦sts✳ ❍❡r❡✱ α = 0.05 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ df = 1.960✳

♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ✐ts ❜❛s❡✲

❧✐♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❝♦sts✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❞❡❝✐❞❡s ❡❛r❧✐❡r✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts CRCM✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦sts CICM ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♠♥✐s❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✾✱ ✇❡

♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r❡❞ t✲t❡sts ✇❤❡♥ ✇❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

CRCM✭❊❈❖◆❖▼❨✲K✮✲CICM✭♣❡r❢❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ CRCM✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮✲CICM✭♣❡r❢❡❝t

❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳

P❛✐r❡❞ t✲t❡st C❞❡❧❛②(t)

0.001 0.01 0.05 0.07 0.1

t✲st❛t✐st✐❝ ✭❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❝r✐tèr❡ ✐❞é❛❧✮ ✲✶✷✳✹✵ ✲✶✻✳✼✾ ✲✶✻✳✼✵ ✲✶✹✳✸✹ ✲✶✶✳✻✹

t✲st❛t✐st✐❝ ✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✈s ❝r✐tèr❡ ✐❞é❛❧✮ ✲✾✳✺✶ ✲✶✶✳✾✶ ✲✶✻✳✺✸ ✲✶✹✳✽✻ ✲✶✷✳✵✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦
t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ P❛✐r❡❞ t✲t❡sts ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ❝♦sts CRCM ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❊❈❖◆❖▼❨✲K
✭r❡s♣✳ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦sts CICM ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✷✷✺ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
s❡ts ❢♦r ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛② ❝♦sts✳ ❍❡r❡ α = 0.05 ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ df = 1.960✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✾✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡

♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡s✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡❛♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ η(t)

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦st t❤❛t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❛t

✶✶✽
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t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭✹ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✵✳✶✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✮✱ ❢♦r m = 0.07 ❛♥❞ C(t) = 0.001✱ CECM ≤ 0.004 − 0.1 ✉♣ t♦

♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ η(t) = 5 ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ CECM = −0.1 ❢♦r ❊❈❖◆❖▼❨✲K✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✉♣

t♦ η(t) = 20 ❢♦r ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r m = 0.07 ❛♥❞ C(t) = 0.001✱ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲

K ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐♥♥✐♥❣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r r✉❧❡✱ ❢♦r ✺ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s ✇✐♥♥✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✼ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ C(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡

❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲

γ ✐s ✇✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

✇✐♥s✱ ♣❧✉s ♦t❤❡rs✳ ■t t❤✉s ❜r✐♥❣s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥s ✐♥ ❛ ✇✐❞❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛♥

t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦✈❡r s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❜r✐♥❣s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✶✶✾
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■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st✐♥❣ s❡t✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦

❧♦♦❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts

fτ (xt) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡

st❡♣s τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ t♦ 0.01✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤❛t

❛s ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✇❛✐ts ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤✉s

❜❡tt❡r ❝♦sts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ❡❛r❧✐❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭t♦♣ ✜❣✉r❡✮✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ✭❜♦tt♦♠
✜❣✉r❡✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡✐r
♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st
C(t) = 0.01× t✳

✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧✲❧✐❦❡ ❞❛t❛ s❡ts

❚❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ t❡st t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❧✐❦❡ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❞❛t❛

s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈❘ ❚✐♠❡✲❙❡r✐❡s ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✴❈❧✉st❡r✐♥❣ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❬✻✷❪✳

✶✷✵
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✻✳✷✳✶ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈❘ r❡♣♦s✐t♦r② ❬✻✷❪ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛

s❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡t ❝❧❛ss❡s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ tr❡❛t ♦♥❧② ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❛❧ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❋♦r❞❆ ✐♥❝❧✉❞❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉❜s②st❡♠✳ ❊❛❝❤

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 500 ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts r❡❝♦r❞✐♥❣

t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ r❡s✉❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s②♠♣✲

t♦♠✳ ❈❧❛ss +1 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s t❤❛t t❤❡ s②♠♣t♦♠ ❡①✐sts ❛♥❞ −1 ✇✐t❤ t❤❡

❞✐❛❣♥♦s✐s t❤❛t t❤❡ s②♠♣t♦♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✽✳

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s❡ts✳ ❆s ✇❡

♥❡❡❞ t❤r❡❡ s❡ts ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭S1✱ S2 ❛♥❞ T✮✱ ✇✐t❤ S1 ✐s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ S2 ✐s t❤❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡st s❡t✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s❡ts ❛♥❞ t❤❡♥

r❛♥❞♦♠❧② ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t♦ t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ❋♦r ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡s

✭❧❡ss t❤❛♥ 500 t✐♠❡ s❡r✐❡s✮✱ 10✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳

❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts ❝♦sts ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts t♦

C(ŷ|y) = +1 ✐❢ ŷ = y ❛♥❞ −1 ✐❢ ŷ 6= y✳ ❆♥❞✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡❛r❧②✲❞❡❝✐s✐♦♥ t❛s❦s✱ ✇❡ s❡t

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❧❛②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿ C(t) = d× t✱ ✇❤❡r❡

d ∈ {0.001, 0.01, 0.05, 0.07, 0.1} r❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦st ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳

✻✳✷✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣♦rt ❤❡r❡ ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ t❛❜❧❡ ✻✳✶✵ t❤❛t ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✺ r❡❛❧ ❞❛t❛

s❡ts✿ ❉✐st❛❧P❤❛❧❛♥①❖❈✱ ❊❈●❋✐✈❡❉❛②s ❙♦♥②❆■❘♦❜♦t❙■■✱ ❙tr❛✇❜❡rr② ❛♥❞ ❚✇♦▲❡❛❞❊❈●✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✳✻ ❛♥❞ ❆✳✼✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠

❛♥ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ s②st❡♠ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❛s ✐t ✇❛s ✈✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✱

✈✐③✿ ✭✐✮ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮

t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❝✐❞❡s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡

✶✷✶



✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❚❯❉❨

❉❛t❛ C(t) ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ITM CICM
❉
✐s
t❛
❧P
❤❛
❧❛
♥①
❖
❈ ✵✳✵✵✶ ✽✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✸✶ ✾✳✵±✶✳✹ ✲✵✳✸✹ ✷✶✳✼±✶✸✳✶ ✲✵✳✹✷ ✺✹✳✼±✶✹✳✵ ✲✵✳✹✹ ✶✹✳✶±✶✸✳✾ ✲✵✳✽✽

✵✳✵✶ ✽✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✷✸ ✽✳✻±✵✳✾ ✲✵✳✷✺ ✶✵✳✾±✷✳✺ ✲✵✳✷✺ ✶✸✳✽±✸✳✺ ✲✵✳✷✸ ✶✹✳✶±✶✸✳✾ ✲✵✳✼✻

✵✳✵✺ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✾ ✽✳✷±✵✳✹ ✵✳✵✾ ✽✳✾±✶✳✾ ✵✳✶✶ ✾✳✷±✷✳✶ ✵✳✶✶ ✶✵✳✸±✻✳✹ ✲✵✳✷✷

✵✳✵✼ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✺ ✽✳✷±✵✳✹ ✵✳✷✺ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✺ ✽✳✷±✵✳✾ ✵✳✷✷ ✾✳✽±✺✳✷ ✲✵✳✵✷

✵✳✶ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✹✾ ✽✳✶±✵✳✹ ✵✳✹✽ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✹✾ ✽✳✶±✵✳✹ ✵✳✹✽ ✽✳✾±✷✳✺ ✵✳✷✺

❊
❈
●
❋
✐✈
❡❉

❛②
s ✵✳✵✵✶ ✶✻✳✺±✹✳✶ ✲✵✳✻ ✶✻✳✾±✸✳✶ ✲✵✳✻✶ ✺✽✳✼±✶✻✳✷ ✲✵✳✾✷ ✻✸✳✵±✶✺✳✷ ✲✵✳✾✶ ✶✻✳✽±✶✵✳✼ ✲✵✳✾✽

✵✳✵✶ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✺✶ ✶✺✳✽±✶✳✻ ✲✵✳✹✼ ✶✼✳✾±✾✳✹ ✲✵✳✺ ✷✸✳✼±✶✵✳✶ ✲✵✳✹✹ ✶✻✳✽±✶✵✳✼ ✲✵✳✽✸

✵✳✵✺ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✶ ✶✹✳✾±✶✳✹ ✵✳✶✷ ✶✸✳✷±✵✳✹ ✵✳✵✸ ✶✸✳✾±✶✳✹ ✵✳✵✺ ✶✺✳✶±✻✳✷ ✲✵✳✶✽

✵✳✵✼ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✼ ✶✹✳✶±✶✳✹ ✵✳✸✺ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✷✼ ✶✸✳✷±✵✳✻ ✵✳✸ ✶✹✳✼±✺✳✷ ✵✳✶✷

✵✳✶ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✻✻ ✶✸✳✹±✶✳✵ ✵✳✼✶ ✶✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✻✻ ✶✸✳✶±✵✳✹ ✵✳✻✾ ✶✹✳✶±✸✳✾ ✵✳✺✺

❙♦
♥②
❆
■❇
❖
❘
♦❜
♦t
❙ ✵✳✵✵✶ ✶✾✳✺±✺✳✶ ✲✵✳✼✻ ✶✷✳✵±✹✳✾ ✲✵✳✼✷ ✶✹✳✽±✶✶✳✼ ✲✵✳✼✼ ✷✺✳✺±✶✻✳✶ ✲✵✳✽✷ ✽✳✵±✹✳✺ ✲✵✳✾✾

✵✳✵✶ ✼✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✼✶ ✾✳✻±✶✳✼ ✲✵✳✻✸ ✶✵✳✶±✺✳✺ ✲✵✳✻✻ ✶✶✳✾±✹✳✶ ✲✵✳✻✷ ✽✳✵±✹✳✺ ✲✵✳✾✷

✵✳✵✺ ✼✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✹✸ ✽✳✸±✶✳✸ ✲✵✳✸✻ ✽✳✸±✷✳✶ ✲✵✳✸✻ ✾✳✸±✷✳✷ ✲✵✳✷✽ ✼✳✽±✸✳✽ ✲✵✳✻

✵✳✵✼ ✼✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✷✾ ✼✳✽±✶✳✶ ✲✵✳✷✷ ✽✳✸±✷✳✶ ✲✵✳✷ ✽✳✾±✷✳✷ ✲✵✳✶✹ ✼✳✼±✸✳✵ ✲✵✳✹✺

✵✳✶ ✼✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✵✽ ✼✳✸±✵✳✻ ✲✵✳✵✹ ✽✳✶±✷✳✶ ✵✳✵✸ ✽✳✹±✷✳✶ ✵✳✵✻ ✼✳✺±✷✳✶ ✲✵✳✷✷

❙♦
♥②
❆
■❇
❖
❘
♦❜
♦t
❙■
■

✵✳✵✵✶ ✼✳✾±✸✳✵ ✲✵✳✺✻ ✶✵✳✶±✸✳✽ ✲✵✳✼✷ ✶✻✳✼±✶✷✳✷ ✲✵✳✽✻ ✷✸✳✸±✶✻✳✷ ✲✵✳✽✻ ✼✳✵±✷✳✺ ✲✵✳✾✾

✵✳✵✶ ✻✳✸±✵✳✼ ✲✵✳✺✷ ✽✳✵±✷✳✸ ✲✵✳✻ ✶✸✳✼±✻✳✵ ✲✵✳✼✷ ✶✸✳✽±✺✳✸ ✲✵✳✼✹ ✼✳✵±✷✳✺ ✲✵✳✾✷

✵✳✵✺ ✻✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✷✽ ✼✳✵±✶✳✷ ✲✵✳✷✸ ✻✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✷✽ ✽✳✶±✷✳✾ ✲✵✳✸✶ ✼✳✵±✷✳✺ ✲✵✳✻✺

✵✳✵✼ ✻✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✶✻ ✻✳✻±✶✳✵ ✲✵✳✶✹ ✻✳✵±✵✳✵ ✲✵✳✶✻ ✻✳✼±✶✳✼ ✲✵✳✶✻ ✼✳✵±✷✳✺ ✲✵✳✺✶

✵✳✶ ✻✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✷ ✻✳✸±✵✳✼ ✵✳✵✸ ✻✳✵±✵✳✵ ✵✳✵✷ ✻✳✸±✶✳✵ ✵✳✵✷ ✻✳✾±✷✳✶ ✲✵✳✸

❙t
r❛
✇
❜
❡r
r②

✵✳✵✵✶ ✷✺✳✽±✵✳✹ ✲✵✳✹ ✷✺✳✽±✶✳✸ ✲✵✳✸✼ ✺✶✳✽±✸✽✳✽ ✲✵✳✽✺ ✺✼✳✵±✶✼✳✹ ✲✵✳✽✻ ✷✻✳✼±✾✳✵ ✲✵✳✾✻

✵✳✵✶ ✷✹✳✻±✶✳✹ ✲✵✳✶✻ ✷✺✳✼±✶✳✶ ✲✵✳✶✹ ✸✼✳✵±✶✶✳✸ ✲✵✳✹✶ ✸✽✳✸±✶✶✳✷ ✲✵✳✹✶ ✷✻✳✼±✾✳✵ ✲✵✳✼✷

✵✳✵✺ ✷✸✳✵±✵✳✵ ✵✳✼✸ ✷✺✳✵±✵✳✺ ✵✳✽✹ ✷✸✳✾±✶✳✾ ✵✳✼✻ ✷✹✳✽±✷✳✹ ✵✳✼✾ ✷✻✳✶±✻✳✺ ✵✳✸✹
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✇
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❡❛
❞❊

❈
●
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✵✳✶ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✹✸ ✽✳✵±✵✳✷ ✵✳✹✸ ✽✳✵±✵✳✵ ✵✳✹✸ ✽✳✾±✶✳✺ ✵✳✸✽ ✾✳✵±✷✳✶ ✲✵✳✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✈❡r
❯❈❘ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳

✜rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ q✉✐t❡ ❧♦✇✳ ❋r♦♠

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞

❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❡❧❛② ❝♦st C(t)✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❊❈❖◆❖▼❨✲K

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t❡♥❞s t♦ ✇❛✐t ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

♠♦r❡ ❜❡♥❡✜t✳

✶✷✷



✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❚❯❉❨

❲✐❧❝♦①♦♥ ❙✐❣♥❡❞✲❘❛♥❦ ❚❡st ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡

❲✐❧❝♦①♦♥ ❙✐❣♥❡❞✲❘❛♥❦ t❡st s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛❞ ♦♥❧② ✶✶ ❞❛t❛ s❡ts ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

C❞❡❧❛②(t) 0.001 0.01 0.05 0.07 0.1

z ✻✸ ✺✶ ✷✸ ✶✵ ✶✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶✿ ❲✐❧❝♦①♦♥ ❙✐❣♥❡❞✲❘❛♥❦ ❚❡st ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ α = 0.05✱ n−1 = 10
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ 8✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❲✐❧❝♦①♦♥ ❙✐❣♥❡❞✲❘❛♥❦ ❚❡st ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ ✶✶

❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ α = 0.05✱ n−1 = 10 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❡q✉❛❧s t♦ 8✳

❚❤❡ t❡st ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥❝✉rr❡❞ ❝♦sts CRCM ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤

♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✱ t❤❡ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡✲

❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞

♠❡t❤♦❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✭❧❛r❣❡❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r α = 0.05✮✳

■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤

τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM

★◗✉❛♥t✐❧❡s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

✺ ✶✻✳✻±✹✱✸ ✲✵✳✾✵✼ ✶✼✳✸±✸✳✹✽ ✲✵✳✽✷

✶✵ ✶✼✳✶±✸✱✽ ✲✵✳✾✵✶ ✶✽✳✸±✸✳✾ ✲✵✳✽✺

★❈❧✉st❡rs ❊❈❖◆❖▼❨✲K

✺ ✺✳✼±✶✳✵ ✲✵✳✶✸ ✶✹✳✺±✼✳✶ ✲✵✳✻✹

✶✵ ✽✳✸✷±✻✳✼ ✲✵✳✺✶ ✽✳✻✵±✻✳✼ ✲✵✳✺✶✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✷✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭❊❈❖◆❖▼❨✲K✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ♦✈❡r t❤❡ ■t❛❧②P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs K ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s N ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r t❤❡ ■t❛❧②✲

P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞

✶✷✸
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❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

★ ❣r♦✉♣❡s ❑❂✺ ❑❂✶✵ ❑❂✺ ❑❂✶✵

❇❛s❡s τ⋆ETM CRCM τ⋆ETM CRCM τ⋆ETM CRCM τ⋆ETM CRCM CICM

■t❛❧②P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ ✺✳✼ ✲✵✳✶✸ ✽✳✸✷ ✲✵✳✺✶ ✶✻✳✻ ✲✵✳✾✵✼ ✶✼✳✶ ✲✵✳✾✵✶ ✲✵✳✾✾

❉✐st❛❧P❤❛❧❛♥①❖❈ ✶✾✳✾✵ ✲✵✳✹✶ ✽✳✵ ✲✵✳✸✶ ✷✶✳✼✸ ✲✵✳✹✷✹ ✶✾✳✵✸ ✲✵✳✹✷✹ ✲✵✳✽✽

❊❈●❋✐✈❡❉❛②s ✶✹✳✽ ✲✵✳✻✶ ✷✵✳✻✹ ✲✵✳✺✽ ✺✽✳✼✷ ✲✵✳✾✶✼ ✺✹✳✹✸ ✲✵✳✾✷ ✲✵✳✾✽

▼♦t❡❙tr❛✐♥ ✻✸✳✶✽ ✲✵✳✻✸ ✹✶✳✺✶ ✲✵✳✼ ✶✺✳✼✷ ✲✵✳✻✾ ✶✺✳✷✽ ✲✵✳✻✾ ✲✵✳✾✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭❊❈❖◆❖▼❨✲K✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s ✭❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮ ♦✈❡r t❤❡ ■t❛❧②P♦✇❡r❉❡♠❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳

❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ K ∈ {∈ 5, 8, 12, 15, 16} ❛♥❞ N ∈ {5, 10}✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝❧✉st❡rs K ❤❡❛✈✐❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡s

✭❤❡r❡ N = 5 ❛♥❞ N = 10✮ ❤❛s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✈❡r r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱

❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡st✐♥❣ s❡t✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❧♦♦❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛t

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✭t♦♣ ✜❣✉r❡✮✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧

❞❛t❛ s❡t ❉✐st❛❧P❤❛❧❛♥①❖✉t❧✐♥❡❈♦rr❡❝t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts ✭❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥ts✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts fτ (xt) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❉✐st❛❧P❤❛❧❛♥①❖✉t❧✐♥❡❈♦rr❡❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣s τ ∈ {0, . . . T − t}✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st

✭C(t) = 0.01✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤❛t ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❞❡❝✐❞❡s ❡❛r❧✐❡r ✭❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥t✮✱

❤♦✇❡✈❡r ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✇❛✐ts ❧♦♥❣❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤✉s ♠♦r❡ ❜❡♥✲

❡✜t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍❡r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳
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✻✳✸ ❚♦✇❛r❞s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♥❞❡r t❤❡ ❈■❋❘❊ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r tr❛✐♥✲

✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ r❡s❡❛r❝❤✮ ❛t ❊❧❡❝tr✐❝✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❊❉❋✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♠❛rt ❣r✐❞ ♣r♦❥❡❝t

❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ r❡❞✉❝❡ ♣❡❛❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞

t❤r♦✉❣❤ ❝✉st♦♠❡rs t❛r❣❡t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡❛❦ ❝✉rt❛✐❧♠❡♥t ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡✛♦rts

❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤♦s❡ ❝✉st♦♠❡rs ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❛✐❧② ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞✳ ■t

✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ❞❛✐❧② ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ♦♥❧② ❢❡✇ ❞❛②s ❛♥♥✉❛❧❧②

✇❤❡♥ ❡①tr❡♠❡ ❝♦❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s✱ ❝✉s✲

t♦♠❡rs ❛r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝❡s t❤❛t

✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚r✐✲

❛❧s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝✉st♦♠❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♣❡❛❦ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡

t❡♥❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❧❡ss ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ✭❡✳❣✳ r✉♥♥✐♥❣ ❞✐s❤✇❛s❤❡rs ❛t ✾ ♣♠

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✻ ♣♠✮✳ ❚❤✐s ♣❧❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❢ ❝✉st♦♠❡rs ❛r❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛s ❡❛r❧② ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛② ✇❤❡♥ ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❡r✐♥❣

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ✐♥❢♦r♠ s♠❛rt ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ t❛r❣❡t❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞ ✐s

❤✐❣❤ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❛r❣❡t✐♥❣ ❝✉st♦♠❡rs ❢♦r ♣❡❛❦ ❝✉rt❛✐❧♠❡♥t s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞ ❞❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜r✐♥❣✐♥❣

✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ♣❧❛♥ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥t❛✐❧s

❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t✇♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✲

tr♦❧❧❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K

❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ s❡t t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r♦✉❣❤❧②

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❊❉❋✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐t ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦sts✱

✐♥ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ♥❡❡❞s✿ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡s✱ t♦ st❛♥❞❛r❞✐③❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦sts

❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦sts ❢r♦♠ s♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ♥❡❡❞s ❤✉❣❡ ❡✛♦rts t♦ s❡t t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t

❞❡❧✈❡ ✐♥t♦ t❤✐s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝r✉① ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✐♥

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐♥

✶✷✻
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♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛s ♣❛rt ✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t✇♦

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ❛

❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✻✳✸✳✶ ❘❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡❡♠❡❞ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧❛❝❦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❤❡♥❝❡ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛♥❞ ♠❛❦❡s ❡❛s② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥

❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❛st s✐♠✉❧❛t♦r ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✳ ■♥

❢❛❝t✱ ✇❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❛st ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♥✉t✲

s❤❡❧❧✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▼❖❉▲✲▼❛r❦♦✈ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱

♣r♦♣♦s❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✐♠✉❧❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❛t❛ ❜② ❝♦♠✲

❜✐♥✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦✲❝❧✉str✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❖❉▲ ❝♦✲❝❧✉str✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✽❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛s ♠✉❝❤ ❛s

❞✐✈❡rs❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡

✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❯s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛ s❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ■r✐s❤ ❈❊❘✶✳ ❚❤✐s r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠

❛ s♠❛rt ♠❡t❡r✐♥❣ tr✐❛❧ ✐♥ ✹✻✵✵ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❝r♦ss t❤❡ ■r❡❧❛♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✺✵✵ ❞❛②s ❛t ✸✵✲♠✐♥✉t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❜❡✐♥❣ ❧❡❛r♥❡❞ ♦✈❡r t❤✐s r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛s ♠✉❝❤

❛s ♥❡❡❞❡❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ✈❡r② ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❢❡✇ t✐♠✐♥❣s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

s❡t ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

• ✶✵✳✵✵✵ ♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❛✐❧② ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

• ✺✺ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛✳

• ✶✺✷ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❖❉▲ ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶❈❊❘✭❈♦♠♠✐t② ♦❢ ❊♥❡r❣② ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥✮ ❙♠❛rt ▼❡t❡r✐♥❣ ❚r✐❛❧ ❉❛t❛ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✷✳
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• ❊❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❡r ✐❞ ❛♥❞

t❤❡ ❞❛t❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛② ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡st❛♠♣✳

• ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❧❛❜❡❧❡❞✳

✻✳✸✳✷ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❛s❦s

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✐s ✭✐✮ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❞❛t❛

t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ r❡❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ ❡①❛♠✐♥❡

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ τ⋆ETM ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧

❝♦st CRCM✳ ❱❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η(t) ✈❛r✐❡❞

✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✳

■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t❛s❦ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s

✐❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❧❡ss ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✱ t✇♦ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✶✿ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♦♣t✐♠❛❧❧②

♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ✶✺✷ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s

✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❞✐st❛♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦r ❛ ❞✐st❛♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦

❜② ❧❛❜❡❧✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ +1 ❝❧❛ss ❛♥❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❝❧✉st❡r ❛r❡ t❤✉s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤−1 ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❛s t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

♠❛❦❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❧❡ss ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡✳

✷✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✿ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st

❝❧✉st❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧✉st❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❍❡r❡✱ s✐♥❝❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡

t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡✱ t❤❡✐r ❝❧❛ss❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠❛❦❡s t❤❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❦✲▲❡✐❜❧❡r ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

✭❑▲❉✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

DKL(P,Q) =
∑

i

P (i) log (
P (i)

Q(i)
) ✭✻✳✷✮

❲❤❡r❡ P ❛♥❞ Q ❛r❡ t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✶✷✽



✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❚❯❉❨

❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st✲

s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭♥❛♠❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✮✱ t♦ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝

❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✐♠♣❛❝t

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ s②st❡♠s✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ tr②

t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊❈❖◆❖▼❨ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ ✉s✐♥❣ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ②✐❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t r❡♠❛r❦❛❜❧② ❛❣r❡❡ ✇✐t❤

✇❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ❛♥ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✈✐③✿

• ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❤❛r❞❡r ✭❢♦r ✐♥✲

st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♥♦✐s②✮✱ ✉♣ ✉♥t✐❧ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②

♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ s②st❡♠s ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

t❤❛t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st✱ t❤✉s ❞❡✲

❝✐❞✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst

♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ q✉✐t❡ ❧♦✇✳

• ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②

✇✐t❤ t✐♠❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲

K ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣

❧❡❛❞s t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤✐s ❡♥s✉r❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s

✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡

❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s ❧❛tt❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ t✇♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥

✇❤✐❝❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

✶✷✾



✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❚❯❉❨

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✈s ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r ✶✶ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts
❢r♦♠ ❯❈❘ ❛r❝❤✐✈❡ ✭❧❡♥❣t❤s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ❛r❡ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡❞✮✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❝♦st C(t) ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡
τETM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❧ ❝♦st CRCM ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✳

✶✸✵



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

✐s ❝♦st❧②✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ✭❊❈❖◆❖▼❨✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛r❡❛s ♦❢ ♦✉r

✇♦r❦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✼✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

• ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ✭✐✮

❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r

♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst

❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧❛❜❡❧

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❞♦✇s ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❞ Trigger✮ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✲

✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛② Trigger ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛st t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡s

✶✸✶



✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳

❚❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t✱ t❤❛t ✐s

❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤❡♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛❣❛✐♥st

t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❧❛②✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t❤❛t ✉s❡

❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t✐♥❣✱ ♦♥❧✐♥❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ❢♦r tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❛♥❞ ♦✛❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡② ♠❡❡t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

✼✳✷ ❘❡s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ tr② t♦

♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❧❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts✳

✼✳✷✳✶ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ❤♦✇ t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ♦♥❧✐♥❡✱ t❤❛t ♥♦✇ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t♦

♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ②❡t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt❄ ❲❡ ❛♥s✇❡r❡❞ t❤✐s

q✉❡st✐♦♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦st ♦❢

❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ t✐♠❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛❞❡✲♦✛✳

✼✳✷✳✷ ■❞❡❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡

❲❡ st❛rt❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ τideal ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣

❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✭✉♥r❡❛❧✐st✐❝✮ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞

❛s✿

f ideal
t (xt) = C(ht(xt) = y|y) + C(t) ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ ht(xt) ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ xt ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ht

✭❧❡❛r♥t ♦✈❡r tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ t✐♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s✿

τideal = ArgMin
t∈{1,...,T}

f ideal
t (xt) ✭✼✳✷✮

✶✸✷
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■❞❡❛❧❧②✱ Cideal = f ideal
τideal

(xτideal) ✐s t❤❡ ✐❧❧✉s♦r② ❝♦st t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❡♥❞✉r❡ ✐❢ ✐t

♠❛❞❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t ht(xt) = y✳

❚❤✐s ❜❡✐♥❣ ♥♦t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❡❛r❧②

❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭❊❈❖◆❖▼❨✿❊❛r❧②❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❢♦r ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✮✳

✼✳✷✳✸ ❊❈❖◆❖▼❨✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ τideal t❤❛t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿

f(xt) =
∑

y∈Y

P (y|xt)
∑

ŷ∈Y

Pt(ŷ|y,xt)× C(ŷ|y) + C(t) ✭✼✳✸✮

■❢ t❤❡ ❝♦st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s t ∈ {1 . . . , T}✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ t⋆ ❢♦r t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

t∗ = ArgMin
t∈{1,...,T}

f(xt)

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✇❤❡♥ ❛❧❧ T ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐♠❡ s❡r✐❡s

❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦sts ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❞✐❧② ②✐❡❧❞

❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣✱ ♦♥❧✐♥❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥❧✐♥❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✼✳✷✳✹ ❖♥❧✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐✳❡✳ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠❡t❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ T − t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ st✐❧❧

♠✐ss✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts fτ (xt) ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ xt ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

st❡♣ τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡st ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥

❛s✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

✇❤❡r❡ fτ (xt) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡

✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✱ ✇❤✐❝❤ t < T ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣ τ ∈ {0, . . . , T − t}✳ ■♥

✶✸✸
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t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✺ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐❞❡❛✱ ✐✳❡✳ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦sts ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣

τ ∈ {0, . . . , T − t}✱ ❛♥ ❛❧❧✉r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ xt✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱

✇❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠❡t❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠s ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t❤❛t ❡①t❡♥❞

t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊❈❖◆❖▼❨ ❛♥❞ ✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✿

✶✳ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡✐r t✐♠❡✲

❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳

✷✳ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣

s❡r✐❡s✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇✉t✱ ❜② ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢

t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❝❧❛ss✐✜❡r ✭s❡❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✼✮✳

✼✳✷✳✻ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ K ❝❧✉st❡rs ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿

fτ (xt) =
∑

ck∈C

P (ck|xt)
∑

y∈Y

P (y|ck)
∑

ŷ∈Y

Pt+τ (ŷ|y, ck) C(ŷ|y) + C(t+ τ) ✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ P (ck|xt) ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡

s❡r✐❡s xt ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pt+τ (ŷ|y, ck) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t

❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ck ❛r❡ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞

❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ht(xt) = ŷ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❝❧❛ss

❧❛❜❡❧ ♦❢ xt✳

✶✸✹
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✼✳✷✳✼ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✿ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts

♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❧❛ss✐✜❡r gt ♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ∈ {1, . . . , T}✳ ❊❛❝❤
q✉❛♥t✐❧❡✱ t❤❛t ✇❡ ♥❛♠❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ st❛t❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡s ❛t t✐♠❡ t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜✉t ❢✉❧❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s✱

t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s gt(xt)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❢♦r t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

fτ (xt) =
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

P (γt+τ = ℓ|〈γt〉) Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ)

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✺✳✺✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡

♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡✿ ✭✐✮

❛ss❡ss❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♠❛❦❡

❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❝♦♠♣❛r❡❞

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❡ ♦♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r✳

✼✳✷✳✽ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❛s❦✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛s❦❡❞ ✇❛s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❤♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤✿

• ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❛s❦✮

−→ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❛t❡✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t ✐❢ ✈❡r② ❧♦✇ r❛t❡✮

• ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s

−→ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ t❤❡ ❧❛t❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

• ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❧❛②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥

−→ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦st✱ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

✶✸✺



✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❡

s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♥♦t ♦♥❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠❡❡t ✇❤❛t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥

❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♠❡t❤♦❞s ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇♦rt❤ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡❛r❧② ♦♥✱ ♦❢t❡♥ ❛t t❤❡

❡❛r❧✐❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

✼✳✷✳✾ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts✿ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r

❋r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✲❜❛s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s✱ ✐♥ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

❊❈❖◆❖▼❨✲K ♦✈❡r s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣✿ ✐♥ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❤❛t s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t

❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥

♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚♦ r❡❝❛♣✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✉t✲

♣❡r❢♦r♠s ❊❈❖◆❖▼❨✲K✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ♠❡❡t ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❛t ✇❛s ♥♦t q✉❡st✐♦♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s✱ ✇❤❡t❤❡r ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡

♦♣t✐♠❛❧✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤✐s✱ ❝❛♥ ✇❡ ❞♦ ❜❡tt❡r✱ ✐✳❡✳ ❝❛♥ t❤❡r❡ ❜❡ ❛♥②

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts❄ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛❞ ♥♦t ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥s✇❡r❡❞ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❜✉t✱ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

✼✳✸ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❡♠❡r❣✐♥❣ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♠❛♥②

r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s✳ ▼❛♥② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s st✐❧❧ ❧✐❡ ❛❤❡❛❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ✐t✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧❡❛❞s✳

✼✳✸✳✶ ❙♦♠❡ ❧❡❛❞s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❲❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ❛ss❡ss♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ t❛❦❡ st♦❝❦

♦❢ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✮ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❧❡❛❞s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣

✶✸✻
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t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

• ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛

❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼❛♥② r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤❡s ✭❡✳❣✳ ❬✹✹❪✱ ❬✻✵❪✱ ❬✻✼❪✱ ❛♥❞

♠❛♥② ♦t❤❡rs✮ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛t❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡

❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✭♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

♠♦❞❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧

❢♦r♠✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦✈❡r s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❝♦❞❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❛

s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❊❈❖◆❖▼❨✲K✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱

❤❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡

s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♦✈❡r ❊❈❖◆❖▼❨✲K s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡✱

✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ❛❣❛✐♥st ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣❧❛② t✐♠❡ s❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

• ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥

❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❡r ❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✱ ✭✐✮ str❛t❡❣✐❡s

t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ✭✐✐✮ str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣

t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮

str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② tr❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢

❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❡❛❝❤ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❧❛tt❡r

str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs H = {ht}1≤t≤T ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❧❡❛r♥t ♦✈❡r

tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡✐r t ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✉♥❞❡r t❤❡

s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❡rs✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s❄

• ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

♠❛❦✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡r t②♣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
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♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t

♦♥ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r✲❝✉t ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❜❡st

❝❤♦✐❝❡ ♠❛② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s♠❛❧❧ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡ts✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r

♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳

• ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t♦

❜✉✐❧❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✉s❡s ❛

❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐❛❧ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❝♦♥str✉❝t❡❞

♦✈❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ ✇❡

s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❤❡r❡✱ ✐s✿ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞②

❡①♣❧♦r❡❞✱ ❛r❡ t❤❡r❡ ♦t❤❡r✱ ❜❡tt❡r ✇❛②s t♦ s❡❣♠❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦

♠❛❦❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡❄

✼✳✸✳✷ ■s t❤❡r❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✐s❦ ❛♥❞ r❡❛❧ r✐s❦❄

❆s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♦❢

❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ t♦ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✜rst

❞❡✜♥❡ ✇❤❛t t❤❡ ❜❡st ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② C(ht(xt) = y|y)+C(t)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②

♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ht(xt) = y✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ht ✐s ❜❛❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❤♦✇

♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡❄ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜✉t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳

✼✳✸✳✸ ❲❤② ♥♦t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡❄

❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐s ✇❤② ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s❄ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t S✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜✉t ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧

t✐♠❡✳

✶✸✽
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❍❡r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ❜❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❛s❦✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✜rst ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ✐s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r❞ q✉❡st✐♦♥

♦❢ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❛r❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦sts❄ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t✇♦❢♦❧❞ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

t❤❡ ✇❛② t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢❡❛r t❤❛t r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡

❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❧♦✇❡r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳

✼✳✸✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❛❞❞r❡ss❡❞ ❜✐♥❛r② ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲❧❛❜❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♠✉❧t✐✲

❝❧❛ss ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❲❤✐❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❝❛s❡✱ t❤❡

❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♥❡❡❞s s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ✐s

❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✳

✼✳✸✳✹✳✶ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s

❚♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❤❛s ♦♥❧② t♦ ✉s❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r

t❤❛t s✉♣♣♦rts ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ▼✉❧t✐❧❛②❡r P❡r❝❡♣tr♦♥

✭▼▲P✮ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤✉s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r s❤♦✉❧❞

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❝❛s❡✳

✼✳✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❧❛ss✐✜❡r gt

✭♦✈❡r ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✮✱ t❤❛t s♦♠❡✇❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss +1 ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s xt✳ ■♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢

s✉❝❤ s❝♦r❡ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧❛ss ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t

❜❡❝♦♠❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡

✶✸✾
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♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❝❛s❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ♦♥❡✲✈s✲♦♥❡ ♦r ♦♥❡✲✈s✲❛❧❧

t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ r❡s✉❧ts✳

✼✳✸✳✹✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s

■♥ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛ ♣❛t✐❡♥t ♠❛② ❜❡ s✉✛❡r✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❞✐s❡❛s❡s

s✉❝❤ ❛s ❞✐❛❜❡t❡s ❛♥❞ ❛st❤♠❛✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❬✾✼❪✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣

❡✐t❤❡r ✭✐✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✐♥❣❧❡✲

❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦r ✭✐✮ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛rr❛♥❣❡ t♦ ❞❡❛❧ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② st✉❞✐❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ s♦ ❢❛r ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞

❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ◆♦✇✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❤♦✇ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦

♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❧❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡ ❡❛r❧✐♥❡ss

❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦♥❧✐♥❡❄ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❜❛❞ r❡s✉❧ts✱ s✐♥❝❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ s✐♥❣❧❡✲❧❛❜❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♥✐❝❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s t❛s❦ t❤❛t ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥

♠❛♥② r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋r♦♠ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛❞❞r❡ss❡❞ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❡❛r❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣

❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛

♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❡♥❞♦✇s ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ♥❛♠❡❞ Trigger ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡♥ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❲❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡❛r❧②

❝❧❛ss✐✜❡rs✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧❧②

❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ Trigger ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❝♦st✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❧✐♥❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞

❊❈❖◆❖▼❨✱ ❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✱ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦sts✿ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ❞❡❧❛②✐♥❣ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥

✶✹✵



✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

❝♦sts✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❊❈❖◆❖▼❨✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✐♥✲

t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠②♦♣✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✈✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡

r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ♠❛♥② ❡❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

t❛s❦s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♦t❤❡r t❛s❦s s✉❝❤ ❛s ❛♥②t✐♠❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳

✶✹✶
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✶✹✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❊①❤❛✉st✐✈❡ r❡s✉❧ts

✶✹✸



❆✳ ❆PP❊◆❉■❳✿ ❊❳❍❆❯❙❚■❱❊ ❘❊❙❯▲❚❙

C(t) η(t) ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❊❈❖◆❖▼❨✲γ

τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ETM CRCM τ⋆PETM CPRCM τ⋆ITM CICM

✵✳✵✵✶

✵✳✶ ✶✻✳✽±✶✳✷ ✲✵✳✻✼ ✶✹✳✽±✶✳✻ ✲✵✳✺✾ ✷✻✳✶±✶✷✳✼ ✲✵✳✼✸ ✷✷✳✷±✻✳✾ ✲✵✳✻✻ ✻✳✺±✸✳✹ ✲✵✳✾✻

✵✳✷ ✷✹✳✾±✶✳✺ ✲✵✳✻✶ ✷✹✳✺±✷✳✼ ✲✵✳✻✶ ✸✸✳✸±✶✷✳✺ ✲✵✳✼ ✸✵✳✸±✼✳✺ ✲✵✳✻✹ ✼✳✸±✺✳✷ ✲✵✳✾✾

✵✳✺ ✶✼✳✺±✸✳✷ ✲✵✳✷ ✶✼✳✷±✷✳✻ ✲✵✳✷✶ ✸✾✳✾±✼✳✸ ✲✵✳✺✾ ✹✶✳✻±✼✳✽ ✲✵✳✺✸ ✶✶✳✶±✾✳✺ ✲✵✳✾✺

✶✳✵ ✶✸✳✺±✺✳✹ ✲✵✳✵✽ ✷✶✳✵±✸✳✾ ✲✵✳✶✸ ✸✽✳✺±✽✳✽ ✲✵✳✸✼ ✹✷✳✽±✼✳✵ ✲✵✳✸✻ ✶✶✳✺±✶✶✳✺ ✲✵✳✾✷

✶✳✺ ✶✽✳✹±✺✳✺ ✲✵✳✵✾ ✶✷✳✹±✹✳✸ ✲✵✳✵✹ ✸✺✳✼±✾✳✸ ✲✵✳✷✹ ✹✸✳✶±✻✳✺ ✲✵✳✷✺ ✶✷✳✹±✶✵✳✻ ✲✵✳✾✻

✺✳✵ ✶✵✳✺±✻✳✷ ✵✳✵ ✶✵✳✷±✺✳✵ ✵✳✵✶ ✻✳✷±✷✳✻ ✵✳✵ ✾✳✸±✹✳✸ ✵✳✵✶ ✶✹✳✺±✶✸✳✽ ✲✵✳✾

✶✵✳✵ ✶✼✳✶±✾✳✾ ✵✳✵✶ ✶✹✳✵±✶✵✳✵ ✵✳✵✶ ✶✸✳✺±✶✳✾ ✵✳✵✶ ✶✸✳✹±✷✳✵ ✵✳✵ ✶✺✳✻±✶✺✳✶ ✲✵✳✽✻

✶✺✳✵ ✷✸✳✵±✶✵✳✻ ✵✳✵✹ ✶✺✳✹±✶✵✳✽ ✵✳✵✸ ✽✳✹±✶✳✷ ✵✳✵ ✾✳✽±✸✳✷ ✵✳✵ ✶✸✳✺±✶✷✳✻ ✲✵✳✽✽
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❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♦✉ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❞é❝✐❞❡r ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝✬❡st à

♣❛rt✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦s♣✐t❛❧✐❡r

♦ù ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞♦❝✉✲

♠❡♥tés✱ ♠❛✐s ♦ù✱ ❞❡✈❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛t✐❡♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥

très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞♦✐t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ❡♥tr❡ ❧❛

♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❛tt❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱

❡t ❧❡ ❝♦ût ❝r♦✐ss❛♥t ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥

❞✬✐♥❢♦r♠❛✲ t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡♥❞✉ s✐ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st r❡t❛r❞é❡ ❡t ❧❛ ❤❛✉ss❡ ❞✉ ❝♦ût

❛ss♦❝✐é à ✉♥ t❡❧ r❡t❛r❞✳ ❈❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛ été ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❡t ❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s

❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡s ❞é❝✐✲

s✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t❝✳✱ ♠❛✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✉✲

t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳✱ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧❛♥ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣ré❝♦❝❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♠✉♥

❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❝♦❝✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ é♠✐s❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡

❆✳✶ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r à q✉❡❧ ✐♥st❛♥t ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ t❡♠✲

♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

♠❛❥♦r✐té s❡ ré✈è❧❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✐♥✲

❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣ré❝♦❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ ♥❡ ❧❛ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡s é✈❛❧✉❡♥t ♣❧✉tôt ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡

❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡st ♦♣♣♦rt✉♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ♦✉ s✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡

❞✬❛tt❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s s♦♥t ♠②♦♣❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s❡

❧✐♠✐t❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s s♦✉t❡♥♦♥s q✉❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ♣ré❝♦❝✐té ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤✲

♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ♠♦✐♥s ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ❝♦ût ❝r♦✐ss❛♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❞r❡ss♦♥s✱ ❞♦♥❝✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦ût ✿ ✭✐✮ ❧❡ ❝♦ût ❛ss♦❝✐é ❛✉①

✶✺✸



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❡rr❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✭✐✐✮ ❧❡ ❝♦ût ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✶✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❊❈❖◆❖▼❨ ✭❊❛r❧② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ◆❖♥✲▼❨♦♣✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥

♠❛❦✐♥❣✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡st ❡♥✲

s✉✐t❡ rés♦❧✉❡ ♣❛r ❞❡✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ❝❛♣t✉r❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❡st✐♠❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡

❞é❝✐s✐♦♥✳

❊❈❖◆❖▼❨ ✿ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥st❛♥t

♦♣t✐♠❛❧ t⋆ ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ x⋆
t = 〈x1, x2, . . . , x⋆t 〉 ♣❡✉t êtr❡ ❝❧❛ssé❡ ❞❡

❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ❝♦ût à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✉♥

❝♦ût à ❧✬✐♥st❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡ ✿

• ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡rr♦♥é❡sCt(ŷ|y) :
Y× Y −→ R✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ❝♦ût ❡st✐♠é à ❧✬✐♥st❛♥t t⋆ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣ré❞✐t

ŷ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❝❧❛ss❡ ❡st y✳

• à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût t❡♠♣♦r❡❧ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡st

t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✷✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡✿

f(xt) =
∑

y∈Y

P (y|xt)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y,xt) Ct(ŷ|y) + C(t) ✭❆✳✶✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣rès t ♣❛s ❞❡

t❡♠♣s✱ ❡t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛✈♦✐r r❡t❛r❞é ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t

t✳

▲✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ t∗ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

t∗ = ArgMin
t∈{1,...,T}

f(xt) ✭❆✳✷✮

✶❈❡s ❞❡✉① ❝♦ûts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✉♥✐té ✭❡✳❣✳ ✉♥✐té ♠♦♥ét❛✐r❡✮✳
✷➚ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t✲❞❡✲❧✬❛rt ♣❡✉t êtr❡ ❛✉tr❡

q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ✜①é❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞♦✐t ❞é♠❛rr❡r ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛tt❡♥t❡
❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐♥st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳

✶✺✹



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❋♦r❝❡s✱ ❧✐♠✐t❡s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉tés

▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❊❈❖◆❖▼❨ ❡st tr✐♣❧❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣ré❝♦❝❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥

❧✐❣♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦ûts ❛ss♦❝✐és ✭✐✮ à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ✭✐✐✮ ❛✉ r❡♣♦rt ❞❡

❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧ s❡r❛ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r

✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r✐s❡

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♦✛r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥❡

❞♦♥♥❡ ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r✱ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧

t∗✳ ❊❧❧❡ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P (y|xt)

❡t P (ŷ|y,xt)✱ q✉✐ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡st✐♠❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t

♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r

❞♦♥♥é✱ ❡t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r ✭❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡st✐♠❡r s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡

sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ ❞❡

sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦✐t ❡✛❡❝t✉é❡✳✮

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛ï✈❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❡st✐♠❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡r❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦ûts ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦té❡ f(t)✿

f(t) =
∑

y∈Y

P (y)
∑

ŷ∈Y

P (ŷ|y) Ct(ŷ|y) + C(t) ✭❆✳✸✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐tés P (y) ❡t P (ŷ|y) q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r

❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✿

t∗ = ArgMin
t∈{1,...,T}

f(t) ✭❆✳✹✮

❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ t♦✉t❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ t∗ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛

sér✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

✶✺✺



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ❛❜s✉r❞❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r

❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s t❡r♠❡s P (y|xt) ❡t P (ŷ|y,xt)✱ ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡

à ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❞✬❡♥tré❡✱ xt✳

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P (y|xt) ❡t P (ŷ|y,xt) ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ✿ ✭✐✮ s❡❣♠❡♥t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❞❡s sér✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦❤ér❡♥ts ♥♦té {Gk}1≤k≤K ✳ ❊♥ s❡

❜❛s❛♥t s✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ❧❡ t❡r♠❡ P (ŷ|y,xt) ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞és♦r♠❛✐s

❡st✐♠❛❜❧❡ P (ŷ|y,Gk)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✭✐✐✮ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧✬✐♥st❛♥t

♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ xt✳

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

▲✬✐❞é❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜és ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝♦ûts ❢✉t✉rs✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❡♥tr❛♥t❡ xt✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t

êtr❡ s❡❣♠❡♥té❡s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❝♦❤ér❡♥ts {Gk}1≤k≤K à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s t❡r♠❡s P (ŷ|y,Gk) q✉✐

♥❡ s♦♥t ❞✬❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥

❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡✈r❛✐t r❡s♣❡❝t❡r

❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✿

✶✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r♦✉♣❡s ❞♦✐✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳

✷✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts

❞❡s ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ P (ŷ|y,Gk) ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ Gk à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t❡✉r ❞é❥à ❛♣♣r✐s✳ ▲❡s t❡r♠❡s

✶✺✻



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

P (ŷ|y,Gk)✱ 1 ≤ k ≤ K ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ Gk ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❛♥t

q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦ûts ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡

❢♦r♠❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇r✐è✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t

❛✐❞❡r à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉♣❡r✈✐sé❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✮✱ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ r❡❣r♦✉♣é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦✉ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❡♥tr❛♥t❡ s❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠❛rq✉é❡ à ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ t❛♥t

q✉❡ t❡❧✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛✐❞❡r à r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts ❛❞❛♣té❡ ❛✉① sér✐❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡♥tr❛♥t❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❢✉t✉rs

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐❞é❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r f(xt) ♣♦✉r

t♦✉t t ∈ {1, . . . , T} ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré✈✉s ♣♦✉r

t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❢✉t✉rs✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s Pt(ŷ|y,Gk) ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ Gk✱ 1 ≤ k ≤ K ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ♣✉✐s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt à ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ Gk✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t

❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❢✉t✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛

sér✐❡ xt✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ T − t ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡

♠❛♥q✉❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ xt à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❢✉t✉r τ ∈ {0, . . . , T − t}✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fτ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❧❡ ❝♦ût ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❧❡s

✐♥st❛♥ts ❢✉t✉rs τ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

❛✐♥s✐ ❢♦r♠és✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ t⋆ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

xt ✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt) ✭❆✳✺✮

❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡s ❝♦ûts ❢✉t✉rs✱ ❞♦♥♥és ♣❛r fτ (xt)✱ ♦ù τ ∈ {0, . . . , T − t} ❡t ❧✬❤♦r✐③♦♥

♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠é t∗ = t + τ⋆✱ ♦ù τ⋆ = ArgMinτ∈{0,...,T−t} fτ (xt)✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé✈❛❧✉és

q✉❛♥❞ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡

✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✳

✶✺✼



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré✈✉ fτ (xt) ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ xt, ∀τ ∈ {0, . . . , T − t}✳
❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡
❝♦ût ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞❡✈r❛✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ à
❧✬✐♥st❛♥t t + τ⋆✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❝♦ût ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ♣ré✈✉ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ⋆✳

P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

◆♦tr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ➚ t♦✉t ✐♥st❛♥t t✱ s✐ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ♦♣t✐♠❛❧

τ⋆ = 0 ❡t ♣♦✉r τ > 0✱ fτ (xt) > f0(xt)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s✬❛rrêt❡

❡t ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t❡✉r ht ✿ ŷ = ht(xt) ✭✐❝✐✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs H = {ht}1≤t≤T ❡st ✉t✐❧✐sé

♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ht ❡st ❛♣♣r✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❞❡s sér✐❡s t❡♠✲

♣♦r❡❧❧❡s tr♦♥q✉é❡s à ❧❡✉rs t ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r

♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✮✳

❉✬❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡ ❞❡

❧❛ rè❣❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧✳

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P (y|xt) ❡t P (ŷ|y,xt) ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉①

❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❡t ét❡♥❞r❡ ❊❈❖◆❖▼❨✳

✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❜❛♣t✐sé❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲❑✱ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
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❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

♦❡✉✈r❡✳ ❇❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲❑ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût fτ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ✉♥❡ sér✐❡

❡♥ ❡♥tré❡ xt ❣râ❝❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠és✳

✷✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût fτ ♠❛✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❊❈❖◆❖▼❨✲❑✱ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳

❊❈❖◆❖▼❨✲❑ ✿ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥

s✉♣❡r✈✐sé❡

❊❈❖◆❖▼❨✲❑ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r✱

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C = {ck}1≤k≤K ❝♦♠♣♦sé ❞❡ K s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ sér✐❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❡♥tré❡ xt ♣❡✉t

êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ P (ck|xt)✱

♦ù 1 ≤ k ≤ K✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ xt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s

♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét❡r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡

❊❈❖◆❖▼❨✲K ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

P❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❙♦✐t H = {ht}1≤t≤T ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♦ù ❝❤❛q✉❡

❝❧❛ss✐✜❡✉r ht ❡st ❛♣♣r✐s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ St ❝♦♠♣♦sé ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ck

♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s Pt(ŷ|y, ck)✳

P❤❛s❡ ❞❡ t❡st ✿ ➚ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ xt, t < T ✱

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ P (ck|xt) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

ck✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ T − t ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈és✱ ✐❧ ❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦ût ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ xt à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❢✉t✉r

τ ∈ {0, . . . , T − t} ✿

fτ (xt) =
∑

ck∈C

P (ck|xt)
∑

y∈Y

P (y|ck)
∑

ŷ∈Y

Pt+τ (ŷ|y, ck) C(ŷ|y) + C(t+ τ) ✭❆✳✻✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✻ ❢♦✉r♥✐t ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ sér✐❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱

P (y|ck)✱ P (ck|xt✮ ❡t Pt(ŷ|y, ck) s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

✶✺✾



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❡♥ ❡♥tré❡ xt ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ P (ck|xt)✳

▲✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❛❧♦rs ♣❛r ✿

t∗ = t+ ArgMin
τ∈{0,...,T−t}

fτ (xt)

= t+ τ⋆ ✭❆✳✼✮

❆✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝❡t ❤♦r✐③♦♥ τ∗ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r

s✐ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ✐♥st❛♥t t✱ s✐ τ∗ = 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ s✬❛rrêt❡ ❡t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ xt ❡st ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ht ✿ ŷ = ht(xt)✳

❋♦r❝❡s✱ ❧✐♠✐t❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s q✉✐ ❡ss❛✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣ré❝♦❝❡s ♠❛✐s

q✉✐ ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱

❊❈❖◆❖▼❨✲K ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❊❈❖◆❖▼❨ q✉✐

❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡

❛✉ ❝♦ût ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡

✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥ ❡♥tré❡ xt ✈✐❛ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r

❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❜t❡♥✉s✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♥♦♥ ♠②♦♣❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st✐♠❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❢✉t✉r ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❊❈❖◆❖▼❨✲K ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✿ ✭✐✮ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✭✐✐✮ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡

❡t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ sér✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ✭✐✐✐✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

K à ✜①❡r✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s

♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ ré❣❧és ♦♥t ❞✉ s❡♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉♣❡r✈✐sé ❡st ❛✐❞é ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳ ❉❛♥s ❧❛

s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥✬ét✉❞✐♦♥s ♣❛s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ✭s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✴♥♦♥ s✉♣❡r✲

✶✻✵



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

✈✐sé❡✮ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❊❈❖◆❖▼❨✲γ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ss✐ s✉♣❡r✈✐sé✳

❊❈❖◆❖▼❨✲γ

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧

♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲K✱ ✐✳❡✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦ûts ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❢✉t✉rs

❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st

❞✬❡①♣❧♦✐t❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s sér✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❧❡✉r ❝❧❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✐s✐r

à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t

❧❡s s✉✐t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ t♦✉t❡ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳ P♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ✜①és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡

❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① s❛✐s✐r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡✳

❊❈❖◆❖▼❨✲γ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✶✳ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ét❛ts ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r

❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s✉✐t❡s

♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥tr❛♥t❡ xt✱

✷✳ ▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱

✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥st❛♥t ♦♣t✐♠❛❧

t⋆ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

fτ (xt) =
∑

y,ŷ∈Y

N∑

ℓ=1

P (γt+τ = ℓ|〈γt〉) Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) × C(ŷ|y) + C(t+ τ) ✭❆✳✽✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✽✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ très s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❄❄ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

✶✻✶



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

❋♦r❝❡s✱ ❧✐♠✐t❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲γ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✿

✶✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ h q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s

q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s à ❞é✜♥✐r✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st N ✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ♣rêt

à ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s t❡♠♣♦r❡❧✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❞❡ N ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r

♣ré❢ér❛❜❧❡s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣r♦❞✉✐r❛✐❡♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ♣❛ssé à ❞✐✈❡rs ❞❡❣rés✳

✷✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄❄ ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐❢✲

❢ér❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢✉t✉rs✳

✸✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s Pt+τ (ŷ|y, γt+τ = ℓ) ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞✐❢✲

❢ér❡r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ℓ ✱ ❈❡ q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡ ❞❡

♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛♠é❧✐♦r❡r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡s ♠♦❞✲

è❧❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡♥tr❛♥t❡s✱ ❡t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ t❡♠♣s

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❞✉ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡✉❧s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ t②♣❡

❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

❆✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡✈✐s✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠✲

♣♦r❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡ r❡t❛r❞❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❝♦ût❡✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦ûts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t

❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦ût

❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛✈❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ r❡tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

❡t ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡♥tr❛♥t❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r✐tés ❞❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥tr❛♥t❡s✱ ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ❡st ré❡st✐♠é❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡

✶✻✷



❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❊①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t ✐♥ ❋r❡♥❝❤

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❥♦✉té❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♥♦♥ ♠②♦♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣❡❧é❡

❊❈❖◆❖▼❨✲K ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❛ttr❛②❛♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❛✉ ♣r♦❜✲

❧è♠❡ q✉✐ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❊❈❖◆❖▼❨ ✲ gamma✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐r❡❝t

❡t ✐♥❢♦r♠é ❝❛r ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥❛t✉r❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r

❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t②♣✐q✉❡s ❞❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡

♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ N ✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞érés ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❊❈❖◆❖▼❨ ✲ gamma ❝♦♥tr❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲

K✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞ é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s

❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ré✉ss✐t ❞♦♥❝ à r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❛

♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧❡✉r ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❊❈❖◆❖▼❨ ✲ gamma ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠é❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊❈❖◆❖▼❨✲

K q✉✐ s❡❣♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡✳

✶✻✸





❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❣❣❛r✇❛❧✱ ❈✳❈✳✿ ❉❛t❛ ❙tr❡❛♠s✿ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡

❙②st❡♠s✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ■♥❝✳✱ ❙❡❝❛✉❝✉s✱ ◆❏✱ ❯❙❆ ✭✷✵✵✻✮ ✶✼

❬✷❪ ❆❣❣❛r✇❛❧✱ ❈✳❈✳✿ ❉❛t❛ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫

❍❛❧❧✴❈❘❈✱ ✶st ❡❞♥✳ ✭✷✵✶✹✮ ✶✷

❬✸❪ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❘✳✱ ❋❛❧♦✉ts♦s✱ ❈✳✱ ❙✇❛♠✐✱ ❆✳✿ ❊✣❝✐❡♥t ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❙❡❛r❝❤ ■♥ ❙❡q✉❡♥❝❡

❉❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢

❉❛t❛ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❋❖❉❖✮✳ ♣♣✳ ✻✾✕✽✹ ✭✶✾✾✸✮ ✶✸✱ ✶✺

❬✹❪ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❘✳✱ Ps❛✐❧❛✱ ●✳✱ ❲✐♠♠❡rs✱ ❊✳▲✳✱ ❩❛ït✱ ▼✳✿ ◗✉❡r②✐♥❣ ❙❤❛♣❡s ♦❢ ❍✐st♦r✐❡s✳

■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❉❛t❛ ❇❛s❡s

✭❱▲❉❇ ✬✾✺✮✳ ♣♣✳ ✺✵✷✕✺✶✹ ✭✶✾✾✺✮ ✶✸

❬✺❪ ❆❧❧✐s♦♥✱ P✳❉✳✿ ▼✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✈♦❧✳ ✶✸✻✳ ❙❛❣❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✷✵✵✶✮ ✸✽

❬✻❪ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❍✳✱ P❛rr✐s❤✱ ◆✳✱ ●✉♣t❛✱ ▼✳✿ ❊❛r❧② t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧✐❛✲

❜✐❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡✳ ❙❛♥❞r✐❛ ❘❡♣♦rt ✭✷✵✶✷✮ ✸✾✱ ✺✾

❬✼❪ ❆♥t♦♥✉❝❝✐✱ ❆✳✱ ❙❝❛♥❛❣❛tt❛✱ ▼✳✱ ▼❛✉❛✱ ❉✳❉✳✱ ❞❡ ❈❛♠♣♦s✱ ❈✳P✳✿ ❊❛r❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❜② ❤✐❞❞❡♥ ♠❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

✇♦r❦s❤♦♣ ❤❡❧❞ ❛t ◆■P❙ ✭✷✵✶✺✮ ✻✸

❬✽❪ ❆ÿ❢❛❧❣✱ ❏✳✱ ❑r✐❡❣❡❧✱ ❍✳P✳✱ ❑rö❣❡r✱ P✳✱ ❑✉♥❛t❤✱ P✳✱ Pr②❛❦❤✐♥✱ ❆✳✱ ❘❡♥③✱ ▼✳✿ ❙✐♠✐❧❛r✐t②

❙❡❛r❝❤ ♦♥ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❇❛s❡❞ ♦♥ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ◗✉❡r✐❡s✱ ♣♣✳ ✷✼✻✕✷✾✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥

❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✭✷✵✵✻✮ ✶✺

❬✾❪ ❇❛❜❝♦❝❦✱ ❇✳✱ ❇❛❜✉✱ ❙✳✱ ❉❛t❛r✱ ▼✳✱ ▼♦t✇❛♥✐✱ ❘✳✱ ❲✐❞♦♠✱ ❏✳✿ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐ss✉❡s

✐♥ ❞❛t❛ str❡❛♠ s②st❡♠s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ❆❈▼ ❙■●▼❖❉✲❙■●❆❈❚✲

❙■●❆❘❚ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❉❛t❛❜❛s❡ ❙②st❡♠s✱ P❖❉❙ ✵✷✳ ♣♣✳ ✶✕✶✻ ✭✷✵✵✷✮

✶✼
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❬✶✵❪ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❘✳✱ ❑❛❧❛❜❛✱ ❘✳✿ ❖♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❘❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ✹✱ ✶✕✾ ✭✶✾✺✾✮ ✶✺

❬✶✶❪ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❘✳❊✳✱ ❉r❡②❢✉s✱ ❙✳❊✳✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ Pr✐♥❝❡t♦✇♥ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✶✾✻✷✮ ✼

❬✶✷❪ ❇❡r❣❡r✱ ❏✳❖✳✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✫

❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛ ✭✶✾✽✺✮ ✻✾

❬✶✸❪ ❇❡r♥❛✐❧❧❡✱ ▲✳✱ ❚❡✐①❡✐r❛✱ ❘✳✱ ❆❦♦❞❦❡♥♦✉✱ ■✳✱ ❙♦✉❧❡✱ ❆✳✱ ❙❛❧❛♠❛t✐❛♥✱ ❑✳✿ ❚r❛✣❝ ❝❧❛s✲

s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢②✳ ❙■●❈❖▼▼ ❈♦♠♣✉t✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❘❡✈✳ ✸✻✭✷✮✱ ✷✸✕✷✻ ✭❆♣r ✷✵✵✻✮

✺✹✱ ✻✹

❬✶✹❪ ❇❡r♥❞t✱ ❉✳✱ ❈❧✐✛♦r❞✱ ❏✳✿ ❯s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ t✐♠❡ ✇❛r♣✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

■♥ ❆❆❆■✲✾✹ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✷✱ ✸✺✾✕✸✼✵ ✭✶✾✾✹✮ ✶✺✱

✹✷

❬✶✺❪ ❇❧♦❝❦✱ ❍✳✿ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✿ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ▼♦❞❡r♥
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