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Résumé : Écoulements, imbibition et

fragmentation de phase dans les milieux poreux

Les milieux poreux sont omniprésents dans le quotidien des hommes du 21ème siècle

que ce soit par hasard ou par nécessité. Certains permettent le transport d’une ou

plusieurs phases fluides immiscibles, une situation à la fois courante et critique dans de

nombreuses applications industrielles. Le transport d’une phase mouillante, l’imbibition,

a été largement étudiée mais un certain nombre de problèmes restent ouverts. Dans cette

thèse, nous nous sommes concentrés sur trois d’entre eux. La fragmentation de phase

induite par la gravité dans une jonction asymétrique a été étudiée. La dynamique et un

critère d’apparition ont été prédits analytiquement puis confirmés expérimentalement.

Ensuite, l’évolution de l’épaisseur d’un front d’imbibition dans un réseau de capillaires

a été simulée numériquement. Les résultats ont permis de lever une controverse de la

littérature. Enfin, l’imbibition dans un milieu constitué de lames flexibles déformables a

été explorée numériquement et expérimentalement. Il a été montré que la déformabilité

des lames induit leur coalescence et agit sur la dynamique de l’imbibition.

Abstract : Flow, imbibition and phase

fragmentation in porous media

Porous media are ubiquitous in today’s society due to chance or necessity. Some of them

allow the transportation of one or several immiscible fluid phases simultaneously. This

property is both usual and critical in many industrial processes. The transport of a

wetting phase, imbibition, has been widely studied but lots of issues remain opened. In

this manuscript, three of them are addressed. Gravity induced phase fragmentation has

been studied in an asymmetric pore junction. Fragmentation criterion and dynamic are

predicted analytically and confirmed experimentally. Then, the broadening of an imbi-

bition front in a capillary network has been investigated numerically. Results resolved

a controversy in the literature. Finally, imbibition in a medium made of flexible sheets

has been studied both numerically and experimentally. It showed that sheets flexibility

induces their clustering and influences the imbibition dynamic.
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en a une, c’est Marie-Charlotte Renoult, qui a su me donner de nombreux conseils,

professionnels comme personnels, pas toujours agréables à entendre mais invariablement
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I.3 Capillarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Épaisseur du front . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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IV.2.2 Modélisation du système réduit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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IV.4.3.4 Régime avec forte déformation (III) . . . . . . . . . . . . 195

IV.4.3.5 Comparaison numérique expérimental . . . . . . . . . . . 196

IV.4.3.6 Limites de la comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

IV.4.4 Conclusion sur les résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . 198

IV.5 Résultats sur le système complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

IV.5.1 Modélisation du système complet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

IV.5.2 Simulation numérique du système complet . . . . . . . . . . . . . . 201

IV.5.3 Grandeurs étudiées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

IV.5.3.1 Durée de l’imbibition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
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∆a : Opérateur Laplacien ou différence appliqué à a
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Introduction générale

Les milieux poreux sont omniprésents dans notre quotidien et l’étaient déjà dans celui de

nos ancêtres. La quasi-totalité des matériaux industriels et naturels le sont : l’ensemble

des textiles, le papier, le bois, les roches, les céramiques, les sables, les hydrogels, les

os, les poumons et même la membrane plasmique de nos cellules. Cette liste est bien

évidemment loin d’être exhaustive. S’ils sont aussi courants c’est pour deux raisons :

premièrement, il est très difficile de réaliser un matériau sans porosité et secondement,

les milieux poreux possèdent des propriétés particulières. Ils permettent par exemple de

filtrer, stocker ou encore d’isoler thermiquement ou phonétiquement, soit un ensemble

de propriétés intéressantes dont la nature et l’industrie ont su tirer parti.

Certains milieux poreux permettent le transport d’une ou plusieurs phases immiscibles

au travers d’eux. Cette capacité est critique dans nombre d’applications : dans l’ex-

ploitation pétrolière, elle permet l’extraction des hydrocarbures et dans les matériaux

composites, elle permet l’imprégnation du réseau de fibres. Si les écoulements dipha-

siques dans les milieux poreux sont étudiés depuis plus d’un siècle, nombre de questions

restent ouvertes. Dans le cadre de cette thèse, nous avons tenté de répondre à certaines

de ces questions.

Le manuscrit se divise en quatre chapitres. Le premier tâchera d’introduire les no-

tions utiles à la compréhension des sujets traités. Il devrait notamment permettre à un

néophyte d’acquérir les notions incontournables relatives aux écoulements diphasiques

dans les milieux poreux.

Le second chapitre traite de la fragmentation de phase induite par la gravité dans un

milieu poreux représenté par une jonction de capillaires asymétrique. Il est montré analy-

tiquement que la fragmentation se produit sous réserve qu’un certain critère, dépendant

des nombres adimensionnés qui caractérisent l’écoulement, soit respecté. Les caractérist-

iques de la dynamique de l’écoulement sont également prédites. Le critère et la dyna-

mique de la fragmentation sont ensuite confirmés expérimentalement.

1
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Le troisième chapitre traite de l’évolution de l’épaisseur du front lors d’une imbibition.

Nous montrons qu’un modèle issu de la littérature et qui s’appuie sur la théorie de la per-

colation s’applique dans des conditions non-prédites originellement. Nous vérifions cette

hypothèse grâce à la modélisation numérique de l’imbibition de réseaux de capillaires et

confirmons ce résultat sur des cas bi et tri-dimensionnels.

Enfin, le quatrième chapitre traite de l’imbibition d’un milieu poreux déformable idéalisé

constitué de lames flexibles parallèles irrégulièrement espacées. L’étude est principale-

ment numérique. Nous nous concentrons d’abord sur un système réduit et étudions

l’impact de différents paramètres sur l’imbibition. Nous réalisons ensuite une vérification

expérimentale sur un des cas d’étude, puis nous comparons les observations faites sur des

systèmes réduits à celles réalisées sur des systèmes plus complets. Nous montrons, entre

autres, que la flexibilité des membranes induit leur coalescence et pénalise l’imbibition.



Chapitre I

Introduction aux écoulements

diphasiques dans les milieux

poreux

I.1 Introduction

L’étude des écoulements diphasiques dans les milieux poreux fait appel à de nombreuses

notions relatives à la fois aux phases fluides, au milieu poreux et aux interfaces qui les

séparent. Dans ce chapitre elles sont introduites successivement, ainsi nous commen-

cerons par les milieux poreux puis la capillarité, traités séparément l’un de l’autre. À

partir de ceux-ci, les notions clefs du mouillage statique sont présentées puis transposés

aux milieux poreux. On introduira ensuite le mouillage dynamique puis l’imbibition d’un

capillaire. Enfin, quelques exemples de modélisation d’écoulements seront présentés.

I.2 Milieux poreux

I.2.1 Les pores

Les pores désignent les espaces vides 1 qui se situent dans un matériau solide. Ceux-ci

peuvent exister à l’échelle atomique comme à l’échelle macroscopique et posséder toutes

sortes de formes. L’existence de pores dans un milieu est caractérisée par la porosité φ :

φ =

∑
i Vi
VT

(I.1)

1. Comprendre non remplis par la matière du milieu solide dans lequel ils se situent

3
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Soit la somme des volume des pores Vi divisée par le volume total VT qui comprend

la matière et les pores du système considéré. Cette définition implique que les contours

du milieu doivent être définis précisément. D’après sa définition, φ est positive ou nulle

et strictement inférieure à 1. Il existe des milieux de toute porosité φ intermédiaire, les

assemblages de fibres courtes employés pour le filtrage peuvent posséder une porosité

proche de 1 tandis que certains milieux naturels possèdent des porosités proches de 0

[Thovert et al., 2001].

Figure I.1: Représentation des pores et de leurs limites spatiales. Les particules solides
sont en gris et les délimitations entre les pores en rouges

Les pores peuvent exister de manière isolée ou être connectés à d’autres pores et former

un réseau. Dans ce dernier cas, une définition plus précise du terme pore s’impose. On

désigne par pore un espace vide délimité soit par de la matière soit par des constrictions

[Dullien, 1992]. Un exemple d’application de cette définition est présenté sur la figure

I.1.

On peut associer nombre de propriétés à chacun de ces pores, dont, une taille de

pore r et un nombre de coordination des pores λ. Un pore possède une structure tri-

dimensionnelle, nombre de définitions peuvent donc être employées pour caractériser sa

taille r, la définition que nous conserverons est celle du rayon hydraulique du pore :

ri = ri,h =
Vi
Ai

(I.2)

Soit le ratio du volume Vi du pore i sur l’aire Ai du milieu solide qui le délimite. Le

nombre de coordination λi du pore i est défini comme le nombre de pores connectés au

pore i. Sa moyenne λ est le nombre de coordination moyen du réseau.



Introduction aux écoulements diphasiques dans les milieux poreux 5

N(r)

r

Figure I.2: Exemple de distributions de pores (en blanc) dont certains sont
déconnectés du réseau principal (gauche). Distribution des tailles de pores monomo-

dale mesurée par le porosimètre à mercure (droite)

A partir des définitions données plus haut, il est possible de dénombrer les pores et

de leur associer une taille caractéristique, il est donc possible de définir la distribution

statistique N des tailles de pores r. Un exemple de loi de distribution est représenté sur la

figure I.2. Expérimentalement, la mesure dépend de la méthode employée. Les méthodes

les plus fiables pour déterminer cette distribution sont les méthodes d’analyse d’image ou

de topographique. Les méthodes indirectes (porosimétrie à mercure, conductivité, etc.)

interagissent avec le réseau de pores et sont sensibles aux délimitations entre les pores

plus qu’aux pores eux mêmes. Une illustration de cette limite est présentée sur la figure

I.2. Sur celle-ci on observe des pores de petites tailles qui n’appartiennent pas au réseau

de pore principal, l’analyse indirecte du réseau ne donnera donc aucune information

sur cette fraction des pores 2 puisqu’elle n’appartient pas au réseau principal. Il existe

une infinité de types de distributions de tailles de pores, trois exemples sont discutés

ci-après. La distribution monomodale est représentée sur la figure I.2 elle correspond

par exemple à un entassement de grains de tailles similaires. Une distribution bimodale

sur la figure I.3, elle correspond, par exemple, à un arrangement de fibres textiles, l’une

des tailles caractéristiques étant la distance entre les fibres et l’autre la distance entre

les paquets de fibres. Enfin, une distribution amodale est présentée sur la figure I.3, elle

peut correspondre à un milieu dont la structure est fractale. Chacune de ces distributions

peut correspondre à de très nombreuses configurations spatiales, comme cela est illustré,

dans un cas bimodale sur la figure I.4.

2. cette limite n’est pas la seule à ce type d’analyse
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N(r)

r

N(r)

r

Figure I.3: Exemple de distributions statistiques des tailles de pores. Bimodale
(gauche) et amodale (droite)

La connaissance de la distribution des tailles de pores d’un milieu poreux donc est insuf-

fisante pour représenter celui-ci et prédire ses propriétés, la représentation du milieu de-

mande également de caractériser l’organisation spatiale des pores. Les propriétés du mi-

lieu ne sont clairement définies que lorsque le milieu est homogène. On parlera par la suite

de milieux poreux homogènes lorsque les portions considérées seront statistiquement in-

différenciables du milieu dans son ensemble 3. Pour que cette propriété soit vérifiée il faut

considérer une portion du milieu suffisamment grande pour que la dimension de la por-

tion soit supérieure à une longueur lh. La notion d’homogénéité et d’hétérogénéité dépend

donc de l’échelle d’étude. Les milieux poreux sont quasi-systématiquement hétérogènes

à l’échelle de quelques pores. Cette propriété est un corollaire de leur nature dispersée.

Ils peuvent même être hétérogènes à des échelles larges, ce qui interdit de les considérer

comme homogènes et rend leur caractérisation complexes.

I.2.2 Saturation

Lorsqu’une phase fluide est introduite dans un milieu poreux, elle occupe une certaine

fraction du volume disponible. La saturation désigne la fraction du volume total des

pores occupée par celle-ci :

Sj =

∑
i Vi,j
φVT

(I.3)

Avec Sj , la saturation de la phase j et Vi,j le volume occupé par la phase j dans le pore

i. La saturation peut également être définie localement et non globalement, elle est alors

3. Cette condition est nécessaire mais pas suffisante, l’arrangement spatiale devrait également être
identique au milieu dans son ensemble.
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Figure I.4: Exemple de tranches de milieux poreux (les pores sont en blanc). La
distribution des tailles de pores est identique sur les deux images

définie à une échelle supérieure à la longueur lh mais suffisamment petite par rapport à

la taille du système pour qu’elle soit locale.

I.2.3 Perméabilité

On peut diviser les milieux poreux en deux grandes catégories, les milieux dont les pores

forment au moins un réseau connexe de la taille du milieu considéré, on parlera alors de

réseau percolant, et les autres. Les milieux poreux qui possèdent au moins un réseau de

pores percolant possèdent également des propriétés de conductivité propres à l’existence

de celui-ci, notamment la perméabilité K.

Considérons une phase liquide incompressible et newtonienne qui remplit l’espace des

pores (S = 1), l’équation de Navier-Stokes peut être appliquée :

ρ
∂~v

∂t
+ ρ(~v.~∇)~v = µ∇2~v − ~∇P + ~fv (I.4)

Avec ρ, la masse volumique du fluide, t le temps, ~v la vitesse, µ la viscosité dynamique,

P la pression et ~fv les forces volumiques. Cette équation peut être simplifiée lorsque les

termes inertiels de celle-ci sont faibles devant les termes visqueux. Le ratio de l’amplitude

des termes est contenu dans le nombre de Reynolds, Re :
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Re =
ρvL

µ
(I.5)

Avec, v une vitesse caractéristique et L une dimension caractéristique du problème. Trois

principaux domaines sont à distinguer. Lorsque le nombre de Reynolds est grand, Re >

2000 l’inertie domine l’écoulement et celui-ci est turbulent. Lorsqu’il est intermédiaire,

1 < Re < 2000 l’écoulement résulte de l’action conjointe des effets visqueux et inertiels,

il est généralement laminaire mais l’inertie impacte toujours l’écoulement. Lorsqu’il est

faible, Re ≪ 1, c’est le régime de Stokes, l’écoulement est laminaire, stationnaire et les

effets inertiels sont négligeables devant les effets visqueux, l’équation de Navier-Stokes

peut alors se résumer à l’équation de Stokes :

~0 = µ∇2~v − ~∇P + ~fv (I.6)

Cette équation possède quelques propriétés remarquables. Les solutions de l’équation

sont uniques (pas d’hystérèse), superposables et minimisent la dissipation visqueuse.

Patm+ P Patm

(Ai)
(Ao)

(Al)

(AS)

(L)

(L)

Figure I.5: Illustration du système soumis à une différence de pression ∆P

Dans les milieux poreux, les tailles caractéristiques, c’est-à-dire la taille des pores r, sont

souvent assez faibles, si bien que le nombre de Reynolds l’est également. L’écoulement

se produit donc généralement dans le régime de Stokes et peut être décrit sans effets

inertiels. Cependant, le nombre de Reynolds ne doit plus être comparer aux valeurs de 1
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et 2000 dans les milieux poreux mais à des valeurs dépendantes du milieu étudié [Dullien,

1992], de plus les transitions sont graduelles et non brusques.

Considérons maintenant la situation décrite sur la figure I.5. Un milieu poreux est soumis

à une différence de pression ∆P en l’absence de force volumique, ~fv = ~0. La pression

est homogène et constante aux deux extrémités du milieu. Les équations qui décrivent

le problème sont :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ∇2~v − ~∇P = ~0, ~x ∈ (L)

~∇.~v = 0 ~x ∈ (L)

~v = 0 ~x ∈ (AS)

~v = 0 ~x ∈ (Al)

P = Patm ~x ∈ (Ao)

P = Patm + ∆P ~x ∈ (Ai)

(I.7)

Avec (L), le milieu occupé par le fluide dans le milieu poreux, (AS) l’interface avec le

milieu solide, Patm la pression sur la face (Ao), Patm + ∆P la pression sur la face, (Ai)

et enfin, (Al) les faces latérales. Le liquide étant incompressible, la pression est définie

à une constante près, on pose arbitrairement Patm = 0. On définit le débit dans une

section (A) du système par la relation :

Q =

∫

(A)
~v.d ~A (I.8)

Notons la solution au problème I.7 décrit ci-dessus, (~v∗, P ∗). Considérons la solution

multipliée par un réel a, (a~v∗, aP ∗), ce couple est solution du même problème pour

une différence de pression, a∆P mais correspond à un débit : aQ. Le débit est donc

proportionnel à la différence de pression :

Q ∝ ∆P (I.9)

Considérons maintenant le couple, (a~v∗, P ∗). Il est solution du problème I.7 pour une

viscosité µ/a. Le débit est donc multiplié par a lorsque la viscosité est divisée par a :

Q ∝ ∆P

µ
(I.10)

Ce résultat est très général. Par la suite nous allons considérer une portion du milieu

poreux à une échelle où il est homogène. En considérant a systèmes en parallèle le débit
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sera le même dans chacun des systèmes et sera donc proportionnel à la surface sur

laquelle le calcul sera effectué 4. On déduit donc :

Q ∝ A
∆P

µ
(I.11)

Considérons maintenant a systèmes en série et supposons que leur raccordement n’affecte

pas les conditions limites latérales. Le débit est le même dans chacun par conservation

du volume et la variation de pression est la même dans chacun par symétrie (∆P/a).

Q ∝ A
∆P

aµ
(I.12)

a est proportionnel à la longueur totale des systèmes disposés en parallèle. On peut donc

regrouper la fraction ∆P/a sous la forme du gradient de pression. On distingue alors la

pression locale P de la pression 〈P 〉 moyenne.

Q ∝ A

µ

∂〈P 〉
∂x

(I.13)

Enfin, on peut calculer le débit par unité de surface q :

q =
Q

A
∝ 1

µ

∂〈P 〉
∂x

(I.14)

Le coefficient de proportionnalité de la relation ci-dessus est la perméabilité K (au

signe près) du milieu, elle s’exprime en m2. D’après le raisonnement qui précède, elle

possède un sens qui n’est, ni microscopique (à l’échelle des pores), ni macroscopique,

mais mésoscopique. Cependant, ce paramètre est fréquemment assimilé à une taille ca-

ractéristique de pore au carré 5. Cette équation se généralise dans les milieux isotropes

en dimension supérieure à 1 :

~ql = −K
µ
~∇〈P 〉 (I.15)

Avec ~ql, le débit local et ~∇ le gradient. Elle est généralement évoquée sous l’appellation :

équation de Darcy [1856]. Le paramètre K n’est pas nécessairement un scalaire, dans les

milieux anisotropes il prend la forme d’une matrice réelle symétrique.

4. Notez que cette propriété n’a de sens que pour un système considéré à une échelle supérieure à
celle de la portion considérée. Il n’est pas valable dans ce système élémentaire.

5. Ce qui est rarement judicieux
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Figure I.6: Illustration de milieux poreux de distribution de taille de pores et de
porosité identiques mais dont les perméabilités sont différentes

Plusieurs remarques sont nécessaires sur cette équation. Premièrement, la relation de

Navier-Stokes demande de considérer un élément de volume petit devant la taille des

pores mais grand devant celle des particules du fluide. En pratique, la perméabilité reste

une propriété pertinente jusqu’à des échelles relativement faibles de l’ordre de quelques

nanomètres [Gruener et al., 2009].

Deuxièmement, les relations de proportionnalité qui nous ont amenées à la relation de

Darcy sont exactes pour des transformations exactes. En pratique, les milieux poreux

sont irréguliers et possèdent, du fait de leur nature aléatoire des propriétés uniques,

ou du moins non-équivalentes selon l’organisation précise du milieu et ce, malgré de

mêmes distributions statistiques et une même organisation dans l’espace [Bodaghi et al.,

2016]. Cette sensibilité est problématique car elle prédit un manque de répétabilité

expérimentale.

Troisièmement, si on considère maintenant des milieux poreux de natures différentes mais

de distributions de tailles de pores tout à fait semblables. Ceux-ci peuvent posséder des

perméabilités proches comme très différentes. Nombre de paramètres peuvent intervenir,

notamment l’organisation spatiale, qui joue un rôle déterminant. Sur la figure I.6 trois

exemples de milieux (caricaturés) de même distribution mais de perméabilité différentes

sont représentées. L’existence de constrictions sur la figure centrale implique une baisse

de la perméabilité et celle de la tortuosité des pores, illustrée sur la figure de droite,

implique également une baisse de la perméabilité par rapport au cas présenté sur la

figure de gauche.

Enfin, les nombres adimensionnés comme le nombre de Reynolds peuvent être trompeurs,

la vitesse déduite du débit ~ql de l’écoulement ne correspond pas à la vitesse réelle de
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l’écoulement physique ~v à l’échelle des pores mais à une moyenne de celle-ci, localement

la vitesse peut donc être beaucoup plus (ou moins) élevée. Un nombre de Reynolds petit

devant 1 n’assure donc pas un écoulement de Stokes (condition nécessaire à l’application

de l’équation de Darcy) dans tout le milieu.

Des modèles analytiques existent ([Carman, 1937], [Childs et Collis-George, 1950], [Dul-

lien, 1992], [Cai et al., 2014]), ils sont cependant fortement dépendant des hypothèses

relatives à leur cadre spécifique d’application. Le recours à la simulation numérique est

bien souvent employé pour la déterminer, ou pour évaluer leur variabilité statistique

[Bodaghi et al., 2016]. Les données expérimentales sont donc bien souvent nécessaires

pour caractériser la perméabilité d’un milieu avec certitude.

I.3 Capillarité

Dans les milieux poreux la dimension caractéristique des pores est généralement assez

faible, r < 1mm. A ces échelles, la pesanteur n’est plus responsable de la forme de

l’interface entre deux phases fluides immiscibles, c’est la capillarité qui s’en charge.

Dans cette partie, nous allons montrer que les effets capillaires sont une conséquence de

la nature cohésive des liquides, puis nous présenterons la notion de tension de surface et

enfin celle d’énergie de surface.

I.3.1 Modèle mécanique de la capillarité

Les liquides possèdent une nature cohésive, ce constat est difficile à notre échelle mais

il est évident à des échelles inférieures. Les insectes n’interagissent pas avec les liquides

comme nous le faisons, une fourmi peut se déplacer avec un réservoir d’eau de sa taille

sous forme de goutte et un gerris peut marcher sur l’eau. En l’absence de cohésion

comment expliquer l’existence d’une goutte de pluie, son apparition n’est pas justifiée

et elle devrait se fragmenter indéfiniment sous l’effet des frottements de l’air lors de

sa chute ! Ce constat a été établi assez tôt dans l’histoire des sciences et son lien avec

l’existence d’une tension de surface a rapidement été suspecté [Bikerman, 1978]. C’est

Laplace [1806] qui a apporté la première théorie cohérente de la capillarité en 1806. Dans

son manuscrit, il suppose l’existence d’une force attractive agissant à courte portée et

montre qu’elle permet d’expliquer les observations réalisées à l’époque. On peut résumer

son modèle de la manière suivante :
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(L) (V)

Figure I.7: Représentation du dispositif de mesure de la pression dans la phase liquide.
La délimitation en noir fin représente l’interface, liquide-air et la délimitation en noir

épais, le dispositif de mesure

Considérons un liquide déposé sur un dispositif de mesure de pression tel que représenté

sur la figure I.7. Pour simplifier, nous allons supposer que le liquide et le solide n’inter-

agissent pas ensemble 6.

Considérons tout d’abord une interface plane entre une phase gaz à la pression Patm et

une phase liquide. Le système est supposé à l’équilibre. En utilisant l’équation d’équilibre

hydrostatique en l’absence de forces volumiques extérieures et en supposant qu’il est

légitime de considérer que le système se comporte comme un liquide à l’échelle de la

portée des interactions attractives 7, on peut écrire :

− ~∇P + ~fv = ~0 (I.16)

En définissant la force ~fv tel que résultant d’un potentiel Φ, on transforme l’équation

précédente pour obtenir :

− ~∇(P + Φ) = ~0 (I.17)

Ce potentiel est à valeurs négatives et s’annule en l’absence d’interactions ou au-delà

d’une distance lΦ. Le théorème du gradient nous permet de reformuler l’équation ci-

dessus sous la forme suivante :

∫

(Ω)

~∇(P + Φ)dΩ =

∫

(∂Ω)
(P + Φ)d ~∂Ω = ~0 (I.18)

Sous cette dernière forme, nous allons considérer les forces subies par les systèmes

représentés sur la figure I.8. On supposera que les particules dans la phase gaz sont

6. Cette hypothèse n’est pas crédible mais elle permet de simplifier le problème, le résultat reste juste
si elle n’est pas adoptée

7. Ce qui n’est pas du tout évident.
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très diluées, si bien que le potentiel d’interaction entre deux petits volumes de matière

des phases liquide et gaz est négligeable. La pression P est connue au niveau de l’in-

terface libre, elle correspond à la pression atmosphérique Patm. Lorsque l’interface est

plane, les particules en surface subissent la moitié des interactions que subissent les par-

ticules dans le corps du liquide, le terme attractif correspondant sera noté : Φ1/2. Au

niveau des extrémités inférieures et supérieures du système, le potentiel d’attraction Φ

est donc de Φ = Φ1/2. Ce qui impose :

Patm + Φ1/2 = Pp + Φ1/2 (I.19)

Avec Pp, la pression mesurée par le piston. Il découle de l’équation ci-dessus que la

pression mesurée par le dispositif correspond à la pression atmosphérique Patm.

(L) (L) (L)

(L) (L) (L)

(V) (V) (V)

(V) (V) (V)

lΦ lΦ lΦ

Figure I.8: Représentation des systèmes considérés (partie inférieure de l’image)
délimités en rouge vif. Les interactions avec les particules dans le voisinage sont

représentées dans la partie supérieure

Considérons maintenant la situation où l’interface est convexe, cette situation est représen-

tée sur la figure I.8 (centre). Au niveau de l’interface, certaines interactions manquent, le

potentiel Φ est donc supérieur 8 en surface d’une quantité −Φc(κ) fonction de la courbure

κ de celle-ci. L’équation d’équilibre prend alors la forme :

Patm + Φ1/2 − Φc(κ) = Pp + Φ1/2 (I.20)

8. Puisque le potentiel est négatif.
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On déduit donc de l’équation ci-dessus que la pression mesurée par le piston est supérieure

à la pression atmosphérique, d’une quantité −Φc(κ).

Considérons enfin la situation ou l’interface est concave, ce cas est représenté sur la figure

I.8 (droite). Au niveau de l’interface, il existe des interactions en excès par rapport à la

situation plane. Le potentiel Φ est donc inférieur d’une quantité fonction de la courbure.

Patm + Φ1/2 + Φc(κ) = Pp + Φ1/2 (I.21)

L’équation d’équilibre implique alors que la pression dans le corps du liquide doit être

plus faible d’une quantité Φc(κ).

La variation de la pression observée est donc la conséquence directe de la nature at-

tractive des interactions qui agissent sur un certain volume à une distance limitée du

morceau de matière considéré. Tant que la courbure est faible par rapport à la portée

des interactions 9, la fonction Φc(κ) peut être approximée par un développement limité

à l’ordre 1.

Φc(κ) ≈ Φc(0) + κ
dΦc

dκ
(I.22)

D’après la définition de Φc, il s’annule lorsque la courbure est nulle. En définissant la

tension de surface γ par rapport à la variation du potentiel :

γ = −dΦc

dκ
(I.23)

On peut écrire que la pression dans le liquide varie en fonction de la courbure :

P − Patm = −κγ (I.24)

Cette différence de pression est désignée par l’appellation loi de Laplace [1806]. En 3

dimensions, la courbure n’est plus unique, l’expression de la pression de Laplace prend

alors la forme :

∆P = −γ(κ1 + κ2) (I.25)

avec κ1 et κ2 les courbures propres de l’interface.

9. De l’ordre de quelques nm.
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Ce modèle a permis d’expliquer beaucoup de phénomènes capillaires connus à l’époque,

comme cela peut être compris à la lecture du manuscrit historique de Laplace [1806].

Cette description de la capillarité est strictement mécanique et n’était plus pertinente

dès l’apparition de la thermodynamique au milieu du XIXème siècle mais elle suffisante

dans le cadre de ce document.

En pratique, les interactions attractives sont de natures variables selon le liquide étudié.

elles peuvent correspondre aux forces de Van der Waals, aux liaisons métalliques, aux

liaisons H., etc. Plus les interactions sont fortes et portent loin plus la tension de surface

est élevée. L’ordre de grandeur typique de la distance sur laquelle les interactions agissent

est de quelques nm maximum, ce qui donne un ordre d’idée de la robustesse de l’équation

de Laplace.

Le lecteur intéressé pourra accéder à un traitement plus conséquent et historique du

problème dans Rowlinson et Widom [2002] et à une description récente dans Marchand

[2011]. Le raisonnement proposé dans cette partie est notamment inspirée de ces deux

sources.

I.3.2 La tension de surface

Ce n’est généralement pas sous la forme de la variation d’un potentiel d’interaction mais

plutôt sous celle d’une force linéique ou d’une tension de surface que la capillarité est

présentée. Lorsqu’un liquide est au contact d’une autre phase, l’interface qui les sépare est

dans un état de tension mécanique. Cette situation est assez similaire à ce qui se produit

lorsqu’on gonfle un ballon de baudruche, la pression est plus élevée dans la partie convexe

(conformément à la modélisation réalisée dans la partie ci-dessus) et les parois du ballon

sont en tension. Si on considère une portion de la paroi une force linéique agit dans le plan

tangent perpendiculairement aux contours de la portion. Cette analogie est cependant

trompeuse, un ballon de baudruche ne prend pas une forme sphérique mais une forme

de poire et cette différence est fondamentale entre les liquides et les solides. La tension

dans le cas du ballon dépend de l’état de déformation de ses parois, alors que la tension

dans l’interface liquide est indépendante de celui-ci 10. Cette interprétation de la tension

de surface comme un état de tension mécanique de l’interface est expérimentalement

vérifiée et est à la base de différentes méthodes de mesure ([Wilhelmy, 1863], [du Noüy,

1925], etc.) de celle-ci.

10. Et où la notion de déformation est beaucoup plus flou.
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I.3.3 Description thermodynamique de la capillarité

Les effets capillaires peuvent également être observés sous l’angle de la thermodynamique

(là encore, Rowlinson et Widom [2002] offrent une description poussée de la thermodyna-

mique des interfaces). Dans un système fermé au contact d’un thermostat et en équilibre

avec celui-ci on considère un liquide incompressible (L) dans une atmosphère (V ) tous

deux séparés par la surface (A). Conformément à la description de l’interface dans la

partie I.3.1 on supposera l’interface infiniment fine, elle correspond donc exactement à

la surface (A). La variation de l’énergie libre du système s’écrit :

dF = −SEdT − PdV + γdA+
∑

i

µini (I.26)

Avec SE , l’entropie du système, T la température, V le volume du système et A l’aire

de l’interface, ni les composantes du vecteur des quantités de matière et µi celles du

vecteur des potentiels chimiques. Et où le terme additionnel γ correspond désormais à

l’énergie libre par unité de surface. On peut écrire γ :

γ =
∂F

∂A
|V,T,ni

(I.27)

Il est important de comprendre que cette définition est relative à des transformations

exécutées de manière isotherme, isochore et pour un système fermé. Elle peut aussi

bien être définie par rapport aux autres potentiels thermodynamiques en considérant les

transformations relatives à ceux-ci.

La description ci-dessus ne permet pas, a priori, de déduire que l’interface adopte une

forme dont la somme des courbures est constante à l’équilibre, alors que ce résultat

découle directement de la loi de Laplace vue précédemment. Nous allons montrer ci-

dessous que cette implication existe 11.

Le système considéré est représenté sur la figure I.9. Supposons qu’il existe un champ de

déplacement en tout point normal à l’interface ǫ et orienté positivement vers l’extérieur

de (L). On considérera quatre points (B,C,D,E) de l’interface définis sur la figure

et leur transformation après application du champ de déplacement. Localement et en

utilisant les notations du schéma le vecteur normal à l’interface s’écrit :

11. Raisonnement inspiré de Bouasse [1924]
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Figure I.9: Représentation de l’interface courbe entre les deux phases et de sa trans-
formation

~dA = dA




sin(dθ1)

sin(dθ2)

cos(dθ1) cos(dθ2)


 (I.28)

En considérant des points proches de celui considéré par rapport au plus petit rayon de

courbure, on peut approximer le vecteur normal à l’ordre 1 sous la forme :

~dA ≈ dA




dθ1

dθ2

1


 (I.29)

A l’échelle du système, les variations du champ de déplacement sont supposées faibles

ainsi que la variation du rayon de courbure. La position d’un point X, du segment BE,

est identifiée par la variable a qui après transformation s’écrit :

~XX ′ = ǫ




adθ1

dθ2

1


 (I.30)
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Le nouveau segment B′E′ est donc également un arc de cercle, de rayon R1 + ǫ. La

longueur dl1 de la portion courbe BE possède la longueur :

dl1 = R1dθ1 (I.31)

Et après transformation, elle possède donc la longueur :

dl′1 = (R1 + ǫ)dθ1 (I.32)

Les mêmes arguments, appliqués au segment BC, permettent de montrer que :

dl′2 = (R2 + ǫ)dθ2 (I.33)

L’aire de la section après transformation s’écrit donc :

dA′ ≈ dl′1dl
′

2 = (R1 + ǫ)(R2 + ǫ)dθ1dθ2 (I.34)

Soit en l’approximant à l’ordre 1 :

dA′ ≈ (R1R2 + (R1 +R2)ǫ)dθ1dθ2 (I.35)

Qui permet d’écrire :

dA′ − dA ≈
(

1

R1
+

1

R2

)
ǫdA (I.36)

La variation de l’air est donc proportionnelle à la somme de l’inverse des rayons de

courbure locaux. A contrario, la variation du volume est proportionnelle à ǫdA pour ǫ

petit devant chacune des courbures.

En supposant que les deux courbures propres soient définies en chaque point de l’inter-

face, on peut donc écrire que toutes les transformations isochores doivent respecter la

propriété :

∆V =

∫

(A)
ǫdA = 0 (I.37)

La variation d’énergie libre correspondante étant :
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∆F =

∫

(A)
γǫ

(
1

R1
+

1

R2

)
dA (I.38)

Supposons que la somme des courbures du système soit constante en tout point de l’inter-

face, alors, d’après l’équation I.38 toute transformation isochore est une transformation

sans variation de l’énergie libre du système. Nous venons de montrer que si notre système

possède une somme de ces courbures constante alors il est à l’équilibre (∆F = 0).

Nous pouvons également montrer que la réciproque est vraie. Notons C la somme des

courbures en un point de l’interface et C∗ la courbure moyenne :

C∗ =
1

A

∫

(A)
CdA (I.39)

Supposons que ∆F = 0, cela doit être vrai pour tout champ de déplacement ǫ isochore. Il

doit donc l’être également pour le champ de transformation ǫ = b(C −C∗). La variation

d’énergie libre associée s’écrit :

∆F = γ

∫

(A)
b(C − C∗)CdA (I.40)

Une expression qu’on peut réécrire :

∆F = γ

∫

(A)
b
(
(C − C∗)2 + C∗C − C∗2

)
dA (I.41)

Soit, en utilisant la définition de C∗ :

∆F = γ

∫

(A)
b(C − C∗)2dA (I.42)

Puisque b peut être librement choisi, il existe donc forcément une transformation isochore

qui permet de faire varier F si la somme des courbures de l’interface est non constante.

On peut donc écrire que l’interface possède une somme de des courbures constante si

et seulement si elle est à l’équilibre. Le raisonnement présenté ici tient uniquement en

l’absence de forces volumiques.
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I.4 Mouillage statique

I.4.1 Relation d’Young

Lorsqu’un liquide est au contact d’un solide indéformable, la situation change radica-

lement. L’observation de tous les jours est élémentaire, une calotte se forme 12. L’in-

tersection de l’interface liquide avec le solide, nommée ligne de contact, dépend du

couple liquide-solide employé. C’est Young [1805] qui proposa la première modélisation

de l’équilibre qui se manifeste au niveau de la ligne de contact. Son raisonnement s’ap-

puie sur un bilan des forces linéiques qui s’exercent au niveau de la ligne de contact. Ce

raisonnement est controversé. Par conséquent, nous allons présenter dans cette partie

un raisonnement strictement thermodynamique, sans prétendre connâıtre la distribution

des forces au niveau de la ligne de contact.

ε

ε cos(θ) 

(V)

(L)

(S)

θ θ

(ALV)

(ALV')

(S)

(L)

(V)

Figure I.10: Représentation de la ligne triple et de la transformation locale

Nous sommes maintenant en présence de trois types d’interfaces différentes, une interface

liquide-air (ALV ) avec une énergie libre associée γlv, une interface solide-air (ASV ) avec

une énergie libre associée γsv et enfin une interface solide-liquide (ASL) avec une énergie

libre associée γsl. Le substrat solide sur lequel la goutte repose est parfaitement plan 13,

nous définirons donc un champ de petits déplacements ǫ, normaux à l’interface. Ces

déplacements sont continus, sur les bords cela implique notamment un déplacement

de la ligne triple (l), soit une modification de l’énergie libre du système associée aux

interfaces solide-air et solide-liquide. On note ǫl le déplacement de l’interface au niveau

de la ligne de contact, projeté selon la tangente au substrat perpendiculaire à la ligne et

orienté positivement vers l’extérieur. La transformation décrite ci-dessus est représentée

12. Pour de petites gouttes.
13. On pourrait parfaitement se priver de cette hypothèse
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schématiquement sur la figure I.10. Le déplacement normal ǫ de l’interface est lié au

déplacement ǫl par la relation :

ǫ = ǫlsin(θ) (I.43)

Avec θ, l’angle de contact local de l’interface avec le substrat. Le déplacement de l’in-

terface s’accompagne d’une variation de l’énergie libre :

dF = ǫl (γlvcos(θ) + γsl − γsv) dl (I.44)

Avec dl, une portion élémentaire de la ligne de contact. La variation de volume associée

à ce petit déplacement s’écrit :

dV =
ǫ2l
2

(cos(θ)sin(θ)) dl (I.45)

Et qui peut se réécrire :

dV =
ǫ2

2

(
1

tan(θ)

)
dl (I.46)

Cette variation est d’ordre 2 en déplacement, or l’équation de conservation ne sera

vérifiée qu’à l’ordre 1. La contribution du déplacement sur les bords sera donc supposée

négligeable par rapport aux déplacements de l’interface liquide-air. A l’ordre 1 on peut

donc écrire les variations de volume :

∆V =

∫

(A)
ǫdA (I.47)

Et d’énergie libre :

∆F =

∫

(A)
γlvǫ

(
1

R1
+

1

R2

)
dA+

∫

(l)
ǫl(γlvcos(θ) + γsl − γsv)dl (I.48)

Le même argument que celui vu précédemment s’applique au champ ǫ, il ne peut être

nul pour une transformation isochore que si la courbure est constante. Mais cela est

insuffisant pour dire que la goutte est en équilibre car il faut également que la variation

d’énergie libre soit nulle au niveau de la ligne de contact :
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γlvcos(θ) + γsl − γsv = 0 (I.49)

Alors ∆F = 0, l’interface est donc à l’équilibre. L’angle de contact doit donc être

constant, il sera noté, θe par la suite. Supposons maintenant que le système soit à

l’équilibre, ∆F = 0 pour toute transformation isochore. On peut appliquer le même

raisonnement que précédemment à l’interface liquide-air, pour la ligne de contact on

applique une transformation de la forme :

ǫl = b(γlvcos(θ) + γsl − γsv) (I.50)

La variation d’énergie libre ne peut alors être nulle que si l’équation I.49 est vérifiée

partout sur la ligne de contact. Il y a donc équivalence entre une variation élémentaire

de l’énergie libre du système nulle 14 et une somme des courbures constante de l’interface

et la ligne de contact vérifiant l’équation d’Young.

I.4.2 Mouillage partiel et mouillage total

Trois grandes catégories de mouillage sont distinguables. Lorsque l’angle de contact

est nul, θe = 0◦, on parle de mouillage total. Lorsque l’angle de contact est très fort,

θe = 180◦ on parle de non-mouillage. Enfin lorsque l’angle de contact est intermédiaire,

0◦ < θe < 180◦ on parle de mouillage partiel. Ces trois situations découlent de l’équation

d’Young I.49 qui ne possède pas forcement de solution puisque les variations de la fonc-

tion cosinus sont bornées. En pratique la situation non-mouillante n’existe pratiquement

jamais bien que certains systèmes s’en rapprochent. Les deux situations courantes sont

donc le mouillage partiel et le mouillage total.

I.4.3 Rugosité du substrat

Lorsque le substrat est irrégulier localement, la loi d’Young n’est pas vérifiée. Le raison-

nement présenté dans la partie I.2.3 n’est plus valide car le déplacement de l’interface

sur la longueur ǫl génère une surface de contact d’air proportionnelle à ηǫldl avec η la

rugosité du substrat, qui se défini comme le ratio entre la surface réelle et la surface

idéalisée. La relation d’Young prend alors la forme :

γlvcos(θ) + η(γsl − γsv) = 0 (I.51)

14. Qui n’est pas nécessairement l’équilibre thermodynamique mais seulement un équilibre métastable
ou même instable.
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et est nommée, relation de Wenzel [1936]. La notion de rugosité telle qu’employée dans

la relation de Wenzel, I.51, perd cependant tout son sens lorsque les irrégularités ont des

dimensions inférieures ou de l’ordre de la portée des interactions (quelques nm). L’effet

de la rugosité est d’amplifier la tendance mouillante ou non mouillante, si l’angle de

contact est plutôt non mouillant, θe > π/2, un substrat très rugueux augmente l’angle

de contact. A l’inverse, pour un système plutôt mouillant, θe < π/2 la rugosité abaisse

l’angle de contact 15.

I.4.4 Limites de l’équation d’Young

Malheureusement, dans la réalité les choses ne sont pas si simples. Une goutte d’eau

déposée sur une vitre ne coule pas nécessairement sous l’effet de son propre poids mais

peut rester à une position fixe. Cette observation illustre l’existence d’une hystérèse de

mouillage. L’hystérèse se manifeste sous la forme de l’existence d’un angle d’avancée

et d’un angle de retrait [Dettre et al., 1965]. Tous deux sont illustrés sur la figure I.11.

L’existence de ceux-ci est principalement due à deux choses, l’existence d’hétérogénéités

physiques et chimiques.

θa θe θr

Figure I.11: Représentation des angles de contact d’avancée, d’équilibre et de retrait
pour un même couple solide-liquide

Les hétérogénéités physiques comprennent les défauts et irrégularités en surface. Lorsque

la ligne de contact se déplace, elle s’ancre à ces défauts et y reste accrochée [Nadkarni

et Garoff, 1992]. Lorsque l’interface est soumise à un nouveau déplacement le point

d’ancrage tire l’interface vers lui. Donc, l’interface n’a pas la capacité d’atteindre spon-

tanément l’état qui minimise son énergie libre. Elle reste bloquée dans un état d’équilibre

métastable, soit un minimum local de l’énergie libre.

Les hétérogénéités chimiques correspondent à des variations de la composition du sub-

strat. Ces variations sont susceptibles de modifier localement l’énergie libre de surface

(γsv ou γsl) et donc, d’après la relation d’Young I.49, de faire varier l’angle de contact

d’équilibre θe [Cassie et Baxter, 1944]. Le mécanisme de l’ancrage existe également (sur

une zone plus mouillante) et est tout à fait similaire à celui qui se produit pour les

hétérogénéités physiques.

15. Ce qui peut très facilement se retrouver en remarquant que par définition η ≥ 1
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Si une goutte, dont l’angle de contact statique est intermédiaire, est déposée avec un

angle θ(t = 0) ∼ π, la goutte évolue dynamiquement et l’angle d’arrêt est l’angle de

contact d’avancée θa. Au-dessus de cet angle, la progression du liquide n’est plus spon-

tanée. A l’inverse, si la goutte est initialement étalée, θ(t = 0) ∼ 0, la goutte va se

”regrouper” et l’angle de contact va se stopper à la valeur de l’angle de retrait θr. On

peut donc écrire :

θr ≤ θe ≤ θa (I.52)

Les angles de contact à l’avancée et au retrait, sont fortement dépendants du sub-

strat. Lorsque le mouillage est total, ils sont tous les deux égaux à l’angle de contact à

l’équilibre.

Séparément des hystérèses de mouillage, l’angle de contact est très sensible à l’état de

surface du substrat. La pollution de celui-ci, comme des interfaces liquides, se produit

naturellement 16 et agit principalement sur les composantes γsl et γsv de la relation

d’Young. L’exemple typique est celui du verre, une goutte d’eau doit s’étaler sur un

substrat en verre propre. En pratique, il faut laver minutieusement le verre pour observer

ce résultat.

I.4.5 Notion de ménisque

Lorsqu’un solide est plongé dans un bain de liquide mouillant vis-à-vis de celui-ci 17, la

surface du bain se courbe à ses extrémités et semble monter sur le solide. Cette situation

est représentée sur la figure I.12. Si l’on s’éloigne du solide qui trempe dans le bain,

le liquide est seulement soumis à son propre poids. L’équation hydrostatique peut être

employée dans la phase liquide (L) en supposant la densité de l’autre phase négligeable.

− ~∇P − ρg ~ez = ~0 (I.53)

Cette équation peut être intégrée et prédit une évolution linéaire du champ de pression

en fonction de la hauteur. En supposant que l’interface est plane et donc que la pression

de Laplace entre le liquide et l’atmosphère est nulle, la forme de l’interface correspond

à une ligne de niveau en pression, P = Patm. Lorsque l’interface est courbe, la condition

limite entre l’atmosphère et le liquide est plus complexe et dépend de la courbure locale

16. Pour abaisser l’énergie libre du système.
17. Notez que le potentiel thermodynamique à employer n’est plus F , l’énergie libre, mais l’ensemble

grand canonique, Ω = F − µ.n.
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de l’interface. L’équation d’équilibre hydrostatique est toujours valable dans le volume

(L). On désigne par ménisque la forme adoptée par l’interface à proximité du solide.

(V)

(L)

P=Patm

P=Patm(L)

P=Patm-

P=Patm

(V)

(L)

(V)

P

z

PatmPatm- gz

0

lg

Figure I.12: Représentation du ménisque qui se forme autour du solide immergé (notez
que le liquide est mouillant vis-à-vis du solide, dans le cas inverse l’interface serait

courbée vers le bas)

L’interface se courbe substantiellement sur une distance limitée, grossièrement, on peut

estimer que pour un ménisque remontant à une hauteur h, les effets portent sur une

distance telle que la pression de Laplace soit de l’ordre de la pression hydrostatique

correspondante :

ρgh =
γh

l2g
(I.54)

Soit une longueur :

lg =

√
γ

ρg
(I.55)

Cette longueur lg se nomme longueur capillaire. Lorsque la taille caractéristique d’un

système est petite devant celle-ci, la courbure du ménisque est constante à l’équilibre et

celui-ci correspond à une surface à pression constante. C’est également cette longueur

qui définit le domaine à proximité du solide. Notamment, dans un capillaire circulaire

de rayon r, le ménisque prend la forme d’une calotte sphérique s’il est petit devant la

longueur capillaire. La pression dans le liquide au niveau du ménisque s’écrit alors :

P = −2γ

r
cos(θe) (I.56)
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Le critère précédent revient à dire que la variation de pression hydrostatique à l’échelle

du ménisque, ρgr est négligeable devant la pression capillaire, ρgr ≪ γ/r. Pour un

liquide complètement mouillant, le ratio de ses deux quantités constitue le nombre de

Bond :

Bo =
ρgr2

γ
(I.57)

Lorsque le nombre de Bond est grand devant 1, la gravité domine les effets capillaires et

dessine la forme de l’interface. A l’inverse, lorsque celui-ci est petit devant 1, les effets

capillaires dominent. Le nombre de Bond est fréquemment défini avec ∆ρ, la différence

des densités des phases lorsque celles-ci ont des masses volumiques comparables.

Lorsqu’un capillaire est trempé dans un bain de ce liquide et que celui-ci a un rayon r

tel que Bo ≪ 1, on s’attend donc à ce que le liquide puisse s’écouler dans le capillaire

jusqu’à atteindre la hauteur pour laquelle la pression hydrostatique égale la pression au

niveau du ménisque, soit la hauteur :

hj =
2γ

ρgr
cos(θe) (I.58)

Cette relation se nomme loi de Jurin et constitue l’une des premières observations ro-

bustes sur les effets capillaires 18.

I.5 Mouillage statique dans les milieux poreux

Dans un milieu poreux, il existe une distribution des tailles de pore. Cette distribution ne

permet pas de définir une pression capillaire ou une hauteur de Jurin mais un ensemble de

celles-ci. Considérons un milieu poreux qui trempe dans un bain de liquide mouillant vis-

à-vis de celui-ci. Le liquide va pénétrer dans le milieu et atteindre un état qui respectera

l’équation hydrostatique. La transition entre la zone sèche et la zone saturée n’est pas

brutale mais progressive. Cette situation est représentée sur la figure I.13. Dans la zone

partiellement saturée, la pression hydrostatique correspond à la pression de Laplace. On

peut donc écrire en négligeant l’influence de la phase non mouillante :

Pc(z) = −ρgz (I.59)

18. Ce n’est pas par hasard que le manuscrit de Laplace s’intitule : ”Sur la théorie des tubes capillaires”.
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A une échelle d’observation large (où le milieu est statistiquement homogène), la satu-

ration moyenne 〈S〉 dans le milieu est mesurable pour une côte z donnée. A l’équilibre

on peut donc déduire une relation entre la saturation et la pression capillaire Pc(〈S〉). A

quoi correspond cette relation ? A l’échelle des pores, le fluide s’organise et prend l’aspect

d’un ensemble de ménisques 19. Le lien entre la géométrie réelle (souvent complexe) des

pores et la pression capillaire correspondante n’est pas évident. Premièrement les pores

n’ont pas des formes semblables aux capillaires de section circulaire évoqués dans la par-

tie précédente. Localement, la relation entre la taille des pores et la pression capillaire

n’est donc pas triviale 20 ([Purcell, 1950], [Morrow, 1976]). De plus, les milieux poreux

sont rarement chimiquement homogènes [Brown et Fatt, 1956], l’angle de contact n’est

donc pas unique mais dépend de la composition locale voir de la pollution locale du

milieu. Cela complique encore largement l’interprétation microscopique des observations

expérimentales.

La courbe Pc(〈S〉) a également été étudiée en drainage ; considérons maintenant que

le même milieu poreux est initialement saturé de la phase mouillante puis placé au

contact du bain de liquide. La phase liquide fuit alors le milieu progressivement et tend

à atteindre un équilibre statique. Cette situation est représentée sur la figure I.13. Le

résultat alors obtenu n’est pas équivalent au résultat obtenu en imbibition. La courbe

Pc(〈S〉) est soumise à de fortes hystérèses liées, entre autres choses, à l’hystérèse de

mouillage. La situation la plus surprenante est probablement l’observation d’un domaine

de saturation indépendant de la pression (au-dessus de la ligne pointillé sur la figure

I.13), cette zone est hors équilibre. Lorsque le démouillage se produit, des portions de

phases mouillantes subsistent, isolées dans le milieu [Leverett, 1941]. La transition vers

l’équilibre ne peut alors plus se produire par l’écoulement (la portion étant isolée) mais

par diffusion, soit un phénomène considérablement plus lent, le système est donc dans

une situation de blocage cinétique. Ce blocage a même été remarqué à des échelles de

temps géologiques [Morrow, 1971].

De manière strictement statique, la transition du capillaire simple au milieu poreux

est donc non triviale. Ce constat s’amplifie encore largement lorsqu’on s’intéresse à la

dynamique de ces problèmes. Celle-ci fait l’objet des parties suivantes.

19. Dans certains milieux poreux l’interface est au contraire continue.
20. De nombreux auteurs utilisent le rayon hydraulique, ce qui est très discutable.
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Figure I.13: Imbibition d’un milieu poreux (gauche) et milieu poreux drainé (droite),
au contact d’un bain de liquide

I.6 Mouillage dynamique

I.6.1 Nombre capillaire

Dans les écoulements aux petites échelles, la dissipation visqueuse domine généralement

les effets inertiels. La dynamique est donc principalement contrôlée par la tension de

surface et la viscosité. En considérant un système de dimension caractéristique r, le

terme visqueux est de l’ordre de µv/r2 et le gradient de pression, γ/r2. Le ratio de ces

deux quantités définit le nombre capillaire :

Ca =
µv

γ
(I.60)

En prenant la viscosité de l’eau, µ ∼ 1 × 10−3Pa.s et sa tension de surface γ ∼ 7 ×
10−2kg.s−2 on trouve, Ca = v/70, soit une vitesse de l’écoulement comparée par rapport

à 70m.s−1. Soit une vitesse d’écoulement qu’on rencontre très rarement dans les milieux

poreux. Ce nombre est donc généralement inférieur à 1 et c’est donc principalement

la tension de surface qui est responsable de la forme de l’interface. Cette définition du

nombre capillaire n’est pas la seule valable. Le nombre capillaire est souvent défini en

estimant le gradient de pression avec la perméabilité K du milieu, µv/K. Ce qui donne :

Ca =
µvr2

Kγ
(I.61)
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La définition à employer dépend donc du contexte de travail.

I.6.2 Angle dynamique

κd
κe

v(x,z)

v(x,z)
x

z

Figure I.14: Illustration des modifications du champ de vitesse à proximité du
ménisque et de l’angle dynamique (gauche). κe représente la courbure du ménisque
statique et κa la courbure du ménisque en déplacement. Illustration du champ de vi-

tesse à proximité de la ligne triple (droite)

Considérons un tube capillaire de section circulaire de rayon r, on injecte un liquide

dans ce tube à débit constant et on nomme la vitesse moyenne dans une section u. On

supposera que la phase déplacée a une influence négligeable sur l’écoulement. On choisit

les paramètres de l’étude tels que le nombre de Bond soit faible, Bo ≪ 1. L’interface

peut-elle être une portion de sphère ? Non. L’équation de Stokes est applicable dans le

domaine liquide, l’existence d’un champ de vitesse entre le centre du ménisque et la

ligne triple demande l’existence d’un gradient de pression et l’existence d’un gradient

de pression implique l’existence d’un gradient de courbure. Ce problème a rapidement

été identifié expérimentalement [Hoffman, 1975] et étudié analytiquement 21 ([Huh et

Scriven, 1971], [Hervet et de Gennes, 1984]). Le modèle de De Gennes décrit assez bien

ce qui se produit. Le système de l’étude est représenté sur la figure I.14. L’angle de

contact entre le liquide et les parois du tube est supposé faible, si bien que l’hypothèse

de lubrification est appliquée, le champ de vitesse peut donc être déterminé, à la position

x avec une épaisseur h(x) :

∂2v

∂x2
=

1

µ

∂P

∂x
(I.62)

21. On peut lire dans le manuscrit de Laplace [1806] (p. 221) : Si, par l’effet du frottement du fluide
contre les parois du tube, on augmente ou l’on diminue la courbure, [...]. La notion de courbure étant liée
directement à l’angle de raccordement, la variation de l’angle efficace hors équilibre était déjà évoquée
par Laplace.
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L’équation peut être intégrée deux fois en utilisant l’absence de contrainte sur l’interface

libre et la vitesse imposée au niveau de la paroi (on se place dans le référentiel en

translation rectiligne uniforme qui suit l’interface) :

v =
1

µ

∂P

∂x

(
z2

2
− zh

)
− u (I.63)

Le volume déplacé doit être nul dans le référentiel en mouvement soit :

∫ z=h

z=0
vdz = 0 (I.64)

Ce qui donne l’expression :

v = 3u

(
z

h
− z2

2h2

)
− u (I.65)

Le champ de vitesse étant connu, il est possible de calculer la puissance dissipée par

l’effort visqueux entre le liquide et la paroi sur une longueur dx :

dPµ = uµ
∂v

∂z
dx (I.66)

qui s’écrit donc simplement :

dPµ = 3µ
u2

h
dx (I.67)

Cette force doit enfin être sommée sur x et chaque position correspond à une unique

épaisseur h pour la géométrie du coin :

h = x tan(θd) (I.68)

En pratiquant le changement de variable, l’équation est intégrée de h1 à h2.

Pµ =

∫ h=h2

h=h1

(
3µ
u2

h

)
1

tan(θd)
dh (I.69)

L’intégration est triviale et mène au résultat :

Pµ = 3µu2ln

(
h2
h1

)
1

tan(θd)
(I.70)
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En pratique les longueurs h1 et h2 correspondent aux limites basses et hautes du système.

Les longueurs au-dessus du rayon du capillaire n’ont plus de sens et les longueurs en

dessous de la distance inter-moléculaire n’en possèdent pas plus, ce sont les limites

”naturelles” du domaine d’intégration.

L’observation expérimentale montre une variation du rayon de courbure apparent du

ménisque. Le déplacement provoque donc l’illusion 22 d’un angle de raccordement différent.

L’énergie libre 23 due au déplacement de la ligne triple permet d’écrire :

Pγ = uγcos(θe) (I.71)

Mais la puissance dissipée Pµ, localisée dans les coins du ménisque s’oppose au déplacement.

On peut donc écrire que l’angle de contact observé délivre une puissance correspondant

à la différence des deux autres :

uγcos(θd) = uγcos(θe) − Pµ (I.72)

Soit une expression qui peut s’écrire :

tan(θd) (cos(θe) − cos(θd)) = 3Caln

(
h2
h1

)
(I.73)

Dans l’approximation des petits angles, cette expression se réduit enfin à la forme :

θd
(
θ2d − θ2e

)
= 3Caln

(
h2
h1

)
(I.74)

La vitesse de l’écoulement impacte donc la forme du ménisque, ce qui impacte en retour

l’angle de contact apparent ou dynamique. Les effets interviennent même pour un nombre

capillaire faible, Ca ∼ 10−3 en raison de la puissance 1/3 qui lie l’angle de contact au

nombre capillaire dans le cas du mouillage total. Ce modèle n’est pas le seul qui permet

de décrire l’écart observé à l’angle statique. Un modèle concurrent [Blake et Haynes,

1969], basé sur le déplacement des particules du liquide au niveau de la ligne triple

d’un site d’adsorption au suivant, existe également, il est supposé plus pertinent lorsque

l’angle de contact est grand [de Gennes, 1985]. Dans la suite, nous nous intéresserons

principalement à des angles de contact nuls ou faibles, seul le modèle hydrodynamique

sera utilisé.

22. Uniquement à l’échelle d’observation, l’angle est inchangé à l’échelle microscopique
23. Ce qui suppose que la température est invariante, et qui peut se vérifier (Un calcul d’ordre permet

de montrer que la température varie peu).
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I.6.3 Film de démouillage

κe

v(x,z)

e 

κ=0

κ=κe

lb

x

z

Figure I.15: Illustration du mécanisme de dépôt de film en démouillage (gauche).
κe représente la courbure du ménisque statique. Illustration du champ de vitesse à

proximité du film déposé et des grandeurs lb et e (droite)

Considérons maintenant la situation inverse, un liquide complètement mouillant (θe = 0)

est extrait du même tube capillaire à une vitesse donnée u. Le liquide va alors déposer sur

les parois du tube qu’il démouille un film d’épaisseur e. Cette situation est représentée

schématiquement sur la figure I.15. Ce film est supposé statique, dans le tube circulaire,

sa pression Pfilm est de :

Pfilm = −γ
r

(I.75)

La pression Pm au niveau du ménisque est de l’ordre de :

Pm = −2γ

r
(I.76)

Il existe donc un gradient de pression qui agit entre le ménisque et le film. L’interface est

au contact permanent d’une phase dont les propriétés seront supposées négligeables, ce

gradient correspond donc à un gradient de courbure qu’on peut estimer être de l’ordre

de :

γ

rlb
∼ γ

e

l3b
(I.77)

Ce qui nous permet de déduire que :

lb ∼
√
er (I.78)

La perte de charge visqueuse dans cette zone s’écrit également :
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∂P

∂x
=

µu

12e2
(I.79)

En utilisant la relation I.78 et le gradient de pression visqueux, on déduit :

µu

12e2
∼ γ

r
√
er

(I.80)

Soit, en remaniant les termes :

Ca ∼ 12
(e
r

)3/2
(I.81)

Ce résultat implique que l’existence du film a un impact direct sur la pression capillaire.

En effet, le capillaire de rayon r voit sa pression capillaire modifiée par la présence du

film et augmenter (en valeur absolue) pour devenir :

Pm =
−2γ

r − e
(I.82)

Ou, en utilisant l’équation précédant,

Pm =
−2γ

r − r
(
Ca

12

)2/3 (I.83)

L’effet ne se limite donc pas au dépôt du film mais modifie les conditions de l’écoulement.

Il a été identifié et modélisé par Bretherton [1961]. La présentation ci-dessus est in-

complète, l’entrainement de film ne se fait pas nécessairement et lorsqu’il existe de la

dissipation se produit entre les échelles, r et e.

I.7 Imbibition d’un capillaire

L’imbibition et le drainage désignent tout deux l’entrée d’un liquide dans un milieu po-

reux. Lorsque le liquide est plutôt mouillant, on parle d’imbibition et on parle de drainage

lorsque le liquide est plutôt non-mouillant. En particulier, l’imbibition spontanée désigne

l’entrée d’un liquide dans un solide par capillarité uniquement.

Dans cette partie nous allons nous concentrer sur l’imbibition spontanée d’un capil-

laire de section circulaire, de rayon r et invariant selon sa longueur. Nous supposerons

également que la phase déplacée a une influence négligeable sur l’écoulement. Le système
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X

g

2r

Pm

Patm

v(R)

Figure I.16: Illustration du capillaire en cours d’imbibition et du champ de vitesse
laminaire dans celui-ci

de l’étude est présenté sur la figure I.16. Les nombre de Bond Bo et capillaire Ca sont sup-

posés suffisamment faibles pour que le ménisque soit de somme des courbures constante

et donc de pression constante. On supposera que la pression de celui-ci est :

Pm = Patm − 2γ

r
cos(θe) (I.84)

Cette équation constitue la condition limite au niveau du ménisque. A l’autre extrémité,

le capillaire est au contact d’un bain de liquide à pression atmosphérique. On supposera

que l’écoulement est laminaire et que les effets de bord sont négligeables au niveau des

extrémités (du bain et du ménisque). Le champ de vitesse normal à la section du tube

peut facilement être résolu en coordonnées cylindriques :

v(R) =
1

4µ

∂P

∂x

(
R2 − r2

)
(I.85)

La force de frottement appliquée par les parois du tube sur le liquide se déduit immédiat-

ement :

dFµ = π
∂P

∂x
R2dx (I.86)
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La vitesse moyenne de l’écoulement se déduit de l’intégration de la vitesse sur la surface :

u = − 1

πr2

∫ R=r

R=0

∫ θ=0

θ=2π
v(R)RdRdθ =

r2

8µ

∂P

∂x
(I.87)

D’après l’équation de conservation :

∂u

∂x
= 0 (I.88)

D’où, un gradient de pression constant. Enfin, la puissance dissipée peut donc être

intégrée sur la longueur du capillaire X :

Pµ = −πr2∂P
∂x

Xu = −8πµu2X (I.89)

Le déplacement du ménisque fait varier l’énergie libre du système, il est à l’origine d’une

puissance, Pγ :

Pγ = 2πrγcos(θe)u (I.90)

La pesanteur peut également agir, en supposant que le capillaire soit vertical, le déplacem-

ent du ménisque équivaut à une variation de l’énergie potentielle de pesanteur Pg. Soit

la puissance correspondante :

Pg = −ρπr2guX (I.91)

Enfin, on peut également supposer que le nombre de Reynolds ne soit pas trop petit

devant 1 si bien que des phénomènes inertiels puissent apparaitre. Pour ce système

ouvert, l’énergie cinétique s’écrit :

Pc = πr2ρ

(
dX

dt
u2 +

du

dt
uX

)
(I.92)

En remarquant que la dérivée de la position du ménisque correspond à la vitesse moyenne

de l’écoulement, on peut écrire :

Pc = πr2ρ

((
dX

dt

)3

+
1

2

d2X

dt2
dX

dt
X

)
(I.93)
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Le théorème de l’énergie cinétique implique que la puissance de l’énergie cinétique égale

la puissance de la somme des forces appliquées au système. Il doit cependant être corrigé

pour les systèmes ouverts 24 :

Pc +
πr2Xρ

2

(
dX

dt

)2

= Pµ + Pγ + Pg (I.94)

En utilisant les expressions des termes vus précédemment, on obtient :

πr2ρ

((
dX

dt

)3

+
d2X

dt2
dX

dt
X

)
= −8πµ

(
dX

dt

)2

X

+ 2πrγcos(θe)

(
dX

dt

)
− ρπr2g

(
dX

dt

)
(I.95)

Cette équation peut être divisée par πr2
(
dX
dt

)
ce qui conduit au résultat :

ρ

((
dX

dt

)2

+
d2X

dt2
X

)
= −8µ

r2

(
dX

dt

)
X + 2

γ

r
cos(θe) − ρgX (I.96)

Plusieurs remarques s’imposent sur cette équation. Premièrement, nous avons calculé

le profil de vitesse (et donc la puissance dissipée par la viscosité) en supposant que

l’écoulement est dominé par la viscosité, or, nous avons ensuite ajouté un terme iner-

tiel qui suppose que l’écoulement ne l’est pas complètement. D’après les propriétés de

l’écoulement de Stokes (minimisation de la dissipation), le terme de dissipation visqueuse

est sous-estimé lorsque l’inertie est importante. Deuxièmement, un terme de dissipation

dans le coin de ménisque peut être ajouté, son impact sur l’équation revient à trans-

former l’angle de contact θe en θd. Troisièmement, cette équation ne possède aucune

solution analytique connue, les analyses qui vont suivre vont donc systématiquement

éliminer au moins un des termes.

I.7.1 Équation de Washburn

Le cas le plus simple consiste à prendre compte les effets qui ne peuvent pas être négligés

et se limite donc aux termes visqueux et capillaire ([Cameron et Bell, 1906], [Green et

Ampt, 1911], [Washburn, 1921]). L’équation I.96 prend alors la forme :

24. Cette subtilité est parfois manquée dans la littérature.
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0 =
8µ

r2

(
dX

dt

)
X − 2

γ

r
cos(θe) (I.97)

La solution de cette équation s’obtient aisément par intégration :

X =

√
γr

2µ
cos(θe)t (I.98)

Le résultat, x ∝ t1/2 est probablement l’un des plus célèbre concernant les écoulements

dans les milieux poreux. Cette forme de solution est assez souvent qualifiée de diffu-

sive, à cause de l’exposant 1/2. Ce qualificatif est cependant très discutable puisque

les mécanismes à l’origine de celui-ci sont très différents des phénomènes de diffusion

moléculaire, comme l’a justement pointé Dullien [1992] 25.

I.7.2 Premiers instants

Bosanquet [1923] a été le premier à résoudre (justement) le problème de la divergence

aux temps cours. Le problème a été réétudié plus récemment et a montré que certains

effets étaient restés dans l’ombre [Quéré, 1997]. En effet, si la position croit en t1/2

la vitesse décroit en t−1/2 et diverge donc lorsque t tend vers 0. La divergence de la

vitesse n’est pas crédible physiquement parlant. En repartant de l’équation I.96 on peut

constater que lorsque X tend vers 0, seul deux termes sont non négligeables, ce qui mène

à l’équation :

ρ

(
dX

dt

)2

=
2γ

r
cos(θe) (I.99)

D’après l’équation ci-dessus, la vitesse est constante lorsque X est suffisamment faible.

Il doit donc exister un temps caractéristique de transition d’un régime au suivant. En

ajoutant le terme visqueux, l’équation prend la forme :

0 = ρ

((
dX

dt

)2

+
d2X

dt2
X

)
+

8µ

r2

(
dX

dt

)
X − 2γ

r
cos(θe) (I.100)

En remarquant que :

d

dt

(
X
dX

dt

)
=
d2X

dt2
X +

(
dX

dt

)2

(I.101)

25. On pourrait également opposée à cette appellation l’invariance de loi de diffusion en dimension
supérieure à 1 qui n’est pas valable
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La solution de l’équation prend la forme :

X =

√
γr

2µ
cos(θe)

(
t+ ti

(
e−t/ti − 1

))
(I.102)

Avec ti = ρr2

8µ . Il est tout à fait évident que le temps caractéristique est ti : lorsque t≫ ti

l’équation ci-dessus prend la forme de l’équation de Washburn, alors que lorsque t≪ ti on

retrouve le résultat en l’absence de viscosité 26. On peut également comparer l’intensité

des effets de la viscosité et de l’inertie en faisant le ratio des temps nécessaires selon

l’équation I.99 et selon l’équation I.97 pour atteindre la position X. Ce ratio s’exprime :

ti
tµ

=
X

r

µ√
ρrγ cos(θe)

(I.103)

La seconde partie de cette équation correspond au nombre d’Ohnesorge :

Oh =
µ√

ρrγ cos(θe)
(I.104)

Le nombre d’Ohnesorge présente également l’avantage de permettre une comparaison

pour des systèmes dont le passé est inconnu. Un grand nombre d’Ohnesorge Oh implique

que les effets visqueux dominent même pour une valeur de X
r de l’ordre de 1 (en dessous

de 1 les équations ne sont plus valables puisque l’hypothèse d’un système quasi 1D ne

tient plus). A l’inverse, un petit nombre d’Ohnesorge signifie que les effets inertiels vont

dominer au début de l’imbibition.

On pourrait se demander ce qui est susceptible de se produire lorsque le nombre d’Oh-

nesorge Oh est très grand et que le ménisque est assez proche de l’entrée du capillaire.

En utilisant l’équation I.97 on trouve en effet, qu’à une position X donnée, la vitesse est

de :

dX

dt
=
γr cos(θe)

4µX
(I.105)

Soit un nombre capillaire :

Ca =
r cos(θe)

4X
(I.106)

26. Ce résultat se retrouve à l’aide d’un développement limité à l’ordre 2 de l’exponentiel.
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Le nombre capillaire est donc important, Ca ∼ 0.1 et des effets d’angle dynamique

doivent exister et impacter fortement l’écoulement. Cet effet pourrait être pris en compte

en remplaçant simplement l’angle de contact statique par l’angle de contact dynamique.

Les deux effets peuvent également co-exister. Les premiers instants de l’imbibition d’un

capillaire sont donc assez complexes 27.

I.7.3 Fin d’imbibition

Lorsque l’imbibition se produit en présence de gravité, elle ne se prolonge pas indéfiniment

mais est limitée par la hauteur de Jurin (voir section I.4.5). La loi x ∝ t1/2 ne peut donc

durer indéfiniment. En supposant que les conditions de l’écoulement sont telles que les

effets d’angle dynamique et les effets inertiels sont négligeables 28, on peut écrire :

0 =
8µ

r2

(
dX

dt

)
X − 2

γ

r
cos(θ) + ρgX (I.107)

Cette équation peut être résolue en réorganisant les termes sous la forme suivante :

8µ

ρgr2

(
1 +

hj
hj −X

)
dX = dt (I.108)

Avec hj = (2γ cos(θ))/(ρgr). Cette équation s’intègre facilement et donne :

8µ

ρgr2
(X + hjln (1 −X/hj)) = t (I.109)

La longueur caractéristique qui apparait dans l’équation ci-dessus est la hauteur de

Jurin, hj . A proximité de l’équilibre, le temps caractéristique tj correspondant est de :

tj =
16µγ cos(θ)

r3(ρg)2
(I.110)

Notez que nous avons seulement considéré la situation où la gravité s’oppose à l’imbibi-

tion. Dans le cas inverse, la gravité agit de concert, l’équation s’écrit :

0 =
8µ

r2

(
dX

dt

)
X − 2

γ

r
cos(θ) − ρgX (I.111)

27. Dans les premiers instants, la dissipation visqueuse à l’entrée du capillaire peut également jouer
un rôle.
28. La situation où la gravité, la viscosité et la capillarité dominent l’écoulement en l’absence d’inertie

et d’angle de contact dynamique correspond à la situation traitée par Washburn [1921] bien qu’il ne soit
généralement pas cité pour cela.
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En employant une méthodologie tout à fait similaire, on obtient :

8µ

ρgr2
(X − hjln (1 +X/hj)) = t (I.112)

Lorsque t tend vers l’infini, le ménisque se déplace alors à vitesse constante. On peut

également remarquer que la distance caractéristique est, là encore, la hauteur de Jurin

hj . Le temps caractéristique de transition du régime dominé par la viscosité au régime

dominé par la gravité est également le même que précédemment, tj .

I.8 Écoulement dans les milieux poreux

Il est aujourd’hui très difficile de résumer (même dans les grandes lignes) les travaux

qui portent sur les écoulements diphasiques dans les milieux poreux tant ils sont nom-

breux. Il est cependant possible de décrire les principaux mécanismes de transports lors

d’écoulement immiscibles.

I.8.1 Mécanismes locaux

Lenormand et al. [1983] ont étudié les écoulements diphasiques localement dans un milieu

poreux modèle. Les mécanismes responsables du déplacement d’une phase diffèrent selon

que la phase étudiée soit mouillante ou non mouillante.

En drainage, on injecte une phase non mouillante dans le milieu, le déplacement est assez

simple, il se produit sous la forme du déplacement du ménisque entre les deux phases.

Ce mode de déplacement, appelé déplacement de type piston, n’est pas régulier et se

produit par sauts (sauts de Haines [1930]) lorsque le ménisque passe dans une zone où

la pression capillaire est plus faible en valeur absolue, les ménisques restent donc plus

longtemps dans les constrictions que dans les zones larges. En drainage, les constrictions

contrôlent l’écoulement.

En imbibition, on injecte une phase mouillante dans le milieu. Elle occupe les zones

les plus fines de celui-ci, et peut notamment progresser via les coins [Concus et Finn,

1969] et les rugosités de surface [Dullien et al., 1989]. Elle peut également progresser

par le même mode de déplacement que dans le cas du drainage, le déplacement de type

piston. Cependant, en imbibition ce sont les zones où la pression capillaire est la plus

basse qui contrôlent l’écoulement, c’est à dire les plus grands pores et liaisons. Il existe

un mécanisme singulier en imbibition, le pincement [Roof, 1970], les films présents sur

les parois d’une liaison ou d’un pore peuvent se déstabiliser et scinder la phase non
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mouillante. L’ensemble de ces mécanismes font de l’imbibition un sujet d’étude plus

complexe que le drainage.

L’ensemble des positions des interfaces qui séparent les phases immiscibles constituent

le front. Cette description sera affinée dans le chapitre II. Il existe différentes manières

de modéliser l’écoulement et donc le front à une échelle large, grossièrement ces modèles

se regroupent en trois catégories qui font l’objet des parties suivantes.

I.8.2 Modélisation par paquets de capillaires

Nous avons vu dans la partie I.7 les lois et phénomènes qui se produisent lors de l’imbi-

bition spontanée d’un capillaire. Ce système est fréquemment utilisé pour modélisé l’im-

bibition des milieux poreux, il rentre dans la catégorie de la modélisation par paquets

de capillaire. Dans ce type de modélisation le milieu est supposé se comporter comme

une superposition de capillaires indépendants les uns des autres. Ce modèle est histori-

quement l’un des premiers à apparaitre et a fourni la première prédiction de l’évolution

de la position de l’interface, X ∝ t1/2. Il est également employé assez fréquemment pour

interpréter des résultats de mesures réalisées avec un porosimètre à mercure. Il est ce-

pendant assez limité car il ne retranscrit aucune information issue de l’organisation du

réseau de pores. Il fournirait donc des prédictions équivalentes pour des structures de

pores radicalement différentes comme celles représentées sur la figure I.4.

I.8.3 Modélisation continue

Cette modélisation repose sur l’hypothèse d’un milieu homogène à l’échelle d’étude,

Buckingham [1907] l’a introduit en 1906, elle a été reprise par de nombreux auteurs

([Richards, 1931], [Buckley et Leverett, 1942], etc.). Le modèle considère que le milieu

possède des propriétés qui lui sont propres (perméabilité, pression capillaire en fonction

de la saturation etc.). Différentes méthodologies permettent de renseigner ces paramètres

(numériques, analytiques, expérimentales) puis de réaliser des prédictions. Ce modèle est

plus robuste que le précédent. Il permet notamment de distinguer des milieux poreux

où l’organisation spatiale des pores est différente. Il se confronte cependant au fait qu’il

ignore généralement complètement les mécanismes locaux qui se produisent.

I.8.4 Modélisation par réseaux de capillaires

Historiquement c’est le type de représentation le plus jeune [Fatt, 1956], il représente le

milieu par un réseau de pores, c’est-à-dire par un ensemble de capillaires connectés les
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uns aux autres. Cette représentation permet d’intégrer l’organisation spatiale des pores

ce qui la différentie nettement du modèle du paquet de capillaire. Elle permet de com-

prendre et prédire le type de l’écoulement en fonction des nombres adimensionnels qui le

caractérisent [Lenormand et al., 1988]. Elle possède néanmoins le désavantage notoire de

rendre le traitement analytique très difficile (en l’absence de propriétés remarquables).

Sous certaines variantes elle permet également de rendre compte de mécanismes com-

plexes comme le pincement.

I.9 Conclusion et ouverture

Les notions introduites dans ce chapitre doivent permettre d’éclaircir les sujets d’études

qui seront traités dans les chapitres suivants. Les écoulements multiphasiques dans les

milieux poreux sont complexes car ils font appel, comme nous l’avons vu, à un ensemble

de notions variées et interdépendantes. Mais ce n’est pas tout, la structure des milieux

poreux, généralement aléatoire et fortement dispersée, rend des notions simples dans des

systèmes modèles, comme la hauteur de Jurin dans un capillaire, rapidement difficiles à

appréhender. Lorsque la dynamique de l’écoulement intervient les choses se compliquent

encore, puisque différents phénomènes sont susceptibles d’intervenir et d’agir sur celle-ci.

La présentation qui a été dressée dans ce chapitre est extrêmement limitée et sélective.

La littérature du domaine est très diversifiée et s’attaque à des problèmes qui combinent

certains des aspects qui ont été présentés avec d’autres qui ne l’ont pas été. On peut citer

pour appuyer cette remarque les cas où le milieu se dissous dans le fluide [Kelemen et al.,

1995], ceux où le milieu est déformable [Siddique et al., 2009], ceux où les fluides sont

miscibles Aris [1956], ceux où il existe un gradient de propriété dans le milieu [Reyssat

et al., 2009], ou encore ceux où le liquide a une rhéologie complexe [Berli et Urteaga,

2014]. Cette liste est loin d’être exhaustive mais illustre bien la diversité qui existe dans

le domaine des écoulements au travers des milieux poreux.





Chapitre II

Fragmentation de phase induite

par la gravité lors d’une

imbibition spontanée

II.1 Introduction

La fragmentation désigne la transformation d’un objet en un ensemble d’objets de tailles

inférieures. La fragmentation d’une phase se produit spontanément dans nombre de

problèmes physiques de tous les jours. Ouvrez un robinet d’eau et limitez l’ouverture.

Observez le jet produit, si le débit est suffisamment faible, le jet se fragmente en gouttes

avant de toucher le fond de l’évier. Cet effet est une conséquence de l’instabilité de

Rayleigh-Plateau. La tension de surface déstabilise le jet et provoque sa fragmenta-

tion. Dans les milieux poreux, la fragmentation de phase peut résulter de nombreux

mécanismes et son étude est utile dans différentes applications : dans l’exploitation

pétrolière elle produit des poches d’huile, ce qui induit une diminution du rendement,

dans les nappes phréatiques elle crée des poches de DNAPL 1 qui contaminent la nappe

et dans la mise en œuvre des matériaux composites elle est à l’origine de poches d’air

qui après polymérisation de la résine réduisent les performances mécaniques des pièces.

Dans ce chapitre, un mécanisme de fragmentation particulier, induit par la pesanteur,

est prédit analytiquement puis observé expérimentalement.

1. Dense Non-Aqueous Phase Liquid, cette appellation désigne généralement des polluants.

45
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II.2 Mécanismes de fragmentation

II.2.1 Fragmentation quasi-statique

L’existence de fragments de phase se manifeste lors de la mesure des courbes pression-

saturation (voir section I.5). Ces expériences sont pratiquées de manière quasi-statique.

Un fluide non-mouillant est poussé à l’intérieur d’un milieu poreux, initialement rempli

d’un fluide mouillant via une membrane semi-perméable par une pression P . La pres-

sion P est ensuite lentement augmentée et la saturation de la phase mouillante Sm est

mesurée. Il apparait que Sm décroit lorsque P croit. Il apparait également que la limite

que Sm atteint est non-nulle. En procédant ensuite à l’envers, i.e., en poussant la phase

non-mouillante avec la phase mouillante de manière quasi-statique, il apparait que la

saturation de la phase mouillante Sm tend vers une limite strictement inférieure à 1

pour une pression d’injection divergente. L’existence d’une saturation irréductible (pre-

mier cas) et d’une saturation résiduelle (second cas) montre qu’une ou plusieurs portions

de phase mouillante ou non-mouillante ne communiquent pas via un réseau continu, en

d’autre terme que celle-ci perdurent sous forme de fragments isolés. Cette observation

avait déjà été faite par Leverett [1941]. Le mécanisme sous-jacent est le suivant, lorsque

la saturation d’une phase diminue, les domaines qui restent occupés sont ceux qui mi-

nimisent l’énergie libre du système. Lorsque la saturation atteint un certain seuil, les

domaines deviennent disjoints les uns des autres.

II.2.2 Pincement

En imbibition, le liquide mouillant est capable de progresser via les coins ([Ransohoff et

Radke, 1988], [Lenormand et al., 1983]) et les surfaces rugueuses devant la progression de

type piston. Lorsque le nombre capillaire est relativement faible, le liquide présent dans

les coins ou sous forme de film est susceptible de subir un pincement (snap-off). C’est-à-

dire qu’il peut se déstabiliser et remplir le corps du pore (au niveau d’une constriction)

plutôt que ses surfaces ou ses coins. Ce mécanisme mène à la fragmentation de la phase

non-mouillante. Il se produit lorsque le nombre capillaire est faible et dépend fortement

de la géométrie du système (Beresnev et al. [2009]).

II.2.3 Fragmentation visqueuse

Lorsqu’on réalise l’imbibition ou le drainage d’un milieu poreux et que le nombre ca-

pillaire est modérément faible, tous les pores ne sont pas remplis à la même vitesse ni

au même moment à cause de la dispersion géométrique de ceux-ci. Le premier modèle
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employé était celui du doublet de pore [Rose et Witherspoon, 1956]. Celui-ci permet de

modéliser très simplement la compétition qui se produit via deux capillaires de rayons

différents et connectés à leurs deux extrémités. Il est cependant très limité car il ignore

complètement la géométrie réelle du problème. Plus récemment, différents auteurs se

sont intéressés à l’épaisseur du front qui sépare les phases. Le transport du front n’est

pas nécessairement stable, il dépend du ratio des viscosités de la phase déplacée sur la

phase qui la déplace, Mµ = µ1/µ2, avec µ1 la viscosité de la phase déplacée et µ2 celle

de la phase qui déplace l’autre. Lorsque Mµ > 1 le déplacement devient instable (en

l’absence de milieu poreux il s’agit de l’instabilité de Saffman-Taylor) et le front s’étend

sous la forme de doigts sans saturer. Lorsque le ratio est inférieur à 1, la viscosité lisse

le front [Lenormand et al., 1988]. Les deux situations, stable et instable, peuvent entrai-

ner la fabrication de fragments de la phase déplacée par fermeture des zones où celle-ci

persiste. Ces mécanismes sont des mécanismes de piégeage, où le front se referme sur

lui-même et emprisonne la phase déplacée.

L’écoulement peut également fragmenter une portion de phase [Melrose, 1974], lorsque

la différence de pression due au gradient de pression visqueux est de l’ordre de la pression

capillaire, cette dernière ne suffit plus à stabiliser la phase liquide et la fragmentation se

produit. Cette situation s’écrit :

γ

r
< lf∇〈P 〉 (II.1)

Avec lf une longueur (dans la direction du gradient de pression) typique sur laquelle le

système agit. Ce qui s’écrit :

1 <
lf
r
Ca (II.2)

Il existe donc une longueur critique lc, lc ∼ r/Ca telle que les systèmes de tailles

supérieures se fragmentent et les systèmes de tailles inférieures sont stables. Ce type

de cas de figure a été étudié (entre autre) par Dias et Payatakes [1986]. Lorsque le

nombre capillaire augmente encore, la longueur critique peut être de l’ordre de la taille

des plus grands pores du milieu, la fragmentation peut alors se produire jusque dans les

pores [Pak et al., 2015].

II.2.4 Fragmentation gravitationnelle

La viscosité n’est pas le seul élément susceptible de provoquer la fragmentation d’une

phase. La gravité peut également jouer ce rôle ([Morrow, 1979], [Auradou et al., 1999]).
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A l’instar de la digitation visqueuse, lorsqu’un fluide dense surplombe un fluide moins

dense, le front tend à croitre indéfiniment alors qu’elle est stabilisée dans la situation

inverse [Glass et al., 1991]. Ces écoulements produisent des fragments par emprisonne-

ment de chacune des phases. Ces mécanismes sont des mécanismes de piégeage, tout à

fait similaires à ceux décrits dans la partie précédente.

A l’instar du cas précédent, un gradient de pression due à la gravité peut également

causer la fragmentation d’une portion de phase isolée. Celle-ci se produit lorsque la

différence de pression due au gradient de pression hydrostatique est de l’ordre de la

pression capillaire :

γ

r
< lf∇〈P 〉 (II.3)

Qui cette fois-ci s’écrit :

1 <
lf
r
Bo (II.4)

La taille critique lc prend cette fois la forme lc ∼ r
Bo

. Ces fragments peuvent de nouveau

se fragmenter lorsqu’ils ont une taille supérieure à lc [Birovljev et al., 1995]. La fragmen-

tation dans les pores n’est alors possible que si la longueur critique est de l’ordre de la

dimension des pores, soit pour un nombre de Bond de l’ordre de 1.

II.2.5 Justification de l’étude

La stabilité de l’écoulement et la régularité de son front ont été étudiés lorsqu’ils agissent

de manière colinéaire l’un à l’autre ([Dawson et Roberts, 1997], [Méheust et al., 2002],

[Løvoll et al., 2005]), ce qui permet d’évaluer les quantités pertinentes pour prédire le

piégeage. En revanche, à l’heure actuelle et à notre connaissance, aucune étude ne s’est

spécifiquement focalisée sur la dynamique de la fragmentation de phase induite par

la gravité ou par la viscosité. De plus, aucune étude ne s’est intéressée à l’influence

simultanée de la viscosité et de la gravité lorsqu’elles agissent dans des directions per-

pendiculaires l’une à l’autre. Une situation pourtant susceptible de se produire dans de

nombreux procédés. C’est spécifiquement ce cas de figure qui est étudiée dans ce chapitre

via un système modèle.
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II.3 Traitement analytique

II.3.1 Présentation du système d’étude

Le système étudié est une jonction asymétrique. Les jonctions sont très fréquemment

rencontrées dans les milieux poreux modélisables par des réseaux de capillaires puis-

qu’elles forment les connections qui établissent le réseau. Les dimensions des pores et

des constrictions dans les milieux poreux étant généralement assez dispersées, le choix

d’une jonction asymétrique permet de rendre compte des variations géométriques locales.

Ce type de système a déjà été utilisé à de nombreuses reprises, notamment pour étudier

le retard à l’imbibition au niveau d’un jonction analytiquement et expérimentalement

[Chatzis et Dullien, 1983]. Ce dernier a également été étudié indépendamment 2 par Meh-

rabian et al. [2011] numériquement et analytiquement et enfin par Sadjadi et al. [2015],

analytiquement et expérimentalement. Ces trois études se sont focalisées sur la même

configuration, une jonction asymétrique en imbibition spontanée et où l’influence de la

phase déplacée a été négligée. La progression du liquide est suivie par la position des

ménisques et l’observation rapportée par ces différents auteurs est décrite dans la section

qui suit et représentée sur la figure II.1.

Le liquide pénètre par le canal d’alimentation sur la gauche de l’image et progresse

de la gauche vers la droite par capillarité. La pression à la jonction est représentée

en fonction du temps. Le liquide atteint la jonction à l’instant tI , le ménisque ralentit

alors car il progresse dans la partie divergente de la jonction (à t2 sur le schéma) où la

pression capillaire est moins importante. Le ménisque atteint ensuite la séparation entre

les capillaires à l’instant tII et se réorganise en deux ménisques distincts. La pression à la

jonction est alors imposée par le ménisque de plus forte pression capillaire, Pc,2 (valeur

absolue) tandis que l’autre est bloqué à la jonction (à t3 sur le schéma). L’imbibition

se poursuit alors de manière asymétrique et la pression chute à la jonction (en valeur

absolue) à cause de la perte de charge (à t4 sur le schéma) qui se produit dans le capillaire

2. C’est donc la différence entre les pressions capillaires qui oriente l’écoulement. Lorsque

la pression est égale à la plus faible pression capillaire des canaux, Pc,3, i.e., à l’instant

tIII , l’imbibition se produit dans les deux capillaires de manière simultanée (à t5 sur le

schéma). L’étude analytique de ce système ne prédit en aucun cas la fragmentation de

phase et il n’a jamais permis de l’observer non plus.

Dans ce chapitre nous nous attaquerons à l’étude analytique d’une jonction de pores

asymétrique mais similaires, c’est à dire, de pores dont les dimensions sont légèrement

2. Sans que les auteurs connaissent l’article de Chatzis et Dullien [1983]
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Figure II.1: Représentation de l’imbibition spontanée d’une jonction asymétrique

différentes, si bien que leurs perméabilités, surfaces et pressions capillaires soient com-

parables. La jonction est soumise à l’action de la gravité, qui agit perpendiculairement

à l’axe de l’écoulement. Le système est représenté sur la figure II.2.
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L1
X2

X3

Pi=0
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P=Pc,2

P=Pc,3

g

Figure II.2: Représentation schématique du système étudié

II.3.2 Hypothèses

Dans le cadre du développement analytique nous nous limiterons au cas fixé par les

hypothèses suivantes :

— La phase déplacée a une influence négligeable sur l’écoulement.

— La phase considérée est liquide et complètement mouillante (θe = 0).

— Le liquide est Newtonien et parfaitement incompressible.

— Les nombres capillaire et de Bond sont faibles et le nombre d’Ohnesorge est élevé

(Ca ≪ 1, Bo ≪ 1 et Oh ≫ 1).

— Les sections des canaux sont invariantes selon leurs longueurs.

— La gravité agit perpendiculairement à l’axe de l’écoulement dans le capillaire

d’alimentation (1).

— La pression à l’entrée du canal d’alimentation est constante et égale à la pression

atmosphérique.

On notera par la suite systématiquement les capillaires 2 et 3 de manière à avoir :

Pc,2 ≤ Pc,3 (II.5)
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On nomme la différence entre ces deux pression, ∆Pc = Pc,3 − Pc,2, la différence de

pression capillaire locale. Localement, nous l’avons vu dans la section II.3.1, c’est cette

différence qui dirige l’écoulement.

L’étude se divise en deux parties : 1) La gravité s’oppose à la différence de pression

capillaire locale. 2) La gravité agit dans le sens de la différence de pression capillaire

locale. Les deux cas sont traités par la suite, analytiquement puis expérimentalement.

II.3.3 Opposition de la gravité et de la différence de pression capillaire

II.3.3.1 Équations

La variation de la pression dans les canaux 2 et 3 est calculée en utilisant l’équation de

Washburn sans termes inertiels (Oh ≫ 1) et sans angles de contact dynamique (Ca ≪ 1).

En supposant que la pression capillaire est seulement imposée par la forme des canaux

et la tension de surface du fluide (Bo ≪ 1).

Ẋ2X2 = −K2

µ
(Pc,2 − P +X2ρgsin(α)) (II.6)

Ẋ3X3 = −K3

µ
(Pc,3 − P −X3ρgsin(α)) (II.7)

Les positions des ménisques sont notées respectivement, X2 et X3 dans le capillaire 2 et

dans le capillaire 3. Leurs dérivés temporelles s’écrivent, Ẋ2 et Ẋ3. Les perméabilités et

pressions capillaires sont notées, K2, K3 et Pc,2, Pc,3. P est la pression à la jonction, µ,

la viscosité dynamique du liquide et ρ sa densité. Enfin, g désigne l’intensité du champ

de pesanteur et α l’angle d’ouverture de la jonction. Dans le canal d’alimentation, la

variation de la pression est calculée via l’équation de Darcy [1856] en supposant que la

pression à l’entrée du canal 1 est égale à la pression atmosphérique :

Ẋ1 = −K1

µ

P

L1
(II.8)

Avec L1, la longueur du système et K1, la perméabilité du canal 1. Enfin, l’équation de

conservation du volume ferme le système :

Ẋ1A1 = Ẋ2A2 + Ẋ3A3 (II.9)
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Avec Ai, la section du capillaire i. Le système est formé de quatre équations et quatre

inconnues (X1, X2, X3 et P ) qui incluent les conditions limites et auxquelles s’ajoutent

les conditions initiales. A t = 0 : X2(t = 0) = 0 et X3(t = 0) = 0.

II.3.3.2 Simplifications

Comme nous l’avons vu dans la section II.3.2, la différence de pression capillaire à la

jonction joue un rôle majeur et guide l’écoulement. En revanche, l’aire des sections

droites et les perméabilités des capillaires jouent un rôle secondaire dans la situation où

Ca ≪ 1. Par la suite nous supposerons donc que les perméabilités et l’aire des sections

droites des capillaires à la jonction sont suffisamment proches pour être assimilable les

unes aux autres. On considérera par la suite que les propriétés des canaux sont égales

à :

K23 =
K2 +K3

2
(II.10)

Pour la perméabilité des canaux 2 et 3 et :

A23 =
A2 +A3

2
(II.11)

pour la surface des canaux 2 et 3. Les calculs qui suivent peuvent être réalisés en in-

troduisant uniquement à la fin du calcul cette simplification en négligeant les termes

en K2 − K3 et A2 − A3 devant K23 et A23 respectivement. Cette approche demande

cependant des calculs plus fastidieux c’est pourquoi elle n’est pas présentée dans ce

manuscrit.

II.3.3.3 Transformation du capillaire d’alimentation

Dans le cas traité, le capillaire d’alimentation est saturé, le débit Q dans celui-ci est

donc directement proportionnelle à la différence de pression ∆Pc qui existe à ses bornes

par l’équation :

Q = −K1A1

L1µ
∆P (II.12)

Supposons qu’il existe un canal invariant selon sa longueur de perméabilité Kc et de

section Ac, la vitesse moyenne de l’écoulement dans une section de ce canal sera notée

Ẋc. Si une différence de pression ∆P est appliquée sur une longueur Lc, ce canal délivre
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un débit : Qc = −∆PKcAc/µLc. Les deux canaux seront donc équivalent si, K1A1Lc =

KcAcL1. Le canal d’alimentation, de section S1, de perméabilité K1 et de longueur L1

peut donc être remplacée par un capillaire de section Ac et de perméabilité Kc, si :

Lc = L1
KcAc

K1A1
(II.13)

Cette transformation du capillaire d’alimentation est appliquée de manière à avoir trois

capillaires aux propriétés (surface et perméabilité) équivalentes et permet de simplifier

grandement les équations. Par la suite, on écrira donc :

L∗

1 = L1
K23A23

K1A1
(II.14)

Et le débit dans le capillaire 1 sera considéré dans le capillaire équivalent. Cette trans-

formation n’est valable que lorsque les capillaires sont complètement saturés.

II.3.3.4 Adimensionnalisation

Pour simplifier le traitement analytique qui va suivre, on adimensionne les équations.

La différence de pression capillaire locale, ∆Pc = Pc,3 − Pc,2 sera employée pour l’adi-

mensionnalisation des pressions :

P̃ =
P

∆Pc
(II.15)

∆Pc est strictement positif car les capillaires 2 et 3 sont numérotés de manière à avoir,

Pc,2 < Pc,3. En présence de gravité, l’imbibition est limitée par la hauteur de Jurin,

on prendra comme longueur caractéristique la hauteur de remontée correspondant à la

pression caractéristique ∆Pc :

∆hj =
∆Pc

ρgsin(α)
(II.16)

Les longueurs adimensionnées s’écrivent donc :

X̃ =
X

∆hj
(II.17)

Par la suite, on notera la hauteur de Jurin dans le capillaire i par hj,i = Pc,i/ρgsin(α).

Enfin, l’essentiel de la perte de charge se produit dans le canal d’alimentation qui se
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charge d’amener le liquide depuis la source, le temps caractéristique est donc de l’ordre

du temps nécessaire pour amener un volume de liquide correspondant à A23∆hj avec la

pression capillaire ∆Pc soit :

ta =
µL∗

1∆hj
∆PcK23

(II.18)

Soit le temps adimensionné :

t̃ =
t

ta
(II.19)

En utilisant les variables ci-dessus, les équations II.6, II.7, II.8 et II.9 prennent la forme :

˜̇X2X̃2 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,2

∆hj
− P̃ + X̃2

)
(II.20)

˜̇X3X̃3 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,3

∆hj
− P̃ − X̃3

)
(II.21)

˜̇X1 = −P̃ (II.22)

˜̇X1 = ˜̇X2 + ˜̇X3 (II.23)

II.3.3.5 Comportement asymptotique

Il est bien connu que lorsqu’un milieu poreux est trempé dans un bain de liquide en

présence d’un champ de pesanteur et que le liquide mouille celui-ci, l’imbibition est

limitée par la pesanteur. Dans le système décrit ici, le capillaire dont l’imbibition est

limitée par la gravité est le capillaire 2. Nous supposerons donc que lorsque t̃ tend vers

l’infini, la position du ménisque dans le capillaire 2 tend vers une limite fixe noté X̃ lim
2 et

que ˜̇X2 tend vers 0. A l’inverse, dans le capillaire 3 l’écoulement n’est pas limité par la

gravité mais favorisé par celle-ci, nous supposerons donc que X̃3 diverge lorsque t̃ tend

vers l’infini. Sous ces hypothèses, les équations prennent la forme :

0 =

(
− hj,2

∆hj
− P̃ + X̃ lim

2

)
(II.24)

˜̇X3 =
L∗

1

∆hj
(II.25)

˜̇X1 = −P̃ (II.26)

˜̇X1 = ˜̇X3 (II.27)
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D’après les équations ci-dessus on peut calculer la pression à la jonction :

P̃ = − L∗

1

∆hj
(II.28)

Cette expression permet également de vérifier l’hypothèse faite plus haut qu’il existe une

position d’équilibre limite que le ménisque du canal 2 tend à atteindre. Or, pour que

les équations présentées ci-dessus restent valides, il faut que cette position ait un sens

physique, c’est-à-dire que :

X̃ lim
2 > 0 (II.29)

Soit un critère qui s’écrit :

X̃ lim
2 = − L∗

1

∆hj
+
hj,2
∆hj

> 0 (II.30)

Ce critère se résume donc à la comparaison d’une hauteur de Jurin et de la longueur

d’alimentation du capillaire équivalent :

hj,2 > L1 (II.31)

On peut également remarquer que le débit limite dans le capillaire 3 est strictement

positif, ce qui confirme la validité de l’hypothèse de divergence de la position dans le

capillaire 3 réalisée au début de cette partie.

En résumé, nous avons montré ici que lorsque le critère II.31 est rempli, le ménisque

dans le capillaire 2 tend à occuper une position fixe. A l’inverse, lorsque le critère n’est

pas rempli, la pression à la jonction est inférieure à la pression du capillaire 2, ce qui

implique le démouillage complet du capillaire puis la fragmentation de la phase liquide.

Le critère inverse :

hj,2 < L1 (II.32)

Est donc un critère de fragmentation. Dans ces conditions les équations présentées

précédemment ne sont plus valides (X̃2 < 0) et ne décrivent plus correctement le système.
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Le constat réalisé ci-dessus ne donne aucune indication sur la dynamique de l’imbibition,

celle-ci est étudiée dans la partie suivante dans le cas où la fragmentation est assurée de

se produire.

II.3.3.6 Dynamique de l’imbibition avec fragmentation

Nous avons vu dans la section précédente que l’imbibition du système peut mener à

deux fins différentes, selon que le critère, II.32 soit rempli ou non. Dans cette partie

nous nous intéressons à la dynamique de l’écoulement exclusivement dans les cas où la

fragmentation est assurée de se produire :

hj,2 ≪ L1 (II.33)

Ce qui assure la validité du critère II.32.

Premier régime A t̃ = 0+, les ménisques dans les canaux 2 et 3 ont des positions

proches de la jonction de capillaires, or, les ménisques des deux canaux possèdent des

pressions capillaires différentes, il devrait donc y avoir un écoulement d’un capillaire (de

pression capillaire plus importante) vers un autre (de pression capillaire inférieure) avec

une résistance visqueuse très faible puisque la distance qui les sépare l’est également. En

pratique, le ménisque du capillaire de plus forte pression capillaire est dans l’incapacité

de se déplacer et reste bloqué à la jonction tant que la pression à la jonction n’est

pas supérieure à sa pression capillaire. Traduit avec les variables du système, ce critère

s’écrit :

˜̇X3 = 0, P̃ <
Pc,3

∆Pc
(II.34)

Les équations II.20-II.23 vues précédemment et réadaptées à l’aide de l’équation II.34

donnent :

˜̇X2X̃2 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,2

∆hj
− P̃ + X̃2

)
(II.35)

˜̇X1 = −P̃ (II.36)

˜̇X1 = ˜̇X2 (II.37)

Ce système fermé est transformé en une unique équation :
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˜̇X2X̃2 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,2

∆hj
+ ˜̇X2 + X̃2

)
(II.38)

Cette équation est non-linéaire et ne possède pas de solution triviale. Pour résoudre

cette équation de manière approchée et dans le cadre de l’hypothèse II.33, on suppose

dans un premier temps que le terme non-linéaire est négligeable devant tous les autres

termes. L’équation différentielle est alors linéaire et du premier ordre :

0 = − hj,2
∆hj

+ ˜̇X2 + X̃2 (II.39)

Sa solution est immédiate :

X̃2 =
hj,2
∆hj

(1 − e−t̃) (II.40)

La solution de l’équation différentielle linéaire permet de quantifier l’erreur commise

en comparant un-à-un les termes de l’équation différentielle linéaire avec le terme non-

linéaire. Les ratios Ri formés du terme non-linéaire sur le ième terme linéaire donnent

après remaniement :

R1 =
hj,2
L1

(1 − e−t̃)e−t̃ (II.41)

R2 =
hj,2
L1

(1 − e−t̃) (II.42)

R3 =
hj,2
L1

e−t̃ (II.43)

(II.44)

Dans notre cadre d’hypothèse, la longueur d’alimentation est grande devant la hauteur

de Jurin. D’où :

R1 ≪ 1 (II.45)

R2 ≪ 1 (II.46)

R3 ≪ 1 (II.47)
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L’hypothèse selon laquelle la partie non-linéaire de l’équation est négligeable devant la

partie linéaire est donc valable dans notre cadre d’étude.

L’équation et sa solution restent donc valides tant que la pression à la jonction est

inférieure à la pression capillaire du canal 3. Ce critère est invalidé à t = t1 lorsque :

P̃ (t̃1) = − hj,2
∆hj

e−t̃1 = −h̃j,3 (II.48)

Soit,

t̃1 = ln

(
hj,2
hj,3

)
(II.49)

On remarquera également qu’à t = t1 :

X2(t1) = ∆hj (II.50)

Ces résultats seront utiles pour la suite. A t > t1, le liquide s’écoule dans les deux

capillaires et les équations utilisées ci-dessus ne décrivent plus correctement le système.

Ce second régime fait l’objet de la section suivante.

Second régime Après le premier régime, les deux ménisques se déplacent. Le système

est donc décrit par les équations, II.20-II.23. Cependant, aucune solution à ce système

n’a été trouvée analytiquement. Pour simplifier le problème, on peut calculer le débit

dans le canal d’alimentation en supposant que la pression capillaire au niveau de la

jonction reste proche d’une valeur moyenne, Pc,23 = (Pc,2 + Pc,3)/2, dont la hauteur de

Jurin associée s’écrit hj . On déduit des équations II.22 et II.23 :

− Pc,23

∆Pc
= ˜̇X2 + ˜̇X3 (II.51)

On intègre ensuite de t̃1 à t̃ (t̃ > t̃1) :

− Pc,23

∆Pc
(t̃− t̃1) =

(
X̃2 − 1

)
+ X̃3 (II.52)

En faisant la différence entre les équations II.20 et II.21, on obtient l’équation :

( ˜̇X2X̃2 − ˜̇X3X̃3) = − L∗

1

∆hj

(
−1 + X̃2 + X̃3

)
(II.53)



Fragmentation de phase induite par la gravité lors d’une imbibition spontanée 60

En réinjectant les termes de l’équation de conservation dans l’équation ci-dessus et en

utilisant l’hypothèse de grande longueur d’alimentation (II.33), on obtient l’équation :

1 − ˜̇X2
hj

∆hj
− L∗

1

∆hj

(
t̃− t̃1

)
−
( ˜̇X2(t̃− t̃1) + X̃2

)
= 0

L’équation ci-dessus peut être intégrée, en utilisant le changement de variable t̃′ = t̃− t̃1 :

∫ t̃′=t̃

t̃′=0
1 − ˜̇X2

hj
∆hj

− L∗

1

∆hj
t̃′ −

( ˜̇X2t̃′ + X̃2

)
dt′ = 0 (II.54)

L’intégration donne le résultat :

t̃+ (1 − X̃2)
∆hj
hj

− L∗

1

∆hj

(
t̃2

2

)
− X̃2t̃ = 0 (II.55)

Soit une relation de X̃2 en fonction de t̃ :

X̃2 =
t̃+

∆hj

hj
− L∗

1

∆hj

(
t̃2

2

)

∆hj

hj
+ t̃

(II.56)

La fonction X̃2 n’est pas strictement monotone en fonction de t̃. Elle tend vers −∞
lorsque t̃ → +∞. L’évolution de la position prédit donc le retour du ménisque à la

jonction. Ce résultat est conforme à la prédiction de la fragmentation réalisée plus haut.

On peut alors déterminer la durée du second régime t̃2 comme le temps pour lequel

X̃2(t̃2) = 0 :

t̃2 =

(
∆hj
L∗

1

)(
1 +

√
1 + 2

L∗

1

hj

)
(II.57)

Cette durée représente le temps nécessaire pour que le ménisque dans le capillaire 2 se

déplace puis retourne à la jonction à partir de sa position à t̃1.

II.3.3.7 Bilan

D’après les trois sous-parties ci-dessus, lorsque la longueur d’alimentation est grande

devant la hauteur de Jurin et que la différence de pression capillaire locale agit contre
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la gravité, l’imbibition passe par deux régimes dynamiques distincts, le premier régime

est dirigé par la différence de pression capillaire locale. Il s’achève lorsque la gravité

est d’intensité similaire à la différence de pression capillaire. Ensuite, le second régime

est dirigé par la gravité et s’achève par la fragmentation de la phase. La dynamique

correspondante est représentée sur la figure II.3.

c)

(1) (1)

(1) (1)

(2) (2)

(2) (2)

(3) (3)

(3) (3)

b)

d)

a)

Figure II.3: Représentation schématique de l’imbibition dynamique jusqu’à la frag-
mentation. Le liquide (a) imbibe le canal d’alimentation jusqu’à la jonction, (b) s’écoule
dans le capillaire 2, (c) s’écoule dans les capillaires 2 et 3 et (d) s’écoule en deux frag-

ments séparées

II.3.4 Actions coordonnées de la gravité et de la différence de pression

capillaire

On considère maintenant la situation où la gravité agit dans la même direction que la

différence de pression capillaire locale.
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II.3.4.1 Équations

En utilisant les mêmes notations adimensionnées et hypothèses que précédemment et en

utilisant l’équation de Washburn dans les capillaires 2 et 3, on obtient :

˜̇X2X̃2 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,2

∆hj
− P̃ − X̃2

)
(II.58)

˜̇X3X̃3 = − L∗

1

∆hj

(
− hj,3

∆hj
− P̃ + X̃3

)
(II.59)

Les équations de perte de charge dans le capillaire d’alimentation et de conservation

restent inchangées :

˜̇X1 = −P̃ (II.60)

˜̇X1 = ˜̇X2 + ˜̇X3 (II.61)

II.3.4.2 Critère de fragmentation

On peut déterminer un critère de fragmentation en supposant qu’à t = 0, un petit volume

de liquide est présent dans le capillaire 2, comme dans le cas précédant on suppose que

dans les premiers instants Ẋ3 = 0. Sous ces hypothèses, on note la position X̃2(0) = δX̃

avec δ̃X ≪ 1. On peut alors utiliser l’ équation II.58 pour calculer la pression à la

jonction :

P̃ = − hj,2
∆hj

+ δX̃

(
˜̇X2

∆hj
L∗

1

− 1

)
(II.62)

La fragmentation ne se produit pas si :

P̃ < − hj,2
∆hj

(II.63)

Soit, si :

˜̇X2
∆hj
L∗

1

< 1 (II.64)

Or, pour δX̃ faible, ˜̇X2 s’écrit :
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˜̇X2 = − Pc,2

∆Pc
=
hj,2
∆hj

(II.65)

Soit un critère qui prend la forme :

hj,2 > L∗

1 (II.66)

Le critère de stabilité est donc le même que le système agisse avec ou contre la gravité.

II.3.4.3 Dynamique de l’écoulement

Lorsque le ménisque provenant du canal d’alimentation arrive à la jonction, il est déjà

dans une situation où la fragmentation est susceptible de se produire. Dans le cas traité

dans la section II.3.3 le temps caractéristique était lié à l’acheminement d’une quantité

de liquide à la jonction. Dans le cas présent l’acheminement n’est plus nécessaire puisque

la fragmentation est déjà en train de se produire. Le temps caractéristique mis-en-jeu

est donc de l’ordre de :

tf ∼ µδX2

∆PcK23
(II.67)

Or, ce temps caractéristique est négligeable devant le temps ta puisque δX ≪ L∗

1 et

δX ≪ ∆hj . On s’attend donc à ce que le liquide démouille rapidement le capillaire.

II.3.4.4 Bilan

D’après le raisonnement développé dans les sections ci-dessus, lorsque la gravité agit

dans le même sens que la différence de pression capillaire locale, la fragmentation se

produit si le critère II.66, est vérifié. La dynamique est très rapide devant les temps t1

et t2. Elle est représentée de manière schématique sur la figure II.4.

II.3.5 Application aux milieux poreux

Les milieux poreux peuvent être représentés comme des réseaux de capillaires de tailles

variables. A ce titre, la jonction étudiée dans les sections précédentes représente une

intersection entre différents pores. Supposons que le milieu poreux considéré puisse

être représenté par une taille de pore typique notée r. La pression capillaire associée

à cette taille de pore est donnée par la relation de Laplace, Pc = −2γ/r. En associant
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c) d)

a) b)

(1)

(3)

(2)

(3)

(3) (3)

(1)

(1)

(1)

(2)

(2) (2)

Figure II.4: Représentation schématique de l’imbibition dynamique jusqu’à la frag-
mentation. (a) Le liquide imbibe le canal d’alimentation jusqu’à la jonction, (b) le
liquide s’écoule dans le capillaire 2 et tire sur le ménisque au niveau de la jonction, (c)
le ménisque se divise en deux ménisques dans les capillaire 1 et 2 (d) l’écoulement se

produit en deux fragments séparées

une perméabilité K au milieu, on peut calculer la vitesse de l’imbibition unidimen-

sionnelle lorsque le front atteint une distance L du bain de liquide qui sert de source,

v = −KPc/µL. Soit une vitesse typique v qui s’écrit :

v = 2
γK

µLr
(II.68)

D’après la définition du nombre capillaire dans les milieux poreux, I.61, on trouve :

Ca =
2r

L
(II.69)

Et le nombre de Bond, d’après l’équation I.57, s’écrit :
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Bo =
ρgr2

γ
(II.70)

Dans un milieu poreux, on peut également calculer une hauteur de Jurin typique :

hj = −Pc

ρg
(II.71)

D’après les relations ci-dessus, et en supposant que la jonction de capillaire vue plus haut

modélise un milieu poreux isotrope lorsque tous les canaux possède des perméabilités

comparables K, on peut retranscrire les deux critères de fragmentation. Ils s’écrivent

sous la forme unique :

Ca < Bosin(α) (II.72)

Sous cette forme le critère indique que la dissipation visqueuse joue un rôle d’inhibiteur

de la fragmentation. Dans les milieux poreux toutes les orientations de la jonction dans

l’espace sont attendues, on déduit donc que la fragmentation apparait lorsque :

Ca < Bo (II.73)

Ce dernier critère est très proche du critère de stabilité d’une interface lorsque la phase

la plus visqueuse et la plus dense déplace une autre phase, moins visqueuse et moins

dense mais située en dessous de la première ([Wilkinson, 1984], [Méheust et al., 2002]). Il

apparait également dans différents procédés microscopiques [Or, 2008]. Hors du champ

des milieux poreux ce critère est également proche de celui de Saffman-Taylor bien que

la physique sous-jacente soit assez différente.

II.4 Vérification Expérimentale

Dans la partie précédente, nous avons montré qu’une jonction asymétrique soumise à

l’action de la gravité et en imbibition spontanée mène à la fragmentation de la phase

qui l’imbibe lorsque la gravité domine l’écoulement. Lorsque la gravité s’oppose à la

différence de pression capillaire locale deux régimes sont prédits. Un premier, dominé

par la capillarité et limité par la gravité et un second dominé par la gravité et qui mène

à la fragmentation de la phase mouillante. La validité du critère de fragmentation ainsi

que la validité des prédictions de la durée des régimes sont vérifiées expérimentalement

dans cette partie.



Fragmentation de phase induite par la gravité lors d’une imbibition spontanée 66

II.4.1 Cellules microfluidiques

Trois cellules microfluidiques ont été employées. Elles ont été fabriquées par la société

Epigem (Grande-Bretagne) et réalisées en SU-8 (polymère) par photolithographie. Ce

procédé est classique dans la fabrication de cellules microfluidiques [Tabeling, 2015], il

consiste à disposer une couche de résine photosensible puis à éclairer dans l’ultraviolet

sélectivement, à l’aide d’un masque, la couche déposée. Les zones exposées réticuleront

et les autres pourront être éliminées à l’aide d’un solvant. Les canaux seront ensuite être

fermés de manière étanche. Les canaux des cellules sont ainsi uniquement constitués de

SU-8.

II.4.1.1 Géométrie des cellules

Les trois cellules ont des géométries semblables. Une photo d’une cellule typique est

présentée sur la figure II.5. Le canal d’alimentation de chacune à une longueur de 109mm.

Le canal d’alimentation n’est pas droit pour des raisons pratiques (limiter la taille de

la cellule microfluidique). Cependant, le rayon de courbure de celui-ci est de l’ordre de

0.5cm pour une largeur des canaux de l’ordre de 500µm. Le rayon de courbure étant 10

fois supérieur à la largeur des canaux, l’impact de celui-ci est supposé négligeable.

(1)

(2)

(3)

Figure II.5: Image d’une cellule, les canaux sont numérotés d’après la nomenclature
présentée dans la partie II.3.2

II.4.1.2 Longueurs et position relative des canaux

Les longueurs des canaux ont été mesurées à partir d’images prises avec un appareil

photo D300S Nikon. Les images ont été traitées sur le logiciel MATLAB. La longueur
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des cellules (préalablement mesurée) a été utilisée pour convertir les dimensions de pixel

en mètre. Les dimensions ainsi que les angles relatifs sont reportées dans le tableau II.1.

N◦ de cellule 1 2 3

α1 (deg) 119.8 119.6 119.9

α2 (deg) 119.3 120.1 119.0

α3 (deg) 119.9 120.5 120.7

 L′

1 (mm) 46.2 46.6 46.4

 L2 (mm) 20.3 20.3 20.4

 L3 (mm) 50.1 50.2 50.4

Table II.1: Longueurs et angles relatifs des canaux. La précision de mesure des angles
est de l’ordre de 1◦ et celle des distances de l’ordre de 0.5(mm)

Une photo type utilisée pour la mesure des dimensions des cellules est présentée sur la

figure II.5 tandis que les grandeurs mesurées sont représentées schématiquement sur la

figure II.6.

(1)

(2)

(3)

L1'

L2

L3

Entrée/sortie

α1

α2

α3

Figure II.6: Schéma des grandeurs mesurées, les angles relatifs et les longueurs des
canaux
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II.4.1.3 Profondeur des canaux

Les canaux des cellules ont des sections rectangulaires et une épaisseur de Wp ∼ 400µm

pour toutes les cellules et invariante selon la longueur des canaux. Les épaisseurs ont

été mesurées par imagerie à l’aide d’un microscope Keyence en réalisant la focale sur les

extrémités inférieures et supérieures de chaque canal de chaque cellule. La précision de

cette mesure n’est pas très bonne, de l’ordre de ∼ 30µm.

II.4.1.4 Largeur des canaux

Les largeurs des canaux ont été mesurées à l’aide d’un microscope Keyence avec un

grossissement de l’ordre de 100. Les épaisseurs ont été déduites en post-traitant les

images obtenues. La précision des mesures est de l’ordre de 10µm. Les résultats sont

résumées dans le tableau II.2.

N◦ de cellule 1 2 3

W1 (µm) 170 280 215

W2 (µm) 420 300 415

W3 (µm) 570 400 515

Table II.2: Largeurs des canaux mesurées avec une précision de l’ordre de 10µm

Une image réalisée pendant les mesures des dimensions des canaux est présentée sur la

figure II.7.

Figure II.7: Image des canaux réalisée en transmission avec un microscope Keyence
lors de la mesure de largeur des canaux
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II.4.1.5 Rugosité des canaux

La figure II.8 montre les bords d’un canal d’une cellule. On peut remarquer sur la figure

que les parois sont rugueuses, i.e., elles ne sont pas planes. La rugosité se caractérise,

pour le mouillage (voir I.4.3), par le ratio entre la surface idéalisée (plane) et la surface

réelle mesurée. Ici, la rugosité de surface est réalisée par mesure de l’amplitude des

irrégularités visibles 3 sur les canaux. Les amplitudes ont été reportées dans le tableau

II.3 pour l’ensemble des canaux. La précision de mesure est assez faible ∼ 2µm lorsque

rapportée aux dimensions mesurées.

N◦ de Cellule 1 2 3

η1 (µm) 8.7 8.3 7.6

η2 (µm) 7.6 7.6 6.6

η3 (µm) 6.7 7.9 7.3

Table II.3: Amplitude de la rugosité des canaux. La précision de mesure est de l’ordre
de 2µm

Figure II.8: Visualisation au microscope de l’amplitude de la rugosité des canaux

La rugosité de surface est donc assez forte puisqu’elle est seulement inférieure d’un peu

plus d’un ordre de grandeur à la taille des canaux. On remarquera également que les

faces inférieures et supérieures des canaux sont extrêmement planes. Cette observation

découle de l’absence de défaut optique lors de l’observation en transmission des canaux

des cellules. La répartition très inégale de la rugosité est une conséquence du procédé de

fabrication. Une image des irrégularités est présentée sur la figure II.8.

3. La rugosité est uniquement mesurée au niveau de la partie supérieure des canaux



Fragmentation de phase induite par la gravité lors d’une imbibition spontanée 70

II.4.1.6 Autres types de défauts des canaux

Deux types de défauts ont été observés au microscope avant le début des expériences :

l’existence de particules dans les canaux et des défauts de collage entre les parties

inférieures et supérieures des cellules. Un exemple de fibre dans les canaux est présenté

sur la figure II.9.a et un exemple de défaut de collage est présenté sur la figure II.9.b.

Notez que sur la figure II.9.b on voit des franges d’interférences sur couche mince, qui

indiquent que le défaut est de l’ordre de quelques longueurs d’onde du visible ∼ 1−5µm.

Les défauts de collage sont donc assez rares et leurs épaisseurs sont généralement faibles

devant les dimensions des canaux (∼ 400µm).

Figure II.9: (a) Image prise avec le microscope Keyence d’une portion de fibre dans
un canal. (b) Visualisation au microscope des défauts de collage

II.4.1.7 Propriétés issues des paramètres géométriques

La connaissance de la forme de la section des canaux et de leurs dimensions (largeur,

profondeur) permet de déterminer deux quantités, la perméabilité et la pression ca-

pillaire des canaux qui seront nécessaires pour calculer les nombres adimensionnés. La

perméabilité est une propriété strictement géométrique. Pour un canal régulier de section

rectangulaire elle peut être calculée analytiquement :

K = W 2
p

(
1

12
− 16Wp

π5W

+∞∑

i=1

(1 − cos(iπ))

(2i)i
tanh

(
iπW

2Wp

))
(II.74)

avec Wp la profondeur des canaux et W leur largeur. Lorsqu’un liquide complètement

mouillant se situe dans un canal, il forme un ménisque (Ca ≪ 1), dans les conditions de

l’étude le ménisque n’est pas influencé par la gravité (Bo ≪ 1) on va supposer pour la

suite que la pression capillaire correspond au ratio du périmètre sur la surface multiplié

par la tension de surface du liquide employé :
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Liquide Éthanol AIP HS 10 HS 20

γ (mN.m−1) 21.8 21.2 20.4 20.2

γref (mN.m−1) 22.3 21.7 20.1 20.6

Table II.5: γ, valeurs des tensions de surface de : l’éthanol, l’alcool isopropylique
(AIP), et deux huiles silicones (HS 10,20) ainsi que des valeurs de référence issues de

la littérature [Vazquez et al., 1995] ou de fiches techniques γref .

Une rapide analyse de sensibilité sur les paramètres de l’optimisation a montré que la

précision de la mesure est de l’ordre de 3%. Les valeurs de tension de surface mesurées

sont proches des valeurs de la littérature ou des données fournisseur (pour les huiles

silicones).

II.4.3.2 Viscosité dynamique

Les viscosités dynamiques ont été mesurées par identification inverse à partir de la loi de

Washburn [1921]. Pour chaque liquide, une goutte a été déposée en entrée d’un capillaire

courbe en forme de U et de dimensions connues. Le liquide l’a imbibé spontanément avec

un angle de contact supposé nul. Les imbibitions sont filmées avec le microscope Keyence

et éclairées en transmission, le grossissement est ×20, la fréquence d’acquisition de 15Hz,

la résolution de 1600×1200 et le capillaire est positionné à plat sur le plateau. La position

du ménisque est identifiée à chaque instant par analyse d’image. Les trajectoires ainsi

obtenues sont ensuite ajustées sur une forme en U via un algorithme d’optimisation.

A partir de l’ajustement les trajectoires sont converties en distance à la source. En

prenant en compte la pression hydrostatique à l’entrée de la cellule (la goutte en entrée

est située au-dessus des canaux) et en ajustant la loi de Washburn sur les résultats

obtenus, on obtient un coefficient dépendant uniquement de la viscosité du liquide et

de la perméabilité du canal. Enfin, en utilisant les dimensions du capillaire, on peut

déterminer la viscosité des liquides. Les résultats sont présentés dans le tableau II.6 avec

des viscosités de référence issues de la littérature ([González et al., 2007], [Pang et al.,

2007]) ou de fiches techniques (huiles silicones) à 20C◦.
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Liquide Éthanol AIP HS10 HS20

µ (mPa.s) 1.2 ± 0.11 2.5 ± 0.13 10.7 ± 0.70 19.1 ± 0.94

µref (mPa.s) 1.1 2.4 10.0 19.0

Table II.6: Viscosités µ des liquides mesurées par la méthode de l’imbibition spontanée
et valeurs de référence µref issues de la littérature ([González et al., 2007], [Pang et al.,

2007]) et de fiches techniques

À nouveau, les résultats rapportés dans le tableau II.6 sont proches des valeurs issues

de la littérature.

II.4.4 Types d’expériences

Deux types d’expériences ont été réalisés. Le premier type d’expérience sert à vérifier les

prédictions du régime dynamique présentées dans la partie II.3. Le second sert à vérifier

la validité du critère de fragmentation.

Les deux types d’expériences sont lancés par le dépôt d’une goutte dans le canal d’ali-

mentation des cellules. Après chaque expérience, les cellules sont lavées par passage

successif d’éthanol et d’air pour être ensuite réutilisées dans les expériences suivantes.

La dégradation des cellules entre le début et la fin des expériences a été évaluée et jugée

négligeable.

Pour le premier type d’expérience, l’imbibition est filmée par réflexion au niveau de

la jonction à partir de l’arrivée du ménisque à la jonction et jusqu’aux instants qui

suivent la fragmentation de la phase. Chaque expérience est réalisée 5 fois pour évaluer

la répétabilité et estimer grossièrement la précision des mesures. Les trajectoires des

ménisques sont extraites et traitées pour déterminer le temps t1, le temps t2 et la hauteur

X2(t1).

Pour le second type, l’imbibition est filmée en transmission et l’analyse des résultats se

limite au constat de l’absence ou de la présence de la fragmentation.

II.4.5 Extraction des résultats

Pour la première série d’expériences, les fichiers vidéo ont été exploités sur MATLAB. Les

coordonnées des ménisques ont été identifiées manuellement sur les images de toutes les

vidéos. Ensuite, elles ont été transformées de manière à corriger le biais de visualisation

due à l’orientation relative entre l’axe optique du microscope et le plan des cellules. Enfin,
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les coordonnées ont été replacées dans leur base propre en utilisant l’ACP (Analyse en

Composantes Principales). L’origine dans chacun des canaux à été calculée à partir des

coordonnées de la jonction. La résolution spatiale est calculée pour chaque vidéo et est

de l’ordre de 35µm.pixel−1. La fréquence d’acquisition est de 15Hz avec une résolution

de 1600 × 1200. Deux résultats types après les traitements mentionnés ci-dessus sont

présentés sur la figure II.14.
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Figure II.14: Exemples de résultat pré-traités. Avec la cellule 1, l’AIP et un angle
d’inclinaison de 20◦ (gauche). Avec la cellule 2, l’HS 10 et un angle d’inclinaison de 35◦

(droite). X2 est représenté par ( ) et X3 par (◦)
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Figure II.15: Exemples de résultat traités. Avec la cellule 1, l’AIP et un angle d’in-
clinaison de 20◦ (gauche). Avec la cellule 2, l’HS 10 et un angle d’inclinaison de 35◦

(droite). X3 est représenté par par (◦) et la meilleur ondelette en (-)

Les résultats sont ensuite traités de manière à extraire la durée du premier régime, t1,

la position du second ménisque à cet instant X2(t1) et la durée du second régime t2.

Les premières positions du ménisque dans le capillaire 2 sont utilisées via un ajuste-

ment linéaire pour déterminer l’origine du temps. Cette correction est nécessaire dans

la mesure où le début du premier régime est dominé par la réorganisation du volume de

liquide disponible au moment où le liquide atteint la jonction. L’instant t1 est ensuite

calculé grâce à une transformée en ondelette [Blaisot et Adeline, 2000] des positions du

ménisque dans le capillaire 3. Les positions sont normalisées pour être ramenées sur le
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domaine [−1, 0] × [0, 1]. La transformée en ondelette s’appuie sur une fonction de trois

paramètres Ψa,b,c.

Ψabc(x) = min(ax3 + bx2 + cx+ 1, 0) (II.76)

La forme de la fonction permet de déterminer le décrochage de la zone constante à

la zone variable avec précision et sans être trop fortement influencée par le bruit. Les

paramètres a, b et c sont déterminés comme les coordonnées du minimum de F (a, b, c)

dans l’espace de la transformée de la fonction :

F (a, b, c) = −
∫ 0
−1 f(x)Ψabc(x)dx
√∫ 0

−1 Ψ2
abc(x)dx

(II.77)

Avec f les positions normalisées et F la fonction à optimiser. L’optimisation a été réalisée

par l’algorithme du plus grand gradient. La position correspondante dans le capillaire 2,

X2(t1) est déterminée par interpolation linéaire. Enfin, la durée t1+t2 est déterminée par

un ajustement polynomial d’ordre 2 sur les dernières valeurs de X2 qui permet d’évaluer

l’instant de retour à la jonction.

II.5 Résultats

II.5.1 Expériences sur la dynamique

Un résultat typique est présenté sur la figure II.17 ainsi que des images expérimentales

sur la figure II.16. Sur cette dernière on voit distinctement apparaitre deux régimes,

conformément à la prédiction réalisée. Ce résultat est représentatif de l’ensemble des

résultats obtenus.

t=0 t=t1 t=t1+t2

(1) 

(2) 

(3) 

g 

Figure II.16: Suite chronologique d’images obtenues expérimentalement. Les contours
des canaux des cellules ont été surlignés en noir
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Les principales caractéristiques de la figure II.17 sont communes à l’ensemble des résultats

obtenus. On observe dans un premier temps que X2 évolue linéairement en fonction de

t et X3 est constant. Dans un second temps, X2 évolue de manière non monotone en

fonction de t, il croit puis décroit jusqu’à 0 alors que X3 croit de manière non-linéaire.

Ces observations qualitatives sont conformes aux descriptions respectives du premier et

second régime (voir partie II.3.3.6).
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Figure II.17: Résultat typique obtenu avec l’huile silicone HS 10 pour une inclinaison
de 20◦ et la cellule 1. X2 est représenté par les ( ) et X3 par les (◦). Les droites en (−

−) représentent l’extrapolation à t = 0

Le nombre capillaire et le nombre de Bond sont calculés selon les relations II.69 et II.70

respectivement en utilisant un rayon r correspondant à un capillaire circulaire équivalent.

La durée t1 en fonction de Ca/Bo est représentée sur la figure II.18 pour l’ensemble des

expériences réalisées. On remarque sur la figure que la correspondance entre la durée

du premier régime et la prédiction théorique est assez bonne. La hauteur maximale de

remontée X2(t1) en fonction de Ca/Bo est représentée sur la figure II.19.

On remarque que la correspondance est bonne pour de faibles valeurs de Ca/Bo mais

se détériore à mesure que ce ratio augmente. Cette remarque est conforme au cadre

d’hypothèse (Ca ≪ Bo) imposé pour déterminer les temps et durées caractéristiques

du second régime. On peut d’ailleurs s’étonner de la bonne adéquation entre le modèle

et l’expérience pour t1. Une interprétation simple serait que la perte de charge dans le

capillaire 2, lorsqu’elle n’est plus négligeable ralentit l’écoulement et diminue X2(t1).

Ces deux effets agissent en sens contraires l’un de l’autre et semblent se contrebalancer

qualitativement.
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Figure II.18: Durée t1 du régime 1 en fonction du ratio Ca/Bo. Les données en noir,
bleu et rouge représente respectivement les expériences réalisées avec les cellules 1, 2 et
3. Les symboles représentent les valeurs expérimentales et théoriques : (+, · · −) : l’HS

20, ( ,−−) : l’HS 10, (×, · · ·) : l’AIP, ( , ·−) : l’éthanol
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Figure II.19: Position X2(t1) en fonction du ratio Ca/Bo. Les données en noir, bleu
et rouge représente respectivement les expériences réalisées avec les cellules 1, 2 et 3.
Les symboles représentent les valeurs expérimentales : (+) : l’HS 20, ( ) : l’HS 10, (×) :

l’AIP, ( ) : l’éthanol. Les valeurs théoriques sont en lignes continues
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Enfin, la durée t2 en fonction de Ca/Bo est représentée sur la figure II.20. On re-

marque que la correspondance est assez bonne à l’exception des expériences réalisées

avec l’éthanol et l’AIP pour la cellule 2 et des expériences réalisées avec l’éthanol pour la

cellule 3. L’interprétation associée est que dans ces cas précis, le produit du rapport d’as-

pect du système et du nombre d’Ohnesorge est peu élevé (0.3 pour l’éthanol et 0.6 pour

l’AIP) l’inertie influence donc l’écoulement. Ici, la variation de vitesse de l’écoulement

au niveau de la jonction ralentit l’écoulement. Enfin, on peut remarquer qu’il existe une

différence de pente pour toutes les valeurs de t2 en fonction de Ca/Bo réalisées avec la

cellule 1. Ces différences sont interprétées comme l’influence des écoulements dans les

coins des canaux qui affaiblit la correspondance avec le modèle.

10-1

 Ca

Bo
 

100

101

102

 t
2
(s
) 

Figure II.20: Durée t2 du régime 2 en fonction du ratio Ca/Bo. Les données en noir,
bleu et rouge représente respectivement les expériences réalisées avec les cellules 1, 2 et
3. Les symboles représentent les valeurs expérimentales et théoriques : (+, · · −) : l’HS

20, ( ,−−) : l’HS 10, (×, · · ·) : l’AIP, ( , ·−) : l’éthanol

Notez que dans la prédiction du modèle, aucun ajustement n’a été réalisé, les valeurs sont

issues de mesure directes et principalement géométriques. Tous les points expérimentaux

présentés sur les graphiques précédant correspondent à (au moins) cinq expériences.

Aucun tri n’a été réalisé dans les expériences.

Les variabilités des résultats en fonction de Ca/Bo sont représentées sur les figures II.22,

II.21 et II.23. Il apparait que les écarts-types relatifs σ sont très éclatés et varient entre
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1% et 20% des valeurs. On remarque également que les écart-types relatifs des pa-

ramètres, t1 et t2 sont croissants de la cellule 1 à la cellule 3 puis à la cellule 2, c’est-

à-dire lorsque le nombre capillaire est croissant. En revanche, aucune tendance claire

n’apparait lorsque les valeurs de Bo varient à Ca fixé. Ce dernier constat sous-entend

que l’écart-type relatif des résultats est lié spécifiquement au nombre capillaire.
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10-1
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(t

1
)/
t 1
 

Figure II.21: Écart-types relatifs pour t1. Les symboles représentent les valeurs
expérimentales : (+) : l’HS 20, ( ) : l’HS 10, (×) : l’AIP, ( ) : l’éthanol

Ce constat n’est pas étonnant, dans la mesure où lorsque Ca augmente le comportement

dynamique impacte de plus en plus fortement l’écoulement. Or, celui-ci est sensible à ce

qui se produit en proche paroi (angle de contact dynamique, film précurseur ou de Bre-

therton, écoulement dans les coins, etc.), et d’une expérience à la suivante les conditions

ne sont pas strictement les mêmes ; il peut y avoir des résidus de la phase mouillante

utilisée dans l’expérience précédente, une évolution des propriétés de mouillabilité des

parois ou un dépôt de particules dans les micro-canaux.
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Figure II.22: Écart-types relatifs pour X2(t1). Les symboles représentent les valeurs
expérimentales : (+) : l’HS 20, ( ) : l’HS 10, (×) : l’AIP, ( ) : l’éthanol
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Figure II.23: Écart-types relatifs pour t2. Les symboles représentent les valeurs
expérimentales : (+) : l’HS 20, ( ) : l’HS 10, (×) : l’AIP, ( ) : l’éthanol
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II.5.2 Expériences sur le critère de fragmentation

Cinq expériences ont été réalisées pour différents angles d’inclinaison (ϕ) par rapport à

l’horizontal. Pour chaque expérience, la visualisation de la fragmentation est représentée

par un Booléen sur la figure II.24 en fonction de l’angle d’inclinaison. On trouve une

bonne adéquation entre la prédiction théorique et le résultat obtenu. On rappelle également

que la précision sur l’angle d’inclinaison est de l’ordre de 1◦ et que le réglage du plateau

est du même ordre. Ces deux effets justifient possiblement la différence entre le critère

théorique et l’observation. L’observation de la fragmentation pour les autres cellules mi-

crofluidiques n’a pas été possible, car les angles d’inclinaison correspondant au critère

pour les cellules 1 et 2 sont trop faibles ∼ 1 − 5◦ pour que l’expérience soit réalisable et

que l’interprétation des résultats soit fiable.
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Figure II.24: Fragmentation observée en fonction de l’angle de contact statique, le
critère Ca −Bo = 0 est représenté par la droite en (− −)

II.6 Discussion

Dans les milieux poreux, la fragmentation ne se produit pas nécessairement localement,

au niveau d’une jonction de pores mais à l’échelle d’un ensemble ou d’un réseau de

pores. Le mécanisme de fragmentation décrit plus haut peut cependant permettre de

comprendre qualitativement ce qui se produit. Dans la littérature, la fragmentation
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induite par gravité a déjà été observée ([Auradou et al., 1999], [Birovljev et al., 1995]).

Notamment, il avait été remarqué qu’elle apparaissait au delà d’un certain nombre de

Bond [Auradou et al., 1999] dépendant de la taille du fragment de phase disponible

[Birovljev et al., 1995]. Ces observations ont été réalisées dans des situations où l’influence

du nombre capillaire était négligeable. Bien que les expériences correspondantes soient

bien différentes du cadre de travail développé ici, on peut noter que l’observation d’une

dimension minimale à atteindre avant que ne débute la fragmentation concorde avec la

transition entre le premier et le second régime. C’est-à-dire à la situation critique où les

différences de pression capillaires peinent à stabiliser la phase en ascension.

Le mouillage total est une situation très particulière et restrictive, il se caractérise,

entre autre, par l’absence d’un angle de contact d’avancée θa et de retrait θr. Des

expériences dynamiques et de fragmentation ont été réalisées avec deux liquides partiel-

lement mouillants (l’éthylène glycol et le propane-1,3-diol), dont les angles de contact

ont été mesurés autour de 70◦ (par observation du ménisque dans les canaux des cel-

lules). Les angles d’avancée et de retrait n’ont pas été mesurés, cependant les surfaces

des cellules sont rugueuses, ce qui est susceptible d’accrocher la ligne de contact triple et

donc de retarder l’avancée ou le retrait de la ligne triple. De plus, les parois supérieures et

inférieures sont moins rugueuses que les parois latérales, les angles de contact d’avancée

et de retrait varient donc probablement selon la paroi considérée ce qui rend difficile

l’étude quantitative. Les expériences réalisées montrent une absence de fragmentation

dans toutes les situations explorées, bien que le critère II.72 la prédisait dans certaines

situations. Le critère de fragmentation identifié précédemment semble donc incapable

de rendre compte correctement de ces effets. On peut interpréter assez simplement cette

inhibition en remarquant que les canaux étudiés possèdent des dimensions semblables

et donc des pressions capillaires semblables. En notant r1 et r2 le rayon de capillaire

équivalent on peut écrire que :

∆Pc = 2γcos(θe)

(
1

r1
− 1

r2

)
(II.78)

En présence d’hystérèse de mouillage, pour qu’un ménisque puisse en déplacer un autre

il faut que la différence de pression soit supérieure à :

∆P ∗

c = 2γ

(
cos(θr)

r1
− cos(θa)

r2

)
(II.79)

Ou :
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∆P ∗

c = 2γ

(
cos(θa)

r1
− cos(θr)

r2

)
(II.80)

Pour des angles d’avancée et de retrait très distincts les uns des autres, l’effet de disper-

sion de la pression capillaire due à l’hystérèse domine l’effet des variations géométriques

(qui était assez faible dans le cas étudié). Un critère très similaire a également été proposé

et vérifié expérimentalement par Morrow [1979] 4.

Dans les deux types d’expériences réalisées, la description des observations s’est arrêtée à

la fragmentation lorsqu’elle se produisait. Après la fragmentation, un ménisque est formé

au niveau du capillaire d’alimentation et l’imbibition reprend comme dans la situation

initiale. Cependant, lorsque le ménisque touche de nouveau la jonction, il est tiré par

le fragment dans le capillaire inférieur et sa dynamique n’est plus comparable à celle

de la première imbibition. La fragmentation se produit directement, indépendamment

de l’orientation de la différence de pression capillaire locale. Cet effet peut se produire

plusieurs fois de suite et de manière répétable (même taille de fragment produit). Il est

cependant assez peu probable qu’il se produise aussi facilement dans les milieux poreux

où la taille limitée des pores et leurs connectivités pourrait éviter à la phase déplacée

d’être piégée.

La validité du critère de fragmentation dans la situation où la différence de pression

capillaire s’oppose à la gravité n’a pas été vérifiée. En pratique ce serait assez difficile,

car, à mesure que Ca → Bo, la taille de la colonne de liquide nécessaire pour que

l’effondrement se produise tend vers l’infini. Expérimentalement, le cas où Ca tend vers

Bo correspond à un angle d’inclinaison de 15◦ avec la cellule 2. Ce cas n’a simplement

pas pu être traité car le liquide atteignait l’extrémité inférieure du canal 3 (5 cm) avant

que le démouillage à la jonction ne se produise.

II.7 Conclusion

Dans ce chapitre, la fragmentation d’une phase en imbibition à l’échelle des pores à

été étudiée analytiquement et expérimentalement. Deux cas de figures ont été envisagés

selon que la différence de pression capillaire s’oppose à la gravité ou qu’elle l’assiste.

Dans le premier cas, lorsque la gravité domine les effets de perte de charge (Bo≫ Ca),

une dynamique en deux régimes est observée. Le premier est dominé par la différence

de pression capillaire et est limité par la gravité. Le second est dominé par la gravité et

s’achève par la fragmentation de la phase mouillante. Un critère de fragmentation a été

4. Mais pour prédire la mobilisation d’une phase piégée
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déterminé par le calcul. Sa validité a été confirmée par l’expérience lorsque la différence

de pression capillaire agit dans le même sens que la gravité.

Les résultats résumés ci-dessus sont supposés applicables dans les milieux poreux où la

taille des pores n’est pas trop petite par rapport à la longueur capillaire, c’est-à-dire aux

milieux dans lesquels les hauteurs de Jurin ne sont pas trop supérieures à la taille des

pores (0.05 < Bo < 1). Pour des pores plus larges, les effets de la gravité agissent jusque

dans ceux-ci. D’autres limites sont envisageables comme l’existence d’une hystérèse de

mouillage.



Chapitre III

Modélisation numérique de

l’épaississement du front dans un

réseau de pores en imbibition

III.1 Introduction

En modélisant un écoulement diphasique dans un milieu poreux via un milieu homogène

équivalent et régulier, on peut alors rendre compte de certains résultats expérimentaux,

comme l’évolution de la position du front en imbibition spontanée. Cependant, cette

modélisation est incapable de décrire correctement certaines propriétés du front, comme

son épaisseur. La raison de cet échec est très simple et découle du principe de Curie :

”Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes

doivent se retrouver dans les effets produits”. Dans la modélisation décrite plus haut, la

nature irrégulière du milieu n’est pas retranscrite. Le front est alors invariant perpendi-

culairement à l’axe principal de l’écoulement et donc plan. Or, les milieux poreux sont

généralement très irréguliers, et par conséquent les fronts diphasiques dans les milieux

poreux ne sont pas plans. Cette affirmation est vérifiable par des observations de tous

les jours : l’interface formée lorsqu’on trempe un sucre dans le café ou qu’on renverse de

l’eau sur une nappe est irrégulière lorsqu’elle est observée de près. L’épaisseur du front

joue un rôle crucial dans la fabrication de fragments isolés de la phase déplacée dans la

phase qui déplace l’autre. Soit un problème qui concerne nombre d’applications indus-

trielles majeures (exploitation pétrolière, polluants dans les nappes phréatiques, mise en

œuvre composites etc.). Récemment, Gruener et al. [2012] ont réalisé une observation

expérimentale qui semble ne correspondre à aucune prédiction théorique et ont proposé

une modélisation analytique. L’enjeu de ce chapitre est de tester la validité de ce modèle

87
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et de le comparer à d’autres modèles de la littérature. Après avoir introduit les notions

élémentaires de la théorie de la percolation, quelques modèles d’épaississement de l’in-

terface sont présentés puis l’outil numérique employé est décrit ainsi que les résultats

obtenus.

Si les modèles de paquets de capillaires ou continus permettent de rendre compte de

certains résultats expérimentaux, comme la vitesse de propagation du front en imbibi-

tion spontanée, ils échouent généralement lorsqu’il s’agit de décrire certaines propriétés

du front, comme son épaisseur. La raison de ces échecs est très simple et découle du

principe de Curie : ”Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de

symétrie des causes doivent se retrouver dans les effets produits”. Dans les deux modèles

cités plus haut, le milieu est homogénéisé et sa nature irrégulière n’est donc pas retrans-

crite 1. Le front est alors invariant perpendiculairement à l’axe principal de l’écoulement

et donc plan. Or, les milieux poreux sont généralement très irréguliers, et par conséquent

les fronts diphasiques dans les milieux poreux ne sont pas plans. Cette affirmation est

vérifiable par des observations de tous les jours : l’interface formée lorsqu’on trempe un

sucre dans le café ou qu’on renverse de l’eau sur une nappe est irrégulière lorsqu’elle est

observée de près. L’épaisseur du front joue un rôle crucial dans la fabrication de frag-

ments isolés de la phase déplacée dans la phase qui déplace l’autre. Soit un problème qui

concerne nombre d’applications industrielles majeures (exploitation pétrolière, polluants

dans les nappes phréatiques, mise en œuvre composites etc.). Récemment, Gruener et al.

[2012] ont réalisé une observation expérimentale qui semble ne correspondre à aucune

prédiction théorique et ont proposé une modélisation analytique. L’enjeu de ce cha-

pitre est de tester la validité de ce modèle et de le comparer à d’autres modèles de la

littérature. Après avoir introduit les notions élémentaires de la théorie de la percolation,

quelques modèles d’épaississement de l’interface sont présentés puis l’outil numérique

employé est décrit ainsi que les résultats obtenus.

III.2 Modélisation de la propagation des interfaces

Il existe un grand nombre de modèles de propagation d’interfaces. Ceux-ci définissent

des classes, dites universelles qui découlent de la physique des problèmes qu’ils traitent

[Barabási et Stanley, 1995]. Ces classes se retrouvent dans les écoulements diphasiques

dans les milieux poreux ([Lenormand et al., 1988], [Martys et al., 1991]), dans la crois-

sance des colonies de bactéries ([Vicsek et al., 1990], [Matsushita et Fujikawa, 1990]),

les procédés de dépositions [Csahók et Vicsek, 1992], les fronts de combustion [Zhang

et al., 1992], etc.. Ces différentes applications ont en commun de s’intéresser à l’épaisseur

1. Il existe des modèles continus qui prédisent des irrégularités de front mais ils sont rares.
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de l’interface w. Les différentes classes correspondent à des situations différentes où il

peut exister une tendance de l’interface à se régulariser [Edwards et Wilkinson, 1982],

des effets géométriques [Kardar et al., 1986], une tendance à l’étirement [Witten et San-

der, 1981] et des effets plus complexes ou des combinaisons de ceux-ci ([Buldyrev et al.,

1992a], [Buldyrev et al., 1992b]). Dans les milieux poreux, l’interface dont l’étude est

pertinente se dénomme le front, cette distinction est nécessaire pour différentier les in-

terfaces locales (les ménisques) du front qui sépare les phases. Selon les conditions de

l’écoulement (nombre capillaire, nombre de Bond, etc.) différents modèles peuvent s’ap-

pliquer. Par la suite, le cadre d’étude sera limité aux écoulements stables (Mµ < 1 et

Bo > 0) sans terme régulateur. La modélisation de ceux-ci passe par un outil particu-

lier : la théorie de la percolation. Les notions élémentaires de cette théorie ainsi que

les différents modèles et prédictions dans ce cadre d’étude singulier font l’objet de cette

partie. La présentation qui suit est inspirée du livre Introduction to percolation theory,

[Aharony et Stauffer, 2003] qui est beaucoup plus complet et présente de manière simple

et claire les notions clefs de la théorie de la percolation.

III.2.1 Outils et résultats issus de la théorie de la percolation

III.2.1.1 Notion de percolation

On considère une grille 2D infinie et régulière dont chacune des cases peut être dans deux

états qu’on nommera ouvert et fermé. Chaque case de la grille voit son état déterminé par

le tirage d’une variable aléatoire. On nomme q la probabilité que la case soit dans l’état

ouvert et 1 − q la probabilité qu’elle soit fermée. Les tirages sont dé-corrélés les uns des

autres, c’est-à-dire que chacun ne dépend en aucune façon des valeurs des autres cases.

On définit ensuite les connections d’une case à ses plus proches voisines, par exemple en

considérant que chaque case est connectée aux quatre autres cases avec lesquelles elle

partage un segment. Le nombre de voisins connectés sera noté λ, d’après la règle évoquée

ci-dessus, λ = 4. En utilisant la grille fabriquée par le procédé décrit ci-dessus et la règle

de connectivité des plus proches voisins, on fait varier la probabilité q qu’une case soit

ouverte. Deux exemples de tirage sont présentés sur la figure III.1, pour q proche de 0

et proche de 1.

Les premières observations sont que :

— Lorsque q ∼ 0 : très peu de cases sont ouvertes et elles ne possèdent généralement

aucun voisin.

— Lorsque q ∼ 1 : très peu de cases sont fermées, pratiquement aucune case ouverte

n’est isolée et elles appartiennent en grande majorité à un ensemble connecté qui

s’étend sur l’ensemble de la grille.
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Figure III.1: Représentation des cellules ouvertes en blanc et des cellules fermées en
noir, pour q = 0.05 et q = 0.95 sur une grille 1000 × 1000

Ces observations sont bien visibles sur la figure III.1 et sont qualitativement justifiables

par le calcul. En effet, la probabilité n(1, q) qu’il existe 1 cellule isolée est de :

n(1, q) = q(1 − q)4 (III.1)

Alors que la probabilité n(2, q) qu’il existe 2 cellules connectées est de :

n(2, q) = 2q2(1 − q)6 (III.2)

Or, on peut remarquer que :

lim
q→0

n(2, q)

n(1, q)
= 0 (III.3)

Cet argument justifie également l’existence de rares cases fermées agglomérées dans le

cas q → 1, qui justifient elles-mêmes l’existence d’un réseau de taille similaire à la grille.

Lorsqu’un tel réseau existe, on dit qu’il y a percolation. En faisant varier la probabilité q

de 0 à 1, on remarque qu’il existe une valeur de q notée qc et nommée seuil de percolation

pour laquelle ce réseau apparait. La théorie de la percolation s’intéresse à ce qui se

produit au voisinage du seuil de percolation. Attention, la description ci-dessus du seuil

de percolation n’est valide que pour une grille infinie.

La percolation telle que décrite dans l’exemple précédent est un cas particulier bien

spécifique. Les notions de tailles de réseaux, de seuil de percolation ou de nombre de

voisins connectés sont transposables à des cas 1D, 3D, 4D, etc.. Pour des grilles régulières



Modélisation de l’épaississement du front d’imbibition dans un réseau de pores 91

ou irrégulières. La valeur du seuil de percolation est impactée par un changement de

dimension de la grille ou par un changement du nombre de voisins connectés λ.

Il est également possible d’attribuer des valeurs aléatoires aux liaisons entre les cases à

la place des cases elles-mêmes. Cette possibilité correspond à un autre grand type de

modification qui impacte la valeur du seuil de percolation. Elle est nommée percolation

des liaisons par opposition avec la version précédente, la percolation des sites 2. Le terme

site désigne alors les cases de la grille dans l’exemple plus haut.

III.2.1.2 Notion d’agglomérat

On repart de la grille 2D et on choisit maintenant n’importe quelle case ouverte de la

grille, et on dénombre les cases occupées qui possèdent un chemin de voisins connectés

ouverts qui les lient à la case choisie. Chacun de ces ensembles de points se nomme

agglomérat (les agglomérats sont visibles sur la figure III.2 et III.3). Le nombre de cases

s d’un agglomérat est nommé son poids. On nomme, n(s, q) la probabilité qu’en une

case arbitrairement choisie on trouve un agglomérat de taille s avec une probabilité

d’ouverture q. A partir de la distribution, on peut étudier les agglomérats du réseau, en

définissant G, le poids moyen de la distribution moyennée sur les agglomérats :

G =

∞∑

0

s2n(s, q)∑
∞

0 sn(s, q)
(III.4)

Qui se réécrit :

G =
1

q

∞∑

0

s2n(s, q) (III.5)

Il est important de remarquer que la définition ci-dessus n’a de sens que si la somme

converge, ce qui n’est pas forcément le cas au niveau ou au-dessus du seuil de percolation.

Pour s’assurer de sa convergence au-delà du seuil de percolation, les agglomérats non

finis sont exclus du calcul de G et l’expression (III.5) n’est plus exacte. On définit de

manière corolaire H la probabilité d’appartenance d’un point à l’agglomérat infini. On

peut écrire :

q = H +

smax∑

0

sn(s, q) (III.6)

2. Il existe également des versions où deux probabilités sont employées, une pour les sites et une
autre pour les liaisons.



Modélisation de l’épaississement du front d’imbibition dans un réseau de pores 92

Et,

G =

smax∑

0

s2n(s, q)∑smax

0 sn(s, q)
(III.7)

Avec smax le plus grand agglomérat fini du réseau. Il est tentant d’essayer de déterminer

par le calcul la distribution n(s, q) en fonction de q. Cependant, il n’existe pas à l’heure

actuelle d’expression qui donne cette distribution de manière exacte car, pour chaque

poids s, il existe un ensemble d’agglomérats de conformations différentes (en dimension

supérieure à 1) qu’on nomme animaux et qui sont difficilement dénombrables. Il existe

cependant deux comportements de n(s, q) valables pour s grand devant 1. Le premier

est connu sous le nom de loi de Fisher et prédit :

n(s, q) ∝ s−τ (III.8)

Avec τ , l’exposant de Fisher. Cette description est valable au seuil de percolation pour

tout poids s grand devant 1. Le ratio de la somme des poids des clusters sur le nombre de

sites doit être fini au niveau du seuil de percolation (pour que la somme de l’équation III.6

converge). On déduit de cette propriété, τ > 2. En revanche, dans le voisinage du seuil

de percolation, la loi de Fisher ne tient que pour des agglomérats de poids inférieurs

à une certaine dimension s∗ fonction de q et qc. Au-delà de ce poids, la distribution

s’amortit exponentiellement :

n(s, q) ∝ e−s/s∗ (III.9)

Cette dissociation du comportement avant et après le poids limite s∗ marque la transition

entre deux domaines distincts qui font l’objet de la partie suivante.

III.2.1.3 Comportements critiques

Comme explicité dans la section précédente, il existe un poids limite au-delà duquel la

répartition des tailles d’agglomérats change de forme et s’amortit exponentiellement.

Cette grandeur notée s∗ évolue en fonction de la probabilité q, du seuil de percolation

qc et d’un exposant Λ :

s∗ ∝ |qc − q|−1/Λ (III.10)
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Cette loi est valide des deux côtés du seuil de percolation. Plus spécifiquement, de

nombreuses propriétés adoptent un comportement semblable à celui du poids critique,

c’est le cas de G :

G ∝ |qc − q|−ζ (III.11)

Et de H :

H ∝ |qc − q|β (III.12)

Les exposants explicités plus hauts : Λ, ζ et β, ne sont pas indépendants les uns des

autres. Par exemple, il est possible de montrer, en calculant de deux manières différentes

G et H, que :

β =
τ − 2

Λ
(III.13)

Et,

ζ =
3 − τ

Λ
(III.14)

Bien d’autres grandeurs possèdent un comportement critique à proximité du seuil de

percolation, c’est notamment le cas de la longueur de corrélation ξ, qui représente la

taille (spatiale) des plus grands agglomérats.

ξ ∝ |qc − q|−ν (III.15)

L’intérêt de chacune de ces lois dépend de l’application visée. Par la suite, nous en

utiliserons une dernière, qui concerne la perméabilité K. L’une des particularités remar-

quables de toutes ces lois c’est qu’elles s’appliquent indépendamment de la structure

précise du réseaux. Mieux, les exposants sont invariants pour une dimension de réseau

fixée. Ils sont, par exemple, identiques en percolation de site et de liaison. L’évolution

du poids des agglomérats et les comportements critiques sont illustrés sur la figure III.2

pour la percolation de type site et III.3 pour la percolation de type liaison.
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log(q − qc)

(log(H))

(log(G))

q < qc q < qc et qc − q ≪ 1 q > qc et q − qc ≪ 1 q > qc

−10log(qc − q)

1

1

β
γ

Figure III.2: Sur les illustrations supérieures, chaque agglomérat apparait d’une cou-
leur uniforme. Sur l’illustration inférieure l’évolution de G est représentée sous le seuil

de percolation et celle de H au-dessus

III.2.1.4 Fractales et dimension fractale

D’après la partie précédente, on pourrait avoir envie d’écrire que le poids limite des

agglomérats est proportionnel à la taille caractéristique à l’exposant de la dimension de

la grille d :

s∗ ∝ ξd (III.16)

Avec d, la dimension de la grille. Cependant cette équation n’est pas valide. Cette relation

suppose une densité constante des agglomérats, c’est-à-dire une fraction remplie qui ne

dépend pas de la taille de ceux-ci. Cette dernière remarque n’est pas valable car les

agglomérats ont une structure fractale en-dessous de la longueur de corrélation ξ.

Les fractales sont des objets qui possèdent une structure similaire (en un sens) à différentes

échelles d’observations. Un des exemples les plus classiques de fractale est représenté sur

la figure III.4. Il s’agit du tapis de Sierpinski, il se construit de manière récursive en

disposant 9 carrés de taille l pour former un carré de taille 3l, en retirant le carré central

et en appliquant la même procédure en partant de la figure obtenue à la place du carré
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q < qc q < qc et qc − q ≪ 1 q > qc et q − qc ≪ 1 q > qc

−10 log(q − qc)

(log(H))

(log(G))

log(qc − q)

1

γ

1

β

Figure III.3: Cette figure est similaire à la figure III.2 mais pour une percolation de
type de liaison. Le seuil de percolation est déplacé mais les autres caractéristiques sont

inchangées en 2D

de taille l et ainsi de suite. A une échelle d’observation lk+1 = l0 × (3)k+1 il y a donc, 8

fois plus de carrés qu’à l’échelle lk, et d’aires identiques. On peut donc écrire :

A(lk+1) = 8 ×A(lk) (III.17)

Soit,

A(lk) = (8)k ×A(l0) (III.18)

Or, la dimension fractale se définit (entre autre) comme la dérivée du poids en fonction

de la taille :

D =
dlog(A(l))

dlog(l)
(III.19)

En appliquant cette définition au tapis de Sierpinski, on trouve :
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N=0 N=1

N=2 N=3

N=5

Figure III.4: Représentation de la fabrication du tapis de Sierpinski

D =
log(8)

log(3)
(III.20)
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Soit une diminution de la densité du système lorsque la dimension d’observation croit par

rapport à un objet usuel (D < d). La dimension calculée est la dimension de Hausdorff.

La mesure de dimension fractale demande du soin et sera développée plus loin. Dans

les systèmes qui nous intéressent, les agglomérats, le poids d’un agglomérat varie en

fonction de sa taille et de sa dimension fractale. Ce qui s’écrit :

s∗ ∝ ξD (III.21)

En utilisant la loi d’évolution de la longueur de corrélation III.21 aux relations III.10 et

III.15 on peut écrire :

1 = ΛνD (III.22)

Enfin, au-delà du seuil de percolation deux types d’agglomérats coexistent, les ag-

glomérats infinis, et les agglomérats finis. La nature fractale de ceux-ci étant réservée

aux objets de tailles inférieures à la longueur de corrélation ξ. L’agglomérat percolant,

en particulier, ne possède pas une structure fractale, d’où son poids dans un système

fini de côte L, HLd. On peut supposer que dans un système fini, où la longueur de

corrélation est proche de la taille du système L ∼ ξ, les deux types d’agglomérats ont

des dimensions similaires :

HLd ∼ ξD (III.23)

Ce qui donne la relation :

D = d− β

ν
(III.24)

Les exposants des lois critiques ont été, soit mesurés sur des simulations de type Monte-

Carlo, soit déterminés exactement. Ils ne font pas l’objet du présent travail, leurs valeurs

seront reprises de résultats connus de la littérature.

III.2.2 Quelques modélisations du front

La théorie de la percolation a été développée (en partie) dans la perspective de l’appliquer

au transport dans les milieux poreux. Ce problème, pour des nombres capillaires très

faibles Ca ≪ 10−3 et dans le cas du drainage d’un réseau de pores, est en effet assez
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proche du problème traité par la théorie de la percolation [Martys et al., 1991]. Les

milieux poreux sont généralement dispersés, la taille de leurs pores et par conséquent la

pression capillaire varie d’un pore à l’autre. Si une phase non-mouillante est injectée dans

le milieu, à une pression d’injection donnée elle ne pourra pénétrer que les constrictions

les plus larges du réseau, soit une fraction q correspondant à une pression P 3. En

jouant sur la pression d’injection, la fraction q peut approcher le seuil de percolation

et les observations correspondantes confirmer les prédictions issues de la théorie de la

percolation. Il existe plusieurs modèles qui permettent de déterminer l’évolution du front

selon les hypothèses employées. Dans cette partie, certains de ces modèles, pertinents

dans le cadre d’étude, sont présentés.

III.2.2.1 Invasion-Percolation

Les applications de la théorie de la percolation au suivi dynamique du front dans les

milieux poreux débutent avec Wilkinson et Willemsen [1983] et l’invasion-percolation.

L’application impose la modélisation du milieu poreux par un réseau de pores et de

gorges (constrictions qui délimitent les pores) qui sont l’équivalent des sites et liaisons

dans la grille utilisée pour illustrer la percolation. Contrairement aux premières appli-

cations de la théorie de la percolation [Larson et al., 1981], ils considèrent un problème

physique à débit constant plutôt qu’à pression constante, ce qui impose une évolution

dynamique du front. La procédure utilisée se résume aux étapes suivantes :

— Assignation à toutes les liaisons d’un nombre aléatoire tiré uniformément entre 0

et 1 qui représente la pression capillaire.

— A chaque pas de temps, déplacement du ménisque dans la liaison de plus faible

pression capillaire (en valeur absolue).

— Déplacement du front (ménisques) si la phase déplacée possède un chemin vers

la sortie (règle de piégeage).

Malgré les nombreuses différences qui existent entre ce modèle et la théorie de la per-

colation (déplacement dynamique, position du front qui ne correspond pas à un critère

précis), l’agglomérat formé au seuil de percolation possède une dimension fractale confor-

me à la théorie de la percolation et les relations usuelles tiennent sans la règle de piégeage.

Avec cette règle additionnelle, la dimension fractale D est abaissée en 2D et pratique-

ment inchangée en 3D. La variation de l’effet en fonction de la dimension du réseau

provient de la difficulté qu’a une phase à en piéger une autre en 3D (puisque la surface

nécessaire est proportionnelle au carré de la taille). De plus Wilkinson et Willemsen

3. Un raisonnement tout à fait similaire à celui présenté dans la partie, I.5
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[1983] remarquent que la dimension impacte les résultats au travers du seuil de perco-

lation qc, qui dans les cas 2D, est généralement supérieure à 1/2. Ce qui implique que

la co-percolation (percolation simultanée des deux phases) est impossible, alors qu’il est

généralement inférieur en 3D. Certaines de ces prédictions ont notamment fait l’objet

d’une vérification expérimentale par Lenormand et Zarcone [1985].

III.2.2.2 Modèle en présence d’un gradient de pression

Lorsque, dans un écoulement diphasique, le nombre capillaire et/ou le nombre de Bond

est non nul, il existe un gradient de pression dans le milieu. En présence de ce gradient,

l’application de la règle du choix de déplacement de l’invasion-percolation n’est plus

acceptable. Pour simplifier la description suivante nous nous plaçons dans la situation

où le nombre capillaire est négligeable. Dans cet état statique, l’équilibre hydrostatique

est valable en tout point. On peut donc écrire, en utilisant l’équilibre dans les deux

phases, que :

P0 = P (q) + ∆ρg∆z (III.25)

Avec P (q), la pression en fonction de la fraction accessible q, ∆ρ la différence de masse

volumique, ∆z la différence de hauteur entre deux points d’une même phase au niveau

du front et P0 une constante qui dépend du choix de l’origine. La description proposée

ci-dessus ne rentre dans le cadre de la théorie de la percolation que si la variation du

taux de remplissage est négligeable à l’échelle de la longueur de corrélation 4 :

|dq
dz

|ξ < ∆q (III.26)

Cependant à mesure que ∆q → 0, la longueur de corrélation ξ diverge. L’idée de Wilkin-

son [1984] est de supposer qu’il existe donc un seuil à partir duquel ce critère n’est plus

rempli. Ce qui permet d’écrire, en utilisant les résultats de la théorie de la percolation :

ξ ∝
(
σ

Bo

)ν/(1+ν)

(III.27)

Avec σ, la dispersion relative des tailles de pores du milieu. La longueur de corrélation ξ

est croissante lorsque Bo diminue. A proximité du seuil de percolation (distance inférieure

à ξ), le front possède une dimension fractale D = ν (Attention il s’agit de la dimension

4. Sinon les propriétés critiques varient spatialement trop rapidement par rapport à la longueur sur
laquelle elles sont définies.
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fractale du pourtour et pas du corps) en 2D et D = d−β/ν en dimension supérieure. En

l’absence d’hypothèses supplémentaires, le modèle ne permet pas de prédire l’épaisseur

du front.

Modélisation avec co-percolation Supposons que le seuil de percolation soit qc. Le

seuil de percolation de l’autre phase est donc de 1−qc. Si les deux phases ont la capacité

de co-percoler, cela implique qu’il existe un niveau de probabilité pour lequel 1− qc > q

et qc < q ce qui implique, qc < 1/2. Puisque les deux phases peuvent percoler chacune

de leur côté, il existe un domaine où les deux phases percolent et ont un comportement

non critique. On peut écrire que l’épaisseur du front est déterminée par la distance entre

les seuils de percolation de chacune des phases :

w ≈ P (qc) − P (1 − qc)

∆ρg
(III.28)

Avec, w l’épaisseur du front. Soit, sous une forme plus simple :

w ∝ σ

Bo
(III.29)

Cette prédiction n’est valable que dans le cas de la co-percolation.

Modélisation sans co-percolation Supposons maintenant que les deux phases ne

peuvent co-percoler, qc > 1/2. Les deux phases ne peuvent plus atteindre leur seuil de

percolation simultanément. La coexistence n’existe donc plus en dehors de la zone proche

du seuil de percolation. On déduit la relation :

w ∼ ξ ∝
(
σ

Bo

)ν/(1+ν)

(III.30)

Cette prédiction ne tient que si les deux phases ne co-percolent pas. Elle a été vérifiée

en 2D expérimentalement par différents auteurs ([Birovljev et al., 1991], [Frette et al.,

1992], [Méheust et al., 2002]).

Prise en compte de la perte de charge Si le nombre de Bond est d’intensité

négligeable mais où le nombre capillaire influence l’écoulement, la situation est similaire

mais plus complexe. La conductivité (perméabilité) adopte également un comportement
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critique à proximité du seuil de percolation avec un exposant χ. Wilkinson [1986] dis-

tingue deux domaines dans le cas de la co-percolation en supposant un profil de satura-

tion tel que prédit par Buckley et Leverett [1942] : le domaine où la phase qui impose

le gradient de pression (la plus visqueuse) a un comportement critique et le domaine

où c’est l’autre phase qui adopte un comportement critique. Dans le premier cas, la

variation de la perméabilité à proximité du seuil de percolation et le profil de satura-

tion sont dépendants des lois critiques, d’où un comportement complexe qui donne une

prédiction :

ξ ∼
(
σ

Ca

)ν/(1+ν+χ−β)

(III.31)

Alors que de l’autre côté la saturation et la perméabilité varient plus lentement, ce qui

permet de négliger leurs variations locales et mène à la prédiction :

ξ ∼
(
σ

Ca

) ν
1+ν

(III.32)

Ces résultats ont été prédits pour un nombre capillaire fixe (hypothèse nécessaire pour

appliquer Buckley et Leverett [1942]). Cette hypothèse est importante car elle n’est

justement non valable en imbibition spontanée. En supposant que le milieu admet la

co-percolation, l’existence d’un domaine non critique intermédiaire mène à la prédiction

d’une épaisseur de l’interface de la forme :

w ∝ σ

Ca
(III.33)

À nouveau, sans co-precolation, il semble légitime de supposer que l’épaisseur de l’in-

terface est de l’ordre de la longueur de corrélation. Mais le modèle de Wilkinson [1986]

n’est pas non plus directement applicable dans le cas où la co-percolation n’existent pas

puisque les deux phases ont un comportement critique simultanément mais suivant des

exposants différents. On peut résoudre ce problème assez simplement en observant que

les deux exposants prédits sont différents l’un de l’autre. Asymptotiquement, lorsque

Ca → 0, l’épaisseur du front devrait correspondre à la longueur de corrélation la plus

grande, soit à la loi III.32 puisque χ > β. Les situations de co-percolation et de non

co-percolation sont représentées sur les figures III.5 et III.6. Sur ces figures, ξ1 et ξ2 cor-

respondent aux prédictions III.31 et III.32 respectivement. Dans les deux cas, il existe

trois domaines intermédiaires, cependant, lorsqu’il n’y a pas co-percolation le domaine

critique représente l’ensemble de l’épaisseur de l’interface.
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Figure III.5: Représentation d’un front diphasique (une phase en bleu l’autre en
blanc) et les cinq domaines en fonction de la saturation lorsqu’il y a co-percolation. Le

domaine III est le domaine diphasique non critique

III.2.2.3 Modèle basé sur l’observation microscopique

Toutes les prédictions de la littérature ne reposent pas sur la théorie de la percola-

tion. Gruener et al. [2012] ont développé leur propre modèle en se basant sur l’arrêt de

ménisque au niveau de jonctions asymétriques [Sadjadi et al., 2015] (par ailleurs déjà

observée par Chatzis et Dullien [1983]). Ils ont notamment remarqué que l’arrêt se pro-

duit tant que la pression est localement inférieure à la pression capillaire locale. Dans

une imbibition spontanée, d’après l’équation de Washburn :

X(t) ∝ t1/2 (III.34)

Avec X(t), la position du front à l’instant t, d’où,

Ca ∝ t−1/2 (III.35)

La distance entre deux points, ∆X, l’un au niveau du front (f) et l’autre en arrière de

celui-ci (b) est liée à la différence de pression entre les points :
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Figure III.6: Représentation d’un front diphasique (une phase en bleu l’autre en
blanc) lorsqu’il n’y a pas co-percolation. Le domaine III est le domaine ”doublement”

critique

Pf − Pb = ∆X(t)
Pf

X(t)
(III.36)

En supposant un gradient de pression constant. D’où une évolution de la distance entre

les points :

∆X ∝ σ

Ca
(III.37)

Enfin, les auteurs supposent que cette distance est de l’ordre de l’épaisseur de l’interface :

w ∝ σ

Ca
(III.38)

Cette prédiction ne tient pas compte de la variation de perméabilité à proximité du front

ni des seuils de percolation de chacune des phases. Cette prédiction a été appuyée par

une étude expérimentale et numérique. Les auteurs ont également essayé de mesurer la

longueur de corrélation et n’en ont pas identifié, ils ont conclu qu’il n’en existait pas.
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III.2.2.4 Modèle à deux échelles

On peut également citer le modèle de Bico [2000] qui produit une prédiction en imbibi-

tion spontanée. Dans ce modèle deux capillaires communiquant et de tailles différentes

s’imbibent spontanément. Analytiquement il est possible de montrer que la distance

entre les fronts des deux capillaires est proportionnelle à la racine du temps :

∆X(t) ∝
(

1 − σ

1 + σ

)
t1/2 (III.39)

Et le nombre capillaire décroit en fonction du temps.

Ca ∝ t−1/2 (III.40)

Soit la prédiction :

w ∝
(

1 − σ

1 + σ

)
1

Ca
(III.41)

Le modèle est globalement proche du modèle de Sadjadi et Rieger [2013] mais différent

dans la mesure où l’auteur s’intéressait à des cadres d’applications où les échelles des

deux tailles de pores étaient assez différentes. Il a également pris en compte la variation

de la perméabilité due à l’occupation des plus petits pores en imbibition. Là encore cette

prédiction est avancée en l’absence d’une description précise de l’arrangement spatial des

pores. Ce modèle a également été vérifié expérimentalement [Bico, 2000].

III.2.3 Questions ouvertes

Comme nous l’avons vu dans les sections précédentes, plusieurs modèles permettant de

décrire l’évolution de l’épaisseur de l’interface en fonction du nombre capillaire existent.

Les prédictions de ces modèles ne sont pas équivalentes, alors que les modèles sans

la théorie de la percolation prédisent une largeur du front systématiquement propor-

tionnelle à 1
Ca

. Dans le cadre de la théorie de la percolation, les prédictions de Wil-

kinson [1986] distinguent deux situations selon la valeur du seuil de percolation du

milieu poreux. En particulier, les prédictions de Gruener et al. [2012] ont été vérifiées

numériquement via un modèle 2D [Sadjadi et Rieger, 2013]. La loi d’évolution de la

largeur du front et l’absence de longueurs de corrélation identifiables contredisent les

prédictions du modèle de Wilkinson [1986]. Cela soulève plusieurs questions : Que se
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passe-t-il lorsque l’imbibition spontanée se produit sans co-percolation ? Est-ce que l’im-

bibition spontanée, qui impose la variation du nombre capillaire en fonction du temps,

peut être correctement décrite par le modèle de Wilkinson [1986] ? Comment évolue

l’épaisseur du front en fonction du paramètre statistique σ ? Pour répondre à ces ques-

tions, un outil numérique a été développé. La description de l’outil et celle des résultats

obtenus font l’objet des parties suivantes.

III.3 Modèle et simulation

III.3.1 Modélisation

Le système qui est modélisé est un réseau de capillaires soumis à une imbibition spon-

tanée où la phase déplacée est assimilable à du vide (car compressible sans effort).

III.3.1.1 Choix du réseau de capillaires

La modélisation d’un milieu poreux par un réseau de capillaires n’est pas nouvelle et

date des années 50 [Fatt, 1956]. Celle-ci s’appuie sur la géométrie des milieux poreux, i.e.,

l’existence de pores reliés par des constrictions. Dans le réseau, les capillaires représentent

des constrictions et les nœuds les pores. Dans les milieux poreux, la perte de charge est

déterminée par les constrictions. En revanche, la pression capillaire, qui détermine si une

phase est susceptible de traverser un pore ou une constriction, est dépendante des rôles

des phases. En imbibition, la phase qui provoque le déplacement est la phase mouillante.

Sa progression est donc limitée par les zones de plus faible pression capillaire (en valeur

absolue) soit les pores. En drainage, c’est la phase non-mouillante et sa progression

est limitée par les zones de plus forte pression capillaire (en valeur absolue) soit les

constrictions. Le choix d’un type de modélisation ou d’une autre dépend donc de la

mouillabilité des phases (pour des mouillabilités intermédiaires, la situation est beaucoup

moins claire [Morrow, 1976]). Le type de percolation dépend également de ce choix, en

imbibition, la percolation de site est plus judicieuse puisqu’elle est contrôlée par les

pores alors que c’est la percolation de type liaison en drainage car il est contrôlé par les

constrictions. Les deux possèdent des seuils de percolations différents mais des exposants

communs (à dimension fixée). Ici, la modélisation du milieu poreux sera réalisée par un

réseau de capillaires qui contrôle l’imbibition, ce choix s’oppose à la description ci-dessus.

Il représente un milieu où les capillaires sont plus larges que les pores. Ce choix s’appuie

sur trois arguments :

— Les percolations de sites et de liaisons sont équivalentes
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— La discrétisation est simple à réaliser

— Ce choix est équivalent à celui réalisé par Sadjadi et Rieger [2013]

L’imbibition modélisée est spontanée et se fait donc avec une pression d’injection nulle.

La pression capillaire adimensionnée P̃c,i est tirée aléatoirement pour chaque capillaire i

selon une loi uniforme de largeur σ
P̃c

centrée sur 1 et les autres grandeurs sont supposées

indépendantes du capillaire et invariantes selon la longueur de ceux-ci. La phase déplacée

est supposée n’avoir aucune influence sur l’écoulement. La règle de piégeage n’a pas

été employée, la phase déplacée est donc infiniment compressible sans résistance. Elle

s’assimile donc à du vide.

III.3.1.2 Géométries 2D et 3D

Les capillaires du réseau peuvent être disposés dans de nombreuses configurations en

faisant varier le nombre de capillaires liés en un nœud, ce nombre correspond à la quantité

λ évoquée dans la partie I.2.1. Deux types de géométries ont été étudiés. La géométrie 2D

consiste en un quadrillage régulier incliné de 45◦. Dans cette configuration, représentée

sur la figure III.7, λ = 4. La largeur du réseau est définie via un nombre entier de

nœuds Ni et sa longueur via un nombre de nœuds Nj . Dans le cas 3D la disposition

des nœuds suit la disposition cubique centrée (cristallographie) et chaque nœud est lié

aux huit nœuds correspondant aux coins du cube dont le nœud considéré est le centre.

Cette disposition est représentée sur la figure III.7. Dans ce cas de figure, le nombre de

capillaires par site est de λ = 8. Comme dans la situation précédente les dimensions du

réseau sont définies par le nombre de site dans chaque direction, Ni, Nj et Nk.

Ni=4 Nj=4 Nj=1

Figure III.7: Organisation des capillaires en 2D (gauche) et en 3D (droite) ainsi que
la maille élémentaire (rouge)
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III.3.1.3 Adimensionnalisation

Les pressions sont adimensionnalisées en utilisant la pression de Laplace :

P̃ =
Pr

γ
(III.42)

Avec r, une taille typique de pore et γ la tension de surface de la phase mouillante. Les

positions dans les capillaires, notés x, sont adimensionnalisées en utilisant la longueur

des capillaires L (indépendante du capillaire considéré) :

x̃ =
x

L
(III.43)

Enfin, le temps caractéristiques tr est fixée de manière à ce que l’imbibition d’un capillaire

de longueur L grâce à une différence de pression γ/r soit d’une unité :

tr =
µrL2

γK
(III.44)

On remarquera également que la vitesse est liée au débit par un coefficient indépendant

du capillaire considéré (puisque la section est la même pour tous les capillaires.). Le

débit adimensionné s’écrit :

Q =
AL

tr
Q̃ = Av = A

L

tr
ṽ (III.45)

D’où,

Q̃ = ṽ (III.46)

Le débit adimensionné est équivalent à la vitesse adimensionnée. On peut exprimer

localement le nombre capillaire :

vµr2

γK
=
ṽLµr2

trγK
= ṽ

r

L
(III.47)

Le nombre capillaire dépend donc uniquement du rapport d’aspect des pores et de la

vitesse dans le capillaire considéré. Cette définition n’est valable qu’à l’échelle locale (et

pas à l’échelle du réseau).
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III.3.1.4 Équations réduites

Dans un capillaire saturé par la phase mouillante, le débit est supposé constant sur

la longueur du capillaire par conservation du volume (voir partie I.7), l’invariance des

sections impose alors que la vitesse soit constante et la constance des perméabilités la

constance du gradient de pression :

∂P̃

∂x̃
= cst (III.48)

Avec, x̃ la position adimensionnée dans le capillaire. Cette équation peut être intégrée

sur la longueur adimentionnée du capillaire :

∂P̃

∂x̃
= ∆P̃ (III.49)

Cette perte de charge correspond à la dissipation visqueuse, soit l’équation :

∆P̃ = −Q̃ (III.50)

Le débit adimensionné est donc égal à la différence de pression adimensionnée qui agit

aux bornes du capillaire.

Dans un capillaire partiellement rempli, l’intégration ne peut être réalisée qu’entre

son extrémité remplie et le ménisque où la pression est égale à la pression capillaire.

L’intégration donne donc le résultat :

P̃c,i − P̃

L̃i

= −Q̃i (III.51)

Avec L̃i, la position adimensionnée du ménisque dans le capillaire i, Q̃i le débit et P̃c,i

la pression capillaire. Cette équation est non-linéaire et pose plusieurs problèmes (voir

partie I.7.2). Par mesure de simplicité il sera supposé par la suite que les dimensions du

système sont grandes devant L̃i. Cette hypothèse permet de linéariser l’équation III.51

en approximant : L̃i = 1 et d’éviter les problèmes qui se produisent lorsque L̃i ≪ 1.

Aux nœuds, l’équation de conservation du volume doit être respectée. Le bilan est

représenté sur la figure III.8. La somme des débits entrants doit égaler la somme des

débits sortants.



Modélisation de l’épaississement du front d’imbibition dans un réseau de pores 109

∑

i

Q̃i = 0 (III.52)

Q1
Q2

Q3Q4

∼ ∼

∼ ∼

Figure III.8: Volume de contrôle (en rouge) lors du calcul de la conservation du volume
représenté pour la configuration 2D

III.3.2 Simulation numérique

III.3.2.1 Résolution et intégration temporelle

La résolution des équations passe par la résolution d’un système matriciel. Les degrés de

liberté en débit sont préalablement supprimés à l’aide de l’équation III.52. L’intégration

temporelle est implicite, la résolution en champ de pression permet donc de calculer le

débit dans chaque capillaire. En notant Si la saturation du liquide mouillant dans le

capillaire i, on peut donc mettre à jour la position des ménisques et donc la saturation

dans les capillaires insaturés. Dans un capillaire, trois scénarios sont envisageables :

— La saturation change (ou pas) et reste intermédiaire (0 ≤ Si < 1)

— Le capillaire devient complètement saturé (Si ≥ 1)

— La saturation d’un capillaire devient négative (Si < 0)

Dans la première situation, la saturation est augmentée d’une quantité ∆t̃Q̃, avec ∆t̃

le pas de temps. Dans le deuxième cas, le capillaire est considéré comme complètement

saturé, il est supposé plein Si = 1. Dans le dernier, la signification physique est que

les capillaires voisins ont ”emprunté” du liquide au capillaire i. Cette interprétation ne
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s’accorde pas avec la réalité physique où l’emprunt n’existe pas. Son existence pose donc

problème et cette situation doit être évitée. La solution qui a été trouvée est itérative.

On résout le champ de pression et on calcule les saturations Si. Avant de mettre à

jour les positions, on recherche les capillaires qui auraient à l’itération suivante une

saturation négative. S’il y en a, ils seront exclus de la résolution suivante. S’il n’y en a

pas, la résolution est achevée. Cet algorithme converge nécessairement, puisqu’à chaque

itération soit le nombre de capillaire à prendre en compte diminue soit aucun capillaire

n’est dans la situation problématique. Cependant, il peut être couteux en temps de

calcul. En pratique, une solution intermédiaire a été adoptée, la boucle est stoppée si

elle excède quatre itérations. Il a été vérifié que la saturation ne descend jamais sous

−0.02. Cette situation possède un sens physique tant qu’elle est modérée, un ménisque

à une jonction peut se déformer et ”pénétrer” dans un capillaire voisin (voir figure II.1).

L’algorithme employé est représenté sur la figure III.9.

Résolution

Initialisation

Calcul des saturations

Retrait des capillairesValidité des saturations

Mise à jour des 

Oui

Non

t>tmax

Fin

invalides

Oui

Non

capillaires

(S > 0 ?)

Figure III.9: Représentation schématique de l’algorithme de résolution
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III.3.2.2 Conditions limites

Trois types de conditions limites sont appliqués au système. La face inférieure est sup-

posée au contact d’une source de liquide à la pression P̃ = 0. Cette condition limite

est imposée par pénalisation de la matrice lors de la résolution du système. Sur les

faces latérales (au nombre de 2 en 2D et au nombre de 4 en 3D), une condition aux

limites périodique est appliquée. Cette condition permet notamment d’éviter les effets

de bords. Enfin, au niveau du front entre les phases, la pression capillaire est appliquée

via le second membre du système matriciel (voir équation III.51).

III.3.2.3 Condition initiale

Initialement, à t̃ = 0, les capillaires et nœuds sont insaturés au-delà d’une distance L̃0

de la source et saturés avant cette distance. La distance employée en pratique est de 4.

Le front est régulier et sa largeur est donc strictement nulle à l’instant initial.

III.3.2.4 Choix du pas de temps

Lors de la simulation, la différence de pression typique est de l’ordre de la pression

capillaire ∆P̃ ∼ 1. Le débit associé est également de l’ordre de l’unité, Q̃ ∼ 1, soit un

temps caractéristique de remplissage d’un capillaire de taille L̃ = 1 également de l’ordre

de 1. Le pas de temps a été fixé à 0.3. De cette façon le remplissage d’un capillaire se

fait en 3 pas de temps. En pratique, cette situation est très improbable, l’estimation est

donc fortement exagérée. Ce choix contraste avec l’utilisation par différents auteurs d’un

pas de temps de l’ordre de 1 ou adaptatif [Løvoll et al., 2005].

III.4 Résultats

III.4.1 Quantités extraites et méthodes d’extractions

Pour analyser les résultats obtenus par la simulation numérique, on extrait des quantités

à des instants linéairement distribués. Les quantités extraites et les méthodes employées

sont décrites ci-dessous.

III.4.1.1 Définitions du front

Le front est défini via un ensemble de points non reliés. On peut le définir de deux

manières différentes :
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— Le front large : l’ensemble des positions de ménisque

— Le front fin : l’ensemble des ménisques qui communiquent avec l’entrée et la sortie

du système par un chemin continu d’une seule phase

Ces deux définitions sont représentées sur la figure III.10. Les propriétés du front sont

calculées par la suite avec les deux définitions.

Figure III.10: Représentation schématique des deux définitions du front. La fine avec
des cercles rouges et la large en carrés bleus

III.4.1.2 Position de l’interface et nombre capillaire

La position du front est définie comme la moyenne des positions des points du front à

un instant t̃ selon l’axe d’imbibition ~ex.

mx̃ =
1

Nm

Nm∑

i

x̃i (III.53)

Avec Nm, le nombre de points de l’interface et mx̃ la moyenne. On définit notamment

le nombre capillaire comme la dérivée temporelle de mx̃ en fonction du temps adimen-

sionné :
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Ca =
dmx̃

d̃t
(III.54)

Cette définition du nombre capillaire sera employée jusqu’à la fin du chapitre.

III.4.1.3 Épaisseur du front

Elle est définie comme l’écart-type des positions des points du nuage qui représente le

front à un instant t̃.

w̃ =

√√√√ 1

Nm

Nm∑

i

(x̃i −mx̃)2 (III.55)

Avec, w̃ l’épaisseur du front adimensionnée par L.

III.4.1.4 Dimension Fractale

La dimension fractale est mesurée par deux méthodes différentes pour accroitre la robus-

tesse de la mesure : la méthode des boites et la méthode de la fonction de corrélation. La

première est appliquée à tous les instants (car elle est peu coûteuse en temps de calcul)

et la seconde est appliquée pour quelques instants seulement. Les deux méthodes sont

décrites ci-dessous.

Méthode des bôıtes La méthode des bôıtes (box counting) est représentée sur la

figure III.11. Elle consiste à mesurer la somme des longueurs des cases d’une grille

régulière occupées par au moins un point de l’interface LT . En notant la cote des cases

de la grille l, la longueur de l’interface évolue selon la loi :

LT (l) ∼ l1−D (III.56)

En 2D et :

LT (l) ∼ l2−D (III.57)

En 3D.
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LT (2) = 52

LT (4) = 52

LT (1) = 62

4

2

1

Figure III.11: Représentation schématique de la méthode des bôıtes

Un résultat typique est présenté sur la figure III.12. On constate sur la figure qu’il existe

deux régimes. Un premier où la longueur du front décroit avec l et un second où elle

stagne. Ce résultat correspond à la description de Wilkinson [1984] qui prédit l’existence

d’une longueur de corrélation en-dessous de laquelle la structure du front est fractale

et au-dessus de laquelle le front est non-fractal. Deux grandeurs sont extraites de ces

courbes. La dimension fractale est calculée à partir de la pente de la zone décroissante

via un ajustement linéaire (courbe en pointillé rouge sur la figure III.12) et la longueur

de corrélation ξ est calculée comme la première position où le résultat correspond à

l’asymptote (courbe en pointillés bleus sur la figure III.12). La longueur de corrélation

est adimensionnée par L, ξ̃ = ξ/L.
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Où a et b sont deux grandeurs liées par l’exposant e(a,b) et le pré-facteur f(a,b). Les

exposants et pré-facteurs sont mesurés par ajustement puis systématiquement moyennés

sur l’ensemble des simulations réalisées avec le même jeu de paramètre (au nombre de

M). Les barres d’erreur représentées sur les figures correspondent aux variations de la

mesure sur les M réalisations.

III.4.3.1 Cas 2D

Les simulations réalisées sont résumées dans le tableau III.1. Le nombre Ni représente

le nombre de nœuds utilisés en largeur par simulation, M le nombre de simulation

réalisées et σ
P̃c

la largeur de la distribution statistique utilisée pour le tirage des pressions

capillaires adimensionnées.

Numéro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ni 4 6 8 10 15 20 30 40 50 70 100 200

M 20 20 20 20 20 10 10 10 10 10 5 3

σ
P̃c

0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35

Table III.1: Tableau des paramètres de l’étude 2D à largeur variable

Nombre capillaire Le nombre capillaire est mesuré comme la dérivée de la position

adimensionnée m
X̃

de l’interface par rapport au temps t̃. Les valeurs de l’exposant

e(Ca,t̃) sont représentées sur la figure III.15 en fonction de Ni. Les résultats avec les deux

définitions du front sont en très bon accord avec la prédiction de Washburn [1921] et

confirment la validité des simulations. Ils sont relativement indépendants du paramètre

Ni.
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III.4.3.3 Cas 3D

Plusieurs cas 3D ont également été étudiés. Les paramètres Ni et Nj désignent désormais

les largeurs (en nombre de nœuds) dans les deux directions perpendiculaires à l’écoulement.

Les cas étudiés sont résumés dans le tableau III.3 et le tableau III.4.

Numéro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ni 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Nj 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

M 10 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

σ
P̃c

0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35

Table III.3: Tableau des paramètres de l’étude 3D à largeur variable, partie I

Numéro 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Ni 5 5 5 5 5 5 5 5 5 7 10 12 14

Nj 5 7 9 11 13 15 17 19 21 7 10 12 14

M 10 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

σ
P̃c

0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35

Table III.4: Tableau des paramètres de l’étude 3D à largeur variable, partie II

Les mêmes grandeurs que dans les cas 2D ont été étudiées et la durée des simulations

est de t̃max = 3000.

Nombre capillaire L’exposant, e(Ca,t̃)
du nombre capillaire Ca en fonction de t̃ est

représenté sur la figure III.24 en fonction de Ni. Sur la courbe, il apparait clairement

qu’il est indépendant de Ni et de Nj. Il semble légèrement supérieur pour la définition

large du front (à peu près 1%). Là encore, ce résultat est en accord avec l’équation de

Washburn [1921].
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l’épaisseur du front est supérieure ou de l’ordre de la largeur du système Ni. Ce constat

confirme que l’épaisseur du front correspond bien à la longueur de corrélation, conformém-

ent à la prédiction de Wilkinson [1986] en 2D. La dimension fractale du front est proche

de la prédiction théorique de Wilkinson [1986], D ≈ 1.33, lorsque mesurée avec la

méthode de la fonction de corrélation D ≈ 1.34 mais moins proche lorsque mesurée

avec la méthode des boites D ≈ 1.44.

En 2D, pour la définition large, ψ ≈ 0.85 en accord acceptable avec la prédiction de

Sadjadi et Rieger [2013], 1. Aucune variation de l’exposant en fonction de Ni n’est

remarquée, il semble donc que la largeur du front soit indépendante de la longueur de

corrélation. L’exposant de la largeur de pression, ψ ≈ 0.90, montre que cette largeur

correspond approximativement à celle de la définition large.

En 3D, pour la définition fine, ψ ≈ 0.82 ce qui est en accord acceptable avec la prédiction

de Wilkinson [1986], 1. La dimension fractale est intermédiaire entre la dimension d’un

agglomérat en 3D, 2.5 et la dimension du système 3.

En 3D, pour la définition large du front, ψ ≈ 0.92, ce qui est en accord acceptable avec

la prédiction de Wilkinson [1986], 1. La dimension fractale est de nouveau intermédiaire

entre 2.5 et 3. L’exposant de l’épaisseur de pression est, à nouveau, en accord avec celui

de la définition large, ψ ≈ 0.92.

III.6 Discussion

Dans toutes les parties précédentes les deux définitions du front ont été employées sans

que l’on s’intéressent à la pertinence de chacune. Or, la définition large est peu ju-

dicieuse 6. En effet, dans la plupart des écoulements diphasiques, les deux phases sont

faiblement compressibles, contrairement au cas traité. Les fragments de la phase déplacée

qui se situent derrière le front fin sont donc fixes (si les conditions de l’écoulement le

permettent). La définition large de l’interface prédit alors une évolution de l’épaisseur du

front strictement proportionnelle à la distance sur laquelle le front a été déplacé. Cette

définition ne correspond donc pas à grand-chose. A contrario, la définition fine du front

quantifie le degré d’irrégularité du domaine qui sépare les deux phases en déplacement.

Cette épaisseur n’est pas non plus celle qu’il faut considérer pour la formation des frag-

ments de la phase déplacée [Wilkinson, 1986], celle-ci correspond plutôt à la longueur

de corrélation.

En considérant principalement la définition du front fin, l’ensemble des résultats obtenus

donnent donc raison à Wilkinson [1986] devant les modèles de Sadjadi et Rieger [2013]

6. Bien qu’utilisée par Sadjadi et Rieger [2013]
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et Bico [2000]. Si la correspondance dans les cas 2D est assez bonne entre la théorie et

les résultats numériques, elle est moins bonne dans le cas 3D. Notamment l’exposant

de la loi d’évolution de l’épaisseur de l’interface qui, bien que proche de 1, est toujours

strictement inférieur à cette valeur.

L’observation expérimentale de Gruener et al. [2012] se justifie simplement par les résultats

présentés plus haut. La structure du milieu est 3D et non 2D, l’épaisseur de l’interface

évolue donc selon un exposant e(w̃,1/Ca) proche de 0.80 − 0.85 en fonction de 1/Ca et

donc avec un exposant proche de 0.40 − 0.43 en fonction de t̃. Un résultat numérique

inférieur à l’observation expérimentale (0.50) et aux prédictions théoriques de tous les

modèles (0.50). Cette valeur numérique, différente du modèle et de l’observation, corres-

pond également aux résultats issus des simulations de Sadjadi et Rieger [2013]. Plusieurs

pistes sont envisageables pour comprendre l’origine de cette différence :

Premièrement, on peut remarquer que les prédictions théoriques de Sadjadi et Rieger

[2013] et Bico [2000] font l’hypothèse d’un gradient de pression constant dans le front,

qui n’est pas vérifié numériquement. Cependant, cette hypothèse n’explique pas que

l’exposant mesuré expérimentalement corresponde effectivement à 1.

Deuxièmement, on peut remarquer que le modèle qui fonctionne le mieux, [Wilkinson,

1986], sort de son cadre strict d’application, c’est-à-dire qu’il est appliqué dans une

situation où le nombre capillaire varie alors qu’il est valable pour un nombre capillaire

fixe. Cette limite est importante, et pose la question des temps de réponse du système

à une variation des nombres adimensionnels qui régissent l’écoulement. Cette question

n’a pas été évoquée dans la littérature. Par mesure de simplicité, on va se limiter à

une situation où la gravité agit en l’absence d’écoulement. En partant d’une situation

d’équilibre, on peut calculer la répartition spatiale de la fraction accessible q :

dPc

dq

dqeqg
dx

+ ρg = 0 (III.61)

Avec qeqg la solution pour un champ de pesanteur d’intensité g. On considère ensuite le

même problème mais où l’intensité du champ de gravité est augmenté instantanément

de ∆g. Le nouvel équilibre est de :

dPc

dq

dqeqg+∆g

dx
+ ρ(g + ∆g) = 0 (III.62)

Localement on peut calculer la différence entre les deux :
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(
dPc

dq

dqeqg
dx

− dPc

dq

dqeqg+∆g

dx
) − ρ(∆g) = 0 (III.63)

On supposera que les deux champs sont proche l’un de l’autre :

|qeqg − qeqg+∆g| ≪ 1 (III.64)

On peut alors calculer la variation de la saturation moyenne 〈S〉 en fonction du temps :

∂〈S〉
∂t

+
∂

∂x

(
−K
µ

(
dPc

dq

dq

dx
+ ρ(g + ∆g)

))
= 0 (III.65)

En utilisant l’équation d’équilibre pour un champ d’intensité g+∆g on peut donc écrire :

∂〈S〉
∂t

+
∂

∂x

(
−K
µ

(
dPc

dq

dq

dx
− dPc

dq

dqeqg+∆g

dx

))
= 0 (III.66)

Soit à t = 0 :

∂〈S〉
∂t

− ρ(∆g)

µ

∂K

∂x
= 0 (III.67)

On supposera que ces temps varient peu à mesure que q tend vers qeqg+∆g. En se rappelant

que la perméabilité varie à proximité du seuil de percolation selon un exposant χ, et en

se plaçant à proximité du seuil de percolation on peut écrire :

tc ∝ (∆q)−χ (III.68)

Or, χ > 1, le temps caractéristique diverge donc au niveau du seuil de percolation.

Il existe donc un spectre entier de temps caractéristiques correspondant à différentes

positions dans le front. Ce raisonnement est soutenu par la trajectoire de différents

niveaux de taux de remplissage, qui montrent que le front se déforme de manière non-

homothétique pendant sa progression. Bien que constaté numériquement cet effet ne

permet pas non plus d’expliquer les différences entre le modèle numérique et l’observation

expérimentale puisqu’il est uniquement valable dans la partie critique du front, soit

une petite fraction de l’épaisseur totale w. Un autre argument peut être avancé, des

simulations à nombre capillaire constant ont également été réalisées, elles montrent que

le système tend (en fonction du temps) vers une épaisseur stationnaire selon un exposant
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de l’ordre de 0.8 − 0.9. Il est probable que cet exposant conditionne la validité du modèle

de Wilkinson [1986] vis-à-vis de variations temporelles de l’inverse du nombre capillaire.

Les valeurs présentées ci-dessus permettent donc de justifier l’applicabilité du modèle

puisque le nombre capillaire varie selon un exposant 1/2 inférieur aux exposants mesurés.

Cependant, elles n’expliquent pas non plus l’écart observé.

Troisièmement, il existe une limite commune à l’ensemble des simulations réalisées,

c’est la différence de taille entre la grandeur observée w et la dimension élémentaire

du réseau L. Le modèle de Wilkinson [1986] suppose implicitement que w ≫ L. Une

condition qui se vérifie de mieux en mieux à mesure que le nombre capillaire dimi-

nue et que w augmente. Dans les milieux poreux, il est recommandé de manipuler des

grandeurs à des échelles supérieures à une dimension lh pour laquelle une portion du

milieu est statistiquement indifférentiable du milieu dans son ensemble. Cette condi-

tion est mal vérifiée dans les simulations numériques réalisées, elle est en revanche bien

vérifiée expérimentalement (Dans l’expérience Gruener et al. [2012] les pores ont des

tailles ∼ 5nm pour des mesures à l’échelle de ∼ 1mm). Ce constat est conforme à

l’observation de Sadjadi et Rieger [2013] qui observait une tendance de l’exposant à se

rapprocher de 1/2 sans le justifier théoriquement. Les simulations réalisées à nombre ca-

pillaire fixé confirment cette hypothèse, elles montrent une transition vers un exposant

proche de 1 pour un nombre capillaire faible (Ca < 3 × 10−3).

Enfin, on peut également remarquer que la modélisation du réseau est extrêmement

simpliste et ne prend pas en compte bon nombre de phénomènes susceptibles de se pro-

duire. Il peut y avoir des variations de la mouillabilité dans le milieu ou des corrélations

dans les dimensions des capillaires qui constituent le réseau ou encore une progression

importante par les coins et rugosités des pores. Tous ces phénomènes peuvent mettre

en péril la description de Wilkinson [1986], c’est pourquoi une bonne caractérisation du

milieu étudié est nécessaire avant l’application de ce modèle.

III.7 Conclusion

Une étude numérique complète de l’évolution du front en fonction du temps a été réalisée

dans le cas de l’imbibition d’un réseau de pores. Les résultats montrent la validité

du modèle de Wilkinson [1984]. Cependant l’exposant mesuré numériquement qui lie

l’épaisseur du front au nombre capillaire est inférieur à la prédiction du modèle. Cet

effet a été interprété comme la conséquence d’une trop faible différence de taille entre

l’épaisseur du front et la taille caractéristique d’une maille du réseau. Le rôle de la va-

riation temporelle du nombre adimensionné qui dirige l’écoulement n’a pas non plus été

étudié. D’autres simulations et des expériences mériteraient d’être lancées sur le sujet. En
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effet dans nombre de procédé, les nombres caractéristiques varient dans le temps. Dans

le cas d’une variation temporelle de ces grandeurs, l’adaptation de l’épaisseur du front

peut impacter fortement la création de fragments de phase et bouleverser la description

présentée dans ce chapitre et par les modèles actuellement existant.



Chapitre IV

Compétition d’imbibition

élasto-capillaire

IV.1 Introduction

Dès que les effets capillaires ont été compris par Laplace l’éventualité de la déformation

d’un solide due à la capillarité a également été prédite, ”La théorie précédente donne

encore l’explication et la mesure d’un phénomène que présente l’expérience, soit que le

fluide s’élève ou s’abaisse entre deux plans verticaux et parallèles plongeant dans ce fluide

par leurs extrémités inférieures, ces plans tendent à se rapprocher.”, Laplace [1806].

Les effets de déformation élastique d’un solide imposés par la capillarité sont regroupés

sous l’appellation : effets élasto-capillaires. On peut classer les effets élasto-capillaires

dans deux grandes catégories. La première concerne la déformation substantielle d’un

milieu et intervient lorsque la pression de Laplace est de l’ordre du module d’Young du

substrat :

γ

r
∼ E (IV.1)

En pratique, les liquides usuels dans nos conditions de pression et de température ont

une tension de surface de l’ordre de 0.07N.m−1 ou inférieure 1. Pour une goutte de 1µm,

cette condition est vérifiée pour les solides dont le module d’Young est au maximum

de E ∼ 1 × 105Pa. Soit un module d’Young déjà très faible ! Jusqu’à très récemment,

la distribution précise des efforts au niveau de la ligne triple était controversée, bien

qu’il est établi de longue date que la relation d’Young [1805] décrit correctement les

1. Les liquides aqueux ou organiques

143
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conditions d’équilibre d’une goutte sur un substrat solide. Récemment, l’expérience de

Marchand et al. [2012] a appuyé le modèle introduit par le même auteur [Marchand,

2011] et permis de lever la controverse. Un des résultats clefs est que ces efforts ne se

localisent pas uniquement au niveau de la ligne de contact mais existent sur l’ensemble

des parties immergées du solide et sont proportionnels à sa courbure locale et à la tension

de surface du liquide.

La seconde catégorie concerne la flexion de membranes élastiques, dans ce cas, l’effet se

produit lorsque la flexion d’une lame d’épaisseur el due à la pression capillaire exercée

sur une longueur L est de l’ordre de l’espacement entre les lames h, ce qui s’écrit :

E ∼ γ

h2

(
L4

e3l

)
(IV.2)

Un large ratio L/el peut alors permettre la déformation de la fibre ou de la membrane.

Des matériaux très rigides peuvent être déformés de cette manière, comme des fibres

de carbone E ∼ 500GPa ou des fibres ou lames d’acier E ∼ 200GPa, etc. Il s’avère

que ce type d’effet élasto-capillaire est employé par certaines espèces pour améliorer leur

capacité à se déplacer à la surface de l’eau ([Park et Kim, 2008], [Bush et Hu, 2006]).

Industriellement, ils peuvent permettre la fabrication d’objets de formes déterminées

[Py et al., 2007b] et sont également observés lors de l’imbibition de milieux poreux

déformables [Siddique et al., 2009].

Quelques auteurs se sont intéressés au mouillage statique de systèmes flexibles. On peut

citer par exemple Bico et al. [2004] qui ont étudié la coalescence de fibres mouillées et

identifié la longueur élasto-capillaire comme longueur pertinente de ce type de problème

ou plus récemment Py et al. [2007a] qui ont poussé l’étude dans des configurations plus

complexes. D’autres systèmes ont été étudiés de manière statique, par exemple, Kim et

Mahadevan [2006] se sont intéressés à l’imbibition entre deux plaques flexibles encastrées

à leur base et remarqué que la hauteur de Jurin est plus importante lorsque les systèmes

sont déformables. Bien d’autres configurations ont été étudiées comme celle d’une goutte

au contact d’une membrane flexible [Kwon et al., 2008] ou encore d’une goutte entre deux

fibres [Duprat et al., 2012].

D’autres auteurs se sont intéressés à la dynamique de ces systèmes, comme Van Honscho-

ten et al. [2007] qui ont remarqué que l’imbibition de micro-canaux déformables est plus

rapide que celle des mêmes canaux mais indéformables. Cambau et al. [2011] ont réalisé

une étude similaire mais pour un système plus large, la dynamique de l’écoulement est

alors contrôlée par les coins formés par la déformation d’une membrane flexible. Egale-

ment, Aristoff et al. [2011] et Duprat et al. [2011] ont étudié la dynamique de l’imbibition
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entre deux membranes flexibles et identifié différents régimes dynamiques selon la flexi-

bilité du système et les conditions limites employées.

Enfin, certains se sont focalisés sur l’étude de ”comportement de groupe” des lames

ou fibres, comme par exemple Wei [2014] qui ont déterminé les modes propres de

déformation d’un lit texturé initialement saturé de liquide et qui s’évapore au fur et

à mesure. Ou encore Gat et Gharib [2013] qui ont réalisé l’analyse de stabilité linéaire

d’un ensemble de lames parallèles trempées dans un bain de liquide et encastrées à leurs

sommets.

Globalement, ces études montrent que l’élasto-capillarité permet l’observation de méca-

nismes diversifiés qui dépendent fortement de la géométrie du problème. Si l’imbibition

entre plusieurs lames a déjà été étudiée dynamiquement, elle ne l’a été que pour des

systèmes simplifiés (imbibition entre deux lames flexibles) ou dans les premiers instants

(via l’analyse de stabilité linéaire). Ces études ne permettent pas de tirer des conclu-

sions directes sur l’imbibition d’un milieu poreux qui serait composé d’un ensemble de ces

systèmes. De plus, certaines configurations, comme l’encastrement de lames parallèles à

leurs deux extrémités, n’ont jamais été étudiées. Cette disposition correspond pourtant

(très qualitativement) à celle d’un toron dans un textile où l’encastrement correspon-

drait au chevauchement des torons de trame et de châıne. La modélisation par des lames

permet de simplifier grandement le problème et de réaliser une première approche de ce

type de problématique puisque la modélisation des torons de fibres est assez complexe

(géométrie 3D, contacts, frottements, irrégularités spatiales, etc.). La qualité de l’imbi-

bition des textiles est importante dans diverses applications, notamment dans la mise en

œuvre des matériaux composites où une imbibition incomplète peut mener à la forma-

tion de porosités [Patel et Lee, 1996] qui affectent fortement les propriétés mécaniques

de la pièce [Costa et al., 2001].

Dans ce chapitre nous allons nous concentrer sur l’imbibition élasto-capillaire d’un milieu

composé d’un ensemble de lames flexibles. L’étude est réalisée en trois temps, un système

réduit est traité numériquement puis expérimentalement, enfin, le système complet est

étudié numériquement.
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IV.2 Modèle et simulation

IV.2.1 Description du système réduit

Le système étudié consiste en une lame flexible disposée entre deux lames rigides. Il

s’agit d’un système réduit qui se focalise sur l’asymétrie locale entre deux capillaires

déformables. La lame peut être encastrée à son extrémité supérieure, inférieure ou aux

deux. Par mesure de concision, seul le cas où la lame est soumise à un encastrement

opposé à la source est représenté sur la figure IV.1. L’espacement de la lame à chacune des

paroi n’est pas symétrique, on note h1, l’espacement entre la lame et la paroi supérieure

et h2, celui avec la paroi inférieure. On notera systématiquement par la suite, h1 et h2 de

manière à avoir, h1 < h2. La lame est supposée avoir un comportement élastique linéaire

isotrope caractérisé par un module d’Young E et un coefficient de Poisson νP . L’épaisseur

de la lame el est constante sur sa longueur L. Le liquide employé est Newtonien, de

viscosité µ, de densité ρ et de tension de surface γ. Il est supposé incompressible et

complètement mouillant vis-à-vis de la lame et des parois rigides, θe = 0 avec θe, l’angle

de contact statique. On supposera que la phase déplacée n’influence pas l’écoulement.

La lame ne peut pas traverser les parois rigides, elle est stoppée lorsqu’elle arrive au

contact de celles-ci. Les parois rigides sont supposées strictement indéformables et fixes.

L

h1

x

y

h(x)

-P1dx ey

P2=0

P1=0

h2

P2dx ey P2dx ey

h(x) h(x)

Figure IV.1: Schéma de la membrane flexible encastrée à son extrémité opposée à la
source et soumise à l’imbibition spontanée des capillaires avoisinants

IV.2.2 Modélisation du système réduit

On modélise le système réduit en le séparant en trois domaines, le pseudo-capillaire 1

d’épaisseur sans déformation h1, le pseudo-capillaire 2 d’épaisseur sans déformation h2

et enfin la lame flexible. Les équations appliquées à chacun de ces domaines sont décrites

dans cette partie.
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IV.2.2.1 Modélisation de l’écoulement

Dans les deux pseudo-capillaires, on suppose que la perte de charge visqueuse domine

largement les effets inertiels (Oh ≫ 1). Ces derniers seront donc négligés. Le système est

supposé très élancé, L≫ max(h1, h2), on supposera donc que l’hypothèse de lubrification

décrit correctement le système [Gat et Gharib, 2013]. C’est-à-dire que la dissipation

visqueuse se produit uniquement à cause du gradient de vitesse normal à la direction

principale de l’écoulement. On peut donc écrire, en utilisant l’hypothèse de lubrification

dans les pseudo-capillaires :

v1(x, t) = −(h1 − h)2

12µ

∂P1

∂x
(IV.3)

v2(x, t) = −(h2 + h)2

12µ

∂P2

∂x
(IV.4)

Avec vi, la vitesse (moyenne) de l’écoulement dans le capillaire i à la position x, h, le

déplacement (voir figure IV.1) de la membrane et Pi la pression dans le capillaire i. Le

liquide est incompressible et doit donc vérifier l’équation de conservation du volume :

ḣ =
∂

∂x
(v1(h1 − h)) (IV.5)

ḣ = − ∂

∂x
(v2(h2 + h)) (IV.6)

En utilisant les équations de perte de charge et de conservation du volume on obtient le

système suivant :

ḣ = − ∂

∂x

(
(h1 − h)3

12µ

∂P1

∂x

)
(IV.7)

ḣ =
∂

∂x

(
(h2 + h)3

12µ

∂P2

∂x

)
(IV.8)

Ces équations sont respectivement valides dans les domaines allant de l’origine, x = 0,

jusqu’aux positions des ménisques dans les capillaires, x = Xi, pour le capillaire i.
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IV.2.2.2 Conditions limites appliquées à l’écoulement

Au niveau de l’origine (x = 0), le liquide est supposé au contact d’une source infinie de

pression invariable et nulle. La condition qui s’applique pour le capillaire i s’écrit donc :

Pi(x = 0, t) = 0 (IV.9)

À l’autre extrémité, la pression est imposée par le ménisque présent entre la lame et la

paroi rigide, soit :

P1(x = X1, t) =
−2γ

h1 − h(X1)
(IV.10)

P2(x = X2, t) =
−2γ

h2 + h(X2)
(IV.11)

L’équation ci-dessus suppose que la pente locale de la membrane n’influence pas la pres-

sion capillaire, soit, |∂h∂x | ≪ 1. Cette hypothèse est appuyée par l’élancement important

du système. Les conditions limites en pression dépendent quand même du déplacement

local de la lame via le déplacement de celle-ci h.

IV.2.2.3 Modélisation de la membrane

La membrane est élastique et invariante selon sa longueur, elle possède donc une rigidité

de flexion :

B =
Ee3l

12(1 − ν2P )
(IV.12)

Avec el, l’épaisseur de la lame, E le module d’Young du matériau et ν2P le coefficient

de Poisson. Les effets inertiels sont négligés devant les effets élastiques. On suppose que

le système est suffisamment élancé pour que la théorie des poutres de Bernoulli puisse

être appliquée (petits déplacements, petites rotations, cisaillement négligeable), ce qui

permet d’écrire :

B
∂4h

∂x4
= P (x) (IV.13)

Avec P une fonction dont l’expression dépend de la configuration courante du système

et des domaines fluides :
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P





P (x) = P1(x) − P2(x), si x ∈ [0,min(X1, X2)]

P (x) = P1(x), si x ∈]X2, X1]

P (x) = −P2(x), si x ∈]X1, X2]

P (x) = 0, si x ∈]max(X1, X2), L]

(IV.14)

Contrairement aux domaines fluides, la longueur de la membrane n’évolue pas dans le

temps donc le domaine correspondant est invariant. La force appliquée par le ménisque

sur la membrane est nulle car l’angle de contact est supposé nul, la force est donc tangente

à la membrane 2.Comme cela a été évoqué dans la partie IV.1, il existe également un

excès de pression exercé par le liquide au contact de la membrane à cause de sa courbure,

il est de l’ordre de γh1/L
2. Il est donc faible par rapport à la pression capillaire γ/h1 et

sera négligé en raison de l’élancement du système.

IV.2.2.4 Conditions limites appliquées à la membrane

Deux types de conditions limites sont imposés à la membrane, l’encastrement et l’absence

de contrainte (libre). L’encastrement se traduit par l’annulation du déplacement et de

sa dérivée première :

h(Xl, t) = 0,
∂h

∂x
(Xl, t) = 0 (IV.15)

Avec Xl, la position où s’applique la condition limite. Les conditions limites imposées à

la membrane sont invariantes en fonction du temps. La membrane ne peut pas être libre

à ces deux extrémités, il existe donc trois possibilités :

La membrane peut être encastrée à l’extrémité au contact de la source et libre du côté

opposé :

h(0, t) = 0,
∂h

∂x
(0, t) = 0 (IV.16)

Encastrée du côté opposée et libre au niveau de la source :

h(L, t) = 0,
∂h

∂x
(L, t) = 0 (IV.17)

Et enfin encastrée des deux côtés :

2. De toutes manière elle est d’intensité négligeable devant la pression exercée sur le système.
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h(0, t) = 0,
∂h

∂x
(0, t) = 0 (IV.18)

h(L, t) = 0,
∂h

∂x
(L, t) = 0 (IV.19)

Dans ce dernier cas, la lame est dans un état hyperstatique, on supposera alors que les

extrémités des lames sont capables de se translater selon l’axe ~ex si bien qu’il n’existe pas

de tension mécanique selon cet axe 3. Ces trois cas seront étudiés par la suite. Les dérivées

d’ordre deux et trois du déplacement sont continues entre les différents domaines.

IV.2.2.5 Condition initiale

À l’instant initial, les pseudo-capillaires sont vides et la membrane est droite. Le fait que

les pseudo-capillaires soient vides implique que les limites soulevées dans la partie I.7.2

sont susceptibles d’intervenir. La membrane est placée au contact du bain à l’instant

t = 0.

IV.2.2.6 Adimensionalisation

Pour dégager les degrés de liberté réels des paramètres du problème, on cherche à calculer

la longueur le pour laquelle la lame se déplace sur l’épaisseur h1 lorsqu’elle est soumise

à une pression γ
h1

sur sa longueur L :

le =

(
h21B

γ

)1/4

(IV.20)

Cette longueur se nomme la longueur élasto-capillaire est a déjà été employée par de

nombreux auteurs ([Bico et al., 2004], [Kim et Mahadevan, 2006]). En suivant la même

méthodologie, on calcule le temps caractéristique te à l’aide des équations IV.7 et IV.13 :

te =
12µl6e
Bh31

(IV.21)

Enfin, les équations de conservation et de membrane sont adimensionnées en utilisant,

la longueur du système L pour les longueurs (selon x), l’épaisseur la plus fine h1 et la

pression caractéristique γ/h1. Les équations, IV.7, IV.8 et IV.12 prennent alors la forme

suivante :

3. Sans cette hypothèse il faudrait considérer le couplage entre flexion et tension
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˜̇
h = −

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
1 − h̃

)3 ∂P̃1

∂x̃

)
(IV.22)

˜̇
h =

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
h2
h1

+ h̃

)3 ∂P̃2

∂x̃

)
(IV.23)

∂4h̃

∂x̃4
=

(
L

le

)4

P̃ (IV.24)

Pour déplacer l’interface d’un instant à l’autre, les équations IV.3 et IV.4 doivent

également être adimensionnées.

ṽ1 = −
(
le
L

)2
((

1 − h̃
)2 ∂P̃1

∂x̃

)
(IV.25)

ṽ2 = −
(
le
L

)2
((

h2
h1

+ h̃

)2 ∂P̃2

∂x̃

)
(IV.26)

Les paramètres de l’étude se limitent donc à l’épaisseur de la seconde membrane, par

rapport à la première h2/h1 et au ratio de la longueur élastique sur la longueur totale

du système le/L.

IV.2.3 Résolution numérique

La résolution du problème n’est pas triviale ; les conditions limites évoluent en fonction

du temps et les équations sont fortement non-linéaires. Elle est réalisée numériquement

par la méthode des éléments finis. Le choix de la méthode se justifie par l’emploi

d’éléments poutres pour la résolution de l’équation d’équilibre des lames. La méthodologie

employée est développée dans les parties qui suivent.

IV.2.3.1 Formulation faible

La formulation faible du problème est obtenue en multipliant les équations par trois fonc-

tions tests associées à chacune des variables et en intégrant sur le domaine de définition

de chacune des équations :
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∫ x̃=X̃1

x̃=0

(
˜̇
h+

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
1 − h̃

)3 ∂P̃1

∂x̃

))
P̃ ∗

1 dx̃ = 0 (IV.27)

∫ x̃=X̃2

x̃=0

(
˜̇
h−

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
h2
h1

+ h̃

)3 ∂P̃2

∂x̃

))
P̃ ∗

2 dx̃ = 0 (IV.28)

∫ x̃=1

x̃=0

(
∂4h̃

∂x̃4
−
(
L

le

)4

P̃

)
h̃∗dx̃ = 0 (IV.29)

L’intégration par parties (IPP) est effectuée deux fois sur l’équation d’équilibre de la

membrane et une fois sur les équations de conservation :

∫ x̃=X̃1

x̃=0

(
˜̇
hP̃1

∗ −
(
le
L

)2
((

1 − h̃
)3 ∂P̃1

∂x̃

)
∂P̃ ∗

1

∂x̃

)
dx̃ = 0 (IV.30)

∫ x̃=X̃2

x̃=0

(
˜̇
hP̃2

∗

+

(
le
L

)2
((

h2
h1

+ h̃

)3 ∂P̃2

∂x̃

)
∂P̃ ∗

2

∂x̃

)
dx̃ = 0 (IV.31)

∫ x̃=1

x̃=0

(
∂2h̃

∂x̃2
∂2h̃

∂x̃2
−
(
L

le

)4

P̃ h̃∗

)
dx̃ = 0 (IV.32)

Les termes manquants, suite à l’IPP, sont tous nuls dans le cas étudié 4.

IV.2.3.2 Choix des éléments et maillage

Le maillage est 1D et régulier loin de la zone où les ménisques se situent. A proximité

des ménisques (1-2 éléments), le maillage est adapté de manière à avoir un degré de

liberté au niveau de ceux-ci. Trois types d’éléments ont été employés ; des éléments

poutre de Bernoulli classiques pour l’équation d’équilibre de la membrane, des éléments

d’ordre 1 classiques pour les équations de conservation loin des ménisques et des éléments

asymétriques à proximité. Ces derniers sont la seule spécificité du maillage, leur intérêt

est de posséder un degré de liberté en gradient de pression au niveau du ménisque qui

permet d’évaluer la vitesse de transport de celui-ci avec précision (ils jouent également

un rôle important pour la prise en compte de l’angle de contact dynamique). Un schéma

du maillage avec les éléments utiles à la résolution de l’équation fluide est présenté sur la

figure IV.2. Le lien entre le maillage et les positions des ménisques implique un remaillage

à chaque pas de temps et le transport des valeurs. En pratique, le maillage employé

contient 200 éléments pour la membrane et un nombre variable pour les domaines fluides.

4. Il n’y a pas de force ou de moment appliqué sur les extrémités de la poutre et il n’y a pas de débit
imposé
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Figure IV.2: Représentation schématique des deux types d’éléments employés pour
les équations de conservation

IV.2.3.3 Application des conditions limites

Les conditions limites de l’équation d’équilibre de la membrane sont imposées par pénalisa-

tion de la matrice tangente au niveau des degrés de liberté concernés. Les conditions

limites des équations de conservation sont plus complexes à imposer car elles sont

dépendantes du degré de liberté en déplacement. En supposant que le ménisque du

capillaire 1 soit au niveau du degré de liberté k :

P̃1,k =
−2

1 − h̃k
(IV.33)

Avec P̃1,k le degré de liberté en pression et h̃k le degré de liberté en déplacement. En

faisant les mêmes hypothèses dans le cas du capillaire 2 :

P̃2,k =
−2

h2

h1
+ h̃k

(IV.34)

Ces équations sont différentiées puis imposées par pénalisation dans la matrice tangente

et le second membre.

IV.2.3.4 Application des contacts

La modélisation numérique des contacts est réalisée via une force de répulsion. Lorsque

les nœuds de la membrane sont proches de la paroi (distance inférieure à ∆h̃) la force

est non-nulle. Son expression est :
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Fc





Fc(x) = CF

(
1 − h̃− ∆h̃

)4
, si h̃ ∈ [1 − ∆h̃, 1]

Fc(x) = 0, si h̃ ∈] − h2
h1

+ ∆h̃, 1 − ∆h̃[

Fc(x) = CF

(
h2
h1

− h̃+ ∆h̃

)4

, si h̃ ∈ [−h2
h1
,−h2

h1
+ ∆h̃]

(IV.35)

Ce terme est ajouté aux nœuds du maillage de la membrane indépendamment de l’équa-

tion d’équilibre de celle-ci. La forme de la force a été choisie de manière à avoir une

fonction strictement convexe continue et dérivable. Le coefficient CF a été choisi em-

piriquement de manière à bloquer le déplacement de la membrane et à conserver un

conditionnement acceptable de la matrice tangente. En pratique, le paramètre ∆h̃ a été

fixé à 0.025.

IV.2.3.5 Résolution par Newton-Raphson

Les équations à résoudre sont non-linéaires, la solution ne peut donc être obtenue par

la résolution d’un unique système. En écrivant les degrés de liberté du système ~q, et le

résidu ~R, il est possible de réaliser un développement limité à l’ordre 1 de ~R en fonction

~q :

~R(~q + ∆~q) ≈ ~R(~q) +
∂ ~R

∂~q
.∆~q (IV.36)

L’objectif est l’annulation du résidu, soit la recherche de ∆~q tel que ~R(~q + ∆~q) = ~0. En

utilisant le développement limité réalisé ci-dessus on peut écrire que :

~R(~q + ∆~q) ≈ ~R(~q) +
∂ ~R

∂~q
.∆~q = ~0 (IV.37)

Soit,

∆~q = −
(
∂ ~R

∂~q

)
−1

~R(~q) (IV.38)

Les degrés de liberté peuvent ensuite être mis-à-jour en utilisant le déplacement ∆~q. En

les indexant en fonction de l’itération à laquelle ils appartiennent, on écrit :

~qk+1 = ~qk + ∆~q (IV.39)
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Cette méthode permet de converger au bout d’un certain nombre d’itérations vers

une solution acceptable. Deux remarques sont importantes à faire. Premièrement, cette

méthode n’est pas inconditionnellement stable et peut s’éloigner d’une solution plutôt

que de s’en rapprocher. C’est en particulier vrai lorsque la solution est très irrégulière

ou possède des points d’inflexion. L’astuce classique pour pallier à ce genre de problème

c’est d’introduire un coefficient a d’amortissement dans l’équation de mise-à-jour :

~qk+1 = ~qk + a∆~q (IV.40)

Avec, 0 < a < 1. Ce coefficient permet d’accroitre la stabilité de la résolution mais

il augmente le nombre d’itérations nécessaires. Secondement, une résolution numérique

n’est jamais parfaite mais approchée 5, il faut donc établir un critère de convergence. Le

critère de convergence qui a été choisi s’écrit :

‖~R(~qk)‖ < ǫ (IV.41)

Avec ǫ, le critère de convergence et ‖ · ‖ la norme usuelle. En pratique ǫ a été fixé à

1 × 10−7.

IV.2.3.6 Transport des interfaces

Dans notre modèle réduit 1D, le transport des interfaces ne demande pas d’employer

de méthodes complexes contrairement aux cas 2D et 3D. Les interfaces sont trans-

portées après chaque résolution d’équation en calculant la vitesse moyenne au niveau

du ménisque (en utilisant le degré de liberté supplémentaire). Le déplacement est alors

calculé de manière à prendre en compte l’inclinaison locale de l’interface :

(1 − h̃)ṽ1∆t̃ =

(
(1 − h̃)∆X̃ − ∂h̃

∂X̃

∆X̃2

2

)
(IV.42)

(
h2
h1

+ h̃)ṽ2∆t̃ =

(
(
h2
h1

+ h̃)∆X̃ +
∂h̃

∂X̃

∆X̃2

2

)
(IV.43)

5. il existe toujours une certaines erreur numérique après une résolution, bien que très faible
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Avec, ṽi calculé selon les équations IV.25 et IV.26. Sans l’influence locale de la pente

de la membrane, les équations ci-dessus se ramènent à celles du transport d’une parti-

cule. L’intérêt du terme correctif est d’améliorer la conservation du volume lors de la

résolution.

IV.2.3.7 Conditions initiales

Toutes les simulations sont démarrées avec la position des deux ménisques X̃1 = 0.05 et

X̃2 = 0.05. Ces conditions permettent de s’affranchir du problème classique de l’équation

de Washburn qui intervient lorsque, Xi → 0 (voir partie I.7.2). A l’instant initial, la lame

est indéformée.

IV.2.3.8 Condition finale

Les simulations peuvent s’arrêter dans deux situations possibles, si l’un des ménisques

atteint une position X̃i > 0.96 ou si le nombre de pas de temps dépasse une limite

arbitraire (∼ 1000). Le second critère est adapté aux cas où la gravité intervient et où

l’imbibition n’est pas nécessairement complète (voir section I.7.3).

IV.2.3.9 Cas tests

Équilibre de la poutre De nombreux cas tests ont été réalisés pour vérifier le bon

fonctionnement du code de résolution développé. Le premier a été réalisé sans mise-à-

jour des positions (”statique”) pour vérifier la validité de l’équation d’équilibre de la

membrane. En l’absence de déformation, le chargement P subi par la membrane est

linéaire :

P





P (x) = 2px, si x ∈ [0,
L

2
]

P (x) = 0, si x ∈]
L

2
, L]

(IV.44)

Dans le cas d’un encastrement en x̃ = 1, la solution analytique prend alors la forme :

h





h(x) = p(
L5

64
+

1

960
((L− 2x)(36L(L− x)3) + 49L3(L− x)

+ 12L4 − 8(L− x)4 − 62L2(L− x)2))), si x ∈ [0,
L

2
]

h(x) =
p

24
(L2(L+ x)(L− x)2), si x ∈]

L

2
, L]

(IV.45)
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Figure IV.3: Représentation de l’erreur relative Err en fonction de L
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Figure IV.4: Représentation de la position de la membrane h̃ en fonction de la position
x̃ pour un paramètre L

le
= 1. Le résultat théorique est en (−) et le résultat du calcul

en (-)

Des simulations ont été réalisées pour un ratio le/L variant de 0.1 à 1 par pas de 0.1.

La résolution étant couplée, l’équilibre statique n’est pas équivalent à celui d’une poutre

seule 6. Les résultats de l’erreur, mesurée comme la somme des différences à la solution

analytique, sont représentés sur la figure IV.3. On remarque que l’erreur tend vers 0

lorsque le/L tend vers 0. Un exemple de profil déformé de la membrane est présenté sur

la figure IV.4.

6. La déformation de la poutre impacte la forme du champ de pression
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Figure IV.5: Critère de validité de l’équation de conservation dans les capillaires 1 et
2 (c1 (··) et c2 (−−)) en fonction de la position x̃ ( L
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= 1.6)

Équation de conservation La validité de la résolution des équations de conservation

a été vérifiée en atteignant le régime stationnaire en l’absence de transport des interfaces.

Les équations de conservation se résument alors à une divergence nulle qui peut être

intégrée spatialement :

(
1 − h̃

)3 ∂P̃1

∂x̃
= c1 (IV.46)

(
h2
h1

+ h̃

)3 ∂P̃2

∂x̃
= c2 (IV.47)

Les coefficients c1 et c2 ont été calculés sur leurs domaines de définition respectifs ([0, 0.5]

dans le cas présenté sur la figure) et sont représentés sur la figure IV.5. Il apparait que

la conservation est bien vérifiée dans les capillaires.

Équation de Washburn On prend maintenant en compte le transport des inter-

faces. Si la membrane est fixe et indéformée, l’imbibition doit suivre la loi de Washburn

[1921]. La position dans le capillaire i suit alors l’équation :

Xi(t) = 2

√
hiγ

12µ
t (IV.48)

En utilisant les paramètres d’adimensionalisation vus plus haut, on peut mettre l’équation

IV.48 sous la forme suivante :



Compétition d’imbibition élasto-capillaire 159
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X̃2(0) = 0.05). Résultat en (+) et prédiction théorique en (−−)

X̃i(t̃) = 2

(
le
L

)√
hi
h1
t̃ (IV.49)

Ce résultat permet de changer le pas de temps de manière à avoir des simulations

invariantes (qualitativement) en nombre de pas de temps. C’est la méthode d’adaptation

du pas de temps qui a été utilisée. Le ratio des positions X̃2/X̃1 est tracé en fonction de

L/le sur la figure IV.6. Il apparait que lorsque la lame tant à devenir indéformable (L≪
le) le ratio tant vers

√
2 7. Les positions des ménisques en fonction du temps sont tracées

sur la figure IV.7. Les résultats obtenus sont très proches de la prédiction analytique.

Il faut cependant remarquer que les simulations sont temporellement translatées ce qui

est une conséquence des conditions initiales.

Bilan sur les cas tests La méthode numérique utilisée est donc validée par les

simulations des cas tests réalisés, car ceux-ci sont conformes aux résultats attendus.

D’autres tests ont été réalisés, notamment pour évaluer la qualité de la modélisation des

contacts et pour fixer le nombre d’éléments à utiliser ainsi que le pas de temps.

IV.2.3.10 Angle de contact dynamique

La description qui précède ne concerne pas l’ensemble des simulations réalisées. Deux

variantes ont été introduites. La première fait l’objet de cette sous-partie et consiste à

ne plus négliger la dissipation visqueuse qui se produit à proximité de la ligne de contact

7. En réalité l’asymptote est légèrement supérieure à
√
2 ce qui découle des conditions initiales.
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Figure IV.7: Positions au carré X̃2

1
et X̃2

2
en fonction de t̃

(
le
L

)2
(h2 = 2h1, X̃1(0) =

X̃2(0) = 0.05). Les résultats numériques sont en (+) pour le capillaire 1 et (×) pour le
capillaire 2 et les prédictions en (−−) et (· · ·) respectivement

triple. Comme explicité précédemment (voir partie I.6.2), les coins de ménisques plutôt

mouillants sont des zones où la dissipation visqueuse se produit dans des proportions

importantes. L’angle de contact dynamique ou apparent évolue alors selon l’intensité de

l’écoulement, résumée dans le nombre capillaire. D’après le modèle hydrodynamique :

θd = (6ΓCa)1/3 (IV.50)

Où, θd est l’angle de contact dynamique et Γ le logarithme du ratio de deux longueurs

du système : ln(h1/lm), avec h1 l’épaisseur du capillaire 1 et lm une taille moléculaire.

Le nombre capillaire prend dans ce cas sa forme classique :

Ca =
µv

γ
(IV.51)

L’angle dynamique impacte uniquement la condition limite au niveau des ménisques.

Cette condition se réécrit :

P̃1(X̃1, t̃) =
−2

1 − h̃
cos(θd,1) (IV.52)

P̃2(X̃2, t̃) =
−2

h2

h1
+ h̃

cos(θd,2) (IV.53)
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Figure IV.8: Fonction cosinus (−) et développements limités à l’ordre 2 (−) et 6 (-)
sur l’intervalle [0, π]

Avec θd,i l’angle de contact dynamique dans le pseudo-capillaire i. Le nombre capil-

laire peut être exprimé en fonction du gradient de pression local adimensionné dans les

pseudo-capillaires 1 et 2 :

Ca,1 = − h1
12L

(
1 − h̃

)2 ∂P̃1

∂x̃
(IV.54)

Ca,2 = − h1
12L

(
h̃+

h2
h1

)2 ∂P̃2

∂x̃
(IV.55)

Comme nous l’avons vu plus haut, le nombre capillaire intervient à la puissance 1/3

dans un cosinus. Le problème c’est que la fonction cosinus n’est pas strictement mo-

notone et possède des points d’inflexion, ce n’est donc pas la fonction la plus simple

à employer pour une résolution par Newton-Raphson. L’astuce a été de passer par un

développement limité à l’ordre 6 du cosinus en 0 pour obtenir une fonction monotone

(et de plus polynomiale) :

cos(x) ≈ 1 − x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ o(x7) (IV.56)

Une comparaison graphique de la fonction cosinus avec les développements limités d’ordre

2 et 6 est présentée sur la figure IV.8. Il apparait que l’approximation et assez précise

jusqu’à x ∼ 2π
3 . Ce qui est largement suffisant puisque ce modèle n’a plus de sens dès

qu’il approche π
2 .
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Figure IV.9: Angles dynamiques représentés selon deux définitions, l’une basée sur
le DL d’ordre 6 (−) et l’autre sur le cosinus(+,×). Dans cette simulation, L

le
= 1.8,

h2 = 2h1 et Γh1

L
= 0.88

Une remarque s’impose, l’expression de θd fait apparaitre un nouveau paramètre indépen-

dant, Γ̃ = Γh1

L . L’expression de ce paramètre dépend du rapport d’aspect du système et

du paramètre de la loi de De Gennes. Des tests de convergence numériques ont été réalisés

et ont montré que la convergence est plus lente mais ne compromet pas la résolution

numérique. Ce résultat n’est pas trivial dans la mesure où la dérivée en 0 de la fonction

cos est nulle, ce qui peut rapidement causer des problèmes de conditionnement et donc

d’inversibilité de la matrice tangente.

Un résultat typique est présenté sur la figure IV.9. Les angles de contact dynamiques

évoluent au cours du temps. Sur la figure, les résultats avec la fonction cos calculés avec

le gradient de pression et avec le développement limité sont comparés. La correspondance

est très bonne comme attendu d’après la figure IV.8.

IV.2.3.11 Gravité

Toute expérience réalisée de manière fixe dans le référentiel terrestre est soumise à

l’influence du champ de gravité terrestre. L’influence de la gravité est variable et est

généralement résumée dans le nombre Bond. Dans le cas d’étude traité, le nombre qui

apparait naturellement n’est pas le nombre de Bond mais le ratio de L sur la hauteur

de Jurin d’un pseudo-capillaire, on nomme ce ratio, L/lj :

L

lj
=
ρgh1L

γ
(IV.57)



Compétition d’imbibition élasto-capillaire 163

Avec g l’intensité du champ de pesanteur et ρ la masse volumique du fluide. Ce nombre

adimensionné est lié au nombre de Bond par l’expression :

L

lj
= Bo

L

h1
(IV.58)

Lorsque la gravité doit être prise en compte, les équations vues précédemment ne tiennent

plus. Les équations de conservation adimensionnées s’écrivent alors :

˜̇
h = −

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
1 − h̃

)3
(
∂P̃1

∂x̃
+
L

lj

))
(IV.59)

˜̇
h =

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
h2
h1

+ h̃

)3
(
∂P̃2

∂x̃
+
L

lj

))
(IV.60)

Les équations responsables du déplacement des interfaces doivent également être mo-

difiées :

ṽ1 = −
(
le
L

)2 (
1 − h̃

)2
(
∂P̃1

∂x̃
+
L

lj

)
(IV.61)

ṽ2 = −
(
le
L

)2(h2
h1

+ h̃

)2
(
∂P̃2

∂x̃
+
L

lj

)
(IV.62)

Lorsque la membrane est indéformable, les capillaires sont indépendants et les équations

prennent la forme :

˜̇XiX̃i

(
L

le

)2(h1
hi

)2

= 2
hi
h1

− L

lj
X̃i (IV.63)

Cette équation peut être intégrée, ce qui donne le résultat :

(
L

le

)2(h1
hi

)2
(
−2

h1
hi

lj
L
ln

(
1 − Lhi

2ljh1
X̃i

)
−
(
L

le

)2

X̃i

)
=
L

lj
t̃ (IV.64)

Ce résultat a été comparé à des simulations réalisées avec une membrane indéformable.

Un résultat est présenté sur la figure IV.10. La correspondance avec le résultat analytique

est bonne. La gravité est surtout importante à prendre en compte pour la vérification

expérimentale qui a été réalisée et où elle ne pouvait pas être négligée.
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Figure IV.10: Position des ménisques dans le capillaire 1 (+) et 2 (×) en fonction

de t̃
(
le
L

)2
par rapport aux résultats analytiques (-). Dans cette simulation, L

le
= 0.05,

h2 = 2h1 et L/lj = 2

IV.3 Résultats sur le système réduit

De nombreuses simulations ont été réalisées avec le système réduit, on peut les séparer

en trois parties distinctes. La première a été réalisée en l’absence de gravité et en l’ab-

sence d’angle de contact dynamique. Elle permet d’analyser l’impact des paramètres

du problème et d’observer les différents comportements du système. La deuxième a été

réalisée pour évaluer l’influence de l’angle de contact dynamique sur les résultats et la

dernière pour tester l’influence de la gravité sur le système en vue d’une vérification

expérimentale. La même méthodologie d’analyse a été employée pour chacune des sous-

parties et est décrite dans la section suivante.

IV.3.1 Méthodologie de l’analyse des résultats

Pour étudier les résultats de manière systématique et à l’échelle du système, on étudiera

l’évolution de six grandeurs en fonction des paramètres qui influencent notre système.

L’objectif de l’étude étant de s’intéresser à la qualité de l’imbibition, les grandeurs choi-

sies tentent de caractériser celle-ci. Toutes les valeurs se focalisent sur l’état du système

après l’imbibition et plus spécifiquement à l’instant de la fin de l’imbibition. Elles sont

décrites en détail ci-dessous.
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IV.3.1.1 Le déplacement maximum

Le premier paramètre de l’étude permet de quantifier l’importance du déplacement de

la membrane. Il s’agit du maximum en valeur absolue du déplacement de la membrane

à la fin de l’imbibition. Cette grandeur sera notée h̃max et est adimensionnée par h1.

IV.3.1.2 Durée de l’imbibition

La durée de l’imbibition correspond au temps t̃T nécessaire pour que l’un des capillaires

soit totalement rempli. Cette grandeur est divisée par le résultat attendu d’après Wa-

shburn [1921], soit par, (h1/4h2)(L/le)
2. Cette grandeur n’est pas définie dans certains

cas, notamment lorsque la gravité doit être prise en compte.

IV.3.1.3 Position relative des ménisques

La position relative des ménisques ∆X̃ =
(
X̃2 − X̃1

)
est divisée par le résultat attendu

pour une membrane indéformable, soit une division par
(√

h2/h1 − 1
)

.

IV.3.1.4 Volume occupé dans le pseudo-capillaire 1

Cette grandeur, notée Ṽ1, correspond au volume de liquide présent dans le capillaire 1 en

fin d’imbibition. Elle est divisée par le résultat attendu pour une membrane indéformable,

1/
√
h2/h1.

IV.3.1.5 Volume occupé dans le pseudo-capillaire 2

Cette autre grandeur, Ṽ2, est équivalente à Ṽ1 mais pour le capillaire 2. Elle est divisée

par le résultat attendu pour une membrane indéformable, h2/h1.

IV.3.1.6 Volume total occupé

Le volume total, noté ṼT , correspond au volume de liquide dans le système en fin d’im-

bibition. Il est divisé par le volume total qui peut être occupé, 1 + h2/h1.
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IV.3.2 Résultats de simulation sur les systèmes réduits

Les résultats se divisent en trois sous-catégories selon les conditions limites employées.

Par la suite, on les étudiera systématiquement en commençant par l’encastrement du

côté du bain de liquide, puis l’encastrement du côté opposé et enfin l’encastrement des

deux côtés.

IV.3.2.1 Encastrement au niveau de la source

Dans le cas de l’encastrement à la source, le paramètre L/le a été varié de 1 à 4.5 sur 31

valeurs. Le paramètre h2/h1 a été varié de 1.125 à 2 sur 8 valeurs. Les résultats obtenus

sont présentés sur les figures IV.12 et IV.13. Sur les graphiques présentés, les jeux de

valeurs obtenus pour h2/h1 constant sont représentés continument. Une représentation

graphique de quelques résultats est présentée sur la figure IV.11.

Figure IV.11: Représentation schématique de différents résultats dans le cas de l’en-
castrement à la source, le ratio représenté est h2/h1 = 3/2

Description qualitative des résultats Tous les résultats indiquent l’existence de

différents domaines. Les grandeurs étudiées pour de faibles valeurs de L/le (L/le ∈
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[1, 1.5]) sont faiblement impactées par la variation de L/le. A mesure que le ratio aug-

mente (L/le ∈ [1.5, 2.25]), le système est influencé par la membrane qui commence à

se déformer. La membrane fléchit du côté du capillaire le plus large dans tous les cas

simulés, le temps de l’imbibition est réduit par la déformation de la membrane et l’écart

des positions des ménisques est progressivement accentué. Ce régime s’achève au mo-

ment où la membrane touche la paroi du capillaire 2. Dans le domaine suivant (L/le ∈
[2.25, 3.25]), la membrane touche la paroi du capillaire 2 mais ne bloque pas l’écoulement

pour autant (elle forme un capillaire convergent), la durée de l’imbibition stagne et la

différence de position des ménisques ne varie plus. Enfin, dans le quatrième domaine

observé (L/le ∈ [3.25, 4.5]), le contact de la membrane à la paroi inférieure se produit

toujours mais la paroi se déforme substantiellement, ce qui inhibe l’imbibition. La durée

de l’imbibition augmente alors fortement puis stagne lorsque c’est le ménisque du capil-

laire fin (1) qui détermine la durée de l’imbibition.

Influence de h2/h1 Le paramètre h2/h1 influence fortement les résultats, lorsqu’il

augmente, il retarde la transition d’un domaine au suivant. Cela peut s’expliquer par

le fait que les transitions sont dépendantes du contact entre la membrane et la paroi

du capillaire le plus large. Lorsque le contact est susceptible de se produire pour un

capillaire 2 large, le fléchissement est retardé puisque la pression capillaire est plus faible,

le fléchissement total à réaliser est plus important, et la dynamique de l’imbibition est

plus rapide, ce qui permet à l’imbibition de s’achever avant que le contact ne se produise.

Remplissage des pseudo-capillaires Le pseudo-capillaire le plus large (2) est clai-

rement défavorisé par la déformabilité de la lame. Ce résultat découle de la déviation

de la membrane qui se fait systématiquement de son côté. Pour autant, le capillaire 1

ne bénéficie pas nécessairement de la rétractation de l’autre puisque son imbibition est

pénalisée par la forme divergente qu’il prend. C’est seulement dans les deux derniers

domaines (L/le > 2.5) que celui-ci en bénéficie. Ce résultat découle de l’incapacité de

l’écoulement dans le capillaire 2 à atteindre l’extrémité du système, ce qui permet au

capillaire 1 de se remplir intégralement (dans le dernier domaine) mais très lentement.

Globalement, le système s’imbibe donc moins bien lorsque la flexibilité est intermédiaire

puis aussi bien, voire mieux, lorsque la flexibilité est importante. Le ratio h2/h1 défavorise

le remplissage lorsque l’élasticité augmente, ce constat découle du retard à la transition

d’un domaine au suivant qui crôıt avec ce ratio.
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IV.3.2.2 Encastrement opposé à la source

On considère maintenant la situation où l’encastrement est du côté opposé à la source.

Dans ce cas de figure, le paramètre L/le a été varié de 1 à 4.5 sur 31 valeurs comme dans

le cas précédent. Le paramètre h2/h1 a été varié de 1.125 à 2 sur 8 valeurs. Les résultats

obtenus sont représentés sur les figures IV.15 et IV.16. Sur les graphiques présentés,

les jeux de valeurs obtenus pour h2/h1 constant sont représentés continument. Une

représentation graphique des résultats à la fin des simulations est présentée sur la figure

IV.14.

Figure IV.14: Représentation schématique de différents résultats dans le cas de l’en-
castrement opposé à la source, le ratio représenté est h2/h1 = 3/2

Description qualitative des résultats Le tracé de h̃max permet d’identifier les

différents régimes observables. Contrairement au cas précédent l’influence de la flexibilité

apparait dès L/le ∼ 1. Le premier domaine correspond à de faibles valeurs de L/le (L/le

< 1.75) il est marqué par la croissance de la flexion (du côté du capillaire le plus fin)

et s’achève lorsque la membrane arrive au contact de la paroi. Un deuxième domaine

apparait lorsque L/le augmente (L/le ∈ [1.75, 3.25]). Ce domaine est caractérisé par le

contact de la membrane et de la paroi. Sa limite inférieure est visible sur l’ensemble

des graphiques mais sa limite supérieure apparait uniquement clairement sur le premier
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graphique. Le dernier domaine (L/le > 3.25) correspond à une déformabilité si forte de

la membrane qu’elle se réorganise ce qui inhibe momentanément le contact. Dans cette

zone la membrane peut se déformer suffisamment pour s’aplatir parallèlement à la paroi.

La durée de l’imbibition diminue dans tous les cas et sature autour d’un facteur fonction

de h2/h1. Cet effet peut s’interpréter comme la conséquence de l’ouverture du capillaire

2 qui lui donne une forme convergente, une forme connue pour améliorer la vitesse de

l’imbibition ([Reyssat et al., 2008], [Gorce et al., 2016]).

Influence de h2/h1 Contrairement au cas précédent, l’influence de h2/h1 est assez

faible voire inexistante pour les valeurs supérieures à 1.5. L’impact existe seulement par

l’intermédiaire de la variation du volume à occuper et de la cinétique qui est plus rapide

lorsque le capillaire concurrent est plus large.

Remplissage des pseudo-capillaires Le capillaire le plus fin (1) est très fortement

pénalisé par le fléchissement puisque c’est de son côté que la déformation se produit. Le

volume qu’il contient sature assez vite autour de 0.05, cette valeur possède cependant

peu de sens physique car elle dépend des conditions initiales (qui ont été appliquées

de manière relativement arbitraire, voir IV.2.2.5). Contrairement au cas précédent, le

capillaire 2 bénéficie directement de la déformation de la membrane et voit son volume

occupé s’accroitre rapidement puis saturer. Enfin, le volume total est négativement im-

pacté par la flexion de la membrane, qui inhibe l’écoulement dans le capillaire 1 mais

permet au capillaire 2 d’occuper sa fraction du volume et de le remplir.

IV.3.2.3 Double encastrement

Enfin, on considère la situation où le système est encastré à ces deux extrémités. Dans ce

cas de figure, le paramètre L/le a été varié de 1 à 7 sur 31 valeurs. Le paramètre h2/h1 a

été varié de 1.125 à 2 sur 8 valeurs. Les résultats obtenus sont représentés sur les figures

IV.18 et IV.19. Sur les graphiques présentés, les jeux de valeurs obtenus pour h2/h1

constant sont représentés continument. Une représentation graphique des résultats à la

fin des simulations est présentée sur la figure IV.17.

Description qualitative des résultats A faible ratio, L/le, le système est très

peu sensible à la déformation de la membrane, cette ”indifférence” reste valable tant

que L/le < 2.5. Une valeur beaucoup plus élevée que dans les cas de simple encastre-

ment. Pour des valeurs plus importantes (L/le ∈ [2.5, 4.5]), la membrane commence à

se déformer. Contrairement aux autres cas, ce régime s’achève avant la mise en place
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Figure IV.17: Représentation schématique de différents résultats dans le cas de l’en-
castrement double, le ratio représenté est h2/h1 = 3/2

des contacts, par la transition du basculement de la membrane du capillaire le plus

fin vers le plus large. Cette transition est surprenante dans la mesure où elle se fait

continument et pas brutalement ce qui implique qu’il existe des zones dans lesquelles il

n’y a pratiquement pas de déformation de la membrane malgré une forte élasticité de

celle-ci. Dynamiquement, elle correspond à l’apparition d’un mécanisme assez étonnant

et représenté schématiquement sur la figure IV.20. Le basculement se produit lorsque

le capillaire le plus large est en fin d’imbibition et que le capillaire le plus fin impose le

moment le plus important au centre du système. Le capillaire le plus fin alimente alors

la fin de son imbibition par la déformation de la membrane. Dans le régime suivant (L/le

∈ [4.5, 6]), la durée de l’imbibition augmente fortement alors qu’elle était inchangée jus-

qu’alors. Cela correspond à la déformation de la membrane dans les deux capillaires qui

implique une pénalisation de l’écoulement dans les deux. Dans le dernier régime, L/le

> 6, la durée de l’imbibition augmente de nouveau, le capillaire le plus large contrôle

l’imbibition et bloque la membrane de son côté.

Influence de h2/h1 Le paramètre h2/h1 a une importance très forte dans cette

configuration, les valeurs de h2/h1 proches de 1 retardent (en termes de L/le) le passage

d’un régime au suivant. Cet effet rapproche ce cas d’étude du premier, l’encastrement

au niveau de la source. Comme précédemment, c’est l’importance de la dynamique de

l’imbibition qui justifie l’impact de ce paramètre.
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Figure IV.20: Représentation schématique à partir des résultats de simulation du
mécanisme de basculement

Remplissage des pseudo-capillaires la variation du volume occupé des capillaires

est plus complexe que dans les cas précédents à cause du changement de déviation de

la membrane en fonction des paramètres. Les deux capillaires subissent des variations

opposées à L/le équivalent. Le volume total est cependant imposé par l’influence du

capillaire le plus large. L’imbibition est donc légèrement pénalisée en termes de remplis-

sage par la déformabilité, bien que les résultats ne soient pas aussi claires que dans les

cas précédents et que l’effet ne soit pas très prononcé.
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IV.3.3 Influence de l’angle de contact dynamique

L’influence de l’angle dynamique a été prise en compte pour les trois cas de l’étude. Les

mêmes simulations ont été réalisées avec un paramètre Γ̃ = 0.02. Une seconde valeur a

été utilisée pour l’étude, par mesure de clarté et de concision les résultats correspondants

ne sont pas représentés.

IV.3.3.1 Encastrement au niveau de la source

Les résultats obtenus avec l’angle de contact dynamique pour un encastrement au ni-

veau de la source sont représentés sur les figures IV.21 et IV.22. Il apparait que sa

prise en compte induit un déplacement des différents domaines en fonction de L/le. Ce

déplacement semble indépendant de h2/h1. On peut interpréter ce constat par un ar-

gument simple, la pression capillaire est diminuée par la dissipation dans les coins de

ménisques. Cette diminution peut être intégrée dans une nouvelle longueur capillaire lde ,

sous la forme suivante :

lde =

(
Bh21

γcos(θd)

)1/4

(IV.65)

Cette nouvelle forme implique une translation en fonction de l’angle de contact dyna-

mique telle que constatée sur les figures IV.21 et IV.22. Cette description très schématique

explique le phénomène mais ne permet pas de faire de prédiction dans la mesure où la

valeur de θd utilisée dans l’équation ci-dessus n’est pas explicitement donnée et varie

dans le temps. Le seul paramètre qui n’est pas simplement translaté c’est la durée de

l’imbibition, qui s’accroit à cause de la perte de charge supplémentaire prise en compte

dans la dissipation au niveau de l’angle de contact. Cette interprétation n’est pas la

seule valable, on peut également supposer que la flexion de la membrane dépend de

l’avance-retard, c’est-à-dire de la position relative des ménisques. C’est particulièrement

vrai dans ce cas d’étude où la flexion se fait du côté où l’imbibition est la plus rapide.

Lorsqu’il est pris en compte, l’angle dynamique diminue l’avance-retard et retarde du

même coup les transitions d’un domaine au suivant.
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IV.3.3.2 Encastrement opposé à la source

Les résultats obtenus avec l’angle de contact dynamique pour un encastrement opposé

à la source sont représentés sur les figures IV.23 et IV.24. A contrario, il apparait que

l’angle de contact dynamique influence peu voire pas les résultats. Le seul impact réel

porte sur la durée totale de l’imbibition. Ce résultat appuie le second argument présenté

dans la section précédente et est en contradiction avec le premier. L’explication provient

de la dynamique de l’imbibition. Dans le cas précédent, la compétition dépendait es-

sentiellement des positions des ménisques 8 alors qu’ici, elle est guidée par la pression

capillaire seule, qui dirige la flexion dès l’instant initial. L’angle de contact dynamique

abaisse la pression capillaire (en valeur absolue) mais l’écoulement dans le capillaire le

plus fin s’achève très rapidement et l’effet ne se matérialise pas de manière claire.

8. Raison pour laquelle le basculement se fait du côté où l’imbibition est la plus rapide
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IV.3.3.3 Double encastrement

Les résultats obtenus avec l’angle de contact dynamique pour un double encastrement

sont représentés sur les figures IV.25 et IV.26. L’effet de l’angle de contact dynamique

existe de nouveau et déplace l’apparition des différents régimes vers de plus grandes

valeurs du ratio L/le. Cet effet est proche de celui observé pour l’encastrement du côté

de la source, il découle de l’importance de la dynamique de l’écoulement.

IV.3.3.4 Bilan sur l’influence de l’angle dynamique

L’angle dynamique impacte donc clairement les résultats dès que les systèmes corres-

pondants dépendent de la dynamique de l’imbibition des pseudo-capillaires. L’impact

direct n’est pas évident et n’a pas été constaté clairement, comme l’illustre le cas de

l’encastrement opposé à la source où les résultats sont quasi-indépendants de la valeur

de l’angle de contact dynamique. Si la dynamique est aussi importante dans les deux

autres cas c’est parce que la membrane est encastré du côté de la source, il faut donc que

le liquide progresse suffisamment pour l’effort qu’il exerce sur la membrane permette sa

flexion.
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l’augmentation de la flexibilité fait croitre la durée de l’imbibition et réduit légèrement

sa qualité. La dissipation au niveau de la ligne de contact a une influence modérée sur

l’écoulement contrairement à la pesanteur.



Compétition d’imbibition élasto-capillaire 191

IV.4 Vérification expérimentale

Lors de l’imbibition d’un toron de fibres de carbone, l’espacement entre les fibres cor-

respond approximativement au rayon de celles-ci, soit de l’ordre de 5µm, pour une

rigidité de l’ordre de 300GPa. En supposant que le liquide employé a une tension de

surface de l’ordre de 2 × 10−2N.m−1 et une densité de l’ordre de 1000kg.m3, La lon-

gueur élastique le est de l’ordre de 200µm et la hauteur de Jurin lj de 0.4m. Les effets

élastiques apparaissent donc bien avant les effets dus à la pesanteur. Cependant, le

montage expérimental qui a été utilisé ne permet pas de réduire l’espacement entre les

lames jusqu’à des épaisseurs comparables. De plus, on ne peut pas utiliser des lames

plus flexibles car elles réduiraient le rapport d’aspect du système (pour un rapport

L/le) et donc la légitimité de la comparaison avec les simulations numériques. Dans les

cas traités expérimentalement, la hauteur de Jurin est donc comparable à la longueur

élastique. Les résultats de simulation ont montré que les cas d’encastrement à la source

et de double encastrement sont assez sensibles à l’influence du champ de pesanteur.

L’encastrement supérieur est donc le plus approprié pour confronter les résultats de

simulation à l’expérience dans des conditions proches de celles de l’application.

IV.4.1 Montage expérimental

IV.4.1.1 Système

Le système expérimental est constitué de deux lames de verre rigides entre lesquelles est

disposée une lame flexible séparée par des couvres lames. Deux lames flexibles différentes

ont été utilisées, une première en acier, E ≈ 210GPa, et une seconde en verre, E ≈
70GPa de 100µm d’épaisseur. Le système est maintenu en place par des pinces pendant

l’expérience. Avant chaque expérience, les lames sont lavées à l’éthanol, l’acétone et

traitées par UV sous balayage d’ozone. De cette manière les lames sont complètement

mouillantes vis-à-vis du liquide employé, on peut notamment constater la régularité de

l’interface sur la figure IV.30 contrairement à la ligne triple du ménisque autour du

système. Les lames ont une profondeur de 26mm, ce qui permet de négliger les effets de

bords qui se produisent sur quelques dizaines de fois l’épaisseur entre les lames. Seul le

cas de l’encastrement du côté opposé à la source a été étudié.
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Figure IV.30: Visualisation du système sur toute sa profondeur

IV.4.1.2 Liquide

Le liquide employé est l’alcool 1-3 Propanediol, il possède une masse volumique de

1050kg.m−3 10, une tension de surface mesurée à 46.8 ± 0.5mN.m−1 et une viscosité de

52mPa.s. La méthode de mesure de la tension de surface a déjà été décrite dans la partie

II.4.3.1.

IV.4.1.3 Montage

Un bain de liquide est disposé sur un support élévateur dont le niveau peut être fixé

manuellement. Une caméra Génie M1024 est disposée à une distance ∼ 1m et filme l’im-

bibition perpendiculairement au plan des lames du système. La fréquence d’acquisition

est de 25 Hz et la résolution de 1024×768. Un fond homogène est éclairé par une lampe

pour augmenter le contraste. Une image du dispositif est présentée sur la figure IV.31.

IV.4.1.4 Plan d’expérience

La distance entre les lames rigides et la lame flexible peut être variée ainsi que la longueur

du système. Les espacements sont de h1 = 300µm et h2 = 450µm ou h1 = 300µm et

h2 = 600µm. La longueur du système a été variée de 2cm à 3.5cm par pas de 0.25cm

pour la lame d’acier et de 1.5cm à 3cm par pas de 0.25cm pour la lame de verre. Les

temps caractéristiques des deux systèmes ont été calculés d’après l’équation IV.21 et

sont de 8.5s avec la lame d’acier et 4.9s avec la lame de verre. Les longueurs élastiques

10. donnée fournisseur
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Figure IV.32: Positions des ménisques du capillaire fin (+,−) et large (×,−) d’après
les résultats numériques et expérimentaux

IV.4.3 Résultats expérimentaux

IV.4.3.1 Résultat typique

Un résultat est présenté sur la figure IV.32 sous forme adimensionnée ainsi que la si-

mulation numérique correspondante, une image de l’imbibition à différents instants est

également présentée sur la figure IV.33. Les résultats numériques et expérimentaux se

correspondent qualitativement mais pas quantitativement, les raisons de ce constat sont

présentées dans la partie IV.4.3.5. Cependant, les caractéristiques principales des courbes

d’imbibition simulées et obtenues expérimentalement sont semblables. On distingue, trois

grands types de résultats, proches de ceux observés par Duprat et al. [2011], ils sont

décrits dans les parties suivantes.

IV.4.3.2 Régime sans déformation (I)

Lorsque la flexibilité est faible, la membrane est fixe et ne se déforme pas ou peu.

L’écoulement est donc peu impacté. Un graphique des positions obtenues expérimentalement

et un autre obtenu numériquement sont représentés sur la figure IV.34. Ce régime ne

présente pas un grand intérêt dans la mesure où les écoulements dans les capillaires sont

semblables à ceux observés dans des capillaires réguliers indéformables et sont déjà bien

connus.
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Figure IV.33: Images de l’imbibition à différents instants
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Figure IV.34: Position des ménisques en fonction du temps t̃ expérimentale (gauche)
et numérique (droite) dans le régime sans déformation. Le pseudo-capillaire fin est en

noir et le pseudo-capillaire large en rouge

IV.4.3.3 Régime avec faible déformation (II)

Lorsque la flexibilité de la membrane augmente, elle fléchit, ce qui impacte l’écoulement

dans les deux capillaires. La membrane se déplace vers le capillaire le plus fin jusqu’à

fermer celui-ci. La dynamique correspondante est représentée sur la figure IV.35.

IV.4.3.4 Régime avec forte déformation (III)

Lorsque la flexibilité crôıt encore, la membrane continue de se déformer après être arrivée

au contact des parois rigides. Cette déformation forte impacte l’écoulement dans le

capillaire le plus large et peut provoquer le démouillage partiel de celui-ci. Un exemple

de résultat est présenté sur la figure IV.36.
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Figure IV.35: Position des ménisques en fonction du temps t̃ expérimentale (gauche)
et numérique (droite) dans le régime avec de faibles déformations. Le pseudo-capillaire

fin est en noir et le pseudo-capillaire large en rouge
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Figure IV.36: Position des ménisques en fonction du temps t̃ expérimentale (gauche)
et numérique (droite) dans le régime avec de fortes déformations. Le pseudo-capillaire

fin est en noir et le pseudo-capillaire large en rouge

IV.4.3.5 Comparaison numérique expérimental

Les trois régimes décrits ci-dessus peuvent facilement être identifiés expérimentalement

et numériquement, le régime I se caractérise par l’absence d’une flexion marquée de la

membrane, le régime III par le démouillage partiel et le régime II par une flexion sub-

stantielle sans démouillage. Les résultats expérimentaux et numériques ont été rattachés

à chacun de ces régimes et sont représentés sur les figures IV.37, IV.38, IV.39 et IV.40.

L’ensemble des résultats montrent la même tendance, le passage d’un régime au suivant

se fait par l’augmentation du ratio, L/le. Les résultats numériques prédisent systématique-

ment des transitions précoces, c’est-à-dire, une transition à plus faible ratio, L/le que

les observations expérimentales.
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Figure IV.37: Représentation du régime en fonction du ratio L/le dans le cas ou
h1/h2 = 1.5 et avec la lame d’acier. Les résultats expérimentaux sont représentés par

les (×) et les prédictions numériques par les (+)
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Figure IV.38: Représentation du régime en fonction du ratio L/le dans le cas ou
h1/h2 = 2 et avec la lame d’acier. Les résultats expérimentaux sont représentés par les

(×) et les prédictions numériques par les (+)
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Figure IV.39: Représentation du régime en fonction du ratio L/le dans le cas ou
h1/h2 = 1.5 et avec la lame de verre. Les résultats expérimentaux sont représentés par

les (×) et les prédictions numériques par les (+)
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Figure IV.40: Représentation du régime en fonction du ratio L/le dans le cas ou
h1/h2 = 2 et avec la lame de verre. Les résultats expérimentaux sont représentés par

les (×) et les prédictions numériques par les (+)

IV.4.3.6 Limites de la comparaison

Les résultats numériques et expérimentaux ne sont pas quantitativement comparables

bien que qualitativement semblables. Plusieurs éléments peuvent permettre d’expliquer

ce qui a été observé. Premièrement, la dissipation ne se produit pas que dans le corps du

liquide mais également au niveau des coins des ménisques, dans les simulations cela n’a

pas été pris en compte (à cause de l’absence de données sur le paramètre Γ). L’effet de ce

paramètre est de diminuer la pression capillaire et d’égaliser les vitesses d’imbibition aux

premiers instants. Les résultats de simulations présentés dans la partie IV.3.3, indiquent

cependant que cet effet existe mais n’est pas très prononcé. Deuxièmement, malgré la

préparation des lames et parois rigides pour les rendre complètement mouillantes, il

peut exister des défauts qui peuvent localement dérégulariser le front d’imbibition, ces

effets ont été observés visuellement. Troisièmement, certains paramètres ne sont pas

précisément déterminés. Par exemple, les épaisseurs h1 et h2 ne sont pas précisément

connues dans l’expérience. En pratique, une déviation des lames sur leur longueur a

été observée dans certains cas 11. De plus, la rigidité de flexion des lames a été estimée

analytiquement en négligeant l’effet Poisson mais pas vérifiée empiriquement, ce qui peut

être à l’origine d’une mauvaise évaluation des paramètres et en particulier du ratio, L/le.

IV.4.4 Conclusion sur les résultats expérimentaux

L’étude expérimentale est donc insuffisante pour confirmer les résultats obtenus numérique-

ment. La correspondance est qualitative dans la dynamique de l’imbibition et le rôle joué

par la gravité empêche l’observation de certaines quantités, comme le taux de remplissage

11. Le rapport d’aspect du système est supérieur à 100 donc des déviations non-négligeables peuvent
rapidement apparaitre
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des pseudo-capillaires puisque l’imbibition est incomplète. Or, les moyens expérimentaux

utilisés ne permettent pas de dépasser certaines contraintes dimensionnelles et donc de

travailler à faible ratio L/lj . Peu de choses pertinentes vis-à-vis de l’étude peuvent donc

être retirées de cette partie.
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IV.5 Résultats sur le système complet

Les conclusions tirées des parties précédentes ne permettent pas de prédire avec certitude

ce qui va se produire avec un milieu constitué d’un ensemble de lames flexibles parallèles.

Un second système a donc été modélisé et simulé pour étudier l’imbibition du milieu

modèle. Il est représenté sur la figure IV.41.

L

hi

x

y

hi+1

hi-1

Xi

hi+1/2

(L)
(V)

P=0

Figure IV.41: Représentation schématique du système complet autour du pseudo-
capillaire i

IV.5.1 Modélisation du système complet

Les mêmes hypothèses que précédemment sont supposées valables ; le système est très

élancé, L ≫ ∆h, les effets inertiels sont négligeables et l’hypothèse de lubrification est

appliquée. Les lames possèdent toutes la même rigidité de flexion B et l’écart initial entre

les lames i−1/2 et i+1/2, ∆hi, est tiré aléatoirement selon une loi uniforme. A l’instant

initial, le milieu est placé au contact d’une source de liquide infinie de pression invariable

et nulle. En utilisant les mêmes conventions d’adimensionnalisation que dans les parties

précédentes, on peut écrire l’équation de conservation dans le pseudo-capillaire i, entre

les lames i− 1/2 et i+ 1/2 :

˜̇
hi+1/2 − ˜̇hi−1/2 = −

(
le
L

)2 ∂

∂x̃

((
∆h̃i + h̃i+1/2 − h̃i−1/2

)3 ∂P̃i

∂x̃

)
(IV.66)

Et le comportement mécanique des lames est modélisé par le modèle de Bernoulli :

∂4h̃i+1/2

∂x4
=

(
L

le

)4

P̃i+1/2 (IV.67)
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Avec P̃i+1/2 = P̃i+1 − P̃i. Ensuite, les positions des ménisques sont mises à jour en

utilisant l’équation :

ṽi = −
(
le
L

)2 (
∆h̃i + h̃i+1/2 − h̃i−1/2

) ∂P̃i

∂x̃
(IV.68)

Enfin, le système possède une largeur définie par le nombre de lames Nl qui le constitue.

Des conditions aux limites périodiques sont appliquées entre les lames Nl + 1/2 et 1/2.

En pratique, le nombre de lames à été fixé à Nl = 30.

IV.5.2 Simulation numérique du système complet

La méthode numérique employée est la méthode des éléments finis. Les mêmes types

d’éléments que pour le modèle réduit ont été utilisés à l’exception des éléments asymétri-

ques et la résolution est faite par Newton-Raphson. Le pas de temps est cette fois

adaptatif pour minimiser les coûts de calcul, il est diminué si les variations temporelles

des degrés de liberté sont trop importantes et augmenté si elles ne le sont pas assez.

Au début de chaque simulation, les ménisques sont à une position X̃i(0) = 0.05 avec

X̃i(t) la position du ménisque du capillaire i à l’instant t̃. La simulation est arrêtée dès

que le critère max(X̃i) > 0.96 est rempli. Les contacts sont pris en compte selon une

méthode semblable à celle décrite dans la partie IV.2.3.4. Des cas tests ont été réalisés

pour vérifier la validité des équations et fixer différents paramètres.

IV.5.3 Grandeurs étudiées

Comme pour les systèmes réduits, les résultats sont analysés à la fin de l’imbibition à

l’aide de trois grandeurs décrites ci-dessous.

IV.5.3.1 Durée de l’imbibition

La durée de l’imbibition t̃T représente le temps nécessaire pour qu’au moins un des deux

capillaires soit complètement rempli. Cette grandeur est divisée par le résultat attendu

d’après l’équation de Washburn, soit par (1/4)(L/le)
2.

IV.5.3.2 Qualité de l’imbibition

La qualité de l’imbibition est quantifiée par le taux de remplissage du système qui est noté

S car il correspond à la saturation du milieu. Il est calculé comme la somme des volumes
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des pseudo-capillaires remplis divisée par le volume total occupable Ṽo =
∑Nl

i=1 ∆h̃i pour

être ramené entre 0 et 1.

IV.5.3.3 Épaisseur de l’interface

L’épaisseur du front adimensionnée est notée w̃, elle permet d’évaluer la tendance du

front à se régulariser lorsqu’elle décrôıt ou à se déstabiliser lorsqu’elle crôıt (voir chapitre

III). Elle correspond à l’écart type des positions des ménisques adimensionnées X̃i.

IV.5.4 Résultats de simulation

Les trois types de conditions limites, l’encastrement à la source, l’encastrement opposé à

la source et le double encastrement ont été étudiés numériquement. Les résultats obtenus

dans chacun des cas sont présentés dans les parties suivantes.

IV.5.4.1 Encastrement à la source

Quinze simulations ont été réalisées pour L/le variant de 1 à 4.5 par pas de 0.25. Cer-

taines simulations ont été réalisées deux fois pour vérifier la répétabilité des résultats

(qui n’est pas assurée puisqu’il y a un tirage au sort).

Description qualitative des résultats Dans le cas de l’encastrement à la source une

planche de résultat est représentée pour un ratio L/le croissant sur la figure IV.42. Les

résultats montrent une tendance du système à former des paquets de lames. Le nombre

de lame par paquet croit à mesure que le ratio L/le augmente. Ce type de résultat avait

déjà été observé dans la littérature par différents auteurs ([Bico et al., 2004], [Gat et

Gharib, 2013]), mais dans des systèmes plus proches du cas de l’encastrement opposé à

la source.

Durée de l’imbibition La durée de l’imbibition en fonction du ratio L/le est représentée

sur la figure IV.43. Les résultats montrent une diminution de la durée adimensionnée

et normalisée puis une augmentation. On peut remarquer que les variations de la durée

sont relativement modérées étant donné que le facteur de normalisation varie de 1 à

20. La diminution de cette durée avait déjà été observée sur le système réduit avec les

conditions aux limites correspondantes. La diminution est due au rapprochement de

couples de lames qui permet une imbibition dans des capillaires convergents. L’augmen-

tation est due à la fermeture de ces capillaires qui inhibe l’imbibition. La correspondance
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Figure IV.42: Représentation du système à la fin de l’imbibition pour différentes
valeurs du ratio L/le dans le cas de l’encastrement à la source
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est assez bonne lors de la diminution et se produit pour des valeurs de L/le similaires

(L/le ∈ [2, 3.5]). En revanche, l’augmentation est beaucoup plus marquée dans le système

réduit. Dans le système complet, lorsque des groupes de lames se joignent, l’imbibition

est très rapide entre les groupes et c’est ce type de mécanisme qui contrôle la durée t̃T .

Ce mécanisme est très différent de ce qui se produit dans le système réduit où la lame

est fixe et la durée de l’imbibition est contrôlée par celle d’un capillaire divergent.

Qualité de l’imbibition La saturation du système en fonction du ratio L/le est

représentée sur la figure IV.43. La courbe montre que la saturation est une fonction

décroissante de L/le. Cette décroissance était également observée sur le système réduit

correspondant mais elle était suivie d’une augmentation qui n’est pas observée dans le cas

présent. L’augmentation était due au remplissage du pseudo-capillaire fin qui se réalisait

complètement pendant que l’autre était inhibé par sa fermeture. Comme nous l’avons

vu dans la section précédente, dans le cas du système complet la durée de l’imbibition

est contrôlée par un mécanisme différent et se produit plus tôt. Les capillaires divergents

n’ont donc pas le temps de se remplir.

Épaisseur du front L’épaisseur du front d’imbibition w̃ est représentée en fonction

du ratio L/le sur la figure IV.43. La courbe est croissante puis légèrement décroissante.

La croissance de l’épaisseur correspond à la fermeture de certains pseudo-capillaires,

qui se réalise d’abord deux-à-deux, ce qui maximise w̃. Lorsque les lames forment des

paquets plus large, le nombre de pseudo-capillaires entre les paquets (qui se comportent

différemment des autres) diminue ce qui tend à réduire w̃. L’effet de réduction n’est

cependant pas très marqué.
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IV.5.4.2 Encastrement opposé à la source

Dans le cas de l’encastrement opposé à la source, quinze simulations ont été réalisées

pour L/le variant de 1 à 4.5 par pas de 0.25.

Description qualitative des résultats Dans le cas de l’encastrement opposé à la

source, une planche de résultat est représentée pour un ratio L/le croissant sur la figure

IV.44. On observe à nouveau une tendance des lames à former des groupes de plus en

plus en plus large lorsque le ratio L/le augmente. Cette observation est conforme à celles

de la littérature ([Bico et al., 2004], [Gat et Gharib, 2013]).

Durée de l’imbibition La durée de l’imbibition est représentée sur la figure IV.45

en fonction du ratio L/le. Sur la figure on observe une diminution importante de cette

durée qui semble se stabiliser autour d’une valeur ∼ 0.1. Ce résultat avait déjà été

observé sur les systèmes réduits (voir figure IV.15) et correspond à la formation d’un

capillaire convergent qui facilite l’imbibition.

Qualité de l’imbibition La saturation est représentée sur la figure IV.45. La courbe

montre une décroissance en fonction de L/le. Ce constat avait été fait sur les systèmes

réduits, en revanche il était moins marqué et tendait à se réduire pour de grandes

valeurs de L/le. Cette différence s’explique à nouveau par le comportement de groupe

qu’adoptent les capillaires, lorsque l’élasticité augmente, les paquets s’élargissent et le

nombre de capillaire qui se ferment augmente, diminuant ainsi la saturation.

Épaisseur du front L’épaisseur du front est représentée sur la figure IV.45 en fonc-

tion de L/le. L’épaisseur augmente avec L/le puis stagne et enfin diminue légèrement.

L’observation est similaire à celle réalisée dans le cas de l’encastrement à la source

et les raisons sont les mêmes ; deux types de capillaires se distinguent, ceux dans les

paquets et ceux hors de ceux-ci. L’épaisseur est maximale lorsque les capillaires se

répartissent équitablement entre les deux types. Lorsque l’élasticité augmente, les pa-

quets s’élargissent, ce qui déséquilibre la répartition des ménisques entre ces deux types.

Par conséquent cela diminue l’épaisseur w̃.
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L/le=1.5

L/le=2.5

L/le=3.5
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L/le=1.0
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L/le=3.0
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Figure IV.44: Représentation du système à la fin de l’imbibition pour différentes
valeurs du ratio L/le dans le cas de l’encastrement opposé à la source
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IV.5.4.3 Double Encastrement

Dans le cas de l’encastrement double, 21 simulations ont été réalisées pour L/le variant

de 2 à 7 par pas de 0.25 ainsi qu’une simulation pour L/le = 1.

Description qualitative des résultats Dans le cas de l’encastrement double huit

résultats sont représentés pour un ratio L/le croissant sur la figure IV.46. On observe,

cette fois encore, une tendance des lames à former des paquets de plus en plus large

à mesure que le ratio L/le augmente. Ce constat n’a pas été réalisé dans la littérature

pour les conditions limites utilisées ici.

Durée de l’imbibition La durée de l’imbibition en fonction de L/le est représentée

sur la figure IV.47. Celle-ci est relativement constante malgré une flexibilité assez forte.

Ce constat contraste fortement avec les résultats obtenus sur les systèmes réduits. On

observait alors une forte augmentation de cette durée (voir figure IV.18). L’augmentation

était due à la forme divergente du capillaire qui contrôlait cette durée. Dans le système

complet, le mécanisme qui la détermine est identique à celui identifié dans le cas de

l’encastrement à la source, et est lié à la formation des paquets de lames.

Qualité de l’imbibition La saturation est représentée en fonction du nombre L/le

sur la figure IV.47. Une diminution progressive est observée, elle ne correspond pas

vraiment aux résultats obtenus avec les systèmes réduits. Cette différence s’explique par

le changement de mécanisme de contrôle de la durée de l’imbibition évoqué dans la partie

précédente. L’imbibition s’achève alors plus tôt et la saturation est plus faible.

Épaisseur du front L’épaisseur adimensionnée est présentée sur la figure IV.47. La

courbe stagne puis croit et enfin décroit légèrement. Ce comportement est similaire à

celui observé dans les deux cas précédents et s’explique de la même manière, par la

formation des paquets de lames.
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Figure IV.46: Représentation du système à la fin de l’imbibition pour différentes
valeurs du ratio L/le dans le cas de l’encastrement double
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IV.5.5 Conclusion sur les systèmes complets

Les simulations réalisées sur des systèmes de lames parallèles montrent un comporte-

ment, indépendant des conditions limites, de formation de paquets de lames. Le nombre

de lames par groupe augmente lorsque le ratio L/le augmente. Les observations réalisées

avec les systèmes réduits correspondent généralement aux observations faites pour de

petits nombres L/le. Une déviation importante apparait ensuite, elle s’explique par un

effet de bord. Si on note Np le nombre typique de lames dans un paquet alors on peut

définir une largeur correspondante, lp. Les mouvements des lames sont statistiquement

corrélés en-dessous de cette longueur et indépendants au-dessus. On ne peut donc pas

espérer représenter correctement ce qui se produit avec le modèle réduit dès que l̃p > 2,

soit le mode fondamental (rapprochement éloignement deux-à-deux). De plus, la satura-

tion du système est fortement diminuée par l’élasticité et semble tendre vers une limite

constante dans la gamme de valeurs étudiée. L’épaisseur du front d’imbibition est aug-

mentée par la flexibilité, le mécanisme sous-jacent étant lié à la formation des paquets

de lames. La durée de l’imbibition dépend des conditions limites employées, elle varie de

manière modérée pour l’encastrement à la source et l’encastrement double alors qu’elle

diminue fortement pour l’encastrement opposé à la source.

IV.6 Discussion

Les résultats obtenus sur le système complet doivent encore être vérifiés expérimentalem-

ent et cela risque de ne pas être simple. Comme nous l’avons vu dans la partie expérimentale,

la pesanteur ne peut pas être négligée à l’échelle des systèmes employés (h ∼ 300µm,

L ∼ 2cm). Or, la réduction de la taille de ceux-ci semble difficile, elle demande une forte

précision qui implique de passer par des procédés de fabrication sophistiqués. De plus,

l’angle de contact dynamique risque de jouer un rôle, bien que les simulations montrent

que ce rôle n’est pas clé.

La formation des paquets de lames a été observée dans les trois configurations étudiées.

Dans la littérature elle n’avait été observée que dans le cas de l’encastrement opposé à

la source ([Bico et al., 2004], [Gat et Gharib, 2013]). Les différents raisonnements issus

de celle-ci mènent aux mêmes résultats ; la formation des paquets se fait par étapes du

mode fondamental (rapprochement éloignement des lames deux-à-deux) vers des modes

plus lents (spatialement) qui mènent à la formation de groupes plus larges. Il semblerait

que cette description reste valable pour des conditions limites différentes. Cependant, la

dynamique de la coalescence est assez différente 12.

12. Données non-présentées
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L’un des observations importantes de cette partie c’est la forte diminution de la satu-

ration avec l’augmentation de la flexibilité du système. Cependant, ce constat ne peut

pas être transposé directement aux torons de fibres pour différentes raisons (géométrie

3D, écoulement entre les fibres, pas de fermeture complète des pseudo-capillaires, etc.).

En revanche, nous avons observé que l’épaisseur du front est fixée par le regroupement

des lames en paquets, un comportement également observé pour les paquets de fibres

[Py et al., 2007a]. En supposant que les mécanismes sous-jacents sont similaires, on peut

s’attendre à ce que la courbe obtenue dans le cas étudié soit de même forme que celle

d’un toron de fibre. La vérification de cette assertion fera l’objet d’un prochain travail.

IV.7 Conclusion

Une étude de l’imbibition d’un milieu poreux élasto-capillaire a été menée numériquement

et appuyée de quelques expériences. L’étude se divise en trois parties, la première est

numérique, elle se focalise sur des systèmes réduits, constitués d’une lame flexible entre

deux lames rigides. Ces systèmes permettent d’étudier l’influence de l’angle de contact

dynamique et de la pesanteur sur les résultats obtenus pour trois conditions limites

différentes. Les systèmes réduits les moins sensibles à la pesanteur ont été étudiés

expérimentalement dans la deuxième partie. La correspondance avec les simulations

numériques a été évaluée et est qualitative. Enfin, la dernière fait l’étude numérique de

l’imbibition d’un système constitué de lames flexibles parallèles. Les résultats montrent

que l’augmentation de la flexibilité du système provoque la formation de paquets de

lames de plus en plus large et la diminution de la saturation du système en fin d’imbi-

bition indépendamment des conditions limitées employées pour les lames. La durée de

l’imbibition est également modifiée mais dépend des conditions limites.

Ce travail est un premier pas dans le champ d’étude des écoulements dans les milieux

poreux déformables constitués de structures flexibles où l’écoulement est insaturé et

couplé à la déformation du milieu. Ce champ d’investigation a été assez peu étudié pour

l’instant mais constitue un nœud incontournable de l’étude des écoulements diphasiques

dans les milieux poreux.
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Au travers des différents chapitres de ce manuscrit, nous avons exploré trois problèmes

ayant attrait à l’imbibition spontanée des milieux poreux. Ce sujet fait l’objet d’intenses

recherches depuis plus d’un siècle déjà. Malgré la quantité importante de résultats obte-

nus, de nombreuses questions, pertinentes vis-à-vis d’applications industrielles majeures,

restent ouvertes. L’une des difficultés principales de cette thématique de recherche est

qu’elle fait appel à de nombreuses notions issues de différents domaines. Certaines de

ces notions sont présentées dans le chapitre d’introduction. Celui-ci doit permettre à un

néophyte d’acquérir les pré-requis nécessaires à la lecture des chapitres suivants.

Le deuxième chapitre se concentre sur un mécanisme de fragmentation de phase in-

duit par la pesanteur. Le mécanisme est d’abord prédit analytiquement via un système

idéalisé puis vérifié expérimentalement. il est montré que ce mécanisme se produit lorsque

la pesanteur domine les effets de dissipation visqueuse et que deux dynamiques sont en-

visageables selon la disposition du système dans l’espace.

Le troisième chapitre traite de l’évolution de l’épaisseur du front lors d’une imbibition

spontanée dans un réseau de capillaires. Nous partons d’une observation expérimentale

réalisée dans la littérature et montrons qu’un modèle déjà existant décrit correctement

les propriétés du front d’imbibition en nous appuyant sur des simulations numériques.

Nous justifions ensuite la pertinence de l’utilisation de ce modèle qui a été employé

en-dehors de son cadre d’application originel.

Le quatrième chapitre traite de la compétition lors de l’imbibition d’un milieu po-

reux déformable. Le milieu est constitué de lames flexibles parallèles. Le problème est

d’abord traité sur un système réduit constitué d’une lame flexibles entre deux parois

rigides. Nous étudions l’impact des paramètres du problème puis l’influence de l’angle

de contact dynamique et de la pesanteur. Les prédictions réalisées sont comparées à des

essais expérimentaux mais la correspondance est seulement qualitative. Enfin, le milieu

constitué de lames flexibles parallèles est étudié et nous montrons que les lames ont

une tendance à former des paquets de plus en plus larges à mesure que leur flexibilité
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augmente. Il est également montré que la régularité du front diminue à mesure que la

flexibilité crôıt.

Si les travaux présentés dans ce manuscrit permettent de répondre à certaines ques-

tions, ils en soulèvent encore davantage. Le mécanisme de fragmentation de phase

qui a été identifié n’est correctement décrit que dans un système simplifié et en l’ab-

sence d’hystérèse de mouillage. Qu’advient-il lorsque l’hystérèse est présente ? Et com-

ment se produit-il dans un réseau de pores irréguliers ? Ces sujets peuvent être étudiés

expérimentalement et permettraient de mieux comprendre dans quelles situations ce

mécanisme apparait et dans quelle proportion il peut fragmenter la phase mouillante.

Ensuite, nous avons également vu que l’évolution de l’épaisseur d’un front d’imbibition

dans un réseau de pores est correctement décrite par le modèle de Wilkinson alors

qu’il ne respecte pas les conditions nécessaires à son application. L’argument que nous

avons avancé est que la dynamique de l’évolution de l’épaisseur est plus rapide que la

variation des conditions de l’écoulement. Cet argument implique que le modèle n’est plus

valide lorsque cette condition n’est plus respectée. Que se passe t-il dans cette situation,

i.e., comment évolue l’épaisseur du front ? Nombre de milieux poreux sont fortement

anisotropes. Est-ce que le modèle de Wilkinson décrit correctement le problème dans ces

conditions ?

Enfin, nous avons vu que l’imbibition dans un milieu constitué de lames flexibles pa-

rallèles est globalement pénalisée par la flexibilité des lames qui induit une longueur

de corrélation dans le milieu. Ce constat n’est pas justifié quantitativement à l’heure

actuelle. Il devra l’être avant de s’intéresser à des systèmes plus proches de l’applica-

tion visée, l’imbibition de torons de fibres par une résine. Le passage à des systèmes

plus réalistes pose également de nombreux problèmes : la géométrie est alors tridimen-

sionnelle, l’écoulement peut se produire de différentes manières et le fluide possède une

rhéologie complexe. Que ce soit par intérêt ou par curiosité, il reste donc énormément

de choses à faire pour parfaire la compréhension des écoulements diphasiques dans les

milieux poreux.
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[Laplace 1806] Laplace, P.S. : Sur la théorie des tubes capillaires. In : Journal de

Physique 62 (1806), S. 120–128

[Larson et al. 1981] Larson, R.G. ; Davis, H.T. ; Scriven, L.E. : Displacement of

residual nonwetting fluid from porous media. In : Chemical Engineering Science 36

(1981), Nr. 1, S. 75–85

[Lenormand et al. 1988] Lenormand, R. ; Touboul, E. ; Zarcone, C. : Numerical

models and experiments on immiscible displacements in porous media. In : Journal

of fluid mechanics 189 (1988), S. 165–187

[Lenormand et Zarcone 1985] Lenormand, R. ; Zarcone, C. : Invasion percolation

in an etched network : measurement of a fractal dimension. In : Physical review

letters 54 (1985), Nr. 20, S. 2226

[Lenormand et al. 1983] Lenormand, R. ; Zarcone, C. ; Sarr, A. : Mechanisms of

the displacement of one fluid by another in a network of capillary ducts. In : Journal

of Fluid Mechanics 135 (1983), S. 337–353

[Leverett 1941] Leverett, M.C. : Capillary behavior in porous solids. In :

Transactions of the AIME 142 (1941), Nr. 01, S. 152–169

[Løvoll et al. 2005] Løvoll, G. ; Méheust, Y. ; Måløy, K.J. ; Aker, E. ;
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