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À
la plage, lorsque vous mettez un pied sur le sable, vous avez probablement remarqué
que des centaines de grains se mettent en mouvement, comme s’il se formait une
substance fluide sous le pied. Le pied du marcheur s’enfonce progressivement et les

grains de sable se déplacent, se réorganisent et cherchent la meilleure façon d’équilibrer les
efforts exercés par le pied. La charge se distribue alors jusqu’à des grains situés plus en
profondeur et le pied cesse de s’enfoncer. Le sable ne vous a pas englouti ; les grains, dans
leur assemblage, ont créé une substance solide capable de soutenir votre pied. Ceci a été
possible, d’une part, grâce aux réarrangements des particules de sable, et d’autre part, à
leur abrasion et même leur fragmentation.

Les grains les plus chargés, ceux qui étaient dans des configurations moins privilégiées,
ou les grains les plus fragiles, s’usent et se brisent, redistribuant ainsi les efforts à travers
leurs fragments. Cet ensemble de grains ne sera plus jamais comme avant. La nouvelle
distribution spatiale des grains et fragments conduit à une augmentation de la densité
locale, modifiant la connectivité des grains et la distribution des efforts et probablement
aussi la résistance mécanique de l’assemblage. Si vous venez un jour y reposer votre pied,
l’empreinte que vous y laisserez sera elle aussi différente.

Bien qu’au cours de ce mémoire nous n’invoquerons ni pieds ni sable, le procédé de
compaction des matériaux granulaires étudié dans ce travail de thèse a, quant à lui, tout
de comparable. Le combustible usuellement utilisé dans les réacteurs nucléaires à eau est
composé d’un minéral polycristallin d’uranium (dioxyde d’uranium - UO2) qui arrive dans
les usines de fabrication sous forme de poudre ; voir Fig. 1(a). Dans ces usines, le minéral
est traité afin d’obtenir des cylindres ou pastilles d’environ 10 millimètres de diamètre et
de hauteur. Cette mise en forme de l’UO2 s’effectue généralement en 3 étapes. La poudre,
n’ayant pas une bonne coulabilité, est soumise à un procédé d’agglomération qui permet
de former des grains, aussi connus sous le nom de granulés, dont la taille ne dépasse pas
le millimètre ; voir Fig. 1(b). Ensuite, des matrices de presse cylindriques sont remplies
avec ces granulés et, sous l’action d’un piston, la poudre d’UO2 est compactée jusqu’à
l’atteinte de la densité désirée. Au cours du pressage, les réarrangements des granulés, leur
fragmentation, et leur enchevêtrement confèrent aux comprimés la capacité de maintenir
une forme cylindrique, ce qui les rend facilement manipulables sans qu’ils se brisent. Enfin,
les comprimés sont prêts pour être soumis à un dernier traitement de type thermique
(frittage) qui finira par lier intimement les granulés d’UO2. Il est important de noter que la
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(a) (b)

Figure 1 – Images obtenues par microscope électronique à balayage des (a) agglomérats
d’UO2 et de (b) granulés obtenus après le procédé d’agglomération de la poudre [64].

structure de l’assemblage granulaire (la densité, la porosité . . .) et donc la tenue mécanique
du comprimé sont des propriétés qui sont fixées à l’étape de pressage et vont jouer un rôle
déterminant pour le comportement du combustible au sein du réacteur.

Ces procédés de fabrication des comprimés ont typiquement lieu dans des environne-
ments fermés, ce qui les rend peu accessibles à l’instrumentation et à la prise de mesures
pendant l’évolution de la structure granulaire. De plus, la taille relativement petite des
granulés et la haute densité qui est atteinte limitent l’usage de méthodes alternatives de
suivi de l’arrangement granulaire telles que la tomographie aux rayons X. Par ailleurs, les
concepts classiques fondés sur la mécanique de la rupture ne sont pas facilement applicables
à l’étude de la fragmentation d’un système multi-contacts comme un matériau granulaire,
où les distributions des contraintes entre les grains et à l’intérieur de chaque grain sont
complexes et variables.

Face à ces restrictions, la modélisation numérique discrète apparâıt comme un outil
privilégié afin d’étudier, à partir de l’échelle des grains et de leur interactions, l’évolution
d’un assemblage granulaire sous chargement. Jusqu’à présent, la complexité des formes et
des distributions des tailles de grains lors de la fragmentation ont été difficiles à reproduire
et à traiter du point de vue numérique. Plusieurs approches ont été proposées et mises
en œuvre à partir de simulations 2D mais il en existe très peu en 3D. Les simulations
3D sont particulièrement exigeantes et nécessitent une puissance de calcul importante,
de la mémoire et des espaces de stockage conséquents. Aujourd’hui, grâce à une avancée
constante aux niveaux techniques et des méthodes de simulation, nous pouvons réaliser des
études numériques systématiques du procédé de compaction de poudres avec la prise en
compte des interactions réalistes entre grains, de leur forme et de leur taille, en passant par
leur fragmentation. Ces études devront permettre d’atteindre une compréhension plus fine
des phénomènes physiques liés à la texture et son rapport avec le comportement collectif
d’un ensemble de grains susceptibles de se fragmenter.
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(a) (b)

Figure 2 – Image d’un échantillon numérique composé de grains polyédriques sécables
soumis à une compression uniaxiale à une faible (a) et à une forte (b) contrainte appliquée ;
voir Chapitre 4.

Les principaux objectifs de ce travaux de thèse sont les suivants :

1. Mettre en œuvre un modèle numérique tridimensionnel nous permettant d’explorer le
comportement de grains cassables tant à l’échelle d’un grain individuel qu’à l’échelle
d’un assemblage de grains,

2. Analyser l’effet de la fragmentation des grains sur la tenue mécanique du matériau
soumis au procédé de compaction,

3. Analyser l’évolution de la fragmentation des grains en termes de fraction, taille et
formes lors de la compaction,

4. Explorer l’effet de la variabilité des tailles de grains sur le comportement mécanique
en compaction et sous cisaillement.

Pour atteindre ces objectifs, nous avons développé un modèle de fragmentation basé sur
la représentation des grains de forme quelconque comme un agrégat de fragments potentiels
(cellules) en utilisant un maillage de Voronöı 3D dont nous pouvons contrôler la géométrie
et la finesse. Ce modèle a été implanté sur une plateforme logicielle basée sur la méthode de
Dynamique des Contacts et appliqué pour l’étude du comportement des grains individuels
et des assemblages de grains sécables pour une large gamme de valeurs de paramètres
géométriques et mécaniques. Ces études ont permis de montrer que notre modèle permet
d’obtenir des distributions réalistes de tailles et de formes des grains comme illustré sur la
Fig. 2.

Ce mémoire est organisé en 5 chapitres comme suit :
Dans le chapitre 1, nous présentons le contexte industriel et scientifique de cette étude.

Les caractéristiques physiques et mécaniques de la poudre d’UO2, ainsi que le procédé
industriel de fabrication du combustible uranium, y sont présentés en détail. Ensuite, une

5



synthèse bibliographique est présentée à partir des observations, expériences, et modèles
proposés dans la littérature sur l’étude de la fragmentation des matériaux granulaires et
la variabilité des formes et des tailles des fragments. Le chapitre 2 est consacré à une
présentation détaillée de la méthode de Dynamique des Contacts utilisée dans le cadre de
cette thèse. Nous présentons également dans ce chapitre les différents concepts et outils
d’analyse pour la microstructure des matériaux granulaires qui seront appliqués dans les
chapitres qui vont suivre.

Dans le chapitre 3, nous introduisons notre modèle de fragmentation de grains. Comme
première application, nous utilisons notre approche numérique pour l’étude de la fragmen-
tation d’un grain sous compression diamétrale entre deux parois rigides. Nous montrons
en détail l’effet des paramètres géométriques et mécaniques des grains sur leur tenue mé-
canique. Par la suite, on considère le comportement des assemblages de grains soumis à
des essais de compression uniaxiale. On analyse les relations charge-densité, l’évolution des
tailles et des formes de fragments, ainsi que la microstructure granulaire et la transmission
de contraintes.

Dans le chapitre 5, nous allons analyser des assemblages de grains non-sécables 3D de
tailles fortement variables où nous cherchons à identifier l’effet de l’étalement granulomé-
trique sur la compaction et la résistance au cisaillement.

Le mémoire se termine par les conclusions générales et perspectives de cette thèse.
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“ Me atrevo a pensar, que es esta realidad des-
comunal [de América Latina], no es la del pa-
pel, sino que vive con nosotros y determina
cada instante de nuestras incontables muertes
cotidianas, y que sustenta un manantial de
creación insaciable, pleno de desdicha y de bel-
leza, del cual este colombiano errante y nostál-
gico no es más que una cifra más señalada por
la suerte.”

G.G. Márquez

Chapitre 1

Contexte industriel et scientifique

L’
objet de ce chapitre est de présenter les propriétés physiques et mécaniques de
la poudre de dioxyde d’uranium et le procédé de fabrication du combustible UO2.
Nous allons souligner le rôle de la fragmentation et de l’arrangement des grains

sur la tenue mécanique des comprimés de poudre UO2. Nous allons ensuite placer ces

aspects dans le contexte plus général de la mécanique des milieux granulaires. À l’aide
de plusieurs observations et approches expérimentales menées dans des domaines tels que
la mécanique de sols et la rhéologie des poudres, nous allons montrer les caractéristiques
principales de la rupture fragile des matériaux granulaires. La variabilité de forme et de
taille de fragments issus des ruptures de grains sera également discutée avec son effet
sur la rhéologie. Ensuite, nous allons présenter quelques approches remarquables pour la
modélisation de la fragmentation de grains, la variabilité géométrique des particules, et leur
rapport avec la résistance mécanique d’assemblages de grains. Dans une dernière partie,
nous allons mettre l’accent sur les études numériques discrètes car nos travaux s’effectuent
dans le cadre de cette approche.

Sommaire
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1.1 Le combustible uranium

Le combustible utilisé dans les réacteurs à eau est principalement constitué de dioxyde
d’uranium (UO2) sous forme de petits cylindres appelés pastilles. Les réactions de fission
à l’intérieur des pastilles libèrent de l’énergie qui permet chauffer un fluide caloporteur.
Ce fluide alimente des turbines couplées à des alternateurs pour produire de l’électricité.
Le comportement du combustible en réacteur est déterminé entre autre par 1) le spectre
neutronique 2) les propriétés physico-chimiques du matériau UO2 et 3) la manière dont les
comprimés sont fabriqués (le procédé).

1.1.1 La poudre de dioxyde d’uranium

L’uranium naturel contenu dans les minerais est extrait et concentré par attaque acide
(ou alcaline) et précipitation. Le précipité obtenu ou “yellowcake” contient environ 75%
d’uranium. Il est ensuite converti en UF4 pour être purifié. Comme l’enrichissement est
réalisé à l’état gazeux (sous forme d’UF6), seules les opérations situées en aval de cette
étape ont une influence sur la poudre de combustible obtenue.

Le fluorure d’uranium est transformé en oxyde d’uranium à partir d’un procédé de
conversion en voie sèche ou voie humide [64]. La poudre obtenue est de couleur noire-
grisâtre et sa structure cristalline est principalement cubique. La particule primaire de la
poudre est connue sous le nom de cristallite dont la taille est inférieure à 1 µm et la forme
est typiquement ovöıdale [103]. La plupart des cristallites se trouvent liés par des ponts
solides, créant des agrégats de formes irrégulières dendritiques ou non-convexes dont la
taille est inférieure à quelques micromètres. Les agrégats de taille micronique se lient entre
eux sous l’effet d’interactions faibles telles que les forces de van der Waals ou des ponts
liquides. La distribution des tailles des agglomérats d’UO2 et leur compacité varient en
fonction de la méthode de conversion ; voir Fig. 1.1.

Les techniques et les conditions (notamment de température) utilisées lors de la pré-
paration de la poudre peuvent affecter ses propriétés dont quelques valeurs moyennes ou
théoriques sont listées dans le Tableau 1.1. Les poudres d’UO2 sont très cohésives et s’é-
coulent fort mal. Il est ainsi possible de former des colonnes de poudre de 10 mm de diamètre
et de plus de 35 mm de haut en introduisant la poudre dans un moule puis en retirant
délicatement le moule. Il est important de souligner que la poudre d’UO2 est préférée à
d’autres composants à base d’uranium étant donnée sa bonne résistance aux températures
élevées et aux radiations, et son caractère stable (faible risque d’inflammation spontanée)
[64].
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(a) (b)

Figure 1.1 – Images au MEB des agglomérats d’UO2 obtenues à partir du procédé (a)
voie sèche et (b) voie humide. La largeur des images est de l’ordre de 1 mm [64].

Propriété Valeur

Surface spécifique ∼ 2 m2/g
Densité théorique 10,96 g/cm3

Point de fusion ∼ 3130 K
Taille des particules 0,1 à 50 µm

Table 1.1 – Quelques propriétés de la poudre de dioxyde d’uranium [64, 19].

1.1.2 Le procédé de fabrication du combustible

La fabrication des combustibles nucléaires actuels à base de dioxyde d’uranium UO2

repose sur un procédé de métallurgie des poudres. Il comporte trois étapes principales qui
sont très brièvement décrites ci-après :

— la première étape concerne la préparation des poudres. Elle consiste à mélanger de
manière plus ou moins énergétique les poudres avec un produit organique se décom-
posant au frittage pour mâıtriser la densité et un agent lubrifiant pour diminuer et
faciliter leur mise en forme. Compte tenu du mauvais écoulement des poudres, une
opération de granulation mécanique est nécessaire pour conférer à la poudre une
vitesse d’écoulement suffisante pour répondre aux cadences industrielles. Cette opé-
ration consiste à compacter les poudres puis à concasser les compacts pour former
des granulés de taille inférieure au millimètre et de forme polyédrique ;

— la deuxième étape concerne la mise en forme de la poudre constituée de granulés.
La poudre est déversée dans le moule de presse cylindrique puis comprimée sous une
contrainte voisine de 400 MPa. Le compact est alors éjecté. Il a un diamètre voisin de
10 mm et une hauteur d’environ 15 mm comme présenté sur la Fig. 1.2(a). Sa densité
est de l’ordre de 60% de la densité théorique de l’UO2. Pendant la compaction, les

granulés se réarrangent et se fragmentent pour réduire les vides entre particules. À
l’issue de la compaction, la cohésion du comprimé doit être suffisante pour qu’il soit
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(a) (b)

Figure 1.2 – Images de (a) la poudre et des comprimés d’UO2 après la compaction [2],
et (b) céramographie révélant l’arrangement et la disposition finale des grains et des pores
dans un comprimé [64].

manipulable. Il est à noter que contrairement à beaucoup d’industries, aucun agent
liant est ajouté à la poudre pour augmenter la tenue mécanique du comprimé. Seul
l’enchevêtrement et les forces entre particules participent à la cohésion du compact ;

— la troisième étape est un frittage. Autrement dit, les comprimés sont traités ther-
miquement afin de les consolider et de les densifier. La résorption de la porosité du
comprimé dépend, entre autres, de la texture de l’empilement granulaire résultant de
la mise en forme du compact. On montre sur la Fig. 1.2(b) une céramographie sur
laquelle on peut observer la microstructure après frittage

Il faut remarquer que ces différents procédés sont effectués dans des installations fermées
et restreintes où les rythmes de production industrielle rendent difficile la caractérisation
en détail de tous les phénomènes qui ont lieu à l’échelle des particules.

1.2 La fragmentation des matériaux granulaires

1.2.1 Observations et expériences

De nombreux exemples de la fragmentation de grains existent dans la nature. Un
exemple que l’on connâıt bien est la dégradation et la fragmentation des roches en zones
d’escarpement. Ces matériaux sont typiquement fragiles et des chargements liés à des varia-
tions de température ou à l’écoulement de l’eau peuvent conduire à leur rupture de manière
subite à des niveaux de déformation très faibles. La résistance à la traction dans ce type
de matériaux est faible en comparaison à leur résistance en compression. Bien qu’il soit
rare d’observer en situations naturelles des roches soumises à des efforts de traction pure,
celles-ci se développent suite à une combinaison de contraintes compressives et cisaillantes.
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(a) (b)

Figure 1.3 – Photographies (a) d’une roche calcaire montrant l’évolution progressive d’une
fissure [56], et (b) d’un conglomérat basal montrant la fragmentation parallèle de plusieurs
de ses gallets [57]. Dans les deux cas, les fissures ont été produites en mode ouverture à
cause des contraintes en traction, c’est à dire les ouvertures sont propres sans présence
de trituration (broyage par friction) et il y a une absence de déplacements relatifs des
fragments.

La Fig. 1.3 présente deux exemples qui montrent des fissures engendrées par des contraintes
de traction. L’image (a) montre l’évolution d’une fissure qui se propage de haut en bas dans
la roche. Cette fissure n’a pas traversé complètement le bloque rocheux. Pourquoi ? L’ou-
verture d’une fissure est, en fait, un procédé fortement dissipatif dont l’énergie libérée est
proportionnelle aux nouvelles surfaces crées [62]. Dans ce cas, l’énergie disponible par la
déformation élastique associée n’est pas suffisante pour que la fissure aille jusqu’au bas de
la roche. Le deuxième exemple montre un conglomérat de roches où plusieurs événements
de fissuration ont eu lieu avec une orientation privilégiée (∼ 45◦ sur l’image). Ceci est

connu comme un cas de fissuration parallèle. Étant donné que les fissures manifestent une
certaine continuité d’une gallet à l’autre, on peut supposer que le conglomérat n’a pas subi
de déplacements relatifs de ses grains de sorte qu’il s’est comporté de manière monolithique
et les forces de cisaillement sur cet ensemble n’ont pas eu une influence significative sur
le mécanisme de fissuration. Des cas similaires de fragmentation de grains et de roches
sont également observables au sein des failles tectoniques [132, 34], des surfaces de rupture
de glissement de terrains [44, 153], et des réservoirs souterrains fracturés par des charges
hydrauliques [78].

La détermination de la résistance à la traction est donc importante pour la compré-
hension des phénomènes de rupture fragile. Par exemple, face à la difficulté d’effectuer
des essais de traction pure sur des noyaux de roches obtenus par carottage, des essais de
compression diamétrale aussi connus sous le nom d’essais brésiliens, constituent le moyen
le plus utilisé pour déterminer la résistance à la traction de manière indirecte. Si la force
maximale appliquée sur un noyau de roche avant sa rupture est fc, la contrainte en tension
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Figure 1.4 – Schéma de l’essai brésilien (compression diamétrale) pour déterminer la
résistance à la traction de roches.

critique σct peut être estimée à partir de la relation suivante [74, 89] :

σct =
2fc
πDw

, (1.1)

où D est le diamètre du cylindre et w sa longueur. La contrainte σct est atteinte au centre
du cylindre et son orientation est perpendiculaire à la direction de la charge. On considère
dans ce cas que la rupture se développe à partir du centre du noyau et se propage vers
les points d’application de la charge ; voir Fig. 1.4. Mais ce n’est pas toujours le cas car
des concentrations de contraintes aux points de contact peuvent localement provoquer
l’attrition et augmenter l’aire de contact entre le cylindre et la plaque qui exerce la charge,
et modifier ainsi la valeur de fc.

Il faut également remarquer que l’équation 1.1 s’applique pour les matériaux homogènes
- élastiques linéaires et pour une géométrie cylindrique. Pour d’autres matériaux où des
déformations plastiques importantes ont lieu avant la rupture, cette équation n’est plus
valable. Des approches similaires ont été appliquées afin de caractériser la résistance mé-
canique de grains ou de cailloux d’origine naturelle [37, 70, 88], des grains fabriqués
[32, 36, 28, 35, 140], et même sur des grains de sucre [141]. Pour des grains qui présentent
des formes variables, il n’est plus possible d’estimer une valeur théorique de résistance à la
compression. Néanmoins, pour un chargement diamétral, on peut caractériser la résistance
par une mesure σc définie par

σc =
fc
d2
, (1.2)

avec d le diamètre moyen du grain. Pour les grains qui présentent une forme irrégulière
ou allongée, la distribution de contraintes dans son sein peut être très hétérogène et donc
la résistance à la compression ne reflète pas uniquement la résistance du matériau à la
traction [31].
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Figure 1.5 – La résistance moyenne σf des particules de trois matériaux différents en
fonction de la taille des particules. ‘b’ est l’exposant de la loi de puissance que relie les
deux variables [88].

Les expériences ont permis de mettre en évidence une relation entre la résistance in-
dividuelle des grains et leur taille. La résistance diminue généralement lorsque la taille du
grain augmente. Cette propriété est liée aux nombre, tailles, et distribution spatiale des
défauts à l’intérieur des grains. En effet, la probabilité de trouver des défauts plus grands
augmente avec la taille des grains, ce qui conduit à une résistance plus faible. Lee a montré
qu’une relation en loi de puissance entre la taille des grains et leur résistance à la rupture
[88] est capable de capturer ce comportement (voir sur la Fig. 1.5).

McDowell et Bolton [98] ont déterminé la probabilité de survie des grains Ps, définie
comme la probabilité qu’un grain ne se fragmente pas, en fonction de la charge appliquée
σ et de la taille moyenne du grain d. Cette probabilité est régie par la loi de Weibull :

Ps(d) = exp

[
−
(
d

d0

)(
σ

σ0

)m]
, (1.3)

où σ0 et d0 sont, respectivement, une contrainte et une taille de particule de référence, et
l’exposant m est le module de Weibull qui détermine la forme de la distribution de pro-
babilité. Ce coefficient est considéré par quelques auteurs comme un paramètre propre du
matériau [96, 46, 114], tandis que d’autres auteurs considèrent qu’il dépend des interactions
entre fissures et le type de chargement [4]. Dans tous les cas, il faut garder à l’esprit qu’il
s’agit d’une loi empirique et les mécanismes d’évolution et d’interaction entre fissures ne
sont pas encore bien compris.

La fragmentation de grains individuels suite à un impact a également été étudiée.
Par exemple, Wu et Chau ont exploré la fragmentation de grains sphériques de plâtre en
collision avec une plaque rigide [156]. Ces essais ont mis en évidence l’influence de l’énergie
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(a) (b)

(c)

Figure 1.6 – Fragmentation de particules sphériques en plâtre sous l’effet d’un choc sur un
plan rigide. Suivant l’énergie cinétique au moment de l’impact, différents modes de rupture
et nombres de fragments ont été observés [156].

cinétique au moment de l’impact sur la forme et le nombre des fragments produits ; voir
quelques exemples sur la Fig. 1.6.

Dans le cas d’assemblages de grains soumis à un chargement, les mécanismes conduisant
à la rupture sont clairement plus difficiles à identifier et ils dépendent du réseau de contacts
et de la transmission des efforts. Dans ce sens, plusieurs travaux ont été menés pour l’étude
de l’évolution de la distribution des tailles des grains et des fragments, des relations charge-
densité, ou encore de l’effet du type de chargement comme on verra plus bas.

L’évolution des tailles de grains

Les tailles des grains et des fragments ont été étudiées à travers l’évolution de la courbe
granulométrique. Une des premières méthodes pour quantifier le niveau de fragmentation
dans un échantillon a été proposée par Hardin [67], en comparant l’aire sous la courbe
granulométrique initiale et à certains instants du chargement. Dans cette méthode, on
suppose qu’il existe une taille minimale de fragment et que, au-dessous de cette taille, les
particules ne participent pas à la réponse mécanique du matériau. Bien que l’évolution des
tailles des fragments ne tende pas vers une valeur unique, le choix d’une taille limite permet
de calculer une mesure de l’état de l’échantillon par rapport à une courbe granulométrique
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Figure 1.7 – Schéma de l’évolution de la courbe granulométrique lors de la fragmentation
de grains. La mesure Br, d’après Hardin [67], est illustrée en fonction des aires sous les
courbes granulométriques à différents instants du chargement.

potentielle Bp. Cette mesure est définie par :

Br =

∫ dmax

0.0074
{1− h0(d)}dd∫ dmax

0.074
{h(d)− h0(d)}dd

, (1.4)

où h0(d) est la granulométrie initiale, on suppose une granulométrie potentielle (définie à
partir de la taille de grain égale à 0.074 mm), et h(d) est la granulométrie actuelle. Les
diamètres dmax et dmin sont, respectivement, la taille maximale et minimale des particules
dans l’échantillon ; voir Fig. 1.7. On peut remarquer que Br varie entre 0 et 1, avec Br = 0
pour l’échantillon initial et Br = 1 pour l’état complètement fragmenté. Des modifications
à la définition de Br ont été proposées suite à des observations menées sur des échantillons
soumis à de grandes déformations cisaillantes où la courbe granulométrique tend vers une
distribution de tailles en loi de puissance [53].

Comme on le verra plus bas, des mesures comme Br ou la probabilité de survie des
grains ont été reprises dans différents modèles de comportement pour prendre en compte
la fragmentation pendant la déformation du matériau.

La loi de compressibilité

Lors de la compression uniaxiale à déformation latérale nulle (aussi connue comme
compression œdométrique) ou la compression isotrope d’un échantillon, la relation entre
la charge appliquée et l’évolution du volume de l’assemblage implique normalement deux
étapes ou régimes. Le premier régime de densification est induit par les réarrangements
des grains alors que le second reflète leur fragmentation. Sur la Fig. 1.8, on peut observer
cette différence dans l’évolution du volume pour différents sables sous compression uniaxial.
La fraction volumique occupée par les grains, étudiée dans ce cas à partir de l’indice des
vides, défini comme le rapport entre le volume des pores et le volume des grains, est
montrée en fonction de la chargé appliquée P

′
. On observe que pour des charges inférieures

à ' 2 MPa, la pente des courbes est relativement faible. Donc, la réorganisation des grains
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Figure 1.8 – Évolution de l’indice de vides en fonction de la charge appliquée dans des
essais de compaction uniaxiale pour différents types de sable [22].

et la densification de l’ensemble s’effectue de manière graduelle et par les déplacements
relatifs des grains. Lorsque la pression excède 2 MPa, le taux de réduction du volume
augmente, traduisant la fragmentation des particules. Les pentes dans chaque régime sont
des paramètres caractéristiques d’un matériau granulaire, ainsi que la pression P

′
ic où la

transition entre les deux régimes a lieu.

Au sein des assemblages de grains cassables, il est possible de trouver des hétérogénéités
considérables lors de la compaction à cause des taux de fragmentation différentiels (bandes
de compaction) [107]. Les variations de densité et de structure granulaire locales peuvent
être très importantes. De même, la fraction volumique, la connectivité et la microstructure
locale semblent avoir une influence très importante sur la fragmentation d’assemblages de
grains.

Effet du type de chargement et absence de dilatance

Le type et le chemin de chargement jouent un rôle très important pour le taux de
fragmentation des grains dans un milieu granulaire. Le cisaillement simple ou l’essai triaxial
génèrent typiquement plus de ruptures et donc une évolution plus rapide des tailles de
grains [63]. Les chargements comme la compaction isotrope ou uniaxial présentent moins
d’événements de rupture. Dans ce cas, la densification et l’augmentation du nombre de
contacts par particule contraignent cinématiquement les grains, en même temps que les
forces supportées par les grains deviennent plus fortes dans toutes les directions.

Dans le cas des essais triaxiaux ou de cisaillement, le comportement dépend aussi de
la densité du matériau. Les échantillons denses montrent typiquement une expansion de
leur volume lorsqu’ils sont cisaillés. Ce phénomène, aussi connu sous le nom de dilatance,
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(a) (b)

Figure 1.9 – Images obtenues à partir de rayons X et reconstruction par micro-
tomographie d’un matériau granulaire [79].

s’explique par le fait que les grains sont obligés de sortir de leur arrangement serré en
roulant/glissant les uns sur les autres. Le mécanisme de déformation par glissement est
relativement moins facile à cause des fortes contraintes cinématiques. Au contraire, le
volume des échantillons lâches tend toujours à diminuer lors du cisaillement. Lorsqu’il s’agit
de grains sécables, la deformabilité des matériaux granulaires est fortement modifiée. En
fonction de la pression appliquée, la dilatance peut être pratiquement supprimée dans des
essais de cisaillement. Dans des essais de compaction, la fraction volumique occupée par
les grains et ses fragments peut atteindre des valeurs de l’ordre de 90% [107].

Ces observations macroscopiques ne permettent pas de relier facilement le comporte-
ment des particules à la réponse macroscopique d’un ensemble granulaire. Des relations
entre les propriétés des grains et leur comportement collectif sont difficiles à trouver dans
la littérature. Aujourd’hui, en utilisant des tomographies aux rayons X [5, 79], il est possible
de reconstruire la géométrie des grains fragmentés dans un échantillon, ou bien d’identifier
des endroits où plus d’événements de fracture de grains se produisent ; voir Fig. 1.9. L’émis-
sion acoustique, où la rupture des grains est associée à des émissions sonores particuliers,
est une autre technique permettant d’explorer la fragmentation à l’intérieur d’un ensemble
de grains [68, 39].

Bien que ces approches expérimentales modernes constituent des méthodes intéressantes
dans l’étude de la fragmentation, d’autres approches, en particulier numériques, permettent
d’avoir accès aux informations au niveau des grains et leurs contacts.

1.2.2 Modèles analytiques et des milieux continus

Au début du 20ème siècle, les approches classiques de la résistance des matériaux n’ar-
rivaient pas à expliquer la rupture d’objets fragiles. Alors, Griffith propose une théorie
selon laquelle la présence de défauts et la propagation de fissures étaient les éléments clés
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qui contrôlaient la résistance mécanique de tels matériaux [62]. Cette théorie, connue sous
le nom de mécanique de la rupture, a été le cadre adéquat pour l’analyse de la propaga-
tion des fissures de métaux, polymères, et composites. Pourtant, il faut remarquer qu’elle
n’est valide que pour un comportement élastique-linaire parfaitement plastique. Dans le
cas d’un système hétérogène ou multi-contacts où la distribution de contraintes à l’inté-
rieur de chaque grain est complexe et impossible à calculer analytiquement, l’applicabilité
de la mécanique de la rupture est limitée, ou il est nécessaire d’introduire des paramètres
permettant de prendre en compte la microstructure [87, 86]

Si on s’intéresse plutôt au comportement des matériaux granulaires à l’échelle macrosco-
pique, on peut négliger leur nature discrète ainsi que les hétérogénéités locales et l’influence
des fissures. On se concentre alors sur les relations moyennes entre les contraintes et les
déformations du milieu. Ces lois constitutives permettent d’établir des modèles de compor-
tement phénoménologiques comme, par exemple, le modèle de Mohr-Coulomb pour les sols
granulaires, le modèle Hoek-Brown pour les roches, et le modèle Cam Clay pour les argiles.
Néanmoins, la fragmentation des matériaux granulaires est un phénomène assez particu-
lier dans la mesure où la composition du milieu évolue. On peut trouver des approches
continues qui considèrent dans leur formulation l’évolution de la courbe granulométrique
[53, 54, 33], l’endommagement des particules [66, 72], la dilatance [151, 152], la dégradation
du module d’élasticité en fonction de la texture [43], et des approches basées sur la conser-
vation de l’énergie à partir de l’échelle des particules [65]. Bien que ces modèles constituent
des avancées importantes pour rationaliser la réponse mécanique des milieux granulaires
sécables, ils ne prennent pas nécessairement en compte le processus de fragmentation qui
implique un désordre local et une évolution de la texture. C’est le domaine où la simulation
numérique discrète peut jouer un rôle important pour nous permettre de mieux caractériser
la fragmentation à ces échelles.

1.2.3 Modèles numériques discrets

Dans le cadre de la simulation par la méthode des éléments discrets, on s’intéresse aux
mouvements des grains et à leurs interactions. La prise en compte de la fragmentation des
grains dans les modèles DEM a été effectuée initialement en 2D par Kun et Herrmann
[83] et Tsoungui et al. [145] dans les années 90. En 3D, les modèles de fragmentation sont
plus récents et en développement rapide. D’une manière très générale, il est possible de
classer les modèles de fragmentation en deux groupes : 1) Des méthodes de remplacement
de grains et 2) des méthodes de grains collés ou liés.

Dans le premier groupe, le but est de simuler la fragmentation en remplaçant des
grains par un groupe de sous-grains de tailles plus petites [7, 145, 27, 146, 93, 55, 45, 38].
Ce remplacement est effectué une fois qu’un ensemble de critères sont atteints. Dans la
littérature, les critères de rupture sont assez variés et peuvent être basés, par exemple, sur la
valeur de la pression moyenne sur chaque grain, sur la valeur maximale des forces de contact,
ou même sur le nombre de contacts par grain. De même, la façon de remplacer des grains
par leur fragments est variable. Par exemple, les sous-grains peuvent être placés de telle
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(a)

(b)

Figure 1.10 – Exemples des méthodes de fragmentation en remplaçant le grain originel
par (a) par un couple de grains qui conservent le volume du grain mais qui sont obligés de
se chevaucher créant des pressions locales artificiels et poussant les grains voisins [27] et
(b) par un certain nombre de sous-grains plus petits [145].

sorte qu’ils se trouvent superposés. Cette configuration produit pourtant des contraintes
locales artificielles qui modifient localement l’organisation et la transmission des efforts
entre grains ; voir Fig. 1.10(a). Une autre façon d’effectuer le remplacement consiste à
substituer le grain originel par des petits grains qui se touchent à peine entre eux. Dans ce
cas, il y a une perte de masse car la somme des volumes des sous-grains ne correspond pas à
celui du grain originel ; voir Fig. 1.10(b). Malgré ces limitations, des avancées importantes
ont été faites avec ces modèles concernant l’évolution du nombre et taille de fragments, la
compressibilité d’assemblages de grains, et l’évolution de la porosité locale. Des applications
précises ont été aussi étudiées telles que le battage de pieux dans un terrain granulaire [146],
la dégradation du ballast sur les chemins de fer [92], ou la fragmentation dans des tambours
tournants [27].

Dans le deuxième groupe de méthodes de fragmentation, les grains sont modélisés
comme des agglomérats de fragments potentiels liés par des contraintes mécaniques ou
cinématiques [82, 116, 155, 48, 104, 101]. Ces liaisons peuvent se perdre en fonction des
sollicitations externes sur les agglomérats. Sur la Fig. 1.11 nous montrons quelques exemples
de l’usage de cette méthode en 2D et 3D respectivement. Bien que cette technique de frag-
mentation soit probablement la plus utilisée aujourd’hui, l’effet de la distribution des tailles
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(a)

(b)

Figure 1.11 – Exemples des méthodes de fragments potentiels collés en (a) 2D où les
sous-particules sont de forme polygonal [104] et en (b) 3D où les grains sont construits à
partir de sphères liées par des éléments de type poutre [155].

et des formes de fragments reste encore à explorer. Ceci s’explique, en partie, par le fait que
la simulation de géométries de grains polyédriques de tailles variables demande de lourdes
ressources numériques, et que les analyses associées sont complexes. En conséquence, les
modèles à sphères collées sont les plus employés dans la simulation de grains sécables.

On peut encore citer d’autres méthodes telles que les modèles de matériaux fragiles re-
présentés par des objets simples qui interagissement à travers des éléments de type poutre
[160, 69], ou des modèles de zones cohésives où des interfaces entre objets se rompent pro-
gressivement à travers des fissures pré-existantes [17, 112]. L’implantation de ces modèles
en 3D est rare et rapidement limitée à cause des orientations complexes des fissures à
l’intérieur d’un grain.

Une idée générale qui ressort des travaux est que, au moins d’un point de vue macro-
scopique, l’élément clé est juste de diviser des particules en petits morceaux, quel que soit
le mode de fragmentation ou la forme des fragments. Par cette méthode, il a été possible
de reproduire l’évolution de la distribution des tailles des particules, et même de retrouver

la dépendance de la résistance par rapport à la taille de grains et fragments. À l’échelle
microscopique, les choses sont moins claires étant donnée la richesse (pour ne pas dire
complexité) que représente la texture granulaire et la transmission des efforts en fonction
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des tailles et des formes de fragments.

1.3 La variabilité des forme et des tailles de grains

À l’issue de la fragmentation, la variabilité des formes et des tailles de fragments peut
être très importante. Ces sources de variabilité géométrique des particules sont assez inté-
ressantes du point de vue de la rhéologie des matériaux granulaires. Dans la suite, nous
allons montrer quelques exemples concernant la caractérisation des formes et des tailles de
grains et leurs effets sur la réponse mécanique d’assemblages de particules.

1.3.1 Observations et expériences

La diversité des formes et des tailles de grains dans la nature et l’industrie est due à
de nombreux mécanismes tels que l’érosion, les impacts, et la fragmentation. Sur la Fig.
1.12 on voit deux exemples de matériaux granulaires ayant une forte variabilité de forme
et de taille suite à la dégradation et à la fracturation progressive d’une formation rocheuse.
Dans le premier cas, les constituants les plus faibles de la roche mère se séparent et se
dégradent plus rapidement de l’agglomérat. Les particules les plus petites peuvent avoir
une taille de l’ordre des dizaines de micromètres lorsque la roche a une taille de l’ordre
du mètre. Toutes les tailles intermédiaires sont présentes et restent en interaction dans
cette formation géologique. Sur la deuxième image, nous observons des grains angulaires et
aplatis qui résultent du gonflement et retrait d’un roche sédimentaire constitué de couches
fines intercalées entre des interfaces plus faibles. Dans ce cas, la taille des grains est bornée
par l’épaisseur des couches.

La géométrie des fragments peut être classée, au premier ordre, suivant trois pa-
ramètres : 1) l’angularité, 2) la sphéricité, et 3) le rapport d’aspect. L’angularité α peut
être mesurée à partir du nombre approximatif de faces d’un grain ou l’angle moyen entre
les faces. La sphéricité Ψ est le rapport qui permet de comparer comment la géométrie
d’un objet se rapproche de celle d’une sphère. La sphéricité, selon Wadell [150], peut être
calculée comme Ψ = {π1/3(6Vp)

2/3}/Ap, où Vp est le volume de la particule et Ap est l’aire
surfacique. Ψ peut varier alors entre 0 et 1, avec Ψ ' 0 pour une forme très irrégulière
et Ψ = 1 pour la sphère. La Fig. 1.13 montre un diagramme dans lequel on observe des
grains classés par rapport à ces deux variables. Le rapport d’aspect d’un grain en 3D peut
être caractérisé, par exemple, à partir des 3 dimensions de la bôıte la plus petite qui peut
le contenir.

Typiquement, des grains très angulaires sont le résultat de la fragmentation, des impacts
ou de l’abrasion. Des grains qui ont été transportés par l’eau ou le vent présentent des
formes plutôt arrondies à cause de l’attrition des bords. Indépendamment de l’origine du
grain, le rapport d’aspect peut être très variable. Une quatrième variable que l’on pourrait
ajouter est le degré de non-convexité des grains, c’est à dire une mesure des cavités à la
surface du grain. La non-convexité est pourtant difficile à caractériser car elle dépend de
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(a) (b)

Figure 1.12 – Exemples de variabilité des tailles et des formes de grains dans la nature.
La Fig. (a) montre la dégradation des composants les plus faibles d’une roche sédimentaire
(dissolution de la calcite). On peut trouver donc des interactions entre roches dont la taille
excède les dizaines de centimètres et des particules très fines (limons et argiles). La Fig.
(b) montre des grains de forme plus angulaire dont la formation est liée à la décomposition
de roches sédimentaires en couches fines due au gonflement et au retrait du matériau.

l’échelle à laquelle on caractérise la surface des grains.

D’une manière générale, la forme des grains modifie substantiellement la résistance au
cisaillement des matériaux granulaires, le module d’élasticité équivalent, la densité, et les
propriétés de l’assemblage de grains [154, 91, 71].

En ce qui concerne la distribution de tailles des grains (ou la granulométrie), sa caracté-
risation est typiquement réalisée à travers un tamisage du matériau granulaire. Comme on
l’a mentionné précédemment, la méthode usuelle pour représenter une granulométrie se fait
au travers du pourcentage de matériau en poids qui est retenu sur un tamis dont l’ouverture

de la grille est connue ; voir un exemple sur la Fig. 1.14(a). À partir de la granulométrie,
on peut définir quelques paramètres basés sur sa courbature ou le rapport entre des poids
retenus à certaines tailles de grains. Dans le cas des matériaux dont la taille des grains est
plus fine, le tamisage n’est plus adapté à cause de la possible agglomération de particules
induite par les forces de van der Walls, capillaires, etc. Dans ces cas, des techniques utilisant
la sédimentation sont préférées afin d’établir une distribution de tailles de particules [16].
Bien que ces approches sont largement utilisées, elles restent assez variables et dépendantes
des outils ou des procédés mis en œuvre.

Le remplissage de l’espace en fonction de la distribution des tailles de grains a été un
sujet de grand intérêt dans plusieurs domaines de l’ingénierie et l’industrie. Les mélanges
des grains de tailles variables ont été largement étudiés dans le domaine de la fabrication

23



1. Contexte industriel et scientifique

Figure 1.13 – Classification des grains en fonction de leur degré d’angularité ou de sphé-
ricité [117].

du béton par exemple [26, 47]. La performance de ce matériau est, en grande partie, une
fonction de l’assemblage et de l’interaction des granulats, du sable, et de la poudre de

ciment. À ce sujet, une des premières études a été menée par Fuller et Thompson [61] en
cherchant la distribution de tailles de grains qui génère l’ensemble le plus dense. Ces auteurs
ont trouvé que l’échantillon le plus dense peut être obtenu à partir d’une distribution de
tailles de particules qui obéit à une loi de puissance de la forme P (d) = (d/dmax)β, où P (d)
est la proportion de grains de taille d, le diamètre maximale dans l’échantillon est dmax et
l’exposant β ' 0.5. Cette distribution est montrée d’une manière schématique sur la Fig.
1.14(b). Plusieurs approches analytiques ou approximatives ont été introduites par la suite
pour prédire la densité d’échantillons granulaires composés d’une ou de plusieurs tailles de
particules tant en 2D qu’en 3D [142, 21, 97, 111, 157, 158, 20].

1.3.2 Effet de la forme et des tailles des grains

Nous présentons ici quelques exemples de résultats de simulations numériques sur l’effet
de la forme et de la distribution de tailles de grains sur la texture et la résistance mécanique.

L’angularité

Plusieurs études ont montré que l’angularité des particules a une influence significative
sur le comportement des matériaux granulaires. Mais ce n’est que très récemment que des
études numériques systématiques ont été menées en 2D avec des polygones réguliers [8],
voir Fig. 1.15. En 3D cette analyse s’est effectuée de manière similaire avec des polyèdres
irréguliers [13] ; voir Fig. 1.16. L’angularité d’une particule peut être définie comme la
moyenne des angles extérieurs entre deux faces qui se touchent. En 2D, cette définition
est équivalente à α = 2π/ns, avec ns le nombre de cotés. Ces études ont montré que la
résistance au cisaillement augmente avec l’angularité mais sature lorsque les particules
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(a) (b)

Figure 1.14 – (a) La courbe granulométrique typique pour 3 types de sables différents
(courbes A, B et C). La courbe dénotée comme B

′
montre une distribution de tailles de

grains pour un assemblage de type Fuller pour lequel un schéma est présenté (b) [16].

deviennent très anguleuses. Au contraire, la compacité diminue mais sature aussi à des
niveaux plus bas au fur et à mesure que l’angularité augmente. Les origines de la variation
de la résistance au cisaillement avec l’angularité se trouvent à l’échelle de la microstruc-
ture. En particulier, le plateau de résistance s’explique par une diminution de l’anisotropie
géométrique (augmentation du nombre de contacts) compensée par une forte mobilisation
du frottement par les contacts faces-faces. En ce sens, les contacts faces-faces contribuent à
bloquer les rotations et le glissement domine la déformation [59]. Nous n’entrons pas plus
dans les détails de la microstructure granulaire ici car elle sera discutée plus précisément
au chapitre suivant.

L’allongement et l’aplatissement

L’effet de l’allongement des particules a été très étudié, en particulier pour les propriétés
de remplissage et de mise en ordre ; voir Fig. 1.17, [49, 50, 3, 84, 129]. Un résultat impor-
tant est que la compacité augmente avec l’allongement, mais au-delà d’un certain rapport
d’aspect, elle diminue jusqu’à des valeurs pouvant être bien inférieures à l’empilement le
plus dense de disques ou de sphères. Un comportement similaire a été récemment observé
avec des particules de plus en plus aplaties [24]. Au contraire, des études systématiques ont
récemment établi que la résistance au cisaillement augmente avec l’allongement ou l’apla-

tissement des grains [10, 24]. À l’échelle microscopique, les particules les plus allongées ont
tendance à s’aligner perpendiculairement par rapport à la direction principale majeure des
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.15 – Étude numérique de l’effet de l’angularité de particules en 2D en utilisant des
(a) triangles, (b) pentagones, (c) dodécagones, et (d) disques. Les lignes noires présentent
les châınes de forces, et les particules en blanc ne participent pas à la transmission des
efforts[8].

(a) (b)

Figure 1.16 – Exemples d’échantillons composés de grains polyédriques où le nombre de
faces varie entre (a) 8 faces, et (b) 596 faces [13].
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(a) (b)

Figure 1.17 – Exemples d’échantillons en 2D composés de grains de plus en plus allongés
en partant de (a) disques, jusqu’à (b) des grains avec un rapport d’aspect où la longueur
équivaut à deux fois la longueur [11].

contraintes créant des colonnes rigides fortement mobilisées en frottement n’existant pas
ou peu aux faibles valeurs d’élongation.

La non-convexité

De manière générale, un grain non convexe est un grain dont au moins un segment
joignant deux de ses points quelconques est exclue de la portion d’espace qu’il délimite.
En d’autres termes, la surface comporte des creux ou des cavités. Un assemblage de grains
non-convexes est généralement moins fluide que celui de grains convexes. Ils peuvent même
former, suivant les cas, un angle de repos naturel de presque 90◦. Les grains naturels pré-
sentent souvent un certain degré de non-convexité leur conférant de meilleurs qualités de
résistance. L’effet de la non-convexité des particules sur le comportement reste encore à ce
jour peu étudié, d’une part à cause de la grande quantité de formes non-convexes représen-
tables, mais aussi en raison des restrictions numériques puisqu’un grain non convexe est
construit numériquement comme un cluster de grains convexes. Numériquement, la manière
la plus simple consiste à construire des clusters de plusieurs disques ou sphères formant ainsi
des agglomérats tétraédriques [130, 131, 12, 95] ; voir Fig. 1.18. Une observation générale
est que la résistance augmente au fur et à mesure que le degré de non-convexité augmente,
alors que la compacité varie de manière non-monotone avec la forme.

La distribution des tailles de grains

La simulation d’échantillons ayant une distribution des tailles de grains variable ren-
contre principalement deux défis : 1) la dispersion de tailles de grains est bornée par le
nombre de particules qui peuvent être simulées sans perdre la représentativité statistique
de chaque classe de grain et 2) de tels systèmes sont très exigeants en termes de détec-
tion et de résolution des interactions, ce qui explique aussi pourquoi le nombre d’études
numériques sur le sujet est encore rare spécifiquement en 3D.
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(a) (b)

Figure 1.18 – Étude numérique qui analyse des échantillons composés de grains non-
convexes. Ces grains ont été construits à partir d’agrégats de 3 sous-particules de plus en
plus séparées [130].

Cependant, à travers des simulations discrètes bi-dimensionnelles, Voivret et al. [148]
ont très récemment montré que la résistance au cisaillement est indépendante de l’étalement
granulométrique, typiquement caractérisé par le paramètre S = (dmax−dmin)/(dmax +dmin),
où dmin et dmax sont les diamètres minimale et maximale respectivement, pour des empile-
ments de disques avec une distribution uniforme par volume ; voir Fig. 1.19. Ces résultats
ont été généralisés au cas de polygones irréguliers [105], ainsi qu’à d’autres formes de dis-
tributions granulométriques [58, 9] ; voir Fig. 1.20. De plus, ces mêmes auteurs s’accordent
à montrer que la compacité augmente avec l’étalement, mais mettent en évidence que des
systèmes de plus en plus denses présentent un frottement macroscopique identique dans
l’état d’écoulement stationnaire.

Conclusion

La matière en grains, avec sa complexité en formes, tailles et propriétés physiques et
mécaniques des particules, a été utilisée depuis l’aube de l’humanité sans que les méca-
nismes fondamentaux qui interviennent dans son comportement soient bien compris. Cette
matière intervient, dans le cadre de cette étude, dans la fabrication du combustible nu-
cléaire où deux phénomènes très distinctifs d’un matériau granulaire se rencontrent : la
fragmentation et les réarrangements des particules. Les comprimés de dioxyde d’uranium
sont fabriqués par un procédé de compaction mécanique et, en raison de l’évolution de
la texture et de la fragmentation des particules à diverses échelles, leur tenue mécanique
évolue. Les mécanismes qui contrôlent ce processus à l’échelle des particules sont à ce jour
très mal connus.

Afin de mieux comprendre la fragmentation des matériaux granulaires, nous avons pré-
senté plusieurs observations et expériences dans différents domaines de recherche. Ceci nous
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Figure 1.19 – Exemples d’échantillons composés de grains circulaires dont la dispersion
de tailles de particules varie entre une distribution monodisperse et des distributions de
plus en plus étalées qui obéissent en même temps une loi de puissance. Les particules en
gris ne participent pas au réseau de contacts [58].

(a) (b)

Figure 1.20 – Exemples de simulations numériques où la dispersion en tailles et en formes
des grains ont été étudiées simultanément [105].

a permis d’établir un bilan des approches et des méthodes mises au point et montrer que
de nombreux paramètres, souvent mal contrôlés, interviennent dans les processus mettant
en jeu la fragmentation des grains. Les modélisations analytique et numérique ont eu une
portée significative dans l’étude de la fragmentation. En particulier, la simulation par élé-
ments discrets 2D et 3D ont permis d’explorer le comportement de grains individuels ainsi
que d’assemblages de grains. Néanmoins, les liens entre les méthodes de fragmentation
de grains, la texture de l’assemblage, et le comportement macroscopique d’un échantillon
représentatif 3D restent peu explorés.

Les travaux de cette thèse sont centrés sur la modélisation numérique discrète de la
compaction des matériaux granulaires à particules sécables. L’utilisation d’une approche
décrite dans le prochain chapitre nous permettra de remédier à certaines insuffisances
des méthodes utilisées précédemment pour la prise en compte de la fragmentation. Nous
nous intéressons aussi bien à l’échelle des particules qu’à l’échelle macroscopique et nous

29



1. Contexte industriel et scientifique

appliquerons une analyse statistique des particules et de la texture granulaire dans le but
de mieux comprendre le comportement macroscopique qui en résulte.
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“And from my pillow, looking forth by light
Of moon or favouring stars, I could behold
The antechapel where the statue stood
Of Newton with his prism and silent face,
The marble index of a mind for ever
Voyaging through strange seas of Thought, alone.”

W. Wordsworth

Chapitre 2

Modélisation discrète et analyse
microstructurale

D
ans ce chapitre, nous allons brièvement présenter la méthode de Dynamique des
Contacts que nous avons utilisée pour les simulations numériques de cette thèse.
Cette méthode fait partie de la famille des Méthode aux Eléments Discrets (DEM

pour “Discrete Element Method” en anglais) dont le principe est de résoudre les équations
du mouvement de chaque particule, décrite comme un objet rigide, tout en prenant en
compte les conditions aux limites et les interactions de contact entre particules. Dans une
seconde partie, nous introduirons quelques concepts généraux sur la physique et la méca-
nique des milieux granulaires, ainsi que les outils d’analyse, tant au niveau comportement
macroscopique qu’au niveau des particules.
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2. Modélisation discrète et analyse microstructurale

2.1 Modélisation numérique par éléments discrets

Les méthodes numériques en éléments discrets répondent au besoin d’étudier le com-
portement d’ensembles de particules à partir de leurs mouvements et de leurs interactions.
Cundall et Strack, en 1979, ont proposé la DEM qui peut être décrite comme une adapta-
tion de la Dynamique Moléculaire (MD) aux matériaux formés de particules solides [42].
Dans cette approche les équations de la dynamique sont intégrées tout en considérant
des interactions de contact exprimées sous la forme d’une relation force-déplacement. En
s’appuyant par exemple sur l’approximation de Hertz, la déformation au contact, qui cor-
respond physiquement à une déflexion élastique, est considérée numériquement comme une
faible interpénétration. Ainsi, l’avantage de cette méthode est de tenir compte du compor-
tement à l’échelle locale. Cela introduit malheureusement une échelle de description qui
n’est pas forcément nécessaire et surtout très coûteuse en temps de calcul.

Quelques années plus tard, Moreau et Jean [76, 77, 75] ont proposé une méthode alter-
native, nommée la Dynamique des Contacts (CD), afin de traiter les contacts entre corps
parfaitement rigides sans régulariser la condition d’impénétrabilité des corps. Cette mé-
thode, fondée sur un schéma temporel implicite, est particulièrement bien adaptée à l’étude
des matériaux granulaires composés de particules de formes variées.

2.1.1 La dynamique moléculaire

La dynamique moléculaire (DM) est une approche dite régulière ou “smooth”. Dans
les approches régulières, les interactions sont décrites de manière explicite. En d’autres
termes, il existe une loi qui relie la force de contact à une variable de déformation de
contact définie à partir des positions des particules. Le mouvement des particules est alors
deux fois différentiable et, par conséquent, les équations de la dynamique s’écrivent sous
la forme d’équations différentielles ordinaires qui peuvent être intégrées par des méthodes
classiques.

Dans cette méthode, les particules sont autorisées à s’interpénétrer d’une distance δ qui
représente la déflexion au contact. La force de contact normale fn entre deux particules en
contact est alors définie comme la somme des deux contributions suivantes : 1) Une force
élastique linéaire f en = knδ, où kn représente la raideur du contact. Cette force est nulle si le
contact est ouvert ; 2) Une force de dissipation visqueuse f vn = αnδ̇, où αn est un coefficient
d’amortissement visqueux. Cette force rend compte du caractère inélastique du contact. Ce
coefficient d’amortissement visqueux peut être relié au coefficient de restitution normale e
par la relation αn = 2β

√
mkn, avec β = − ln e/{π2 + ln2(e)}0.5.
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La force tangentielle ft, quant à elle, est reliée au déplacement tangentiel par une loi
élastique linéaire et un coefficient d’amortissement dans la limite imposée par la loi de
frottement de Coulomb ft = µfn où µ est le coefficient de frottement.

En raison du caractère harmonique des interactions, pour assurer la stabilité numérique,
le pas de temps δt doit être inférieur au temps caractéristique de collision δ �

√
m/(2kn).

De même, la limite des grains rigides impose kn � PdD−2, où P est la pression extérieure
appliquée au système et d est le diamètre moyen d’une particule, et D la dimension.

2.1.2 Dynamique des Contacts

La méthode de Dynamique des Contacts (CD) a été développée dans le cadre de la
mécanique non régulière. Les particules sont considérées comme parfaitement rigides et les
interactions sont régies par des lois de contacts non régulières. Dans ce cadre, les vitesses
des particules et les forces de contact sont représentées comme des sauts entre deux états
et les équations qui décrivent les mouvements ne sont plus dérivables. Ainsi, entre le début
et la fin d’un pas de temps, les vitesses linéaires et angulaires des particules peuvent subir
un saut ∆V . On considère donc la version intégrée de l’équation de la dynamique :∫ t+∆t

t

F dt =

∫ t+∆t

t

M
dV

dt
dt. (2.1)

Cette équation représente la conservation de la quantité de mouvement dans laquelle
on peut remplacer la variation de la vitesse dV par une variation finie ∆V de la vitesse sur
l’intervalle ]t, t+ ∆t]. Autrement dit, ∆V = V + − V − où V − et V + sont respectivement
les vitesses au début et à la fin du pas de temps. L’équation 2.1 peut s’écrire sous la forme
générale suivante :

R = M∆V , (2.2)

où R correspond à l’ensemble des impulsions linaires et angulaires moyennes au cours du
pas de temps.

Considérons maintenant le repère local entre deux particules i et j en collision frontale ;
voir Fig. 2.1. Ce repère est défini par le vecteur normal unitaire n au point de contact α
orienté du grain j vers le grain i. Le vecteur tangentiel t associé, qu’on considère connu
pour cette explication appartient au plan orthonormal correspondant. On peut projeter les
vitesses des particules V sur le repère de contact comme suit :

u = HV , (2.3)

où u est le vecteur qui contient les vitesses relatives normales un et tangentielles ut, et H
est une matrice de projection qui encode la géométrie des particules et de leurs contacts
[29].

En 3D, le vecteur normal n a une orientation qui peut être caractérisée par l’angle
Ω(θ, φ) où θ est l’angle entre la projection de n sur le plan xy et φ est l’angle azimutal
correspondant. De la même façon, l’orientation du vecteur t peut être repérée par les angles
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Figure 2.1 – Deux grains en collision imminente et le repère local défini au point de
contact potentiel.

Ω∗(θ∗, φ∗). Les composants des vecteurs unitaires normal et tangentiel peuvent s’exprimer
alors comme suit :

n =


cosφ cos θ
cosφ sin θ

sinφ

 et t =


cosφ∗ cos θ∗

cosφ∗ sin θ∗

sinφ∗

 . (2.4)

En 2D, les composants azimutales φ et φ∗ n’existent pas et Ω(θ) et Ω∗(θ∗) sont reliés
simplement par une rotation de 90◦. En 3D, ce n’est plus le cas et le vecteur t doit être
choisi initialement de manière arbitraire mais en gardant l’orthogonalité avec le vecteur n.

Si la vitesse relative normale un est nulle, une force peut exister au point de contact.
Par contre, si elle a une valeur positive, alors les grains ne se toucheront plus à la fin du
pas de temps. Ces relations entre la vitesse normale au contact et la réaction locale (en
termes d’une impulsion) rn peuvent être résumées par les conditions suivantes :{

un = 0 ⇒ rn ≥ 0

un > 0 ⇒ rn = 0 .
(2.5)

Ces inégalités ont été largement étudiées par Fishera et Signorini dans le cadre de
l’équilibre de corps sous des conditions limites variables [137, 60]. Aujourd’hui, elles sont
connues sous le nom de relations de complémentarité de Signorini dont le graphe associé
est présenté sur la Fig. 2.2. Il est important de mentionner que un ne correspond pas
nécessairement à la valeur de la vitesse relative au début ou à la fin du pas de temps. On
parle plutôt de la vitesse normale formelle, et elle correspond à une moyenne pondérée des
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Figure 2.2 – Relation non régulière entre la vitesse normale au contact un et l’impulsion
rn au contact.

vitesses relatives u−n et u+
n de la forme :

un =
ρnu

−
n + u+

n

1 + ρn
, (2.6)

où ρn est le coefficient de restitution normal au contact [100]. Pour une collision binaire
entre deux particules, ce coefficient est simplement le rapport entre les vitesses relatives
des particules avant et après la collision, ρn = −u+

n /u
−
n . Lorsque ρn = 1, la collision

est parfaitement élastique et la vitesse relative est restituée complètement mais dans la
direction opposée. Par contre, si ρn = 0, la collision est parfaitement inélastique, les deux
grains resteront en contact, et l’énergie cinétique dans le centre de masse des deux particules
est dissipée.

On peut projeter les impulsions r du repère du contact au repère des centres de masse
des particules comme suit :

R = HTr, (2.7)

où HT est la matrice transposée de H . En utilisant les équations 2.3 et 2.7, l’équation de
la dynamique projetée sur le repère du contact s’écrit comme suit :

HHTr = M (u+ − u−), (2.8)

ce qui conduit à l’expression de la vitesse à la fin du pas de calcul :

u+ = u− +Wr, (2.9)

où W = HM−1HT . Cette équation décrit la dynamique réduite aux repères de contact.
Enfin, les réactions de contact sont données par :

r = W−1(u+ − u−), (2.10)
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où les composantes de la vitesse u+ peuvent être exprimées à partir des vitesses au début

du pas de temps et de la vitesse formelle à l’aide des coefficients de restitution ; voir Éq.
2.6.

Il est important de rappeler que nous nous sommes concentrés jusqu’ici sur le cas simple
d’une collision frontale entre deux grains. Autrement dit, les composantes tangentielles de
la vitesse relative, ut et de la force au contact rt ont été négligées. De même, nous avons
supposé que les grains sont sphériques et donc les moments sont nuls. Ainsi, si les grains
interagissent suivant une direction oblique, ou s’ils portent une vitesse angulaire non-nulle,
il est nécessaire de prendre en compte les composantes tangentielles des vitesses et des
forces.

Loi de contact frottant

La loi de frottement de Coulomb est supposée régir les interactions tangentielles entre
les particules dans un matériau granulaire [115]. Cette loi implique que l’ensemble des
forces tangentielles qui peuvent être supportées aux points de contact ne dépendent pas de
l’aire de contact ni de la vitesse de glissement, et sont seulement proportionnelles à la force
normale au travers du coefficient de frottement µ. Cette loi peut s’écrire sous la forme de
relations non régulières entre la vitesse tangentielle et l’impulsion tangentielle au contact
comme :  ut = 0 ⇒ −µrn ≤ rt ≤ µrn

ut 6= 0 ⇒ rt = −µrn
ut
|ut|

. (2.11)

Le graphe correspondant à ces inégalités est présenté sur la Fig. 2.3. De manière analogue
aux relations de Signorini, ut est une vitesse formelle tangentielle définie par :

ut =
ρtu
−
t + u+

t

1 + |ρt|
, (2.12)

où ρt est le coefficient de restitution dans la direction tangente au contact. Le coefficient
de restitution ρt peut prendre des valeurs dans l’intervalle [−1, 1]. Lorsque ρt = 0, l’énergie
est fortement dissipée. Si ρt = 1, la vitesse tangentielle est conservée comme s’il s’agissait
de surfaces très lisses en contact. Et si ρt = −1, la vitesse tangentielle avant le choc est
complètement restituée dans la direction contraire. Ce dernier cas est rare mais il se produit
lors la collision de deux matériaux élastiques très rugueux [18, 136].

Une fois les forces de contact calculées, les vitesses linéaires et angulaires des particules
peuvent être déterminées à partir de l’équation de la dynamique. Ces vitesses sont ensuite
utilisées pour mettre à jour les positions des particules. Dans le cas d’une collision binaire,
la solution est unique et peut être calculée de manière explicite. Dans le cas d’un système
multicontacts, une procédure itérative est utilisée pour déterminer simultanément les forces
et les vitesses.
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Figure 2.3 – Relation non-régulière entre la vitesse tangentielle au contact ut et l’impulsion
tangentielle associée rt.

Formulation générale pour un ensemble de grains en contact

Considérons maintenant le système représenté sur la Fig. 2.4(a) où plusieurs grains sont
en contact aux endroits marqués par les cercles rouges. Si l’on veut résoudre l’interaction
entre les grains i et j, on doit considérer l’ensemble des impulsions qui résultent des in-

teractions voisines β ; voir Fig. 2.4(b). L’équation de la dynamique réduite (Éq. 2.9) peut
s’écrire alors sous la forme :

u+
α = u−α +Wαrα +

∑
∀β

Wαβrβ, (2.13)

où Wαβ = HαM
−1
αβH

T
β est la matrice qui couple les impulsions voisines rβ avec la dyna-

mique au contact α. En réorganisant les termes de l’Équation 2.13, la réaction entre les
particules i et j peut s’exprimer par :

rα = W−1
α

{
u+
α − u−α −

∑
∀β

Wαβrβ

}
. (2.14)

La nature implicite du système d’équations exige l’implémentation d’une procédure
itérative, telle que la méthode de Gauss-Seidel, afin de trouver les forces et les vitesses
relatives aux contacts. De manière générale, l’unicité de la solution n’est pas garantie
pour les particules parfaitement rigides. Cependant, en initialisant chaque étape de calcul
avec les forces calculées dans l’étape précédente, l’ensemble des solutions admissibles se
rétrécit aux seules fluctuations autour de la solution exacte. L’algorithme qui résume cette
procédure est présenté ci-dessous.
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(a) (b)

Figure 2.4 – (a) Système multicontacts et (b) grains i et j isolés montrant les forces
exercées sur chaque particule.

Algorithme 1 Intégration temporelle dans le cadre de la dynamique de contacts.

Résultat : Positions et vitesses des grains et forces de contact à la fin d’un pas de temps.
1 Créer une liste de contacts effectifs ou potentiels en fonction des positions des grains au

début du pas de temps.
2 tant que la variation des forces dépassent une certaine tolérance faire
3 pour chaque contact dans la liste de contacts faire
4 Calculer u−α avec l’équation 2.3.

5 si on connâıt les réactions rβ des contacts voisins alors
6 Calculer

∑
Wαβrβ avec les nouvelles valeurs des réactions.

7 sinon
8 Calculer

∑
Wαβrβ avec les réactions du début du pas de temps.

9 fin

10 Calculer les nouvelles réactions rα avec l’équation 2.14 en respectant les inégalités
de Signorini et de la loi de frottement.

11 fin

12 Calculer la variation des forces normales par rapport à l’itération précédente.

13 fin

14 Calculer les forces et les vitesses dans le repère global avec l’équation 2.7.

15 Mettre à jour les positions des particules à partir des vitesses calculées.

Dans la boucle de résolution des contacts, le critère de convergence est normalement
lié à la façon dont les réactions aux contacts varient par rapport aux forces calculées dans
l’itération précédente. Il faut remarquer que ce critère, ainsi que sa tolérance, doivent être
adaptés en fonction du problème étudié, du nombre d’interactions et des conditions limites
telles que le taux de cisaillement ou la pression appliquée.
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2.1.3 Remarques sur le choix de la méthode numérique

La dynamique de contacts est une méthode robuste et inconditionnellement stable.
Cette méthode a été appliquée à l’étude des milieux granulaires en régimes statiques ou
quasi-statiques [108, 139, 125, 143, 126, 119, 131, 135], des écoulements dynamiques [25,
138, 134], des interactions grain-fluide [144], et le couplage FEM - éléments discrets [102].
La CD ne nécessite pas de paramètres de régularisation aux contacts et donc des pas
de temps relativement larges peuvent être utilisés en comparaison à la MD. Bien que la
dynamique de contacts soit originellement proposée dans le cadre de l’interaction des corps
rigides et du contact frottant, elle a été généralisée aux cas des contacts cohésifs, des ponts
capillaires, cimentation, etc [1, 52, 29]. Cependant, il faut toujours garder à l’esprit qu’en
raison de la nature parfaitement rigide des particules et de la méthode d’implantation des
lois de contact, la CD ne peut pas être utilisée pour l’étude de la rigidité des assemblages
de grains et la propagation d’ondes. Mais de ce fait, la CD est un outil idéal pour l’étude
des déformations plastiques des matériaux granulaires.

Il faut enfin remarquer que dans la méthode CD, la condition exacte de contact au
sens géométrique, c’est à dire l’interstice nul δ = 0 et vitesse normale au contacte nulle
un = 0, ne peut pas être toujours respectée en particulier à cause de la phase de détection
de contacts. Néanmoins, la formulation des lois de contact est telle que les recouvrements
entre particules restent petits et les contraintes cinématiques sont respectées pendant l’é-
volution d’un système granulaire. Les recouvrements ne représentent donc qu’une imper-
fection mathématique et numérique. Ils sont utilisés pour contrôler la qualité des calculs
et s’ils augmentent au cours de l’évolution du systèmes, il est nécessaire de modifier les
paramètres de convergence.

Les études numériques présentées dans ce mémoire ont été réalisées exclusivement en

utilisant la méthode CD implantée sur la plate-forme de simulation LMGC90 [51]. Étant
donné l’état dense des systèmes que nous allons étudier, les coefficients de restitution
normal et tangentiel ont été toujours fixés à zéro.

2.1.4 Remarques sur la simulation de grains polyédriques

Un avantage majeur de la méthode CD par rapport à la méthode MD est de ne pas
impliquer une loi de force explicite. Ceci est d’autant plus important que les contacts entre
particules de formes quelconques sont différents des contacts entre sphères utilisés souvent
comme un modèle simplifié. En particulier, avec des particules polyédriques au moins
6 types différents de contacts sont possibles (sommet-sommet, sommet-arête, sommet-
face, arête-arête, arête-face, et face-face ; voir Fig. 2.5). Dans le cas des contacts sommet-
sommet, sommet-arête, sommet-face et arête-arête non colinéaires, le contact est ponctuel
et est donc représenté par un seul point de contact. Dans le cas de contacts arête-arête
colinéaires et arête-face, l’interaction doit être représentée par deux points de contact. Dans
le cas des contacts face-face, trois points de contacts sont nécessaires afin de représenter
l’interaction entre les corps. La force de la méthode CD est qu’il suffira de fixer les points
et d’appliquer l’algorithme présenté plus haut tandis qu’en MD une loi de force spécifique
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Figure 2.5 – Types de contact qui peuvent exister entre deux grains de forme polyédrique.
Les cercles indiquent les points de contact nécessaires afin de représenter correctement la
contrainte cinématique.

est nécessaire. Le choix des points est arbitraire puisque les particules sont rigides. Chaque
point de contact porte alors une force de réaction mais seule la résultante de ces forces est
physiquement observable et sera donc considérée comme étant la force de contact appliquée
au barycentre des points considérés.

Dans tous les cas, une méthode de détection des contacts adaptée est nécessaire pour
bien identifier le type de contact. Les approches les plus utilisées sont la méthode du
“common-plane” proposée par Cundall [41] et la méthode de “shadow-overlap” proposée
par Moreau [134] et optimisée par Saussine [133]. La première méthode est basée sur la
minimisation des distances entre les faces des polyèdres en contact potentiel et la défini-
tion d’un plan séparateur intermédiaire, c’est-à-dire le repère local. La deuxième méthode
cherche à trouver l’intersection des faces en contact potentiel, ou simplement la direction
qui minimise la séparation entre corps.
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2.2 Microstructure d’un matériau granulaire

Pour un milieu granulaire, la microstructure signifie l’organisation des particules, de
leurs contacts, et des forces dans l’espace. Cette microstructure évolue avec les déforma-
tions et le caractère plus ou moins dynamique du milieu. La microstructure peut être
évaluée au travers de différents descripteurs soit 1) géométriques et reliés essentiellement
à l’organisation des grains, des contacts, ou encore la connectivité des particules, soit 2)
mécaniques et reliés essentiellement aux forces normales, tangentielles et à la mobilisa-

tion du frottement. À l’ordre le plus bas, ces descripteurs sont des nombres qui rendent

compte des grandeurs scalaires moyennes. À des ordres supérieurs, ces descripteurs peuvent
être pondérés suivant les directions dans l’espace. Nous parlerons alors de distributions et
d’anisotropies nécessitant l’introduction de différents tenseurs de forces et de textures.

Dans cette partie, et sans rentrer trop dans les détails, nous allons présenter les pro-
priétés majeures de la microstructure granulaire telles que les hétérogénéités (via la distri-
bution des forces) et les anisotropies des contacts et des forces.

2.2.1 La texture

La connectivité

Le nombre de contacts moyen ou nombre de coordination Z est le premier et le plus
simple des descripteurs rendant compte de la connectivité moyenne d’un milieu granulaire.
Cette mesure prend en compte tous les contacts actifs Nc et toutes les particules qui parti-
cipent à la transmission d’efforts Np. Les contacts actifs sont ceux dont la force normale est
non-nulle. Les particules ayant zéro ou juste un contact sont considérées comme flottantes,
c’est-à-dire qu’elles ne transmettent pas d’efforts, et elles ne sont pas prises en compte pour
la calcul de Np. La coordination moyenne est simplement calculée comme Z = 2Nc/Np.

Dans le cas d’un empilement de disques monodisperses non frottants soumis à une
compression isotrope, le nombre de coordination est 4. Pour un empilement de sphères
monodisperses le nombre de coordination est 6. [23, 73, 159, 128].Dans le cas de particules
non sphériques, Z est de 12 en 3D et de 6 en 2D [12, 13]. En présence du frottement, ce
nombre en général diminue mais il est facile de montrer qu’il doit être compris entre 3 et
4 pour des systèmes composés de disques, entre 4 et 6 pour des grains non circulaires en
2D ou des sphères en 3D, et entre 4 et 12 pour des grains non sphériques en 3D.

Pour aller plus loin, la connectivité des particules peut être analysée en termes de
proportions Pk de particules ayant exactement un nombre k de contacts. Une telle mesure
permet de mieux rendre compte de l’effet que pourrait avoir la forme ou encore l’étalement
des tailles de particules sur la connectivité. Par exemple, la Fig. 2.6 montre deux exemples
d’échantillons denses composés de pentagones réguliers et irréguliers de tailles variables
où chaque grain est coloré en échelle de gris en fonction du nombre de contacts associé.
On remarque que le nombre de contacts par particule varie considérablement aux grands
étalements de tailles avec certains grains ayant plus de 20 voisins ; voir Fig. 2.6(b). Sur la
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(a) (b)

Figure 2.6 – Exemples d’échantillons composés de grains pentagonaux dont la dispersion
de tailles est importante. Chaque grain est coloré en échelle de gris en fonction du nombre
de contacts [103].

Figure 2.7 – Distribution de probabilité Pk du nombre de contacts k en fonction de la
dispersion de tailles de grains S et d’une irrégularité de formes δ d’échantillons composés
de pentagones [103].

Figure 2.7, la distribution de probabilités des nombres de contacts est montrée pour les
mêmes pentagones en fonction de la dispersion des tailles de grains S et l’irrégularité des
formes δ. En général, on observe que la probabilité de trouver des particules avec 3 contacts
(P3) augmente de manière graduelle avec la dispersion des tailles tandis que la probabilité
d’avoir 4 ou 5 contacts diminue.

Anisotropie des contacts

La description présentée plus haut peut être encore enrichie en considérant les directions
n des contacts. Nous considérons alors la distribution statistique normalisée des contacts
P (n) qui décrit la fraction des contacts orientés dans un secteur angulaire donné autour
du vecteur unitaire n. Des études numériques [127, 81] et des expériences [109] montrent
que cette distribution n’est pas uniforme. En 2D, le vecteur n est paramétré par un seul

43



2. Modélisation discrète et analyse microstructurale

(a) (b)

Figure 2.8 – (a) Exemple du repère de contact crée au contact entre deux particules
non-sphériques et (b) Distribution angulaire de probabilité de contacts pour un échantillon
sous cisaillement [8].

angle θ tel que n = (cos θ; sin θ), avec θ ∈]0, π[. La Fig. 2.8 montre P (θ) dans le cas d’un
cisaillement plan 2D à l’état stationnaire. Nous observons que la distribution est anisotrope
avec une orientation préférentielle autour de ' 135◦.

La fonction P (θ) peut alors être approchée par une série de Fourier tronquée au
deuxième ordre :

P (θ) ' 1

π
{1 + ac cos 2(θ − θc)}, (2.15)

où θc est l’orientation préférentielle des contacts, et ac est l’anisotropie structurelle du
réseau des contacts. Elle est nulle pour un milieu isotrope et sa valeur maximale est 1. Une
méthode plus systématique pour accéder à l’anisotropie du système consiste à calculer le
tenseur de texture (ou encore tenseur de fabrique) F défini par :

Fij =
1

π

∫ π

0

ni(θ)nj(θ)P (θ)dθ =
1

Nc

∑
c∈V

ncin
c
j. (2.16)

où i et j désignent les composantes dans le repère de référence. L’anisotropie du réseau de
contact est alors donnée par ac = 2(F1−F2), où F1 et F2 sont ses valeurs propres majeure
et mineure, respectivement.

En plus de son orientation, la géométrie d’un contact est aussi définie via le vecteur
branche ` (vecteur joignant les centres de deux particules en contact) ; voir Fig.2.8(a). Dans
le repère du contact, le vecteur branche s’écrit comme ` = `nn + `tt, où t est le vecteur
tangent unitaire. Dans le cas de particules circulaires, `t = 0. Ainsi, l’analyse de la tex-
ture granulaire peut être complétée et enrichie grâce à l’étude des distributions angulaires
des longueurs moyennes normales et tangentielles 〈`n〉(θ) et 〈`t〉(θ), respectivement. Des
exemples de ces distributions sont présentés sur la Figure 2.9 pour un cisaillement plan de
polygones.
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(a) (b)

Figure 2.9 – Distribution angulaire des longueurs de branches projetées sur les directions
(a) normale et (b) tangentielle des contacts [8].

Comme pour P (θ), ces deux distributions peuvent être approchées par un développe-
ment de Fourrier à l’ordre 2 comme suit :{

〈`n〉(θ) ' 〈`n〉{1 + a`n cos 2(θ − θ`n)}
〈`t〉(θ) ' 〈`n〉{1 + a`t cos 2(θ − θ`t)}

, (2.17)

où 〈`n〉 est la longueur normale moyenne des branches dans tout l’échantillon, a`n et a`t sont
les anisotropies des branches dans les directions normale et tangentielle respectivement, et
θ`n et θ`t sont les orientations préférentielles de chaque distribution. Comme précédemment,
ces anisotropies peuvent être extraites des tenseurs de branches définis par :

χ`nij =
1

〈`n〉

∫ π

0

〈`n〉(θ)ni(θ)nj(θ)P (θ)dθ =
1

〈`n〉
∑
c∈V

`cnn
c
in

c
j

χ`tij =
1

〈`n〉

∫ π

0

〈`t〉(θ)ni(θ)tj(θ)P (θ)dθ =
1

〈`n〉
∑
c∈V

`ctn
c
i t
c
j

, (2.18)

où a`n = 2(χ`n1 − χ`n2 )/(χ`n1 + χ`n2 )− ac, et a`t = 2(χ`1− χ`2)/(χ`1 + χ`2)− ac− a`n , et χ`n1 , où
χ`n2 sont les valeurs propres majeure et mineure du tenseur χ`n , et χ`1 et χ`2 sont les valeurs
propres majeure et mineure du tenseur χ` = χ`n + χ`t .

Il est à noter que les valeurs de ces anisotropies varient en fonction de la composition
des assemblages granulaires (formes des particules, distributions des tailles, etc).

2.2.2 Les châınes de forces

La distribution très hétérogène des forces de contact est une autre propriété remarquable
des milieux granulaires [6, 40, 90, 15, 121]. Par exemple, la Figure 2.10 montre les châınes
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(a) (b)

Figure 2.10 – Exemple d’un échantillon composé de disques où les forces sont dessinées
comme des barres entre particules. L’épaisseur des barres est proportionnelle à l’intensité
de la force normale au contact [148].

de forces, représentées par un segment joignant les centres des particules en contact et
d’épaisseur égale à l’intensité de la force, dans un essai de cisaillement simple sur un système
très polydisperse de disques. Nous observons que les forces s’orientent préférentiellement
à ' 135◦. Les forces les plus fortes semblent être portées préférentiellement par les plus
grosses particules.

Un résultat de base est que le nombre de forces supérieures à la force normale moyenne
〈fn〉 décroit exponentiellement, alors que le nombre de forces inférieures à la force moyenne
varie en loi de puissance. La distribution des efforts et l’analyse des anisotropies permet
aussi de définir ce que l’on appelle le réseau fort de contacts et le réseau faible de contacts.
Le réseau fort est responsable de la transmission des contraintes déviatoriques.

Plusieurs modèles théoriques ont tenté d’expliquer la distribution observée des forces
et de leur comportement en réseaux faible et fort. Par exemple, en considérant la re-
distribution des forces entre deux couches successives de grains, Liu et al. ont introduit
un modèle, appelé “q-model”, qui prédit une distribution purement exponentielle des forces
[90]. Plus récemment, en prenant en compte les contraintes stériques des particules (en-
vironnement locaux) et l’aspect aléatoire de la répartition des contacts sur une particule,
Radjai [120] a introduit un modèle théorique ne dépendant que d’un seul paramètre re-
produisant la décroissance exponentielle des forces fortes et une densité de probabilité non
nulle pour les forces très petites.

La composition granulaire affecte substantiellement les réseaux forts et faibles. Par
exemple, les distributions deviennent de plus en plus larges au fur et à mesure que la
forme des particules s’éloigne d’une forme sphérique [11] ou encore lorsque l’étalement
granulométrique augmente [149] et en même temps le nombre de forces faibles augmente ;
voir Fig. 2.11.
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(a) (b)

Figure 2.11 – Distribution de probabilité de forces normales normalisées par la force
normale moyenne en (a) échelle lin-log, et (b) log-log [148].

Anisotropie des forces normales et mobilisation du frottement

De manière identique à la distribution angulaire de longueur moyenne des branches, il
est intéressant de quantifier la microstructure en termes d’orientations moyennes des forces
normales 〈fn〉(θ), et tangentielles 〈ft〉(θ). Ces distributions sont présentées sur la Fig. 2.12
dans le cas d’un cisaillement plan 2D.

Comme précédemment, ces distributions angulaires peuvent être décrites par des séries
de Fourier tronquées : {

〈fn〉(θ) ' 〈fn〉{1 + afn cos 2(θ − θfn)}
〈ft〉(θ) ' 〈fn〉{aft sin 2(θ − θft)}

, (2.19)

où afn et aft sont les anisotropies des forces normales et tangentielles respectivement, et
θfn et θft sont les orientations privilégiées des distributions angulaires. Il est toutefois plus
commode d’extraire les paramètres d’anisotropies et d’orientations via les tenseurs de forces
définis comme suit :

χfnij =
1

〈fn〉

∫ π

0

〈fn〉(θ)ni(θ)nj(θ)P (θ)dθ =
1

〈fn〉
∑
c∈V

f cnn
c
in

c
j

χftij =
1

〈fn〉

∫ π

0

〈ft〉(θ)ni(θ)tj(θ)P (θ)dθ =
1

〈fn〉
∑
c∈V

f ct n
c
i t
c
j

. (2.20)

On peut alors montrer que afn = 2(χfn1 − χ
fn
2 )/(χfn1 + χfn2 )− ac et aft = 2(χf1 − χ

f
2)/(χf1 +

χf2)− ac − afn , où χ
fn
1 et χfn2 sont les valeurs propres majeure et mineure du tenseur χfn ,

et χf1 et χf2 sont les valeurs propres majeure et mineure du tenseur χf = χfn + χft .
Le paramètre an va rendre compte du degré d’anisotropie des forces normales, alors que

le paramètre at va rendre compte du niveau de mobilisation du frottement [130].
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(a) (b)

Figure 2.12 – Distributions angulaires des forces (a) normales et (b) tangentielles aux
contacts pour un échantillon 2D soumis au cisaillement simple [8].

Les paramètres d’anisotropie ac, a`n , a`t , afn , et aft ainsi définis ne sont pas seulement
des descripteurs de la microstructure granulaire et de la transmission des efforts, mais plus
fondamentalement ces descripteurs sont reliés au frottement interne du matériau au travers
de la relation suivante (en cisaillement plan) [127, 123] :

sinϕ ' 1

2
(ac + afn + aft + a`n + a`t), (2.21)

avec sinϕ = q/p en 2D avec q = (σ1−σ2)/2 et p = (σ1 +σ2)/2, où σ1 et σ2 sont les valeurs
propres du tenseur σ. Il est à noter que pour une configuration triaxiale en 3D, le facteur
1/2 est remplacé par un facteur 2/5. Cette décomposition du frottement macroscopique
via les paramètres d’anisotropie résulte de la définition micromécanique du tenseur de
contraintes défini comme [94, 106] :

σij =
1

V

∑
c∈V

f ci `
c
i = nc〈fi`j〉, (2.22)

où V est le volume total et nc = Nc/V la densité de contact. En écrivant l’expression de
droite sous forme intégrale, on obtient :

σαβ = nc

∫
Ω

fα`β P`fdf d`, (2.23)

où P`f est la probabilité des produits f` et Ω le domaine d’intégration. En supposant que
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les vecteurs n, f et ` sont indépendants, l’expression 2.23 devient :

σij = nc

π∫
0

{〈`n〉(θ) ni(θ) + 〈`t〉(θ) tj(θ)}

{〈fn〉(θ) ni(θ) + 〈ft〉(θ) tj(θ)}P (θ) dθ.

(2.24)

Faisant apparâıtre ainsi les distributions angulaires introduites précédemment.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté le cadre des simulations numériques par
éléments discrets en mettant l’accent sur la dynamique de contacts (CD). Un avantage
majeur de la méthode CD est de permettre de simuler les particules polyédriques sans
introduire des lois de force artificielles pour les contacts face-face et face-arête. Par ailleurs,
la méthode CD rend compte d’une manière rigoureuse du caractère rigide des contacts et
permet ainsi de prendre directement en compte les déformations plastiques des milieux
granulaires.

Dans une seconde partie, nous avons présenté plusieurs outils d’analyse de la micro-
structure. Il faut noter que les concepts et résultats présentés dans ce chapitre ne couvrent
que ceux qui sont les plus directement liés aux travaux de cette thèse. En effet, la frag-
mentation des particules résulte d’un comportement collectif lequel va dépendre de l’hété-
rogénéité du milieu en termes de forces. En ce sens, la fragmentation d’une particule dépend
de la manière dont elle est connectée et sollicitée au sein d’un système granulaire. Ainsi, la
modélisation numérique discrète va nous permettre d’avoir accès aux différents mécanismes
locaux en jeu et de faire varier systématiquement les propriétés physiques du matériau.
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“ Geometry does not teach us to draw lines,
but requires them to be drawn ; for it requires
that the learner should first be taught to des-
cribe these accurately ; then it shows how by
these operations problems may be solved. The
solution of these problems is required from me-
chanics ; [...] it is the glory of geometry that
from those few principles, it is able to produce
so many things. ”

I. Newton

Chapitre 3

Fragmentation d’un grain individuel

D
ans ce chapitre, nous proposons un modèle numérique de fragmentation 3D où des
particules polyédriques sont discrétisées en cellules polyédriques via une tessellation
de Voronöı. Ce modèle aussi connu sous le nom de “Bonded Cell Method" (BCM)

est une extension au cas 3D d’un modèle précédent développé en 2D [104]. Les cellules sont
liées entre elles par des interactions cohésives normales et tangentielles. Cette méthode
est implantée dans le cadre de la méthode CD et appliquée pour étudier la rupture d’une
particule soumise à une compression diamétrale. Nous nous intéressons à l’effet du maillage
(taille et forme) ainsi qu’à l’effet des contraintes internes sur la résistance macroscopique.
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3.1 Modèle numérique 3D : Modèle de cellules collées

3.1.1 Géométrie des grains et des fragments

Le modèle tridimensionnel que nous proposons consiste en la division de chaque par-
ticule en cellules de Voronöı polyédriques collées entre elles via une cohésion normale et
tangentielle. Une tesselation effectuée avec la méthode de Voronöı est une partition d’un
espace donné X dans RN via un groupe de points, aussi connus sous le nom de générateurs
{Pj}. La propriété principale de cette sous-division est qu’un point x, pris de manière aléa-
toire, appartient à une cellule de Voronöı Vi si la distance entre le point et le générateur
Pi de la cellule correspondante (d(x, Pi)) est minimale [110]. Il est possible alors d’écrire la
définition d’une cellule de Voronöı Vi de façon compacte comme suit :

Vi = {x ∈ X | d(x, Pi) < d(x, Pj) ∀ j 6= i}. (3.1)

Les Figs. 3.1(a) et 3.1(b) montrent deux exemples de tesselation de Voronöı pour un
espace 2D carré ou 3D cubique, où on voit la position des générateurs (en noir) et des
cellules (en différentes couleurs).

(a) (b)

Figure 3.1 – Exemples des tesselations de Voronöı pour un espace (a) bidimensionnel carré
composé de 8 générateurs, et (b) tridimensionnel cubique composé de 24 générateurs. Les
points noirs montrent les générateurs et chaque cellule est représentée par une couleur
différente.
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En 3D, la tesselation de Voronöı produit toujours des polyèdres convexes qui partagent
des faces communes si la région X est également convexe. Une tesselation barycentrique
a une propriété supplémentaire : les générateurs correspondent aussi aux barycentres des
cellules. Normalement, les points {Pj} sont distribués de manière aléatoire dans l’espace
et les coordonnées des barycentres {cj} ne cöıncident pas nécessairement avec celles des
générateurs. Une technique itérative connue sous le nom de méthode de Lloyd nous permet
de contrôler cette dislocation des barycentres. L’algorithme de la méthode de Lloyd peut
être résumé comme suit :

Algorithme 2 Calcul d’une tesselation de Voronöı barycentrique.

Résultat : Définition des cellules de Voronöı
1 Définition de l’espace X

2 Sélection aléatoire des générateurs {Pj}
3 Définition des cellules {Vj} correspondantes
4 Calcul des coordonnées des barycentres des cellules {cj}
5 tant que un critère de convergence basé sur d({Pj}, {cj}) n’est pas satisfait faire
6 remplacement des points {Pj} par les positions des barycentres {cj}
7 calcul des nouvelles cellules {Vj}
8 calcul des nouveaux barycentres {cj}
9 fin

Le critère de convergence utilisé est :

ncl∑
j=1

d(Pj, cj)

ncl∑
j=1

rj

≤ λ, (3.2)

avec ncl le nombre de cellules, et rj un rayon équivalent pour chaque cellule j. Ce rapport
entre la somme des distances entre générateurs et barycentres, normalisé par la somme des
rayons équivalents, doit être inférieur ou égal à une tolérance λ. Le paramètre λ s’interprète
alors comme une mesure de l’irrégularité de la forme des cellules polyédriques. Des petites
valeurs de λ produisent des polyèdres de taille et forme similaire, tandis que son augmenta-
tion génère une dislocation croissante entre les barycentres et les générateurs, ainsi qu’une
variation des tailles et des formes des cellules. La Fig. 3.2 montre deux exemples en 2D de
l’effet de λ sur la géométrie des cellules, l’une pour une valeur très petite de λ devant 1
et l’autre pour λ = 0.8. Il est à noter que dans le cadre de ce travail, nous avons utilisé le
code NEPER [118] pour la discrétisation de nos particules en cellules de Voronöı.

Dans nos simulations, nous avons choisi d’utiliser des particules de forme d’icosaèdre
tronquée. Ces polyèdres convexes semi-réguliers sont composés de 60 sommets, 20 faces
hexagonales et 12 faces pentagonales. Ils appartiennent au groupe des solides d’Archimède
et représente un bon compromis entre un nombre relativement faible de faces tout en
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(a) (b)

Figure 3.2 – Exemples des tesselations 2D d’une région carrée pour une valeur de désordre
géométrique (a) λ = 1× 10−4 et (b) λ = 0.8.

conservant une forte symétrie et une bonne sphéricité (la sphéricité d’un icosaèdre tronqué
est de l’ordre Ψ = 0.97). Pour cette raison, des comparaisons éventuelles avec des essais
expérimentaux menés sur des sphères est possible. Par ailleurs, la construction numérique
de ces particules est facile et l’espace utilisé en mémoire pour stocker leur géométrie est
relativement faible.

La Fig. 3.3 montre plusieurs exemples d’icosaèdres tronqués où on voit des exemples de
discrétisation avec différents nombres de cellules et une valeur du paramètre de désordre
λ = 0.25. On y voit également des polyèdres composés de ncl = 250 cellules mais avec
différentes valeurs de λ. Il est important de signaler que dans le cas d’un assemblage de
grains sécables sous chargement, la taille initiale des grains et la taille de leur cellules vont
déterminer les limites supérieure et inférieure de la distribution granulométrique.

3.1.2 Loi d’interaction entre cellules

Avec une discrétisation en cellules de Voronöı, les faces des cellules voisines sont confon-
dues et elles sont représentées toujours par trois points de contact. Pour assurer la cohésion
d’un grain, il faut introduire des forces d’adhésion entre cellules via des interactions cohé-
sives normales et tangentielles sur leurs faces communes. Les contacts entre cellules peuvent
alors s’ouvrir si les forces normales ou tangentielles atteignent respectivement le seuil f cn ou
f ct . Nous allons supposer que le seuil en traction pour chaque point de contact est donné par
f cn = CnS/3 où Cn est la résistance en traction du matériau et S est la surface de contact.
De la même manière, le seuil en force est donné par f ct = CtS/3 où Ct est la résistance en
cisaillement dans la direction tangentielle. Nous supposerons aussi que Cn et Ct sont des
paramètres indépendants. Lorsqu’une force inter-cellulaire atteint l’un des deux seuils, un
plan de rupture est créé entre les deux cellules et leur interaction est régie par la loi de
contact frottante avec un coefficient de frottement µcl.

Dans le cadre de la méthode CD, les contacts cohésifs entre cellules sont traités en
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

Figure 3.3 – Exemples de grains composés de (a) 5, (b) 25, (c) 60, (d) 250 cellules avec
λ =0.25. En bas, grains composés de 250 cellules et λ =0.005 (e), λ =0.05 (f) et λ =0.5
(g).

ajoutant à chaque point de contact la force seuil aux conditions de Signorini et de frottement
de Coulomb : {

un > 0 ⇒ fn = 0

un = 0 ⇒ fn + CnS/3 > 0
, (3.3)

et 
ut > 0 ⇒ ft = −CtS/3
ut = 0 ⇒ −CtS/3 ≤ ft ≤ CtS/3 .

ut < 0 ⇒ ft = CtS/3

(3.4)

La Fig. 3.4 montre ces relations de complémentarité sous forme de graphes.
La construction des grains à partir du maillage de Voronöı 3D et les lois d’interaction

entre cellules ont été implantées sur la plate-forme logicielle LMGC90.

3.2 Compression de grains individuels

Avant de considérer la compaction des assemblages de grains, nous allons étudier dans
cette section la fragmentation d’un grain de rayon moyen R placé entre deux parois rigides
comme dans un essai brésilien. Les deux parois sont placées de part et d’autre du polyèdre
sur les faces hexagonales. Sur la plaque supérieure une charge contrôlée fa est appliquée de
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(a) (b)

Figure 3.4 – Loi de contact cohésif dans la directions (a) normale et (b) tangentielle dans
le repère de contact.

telle sorte que les forces de contact entre les cellules augmentent graduellement. Néanmoins,
les particules étant parfaitement rigides, aucune déformation n’a lieu tant que les forces
inter-cellulaires n’atteignent l’un des deux seuils en contraintes. Lorsqu’une charge critique
fc est atteinte, des contacts inter-cellulaires commencent à céder et le grain se fragmente
en plusieurs morceaux.

La Fig. 3.5 montre quelques instantanés d’une particule lors de sa fragmentation. On
voit que le mode et l’évolution des ruptures est en bon accord avec des expériences physiques
où, typiquement, des fissures verticales se développent graduellement ; voir par exemple Ref.
[156]. La fragmentation qui suit est un processus fortement dynamique qui demande un
contrôle fin du déplacement des parois, mais étant donné que l’on s’intéresse à la résistance
fc des grains, nous arrêtons le chargement dès que la particule commence à s’effondrer.

La contrainte compressive moyenne dans la direction du chargement pour la plus grande
section du grain d’aire ' πR2 est approximativement donnée par fa/πR

2. Cependant, la
contrainte maximale en traction est inconnue et elle peut être plus grande que la contrainte
en compression. De plus, une distribution hétérogène des forces de contact entre cellules
est toujours observée lors du chargement même si un grand nombre de cellules est utilisé,
comme cela est illustré sur la Fig. 3.6. Les forces compressives sont alignées préférentielle-
ment dans la direction du chargement alors que les forces de traction sont orientées plutôt
dans le plan transversal au chargement.

À l’aide du tenseur des contraintes de l’assemblage de cellules, nous pouvons montrer
que la contrainte verticale moyenne σcz est donnée par

σcz =
1

V

∑
α∈V

fαz `
α
z , (3.5)

où V est le volume du grain, α est l’identifiant de chaque contact entre cellules, fz est la
composante verticale de la force de contact, et `z est la composante verticale des vecteurs
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Figure 3.5 – Instantanés d’un grain composé de 75 cellules lors de sa fragmentation. La
formation de fissures plutôt orientées dans la direction du chargement est visible ainsi que
leur propagation et l’augmentation de leur épaisseur.

Figure 3.6 – Distribution des forces entre cellules pour un grain composé de 150 cellules.
L’épaisseur des traits est proportionnelle à la force normale aux contacts. Les traits rouges
correspondent à des forces compressives tandis que les traits bleues sont des forces en
traction.
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branche entre les cellules. Il est à noter également que, afin d’éviter des gradients dus aux
poids propres des cellules, la force de gravité est fixée à 0 dans nos simulations.

3.2.1 Effet des paramètres géométriques du maillage

Nombre de cellules

Pour étudier l’influence des paramètres numériques sur la fragmentation des grains,
dans cette partie nous allons analyser l’effet du nombre de cellules ncl sur la résistance
mécanique d’un grain. La résistance entre cellules est fixée à Cn = Ct = 1 MPa, le désordre
géométrique est λ = 0.25, et le coefficient de frottement est µcl = 0.4. Les valeurs de ces
paramètres correspondent à une résistance à la traction typique de minerais fragiles [98]
et à un coefficient de frottement d’un matériau granulaire faiblement anguleux. De même,
la valeur de λ assure une bonne répartition des formes et tailles des cellules et, comme on
verra plus bas, elle évite aussi la formation des colonnes avec une forte concentration des
forces de contact.

La Fig. 3.7 montre la résistance verticale σcz normalisée par la résistance interne Cn en
fonction de ncl. Chaque point sur la figure est une moyenne sur 10 essais de compression
effectuées sur des grains qui diffèrent seulement par la configuration spatiale des cellules.
Les barres d’erreur représentent les valeurs maximales et minimales pour chaque groupe
de simulations.

On remarque d’abord une grande variabilité de résultats, particulièrement pour les
grains composés d’un petit nombre de cellules. Cette grande variabilité pour des grains à
petit nombre de cellules reflète l’hétérogénéité des forces entre cellules. En effet, il peut
arriver que le grain se fragmente complètement à cause de la rupture d’un unique contact
entre cellules. Les valeurs moyennes pour les grains à petit nombre de cellules peuvent donc
conduire à des cas de rupture exceptionnelle.

Néanmoins, on peut noter que la résistance moyenne augmente avec ncl et devient
indépendante de ce paramètre pour des grains composés d’au moins ' 40 cellules. La
valeur de la résistance en compression se stabilise autour 1.25Cn. Si l’on imagine un grain
en traction dont les contacts entre cellules sont alignés, on devrait retrouver Cn comme la
résistance à la traction du grain, ce qui montre que la résistance à la compression n’est pas
simplement contrôlée par la résistance à la traction entre cellules. Nous allons voir plus
bas comment d’autres paramètres tels que la géométrie des cellules et leur configuration
influencent la valeur de la résistance à la compression.

Désordre géométrique λ

Pour identifier l’effet de λ sur la résistance à la compression, nous considérons des grains
composés de 150 cellules et d’un degré de désordre géométrique variant dans l’intervalle
[0, 1]. La Figure 3.8 montre la résistance verticale normalisée σcz/Cn en fonction de λ. Pour
les valeurs de λ comprises entre 0 et 0.05, la résistance diminue très rapidement. Après une
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Figure 3.7 – Évolution de la tenue mécanique en fonction du nombre de fragments poten-
tiels. Chaque point représente une moyenne sur au moins 10 configurations différentes des
cellules et les barres d’erreur représentent les valeurs maximales et minimales obtenues.

variation non linéaire, la résistance tend vers une valeur pratiquement constante de 1.25Cn
pour des valeurs de λ ≥ 0.2.

La forte variation de la résistance à la compression observée entre 0 . λ . 0.1 s’ex-
plique par le fait que pour les faibles valeurs de λ la configuration des cellules au sein des
grains est très ordonnée. Ces configurations présentent une faible variabilité d’orientation
des contacts, ce qui leur permet de supporter une charge importante au travers des ar-
rangements de cellules en forme de colonnes. En conséquence, les forces de traction dans
la direction latérale sont beaucoup plus faibles. Mais, lorsque λ augmente, la charge est
transmise d’une manière plus homogène et les forces de traction qui en résulte dans la
direction latérale sont plus importantes ; voir Fig. 3.9.

3.2.2 Effet des paramètres mécaniques

Nous allons à présent nous concentrer sur la variabilité de la résistance à la compres-
sion des grains en fonction des paramètres mécaniques Cn, Ct et µcl entre cellules. Nous
étudierons également l’effet que des pré-fissures peuvent avoir sur la résistance mécanique.
Dans ce qui suit, nos grains sont discrétisés en 150 cellules avec λ = 0.25, ce qui devrait
suffire pour assurer une bonne représentativité des résultats.

Contraintes inter-cellulaires

Étant donné que les contraintes et les forces à l’intérieur de la particule se mettent
à l’échelle avec la force appliquée, on s’attend naturellement à ce que la résistance ma-
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Figure 3.8 – Évolution de la résistance des grains en fonction du degré de désordre géomé-
trique λ. Chaque point représente la valeur moyenne pour au moins 10 simulations et les
barres d’erreur montrent les valeurs maximales et minimales.

(a) (b)

Figure 3.9 – Instantanés de deux grains composés de 150 cellules dont l’irrégularité des
cellules varie entre (a) λ ' 0 et (b) λ = 1. Les barres rouges montrent des forces en
compression et les barres bleues les forces en traction. Leur épaisseur est proportionnelle à
la force normale au contact.

61



3. Fragmentation d’un grain individuel

Figure 3.10 – Évolution de la résistance des grains en fonction de la résistance nor-
male entre cellules Cn pour différentes valeurs de la résistance tangentielle Ct. Les cercles
montrent les valeurs de la résistance pour Cn = Ct dont la pente est ' 1.25.

croscopique de la particule soit une fonction linéaire de la résistance à la traction Cn des
contacts intercellulaires. Néanmoins, nous nous attendons également à ce que la contrainte
de cisaillement Ct joue un rôle crucial puisqu’il suffit que le contact glisse pour que les
contraintes internes (normales et tangentielles) s’annulent à ce contact. Ainsi, pour explo-
rer les rôles respectifs de Ct et Cn, nous avons réalisé un grand nombre de simulations en
faisant varier ces deux paramètres de 0.25 à 8 MPa.

La Fig. 3.10 montre l’évolution de la résistance des grains en fonction de Cn pour
différentes valeurs de Ct. Chaque point sur la figure représente une moyenne sur au moins
10 simulations indépendantes. On observe une relation non linéaire entre la résistance d’un
grain et les deux paramètres de résistance entre cellules. Pour des faibles valeurs de Cn, σ

c
z

est plutôt faible mais il peut augmenter d’un facteur 20 aux plus grandes valeurs de Ct.
Par contre, pour des valeurs les plus élevées de Cn, σ

c
z varie juste d’un facteur 4 pour la

même augmentation de Ct. Cela suggère que, bien que Cn et Ct soient découplées dans le
modèle numérique, l’effet de Ct dépend de Cn. La même figure montre que la résistance des
grains augmente de manière linaire lorsque Cn = Ct avec un coefficient de proportionnalité
de ' 1.25.

Le comportement non linéaire observé sur la Fig. 3.10 peut être attribué au changement
du mode de rupture des contacts qui dépend du rapport Ct/Cn. Pour des petites valeurs de
Ct par rapport à Cn, la rupture par glissement entre cellules nécessite moins d’énergie, ce
qui favorise la rupture par glissement. Pour les grandes valeurs de Ct, le mode de rupture
par traction domine la rupture par perte des contacts cohésifs en traction.

Pour montrer la pertinence de cette analyse, nous avons tracé sur la Fig. 3.11 la résis-
tance normalisée σcz/Cn des grains en fonction du rapport Ct/Cn. Avec cette normalisation
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3. Fragmentation d’un grain individuel

Figure 3.11 – Évolution de la résistance des grains normalisée par la résistance à la traction
entre cellules en fonction du rapport entre la résistance au cisaillement et la résistance en
traction. Les lignes en pointillées montrent des ajustements par une loi de puissance.

toutes les données se mettent sur une courbe unique. On peut y distinguer deux régimes
pour Ct < Cn et Ct > Cn. Dans les deux régimes σcz/Cn peut être décrit comme loi de
puissance en fonction de Ct/Cn mais avec des exposants α et β différents :

σcz
Cn

= 1.25×


(
Ct

Cn

)α
Ct ≤ Cn(

Ct

Cn

)β
Ct > Cn

(3.6)

où α ' 0.5 et β ' 0.8.
L’équation 3.6 montre que pour Ct ≤ Cn, la résistance à la compression peut être

réécrite comme σcz = 1.25
√
CnCt. Cette écriture implique que pour Cn = Ct, la résistance à

la compression augmente linéairement avec Cn, comme observé également sur la Fig. 3.10.
Pour Ct > Cn, la relation est de la forme σcz ' 1.25C0.2

n C0.8
t . Cette relation implique que

la résistance d’un grain augmente plus rapidement avec Ct qu’avec Cn. Comme l’exposant
β est proche de 1, σcz change de manière quasi-linéaire avec Ct. Ce résultat semble mettre
en défaut l’intuition initiale selon laquelle, dans le régime Ct > Cn, la rupture des contacts
cohésifs en mode traction est privilégiée et donc que c’est Cn qui contrôle la résistance
des grains. En d’autres termes, nous observons ici que les forces en traction sont moins
activées puisque l’équilibre des forces sur une cellule est de plus en plus assurée par les
forces cisaillantes. Cet effet est très similaire à celui induit par le frottement dans les milieux
granulaires. En particulier, de très nombreuses simulations numériques indiquent que la
mobilisation des forces de frottement et l’anisotropie induite par le frottement jouent un
rôle bien plus important dans la résistance au cisaillement pour les empilements de grains
polyédriques que pour des empilements de sphères [14].
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3. Fragmentation d’un grain individuel

Une campagne de simulations additionnelle a mis en évidence que la résistance d’un
grain résulte non nulle pour des valeurs d’adhésion Ct = 0 et Cn > 0. Bien que la résistance
σcz est relativement faible das tels cas, une étude additionnelle sera nécessaire afin de évaluer

la robustesse de l’Éq. 3.6. Très probablement, on devrai ajouter un terme dans l’équation
qui décrit le régime Ct ≤ Cn afin d’implanter ces derniers résultats.

Frottement inter-cellulaire après décohésion

Avant d’arriver à la charge critique fc, un nombre important de ruptures de liens cohé-
sifs (fissuration) a lieu à l’intérieur des grains. Ces contacts peuvent éventuellement trans-
mettre une part de la charge et affecter la résistance du grain. Nous avons mené différentes
simulations en faisant varier le coefficient de frottement µcl entre 0 et 1 afin d’explorer son
effet. Pour ces simulations, les paramètres Cn et Ct ont été fixés à 1 MPa.

La Fig. 3.12 montre la résistance des grains en fonction de µcl. Chaque point représente
5 simulations indépendantes et les barres d’erreur montrent les valeurs maximales et mi-
nimales. Nous observons un très léger effet du frottement sur la valeur de résistance des
grains de sorte que la résistance reste globalement constante avec σcz/Cn ' 1.2. L’effet de
µcl est donc négligeable en comparaison aux liens cohésifs entre cellules. Ces liens cohésifs
supportent effectivement des forces de plusieurs ordres de grandeur plus importantes que
les contacts frottants.

Figure 3.12 – Évolution de la résistance des grains normalisée par la résistance à la
traction entre cellules en fonction du coefficient de frottement µcl entre cellules. Les barres
d’erreur montrent les valeurs maximales et minimales respectives.
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3. Fragmentation d’un grain individuel

Figure 3.13 – Évolution de la résistance des grains normalisée par la résistance à la traction
entre cellules en fonction de la proportion Pf de contacts inter-cellulaires supprimés au
début de la simulation.

Pré-fissuration des liens cohésifs

Nous avons exploré également l’effet d’inclusion de pré-fissures sur la résistance d’une
particule. Pour ce faire, nous avons réalisé des simulations numériques en supprimant ini-
tialement une certaine fraction de contacts cohésifs. La Fig. 3.13 montre l’évolution de
la résistance des grains en fonction de la proportion Pf des contacts pré-fissurés. Comme
attendu, on observe une décroissance graduelle de la résistance des grains lorsque Pf aug-
mente. Le taux de diminution de la résistance semble être divisé en deux régimes distincts :
l’un entre 0 < Pf < 0.5 et l’autre pour des valeurs de Pf supérieures. Cette transition au-
tour de 50% de pré-fissures suggère que la percolation du réseau de fissures est centrale
dans l’analyse de la résistance des grains fissurés.

La Fig. 3.13 indique en même temps qu’un grand nombre de contacts cohésifs entre
cellules sont redondants dans la mesure où le grain garde une résistance relativement im-
portante même en supprimant la cohésion sur 50% des contacts.

Pour aller plus loin dans cette analyse, nous présentons sur la Fig. 3.14(a) le nombre
ηb de fragments détachés de la particule originelle en fonction de la proportion de fissures

(avant la compression). Étant donné qu’un fragment peut être composé d’une ou plusieurs
cellules, nous présentons aussi sur la Fig 3.14(b) le nombre moyen de cellules par fragment
normalisé par le nombre total de cellules dans l’agrégat aussi en fonction de Pf . Nous
pouvons remarquer que ηb est négligeable tant que Pf < 0.5. Au delà, ηb augmente rapi-
dement. Les fragments sont alors composés de plusieurs cellules. C’est au même instant
que l’évolution de la résistance en fonction du taux de fissuration subit un changement de
comportement comme on l’a vu sur la Fig. 3.13. Ainsi, à partir de ' 50% de fissuration la
résistance obtenue n’est plus celle du grain originel mais celle d’un sous-ensemble connexe
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(a) (b)

Figure 3.14 – (a) Évolution du nombre de fragments détachés du grain, normalisé par le
nombre total de cellules en fonction de la proportion de contacts fissurés ; (b) le nombre
moyen de cellules par fragment détaché normalisé par le nombre total de cellules de la
particule intacte.

de cellules.

Variabilité de la résistance des grains

Les analyses présentées ci-dessus portent sur des valeurs moyennes obtenues à partir de
plusieurs configurations indépendantes. Or, des fluctuations de résistance sont observées
et les particules peuvent survivre sous la charge appliquée alors même que la contrainte
de compression est supérieure à la résistance entre cellules. Ces fluctuations sont aussi ob-
servées dans des expériences menées sur des roches et des agglomérats de particules fines
[85, 67]. De telles fluctuations reflètent la présence et la répartition des défauts (géomé-
trique ou mécanique) au sein des particules. Leur présence va induire des concentrations
de contraintes lesquelles peuvent varier en fonction du rapport entre la taille moyenne des
défauts et la taille des grains [98, 104].

Dans nos simulations, la taille des particules est constante et le nombre ncl des cellules
varie dans une gamme limitée de valeurs, de sorte que les plus grands agrégats contiennent
seulement 250 cellules. Ce nombre est petit pour permettre une analyse de l’effet de taille.
Pour cette raison, dans ce qui suit nous nous concentrons sur la variabilité de la résistance
seulement pour les particules composées de 150 cellules. Sur ces particules, nous pouvons
effectuer une analyse approximative de la probabilité de survie Ps ; voir Sec. 1.2.1.

La Fig. 3.15 présente la probabilité Ps en fonction de la chargé appliquée σh normalisée
par Cn. Ces résultats correspondent au cas où Cn = Ct. Cette représentation en échelle
log-log est en accord avec la distribution de Weibull :

Ps(σh) = e−(σh/σ0)m , (3.7)

où σ0 = kCn est un paramètre d’échelle, et m est le module de Weibull. À partir des simu-
lations, on trouve m ' 2. Cette valeur est inférieure à celles trouvées dans des expériences
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3. Fragmentation d’un grain individuel

où m varie entre 3 et 10 [67, 98, 85]. Cette faible valeur de m indique que la contrainte de
rupture présente une variabilité importante autour de sa valeur moyenne et une prédiction
de la charge limite d’un grain devra inclure une marge d’erreur conséquente conséquente.

Figure 3.15 – Probabilité de survie des grains composés de 150 cellules en fonction de la
contrainte moyenne appliquée.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté le modèle de fragmentation 3D développé
dans le cadre de la méthode de Dynamique des Contacts. Ce modèle est fondé sur la
discrétisation des grains en cellules polyédriques via une tessellation de Voronöı. Les cellules
interagissent au travers d’une cohésion normale Cn et une adhérence tangentielle Ct. Ce
modèle est une extension au cas 3D du modèle de cellules liées (BCM pour Bonded Cell
Method).

Ensuite, une étude systématique et détaillée sur l’effet des paramètres du modèle a
permis de mettre en évidence plusieurs effets :

1. La résistance des particules à la rupture augmente avec le nombre de cellules et se
stabilise à environ 1.25 fois la contrainte normale en traction.

2. Au fur et à mesure que le désordre géométrique (quantifié par un degré d’irrégularité
sur la forme des cellules de Voronöı) augmente, la résistance à la rupture diminue et
se stabilise à valeur bien définie.

3. La résistance à la rupture, normalisée par la contrainte normale en traction, augmente
en fonction du rapport Ct/Cn, définissant deux régimes séparés par Ct/Cn = 1.

4. Dans les deux régimes, la résistance à la rupture augmente en loi de puissance.
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5. Les fluctuations de la résistance des particules sont compatibles avec la statistique
de Weibull.

Ces études préliminaires nous ont permis d’optimiser le choix des paramètres numé-
riques et mécaniques afin d’étudier la compaction des assemblages de grains sécables soumis
à la compression uniaxiale. C’est ce que nous allons présenter dans le chapitre suivant.
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“ It is like being lost in a jungle and trying to
use all the knowledge that you can gather to
come up with some new tricks, and with some
luck you might find a way out. ”

M. Mirzakhani

Chapitre 4

Compaction uniaxiale d’assemblages

de grains sécables

D
ans ce chapitre, nous appliquons la méthode de cellules collées à l’étude d’assem-
blages composés d’un grand nombre de grains (eux-mêmes discrétisés en cellules),
soumis à une compression verticale. Nous nous intéressons à la variation de la com-

pacité, à l’évolution de la distribution des tailles de particules et à la transmission des
efforts en fonction de résistance interne des particules. L’objectif est d’obtenir une des-
cription microscopique du processus de compaction et du rôle de la fragmentation des
particules.
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4.1 Procédures numériques

Dans cette section, nous allons présenter des simulations et analyses du comportement
d’assemblages de grains sécables sous chargement uniaxial confiné. Ces assemblages ont été
préparés en déposant entre 1,000 et 2,500 dodécaèdres dans une bôıte de forme cubique à
l’aide d’un algorithme de dépôt géométrique par couches successives [148]. La distribution
des tailles des particules est quasi-monodisperse. Ces assemblages sont d’abord soumis à
une compression isotrope en appliquant des contraintes constantes sur les 6 parois de la
bôıte. Pendant cette phase, le coefficient de frottement et la gravité sont fixés à 0 pour
assurer l’homogénéité macroscopique de l’échantillon. La compression isotrope est arrêtée
lorsque le volume de la bôıte et les forces de contact tendent vers une valeur constante
avec des variations inférieures à 1% par rapport à leurs valeurs moyennes. Dans cet état,
on considère que le système a atteint l’équilibre.

Une fois stabilisé, les parois latérales et inférieures sont bloquées. Chaque particule
est alors divisée en ncl ∈ [10, 30] cellules avec λ = 0.25. Cette valeur de λ assure un
comportement en rupture pratiquement indépendant de la distribution des cellules, comme
nous l’avons vu dans le chapitre précédent. Dans tous les essais, nous avons choisi Cn = Ct
et le coefficient de frottement pour les contacts non cohésifs (rompus) entre cellules est
fixé à µcl = 0.4. Nous avons réalisé trois simulations de compaction avec trois valeurs
de Cn = Ct : 0.1, 1 et 10 MPa. Nous allons utiliser la contrainte σr = 1 MPa comme
contrainte de référence, et donc la résistance interne des grains dans les trois essais sont
respectivement les multiples 0.1σr, σr et 10σr.

Le coefficient de frottement entre les particules est aussi fixé à 0.4 alors que celui avec
les parois est nul afin de minimiser l’effet des parois sur le comportement de l’assemblage.
La compression uniaxiale est effectuée via la compression d’un ressort superposé à la paroi
supérieure et comprimé à une vitesse constante vh ; voir Fig 4.1. Il est à noter que l’emploi
d’un ressort a pour objectif d’exercer une force qui augmente graduellement, mais aussi
d’éviter des cascades de fragmentations des particules en permettant à la force exercée sur
la paroi supérieure de diminuer lors de tels événements. La raideur du ressort a été fixée
de telle sorte que, à chaque pas de temps, l’augmentation de la contrainte axiale liée à un
déplacement vhδt soit inférieure à 0.001σr. La déformation verticale cumulée est définie
comme εh = δh/h0 où δh est le déplacement de la paroi supérieure et h0 est la hauteur
initiale de la bôıte.

Il est important de signaler que ces simulations sont très coûteuses en temps de calcul.
Par exemple, dans le cas de l’échantillon composé de 1,000 particules et 10 cellules par
particule, le nombre d’interactions cohésives s’élève à ' 60,000 au début de la compaction.
Si on prend en compte les contacts frottants entre grains et avec les parois, on trouve au
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Figure 4.1 – Schéma de la configuration géométrique et des conditions limites des essais
de compaction uniaxiale.

total 110,000 interactions. D’ailleurs, on a observé qu’en moyenne l’algorithme de réso-
lution des contacts effectue entre 600 et 2,000 itérations sur toute la liste d’interactions
pour converger vers une solution qui atteint les critères typiques de convergence dans la
simulation de corps polyédriques. Dans le cas de l’échantillon composé de 2,500 particules
et 30 cellules par particule, le nombre d’interactions cohésives peut s’élever à 300,000.

Sur les Figs. 4.2 (a) et (b), nous présentons l’échantillon de 1000 particules au début et
à la fin du chargement. Les Figs. 4.2 (c) et (d) montrent l’échantillon de 2,500 particules.
Pour ce dernier cas, la première image correspond au début de la simulation alors que la
deuxième montre l’état le plus avancé qui a été possible d’obtenir avec la puissance de
calcul et le temps disponibles depuis le lancement des simulations en troisième année de
thèse. Dans ce qui suit, nous présentons les résultats uniquement dans le cas de l’échantillon
composé de 1,000 particules.

4.2 Comportement macroscopique

4.2.1 Charge, déformation et volume

La Fig. 4.3 montre la déformation verticale en fonction de la contrainte axiale σh nor-
malisée par σr dans les trois essais avec Cn = Ct ∈ [0.1, 1.0, 10.MPa]. La vitesse de poussée
vh est la même dans les trois cas.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.2 – Instantanés d’un échantillon composé de 1,000 particules et 10 cellules par
particule (a) au début de la compaction et (b) pour une déformation εh ' 15%, et d’un
échantillon composé de 2,500 particules et 30 cellules par particule (c) au début du char-
gement et (d) pour une déformation εh ' 9%.
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L’évolution de la déformation est non linéaire à deux niveaux : 1) au niveau de la
tendance globale et 2) au niveau des petites déformations. Au niveau de la tendance globale,
on peut distinguer trois régimes successifs. Pour Cn = Ct = 0.1σr et σr, on observe une
augmentation rapide de la déformation jusqu’à une valeur de l’ordre de εh ' 0.04. Puis,
une augmentation moins rapide (taux de déformation plus faible) est observée jusqu’à
εh ' 0.1, suivie d’un régime asymptotique avec une évolution encore plus lente malgré une
augmentation continue de la contrainte. Pour Cn = Ct = 10σr, on observe une relation
quasi-linéaire jusqu’à σh ' σr suivie d’une évolution plus rapide dans le deuxième régime
et puis un régime asymptotique marqué par un taux similaire aux cas précédents.

Au niveau des petites déformations, l’évolution de la contrainte axiale passe par des
phases d’augmentation continue suivies de relaxations rapides qui reflètent les événements
de glissement ou de ruptures des particules dans l’échantillon. Un exemple est présenté dans
l’encart de la Fig. 4.3. Pour une évolution régulière de la déformation, il est nécessaire que
le temps de relaxation de ces événements soit petit devant celui du ressort, ce qui est le cas
pour les trois valeurs de résistance interne. Pour montrer que ces événements impliquent
des ruptures des particules, nous avons présenté sur la Fig. 4.4 l’ensemble de fragments
produits pendant le laps de temps indiqué sur l’encart. Les grains en gris foncé sont les
particules originelles qui ont donné naissance à des fragments marqués en rouge. On voit
que des ruptures se produisent dans tout l’échantillon.

Afin de comparer ces courbes avec celles souvent présentées en mécanique des sols, il
est intéressant de représenter les mêmes données sous la forme de l’évolution de l’indice
des vides, défini comme e = Vv/Vs, où Vv est le volume des vides interstitiels et Vs est le
volume des particules. La Fig. 4.5 montre e en fonction de la charge axiale σh. Avec cette
représentation, nous pouvons distinguer une première étape de réduction de volume, suivie
d’un régime de transition, et enfin un régime de diminution rapide de l’indice des vides.
L’aspect global de ces courbes (en échelle semi-logarithmique) est assez proche de celles
obtenues expérimentalement sur les sols.

En particulier, le régime asymptotique correspond ici à une relation presque logarith-
mique entre l’indice des vides et la contrainte exercée. Pour les deux premiers régimes, nos
courbes reflètent aussi les effets de taille fini et les effets liés à la présence des parois. Le
régime asymptotique résulte clairement de la fragmentation continue des particules et de
leurs déplacements permettant aux fragments de petites tailles engendrés pendant la com-
paction de remplir progressivement les pores laissées entre les fragments de plus grandes
tailles. Sans ruptures des particules, l’indice des vides ne peut guère descendre sous la barre
de 0.5. Pour mieux comprendre ces tendances, nous allons étudier l’évolution des tailles
des particules.

4.2.2 Évolution des tailles des particules

La Fig. 4.6 montre l’évolution de la taille moyenne 〈d〉 des particules normalisée par le
diamètre maximum dans l’échantillon en fonction de la contrainte axiale. La taille moyenne
est calculée à partir du diamètre équivalent de chaque agrégat ou fragment dont le volume
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Figure 4.3 – Évolution de la déformation axiale en fonction de la charge exercée. L’encart
montre un zoom sur un événement de déformation rapide.

Figure 4.4 – Instantané de l’échantillon avec Cn = Ct = 1.0σr, au début d’un événement
de fragmentation. Les particules en couleur rouge sont les nouveaux fragments pendant
la courte période indiquée sur l’encart. En couleur gris claire sont présentés les agrégats
originels qui ont donné naissance à des fragments.
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Figure 4.5 – Évolution de l’indice de vides en fonction de la contrainte axiale.

est toujours connu. On observe que des événements de rupture se produisent dès le début
de la compression malgré le faible niveau de contraintes. Mais pour une résistance interne
plus faible des grains, le taux de réduction initiale des tailles est plus important. Par
ailleurs, on s’attendait à voir que pour Cn = Ct = 10σr, les grains ne commencent à se
fragmenter que pour des valeurs beaucoup plus élevées de la contrainte axiale et que la
taille moyenne des grains reste proche de la taille initiale. Or, on observe que non seulement
la fragmentation commence dès le début de la compaction, mais que la taille des particules
diminue pratiquement avec le même taux que pour les valeurs plus faibles de la résistance
interne. Pour cette raison, la taille moyenne ne se met pas à l’échelle (c’est-à-dire les trois
courbes ne se superposent pas) lorsqu’on normalise la contrainte axiale par la résistance
interne. On verra plus loin que ce phénomène est lié à la forte concentration des contraintes
à l’intérieur des grains, ce qui conduit à l’abrasion des grains par rupture en cisaillement
et donc une réduction continue mais lente de la taille moyenne des fragments.

La Fig. 4.7 montre la densité de probabilité des tailles des fragments normalisés par le
diamètre maximal pour Cn = Ct = 0.1σr et Cn = Ct = 10σr à différents instants de la
compaction. On voit que la distribution évolue très rapidement d’une distribution quasi-
monodisperse vers une distribution avec un mode centré sur d/dmax ' 0.42 et une longue
queue vers les tailles supérieures. Pour cette partie de la courbe, la densité de probabilité
peut être approchée par une loi de puissance ∝ d−D avec D ' 7/2, ce qui est cohérent
avec les densités de probabilité des tailles représentées en échelle log-log sur la Fig. 4.8. La
partie inférieure de la courbe (d/dmax < 0.4) évolue cependant très peu. Elle correspond à
des fragments composés d’une ou de quelques cellules.

Il est important de noter que la gamme des tailles des fragments due à la tessellation
de Voronöı des grains est comprise entre ' 0.16dmax et 0.58 dmax. On trouve fréquemment
des fragments composés de deux ou trois cellules. Ces agrégats présentent eux aussi une
taille moyenne proche de ' 0.4dmax. La forme générale de la distribution évolue très peu au
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Figure 4.6 – Évolution de la taille moyenne des particules en fonction de la contrainte
verticale appliquée.

cours de la compaction. Il est également difficile de discerner entre les deux distributions
pour 0.1σr et 10σr. Ceci indique que les mécanismes locaux de fragmentation des grains
sont similaires.

(a) (b)

Figure 4.7 – La densité de probabilité de la taille de particules normalisée par la taille
maximale de particule pour l’échantillon avec (a) Cn = Ct = 0.1σr et (b) Cn = Ct = 10.σr.

La Fig. 4.9 présente la distribution cumulée h(d) des volumes des particules (distribu-
tion granulométrique) à différents instants de la compaction. On observe que, indépendam-
ment de la résistance interne des grains, l’évolution de la courbe est plus rapide pour des
fragments de taille supérieur à la taille moyenne d > 0.5dmax.

Le degré d’endommagement de l’échantillon peut être aussi quantifié au travers du
taux de fragmentation relative Br ; voir Sec. 1.2.1. La Fig. 4.10 montre l’évolution de cette
grandeur en fonction de la déformation axiale dans les trois simulations. Dans tous les cas,
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(a) (b)

Figure 4.8 – Les mêmes données que sur la Fig. 4.7 en échelle log-log.

(a) (b)

Figure 4.9 – Distribution granulométrique pour l’échantillon où (a) Cn = Ct = 0.1σr et
(b) Cn = Ct = 10σr, et à différents instants du chargement.

on observe deux étapes bien distinctes. D’abord, Br évolue rapidement pour εh < 0.04.
Ensuite, Br atteint un régime d’évolution lente avec un niveau qui varie suivant la résistance
interne des grains. Pour Cn = Ct = 0.1σr, le taux de fragmentation dépasse 0.4 tandis que
pour Cn = Ct = 10σr, Br ne dépasse pas 0.35. Curieusement, au début du chargement
les pentes de ces courbes sont très similaires, ce qui suggère qu’un nombre de particules
similaire se fragmente toujours à bas niveau de contraintes. Ces ruptures sont liées aux
concentrations de contraintes dès le début du chargement.

4.2.3 Coefficient de pression latérale

Lors de la compaction des échantillons, les parois latérales subissent des pressions laté-
rales qui peuvent varier en fonction de la fragmentation des grains. Dans le cadre de la
mécanique des sols, on sait depuis Rankine [124] que le coefficient de pression latérale,
défini comme K0 = σxx/σzz, où σxx est la contrainte latérale moyenne et σzz = σh est la
contrainte verticale appliquée, varie en fonction de l’angle de frottement macroscopique ϕ
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Figure 4.10 – Évolution du taux de fragmentation relative pour nos trois simulations.

du matériau. Les valeurs de de K0 sont bornées par les deux limites suivantes :

1− sinϕ

1 + sinϕ
< K0 <

1 + sinϕ

1− sinϕ
, (4.1)

connues sous les noms de coefficients de pression passive (limite gauche) et pression active
(limite droite), respectivement.

Sur la Fig. 4.11, on montre l’évolution du coefficient K0, en fonction de la pression
axiale. On observe que pour la première partie de la courbe, où σh . 2σr, K0 diminue
graduellement, et sa valeur varie légèrement en fonction de la résistance interne des grains.

À partir d’une pression axiale σh & 2σr le coefficient de pression latérale se stabilise autour
K0 ' 0.5 dans tous les échantillons. La fragmentation initiale et les réarrangements des
fragments permettent de transmettre de façon plus homogène les contraintes verticales
et semblent être le mécanisme à l’origine de la diminution de la contrainte latérale. Bien
qu’on ne connaisse pas la valeur macroscopique du coefficient de frottement, la compaction
uniaxiale correspond plutôt à l’état de pression passive où la contrainte principale majeure
est verticale. Pour un angle de frottement macroscopique typique (e.g., ϕ ' 30◦), la relation
de Rankine limite le coefficient de pression latérale à l’intervalle [1/3, 3]. Mais en mécanique
des sols, on trouve d’autres analyses en considérant plus particulièrement la géométrie
uniaxiale, qui ne correspond ni à un état actif ni à un état passif. En particulier, d’après
l’analyse de Jaky [99], le coefficient de pression au repos est donné par K0 = 1− sinϕ, qui
est de l’ordre de 0.54 pour ϕ = 30◦. Cette valeur est cohérente avec nos données.
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Figure 4.11 – Évolution du coefficient de pression latérale K0 en fonction de la pression
axiale.

4.3 Microstructure

4.3.1 Production de fragments

La Fig. 4.12 montre le nombre de particules dans l’échantillon (Np) par rapport au
nombre initial (N0

p ) de grains et le nombre de fragments potentiels (Nmax
p ) qui correspond

au nombre total de cellules dans l’assemblage. Le rapport (Np − N0
p )/(Nmax

p − N0
p ) varie

entre 0 et 1, avec 0 à l’état intact et 1 à l’état où tous les agrégats ont été complètement
fragmentés. On peut remarquer que le taux de production de fragments et le nombre final de
particules dépendent de la résistance interne des grains. L’échantillon constitué des grains
dont la résistance interne est la plus faible (Cn = Ct = 0.1σr) présente une production
plus importante de fragments. Dans ce cas, on trouve à la fin de la simulation un nombre
de fragments presque 5 fois le nombre de particules au début de l’essai. Dans le cas où
Cn = Ct = 10σr, la production de fragments est plus faible et le nombre final de fragments
ne dépasse pas 3 fois le nombre initial de grains. Cette différence est essentiellement due
au début de la compaction (le premier régime) où le nombre de fragments produits est
directement contrôlé par la résistance interne. Les taux de production de fragments dans
les deux régimes qui suivent est pratiquement similaire dans les trois simulations. Il est
remarquable que le système conserve la mémoire du premier régime et la différence de
texture entre les trois systèmes à la fin du premier régime n’est pas rattrapée au cours de
la déformation uniaxiale. Ceci indique l’importance des premiers instants de la compaction
pour la texture finale.
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Figure 4.12 – Évolution du nombre de particules dans la bôıte de simulation en fonction
de la pression axiale pour différentes valeurs de résistance interne de grains.

4.3.2 Connectivité

Le nombre de coordination Z nous permet de quantifier à l’ordre le plus bas l’évolution
de la connectivité de l’assemblage pendant la compaction. La Fig. 4.13 montre Z en fonction
de la pression axiale. Pour une contrainte appliquée faible, on observe que Z augmente plus
vite pour les particules les plus fragiles (Cn faible). Cependant, un comportement contre-
intuitif a lieu autour d’un nombre de coordination proche de Z ' 7. On observe que Z
augmente moins vite dans le premier régime pour les particules les plus résistantes mais
celles-ci deviennent finalement les plus connectées à la fin de la compaction.

L’augmentation rapide de Z pour les particules fragiles est due au fait qu’elles peuvent
être pulvérisées, créant ainsi un grand nombre de petits fragments connectés aux plus
grosses particules. Au contraire, les particules les plus résistantes auront tendance à pro-
duire des fragments fortement non convexes aux grandes valeurs de la pression axiale, ce qui
contribue à augmenter la richesse des configurations de contacts. Dans ce cas, on observe
que les grains subissent de l’abrasion. Ils ne se cassent pas complètement mais ils se trouvent
endommagés par le détachement de cellules de leur surface ; voir quelques exemples sur la
Fig. 4.14. Les grains endommagés sont ainsi souvent non convexes et peuvent donc porter
un nombre élevé de contacts, dépassant parfois 20 contacts par particule.

Sur la Fig. 4.15, on présente le nombre de coordination moyen pour l’échantillon où
Cn = Ct = σr en fonction de la taille relative des fragments et à différents instants de la
compaction. On voit que les particules les plus grosses portent le nombre de contacts le
plus élevé (jusqu’à Z ' 30) et leur évolution pendant la compaction est plutôt rapide. En
revanche, les fragments les plus petits présentent un nombre de coordination relativement
stable autour de Z ' 3. On peut aussi distinguer deux régimes sur ces courbes. Le nombre
de coordination semble évoluer de manière linéaire en fonction de la taille relative des frag-
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Figure 4.13 – Évolution du nombre de coordination en fonction de la charge axiale pour
différentes valeurs de la résistance interne de grains.

Figure 4.14 – Exemples de grains non convexes trouvés dans l’échantillon avec Cn =
Ct =10σr. Quelques fissures sont observables sur les agrégats, mettant en évidence la perte
d’interactions cohésives entre cellules.

ments pour d < 0.5dmax. Pour les tailles supérieures à 0.6dmax, le nombre de coordination
augmente rapidement et de manière non linéaire.

Outre l’effet de la non-convexité des particules, on peut expliquer cette tendance en
termes de réarrangements des fragments. Dans le cas de l’empilement optimal de particules
de forme sphérique monodisperse de taille d∗, il est possible d’accommoder une sphère de
taille ' 0.22d∗ dans le pore créé par quatre de ces grandes sphères. La distribution des
tailles des cellules, mentionnée précédemment, permet donc d’accommoder les fragments
les plus petits, de taille ' 0.16dmax, entre les particules dont la taille est ' 0.7dmax ou
supérieure. Il est donc facile de trouver des grosses particules entourées par un nombre
important de petits fragments ; voir Fig 4.16.
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Figure 4.15 – Évolution du nombre de coordination par taille de fragments à différents
instants de la compaction pour l’échantillon avec Cn = Ct = σr.

Figure 4.16 – Instantané de l’échantillon avec Cn = Ct = σr où on montre en niveaux de
gris le nombre de contacts par particule.
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Figure 4.17 – Schéma des dimensions de la bôıte la plus petite qui peut contenir une
particule.

4.3.3 Évolution des formes de fragments

L’évolution des formes des fragments peut être analysée à partir du rapport d’aspect
défini via les dimensions du parallélépipède le plus petit qui peut contenir chaque parti-
cule ; voir Fig. 4.17. Ces dimensions sont triées de telle sorte que `1 > `2 > `3. Le rapport
`1/`2 représente l’allongement des particules tandis que le rapport `2/`3 traduit leur apla-
tissement.

La Fig. 4.18(a) montre l’évolution de l’allongement moyen en fonction de la charge
axiale à différents instants de la compaction. On voit que l’allongement augmente dans
tout les cas, mais il tend vers une valeur constante et similaire pour tous les échantillons
vers `1/`3 ' 1.3. Ce caractère stationnaire de l’allongement des particules pendant la com-
paction suggère que l’allongement vers lequel tendent les fragments présente un caractère
auto-similaire. Le même comportement a été observé par D.H. Nguyen en simulations 2D
où le rapport d’aspect tend vers le nombre d’argent

√
2 [103]. Les études réalisées par

Matsushima et collaborateurs sur des échantillons en provenance de la surface de la lune
présentent le même rapport d’aspect [80]. Le rapport d’aspect

√
2 correspond en effet à

un caractère auto-similaire dans la mesure où lorsqu’une particule ayant ce rapport d’as-
pect est cassée suivant son axe mineur, on obtient deux fragments avec le même rapport
d’aspect. Pour les échantillons lunaires, la fragmentation des particules est provoquée par
l’impact des astéröıdes. Des impacts répétés sur le même site conduisent à la fragmentation
multiplicative des grains et donc une possible évolution vers une forme auto-similaire.

Afin de classer plus précisément l’évolution de la forme des particules, la Fig. 4.18(b)
montre l’allongement en fonction de la taille de fragments à différents instants du char-
gement. On remarque que les fragments les plus petits présentent un allongement plus
important pouvant atteindre des valeurs de `1/`2 ' 5. La forme des fragments les plus
grands reste plutôt arrondie.

84



4. Compaction uniaxiale d’assemblages de grains sécables

(a)

(b)

Figure 4.18 – Évolution du rapport d’allongement moyen en fonction de la pression verti-
cale pour les différents échantillons. Les polygones en gris montrent de manière schématique
des formes qui respectent le rapport `1/`2 signalé.

La Fig. 4.19(a) montre le rapport d’aplatissement moyen 〈`2/`3〉 en fonction de la pres-
sion axiale. On observe, comme dans le cas de l’allongement, que le taux d’évolution de
l’aplatissement varie en fonction de la résistance interne des grains. La Fig. 4.19(b) montre
l’aplatissement en fonction de la taille des particules. Le rapport `2/`3 présente une varia-
tion plus faible que l’allongement et ce sont les particules les plus petites qui présentent une
variation de forme plus importante. Au cours de la compaction, l’aplatissement des petites
particules tend plutôt à diminuer. Des fragments, initialement très anguleux, subissent de
nouvelles fragmentations, ce qui crée des fragments de formes relativement plus arrondies.
Il faut noter que les paramètre d’allongement et d’aplatissement ne sont pas nécessairement
liés aux caractéristiques de surfaces des fragments.
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(a)

(b)

Figure 4.19 – (a) Évolution de l’aplatissement moyen en fonction de la charge axiale pour
les trois échantillons et (b) aplatissement moyen en fonction de la taille de particule pour
différents instants de la compaction pour l’échantillon avec Cn = Ct = 1σr.

Le degré de non-convexité des fragments peut fortement varier même avec des rapports
d’aspect similaires. L’état de surface des fragments peut être analysé, au premier ordre, en
considérant la sphéricité moyenne 〈Ψ〉 et la surface spécifique moyenne 〈Sp〉 des particules ;
voir Sec. 1.3. La Fig. 4.20 montre l’évolution de la sphéricité moyenne en fonction de la
charge axiale. Initialement, la sphéricité moyenne est 〈Ψ〉 ' 0.91, ce qui correspond à
la valeur de Ψ pour les dodécaèdres. La sphéricité diminue ensuite rapidement suivant la
résistance interne des grains et elle tend vers une valeur constante 〈Ψ〉 ' 0.5 avec une légère
différence entre les trois échantillons. Cette différence indique que les grains ne présentent
pas le même état de surface dans les trois simulations.

86



4. Compaction uniaxiale d’assemblages de grains sécables

En effet, la Fig. 4.20 montre l’évolution de la surface spécifique moyenne normalisée par
la surface spécifique initiale Sip qui correspond à celle d’un dodécaèdre régulier. La surface

spécifique moyenne évolue très rapidement avec des taux dépendant de la résistance interne

des grains. Ce paramètre semble se stabiliser autour 5Sip. Étant donné que l’allongement

et l’aplatissement moyen restent assez faibles, cette forte diminution de sphéricité indique
que l’aire superficielle des particules augmente considérablement par rapport à leur volume.
Lorsque des phénomènes de trituration se produisent dans des matériaux réels, une très
grande proportion en nombre de particules de petites tailles est créée ; voir Fig. 4.21. La
production de ces petits fragments implique une forte augmentation de la surface spécifique
dont la valeur est naturellement limitée dans nos simulations par le nombre de fragments
potentiels.

(a)

(b)

Figure 4.20 – Évolution de la sphéricité moyenne en fonction de la charge axiale pour les
trois échantillons simulés (a). Evolution de la surface spécifique en fonction de la charge
axiale pour les mêmes simulations (b).
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(a) (b)

Figure 4.21 – Exemple de production de particules très fines lors de la compaction d’une
poudre métallique. Dans ce cas en particulier, la pression a augmenté de (a) 5 MPa à (b)
20 MPa [68].

4.3.4 Transmission des contraintes

La transmission des contraintes au sein des échantillons peut être analysée à partir
du tenseur de contraintes σp de chaque particule. La Fig. 4.22 montre la distribution de
probabilité de la contrainte orientée dans la même direction du chargement σpzz normalisée
par la pression axiale σh à différents instants de la compaction. Les distributions sont très
larges et on peut trouver des contraintes qui dépassent 30σh. La distribution des contraintes
peut être approximée par une loi exponentielle décroissante ce qui n’est pas sans rappeler
les distributions de forces normales dans un milieu granulaire. Au cours de la compaction,
l’intervalle des valeurs σpzz que prennent les particules diminue, ainsi que la probabilité
de trouver des grandes contraintes. La distribution tend vers une distribution stable pour
une déformation verticale ' 14%. Ceci s’explique à travers le fort blocage des grains et
fragments qui continuent à se diviser sans pour autant modifier la texture.

L’analyse des contraintes doit être aussi menée en considérant le déviateur des contraintes
portées par chaque particule et normalisé par leur pression moyenne. La pression moyenne
est calculée avec le tenseur de contraintes de chaque grain par p = (σ1 +σ2 +σ3)/3 et le dé-
viateur à partir de la contrainte définie par q = (1/

√
2)
√

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2,
où σ1, σ2, et σ3 sont les contraintes principales du tenseur σ de chaque particule.

Dans le cas du chargement uniaxial, le tenseur σ présente une symétrie radiale de telle
sorte que σ2 = σ3. Par conséquent, la pression moyenne et le déviateur des contraintes pour
chaque particule peuvent se calculer simplement comme p = (σ1 + 2σ2)/3 et q = (σ1−σ2).
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Figure 4.22 – Distribution de probabilité des contraintes verticales par particule norma-
lisées par la pression axiale.

Les Figs. 4.23(a) et 4.23(b) montrent le rapport q/p en fonction de la taille des particules
et en fonction de Z, respectivement. On voit que q/p diminue avec la taille des particules.
Par ailleurs, sauf pour Z = 2 où q/p atteint une valeur proche de 1, on n’observe pas
de corrélation entre q/p et Z. Mais la valeur de q/p diminue légèrement au cours de la
compaction en raison de la densification progressive de l’échantillon. Ainsi, les particules
les plus grosses sont protégées par un lit de particules plus petites qui les entourent en
homogénéisant leur contrainte interne. C’est la raison pour laquelle il persiste des grosses
particules qui ne se fracturent pas. Ceci est cohérent avec nos simulations et avec des
observations expérimentales réalisées sur la poudre d’UO2 dans le cadre de la thèse de L.
Hégron [68].

(a) (b)

Figure 4.23 – Rapport q/p en fonction de (a) la taille de particule et (b) le nombre de
coordination, pour l’échantillon avec Cn = Ct = 1σr.
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Conclusion

Les résultats les plus intéressants de ces études sont :

1. La compaction en fonction de la déformation présente un aspect fortement non
linéaire avec un premier régime marqué à la fois par des réarrangements et des frag-
mentations des particules. Même avec une résistance interne nettement plus élevée
des grains, les particules se fragmentent dès les premiers instants de la compaction
en raison de la forte concentration des contraintes. Ces contraintes locales sont suf-
fisamment importantes pour arracher des fragments à la surface des particules et
engendrer rapidement une classe de particules de petites tailles. La compaction et
la fragmentation continuent pendant le deuxième régime où la compaction est plus
rapide en raison de la production d’un nombre croissant de fragments de tailles suf-
fisamment petites pour combler les pores entre les particules de tailles supérieures.
Enfin, c’est dans le troisième régime qu’on observe une dépendance logarithmique
de la déformation en fonction de la contrainte exercée. Dans ce régime, l’assemblage
continue à évoluer avec un taux plus faible de fragmentation.

2. Les premier régime de déformation conditionne très fortement l’évolution ultérieure
du système en termes de fragments produits et leurs tailles ainsi que la texture
du milieu. En particulier, pour une résistance interne faible, un grand nombre de
petits fragments sont produits assez rapidement (par rapport au niveau de contrainte
exercée). Le taux de fragmentation dans les deux régimes qui suivent sont similaires
pour les particules plus résistantes avec une production plus faible de fragments
dans le premier régime. Néanmoins, ce manque n’est pas rattrapé par l’évolution
ultérieure du système. Ainsi, même si les mécanismes locaux de fragmentation des
grains sont similaires, l’assemblage conserve la mémoire du premier régime. Cette
remarque indique que le taux de production des fragments au début de la compaction
joue un rôle important pour la compaction du système. Ce taux initial peut dépendre
de divers paramètres tels que la résistance des particules et le taux de déformation.

3. L’analyse des formes des particules a permis de mettre en évidence une différence
importante entre les cas de particules résistantes et de particules fragiles. Dans le
premier cas, on observe un phénomène d’abrasion sous la forme de détachement de
cellules, ce qui conduit à la production des particules non convexes avec un nombre
de coordination élevé. Les particules fragiles ont plutôt tendance à se pulvériser, ce
qui explique la production d’un grand nombre de petites particules au début de la
compaction. Cette différence et celles mentionnées ci-dessus ne sont probablement
pas simplement liées à la résistance des particules, mais plutôt au fait que le même
incrément de contrainte est appliqué dans tous les cas. Nous n’avons pas pu vérifier
l’influence du taux d’incrément de la charge axiale indépendamment, mais il nous
semble nécessaire en vue d’une meilleure interprétation des résultats.

4. Les formes des grains présentent par ailleurs un aspect non isométrique qui peut
être caractérisé par leur allongement et aplatissement. Nos analyses montrent que
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l’allongement tend vers une rapport d’aspect moyen de 1.3, ce qui est proche du
nombre d’argent et correspond à un régime auto-similaire.

5. Pendant la compaction, les grains de différentes tailles ne se brisent pas de la même
manière. Certains grains restent quasiment entiers en raison de l’effet homogénéisant,
en termes de contraintes, est produit par les fragments qui les entourent. Les grains
dans la gamme intermédiaire des tailles présentent une distribution de tailles en loi
de puissance. Ce comportement signifie que loin des deux bornes supérieure (la taille
initiale des grains) et inférieure (les tailles des cellules ou celle qui correspond au
pic sur la distribution des tailles des petits fragments), les fragments ne présentent
aucune taille caractéristique.

Il n’est pas inutile de remarquer que ces simulations ont été possibles grâce à l’optimi-
sation du code de simulation employé. Certains aspects présentés dans ce chapitre peuvent
être étudiés plus en détail en appliquant la méthodologie développée. Mais dans tous les
cas une comparaison poussée avec des expériences reste à l’ordre du jour.
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“ Ce n’est pas en perfectionnant la bougie
que l’on invente l’électricité. ”

P.G. de Gennes

Chapitre 5

Micromécanique des milieux
granulaires polydisperses en 3D

C
omme nous l’avons vu précédemment, le processus de fragmentation conduit naturel-
lement à l’apparition de particules de différentes tailles au sein d’un même matériau.
Or, très récemment il a été mis en évidence – pour des empilements 2D de disques et

de pentagones – que la résistance au cisaillement est indépendante de la polydispersité de
taille des particules [149, 103]. Ainsi, dans ce chapitre nous nous intéressons à l’effet de la
taille des particules, mais cette fois-ci dans des empilements 3D de sphères pour les cas (1)
non frottant à l’état isotrope et (2) frottant et cisaillé jusqu’à l’état d’écoulement continu
(dit état critique). Le passage du 2D au 3D implique des difficultés numériques et aug-
mente la complexité de l’analyse physique. Ainsi, on analyse les propriétés macroscopiques
et micro-structurales de plusieurs systèmes en fonction de leur étalement granulométrique
(de mono-disperse à très polydisperse). L’objectif ici est de montrer que, malgré une forte
polydispersité de taille, le comportement macroscopique est essentiellement contrôlé par la
transmission des contraintes.
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5.1 Préparation des assemblages granulaires

Pour une fonction de distribution arbitraire de tailles de grains, l’étalement granulomé-
trique peut être caractérisé par le paramètre S défini par

S =
dmax − dmin

dmax + dmin

, (5.1)

où dmax et dmin sont les diamètres maximum et minimum de la distribution. Le cas S = 0
correspond à un système monodisperse, et S = 1 correspond à une polydispersité sans
borne inférieure sur les tailles des grains. Dans les études qui suivent, le paramètre S varie
entre 0.0 et 0.8 par pas de 0.1. Nous utilisons dans tous les cas une distribution uniforme
par fraction volumique. La Fig. 5.1 montre, de manière schématique, la gamme des tailles
pour l’échantillon le plus polydisperse que nous avons testé.

Figure 5.1 – Schéma montrant le spectre des tailles de sphères pour l’échantillon dont la
polydispersité est égale à S = 0.8.

Les échantillons sont construits en déposant 20,000 sphères dans des bôıtes de forme
cubique à l’aide d’un modèle de dépôt géométrique par couches successives [147]. Ainsi,
neuf échantillons différents ont été préparés avec cette méthode ; voir la Fig. 5.2 pour
S = {0; 0.4; 0.8}.
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(a) (b)

(c)

Figure 5.2 – Instantanés des échantillons composés de 20,000 sphères dont la dispersion
de tailles correspond à (a) S = 0.0, (b) S = 0.4, et (c) S = 0.8.

Une compression verticale est ensuite appliquée avec des conditions périodiques suivant
les directions latérales. Les coefficients de frottement grain-grain et grain-mur ainsi que
la gravité sont fixés à 0. La compression s’achève dès que les variations des forces et des
nombres de contacts se stabilisent autour de leur valeurs moyennes.

5.2 Équilibre statique

5.2.1 Compacité et connectivité

À l’ordre le plus bas, l’état de compacité peut être décrit soit par la compacité ν, soit
par le nombre de coordination Z des particules. Pour aller plus loin, la connectivité des
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particules peut être décrite par le nombre de contacts moyen par classe de particules. Nous
analysons ces descripteurs en fonction de S dans ce qui suit.

La Fig. 5.3(a) montre la variation de la compacité ν, définie comme le rapport entre de
la somme des volumes des particules et le volume de la cellule de simulation, en fonction
de S.

(a)

(b)

Figure 5.3 – Évolution de la compacité (a) et du nombre de coordination moyen (b) en
fonction de S.
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On voit que ν ' 0.63 pour S = 0, ce qui est une valeur très proche de la compacité
à l’état d’empilement compact aléatoire (“Random Close Packing”) des sphères (0.64). La
compacité ν augmente en fonction de S jusqu’à 0.71 pour S = 0.8.

Dans nos empilements sans frottement, le nombre de coordination moyen Z est proche
de 6, comme attendu pour un empilement isostatique [113, 128] bien que la proportion
de particules flottantes (particules avec 0 ou 1 contacts) augmente de 0.02 pour S = 0
à 0.42 pour S = 0.8. Cela suggère qu’il est nécessaire d’adapter notre analyse au cas
des polydispersités élevées en étudiant plus particulièrement la corrélation entre taille et
nombre de contacts. Pour cela, définissons le diamètre réduit dr par :

dr =
d− dmin

dmax − dmin

. (5.2)

Ce paramètre peut varier entre 0 et 1. Il représente la taille de chaque particule sur l’échelle
des diamètres entre dmin et dmax. La Fig. 5.3(b) montre Z en fonction de dr pour toutes les
valeurs de S. Au fur et à mesure que S augmente, la dispersion du nombre de coordination
augmente. Pour S = 0.8, Z varie entre ' 3 pour les sphères les plus petites, et Z ' 20 pour
les sphères les plus grandes. Il est remarquable que pour les particules de taille relative
dr ' 0.25 le nombre de coordination est toujours ' 6 quelle que soit la polydispersité de
taille.

5.2.2 Transmission des forces

La distribution très hétérogène des forces de contact est une propriété remarquable des
milieux granulaires et a fait l’objet d’un grand nombre de travaux. Nous nous intéressons
ici à la distribution des efforts en fonction de l’étalement S. La Fig. 5.4 montre la densité
de probabilité de forces normales, normalisées par la force normale moyenne, en échelle
linéaire-log et en échelle log-log. Comme classiquement observé, la distribution des forces
peut être décrite en deux régimes avec 1) une décroissance exponentielle pour fn > 〈fn〉 et
2) une partie en loi de puissance pour fn < 〈fn〉. Nos données numériques semblent aussi
montrer que la distribution des forces fortes est plus étalée aux grandes valeurs de S.

La Fig. 5.5 montre la force normale moyenne normalisée par la force moyenne globale
en fonction de dr et pour toutes les valeurs de S. Cette force augmente très légèrement,
de 0.9 à 1.05 pour S = 0.1, mais pour les valeurs plus élevées de S on observe que les
particules les plus petites portent des forces de plus en plus faibles, alors que les plus
grosses particules portent les forces les plus fortes. En d’autres termes, comme pour les
empilements 2D [149, 105] les grosses particules capturent les forces les plus fortes.

L’étude de l’état d’équilibre statique présentée plus haut a permis de mettre en évidence
quelques tendances générales sur l’effet de la polydispersité sur l’état aléatoire compact des
assemblages de sphères. Dans ce chapitre, nous nous intéressons d’avantage à la rhéologie
des assemblages denses décrits. Nous nous focalisons alors sur l’état critique en termes de
contraintes, compacité, texture et transmission des efforts, dans le but d’étudier l’effet de
la polydispersité et de voir si les résultats connus en 2D se généralisent au 3D.
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(a) (b)

Figure 5.4 – Densité de probabilité des forces normales pour différentes valeurs de la po-
lydispersité de taille des particules en représentation (a) linéaire-log et (b) log-log. Comme
classiquement observé, la distribution des forces peut être décrite en deux régimes avec 1)
une décroissance exponentielle pour fn > 〈fn〉 et 2) une partie en loi de puissance pour
fn < 〈fn〉.

Figure 5.5 – Distribution des forces normales normalisées par la force moyenne en fonction
de la taille relative des particules.

5.3 Résistance au cisaillement des assemblages

Les assemblages denses construits précédemment sont soumis au cisaillement simple
dans la même cellule de simulation avec les conditions aux limites périodiques dans les
directions x et y. Sur la paroi supérieure une pression P et un taux de cisaillement γ̇ sont
imposés, tandis que les déplacements de la paroi inférieure sont bloqués ; voir Fig. 5.6. Une
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Figure 5.6 – Schéma montrant la géométrie des essais de cisaillement périodique.

couche de grains est collée aux parois de manière a avoir une rugosité et se prémunir de
tout glissement.

La pression et le taux de cisaillement sont choisis de sorte à assurer un régime quasista-
tique, lequel est quantifié au travers du nombre inertiel I = γ̇

√
m/PdD−2, où γ̇ = vx/h0

avec vx la vitesse de la paroi supérieure, h0 la hauteur initiale de la bôıte, m la masse d’un
grain de diamètre moyen d = (dmax + dmin)/2, et D est la dimension. Dans nos simula-
tions, le nombre inertiel est fixé à I = 1 × 10−4. La déformation cumulée est calculée par
γ = δx/h0, où δx est le déplacement cumulé de la paroi supérieure dans la direction de
l’écoulement. Le frottement entre les grains est fixé à µ = 0.4.

5.3.1 Comportement à l’échelle macroscopique

On se concentre sur l’analyse des contraintes et des déformations dans l’état stationnaire
en termes de densité et de résistance au cisaillement dans la direction de l’écoulement. Nous
allons considérer alors les composantes du tenseur de contrainte σ dans le plan xz.

Dans le cadre du critère de Mohr-Coulomb, on calcule l’angle de frottement effectif ϕ∗

par sinϕ∗ = q/p, où p = (σ1 + σ2)/2 est la pression moyenne et q = (σ1 − σ2)/2 est le
déviateur des contraintes, où σ1 et σ2 sont les valeurs propres du tenseur σ.

Les Figs. 5.7(a) et 5.7(b) montrent l’évolution de ν et q/p respectivement en fonction
de γ pour les 9 échantillons. On voit que la compacité évolue rapidement au début du
cisaillement et elle tend ensuite vers une valeur relativement stable. La densité moyenne
augmente avec le paramètre S de polydispersité. Cela s’explique par le fait que les pores
entre les gros grains peuvent être occupés par les grains les plus petits. En ce qui concerne
la résistance au cisaillement, on voit que q/p augmente graduellement en fonction de γ
jusqu’à une valeur maximale, puis diminue légèrement vers une valeur stationnaire. L’état
stationnaire est donc considéré comme étant atteint à partir de γ ∼ 0.3. Dans la suite, on
mesure les valeurs moyennes sur le dernier 20% de déformation cumulée.
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Les Figs. 5.8(a) et 5.8(b) montrent la compacité moyenne ν∗ et l’angle de frottement
macroscopique sinϕ∗ définis comme la valeur moyenne de q/p dans l’état stationnaire
en fonction de S. On observe que la compacité augmente en fonction de S tandis que
la résistance au cisaillement est pratiquement indépendante de S. Cela implique que la
compacité n’est pas directement corrélée avec la résistance au cisaillement, un effet contre-
intuitif qui a déjà été mis en évidence par simulations 2D [149, 58, 103] et qui se confirme
ici en 3D.

(a)

(b)

Figure 5.7 – (a) Évolution de la compacité ν et (b) de la résistance au cisaillement q/p
en fonction de la déformation cumulée pour les 9 échantillons étudiés.
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(a)

(b)

Figure 5.8 – (a) Compacité moyenne ν∗ dans l’état stationnaire en fonction de la disper-
sion des tailles de grains S et (b) coefficient de frottement macroscopique sinϕ∗ dans l’état
stationnaire en fonction du paramètre de polydispersité S. Les barres d’erreur représentent
l’écart type des données.

5.3.2 Microstructure granulaire

Nous nous intéressons ici aux descripteurs de la texture dans l’état critique. Certains
descripteurs ont été présentés et appliqués dans la section précédente à l’état isotrope ou en-
core dans le chapitre 2. Nous rappelons que les résultats présentés ci-dessous correspondent
à des mesures prises dans l’état de référence (i.e., γ > 0.3).
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Connectivité

Les Figs. 5.9 (a) et (b) montrent des instantanées des particules flottantes (i.e., des
grains qui présentent un ou zéro contact) pour les échantillons avec S = 0.0 et S = 0.8. De
même, les Figs. 5.9 (c) et (d) montrent en niveau de gris le nombre de contacts par grain.
Les grains flottants sont plutôt rares pour l’échantillon monodisperse. Par contre, à mesure
que la polydispersité des tailles augmente, le nombre de grains flottants semble être plus
important et semble correspondre toujours aux particules les plus petites. Ce sont les plus
gros grains qui semblent avoir un nombre de contacts plus grand.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.9 – Instantanés montrant les grains flottants en gris (a et b), et la distribution
du nombre de contacts par grain en niveaux de gris (c et d), pour les échantillons avec
S = 0.0 et S = 0.8 dans l’état stationnaire, respectivement.
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Figure 5.10 – Proportion de particules flottantes c0 et nombre de coordination Z dans
l’état stationnaire en fonction de la dispersion de taille S. Les barres d’erreur représentent
l’écart type des données.

La Fig. 5.10 montre Z et c0 (proportion des particules flottantes) en fonction de S.
La valeur moyenne de c0 croit d’une manière non linéaire avec S, avec c0 ' 0.05 pour
S = 0.0 et c0 ' 0.55 pour S = 0.8. D’autre part, le nombre de coordination moyen diminue
graduellement en fonction de S d’une valeur initiale ' 4.5 jusqu’à une valeur ' 4.0.
Ces résultats suggèrent que pour des grandes dispersions de taille, moins de la moitié
des particules participent au réseau de contacts. De même, les particules participant à
la transmission des efforts sont, en moyenne, moins connectées que des grains dans des
arrangements mono- ou quasi-monodisperses. Ces observations sont assez surprenantes
étant donné que les systèmes présentant les plus grandes valeur de S sont aussi les plus
denses. Cependant, il faut remarquer que la distribution des tailles des grains est uniforme
en volume, et donc un nombre important de petites particules existe dans ces échantillons.
Le nombre de coordination moyen est plutôt représentatif de la connectivité des particules
de taille inférieure.

La Fig. 5.11 montre l’évolution de Z en fonction de dr. Nous observons une relation
linéaire entre ces deux paramètres dont la pente augmente graduellement en fonction de
la dispersion de taille de grains S. Les particules les plus petites portent, en moyenne, un
nombre inférieur de contacts par rapport aux particules les plus grandes dont le nombre
de coordination peut atteindre des valeurs moyennes excédant 10 contacts par grain. Ces
résultats sont cohérents avec ceux présentés sur la Fig. 5.9 où nous observions que les grains
les plus petits sont davantage exclus du réseau de contacts.
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Figure 5.11 – Nombre de contacts moyen Z dans l’état stationnaire en fonction de la
taille relative de grain dr pour les différents échantillons.

Transmission des forces et mobilisation du frottement

À chaque contact sont associés un vecteur force f et un vecteur branche ` ; voir un
schéma de la géométrie local au contact sur la Fig. 5.12. Dans le cas des sphères, l’orienta-
tion de la branche cöıncide avec l’orientation du vecteur normal n. Ainsi, ` = `n où ` est
la norme du vecteur branche, et le vecteur force est défini comme f = fnn+ ftt, où fn et
ft sont les forces normale et tangentielle, respectivement.

Figure 5.12 – Géométrie locale du contact et force associée.

105



5. Micromécanique des milieux granulaires polydisperses en 3D

(a) (b)

Figure 5.13 – Instantanés montrant les forces pour chaque contact dans l’échantillon avec
(a) S = 0.0 et S = 0.8. L’épaisseur des barres est proportionnelle à la valeur de force
normale. La couleur rouge indique les contacts critique où |ft| = µfn.

Avec ces définitions, la Fig. 5.13 montre une représentation de cette microstructure sous
forme de châınes de forces. Ici, chaque trait relie le centre de deux particules qui se touchent
et son épaisseur est proportionnelle à l’intensité de la force de contact. Les forces en rouges
sont celles où la mobilisation du frottement est la plus importante, c’est-à-dire |ft| = µfn.
Cette visualisation révèle le caractère hétérogène et anisotrope du réseau des contacts et des
forces associées. Ces aspects sont renforcés dans les échantillons qui présentent de grandes
dispersions de taille.

La Fig. 5.14 montre la densité de probabilité des forces normales normalisées par la
force normale moyenne 〈fn〉 en échelle log-linéaire (a) et en échelle log-log (b) pour les
échantillons cisaillés. On observe que quand S augmente, la distribution de probabilité
devient de plus en plus large (comme à l’état statique). Pour S = 0.0 la force la plus
grande que l’on peut trouver est de l’ordre de 5 fois la force normale moyenne, alors que
pour S = 0.8 des forces peuvent atteindre jusqu’à 14 fois 〈fn〉. En parallèle, on peut noter
une augmentation du nombre de contacts qui portent des forces faibles (en dessous de la
moyenne) lorsque S augmente.

La transmission des forces est typiquement liée à la géométrie du contact, notamment au
travers du vecteur branche. On peut montrer que le rapport `/Rmax varie entre une valeur
minimale égale à 2(1 − S)/(1 + S) (deux petites particules qui se touchent) jusqu’à une
valeur maximale égale à 2 (le contact entre deux grosses particules). Pour la distribution
monodisperse de grains `/Rmax est 2. Pour S = 0.8, `/Rmax ∈ [' 0.22, 2].

La Fig. 5.15(a) montre la force normale moyenne f `n dans l’intervalle [`−∆`/2, `+∆`/2],
où ∆` est un petit incrément de taille de branche, en fonction de `/Rmax pour les différentes
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(a) (b)

Figure 5.14 – Densités de probabilité des forces normales normalisées par la force normale
moyenne en échelle (a) log-linéaire et (b) log-log. Ces deux affichages permettent d’observer
la coexistence d’un réseau fort et d’un réseau faible de forces.

valeurs de S. On voit que f `n augmente avec `. Pour S ≤ 0.5, cette augmentation reste
néanmoins proche de la valeur de la force normale moyenne. Pour des valeurs plus grandes
de S, on distingue deux régimes distincts : le premier correspond à des petites branches
` < Rmax qui concentrent des forces normales inférieures à la force moyenne, et le deuxième
est associée à la classe des branches qui portent les forces de contact les plus grandes et
dont la longueur est supérieure à Rmax.

En considérant que les tailles des particules se répercutent sur les longueurs des vecteurs
branches, nous pouvons nous attendre à ce que les particules les plus grosses supportent les
forces les plus fortes alors que les particules les plus petites concentrent les forces les plus
faibles. C’est ce qu’on observe sur l’encart de la Fig. 5.15(a), où la force normale moyenne
fdrn est calculée par classe de grains sur des intervalles de longueur [dr−∆dr/2, dr+∆dr/2].
On voit que quand S augmente, les petits grains portent les forces de contact les plus
petites. Les grains les plus grands transmettent les forces de contact supérieures à la force
normale moyenne. Cette représentation met aussi en évidence le fait que quelle que soit la
valeur de S, les grains de taille moyenne dr ∼ 0.5 concentrent les forces de contact autour
de la valeur moyenne 〈fn〉. Ce point constitue donc un point fixe pour ces courbes. Cette
observation suggère qu’il est possible de mettre toutes ces courbes à l’échelle simplement en
normalisant les longueurs des vecteurs branches par leur valeur moyenne 〈`〉 pour chaque
valeur de S. En effet, c’est ce qu’on observe sur la Fig. 5.15(b) qui montre la force normale
moyenne f `n en fonction de la longueur de branche normalisée en échelles linéaire-log et
log-log.

Nous remarquons alors que la relation entre force de contact normale et la longueur
de branche peut être approchée par une loi exponentielle fn/〈fn〉 ∝ e`/〈`〉 lorsque ` > 〈`〉.
Tandis que pour des longueurs de branches inférieures à la moyenne, leur comportement
suit plutôt une loi de puissance de type fn/〈fn〉 ∝ ((`− `min)/〈`〉)α, où `min = 2dmin. Sur la
même figure, les lignes rouges en pointillés montrent les ajustements correspondants pour
chaque régime. Ces mises à l’échelle sont très intéressantes car elles permettent de prédire
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les forces de contact pour toute paire de grains en contact dans un échantillon polydisperse.

(a)

(b)

Figure 5.15 – (a) Forces normales normalisées en fonction de la longueur du vecteur
branche normalisé par le rayon maximal de particule dans l’échantillon. L’encart montre la
même distribution de forces en fonction de la taille relative de grains dr. (b) Forces normales
normalisées en fonction de la longueur du vecteur branche normalisé par la longueur de
branche moyenne. L’encart montre les mêmes courbes en échelle log-log. Les lignes rouges
en pointillés montrent des ajustements correspondants pour chaque régime (voir le texte).
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Parallèlement à la distribution des forces normales, il est intéressant d’étudier la mobi-
lisation des forces tangentielles lesquelles participent de manière significative à l’équilibre
du système granulaire et à sa déformation. Nous dirons que les contacts sont mobilisés
si |ft| = µfn. Il est donc possible de déterminer un indice de mobilisation en termes
de forces normales et tangentielles moyennées dans tout l’assemblage par le paramètre
Iµ = 〈|ft|〉/(µ〈fn〉). Alternativement, on pourrait utiliser plutôt la mesure locale du degré
de mobilisation par contact et ensuite calculer sa moyenne :Mc = 〈|ft|/(µfn)〉. Ces deux dé-
finitions donnent bien évidemment des tendances similaires, et les simulations numériques
montrent qu’en général Mc ' 2Iµ [130, 11].

La Fig. 5.16(a) montre les valeurs de Mc et Iµ moyennées dans l’état stationnaire en
fonction de S. On voit que ces indices de mobilisation restent indépendants de S, tout
comme la résistance au cisaillement. De même, nous avons remarqué dans nos simulations
que la proportion des contacts glissants est constante avec une valeur de l’ordre de 20%
indépendamment de la valeur de S. La Fig. 5.16(b) montre l’indice de mobilisation I`µ
normalisé par sa valeur moyenne dans tout l’échantillon en fonction de `. On constate que
pour S ≤ 0.5, I`µ reste proche de sa valeur moyenne 〈Iµ〉. Lorsque S est supérieur à 0.5, une

différence est observée pour les vecteurs branches de plus grande longueur. Ces vecteurs
branches plus longs, relient les plus gros grains et portent en moyenne les forces normales
les plus fortes, ce qui peut expliquer leur plus faible mobilisation en frottement. En d’autres
termes, l’équilibre mécanique de ces grains est plutôt contrôlé par les forces normales.

(a) (b)

Figure 5.16 – (a) Mobilisation moyenne des contacts dans l’état stationnaire en fonction
de la polydispersité S. (b) Indice de mobilisation Iµ normalisé par sa valeur moyenne 〈Iµ〉
en fonction de la longueur des vecteurs branches normalisée `/Rmax. L’encart montre les
mêmes données en fonction des longueurs des vecteurs branches normalisées par leur valeur
moyenne.
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Texture et anisotropie

Jusqu’à présent nous avons étudié des descripteurs scalaires de la microstructure. Dans
cette section, on considère des descripteurs d’ordre supérieur en analysant les évolutions des
anisotropies du réseau de contacts et de forces en fonction de S. On reprend les définitions
introduites au chapitre 2 pour un système granulaire 2D sachant que les anisotropies sont
invariantes dans la direction perpendiculaire au plan de l’écoulement. Nous allons donc
considérer les fonctions Pn(θ), 〈`〉(θ), 〈fn〉(θ) et 〈ft〉(θ) en fonction de l’orientation θ des
contacts dans le plan de l’écoulement.

La Fig. 5.17 montre un exemple de ces fonctions en coordonnées polaires pour trois
valeurs différentes de S. Pour les fonctions angulaires des orientations des contacts Pn(θ)
et des forces normales 〈fn〉(θ) les valeurs maximales se trouvent le long de la direction
principale majeure de contraintes θσ ' 3π/4. Dans le cas des forces tangentielles, 〈ft〉(θ)
présente des valeurs maximales autour de θft ' π/2 et ' 0. D’autre part, la distribution
de tailles de branches 〈`〉(θ) est faiblement anisotrope.

Ces distributions sont toutes π-périodiques et un développement en séries de Fourier
peut être effectué comme suit :

Pn(θ) = 1
2π
{1 + ac cos 2(θ − θc)} , (a)

〈`〉(θ) = 〈`〉 {1 + al cos 2(θ − θ`)} , (b)

〈fn〉(θ) = 〈fn〉 {1 + afn cos 2(θ − θfn)} , (c)

〈ft〉(θ) = 〈fn〉 {aft sin 2(θ − θft)} , (d)

(5.3)

où ac, a`, afn et aft sont respectivement les anisotropies des contacts, des longueurs des
vecteurs branches, des forces normales et des forces tangentielles. Les valeurs des aniso-
tropies et des orientations préférentielles (θc, θ`, θfn et θft) s’extraient facilement à partir
des tenseurs de texture et de forces comme ceux présentés dans le deuxième chapitre de ce
mémoire ; voir Sec. 2.2.

La Fig. 5.18 montre les valeurs des anisotropies moyennes dans l’état stationnaire en
fonction de S. On observe une décroissance de ac de 0.4 à 0.2 lorsque S augmente. Cette
variation reflète le fait que les grains les plus grands sont entourés par un nombre crois-
sant de petites particules. Au contraire, afn augmente de 0.3 à 0.45. Ce comportement est
cohérent avec l’élargissement des PDF des forces observés précédemment pour S croissant.
De même, cela suggère que les plus grandes particules (associées aux plus grandes branches)
peuvent potentiellement s’aligner dans la même direction que celle des châınes de forces
fortes. Nous notons aussi que l’anisotropie des branches varie très peu avec S de 0 pour
l’échantillon monodisperse à 0.05 pour l’assemblage le plus polydisperse. Finalement, nous
observons que l’anisotropie des forces tangentielles reste constante avec S. Si l’on intègre
l’équation 5.3 (d) dans l’intervalle [0, π/2], on trouve que l’anisotropie des forces tangen-
tielles est liée à l’indice de mobilisation de contacts à travers l’expression 〈Iµ〉 = 2aft/µ
[11, 13]. Il est donc attendu que la valeur de aft ne varie pas étant donné que la mobilisation
des contacts est également constante.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.17 – Représentation polaire des fonctions (a) Pn(θ), (b) 〈`〉(θ), (c) 〈fn〉(θ) et
(d) 〈ft〉(θ) pour S = 0.0 (en carrés rouges), S = 0.4 (en triangles jaunes), et S = 0.8 (en
étoiles grises).

Comme il a été montré précédemment, l’angle de frottement macroscopique peut être
approximé par la relation suivante [127, 122] :

sinϕ∗ ' 1

2
(ac + a` + afn + aft). (5.4)

Les valeurs de sinϕ∗ prédites par l’équation 5.4 ainsi que les valeurs macroscopiques me-
surées en fonction de S sont tracées sur la Fig. 5.19. On voit que l’approximation de la
résistance à travers la demi-somme des anisotropies est très bien vérifiée pour toutes les
valeurs de S. Elle permet d’identifier les trois origines de la résistance au cisaillement dans
l’assemblage granulaire : (1) géométrique (ac, a`), (2) transmission des forces (afn), et (3)
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5. Micromécanique des milieux granulaires polydisperses en 3D

Figure 5.18 – Évolution de l’anisotropie des contacts (ac), des longueurs des vecteurs
branches (a`), et des forces (afn , aft) en fonction de polydispersité S.

mobilisation du frottement (aft). Il est donc possible d’expliquer que la résistance macro-
scopique est indépendante de S grâce à la compensation entre la baisse de l’anisotropie
de contacts ac (une anisotropie purement géométrique) et le gain de l’anisotropie de forces
normales afn (une anisotropie liée à la mécanique des interactions entre grains), et une
faible augmentation de l’anisotropie des longueurs des vecteurs branches. Un mécanisme
de compensation similaire a été observé en 2D, mais entre l’anisotropie des contacts et
celle des longueurs des vecteurs branches [149, 105]. Nous observons donc ici une différence
notables entre le 2D et le 3D dont l’origine n’est pas évidente et son explication demande
des efforts additionnels.

Conclusion

Motivés par le fait que le processus de fragmentation pendant la compaction d’un
matériau granulaire conduit à une distribution très étalée des tailles des particules, nous
avons analysé dans ce chapitre l’effet de la polydispersité de taille sur la rhéologie 3D et la
microstructure des assemblages de sphères. Nous avons utilisé une distribution uniforme par
fractions volumiques et fait varier l’étalement granulométrique en contrôlant le paramètre
S.

Dans l’état initial, issu d’une compaction isotrope sans frottement, la compacité aug-
mente avec l’étalement alors que la coordination des différents échantillons reste proche

de Z ' 6 en accord avec la nature isostatique des assemblages construits. À l’état d’é-
coulement stationnaire avec frottement, un résultat contre-intuitif est que la résistance au
cisaillement est indépendante de l’étalement granulométrique, alors que la compacité en
dépend, comme observé aussi en 2D. Une analyse micromécanique a permis de mettre en
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5. Micromécanique des milieux granulaires polydisperses en 3D

Figure 5.19 – La résistance au cisaillement sinϕ∗ dans l’état stationnaire en fonction de la
polydispersité S (points noirs) et l’approximation à travers des ajustements harmoniques
donné par l’équation 5.4 (carrés rouges). Les barres d’erreur représentent l’écart type des
données.

évidence les mécanismes en jeu expliquant cette indépendance de la résistance par rap-
port à l’étalement. Une augmentation de S conduit à la diminution de la proportion des
particules participant à la transmission des efforts. Les particules les plus grosses s’en-
tourent de particules plus petites. En conséquence, l’anisotropie des contacts diminue au
profit de l’anisotropie des forces normales de sorte que leurs contributions à la résistance
au cisaillement se compensent.

Un résultat important des études présentées dans ce chapitre concerne les corrélations
entre les forces de contact et les tailles des particules ou des longueurs des vecteurs branches
reliant les centres des particules en contact. La force normale augmente avec la taille des
particules et la relation entre force de contact normale et la longueur des vecteurs branches
peut être approchée par une loi exponentielle pour les longueurs supérieures à la longueur
moyenne tandis que pour des longueurs de branches inférieures à la moyenne, cette relation
suit plutôt une loi de puissance. Ces corrélations permettent d’estimer les forces de contact
en fonction des longueurs des vecteurs branches dans un échantillon polydisperse.

Même si les résultats présentés dans cette étude portent sur des assemblages de sphères
soumis au cisaillement, ils suggèrent que pendant le processus de fragmentation au cours
de la compaction certains aspects de la microstructure n’évoluent pas avec S. Ainsi, même
si les valeurs moyennes des tailles des particules et des longueurs des vecteurs branches
changent, leurs relations avec les forces de contact restent inchangées à condition de nor-
maliser les forces et les longueurs par leurs valeurs moyennes respectives. C’est fonda-
mentalement cette propriété qui explique l’indépendance de l’angle de frottement effectif
vis-à-vis de l’étalement granulométrique. On peut spéculer qu’en compaction uniaxiale avec
fragmentation des particules, cela implique un processus auto-similaire qui conduit à une
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5. Micromécanique des milieux granulaires polydisperses en 3D

dépendance logarithmique de l’indice des vides (qui évolue avec la polydispersité) vis-à-vis
de la contrainte de confinement. En effet, dans une évolution auto-similaire, la variation
de l’indice des vides ∆e est proportionnelle à l’incrément relative de la contrainte ∆σh/σh,
ce qui implique une relation logarithmique. Si ce sont les contraintes de rupture des par-
ticules Cn ou Ct qui contrôlent le processus de compaction, alors la grandeur significative
est ∆σh/Cn ou ∆σh/Ct, ce qui entrâıne une relation linéaire. Donc, en raison de la distri-
bution large des contraintes au sein du milieu, la résistance des particules apparâıt comme
une contrainte typique dans une relation logarithmique plutôt que comme une contrainte
caractéristique qui contrôle la fragmentation.
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L’
une des étapes centrales lors de la fabrication du combustible nucléaire est la
compaction de ses constituants (poudres d’uranium). Lors de la compaction, les
particules vont se fragmenter et se réarranger au sein du matériau modifiant de

fait la tenue mécanique des compacts. L’évolution de la structure granulaire pendant ce
chargement mécanique est encore mal connue et difficile à explorer par des moyens expéri-
mentaux. La simulation de la compaction des poudres est un moyen alternatif pour étudier
les détails du processus de compaction mais elle nécessite la prise en compte des propriétés
des poudres, de la fragmentation des particules, et de leur changement de forme et de taille.

L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire était de proposer une méthode numé-
rique permettant de prendre en compte la fragmentation des particules et d’analyser les
effets de cette fragmentation sur le processus de compaction pour des assemblages granu-
laires tri-dimensionnels. Dans le cadre de la méthode de Dynamique des Contacts, nous
avons introduit un modèle de cellules liées (“Bonded Cell Method”) en trois dimensions.
Dans cette méthode, chaque particule est modélisée comme un agrégat de cellules rigides
polyédriques dont les faces communes sont collées par une loi cohésive résistant à la trac-
tion et au cisaillement jusqu’à un certain seuil. Une fois que l’un de ces seuils est atteint,
les liens sont cassés et remplacés par des interactions frictionnelles. Les avantages majeurs
du modèle proposé sont la conservation du volume pendant la fragmentation des particules
et la gestion des formes des particules. Nous avons appliquée cette méthode à l’étude de
la fragmentation d’une particule pour la validation et l’optimisation des paramètres numé-
riques et physiques. Ensuite, nous l’avons utilisée pour l’étude de la compaction uniaxiale
d’un assemblage de particules.

Dans le cas des essais de compression diamétrale d’une particule de forme polyédrique,
une étude systématique sur l’influence des paramètres du modèle (cohésion interne, nombre
et taille des cellules, etc) a permis de montrer que la résistance à la rupture dans cette confi-
guration comportent deux régimes en fonction du rapport des contraintes intercellulaires
normales et cisaillantes. La résistance des particules dépend non seulement de la résistance
à la traction intercellulaire, mais aussi et surtout de la résistance au cisaillement, laquelle
prévaut lorsque la résistance en traction est supérieure à la résistance en cisaillement. Dans
ce cas, l’enchevêtrement des cellules domine et des fragments de formes très non convexes
sont produits.

Après un choix optimisé des paramètres, nous avons ensuite étudié la compaction des
assemblages de grains fragmentables soumis à la compression axiale. Nous nous sommes
intéressés à l’évolution de la compaction, des tailles des particules, de la texture et de la
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transmission des efforts. Les particules se fragmentent dès les premiers instants de la com-
paction en raison de la forte concentration des contraintes sur certaines particules. En effet,
la densité de probabilité des contraintes présente dans tous les cas une large distribution
des contraintes pouvant atteindre plusieurs dizaines de fois la contrainte moyenne. Pour
cette raison, la fragmentation des particules est hétérogène avec une population de parti-
cules pulvérisées et de particules intactes. Ces dernières sont entourées de petits fragments
et donc soumises à des contraintes déviatoriques plus faibles que les petites particules. La
compaction et la fragmentation continuent après une première phase de fragmentation ra-
pide et évolue avec un nombre croissant de fragments de tailles suffisamment petites pour
combler les pores de grande taille. Le système atteint un troisième régime où une dépen-
dance logarithmique de la déformation en fonction de la contrainte exercée est observée.

La forme de la distribution granulométrique évolue vers une courbe en loi de puissance
pour les tailles intermédiaires de grains, ce qui indique que loin des tailles limites des grains,
les fragments produits par compaction ne présentent pas de taille caractéristique. Pour les
simulations avec trois valeurs différentes de la résistance interne des grains, nous avons
montré que l’influence principale de la résistance interne concerne le premier régime de
compaction alors que le taux de fragmentation après ce premier régime est le même dans
tous les cas. En d’autres termes, l’évolution ultérieure du système n’efface pas les différences
en nombre de fragments produits au début de la compaction. Cette fragmentation initiale
peut dépendre de divers paramètres tels que la résistance des particules et le taux de
déformation. Nous n’avons pas étudié l’influence du taux de déformation qui permettrait
de mieux caractériser les rôles respectifs de ces paramètres.

Nous avons également montré que le rapport d’aspect moyen des particules évolue du-
rant la fragmentation, mais il tend vers un rapport de l’ordre de 1.3, ce qui est très proche
du nombre d’argent

√
2 observé sur des échantillons lunaires et dans les simulations numé-

riques bi-dimensionnelles. Dans le cas des particules plus résistantes, nous avons observé
un phénomène d’abrasion sous la forme de détachement de cellules et la production des
fragments non convexes avec un nombre de coordination élevé.

Enfin, nous avons présenté une étude systématique de l’effet de la polydispersité de
taille sur le comportement rhéologique d’un assemblage de sphères. Cette étude a été mo-
tivée par le fait que le processus de fragmentation est marqué par une augmentation de
l’étalement granulométrique. De plus, une étude systématique de la texture des milieux
fortement polydisperses en 3D exige un grand nombre de particules, ce qui est plus fa-
cilement réalisable avec des particules sphériques qu’avec des polyèdres. Nous avons en
particulier trouvé que, comme en 2D, la résistance au cisaillement est indépendante de la
polydispersité de taille des particules. Ce comportement trouve son origine dans la texture
et la transmission des efforts en fonction de l’étalement granulométrique. En augmentant
la dispersion de tailles, l’anisotropie des orientations des contacts diminue essentiellement
en raison de la coordination plus dense des particules de grandes tailles. Mais les châınes
de forces sont pour la plupart capturées pas les plus grosses particules, ce qui conduit
à une anisotropie croissante des forces normales lorsque la polydispersité croit. Ces deux
contributions opposées se compensent lorsque la polydispersité change, ce qui implique une
résistance au cisaillement indépendante de la polydispersité.
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L’ensemble de résultats présentés dans ce mémoire montre qu’il est possible de simuler
des systèmes granulaires composés de particules de formes complexes pouvant évoluer en
taille et forme par fragmentation sous l’effet des contraintes appliquées et de les appliquer
à l’étude d’un procédé industriel. Même avec un nombre relativement faible de particules,
il a été possible d’obtenir des tendances partiellement observées expérimentalement en mé-
canique des sols et en métallurgie des poudres. Les simulations présentent l’avantage de
permettre d’accéder à la microstructure et d’obtenir une information fine sur les méca-
nismes de compaction et de fragmentation des particules. Toutefois une insuffisance de
cette approche discrète est le nombre limité de grains simulables. Néanmoins, avec l’aug-
mentation rapide de la puissance de calcul, on peut espérer que cette approche puisse être
appliquée à l’étude des systèmes statistiquement représentatifs des matériaux considérés.

Les perspectives ouvertes par ces travaux sont nombreuses et concernent en particu-
lier l’influence des paramètres qui n’ont pas pu être considérés dans nos études. Parmi
ces paramètres, le taux de compaction joue certainement un rôle important qui reste à
déchiffrer en lien avec le mécanisme d’application des incréments de force sur le maté-
riau. Un autre paramètre que nous n’avons pas fait varier est le coefficient de frottement
entre particules. Au même titre que la résistance interne des particules, le frottement inter-
granulaire influence les réarrangements des particules et la transmission des forces et est
donc susceptible de modifier l’évolution du système pendant la compaction.

Les assemblages de grains que nous avons préparés par compression isotrope peuvent
être soumis au cisaillement avec des conditions aux limites périodiques. Sous cisaillement, il
serait intéressant d’étudier l’influence de la pression de confinement sur le taux de fragmen-
tation pendant le cisaillement et de comparer la microstructure avec celle des assemblages
de sphères que nous avons présenté dans ce mémoire.

Une autre analyse importante à réaliser à court terme concerne la validation (ou le
contraire) des modèles micro-mécaniques dans lesquels la fragmentation est prise en compte
par un simple remplacement de la compacité par la densité relative (niveau de densité
sur une échelle entre les valeurs minimale et maximale de la compacité). Le fait que la
résistance au cisaillement et la mobilisation du frottement entre grains soient indépendantes
de la polydispersité et le fait que les châınes de forces soient majoritairement capturées
par les particules de grandes tailles, suggèrent que le comportement macroscopique n’est
pas très différent de celui des systèmes monodisperses. Nous avons aussi vu que le taux de
fragmentation et la relation entre les longueurs des vecteurs branches et les forces normales
à leur normalisation près est indépendante de l’étalement. Ce comportement se traduit par
un processus de fragmentation auto-similaire ou stationnaire où la distribution des tailles
évolue peu et la forme (allongement et aplatissement) des fragments tend vers une forme
bien définie. Mais le lien avec les modèles micro-mécaniques reste à analyser plus en détail.

Parmi les analyses complémentaires qui restent à faire dans la continuité de ces travaux,
on peut citer la dissipation de l’énergie et la caractérisation de l’espace poral au cours de
la compaction. Les aspects énergétiques sont essentiels pour la fragmentation. Le modèle
introduit dans nos travaux est sûrement le modèle le plus simple (mais probablement aussi
le plus général) de la fragmentation. Ce modèle peut être amélioré pour prendre en compte
non seulement la cohésion interne des particules mais aussi leur énergie de rupture. En ce
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qui concerne l’espace poral, il s’agit d’un aspect important pour le combustible nucléaire
où une porosité est nécessaire pour l’évacuation du gaz de fission. Les assemblages que nous
avons simulés peuvent ainsi être introduits dans un code de calcul de perméabilité pour
étudier le lien entre la fragmentation et la perméabilité. Il serait également intéressant de
quantifier la variabilité de la taille des pores au sein du matériau à différents stades de
compaction.

Le modèle de fragmentation de grains a fait l’objet de la publication suivante [30] (voir
Annexe A) :

Three-dimensional bonded-cell model for grain fragmentation
Cantor, D., Azéma, E., Sornay, P. and Radjäı, F.
Computational Particle Mechanics. 4 : 441-450, 2017.

Également, l’étude numérique sur la rhéologie des échantillons à tailles de grains variable
fait l’objet d’un article que nous allons soumettre prochainement :

Rheology and structure of polydisperse three-dimensional packings
made of spheres
Cantor, D., Azéma, E., Sornay, P. and Radjäı, F.
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[136] T. Schwager, V. Becker et T. Pöschel : Coefficient of tangential restitution
for viscoelastic spheres. European Physical Journal E, 27(1):107–114, 2008. [Cité
page 37.]

[137] A. Signorini : Questioni di elasticità non linearizzata e semilinearizzata. In Rendi-
conti di Matematica e delle sue Applicazioni, 1959. [Cité page 35.]

[138] L. Staron, F. Radjaı̈ et J.P. Vilotte : Multi-scale analysis of the stress state
in a granular slope in transition to failure. The European physical journal. E, Soft
matter, 18(3):311–20, 2005. [Cité page 40.]

[139] L. Staron, J.P. Vilotte et F. Radjaı̈ : Preavalanche instabilities in a granular
pile. Phys. Rev. Lett., 89(1):204302, 2002. [Cité page 40.]

[140] M. Stasiak, G. Combe, J. Desrues, V. Richefeu, P. Villard et G. Armand :
Experimental investigation of mode I fracture for brittle tube-shaped particles. EPJ
Web of Conferences. Powders and grains, 07015:4–7, 2017. [Cité page 13.]

[141] I. Stefanou et J. Sulem : Existence of a threshold for brittle grains crushing
strength : two-versus three- parameter Weibull distribution fitting. Granular Matter,
Dec 2015. [Cité page 13.]

[142] D.N. Sutherland : The Random Packing of Circles in a Plane. Journal of Colloid
and Interface Science, 60(1), 1977. [Cité page 24.]

132



BIBLIOGRAPHIE
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Abstract Wepresent a three-dimensional numericalmethod
for the simulation of particle crushing in 3D. This model is
capable of producing irregular angular fragments upon par-
ticle fragmentation while conserving the total volume. The
particle is modeled as a cluster of rigid polyhedral cells gen-
erated by a Voronoi tessellation. The cells are bonded along
their faces by a cohesive Tresca law with independent tensile
and shear strengths and simulated by the contact dynam-
ics method. Using this model, we analyze the mechanical
response of a single particle subjected to diametral compres-
sion for varying number of cells, their degree of disorder, and
intercell tensile and shear strength. In particular, we iden-
tify the functional dependence of particle strength on the
intercell strengths. We find that two different regimes can be
distinguished depending on whether intercell shear strength
is below or above its tensile strength. In both regimes, we
observe a power-law dependence of particle strength on both
intercell strengths but with different exponents. The strong
effect of intercell shear strength on the particle strength
reflects an interlocking effect between cells. In fact, even at
low tensile strength, the particle global strength can still con-
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siderably increase with intercell shear strength. We finally
show that the Weibull statistics describes well the particle
strength variability.
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1 Introduction

The fragmentation of particles is an important factor in every-
day use of granular materials and in processing industries
dealing with powders and grains. It modifies the grain size
distribution [9,21,33], packing fraction [15,25,29], shear
strength [30], yielding surface [34,50], and microstructure
of granular materials [31]. However, there is presently no
clear quantitative understanding of such effects in the rhe-
ology and processing of granular materials and, conversely,
the properties of the fragments such as their size, shape, and
strengths cannot be predicted from the process [23].

The effects of particle crushing can be investigated exper-
imentally but its origins are much more difficult to trace
back to the particle scale. In a similar vein, some continuum
mechanicsmodels are able to reproduce phenomenologically
the effects of particle fragmentation or degradation [8,13].
Suchmodels are, however,mostly basedon idealizeddescrip-
tion of grain failure. For these reasons, numerical simulations
based on the discrete element method (DEM) have been
extensively used for a better understanding of the fragmenta-
tion process and its impact on the macroscopic behavior. The
first DEM simulations of crushable particles were proposed
in the late 80s [62] and 90s [1,28,58]. Initially, these mod-
els were two-dimensional and involved simplified (circular)
shapes of fragments and their interactions (frictional con-
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tacts). 2D simulations are now capable of reproducing the
evolution of cracks and complex geometries of fragments
[39,40].

With increasing computational power, three-dimensional
models have also been introduced recently. These models
can be classified at least in two main groups. The first
group, which we call Replacing Method, consists in substi-
tuting each broken particle when typically a load threshold
is reached by a set of smaller particles [16,61]. However,
a nonconservation of mass and volume may occur as the
replacements are made and artificial overlapping between
particles is sometimes allowed, producing local elastic over-
stresses.

The second group,whichwas coinedBonded-CellMethod
(BCM) in Ref. [40], is based on the construction of parti-
cles by agglomerating a set of potential fragments. These
small fragments are held together by diverse mechanisms
that assign a bonding strength at each contact. The bonding of
spheres is the most wide-spread model to simulate crushing
in 3D. However, the spheres are obviously unable to repro-
duce the broad shape variability of fragments. Moreover, the
apparent volume of a sphere agglomerate is considerably
larger than those of its fragments. In order to circumvent these
problems, some authors have used polygonal or polyhedral
subparticles or cells generated by Voronoi tessellation [22].
These cells pave the whole volume of the particle so that
the volume is conserved during particle fracture and frag-
mentation. Nevertheless, intercell contacts are modeled by a
linear force law as that between spherical subparticles. This
is clearly an unphysical approximation since the contacts
extend along a surface between cells and a realistic model
must account for the fact that the treatment of such contacts
need at least three displacement variables at three indepen-
dent contact points.

In this paper, we introduce a three-dimensional BCM
approach in the framework of the contact dynamics (CD)
method. In 3D, each particle is composed of cells of irregular
polyhedral shape. The framework of the CD method has the
advantage of accounting for the correct kinematics of face–
face contacts between fragments [27,46]. Furthermore, the
treatment of cells as rigid particles leads to numerically effi-
cient simulations in 3D.We also introduce a general cohesive
law governing cell interactions before fracture. Using this
approach, we investigate the fracture properties of a single
particle subjected to diametral compression.

This paper is organized as follows: In Sect. 2.3, we
present the 3D BCM as well as the treatment of intercell
contacts within the CD method. In Sect. 3, numerical sim-
ulations of diametral compaction are introduced. In Sect.
3.2, we investigate the effects of different geometrical and
mechanical parameters on the particle strength. Finally, in
Sect. 4, a brief summary and perspectives of this work are
presented.

2 BCM with contact dynamics

2.1 Voronoi meshing

We perform a three-dimensional meshing of polyhedral par-
ticles with the help of the package NEPER [43] and using
a centroidal Voronoi tessellation [18]. In general, a Voronoi
tessellation is a division of a spaceX inRN via a set of points
or generators {Pj }. The main property of this division is that
any point x belongs to a Voronoi cell Vi if a distance function
d(x, Pi ) is minimal between all the generators [42]. A com-
pact definition of a Voronoi cell may be written as follows:

Vi = {x ∈ X | d(x, Pi ) < d(x, Pj ) ∀ j ̸= i}. (1)

In three dimensions, the Voronoi tessellation produces
always convex polyhedra sharing common faces if the region
X is also convex.

Furthermore, a centroidal Voronoi tessellation has the
property that the generators are also the centroids of the cells.
The points {Pj } are usually located randomly and, as a conse-
quence, the locations of those points differ from those of the
corresponding cell centroids {c j }. One possible technique
to reduce the distances d(Pj , c j ) is known as the Lloyd’s
method. This iterative procedure may be described as fol-
lows:

1. Define the space X,
2. select points {Pj },
3. define the corresponding cells {Vj },
4. compute the centroid of each cell {c j },
5. replace points {Pj }with points {c j } and recompute {Vj },
6. repeat from step 4 until a convergence criterion is satis-

fied.

The convergence criterion that is used in this work may
be written as follows:

ncl∑
j=1

d(Pj , c j )

ncl∑
j=1

r j

≤ λ, (2)

where ncl is the number of cells, and r j is the average radius
of cell j . This ratio should be below or equal the tolerance λ

at which we stop the iterations. The quantity λ is actually a
quite interesting parameter because, as it is shown below, it
may be interpreted as a measure of disorder of the cell shapes
and their distributions.

Figures 1 and 2 display several examples of meshing of
a truncated icosahedron, a semiregular polyhedron with 60
vertices and 21 faces, forλ = 0.25 and two different numbers
of cells, and for ncl = 250 and two values of λ, respectively.
In general, values ofλ ≃ 0 produce less elongated shapes and
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Fig. 1 Examples of icosahedral particles for λ = 0.25 and meshed by
a 5 and b 250 cells

Fig. 2 Examples of icosahedral particles composed of 250 Voronoi
cells and disorder parameters λ = 0.005 (a) and λ = 0.5 (b)

the cells are well distributed in the volume. As λ increases,
the dislocation of the centroids with respect to the generators
create disorder in the assembly of cells.

By construction, the sizes of the initial aggregates and
cells determine the upper and lower bounds of the fragment
size distributions during crushing simulations. In this sense,
for DEM simulations it is important to optimize the number
of cells per aggregate in order to ensure the representativ-
ity of the fragments sizes for a convenient computational
time.

2.2 Cell interactions

The contact between two polyhedral shapes can have three
different geometries: contact point, contact line, and contact
surface, as shown schematically in Fig. 3. The determination
of the contacts between two polyhedral cells is performed
in several steps. First, a “bounding box” method is used
to compute a list of neighboring pairs. Then, for each pair,
the overlaps are calculated through the so-called “common
plane” method introduced by Cundall [17]. This is an iter-
ative method based on the perturbation of the orientation
of the normal vector. The process is initialized by a first
guess based on the vector joining the centers of the two
polyhedra. This detection procedure is fairly rapid when
correctly optimized [37,38]. The interactions may include

Fig. 3 Examples of contact types that may occur between polyhedral
cells: a Point, b line, and c surface

vertex–vertex, vertex–edge, vertex–face, edge–edge, edge–
face, or face–face contacts. The contact line, such as that
produced by a edge–face interaction, can be represented by
two distinct points, whereas a surface (face–face) contact
can be replaced by three points since they involve an equiv-
alent number of geometrical unilateral constraints between
two faces. Note that vertex–vertex or vertex–edge contacts
are rare but, when they occur, the common plane method
is able to provide a normal direction based on geometrical
criteria.

In the Bonded-Cell Method, we assume that rigid cells
interact only via cohesive forces through face–face con-
tacts. The normal adhesion threshold f cn depends on the
area S of the contact. Since the contact plane is repre-
sented by three points, the tensile threshold for each contact
point is given by f cn = CnS/3, where Cn is the internal
cohesion of the material. In the same way, the shear thresh-
old for each contact point in the contact plane is given
by f ct = Ct S/3, where Ct is the contact shear strength.
Cn and Ct are assumed to be independent strength para-
meters of the material. Once either of the critical stresses
is reached, the intercell bond breaks irreversibly and the
interaction turns into a frictional contact with coefficient
of friction µcl . Note that, since the cells are rigid, a cohe-
sive face–face contact can not kinematically break until
the three points representing the interface do so, i.e., when
either of the two thresholds is reached for each of the three
points.

The normal force fn and normal velocity un at each con-
tact point satisfy the following relations [46]

{
un > 0 ⇒ fn = 0
un = 0 ⇒ fn + CnS/3 > 0

(3)

which simply expresses the unilateral nature of the contact
between the two cells at their contact points in the presence of
a cohesive force. In the same way, along the tangential direc-
tion, we have the following relation between the tangential
force ft and the tangential velocity ut :
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Fig. 4 Complementarity relations along the normal and tangential
directions of the contact frame for cohesive contacts (a, b) and bro-
ken contacts (c, d) respectively

⎧
⎨
⎩
ut > 0 ⇒ ft = −Ct S/3
ut = 0 ⇒ −Ct S/3 ≤ ft ≤ Ct S/3
ut < 0 ⇒ ft = Ct S/3

. (4)

These “complementarity relations” are represented by two
graphs shown in Fig. 4a, b.

The above relations should be taken into account together
with the equations of motion in order to determine both
the velocities and forces at all contacts in the system.
We use the contact dynamics (CD) method, which, as
briefly discussed below, allows for exact prescription of
these relations based on an implicit time-stepping integra-
tion scheme. To use molecular dynamics (MD) or common
DEM, it is necessary to regularize the above relations
so that the classical explicit integration schemes can be
applied.

At each time step, the “critical” contact points,whereun >

0 (separation) or |ut | > 0 (sliding), break irreversibly and
the contact point turns into a cohesionless frictional contact
governed by the following relations:

{
un > 0 ⇒ fn = 0
un = 0 ⇒ fn > 0

(5)

and

⎧
⎨
⎩
ut > 0 ⇒ ft = −µcl fn
ut = 0 ⇒ −µcl fn ≤ ft ≤ µcl fn
ut < 0 ⇒ ft = µcl fn

. (6)

The graphs of these relations are shown in Fig. 4c, d.

2.3 Contact dynamics

The above complementarity relations were prescribed within
the CDmethod [27,35,46,59]. In this method, the rigid-body
equations of motion are integrated for all particles, which
are treated as undeformable bodies, by taking into account
the kinematic constraints resulting from the complementar-
ity relations. An iterative algorithm similar to Gauss–Seidel
iterations is used to determine the contact forces and particle
velocities simultaneously at all potential contacts. Since this
algorithm is implicit, the contact velocities un and ut enter-
ing the complementarity relations can represent the velocities
u+n and u+t at the end of a time step. This is equivalent to
the assumption that the coefficients en and et of normal and
tangential restitution are both zero. However, it is also possi-
ble to use the complementarity relations with the following
weighted means:

un = enu−
n + u+n

1+ en
(7)

ut = etu−
t + u+t
1+ et

, (8)

where u−
n and u−

t are the normal and tangential contact veloc-
ities at the beginning of a time step. With complementary
relations involving these weighted velocities, it can be shown
that in a binary collision between two particles the postcol-
lisional velocities are indeed given by u+n = −enu−

n and
u+t = −etu−

t . In this way the contact laws involve five inde-
pendent parameters: coefficient of friction µcl, coefficient
of normal restitution en , coefficient of tangential restitution
et , normal cohesive strength Cn , and tangential cohesive
strength Ct .

An implicit time-stepping scheme makes the CD method
unconditionally stable. In contrast to the molecular dynam-
ics method, in the CD method the tiny numerical overlaps
between particles are used for contact detection but they
do not represent an elastic deflection. For this reason, the
time step can be larger than that in the MD method or
DEM. The CD method has been extensively employed
for the simulation of granular materials in 2D and 3D
[2,4–7,12,19,36,41,44,45,48,49,51–54,56,57]. We imple-
mented the Bonded-Cell method in the software LMGC90
[20]. Video samples of diametral compression tests can be
found at www.cgp-gateway.org/ref035.
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Fig. 5 Schematic representation of diametral compression test on a
particle of average radius R

3 Diametral compression and particle strength

3.1 Diametral compression of an icosahedron

We consider icosahedral particles of mean radius R com-
pressed between two platens, as illustrated in Fig. 5. A
gradually increasing vertical force f a is applied on the top
platen. The platens directly touch two opposite hexagonal
faces of the icosahedron. Hence, the force fa is always
exerted on this supporting hexagonal surface belonging to the
periphery of the particle. This surfacemay be shared between
several cells depending on the number ncl of cells inside the
icosahedron. As fa is increased from zero, the contact forces
inside the particle increase proportionally to fa but, since
the particle is rigid, no fracture occurs until a threshold fc
is reached. At this point, an unstable failure of the particle
occurs and the particle breaks into several fragments. Several
snapshots of a particle at incipient crushing are shown in Fig.
6. The subsequent fragmentation is a dynamic process and
can be investigated under controlled displacement of the top
platen. Here we are interested in the initiation of failure and
the breaking force fc, which represents the particle strength.

The intercell breaking strengths Cn and Ct having the
dimensions of a stress, the particle strength should be
expressed as a stress threshold σc. However, the stress
field inside a particle subjected to diametral compression
is nonuniform [14,60]. The average vertical stress in the
largest section of the particle πR2 is fa/πR2. The high-
est tensile stress inside the particle can be much larger than
this stress. In our meshed particles, even with a large num-
ber of cells, the disordered configuration of the cells results
in a strongly inhomogeneous distribution of intercell forces.
Figure 7 shows an example of intercell forces in a particle
composed of 150 cells. We observe both compressive forces
along the vertical direction and tensile forces along the hori-
zontal direction. We can compute the average vertical stress
from the forces by applying the followingwell-knownmicro-
mechanical expression:

Fig. 6 Snapshots of a particle composed of 75 cells undergoing incip-
ient breakage under the action of a vertical force

σa = 1
V

∑

α∈V
f α
z ℓα

z , (9)

where V is the volume of the particle, α denotes the con-
tact labels between the cells, fz is the vertical component of
the intercell force, and ℓz is the vertical component of the
branch vector joining the centers of cells. This average stress
is proportional to fa/πR2 by a factor of 1.2 and it reaches its
maximum value for fc. Note that, to avoid inhomogeneities
induced by gravity, the latter is set to zero although its value
is by orders of magnitude below the breaking threshold fc.
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Fig. 7 Intercell forces in a particle composed of 150 cells subjected to
diametral compression. Line thickness is proportional to the force. The
compressive and tensile forces are in red and blue, respectively

3.2 Effects of meshing on the particle strength

We performed a series of simulations with a particle of con-
stant size but varying number ncl of cells and degree of
disorder λ. In these simulations, the intercell strengths are
kept constant and equal Cn = Ct . The intercell coefficient
of friction, which becomes effective only when an intercell
contact fails, is set to µcl = 0.4. Figure 8 shows the vertical
strength σc, normalized by normal strength Cn , as a function
of ncl. Each point represents the mean value for 10 simu-
lations performed with particles composed of cells with the
same degree of disorder λ = 0.25 and the same strength,
but independent Voronoi tessellations for the generation of
the cells. The maximum and minimum values are shown by
error bars.

Despite the large variability of the data, specially at small
numbers of cells,we see that the particle strength increases on
the average with ncl and it becomes independent of it beyond
75 cells. We also observe that this steady value of the particle
strength is nearly 1.25 times the intercell strength Cn . The
high variability of the particle strength with low number of
cells reflects the very high inhomogeneity of forces for such
a low number of intercell contacts. The particle may break
just as a result of the failure of a single intercell contact. For
this reason, the average values in this range for 10 indepen-
dent simulations do not represent statistically well-defined
averages.

In order to evaluate the effect of the degree of disorder in
cell configurations, we used particles composed of 150 cells
and an increasing degree of disorder λ. Figure 9 displays
the normalized strength as a function of λ. We see that, as
λ increases from zero, the particle strength rapidly declines.
The particle strength is nearly constant beyond λ = 0.2. The
transition between these two limits seems to be nonlinear.
This variation can be explained by remarking that ordered
cell structures are formed for λ close to zero where the cells

0 50 100 150 200 2500.0
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Fig. 8 Evolution of particle strength with the number of cells. Each
point represents an average value over 10 independent cell configura-
tions. The error bars represent minimum and maximum values
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Fig. 9 Evolution of particle strength as a function of the degree of
disorder

have nearly the same size. Such structures have less vari-
ability in the orientations of cell contacts and are thus able
to sustain large external loads through column-like arrange-
ments of cells. A degree of disorder λ = 0.25 was used in
the simulations reported below.

3.3 Effect of intercell strength parameters

Since the stresses and forces inside the particle scale with
the applied force, it is generally expected that the particle
strength is a linear function of the tensile strength Cn of
intercell contacts. However, we expect the shear strength Ct
to play a crucial role since an intercell contact fails at this
threshold (when sliding occurs) and both Cn and Ct vanish
upon failure. Generally, the shear strength Ct is a function of
Cn depending on the material [10,11,55]. However, in view
of exploring the respective roles of Ct and Cn , we varied
these parameters independently in the range between 0.25
and 8 MPa.

Figure 10 shows the evolution of the particle strength σc
as a function ofCn for different values ofCt . Each data point
is an average over 10 independent simulations. We observe
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Fig. 10 Evolution of particle strength as a function of intercell tensile
strengthCn for different values of intercell shear strengthCt .All stresses
are in MPa. The circles indicate the data points for Cn = Ct

Fig. 11 Evolution of particle strength normalized by the tensile inter-
cell strength as a function of the ratio of intercell shear to tensile strength.
The solid lines are power-law fits to the data

a nonlinear dependence of the particle strength on both cell
strength parameters. At low values of Cn , σc is rather low
but it varies by a factor of 20 as Ct increases to its largest
value. At largest values of Cn , on the other hand, σc can
take values as much as two times larger but varies by only a
factor of 4 as Ct increases in the same range. This shows that
the effect of Ct directly depends on the value of Cn . In the
samefigure,we also see that the particle strength forCn = Ct
increases nearly linearly with the latter with a proportionality
coefficient of 1.25.

The nonlinear trends observed in Fig. 10 are clearly a
consequence of the variation of failure mode in response to
the relative values of Ct and Cn . In particular, we expect
that at low values of Ct with respect to Cn , particle breakage
by intercell slip requires less energy dissipation and is thus
more likely to occur, whereas at high values ofCt with regard
to Cn , failure by tensile rupture should prevail. This picture
is consistent with the evolution of the normalized particle
strengthσc/Cn as a function of the ratioCt/Cn plotted in Fig.
11. First, we see that all data points from simulations nicely

collapse on a single curve. Secondly, the data are well fitted
by two straight lines of slopes α and β representing power
laws with exponents α and β for Ct < Cn and Ct > Cn ,
respectively, over nearly three decades. Hence, to a good
approximation, we have

σc

Cn
= 1.25 ×

⎧
⎨
⎩

(
Ct
Cn

)α
Ct ≤ Cn(

Ct
Cn

)β
Ct > Cn

, (10)

where α ≃ 0.5 and β ≃ 0.8. Note how these two relations
are reduced to a linear function of Cn for Ct/Cn = 1 with
the same prefactor 1.25 as in Fig. 10.

Equation (10) with the values of the exponents α and β

can be written as σc = 1.25
√
CnCt in the range Ct ≤ Cn .

This form is a generalization of the observed linear rela-
tion in the case Cn = Ct . In the range Ct > Cn , we have
σc ≃ 1.25C0.2

n C0.8
t . This relation implies that the particle

strength increases faster here with Ct than with Cn . The
exponent β is so close to 1 that, in practice, σc varies almost
linearly in response toCt . This seems to contrast the expected
picture that in this regime, where Ct is above Cn , tensile
debonding is more likely to occur, implying thus that the
particle strength should be mainly controlled by Cn . But
the larger values of the intercell shear strength compared
to tensile strength is a special condition in which the number
of possible configurations accommodating cell motions, and
hence failure, declines asCt increases. In otherwords, tensile
forces are activated to a lower extent since force balance over
cells is increasingly ensured by shear forces. Most of time,
a mechanically compatible displacement field of the cells at
incipient failure involves both tensile debonding and slip at a
subset of intercell contacts. This is very similar to the effect
of friction in granular materials. Extensive simulations indi-
cate that in packings of polyhedral particles, the friction force
mobilization and its anisotropy play a much more important
role for the shear strength than in a packing of spherical parti-
cles [7]. This effect is reminiscent of “frictional interlocking”
in analogy to “geometrical interlocking” of strongly noncon-
vex particles [26]. The values of the exponents in the above
two regimes reflect thus the discrete texture of the particle,
steric exclusions between rigid cells and frictional interlock-
ing.

3.4 Strength variability

The foregoing analysis of particle strength as a function of
intercell strength refers to the measured average values of
the particle strength for several independent cell configura-
tions. However, particle-to-particle fluctuations occur to a
large extent, and the particle can survive under compressive
stresses above its mean strength. As in rocks and agglomer-
ates of fine particles, such fluctuations reflect the presence
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Fig. 12 Survival probability of particles as function of the mean
applied stress for particles composed of 150 cells

and distribution of defects and stress concentration factors,
which vary with particle size and/or the size of defects com-
pared to particle size [32,40]. In our simulations, the particle
size is kept constant and the number ncl of cells is varied
in a limited range such that our largest spheres contain only
250 cells. This is too small to allow for a systematic analysis
of size effect as the particle size increases (except for par-
ticles containing below 75 cells and showing slightly lower
strength as discussed in Sect. 3.2). For this reason, we focus
here on strength variability only for particles composed of
150 cells.

Figure 12 shows the survival probability Ps (the proba-
bility that the particle does not break under a load σa) of
normalized particle stress σa/Cn in the case Cn = Ct . The
log–log plot is consistent with Weibull probability distribu-
tion:

Ps(σa/Cn) = e−(σa/σ0)
m
, (11)

where σ0 = kCn is a scaling stress parameter and m is the
Weibull modulus. Here, we have m ≃ 2, which corresponds
to a Gaussian distribution around the mean strength σc, and
k ≃ 1.4. This is below experimental values, which typically
vary in the range from 3 to 10 [24,29,32]. But m is expected
to increase with disorder parameter λ and particle size [40].
This value of m is an interesting observation since it shows
that normal fluctuations should be expected in this range of
the rather small numbers of cells.

4 Summary and perspectives

In this paper, a three-dimensional model for grain crushing
was proposed in the framework of the Contact Dynamics
Method. This model belongs to the class of bonding methods
as each particle is discretized into a collection of polyhedral
cells. The bonding strength between fragments was assumed

to obey Tresca’s failure criterion. Specifically, the bonding
strength is controlled by critical stresses along normal and
shear directions between cells. The cells were generated by
means of a three-dimensional Voronoi meshing in which the
control parameters are the number of cells and their degree
of disorder.

A systematic study was undertaken to analyze the effect
of various parameters on the particle strength defined as the
compressive strength of the particle under diametral loading
between two platens. For this purpose, particles of icosa-
hedral shape were loaded between two platens. We showed
that particle strength increases with the number of cells and
levels off at around 1.25 times the tensile intercell strength.
On the other hand, as disorder increases, the particle strength
rapidly declines to a well-defined value. The particle strength
in those asymptotic states was shown to define two distinct
regimes as a function of the ratio of intercell shear strength to
tensile strength. In both regimes, the particle strength varies
as a power law of both shear and normal intercell strengths.
We argued that this nonlinear behavior is a consequence of
the evolution of failure modes at the cell scale as the above
ratio increases. In particular, the particle strength depends
not only on the intercell tensile strength but also crucially on
the intercell shear strength, which prevails when the strength
ratio is above 1, and amplifies interlocking effect between
cells. Finally, we also showed that particle strength fluctua-
tions are consistent with Weibull statistics.

Our bonded-cell model in 3D and its behavior analyzed
here under diametral loading provide the first applications of
this model in the framework of the contact dynamics method
with particles and cells treated as perfectly rigid bodies.
This model is simple and capable of reproducing the angu-
lar shapes of fragments while conserving the total volume.
Further analyses are underway to highlight the initiation of
particle failure at the cell scale, the effects of cell disorder
on strength variability, and finite size effect as the number
of cells is increased. This method can be applied to simulate
large samples of crushable particles in 3D.
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COMPACTION DES MATERIAUX GRANULAIRES
FRAGMENTABLES EN 3D

Relation entre les propriétés des particules et la tenue mécanique des
assemblages granulaires

Résumé : L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire de thèse est de développer une
modélisation numérique de la compaction des poudres composées de particules sécables dans le cadre de
la méthode de Dynamique des Contacts en vue d’application au procédé de fabrication du combustible
nucléaire. Les particules sont modélisées comme des agrégats cohésifs de fragments potentiels (cellules) de
formes polyédriques irréguliers. A l’aide de ce modèle de cellules liées (Bonded Cell Method), nous avons
réalisé une étude paramétrique de la résistance des particules par rapport aux paramètres géométriques et
mécaniques du modèle. Nos résultats révèlent deux régimes et une mise à l’échelle en loi de puissance de la
résistance à la compression en fonction de l’adhésion normale et du rapport entre l’adhérence tangentielle
et l’adhésion normale entre cellules. Nous avons optimisé les paramètres du modèle pour la compaction uni-
axiale des assemblages d’un grand nombre de particules sécables. Les simulations ont permis d’identifier les
mécanismes de compaction et de rupture des particules, et de caractériser l’évolution de la texture et des
tailles et formes des fragments. Les résultats obtenus montrent clairement que le processus de compaction
est fortement non-linéaire en raison notamment de l’évolution de l’étalement granulométrique qui contrôle
la texture et la transmission des contraintes. Enfin, nous avons mené une étude systématique de l’effet de
la polydispersité de taille dans le cas de particules sphériques.

Mots-clés : Matériaux granulaires, fragmentation, rupture, compaction, méthodes d’éléments dis-
crets, polydispersité.

COMPACTION OF CRUSHABLE GRANULAR MATERIALS IN 3D
Relation between the particles properties and the strength of granular

assemblies

Abstract : The goal of this work is to develop a numerical modeling approach of the compaction
of powders composed of crushable particles in the framework of the Contact Dynamics method in view of
application to the manufacture process of nuclear fuel. The particles are modeled as cohesive aggregates
of potential fragments (cells) of irregular polyhedral shape. Using this Bonded Cell Method, we performed
a parametric investigation of the strength of particles with respect to the geometrical and mechanical
model parameters. Our results reveal two regimes and a power-law scaling of the compressive strength as
a function of the ratio between tangential adherence and normal adhesion between cells. We optimized the
model parameters for the uniaxial compression of packings of a large number of crushable particles. The
simulations allow us to identify the mechanisms of compaction and fracture of particles, and to characterize
the evolution of texture and the sizes and shapes of fragments. Our simulation results clearly show that
the compaction process is strongly nonlinear as a consequence of the evolution of particle size distribution,
which controls the texture and stress transmission. We also perform a systematic analysis of the effect of
size polydispersity in the case of spherical particles.

Key words : Granular materials, fragmentation, rupture, compaction, discrete element methods,
polydispersity.
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