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Introduction générale

Introduction générale

La simulation numérique est une discipline qui s’est particulierement développée au
XX¢®me giecle. Sa principale mission est de simuler le comportement d’un phénoméne phy-
sique réel et complexe. Des exemples concrets tels que la résistance d’'un pont, I’endom-
magement d’un corps par un projectile, la résistance d’une prothese médicale... montrent
la grande diversité des structures modélisées et analysées. Les méthodes n’ont cessé d’évo-
luer ces derniéres années via des techniques hybrides [101] par exemple.

Les simulations numériques s’appuient sur des modeles théoriques permettant ainsi de
modéliser des phénomenes divers, que ce soit en mécanique, en chimie, en biologie, ou
encore dans les sciences humaines et les sciences géophysiques.

Elles permettent ainsi de faire des ajustements/améliorations, de limiter des risques éven-
tuels et d’éviter des séries d’essais réels qui peuvent se révéler cofiteuses et/ou difficiles
a mettre en place. De plus, les outils permettent de modéliser des structures de grandes
échelles.

Mais ces simulations informatiques ne peuvent étre efficaces que par le choix judicieux de
I’algorithme, du modele mathématique, des outils de représentations et des méthodes de
résolution numérique appropriées.

Dans ce contexte, ces travaux de theése portent sur I'une des méthodes de résolution

numérique permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles (EDP). Ces équa-
tions décrivent le comportement physique du systeme.
Les méthodes les plus couramment utilisées pour la résolution des EDP sont la méthode
des différences finies (MDF), la méthode des volumes finis (MVF'), la méthode des caracté-
ristiques (MC) et la méthode des éléments finis (MEF). Ces travaux se sont principalement
concentrés sur la MEF.

De nombreuses études ont été traitées et résolues avec cette méthode que ce soit dans
le domaine du génie civil, I'ingénierie mécanique, le biomédical... et les résultats des ana-
lyses se sont révélés satisfaisants. La MEF s’avere cependant, par sa forme classique,
limitée dans la représentation des régions a fort gradient (singularité [29], phénomene
local, fissures[39]...). Afin de pallier ce probleme, des techniques et outils ont été dévelop-
pés et mis en place au sein de la méthode des éléments finis. Ces techniques classiques
actuellement déployées seront abordées dans la partie [.2.

La méthode de raffinement du maillage adaptatif 1.2.2.1 présente de réels avantages.
Cette technique peut cependant se révéler tres cotiteuse en temps de calcul.
La méthode concernant le changement du degré des fonctions d’interpolations polyno-
miales [.2.2.2 est une autre voie d’investigation. Elle permet d’avoir une bonne rapidité
au niveau du calcul et des convergences a chaque itération. Cependant cette derniere
permet difficilement d’avoir des meilleures approximations de la géométrie au niveau des
zones d’intéréts compte tenu de la forme polynomiale des interpolations utilisées.
Les méthodes multi grilles locales [.2.3 permettent quant a elles d’avoir des résultats pro-

11

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



° n l
Erwan KERGOURLAY LR'

jetés sur différentes grilles de maille. Des résultats plus précis aux zones a fort gradient
sont obtenus.

En ce qui concerne la méthode XFEM 1.2.4, celle-ci se révele étre tres robuste pour traiter
la fissuration en éléments finis. Toutefois la précision d’intégration de fonctions singulieres
en fond de fissure n’est pas optimale.

Enfin, la méthode WFEM 1.2.5 consiste a utiliser la fonction échelle de 'ondelette comme
fonction d’interpolation. Des résultats concluants ont montré I'avantage réel d’utiliser ce
type de fonction, notamment pour décrire des phénomenes particuliers. D’autre part, elle
s’appuie également sur une méthode multirésolution, sur différents niveaux de résolution,
qui est tres similaire a la méthode multi grilles.

Introduction générale

Les fondateurs de ces méthodes ont inventé des outils performants qui ont la capacité
de visualiser et traiter des singularités, des fissures... Ces techniques montrent, toutefois,
certains inconvénients : elles se limitent souvent qu’a certains cas d’études précis.

L’objectif de cette étude est de proposer une méthode générale qui a la capacité de
résoudre a la fois des problemes réguliers/simples et des systémes qui peuvent se révéler
plus complexes (localisations, singularités...).

Dans cette optique d’amélioration, une méthode permettant de combiner la méthode
des éléments finis sous sa forme classique et la méthode des ondelettes a été étudiée. Un
support de discrétisation couplant les deux types de représentation a été créé a cet effet.

La théorie mathématique des ondelettes s’est particulierement développée dans les
années 80 ce qui est relativement récent, comparé a d’autres types d’espaces et de trans-
formées classiques : Fourier, Laplace... La théorie des ondelettes a conduit a des proprié-
tés remarquables de représentation, en particulier pour des évolutions non régulieres. Les
transformations en ondelettes continues puis discretes ont permis de nombreuses applica-
tions notamment, dans les domaines du traitement du signal et de la résolution d’équations
différentielles. Ces transformations sont ainsi utilisées dans de nombreux domaines d’ap-
plications telles que I'imagerie médicale, le traitement de I'image, et plus généralement
les domaines des sciences de l'ingénieur... Ces propriétés intrinseques pour détecter et
représenter des oscillations breves sont, en effet, un réel atout.

La MEF, sous sa forme classique, est une méthode permettant de représenter des phé-
nomenes réguliers. Les résultats atteignent une précision remarquable et sont obtenus tres
rapidement.

L’objectif est alors de se munir des avantages des deux méthodes pour concevoir un sup-
port de discrétisation hybride.

Le chapitre I présente les outils et les méthodes classiques développées pour visualiser
et traiter les phénomenes particuliers (singularités, fissures ...) dans le cadre des éléments
finis. Les ondelettes dans un cadre général puis dans les applications d’éléments finis sont
illustrées. Enfin un rappel des particularités et des propriétés des ondelettes de Daube-
chies est exposé, ou 'une de ces dernieres est utilisée dans ces travaux.

Le chapitre II détaille I'introduction de l'interpolation en ondelettes, plus précisément
I'ondelette de Daubechies, au sein de la méthode des éléments finis dans un cadre non
linéaire.
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Le chapitre III est quant a lui consacré a la création d'un support de discrétisation
couplant une interpolation polynomiale avec un enrichissement par un support en onde-
lettes.

Introduction générale

Le chapitre IV illustre une méthode de détection de singularités et 'implantation de
la technique au niveau d’un schéma de résolution de Newton.

Le chapitre V expose le déroulement de la méthode sur un exemple académique per-
mettant ainsi d’illustrer les résultats pouvant étre obtenus avec I’approche proposée.

13
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Méthodes et outils
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1.1. Introduction

Le contexte des travaux présentés est celui de la simulation numérique par éléments
finis appliquée aux comportements des solides. La méthode des éléments finis, largement
utilisée en conception et détaillée dans de nombreux ouvrages, présente néanmoins des
limitations. Celles-ci font 'objet d'une recherche extrémement active. Parmi ces limita-
tions on trouve la difficulté a rendre compte précisément des phénomenes non réguliers au
niveau spatial et/ou temporel. De nombreux travaux ont été consacrés aux problémes de
la représentation d’évolution non réguliere en particulier dans les domaines du traitement
du signal et des images. Compte tenu de I’étendue de ces travaux, les rappels bibliogra-
phiques qui suivent n’ont pas pour objectif d’étre exhaustifs, mais plutot de présenter des
développements classiques qui font références dans le domaine. A travers cette présenta-
tion, I'idée est de mieux préciser la problématique, ses difficultés, ainsi que les avantages
et limitations des choix couramment mis en ceuvre.

Le chapitre est découpé en deux grandes parties : la premiere (1.2) aborde les outils
et les méthodes développés pour analyser et visualiser des phénomenes particuliers, fissu-
ration, localisation... Une méthode récente (1.2.5), également présentée dans cette partie,
est consacrée aux éléments finis utilisant une discrétisation en ondelettes. La derniere
partie (1.3) traite plus spécifiquement des ondelettes de Daubechies [40], qui constituent
les outils principaux utilisés dans ce travail de these.

1.2. Méthodes et outils développés pour visualiser les
singularités

1.2.1. Introduction

Cette section a pour objectif d’illustrer la problématique par quelques méthodes et
outils caractéristiques développés pour représenter et analyser des phénomenes non régu-
liers. La complexité des structures et des matériaux, actuellement étudiées en modélisation
numérique induit la nécessité de prendre en compte de plus en plus précisément les phé-
nomenes non réguliers qui apparaissent. Des améliorations considérables ont été réalisées
ces dernieres années dans ce domaine. Il est possible de citer, par exemple, les méthodes
adaptatives 1.2.2, les méthodes multi-grilles 1.2.3, les méthodes des éléments finis étendus
(XFEM) [.2.4 et la méthode des éléments finis avec Ondelettes (WFEM) 1.2.5. Dans ce
contexte, avant de proposer une nouvelle solution, quelques caractéristiques principales
de ces méthodes sont présentées ci-apres.

1.2.2. Méthodes adaptatives

Les méthodes adaptatives consistent a modifier et enrichir localement le maillage initial
soit en fonction du nombre d’éléments soit en fonction du degré des fonctions d’interpo-
lation utilisées. L’objectif principal est de réduire I'erreur de discrétisation. Les méthodes
adaptatives peuvent étre séparées en deux catégories distinctes. La premiere regroupe les
méthodes h-adaptative, r-adaptative et s-adaptative 1.2.2.1, ot ces derniéres interviennent
directement sur le maillage via une technique de raffinement alors que la seconde catégorie
rassemble la méthode p-adaptative 1.2.2.2, la technique visant a modifier la fonction de
forme utilisée (fonction d’interpolation).
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La figure 1.1 représente ces méthodes adaptatives a travers a un cas bidimensionnel,

dont I'image a été extraite de la these de L. Barbié [10].

i

L

ANERY

|

(a) r-méthode

(c) p-méthode
«—

(b1) h-méthode
locale non conforme

|

(b2) h-méthode
locale conforme

(d) s-méthode

/

(b3) h-méthode
globale

®

FIGURE 1.1 — Méthodes adaptatives, cas bidimensionnel, extrait de la thése L. Barbié [10]

1.2.2.1. Méthodes de raffinement du maillage

Les méthodes de raffinement du maillage se composent de trois grandes techniques

particulieres :
1. méthodes h-adaptatives
2. méthodes r-adaptatives

3. méthodes s-adaptatives

La littérature [106, 27, 10] expose les avantages et les inconvénients de ces différentes
méthodes. La démarche de ces dernieres ainsi que les articles qui mettent en application

ces techniques de raffinement.

1. Méthodes h-adaptatives :

Les méthodes h-adaptatives consistent a raffiner localement les éléments initiaux
d’une maille grossiére en ajoutant des éléments de taille plus fine dans les zones
d’intérét ou a fort gradient. Ces éléments supplémentaires utilisent également le
méme degré des fonctions de forme que les éléments initiaux. Ces techniques de raf-
finement sont les méthodes les plus couramment utilisées [42, 13, 62, 5, 133, 73, 9].
Un élément sera par conséquent divisé en plusieurs éléments plus petits dans le cas
ou la précision voulue n’est pas atteinte (erreur locale trop importante). Différentes
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méthodes de calcul de tailles optimales d’éléments sont présentées dans la littéra-
ture [170, 127, 103, 95]. Une analyse approfondie de ces différentes méthodes a été
réalisée via W. Ehlers [51], et a mis en avant la méthode de P. Ladeveze [95] dont
la technique conduit a priori directement au maillage optimal. Lorsque le probléme
comporte des singularités [8], les méthodes h-adaptatives permettent d’améliorer
la représentation de la solution en raffinant pres des singularités. Néanmoins, les
méthodes h-adaptatives réalisent des maillages particuliers, qui peuvent étre régu-
lierement non conformes (cf. 1.1, bl). Il est par conséquent nécessaire d’avoir une
stratégie adaptée permettant de traiter ces nceuds non-conformes en définissant des
conditions supplémentaires, en se référant aux travaux de T. Strouboulis [142]. Cet
article illustre I'utilisation d’une zone de transition (cf. I.1, b2) entre les éléments de
différents types (triangles et quadrangles, par exemple) et la capacité du mailleur
et du solveur a accepter ce mélange d’éléments. Une autre solution consiste a re-
mailler entiérement la structure a l’aide d’un seul type d’éléments (cf. 1.1, b3), ce
qui conduit & une méthode h-adaptative globale [42, 45].

Un point important est le temps de convergence des méthodes h-adaptatives pou-
vant étre long, en raison des différentes tailles et types d’éléments qui peut conduire
a avoir des éléments distordus ou tres étirés.

Bien que ces méthodes permettent de mieux représenter des problemes singuliers
ou des structures complexes [8], il est a noter que I'analyse des maillages obtenus
implique au solveur un travail additionnel par rapport aux zones de transition, aux
conditions supplémentaires qui permettent de traiter les nceuds non-conformes,... Et
I’augmentation du nombre d’éléments fait croitre en général de maniere conséquente
le nombre de degrés de liberté.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

2. Méthodes r-adaptatives :

Les méthodes r-adaptatives consistent a déplacer la position des nceuds du maillage
initial vers les zones d’intérét ou a fort gradient (cf. 1.1, a). Ces méthodes se ré-
velent tres intéressantes pour des problemes qui subissent des évolutions, ou les
éléments permettent de suivre ces phénomenes particuliers en mouvement. La litté-
rature [67, 12, 22, 84, 149] fait état du développement et de la forte utilisation de
ces méthodes r-adaptatives. Un avantage de ces méthodologies est sa simplicité a
mettre en application, mais également le fait de ne pas modifier le nombre de degrés
de liberté. Des algorithmes concernant le déplacement des nceuds ont été développés
notamment par W.Huang [84]. Néanmoins la précision des résultats est limitée par
la distorsion des éléments et le nombre initial de degrés de liberté du maillage.

3. Méthodes s-adaptatives :
Les méthodes s-adaptatives consistent a superposer des maillages de taille plus fine
sur le maillage initial au niveau des zones d’intérét (cf. 1.1, d). Les travaux de J. Fish
et Z. Yue [58, 163, 60] ont contribué au développement de ces méthodologies. Selon
'article de J. Fish[58], le probleéme initial est divisé en plusieurs sous-problemes qui
sont résolus par rapport a leur maillage respectif. La solution générale correspond
a la somme des solutions des sous-problemes et du couplage entre les différents
niveaux. Ces méthodes s-adaptatives ont été appliquées a différents problemes li-
néaires et non linéaires cités dans les articles suivants [61, 59, 163, 164]. Il est a
noter que ces méthodologies sont tres similaires aux méthodes multi-grilles locales,
abordées dans la partie 1.2.3. La différence réside sur le fait que 'assemblage des
différents niveaux est effectué avant la résolution du probléme. L’inconvénient des
méthodes s-adaptatives est le nombre de degrés de liberté cumulés des différents ni-
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veaux, ce qui influe par conséquent sur la taille de la matrice du systeme d’équations.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

1.2.2.2. Méthodes d’amélioration des fonctions de discrétisation

Les méthodes p-adaptatives consistent a augmenter localement le degré des fonctions
de forme (fonctions d’interpolation) tandis que le découpage du maillage initial reste in-
changé (cf. 1.1, ¢). Les articles [7, 49, 11, 93] illustrent le développement des méthodes
p-adaptatives. Selon l'article de I. Babuska [8], la vitesse de convergence de ces tech-
niques est nettement plus élevée que les méthodes h-adaptatives. On a en conséquence
une meilleure approximation des solutions d’ordre élevé tout en conservant un découpage
identique. Il est important de relever que la géométrie doit étre au préalable bien appro-
chée par le maillage initial, car 'augmentation du degré des fonctions d’interpolation ne
permet pas d’améliorer la représentation géométrique du probléme : I'article de A. Duster
[49]. De plus, ces méthodes p-adaptatives ne permettent pas d’améliorer les représen-
tations des problémes singuliers lorsque des interpolations polynomiales classiques sont
utilisées. La majeure partie des développements utilisent des fonctions de forme hiérar-
chiques [169], ou les nouvelles fonctions d’interpolation viennent s’ajouter aux fonctions
initiales. De plus, 'implantation de ces méthodes p-adaptatives dans un code éléments
finis industriel nécessite que le solveur ait une gestion adaptée des éléments d’ordres diffé-
rents sachant que classiquement les codes sont souvent limités a un degré d’interpolation
maximal de 2 [94].

1.2.2.3. Méthodes adaptatives combinées

Les méthodes adaptatives peuvent étre également combinées entre elles afin de cumu-
ler les avantages de chacune. Le couplage des méthodes h-adaptatives et r-adaptatives,
nommé communément hr-adaptatives, sont illustrées dans les articles [145, 50, 4].
L’assemblage des méthodes h-adaptatives et p-adaptatives, plus connu sous le nom des
méthodes hp-adaptatives sont mentionnés dans les articles [6, 126, 43, 70, 98, 140, 134, 48].
Ces méthodes hp-adaptatives sont employées au sein de différents domaines, tels qu’en
thermohydraulique [126], en neutronique [98, 63] ou en mécanique du solide [140, 48].

I.2.3. Méthodes multi-grilles locales

Les méthodes multi-grilles standards ont été développées dans les années 60 par R.P.
Fedorenko [53] pour la résolution de I’équation de Poisson dans un carré, puis elles ont été
adaptées quelques années plus tard par A. Brandt [19] pour la résolution de problémes
elliptiques. Ces méthodes ont été créées dans l'optique d’améliorer la rapidité de conver-
gence des calculs a travers I'utilisation de maillages supplémentaires comportant moins de
degrés de liberté. Le processus multi-grilles standard permet ainsi de résoudre rapidement
des problémes contenant un nombre important de degrés de liberté.

Le principe de la méthode réside sur le fait de lisser les hautes fréquences de I'erreur du
maillage le plus fin afin d’évaluer les basses fréquences de I'erreur sur les maillages addi-
tionnels plus grossiers.

L’idée consiste ainsi de partir d’un maillage initial avec des éléments de taille fine, de dé-
finir des niveaux de grilles avec des mailles plus grossiéres sur tout le domaine (cf. figure
[.2(a)), de résoudre le probléme restreint sur ces niveaux de grilles et de prolonger ces
résultats sur le niveau supérieur jusqu’a atteindre le niveau initial. Cette idée est plus
habituellement congue sous forme de cycle et illustrée par la these de L. Barbié [10].
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Des opérateurs de restriction (transmission du résidu d’une grille fine vers une grille gros-
siere) et de prolongement (prolongement d’une correction d’une grille grossiére vers une
grille fine) permettent de relier et transmettre les données d’une grille a 1'autre, selon les
travaux de A. Brandt [19].

Les problémes sont résolus de maniere itérative jusqu’a la convergence de la solution sur
le maillage initial fin. Ce type de méthodes multi-grilles standards a été tres étudié dans la
littérature [96, 17, 157, 97] et a suscité I'intérét des chercheurs a développer des méthodes
multi-grilles locales.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

I
I
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' Niveau 1

Niveau 2 i /

Niveau 0

(a) Processus Multi-grilles (b) Processus Multi-grilles local

FIGURE 1.2 — Processus multi-grilles, images extraites de la thése de H. Liu [106]

L’ensemble des méthodes multi-grilles locales présent dans la littérature [14, 91, 18, 72]
émane des travaux pionniers de A. Brandt [19]. Ces méthodes s’apparentent a des mé-
thode s-adaptatives mais ou la résolution des sous-problemes, définis sur leurs niveaux de
grilles respectifs, se fait séparément.

Le processus multi-grille local consiste a affiner le maillage dans les zones a fort gradient
(cf. figure 1.2(b)). L’idée est de partir d’'une grille grossiere globale, qui recouvre le do-
maine initial du calcul, d’ajouter des grilles avec des mailles plus fines localement et de
résoudre le probleme sur ces niveaux de grilles. Les problemes sont ainsi résolus de ma-
niere récursive jusqu’a la convergence de la solution du maillage grossier.

Un avantage considérable de ces méthodes par rapport a I’approche multi-grilles standard
est le gain en termes d’espace mémoire et de temps de calcul.

Trois méthodes de raffinement multi-grilles locales sont recensées dans la littérature et
sont présentées ci-dessous. Ces méthodes se différencient par rapport a I'opérateur de
restriction, ou ce dernier permet de corriger les solutions des maillages grossiers a partir
des résidus obtenus via les solutions fines. L’opérateur de prolongement est commun aux
méthodes et consiste a définir les conditions limites de Dirichlet sur les bords du probleme
fin local a partir de la solution la plus grossiére qui précede.
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1. La méthode LDC (Local Defect Correction)

La méthode LDC a été développée par W. Hackbusch [71]. L’opérateur de restriction
de cette méthodologie vise a corriger le probleme grossier a partir du calcul du résidu
restreint déterminé au niveau des zones de recouvrement. Ce résidu est calculé via la
méthode multi-grilles standard de A.Brandt [19]. Le probléme du maillage grossier
est ainsi déterminé en ajoutant au second membre le résidu obtenu sur ces zones.
Les travaux de P.J.J. Ferket et al. [56, 54] ont permis d’adapter la méthodologie de
W. Hackbusch dans le cadre d'une discrétisation par différences finies. Un couplage
de la méthode LDC et de la méthode des volumes finis a été réalisé dans les travaux
de M.J.H. Anthonissen [120]. J.U. Wrappler [155] a associé la méthode des éléments
finis avec la méthode LDC.

Un avantage de la méthode LDC est sa possibilité d’étre utilisée avec n’importe
quelle discrétisation, cependant selon ces travaux, il a été relevé que la zone de re-
couvrement était légerement plus grande, car elle se compose d'une zone de sécurité
sur les bords de la zone d’intérét raffinée [56, 120, 155]. Sur ces zones de sécurité,
le probléme grossier n’est pas corrigé méme si la zone a été affinée, mais le but
de la méthodologie est d’éviter des effets néfastes émanant des conditions limites
projetées.

Méthodes & Outils

2. La méthode FAC (Fast Adaptive Composite)
La méthode FAC a été développée par S.F. McCormick [113]. L’idée est d’introduire
un probleme intermédiaire composite entre deux niveaux de grille. Ce probléme
contient en conséquence les nceuds de la grille plus fine, complétée par les noeuds de
la grille plus grossiére sur la zone non raffinée. L’opérateur de restriction vise ainsi a
déterminer le résidu sur ce maillage intermédiaire, ou ce dernier permet de corriger
a la fois les solutions grossieres et fines.
Cette méthodologie est régulierement utilisée dans le cadre d’une résolution par dif-
férences finies et 'analyse de la convergence de la technique a été abordée dans les
articles [113, 114, 55].
Quelques résolutions numériques montrent 'efficacité de la méthode FAC [78; 150,
135], pouvant étre facilement utilisables sur des architectures paralleles [100].

3. Les méthodes FMG (Full MultiGrid)

Les méthodes FMG locales ont été développées plus récemment et sont détaillées
dans les articles suivants [28, 156, 16]. Ces méthodes FMG locales sont fondées sur
les rudiments de la méthode FMG datant de 1994 par A. Brandt. Il s’intéressait a
améliorer la convergence de la méthode multigrilles standard [20, 23]. L’idée de la
méthode FMG vise a accélérer la vitesse de convergence de la méthode multigrilles
standard en partant du maillage grossier et en effectuant une résolution bi-grilles,
dans l'optique d’avoir une résolution progressive. Les opérateurs de projections (res-
triction et prolongement) sont communs aux méthodes multigrilles standards. Les
maillages plus fins sont ajoutés progressivement apres la convergence des cycles mul-
tigrilles précédents.

Les travaux de B. Watremetz et al. et de E. Biotteau et al. [156, 16] ont eu pour
objectif d’appliquer la méthode FMG localement. L’opérateur de restriction est dif-
férent dans ce cas-ci, mais il s’apparente a celui de la méthode LDC. Par contre
I'opérateur de prolongement est défini différemment, car il émane des méthodes
multigrilles standards et de la méthode multigrilles LDC.
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I.2.4. Méthode XFEM

La méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method) a été développée a la fin des
années 90 pour traiter les problemes de convergence des éléments finis par rapport aux
éventuelles singularités du domaine. La méthode se base essentiellement sur les travaux
de J.M. Melenk et I. Babuska [115] qui consistaient a introduire des fonctions capables
de décrire la singularité tout en respectant les conditions limites. L’introduction de cette
technique appelée partition de I'unité a la méthode des éléments finis, permet d’enrichir
une approximation éléments finis a ’aide de fonctions quelconques. N. Moés, co-fondateur
de la méthode X-FEM, expose la technique dans l'article [122]. Quelques années plus
tard, Particle de N. Moés et T. Belytschko [121] illustre un bilan des avancées réalisées
concernant la méthode X-FEM et plus particulierement sur le couplage X-FEM avec la
méthode des "level sets".

La technique des "level sets" a été introduite par J.A. Sethian [138] dans la mécanique
des fluides pour représenter 1’évolution d’interfaces. Cette méthode permet ainsi de pro-
pager la surface localisée de discontinuité sous un champ de vitesse connu. On retrouve
la modélisation compléte de fissures avec X-FEM dans les travaux de N. Moés [122] et
étendue au cas 3D dans l'article de N. Sukumar [144]. Les theses de M. Geniaut [66] et
de M. Siavelis [139] mettent en lumiere, respectivement, la méthode via son application
pour la modélisation de fissures sous contact des structures industrielles et la modélisation
des failles géologiques. Concernant 'intégration numérique par cette méthode, M. Siavelis
souligne que la précision d’intégration de fonctions singuliéres en fond de fissure n’est pas
optimale en raison de I'utilisation de l'intégrale avec Gauss-Legendre. Néanmoins avec un
changement de variables adéquat, il est possible de revenir sur une intégration classique.
On notera également qu'’il est possible d’utiliser 1'algorithme de Decuhr [52], méthode
d’intégration adaptative, qui permet d’évaluer des intégrales singulieres. La these de M.
Siavelis met en avant la possibilité de traiter plusieurs discontinuités et également ’acces-
sibilité des résultats concernant 1’élément pour chacune des singularités. La these de A.
Shitti [137] présente la propagation de fissures 2D et 3D planes sous chargement thermo-
mécanique a amplitudes variables.

Méthodes & Outils

I.2.5. Méthode FEM avec discrétisation en ondelettes (WFEM)

Avant de s’intéresser a la méthode FEM avec Ondelettes, il est important de rappeler
quelques éléments historiques et théoriques sur la méthode des ondelettes dans un do-
maine particulier : la sismologie qui a été un moteur de son développement.

1.2.5.1. Historique

La méthode des ondelettes a été créée aux XIX®™ siecle dans I'optique d’améliorer
I’analyse et le traitement du signal. L’objectif principal de cette technique est de décrire
des signaux produits dans le monde réel dans 'optique de caractériser, d’identifier, de
compresser, de filtrer, de transmettre, de prédire...

Bien avant cette technique, l'utilisation de la transformation de Fourier (1822) était em-
ployée pour cette action. Ces transformations linéaires permettaient de décomposer le
signal en un ensemble de signaux dit de "base" du type cosinus, sinus et exponentielle
imaginaire. Il s’est avéré que cette méthode ne permettait pas d’avoir des décompositions
satisfaisantes.

La premiere transformation en ondelettes a vu le jour en 1910 avec A. Haar. La fonction
était définie par une courte impulsion négative suivie d’une courte impulsion positive.
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Quelques décennies plus tard, en 1946, D. Gabor inventa une ondelette [65], dont la mé-
thode est tres similaire a la transformation de Fourier, ou le principe est d’appliquer une
fenétre définie par une fonction gaussienne. Jusqu'aux années 1980, il n’était pas réelle-
ment question de parler de transformation en ondelettes pour les fonctions de A. Haar et
de D. Gabor.

Mais c’est a partir de 1982 que la méthode des ondelettes fut pour la premiere fois intro-
duite par J. Morlet [123] et deux ans plus tard, la méthode est instaurée dans le langage
mathématique via J. Morlet et A. Grossmann [69]. En 1986, Y. Meyer, un des créateurs
de la théorie des ondelettes, réalise un travail de synthese des ondelettes déja existantes
et crée des ondelettes orthogonales [116, 99]. S. Mallat fait le lien entre la méthode des
ondelettes et I’analyse multirésolution [108, 110, 109]. Et en 1987, I. Daubechies créa des
ondelettes orthogonales, identifiées sous le nom des Ondelettes de Daubechies. Elles sont
caractérisées par leur nombre de moments nuls [40]. De plus, cette famille d’ondelettes
est facilement utilisable dans différents domaines.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

La méthode des ondelettes est un outil tres puissant dans son domaine d’origine (la
sismologie), et les performances de cette technique ont suscité l'intérét des chercheurs
a extrapoler cette derniere a des domaines différents, tels que la compression d’image,
I'imagerie médicale, la téléphonie vidéo, la modélisation numérique par éléments finis.
L’article de B.Li [101] résume les avancées des travaux de recherches jusqu’en 2013 sur
I’analyse numérique basée sur les ondelettes.

L’auteur a répertorié différentes méthodes de résolution a I’aide des ondelettes, telles que :

— WWRM wavelet weighted residual method
— WFEM wavelet finite element method

— WBM wavelet boundray method

— WMM wavelet meshless method

Ce travail permet de mettre en lumiere la méthode des ondelettes au sein des méthodes
d’analyse numérique. Dans ce cadre, ces travaux de theése se consacrent principalement a le
méthode des éléments finis avec ondelettes, plus connue sous I'acronyme WFEM (Wavelet
Finite Element Method).

Mais avant de s’intéresser de maniere précise a cette technique, il est important de com-
prendre la méthode des ondelettes avec ses particularités, ses espaces de projection et de
définition, et les familles d’ondelette existantes.

1.2.5.2. Généralités sur les ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions a partir desquelles il est possible d’analyser un si-
gnal, une image... en fréquence et en temps. Cette analyse précise permet d’extraire des
éléments remarquables, d’atténuer des bruits parasites... et ainsi de représenter un signal
décomposé dans plusieurs espaces.

En mathématiques, une ondelette 1 est une fonction de carré sommable de 'espace
de Hilbert L2, avec une évolution oscillante dans la majeure partie du temps et une
moyenne nulle. Cette fonction est souvent choisie comme outil d’analyse et de reconstruc-
tion multiéchelles et de nombreux travaux ont été résolus via la méthode des ondelettes
[125, 38, 112, 101, 92].
Cette fonction ¢» € L' N L? est appelée ondelette si elle vérifie la condition d’admissibilité
dans le domaine fréquentiel suivante :
N 2 N 2
[ = [P g < (L1)
n _

@i @l
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On notera que ¢ désigne la transformée de Fourrier de ¢. Cette condition entraine que
I'ondelette soit d’intégrale nulle :

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

/ :O W) de = 0 (1.2)

Cette condition est souvent renforcée en exigeant que 'ondelette ait (m+1) moments nuls,
qui vérifie la relation :

/ z*YP(z) de =0 avec z =0,-+-,m (1.3)
R

Les ondelettes par familles sont constituées d’une ondelette mere v et de ’ensemble
de ses images par les éléments d’un sous-groupe A du groupe des transformations affines
de R™.

Les familles d’ondelettes les plus connues et les plus utilisées sont les ondelettes de Dau-
bechies, de Haar, Morlet, Meyer, Symlets et Coiflets...

Le choix de 'ondelette est laissé libre a 1'utilisateur, mais en fonction des objectifs du trai-
tement par ondelettes, la transformée en ondelettes continues (TOC) peut étre préférable
a la transformée en ondelettes discretes (TOD) ; ces transformées seront détaillées dans la
suite de cette section. De plus, selon le choix de 'espace, certaines familles d’ondelettes
sont plus adaptées a la situation, telles que les ondelettes de Daubechies et les ondelettes
bi-ortogonales pour la TOD, et les ondelettes gaussiennes et de Morlet pour les TOC. 11
est intéressant de se référer au livre de M. Misiti et al. [119] pour davantage de détails et
pour leurs travaux de syntheése concernant les caractéristiques des familles des ondelettes
existantes.

On notera également que toutes les ondelettes ne sont pas définies via une formule analy-
tique, néanmoins dans ce cas précis, elles sont caractérisées par leurs filtres associés. Avec
les algorithmes de reconstruction de S. Mallat, il est possible d’avoir une approximation
de 'ondelette définie implicitement.

1. Transformées en ondelettes continues (TOC)

La transformée en ondelettes continue [38, 151, 131, 119, 15, 37] commence par la
définition de I'ondelette meére 1) € L?(IR). Pour éviter toute dépendance par rapport
a I’échelle de grandeur ainsi introduite, les versions dilatées et comprimées de 1) sont
ainsi utilisées et sont définies via :

Va e R\ {0},  t,(z) = \;5%0 (%) (14)

La localisation dans le temps est obtenue en translatant ces différentes "versions' de

¥

WER VYaeR\{0},  wup (@)= (x—b) = \}E@b (w . b) (15)

Remarques :

— b correspond au facteur de position (ou de translation) b € R

— a correspond au facteur d’échelle (ou de contraction/dilatation) a € R

25

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



i l
([ ]
[ ]
Instiu de Recherche Dupuy de Lime
Universté Bretaane Sud awsricu

La famille {1}, est la famille d’ondelettes associée a 1) et en prenant ¢ avec une
énergie 1, c’est a dire (|12 = 1) , toutes les fonctions de la famille v, ; sont par
conséquent de norme 1.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

La transformée en ondelettes continue d’'une fonction f € L?(R) d’énergie finie est
définie via la famille de coefficients Cy(a,b) qui sont déterminés par la relation
suivante :

Of(a’ b) = /Rf(x)wa,b(x) dr = (f» 1/}a,b)L2 a € R, beR (16)

avec 1, p(x) qui correspond au conjugué de la famille d’ondelettes 1.

La transformation admet une inverse, sous la condition d’admissibilité 1.1 et la
formule de synthese est :

1 da db
f(z) = Kw/RJF/RCf(a’b)wa’b (x) o dans L? (L.7)
La condition d’admissibilité 1.1 est :
[ (w)[?
K, = / d 1.8
L Wi Y (L8)

La transformation en ondelettes continue montre que la reconstruction du signal
est extrémement redondante dans le sens ou toutes les ondelettes sont utilisées, et
qu’elles sont linéairement dépendantes. Une premiere méthode de discrétisation a
été mise au point, qui se base sur la généralisation des théoremes d’échantillonnage
de Shannon [111]. Elle introduit en conséquence les transformées en ondelettes dis-
cretes.

2. Transformées en ondelettes discrétes (TOD)

J. Morlet [123, 69] a proposé de construire des bases ou des frames de fonctions
construites sur le modele suivant :

Gto.at () = \/1A_tg (%) (19)

ou les valeurs de At sont prises sur une échelle géométrique et les parametres de
translation sont proportionnels a At :

At = d’

1.10
to = kAt (1.10)

Ces travaux conduisent ainsi a la transformée discrete de la famille d’ondelettes 1,
qui s’exprime par la relation :

Yk (T) = a*(ada — kbo) ap > 1,bp > 0 fixés et j,k € Z (I.11)

Un choix usuel de ag = 2 et by = 1 est dicté par le théoreme d’échantillonnage de
Shannon [111]. Dans ce cas de transformation en ondelettes discrete, une gamme
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d’échelles At est couramment employée correspondant a la gamme des échelles dya-
dique 27. Des familles d’ondelettes 1), sont ainsi obtenues et s’expriment par :

Méthodes & Outils

ik () = 2% (D — k) jkeZ (L12)

La transformée en ondelettes discretes [38, 151, 131, 119, 15, 37] d'une fonction
f € L? est définie via les coefficients C}(j, k) qui sont déterminés par la relation
suivante :

Cr(G:k) = [ F@iia(@) do = (fis),  jERKER  (L13)

ol ¥; () correspond au conjugué de la famille d’ondelette 1; ;. Dans ce cas discret,
il est possible d’écrire également :

O, k) = (F(@) * i) () (114)

ol la relation est exprimée via un produit de convolution entre la fonction f et la
famille d’ondelettes conjuguée autour du point k.

La recomposition du signal s’effectue via la relation :

Fl@) =22 D (foin) Wy () (1.15)

JEL kEZ

(f,v;x) correspond au produit scalaire

En 1986, la transformation en ondelettes discretes évolue avec une nouvelle méthode

de discrétisation basée sur une analyse multirésolution (AMR). Cette nouvelle méthode
de discrétisation mise au point par S. Mallat, [108, 110, 109], permet d’avoir une tech-
nique completement récursive, engendrant une famille d’ondelettes orthonormales, avec
un avantage considérable, car elle réduit la redondance a néant.
S. Mallat établit ainsi le lien entre la méthode des ondelettes provenant des travaux de J.
Morlet [123] et I’analyse multirésolution via les bancs de filtres classiques en traitement
du signal. Ces bancs de filtres se composent de 4 filtres, plus connus sous le nom de QMF
(Quadrature mirror filter). S. Mallat propose en 1987 [108], un algorithme de transforma-
tion rapide de décomposition/ reconstruction pour la transformée en ondelettes discrete
basé sur ce principe.

I.2.5.3. Analyse multirésolution (AMR)

Cadre théorique :
Le cadre théorique de I'analyse multirésolution se base sur les travaux de S. Mallat en
1987 [108, 110, 109, 111]. Selon ces articles, une analyse multirésolution est une suite de
sous-espaces {V;},ez vectoriels fermés, qualifiés également d’espaces d’approximation, de
L? vérifiant les propriétés suivantes :

1. Vy GZ,‘/jfl - ‘/J C ‘/j+1
2. j@zvj = {0}

3. UV, est dense dans L?
j€z

A NVjeZ f(x)eV,e f(x—k) eV
5.Vj €2, (x) €V & £ (20) € Vi
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6. Il existe une fonction ¢ € Vj telle que la famille {¢(x — k) }rez est une base ortho-
normale de Vj, et cette base correspond a une base de Riesz de V. Cette fonction
¢ est appelée sous le nom de fonction d’échelle de I’analyse multirésolution.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

La relation 3. montre qu’il existe une fonction d’échelle ¢ qui par dilatation et trans-
lation engendre une base orthonormale V. Les fonctions de bases sont construites suivant
la relation :

b (1) = 2776 (272 — k) jkeZ (1.16)

L’indice "j" correspond au niveau de résolution sous la forme d’un entier relatif, Z et
k représente le facteur de translation.

L’intérét d'une analyse multirésolution réside sur une représentation multiéchelles, dont
la méthode s’apparente fortement aux méthodes multi-grilles standards. Le passage d'une
échelle a une autre s’effectue via des formulations assez simples, détaillées dans 'article
de Y. Meyer [117].

Les espaces {V;}jez de 'AMR servent d’espaces d’approximation (ou de tendance). Ces
espaces se déduisent de 'espace central Vj par contraction (pour j>0) et dilatation (pour
j<0).

L’inclusion des différents espaces V; ne permet pas de regrouper les ¢;; pour former
une base orthonormale de L?(R). Des espaces de détails notés {W,},cz viennent en com-
plément des espaces d’approximation. Il est noté que l'espace W; est le supplémentaire
orthogonal de V; dans 'espace Vji; :

Wi =V 0V =V NV (L17)

La relation suivante peut étre ainsi déduite :

L
Vin=V;&W, (1.18)

Le point clé est alors que, sous ces hypotheses, 'orthogonal de V; dans Vj;; a une
structure similaire a celle de V. Cette structure est exprimée par 'ondelette notée .

L’application récursive de la formule précédente dans le cas de deux espaces Vj, et Vj,
ou J > Jo permet d’en déduire la relation suivante :

J—1
Vi=V® (@ Wz) (1.19)
i=Jo
11 existe une fonction v telle que {¢(x — k), k € Z} soit une base hilbertienne de Wj.
Connaissant les valeurs de ¢, il est possible de déterminer les valeurs de v via ’algorithme
rapide de S. Mallat.

Remarque :
Il est également possible d’avoir I'espace de détails W; qui ne soit pas orthogonal a I'espace
d’approximation V;. On parle alors d'une analyse multirésolution dites bi-orthogonales, il
est possible de se référer a 'article de B. Jawerth [85], pour plus de détails.

1

Dans un cadre orthogonal, I’équation Vj; = V; @ W; définit les espaces de détails
W; de fagon unique. Des bases hilbertiennes des différents espaces sont ainsi utilisables et
s’expriment par les relations suivantes :

Vik () = 279 (D — k)
i () =270 (270 — k) (1.20)
ngo,k (.Z') — 2Jo/2¢ (QJOZE . k)
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Il est alors possible d’exprimer une fonction f € L? (R) et f; € V; telle que :

F@) =" < fitgon > buon(®)+ D Y. < fihjx > ¢jk(z)

keZ j<Jo keZ

i) = > < f.dsn> dsu(x)

k=—o0

Les signaux peuvent étre ainsi exprimés sur des bases d’ondelettes orthogonales [41].
I sera noté plus communément < f, ¢or >= cor, < f,¥jr >=djr, < f,0jr >= cj. Les
coefficients ¢;;, correspondent ainsi aux facteurs d’approximation, et les d; indiquent les
coefficients de détails.

Les coefficients sont déterminés via les relations suivantes :

+o0
Cjok = / f(x)¢Jo,k dx ( )
e 1.22

+o0
d;. = /_ Fl@)in do
Décomposition en Ondelettes via ’algorithme rapide de S. Mallat

S. Mallat, développe en 1987 [108] un algorithme de décomposition /reconstruction ra-
pide pour la transformée en ondelettes discretes. Via cette algorithme, il est ainsi possible
d’obtenir la relation entre les coefficients d’approximation c;, et les coefficients de détails
d; 1, entre deux niveaux d’échelle successifs.

Mais avant de s’intéresser a ces relations, il est nécessaire d’établir les relations a deux
échelles. Ces relations sont établies via les relations 1. et 5. des propriétés de 'analyse
multirésolution V; C Vj;.

Gik() = Y hidjpi ()

keZ
=3 m20+D2g (2j+1x _ k)

kEZ

on(r) =D h2"2¢ (2'w — k) si j=0

kEZ

(1.23)

ik(®) =D grdjpi ()

keZ
=3 g2Vt 2 <2j+1x _ k)

kEZ

Yor(z) = 3 g2 (2w — k) sij=0

kEZ

(1.24)

Les fonctions 1 et ¢ sont exprimées dans la base hilbertienne Vj. Les coefficients hy
et g font référence aux filtres qui composent le quadrature mirror filter (QMF). Les
coefficients hy correspondent au filtre passe-bas alors que g, spécifient le filtre passe-haut.
Il est également possible de déterminer les coefficients g, a partir des valeurs hy via la
relation suivante :

go=(=1)'hyay aveck=0,1,--- N —1 (1.25)

Avec N, qui correspond a l'ordre de I'ondelette utilisée, par exemple 'ondelette de
Daubechies D6, avec N=6.
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A partir de ces relations, celles entre les coefficients d’approximation et de détails
peuvent étre déduites. Si f € Vj alors f = >,z ¢ip¢jr; or V; = Vg @ Wy donce : £
peut s’écrire via la relation suivante :

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

flx) =Y cjandjan(®) + Y dj1pj 1 () (1.26)

keZ kEZ

A Taide de la relation aux deux échelles 1.23, il est possible d’obtenir une équation
liant les coefficients d’approximation des deux niveaux.

Ci—1e =< [, 0j—1k >

=< Cubi s bi—1k >

IEZ

= Cii < Qi1 s Qj—1k >
,e% ! P (1.27)

= ¢j1 < bri—ok, @ >

IEZ

= Z Cj,lhlka

IEZ

A Taide de la relation aux deux échelles 1.24, il est possible d’obtenir une formulation
liant les coefficients de détails entre deux niveaux :

di—1p =< [ ,Vj—1k6 >

=< > ¢t -1k >

leZ

= Cig < Qi Vi1 >
é ! e (1.28)

= i < 1ok, Y >

lEZ

= Z Cj 1912k

leZ

Et ces deux nouvelles relations conduisent a une relation entre le niveau j et le niveau
j-1:
Cik =D Cj1ihe—or + Y dj_1Gk— (1.29)

l€Z leZ

1.2.5.4. Effets de bords concernant les transformées en ondelettes discrétes
(TOD)

L’utilisation de la méthode de décomposition en ondelettes dans le domaine du filtrage
peut-étre assez complexe au niveau du calcul des termes situés aux bords du domaine de
I'intervalle. D’un point de vue numérique, des choix de représentation sont a effectuer.
En effet, la particularité de certaines opérations (produit de convolution) nécessite de mo-
difier le domaine de définition de la fonction initiale. Ces modifications sont nécessaires
afin de représenter avec précision la fonction sinon des phénomeénes de bords apparaissent
aux extrémités.

La littérature [141, 90, 143, 124, 57, 21, 148, 111, 87| expose différentes méthodes afin
d’améliorer la représentation.
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Quatre techniques sont principalement utilisées et illustrées par rapport a un signal
défini sur [biny : bsup) :

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

1. Zéro padding :
Cette méthode consiste a avoir le signal nul a lextérieur du support original, cf
1.3(e).
f(x < bing) = f(x > bsyp) =0 (1.30)

Via cette méthode, I'inconvénient est bien sfir la création artificielle d'une disconti-
nuité sur les bords.

2. Périodisation :
Cette méthode met en ceuvre une répétition du support original a 'extérieur du
support via une extension périodique, cf 1.3(b).

f(binf - 1) = f(bsup) f(binf - 2) - f(bsup - 1) T
f(bsuza + 1) = f(binf> f(bsup + 2) = f(binf + 1) U

L’inconvénient de la méthode réside sur la création d’une discontinuité sur les bords
du support dans le cas, ou il y a une différence de potentiel entre les deux va-
leurs extrémes du support original. Cependant c’est la méthode la plus utilisée dans
le traitement des signaux de courte durée, car elle provoque une discrétisation du
spectre qui ne modifie pas la transformée en ondelettes dans le domaine spectral.

(1.31)

3. Symétrisation :
Cette technique a pour objectif de réaliser une symétrie du signal par rapport aux
bords du support original, cf 1.3(c).

f(bing — 1) = f(bing +1) f(bing —2) = f(bing —2)---
L’inconvénient de cette méthode est la création d’une discontinuité sur la dérivée

premiere au niveau des bords du support. La symétrisation introduit moins de dis-
continuités lorsque I'évolution du signal varie sensiblement entre ses deux extrémités.

(1.32)

4. Expansion :
La méthode se divise en deux variantes possibles, notées "SPd" avec d qui réfere par
rapport a l'ordre de la dérivée. Dans le cas "SP0", la méthode consiste a étendre
le signal avec une extrapolation linéaire. Les valeurs extrémes sont ainsi répétées a
I’extérieur du support original. Dans le cas "SP1", la technique a pour but d’étendre
le signal via une extrapolation exprimée par sa dérivée premiere , cf 1.3(d). Les
valeurs extrémes sont déterminées via les relations suivantes :

f(=x) = 2.f (bing) — f(2)

F(boup + ) = 2.f (bsup) — [ (Dsup — ) (1.33)

Cette méthode s’avere tres efficace dans le cas ol les potentiels des valeurs extrémes
sont tres importants.
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La figure 1.3 représente les différentes méthodes a travers ’analyse d’un signal original

N —

(a) Original signal

M

(¢) Symetric

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

(d) Expansion (e) Zero-padding

F1GURE 1.3 — Représentation des méthodes pour le traitement des effets de bords

Les méthodes illustrées, permettant de traiter les effets de bords, sont particulierement
utilisées dans les transformées en ondelettes discretes, via 'analyse multirésolution. Les
effets de bords sont des discontinuités qui viennent s’ajouter aux phénomenes particuliers
déja présents sur le support original. Le fait de pouvoir éviter I'apparition de ces singula-
rités additionnelles permet d’avoir une analyse précise.

La reconstruction des signaux via ces méthodes permettent d’avoir une restitution par-
faite du signal, mais la décomposition peut exposer des phénomenes suivant la méthode
choisie et le signal analysé.

1.2.5.5. Généralités des propriétés des ondelettes

Les formulations suivantes sont des généralités des propriétés des ondelettes :
L’intégrale de la fonction d’échelle € R :

/_ O:O () doz =1 (1.34)
L’intégrale de la fonction ondelette € R
/_ O:o b (z) de =0 (1.35)
L’intégrale qui permet de vérifier que l'ondelette a (m+1) moments nuls :
/_O:oxzw(x) de =0 avec z =0,---,m (1.36)

Condition permettant de vérifier si la base est orthonormée :

/ T o()dl@ tn) dr=6(n) Vnez (1L37)

—0o0
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1.2.5.6. Méthode des éléments finis avec Ondelettes WFEM

Méthodes & Outils

Durant ces 30 dernieres décennies, les chercheurs ont montré un réel intérét a l’ana-
lyse numérique via les ondelettes, en raison de leurs propriétés remarquables et de leurs
capacités a résoudre des équations aux dérivées partielles (EDP).

Mais plus récemment, de nombreuses études ont été réalisées couplant la méthode des
éléments finis et les ondelettes, se référant ainsi sous 'acronyme WFEM (Wavelet Finite
Element method). Les articles de J. Ko, J. Ma, H. Antes, J.G. Han, L.M.S. Castro, M.R.T.
Arruda, R.Q. Jia, J. Xiang, W. Sweldens, Y. He [92, 107, 2, 76, 25, 3, 86, 159, 146, 80]
illustrent ces travaux.

Ces avancées démontrent 1'utilisation des différentes familles d’ondelette, Daubechies,
Spline, Hermite, polynomial et seconde génération d’ondelette en modélisation numérique
avec la MEF. Ces avancées selon les familles d’ondelettes utilisées sont détaillées ci-apres :

Daubechies wavelet FEM :

Dans la littérature, l'ondelette de Daubechies est couramment utilisée en raison de son
domaine compact, ses moments nuls et ses propriétés d’orthogonalité [101]. Ces proprié-
tés intrinseques aux ondelettes de Daubechies permettent de résoudre des équations aux
dérivées partielles (EDP) de fagon efficace et précise.

L’article J.Ko [92] expose les différentes propriétés et les équations disponibles concernant
les ondelettes de Daubechies. La fonction d’échelle est utilisée comme fonction d’interpo-
lation, et cette derniere est dérivée permettant ainsi de satisfaire le degré de dérivation
des équations aux dérivées partielles étudiées. L’'intégration du produit de deux fonctions
d’échelles dérivées est exploitée dans ces travaux, plus communément appelée coefficients
de connexions.

Une méthode similaire peut-étre retrouvée dans les articles de J. Ma et R. Patton [107,
128], ou ils prennent en compte les connections des éléments voisins. L’exemple numérique
traité illustre cette technique a travers la résolution d’un probléeme 1D sur une poutre.
Les travaux de X. Chen [35] extrapolent la méthode, pour la résolution de problémes 2D
et il étudie une nouvelle méthode d’intégration pour déterminer les matrices de raideurs et
des efforts. Il expose dans I'article que le produit tensoriel des espaces doit étre déterminé
en premier [102], ce qui a pour effet d’augmenter le temps de calcul.

Néanmoins, J.Jin et al. construit en 2D via les ondelettes de Daubechies, une méthode
sans produit tensoriel [88]. Les fonctions d’échelles et des ondelettes sont exprimées en
2D, et la méthodologie développée est tres remarquable. Dans cet article, il met en ap-
plication la méthodologie sur une plaque fine en acier étudiée dans un cas de flexion. Ces
travaux montrent également que la formulation de déviation dépend essentiellement des
conditions limites spécifiques et n’est efficace que pour des plaques homogenes carrées.
Les conditions limites simples ont été traitées dans les travaux de J. Jin.

Peu de temps apres, Y. H. Zhou a modifié I'approximation en ondelettes de la solution de
déviation [168], en y insérant des conditions limites sur les degrés de liberté de rotation
sur des poutres et des plaques. Ces modifications sont directement introduites sous forme
de coefficients d’ondelettes de Daubechies.

Cet article fait référence a la publication de M.A.Alves [1] avec une méthode multirésolu-
tion qui se compose d’'une grille de résolution qui s’adapte automatiquement aux zones a
fort gradient. Cette méthodologie est adaptée principalement & la résolution d’équations
aux dérivées partielles hyperboliques.

L.A.Diaz [44] met en lumicere la faisabilité et la capacité d’utiliser les ondelettes de Dau-
bechies dans la méthode des éléments finis afin de traiter avec précision des problémes 1D
et 2D avec le modele Mindlin Reissner.
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La méthodologie illustrée dans les articles de J. Ma [107] et de L.A. Diaz [44] intro-
duisent la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies comme fonction d’interpolation.
L’évolution du nombre de points d’interpolation est effectuée via I'ordre de I'ondelette.
L’aspect multirésolution n’est donc pas utilisé dans ces articles. Néanmoins 'article de
J. Chen [31] présente une technique en 2D avec l'utilisation de la multirésolution via
la fonction d’échelle. L’approximation 2D est obtenue par un produit tensoriel de deux
approximations 1D. Les conditions limites sont mises en place via une méthode de pénali-
sation. Les résultats obtenus via cette méthodologie sont tres précis par rapport a ANSYS.

Pour résumer, les ondelettes de Daubechies sont tres utilisées pour approximer les
déplacements et les forces dans la méthode des éléments finis. Les coefficients d’approxi-
mation peuvent étre déterminés via I'imposition de conditions limites, ou il peut étre utile
de passer de 'espace des ondelettes a I'espace physique via une matrice de transformation
[107]. Les intégrations s’appuient sur les méthodes d’intégration illustrées dans l'article
de J. Ko [92]. Des grilles de résolution via I’analyse multirésolution permet d’obtenir des
résultats de plus en plus précis aux zones a fort gradient.

La littérature expose ainsi des résultats remarquables avec 'introduction de I'ondelette
de Daubechies dans la méthode FEM.

Spline wavelet FEM :

L’article de B. Li [101] décrit la méthodologie des éléments finis avec 'ondelette B-
spline. La technique est similaire aux méthodes p-adaptatives (cf. 1.2.2.2) concernant
I'augmentation du degré du polyndme, en se référant a l'article de C.K. Chui et J.Z.
Wang, les créateurs de la méthode [36]. La différence réside sur le fait que l'ordre du
polynéme est fixé pour I'interpolation et la multirésolution vient enrichir le domaine par
trongon avec cette interpolation B-spline. La fonction B-spline posséde une forme tres ré-
guliere, mais contrairement a ’ondelette de Daubechies, elle n’a pas un domaine compact,
néanmoins elle est définie explicitement. Des méthodes d’adaptation de I'ondelette spline
sur un intervalle [0 :1] ont été traitées via J.C. Goswami [68].

Des applications de 'ondelette B-spline en éléments finis sont présentées dans les articles
suivants [2, 76, 77]. H. Antes [2] utilise des bicubic splines pour traiter un probleme 2D,
d’une plaque en flexion. Les articles de J.G. Han et al. [76, 77] exposent I’extension de la
méthode en 2D et 3D via la création d’éléments tels que triangles, quadrangles, tétraedres
et hexaedres. Ces éléments ont été utilisés pour résoudre différents problemes exposés dans
les articles [158, 34, 166]. La méthode se révele tres intéressante, car elle combine la poly-
valence de la méthode des éléments finis avec la précision de 'approximation des fonctions
B-splines [162]. Ces travaux ont permis de poursuivre sur I'analyse de structure avec dé-
tection /représentation de fissures [160, 161, 46]. J.W. Xiang souligne dans ses articles son
choix d’utiliser I'ondelette B-spline en raison de son expression explicite par rapport aux
ondelettes de Daubechies, ou il est nécessaire de calculer les coefficients de connexions dans
le cas des intégrations. La méthode est également utilisée pour la résolution de probleme
de flexion sur des plaques épaisses, ou la formulation multivariable de la méthode éléments
finis avec ondelettes est dérivée via la méthode de Hellinger-Reissner [74]. X.W. Zhang
et al. propose deux éléments supplémentaires multivariable correspondant a des éléments
coques cylindriques et hyperboloides [165]. De plus, cet article montre une méthode qui
traite le déplacement et la contrainte comme deux variables indépendantes. La méthode
permet ainsi d’améliorer la précision des champs de déformations et de contraintes. J.G.
Han [75] présente une nouvelle méthode éléments finis en ondelettes, stochastique, déve-
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loppée a partir des ondelettes B-spline. L’application de la méthodologie est réalisée sur
des plaques fines en flexion, les travaux montrent des résultats précis, mais la méthode
nécessite des développements supplémentaires pour traiter les zones a fort gradients, les
singularités via la propriété de multirésolution. Des méthodes hybrides sont réalisées par
T.H.H. Pian et al. dans le cadre de résolution de plaques épaisses, de poutres via la théorie
de Timoshenko [130, 129]. Cette méthode hybride se compose du principe de Hellinger-
Reisner et de Hu-Washizu.

Erwan KERGOURLAY Méthodes & Outils

Pour résumé les ondelettes B-spline sont utilisées dans la méthode des éléments finis
comme fonction d’interpolation pour approcher les champs de déplacements et d’efforts.
De nombreux développements ont été réalisés afin de traiter des problemes 1D, 2D et
3D. La propriété multirésolution est utilisée dans les articles de [34, 166] et la création
d’éléments a été abordé dans les articles [76, 77|. Les déplacements sont représentés par
les coefficients d’approximations dans ’espace des ondelettes et sont transformés en de-
grés de liberté dans 'espace élément fini via une matrice de transformation. Dans le cas
de représentation/détection de fissures, la transformation en ondelettes de daubechies est
utilisée pour prédire 'endroit endommagé [161].

Polynomiale wavelet FEM :

L’article de L.M.S. Castro [24] met en ceuvre l'utilisation d’une ondelette polynomiale
comme fonction d’interpolation pour la méthode des éléments finis. L’ondelette polyno-
miale est basée sur la définition d’une combinaison linéaire de polyndéme de Legendre,
dont la méthode a été réalisée via J. Frohlich [64]. L’expansion en 2D peut étre obtenue
facilement via un produit tensoriel. Les racines des polynémes de Chebyshev sont utilisées
pour obtenir les coefficients d’expansion dans la formulation. Des formulations hybrides
mixtes ont été également développées, car elles ne sont pas nécessaires pour satisfaire les
conditions élastodynamiques locales. L.M.S. Castro a employé 'ondelette polynomiale sur
un intervalle comme fonction d’approximation dans le cadre d’'une formulation hybride
mixte [26]. Cet article met en avant un point tres intéressant concernant ’aspect multiré-
solution via l'utilisation de ’ondelette de Daubechies, ou le niveau minium de résolution
s’exprime :

Jmin = logs (4A — 2)

Il est & constater que le niveau dépend du nombre de moments nuls "A" de Daubechies.
Les articles [3, 25] ont montré que l'utilisation des ondelettes doit se faire essentiellement
pour la résolution de probléme statique et dynamique non linéaires.

Second generation wavelet FEM :

La seconde génération d’ondelette pour la méthode des éléments finis adopte également
une fonction d’échelle et une fonction d’ondelette dans le cadre de ’analyse mulirésolu-
tion. Néanmoins, la construction est différente, car elle s’appuie sur la méthode du "lifting
scheme" qui consiste a enrichir localement la zone ot un phénomene particulier se produit
[154]. Un avantage considérable de cette famille d’ondelettes réside sur le fait de diminuer
le nombre de degrés de liberté, par rapport a un autre type d’ondelettes, le développement
de cette famille d’ondelette est détaillé dans les articles [147, 146]. Y. Wang illustre dans
son article [152] la réalisation d'une méthode éléments finis multirésolution basée sur ce
type d’ondelettes et propose également une nouvelle méthode adaptative via une inter-
polation ondelettes de seconde génération sur des problemes de structures en vibration
[153]. Y. He et X. Chen ont amélioré la méthode d’analyse éléments finis multirésolution,
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en utilisant des fonctions d’interpolation appropriées et en ajoutant une ondelette d’in-
terconnexion sur l'intervalle [80, 81]. La méthode permet de calculer la flexibilité locale
provenant d’une fissure dans un tuyau et la littérature présente des résultats expérimen-
taux et numériques validant la méthodologie [82]. Un développement 2D a été effectué
par S.M. Quraishi [132] permettant de résoudre des équations aux dérivées partielles el-
liptiques.

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

L’article de B. Li [101] permet d’avoir une synthese complete sur les différentes mé-

thodes éléments finis avec ondelettes. Les méthodes qui utilisent I’aspect multirésolution
de la méthode des ondelettes montrent des résultats remarquables avec des précisions
supérieures aux techniques sans multirésolution. Les ondelettes de Daubechies sont tres
utilisées dans la littérature et montrent de nombreux avantages au niveau de la détection
de singularités, son domaine compact et la possibilité d'utiliser une analyse multirésolu-
tion. Néanmoins, elle ne possede pas de forme explicite et en conséquence le calcul des
intégrales nécessite une méthode bien particuliere. Les applications avec les ondelettes B-
spline illustrent une méthode précise, qui s’apparente aux méthodes p-adaptative concer-
nant le degré du polynéme. Néanmoins I'aspect multirésolution vient enrichir davantage
I'intervalle. De nombreux développements ont été réalisés avec la création d’éléments tri-
angles, quadrangles, hexaedres... Les ondelettes polynomiales se rapprochent beaucoup des
ondelettes B-splines, mais avec 1'utilisation des racines des polynémes de Chebyshev pour
obtenir les coefficients d’expansion. La méthode s’apparente aux méthodes p-adaptatives
et larticle de L.M.S. Castro [24] utilise ces méthodes adaptatives pour I'aspect multiréso-
lution. La seconde génération d’ondelettes montre des résultats remarquables et présente
des avantages considérables du fait du raffinement localisé par rapport a un phénomene
particulier.
L’ensemble des méthodes illustrées dans la littérature montrent des résultats précis et
utilisent uniquement une interpolation en ondelettes pour exprimer les champs de dépla-
cements, déformations et contraintes. Quelques méthodes hybrides ont été développées,
couplant différentes méthodes pour simplifier et améliorer les résolutions des problémes.
De nombreux articles ont également relevé le temps de calcul occupé via la méthode des
éléments finis avec ondelettes et ont cherché des améliorations via 1’aspect multirésolution
ou le "lifting scheme".

1.2.6. Conclusion

La section 1.2 avait pour objectif de présenter les méthodes et les outils développés
pour analyser les phénomenes particuliers. Des améliorations considérables ont été réali-
sées ces dernieres années dans ce domaine et des méthodes adaptatives 1.2.2, des méthodes
multi-grilles 1.2.3, la méthode XFEM 1.2.4 et des méthodes éléments finis avec une dis-
crétisation en ondelettes [.2.5 ont été créées.

Chaque méthodologie présente des avantages et des inconvénients et peut étre parfois
limitée a des cas d’études précis. La méthode des éléments finis doit étre constamment
adaptée pour la résolution du probleme visé sinon des écarts importants entre la modéli-
sation numérique et la réponse réelle seront présents.

Ces travaux de these consistent a chercher une nouvelle méthode de résolution de pro-
blemes avec des discontinuités basées sur la méthode des éléments finis avec ondelettes.
Dans ce cadre, le choix s’est porté sur I'ondelette de Daubechies en raison de ses pro-
priétés et sa capacité de détection. La partie suivante 1.3 a pour objectif de présenter les
formulations concernant cette famille d’ondelettes.
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1.3. Ondelettes de Daubechies

Ondelettes de Daubechies

1.3.1. Introduction

Les ondelettes de Daubechies sont des fonctions de base particulierement utilisées
dans le traitement du signal et des images. Ces derniéres permettent de représenter des
fonctions a différents niveaux de résolution.

Elles possedent les particularités suivantes :

— une forme non analytique : seuls les coefficients aux points de définition (points
particuliers) sont connus, ils correspondent plus précisément aux coefficients du
filtre passe-bas

— un domaine de définition compact [0 : N — 1] (fonction nulle en dehors du domaine)
— des évolutions remarquablement non linéaires ( cf figure 1.4 )

— des moments nuls, qui constituent ainsi des conditions mises a profit pour déterminer
les coefficients de 'ondelette, le nombre de moments nuls équivaut a la moitié de
l'ordre A= N/2

Le nombre de coefficients correspond a l'ordre "N" de 'ondelette de Daubechies. En
dehors de ce domaine, 'ondelette équivaut a zéro.
Deux notations sont ainsi utilisées pour référencer une ondelette : DN et/ou DbA.

1.2

0.8
0.6
0.4+
0.2f

-0.21

Ly

0 1 2 3 4 5

(a) Fonction échelle, D6 (b) Fonction ondelette, D6

FIGURE 1.4 — Evolution de la fonction d’échelle et fonction ondelette de I'ondelette de Daube-
chies D6

I.3.2. Rappel sur la définition des ondelettes de Daubechies

Les ondelettes de Daubechies sont définies sur des bases orthonormales et sont for-
mées par les fonctions ¢;,(x) et 1, ,(x) construites a partir des deux fonctions ¢ et 1,
représentant la fonction d’échelle et la fonction ondelette mere.

Ces bases sont représentées par :

djn(x) = 22p(20x — k) (1.38)

bin(x) = 222w — k) (1.39)

Le terme j correspond au facteur de dilatation/contraction, et le facteur k& corres-
pond au facteur de translation. Le facteur j est plus généralement associé au niveau de
résolution.
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Lorsque les fonctions d’échelle et ondelette de 'ondelette de Daubechies sont utilisées,
ces dernieres satisfont les deux relations d’échelle suivantes.
La premiére concerne la fonction d’échelle (fonction d’approximation) :

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

N—
Z p]¢ T — ] (1-40)

et la seconde correspond a I'équation de la fonction ondelette (fonction détails) :

N-1

= > (=1Ypy-1-;0(2x - j) (1.41)

avec N : le nombre de coefficients du filtre passe-bas de 'ondelette choisie dont ces
derniers apparaissent plus généralement dans le domaine du traitement discret d’images
comme les coefficients d’un filtre

Remarques :
— Les coefficients p; définissent et sont attachés a une ondelette particuliere

— La relation 1.41 permet le calcul de la fonction ondelette a partir de la connaissance
de la fonction d’échelle

— Les équations .40 et 1.41 permettent de calculer les valeurs de la fonction d’échelle
et de la fonction ondelette par récurrence en tout point "x"

1.3.3. Détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle
de 'ondelette de Daubechies

La premiere étape consiste a calculer les valeurs initiales de fonction d’échelle. Pour dé-
terminer ces coefficients, la formule de récurrence 1.40 est utilisée. Un systeme d’équations
est ainsi écrit sous la forme suivante :

M® =& (1.42)

qui constituera alors une équation aux valeurs propres. Cette méthode est extraite des
articles de J.R.W [89] et de la these de O.M.N [125]. Les étapes principales du calcul de
ces valeurs sont rappelées ci-apres en prenant ’exemple de 'ondelette de Daubechies Db3,
définie par 6 coefficients a définir.

La matrice M est construite a partir de la relation I.40 appliquée en 6 points d’abscisses
entieres 0...5, et en tenant compte du fait qu’en dehors de l'intervalle [0 :5] la fonction
d’échelle doit-étre nulle :

he 00 0 0 0
hg hl ho 0 0 0
hy hs hy hy hg O
M =/(2) o oh b o b (L43)
0 0 0 hs hy hs
00 0 0 0 hs

La matrice 1.43 M illustrée ci-dessus utilise les coefficients "h;", définissant le filtre
passe-bas de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6. Ces coefficients sont extraits de la bi-
bliotheque des Ondelettes réalisée par I'université de Stanford, téléchargeable a ’adresse
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http://statweb.stanford.edu/~wavelab/Wavelab_850/download.html. Les valeurs ex-
traites ont été controlées a 'aide de 'article de I.Daubechies [40], fondatrice de cette fa-
mille d’ondelettes orthogonales.

La relation 1.44 permet de faire la liaison entre les coefficients du filtre passe-bas "h;" et
les coefficients de définition "p;" associés a 1’ondelette de Daubechies d’ordre 6. La ma-
trice 1.43 est ainsi multipliée par /2 afin d’obtenir les coefficients p; de I'ondelette de
Daubechies.

Ondelettes de Daubechies

pi = V2h; (1.44)

Dans l'optique d’obtenir une solution non nulle, le systeme 1.42 conduit a une équation
aux valeurs propres ;.
Les valeurs propres de la matrice M sont les scalaires \; vérifiant :

det(M — \,,)) =0 (1.45)

avec I : la matrice identité et n : ordre de la matrice

Les vecteurs propres sont les vecteurs x de composante (2, 2", ...) associés aux valeurs
propres \; et vérifiant la relation 1.46 suivante :

x/

0
MX=XX&(M-N\NIL)|z"]|=1|0 (1.46)

L’obtention des vecteurs propres et des valeurs propres permet une analyse de ces
valeurs. Le repérage de la valeur propre 1 permet d’extraire le vecteur propre associé. La
raison de ce choix vient du fait que le systeme 1.42 correspond uniquement a la valeur
propre 1.

Puis, de maniére a normaliser 'intégrale discrete ( c’est-a-dire la somme des valeurs )
de la fonction d’échelle (cf 1.34), ce vecteur propre est divisé par la somme de ses termes,
afin d’obtenir les valeurs initiales de la fonction d’échelle.

1.3.3.1. Valeurs initiales des fonctions d’échelle de 1’ondelette de Daubechies
d’ordre 4, 6, 8 et 10

Le tableau I.1 illustre les valeurs initiales des fonctions d’échelle de 'ondelette de
Daubechies d’ordre 4, 6, 8 et 10. Les différentes étapes de la détermination des valeurs
initiales de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre 6 sont présentées
dans I’Annexe A.

39

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017


http ://statweb.stanford.edu/~wavelab/Wavelab_850/download.html

rrrrrrr
ssssssss

Erwan KERGOURLAY ==

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Ondelettes de Daubechies

0 0 0 0
0.13660254 0.12863351 0.10071700 0.69613606
e+01 e+01 e+01 e+00
-0.36602540 -0.38583696 -0.33836954 0.44905760
e+00 e+00 e-01 e+00
0 0.95267546 0.39610463 -0.18225401

e-01 e-01 e+00
- 0.42343456 -0.11764358 0.37231823
e-02 e-01 e-01
- 0 -0.11979576 0.15175751
e-02 e-02
- - 0.18829413 -0.17267962
e-04 e-02
- - 0 0.37569471
e-04
- - - 0.17413312
e-06
- - - 0

TABLE 1.1 — Valeurs initiales des fonctions d’échelle de ’ondelette de Daubechies d’ordre 4, 6, 8
et 10

La vérification de la somme des coefficients est effectuée pour chaque ordre d’ondelette
et cette somme doit étre équivalente & 1, condition nécessaire de la fonction d’échelle (cf
chapitre 1.2.5.5).

1.3.4. Détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle
dérivée de 'ondelette de Daubechies

Dans le cadre de la résolution d’équations différentielles il est nécessaire de pouvoir
calculer des dérivées. La forme non explicite (non analytique) de 1'ondelette de Daube-
chies ne permet pas un calcul classique direct. Néanmoins, il est possible de calculer les
coefficients de la dérivée de la fonction d’échelle en suivant une technique analogue a celle
présentée pour la fonction de base (cf. 1.3.3). La méthodologie de calcul de ces coefficients
est rappelée ci-apres. Pour une présentation plus précise il est possible de se reporter par
exemple aux travaux de M.Q.Chen, L.A.Diaz, J. Ma et W. Lin [32, 44, 107, 105].

La dérivée a l'ordre n de la fonction d’échelle est définie par :

d"¢(x) d . _
M) = ——= =~V 1.47
() = SO = S () (1.47)
Compte tenu de la relation 1.40, la relation suivante peut étre déduite :
N-1
oM (z) = 2" > ™ (22 — k) (1.48)
k=0

Cette équation est une formule analogue a 1.40 au coefficient 2" pres.

La premiere étape consiste a calculer les valeurs initiales de la fonction d’échelle dérivée
pour les valeurs entieres de I'intervalle de définition de la fonction [0 : N—1]. En appliquant
la formule de récurrence 1.48, le systeme d’équations s’écrit sous la forme suivante :

MMM = g=ngn) (1.49)
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En prenant Iexemple de I'ondelette de Daubechies d’ordre 6, la matrice M ™ g’écrira
de la fagon suivante :

00 0 0 00
0 hy hg 0 0 0
0 hy hy by hy O

(n) _ 3 ha hi ho

MO =@ g e (1.50)
0 0 0 hy hy O
00 0 0 00

La matrice est multipliée par ﬂ?) afin d’obtenir les coefficients p; de I'ondelette de
Daubechies. La relation [.51 permet de faire le lien entre les coefficients du filtre passe-bas
"h;" et les coefficients de définition "p;", d’out la multiplication de la matrice M par /2.

pi = V2h; (I.51)

A partir de cette matrice, les vecteurs propres et les valeurs propres en sont déduits.
Compte tenu de la relation 1.48, la valeur propre égale a 27" est ensuite recherchée. Dans
I’exemple, la valeur propre 0.5 est recherchée, ce qui correspond a la dérivée premicre
(n=1).

Le vecteur propre associé a cette valeur est extrait puis normalisé la formule suivante :

z_:l (—z)"¢™ (z) = n! (1.52)

Les valeurs initiales de la fonction d’échelle dérivée de 'ondelette de Daubechies sont
ainsi obtenues.

1.3.4.1. Valeurs initiales des fonctions d’échelle dérivées de 1’ondelette de Dau-
bechies d’ordre 4, 6, 8 et 10

Le tableau 1.2 illustre les valeurs initiales des fonctions d’échelle dérivées au premier
degré de l'ondelette de Daubechies d’ordre 4, 6, 8 et 10. Les différentes étapes de la
détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle dérivée au premier degré de
I'ondelette de Daubechies d’ordre 6 sont présentées en Annexe B.
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Ondelettes de Daubechies

0 0 0 0
0.1 e+01 0.16384523 0.17760720 0.15583263
e+01 e+01 e+01
-0.1 e401 -0.22327582 -0.27853494 -0.24360128
e+01 e+01 e+01
0 0.55015936 0.11924525 0.12359051
e+00 e+01 e+01
- 0.44146491 -0.13137451 -0.36743771
e-01 e+00 e+00
- 0 -0.53571028 -0.21780351
e-01 e-01
- - 0.17703965 0.32347193
e-02 e-01
- - 0 -0.13356199
e-02
- - - 0.12168385
e-04
- - - 0

TABLE 1.2 — Valeurs initiales des fonctions d’échelle dérivées premieres de 'ondelette de Daube-
chies d’ordre 4, 6, 8 et 10

1.3.5. Détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle
intégrée de 'ondelette de Daubechies

Dans le cadre d’une résolution d’une équation aux dérivées partielles par la méthode
de Galerkin, il est nécessaire de pouvoir intégrer les fonctions échelles et ondelettes. Dans
ce chapitre, une méthodologie mise au point par plusieurs auteurs permet d’obtenir les
coefficients d’une fonction d’échelle intégrée associée a I'ondelette de Daubechies.

Les articles de M.QQ.Chen et de H.Hashish [32, 79] définissent I'intégrale n®®™¢ continue
de la fonction d’échelle selon :

x Y, Y2
e(n)(x):/o/o /0 ¢ (Y1) dys...dyn_1dy, (1.53)

G(n) est associé a 0,y pour exprimer I'intégrale de la fonction d’échelle de I'ondelette
de Daubechies.

Compte tenu de la relation 1.40 et des propriétés générales de 'opération d’intégration,
la relation suivante peut étre écrite :

N—-1
Py () =277 > prdn) (22 — k) (I.54)
k=0

De maniere analogue au calcul de la dérivée, cette expression appliquée aux différents
points de l'intervalle de définition de I’ondelette conduit & un systeme linéaire. Cependant
contrairement aux calculs de la dérivée, le second membre ne sera pas nul du fait que
I'intégrale de la fonction d’échelle en dehors des bornes du domaine de définition, n’est
pas une grandeur nulle. Le calcul des termes du second membre et la résolution du systéme
permettent alors de calculer les valeurs initiales de la fonction d’échelle intégrée. 11 est
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possible ainsi de calculer les intégrales n®®™ de la fonction d’échelle & I’aide d’une formule
de récurrence ( [32, 79] ).

D’une maniere pratique dans le cas d'une intégrale du premier ordre, pour déterminer
ces coeflicients, la formule suivante est utilisée :

(I =27"M™)¢ = (C) (L.55)
Les termes de la matrice "M" sont obtenus a partir de la relation 1.54.

(C)=(<CyCy C.--->)" T :Transpose (1.56)

(C) forme un vecteur et chaque terme est calculé & partir de la formule suivante :

N-1

Ci=2""> prowm(2i — k) et2i—k>N-—1 (1.57)
k=0

La détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle intégrée se fait via la réso-
lution du systeme d’équations 1.55.

I.3.5.1. Valeurs initiales des fonctions d’échelle intégrées de I’ondelette de Dau-
bechies d’ordre 4, 6, 8 et 10

Le tableau I.3 illustre les valeurs initiales des fonctions d’échelle intégrées au premier
degré de l'ondelette de Daubechies d’ordre 4, 6, 8 et 10. Les différentes étapes de la
détermination des valeurs initiales de la fonction d’échelle intégrée au premier degré de
I'ondelette de Daubechies d’ordre 6 sont présentées en Annexe C.

0 0 0 0
0.84967937 0.60074157 0.37993441 0.22061401
e+00 e+00 e+00 e+00
0.10163460 0.10967114 0.11533818 0.11166736
e+01 e+01 e+01 e+01
1 0.98548673 0.95442792 0.95626923
e+00 e+00 e+00

1 0.99965909 0.10063655 0.10145771
e+00 e+01 e+01

1 1 0.10005009 0.99819794
e+01 e+00

1 1 0.99999616 0.99976213
e+00 e+00

1 1 1 0.99999787
e+00

1 1 1 0.99999999
e+00

1 1 1 1

TABLE 1.3 — Valeurs initiales des fonctions d’échelle intégrées au premier degré de I'ondelette de
Daubechies d’ordre 4, 6, 8 et 10
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I.3.6. Intégration fonction d’échelle, en fonction du niveau de ré-

nsn

solution "j" et sur une intervalle [a :b]

La méthode d’intégration de larticle de H.Hashish, S.L.Ho, M.Q.Chen [79, 83, 32]
définit I'intégrale n®™ continue de la fonction d’échelle par la formule 1.58.

T rYn Y2
6(,1)(:5):/0/0 /0 ¢ (y1) dyr...dyp—1dy, (1.58)

nsn

Dans le cas d'une décomposition ondelette sur un niveau de résolution "j", il est né-
cessaire de savoir exprimer l'intégrale de la fonction d’échelle a ce niveau, en fonction des
bornes de 'intégrale ainsi que du facteur de translation "l".

La démonstration 1.59 montre la méthodologie suivie :

27b

/ﬁwﬂ¢(?x—(ymzié 21297 (x — 1) dx

—97i/? (/Oij b (e — 1) di— /Ozja b(r 1) dw) (1.59)

—97I/2 (9(1) (ij — l) — «9(1) <2ja — l))

A partir de la formule 1.54, olt ¢, est équivalent a 6,), la valeur de l'intégrale de la
fonction d’échelle est déterminée par rapport au niveau de résolution "j" et du facteur de
translation "l".

Une méthodologie plus détaillée peut-étre retrouvée dans la partie 1.3.10 ou la fonction
d’échelle est intégrée sur un domaine restreint [0 :1].

1.3.7. Particularités des ondelettes de Daubechies

D’apres les articles [32, 107, 44, 33], les ondelettes de Daubechies ont certaines parti-
cularités.

1. Intégrale de la fonction d’échelle de base :

j/i:3¢(x)dx:: 1 (1.60)

Cette premiere particularité est commune a toutes les fonctions d’échelles des diffé-
rentes familles d’ondelettes existantes.

2. Propriétés d’orthogonalité entre deux fonctions échelles translatées, et de méme

niveau : .
. G5 (@)j(w)dw = Oy (I.61)
et Oy = { (1) Z;ﬁ (1.62)
3. Produit de deux fonctions ondelettes translatées et de niveau quelconque :
_:O V(1) Y1m (2)dx = §510k,m (1.63)
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4. Produit d’'une fonction ondelette et d’une fonction d’échelle, translatées et de méme
niveau :

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

“+oo

Gjk(2)jm(x)dr =0 (1.64)

5. La fonction ondelette a z moments nuls, si I'intégrale du produit d’un monoéme de
degré z et de la fonction ondelette équivaut a 0.

+oo
/ x*Y(x)dr =0 avec 0 <z < N/2 -1 (1.65)

—00

6. Cette particularité est reliée aux moments nuls "z" de la fonction ondelette. L’inté-
grale du produit d’'un mondéme de degré z et de la fonction d’échelle équivaut a une
constante si :

+0o0
Mg = / ¥ ¢(x)dx avec 0 < z < N/2 -1 (1.66)

Cette relation met en évidence la Capacité de la fonction d’échelle a interpoler avec
précision un monoéme de degré "z"

Ces moments "M;§" sont utilisés au sein de nombreuses intégrales telles que la dé-
termination des valeurs des intégrales d’une fonction d’échelle et d’une fonction
d’échelle dérivée de niveau de résolution quelconque, 1.3.10 mais également pour le
calcul des valeurs des intégrales du produit de fonction d’échelle et du produit de
fonction d’échelle dérivée a des degrés différents 1.3.11.

1.3.8. Détails sur le calcul des Moments de la fonction d’échelle

Selon P'article de M.Q.Chen [32] et la thése de O.M.Nielsen [125], les moments de la
fonction d’échelle peuvent s’obtenir récursivement a partir de la relation :

M = [ v*6(x)da

N—-1 =z l (IG?)
. il MG
2 +1 2 =0 =1 l' '
avec
M) =1 (1.68)
et avec
z:O,l,...,N/2—1 (1.69)

Les moments translatés peuvent étre calculés via la relation suivante :

M = [+ oty

= _Om /_OO y"o(y)dy (1.70)
z Z'
— nl(z —n)!
Les résultats des moments translates de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 en fonc-
tion du degré du polyndéme et du facteur de translation sont présentés en annexe D, au

tableau D.1.
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I.3.9. Intégrales classiques associées aux fonctions de base des
ondelettes de Daubechies

Les ondelettes de Daubechies sont employées en particulier pour I'intégration directe
des équations aux dérivées partielles.
Plusieurs fonctions sont alors employées pour simplifier et calculer les intégrales [32]. Cer-
taines de ces grandeurs classiques seront également employées dans cette étude pour I'in-
tégration du probléme éléments finis. Ces principales grandeurs sont rappelées ci-dessous :

T

M (@) = | y" oy — k)dy (1.71)

Lia) = [ 6% = K)o(y)dy (L72)
AP @) = [y = K)oy)dy (1.73)

T (x) = Ox YO (y — k)d(y)dy (L74)
250 @) = [ oo™y - 16y — k)dy (1.75)

I.3.10. Intégration d’une fonction d’échelle et fonction d’échelle
dérivée sur l’intervalle [0 :1] et sur un niveau de résolution

nsn

j" quelconque

La grandeur correspond au calcul de l'intégrale d’une fonction d’échelle de niveau
j pour des bornes différentes de "—o0" et "+o0". La démarche s’inspire des méthodes
développées pour le calcul de l'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle de niveau
j 1.3.11 (détaillée par la suite). La technique concernant le calcul de l'intégrale d’une
fonction d’échelle de base (niveau 0) est explicitée dans la partie ci-apres 1.3.10.1.

R 1
o :/0 bin(y)dy

ou encore

. 1 .
6l — /0 212420y — k)dy (L76)

et pour le niveau 0

1
07 = / o(y — k)dy avec j =0
0

D’une maniere analogue, 'intégrale d’une fonction d’échelle dérivée peut étre écrite
sous les formes suivantes :

) .
0" = /0 %% (y)dy
. 1 ) :
pih :/ 2126\ 1) (27y — k)27 dy (L.77)
0
1
Qg;dl _ / ¢(d1)(y — k)dy avec j =0
0

Cette méthode est développée dans la partie 1.3.10.3
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1.3.10.1. Détails sur le calcul des coefficients de connexion 6

Les termes 69 sont appelés coefficients de connexion. Les valeurs des termes 69 sont
déterminées en deux étapes. La premiere consiste a exploiter directement la formule 1.76
a l'aide de la définition de la fonction d’échelle 1.40.

N-1

o) = X pro(2e — B)

Cette relation de la fonction d’échelle permet de détailler 1.76 selon :
o 1
0 = [ oy — kdy
1
= Zpr/O $(2y — 2k —r)dy
2
=27 Zpr/o oy — 2k —r)dy
1
=27 % p, [ oly—2k—r)dy

9 (1.78)
+27 5, [ oty — 2k~ r)dy
= 2_1 Zpr(98k+r + 98k+r—1)dy
=27 (Pm—2k + Pm—2k11)05,
= 27 By...0%
= 5k:m 0971
Cette équation peut alors s’écrire sous la forme suivante :
(27 Bom — O )0°, = 0 avec Op.n, : matrice identité I (1.79)
A partir de cette matrice (271B — 1), les vecteurs et les valeurs propres en sont
déduits. La recherche des vecteurs propres correspondant a la valeur propre 0 est alors
réalisée permettant de déduire la dimension du noyau ker(27'B — I). De maniére a dé-

terminer une solution non nulle unique, le systeme homogene d’équations linéaires est
complété par des équations supplémentaires.Ces dernieres proviennent d’une des pro-
priétés de I'ondelette de Daubechies : la fonction d’échelle a la capacité de représenter

exactement un polynome dont le degré correspond a l’ordre "N" de 'ondelette divisé par
2 oté de 1.

N
* =Y Mioi(x) avec M} : Moments translatés et 0 < z < 5 1 (1.80)
k

En intégrant cette relation, il est obtenu :

1 1
/ r¥dr = / > M op(z)dx
0 0 Z
1 zn0

k

(z+1)
valeur® = > MMoment(z) o)
k

(k)
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Ces équations supplémentaires sont exprimées avec un second membre "valeur®)" et
une équation "S>, MM oment% 09",
Les vecteurs propres extraits de la matrice (27'B — I) sont utilisés a travers ces équa-
tions supplémentaires dont le second membre est différent de 0 (produit scalaire entre le
vecteur et I’équation).
L’espace des solutions générées par les vecteurs propres est associé a ’espace des condi-
tions particulieres supplémentaires de maniere a obtenir un vecteur solution unique non
nul (6?) qui constitue les valeurs de I'intégrale de la fonction d’échelle en fonction du
facteur de translation k et des bornes [0 :1] de l'intégrale.

1.3.10.2. Calcul des coefficients de connexion Gi par rapport au niveau de ré-

nsn

solution "j

La partie précédente a permis de trouver les valeurs de lintégrale de la fonction
d’échelle a un niveau de résolution égal a 0. Or dans le cas étudié, la recherche porte
sur les valeurs des intégrales pour tous les niveaux de résolution. La méthode réalisée
s’'inspire de la démonstration précédente.

) 1
0 = /0 ox(y)dy avec j miveau de résolution
1 )
= | 220027y — kydy
0
29 o
[ oty w2y
) 2
=27 [* oy — k)dy (1.82)
) 27+1
=279/7 Zzﬁ’l/ ¢y — 2k —r)dy
- 0
— 2 U237y, (%ﬁ 2(j+1)/2)
= 271/2 Zpr%ﬁr
Une relation de récurrence entre un niveau bas a un niveau supérieur est ainsi obtenue

mais il est également possible de trouver une relation dans le sens inverse : un niveau haut
s’exprimant en fonction d’un niveau inférieur :

. 1
00 = [ dsranu)dy
=) 9622y — k) dy
02j+1 ) )
_ /0 2UHD/2 gy — )2~ Ut gy

j+1

_ 9-(+1)/2 /0 7y — k)dy (1.83)

) 27 27 +1
=20 ([ oty = wyay+ [ oty - )
0 23
GNP (gl0f2 4 g, 207
=271 (% + 0%—23‘)
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Connaissant le résultat pour le niveau 0, il est possible alors de calculer par récurrence
le résultat pour tous les niveaux. Par exemple pour le niveau 1 :

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

0L =271 (60 +6_,) (1.84)

1.3.10.3. Détails sur le calcul des coefficients de connexion 90 &

Les termes 9 ‘1 sont déterminés en suivant une démarche analogue a celle utilisée

pour le calcul des coefficients 69 (cf. 1.3.10.1). La premiére partie, consiste a exploiter
directement la formule 1.77 a 'aide de la définition de la fonction d’échelle dérivée 1.48.

N-1
o (z) = 2" > o™ (22 — k)
k=0
A partir de la définition de la dérivée de la fonction d’échelle, la relation 177 est
détaillée selon : )
oyt = [ 6y — kydy
1
=2 p, [ 62y — 2k —r)dy
= gh-1 Zp / AWM (y — 2k — r)dy
=241~ 1Zp / o (y — 2k — r)dy

(1.85)
+207 3, 6y — 2k — )y
1
0;d go:d
=207 Zpr Ooietr + Ooiegr_1)dy
= 2% " (Do + Prm—onr1) 00"
m
- 2d1_1Bk:m9?r;Ld1
Cette équation peut s’écrire sous la forme suivante :
(2" By, — 5k;m)02;d1 =0 avec 0., : matrice identité I (1.86)
A partir de cette matrice (24-1B — 1), les vecteurs et les valeurs propres en sont
déduits. La recherche des vecteurs propres correspondant a la valeur propre 0 est alors
réalisée permettant de déduire la dimension du noyau ker(24='B — I). De maniére a

déterminer une solution non nulle unique, le systeme homogene d’équations linéaires est
complété par des équations supplémentaires. Comme dans le calcul des coefficients 69
(cf. 1.3.10.1) celles-ci proviennent d'une des propriétés de 'ondelette de Daubechies : la
fonction d’échelle a la capacité de représenter exactement un polynome dont le degré
correspond a l'ordre de 'ondelette divisé par 2 6té de 1.

N
¥ =Y Mi¢p(z) avec M : Moments translatés et 0 < z < 5 = 1
k

En dérivant cette formulation :

2z —1)o(z —dy + 1)z" = Z Mi o™ (a (1.87)
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Si cette relation est intégrée alors :

1 1
[ e == di+ 0 = [ > Mo
0

2(z—1)(z—dy + 1)
(Z—d1+1

valeurder®4) = Z MMomentEgQg;dl

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

Z MEO)! (1.88)

Ces équations supplementalres sont exprimées avec un second membre "valeurder(#91)"

et une équation ">, MMoment(k 90 dir

Les vecteurs propres extraits de la matrice (227'B — T) sont ainsi utilisés via ces équa-
tions supplémentaires dont le second membre est différent de 0 (produit scalaire entre le
vecteur et I'équation).

L’espace des solutions générées par les vecteurs propres est associé a 'espace des condi-
tions particulieres supplémentaires de maniere a obtenir un vecteur solution unique non
nulle (AY") qui constitue les valeurs de intégrale de la fonction d’échelle dérivée en fonc-
tion du facteur de translation k et des bornes [0 :1] de I'intégrale.

1.3.10.4. Calcul des coefficients de connexion H?dl par rapport au niveau de
résolution ’j’

La partie précédente a permis de trouver les valeurs de lintégrale de la fonction
d’échelle dérivée a un niveau de résolution égal a 0. Or dans le cas étudié, la recherche
porte sur les valeurs des intégrales pour tous les niveaux de résolution. La méthode de
calcul est une technique analogue a celle utilisée pour Gi (cf.1.3.10.2), mais avec la prise
en compte de la dérivation.

, 1
o7 = /0 qbg-flkl)(y)dy avec j miveau de résolution
. ) )
:/ 23/2¢(d1)(2jy_ k)27 dy
0

27 . .
— i ¢(d1)(y_k)2—32J/22]dy

. 27
— 2]/2/0 64 (y — k)dy (1.89)
27+1

= 21/2 Zp,,le_l/O O (y — 2k — r)dy

:Qj/271+dlz (H%Zirdl a+1)/2)

— j+1;d1
— 2(11 3/2 Zpreél;:_;d
T

et
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1;d (d
9]+ 1_/ ¢]+11)k

:/ 2UFD/2() (27+1y _ )27+ dy

— /2]+1 (J+1 /2¢ (d1) (y k) (j+1) 2]+ldy
2J+1
= 2(]+1)/2/ ¢(d1)(y — k)dy (1.90)
0
_ oli+1)/2 (/ ) (y — k) dy+/
0
— 9Ui+1)/2 (Qi;dlgﬂﬂ + gﬁ;jQﬁ/?)
— 212 (g + o)

27 +1

¢\ (y — k)dy>

Ainsi cette derniere relation, connaissant le résultat pour le niveau 0, il est possible
alors de calculer par récurrence le résultat pour tous les niveaux.

1.3.11. Intégration du produit de deux fonctions d’échelle et du
produit de deux fonctions d’échelle dérivées sur ’inter-

nesn

valle [0 :1] et sur un niveau de résolution "j" quelconque

La méthode concernant le calcul de I'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle
de l'ondelette de Daubechies émane de la particularité d’orthogonalité.
D’apres la formule .61, I'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle équivaut a 1 si
k=I":

. —+00
= [ ou@)en)dy 1 ik
j T 512 493 3/2 4 (9
L= /m 27027y — k)27 o(2y — D)dy (1.91)

= [ oly-Roly—Ddy  avec j=0

Cette équation est valide dans le cas ou les bornes de l'intégrale sont équivalentes
a "—oo" et "+00". Dans les autres cas, il est nécessaire d’utiliser une relation différente
prenant en compte ces modifications. L’article de E.B. Lin [104] détaille la méthode de

calcul, dont le développement est présenté dans la partie 1.3.11.1.
La propriété 1.61 a conduit également a une nouvelle relation, selon les articles [92,
44,107, 32, 35, 104, 167, 136], permettant ainsi de calculer I'intégrale du produit de deux

fonctions d’échelle dérivées a des degrés de dérivation différents, afin de satisfaire le degré
de I'équation différentielle. Cette méthode est développée dans la partie 1.3.11.3.

it = [ el Wy
F%lhd? _ / 2112 () (2jy _ k)gj/2¢(d2)(2jy — 1)2727dy (1.92)
’ 0

1
Iy = [0y = Ko™y Dy avee j =0
’ 0

51

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



F

scutt
Fo ° l
) .
° Institut de Recherche Dupuy de Lome

Erwan KERGOURLAY Ondelettes de Daubechies

1.3.11.1. Détails sur le calcul des coefficients de connexion I} :

Les valeurs Fg’l sont déterminées selon une méthodologie similaire par exemple a
[.3.10.1. Dans une premiere étape, elle consiste a exploiter directement la formule 1.91
a partir de la définition de la fonction d’échelle 1.40.

N-1

o) = X pro(2e — B)

A partir de la définition de la fonction d’échelle, la formule 1.91 peut-étre plus détaillée
plus finement. Les détails de ce développement sont illustrés dans les articles de E.B. Lin
et de J. Ko [104, 92].

Y, = 1 —k —1l)d
L= [ oty —kpoly — Dy
= Y. [ (20— 2k = )62y — 20— s)dy

2
=27 Y ps || 0y — 2k = r)o(y — 20— s)dy

1
=27 Y pip, || 6y — 2k = r)o(y — 2 — s)dy
) (1.93)
+27 0 pip, [ 6y — 2k = )ly — 21 — 5)dy

—1 0 0
=2 ZprS(F2k+r,2l+s + o 121051

7,5
= 2_1 Z(pm—Qkpn—Ql + pm_2k+1pn—21+1)rgn,n
m,n

= 2_1Ak,l:m,n FO

m,n

0
= 5k,l:m,n me

ou 5k,l:m,n = 6km 5ln

La synthese de ces relations donne, sous la forme suivante :
(27 Aptomm — (5k,l;m7n)lj9n7n =0 avec O m,n : Matrice identité I (1.94)

A partir de la matrice (271A — 1), les vecteurs et les valeurs propres en sont déduits.
La recherche des vecteurs propres correspondant a la valeur propre 0 est alors réalisée
permettant de déduire la dimension du noyau ker(27*A —1I). De fagon & obtenir une
solution non nulle unique, le systeme homogene d’équations linéaires est complété via
des équations supplémentaires issues d’une des propriétés de I'ondelette de Daubechies,
ou la fonction d’échelle a la capacité de représenter exactement un polynéome de degré
équivalant a I'ordre de 'ondelette divisé par 2 6té de 1.

N
x* =Y Mi¢p(z) avec M : Moments translatés et 0 < z < 5 1 (1.95)
k

Cette relation permet ainsi d’exprimer une équation supplémentaire, correspondant
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au produit de deux fonctions d’échelle :
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=M )i ()
o (L.96)
= > MM () ou(2)
k,l
En intégrant cette relation :
1 1
/0 e dx = /0 > MM dp(x)dy(z)da
k1
1
——— = > M;MT} :
proaleur® = > MprMomentEZ?l)F%l

k.l

Ces équations supplémentaires sont exprimées avec un second membre "proaleur®"
et une équation ">>, ;, MprM omentgk) Z)FO ". Une relation existe pour chaque valeur de "z"
différente.
Les vecteurs propres extraits de la matrice (27'A — I) sont ainsi utilisés via ces équa-
tions ajoutées ou le second membre est différent de 0 (produit scalaire entre le vecteur et
I'équation).
L’espace des solutions générées par les vecteurs propres est associé a ’espace des condi-
tions particulieres supplémentaires de facon a obtenir un vecteur solution unique non nulle
(F%O qui constitue les valeurs de l'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle en
fonction des facteurs de translation k et 1 et des bornes [0 : 1] de l'intégrale.
Ce vecteur (F%l) est représenté par la suite sous forme de matrice en fonction des facteurs
de translation "k" et "1".
La matrice (F%Z) concernant l'intégration du produit de deux fonctions d’échelle de ’on-
delette de Daubechies d’ordre 6 au niveau de résolution "j=0" est présentée en annexe D,
tableau D.2.

1.3.11.2. Calcul des coefficients de connexion Ff;’l par rapport au niveau de
résolution ’j’

La partie précédente a permis de trouver les valeurs de I'intégrale du produit de deux
fonctions d’échelle a un niveau de résolution égal a 0. Or dans le cas étudié, la recherche
porte sur les valeurs des intégrales pour tous les niveaux de résolution. La méthode réalisée
s’inspire de la démonstration précédente et elle est également démontrée dans les articles
de E.B. Lin et de C.H. Romine [104, 136].
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. 1
I, = /o ®ixk(Y) b (y)dy avec j : niveau de résolution
1 ) ) )
= / 2242y — k)2 P2y — )dy
0

- /:j oy — K)oy — l)(y)dyzlj2j/22j/2
o (1.98)
= [ oy~ K)oty — Dy

27+1

=271 pops /0 Sy — 2k — 1)y — 21 — s)dy

__o—1 j+1
=2 Z prpsr2k+r,21+s
7,8

et
) 27+1
M= [ oty = kyoly - Dy
0

= [ otw-mow-vays [ otw-po-nay

_1J J
= sz,l + Fk—ZJ',l—Qj

Connaissant le résultat pour le niveau 0, il est ainsi possible de déterminer par récur-
rence le résultat pour tous les niveaux.

I.3.11.3. Détails sur le calcul des coefficients de connexion Fgfll’dQ :
Les valeurs Fgfll’dQ sont appelées coefficients de connexion. Ces valeurs sont déterminées
en deux étapes. La premiere étape consiste a exploiter directement la formule 1.92 via la
définition de la fonction d’échelle dérivée 1.48.

N-1
¢ () = 2" 3 pro™ (2 — k) (1.100)

k=0
A partir de la définition de la fonction d’échelle dérivée, la formule 1.92 peut-étre

réécrite de maniere plus détaillée. Ce développement est explicité dans les articles de X.
Zhou, J Ko et L.A. Diaz, [167, 92, 44].
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s = [ 60y — )6y — D)y

=22 b [ 642y — 2k = 1) 2y — 21— 5)dy
—2“21%%/ By =2k =)oy —2A—s)dy  d=ds+d

=2 Y pps [ 6y — 2k — )6y — 20— s)dy
T8 0
2d-1 T 6 (y — 2k — 1) (y — 20 — $)d 1100
+ Zprps Loy )\ (y s)dy

_ od-1 0;dy,d2 0;dy,d2
=2 Zprps F2k+r sits T Dontrta 2l4s— 1)
7,8
d—1 0;d1,d
=271 (Pm—akPr—21 + Pm—2k+1Pn—2041) L ™
m,n
d—1 0;dy ,d
=2 Ak,l:m,n Fm,ylL ?
0;d1,d
- 5k,l:m,n Fm,é 2

ou 5k,l:m,n - 6km 5ln

La synthese de ces relations donne, sous la forme suivante :
2 A pamn — Ot T = 0 avec O .m.n ‘matrice identité T (1.102)

A partir de la matrice (2471 A —I), les vecteurs et les valeurs propres en sont déduits.
La recherche des vecteurs propres correspondant a la valeur propre 0 est alors réalisée
permettant de déduire la dimension du noyau ker(2¢"'A — I). De maniére a obtenir
une solution non nulle unique, le systeme homogene d’équations linéaires est complété
via des équations additionnelles issues d’une des propriétés de I'ondelette de Daubechies,
ou la fonction d’échelle a la capacité de représenter avec justesse un polynéome de degré
équivalent a 'ordre N de l'ondelette divisé par 2 6té de 1.

¥ =Y Mi¢(x) avec My : Moments translatés et 0<z< N/2—1  (L.103)
!

En dérivant la relation précédente, les deux relations additionnelles dépendantes des
degrés de dérivation "d;" et "dy" peuvent étre exprimées.

2z = 1)z —dy + Da*= =3 Mo ™ (2) (1.104)

2(z—1)(z —dy 4 12" % = Z M7o\™ (z) (1.105)

Ces deux relations permettent ainsi d’exprimer une équation supplémentaire, corres-
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pondant au produit de deux fonctions d’échelle dérivées :
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2z = Dz = dy + 127 N2z = 1)o(z — do + D% = 3 MM 6™ ()6 ()

k,l
(2 = 1oz = dy + 1)) = S MM ()01 ()
k,l
ou d= d1 + d2
(1.106)
En intégrant cette relation :
L 2 2Y,.22—d ! z 3 1z 4 (d1) (d2)
/0 (z%(z = 1)*...(z —dy + 1)*)z™ %dx :/0 > MEME ¢ (2)," (z)dx
k1
<Z2(Z — 1)2<Z — dl + 1)2) 0:d.d
=Y MM:T ;"% [.107
proaleurder®dd) — Z MprMomentEZ?l)F%“dz
k,l

Ces équations supplémentaires sont exprimées avec un second membre "proaleurder(%:91:42)"

et une équation 'Y, MprM omentE;?l)ng;il’dZ ". Une relation existe pour chaque valeur de
'z" différente.

Les vecteurs propres extraits de la matrice (2¢71A —1I) sont ainsi utilisés via ces équa-
tions ajoutées ou le second membre est différent de 0 (produit scalaire entre le vecteur et
'équation).

L’espace des solutions générées par les vecteurs propres est associé a ’espace des condi-
tions particulieres supplémentaires de facon a obtenir un vecteur solution unique non nul
(F%l’@) qui constitue les valeurs de 'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle en
fonction des facteurs de translation k et 1 et des bornes [0 : 1] de l'intégrale.

Ce vecteur (Fg‘jl"h) est représenté par la suite sous forme de matrice en fonction des
facteurs de translation "k" et "l".

La matrice (Fg}l) concernant l'intégration du produit de deux fonctions d’échelle dé-
rivées, aux degrés de dérivation identiques '"d; = dy = 1" de l'ondelette de Daubechies
d’ordre 6 au niveau de résolution "j=0" est présentée en annexe D, tableau D.3.

1.3.11.4. Calcul des coefficients de connexion I’ iﬁll’dr" par rapport au niveau de
résolution ’j’ :

La partie précédente a permis de trouver les valeurs de I'intégrale du produit de deux
fonctions d’échelle dérivées a un niveau de résolution j=0. Or dans le cas étudié, la re-
cherche porte les valeurs des intégrales pour tous les niveaux de résolution. La méthode
réalisée s’inspire fortement de la démonstration précédente et elle est démontrée dans les
articles [104, 136]
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) 1
I‘ii‘;hd? = /0 gb%;)(y)gbgflf)(y)dy avec j : niveau de résolution
2 . 1
d d
= |7 26 ()0l () ay ;2222

e
=22 [ 6y — K)o (y — )y
27+1

— 2t Zprps/ Sy — 2k — 1)y — 20— s)dy  d=d +dy
T8 0

_ 92j+d-1 J+15d1,d2
=2 ZprpsFQk-i-r,Ql—i-s

r,8

(1.108)
et

Jj+1

. . 2
Tyt = 2200 [T g0 (y — )64 (y = Dy
J+1

, 2 , 2
- 22(J+1)/0 ¢(d1)(y _ k)¢(d2)(y —)dy + 22(J+1)/ (b(dl)(y _ k)¢(d2)(y —)dy

27
_ 927173d1,d2 2175d1,d2
=271 27100 o

(1.109)

1.3.12. Conclusion

Cette section 1.3 avait pour objectif de présenter les différentes formulations existantes
concernant les ondelettes de Daubechies. Ces différentes propriétés intrinseques font de
cette ondelette, un outil performant pour ’analyse de signaux discontinus et surtout pour
une analyse multiresolution.

Cette partie 1.3 permet ainsi d’avoir les définitions et les fondamentaux utilisés dans la
suite du manuscrit de these.

I.4. Conclusion

Ce chapitre I permet de bien comprendre les techniques associées aux méthodes d’ana-
lyse numérique actuelles.
La méthode des éléments finis est un outil performant et en constante évolution depuis
sa création en 1850. Cette méthode atteint parfois ses limites lors de la modélisation de
structures complexes. Des phénomenes particuliers peuvent apparaitre rendant ainsi la
résolution des simulations inexactes. Ces phénomeénes sont plus communément connus
sous le nom de singularités.
Il est important de noter que les singularités naissent de la théorie de la mécanique des
milieux continus et non d’erreurs de calculs, d’erreurs d’application de la théorie, encore
de modeles physiques inadaptés. Ces phénomenes conduisent souvent a des écarts impor-
tants entre les résultats de la modélisation et la réponse réelle.
Mais des méthodes adaptatives, multi grilles locales, XFEM et WFEM ont vu le jour pour
pallier ce probleme de modélisation numérique. Les méthodes adaptatives, agissant soit
sur la taille des éléments soit sur le degré de la fonction de discrétisation, ont permis d’amé-
liorer les visualisations, mais en dépit du temps de calcul grandissant via ’augmentation
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du nombre de degrés de liberté. Il est a noter que les méthodes p-adaptatives, concer-
nant I’augmentation du degré des fonctions de forme, ne permettent pas d’améliorer les
représentations des problemes singuliers. Des couplages entre les méthodes adaptatives
ont été créés afin d’en combiner les avantages. L’inconvénient majeur de ces méthodes
adaptatives est le fait d’avoir a recalculer a chaque modification du maillage, I’ensemble
des données aux degrés de liberté.

Les méthodes multi grilles locales permettent de pallier ce désavantage en recalculant
uniquement dans les zones a fort gradient. L’idée réside sur I'utilisation d’une grille gros-
siere globale, qui recouvre le domaine initial du calcul, et d’ajouter des grilles plus fines
localement afin de résoudre le probleme sur ces niveaux de grilles. Les problemes sont
ainsi résolus de maniere récursive jusqu’a la convergence de la solution par rapport au
maillage grossier. Les méthodes FMG (Full MultiGrid) montrent un réel potentiel, car
la technique consiste a ajouter progressivement les maillages plus fins apres convergence
des cycles multi grilles précédents. Il est ainsi obtenu une accélération de la vitesse de
convergence via cette méthodologie. Néanmoins, ces méthodes multi grilles présentent un
inconvénient en raison de la résolution du probleme sous forme de cycles. Les opérations
de projection et la résolution aux différents niveaux de grilles augmentent le temps de
calcul.

La méthode des éléments finis étendus (XFEM) a été développée pour traiter les pro-
blemes de convergence des éléments finis par rapport aux éventuelles singularités du do-
maine. Cette technique permet ainsi d’obtenir une représentation tres précise de fissures,
de perforations... Cependant la XFEM peut présenter quelques difficultés a intégrer des
fonctions singulieres en fond de fissures, ou la précision d’intégration n’est pas optimale
en raison de l'utilisation de 'intégrale avec Gauss-Legendre.

La méthode des éléments finis avec Ondelettes (WFEM) est une technique relativement
récente et suscite 'intérét des chercheurs du fait de la capacité des ondelettes de représen-
ter naturellement des phénomenes discontinus. Plusieurs familles d’ondelettes sont ainsi
introduites dans la méthode des éléments finis, ou la fonction d’échelle de I'ondelette est
utilisée comme fonction de forme. De nombreuses applications ont été analysées via cette
méthodologie et montrent un réel potentiel de cette derniere. Les ondelettes de Daubechies
sont couramment utilisées au sein de la méthode des éléments finis et la littérature montre
la difficulté a intégrer a 'aide de cette famille d’ondelettes en raison qu’elle ne possede
pas de forme explicite. Il faut en conséquence employer une méthode particuliere via les
coefficients de connexion. La seconde génération d’ondelette s’appuie sur la méthode du
"lifting scheme" et consiste a enrichir localement la zone ou un phénomene particulier se
produit. De plus, cette méthode du 'lifting scheme" peut étre utilisée uniquement pour
certaines familles d’ondelettes qui sont définies via un filtre. Il est ainsi obtenu une adap-
tation du support par rapport au probleme.

L’introduction des ondelettes au sein de la méthode des éléments finis apporte ainsi un réel
avantage pour la représentation des zones a fort gradient. Le chapitre II permet d’illustrer
la méthodologie via I'utilisation de I'ondelette de Daubechies. Il sera possible de se référer

aux définitions et aux fondamentaux concernant cette famille d’ondelettes dans la section
1.3.

Erwan KERGOURLAY
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Introduction d’une ondelette dans la
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I1.1. Introduction

WFEM Définition

Dans le chapitre précédent I, I'utilisation des ondelettes dans la méthode des éléments
finis, plus connue sous le nom WFEM(Wavelet finite element method) a été décrite. Afin
de détecter, analyser et visualiser des phénomenes particuliers, les travaux de J. Ko, J.
Ma, L.A. Diaz, J. Jin, X. Chen, J. Chen, R.D. Patton [92, 107, 44, 88, 35, 31, 128]ont
montré des résultats remarquables. Cette méthode a ainsi attiré notre attention et ce cha-
pitre IT a pour but d’illustrer la méthode WFEM. Deux approches d’intégration seront
illustrées dans ce chapitre.

L’ondelette de Daubechies a été utilisée en raison :
1. de son domaine compact, ses propriétés d’orthogonalité, et ses moments nuls,

2. de son évolution fortement irréguliere, ce qui semble de bon augure pour représenter
a terme des singularités et des localisations.

La partie .3 du chapitre précédent présente les éléments théoriques nécessaires, concer-
nant cette famille d’ondelettes.

La premiere section I1.2 de ce chapitre se concentre sur la définition du support de dis-
crétisation avec la fonction d’échelle de I'ondelette comme fonction d’interpolation, ainsi
que l'insertion de ce support au sein des formulations variationnelles.

La seconde section II.3 illustre les deux approches d’intégration, ainsi que les particulari-
tés et les simplifications réalisables avec cette famille d’ondelette.

La troisieme section I1.4 expose les différentes étapes de la méthode de résolution de New-
ton, mises en place au sein d’un code éléments finis.

La quatrieme section I1.5 permet enfin de valider la méthode WFEM a travers la résolu-
tion de deux problemes 1D.

Afin de différencier I'interpolation polynomiale de 'interpolation en ondelettes, 1'on-
delette dans la partie 1.3 sera notée  pour la fonction échelle (appelée également fonction
d’approximation ) et ¢ pour la fonction ondelette (nommée aussi fonction de détails) .

L’ensemble des développements numériques présentés dans ces travaux sont réalisés
avec le logiciel Octave.

I11.2. Formulation variationnelle WFEM

11.2.1. Préambule

Avant de s’intéresser a I'introduction des ondelettes au sein de la formulation varia-
tionnelle, il est important de comprendre les différents aspects de la décomposition en
ondelettes. Les décompositions, les espaces de projection, les effets de bords et 'aspect
multirésolution sont explicités dans cette section.

11.2.1.1. Représentation d’une fonction via une fonction d’échelle sur un do-
maine R

La littérature [92, 107, 79, 32] montre que la fonction d’échelle v d’une ondelette a la
capacité de représenter une fonction 'f" dans 'espace V; (espace d’approximation) par la
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formule suivante :

f (91'@) -

Les coefficients ¢* sont des facteurs d’approximation de la fonction f au niveau de
décomposition "j". Le terme "k" correspond a l'indice de translation.

S s (0@) I (IL1)

k=—o00

Afin de décomposer la fonction f sur une échelle dyadique. Pour cela, le terme 0D va
s’écrire :
i
: ©)
9D — e
24
L’échelle dyadique joue un role capital au sein de la décomposition, car elle permet
d’avoir une correspondance entre les valeurs définissant la fonction d’échelle de I'ondelette
de Daubechies d’ordre N et les valeurs utilisées pour la décomposition. En outre, ’emploi
de cette échelle donne lieu a un découpage régulier de la fonction étudiée.

q=7 avec ti® =..,0,1,...,27 .. (I1.2)

La relation II.1 peut ainsi s’écrire sous la forme suivante :

® Foo @
f(t ) Zm<t )c““ (11.3)

Par la définition des Ondelettes de Daubechies dans le chapitre 1.3, la base v;, s’écrit
a partir des valeurs de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies déterminées au

Yik (f) = 27/2y (2]’ (f) — k:) (I1.4)

niveau de résolution "j

Ces valeurs "v()" sont calculées via une formulation de récurrence I1.5, dont les pre-
mieres valeurs connues correspondent aux coefficients initiaux définissant la fonction
d’échelle de 'ondelette de Daubechies.

N—
Z 2 —1) et supp(y) =[0: N —1] (IL.5)
1=0
Le domaine compact de l'ondelette de Daubechies [0 : N — 1], avec N T'ordre de
I'ondelette permet d’étudier de facon treés précise une fonction définie sur un intervalle.
Cette équation récurrente met en avant un avantage et un inconvénient direct. L’avantage
de ce type de formulation est bien stir sa simplicité en terme de définition. Les valeurs
initiales de définition de la fonction d’échelle suffisent pour déterminer les suivantes. Mais
I'inconvénient est, par conséquent, cette dépendance de niveau en niveau.
Si, par exemple, le niveau j = 3 et ¢ = 5 sont fixés au sein de I'équation 1.4, il est
nécessaire de calculer les valeurs intermédiaires au niveau 1 (de 0.5 en 0.5), et au niveau
2 (de 0.25 en 0.25). Ces calculs obligatoires peuvent étre trés contraignants au sein d’un
algorithme de résolution par éléments finis. Deux solutions peuvent étre envisageables :

1. Calculer I’ensemble des valeurs intermédiaires nécessaires, pour q>j,
avant la procédure de résolution.
Avantages :

— Augmentation du nombre des valeurs intermédiaires définissant la fonction
d’échelle de 'ondelette
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— Amélioration de la précision des coefficients d’approximation
Inconvénients :
— Stockage des valeurs intermédiaires, qui peuvent étre nombreuses si q est im-
portant
— Création d’une méthodologie particuliere a chaque récupération d’une valeur
intermédiaire ciblée : type trie par exemple
— Stockage des données représentant toutes les ondelettes de Daubechies
— Temps de calcul nécessaire pour 'initialisation
2. Utiliser une échelle dyadique dépendante du niveau de résolution ’j’, avec
q équivalent a j
Avantages :
— Simplification des écritures, les valeurs initiales définissant la fonction d’échelle
de 'ondelette suffisent pour la résolution
— Conservation de la précision des valeurs initiales
Inconvénients :

— Si ordre de I'ondelette est petit, la précision des coefficients d’approximation
d’une décomposition sera impactée

Les deux méthodes présentent des avantages et des inconvénients a considérer. Dans

le premier cas, la méthode fait appel a de nombreuses ressources concernant le stockage
des données et dans le deuxiéme cas, la précision des coefficients est dépendante de I'ordre
de 'ondelette.
La solution 2 s’avere ainsi la technique la plus adaptée pour cette étude utilisant la mé-
thode des éléments finis via les ondelettes. Le choix de 'ordre de 'ondelette de Daubechies
sera de préférence supérieur a 4, afin d’augmenter la précision des coefficients d’approxi-
mation.

Par exemple, pour un niveau de décomposition j , ¢ = j et t® = 1. L'utilisation de
la relation I1.4 permet de réécrire ’expression 11.3 sous la forme suivante :

()= 2 )
f (1) — 22 S (1 )t

J
2 k=—00

(I11.6)

L’échantillonnage d’une fonction f a un niveau de décomposition j=3, définie sur le
domaine R va pouvoir s’écrire sous la forme matricielle suivante :

£(0) o y(0) (=1) A(=2) - (=) A(=8) o] [0
f(8) () y(0) (=) e y(=6) A(=T) | [
=2 ) B @ - =3 A=) ||| L
73 WD) O AB) e A0 A1) | [
f) 78) A7) ~(6) ~(1)  ~(0) X
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D’une maniere pratique, seules les valeurs de la fonction, appliquée a l'intervalle [0,1]
sont intéressantes. En dehors de cet intervalle, la fonction est réputée nulle, elle est, par
conséquent, connue.

Pour simplifier ’écriture, la relation précédente peut ainsi étre écrite sous la forme
matricielle suivante :

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

(f) = 23 [F'Imatr](c) (I1.8)

Avec (f) I'ensemble des valeurs de f, restreint a l'intervalle [0,1]. De la méme maniere,
la matrice [FImatr] et le vecteur (c) sont également restreints aux valeurs utiles (cf.
explications dans le paragraphe suivant).

Remarque : Il est important de noter que la matrice [FImatr| est indépendante des
valeurs de (f) ou (c), par contre celle-ci dépend du niveau j.

En supposant que les valeurs de f soient connues aux différents points, une expression
inverse peut alors étre écrite. Pour formellement déterminer les coefficients d’approxima-
tion ¢”* de la fonction étudiée, il est nécessaire de résoudre le systéme linéaire. La relation
précédente peut s’exprimer ainsi :

(¢) = 272 [FImatr] ' (f) (11.9)

Il est important de remarquer que la matrice a la dimension 2/ 4 1, tous les autres
termes étant nuls. La méthode de calcul de cette matrice est présentée dans la partie
suivante I11.2.1.2

Remarques : En fait, la matrice est singuliere et donc non-inversible. Une condition
supplémentaire, présentée dans la partie suivante, est, en effet, introduite pour permettre
cette inversion.

I1.2.1.2. Mise en ceuvre de la décomposition en ondelettes

La méthodologie porte sur I’étude d’une fonction "f' définie uniquement sur 'intervalle
[0 : 1]. En dehors de cet intervalle, la fonction est considérée nulle, ce qui correspond a
la méthode du zéro padding 1.2.5.4. Pour cette démonstration, I’ensemble de I'intervalle
[—00, +00] est, tout d’abord, considéré pour expliciter les propriétés de la méthode de
décomposition en ondelettes a ’aide de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies.

La relation I1.10 s’applique pour une fonction définie sur un domaine R.

f <ei®> — 22 3 (@D ) (IL.10)

k=—o00

n_n

Une échelle dyadique est utilisée pour cette décomposition dont 1’échelle dyadique "q
est équivalente au niveau de résolution "j=3".
i ti® i .
9®:? q=17 avec t @ = ...,0,1,...,27, ... (IL.11)
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En notation matricielle :

10) < A(=2) < A(=6) - A(=10) - A(-12)
- |
f@ 7(2) ;’&(03 ””” Y(=4) - A(=8) 1 -+ A(=10)
PO | =22 a0 @ e A 2 e ||
s Y10) - 2®) ) A0 L e ||
F() =0 T O 10
1(12) oo A10) - (6 - AD) - A(0)

La matrice se composant des termes de la fonction d’échelle v(z) est une matrice
triangulaire inférieure. La fonction d’échelle de 1'ondelette de Daubechies a , en effet,
pour support [0 : N — 1]. Ainsi, en dehors de cet intervalle, la fonction d’échelle vaut 0.
L’échelle dyadique apporte, ainsi, un découpage régulier de la fonction f étudiée.

#0 si 0 < Valeur < N -1

7y (Valeur) { =0 si Valeur < 0 ou Valeur > N — 1 (IL.13)

L’inversion d’une matrice triangulaire inférieure donne une matrice de méme nature.

Les valeurs de la fonction, dont I'indice 0D est négatif , donnent par résolution des coef-
ficients d’approximation ¢* équivalant & 0, pour les indices k< 0 .

La matrice entourée en pointillé rouge correspond, quant a elle, & la matrice [F'Imatr].
Cette matrice par sa construction est singuliere.
De maniere a obtenir une solution particuliére, il est nécessaire de considérer des condi-
tions supplémentaires prenant en compte les effets de bords. La solution a été d’appliquer
une méthodologie qui permettrait de traiter ces effets de bords. Différentes méthodes
existent et ont été présentées dans la partie 1.2.5.4 du chapitre I.

Dans notre cas, la méthode consiste a utiliser la technique du zéro padding pour la
conception de la matrice [FImatr]. La premiere valeur de la fonction " f(0)" est directement
impactée par cette méthode. En effet, les coefficients dont l'indice "k" est strictement
inférieur a 0 seront nuls et par conséquent I’équation au premier nceud s’exprime :

£(0) = 2%/24(0)>° (I1.14)

Or la valeur de la fonction d’échelle a son premier point de définition v(0) est égale
a 0, cf le tableau I.1. Par conséquent, cette premiere équation du systeme n’a aucune
incidence sur la résolution du systeme. Dans ce cas, la valeur de la fonction approchée par

une décomposition en ondelettes pour 0@ = 0 sera toujours nulle alors qu’en réalité, elle
peut étre différente. Un effet de bord au premier nceud est par conséquent obtenu.

I1 est important de remarquer également que la derniere colonne de la matrice [F'Imatr]
fait intervenir les valeurs de la fonction d’échelle de "-8" & "0", ce qui conduit a une colonne
de 0. Le coefficient 38 est donc équivalent a 0, du fait de cette colonne.
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Il en résulte un systeme de 7 équations et de 7 inconnues "¢ a
position.
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3™ pour cette décom-

0 (1) 7(0) 7(—1) Y(=6)] " (L)
oy @) 2@ )] ) (11.15)
s A7) A6) () 10) || £(D)
4®) v ) - 2| \rd)

Une matrice [F Imatr*] permettant de déterminer les coefficients d’approximation est
ainsi définie :

(¢) = 272 [FImatr*] ' (f) (11.16)

I1.2.1.3. Bornes inférieures et supérieures pour le facteur translation

Pour déterminer les bornes inférieures et supérieures du facteur de translation k, la
méthode s’appuie sur la définition de la fonction d’échelle mere de Daubechies.

Lors de I'utilisation de I'analyse multirésolution, la méthode consiste a dilater /contracter
la fonction d’échelle mere et de translater cette derniere pour balayer le domaine de défi-
nition de la fonction étudiée.

L’équation employée correspond a la fonction définissant la base orthonormale V; 11.4,
dont la formulation est, pour rappel, définie ci-dessous :

Yik(r) = 2P9(2x k) supp(7) = [0: N —1] (IL17)

A Taide de cette relation, les bornes du facteur de translation k peuvent étre fixées
pour les relations de décomposition en ondelettes.
Plusieurs cas de figure peuvent étre employés :

1. Cas 1 : Formule générale, R

f <9i®> — 22 3 (24D )t (IL.18)

k=—0c0

0<200 k<N -1

290D < k<200 1 (N 1) (IL.19)
2@ — (N —1) < k < 210D
i : 219 ® .y )
f (9 ®> =2 3 @0D - k)t (I1.20)
k=210 D—(n-1)

Ce premier cas montre que le facteur de translation dépend essentiellement du terme

(91®>. L’ensemble des valeurs définissant la fonction d’échelle sont utilisées par
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I’équation. L’écriture 11.20 est qualifiée de formule générale pour une échelle non-
dyadique.

WFEM Définition

2. Cas 2 : Formule par rapport a I’échelle dyadique "q", limité sur un inter-
valle [0 : 1]

% )

©) ot + D .
f(th) = 97/2 Z 7(2Jt2q—k> o avec q > j

h=reo (I1.21)
avec ti® =0,1,...,27
jtl@
0<2 - —k<(V-1)
V1D — 2% < 29(N - 1) (I1.22)

0<
it ® < 20k < 21D 4 29(N — 1)
2i-a'® _ (N—-1)<k< 27=1'®

RO) A 2=y @ RO .
f (Qq) = 20/ > o (232q — k| F (I1.23)
k:QJ'*Qtl@—(N—l)

Simplification de I’écriture 11.23 en impliquant les limites de t®.

Si ti® = 0 alors
—(N-1)<k<0

Si ti® = 27 alors

2 - (N-1)<k<2

(I1.24)

Dans le cas ot g = j, et selon les deux inéquations I1.24, le facteur de translation k
va varier entre le minimum de la premiere inéquation et la maximum de la seconde,
soit [—(N — 1) : 27]. Or selon le domaine de la fonction [0 : 1], la relation de
décomposition en ondelettes I1.21 et la démonstration 11.2.1.2 de la méthode de
décomposition, la taille du vecteur 'f' est équivalente a la taille du vecteur "¢’*" et
les équations utilisant les termes communs "¢**" sont pour k variant entre [0 : 27],
en dehors de cet intervalle la fonction f étant supposée nulle. La relation I1.21 peut
ainsi s’écrire sous la forme I1.25.

{0 s o .
! (tw) =212 <2ﬂtzj - k) cF (I1.25)
k=0

11.2.1.4. Représentation d’une fonction définie via une fonction d’échelle sur
un intervalle défini [a :b]

Une fonction "f" définie sur un intervalle [a : b] peut-étre représentée par une décompo-
sition en ondelettes a ’aide d’une fonction d’échelle de ’ondelette de Daubechies d’ordre
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N, dans I'espace Vj. La relation générale I1.26 rappelle cette décomposition.

f <9i®) = % Vik <9i®) * pour §O ¢ [a : 0] (I1.26)

k=2Ja—(N-1)

avec N : ordre de 'ondelette de Daubechies

Dans le cas d'une décomposition sur une échelle dyadique sur Uintervalle [a : b}, la
relation I1.26 s’écrira :

i NG i
t@ . 2 + @ .
f <2q ) = 2712 > o (zﬂzq — k) o+

heai—at D (n_1) (11.27)

avec t @ = 27, 2%q + (b—a),...2% + (27)(b — a)
L’équation I1.27 peut étre simplifiée dans le cas ou q=j. En appliquant les limites de

t@ et en se référant a la méthodologie de la partie 2 du chapitre I1.2.1.3, la relation peut
s’écrire sous la forme suivante :

% )

@ 2 A, .
f (;) =212 3" o (2Jt2j — k;) Ik (11.28)

k=2Ja

I1.2.1.5. Analyse Multirésolution

Pour I'analyse multirésolution, la formulation fait référence aux différentes bases de
projection : la base d’approximation V; (avec j=0) et les bases de détails W. Il est possible
de retrouver davantage de détails dans la partie 1.2.5.3. La décomposition en ondelettes
d’une fonction sur ces bases de projection s’écrit :

. . j—1 .
F(09) = S0e (00) 4 S e (99 (11.29)
e i=0 k
avec o qui correspond a la fonction d’échelle au niveau de résolution j=0 et v, qui
fait référence a la fonction ondelette déterminée a chaque niveau de résolution de 0 a "j".
Les coefficients d’approximation "c¢®*" et les coefficients de détails "d**" sont utilisés dans
cette relation. Il est & noter que les coefficients "d"*" sont répartis sur plusieurs bases de
détails W;.

I1.2.1.6. Représentation d’une fonction dérivée via une fonction d’échelle dé-
rivée sur un domaine

L’équation I1.30 permet de définir la dérivée d’une fonction "f' via la décomposition
en ondelettes exprimée par lintermédiaire de le fonction d’échelle dérivée v 1.3.4 de
I'ondelette de Daubechies d’ordre N. Cette décomposition est exprimée sur le domaine
de définition de "f", R. Les coefficients d’approximations ¢/* sont déterminés au préalable
par la décomposition en ondelettes exprimée a partir de la fonction d’échelle v 1.3.3 dont
la méthodologie est présentée dans la partie I11.2.1.1.
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7 (10) = 3 29} (§D) o
k=—o00

oo ' (I1.30)
— 222 3 A (2j9’® _ k) R
k=—oc0
Dans le cas d’'une décomposition sur une échelle dyadique, référée par l'indice "q", la
relation I1.30 s’écrit :

nO) . 20y @ o) .
N I /2 (1) R K
(D)mr 5 D)

k:2j—qti®—(N—1) (1131)

avectl®:~--,0,1,---,2q,-~- q>i

Dans le cas d'une décomposition sur un intervalle [0 :1], et une échelle dyadique "q
équivalente au niveau de résolution "j", les bornes du facteur de translation "k" de la for-
mule I1.25 peuvent étre appliquées.

En prenant pour I'exemple un échantillonnage d’une fonction f dérivée a un niveau de
décomposition j=3, une échelle dyadique q=j=3, définie sur le domaine [0 :1], la relation
I1.31 s’écrit sous la forme matricielle suivante :

(0) YD(0) AV(=1) AW(=2) oo AWD(=T) AD(=8)] [ O

F(5) A1) 4D0) AD(=1) o D (=6) AD(=T) ES

f’é;‘) =22 7(1’:(4) 7(1):(3) 7(1):(2) 7(1)(:—3) 7(1)(:—2) o (I1.32)
£ 0@ A06) A6 D0 O] | BT

(1) YD) AT AWE6) - A(A) A0(0) J \PF =0

Pour simplifier I’écriture, la relation précédente peut s’écrire sous la forme suivante :

(f) = 2%[F1matrderiv] (c) (I1.33)

Remarque : Comme pour le calcul des valeurs de la fonction (f) via la matrice [FI-
matr], il faut noter que la matrice [FImatrderiv] est indépendante des valeurs de (f’) et (c).

11.2.1.7. Représentation d’une fonction intégrée via une fonction d’échelle
intégrée sur un domaine [0 :1]

L’équation 11.34 définit I'intégration d'une fonction "f' via la décomposition en on-
delettes, dont cette derniere est exprimée a partir de la fonction d’échelle intégrée "Qi"
1.3.10 de I'ondelette de Daubechies d’ordre N. Les coefficients d’approximations ¢* sont
déterminés au préalable par la décomposition en ondelettes exprimée par I'intermédiaire
de la fonction d’échelle v 1.3.3 dont la méthodologie est présentée dans la partie I1.2.1.1.

1 2

/0 0)do = /0 S (0) B
k=0 (I1.34)

27
= Z Gicj’k
k=0
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Le terme Hi correspond a l'intégrale de la fonction d’échelle explicitée dans le chapitre
1.3.10.

Erwan KERGOURLAY

I1.2.1.8. Validation de la méthode de décomposition en ondelettes

Pour cette étude de validation, 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 est utilisée pour
décomposer les fonctions suivantes :

1. fonction linéaire

2. fonction cosinus

3. fonction carré

f3(z) = 22
4. fonction en dents de scie
2z, 0<xr<0.5
fa(x) ={ 2(zx—0.5), 05<z<1
0, r>21Ux <0

dont leurs évolutions sont représentées sur le graphique II.1 avec un niveau d’échantillon-
nage j=6, soit 65 points de discrétisation.

1.5 T T T T X +
cosinus(2pi.x3 —_—
1 X
E Sawtooth —+—
o
5 0.5
C
=)
5 0
C
Ke)
5 -05
o
>
]
-1

0 02 04 06 08 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE IL.1 — Evolution des fonctions au niveau de résolution "j=6"

Validation de la méthode de décomposition en ondelettes par la représen-
tation de dérivée de fonctions

L’idée est de valider la méthode de décomposition a ’aide de la fonction d’échelle de
I'ondelette de Daubechies, en vérifiant 1’évolution des fonctions dérivées par rapport a
I’allure des courbes représentant les dérivées analytiques. Plusieurs niveaux de résolution
"i" sont utilisés pour visualiser la précision obtenue (j=2, 4 et 6, soit 5, 17 et 65 points de
discrétisation respectivement).

Le graphique I1.2 représente 1’évolution de la dérivée de la fonction linéaire "x" aux ni-
veaux de résolution cités. Le graphique I1.3 illustre ’évolution de la dérivée de la fonction

cosinus "cos(2mx)". La figure 11.4 permet de visualiser 'allure des dérivées de la fonction
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carré "x*". Enfin, les deux derniers graphiques permettent de montrer la dérivée de la
fonction en dents de scie I1.5, I1.6.

Erwan KERGOURLAY .$

20

S 16 T T T T ana|ytIC ——
x level 2 offset -0.2 ——
S 1o}l i level 4 offset -0.4 —+—
5 —_— level 6 offset -0.6 —+—
-5 \\

o 08r : :

=

g

£ 04

()

©

e 0 1

o

3

S -04 .

w 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE I1.2 — Evolution de la fonction dérivée (z) via l'interpolation fonction d’échelle

20 ' ' ' ' analytic ——
level 2 offset -2.5 —+—

level 4 offset -5 —+—
level 6 offset -7.5 ——

Evolution of derivative function cos [/]

0 02 04 06 038 1

Position of discretisation points [/]

FIGURE I1.3 — Evolution de la fonction dérivée (cos(27z))" via I'interpolation fonction d’échelle
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' f ' f analytic ——
level 2 offset -0.2 ——
level 4 offset -0.4 ——
level 6 offset -0.6 —+—

N
I
T
1

-
(o]

Evolution of derivative function x2[/]
o
(o]

o
o]
T
!

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE I1.4 — Evolution de la fonction dérivée (xQ)/ via I'interpolation fonction d’échelle

analytic ——
level 2 offset -1 ——
level 4 offset -2 —+—
.gs level 6 offset -3 —+—
TS
20
= 0O
O =
T =2
58
[ ol
Q90
5%
93
L
1 1

1 1
0 02 04 06 08 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE IL.5 — Evolution de la fonction dérivée en dent de scie (sawtooth) via linterpolation
fonction d’échelle

' ' ' ' analytic ——
4 + : : E level 2 offset -1 ——
level 4 offset -2 —+—
_gs N level 6 offset -3 —+—
TE 2
20 (
e}
S%
58 0 '
cC C
Q9 1 L
50
o5 2 /
1w
4 |
1 1 1 1

0 02 04 06 08 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE I1.6 — Evolution zoomé de la fonction dérivée en dent de scie (sawtooth) via I'interpo-
lation fonction d’échelle

72

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

Les figures 11.2, 1.3 et 11.6 montrent un effet de bord au premier nceud de discréti-
sation. Cet effet provient de la conception particuliere de la matrice de décomposition
"[FImatr]" via la technique du zéro padding.

Les figures 11.5 et I1.6 illustrent la dérivée d’un signal en dents de scie qui est sensi-
blement identique a la dérivée analytique. La différence de valeur, présente au milieu de
la fonction en dents de scie I1.1, est représentée par une oscillation courte concernant la
dérivée.

Cet exemple permet de mettre en lumiere le réel avantage de la théorie de la décomposi-
tion en ondelettes, pour ’étude d’un signal discontinu.

Validation de la méthode de décomposition en ondelettes par 1’intégration
de fonctions

Le tableau II.1 présente les valeurs des intégrations obtenues a 'aide de I'intégration
fonction d’échelle pour les 4 fonctions étudiées. Ces valeurs d’intégrales sont comparées par
rapport aux valeurs théoriques ainsi qu’aux valeurs calculées par la méthode d’intégration
numérique de Clenshaw-Curtis. Trois niveaux de résolution (j=2, 4 et 6) sont également
utilisés pour cette étude. L’erreur relative des valeurs des intégrales est déterminée pour
chaque valeur d’intégration calculée a I’aide de I'intégration de la fonction d’échelle (FE).

|FE_Niveau — Valeurthéorique| (11.35)

Erreur,eative =
|V aleurthéorique|

5.000000e-01 0 3.333333e-01 || 5.000000e-01
(1/2) (1/3) (1/2)
5.000000e-01 0 3.333333¢-01 || 5.000000e-01

4.947162e-01

-1.405663e-01

3.364727e-01

3.339141e-01

(1.1 %) () %) (0.9 %) (33.2 %)

4.996745¢e-01 -3.215388e-02 3.333819e-01 4.681716e-01
(0 %) (/ %) (0 %) (6.4 %)

4.999797e-01 -7.827442e-03 3.333341e-01 4.925457¢-01
(0 %) (/ %) (0 %) (1.5 %)

TABLE II.1 — Intégration de fonctions a 'aide de l'intégration fonction d’échelle

D’apres le tableau II.1, les intégrales calculées a ’aide de l'intégration de la fonction
d’échelle sont de plus en plus précises par rapport aux valeurs théoriques. L’erreur rela-
tive déterminée pour chaque valeur d’intégrale reflete la précision atteinte au niveau de
résolution.

Malgré la discontinuité de la fonction en dents de scie I1.1, I'intégrale au niveau 'j=6 (65
points de discrétisation)" est sensiblement identique a la valeur théorique.

Cette premiere section permet ainsi de comprendre les différents aspects de la dé-
composition en ondelettes, et plus particulierement la dérivation, I'intégration, I'analyse
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multirésolution et le découpage régulier via 1’échelle dyadique. Les premiers résultats ob-
tenus dans le cadre de la validation de la méthode de décomposition montrent la capacité
de la technique des ondelettes a analyser des fonctions discontinues. Ces travaux exposent
ainsi les avantages potentiels d’insérer des ondelettes dans la méthode des éléments finis.
Avant de s’intéresser a I'introduction des ondelettes au sein de la formulation variation-
nelle, il était important de vérifier la possibilité d’appliquer des conditions limites a une
décomposition en ondelettes. La démarche est présentée dans la partie suivante 11.2.2.

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

11.2.2. Application de conditions limites dans le cadre éléments
finis

La méthode des éléments finis utilise le principe des conditions limites de Dirichlet.
Ces dernieres s’'imposent aux nceuds ou des liaisons mécaniques telles qu'un encastrement
ou un appui simple par exemple sont représentées ; I’'objectif étant d’avoir une correspon-
dance la plus fidele possible avec I'environnement extérieur
Ces liaisons mécaniques se traduisent par des conditions de blocage (déplacement, rota-
tion) imposées.

La fonction de discrétisation est définie a partir d’une fonction d’échelle de 'ondelette
de Daubechies. Le fait d’utiliser une décomposition en ondelettes pour exprimer la ciné-
matique nécessite, par construction, une technique de blocage non nodale pour imposer
les conditions limites. Ceci peut représenter un inconvénient par rapport a l'interpolation
nodale classique. Ce méme type de probleme se retrouve également pour les méthodes
meshless avec une interpolation non nodale. Pour pallier cette difficulté, une technique
particuliere permettant de retrouver la flexibilité de 'interpolation nodale classique est
proposée.

L’imposition des conditions s’effectue en deux étapes. La premiére étape consiste a
projeter les coefficients d’approximation (¢/*) appartenant & la base V; vers le repere
de I'élément. L’intérét de cette projection est le fait que les coefficients d’approximation
interviennent au sein de nombreuses équations de la décomposition. La projection faci-
lite alors le processus pour imposer des conditions sur ces dernieres. L’avantage de cette
projection réside en particulier sur le fait que des conditions limites cinématiques soient
directement appliquées sur les noeuds concernés, ce qui constitue le but recherché.

11.2.2.1. Projection des coefficients d’approximation

La projection des coefficients d’approximation de la base d’approximation V; au repere
de I’élément s’effectue a 'aide de la formule I1.8. Elle permet d’exprimer les coefficients
d’approximation "¢/*" en fonction du vecteur des déplacements nodaux "f'. Les formules
I1.36 expriment la projection :

(¢) = 2792 [FImatr @] () (I1.36)

Les coefficients d’approximation n’intervenant pas au sein de 'intégration, il est pos-
sible de mettre en facteur le vecteur "f'. Néanmoins, il a été observé dans la partie 11.2.1.2,
que la valeur de la fonction au premier nceud n’intervenait pas dans le calcul des coeffi-
cients d’approximation. Afin d’imposer une condition limite sur ce premier nceud, il est,
par conséquent, nécessaire d’introduire une équation supplémentaire qui n’aura aucune
influence sur la détermination des coefficients. v
L’idée est d'utiliser le dernier coefficient d’approximation "¢»?’ = 0" pour établir I’équa-
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tion. La relation suivante peut ainsi s’écrire :

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

f0) =0 =107 (1L.37)

Dans le cas d'une mise en ceuvre de cette relation additionnelle dans le cas d’une
décomposition en ondelettes d’une fonction f par rapport a un niveau de relation "j=3",
avec 9 points de discrétisation, la notation matricielle s’écrit :

£(0) 0 0 0 - 0 1 7 (30
f3) y(1) A(0) y(=1) -+ (=6) A(=T)| |
FO =28 @) 43) @) o v (=3) (=) | (11.38)
(D) A7) A6) AB) - A0) A=) [
f(1) Y(@8) (7)) ~(6) -+ A1) ~A(0) ] \*P

Les coefficients d’approximation peuvent étre déterminés via I’expression inverse.

11.2.2.2. Exemple illustrant la méthodologie pour imposer une condition limite
de Dirichlet

Dans le cas ou le déplacement au premier noeud est fixé, le produit matriciel illustré
dans la partie I1.2.2.1 s’écrit sous la forme suivante :

0 30 = 0
ol < FImatr® (2%) > / fil
; = 99/ Ny :. 11.39
ik < FImatr® (9 ®) > Jrk ( )
j,2f.: : j.,2f
¢ 0 < FImatr® (1) > | /

L’application de cette condition de blocage entraine 'annulation des termes situés sur
la premiere colonne de la matrice. La formulation I1.39 peut ainsi s’écrire sous la forme
suivante :

(C) = [MapplicondilimiteCD} (f) <H40)

Une matrice ' [Mapplicondilimitﬂ)] " peut ainsi étre déduite. Elle assurera la condition
limite de blocage, en imposant réellement les termes de la colonne a 0. La derniere ligne
mise & 0 permet d’assurer d’avoir le coefficient ¢/'* = 0. La matrice ' [MapplicondilimiteQ)] " est
obtenue via le produit matriciel de Hadamard de Dinverse de la matrice "2//2 [FImatr@]"
multipliée a la matrice "[Meonaitimite)"-
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Mapplicondilimite

)

. 0

< FIm(zt?“@ (2—]) > 0

= | 277/ : i 0
< FImatr® (9 ®) > 0

: 0

< FImatr® (1) > | g

1

1 Mcondilimite 1

1
0
(IL.41)

Suite a l'application de la condition limite de Dirichlet, il est nécessaire de revoir
I’écriture des matrices FImatr et FImatrderiv. Deux nouvelles matrices FImatrcp et
FImatrderivcp sont ainsi définies pour répondre a la condition limite de blocage sur
le premier noeud. Ces derniéres seront par conséquent utilisées au sein de la formulation

variationnelle.

FI matrcp@ = | 222 | FImatr® Mapplicondilimite®

FI matrderivcpCD = | 2% | FImatrderiv® Mapplicondilimite®

Les formulations I1.8 et 11.33 sont ainsi définies par les équations suivantes :

(f):= [F[matrcp®} (feoefs)

(f) = [F[matrderivch)} (feoesr)

avee (fuess) = [Flmatrep®] ' (f)

(11.42)

(11.43)

(I1.44)

Les coefficients " f,oes;" présents dans les formulations représentent les termes " f9*".

L’étude montre ainsi la faisabilité d’appliquer les conditions limites de Dirichlet a une
décomposition en ondelette et ainsi de réaliser une interpolation nodale. Cette démons-
tration confirme la possibilité d’insérer les ondelettes dans la méthode des éléments finis.
La section suivante I1.2.3 illustre I'introduction du support de discrétisation, défini a par-
tir d’une discrétisation fonction d’échelle d’une ondelette de Daubechies, au sein de la
formulation variationnelle.

I1.2.3. Formulation variationnelle WFEM : application en 1D

L’équilibre mécanique est représenté par le principe des puissances virtuelles. L’idée
dans les développements qui suivent est d’utiliser une approximation en ondelettes (fonc-
tion d’échelle et ondelette) pour représenter la solution du probléeme. Pour illustrer le
processus de résolution, un cas 1D avec une loi élastique linéaire simple est utilisé. Cette

1
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illustration est volontairement simple pour mettre en évidence les aspects géométriques-
approximations, qui sont ceux spécifiquement liés a 1'utilisation d’une représentation en
ondelettes.

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

— / o : Ddv + TVds=0 (I1.45)
D oD

Dans cette équation D représente le volume de la piece, 0D la frontiére extérieure du

— *
volume, T les efforts appliqués, o le tenseur des contraintes internes dans la matiere, D
*

le tenseur vitesse de déformation virtuelle, V les vitesses virtuelles.

Concernant I'application 1D, dans le repere de 1’élément de référence, la formulation
variationnelle 11.45 peut s’écrire sous la forme :

1 * *
~ 8 / o D\/gdoD + / TVds=0  avec dv = SdoD (11.46)
-1 oD
Dans cette expression, les grandeurs tensorielles se résument a des scalaires.

D’une maniere plus générale, pour résoudre I’équation 11.45 on se place dans le cadre
d’une recherche de zéro via une méthode de résolution de Newton. Celle-ci constitue la
méthode classique de résolution des problemes non-linéaires. L’inconnue est le champ
de positions finales en fonction de conditions limites imposées en position. Le résidu est
exprimé a partir de la formulation variationnelle :

R(X):—/

Dref

o: ]5\/5 dvyer + /8D f f\?@ dSyey (11.47)

Remarques : Il est a noter que les intégrations sont ici réalisées sur les volumes et
surfaces de référence et elles sont par conséquent indépendantes de la solution. La dépen-
dance est transférée aux jacobiens : /g pour le volume et /g pour la surface.

Les positions finales X dépendent des degrés de liberté "ddl", l'opérateur tangent
suivant est ainsi utilisé :

A

OR(X (ddl)) do - D/g OTV /g,
oddl +/Dmf padi et /aDmf oddl

dsye; (I1.48)

La variation du résidu est un élément important dans la résolution de 'équation. A
noter que le temps CPU consommé par le calcul de 'opérateur tangent, est en général
trés pénalisant en particulier dans le cas d'une loi de comportement complexe.

11.2.4. Définition des termes de la formulation variationnelle WFEM

L’idée de la section I1.2.4 est de présenter l'insertion du support de discrétisation
fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N dans un schéma de résolution de
Newton par rapport a la formulation variationnelle 11.47. Mais avant de s’intéresser aux
différentes étapes de résolution, es différents termes de la formulation vont tout d’abord
étre définis.
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*
Le résidu 11.47 se compose d'un tenseur vitesse de déformation D, d’un tenseur des

contraintes o, le terme pour le changement de base /g et les vitesses virtuelles V.

Le terme /g, qui est le déterminant du tenseur métrique, correspond au jacobien de la
transformation qui relie les coordonnées globales X* et les coordonnées matérielles 6,
coordonnées fixes pendant le chargement.

Ces termes sont alors exprimés a partir d’une interpolation en ondelettes, ou l’emploi
de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N 1.38 est utilisée pour la
discrétisation. Les formulations sont présentées dans la partie 11.2.4.1. L’expression des
termes peut se faire en deux catégories, les termes virtuels et les termes non-virtuels.

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

L’opérateur tangent 11.48 est défini par le rapport entre la formulation du résidu et
les degrés de liberté "ddl". Les mémes définitions des termes de la formulation du résidu
I1.47 sont retrouvées, mais avec la division par les degrés de liberté. Les expressions seront
détaillées dans la partie 11.2.4.2.

I1.2.4.1. Définition des termes du résidu

En ce qui concerne la définition des termes de la formulation du résidu 11.47, la for-
mulation peut étre séparée entre deux parties distinctes. La premiere partie correspond a
la définition des forces internes et le second membre correspond, quant a lui, aux forces
externes.

1. Définition des forces internes généralisées [, o : Ddv =<ddl> (Fj;)

Les forces internes sont définies a partir des termes virtuels et non-virtuels. Le ten-

*
seur de vitesse de déformation D, le tenseur des contraintes o, le jacobien /g et

*

*
les vitesses virtuelles V' sont ainsi utilisés.

— Les termes non-virtuels

Le tenseur des contraintes dépend classiquement du tenseur des déformations
et de vitesse de déformation via la loi de comportement o = H(e,€). La loi
"H" dépend du probléeme traité, une loi simple étant la relation linéaire entre
contrainte et déformation de Hooke.

M = 5D, (gm'@g”l@) (11.49)

Quelque soit la complexité de la loi de comportement, elle nécessite le calcul
de la déformation. La vitesse de déformation s’en déduit en général via une
approximation linéaire sur un pas de temps. Dans ce cas étudié, le calcul du
tenseur de déformation correspond a la mesure d’Almansi. Ce choix est ar-
bitraire, cependant a partir de la connaissance d’une mesure il est possible
théoriquement de calculer toutes les autres mesures.

Les composantes du tenseur de déformation d’Almansi €,,, sont définies par :

D) = ; (gq@n - g%%) (I1.50)
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avec les composantes du tenseur métrique §,,, et g, apres et avant déforma-

tion :
QN
NOBEONO)
Grmm = G -G (IL51)
H % .
PONRHONG

Les termes du tenseur métrique inverse §"™* et §™ s’obtiennent directement &
I’aide de la relation :

mk
gg_g @ =1 (I1.52)
Les termes gr@ et gr@ sont calculés a partir de la dérivée partielle de la position
discrétisée.
@} X, a® —
gm = @ a
., 9 (I1.53)
G 0X a@ —
gm = @ a
00

Les vecteurs des positions finales X et initiales X sont définis & aide d’une
interpolation fonction d’échelle de l'ondelette de Daubechies d’ordre N " au
niveau j, de coefficients : ;"

Les positions peuvent étre déterminées en chaque point de discrétisation 91®,
avec i I'indice du point.

£, (60) =22 3 4 (2 (60) - 1) 3

2 (IL54)
= 292 < FImatr® (92®> > (CXa>

Remarque : dans cette expression "j" est fixe; "a" est également fixe et repré-
sente l'indice de coordonnée cartésienne, variant de 1 a 3.

Les coefficients d’approximation sont déterminés via la relation matricielle sui-
vante :

(CXQ) = [Mapplicondilimite®} ( Aa®> (1155)

Cette formulation fait intervenir la matrice lMapplicondmmite@l permettant de
projeter les coefficients d’approximation de ’espace des ondelettes a 'espace
physique de I’élément, (cf 11.2.2). La relation I1.54 peut étre ainsi réécrite sous
la forme suivante :

X, ((f@) — i/2 i y <2,- (e’®) - kj) [Mapptsconditimiee D) <X9) (I1.56)

k=0
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Afin de simplifier la formulation, la matrice "[FImatrcp]'est introduite. Sa
construction est détaillée dans la partie 11.2.2. La formule précédente peut
ainsi s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

X, (0i®> =< FImatrcpd (9i®) > (Xa,coeff>
ou encore
( Aa®> = [F]matrcpCD} (Xwoeff) (I1.57)
et

()A(aﬁcoefﬁ = [F[matrcp®}_1 ( A@)

Sous forme vectorielle, cette derniere s’écrit :

)T(@ = [F[matrcp@)} ()A(a’coeff) ?a (I1.58)

Ces définitions font intervenir la matrice "[FImatrep]" et les degrés de liberté
"Xocoeff'- Une expression équivalente est retrouvée pour les positions avant
déformations a l'aide des degrés fixes" X, coefs"-

—
X0 .= [FImatrchj} (Xacoeff) TZ (I1.59)

Dorénavant, les vecteurs de la base naturelle avant et apres déformation peuvent
étre exprimés en fonction de X, coerf €t X coers @ I'aide de la formule de la dé-
rivation présentée dans la section I1.2.2.

5 X9 2
PR (I1.60)
= [Flmatrderivcp m®} ()A(a,wefa T;

5 oxP—

YO (IL.61)

_>
= [Flmatrderivcp m®} (Xacoerf) La

— Les termes virtuels
Le tenseur de la vitesse de déformation virtuelle s’écrit :

- (oroa (7} (araa (7))

D=
2 (11.62)

avec
—

grad <V> = V1<;|z§7 ® §7
%

La définition du vecteur virtuelle V' s’écrit également a ’aide d’une interpola-
tion fonction d’échelle d’une ondelette de Daubechies. Le niveau de résolution
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j est identique pour la discrétisation de la position et de la vitesse virtuelle
afin d’avoir une matrice de raideur carrée.

Erwan KERGOURLAY WFEM Définition

* s . 2 . 7 i ks
Va (9 ®> =21/23" 5 (2] (9 ®> — lcj) o
kej=0 v

a

=< FImatrcp® (gz‘@) - (V ; f> (I1.63)
—
Vo =< Vacoers > [Flmatrcp®} 1,

Le vecteur Xa,coe 7¢ représente les degrés de liberté du probleme et les vecteurs

Xocoeff €6 Vi coers définissent les degrés fixes et les degrés de liberté virtuels

respectivement. Les vitesses virtuelles V sont calculées a partir des valeurs
réelles, et plus précisément a l’aide des positions initiales des points de dis-
crétisation et des vitesses virtuelles imposées aux nceuds. La résolution des
systemes linéaires permet de déterminer ces valeurs.

Le terme /g, déterminant du tenseur métrique, permet de relier les coordon-
nées globales et les coordonnées matérielles. Ce dernier est calculé a partir des
termes du tenseur métrique, défini par I'équation 11.64.

V9 = [|Gmnll (I1.64)

La complexité du produit de I’ensemble des fonctions discontinues définissant les
forces internes conduit a utiliser une stratégie d’intégration particuliere. La partie
I1.3 traite des méthodes d’intégration envisageables.

*

2. Définition du second membre [, T Vs

Le second membre est défini par le produit des forces externes supposées connues
et les vitesses virtuelles.

f"}_ (01’@) Vs =< ‘*/a?coeff > (< FImatrepd <9i®> >)T (Ta) V95 (11.65)

S 5 * T
TVgs =<Viacoeff > [FImatrcp(D} (To) /95

I1.2.4.2. Définition des termes de ’opérateur tangent

Les degrés de liberté Xawe ¢ interviennent principalement dans la définition des forces
internes. Les ddl interviennent également dans le calcul de 1’élément de surface pour le
second membre via le jacobien ,/gs, excepté pour des cas particuliers tels que celui des
forces suiveuses. Généralement, par simplicité, la variation du second membre dans le
calcul de 'opérateur tangent de la méthode de Newton n’est pas prise en considération.
Il en résulte que le calcul de I'opérateur tangent dans ce travail sera exclusivement défini
par le rapport entre les forces internes et les degrés de liberté.
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Remarque : Il est a noter qu’a priori I'extension de l'opérateur tangent a la prise
en compte de la variation du second membre par rapport aux degrés de liberté peut se
calculer en suivant la méme démarche que celle présentée pour les forces internes.

D’une maniere générale, I'opérateur tangent s’écrit :

_OR(ddl) W B 8(0" Dy y/7) ) (I1.66)
addl ~ oddl Jorey P ’““/gd”_/mf addl

La relation I1.66 peut étre trivialement subdivisée en trois variations, selon les trois

*
termes composant cette équation "o*', "D" et '/g'. La formulation I1.67 présente les trois
variations élémentaires a déterminer.

d(o lekl\/_) y (D* D) ki OWG) wp (I1.67)
add addl Dava+ 0077 VIt 3 7 Pu

1. Calcul du premier terme

oot 9ot Dz,
Oddl — Depy Odd

(11.68)

Le terme gg"kl est spécifique a la loi de comportement que 1'on souhaite utiliser.

Pour cette aﬁ)lication 1D avec le comportement de Hooke celle-ci peut s’écrire :

1 _ gl — Beyy ( 11911) (I1.69)

D’une maniere plus générale, il est nécessaire d’avoir la Variation des déformations :

9emn majs également de la variation de la base naturelle 2 Som ainsi que des compo-

addl
Bg O9mi
santes de la métrique Dddl ° oddl

o\ 9 0dal "9 oddl | T 2 oddi

— —
oddl 2

(11.70)

agmk B _gmk agmk
dddl G Oddl

Les degrés de liberté ddl correspondent a X Z’kﬂ', qui sont compris dans le vecteur
X coeff- La relation suivante peut étre ainsi écrite :

%
Gm
_ZIm FImatrderivep m®} (IL.71)
aXa,coeff
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2. Calcul du second terme

WFEM Intégration

2 (IL.72)
avec

—

grad (V) = Vk“@7 ® g?

Dans un cas classique d’interpolation polynomiale linéaire, la dérivée covariante de
la vitesse de déformation virtuelle est indépendante des degrés de liberté. Dans le
cas d’une interpolation plus complexe, et donc en particulier pour une interpolation
utilisant des ondelettes, cette dérivée covariante n’est plus constante. Néanmoins, il
a été considéré que dans une premiere étape de validation du processus, son impor-
tance pouvait-étre négligée par rapport a la dépendance de la loi de la contrainte
(le premier terme). Il est & rappeler que l'opérateur tangent n’intervient pas dans
la précision du résultat, mais seulement sur la vitesse de convergence.

Donc dans ce cas d’étude, il peut étre posé :

~0 (I1.73)

3. Calcul du troisiéme terme

Le jacobien correspond au produit mixte des vecteurs de la base naturelle ou la racine
carrée du déterminant des composantes deux fois covariantes du tenseur métrique.
Ses variations se déduisent via les formules 11.71 et 11.70.

En 1D :
\/gz \/91@1
_>
0vg 11 (Qﬁ@g])

oddl ~— 2 /g \ " oddl (IL.74)

. 1 8611
V9 <8ddl>

Les termes du résidu et de 'opérateur tangent ont été définis dans les deux parties
précédentes 11.2.4.1 et 11.2.4.2.

Compte tenu du support discret d’une ondelette d’évolution a priori non réguliere, il
apparait pertinent de réfléchir a la méthode d’intégration numérique. En effet, la méthode
classique de Gauss est bien adaptée a l'intégration de fonctions plutot régulieres, via une
approximation polynomiale. Dans le cas du support en ondelettes, I'idée a été de chercher
une méthode d’intégration particuliere plus adaptée. Ceci fait 'objet de la partie suivante
I1.3.
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I11.3. Intégration du support de discrétisation fonction
d’échelle de ’ondelette de Daubechies

Erwan KERGOURLAY WFEM Intégration

I1.3.1. Intégration du résidu

La phase d’intégration dans la méthode des éléments finis nécessite une attention par-
ticuliere, car elle impacte directement le temps de résolution et la précision des résultats.
La méthode classique pour les fonctions "assez régulieres”, est la méthode dite de Gauss.
Elle consiste a approcher la fonction a intégrer a I’aide d’une approximation polynomiale.
Au final, le calcul s’effectue via une somme pondérée de la valeur de la fonction a différents
points : les points de Gauss. Dans le cas d’'une ondelette dont 1’évolution est fortement ir-
réguliere (type Daubechies), 'approximation polynomiale n’est pas forcément pertinente,
car elle pourrait avoir tendance a lisser I’évolution irréguliere. Dans ce contexte, pour ten-
ter de conserver au mieux les informations d’irrégularité contenues dans I'approximation
par ondelette, I'idée a été de chercher une méthode d’intégration qui repose également sur
I'utilisation d’ondelettes.

Deux méthodes d’intégration sont présentées pour les formulations variationnelles
I1.47. La premiere méthode I1.3.1.1 consiste a intégrer les fonctions membres de 1’élé-
ment fini en s’appuyant sur une méthode d’intégration déja existante constituée de deux
fonctions d’échelle dérivées de 1'ondelette de Daubechies. La seconde 11.3.1.2 a pour ob-
jectif d’intégrer une nouvelle décomposition en ondelettes, dont cette derniere est une
approximation du produit des termes de la formulation variationnelle. La seconde version
d’intégration a été retenue pour la méthode de résolution de Newton.

I1.3.1.1. Intégration des fonctions membres

La méthode d’intégration s’appuie sur I'une des propriétés de I'ondelette de Daube-
chies. D’apres la formule .61, I'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle équivaut
al:

[ awBreydn =1 (11.75)

Cette propriété a conduit a une nouvelle relation, selon les articles de J. Ko, L.A.
Diaz, J. Ma, M.Q. Chen, X. Chen, E.B. Lin, X. Zhou et C.H. Romine [92, 44, 107, 32,
35, 104, 167, 136], permettant ainsi de calculer I'intégrale du produit de deux fonctions
d’échelle dérivées a des ordres différents. Ceci permet notamment de satisfaire le degré de
I’équation aux dérivées partielles.

1
s = /0 A (y — )y (y — )y (11.76)

) 1
o = [ wdy (1L77)

La méthode de calcul est plus détaillée dans la partie 1.3.11.3.
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Illustration de la méthode en 1D : en supposant une déformation infinité-
simale

L’expression du tenseur des contraintes I1.78 se résume a la formulation suivante :

ol (9@) _ g (9"®) (lg) 2

A@ 7
avec € (9i®) = M:)@((;Q)) = 2%/2 (< FImatrderiv® <0i®> >> (C’ZJ> (IL.78)

et (C’Xa) .= 2792[F Imatr*®] ! (X@)

Le tenseur de déformation suit également des modifications, ot son expression I1.79
est la suivante :

L oY (ho
Dy (9@) = ae<®) (IL.79)
d’ott D*11 (9i®> = 9%/2 << FImatrderiv® <0i®> >) (Cz/]:’>

L’intégration des forces internes I11.80 s’exprime ainsi :

/01 o () : Dy (6) /g df =
/01 ((CZ’kj)T 2%/2 << FImatrderiv® (6) >)T>

Va (11.80)
E (29 (< FImatrderiv® (0) >) (C3™)) (lo)™* 1o So df

_ SO j,kj T J;1,1 jvkj
Tl <C‘*/a> Lk, (Cf(a>

Il est a noter que la matrice I ?gjlklj est une matrice carrée de dimension 27. Cette forme
d’intégration est celle que 1'on retrouve majoritairement dans les publications relatives
a 'utilisation des ondelettes en éléments finis. Cette méthode d’intégration, qui exprime
I'intégration d’un produit de deux fonctions d’échelle dérivées de 1'ondelette de Daube-
chies d’ordre N | est spécifique a une loi particuliere ( correspondant a ’élasticité linéaire)
pour laquelle une forme explicite est possible. Son extension a un comportement matériel
complexe est difficilement envisageable. Ceci a justifié la recherche d’'une nouvelle mé-
thode d’intégration faisant objet des travaux présentés postérieurement.

I1.3.1.2. Méthode d’intégration approchée par ondelettes

Compte tenu de I'approximation faite via la fonction d’échelle, la fonction résidu I1.47
n’est connue qu’a un nombre discret de points : les points de définition de la décomposition
en ondelettes au niveau de résolution "j". La solution est alors d’utiliser ces valeurs de la
fonction résidu pour approcher son évolution via une fonction d’échelle de 'ondelette de
méme nature, ici une ondelette de Daubechies d’ordre N.

Pour illustrer cette méthode, le produit de deux fonctions arbitraires : f et g font I'objet
d’une intégration. Ces fonctions sont exprimées a partir d'une interpolation en ondelettes,
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Fonction f :

Tout comme les différentes étapes vues précédemment et d’'une maniere générale, la

nsn

fonction non discrete a un niveau 'j' s’exprime :

F(0) =223 7 (2(0) — k) CF" (11.81)

k;=0

Appliquée aux points (0Z®> sont obtenues n valeurs de la fonction :

F(60) =2 3 o (2 (60) -1, ) o3 L5

k;=0

Sous forme matricielle, cette équation peut s’écrire :
f (e"®) — 292 < FImatr® (e"®) = (Cy) (11.83)

et en inversant via des conditions aux bords adéquates ([Mapplicondilimite®j|) :

(Cf) = {Mapplicondilimite®} (f) <1184)

En reprenant la fonction non discrete de niveau "j" et en la dérivant, I’équation suivante
est obtenue :

27 .
£ (0) = fO(0) := 2729/ W (27 () — k;) CF
(0) = £ 0) Z'y (2 (0) - k) C5 1L35)
= 2%/% < FImatrderiv® (0) > (Cy)

Fonction g :

. * . A . . .
La fonction g s’exprime de la méme fagon que la fonction f, les coefficients d’approxi-
mation sont nommés C7 | le vecteur caractérisant les coefficients d’approximation se note

g
C-.

g

L’expression de l'intégrale du produit des deux fonctions dérivées s’écrit sous la forme
suivante :

/01 T(6)d6 /01 £(0)4 (6)do

1 .
= / <C.> (23]/2 < FImatrderiv®(0) >)Tf’(¢9)d9
0

= /01 ({Mapplicondilimitegj} (§>>T (23j/2 < FImatrderiv®(0) >>T f'(0)do

1 .
=< g> / {Mapplicondihmite@r (23]/2 < FImatrderiv®(0) >)T f(6)do
0

(11.86)
Afin de simplifier les écritures, la matrice "[F Imatrderivep]" est utilisée. Sa construc-
tion est été détaillée dans la partie 11.2.2.
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/ "0V =< § > / 1 (< FImatrderivep®(0) >) .f'(6)d
0 0

<i> ([ Pr@as)  aveer=p:2

Jo PO‘(H) df (1L.87)

=<g> | Jy PX(0)do

Jo P¥ (6)do
L’intégration de " fol T (0)df" est équivalente au produit du vecteur représentant la

fonction "< g >" par le vecteur intégration " ( fol PL(0) d9) ". L’indice "L" est la valeur ré-
férant le point de discrétisation utilisé pour la décomposition en ondelettes de la fonction
'g". La fonction "PL (0)" est approchée par une fonction d’échelle & un niveau de résolu-
tion j, identique au niveau de résolution utilisé pour les interpolations primaires. Cette
approximation de fonction est intégrée a ’aide d’une fonction d’échelle intégrée 1.3.10.

1 Y o
[ (PH @) do = > | 0) () o
— ) G060, > (Cpr) (I1.88)
=< 96 0l - Qi e ng > ({MapplicondilimiteQ)] (P L))
. SD. s (pL)

Le terme 6, correspond & l'intégration de la fonction d’échelle. La définition des termes
composant ce vecteur est explicitée dans la partie 1.3.10. Les termes C’f;l,f sont relatifs au

vecteur " (PL) " sachant que chaque terme P <GZ®> correspond a la valeur de la fonction

P~ (0) calculée au point <01®>. Le vecteur S@ est le produit entre le vecteur qui se com-

pose des valeurs de l'intégrale de la fonction d’échelle par rapport a "k" et de la matrice
{Mapplicondilimite®}' Une présentation du calcul du premier terme du vecteur intégration
permet de comprendre le déroulement de la méthode.

Ilustration du calcul du premier terme f; (P’ (6))df du vecteur intégration

L’indice "L" est la valeur référant le point de discrétisation utilisé pour la décomposi-
tion en ondelettes de la fonction 'g". La fonction (< FI matrderivcp®(0) >) s’écrit égale-
ment sous forme matricielle lorsque "0" est défini en plusieurs valeurs, comme vu précédem-
ment dans la partie 11.2.2. Pour cette démonstration, il a été choisi "L=0", ce qui a pour
conséquence d’utiliser uniquement la premiere colonne de la matrice "[F'I matrde'r’ivcp®] "

d’ou l'indice "0" sur ’écriture de la formulation I1.89 de (F[matrderivcp(D (9))

Le calcul du premier terme du vecteur intégration est illustré par la formule :

/

/01 (P (9)) df = /01 (F[matrde'r’ivcpCD (6)) f(0)do (11.89)

A partir de I’écriture I1.89, une discrétisation des fonctions, au niveau j de résolution, est
réalisée.
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Le premier vecteur (P") s’écrit ainsi sous la forme suivante :

P"(0) FImatrderivep® " (0)
FI matrdem’vcp® (i)

27

P" (1) FImatrderivep® (1)

P (01®) | F Imatrderiv:cp(D (9i®>

(11.90)

Ce premier vecteur (P") est inséré a la formule 11.88 et il en résulte la premiere valeur
du vecteur intégration.

I1.3.1.3. Validation de la méthode d’intégration approchée sur des fonctions

arbitraires

La validation de la méthode d’intégration approchée est réalisée sur l'intégration de
produit de différentes fonctions arbitraires. Pour mémoire, une représentation discrete
(reliée par des segments) des 3 dernieres fonctions en est donnée a I'aide de la fonction
d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 (cf. fig I1.7). Les fonctions retenues pour
cette étude sont les suivantes :

1. fonction carrée
fi(x) =2a°
2. fonction
I5(x) = x
3. fonction
fe(x) =4 x°
4. fonction
fr(x) = x°
5. fonction
fs(x) =6 x
6. fonction
fo(z) =2 20
7. fonction en dents de scie
2z, 0<z<0.5
flO ([L’) = 2(1’ — 05), 0ozl
0, r>21Ux <0
8. fonction en double dents de scie
4x, 0<xr<0.25
4(x — 0.25), 0.25 <x<0.5
fi1(x) =< 4(x —0.5), 0.5 <x<0.75
4(x — 0.75), 0.7 <z <1
0, r>21Uxz <0
8
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9. fonction porte

0.5, 025 <2 <05

fiz () =< 1, 0.7 <z <1
0, 0<r<025U05<x<0.75Uxr>1

10. fonction porte
0.5, 0.125 < x < 0.25
fus (2) = 1, 0375 <x <05
BT 0.5, 0.625 < = < 0.75
0, 0<r<0125U025 <2 <037U05<xr<0.625Ux >0.75

Le graphique I1.7 illustre les trois dernieres fonctions de cette investigation fyg, fi1et fio.
Des décalages ont été effectués afin de permettre de mieux visualiser les discontinuités.
Il peut étre observé que la représentation par points d’ondelette au niveau 6, reliés par
des segments, illustrent intuitivement et fideélement les évolutions analytiques (bien que
les "murs" ne soient qu’approximativement reproduits).

1
' I I I Sawtooth ——

05 Double Sawtooth .
= _offset -1
c 0 Square signal F12
) offset -2
S 05| Square signal F13
Es offset -3
S -1
c
S 15 T
=2
e -2 T -
- [

25 oo e 7

[ =\ | | \
_3 | | ' | Y]

0 02 04 06 08 1
Position of discretisation points [/]

FI1GURE IL.7 — Evolution des fonctions avec des singularités au niveau de résolution "j=6"

Afin de valider la méthode d’intégration approchée, plusieurs calculs d’intégrales ont
été réalisés. Ces derniers peuvent étre classés en deux catégories. La premiere catégorie
répertorie les calculs liés a I'intégration du produit de fonctions dérivées 1, et la seconde
inclut les calculs liés aux intégrations du produit de fonctions avec des discontinuités 2.

1. Intégration approchée du produit de fonctions dérivées :

L’idée est dans un premier temps de se rapprocher d’'une grandeur analogue a un
résidu mécanique, calculée a l'aide d’une interpolation polynomiale du champ de
déplacement, et dans un second temps d’étudier la précision d’une représentation
par fonction d’échelle.

Les intégrations approchées concernent les intégrales des produits des fonctions dé-
rivées suivantes :

(%) 1
| fi@ £ @) de
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Le tableau I1.2 présente les valeurs des intégrations obtenues a l'aide de la méthode
d’intégration approchée pour les produits des fonctions dérivées cités ci-dessus.
Ces valeurs sont comparées aux valeurs théoriques ainsi qu’aux valeurs calculées
par la méthode d’'intégration numérique de Clenshaw-Curtis. Les trois niveaux de
décomposition (j=2, 4 et 6) sont utilisés pour cette investigation. L’erreur relative
des valeurs des intégrales est également déterminée pour chaque valeur d’intégration
calculée a 'aide de l'intégration de la fonction d’échelle de I'ondelette (O).

1.600000e+00 8.571429¢+00 3.200000e4-01
(8/5) (60/7) (32)
1.600000e+00 8.571429¢+00 3.200000e+01

1.332185e+-00

6.539976e+00

2.264455e+01

(16.7 %) (23.7 %) (29.2 %)

1.569630e+00 8.281340e+00 3.033363e+ 01
(1.9 %) (3.4 %) (5.2 %)

1.597833¢+00 8.519259¢ +00 3.186240e+ 01
(0.13 %) (0.26 %) (0.43 %)

TABLE I1.2 — Intégration du produit de fonctions dérivées par intégration approchée fonction
d’échelle

D’apres le tableau I1.2, les intégrales approchées sont de plus en plus précises par
rapport aux valeurs théoriques. Bien que I’écart est encore important au niveau de
résolution (j=6), la méthode d’intégration approchée montre sa capacité a intégrer
un produit avec un degré important (degré 8 pour le polynéme f3.f).

2. Intégration approchée du produit de fonctions avec des discontinuités :

Dans cette partie, les intégrales suivantes ont été intégrées via la méthode d’inté-
gration approchée :

(a)

x)dx

/ flO flO

(b)
[ @) (@) da
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()

1

; fi2 (x) . fr2 (z) dx

(@) 1
/O Fis (2) i (2)

La premiere intégrale concerne le produit de deux fonctions en dents de scie fiq, 11.3,
la seconde, I'intégration du produit de quatre fonctions en dents de scie fi1, 1.4, la
troisieme, 'intégrale du produit de deux fonctions portes d’amplitudes différentes
f12, IL5 et la derniere, I'intégrale du produit de trois fonctions portes d’amplitudes
différentes et de largeur plus fine fi3, I1.6.

Ces valeurs sont comparées aux valeurs numériques déterminées via la méthode
d’intégration numérique de Gauss. Quatre niveaux de décomposition (j=2, 3, 4 et
6) ont été retenus pour cette étude. L’erreur relative sera également calculée pour
chaque valeur d’intégration.

Pour mémoire, la formule d’approximation de l'intégrale via la méthode de quadra-
ture de Gauss s’écrit :

b—a
2

a+b
5 )

n

S Wit e (IL.91)
i=1 2

avec :

a : borne inférieure de l'intégrale

b : borne supérieure de l'intégrale

W; : les poids évalués au points z;

x; : Position du point d’intégration par rapport a un élément défini sur [-1 :1]

n : nombre maximum de points d’intégration de gauss

Le tableau I1.3 expose les valeurs des intégrales obtenues pour le produit de deux
fonctions en dents de scie.

| 3.333333e-01 (1/3) || 3.333333e-01 (1/3) ||
3.120659e-01 2.226094e-01
(6.4 %) (33.2 %)
3.275693e-01 2.862822¢-01
(1.7 %) (14.1 %)
3.318178e-01 3.121967e-01
(0.4 %) (6.3 %)
/ 3.284933e-01
(1.4 %)

TABLE II.3 — Intégration du produit de 2 fonctions en dents de scie par intégration approchée

fonction d’échelle
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Le tableau II.4 récapitule les valeurs des intégrales obtenues pour le produit de
quatre fonctions en dents de scie.

3.333333e-01 (1/3)

3.333333e-01 (1/3)

3.394966e-01

1.633824e-01

(1.7 %) (50.1 %)
3.29413e-01 2.491366e-01
(0.4 %) (25.2 %)

/ 3.127977e-01

(6.2 %)

TABLE I1.4 — Intégration du produit de 4 fonctions en dents de scie par intégration approchée

fonction d’échelle

Le tableau IL.5 illustre les valeurs des intégrales obtenues pour le produit de trois

fonctions portes fis.

3.125000e-01 (5/16)

3.125000e-01 (5/16)

2.554455e-01

3.113431e-01

(18.2 %) (0.37 %)
3.6399366-01 3.152173e-01
(16.5 %) (0.87 %)
2.970460e-01 3.146168e-01
(4.9 %) (0.67 %)

/ 3.130153e-01

(0.16 %)

TABLE I1.5 — Intégration du produit de 2 fonctions porte par intégration approchée fonction

d’échelle
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Le tableau II.6 illustre les valeurs des intégrales obtenues pour le produit de deux
fonctions portes plus fines fi3.

WFEM Intégration

[ 1.875000e-01 (6/32) | 1.875000e-01 (6/32) |
2.205552e-01 1.877656¢-01
(17.6 %) (0.14 %)
1.573948¢-01 1.874872¢-01
(16.0 %) (0.0068 %)
] 1.875000e-01
(0 %)

TABLE II.6 — Intégration du produit de 3 fonctions porte par intégration approchée fonction
d’échelle

Ces quatre tableaux I1.3, I1.4, I1.5, I1.6 montrent le fort potentiel de la méthode d’in-
tégration approchée permettant de déterminer 'intégrale du produit de fonctions
avec des singularités. Il est important de noter que la méthode d’intégration numé-
rique de Gauss permet de calculer, avec une bien meilleure précision, les intégrales
des fonctions en dents de scie. Néanmoins, les intégrales des fonctions du type porte
sont approchées plus exactement via la méthode d’intégration approchée, exprimée
via 'intégrale de la fonction échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6.

Les points d’intégration de Gauss sont bien situés dans le cas des intégrales du pro-
duit des fonctions en dents de scie exposées. Les valeurs évaluées a ces points ont
une grandeur et ne sont pas influencées par les singularités, alors que dans le cas
du produit des fonctions porte, les valeurs évaluées peuvent étre nulles a certains
points de définition, cf 11.91. En prenant '’exemple d’un signal avec plusieurs cré-
neaux, ou ces derniers se situent entre les points d’intégration de Gauss et avec une
largeur inférieure a la distance entre deux points, l'intégrale numérique déterminée
via la méthode de Gauss sera nulle alors qu’en réalité ce n’est pas le cas. La solution
est par conséquent d’augmenter le nombre de points d’intégration de Gauss afin
d’évaluer une valeur approximative de l'intégrale. Mais dans le cas de la méthode
d’intégration approchée, le niveau de résolution "j" est adapté a la représentation
des singularités et par conséquent l'intégrale calculée est plus juste.

De manieére pratique, lorsqu'une approximation par ondelettes de type Daubechies
est utilisée, seules des valeurs discretes sont disponibles. De plus, 1'utilisation d'une
méthode de type Gauss nécessite un calcul supplémentaire pour déterminer la valeur
de la fonction a intégrer au niveau des points de Gauss qui ne sont pas coincidents

avec les @ Cela peut conduire a une imprécision supplémentaire et/ou a un temps
de calcul supplémentaire par rapport a la méthode proposée. En conclusion, il peut
étre retenu que l'intégration approchée par fonction d’échelle n’est pas a priori per-
formante pour des fonctions régulieres de type polynomiale. Par contre pour des
phénomenes de localisation, de type apparition de bande de transformation qui tra-
verserait un élément fini et qui serait bien représentée par une fonction porte, la
méthode converge rapidement vers une intégrale précise. Il semble, d’autre part,
possible d’utiliser un niveau plus faible pour I'intégration que celui utilisé initiale-
ment pour les fonctions membres. Ceci peut représenter un gain de temps via la
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diminution du nombre de calculs.

WFEM Intégration

I1.3.2. Intégration de la variation du résidu

L’utilisation de la méthode de résolution de Newton conduit a intégrer la variation
du résidu 11.48. La complexité des termes a intégrer, concernant le résidu 11.47, montre
Iintérét d’utiliser la méthode d’intégration développée précédemment 11.3.1.2. En effet, il
n’est pas nécessaire de connaitre ’assemblage interne des fonctions constitutives du résidu
pour effectuer I'intégration approchée.

La variation du résidu consiste a calculer I'intégrale de la dérivée partielle des forces in-
ternes par rapport aux degrés de liberté utilisés pour l'interpolation de la position.
L’objectif dans cette sous-partie est d’approcher 'intégrale du mixte des fonctions com-
plexes constituant le résidu, par l'intégrale d'une approximation globale par une seule
ondelette.

Pour illustrer la méthode d’intégration de la variation du résidu 11.48; les deux fonc-
tions f, ¢ de la partie précédente 11.3.1.2 sont utilisées. L’intégrale de la dérivée partielle
du produit des deux fonctions dérivées par rapport a la valeur de la fonction f au point

"9i® " g’écrit sous la forme 11.92 :

0, Fwio)

0 () a0 (11.92)
1 A
=< g> [/ fo) (0) d@] avec L = [0 : 27]
0
L’intégration de ' fol %T(’—%)dﬁ" est équivalente au produit du vecteur représentant la

fonction "< ¢ >" par la matrice intégration " [ fol Q(Lf) (0) dé’} ". Les termes de la matrice
intégration correspondent a un ensemble d’intégrations. Ces dernieres dépendent a la fois
de l'indice "L", référant le point de discrétisation utilisé, et de la valeur de la fonction f
au point gD,

L’équation 11.92 peut-étre réécrite en fonction de l'indice "p", dont ce dernier est une

valeur correspondante a la fonction f au point gD,

LoTe) gt 9f () e 0o

A Tl AU Tk P10
[t . T Af (9)
=, <g> (< FImatrderivep (6) >> .Wde
—<§> ([ Qly @ds)  avec L=[0:2]

1 (11.93)
Jo Qs (6) db

=< 9> | Jy Q) (0) d0

P
Jo Qs (0 d0

L’intégrale 11.93 écrite par rapport aux valeurs de la fonction f au point O , est
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similaire a ’écriture I1.87 présente dans la partie I1.3.1.2. La méthode d’intégration déve-
loppée peut-étre ainsi utilisée, la formulation générale est :

WFEM Intégration

/01 (Q(Lf(P)) <9)) do =< --- S® > (Q(Lf(p))> (H.94)

La fonction "Q(Lf(p)) ()" est approchée par une fonction d’échelle a un niveau de ré-
solution j. Cette approximation de fonction est intégrée a l’aide de la fonction d’échelle
intégrée 1.3.10.

Tlustration du calcul du premier terme [ Qs (0)db

Le calcul du premier terme du vecteur intégration issue de la matrice intégration est
illustré via la formule :

of" (9)
O(f10)

A partir de Décriture I11.95, une discrétisation des fonctions, au niveau de résolution j,
est effectuée. Le premier vecteur (Q( f )) devient :

/01 (Q(f ) (0)) do = /01 (F]matrderivcp® (9)) db (I1.95)

of (0)
Qs (0) FImatrderivep® " (0) GF(0))
! (D) 0 (1 1 ()
Q(f ) (27) FImatrderivep (27) 0
(40Y | - | o | o (s 11.96
Q(f ) (9 ®> Ffmatrderivcp® <9 @) of (9 @) ( )
' : S A(f0)
Q(()f )(1) F]matrderivcp® (1) Lﬁ)
a(f(0))

Ce premier vecteur (Q( f )> est inséré a la formule 11.94 et il en résulte la premiere
valeur de la matrice intégration.

Ecriture finale I’intégration de la variation du résidu

L’intégrale de la variation du résidu s’écrit sous la forme suivante :

01 81;(]0?650 <> Uol QL (0) de} avec L= [0:2] et p=[0: 2]
o (Qoy @) d8 -+ Jo (Qiyy ) 6 J5 (Qyeary) (6)) 6]
z z z (11.97)

=< 9> o (Qhoy 0))d0 - I3 (Qly) ) ¥ . [ (Qfyay) (0)) dB

o (Q%on @) 8 5 (QPy (0)) A0 o [ Qo) (6)) 6

Remarques :

La matrice d’intégration { Iy Q(Lf) (9) d@} est une des étapes clés de la résolution de
Newton. Le temps de calcul dépendra essentiellement de I'intégration de cette matrice.
Cette méthode d’intégration I1.3.1.2 est facilement implantable au sein d’un code de calcul
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par éléments finis, car sa conception est tres similaire a la méthode actuelle. L’intégration
se résume a la somme d’'un produit de poids multiplié a des coefficients.

Erwan KERGOURLAY WFEM Méthode de résolution

Pour valider la méthode d’intégration par rapport a un code de calcul par éléments
finis, deux structures seront étudiées dans la partie I1.5. Avant de s’intéresser a I’analyse
de ces poutres 1D, il est nécessaire de définir, au préalable, les différentes étapes de la
méthode de résolution de Newton. Ceci fait 'objet des travaux exposés dans la section
suivante I1.4.

11.4. Méthode de résolution de Newton

Une présentation succincte des étapes de la méthode de résolution est illustrée ci-
dessous. Une description plus étoffée est réalisée apres la définition des notations utilisées.

Les étapes de la méthode de Newton sont :
1. Initialisation des données et des variables

2. Calcul des bases naturelles avant et apres déformation "g," et ' g?k " puis des métriques
et des bases duales

Calcul des termes du résidu

Approximation et intégration du résidu

Calcul des termes de l'opérateur tangent, variation du résidu
Approximation et intégration de I'opérateur tangent
Résolution du systeme d’équations

Définition du nouveau vecteur position finale X, cocfs

S e B A N

Vérification de la précision du résidu

La méthode de résolution de Newton est adaptée a la méthodologie d’intégration ap-
prochée, développée dans le chapitre 11.3.1.2. Deux étapes spécifiques ont été introduites
afin de définir le résidu et l'opérateur tangent a un niveau de résolution "jo". La du-
rée d’analyse en temps CPU, de I'approximation par ondelettes dépend directement du
nombre de points utilisés pour les différents calculs. Concernant I’approximation de l'in-
tégration via une ondelette globale, 1'idée est d’utiliser la méme position des points que
ceux utilisés pour le calcul de la cinématique.

Pour diminuer le temps de calcul, il est possible d’utiliser pour I'intégration un nombre
inférieur de points, choisit dans I’ensemble des points utilisés pour la cinématique et ce,
sans changer la technique exposée au chapitre 11.3.1.2. L’ensemble des points utilisé pour
I’approximation d’intégration devra alors correspondre a un niveau "jo" identique ou in-

nen

férieur au niveau "j" utilisé pour la cinématique.
Notations utilisées

Liste des indices liés a la cinématique :

— i® : L’indice des points de I’échelle de la décomposition en ondelettes a 'aide de la

nmsn

fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies, "i" : indice du point et "j" : niveau
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— k; : le facteur de translation concernant 'interpolation de la décomposition en on-
delettes

WFEM Méthode de résolution

Liste des indices liés a I'intégration :
— 1o, - L'indice des points de I’échelle de la décomposition en ondelettes a ’aide de la

fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies, "io" : indice du point et "jo" : niveau

— kj, : le facteur de translation concernant l'intégration de la décomposition en onde-
lettes

Détails des étapes de résolution de la méthode de Newton

1. Initialisation :

Les positions initiales X sont connues et fixes au cours de la résolution. A l'initia-
lisation (m=0), les positions finales X sont prédéfinies par les valeurs des positions

initiales.
X, <9i®)(m) =< FImatrep® <ei®> > (X eoess) (I1.98)
X, <9i®>(m) =< FImatrepd <9i®> > (Xa,coeff) (11.99)
X, (91@)(0) — X, (9’@)(0) (I1.100)
@

Les termes g~ (k=1..3 correspond a lindice de direction locale en 3D) peuvent
étre calculés a l'initialisation, car ces termes resteront inchangés jusqu’a la fin de la
résolution. 6@ sont les points utilisés par la décomposition de la fonction d’échelle
au niveau "j" de résolution.

@ _ XD
T =0
0;
0x* D (IL.101)
= 7®Ia
00y

%
=< I, > [Ffmatrderivcp k®} (Xa,coeff)

2. Calcul de la base naturelle a ’étape "m"

0

Le calcul des termes g;~ se fait aux points de discrétisation de la décomposition en
ondelettes.
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aXa@? (I1.102)

3. Calcul des termes du résidu a 1’étape m

—
A T'aide de la définition 11.2.4.1 des différents termes du résidu et du calcul de f]k®
initial et a I’étape m, les forces internes et externes de I'expression du résidu a I’étape
m peuvent étre déduites.

Le calcul de ces forces suit les étapes suivantes :

@

— Calcul des composantes covariantes du tenseur métrique §;;" et gg

kl
— Calcul des composantes contravariantes du tenseur métrique inverse § @ et
kl
g @

— Calcul des composantes covariantes du tenseur de déformation €

— Calcul des composantes contravariantes du tenseur de contrainte o* (pour fa-
ciliter le produit doublement contracté avec la vitesse de déformation virtuelle)

— Calcul des composantes covariantes du tenseur vitesse de déformation virtuelle

*

Dy,
— Caleul de \/g = ||gu]

*
Il est ainsi possible d’en déduire les forces internes non intégrées o : D,/g et les

forces externes non intégrées T.V, /gs aux différents points (91®>.

4. Approximation et intégration du résidu a I’étape m

L’intégration du résidu peut étre décomposée en deux parties : celle des forces in-
ternes et celle des forces externes. Les intégrations sont directement calculées suivant
la méthode d’intégration proposée précédemment au chapitre 11.3.1.2.

— Illustration de la procédure d’intégration des forces internes sur le
cas 1D

Les forces internes généralisées qui correspondent aux composantes du vecteur
résidu nécessitent d’étre intégrées. Pour simplifier les écritures, la nomination
F est utilisée pour représenter ces composantes. La méthode d’intégration ap-
prochée est mise en ceuvre dans ce calcul. Cette technique d’intégration est
détaillée au chapitre 11.3.1.2.

L’intégration des forces internes est définie par :
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1 * 1 *
/ o' (x) Dy (2)/gdx = / < Veoers > (< FImatrderivep (z) >)T o (z).\/gdx
0 0
. 1 .
=< Veoers > (/ FL(a:)d:B) avec L = [0 : 2/]
0
fo1 F(z)dz

=< ‘*/coeff > fol FL(:L’)dI‘

Jo F¥ (x)da
(I1.103)
Remarque : pour simplifier, < V' coeff > est noté < Vipeps >

Lintégration de "y o''(x)Dyi(z),/gdz" est équivalente au produit du vec-

teur représentant les degrés de liberté virtuels "< Vi.sr >" par le vecteur
' ( fol FE (a:)da:) ". La méme forme d’intégration générique donnée par l'expres-
sion I1.87 est retrouvée dans ce calcul. Le résultat nécessite plusieurs intégra-

tions approchées, dont la formulation générale est donnée par les expressions
I1.88.

270

/1 FL($)d$ — /17 i (l’) (Cjo,kjo) dr
0 o TNe FE

kjo=0
. ) . . 11.104
=< 960 9{0 T eio o '9;?0 > <[Mapplicondilimite:| (F L)) ( )

:<...5...>(FL>

Pour mémoire, le vecteur " (F L) " est approché par un support de discrétisation
qui se compose d'une interpolation fonction d’échelle de I'ondelette de Dau-
bechies d’ordre N, a un niveau de résolution "jo". D’autre part, chaque terme

' (F L (9 )) " du vecteur correspond a la valeur de " (F L (a:))" calculée au
point 6 .

Remarques :

L’application d’une nouvelle décomposition en ondelettes, avant d’intégrer, per-
met d’avoir une certaine liberté au niveau de la résolution.

En effet, une interpolation initiale de la cinématique via une fonction d’échelle
de l'ondelette de Daubechies a un niveau 'j" de résolution a été réalisée, avec
une échelle de points A0k équivalente a 2/ + 1 points. L’ajout de la nouvelle
décomposition a I’étape d’intégration permet de choisir une échelle de points
différente, qui est soit équivalente ou soit inférieure a 1’échelle initiale, notée

0
ici: "0 ". Dans ce cadre d’applications, il a été choisi, dans un premier temps
et, par simplicité, d’'utiliser une échelle "jo" équivalente a 1’échelle initiale "j".
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— Illustration de la procédure d’intégration du second membre, forces
externes généralisées, sur le cas 1D

Erwan KERGOURLAY WFEM Méthode de résolution

L’intégration des forces externes généralisées est exprimée via la relation :

1 * 1 * T
/ TV (x)\/gsdx = / < Veoeps > (F]matrcp® (m)) T\/gsdx
0 0
« 1 .
=< Veoerr > (/ SML(a:)da:> avec L = [0 : 27]
0
Jo SMO(x)dx

=< ‘*/coeff > fol SML(I)dI

I SM.zj (x)dx
(IL.105)

*

Dans ce cas de figure, les vecteurs T et V ont été remplacés par des scalaires.
La forme générique d’intégration donnée par ’expression I1.87 est retrouvée
dans ce cas. Le calcul est ainsi effectué a 'aide des expressions génériques :
I1.88, c’est a dire :

/01 SM*(2)dz =< --- SO > (SM*) (I1.106)

5. Calcul des termes de ’opérateur tangent, variation du résidu a I’étape m

La définition 11.2.4.2 des différents termes de 1'opérateur tangent permet de le cal-
culer sans intégrer a ’étape m.

Le calcul de la variation du résidu est guidé par les étapes suivantes :

8_A>
— Calcul de —2%—
8AX‘U.,coeff

o _ O
Calcul de X

skl
— Calcul de =29~
8)(u.,coeff

- ookl
Calcul de DRwoirs

. o0vg
Calcul de 0Xrorrs

*
Il est ainsi possible d’en déduire les différentes parties de 'opérateur tangent %D\/ﬁ

et %O’kll) ou "ddl" représente les degrés de liberté notés X’a,coef Iz
6. Approximation et intégration de 'opérateur tangent a ’étape m

L’expression de 'intégrale de la dérivée partielle des forces internes par rapport aux
degrés de liberté "X, qoer¢" peut se résumer sous la forme générique suivante :
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avec L = [0 : 2]
(11.107)

La méthode d’intégration approchée de la variation du résidu est détaillée dans la
partie I1.3.2.

addz/ (VG =<V ey > [ / Glaar) () dz

9 [ o*(x) Dy () \/gda" équivaut au produit du vecteur repré-

L’intégration de "5 [y

sentant les degrés de liberté virtuels "< ‘*/a,coeff >" par la matrice intégration
{ Iy G(dez) (x)dx} Les termes de la matrice intégration correspondent a un ensemble
d’intégrales. Ces dernieres dépendent a la fois de 'indice "L", faisant référence au
point de discrétisation utilisé, et du degré de liberté ")A(avwef #', en lien avec la dis-
crétisation des positions finales "X". La relation I1.107 peut-étre réécrite en fonction
de l'indice "p", dont ce dernier est une valeur correspondante au degré de liberté
' Aaycoeff ! utlhse et devient :

1 o okt
/ Gt (di(py) (T)dT = / (< FImatrderivep® (z) >)T .de
—/ ddl )dx avec L=[0:2] p=1[0:2]
fo G(ddl(p))( z)dz (I1.108)

= fo G(ddl(p (z)dx

fo G(ddl(p (z)dx

A partir de cette écriture, la méthode d’intégration développée dans le chapitre
I1.3.1.2 permet de calculer les composantes de la matrice de raideur.

/0 (G adi(p)) (T )) de =< 5. ( (ddi(p)) ) (I1.109)

Le terme “Géldl(p))“ est approché par un support de discrétisation hybride a un ni-
veau de résolution ’jo’.

7. Résolution du systéme d’équations afin de déterminer 5Xa Cgeff

Le systeme d’équations s’exprime via la relation suivante :

m
(B™) = l—%] (X ers) (I1.110)

Les inconnues sont déterminées via la résolution du systeéme :

-1
(6X0ers) = [—%] (R) (IL.111)
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8. Définition du nouveau vecteur des positions finales )A(mcoeff

Le nouveau vecteur des positions finales est défini par I’équation suivante :

¢ (m+l) _ (m) o-(m)
Xa,coeff - Xa,coeff + 5Xa,coeff (11112)

9. Vérification de la précision du résidu

Une norme infinie du résidu est utilisée pour valider la méthode de résolution de
Newton. Cette norme est controlée par rapport a un critére de précision "§2" qui est
fixé & 1.10~° dans les simulations sélectionnées.

2> [|IR(X) s (11.113)

La section II.4 a permis de présenter la méthode de résolution de Newton en détail.
L’application de la méthodologie par rapport a un code de calcul par éléments finis est
abordée dans la partie suivante I1.5.

11.5. WFEM Résolution de probléemes

L’objectif de la section I1.5 est de valider I'insertion des ondelettes dans la méthode
des éléments finis a travers la résolution de deux problemes 1D. Pour cela, il est nécessaire
de vérifier la capacité de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies, d’ordre 6, a
représenter un phénomene de localisation.

Ces résolutions permettent de mettre en occuvre la méthode d’intégration développée dans
la section I1.3.1.2, et ce, dans le cadre d’'une résolution par éléments finis. Les trois sec-
tions précédentes I1.2, 1.3 et 11.4 ont présenté les formulations analytiques et les conditions
particulieres a mettre en place pour résoudre des équations aux dérivées partielles via la
méthode des éléments finis avec ondelettes.

La méthode de résolution de Newton, présentée dans la section précédente 11.4 est dé-
ployée pour I'analyse de ces structures.

I1.5.1. Présentation des géométries

Les deux géométries retenues pour cette investigation sont représentées a la figure I1.8.

Y Y
. e , e N
L/4 L/2 L/4 ‘ - L il

(a) Section variable (b) Section constante

FI1GURE II.8 — Poutres soumises a un essai de traction uniaxial
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La premiere structure numérique étudiée 11.8(a) est une poutre avec une variation de
section. La poutre se compose de trois sections : la premiere section et la troisieme ont la
méme grandeur "S1=S3=1 mm?" et la seconde section équivaut au dixiéme de la section
"S1", soit "S2 = (1/10) S1". Les longueurs de la section 1 et 3 correspondent au quart de
la poutre "L /4", et la longueur de la section intermédiaire est de "L/2". La longueur totale
'L" de la structure est de 1 mm.

La seconde structure 11.8(b) est une poutre similaire a la premiére, mais avec une section
constante. La longueur totale est identique a la premiere structure, soit Imm. La section
est équivalente & 1mm?.

WFEM Application

Pour cette étude, le matériau utilisé est de l'acier de construction dont le module
d’Young est de 'ordre de 210 GPa. Les structures sont soumises a un test de traction
uniaxial, dont la force ponctuelle sera de 1050 N, placée a I'extrémité des poutres.

La déformation maximale atteinte dans la cas de la poutre a section variable est de 5%
alors que la déformation minimale est de 0,5%. L’évolution de la déformation est équiva-
lente a un signal en créneau a deux seuils.

En ce qui concerne la poutre a section constante, la déformation est réguliere sur ’en-
semble de ’élément, soit 0,5%.

Deux cas 1D avec une loi élastique linéaire simple sont volontairement utilisés afin de
comparer les résultats obtenus avec les solutions analytiques.

11.5.2. Résultats analytiques

L’équation I1.114 définit les longueurs finales atteintes "Ly, Lo et L3;" pour chacune
des sections de la premiére géométrie I11.8(a). La position des noeuds peut étre ainsi déduite
via ces données.

0'151 == 0'252 == 0'353 =F
Ee;S1 = EeyS2 = Fe3S3=F

) - e

(
) ()

(IL.114)

(Lgl) 2 €2 — 1
1 (L30)2 - (LSO)2
= (1- = Ly = [ 22 ) 4+ L
€3 5 ( (L31)2 31 2 s — 1 + Loy

L’équation II.115 définit la longueur finale atteinte "Ly;" pour la seconde géométrie
I1.8(b). La position de noeud de discrétisation peut étre déduite via cette information.

0'151 =F

Eélsl =F
(11.115)
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11.5.3. Discrétisation de la structure

WFEM Application

La figure I1.9 illustre la discrétisation des géométries a un niveau de résolution "j" égal
a 3, soit 9 points de discrétisation.

"EEsESsES SEEEEESEH

Hl Integration point B Integration point
® Nodes wavelet ® Nodes wavelet
(a) Varying section (b) Constant section

F1GURE I1.9 — Poutres discrétisées, interpolation a l’aide d’une fonction d’échelle de I’ondelette,
niveau de résolution 'j=3"

La figure I1.9(a) illustre le découpage de la géométrie avec une section variable a ’aide
d’une décomposition en ondelettes via la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies
d’ordre 6.

L’image I1.9(b) expose la discrétisation de la seconde structure avec une section constante
a 'aide d'une décomposition similaire a la précédente.

Le niveau de résolution pour 'intégration "jo" 11.3.1.2, 11.4 est équivalent au niveau de
résolution de la discrétisation "j". Les points d’intégration sont ainsi situés a la méme
position que les nceuds, ou sont déterminés les déplacements.

Un autre niveau de résolution "j" est employé pour cette investigation "j=6", avec 65
points de discrétisation.

I1.5.4. Analyse des résultats avec la méthode WFEM

La méthode de résolution de Newton permet de résoudre les formulations variation-
nelles décrivant le comportement physique des deux problemes 1D II.8. La technique
conduit ainsi aux résultats suivants.

La figure I1.10 représente I’évolution de la déformation "e*'" des deux géométries et 1’évo-
lution de la contrainte "o'!" est illustrée sur 'image I1.11.

7 T T 1-5 T T
6 L Level 6 i Level 6
5 - -
— — 1 B T
& o4t - &2
£ c
S 3t . £
[ %)
nl | 05 |- iyt
1 - -
]
O 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Node reference [/] Node reference [/]
(a) Section variable (b) Section constante

FIGURE IL1.10 — Evolution de la déformation avec la méthode WFEM
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Le graphique I1.10(a) présente I’évolution de la déformation "e''" & deux niveaux de
résolution ( "j=3", en bleu, et "j=6", en vert ) pour la géométrie avec une section variable.
La fonction d’échelle de 'ondelette permet de visualiser convenablement le saut de dé-
formation présent au milieu de cette structure. L’augmentation du niveau de résolution
;" permet de se rapprocher plus sensiblement du résultat analytique, qui est obtenu via
les formulations analytiques I1.5.2. L’évolution exacte de la déformation correspond a un
créneau a deux seuils, 0,5% sur le premier et le dernier quart de 1’élément et 5% sur la
partie centrale de la structure.

L’évolution de la contrainte I1.11(a) est similaire a I’évolution de la déformation I1.10(a).
Cela est notamment dii & la contrainte "o'!" qui correspond au produit du module d’Young
"E" et de la déformation "e'!". La contrainte sur la premicre et la derniére section équivaut

a 1045 MPa. Pour la section centrale, celle-ci est de 9930 MPa.

Le graphique I1.10(b) présente 1’évolution de la déformation & deux niveaux de réso-
lution ( "j=3", en bleu, et "j=6" en vert ) pour la structure avec une section constante. La
déformation "e!" atteint approximativement 0,5% pour le cas de résolution "j=6".
L’évolution de la contrainte II1.11(b) est identique a celle de la déformation I1.10(b). La
contrainte atteint un point maximum sur les premiers noeuds d’intégration et redescend
sur un plateau de 1045MPa.

T T 3 2500 T T o3
L eve - | eve —
2000 | ivels —— |,
10000 [ pres " -
E E 1500
s 5000 A s
[] []
o @ 1000 *\\\/
n 0
1000 | =7
750 1 1 1 1 500 1 1 1 1
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 038 1
Node reference [/] Node reference [/]
(a) Section variable (b) Section constante

FIGURE IL.11 — Evolution de la contrainte avec la méthode WFEM

L’insertion des ondelettes dans la méthode des éléments finis permet de représenter
des phénomeénes de localisation tels qu’une poutre avec une variation de section I1.10(a).
Cependant, il peut étre observé quelques effets de bords aux niveaux des nceuds extrémes
qui peuvent s’expliquer par une représentation erronée des termes dérivés de la formu-
lation variationnelle 11.47. Ces termes inexacts viennent, par conséquent, impacter les
intégrations approchées et le systeme d’équations.

Il peut étre également constaté que 'emploi des ondelettes dans la méthode des éléments
finis pour le calcul d’une structure avec une section constante ne permet pas de visualiser
une contrainte et une déformation réguliere. L’utilisation des ondelettes dans ce cas précis
n’est pas recommandée.

Malgré ces erreurs de modélisation, pouvant étre considérées comme négligeables, la mé-
thode des éléments finis avec ondelette permet d’analyser et visualiser des phénomenes
particuliers.
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I1.5.5. Evolution du résidu concernant la méthode de résolution
de Newton

Le graphique I1.12 représente I'évolution du résidu I1.47 via la méthode de résolution
de Newton. Les résultats présentés concernent la géométrie a section variable au niveau
de résolution "j=6". Des décalages et des coefficients multiplicateurs ont été mis en place
afin de donner plus de lisibilité au graphique.

200 ' ' ' ' lter 1 x10° T offset 0 ——
Iter 3 x10° offset -200 —+—
Iter 5 x10* offset -300 ——
Iter 8 x10° offset -400 ——
0

Residu [N]

-200 ;.«-«««-.A ‘v

hyt

-400

1 1 1 1

0 02 04 06 038 1
Node reference [/]

FIGURE I1.12 — Evolution du résidu avec la méthode WFEM

La courbe rouge correspond a I’évolution a la premiere itération. Un coefficient mul-
tiplicateur de 107! et un décalage de 0 a été imposé. Cette courbe montre une évolution
particuliere du résidu en raison qu’au premier pas de résolution, le résidu est équivalent
aux forces externes. Cette équivalence se justifie par Iinitialisation des positions finales X
via les valeurs des positions initiales fixes X. Dans ce cas précis, la contrainte o'! équivaut
a 0.

La courbe violine représente ’évolution a l'itération 3. Un coefficient multiplicateur
de 10% et un décalage de -200 a été imposé. L’évolution du résidu révele dans ce cas de
figure que I'évolution des forces internes viennent s’annuler avec les forces externes. Des
oscillations breves sont observables au niveau des nceuds proches de la variation de section.

La courbe bleue symbolise 1’évolution a l'itération 5 avec un coefficient multiplicateur
de 10* et un décalage de -300. Les oscillations présentes au niveau des deux épaulements
s’atténuent assez rapidement.

La courbe verte, enfin, illustre ’évolution a l'itération 8 avec un coefficient multipli-
cateur de 10% et un décalage de -400. Les oscillations sont lissées et il en résulte que le
systeme est résolu.

L’analyse de I’évolution du résidu apporte également une information supplémentaire :
elle permet de situer les phénomenes particuliers sur 1’élément.
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11.6. Conclusion

Le chapitre II a permis d’illustrer la méthode des éléments finis avec ondelettes, plus
connue sous le nom WFEM (Wavelet Finite Element Method). La littérature expose des
résultats remarquables dans les articles de J. Ko, J. Ma, L.A. Diaz, J. Jin, X. Chen, J.
Chen, R.D. Patton [92, 107, 44, 88, 35, 31, 128]. Le fait de pouvoir détecter, analyser et de
résoudre des probléemes comportant des phénomenes particuliers a attiré notre attention.

La section de ce chapitre I1.2 expose les formulations analytiques utilisées pour la for-

mulation variationnelle I1.47. Les termes composant cette équation ont été définis via un
support de discrétisation qui se compose de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daube-
chies d’ordre N.
Un autre point a également été abordé : 'application des conditions limites de Dirichlet
sur une décomposition en ondelettes. Le fait de pouvoir imposer des conditions limites
traditionnelles apporte un réel avantage au niveau de 'implantation de la méthode au
sein d’un code de calcul par éléments finis. La projection des coefficients d’approximation
de la base V; au repere de 1'élément évite I'application de conditions limites particulieres
sur un ensemble d’équations. En effet, les coefficients d’approximation "¢/*" interviennent
au sein de nombreuses équations de la décomposition, il est, par conséquent, difficile d’im-
poser des conditions sur ces facteurs.

La section suivante I1.3 illustre deux approches d’intégration utilisables pour la for-
mulation variationnelle I11.47.
La premiere méthode I11.3.1.1 consiste a intégrer des fonctions membres en s’appuyant sur
I'une des propriétés relatives a I'ondelette de Daubechies. Cette propriété concerne I'inté-
grale d’un produit de deux fonctions d’échelle dérivées de 'ondelette. Ces formulations ont
été développées afin de satisfaire le degré de ’équation aux dérivées partielles comme il a
pu étre observé dans d’autres travaux, notamment ceux de J. Ko, L.A. Diaz, J. Ma, M.Q.
Chen, X. Chen, E.B. Lin, X. Zhou et C.H. Romine [92, 44, 107, 32, 35, 104, 167, 136].
Des modifications de la définition des termes des forces internes 11.2.4.1 ont été réalisées
dans l'optique de faire correspondre les écritures. Le tenseur des contraintes et le tenseur
de déformation sont ainsi exprimés a l'aide d’une discrétisation fonction d’échelle dérivée.
L’intégration du produit du tenseur des contraintes et du tenseur de déformation permet
d’appliquer la technique d’intégration. Il a pu étre constaté que la méthode d’intégra-
tion est spécifique a une loi particuliere pour laquelle une formule explicite est possible.
Son expression a un comportement matériel complexe est difficilement envisageable, d’ou
I'utilisation d’une seconde méthode d’intégration.
Cette seconde technique I1.3.1.2 repose sur I'approximation de I'intégration d’un produit
complexe de fonctions dérivées a 'aide d’une intégration approchée, exprimée via 1'inté-
grale de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’orde N. La validation de la
méthode d’intégration 11.3.1.3 a travers 'intégration de produit de différentes fonctions
arbitraires a montré des résultats remarquables avec des erreurs pouvant étre considérées
comme négligeables. L’intégration de 'opérateur tangent 11.3.2 a pu étre réalisée via cette
méthode d’intégration.

La section I1.4 présente, ensuite, les différentes étapes de la méthode de résolution de
Newton mises en application au sein du code des éléments finis.
Deux étapes supplémentaires ont été ajoutées afin de définir le résidu et I'opérateur tan-
gent a un niveau de résolution "jo". Ces ajouts s’expliquent via 1'utilisation de la méthode
d’intégration approchée, développée dans la partie 11.3.1.2. Cette derniere possede une

107

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



i l
([ ]
[ ]
Instiu de Recherche Dupuy de Lime
Universté Bretaane Sud awsricu

particularité, car il est, en effet, possible d’intégrer un produit de fonctions définies sur
un niveau de résolution "j", & un niveau de résolution "jo" pour l'intégration. Cette échelle
'jo" peut étre uniquement identique ou inférieure au niveau de résolution "j". Cette parti-
cularité s’explique par I’étape d’approximation du vecteur ' (PL) " au sein de la méthode
d’intégration I1.3.1.2. Pour cette méthode de résolution de Newton, le critere de précision

"' a été fixé & 1.107°.

Erwan KERGOURLAY WFEM

Enfin, la section I1.5 permet de mettre en application la méthode des éléments finis
avec ondelettes a travers la résolution de deux probléemes 1D. L’objectif était de vérifier
la capacité de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 a représenter
un phénomene de localisation. Ces résolutions ont permis de mettre en ccuvre la méthode
d’intégration développée dans la partie 11.3.1.2.

Pour cette investigation, deux géométries ont été retenues afin de mettre en lumiere les
avantages et les inconvénients de la méthode WFEM. La visualisation des évolutions de
la déformation "e;;" et de la contrainte "oi;" par rapport aux deux géométries a révélé
le potentiel de la technique a représenter un saut de déformation et de contrainte pour
la géométrie avec une variation de section. Cependant, I’emploi des ondelettes dans la
méthode des EF sur une structure avec une section constante n’est pas recommandé. En
effet, de meilleurs résultats sont obtenus avec la méthode traditionnelle des EF.

Des effets de bords, toutefois, ont été relevés sur les graphiques. Ceux-ci peuvent s’ex-
pliquer par des intégrations approchées erronées des termes dérivés de la formulation
variationnelle I1.47. En effet, comme il a pu étre constaté dans la section I1.2 la représen-
tation des dérivées des fonctions arbitraires comportait des effets de bords I1.2.1.8. Ces
derniers se justifiaient par une conception particuliere des matrices [FImatr| et [FImatr-
deriv]. Le systéme d’équations des problémes 1D est, par conséquent, impacté et des effets
de bords apparaissent.

Ce chapitre II a ainsi permis de présenter la méthode des éléments finis avec ondelettes.
Des optimisations via I'application de conditions limites de Dirichlet et par la méthode
d’intégration approchée ont été apportées. La méthode WFEM a montré un réel potentiel
pour analyser et visualiser des fonctions discontinues, mais des améliorations de représen-
tation peuvent encore étre apportées. L'utilisation de la méthode WFEM se justifie pour
I’analyse de structures complexes. Toutefois, dans le cas d’une modélisation numérique
d’une structure 1D avec une section constante, la méthode des EF traditionnelle permet
d’avoir de bien meilleurs résultats.

Le nouvel objectif est ainsi de développer une méthode hybride qui permettrait de com-
biner la méthode des éléments finis traditionnelle a la méthode des éléments finis avec
ondelettes. Le développement de la technique est abordé dans le chapitre suivant III.
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Support de discrétisation hybride

CHAPITRE 111

Construction d’un support de discrétisation
hybride
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II1.1. Introduction

Support de discrétisation hybride

La technique couramment employée dans les logiciels de simulation numérique s’ap-
puie sur une interpolation polynomiale afin de déterminer et résoudre les équations dif-
férentielles associées. Cependant une des limitations de I'interpolation polynomiale est sa
difficulté a modéliser simplement et précisément des phénomenes de localisations.

Il est & noter par exemple que les éléments de continuité C° ne permettent une rupture
de continuité de la dérivée qu’au niveau de la jonction des éléments, ce qui conduit d’une
part & une dépendance de la solution au maillage. D’autre part, par nature, aucune rupture
de continuité ne peut étre simulée dans un élément, cela impose en général une finesse de
maillage importante pour détecter et rendre compte d'une singularité.

Le chapitre II a présenté, I'utilisation de la fonction d’échelle de 'ondelette de Dau-
bechies employée comme fonction d’interpolation pour la méthode des éléments finis.
L’exemple de I'analyse du probleme 1D, via la méthode d’intégration développée 11.3.1.2 a
montré que le support ondelette permettait d’obtenir une solution approchée au probleme
académique posé. L’application de cette interpolation en ondelettes améliore nettement la
représentation de géométries et/ou de phénomeénes irréguliers, montrant ainsi son intérét.
Cependant, il a été remarqué que pour l'analyse d’évolutions régulieres, son utilisation
n’était pas justifiée. Une solution présentée dans la littérature pour étre plus versatile
entre des phénomenes réguliers et non réguliers est de rechercher une base d’ondelettes
plus réguliere. Compte tenu de la tres bonne performance des éléments finis classiques a
base polynomiale, cette voie n’est pas retenue dans ce travail.

L’idée a été de développer une méthode hybride permettant de combiner la méthode
des éléments finis sous sa forme classique et la méthode des éléments finis avec ondelettes.
Pour cela, il est proposé un nouveau support de discrétisation couplant a la fois l'inter-
polation polynomiale et 'interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle de
I'ondelette de Daubechies d’ordre N. La partie ondelette est alors congue pour pouvoir
enrichir I'interpolation polynomiale initiale.

Ce chapitre III présente ce couplage hybride avec les particularités liées. Ce couplage
"interpolation polynomiale" et "interpolation en ondelettes" permettra de représenter avec
précision les différents phénomeénes rencontrés (de localisation, de régularité,...).

L’apport de l'interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle a la mé-
thode des éléments finis habituelle est d’enrichir localement I'interpolation native polyno-
miale. L’idée a terme est que cet enrichissement soit adaptatif en fonction de I'importance
des singularités observées. Cette adaptation doit s’effectuer a I'aide de 'apport multiré-
solution de ’approximation en ondelettes. Il est a rappeler qu’il serait ainsi possible théo-
riquement de représenter un nombre quelconque d’irrégularités sur un méme élément, les
limitations étant principalement liées aux surcotits des temps de calcul induits.

A noter enfin que l'utilisation d’ondelettes de Daubechies, de par leurs évolutions
fortement irrégulieres, se justifie particulierement dans ce cadre de ’enrichissement :

— le support polynomial est dédié a la part réguliere de la réponse qui est censée
concerner la majeure partie de la structure,

— le support fonction d’échelle de ’ondelette intervient spécifiquement pour les parties
irrégulieres de la réponse qui sont censées étre localisées.

Ce chapitre III a pour objectif de présenter et de valider ce support hybride en repré-
sentant des fonctions arbitraires, des dérivées de fonctions, des intégrations de produit de
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fonctions arbitraires...

La premiere section II1.2 expose la construction du support de discrétisation hybride avec
I’application de conditions particulieres liées a la décomposition polynomiale-ondelettes.
La seconde section II1.3 présente la méthode d’'intégration du support hybride développée
pour la résolution de la formulation variationnelle.

II1.2. Support de discrétisation hybride, interpolation
polynomiale-ondelettes

I11.2.1. Préambule

Avant de s’intéresser a la création du support de discrétisation hybride, un rappel des
fonctions d’interpolation est réalisé. L’interpolation polynomiale I11.2.1.1 constitue l'in-
terpolation classique utilisée dans le domaine des mathématiques et également au sein
des logiciels de modélisation numérique par éléments finis. L’interpolation en ondelettes
exprimée via la fonction d’échelle de 'ondelette Daubechies d’ordre N est employée dans
le traitement du signal pour I'analyse et la décomposition de signaux bruités I11.2.1.2.

I11.2.1.1. Interpolation polynomiale : rappel et notation

L’interpolation correspond a une opération mathématique permettant de construire
par exemple en 1D une courbe a partir d’'un nombre fini de points. Il existe différents
types d’interpolation suivant I'espace utilisé (ex : espace cartésien classique, espace des
transformées de Fourrier). En éléments finis, I'interpolation polynomiale est la plus usitée
de par sa simplicité. Seules les interpolations linéaires et quadratiques sont couramment
retenues dans les codes de calcul bien que de nombreux travaux aient montré l'intérét
d’augmenter ce degré d’interpolation pour obtenir une meilleure précision. En fait 1'uti-
lisation de polyndmes de degré élevé est intéressante pour des problemes réguliers, mais
des que des ruptures de régularités apparaissent, ce sont les éléments de bas niveaux cou-
plés & un maillage fin qui permettent de représenter plus facilement ces irrégularités (cf.
I'introduction du chapitre).

Pour illustrer les choix classiques, un cas d’école 1D est employé. Ce cadre sera ensuite
utilisé pour illustrer 'interpolation mixte proposée.

En ce qui concerne ’interpolation linéaire relative a un domaine de référence [-1,1],
les fonctions d’interpolations classiques (ou fonctions de formes) sont :

11—z 14+
e1(x) = 5 po(x) = 5 (TT1.1)
Et a propos de ’interpolation quadratique :
—x(l —=x z(1+x
e1(x) = (2) wo(r) =1 — 22 p3(x) = (2) (T11.2)

Les interpolations II1.1 et II1.2 sont utilisées dans la méthode des éléments finis clas-
sique pour représenter tout d’abord la géométrie, mais éventuellement toutes grandeurs
nécessaires pour la simulation.
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I11.2.1.2. Interpolation en ondelettes : rappel et notation

Support hybride Définition

En se plagant dans un cas de transformées en ondelettes discretes, les intégrales sont
alors représentées par des sommes discretes.

La fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies est utilisée comme fonction d’interpo-
lation, dont 'ondelette de Daubechies est définie sur un support compact [0 : N — 1] avec
N représentant l'ordre de 'ondelette. En dehors de ce domaine, ’'ondelette est nulle.

Afin de différencier I'interpolation polynomiale de I'interpolation en ondelettes expri-
mée via la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N, les notations utilisées
pour définir la fonction d’échelle ¢ dans la partie 1.3 sont v pour la fonction d’approxi-
mation et ¢ pour la fonction de détails (la notation est inchangée).

Les bases orthonormales associées a ces deux fonctions s’écrivent 7, ; et 1; 5. Ces bases
permettent de réaliser une décomposition en ondelettes précise d’une fonction arbitraire.
Ces travaux sont présentés dans la partie 11.2.1.5.

Il est a rappeler que I'espace V; est également associé a la base 7,5 et W, a la base
Y. L'espace W, est complémentaire a ’espace V.

La base v; s’exprime de maniere discrete par rapport a la fonction d’échelle sous la
formule suivante :

Vi (91®) = 29/2 <2j¢9i® — k) supp(y) =10: N — 1] (I11.3)
et la base 1 est définie a partir de la fonction ondelette mere :

Din (9’@) — 23/2 (27 (ef@) — k) (T11.4)
La fonction d’échelle et la fonction ondelette mere satisfont les deux relations d’échelle :

— la fonction d’échelle (fonction d’approximation) :

N-1

v(x) =Y pjy (22 —j) (TIL.5)

J=0

— la fonction ondelette (fonction détails) :
N-1 '
Y (x) = Z (—1)Ypn_1-jv (2 — ) (I11.6)
=0

I11.2.2. Création du support hybride, interpolation polynomiale-
ondelettes

L’insertion d’un support en ondelettes, comme fonction d’interpolation, au sein de la
formulation variationnelle (cf.IT) conduit & des résultats pertinents dans le cas d'une évo-
lution non réguliere de la solution. De maniere a essayer d’introduire les avantages d’une
interpolation a base d’ondelettes, I’'objectif a été la création d’un support de discrétisation
hybride, couplant I'interpolation polynomiale et 'interpolation en ondelettes exprimée via
la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre N.

L’illustration de ce nouveau support au sein de la méthode des éléments finis se fera
dans le chapitre IV.

L’idée ici est de vérifier et de valider ce support hybride a travers la représentation de
fonctions arbitraires, de fonctions dérivées...
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II1.2.2.1. Représentation d’une fonction via un couplage polynomiale-ondelettes
sur un intervalle [0 :1]

Erwan KERGOURLAY Support hybride Définition

Le chapitre Il a montré la capacité de la fonction d’échelle v a représenter une fonc-
tion arbitraire I1.1. L’idée du couplage hybride est de représenter la partie irréguliere des
phénomenes avec l'interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle de 1'on-
delette de Daubechies d’ordre N et la partie réguliere avec 'interpolation polynomiale.
L’interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle de I'ondelette intervient
comme enrichissement local de 1’élément.

Afin de simplifier la présentation, un cas 1D est utilisé. Une fonction est choisie arbi-

trairement et nécessite d’étre exprimée au point <91®). Sa valeur finale est décomposée

additivement entre une contribution polynomiale et une contribution en ondelettes.

f (0@) —f (QZ@)p +f (9@)0 (I1L.7)

Les indices "P" et "O" font références a la partie de la fonction avec l'interpolation
polynomiale "P" et avec I'interpolation en ondelettes "O" exprimée via la fonction d’échelle
de l'ondelette. Compte tenu de la connaissance discrete des valeurs de 'ondelette de
Daubechies, la décomposition de la fonction 'f" est faite sur une échelle dyadique, oti le

terme "0 @" est défini par :

1
fo - 1Y
24
L’échelle dyadique joue un role central au sein de la décomposition, car elle permet
d’avoir la bonne correspondance entre les valeurs définissant la fonction d’échelle de 1'on-
delette de Daubechies d’ordre N et les valeurs utilisées pour l'interpolation en ondelettes.
L’échelle dyadique "q" est équivalente au niveau de résolution "j" afin de simplifier les

écritures et les calculs initiaux.

q=>j avec O = (0,1,...,29) (ITL.8)

En utilisant la forme générale de I'interpolation polynomiale et I'expression générale
de la fonction d’échelle, la relation II1.7 s’écrit :

Z»@ i@ o ’ Z'@ .
(3)-rnl3) 2o (2 (5) 1) oo omo

Les coefficients "f"" correspondent aux valeurs nodales. L’indice "r" varie de 1 et 2,
dans le cas de l'illustration 1D via 'interpolation linéaire, ou le "r" est le numéro du nceud
d’interpolation utilisé.

Les coefficients "Acf?*" correspondent & ’enrichissement apporté par la fonction d’échelle,
aux différents points "i" pour le niveau "j". Sous forme matricielle, cela peut se représenter
selon :

(f) :== [Mpoly) (f7) + 22/*[F Imatr] (Acf) (ITI.10)

La taille des matrices dépend du niveau de résolution "j" choisi, les fonctions seront
ainsi définies sur "2 + 1" points.
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Dans le cas de l'illustration 1D :

5 210) 0 < 0 p(0)
5 pi(z7) 0 0 ©af5)
Mpoly| = | ¢1(...) 0 0 af..) (I11.11)
: 901(2;;1) 0 0 902(2]2;1)
: eir(1) 0 0 1)
: v(1) v(1—(27))
M fondelette| = 27/ : cee : (II1.12)
' 32 - 1) 12 1 (27)
7(2) (2 = (2%))
et plus précisément :
cro 1 o e | : 1 acpo
(5 : 0 : Acfit
I (5 = | Mpoly| | : | + | M fondelette Acfj’_‘" (IT1.13)
f (% = [ |0 z Acfr® ™
_ ](C<2 ) )_ : _f2_ : Acfi¥

La démarche concernant la définition de la dérivée de la fonction "f" est similaire &
la définition de la fonction "f " via 'interpolation polynomiale-ondelettes. L’interpolation
polynomiale et I'interpolation en ondelettes sont dérivées par rapport a '9D". La fonction
dérivée de la fonction "f' s’écrit par conséquent sous la forme :

£ (9) = (19) (),
= fTo, (tf) 9i/297 iv(” (2]- (f) B k) Acfik (I11.14)

k=0

Les coefficients " f"" et "Acf7*" sont identiques aux coefficients de 1’écriture I111.9. Sous
forme matricielle :

(f) := [Mpolyderiv] (f7) + 2//227[F Imatrderiv] (Acf) (II1.15)

et dans le cas de l'illustration 1D :

1(0) 0 e 0 py(0)
: @}(ﬁ) 0 0 @;(ﬁ)
Mpolyderiv| = 901(-'..) 0 0 g02(._..) (I11.16)
: ¥1 (/2]2;1) 0 0 90,2 (l2J2;1>
. (1) 0 0 (1)
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400 100 - (2) ]
: I YW= (2))
M fondelettederiv| = 27/22 : e : (II1.17)
: A (1)(27 - 1) - AW - 1 — <2j))
A (27) s AW —(29)
et finalement :
T f(0) 7 f [ 1] : Acfi0
(% : 0 : Acfi!
I (5 = | Mpolyderiv| | : | + | M fondelettederiv| | Acf’ (IT1.18)
J_ . . 7,27 -1
f/ (22j1) : 0 : ACf -
L (1) : £ : Acf”

Il est constaté que 'interpolation en ondelettes intervient sur ’ensemble du support,
or il s’est avéré dans le chapitre précédent II que la décomposition en ondelettes avait des
difficultés a représenter précisément les bords des fonctions dérivées.

L’idée est par conséquent d’utiliser 'interpolation polynomiale sur I’ensemble du support
de discrétisation et d’enrichir uniquement les points internes a 1’aide de 'interpolation en
ondelettes. La démarche est présentée dans la partie suivante 111.2.2.2.

I11.2.2.2. Imposition de conditions particulieres pour la décomposition polynomiale-
ondelettes

La partie I11.2.2 a montré un réel avantage de pouvoir appliquer des conditions limites
traditionnelles sur une décomposition en ondelettes et ainsi de réaliser une interpolation
nodale. L’intérét de cette projection est le fait que les coefficients d’approximation in-
terviennent au sein de nombreuses équations de la décomposition, la projection permet
ainsi de faciliter le processus pour imposer des conditions. Malgré 'application des condi-
tions limites de Dirichlet, des effets de bords apparaissaient sur les graphiques I1.2.1.8.
Ces erreurs de représentation s’expliquaient par des intégrations approchées erronées des
termes dérivés de la formulation variationnelle 11.47. Les dérivées des fonctions compor-
taient des effets de bords qui se justifient par une conception particuliere des matrices
"[FImatr]" et "[FImatrderiv]". De ce constat, I'idée a été de créer un support de discréti-
sation hybride avec des conditions particulieres imposées sur la contribution en ondelettes.

Pour ce couplage hybride, il est souhaité que 'interpolation en ondelettes soit présente
uniquement sur les points intermédiaires de la discrétisation de 1’élément et que 'inter-
polation polynomiale soit présente sur I’ensemble des points de la discrétisation.

Pour limiter I'interpolation en ondelettes, la méthodologie consiste a utiliser le technique
du zéro padding, afin d'imposer la valeur 0 aux bords de I’élément. Se reporter a la partie
[.2.5.4 du chapitre I pour comprendre la technique installée.

L’utilisation de la méthode du zéro padding, dans ce cas d’étude, présente deux avantages.
Le premier avantage de la technique est le fait d’éviter les effets néfastes aux bords en
appliquant une valeur nulle aux noeuds extrémes et le second est la possibilité d’addi-
tionner la contribution polynomiale a la contribution en ondelettes limitée en une seule
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matrice, du fait de I’application de ces conditions particulieres sur la partie en ondelettes.
Un enrichissement local est ainsi obtenu. La décomposition polynomiale-ondelettes vue
dans la partie I11.2.2.1 reste inchangée, par contre les coefficients Acf?* vont étre définis
différemment dans 'optique de satisfaire les conditions particulieres mises en place.

Pour illustrer I'imposition des conditions particulieres, ’écriture matricielle en 1D de
la partie I11.2.2.1 sera utilisée.

SO T 0 e 0 g ][]
Fla p1(37) 0 0 wals) | |0
FE) =] @ty 00 el

P @ 0 0 @) o
L f(D) pr(1) 0 0 wao(1) ] |12

[ ' Acfi?

W1 e A= @) || Al

+ 2772 : e : Acfl

Y —1) e (2 =1 (2)) Acfﬂtl

v(279) s (2= () Acfi?

(I11.19)

L’addition du produit de la matrice "[Mpoly|" multipliée au vecteur "(f")" et du pro-
duit de la matrice "[M fondelette]" multipliée au vecteur "(Acf)" décrit parfaitement la
fonction "f". Les termes "Acf?*" représentent les coefficients d’approximation de la fonc-
tion "Af = f," décrivant la différence qui peut exister entre la fonction "f' interpolée par la
discrétisation polynomiale "f," et les valeurs réelles de la fonction "f'. Or pour déterminer
ces coefficients d’approximation, il est nécessaire de savoir exprimer cet écart "Af = f,".
Pour les définir, la définition du calcul des coefficients d’approximation de la partie 11.39
est utilisée.

Acfjvo Afj,o =0
Acfil Afit
Acfir =1 -+ -+ Mfondelette --- --- Afle
Acfh¥ 1 . : L Afr
Acfj’w —0 : Afj,QJ =0
- ) (I11.20)

Trois conditions particulieres seront imposées sur 'inverse de la matrice
"[M fondelette]", dans le but de satisfaire les exigences de l'interpolation polynomiale-
ondelettes.
Ces conditions peuvent étre séparées en deux catégories : la premiere concerne une particu-
larité de la décomposition en ondelettes et la seconde concerne I'interpolation polynomiale-
ondelettes s’inspirant de la technique du zéro padding.

Ac fj’zj: 0 }condition intrinséque a la méthode de décomposition en ondelettes

AfiO=0 " < 1o . .
INE 2 conditions par rapport a l'interpolation polynomiale-ondelettes
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La matrice d’application des conditions particulieres se présente par conséquent sous
la forme suivante :

0 : : . 0

Mapplicpondelette| = | M fondelette| .| Mcondipart = 0 (I11.21)
: : 01 e 1 0
L 00 e 0 0]

La matrice "[Mapplicpondelette]" correspond au produit matriciel de Hadamard de

I'inverse de la matrice "[M fondelette]" multipliée a la matrice "[M condipart]".
Le fait d’avoir appliquer ces conditions particulieres sur la partie en ondelettes et en
conséquence d’avoir limité l'interpolation en ondelettes sur les noeuds intermédiaires, il
est ainsi possible d’additionner la contribution polynomiale a la contribution en ondelettes
en une seule matrice.

Bien noter que la matrice "[M fondelette]", utilisée dans la fabrication de la matrice
"[Mapplicpondelette]", est une matrice de coefficients et non de fonctions. Elle est calculée
a partir des points de définition de I'ondelette et elle est fixe, quelque soit I'interpolation
finale obtenue.

La matrice Kraidcp additionne ainsi les termes de la matrice d’interpolation poly-
nomiale "[Mpoly]" et les valeurs correspondant au produit de la matrice d’interpolation
en ondelettes exprimée via la fonction échelle de Daubechies d’ordre N "[M fondelette]"
multipliée a la matrice imposant les conditions particulieres '[Mapplicpondelette]".

Kraidep| = | Mpoly| + | | M fondelette| | Mapplicpondelette (I11.22)

Ici dans l'assemblage final, "[M fondelette]" représente la matrice des 'fonctions" d’ap-
proximation d’échelle, alors que comme il a été précisé précédemment '[Mapplicpondelette]
est une matrice de coefficients. On peut alors en déduire les dérivées.

La matrice Kraidderivcp correspond a la somme des termes de la matrice d’inter-
polation polynomiale dérivée "[Mpolyderiv]" et les termes correspondent au produit de
la matrice d’interpolation en ondelettes dérivée, exprimée par la fonction d’échelle déri-
vée de l'ondelette de Daubechies d’ordre N "[M fondelettederiv]" multipliée a la matrice
imposant les conditions particulieres "[Mapplicpondelette]".

Kraidderivep| = | Mpolyderiv| + | | M fondelettederiv| | Mapplicpondelette | ([11.23)

Par conséquent, il est possible de modifier les écritures matricielles de la partie 111.2.2.1
en fonction de deux matrices Kraidcp et Kraidderivcep.
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Les formulations I11.10 et II1.15 de la partie I11.2.2.1 sont ainsi définies par les équations
suivantes :

(f) = [KTCLZde] (fcoeff)
(fcoeff) = [Kraidcp]_l (f) (IIIZG)
(f") := [Kraidderivep] (feoeff)

Le vecteur "(feoesr)" présent dans les formulations ci-dessus exprime la somme du vec-
teur "(f7)" et du vecteur ' (Afj’k)".

La partie suivante I11.2.2.3 permet de visualiser 1’évolution des déformations virtuelles
en fonction de 'application d’une vitesse virtuelle imposée a un noeud de 1’élément.

I11.2.2.3. Evolution des fonctions d’interpolation polynomiale-ondelettes

Le graphique II1.2 illustre I’évolution des fonctions d’interpolation
polynomiale-ondelettes dérivées en fonction d’une vitesse virtuelle imposée a un noeud de
I'interpolation III.1. La figure III.2 représente ainsi les fonctions de formes dérivées afin
de valider I'imposition des conditions particulieres mises en application sur la matrice
Kraidcp.

Node 1 ——
Node 2 ——
Node 3 —+—

A | Node 4 ——
0.75 [ © ) Node 5 ——
Node 6

= [ Node 7 —
o | R | Node 8 ——
2 05 Fo) Node 9 —+—
>

0.25 |- |+

0

0O 1 2 83 4 5 6 7 8
Node reference [/]

FIGURE III.1 — Evolution des vitesses virtuelles imposées
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Node 1 ——
Node 2 ——
Node 3 ——
Node 4 ——
Node 5 ——
Node 6 —+—
Node 7 —+—
Node 8 —+—
Node 9 —+—

Value [/]

qo b1 0 1)
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Node reference [/]

FIGURE II1.2 — Evolution des déformations virtuelles, avec imposition des conditions particu-
lieres

L’évolution du graphique II[.2 permet de confirmer la bonne mise en équation du
couplage hybride, avec I'interpolation polynomiale présente sur I’ensemble des points de
discrétisation et 'interpolation en ondelettes centrée sur les points internes de la discré-
tisation. Il est ainsi obtenu un enrichissement local avec I'interpolation en ondelettes.

I11.2.2.4. Validation de la méthode de décomposition hybride polynomiale-
ondelettes

La validation de la méthode de décomposition polynomiale-ondelettes porte sur I’étude
des fonctions utilisées dans la partie 11.2.1.8, leurs définitions sont rappelées :

1. fonction linéaire
2. fonction cosinus

3. fonction carré

f3(x) = x?
4. fonction en dents de scie
2z, 0<x2<0.5
fa(x) =14 2(x—0.5), 05<z<1
0, r>21Ux <0

Elles sont représentées sur le graphique I11.3 avec un niveau d’échantillonnage j=6,
soit 64 points de discrétisation. Ces fonctions sont discrétisées a ’aide du support hybride
polynomiale-ondelettes, dont la partie ondelette du support de discrétisation se compose
de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre 6.
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1.5 T T T T X
cosinus(2pi.x2 —
X

sawtooth —+—

Evolution of function [/]

15 ] ] ] ]
0 02 04 06 08 1

Position of discretisation points [/]

FIGURE IIL.3 — Evolution des fonctions au niveau de résolution "j=6"

Validation de la méthode de décomposition polynomiale-ondelettes par la
représentation de dérivée de fonctions

L’idée est de valider la méthode de décomposition a I’aide d'un couplage hybride en
vérifiant 1’évolution des fonctions dérivées par rapport a ’allure des courbes représentant
les dérivées analytiques. On utilise plusieurs niveaux de résolution "j" pour visualiser la
précision obtenue (j=2, 4 et 6, soit 5, 17 et 65 points de discrétisation respectivement).
Le graphique II1.4 représente 1’évolution de la dérivée de la fonction linéaire "x" aux ni-
veaux de résolution cités. Le graphique II1.5 illustre I’évolution de le dérivée de la fonction
cosinus "cos(2mx)". La figure I11.6 permet de visualiser I'allure des dérivées de la fonction
carré "z%". Enfin, les deux derniers graphiques permettent de montrer la dérivée de la

fonction en dents de scie I11.7, IT1.8 .

S 12 T T T T ana|ytIC R
x level 2 offset -0.2 ——
5 level 4 offset -0.4 ——
= 1 level 6 offset -0.6 —+—
E

g o8

IS

=

3 06

©

c

2 04

=}

©

>

I

02 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position of discretisation points [/]

FIGURE II1.4 — Evolution de la fonction dérivée (x)/ via l'interpolation polynomiale-ondelettes
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= T T T T -

o analytic ——
S8 5 level 2 offset -2.5 ——
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FIGURE IIL5 — Evolution de la fonction dérivée (cos(2mz)) via l'interpolation polynomiale-
ondelettes
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FIGURE I11.6 — Evolution de la fonction dérivée (a:2)/ via l'interpolation polynomiale-ondelettes
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FIGURE IIL.7 - Evolution de la fonction dérivée en dent de scie (sawtooth) via l'interpolation
polynomiale-ondelettes
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FIGURE IIL.8 — Evolution zoomé de la fonction dérivée en dent de scie (sawtooth) via I'interpo-
lation polynomiale-ondelettes

Les évolutions des dérivées des fonctions exprimées par un support de discrétisation
polynomiale-ondelettes, présentées sur les figures I11.4, II1.5, I11.6 et II1.8, sont sensible-
ment identiques aux allures des dérivées analytiques.

Cependant, il est constaté une erreur de représentation de la dérivée de la fonction (x?)
sur la figure I11.6 au premier nceud de discrétisation, qui s’explique par l'utilisation de
I'interpolation polynomiale aux noeuds des extrémités uniquement.

Le systeme de résolution réduit en ce point s’exprime sous la forme suivante :

f3(0) = fo1 (0) + f2¢5 (0)
= f 2902 (0) simplification
f3 (1) = flo1 (1) + f2p2 (1) avec f' =0 (I11.27)
( ) 1
et f ©2 (1) 1+1 1

Les inconnus f! et f? qui composent cette interpolation nodale sont déterminées par
la résolution du systeéme linéaire. Pour résoudre ce dernier, des conditions limites sont
appliquées au systeme afin d’obtenir une solution unique. Dans le cas étudié, il est im-
posé f! =0, ce qui simplifie ’équation I11.27. Par résolution, I'inconnu f? est égale a 1, et
par conséquent la valeur de la dérivée de la fonction au premier nceud sera équivalente a 1.

Les figures II1.7 et II1.8 illustrent la dérivée d’un signal en dents de scie, dont son
évolution est relativement semblable a la dérivée analytique. La différence de potentiel
présente au milieu de la fonction en dents de scie, est symbolisée par une oscillation breve
sur I’évolution de la dérivée. L’impact de I'interpolation polynomiale au premier nceud de
discrétisation est également retrouvé sur ces évolutions.

Ces différentes représentations permettent de mettre en avant la capacité du couplage
hybride & illustrer avec une bonne précision les dérivées des fonctions interpolées par une
discrétisation polynomiale-ondelettes. L’enrichissement de la partie centrale de 1’élément
apporte une grande contribution pour 'analyse de signaux discontinus.

Cette premiere section I11.2.2 permet ainsi de valider ce support de discrétisation hy-
bride pour la résolution de la formulation variationnelle. Cependant la complexité de ce
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support conduit a développer une méthode d’intégration particuliere qui est présentée
dans la partie suivante I1I1.3.

Erwan KERGOURLAY Support hybride Intégration

II1.3. Intégration du support de discrétisation hybride

L’utilisation de la méthode de résolution de Newton conduit a intégrer le résidu et
la variation du résidu. Les termes sont discrétisés via le support hybride composé d’une
interpolation polynomiale et d'une interpolation en ondelettes. Ce couplage induit une
complexité de la définition des termes, les rendant ainsi impossible a intégrer avec des
formulations classiques.

L’évolution irréguliere des fonctions a intégrer conduit a développer une méthode d’in-
tégration similaire a la méthode développée dans la partie 11.3.1.2, mais en prenant en
compte cette fois-ci 'intégration de la partie polynomiale.

L’objectif de la méthode est d’approcher 'intégration d’un produit complexe de fonctions
dérivées a 'aide d'une intégration approchée, exprimée via la somme des intégrales de la
partie polynomiale et de la partie fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies.

Cette partie I11.3 présente la méthodologie d’intégration utilisée pour la formulation va-
riationnelle du chapitre IV.

I11.3.1. Méthode d’intégration du résidu

Pour illustrer la méthode d’intégration par une discrétisation par points, deux fonctions
arbitraires seront utilisées. Ces deux dernieres sont exprimées a partir d'une interpolation
polynomiale couplée a une interpolation en ondelettes exprimée par la fonction d’échelle
de l'ondelette de Daubechies d’ordre N.

La premiere fonction f :

f (@)= fro, (x) + 202 QZ v (2j (z) — k;) Acfi*

k=0
= (< Kraidepd (x) >) (feoers) (I11.28)
(feoets) = [Kraidep®)~" (1)
f(z) = (< Kraidderivep® (z) >) (feoefs)

. * . . s . . . N .
La seconde fonction g s’exprime avec une discrétisation similaire a la fonction f, les

*
n_rn

coefficients d’approximation sont nommés Acg’*, les coefficients correspondent aux
valeurs nodales et le vecteur caractérisant les coefficients de la discrétisation hybride se

note Gepesy-

I11.3.1.1. Développement de la méthode d’intégration analytiquement

Le développement de la méthode d’intégration est exposé via 'intégrale du produit de
deux fonctions dérivées "f' et "g" définies ci-dessus.
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L’expression de l'intégrale s’écrit sous la forme suivante :

/OlT(x)dx:/Olf’(x).f}/(x)dm

1
:/ < §Coeff > (< Kraidderivep® (z) >)T S (2) dx
0

=< Geoess > (/01 B* (55)) dr  L=1[0:2]

1 B w)d (IIL.29)

=< .acoeff > fOl BL(ZE)CZZE

[ B (2)da

L’intégration de fol T (x) dx est équivalente au produit du vecteur représentant les co-
efficients ', " multipliés au vecteur d’intégration ' ( Ji B (x) d:z:) ". L’indice "L" réfere le
point de discrétisation utilisé pour la décomposition polynomiale-ondelettes de la fonction
'g". La fonction " (BL (m)) " est approchée par une décomposition polynomiale-ondelettes
a un niveau de résolution "j", identique au niveau de résolution utilisé pour les supports de
discrétisation primaires. Cette approximation de fonction est intégrée a 1’aide du couplage
des interpolations intégrées. La formule générale est définie via la relation suivante :

/01 (BL (x)) g /01 (2_:1 o (1) + (kzo Yik () [Mapplicpondelette})) . (BcLoeff) dx

= /01 < Kraidep® (z) > . ([sz'dcp®]’l (BL>) dx
=< WD > [Kraidep®] " (BY)

:< -..S@-.. > (BL)
(I11.30)
Les termes "Bf, ;" sont relatifs au vecteur ' (BL)" sachant que chaque terme

<BL (0i®)> correspond a la valeur de la fonction B (x) calculée au point <91®>. Le

vecteur SO est le produit entre le vecteur qui se compose des valeurs de I'intégrale polyno-
miale et de la fonction d’échelle par rapport a "k" et de I'inverse de la matrice [K mz’dcp®].

Ilustration du calcul du premier terme [j B’(z) du vecteur intégration

L’indice "L" fait référence au point de discrétisation utilisé pour la décomposition de
la fonction "g". La fonction (< Kraidderivep® (x) >) s’écrit également sous la forme
matricielle lorsque "x" est défini sur plusieurs valeurs, se référer a la partie 111.2.2.2. Pour
cette illustration, "L = 0" a été choisi, ce qui a pour conséquence d’utiliser uniquement
les valeurs de la premiére colonne de la matrice "[K Taiddem'vcp@] " d’ou l'indice "0" sur

I'écriture de la formule I11.31 de (K raidderivep® (x))

Le calcul du premier terme du vecteur intégration est illustré par la formule I11.31.

/01 (B (:v)) dx = /01 (Kraidderivcp® (x)) S (x)dx (IT1.31)
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A partir de Péquation I11.31, une discrétisation des fonctions avec un couplage hybride,

au niveau de résolution "j", est réalisée.
Le premier vecteur (B") s’exprime sous la forme suivante :

Erwan KERGOURLAY Support hybride Intégration

B"(0) Kraidderivep® © (0) 1 (0)

B (2%) Kraidderivep® (%) f (2%)

B <QZ®> B sz'dderivcp@ (<9j®>> f <91®> (IIL32)
B (1) Kraz'dderz:vcp® (1) f (1)

Ce premier vecteur (B") est inséré a la formule I11.30 et il en résulte la premieére valeur
du vecteur intégration.

II1.3.1.2. Validation de la méthode d’intégration approchée sur des fonctions
arbitraires

La validation de la méthode d’intégration approchée I11.3.1.1 est réalisée sur 'intégra-
tion de différentes fonctions arbitraires. La validation se compose de deux parties, dont la
premieére consiste a vérifier la méthode par rapport a l'intégration des fonctions étudiées
dans la partie I11.2.2.4 et la seconde a pour objectif de controler la technique en calculant
I'intégration d’un produit de fonctions dérivées.

L’ordre 6 de I'ondelette de Daubechies est utilisé pour définir la partie ondelette du sup-
port de discrétisation.

Validation de la méthode d’intégration approchée, par rapport a ’intégra-
tion de fonctions

Le tableau III.1 présente les valeurs des intégrations obtenues a ’aide de la méthode
d’intégration approchée I11.3.1.1, exprimées via la somme des intégrales de la partie po-
lynomiale et de la partie fonction d’échelle sur les 4 fonctions étudiées. Ces valeurs d’in-
tégrales sont comparées par rapport aux valeurs théoriques, aux valeurs calculées via la
méthode d’intégration numérique de Clenshaw-Curtis et les valeurs obtenues a 1’aide de
I'intégration de la fonction d’échelle au niveau de résolution "j=6" (cf. le tableau II.1).
On utilise pour cette investigation, les trois niveaux de résolution (j=2, 4 et 6). L’erreur
relative des valeurs des intégrales est déterminée pour chaque valeur d’intégration calculée
a 'aide de l'intégration couplée(P-O).
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1/3

1/2

5.000000e-01

3.333333e-01

5.000000e-01

4.999797e-01

-7.827442¢-03

3.333341e-01

4.925457e-01

(0 %) (/ %) (0 %) (1.5 %)
5.000000e-01 -1.551277e-02 3.417565e-01 3.339141e-01
(0 %) (/ %) (2.5 %) (33.2 %)
5.000000e-01 -9.038786e-04 3.337075e-01 4.681716e-01
(0 %) (/ %) (0.1 %) (6.4 %)
5.000000e-01 -1.494180e-05 3.333544e-01 4.925457e-01
(0 %) (/ %) (0 %) (1.5 %)

TABLE III.1 — Intégration de fonctions a ’aide de l'intégration polynomiale-fonction d’échelle

D’apres le tableau III.1, les intégrales calculées a I'aide de l'intégration couplée sont

de plus en plus précises par rapport aux valeurs théoriques. L’erreur relative confirme la
précision obtenue pour chaque intégrale.
L’intégration couplée (P-O) au niveau de résolution 6 et l'intégration de la fonction
d’échelle (FE) calculée au méme niveau sont sensiblement identiques. Sauf dans le cas
de la fonction "f;", ou la bonne valeur de l'intégrale est obtenue directement avec le sup-
port hybride intégré. Les résultats obtenus montrent ainsi un réel atout de la méthode
d’intégration approchée I11.3.1.1, mais également la capacité du couplage hybride a at-
teindre une bonne précision.

Validation de la méthode d’intégration approchée, par rapport a l’intégra-
tion du produit de fonctions dérivées

La validation de la méthode d’intégration approchée I11.3.1.1 est réalisée sur I'intégra-
tion du produit de différentes fonctions arbitraires, dont ces derniéres sont décomposées
a I'aide d’un support de discrétisation hybride couplant une interpolation polynomiale et
une interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle de 'ondelette de Dau-
bechies d’ordre 6. Les fonctions retenues pour cette étude sont identiques a celles utilisées
dans la partie 11.3.1.3.

Pour valider la méthode d’intégration approchée, plusieurs calculs d’intégrales ont été
réalisés et répartis en deux catégories. La premiere concerne l'intégration du produit de
fonctions dérivées 1, et la seconde se rapporte aux intégrations du produit de fonctions
avec des discontinuités 2.

1. Intégration approchée du produit de fonctions dérivées :

Le tableau III.2 présente les valeurs des intégrations approchées pour les produits
des fonctions dérivées cités dans la partie 11.3.1.3 - 1.

Ces valeurs sont comparées par rapport aux valeurs théoriques, aux valeurs calculées
via la méthode d’intégration numérique de Clenshaw-Curtis et aux valeurs obte-
nues a 'aide de l'intégration approchée par une intégration d’une fonction d’échelle
I1.3.1.3 au niveau de résolution "j=6".
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Pour cette vérification, trois niveaux de décomposition sont utilisés (j=2, 4 et 6).
L’erreur relative des valeurs des intégrales est déduite pour chaque valeur d’intégra-
tion calculée a I'aide de l'intégration couplée (P-O).

Support hybride Intégration

8/5 [ 60/7 [ 288/9 I

1.600000e+00 | 8571429¢+00 |  3.200000e+01 ||

1.597838¢+00 8.549259¢+00 3.186240e+01
(0.13 %) (0.26 %) (0.43 %)

1.405394¢+00 7.101250e+00 2.484359¢+01
(12.1 %) (17.1 %) (22.4 %)

1.605372¢+00 8.450174e+00 3.087885¢-+01
(0.33 %) (1.4 %) (3.5 %)

1.607276¢+00 8.588747¢+00 3.198316e+01
(0.45 %) (0.2 %) (0.05 %)

TABLE III.2 — Intégration du produit de fonctions dérivées par intégration approchée
polynomiale-fonction d’échelle

D’apres le tableau III1.2, les intégrales approchées avec ce couplage hybride per-
mettent d’atteindre les valeurs théoriques avec une précision moyenne de 0.25 %
pour le niveau de résolution "j=6".

Selon D'erreur relative, il est également constaté que si le degré du polynome des
fonctions augmente, I’erreur croit. Cela confirme que la fonction d’échelle de 'onde-
lette de Daubechies d’ordre 6 ne peut intégrer avec précision un produit de fonction
d’ordre élevé.

La comparaison entre l'intégration approchée a ’aide de I'intégration fonction
d’échelle (O) et l'intégration approchée a I’aide de 'intégration couplée (P-O) montre
que les résultats sont sensiblement identiques.

2. Intégration approchée du produit de fonctions avec des discontinuités :

Le tableau II1.3 présente les valeurs d’intégrations obtenues via la méthode d’in-
tégration approchée pour le produit de deux fonctions en dents de scie fig, (cf. la
partie 11.3.1.3 - 2).

Ces valeurs sont comparées par rapport aux valeurs numériques déterminées via la
méthode d’intégration numérique de Gauss. Quatre niveaux de décomposition (j=2,
3, 4 et 6) ont été retenus pour cette étude. L’erreur relative est également calculée
pour chaque valeur d’intégration.
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1/3
3.120659e-01 2.226094e-01
(6.4 %) (33.2 %)
3.275693e-01 2.8628226-01
(1.7 %) (14.1 %)
3.318178e-01 3.121967e-01
(0.4 %) (6.3 %)
/ 3.284933e-01
(1.4 %)

TABLE II1.3 — Intégration du produit de 2 fonctions en dent de scie par intégration approchée
polynomiale-fonction échelle

Il faut constaté que les résultats obtenus via la méthode d’intégration approchée
polynomiale-fonction échelle sont identiques aux résultats des intégrales du tableau
I1.3. Ces valeurs similaires se justifient par le fait que la partie polynomiale n’ap-
porte pas de poids additionnel a l'intégrale, en raison que la fonction en dents de
scie équivaut a 0 au milieu de son domaine. Se référer a sa représentation sur la
figure I11.3.

Des résultats d’intégrales similaires sont obtenus concernant le produit de quatre
fonctions en dents de scie et le produit de deux fonctions porte avec cette méthode
d’intégration approchée polynomiale-fonction échelle, cf. les tableaux I1.4, I1.5, 11.6.

I11.3.2. Intégration de la variation du résidu avec le support hy-
bride

Comme il a été montré au chapitre I11.3.2, I'utilisation de la méthode de Newton conduit
a intégrer la variation du résidu. La variation du résidu consiste a calculer I'intégration
de la dérivée partielle des termes définissant la formulation variationnelle par rapport au
degré de liberté utilisé pour I'interpolation de la position.
La complexité de la définition des termes via le support de discrétisation hybride rend
I’étape d’intégration complexe et par conséquent une méthode d’intégration a di étre
développée 111.3.1.1.
L’objectif de la méthode est d’approcher I'intégration d’un produit complexe de fonctions
dérivées a I'aide d'une intégration approchée, exprimée via la somme des intégrales de la
partie polynomiale et de la partie fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies. L’idée
est d’utiliser la méthode d’intégration I11.3.1.1 pour déterminer l'intégrale de l'opérateur
tangent.

Pour illustrer la méthodologie d’intégration de la variation du résidu, les deux fonctions
"f'. 'g" de la partie précédente I11.3.1 seront utilisées. L’expression de l'intégrale de la
dérivée partielle du produit des deux fonctions dérivées par rapport au coefficient " fopes "
s’écrit sous la forme I11.33 :
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0(f @) )
/ O (feoess) fcoeff /0 O (feoers) d (I11.33)

— L — 1099
=< Geoeff > [/0 D(fmff) (x) d:r:} avec L = [0 : 2/]

OT(x)
8(fcoeff)

coeflicients virtuels "< gcoeff >" multiplié a la matrice intégration " [ Ji D ( Fooess) (x)dzx|"

L’intégration de ' fo est équivalente au produit du vecteur représentant les

Les termes de la matrice intégration correspondent a un ensemble d’intégrations, dont ces
dernieres dépendent a la fois de I'indice "L", qui réfere le point de discrétisation utilisé, et
du coefficient " foef¢", concernant la discrétisation de la fonction 'f'.

La formulation II1.33 peut-étre réécrite en fonction de I'indice "p", dont ce dernier est une
valeur correspondante au coefficient " feoers".

/ o( fcoeff dx = /0 g (I).a(fcoeff(p))dx avec p = [0 : 2]

Lo . . T Of (x)
= /0 < Geoefs > (< Krazdderwcp® (x) >) .mdx
=< écoeff > (/ (fmff(p ) (x) da:) avec L = [0 : 27]

o I11.34
B Dy o) (5

. 1 L
=< Yeoeff > fO D(fCOEff(p)) (33) da

Iy D,

(fcoeff(p)) (:L‘) dl‘

La formule II1.34 écrite par rapport au coefficient " feoers", est similaire a celle II1.29
dans la partie II1.3.1.1. La méthode d’intégration développée peut-étre ainsi utilisée, dont
la formule générale est rappelée :

/o1 (D (Lfmff(m) (5”)) dy =< - 5D <fowe ff(p))) (IIL.35)

La fonction "D<L Fooes 1)) ()" est approchée par un support de discrétisation hybride
coeff\P

a un niveau de résolution "j". Cette approximation de fonction est intégrée a ’'aide du
couplage des interpolations mtegrees.

Ilustration du calcul de deux termes [ <D(

I (D%fcoeff(l‘») (m)) dx

) (ZB)) dx et

fcoeff

/01 (D(fcoeff ) (:U)) dr = /01 (Kmidderivcp® (x)) .agi;;f))dx (I11.36)
! 1 ! . : 1 of (x
/o <D(fcoeff(l>) (x)) dr = /0 (Krazddemvcp® (a:)) 3(fcoe£f()1))d$ (I11.37)
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A partir des équations I11.36 et I11.37, une discrétisation des fonctions, au niveau "j",
est effectuée. Les deux vecteurs (D ) et (D(1 A fi] )) peuvent ainsi s’écrire :
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of (0)
D, (0) Kraidderivep® " (0) o7
1 - (@) 0 (1 o (%)
D (27) Kraidderivep (2—]) 5
(y = | ‘ Aoty 111.38
D (9 ®) Kraidderivep® ((0]@)> of (0 ®) ( )
) ‘ —t
Dl (1) Kraidderivep® (1) aaf}(l)
8f’(’0)]‘
D(lA fi:1) (0) Kraiddem'vcp® 1 0) g( M)
L L ' (D1 (1 1 (5)
D@/»l) (27) Kraidderivep (2—]) AN
(4 - | ' Aoty 111.39
D(lAf/.\ ;) (Q ®) Kraiddem’vcp® 1 (<9J®)> of (9 ®> ( )
D[lg,/'/.u (1) Kraidderivep® ! (1) 8f/:(1)
(A f1:1)

Ces deux vecteurs sont insérés a la formule II1.35 et il en résulte les deux valeurs
d’intégration de la matrice intégration.

Ecriture finale de I’intégration de la variation du résidu par rapport au
support hybride

L’intégrale de la variation du résidu s’écrira sous la forme suivante :

—< L .o .o
‘/afcoeff <gc(Jeff>|:/0 D(fweff)(x)dx} avec L=1[0:2] et p=[0:2/]

=< gcoeff >

_fol <D(fcoeff‘ ) (x)) de - f) <D(()fcoeff(p ) (m)) de .. [} <D(()fcoeff @) (x))dx

)
o < (fcoeffw)) <x)) de - Jg (D(fmff(m) ($)> de . Jg (D(fcoeffw)) (I)) du
)

_fol (D%}mff( 0)) (x)) de - fo ( (fweff(p)) (x)) e .. fO ( (fcoeff(2])) ()
(I11.40)

Remarques : La matrice d’'intégration fo ) () dm} de T'opérateur tangent

(fcoeff
est une étape importante dans la méthode de résolution de Newton. Le calcul et 'inver-

sion de cette matrice occupent la majeure partie du temps de calcul. Il est par conséquent
nécessaire d’avoir une méthode d’intégration rapide et peu cotiteuse en temps de calcul.
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La méthode d’intégration approchée de l'intégration du produit de fonctions dérivées
apporte un réel avantage, car elle permet de réduire le nombre d’intégrations. Cette mé-
thode d’intégration III1.3.1.1 est facilement implémentable au sein d'un code de calcul
éléments finis, car la conception est tres similaire a la méthode traditionnelle. L’intégra-
tion se résume a la somme de poids multipliés a des coefficients.

Erwan KERGOURLAY Support de discrétisation hybride

I11.4. Conclusion

Le chapitre III a permis de présenter un support de discrétisation hybride associant
une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes exprimée via la fonction
d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N.

La méthode des éléments finis sous sa forme classique s’appuie sur une interpolation
polynomiale afin de déterminer et résoudre les équations différentielles associées. Le sup-
port de discrétisation hybride a été introduit pour prendre en compte la présence de
phénomenes fortement irréguliers. L'utilisation de la fonction d’échelle de I'ondelette de
Daubechies appliquée comme fonction d’interpolation au sein de la méthode des éléments
finis a montré des résultats intéressants. Le fait de pouvoir détecter, analyser et visualiser
des phénomenes particuliers constitue un atout de cette interpolation.

La section II1.2 expose la construction du support de discrétisation hybride. Un point

important a été abordé dans cette section, concernant ’application de conditions limites
de Dirichlet et surtout 'imposition de conditions particulieres a l'interpolation en on-
delettes. L’application de ces conditions supplémentaires permettent premierement d’éli-
miner les effets de bords relevés sur les fonctions dérivées 11.2.1.8, di a la conception
particuliere des matrices [FImatr] et [FImatrderiv]. I est possible de se référer a la partie
I11.2.2.4 pour visualiser la suppression de ces effets sur ’évolution des fonctions dérivées.
Et deuxiemement, d’additionner la partie polynomiale a la partie en ondelettes limitée
en une seule matrice. Ce second point s’avere un avantage considérable, étant donné qu’il
est possible d’additionner également le vecteur "(f")" et le vecteur ' (A fj’k> "en un seul
vecteur "feoers". Cette investigation permet ainsi de réaliser un enrichissement local et
une interpolation nodale via les extrémes du vecteur "fooess'.
Les résultats obtenus permettent de mettre en avant la capacité du couplage hybride a
représenter avec une excellente précision les dérivées des fonctions interpolées via une
contribution polynomiale et une contribution en ondelettes. L’enrichissement central de
I’élément via la fonction d’échelle apporte une grande contribution pour I'analyse de si-
gnaux fortement irréguliers.

La section III.3 illustre la méthode d’intégration qui sera utilisée dans la méthode
de résolution de Newton pour résoudre la formulation variationnelle. La méthode d’inté-
gration est similaire a la méthode développée dans la partie 11.3.1.2, mais avec la prise
en compte de l'intégrale de la partie polynomiale. La technique I11.3.1.1 repose sur I'ap-
proximation de l'intégration d’un produit complexe de fonctions dérivées a 'aide d'une
intégration approchée, exprimée via la somme des intégrales de la partie polynomiale et
de la partie fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies. La validation de la méthode
I11.3.1.2 a travers l'intégration de produit de différentes fonctions arbitraires dérivées a
montré des résultats remarquables avec des erreurs relatives avoisinant 0.25 %. Cette
méthode d’intégration II1.3.1.1 permet d’atteindre une précision similaire a la méthode
d’intégration du chapitre précédent 11.3.1.2. L’intégration du résidu I11.3.1 et de 'opéra-
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teur tangent I11.3.2 peuvent étre exécutées via cette méthode d’intégration.

Erwan KERGOURLAY Support de discrétisation hybride

Ce chapitre III a permis de détailler la construction du support de discrétisation hy-
bride avec des optimisations telles que la méthode d’intégration approchée et la prise en
compte des erreurs de représentation des fonctions dérivées via l'interpolation en onde-
lettes en appliquant des conditions particulieres sur cette contribution. Cette investiga-
tion confirme la possibilité d’insérer ce support de discrétisation au sein de la méthode
des éléments finis. L’adaptabilité du support en fonction de 'importance des singularités
observées est abordée dans le chapitre suivant IV. Une stratégie particuliere est mise en
place afin de détecter/surveiller des phénomenes particuliers et définir le niveau de réso-
lution "j" adapté.
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Erwan KERGOURLAY Détection & WFEM improved

CHAPITRE 1V

Détection de la singularité et présentation
de la méthode WFEM improved
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IV.1. Introduction

Détection & Définition du niveau

Il a été vu au chapitre précédent III, la construction d’un support de discrétisation
hybride couplant une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes ex-
primée via la fonction d’échelle d’une ondelette de Daubechies d’ordre N. L’apport de
I'interpolation en ondelettes au support polynomial a pour objectif de mieux représenter
des phénomenes irréguliers.

La méthode d’intégration approchée développée dans la partie II1.3.1.1 permet de
calculer 'approximation de I'intégration d’un produit complexe de fonctions dérivées par
une intégration approchée, exprimée via la somme des intégrales de la partie polynomiale
et de la partie fonction d’échelle de I’ondelette de Daubechies. La validation de la méthode
d’intégration I11.3.1.2 a montré la nécessité d’avoir un nombre conséquent de points de
discrétisation. Ce nombre important se justifie par la précision de l'intégrale souhaitée.

Dans le cas de l'intégration d’une fonction continue, I'intégration classique de Gauss
permet de calculer précisément le résultat. Et I'intégration de la fonction d’échelle n’a pas
d’intérét dans ce cas-la.

Dans le cas de I'intégration d’une fonction discontinue, en présence d’une irrégularité, le
couplage des intégrations révele son importance. Les deux intégrales couplées permettent
d’atteindre des résultats d’intégration plus précis. Dans ce cas présent, 'intégration de la
fonction d’échelle joue un roéle primordial.

Dans ce contexte 3 objectifs sont abordés.

Le premier objectif est d’avoir une méthodologie de détection/surveillance des phéno-
menes particuliers, en s’appuyant sur une particularité de la méthode de décomposition
en ondelettes, qui correspond & 'analyse des détails. Ces coefficients de détails "d’**" sont
obtenus par I'intermédiaire de la décomposition via la fonction ondelette 1.3.2 et 11.2.1.5.
L’analyse des coefficients de détails "d’*" permet de révéler les localisations et les phéno-
menes particuliers [47, 101, 44, 30, 38, 118, 112].

Le second objectif consiste a définir le niveau de résolution "j'(le niveau de discrétisation)
permettant d’atteindre une précision d’approximation correcte. La méthode est fondée
sur la technique de décomposition en ondelettes, ou les niveaux d’approximations seront
comparés entre-eux. Pour mémoire, les niveaux d’approximation sont déterminés a 1’aide
de la fonction d’échelle 1.3.2 et 11.2.1.1.

Le troisieme objectif est d’insérer le support de discrétisation hybride au sein de la mé-
thode numérique par éléments finis. Une illustration de la méthode est proposée via la
présentation d’une application 1D similaire au chapitre II.

Ce chapitre IV présente en premiere partie IV.2, la méthodologie de détection de loca-
lisations IV.2.2 et la technique pour définir le niveau de résolution IV.2.3. Puis en seconde
partie IV.3, I'utilisation du support de discrétisation hybride est exposée au sein de la
formulation variationnelle illustrée via une application 1D.
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IV.2. Détection d’une localisation et définition du ni-

Erwan KERGOURLAY Détection & Définition du niveau

veau de résolution "j"

IV.2.1. Préambule

Une premiere résolution de 1’équilibre globale avec la méthode de Newton et 1'utili-
sation d’une discrétisation polynomiale classique est réalisée. Une échelle de points de
définition plus affinée est alors définie. Dans I’exemple d’illustration, le nombre de points
de définition par éléments est augmenté a 8 points au lieu de 2 par rapport a 'interpolation
de référence.

Cette base de travail permet ainsi de réaliser les études de détection et de définition
du niveau de résolution a ’aide de 'application des algorithmes développés pour le trai-
tement du signal. De maniere plus précise, il est nécessaire de prendre en considération,
les éléments de la méthode d’intégration développée dans le chapitre précédent I11.3.1.1.

Le premier vecteur (BY) de cette méthode d’intégration sera défini via une interpo-
lation polynomiale avec 8 points de définition (j=3) dans le cas de détection, et il sera
analysé par les deux méthodes de cette section IV.2. Ces méthodes mettent a profit les
algorithmes de filtrage, développés pour le débruitage des signaux, dans 'optique d’obte-
nir une décomposition en ondelettes au niveau inférieur (j=2), soit 4 points pour décrire
I’approximation du niveau 2 et 4 points pour représenter les détails du méme niveau.
L’algorithme de filtrage consiste a réaliser un produit de convolution entre la fonction
de référence et le filtre passe-haut pour obtenir les détails et passe bas pour recueillir
I’approximation. Ces opérations permettent ainsi de détecter et de définir le niveau de
résolution. Une présentation des méthodes est réalisée dans les parties ci-apres.

IV.2.2. Détection et localisation du phénomene

La méthode de décomposition en ondelettes consiste a analyser un signal bruité sur

différents espaces de projections 1.2.5.2 et I11.2.1.5. Ces espaces de projections se composent
des bases d’approximations (V;) et des bases de détails (W).
Dans le cadre du traitement du signal, et plus spécifiquement le débruitage d’un signal,
le but est d’obtenir une représentation du signal sans perturbation en filtrant les bruits
parasites. Or dans le cas étudié, ces perturbations sont conservées afin de déceler une
évolution singuliere.

Dans un contexte d’analyse en ondelettes, les bases de détails représentent les évé-
nements perturbateurs du signal a chaque niveau de résolution "j" alors que les bases
d’approximations permettent d’obtenir une représentation du signal d’origine avec une
soustraction des bruits. Ces propriétés intrinseques pour détecter et représenter des os-
cillations breves peuvent se révéler particulierement intéressantes pour la méthode de
simulation numérique par éléments finis.

La méthodologie de détection des perturbations consiste a s’appuyer sur I’analyse des
détails a un niveau de résolution "j=2", dont les étapes de la technique sont détaillées
dans la partie [V.2.2.1 ci-apres.

IV.2.2.1. Méthodologie de détection et surveillance de phénomeénes particu-
liers

La méthode de décomposition en ondelettes permet de détecter un ou plusieurs phéno-
meénes via 'analyse des coefficients de détails "d?*". L’idée réside sur 1’étude de la variation
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La méthodologie mise en place consiste premiérement & définir le premier vecteur (B°)
sur une échelle "j=3", avec 8 points de définition.

Ce vecteur (B°) est initialement calculé a partir de linterpolation polynomiale de
base utilisée pour définir la position et la vitesse virtuelle. Le vecteur est ensuite analysé
et décomposé par une méthode de filtrage en ondelettes. D’une maniére pratique dans
I’exemple d’application, la méthode classique "DownDyadHi" est utilisée. Cette derniere
est issue de la bibliotheque des Ondelettes "WaveLab', téléchargeable a ’adresse http:
//statweb.stanford.edu/~wavelab/Wavelab _850/download.html..

Cette fonction permet d’obtenir les coefficients de détails "d/*" au niveau de résolution
inférieure "j=2", en effectuant un produit de convolution entre le filtre passe-haut, associé
a l'ondelette de Daubechies d’ordre N, et le vecteur (B°). 1l est également important de
noter que cette fonction est spécifiquement créée pour des signaux périodiques et par
conséquent le signal est défini sur une échelle 27.

Dans ce cas d’analyse, le vecteur posséde une certaine particularité, car les valeurs aux
extrémes sont identiques. Ces dernieres sont semblables, car les dérivées des interpolations
linéaires valent -1 et 1, par rapport aux équations III.1 de définition des interpolations
linéaires "p1" et "po" respectivement. En outre la condition limite au noeud 1 équivaut a 0,
ce qui permet de simplifier le systeme d’équations et ainsi d’avoir les extrema similaires.
Le fait d’avoir ces valeurs similaires permet de focaliser la détection de singularités sur
I'intérieur de 1’élément.

Dans le cas, ou les valeurs extrémes sont différentes, la méthode détecte également cette
variation et révele que la singularité se trouve a la jonction des éléments.

Les coefficients de détails sont alors analysés a partir de la valeur "Y" qui représente
la variation relative des extréma de ’amplitude des coefficients de détails :

7.k
T> ‘d(mam)

mazx)

-t

(IV.1)

Dans les illustrations présentées, ce critere "Y" est fixé & 1.107* soit une erreur relative

de 0.01%.

IvV.2.2.2. Illustration de la méthode de détection sur la poutre étudiée du
chapitre 11.4

Dans le cas étudié, I'objectif est de détecter un saut de contrainte ou de déformation,
causé par une variation de section au sein d'un élément, dont il est possible de retrouver
une représentation au chapitre I1.4. La piece analysée se compose de trois sections, dont
la premiere et la derniere ont une section similaire et sont réparties sur le premier et
dernier quart de la poutre. La section intermédiaire correspond au dixieme de la section
du premier quart de la piece. La variation de contrainte doit alors étre de type "créneau".

S1 S2 S3
i v ‘ F(x)
v 1y
Sy T e s
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Le résidu s’exprime :

R(X) =~ [

D'ref

o D\/g dvnes + /aD TV G dsrey (IV.2)

L’intervention d’une variation de section dans la formulation variationnelle entraine
une ¢volution non régulicre de o : D,/g le long de la poutre, et par conséquent une
évolution discontinue des composantes du vecteur (B).

Il est & noter que le calcul du vecteur (B°) ne nécessite pas celui de la raideur, qui est
en général celui qui consomme le plus de temps de calcul.

L’analyse de ce vecteur doit confirmer une évolution non réguliere au centre de 1’élé-
ment. Cette analyse est également comparée au cas sans variation de section.

Le graphique IV.1 illustre ’évolution des détails a deux niveaux de résolution (courbe
rouge, niveau 2 et courbe violette, niveau 4) concernant la poutre avec une variation
de section, et la représentation des détails (courbe bleue, niveau 2) & un seul niveau de
résolution concernant une poutre avec une section uniforme. Les courbes sont tracées par
rapport a la position des noeuds de discrétisation sur 1’élément.

Un décalage de "—1.1073" a été effectué sur la courbe bleue, qui caractérise le cas avec
une section constante, afin de donner plus de lisibilité au graphique.

2000
Level 2, variation —+—
Level 4, variation —+—

1 Level 2, no variation '
offset -1000

1000

-1000

-2000 : :
0 02 04 06 08

Node reference [/]

—_

FIGURE IV.1 — Détection de la variation de section sur la poutre, évolution des détails

La figure montre bien que la variation de section, présente au milieu de la poutre,
entraine une différence entre la courbe bleue et la courbe rouge. L’affinage du découpage
(niveau 2 a 4) révele une meilleure localisation des changements de section sur la poutre
(courbe violette). Cet enrichissement du nombre de points de discrétisation, par I'analyse
multirésolution donne lieu a une représentation plus précise du changement abrupt de
section.

L’algorithme de filtrage en ondelettes, avec la fonction "DownDyadHi" et I'analyse des
coefficients de détails permettent d’obtenir une méthodologie de détection automatique
des phénomenes non réguliers. Cette technique est intégrable dans la formulation varia-
tionnelle classique et ne requiert pas une ressource de calcul trop importante, car seules
les forces généralisées sont prises en compte, et non leurs variations.

Cependant I'analyse des détails n’est pertinente que si le phénomeéne irrégulier peut
s’exprimer via l'interpolation polynomiale initiale. C’est le cas dans I'exemple étudié, car
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la variation de section est une donnée d’entrée. Par contre dans le cas d'une localisation
due par exemple & une transformation de phase du matériau, il est sans doute nécessaire
de disposer d'un critere physique supplémentaire pour induire une non-régularité au ni-
veau de la loi de comportement. Ainsi I'enrichissement par ondelettes permet a priori
de représenter I’évolution non réguliere, de la détecter, mais pas fondamentalement de la
créer.

La variation des détails est ainsi 1’élément déclencheur de I'utilisation du support de
discrétisation hybride couplant les deux interpolations. Mais pour une utilisation optimale,
il est nécessaire de définir le niveau de résolution "j" le mieux adapté a la représentation
précise des irrégularités via la fonction d’échelle. 11 est proposé dans le chapitre suivant,
une méthode simple pour évaluer automatiquement ce niveau.

Erwan KERGOURLAY Détection & Définition du niveau

I1V.2.3. Définition du niveau de résolution

A Pimage des méthodes classiques d’estimation d’erreur, I'idée est de s’appuyer sur
I’analyse de l'approximation a deux niveaux de résolution. Cette analyse est effectuée
uniquement dans le cas ou un élément particulier a été détecté IV.2.2.

IV.2.3.1. Méthodologie de définition du niveau de résolution

nsn

Pour mémoire, I'approximation au niveau "j" est représentée par le produit de coef-
ficients d’approximation "¢*" avec la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies

nen

I'ordre N, déterminée au niveau "j".
Illustration de la méthode :

La premiere étape est identique au premier point de la technique de détection, qui
consiste & définir le premier vecteur (B) a une échelle "j=3", soit 8 points de définition. En
deuxieme étape, la méthode classique "DownDyadLo" issue de la bibliotheque "WaveLab"
est utilisée. Cette fonction permet de déterminer les coefficients d’approximation "¢*" au
niveau de résolution "j=2", en effectuant un produit de convolution entre le filtre passe-
bas, associé a I'ondelette de Daubechies d’ordre N, et le vecteur (B?).

La troisiéme étape consiste & effectuer une nouvelle définition du vecteur (B°) a un niveau
supérieur "j=4", puis de le décomposer via l'algorithme de filtrage, afin d’obtenir les
coefficients d’approximation au niveau de résolution "j=3".

Enfin, lors de la derniere étape, les coefficients d’approximation des deux niveaux ('j=2" et
'j=3") sont analysés via la formule IV.3. L’erreur relative de I'approximation sous la forme
du rapport entre la différence des valeurs maximales des coefficients d’approximation des
deux niveaux ('j=2" et "'j=3") et la valeur maximale du niveau ("j=3") est comparée au
critere de précision "A".

Si erreur relative calculée est supérieure a la précision recherchée, une nouvelle dis-
crétisation est effectuée & un niveau supérieur ("j=5").

|Chaaal — |

max ‘
1+1
Cta

Az

(IV.3)

Dans l'exemple étudié, ce criteére de précision "A" est fixé & 1.1072 soit une erreur de

0.1%.
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IV.2.3.2. Illustration de la méthode de définition du niveau de résolution sur
la poutre étudiée du chapitre 11.4

L’objectif de cette étude est d’obtenir une précision d’approximation de 'ordre de
1.1073 et de définir le niveau de résolution "j" le plus adapté & la représentation précise
du saut de contrainte ou de déformation. Ce saut est causé par la variation de section sur
la poutre 1D étudiée au chapitre I1.4.

Le graphique IV.2 présente ’évolution du critere de précision IV.3 par rapport au
niveau de discrétisation. Pour satisfaire la précision d’approximation souhaitée, il est né-
cessaire d’effectuer une discrétisation a 'ordre 6, soit 64 nceuds sur 1’élément.

Precision criterion —+—

01 1

0.01 1

Value [/]

0.001

T
L

0.0001 ' ' .
2 3 4 5 6

Level discretization [/]

FIGURE IV.2 — Evolution du critére de précision

Il est constaté sur la figure IV.2, une décroissance linéaire a partir du niveau 3 et a
partir de ce dernier, la précision atteinte est déja acceptable.

La qualité des approximations peut se retrouver sur le tracé de ces évolutions sur
le graphique IV.3. Le niveau 2 conduit a une représentation imprécise de la fonction
étudiée. L’évolution représentative de I’évolution théorique est obtenue a partir du niveau
4. Le niveau 6, qui est le niveau retenu pour ce cas d’étude, permet ici d’obtenir une
approximation tres précise.

9000 T T T T —
Level 2, variation —+—
6000 e o
. - Level 4, variation —+—
Level 6, variation —+—
= 3000 E
(0]
=}
E L
~ 1300 [ E
o)
550 E
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FIGURE IV.3 — Evolution de la fonction approchée par rapport au niveau de résolution "j
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L’algorithme de filtrage en ondelettes, avec la fonction "DownDyadLo" et 'analyse
des coefficients d’approximation sur deux niveaux permettent d’obtenir une technique de
définition tres simple du niveau de résolution efficiente et facilement intégrable dans une
méthode de résolution numérique par éléments finis.

Une autre solution pourrait étre d’étudier directement 'importance des "détails" a un
niveau fixé. Néanmoins il faut remarquer qu’une fois le calcul effectué des composantes
du vecteur (BY), a un niveau donné, le cofit de I’évaluation d’une comparaison entre deux
niveaux ou de celui de 'examen direct des détails, est du méme ordre.

Ce travail en amont, qui a pour objectif de définir le niveau de discrétisation du support
hybride doit maintenant étre inséré au sein du schéma de résolution de Newton.

IV.3. Résolution de la méthode éléments finis via la
méthode de Newton avec un support de discré-
tisation hybride

IV.3.1. Préambule

L’utilisation de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N employée
comme fonction d’interpolation pour la méthode des éléments finis, a été développée au
chapitre II. L’insertion des ondelettes dans la méthode des éléments finis a montré un
réel intérét. Mais des améliorations de la méthodologie et plus précisément du support de
discrétisation et de son adaptabilité ont été proposées.

Le premier axe d’amélioration a été la création et la validation d'un support hybride
couplant une interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle de 'ondelette
d’ordre N et I'interpolation polynomiale dans le chapitre III. Ce support de discrétisation
hybride a révélé une association performante et précise pour des représentations de fonc-
tions continues et discontinues.

Le second axe d’optimisation a concerné la proposition d’'une méthodologie adaptative en
fonction de I'importance des singularités observées.

Dans cette partie, le support de discrétisation hybride au sein de la méthode des élé-
ments finis est mis en ceuvre dans un cadre non-linéaire, traité par un algorithme de
Newton. Une application 1D, similaire au chapitre II illustre la méthodologie. Les termes
modifiés via ce nouveau support seront présentés ci-apres.

IV.3.2. Méthode de résolution de Newton

*
Pour mémoire, le résidu I1.47 se compose du tenseur vitesse de déformation D, du ten-
seur des contraintes o, du terme pour le changement de base /g et des vitesses virtuelles

V. Le terme V9, qui est le déterminant du tenseur métrique, correspond au jacobien
de la transformation qui relie les coordonnées globales X® et les coordonnées matérielles
0%, coordonnées fixées pendant le chargement. Ces termes sont exprimés a partir de I
interpolation hybride. Les termes peuvent étre répartis en deux catégories virtuels et
non-virtuels. L’opérateur tangent 11.48 est défini via la variation du résidu par rapport
aux degrés de liberté "ddl".
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IV.3.2.1. Définition des termes du résidu

1. Définition des forces internes généralisées [, o : Ddv =<ddl> (Fi;)

— Les termes non-virtuels modifiés
Les termes g}@ et g@ ont été modifiés et sont calculés a partir de la dérivée
partielle de la position discrétisée via I'interpolation hybride. Avec m=1...3, qui
correspond a l'indice de direction locale en 3D.

6 IXP -
am = @ [a
O V.4
" (v.4)
B_oxdp
00D "

Les vecteurs des positions finales X et initiales X sont définis & partir de l'in-
terpolation polynomiale "p," et de I’enrichissement via la fonction d’échelle de

nen

I'ondelette de Daubechies d’ordre N sur la base d’approximation de niveau 'j
"Yjx,; - Les positions peuvent étre déterminées en chaque point de discrétisation

(92@, avec i I'indice du point.
%, (00) = %, (V9)

) 27 .
= )A(ggor ((91@) + 2772 Z 5 (2j (62®> — l{;j) Acf(ﬁ’kﬂ'
ke;=0

o (00)

(IV.5)

nsn nn

Dans cette expression "j" et "a' sont fixés, et "a" représente 'indice de coor-
donnée cartésienne, variant de 1 & 3. A partir de cette formule, une nouvelle
définition du vecteur au point de discrétisation est réalisée afin de satisfaire les
conditions particulieres appliquées a la décomposition polynomiale-ondelettes,
vue dans la partie I11.2.2.2. La nouvelle formulation fait intervenir la matrice
"Kraidcp', dont sa construction est détaillée dans le chapitre précédent 111.2.2.2
et les degrés de liberté ")A(a,coef 7.

X, <0i®> =< Kraidcp® <9i®> > ()A(,Lweff) (IV.6)
sous la forme matricielle :
(X(@) = [sz'dcp®} (Xa’coeff) (IV.7)
et sous la forme vectorielle :

)?CD = {Kraz'dcpCD} (Xa,coeff> Tz (IV.8)

Une expression équivalente est retrouvée pour les positions avant déformations
a l'aide des degrés fixes "X, coefr"-

—
X0 .= KraidcpCD] (Xa,coeff) TZ (IV.9)
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Il est maintenant possible de définir les vecteurs de la base naturelle avant et
apres déformation, en fonction de "X coers" €t "Xq coers' @ l'aide de la formule
de la dérivation du couplage présentée dans la section 111.2.2.2.

o) oxXP
e

= {Kraiddem’vcp m®} ()A(a,weff> Ta)

5 _oxP—
P OR (IV.11)

= {Kmidderi’ucp m®} (Xa,coefr) T:

— Les termes virtuels modifiés

La vitesse virtuelle se calcule en suivant une logique similaire a celle des posi-

nan

tions finales. Le niveau de résolution "j" est identique pour la discrétisation de
la position et de la vitesse virtuelle afin d’avoir une matrice de raideur carrée.

(1) =12 (19) 14 (09),
« Gk

* i P s
— V7, <9 ®> 122 Y (2] (9 CD) _ kj) AcV,
k;j=0

=< K?“aidcpCD (0i®> > (‘*/a,coeff>

(IV.12)

*

V =< ‘*/a,coeff > [sz'dcpCD}T Ta)

Le vecteur Xa,coe 7r représente les degrés de liberté du probleme et les vecteurs

Xocoeff €6 Vacoers définissent, respectivement, les degrés fixes et les degrés de
liberté virtuels.

*

2. Définition du second membre [, T Vs

Le second membre est défini par le produit des forces externes supposées connues
et les vitesses virtuelles qui sont exprimées via l'interpolation hybride.

T

f‘} (9i®> Vs =< l*/a,coeff > << Kraidepd (0i®> >> (To) Vs

TV\/E =< ‘*/a’coeff > {Kraidcp@)r (To) Vs

IV.3.2.2. Définition des termes de ’opérateur tangent

Les degrés de liberté )A(a,coe ¢ interviennent principalement dans la définition des forces
internes. Dans ce travail, le calcul de 'opérateur tangent est limité a la variation forces
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généralisées internes par rapport aux degrés de liberté. Les expressions des termes de
I'opérateur tangent ont été définies dans la partie 11.2.4.2.
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La seule modification intervenant dans 1 la définition des termes de la variation du résidu

concerne la variation de la base naturelle ggg} Les degrés de liberté ddl sont définis par X "

et AX Jki qui sont globalisés par le vecteur Xa coeff- La variation de la base s’exprimant
en fonctlon de ces ddl, et il en résulte la définition suivante :

_>

OGm
a)zva,coeff
Les termes du résidu et de 'opérateur tangent ont été définis dans les deux parties
précédentes 1V.3.2.1 et 1V.3.2.2 avec les termes modifiés par rapport aux parties 11.2.4.1

et 11.2.4.2. Les différentes étapes de la méthode de résolution de Newton 1V.3.2.3 sont
explicitées ci-apres.

= [Kraidderivcp m® (IV.14)

IV.3.2.3. Etapes de résolution via la méthode de Newton

Les étapes de la méthode de résolution sont rappelées, ci-dessous, de facon concise.
Elles seront davantage détaillées apres la définition des notations utilisées.

1. Initialisation des données et des variables

2. Calcul des bases naturelles avant et apres déformation "gj" et ' f]’k " puis des métriques
et des bases duales

Calcul des termes du résidu

Approximation et intégration du résidu

Calcul des termes de 'opérateur tangent, variation du résidu
Approximation et intégration de I'opérateur tangent
Résolution du systeme d’équations

Définition du nouveau vecteur position finale X coefs

L ® N e O W

Vérification de la précision du résidu

Les mémes étapes que celles de la méthodologie vue dans le chapitre I1.4 sont utilisées.
La description qui suit met en avant les modifications apportées.
La méthode de résolution de Newton est adaptée a la méthodologie d’intégration appro-
chée, développée dans le chapitre I11.3.1.1. Deux étapes supplémentaires ont été ajoutées
afin de définir le résidu et 'opérateur tangent a une échelle de résolution "j". La tech-
nique d’intégration introduite au chapitre II1.3.1.1 possede la particularité de pouvoir
utiliser une échelle différente de la représentation de la fonction de départ. Ce niveau de

nen

résolution est noté "jo", dont sa valeur peut étre identique ou inférieur au niveau "j" initial.

Notations utilisées :
Liste des indices liées a la cinématique :

— r : L’indice des noeuds concernant l'interpolation polynomiale

— 1 - L’indice des points de 1’échelle de la décomposition en ondelettes a 1’aide de la

N nan

fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies, "i" : indice du point et "j" : niveau
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— 7 : Le niveau de résolution utilisé pour la décomposition en ondelettes

Erwan KERGOURLAY “-WFEM improved Méthode de résolution

— k;j : Le facteur de translation concernant 'interpolation de la décomposition en on-
delettes

Liste des indices liés a I'intégration :

— ig : L’indice de position des points d’intégration de Gauss

— z’o : L’indice des points de I’échelle de la décomposition en ondelettes a ’aide de la
fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies, "io" : indice du point et "jo" : niveau
de résolution

— jo : Le niveau de résolution utilisé pour la décomposition en ondelettes

— kj, : le facteur de translation concernant 'intégration de la décomposition en onde-
lettes

Etapes de la résolution de la méthode de Newton

1. Initialisation :

Les positions initiales X sont connues et fixées au cours de la résolution. A I'initia-
lisation (m=0), les positions finales X sont initialisées par les valeurs des positions

initiales.
i\ (M) i
X, (9 CD) — < Kraidey® (9 ®) > (Xasoess) (IV.15)
NGO i .
Xa <9 ®> =< Kraidep® (49 ®> > (Xwoeff) (IV.16)
A i (0) i (0)
X, (9 ®> — X, (9 @) (IV.17)

—
Les termes gk® (k=1,...,3 correspondant a l'indice de direction locale en 3D) peuvent
étre calculés a l'initialisation, ces termes resteront inchangés jusqu’a la fin de la
résolution.

D ox @?
Ik

26D (IV.18)
— [szddem’vcp k®} (Xacoeff) La

2. Base naturelle a I’étape "m"

Les termes g, doivent étre calculés aux points de Gauss et aux points de discréti-

10
sation de la décomposition hybride. Il est noté «9 , les points de Gauss et 0
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les points utilisés par la décomposition en ondelettes via la fonction d’échelle de

nan

I'ondelette de Daubechies au niveau de résolution "j".

—
Dy 0XD—
= ol
91 (IV.19)
= | Kraidderivep k®} (Xa,coeff) Ta>

10
Le calcul des g5 aux points de définition de la décomposition "6 OF est directement
accessible, étant donné que la position des nceuds est parfaitement déterminée que ce
soit pour l'interpolation polynomiale ou pour I'interpolation en ondelettes exprimée
via la fonction d’échelle.

ig g,
Par contre la détermination de g (6 ) aux points 6 n’est pas directe, étant
donné que ces points de Gauss n’appartiennent pas a 1’échelle de décomposition.

n_n

Pour remédier a ce probleme, une interpolation linéaire est réalisée . Il est noté "v" et
"v+1", les points appartenant a ’échelle de décomposition en ondelettes concernant
I'intégration et qui encadrent le point "igjo".

Gk <9> < G (9@) < Gk <9v+1> (TV.20)

v ~ , v . . 2ja ) v .
n (9 ) =Xy, (6 ) 1 do/29i0 3™ ) (2] (e ) _ k;jo) AcXiokso
k]'o:O
=< Kraidderivep k (0 ) > (Xa,coeff)

v+l ., vHl ‘ o2 AES! o
Jk (9 > — X"(p (9 ) + 9do/29j0 Z ’Y(l) (2] (9 ) . ka) AcXT0kjo

r
ij:O

=< Kraidderivep k (9 ) > (X(Lcoeff)
(IV.21)

L’interpolation linéaire s’exprime :
v v+1 ig v+1 ig v
o (9) <9 © g ) + G <9 ) (9 —9>
v+1 v
g ® _yg

B (9”) ~
(IV.22)
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La figure IV.4 permet d’illustrer la position des points d’intégration par rapport a
chaque contribution du support hybride.

| 6" 8" |

B Gauss point

® Nodes
©—o Element

Bl Integration point, wavelet

® Nodes wavelet

FicURE IV.4 — Positions des points d’intégration ondelettes et Gauss

Dans ce cas d’interpolation polynomiale de type linéaire, la position du point d’inté-
gration de Gauss se situe exactement a la position d’un des points d’intégration de
la décomposition en ondelettes, par conséquent la méthode illustrée n’est pas néces-
saire. Néanmoins, dans le cas d'une interpolation polynomiale de type quadratique,
avec deux points d’intégration de Gauss, cette méthodologie peut étre appliquée.
Les termes g et g sont ainsi déterminés aux points de Gauss et aux points de
définition de la décomposition en ondelettes.

3. Calcul des termes du résidu a ’étape m

A cette étape, les différents tenseurs, exprimés a Uétape 3 de la méthode de Newton
I1.4, sont calculés avec la prise en compte des termes modifiés g, et g, dans les
formules.

4. Intégration du résidu a I’étape m

Les formules sont similaires a I'étape 4 de la méthode de Newton I1.4 mais avec la
prise en compte de la nouvelle méthode d’intégration du chapitre I11.3.1.1 et les dé-
finitions des termes de la formulation variationnelle exprimées via 'interpolation
hybride. Les matrices "[FImatrderivep]" et "[FImatrep]" sont, par conséquent,
remplacées respectivement par les matrices '[Kraidderivep]' et '[Kraidep]'.

— Intégration des forces internes

Il est possible de se reporter a la méthode d’intégration approchée du chapitre
I11.3.1.1 pour plus de détails.

146

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



F

Erwan KERGOURLAY szseee-\WEEM improved Méthode de résolution

L’intégration approchée des forces internes dans le cadre de l'illustration 1D,
est définie par :

T

1 * 1 *
/ o (z) Dy (x)\/gdz = / < Vacoeff > (< Kraidderivep® () >) o (z).\/gdx
0 0

* 1 )
=< Va,coeff > (/ FL(x)dx) avec L =[0: 2]
0
Jy FO(z)dx

=< {}a,coeff > fol FL(I)CLT

I sz'(x)dx
(IV.23)

L’intégration de "} o'(z)Dy1(x)\/gdz" est équivalente au produit du vecteur

*
représentant les degrés de liberté virtuels "< V, coefr >" par le vecteur d’inté-

gration " ( A L(x)dx) ". Les termes de ce dernier correspondent a un ensemble
d’intégrales calculées selon la relation :

/01 FL(2)dn = /01 Fl()dz + /O1 F(x)dz
- /0 ' < Kraidep® (z) > do.[Kraidey®) ! (F") da
=< W > [Kraidep®) (FF)
S O (F")

(IV.24)

Le vecteur " (F L) " est approché par le support de discrétisation hybride, as-
sociant une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes a un

%0
niveau de résolution "jo". Chaque terme ' (F L (8 )) " du vecteur corres-

pond a la valeur de " (F L(a:)) " calculée au point 0 @,

Remarques :

L’application d’une nouvelle décomposition polynomiale-ondelettes, avant d’in-
tégrer, permet d’avoir une certaine liberté au niveau de la résolution.

En effet, il est possible d’employer une interpolation hybride a un niveau "j" de

résolution, dont 1’échelle de points 9D est équivalent & 27 + 1 points.
L’ajout de la nouvelle décomposition a ’étape d’intégration permet de choisir
une échelle de points différente, qui est équivalente ou inférieure a 1’échelle ini-
tiale. Dans le cadre de notre exemple 1D, une échelle "jo" équivalente a ’échelle
initiale "j" a été choisie.
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— Intégration du second membre, forces externes

Erwan KERGOURLAY Détection & WFEM improved

L’intégration approchée des forces externes équivaut a :

1 * 1 * T
/ TV (x)\/gsdx :/ < Vacoeff > (Kmidcp® (x)) T\/gsdx
0 0
* 1 ,
=< Vacoeff > (/ SML(x)dx> avec L = [0 : 2/]
0
Jy SMO(z)dx

=< ‘;a,coeff > fol SML(J})dJ}

Jo SM? (x)da

(IV.25)
Et les intégrations simplifiées sont calculées par I’équation suivante :
1
/ SM*(2)dz =< --- 5O ... > (SM*) (IV.26)
0

5. Calcul des termes de 'opérateur tangent, variation du résidu a I’étape m

A cette étape, les différentes grandeurs, exprimées a I'étape 5 de la méthode de
Newton I1.4, sont déterminées avec la prise en compte des termes modifiés g et g
dans les formules ainsi que des nouveaux degrés de liberté "X, qoess".

6. Intégration de opérateur tangent a 1’étape m

Les expressions sont similaires a I'étape 6 de la méthode de Newton I1.4 mais avec
la prise en compte de la nouvelle méthode d’intégration du chapitre I11.3.1.1 et les
définitions des termes de 'opérateur tangent exprimées via l'interpolation hy-
bride. La matrice "[FImatrderivep]" est par conséquent remplacée par la matrice
'[Kraidderivep]" et les nouveaux degrés de liberté ")A(woe #¢" sont utilisés.

Les trois dernieres étapes de cette méthode se réferent directement aux étapes 7, 8, 9
de la méthode de Newton I1.4.

IV.4. Conclusion

L’objet du chapitre IV a été de présenter un couplage hybride, associant une interpo-
lation polynomiale et une interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle
de 'ondelette de Daubechies d’ordre N, dans le cas ou une localisation était détectée.

La section IV.2 expose 'adaptation du support hybride en fonction de I'importance
des singularités observées. L’investigation a été abordée en deux étapes : une méthode
de détection et de surveillance d’éventuelles singularités puis une définition du niveau de
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résolution "j" adapté a la représentation précise de ces phénomenes singuliers. La méthode
de détection s’appuie sur 'analyse des coefficients de détails obtenus a ’aide de la dé-
composition en ondelettes du vecteur des forces généralisées. L’illustration de la technique
dans la partie IV.2.2.2 a montré 'efficacité de cette derniere, en matiere de localisation des
deux variations de section de la poutre 1D. Sur cet exemple, une simple analyse réduite
a 4 coefficients de détails suffit a la détection, permettant un traitement tres rapide. La
définition du niveau de résolution "j" IV.2.3.1 permet de compléter la méthode de détec-
tion, dans le but d’atteindre une représentation précise des évolutions non régulieres. La
méthodologie repose sur I’étude d’approximations a deux niveaux de résolution différents.
Celle-ci compare les coefficients d’approximation des deux niveaux et une erreur relative
est déterminée. Cette erreur comparée a une valeur cible proposée par l'utilisateur per-
met ainsi d’ajuster le niveau de résolution adéquate. Un exemple d’utilisation est présenté
dans I'étude 1D de la poutre a deux variations de section.

L’association des deux méthodes conduit a une méthodologie de résolution adaptative,
controlée par des parametres de précision.

Erwan KERGOURLAY Détection & WFEM improved

La méthode d’intégration approchée joue également un role central dans ce schéma de
résolution, car elle permet de calculer I'intégrale du résidu IV.3 et de 'opérateur tangent
IV.3 dans le contexte d’une définition discrete du support ondelette et d’une évolution a
priori irréguliere des phénomenes. Il est a noter la possibilité d’ajuster la précision d’inté-

gration de fonctions définies sur un niveau de résolution "j', via un niveau spécifique "jo".
Ce dernier peut étre identique ou inférieur a 1’échelle de points initiale "j".

Le chapitre suivant V illustre 'application de la méthode WFEM improved a travers
la résolution du probleme 1D. Les résultats seront comparés au cas des éléments finis
traditionnels et au cas des éléments finis avec ondelettes.
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Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

CHAPITRE V

Analyse et illustration de la méthode
WFEM improved

Sommaire

V.1 Imtroduction . . ... ... ... ... 00 0., 152

V.2 Organigramme de résolution d’un probléme mécanique 1D
via la méthode hybride WFEM improved. . . . .. ... .. 152

V.3 Résolution d’un probléme 1D, présentation des résultats
via les différentes méthodes . . . . . . ... ... ... .... 155
V.3.1 Rappel de la géométrie. . . . . . . . . ... 155
V.3.2 Résolution en éléments finis avec interpolation polynomiale. 155
V.3.2.1 Maillage et discrétisation . . . . . . . . ... .. 155
V.3.2.2 Résultats avec la méthode FEM. . . . . . . . .. 156

V.3.3 Résolution avec la méthode WFEM : supports ondelettes
purs, rappels . . . . . .. ... 157
V.3.3.1 Maillage et discrétisation . . . . . . . . ... .. 157
V.3.3.2 Résultats avec la méthode WFEM . . . . . . .. 157
V.3.3.3 Evolution du résidu WFEM . . . . . . ... ... 158

V.3.4 Résolution avec la méthode WFEM improved : support mixte
polynomiale-ondelettes . . . . . . . . .. ... 159
V.3.4.1 Maillage et discrétisation . . . . . . . . ... .. 159
V.3.4.2 Résultats avec la méthode WFEM improved . . . 159
V.3.4.3 Evolution du résidu WFEM improved. . . . . . . 161

V.3.5 Comparaison des méthodes FEM, WFEM et WFEM impro-
ved . ... 162
V4 Conclusion . . . . . ¢ i v v v i i v it it et et et e e 163

151

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



m I
Insitt de Recherche Dupuy de Lime

Erwan KERGOURLAY
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WFEM improved

L’utilisation de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N en tant
que fonction d’interpolation pour la méthode des éléments finis a été présentée dans le
chapitre II.

Les chapitres 11 et IV, quant a eux, ont abordé les axes d’amélioration et d’adaptation
de la méthodologie pour faire face a la représentation d’irrégularités.
Le premier axe concernait la création et la validation d’un support de discrétisation hy-
bride, associant une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes exprimée
via la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre N.
Le second axe consistait a développer une méthode d’intégration approchée en raison de
la complexité et de I'aspect discret de la définition des termes de la formulation variation-
nelle.
Enfin, le troisieme axe a traité de 'adaptation de la méthode des éléments finis avec on-
delettes améliorée par rapport a I'importance des singularités observées.

Dans ce chapitre V, I'application du support de discrétisation hybride va dorénavant
étre présentée. L’illustration par I'application 1D sera comparée aux résultats obtenus
via la méthode des éléments finis MEF et la méthode des éléments finis avec ondelettes
WFEM.

Le chapitre V s’articule ainsi en deux sections. La premiere V.2 expose 'organigramme
de résolution d’un probleme mécanique via la méthode des éléments finis hybrides WFEM
improved et la seconde V.3 est dédiée a I’analyse des résultats obtenus par les différentes
méthodes dans le cadre de l'illustration 1D.

V.2. Organigramme de résolution d’un probleme mé-
canique 1D via la méthode hybride WFEM im-
proved

La figure V.1 présente l'organigramme de résolution d’un probleme mécanique 1D via
la méthode des éléments finis avec ondelettes améliorée (WFEM improved).

La géométrie, pour cette étude, est représentée par un maillage 1D, composé d’éléments
a 2 neeuds avec une interpolation initiale linéaire. L’encadré en pointillé bleu correspond
a la méthode des éléments finis avec ondelettes améliorée (WFEM improved).

La simulation est controlée par :

1. les parametres classiques d'un calcul élément fini :
(a) les données physiques : section et loi de comportement
(b) les conditions limites : cinématiques et en efforts
(c) le pilotage de la méthode de Newton :
i. incréments de chargement et erreur tolérée sur 1’équilibre

ii. bornes maxi tolérées sur le nombre d’itérations et/ou le nombre d’incré-
ments de charge
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2. les parametres relatifs a 'enrichissement par ondelettes :

Erwan KERGOURLAY WFEM improved

nen

(a) l'ordre N de I'ondelette de Daubechies et le premier niveau de résolution "j" &
employer,

(b) les criteres d’erreur "Y" et "A".

La méthode de résolution de Newton, encadrée en pointillé rouge, est dédiée a la
formulation variationnelle IV.3. Les différentes étapes de la méthode et les termes calculés
sont schématiquement retrouvés.

Dans le cas ou la norme infinie du résidu n’est pas suffisamment petite, le comp-
teur d’itération est incrémenté. Si ce compteur excede le nombre maximum d’itérations
"N Bije,", I'incrément de charge est diminué d’un coefficient. Dans le cas contraire, un
nouveau cycle de résolution est réalisé.

Une fois ’équilibre satisfait, la grandeur o : 1*)\/§ est calculé en 8 points (de ’échelle
dyadique) a l'aide de l'interpolation polynomiale initiale au premier passage puis, avec le
support mixte si une singularité est détectée (voir ci-apres). Ces grandeurs sont nécessaires
pour l'application des méthodes de détection de singularités IV.2 et de définition du niveau
de résolution "j" adapté IV.2.3 a la bonne représentation de ces phénomenes singuliers.
L’encadré en pointillé vert regroupe ces deux méthodes.

A partir des grandeurs aux 8 points de définition, une étude de variation des coefficients
de détails "d7F" est effectuée et la variation est comparée au coefficient d’erreur "Y',

Dans le cas ou il n'y a pas de singularités, 'investigation "ondelette" est stoppée.
L’étape de pilotage du calcul est rejointe et I'incrément de charge est incrémenté. Dans
le cas contraire, une définition du niveau 'j" approprié est effectuée via l'analyse des
coefficients d’approximation a deux niveaux, ou l'erreur relative de ’approximation est
comparée au coefficient de précision d’approximation "A".

Dans le cas ou le niveau d’approximation n’est pas assez précis, la grandeur o : f)\/g
est calculée sur une nouvelle échelle de points de définition a un niveau de résolution
supérieur "j+1". Dans le cas contraire, le support de discrétisation hybride, associant 1’in-
terpolation linéaire et l'interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle au
niveau 'j", est définie comme nouvelle fonction de forme. Cette derniére est, par consé-
quent, utilisée dans le schéma de résolution de Newton pour résoudre la formulation

variationnelle IV.3.
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FIGURE V.1 — Organigramme de résolution d’'un probleme mécanique 1D via la méthode des

éléments finis hybrides WFEM improved
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V.3. Résolution d’un probléeme 1D, présentation des
résultats via les différentes méthodes

Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

Les résultats obtenus avec le support mixte sont comparés avec ceux obtenus par une
discrétisation classique et ceux obtenus par un support ondelette seul.

Les éléments comparés sont ’évolution de la contrainte "o''" et I’évolution de la dé-
formation "e;;". Ces termes sont représentés sur deux niveaux de résolution concernant
les deux méthodes WFEM et WFEM improved "Level 3 et 6", soit 9 et 65 points res-
pectivement et avec deux maillages a propos de la méthode FEM '8 et 64 éléments". Les
deux maillages et les deux niveaux de résolution permettent d’avoir une échelle de points
sensiblement identique pour les différentes méthodes.

Les trois techniques utilisent une méthode de résolution de Newton pour résoudre la for-
mulation variationnelle. Le critére de précision "2" est fixé & 1.1075.

L’ondelette de Daubechies utilisée pour la décomposition en ondelettes pour la méthode
WFEM et WFEM improved est d’ordre 6.

V.3.1. Rappel de la géométrie

La géométrie correspond a la poutre 1D étudiée dans le chapitre I1.5 qui présente une
variation de section.

S1 S2 S3
F(x)

i iy B
L/4 L/2 L/4 ‘

FIGURE V.2 — Poutre a section variable soumise a un essai de traction uniaxial

La poutre se compose de trois sections : la premiere et la troisieme sont de méme
grandeur "S1=S3=1 mm?" et la seconde correspond au dixiéme de la section précédente
"S2=(1/10)S1". S1 et S3 sont réparties sur le quart de la structure "L/4"et la longueur de
la section S2 est de "L/2". La longueur totale "L" est de 1 mm.

Le matériau utilisé est de l'acier de construction, de module d’Young E=210 GPa. La
poutre est soumise a un effort de traction de 1050 N, placée a I'extrémité de la structure.

Analytiquement avec une hypothese de linéarité, la déformation maximale atteinte est
de l'ordre de 5% sur la section intermédiaire S2 et de 0,5% sur les sections S1 et S3. La
contrainte maximale est de 'ordre de 10500 MPa sur la section S2 et 1050 MPa sur les
sections S1 et S3.

V.3.2. Résolution en éléments finis avec interpolation polyno-
miale

V.3.2.1. Maillage et discrétisation

La figure V.3 illustre le maillage utilisé, représentant la géométrie de la poutre pour
la méthode des éléments finis traditionnelle FEM. Ce premier maillage se compose de 9
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neeuds et de 8 éléments linéiques. La fonction de forme appliquée pour ces éléments est
une interpolation linéaire III.1.

Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

oEmoeoEmOEOEROEBOROEBORO

B Gauss point
® Nodes
©—o Element

F1GURE V.3 — Maillage et discrétisation de la poutre, FEM

Il est a noter sur la figure V.3, la présence de 8 points d’intégration de Gauss. Le
second maillage comprend 64 éléments linéiques avec 65 noeuds et 64 points d’intégration
de Gauss.

En fait, un seul élément fini linéaire par troncon, c’est a dire 3 éléments au total, suffit
pour obtenir la solution exacte si le changement de section se situe exactement a la fron-
tiere des éléments. L’interpolation linéaire, des contraintes ou des déformations calculées
aux points de Gauss, tend vers leurs évolutions exactes, a condition de raffiner le maillage.
Une erreur systématique sera introduite s’il n’y a pas de nceud aux changements de sec-
tion.

L’interpolation linéaire des déformations aux points de Gauss donne une idée sur 1’évolu-
tion attendue dans le cas, ou les lieux de changement de section ne sont pas connus ( des
irrégularités). Néanmoins, une procédure de raffinement de maillage permet d’améliorer
la représentation de cette évolution.

V.3.2.2. Résultats avec la méthode FEM

La figure V.4(a) représente l'interpolation linéaire de la déformation "e;;" pour 8 élé-
ments (courbe bleue) et 64 éléments (courbe verte).

7 T T T T T I I T
8 elements —— L 8 elements —— ||
6 I 64 elements i 15000 64 elements
10000 [ b
5 / \ ] — / \
©
< 5000 [ : : I
S 4t . S
[
& 5L | 2
& o
73
2 - .
1L | 1000 F .
0 1 1 1 1 500 1 | | 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08
Node reference [/] Node reference [/]
(a) Evolution de la déformation (b) Evolution de la contrainte

FIGURE V.4 — Résultats avec la méthode des éléments finis (FEM)

Compte tenu du comportement linéaire, des évolutions similaires & la contrainte "o'!"

sont obtenues pour 8 éléments (courbe bleue) et 64 éléments (courbe verte).
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V.3.3. Résolution avec la méthode WFEM : supports ondelettes
purs, rappels

V.3.3.1. Maillage et discrétisation

La figure V.5 présente la discrétisation au niveau de résolution "3" avec le support de
discrétisation en ondelettes via la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre
6.

Cette premiere discrétisation en ondelettes se compose de 9 noeuds répartis uniformément
sur I’élément et également de 9 points d’intégration.

AREE S EAE

B Integration point
® Nodes wavelet

FIGURE V.5 — Poutre discrétisée, interpolation en ondelettes exprimée via la fonction d’échelle
au niveau de résolution "j=3"

La seconde discrétisation, au niveau de résolution "j=6", comprend 65 nceuds, 65 points
d’intégration répartis uniformément sur 1’élément.

V.3.3.2. Résultats avec la méthode WFEM

Le graphique V.6(a) représente ’évolution de la déformation "e1;", ou la courbe bleue
correspond au niveau de résolution "j=3" et la courbe verte au niveau de résolution "j=6".
L’interpolation en ondelettes permet de représenter le saut de déformation présent au
milieu de la structure. La déformation maximale atteinte est de 'ordre de 4,73 % et la
déformation minimale moyenne est de 0,5 %.

7 T T T T

Level 3 —— B Level 3 —— ||
ol e =] 15000
10000 | i s .
5 - -
= g
& oar - S 5000 -
= =
[ =
»
2 - -
1 - -
| Iy 1000 |- ",
0 1 1 1 1 750 | 1 | 1
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 08
Node reference [/] Node reference [/]
(a) Evolution de la déformation (b) Evolution de la contrainte

FIGURE V.6 — Résultats avec la méthode des éléments finis avec ondelettes (WFEM)

De méme, la figure V.6(b) présente I’évolution de la contrainte "o'!" aux deux niveaux

de résolution. La contrainte maximale atteinte est 9930 MPa et la contrainte minimale
moyenne de 1045 MPa. Les résultats sont relativement proches de 'analytique (variation
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de contrainte et de déformation de type créneau) mais avec des valeurs différentes aux
extréma.

Remarque : Des effets de bords ont été relevés sur ces évolutions qui s’expliquent
par des intégrations approchées erronées des termes dérivés de la formulation variation-
nelle 11.47. Ces effets néfastes ont été supprimés au sein de la nouvelle méthode WFEM
improved.

Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

La figure V.7 illustre 1’évolution du déplacement aux deux niveaux de résolution qui
est comparée au déplacement obtenu analytiquement.

0.035

ana{Iytic —
| Level3 ——
0.03 Level 6 —+—

0.025 -

0.02 -

0.015

Displacement [mm]

0.01

0.005

0 1 1 1
0 02 04 06 038

Node reference [/]

FIGURE V.7 — Evolution du déplacement avec la méthode des éléments finis avec ondelettes
(WFEM)

Remarque : L’évolution du niveau de résolution "j=6" permet d’atteindre un résultat
sensiblement proche de ’analytique.

V.3.3.3. Evolution du résidu WFEM

Le graphique V.8 représente I'évolution du résidu [1.47 via la méthode de résolution de
Newton. Des décalages et des coefficients multiplicateurs ont été appliqués afin de donner
plus de lisibilité au graphique.

200 ' ' ' ' Iter 1 x10° " offset 0 ——
Iter 3 x102 offset -200 —+—
lter 5 x10* offset -300 —+—
Iter 8 x106 offset -400 —+—

0

Residu [N]

-200 WA Y

-400

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Node reference [/]

FIGURE V.8 — Evolution du résidu avec la méthode des éléments finis avec ondelettes (WFEM)
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La courbe rouge, qui correspond a la premiere itération, montre une évolution particu-
litre du résidu. Un coefficient multiplicateur de 101 et un décalage de 0 a été imposé. A
ce premier pas de résolution, le résidu équivaut aux forces externes. En effet, les positions
finales X sont initialisées par les valeurs des positions fixes initiales X, la déformation et
donc la contrainte o!' sont alors nulles. La courbe violine représente ’évolution a 1’ité-
ration 3. Des oscillations bréves peuvent étre observées au niveau des nceuds proches du
changement de section. La courbe bleue symbolise, quant a elle, I’évolution a l'itération 5.
Les oscillations présentes au niveau des épaulements s’atténuent assez rapidement. Enfin,
la courbe verte illustre 1’évolution a l'itération 8 avec un coefficient multiplicateur de 10°
et un décalage de -400. Les oscillations sont lissées et le critere de précision de la méthode
de Newton (2 est atteint. Cette évolution du résidu montre bien que les écarts observés sur
les résultats ne sont pas dus a la méthode de Newton, mais bien a la discrétisation retenue.

Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

V.3.4. Résolution avec la méthode WFEM improved : support
mixte polynomiale-ondelettes

V.3.4.1. Maillage et discrétisation

La figure V.9 présente la discrétisation au niveau de résolution "j=3" avec le support
de discrétisation hybride, associant une interpolation polynomiale et une interpolation
fonction d’échelle d’une ondelette de Daubechies d’ordre 6. Cette premiere discrétisation
polynomiale-ondelettes se compose de 9 nceuds répartis sur la longueur totale de 1’élément
(2 nceuds concernant la partie polynomiale et 7 noeuds concernant la partie en ondelettes).
Cet élément particulier dispose de 7 points d’intégration concernant la contribution en
ondelettes et 1 point d’intégration de Gauss.

Ln = s SR LR

B Integration point, wavelet
B Gauss point
® Nodes
® Nodes wavelet
®—© Element

FIGURE V.9 — Poutre discrétisée, interpolation polynomiale-ondelettes, niveau de résolution
Ilj:3ll

La seconde discrétisation, au niveau de résolution "j=6", comprend 65 nceuds et 64
points d’intégration disposés de fagon similaire a la figure V.9.

V.3.4.2. Résultats avec la méthode WFEM improved

La figure V.10(a) illustre I’évolution de la déformation "ej;" aux deux niveaux de
résolution cités précédemment. La courbe bleue indique le niveau de résolution "j=3"
alors que la courbe verte spécifie le niveau "6". La déformation maximale atteinte au
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niveau "3" est de 3,8 % et au niveau "6" de 4,6 % et la déformation minimale au niveau

'3" est de 0,38 % et au niveau "6" de 0,48 %.
7 T T L T |3 T T T L T |3 T
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6 I : Level 6 i 15000 Level 6
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5 B ] —
— © - -
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0 1 1 1 1 500 | | 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Node reference [/]

Node reference [/]

(a) Evolution de la déformation (b) Evolution de la contrainte

FIGURE V.10 — Résultats avec la méthode des éléments finis avec ondelettes améliorée (WFEM
improved)

La figure V.10(b) expose 1’évolution de la contrainte "o'!" aux deux niveaux de réso-
lution. L’allure de ces évolutions est sensiblement identique aux courbes représentant la
déformation "€;;". La contrainte maximale est de 9600 MPa et la contrainte minimale est
de 1010 MPa.

Remarque : Des évolutions particulieres peuvent étre observées sur le premier noeud
de la discrétisation sur les deux graphiques V.10(a) et V.10(b). Cette valeur correspond
a la moyenne des termes calculés avec 'interpolation polynomiale sur ’ensemble de 1’élé-
ment.

Pour confirmer cette valeur, la position finale du dernier noeud de la discrétisation est
prise en considération, et la contrainte et la déformation associée vont étre calculées par
rapport a une géométrie avec une section constante.

La position finale "Lq;" du dernier nceud est de 1,029444 et la position initiale "Ly" est
de 1.
1 Ly)?
€11 = 5 (1 — ( 10)2>
2 (L11)
12 (V.1)

1
= (1- ] =2,8193 %
2 (1,029444e + 00)

o' = E €7 = 210000 2,8193 % = 5920M Pa

Malgré cette erreur sur le premier noeud, les résultats obtenus sont remarquables, car
la méthode est capable de représenter un saut de contrainte avec grande précision. Il faut
également noter que cette évolution particuliere au premier nceud est due a la forme par-
ticuliere de 'ondelette choisie. Une dérivée non nulle au premier point (v(0)) conduirait
a d’autres résultats. Il serait intéressant d’étudier I'impact d’un autre choix d’ondelette
sur cet aspect.

La figure V.11 illustre I’évolution du déplacement aux deux niveaux de résolution qui
est comparée au déplacement obtenu analytiquement.
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FIGURE V.11 — Evolution du déplacement avec la méthode des éléments finis avec ondelettes
améliorée (WFEM improved)

Remarque : L’évolution du niveau de résolution "j=6" permet d’atteindre un résultat
sensiblement identique a l'analytique.

V.3.4.3. Evolution du résidu WFEM improved

Le graphique V.12 représente 1’évolution du résidu IV.3 via la méthode de résolution
de Newton. Des décalages et des coefficients multiplicateurs ont été appliqués pour donner
plus de lisibilité a la figure.

200 ' ' ' ' Iter 1 x10°" offset 0 ——
Iter 3 x102 offset -200 ——
Iter 5 x104 offset -300 —+—
Iter 8 x108 offset -400 ——
0
z
3
3 A
o '200 Tt AV !
-400
1 1 1 1

0 02 04 06 08 1
Node reference [/]

FIGURE V.12 — Evolution du résidu avec la méthode des éléments finis avec ondelettes améliorée
(WFEM improved)

La courbe rouge correspondant a la premiere itération, montre une évolution particu-
liere du résidu qui pour les mémes raisons que pour les autres calculs équivaut aux forces
externes. Une évolution du résidu tres similaire au cas WFEM (cf. I1.12) est retrouvée
avec cette méthode améliorée.
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V.3.5. Comparaison des méthodes FEM, WFEM et WFEM im-
proved

Le graphique V.13 présente ’évolution des erreurs relatives des différentes méthodes
des éléments finis (FEM, WFEM et WFEM improved) en comparaison au résultat ana-
lytique.

L’erreur relative est calculée via la formule V.2 suivante :

X — Renatyii
Erreuryeiative(r) = | meth‘)dg‘% ) analytic(7)]
|szalytic («T) |

(V.2)

0.6 : : : : Analytic vs WFEM ——

Analytic vs WFEM improved —+—
Analytic vs FEM

Relative error [%]

0 02 04 06 08 1
Node reference [/]

FIGURE V.13 — Evolution des erreurs relatives des méthodes FEM, WFEM et WFEM improved

La courbe bleue représente 'erreur relative entre la WFEM improved et le résultat
analytique. La courbe rouge illustre l'erreur relative entre la WFEM et le résultat ana-
lytique. Enfin, la courbe verte montre I’évolution de I'erreur relative entre la FEM et le
résultat analytique. Il est a noter que pour cette derniere, I'erreur relative est nulle compte
tenu du cas particulier étudié et de la discrétisation retenue.

L’erreur relative mesurée entre la méthode des éléments finis en ondelettes et I'analy-
tique, illustrée en rouge, est en dessous de 0,2 %. L’évolution comporte des petites oscil-
lations au niveau des nceuds ou il y le changement de section. L’évolution est importante
sur les deux derniers tiers de la poutre, avec un maximum de 0,17 %.

L’erreur relative évaluée entre la méthode des éléments finis en ondelettes améliorée
et lanalytique, tracée en bleu est en dessous de 0,6 %. Sur la premiére moitié de son
évolution, l'erreur décroit trés rapidement jusqu'a atteindre 0 % et remonte légérement
au deuxieme changement de section a 0,04 % et descend a 0 %. Il est important de no-
ter la présence d’oscillations au niveau des points ou il y a les changements de section.
L’évolution des erreurs relatives WFEM et WFEM improved montrent une asymétrie des
résultats. Cette derniere se justifie par le fait de 'asymétrie de 'ondelette de Daubechies
[.4.

La section V.3 a permis de mettre en application la méthode des éléments finis avec on-
delettes améliorée a travers la résolution d’un probleme 1D. Les résultats obtenus montrent
la capacité de la méthode a représenter avec précision un saut de contrainte et de défor-
mation. Des améliorations de la représentation de la contrainte et de la déformation au
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premier noeud de discrétisation peuvent étre apportées.

Erwan KERGOURLAY Analyse & Résultats

V.4. Conclusion

Le chapitre V a permis de présenter I’application du support de discrétisation hybride,
associant une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes exprimée via
la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies d’ordre 6, au sein de la méthode des
éléments finis. L’ensemble du fonctionnement a été précisé au travers d’un organigramme
de résolution illustré sur un probléme 1D.

Concernant la méthode WFEM improved, des évolutions particulieres sur le premier
neeud de discrétisation ont été relevées sur les deux graphiques V.10(a) et V.10(b). Ces
valeurs correspondent a la moyenne des termes calculés avec 'interpolation polynomiale
uniquement. Ceci est dii a I’évolution particuliere de ’ondelette de Daubechies au premier
neeud.

La comparaison entre les deux méthodes avec support ondelette (WFEM et WFEM
improved) et la méthode analytique V.3.5 a permis d’observer des erreurs relatives infé-
rieures a 0,6%. La méthode WFEM improved se place avec une erreur relative assez élevée
sur le premier quart de la structure par rapport aux autres méthodes, mais cette différence
se justifie par les évolutions particulieres notées sur le premier nceud de discrétisation. Par
contre, sur la seconde moitié, I'erreur relative est proche de de 0%.

Cette application 1D met ainsi en lumiere la capacité de la méthode WFEM improved
et montre que ce support mixte polynomiale-ondelettes constitue une voie pertinente a la
représentation de phénomenes de localisation.
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Conclusion générale

Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale

Les travaux présentés dans cette thése ont porté sur 'amélioration de la méthode des

éléments finis (FEM) et plus particulierement sur la représentation de zones a fort gra-
dient, des singularités.
La littérature expose de nombreuses méthodologies permettant d’analyser ces phénomenes
singuliers via, par exemple, des méthodes dites adaptatives (méthodes h, p, r, s) ou en-
core des méthodes multi grilles ou la méthode XFEM. Les applications de ces méthodes
montrent leurs intéréts certains a améliorer la représentation des singularités. Toutefois,
ces dernieres présentent également des inconvénients tels que 'augmentation importante
du nombre de degrés de liberté, la création de conditions limites de frontieres particulieres
ou encore les difficultés liées aux opérations de projection pour passer d’une grille de ré-
solution a une autre. Ceux-ci influent directement sur le temps de résolution. Or dans un
contexte industriel, il est nécessaire d’avoir des résultats précis et dans un temps limité.
Dans ce contexte, une méthode des éléments finis avec ondelettes (WFEM) a été récem-
ment développée. Les ondelettes sont classiquement utilisées pour améliorer I’analyse et
le traitement du signal. Elles ont, en effet, la capacité a représenter naturellement des
phénomenes discontinus. Cet atout en fait leur notoriété et leur intérét dans le cadre de
la. WFEM. Des améliorations sont constamment apportées a la méthode des éléments
finis avec ondelettes. Néanmoins, les articles relatifs a cette méthodologie ont montré une
difficulté concernant I'étape d’intégration, en particulier par 1'utilisation des ondelettes
de Daubechies. En effet, il est alors nécessaire de calculer au préalable les coefficients de
connexion. Néanmoins, cette famille d’ondelettes possede des particularités intéressantes
et permet de détecter facilement des phénomenes particuliers. Le potentiel de la WFEM
a orienté ces travaux de these a la création d’'une méthode générale qui a la capacité
de résoudre a la fois des problemes réguliers et des systéemes qui peuvent se révéler plus
complexes.

Le chapitre II a présenté I'introduction de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 au sein
de la méthode des éléments finis ainsi que des améliorations de la méthode. Le choix de
I'ordre de 'ondelette a été fait de maniere arbitraire.

Une premiére partie a permis de comprendre les différents aspects de la décomposition
en ondelettes et de mettre en lumiere la difficulté de la méthode des ondelettes a repré-
senter une fonction dérivée. Un phénomene de bords apparaissait sur le premier nceud du
domaine en raison de la conception particuliere de la matrice de décomposition via 'utili-
sation de la méthode du zéro padding. Malgré cette limitation, des résultats, relativement
précis, ont été obtenus. Un point important a également été abordé par 'imposition de
conditions limites de Dirichlet. Une technique particuliere a été mise en place permettant
ainsi de retrouver la flexibilité de I'interpolation nodale classique. Cette méthode consiste
a projeter, dans un premier temps, les coefficients d’approximation de la base V; au re-
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pere de I’élément et dans un second temps d’imposer les conditions limites de Dirichlet
sur les termes appartenant au repere de I’élément. Les formulations variationnelles sont
ainsi définies par un support de discrétisation qui se compose de la fonction d’échelle de
I'ondelette de Daubechies.

Une deuxiéme partie a permis de décrire la phase d’intégration, ou deux méthodes
d’intégration ont été présentées.

La premiere méthode s’appuie sur la méthode d’intégration habituellement présentée dans
la littérature via l'utilisation de coefficients de connexion. La littérature a montré la né-
cessité de calculer 'ensemble des valeurs au préalable, ce qui peut représenter des cotits
supplémentaires liés au temps de calcul. De plus, cette méthode classique impose de
connaitre la forme explicite des fonctions a intégrer ce qui la rend inapplicable dans le cas
d’un comportement mécanique complexe quelconque.

La seconde méthode est une technique développée par ces travaux de these. L’objectif est
d’intégrer une nouvelle décomposition en ondelettes correspondant a I’approximation du
produit des termes de la formulation variationnelle. La validation de la méthode d’intégra-
tion approchée par 'intégration du produit de différentes fonctions arbitraires a montré
des résultats encourageants. La comparaison effectuée entre la méthode d’intégration ap-
prochée et une méthode de type Gauss a révélé que la méthode d’intégration approchée
n’était pas performante pour des fonctions régulieres de type polynomiales. Par contre,
pour des phénomenes de localisation, type apparition de bande de transformation qui se-
rait représenté par une fonction porte, la méthode converge rapidement vers une intégrale
précise. L’utilisation d’une nouvelle décomposition en ondelettes dans I'intégrale permet
d’avoir une certaine flexibilité car il est, alors, possible de choisir un nombre inférieur de
points que ceux utilisés pour le calcul de la cinématique. Cette particularité se révele inté-
ressante pour diminuer les temps de calcul. Elle ouvre également la possibilité de retenir
un ordre d’ondelette différent voire d’utiliser une autre famille d’ondelette.

Une troisiéme partie a été dédiée a la mise en application de la méthode proposée avec
I'utilisation d’une ondelette de Daubechies d’ordre 6 a travers la résolution de deux pro-
blemes académiques 1D. Cette investigation a permis d’illustrer le potentiel de la méthode
pour la résolution de problémes singuliers. En revanche, dans le cas d’évolution réguliere,
la méthode des éléments finis traditionnelle permet d’obtenir de meilleurs résultats. L’ob-
jectif, pour la suite des travaux de these, a, alors, été de développer une méthode hybride
permettant de combiner la méthode des éléments finis traditionnelle a la méthode des
élément finis avec ondelettes dans l'optique d’avoir une méthode générale qui s’adapte
automatiquement au probleme analysé.

Erwan KERGOURLAY

Conclusion générale

Le chapitre 111 expose la construction de ce support de discrétisation hybride associant
a la fois une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes exprimée via
la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre N. L’apport de l'interpolation
en ondelettes est d’enrichir localement l'interpolation native polynomiale. L’objectif du
couplage est de représenter la partie réguliere de la réponse par le support polynomial et
la partie irréguliere via le support fonction d’échelle de 'ondelette au niveau de résolution

nsn

J
La création du support a été présentée dans une premiere partie, ou un point important

a été abordé concernant ’application de conditions particulieres sur le support de discréti-
sation. L’application de ces conditions spécifiques a été imposée plus particulierement sur
la contribution en ondelettes. L’objectif était, en effet, d’obtenir le support en ondelettes
uniquement sur les points intermédiaires de la discrétisation de 1’élément. La représenta-
tion de fonctions arbitraires a montré un réel potentiel de cette proposition d’amélioration
que ce soit pour des fonctions régulieres ou pour représenter des discontinuités.
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Une seconde partie a concerné 1’étape d’intégration. La méthode d’intégration déve-
loppée est similaire a celle du chapitre 11, mais elle se distingue par ’ajout de I'intégration
de la partie polynomiale. Cette méthode d’intégration approchée a été validée a travers
I'intégration du produit de différentes fonctions arbitraires et elle a montré des résultats
remarquables. Avec cette nouvelle méthode d’intégration hybride, les deux spécificités vues
pour le cas de I'ondelette seule sont conservées, a savoir, la possibilité de choisir, d'une
part, un ordre différent de 'ondelette et, d’autre part, un nombre inférieur de points que
ceux utilisés pour le calcul de la cinématique.

Erwan KERGOURLAY

Conclusion générale

L’adaptabilité du support hybride en fonction de I'importance des singularités ob-
servées a été abordée dans la chapitre IV. L’objectif était d’utiliser 'interpolation en
ondelettes comme enrichissement local et adaptatif en fonction des phénomenes singuliers
présents sur I’élément.

Deux techniques associées ont été introduites. La premiére consiste a détecter et a
surveiller d’éventuelles singularités. La seconde a pour role de définir le niveau de résolu-
tion "j" adapté permettant ainsi d’analyser et de représenter avec justesse ces phénomenes
singuliers. Ces deux techniques s’appuient sur 'analyse des coefficients de détails dans le
cas de la détection et I’étude de coefficients d’approximation sur deux niveaux dans le cas
de la définition du niveau de résolution. L’application des techniques a travers I’étude 1D
avec deux variations de section a illustré une capacité certaine de détection ainsi qu’'une
approximation tres précise du saut de contrainte/déformation.

L’introduction du support hybride au sein de la méthode des éléments finis a été dé-
taillée dans ce chapitre. Les développements sont relativement similaires au chapitre II.
A noter qu'il est nécessaire de pouvoir calculer les éléments de la métrique aux points
de définition de l'ondelette et aux points de Gauss. La localisation de ces points étant
généralement différente, une méthode d’approximation des points de Gauss via les points
de 'ondelette a été proposée.

L’application du support de discrétisation hybride associant une interpolation linéaire
et une interpolation en ondelettes exprimée par la fonction d’échelle de I'ondelette de
Daubechies d’ordre 6 a été présentée dans le chapitre V.

La méthodologie générale, dans un cadre non linéaire, a été synthétisée a l'aide d'un
organigramme général. Elle est établie en trois étapes dans le cas de la résolution d'un
probleme 1D via le support hybride (WFEM improved). La premiére étape consiste a
paramétrer le calcul et a modéliser la géométrie. La deuxieme étape concerne la méthode
de résolution de Newton. La derniere étape, en fin, correspond a ’analyse des singularités.

L’application numérique du support hybride au test académique, comparée aux autres
méthodes (FEM, WFEM) permet d’en illustrer ses capacités. Néanmoins, des erreurs de
représentation sur les bords de I’élément ont été relevées. Toutefois, il est important de
noter que l'analyse via la méthode des éléments finis avec ondelettes améliorée (WFEM
improved) s’est révélée plus précise que la méthode des éléments finis avec ondelettes
(WFEM). La comparaison effectuée entre la WFEM improved et la méthode des élé-
ments finis traditionnelle, apres raffinement local, ne permet pas de juger correctement
I’apport du support hybride a la méthode de résolution. En effet, le maillage raffiné, pré-
senté dans ces travaux, est un cas idéal d’analyse pour la FEM car la variation de section
intervient exactement a la jonction des éléments. Dans le cas, ou une localisation se pro-
duirait dans I’élément, la représentation avec la FEM serait par conséquent erronée alors
que la méthode WFEM permettrait naturellement de la modéliser.

Ainsi cette étude a permis de montrer que la méthode des éléments finis avec un
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support de discrétisation hybride polynomiale-ondelettes, proposée, constitue une voie
pertinente pour 'analyse et la représentation de singularités.

Erwan KERGOURLAY Perspectives

Perspectives

Plusieurs aspects de ces travaux nécessitent d’étre explorés et approfondis en com-
mencant, tout d’abord, par les méthodes de décomposition en ondelettes du chapitre II.
Bien quune décomposition ait été effectuée avec une ondelette de Daubechies d’ordre 6,
I’ensemble des ondelettes composant cette famille n’a été étudié. L’idée consisterait ainsi
a approfondir cette étude actuelle via 1'utilisation d’ondelette de Daubechies d’ordre dif-
férent. Il est, ainsi, possible qu'une ondelette avec un ordre inférieur soit moins précise
pour déterminer les coefficients d’approximation. Néanmoins, il est difficile de tirer des
conclusions sans avoir fait une étude préalable.

Ce chapitre II a permis également de mettre en ceuvre une nouvelle méthode d’in-
tégration ayant pour objectif d’intégrer une nouvelle décomposition en ondelettes. Cette
derniere correspond a ’approximation du produit des termes de la formulation variation-
nelle. Cette méthodologie posséde certaines particularités : d’'une part, un nombre inférieur
de points que ceux utilisés pour le calcul de la cinématique peut étre choisi et d’autre part,
une ondelette d'un ordre différent ou d’une autre famille d’ondelettes peut également étre
sélectionnée. Deux études pourraient étre ainsi menées : la premiere consisterait a relever
les résultats des intégrales en fonction de 'ordre de 'ondelette et la seconde aurait pour ob-
jectif d’analyser I'influence d’une autre famille d’ondelettes sur ces résultats des intégrales.

Le chapitre III a présenté une méthode d’intégration hybride, associant 'intégration
de la partie polynomiale et 'intégration de la fonction d’échelle de I'ondelette de Daube-
chies. Une étude permettrait d’évaluer 'influence du degré de I'interpolation polynomiale
sur les résultats des intégrales.

Le chapitre IV a montré qu’il était nécessaire d’avoir un nombre conséquent de points
pour représenter avec précision les sauts de section (65 points - niveau de résolution 6).
Néanmoins, la littérature a montré la possibilité d’avoir un support plus approprié via
I'utilisation de la méthode de "lifting scheme'. Une étude consisterait ainsi a introduire
cette méthode afin d’enrichir localement la zone de 1’élément ou le phénomene particulier
se produit. Cette méthode permettra ainsi de réduire le nombre de points global et par
conséquent de diminuer le temps de calcul, tout en conservant une précision de la repré-
sentation des singularités. La méthodologie de détection présentée dans ces travaux s’est
révélée étre performante pour la structure étudiée. En revanche, elle s’est avérée limitée
a la détection de variation de section, il serait par conséquent intéressant de trouver une
méthode plus étendue.

Le chapitre V a illustré le support de discrétisation hybride a travers la résolution
d’un probleme académique. Des problemes de représentation sur les bords de 1’élément
ont été relevés en raison de la forme particuliere de I’ondelette choisie. Il serait intéressant
d’étudier 'impact d'une autre famille d’ondelette sur cet aspect.
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Finalement, la validation compléte du support de discrétisation 1D, apres la repré-
sentation précise des bords, permettra ainsi d’étendre le modele en 2D, puis en 3D. La
littérature a montré des études sur l'extrapolation de la méthode WFEM en 2D et 3D,
il serait intéressant de s’appuyer sur ces travaux pour 'extension du modele WFEM im-
proved.

Perspectives
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ANNEXE A

Etapes concernant le calcul des valeurs
initiales de la fonction d’échelle D6

Cette annexe illustre les différentes étapes de la détermination des valeurs initiales de
la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6. Les formules analytiques sont
présentées au chapitre 1.3.3.

Les coefficients du filtre passe-bas "h;" associé a 'ondelette de Daubechies d’ordre 6
sont extraits de la bibliotheque des Ondelettes réalisée par I'université de Stanford, télé-
chargeable a ’adresse http://statweb.stanford.edu/~wavelab/Wavelab_850/download.
html.

3.32670553 8.06891509 4.59877502 || -1.35011020 || -8.54412739 || 3.52262918
e-01 e-01 e-01 e-01 e-02 e-02

TABLE A.1 — Valeurs des coefficients h; du filtre passe-bas de ’ondelette de Daubechies d’ordre
6

Les coefficients du filtre passe-bas "h;" sont transformés en coefficient "p;" via la rela-
tion :

pi = V2h (A1)

4.70467208 1.14111691 6.50365000 || -1.90934415 || -1.20832208 || 4.98174997
e-01 e+00 e-01 e-01 e-01 e-02

TABLE A.2 — Valeurs des coefficients p; de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6

La formule de récurrence concernant la fonction d’échelle de ’ondelette de Daubechies
d’ordre 6 est utilisée et définie par la relation suivante :

6-1
¢(r) = > pjd(2 — j) (A2)
j=0
Un systeme d’équations est ainsi déduit :
MP =73 (A.3)
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Annexe A

La matrice M est construite a partir de la formule de récurrence :

po O
P2 D1
P4 D3

0 ps
0 O
0 0

0

po 0 0
P2 N

0 O

o O O

Po

Pa p3 P2 M

0
0

Ps DPa D3

0 0 ps]

(A4)

Dans l'optique d’obtenir une solution non nulle, le systeme conduit a une équation
aux valeurs propres );. Les valeurs propres de la matrice M sont les scalaires \; vérifiant :

det(M — \,,)) =0

Les valeurs propres obtenues sont :

9.99999999

avec I la matrice d’identité et n ’'orde de la matrice

4.70467208

(A.5)

4.98174997

-2.70284707
e-01

2.50000000
e-01

5.00000000
e-01

e-01

e-01

e-02

TABLE A.3 — Valeurs propres de la matrice M

et les vecteurs propres associés sont les suivants :

| VEP(0) | VEPQ) | VEP(2) [IMEB@IN VEP4) | VEP() |
0 0 0 0 2.35226539 0
e-01
-2.23606798 || -4.37681400 || -5.80210935 || -9.55433573 || -6.89860017 || -3.36205116
e-01 e-01 e-01 e-01 e-01 e-01
6.70820393 || 8.29016969 || 7.90667317 || 2.86582862 | 6.58220819 || 7.79864018
e-01 e-01 e-01 e-01 e-01 e-01
-6.70820393 || -3.44989740 || -1.94823168 || -7.07605771 || -1.87767742 | -3.22361357
e-01 e-01 e-01 e-02 e-01 e-01
2.23606798 || -4.63458295 || -1.56332145 || -3.14508720 || -1.58195987 || -3.50048876
e-01 e-02 e-02 e-03 e-02 e-01
0 0 0 0 0 2.28751331
e-01

TABLE A.4 — Valeurs propres de la matrice M

La valeur propre 1 est repérée et le vecteur propre associé est ainsi extrait. La raison

de ce choix vient du fait que le systeme A.3 correspond uniquement a la valeur propre 1.
Ce vecteur est ensuite normalisé, par la division de ce vecteur par la somme de ses termes.

Les valeurs initiales de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 sont
ainsi obtenues.

0 0.12863351
e+01

-0.38583696
e+00

0.95267546
e-01

0.42343456 0
e-02

TABLE A.5 — Valeurs initiales de la fonction d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6
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ANNEXE B

Etapes concernant le calcul des valeurs
initiales de la fonction d’échelle dérivée
premiere D6

Cette annexe illustre les différentes étapes de la détermination des valeurs initiales de
la fonction d’échelle dérivée premiere de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6. Les formules
analytiques sont présentées au chapitre 1.3.4.

La formule de récurrence concernant la dérivée premiere de la fonction échelle de
I'ondelette de Daubechies d’ordre 6 est utilisée et définie par la relation suivante :

6-1
oWV (z) = 21 Zpkgb(l)(Zx — k) (B.1)
k=0
ou les coefficients pp ont été présentés a 'annexe précédente. Un systeme d’équations
est ainsi déduit :

M(l)gb(l) _ 2—1¢(1) (B.Q)

La matrice M) est construite a partir de la formule de récurrence :

0 0 0 0 0 O]
pr po 0 O
b3 P2 P1 Do
bs P4 D3 D2

0 0 ps pa
0O 0 0 0 0 O

(B.3)

o O O O O
o O O o o

Dans l'optique d’obtenir une solution non nulle, le systeme conduit a une équation
aux valeurs propres \;.
Les valeurs propres obtenues sont :

VAP(O) VAP(l) VAP(3) VAP4) VAP(5)
-2.70284707 || 2.50000000 5.00000000 9.99999999 0 0
e-01 e-01 e-01 e-01

TABLE B.1 — Valeurs propres de la matrice M)

et les vecteurs propres associés sont les suivants :
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0 0 0 0 1

-2.23606798 || -4.37681400 || -5.80210935 || -9.55433573 0
e-01 e-01 e-01 e-01

6.70820393 || 8.29016969 || 7.90667317 || 2.86582862 0
e-01 e-01 e-01 e-01

-6.70820393 || -3.44989740 || -1.94823168 || -7.07605771 0
e-01 e-01 e-01 e-02

2.23606798 || -4.63458295 || -1.56332145 || -3.14508720 0
e-01 e-02 e-02 e-03

0 0 0 0 0

Annexe B

TABLE B.2 — Valeurs propres de la matrice M)

La valeur propre 27! est repérée et le vecteur propre associé est extrait. Le fait de
chercher la valeur propre 27! correspond & la dérivée premiére. La normalisation de ce
vecteur est effectuée via la relation suivante :

N-2

2. (—2)' oM (a) = 1! (B.4)
Sum = (—1) . (—5.80210935¢ — 01) + (—2) . (7.90667317¢ — 01)
+(=3) . (—1.94823168¢ — 01) + (—4) . (—1.56332145¢ — 02) (B.5)

= —3.54121338e — 01

Les valeurs initiales de la fonction d’échelle dérivée au premier degré de I'ondelette de
Daubechies d’ordre 6 sont ainsi obtenues.

0 0.16384523
e+01

-0.22327582
e+01

0.55015936 0.44146491 0
e+00 e-01

TABLE B.3 — Valeurs initiales de la fonction d’échelle dérivée au premier degré de 'ondelette de
Daubechies d’ordre 6
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ANNEXE C

Etapes concernant le calcul des valeurs
initiales de la fonction d’échelle intégrée D6

Cette annexe illustre les différentes étapes de la détermination des valeurs initiales de
la fonction d’échelle intégrée de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6. Les formules analy-
tiques sont présentées au chapitre 1.3.5.

La formule de récurrence concernant la premiere intégrale de la fonction échelle de
I'ondelette de Daubechies d’ordre 6 est utilisée et définie par la relation suivante :

6—1
o) () =271 Y prd) (22 — k) (C.1)
k=0

ou les coefficients py ont été présentés a 'annexe A. Un systeme d’équations est ainsi
déduit :
(I =27"MW)g,) = (C) (C.2)

Il faut constater que la matrice M) de 'annexe B est utilisée dans cette relation.
La matrice [I — 271 M (1)] est construite par rapport au systeme :

1 0 0 0 0 0
0 1-0.5p; —0.5.p9 0 0 0
0 —0.5. 1—20.5. —0.5. —0.5. 0
_o—lys(1) _ p3 P2 D1 Do
[=2"M 0 —0.5.p5 —0.5.p4, 1—05p3 —0.5p 0 (C.3)
0 0 0 —0.5.ps 1—05.ps O
10 0 0 0 0 1]

Le vecteur (C') est ensuite défini et ces termes sont déterminés via la formule suivante :
6-1

Ci =271 pruoy(2i — k) et 20—k >6—1 (C.4)
k=0

Cette relation met en évidence une des particularités de I'ondelette de Daubechies, qui
correspond a :

be
b (X) = /0 Sy)dy=1 siX>=N-1 (C.5)
Le vecteur (C) équivaut a :
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(€)=(0 0 0 1.61158412¢+00 2.07101471e + 00 2)T (C.6)

En résolvant le systeme d’équations C.2, les valeurs initiales de la fonction d’échelle
intégrée au premier degré peuvent étre déduites.

0 0.60074157 || 0.10967114 || 0.98548673 | 0.99965909 1

e+00 e+01 e+00 e+00

TABLE C.1 — Valeurs initiales de la fonction d’échelle intégrée au premier degré de 'ondelette
de Daubechies d’ordre 6
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ANNEXE D

Résultats concernant ’ondelette de
Daubechies D6

Cette annexe présente les moments translatés concernant 1’ondelette de Daubechies
d’ordre 6, les coefficients de connexion I'); et ng}’l. Ces coefficients de connexion repré-
sentent les valeurs de l'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle et les valeurs de
I'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle dérivées au premier ordre.

Le tableau D.1 illustre les moments translatés de 'ondelette de Daubechies d’ordre

6 en fonction du degré du polynome "z" et du facteur de translation "k". Les formules

analytiques sont présentées au chapitre 1.3.8.

1.00000000 || 1.00000000 || 1.00000000 {| 1.00000000 || 1.00000000
e+00 e+00 e+00 e+00 e+00
-3.18259883 || -2.18259883 || -1.18259883 || -1.82598832 || 8.17401168
e+00 e+00 e+00 e-01 e-01
1.01289353 || 4.76373766 || 1.39854000 || 3.33423335 | 6.68144669
e+01 e+00 e+00 e-02 e-01

n_n

du polynome "z
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Le tableau D.2 représente les valeurs de l'intégrale du produit de deux fonctions
d’échelle de 'ondelette de Daubechies d’ordre 6 en fonction des facteurs de translation
'k" et '1" symbolisée via I'} ;. Ces intégrales sont calculées par rapport aux bornes [0 :1].
Les formules analytiques sont présentées a la partie 1.3.11.1.

1.47791133 || 3.24935171 || -1.34388719 || 4.41328283 || -5.13282702
e-06 e-05 e-04 e-04 e-16
3.24935171 1.33846092 || -5.68478777 || 1.89275244 || -4.41328283
e-05 e-03 e-03 e-02 e-04
-1.34388719 || -5.68478777 || 3.10635327 || -1.17675941 || -1.87931357
e-04 e-03 e-02 e-01 e-02
4.41328283 1.89275244 || -1.17675941 || 4.70948730 1.23328236
e-04 e-02 e-01 e-01 e-01
-5.13282702 || -4.41328283 || -1.87931357 || 1.23328236 || 4.96647798
e-16 e-04 e-02 e-01 e-01

TABLE D.2 — Valeurs de l'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle de 'ondelette de
Daubechies d’ordre 6 en fonction des facteurs de translation "k" et "1", Fg}l

Le tableau D.3 expose les valeurs de I'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle
dérivées, aux degrés de dérivation identiques d; = dy = 1 de 'ondelette de Daubechies
d’ordre 6 en fonction des facteurs de translation "k" et "' nommée ngll’l. Ces intégrales
sont calculées par rapport aux bornes [0 :1]. Les formules analytiques sont présentées a la
partie 1.3.11.3.

1.98359243 || 1.53079476 || -4.77946450 || 8.40745335 || -5.35714286
e-04 e-03 e-03 e-03 e-03
1.53079476 || 4.60236099 || -1.28299571 || 2.03438334 || -1.22693168
e-03 e-02 e-01 e-01 e-01
-4.77946450 || -1.28299571 || 4.67364636 || -1.01181721 || 6.77531606
e-03 e-01 e-01 e+00 e-01
8.40745335 || 2.03438334 | -1.01181721 || 3.05186163 || -2.25189021
e-03 e-01 e+00 e+00 e+00
-5.35714286 || -1.22693168 || 6.77531606 || -2.25189021 || 1.70240891
e-03 e-01 e-01 e+00 e+00

TABLE D.3 — Valeurs de 'intégrale du produit de deux fonctions d’échelle dérivées de ’ondelette
de Daubechies d’ordre 6 en fonction des facteurs de translation "k" et "l", Fg;ll’l
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Résumé : La modélisation numérique via la méthode des éléments finis utilise clas-
siquement des fonctions de forme polynomiale qui de par leur régularité représentent
difficilement des évolutions singulieres telles que celles observées dans les phénomenes de
localisation en mécanique. Pour pallier cette difficulté, ces travaux de these ont eu pour
objectif de proposer un nouveau support d’approximation adaptatif couplant la méthode
de représentation par ondelettes a la méthode des éléments finis classique. Dans le do-
maine du traitement du signal, la méthode des ondelettes montre un réel potentiel pour
traiter les phénomenes singuliers. L’étude porte sur la création d’un support de discréti-
sation hybride, associant une interpolation polynomiale et une interpolation en ondelettes
exprimée via la fonction d’échelle de I'ondelette de Daubechies. Ce couplage permet de
représenter la partie réguliere de la réponse via le support polynomial et les éventuelles
singularités a ’aide du support en ondelettes. L’adaptation du support hybride est effec-
tuée via 'apport multirésolution, qui ajuste le support en fonction de 'importance des
singularités observées. Une méthodologie de détection et d’enrichissement automatique
est réalisée ayant pour objectif d’obtenir le support optimum. L’ondelette de Daubechies
n’étant connue qu’en des points discrets, une méthode d’intégration particuliere est pro-
posée. Une modification de l'interpolation naturellement non nodale de 'ondelette est
également introduite, de maniere a pouvoir imposer des conditions limites classiques no-
dales. Une illustration de la méthode et de son implémentation informatique est présentée
via une étude académique 1D.

Mots clefs : Méthodes des Eléments Finis, Méthode des Eléments Finis avec Onde-
lettes, Méthode de Newton, Couplage interpolation polynomiale et interpolation fonction
d’échelle, Méthode d’intégration, Méthode adaptative, Enrichissement local, Détection,
Singularités, Phénomenes locaux

Finite element for finite transformations with a wavelet support

Abstract : The numerical modelling with the finite element method conventionally
uses functions of polynomial form which, by their regularity, hardly represent singular
evolutions such as those observed in the phenomena of localization in mechanics. To solve
the issue, the aim of this thesis was to propose a new adaptive approximation support
coupling the wavelet representation with the classical finite element method. In the field of
signal processing, the wavelet method shows a real capacity to treat singular phenomena.
This research study deals with the creation of a hybrid discretisation support, including a
polynomial interpolation and a wavelet interpolation formulated with the scaling function
of the Daubechies wavelet. The regular part of the solution is represented with the polyno-
mial support and the singularities are visualised with the wavelet support. The adaptation
of the hybrid support is carried out with the multiresolution contribution, which adjusts
the support according to the importance of observed singularities. An automatic detec-
tion and enrichment method is carried out in order to obtain the optimum support. The
Daubechies wavelet being known only in discrete points, a particular integration method
is proposed. A modification of the not nodal naturally interpolated wavelet interpolation
is also introduced, in order to impose classical nodal boundary conditions. An illustra-
tion of the method and its computer implementation is presented via a 1D academic study.

Key words : Finite Element Method, Wavelet Finite Element Method, Newton Me-

thod, Polynomial interpolation and scaling function interpolation coupling, Integration
Method, Adaptive Method, Local enrichment, detection, singularities, local phenomena

Eléments finis en transformations finies, a base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



N°ordre 472

Eléments finis en transformations finies, & base d’ondelettes Erwan Kergourlay 2017



	Introduction générale
	Méthodes et outils
	Introduction
	Méthodes et outils développés pour visualiser les singularités
	Introduction
	Méthodes adaptatives
	Méthodes de raffinement du maillage
	Méthodes d'amélioration des fonctions de discrétisation
	Méthodes adaptatives combinées

	Méthodes multi-grilles locales
	Méthode XFEM
	Méthode FEM avec discrétisation en ondelettes (WFEM)
	Historique
	Généralités sur les ondelettes
	Analyse multirésolution (AMR)
	Effets de bords concernant les transformées en ondelettes discrètes (TOD)
	Généralités des propriétés des ondelettes
	Méthode des éléments finis avec Ondelettes WFEM 

	Conclusion

	Ondelettes de Daubechies
	Introduction
	Rappel sur la définition des ondelettes de Daubechies
	Détermination des valeurs initiales de la fonction d'échelle de l'ondelette de Daubechies
	Valeurs initiales des fonctions d'échelle de l'ondelette de Daubechies d'ordre 4, 6, 8 et 10

	Détermination des valeurs initiales de la fonction d'échelle dérivée de l'ondelette de Daubechies
	Valeurs initiales des fonctions d'échelle dérivées de l'ondelette de Daubechies d'ordre 4, 6, 8 et 10

	Détermination des valeurs initiales de la fonction d'échelle intégrée de l'ondelette de Daubechies
	Valeurs initiales des fonctions d'échelle intégrées de l'ondelette de Daubechies d'ordre 4, 6, 8 et 10

	Intégration fonction d'échelle, en fonction du niveau de résolution "j" et sur une intervalle [a:b] 
	Particularités des ondelettes de Daubechies
	Détails sur le calcul des Moments de la fonction d'échelle
	Intégrales classiques associées aux fonctions de base des ondelettes de Daubechies
	 Intégration d'une fonction d'échelle et fonction d'échelle dérivée sur l'intervalle [0:1] et sur un niveau de résolution "j" quelconque 
	Détails sur le calcul des coefficients de connexion 0k
	Calcul des coefficients de connexion jk par rapport au niveau de résolution "j"
	Détails sur le calcul des coefficients de connexion 0;d1k
	Calcul des coefficients de connexion j;d1k par rapport au niveau de résolution 'j'

	Intégration du produit de deux fonctions d'échelle et du produit de deux fonctions d'échelle dérivées sur l'intervalle [0:1] et sur un niveau de résolution "j" quelconque
	Détails sur le calcul des coefficients de connexion k,l0 :
	Calcul des coefficients de connexion k,lj par rapport au niveau de résolution 'j' :
	Détails sur le calcul des coefficients de connexion k,l0;d1,d2 : 
	Calcul des coefficients de connexion k,lj;d1,d2 par rapport au niveau de résolution 'j' :

	Conclusion

	Conclusion

	Introduction d'une ondelette dans la méthode des éléments finis
	Introduction
	Formulation variationnelle WFEM
	Préambule
	Représentation d'une fonction via une fonction d'échelle sur un domaine R
	Mise en œuvre de la décomposition en ondelettes
	Bornes inférieures et supérieures pour le facteur translation
	Représentation d'une fonction définie via une fonction d'échelle sur un intervalle défini [a:b]
	 Analyse Multirésolution
	 Représentation d'une fonction dérivée via une fonction d'échelle dérivée sur un domaine
	 Représentation d'une fonction intégrée via une fonction d'échelle intégrée sur un domaine [0:1]
	Validation de la méthode de décomposition en ondelettes

	Application de conditions limites dans le cadre éléments finis
	Projection des coefficients d'approximation
	Exemple illustrant la méthodologie pour imposer une condition limite de Dirichlet

	Formulation variationnelle WFEM : application en 1D
	Définition des termes de la formulation variationnelle WFEM 
	Définition des termes du résidu
	Définition des termes de l'opérateur tangent


	Intégration du support de discrétisation fonction d'échelle de l'ondelette de Daubechies
	Intégration du résidu
	Intégration des fonctions membres
	Méthode d'intégration approchée par ondelettes 
	Validation de la méthode d'intégration approchée sur des fonctions arbitraires

	Intégration de la variation du résidu

	Méthode de résolution de Newton
	WFEM Résolution de problèmes
	Présentation des géométries
	Résultats analytiques
	Discrétisation de la structure
	Analyse des résultats avec la méthode WFEM
	Évolution du résidu concernant la méthode de résolution de Newton

	Conclusion

	Construction d'un support de discrétisation hybride
	Introduction
	Support de discrétisation hybride, interpolation polynomiale-ondelettes
	Préambule
	Interpolation polynomiale : rappel et notation
	Interpolation en ondelettes : rappel et notation 

	Création du support hybride, interpolation polynomiale-ondelettes 
	Représentation d'une fonction via un couplage polynomiale-ondelettes sur un intervalle [0 :1] 
	Imposition de conditions particulières pour la décomposition polynomiale-ondelettes
	Évolution des fonctions d'interpolation polynomiale-ondelettes 
	Validation de la méthode de décomposition hybride polynomiale-ondelettes 


	Intégration du support de discrétisation hybride
	Méthode d'intégration du résidu
	Développement de la méthode d'intégration analytiquement
	Validation de la méthode d'intégration approchée sur des fonctions arbitraires

	Intégration de la variation du résidu avec le support hybride

	Conclusion

	Détection de la singularité et présentation de la méthode WFEM improved
	Introduction
	Détection d'une localisation et définition du niveau de résolution "j"
	Préambule
	Détection et localisation du phénomène
	Méthodologie de détection et surveillance de phénomènes particuliers
	 Illustration de la méthode de détection sur la poutre étudiée du chapitre II.4

	Définition du niveau de résolution
	Méthodologie de définition du niveau de résolution
	Illustration de la méthode de définition du niveau de résolution sur la poutre étudiée du chapitre II.4


	Résolution de la méthode éléments finis via la méthode de Newton avec un support de discrétisation hybride
	Préambule
	Méthode de résolution de Newton
	Définition des termes du résidu
	Définition des termes de l'opérateur tangent
	Étapes de résolution via la méthode de Newton


	Conclusion

	Analyse et illustration de la méthode WFEM improved
	Introduction
	Organigramme de résolution d'un problème mécanique 1D via la méthode hybride WFEM improved
	Résolution d'un problème 1D, présentation des résultats via les différentes méthodes
	Rappel de la géométrie
	Résolution en éléments finis avec interpolation polynomiale
	Maillage et discrétisation
	Résultats avec la méthode FEM

	Résolution avec la méthode WFEM : supports ondelettes purs, rappels 
	Maillage et discrétisation
	Résultats avec la méthode WFEM
	Évolution du résidu WFEM

	Résolution avec la méthode WFEM improved : support mixte polynomiale-ondelettes
	Maillage et discrétisation
	Résultats avec la méthode WFEM improved
	Évolution du résidu WFEM improved

	Comparaison des méthodes FEM, WFEM et WFEM improved

	Conclusion

	Conclusion générale et perspectives
	Étapes concernant le calcul des valeurs initiales de la fonction d'échelle D6
	Étapes concernant le calcul des valeurs initiales de la fonction d'échelle dérivée première D6
	Étapes concernant le calcul des valeurs initiales de la fonction d'échelle intégrée D6
	Résultats concernant l'ondelette de Daubechies D6



