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Modèles bayésiens non paramétriques pour la segmentation jointe d’images

Ce travail porte sur la segmentation jointe d’un ensemble d’images dans un cadre bayésien.
Le modèle proposé combine le processus de Dirichlet hiérarchique (HDP) et le champ de Potts.
Ainsi, pour un groupe d’images, chacune est divisée en régions homogènes et les régions simi-
laires entre images sont regroupées en classes. D’une part, grâce au HDP, il n’est pas nécessaire
de définir a priori le nombre de régions par image et le nombre de classes, communes ou non.
D’autre part, le champ de Potts assure une homogénéité spatiale. Les lois a priori et a posteriori
en découlant sont complexes rendant impossible le calcul analytique d’estimateurs. Un algo-
rithme de Gibbs est alors proposé pour générer des échantillons de la loi a posteriori. De plus,
un algorithme de Swendsen-Wang généralisé est développé pour une meilleure exploration de
la loi a posteriori. Enfin, un algorithme de Monte Carlo séquentiel a été défini pour l’estimation
des hyperparamètres du modèle.

Ces méthodes ont été évaluées sur des images-test et sur des images naturelles. Le choix de
la meilleure partition se fait par minimisation d’un critère indépendant de la numérotation. Les
performances de l’algorithme sont évaluées via des métriques connues en statistiques mais peu
utilisées en segmentation d’image.

Mots-clés : inférence bayésienne, méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov, Monte
Carlo séquentiel, bayésien non paramétrique, processus de Dirichlet hiérarchique, champ de
Potts, algorithme de Swendsen-Wang, segmentation, image.

? ? ?

Non parametric Bayesian model for joint image segmentation

This work concerns the joint segmentation of a set images in a Bayesian framework. The
proposed model combines the hierarchical Dirichlet process (HDP) and the Potts random field.
Hence, for a set of images, each is divided into homogeneous regions and similar regions bet-
ween images are grouped into classes. On the one hand, thanks to the HDP, it is not necessary
to define a priori the number of regions per image and the number of classes, common or not.
On the other hand, the Potts field ensures a spatial consistency. The arising a priori and a pos-
teriori distributions are complex and makes it impossible to compute analytically estimators. A
Gibbs algorithm is then proposed to generate samples of the distribution a posteriori. Moreover,
a generalized Swendsen-Wang algorithm is developed for a better exploration of the a poste-
riori distribution. Finally, a sequential Monte Carlo sampler is defined for the estimation of the
hyperparameters of the model.

These methods have been evaluated on toy examples and natural images. The choice of
the best partition is done by minimization of a numbering free criterion. The performance are
assessed by metrics well-known in statistics but unused in image segmentation.

Key-words : Bayesian inference, Markov chain Monte Carlo, sequential Monte Carlo, non
parametric Bayesian, hierarchical Dirichlet process, Potts field, Swendsen-Wang algorithm, seg-
menation, image.
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Nomenclature

Cas mono-données

N nombre de pixels dans l’image
x ensemble d’observations associées aux pixels
zn classe affectée au pixel n
ϑn paramètre associé au pixel n
mk nombre de pixels affectés à la classe k
z ensemble des classes assignées aux pixels

Cas multi-données

J nombre d’images
Nj nombre de pixels/sites dans l’image j

(j, n) indique le pixel n dans l’image j
yjn observation au pixel (j, n)

θjn paramètre associé au pixel (j, n)

cjn région du pixel (j, n)

ψjt paramètre de la région t
νjt nombre de pixels dans la région t de l’image j
mj· nombre de régions dans l’image j
rjnq lien entre les pixels (j, n) et (j, q)

Cjl ensemble de pixels dans le spin-cluster l de l’image j
cjl région affectée aux pixels dans Cjl
djt classe affectée aux pixels dans la région t
φk paramètre de la classe k
Ak ensemble de pixels affectés à la classe k
mjk nombre de régions affectées à la classe k dans l’image j
m·k nombre total de régions affectées à la classe k
m·· nombre total de régions
y ensemble d’observations associées aux pixels
c ensemble de régions associées aux pixels
r ensemble de tous les liens
d ensemble des classes assignées aux régions





Introduction

Classification non supervisée et segmentation d’images

La classification joue un rôle fondamental en analyse de données et ses applications sont
très variées. En médecine préventive, par exemple, un enjeu est de déterminer si un facteur est
à risque pour une pathologie donnée. Dans un autre contexte, les systèmes de recommandation
utilisés par les sites Internet décident si un produit est susceptible de plaire à un utilisateur en
fonction de ses choix précédents et des caractéristiques dudit produit. Dans ces deux cas, la
classification est binaire car le choix est fait entre deux hypothèses « risqué » ou non, « adapté
au goût » ou non. Un exemple plus compliqué est la classification de documents. Pour un en-
semble de documents, une classification consiste à les regrouper automatiquement par thème ou
de prédire la classe d’un nouveau document, dans une bibliothèque par exemple, connaissant
la partition des documents déjà présents. Notons de plus que le critère utilisé pour la construc-
tion de la classification est essentiel. Dans le dernier cas par exemple, les classifications par
langue et par thème ne sont pas identiques, ainsi, les critères « langue » ou « thème » permettent
d’interpréter le résultat obtenu.

Classifier un ensemble de N observations x = {x1, · · · , xN} consiste ainsi à les regrouper
enK classes : classifier est donc partitionner. Ainsi, l’objectif est de réunir les observations simi-
laires dans une même classe et séparer les observations différentes. Deux types de classification
existent :
• la classification supervisée est étroitement liée au concept de prédiction. Un ensemble

de données dites d’entraînement sont pré-classifiées pour extraire les caractéristiques de
chaque classe permettant ainsi de prédire la classe d’une nouvelle donnée
• la classification non supervisée a pour but d’effectuer une partition des observations sans

informations sur les classes telles que leur nombre ou traits distinctifs.
La segmentation d’une image deN pixels se définit comme la subdivision de cet ensemble en

K classes. La segmentation peut donc être considérée comme une classification non supervisée
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des N pixels. Un critère intuitif de regroupement de pixels est la similarité de leurs niveaux de
gris lorsqu’à chaque pixel est associée une valeur traduisant son intensité lumineuse.

Pour des configurations complexes, il peut être intéressant d’utiliser une approche probabi-
liste bayésienne pour l’inférence de la classification. Dans ce cas, un paramètre caché ϑn est
associé à chaque observation xn, n = 1, · · · , N . Sa valeur est caractéristique d’une classe, c’est-
à-dire qu’elle est partagée par tous les pixels d’une même classe. De plus, la loi des paramètres
sachant les données, p(ϑ|x), est construite par le théorème de Bayes.

Un modèle bayésien couramment utilisé en segmentation est le champ de Markov aléatoire,
en particulier le champ de Potts, qui assure une homogénéité spatiale : plus une classe est adoptée
par ses voisins plus la probabilité qu’un pixel soit affecté à cette classe est élevée.

Inférence bayésienne non paramétrique

Les modèles précédents sont des modèles paramétriques, c’est-à-dire qu’ils dépendent d’un
nombre fini de paramètres. En particulier, le nombre de classes K est supposé connu. Une solu-
tion pour lever cette condition est l’utilisation des modèles bayésiens non paramétriques.

Les modèles bayésiens non paramétriques sont définis sur un espace de paramètres de di-
mension infinie. Il s’agit donc de modèles inférant des paramètres qui « s’adaptent » aux obser-
vations présentes. Un de ces modèles est le processus de Dirichlet (DP) utilisé en particulier en
classification. En effet, un processus descriptif du DP nommé processus de restaurants chinois
permet d’observer que par construction les réalisations du DP se répètent et se regroupent ainsi
en classes dont le nombre n’est a priori pas limité.

Bien que favorisant la création de classes, le processus de Dirichlet seul ne convient pas à
la segmentation d’images. En effet, les interactions spatiales inhérentes à une image ne sont pas
prises en compte. Il convient alors de le combiner à un modèle spatial, par exemple un champ
de Markov aléatoire, comme proposé dans la littérature, pour allier l’apparition automatique de
classes et l’homogénéité spatiale.

Nous nous intéressons dans ce travail à la segmentation jointe d’un ensemble d’images qui
présentent des classes partagées. Elle peut être utile pour différentes applications. Par exemple,
en télédétection : la segmentation conjointe peut être appliquée à des images correspondant à
différents spectres pour notamment identifier les spectres donnant des informations redondantes.

Segmentation jointe d’un ensemble d’images

La segmentation conjointe d’un ensemble d’images est l’inférence de la partition non seule-
ment de chacune des images mais aussi de la partition conjointe, ce qui revient à segmenter
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chaque image et regrouper les classes identiques entre les images. Elle est particulièrement utile
dans les cas où une classe est typique de certaines images et sous-représentée dans d’autres :
l’inférence dans le deuxième lot d’images est facilitée par les caractéristiques obtenues dans le
premier lot. Elle s’applique à différentes problématiques :

– analyse d’une collection d’images partageant des propriétés similaires
– traitement d’une image de grande taille découpée en imagettes analysées conjointement.

Nous proposons un modèle combinant le processus de Dirichlet hiérarchique (HDP), un
modèle bayésien non paramétrique qui permet de ne pas prédéfinir le nombre de classes, et un
champ de Potts pour l’homogénéité spatiale. Le HDP est une généralisation hiérarchique du
processus de Dirichlet. Il est défini de telle sorte que pour un groupe d’ensembles de données
différents et liés, les paramètres associés aux observations dans chaque groupe soient distribués
a priori selon un processus de Dirichlet. Cette construction implique l’existence dans chaque
groupe de sous-classes ayant des paramètres uniques. Ces paramètres uniques sont à leur tour
supposés distribués suivant un processus de Dirichlet unique. Ainsi, plusieurs sous-classes dans
différents groupes peuvent partager le même paramètre, elles sont alors regroupées en classes.
Le HDP modélise alors a priori une partition conjointe.

Les lois a priori et a posteriori en résultant sont de grande dimension et avec des constantes
de normalisation inaccessibles. Le calcul d’estimateurs requiert alors un échantillonnage.

Organisation du manuscrit

Les trois premiers chapitres de ce manuscrit sont dédiés à la présentation des concepts et
des méthodes sur lesquels sont fondés le modèle bayésien non paramétrique proposé pour la
segmentation et les algorithmes d’estimation associés.

Le chapitre 1 est une présentation générale des algorithmes d’échantillonnage qui seront
utiles pour l’exploration des différentes distributions a posteriori rencontrées dans ce manuscrit.
Les bases des méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov sont présentées, deux algo-
rithmes classiques sont aussi décrits : les algorithmes de Gibbs et de Metropolis-Hastings. De
plus, l’algorithme de Monte Carlo séquentiel est présenté pour l’exploration d’une suite de dis-
tributions. Dans ce travail il est mis à profit pour explorer des lois de probabilité tout en estimant
des hyperparamètres du modèle.

Le chapitre 2 introduit les modèles bayésiens non paramétriques. Les processus de Dirichlet
et de Dirichlet hiérarchique essentiels à la définition des modèles proposés y sont présentés.
Des modèles génératifs fondés sur la construction en urne de Pólya et en stick-breaking sont
également introduits. Suivent des algorithmes de Gibbs pour l’inférence des paramètres.

Le chapitre 3 détaille les principes de pré-segmentation et de segmentation d’images. La
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pré-segmentation consiste à sur-segmenter les images pour réduire la taille du problème de seg-
mentation. Des modèles associés, en particulier le champ de Markov aléatoire sont décrits.

Dans le chapitre 4, le modèle DP-Potts est d’abord présenté pour la segmentation d’une
image. Nous développons ensuite le modèle HDP-Potts de segmentation jointe que nous pro-
posons. Les équations d’échantillonnage de Gibbs en résultant sont ensuite présentées. L’algo-
rithme de Swendsen-Wang introduit pour une meilleure exploration de la loi a posteriori des
paramètres est appliqué à notre modèle. Enfin, les hyperparamètres du modèle conditionnent la
classification obtenue, il est alors essentiel de les fixer de manière appropriée ou de les estimer.
Ce problème est difficile puisqu’ils apparaissent dans des constantes de normalisation de lois
impossibles à calculer. Une contribution de ce travail est de proposer un algorithme de Monte
Carlo séquentiel pour l’estimation des valeurs les plus vraisemblables.

Le chapitre 5 décline le modèle générique proposé dans différentes applications, les classes
étant caractérisées par un niveau de gris commun ou un histogramme de couleur ou de texture.
Il en résulte des choix de lois de vraisemblance différentes et les équations de l’échantillonneur
doivent être adaptées en conséquence. Il présente enfin une synthèse des résultats obtenus sur
des images-test et des images naturelles. Des contributions méthodologiques sont aussi appor-
tées dans cette partie notamment au travers de l’introduction de métriques peu exploitées en
traitement d’images pour la définition de l’estimateur de la segmentation et des critères de per-
formance. Premièrement, le choix de la meilleure partition se fait par la minimisation d’un coût
indépendant de la numérotation des étiquettes contournant ainsi le problème de label-switching.
Ce dernier se traduit par une permutation des numéros de classes attribuées aux étiquettes, ren-
dant ainsi la comparaison délicate entre les chaînes. Deuxièmement, pour les images-test, des
métriques sont introduites pour évaluer les performances des différents tests. Certaines sont dé-
pendantes de la numérotation, entraînant donc une étape de renumérotation avant leur calcul
et d’autres sont insensibles à la numérotation. Chaque métrique permet d’évaluer une propriété
particulière de la segmentation, par exemple le pourcentage de pixels bien classés ou la propor-
tion de couples de pixels correctement liés.



CHAPITRE 1

Algorithmes d’échantillonnage

La procédure d’échantillonnage consiste à simuler des échantillons représentatifs d’une dis-
tribution complexe. Ces échantillons peuvent autant servir à approcher la distribution de proba-
bilité d’origine, à localiser son mode ou à estimer numériquement une intégrale non analytique-
ment calculable.

Dans ce chapitre, des algorithmes génériques sont détaillés et seront utilisés pour l’inférence
dans les suivants. Une méthode simple d’approximation d’intégrale est d’abord introduite. En-
suite, deux algorithmes classiques d’échantillonnage par méthodes de Monte Carlo par chaînes
de Markov sont présentés. Pour finir nous introduisons l’algorithme de Monte Carlo séquentiel
proposé par Del Moral qui permet de générer des échantillons suivant une suite de lois [DdG01].

Les notions présentées dans ce chapitre s’inspirent des livres [LC98], [Bis06] et [GCS+13].

1.1 Intégration de Monte Carlo

Soit un ensemble de paramètres ϑ = {ϑ1, · · · , ϑN}, les problèmes d’estimation reposent
souvent sur le calcul d’espérances :

Ep(ϑ)[g(ϑ)] =

∫
g(ϑ)p(ϑ)dϑ. (1.1)

où g est une fonction quelconque p-intégrable et p une densité de probabilité. Les ϑn, n =

1, · · · , N peuvent être scalaires ou vectoriels, en outre, ϑn prend ses valeurs dans un espace
d’états E. E∗(∗∗) est l’espérance de ∗∗ suivant la distribution ∗. De plus, p(ϑ) désigne ici une
loi sur ϑ pouvant dépendre d’autres variables ou d’observations x = {x1, · · · , xN}.

Si g est, par exemple, la fonction identité, l’intégrale (1.1) revient au calcul de la moyenne
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du vecteur aléatoire de densité de probabilité p. Considérons le cas où g est la vraisemblance des
données aux paramètres, on pose g(ϑ) = f(x|ϑ) et p la distribution a priori sur les paramètres.
L’expression analytique de (1.1) peut être déduite dans des cas spécifiques, par exemple si g
et p sont conjuguées, c’est-à-dire que les lois a priori et a posteriori ont la même forme. Une
présentation des distributions conjuguées est disponible dans [Bis06]. Un exemple est détaillé
ci-dessous.

Exemple 1.1 (Calcul d’intégrales dans le cas de lois conjuguées)
Soit la distribution g définie comme g(ϑ) ≡ f(x|ϑ) où x = {x1, · · · , xN} avec les observations
xn, n = 1, · · · , N qui sont indépendantes les unes des autres conditionnellement à leurs para-
mètres et f(xn|ϑn) = N (xn;ϑn, σ

2) la loi normale prise en xn de moyenne ϑn et de variance
σ2. Soient de plus les paramètres ϑ distribués indépendamment suivant N (ϑn;µ0, σ

2
0), n =

1, · · · , N . Par ailleurs, xn et ϑn sont choisis scalaires. L’intégrale (1.1) revient alors à calculer
la densité marginale p(x) et s’écrit :

p(x) =

∫ N∏
n=1

f(xn|ϑn)p(ϑn)dϑn =
N∏
n=1

∫
N (xn;ϑn, σ

2)N (ϑn;µ0, σ
2
0)dϑn

=
N∏
n=1

N (xn;µ0, σ
2 + σ2

0)

Ainsi, pour une observation xn distribuée selon une loi normale de moyenne ϑn et de variance
σ2, et pour une loi a priori normale sur ϑn, sa distribution marginale est aussi une loi normale
de moyenne µ0 et de variance la somme σ2 + σ2

0

Lorsque g et p ne sont pas conjuguées, (1.1) peut être approchée à l’aide des méthodes de
Monte Carlo dont l’idée générale est :

– d’échantillonner I réalisations indépendantes (ϑ(1), · · · ,ϑ(I)) suivant la distribution p(ϑ)

– de calculer ensuite l’estimateur de Monte Carlo défini par : ĝ = I−1
∑I

i=1 g(ϑ(i)) et
consistant pour l’intégrale (1.1), c’est-à-dire :

ĝ −→
I→∞

Ep(ϑ)[g(ϑ)] p.s.

Ainsi, s’il est aisé d’obtenir des échantillons suivant la distribution p, il est possible d’estimer
l’intégrale (1.1). Pour des distributions complexes qui ne sont pas faciles à échantillonner, diffé-
rentes solutions ont été proposées dans la littérature. Une première méthode est proposée dans
la suite, qui est basée sur l’introduction d’une seconde distribution plus simple.

1.2 Échantillonnage d’importance

L’échantillonnage d’importance se propose de contourner la difficulté de simuler la distri-
bution p par l’introduction d’une loi q intermédiaire, facile à échantillonner. Lorsque le support
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de q contient celui de p, l’équation (1.1) peut être réécrite comme suit [Gew89] :

Ep(ϑ)[g(ϑ)] =

∫
g(ϑ)p(ϑ)dϑ =

∫
S

g(ϑ)
p(ϑ)

q(ϑ)
q(ϑ)dϑ.

où S est le support de p. En suivant la méthode de Monte Carlo, la moyenne est approchée grâce
aux (ϑ(1), · · · ,ϑ(I)) échantillonnés suivant q [RC04] par :

Eq(ϑ)[g(ϑ)w(ϑ)] ' 1

I

I∑
i=1

g(ϑ(i))
p(ϑ(i))

q(ϑ(i))
=

I∑
i=1

g(ϑ(i))w(ϑ(i))

avec w(ϑ) =
1

I

p(ϑ)

q(ϑ)
les poids non normalisés ; q est appelée loi d’importance. Dans la plupart

des cas, les distributions q et p ne sont connues qu’à une constante de normalisation près, une
renormalisation des poids peut alors être effectuée :

W (ϑ(i)) =
w(ϑ(i))∑I
i=1 w(ϑ(i))

(1.2)

L’estimation de l’espérance (1.1) s’écrit alors Ep(ϑ)[g(ϑ)] '
∑I

i=1 g(ϑ(i))W (ϑ(i)), elle permet
entre autres d’avoir une approximation de la distribution p en choisissant g comme une mesure
de Dirac centrée en ϑ.

Un exemple d’échantillonnage d’importance est présenté à la figure 1.1 où on observe que
les échantillons obtenus sont représentatifs de la distribution cible.

Pour appliquer l’échantillonnage d’importance, il est nécessaire de choisir la distribution q
de telle sorte qu’elle soit proche de p, que son domaine de définition inclue celui de p et que
les queues de la distribution q soient plus lourdes que celles de p. Ces conditions sont difficiles
à satisfaire pour des distributions complexes en grande dimension, il convient donc dans ces
cas d’avoir recours à d’autres méthodes d’échantillonnage, par exemple les méthodes de Monte
Carlo par chaînes de Markov.

1.3 Méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC)

Cette partie présente une vue d’ensemble sur les méthodes de Monte Carlo par chaînes de
Markov, puis, deux cas particuliers sont décrits : les algorithmes de Metropolis-Hastings et de
Gibbs.

Les méthodes MCMC consistent à construire itérativement une séquence (ϑ(1), · · · ,ϑ(I))

définissant une chaîne de Markov et de distribution asymptotique p, la loi cible.

Une chaîne de Markov satisfait entre autres une propriété d’indépendance conditionnelle :

p(ϑ(i)|ϑ(i−1), · · · ,ϑ(1)) = p(ϑ(i)|ϑ(i−1))
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FIGURE 1.1 – Exemple d’échantillonnage d’importance avec la loi cible définie comme un mé-
lange de deux lois gaussiennes de moyennes respectives −1 et 1, d’écart-type commun 0.5 et de
proportions 0.6 et 0.4. La loi de proposition est la loi normale de moyenne 0 et d’écart-type 1.5.
25 échantillons ont été utilisés.

Une chaîne de Markov peut alors être définie à partir de deux composantes :
– la valeur initiale ϑ(0)

– le noyau de transition K(ϑ,ϑ
′
) qui est une loi de probabilité suivant ϑ à ϑ

′
fixé qui

permet de passer de l’état ϑ
′

à ϑ
Pour assurer que la séquence (ϑ(i)) soit asymptotiquement distribuée suivant la distribu-

tion cible p, le noyau de transition doit vérifier certaines propriétés [Bis06]. En particulier, la
distribution d’intérêt p est invariante par rapport à la chaîne de Markov, c’est-à-dire p(ϑ) =∫
p(ϑ

′
)K(ϑ,ϑ

′
)dϑ

′
, une condition nécessaire à satisfaire pour cela est queK soit réversible par

rapport à p : K(ϑ,ϑ
′
)p(ϑ

′
) = K(ϑ

′
,ϑ)p(ϑ). La propriété d’ergodicité assure, en outre, sous

certaines conditions [RC04], que la distribution p(ϑ(I)) converge vers la distribution invariante
p lorsque I →∞ indépendamment de l’état initial ϑ(0).

Critère de convergence

Pour éviter que l’initialisation de la chaîne influe sur l’estimation, un temps de chauffe est
défini et les échantillons correspondants ne sont pas considérés ; il est souvent choisi comme la
première moitié de la chaîne.

Par ailleurs, les échantillons successifs sont corrélés par construction, c’est-à-dire que l’échan-
tillon à l’itération i dépend des précédents. Il convient alors de choisir un pas, c’est-à-dire uti-
liser tous les t-ièmes échantillons avec t > 1 pour avoir des échantillons le plus indépendants
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possible. Ce pas peut par exemple être déterminé en calculant l’autocorrélation d’échantillons
successifs. Pour un échantillon donné, il est alors possible de déterminer l’échantillon suivant
qui lui est le plus proche tout en lui étant le moins corrélé.

Un problème majeur dans l’utilisation des méthodes de Monte Carlo par chaînes de Mar-
kov est la détection de la convergence de la chaîne : il n’est pas possible de déterminer avec
exactitude si la chaîne de Markov a convergé ; mais, certains critères peuvent être utilisés sui-
vant les caractéristiques à évaluer dans la chaîne obtenue. Un critère peut donc être la stabilité
de la distribution des échantillons (ou de son logarithme) : étant donné que la distribution des
échantillons tend asymptotiquement vers une distribution invariante, elle devrait se stabiliser
autour d’une valeur finie lorsque la convergence est atteinte. Ce critère ne permet néanmoins
pas de s’assurer que les échantillons varient suffisamment entre les itérations, preuve d’une ex-
ploration efficace de la distribution. Dans ce contexte, des tests ont été introduits pour évaluer
la variance des réalisations obtenues ; en particulier une estimation des variances inter-chaînes
et intra-chaînes. Elle a été proposée dans [BG98] et permet de décider si la convergence a eu
lieu. Ces calculs sont proposés pour un ensemble de chaînes lancées en parallèle avec des états
initiaux différents.

Pour I échantillons ne comprenant pas ceux du temps de chauffe et enregistrés avec le pas
défini, la distribution p est approchée par une somme de mesures de Dirac centrées sur ces
échantillons pondérées par 1/I :

p(dϑ) ' 1

I

I∑
i=1

δϑ(i)(dϑ)

Deux algorithmes MCMC standards sont présentés dans les sections 1.3.1 et 1.3.2.

1.3.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

Considérons le cas où il n’est pas facile d’échantillonner suivant p. Une stratégie consiste
alors à avoir recours à l’échantillonnage suivant une loi candidate q via l’algorithme de Metropolis-
Hastings présenté dans l’algorithme 1.1.

La procédure est : à une itération i, une valeur candidate ϑ? est générée suivant q, puis est
acceptée, c’est-à-dire ϑ(i) = ϑ?, avec la probabilité % et est rejetée, c’est-à-dire ϑ(i) = ϑ(i−1),
avec la probabilité 1− % avec :

%(ϑ?,ϑ(i−1)) = min

(
1,

p(ϑ?)

p(ϑ(i−1))

q(ϑ(i−1)|ϑ?)
q(ϑ?|ϑ(i−1))

)
(1.3)

Notons que la probabilité % ne fait intervenir que les rapports des distributions, ce qui assure



10 Chapitre 1. Algorithmes d’échantillonnage

que l’algorithme de Metropolis-Hastings soit aussi défini pour des lois p et q connues à des
constantes de normalisation près [RC04].

Vérifions à présent si la distribution de la chaîne de Markov ainsi générée converge en loi
vers la distribution cible p, c’est-à-dire l’invariance de p par rapport à la chaîne. Pour ce faire,
nous montrerons que la relation de réversibilité est satisfaite.

Notons K(dϑ,ϑ
′
) le noyau de transition de ϑ

′
à dϑ d’expression :

K(dϑ,ϑ
′
) = q(ϑ|ϑ′)%(ϑ,ϑ

′
)dϑ+ r(ϑ

′
)δ

ϑ
′ (dϑ)

avec
r(ϑ

′
) = 1−

∫
q(ϑ|ϑ′)%(ϑ,ϑ

′
)dϑ

On a r(ϑ
′
)p(ϑ

′
)δ

ϑ
′ (ϑ) = r(ϑ)p(ϑ)δϑ(ϑ

′
), alors, pour prouver que K(dϑ,ϑ

′
)p(ϑ

′
) =

K(dϑ
′
,ϑ)p(ϑ) il suffit de montrer que p(ϑ

′
)q(ϑ|ϑ′)%(ϑ,ϑ

′
) = p(ϑ)q(ϑ

′ |ϑ)%(ϑ
′
,ϑ).

p(ϑ
′
)q(ϑ|ϑ′)%(ϑ,ϑ

′
) = min

(
p(ϑ

′
)q(ϑ|ϑ′), p(ϑ)q(ϑ

′|ϑ)
)

= min
(
p(ϑ)q(ϑ

′ |ϑ), p(ϑ
′
)q(ϑ|ϑ′)

)
= p(ϑ)q(ϑ

′|ϑ)%(ϑ
′
,ϑ).

Algorithme 1.1 Algorithme de Metropolis-Hastings générique

Initialisation ϑ(0)

pour i = 1, · · · , I faire
Échantillonner une valeur candidate ϑ? ∼ q(ϑ|ϑ(i−1))

Calculer la probabilité d’acceptation %(ϑ?,ϑ(i−1)) = min

(
1,

p(ϑ?)

p(ϑ(i−1))

q(ϑ(i−1)|ϑ?)
q(ϑ?|ϑ(i−1))

)

Prendre ϑ(i) =

ϑ? avec la probabilité %(ϑ?,ϑ(i−1))

ϑ(i−1) avec la probabilité 1− %(ϑ?,ϑ(i−1))

fin pour

En pratique, la loi de proposition q est difficile à choisir car elle doit être non seulement
facile à échantillonner mais aussi cohérente avec la loi cible pour un faible taux de rejet tout en
assurant une bonne exploration de l’espace de paramètres. Étudions à présent une autre méthode
d’échantillonnage : l’algorithme de Gibbs qui peut en être une alternative.

1.3.2 Algorithme de Gibbs

Supposons possible l’échantillonnage suivant les densités conditionnelles
p(ϑn|ϑ1, · · · , ϑn−1, ϑn+1, · · · , ϑN), l’algorithme de Gibbs consiste alors à échantillonner ité-
rativement chaque variable ϑn, n = 1, · · · , N suivant sa distribution conditionnelle aux autres.
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Cette procédure peut être effectuée de manière cyclique en mettant à jour toutes les variables ϑn
à chaque itération ou en choisissant aléatoirement les variables à mettre à jour. Un algorithme
de Gibbs générique est présenté en 1.2.

L’algorithme de Gibbs peut être vu comme un cas particulier des algorithmes de Metropolis-
Hastings où les propositions sont toujours acceptées. Considérons pour cela la mise à jour du
paramètre ϑn, et le cas particulier où q s’écrit :

q(dϑ|ϑ′) = p(ϑn|ϑ−n) δ
ϑ
′−n(dϑ−n)

avec ϑ−n = {ϑ1, · · · , ϑn−1, ϑn+1, · · · , θN}. Il a été prouvé [Bis06] que la probabilité d’accep-
tation liée est toujours égale à 1. On en déduit que la distribution de la chaîne générée converge
bien vers la distribution cible.

Algorithme 1.2 Algorithme de Gibbs générique

Initialisation ϑ(0)
n , n = 1, · · · , N

pour i = 1, · · · , I faire
Échantillonner ϑ(i)

1 ∼ p(ϑ1|ϑ(i−1)
2 , ϑ

(i−1)
3 , · · · , ϑ(i−1)

N )

Échantillonner ϑ(i)
2 ∼ p(ϑ2|ϑ(i)

1 , ϑ
(i−1)
3 , · · · , ϑ(i−1)

N )

· · ·
Échantillonner ϑ(i)

n ∼ p(ϑn|ϑ(i)
1 , ϑ

(i)
2 , · · · , ϑ

(i)
n−1, ϑ

(i−1)
n+1 , · · · , ϑ

(i−1)
N )

· · ·
Échantillonner ϑ(i)

N ∼ p(ϑN |ϑ(i)
1 , ϑ

(i)
2 , · · · , ϑ

(i)
N−1)

fin pour

Il peut parfois être difficile d’explorer efficacement la loi avec cet algorithme. En outre, il
existe des variantes de cette procédure plus efficaces pour explorer la loi. Citons par exemple le
partially collapsed Gibbs ; cet échantillonneur remplace les distributions conditionnelles utili-
sées dans l’algorithme de Gibbs par des distributions conditionnelles marginalisées [VDP08].

Dans cette partie ont été présentés les algorithmes les plus classiquement utilisés pour ob-
tenir des échantillons suivant une distribution p(ϑ). Nous présentons finalement un algorithme
qui permet de simuler itérativement des échantillons selon une suite de distributions pm(ϑ)m≥1

présentant la particularité d’être définies sur le même espace probabilisable. Il peut s’agir de
distributions a posteriori obtenues en accumulant des données au fil du temps ou encore cor-
respondant à différentes valeurs d’hyperparamètres. L’idée est généralement de considérer des
distributions de plus en plus délicates à échantillonner, et convergeant vers la distribution d’in-
térêt. Ainsi la simulation de cette dernière est facilitée. Dans cette thèse, cette méthode nous
permettra de gérer l’incertitude sur les hyperparamètres des modèles de segmentation proposés.
L’algorithme de Monte Carlo séquentiel offre une solution élégante à ce problème.
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1.4 Méthodes de Monte Carlo séquentielles (SMC)

Considérons une suite de distributions pm(ϑm) sur un vecteur de paramètres ϑ avec m ≥ 1.
La notation abusive ϑm a été ici adoptée pour des facilités d’écriture et ne signifie pas lam-ième
composante de l’ensemble des paramètres mais plutôt l’ensemble des paramètres correspondant
à l’étape m.

Il est récurrent, pour des distributions complexes, que l’expression des distributions pm ne
soit connue qu’à une constante de normalisation Zm près ; nous considérons dans cette partie
que tel est le cas. Les méthodes SMC restent non seulement définies dans ces conditions, mais
elles permettent aussi d’avoir une approximation du rapport Zm/Zm−1 pour deux itérations suc-
cessives.

Nous nous plaçons en outre dans le cas où l’échantillonnage direct n’est pas aisé. Nous
pouvons alors recourir à l’échantillonnage d’importance, c’est-à-dire qu’à l’étape m, l’idée est
d’obtenir I échantillons pondérés

(
ϑ(i)
m ,W

(i)
m

)
, i = 1, · · · , I , appelés particules, dont la distri-

bution empirique tend vers pm [DDJ06] :

pm(dϑm) '
I∑
i=1

W (i)
m δ

ϑ
(i)
m

(dϑm).

De plus, les échantillons sont obtenus suivant une loi dite d’importance qm. Les poids servent à
corriger l’écart entre qm et pm. Le choix de la distribution d’importance est crucial pour obtenir
une bonne estimation avec un nombre raisonnable de particules. Si les distributions cibles pm
sont proches les unes des autres, une idée pour obtenir des échantillons pertinents à l’itération
courante m est de faire simplement évoluer les particules de l’itération m− 1 selon un noyau de
transition qm(ϑm|ϑm−1). La loi de proposition s’exprime alors comme suit :

qm(ϑm) =

∫
q1(ϑ1)

m∏
k=2

qk(ϑk|ϑk−1)dϑ1:m−1. (1.4)

où 1 : m−1 désigne l’ensemble des paramètres échantillonnés des étapes 1 à m−1. Différentes
solutions ont été proposées pour le choix des noyaux qk. Une des plus appropriées au sens où
elle garantit que les lois d’importance restent proches des lois d’intérêt est de prendre le noyau
d’un algorithme MCMC, Gibbs ou Metropolis, ciblant la distribution pm à l’itération m. Une
discussion est menée à ce sujet dans [DDJ06]. Cette approche théoriquement élégante conduit
à une difficulté. Pour des problèmes simples, il est aisé de calculer analytiquement (1.4), mais
pour des cas complexes, ce n’est pas possible ; une solution proposée dans [DDJ06] est ainsi
brièvement présentée dans cette partie.

A l’instar du filtrage particulaire, l’idée clé est d’éviter la marginalisation et donc le calcul
d’intégrale présent dans (1.4) en échantillonnant directement la trajectoire ϑ1:m. A cet effet, une
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distribution cible artificielle sur ϑ1:m est introduite admettant pm(ϑm) comme loi marginale.
Elle est construite à partir de noyaux rétrogrades sous la forme :

p̃m(ϑ1:m) ∝ pm(ϑm)
m−1∏
k=1

%k(ϑk+1,ϑk).

Ce noyau permet ainsi de ramener cet échantillonnage à un échantillonnage d’importance sé-
quentiel classique où seuls les paramètres correspondants à l’état courant ϑm sont échantillon-
nés. La procédure est présentée ci-après.

1.4.1 Échantillonnage d’importance séquentiel

Le principe de la méthode est de simuler des échantillons suivant une loi qm(ϑ1:m) et estimer
la distribution cible à l’aide des poids non normalisés wm = p̃m(ϑ1:m)/qm(ϑ1:m).

La distribution d’importance jointe peut alors se réécrire sous la forme suivante :

qm(ϑ1:m) = qm−1(ϑ1:m−1)qm(ϑm|ϑm−1) = q1(ϑ1)
m∏
k=2

qk(ϑk|ϑk−1) (1.5)

En pratique, cela signifie que pour obtenir des particules ϑ(i)
1:m ∼ qm(ϑ1:m) à chaque instant m,

il faut échantillonner ϑ(i)
1 ∼ q1(ϑ1) puis ϑ(i)

k ∼ qk(ϑk|ϑ(i)
k−1) à l’instant k, k = 2, · · · ,m. Les

poids non normalisés associés peuvent de même être récursivement calculés avec la décomposi-
tion :

wm =
p̃m(ϑ1:m)

qm(ϑ1:m)

=
pm−1(ϑ1:m−1)

qm−1(ϑ1:m−1)

p̃m(ϑ1:m)

p̃m−1(ϑ1:m−1)qm(ϑm|ϑm−1)
(1.6)

En procédant à la même subdivision que (1.5), l’équation (1.6) devient :

wm = wm−1
∼
wm = w1

m∏
k=2

∼
wk

où les
∼
wk sont les poids incrémentaux non normalisés et sont donnés par :

∼
wk =

p̃k(ϑ1:k)

p̃k−1(ϑ1:k−1)qk(ϑk|ϑk−1)
(1.7)

Concernant le problème d’échantillonnage suivant pm(ϑm), rappelons que les échantillons
sont artificiellement propagés selon un noyau rétrograde % pour se ramener à un pseudo échan-
tillonnage d’importance séquentiel.
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Les poids incrémentaux non normalisés
∼
wm s’expriment alors comme suit :

∼
wm =

pm(ϑm) %m−1(ϑm,ϑm−1)

pm−1(ϑm−1) qm(ϑm|ϑm−1)
(1.8)

Et la normalisation des poids se fait suivant :

W (i)
m =

W
(i)
m−1

∼
w

(i)

m∑I
`=1W

(`)
m−1

∼
w

(`)

m

(1.9)

A l’itération m, l’approximation suivante est alors obtenue :

pm(dϑ1:m) '
I∑
i=1

W (i)
m δ

ϑ
(i)
1:m

(dϑ1:m).

Finalement pm(ϑm) se déduit par simple marginalisation.

Une propriété importante est que pour des distributions connues à une constante de normali-
sation près, le SMC permet aussi d’estimer le rapport de constantes pour des instants successifs :

Zm
Zm−1

'
I∑
i=1

W
(i)
m−1

∼
w

(i)

m (1.10)

avec Zm =
∫
pm(ϑm)dϑm. Dans la suite du manuscrit, cette relation sera mise à profit pour cal-

culer des constantes de normalisation et résoudre des problèmes d’estimation d’hyperparamètres
par maximum de vraisemblance.

1.4.2 Rééchantillonnage

Une des limites de l’échantillonnage d’importance séquentiel est que les poids échantillon-
nés ont une variance croissante avec m [KLW94]. Après plusieurs itérations, les particules dé-
génèrent : un faible nombre de particules a un poids important et les autres un poids négli-
geable. Le rééchantillonnage a été proposé pour résoudre en partie ce problème. Il consiste à
calculer un critère de dégénérescence, et, lorsqu’il est en dessous d’un seuil ε fixé, par exemple
I/2, les particules de poids fort sont dupliquées et celles de poids faible supprimées. Les par-
ticules

(
ϑ

(i)

m ,W
(i)

m

)
ainsi rééchantillonnées sont définies équiprobables. Il s’ensuit qu’elles ont

toutes le même poids W
(i)

m = 1/I . Nous choisissons dans ce manuscrit de répliquer les par-
ticules selon une loi multinomiale, c’est-à-dire, que chaque particule i est copiée ξ(i) fois et
ξ(i) ∼ Mult(W

(i)
m ),

∑I
i=1 ξ

(i) = I et Mult(p) est la loi multinomiale de paramètre p.

Cette méthode de reconstruction est intéressante du fait que seules les particules les plus
probables, à un instant donné, sont propagées dans le temps.
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La dégénérescence est mesurée par l’effective sample size (ESS) [LC98] :

ESS =
1∑I

i=1(W
(i)
m )2

, 1 ≤ ESS ≤ I (1.11)

Les méthodes de Monte Carlo séquentielles sont une combinaison de l’échantillonnage d’im-
portance séquentiel et du rééchantillonnage ; un algorithme générique est présenté en 1.3 et la
figure 1.2 en est un exemple.

Algorithme 1.3 Algorithme générique de Monte Carlo séquentiel
A l’instant 1, pour les I particules,
pour i = 1, · · · , I , faire

Échantillonner ϑ(i)
1 ∼ q1(ϑ1)

Calculer les poids non normalisés w(i)
1 et normalisés W (i)

1

fin pour
Calculer l’ESS et pour les I particules,

si ESS < ε, rééchantillonner :
(
ϑ

(i)

1 ,W
(i)

1

)
=
(
ϑ

(`)

1 , 1/I
)

, ` = 1, · · · , L indiquant les L
particules à répliquer

sinon conserver les échantillons
(
ϑ

(i)

1 ,W
(i)

1

)
=
(
ϑ

(i)
1 ,W

(i)
1

)
pour m = 2, · · · ,M , faire

pour i = 1, · · · , I , faire
Échantillonner ϑ(i)

m ∼ qm(ϑm|ϑm−1)

Calculer les poids non normalisés w(i)
m et normalisés W (i)

m

fin pour
Calculer l’ESS et pour les I particules,

si ESS < ε, rééchantillonner :
(
ϑ

(i)

m ,W
(i)

m

)
=
(
ϑ

(`)

m , 1/I
)

, ` = 1, · · · , L indiquant les
L particules à répliquer

sinon conserver les échantillons
(
ϑ

(i)

m ,W
i

m

)
=
(
ϑ(i)
m ,W

(i)
m

)
fin pour

La loi jointe pm peut être approchée par les réalisations obtenues après l’étape de rééchan-
tillonnage par :

pm(dϑ1:m) '
I∑
i=1

W
(i)

m δϑ(i)
1:m

(dϑ1:m). (1.12)

Les résultats de convergence pour les méthodes de Monte Carlo séquentielles sont présentés
dans [CDL99].

Dans la suite du manuscrit, les particules (ϑm,Wm) seront simplement notées (ϑm,Wm).
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(
ϑ

(i)
m−1, 1/I

)
(
ϑ

(i)
m−1,W

(i)
m−1

)
(
ϑ

(i)

m−1, 1/I
)

(
ϑ(i)
m , 1/I

)
(
ϑ(i)
m ,W

(i)
m

)
FIGURE 1.2 – Illustration du processus de rééchantillonnage pour l’algorithme de Monte Carlo
séquentiel. Soit à l’état m− 1 les paramètres ϑ(i)

m associés à chaque particule i, i = 1, · · · , I de
même poids 1/I . Les poidsW (i)

m sont ensuite calculés. Plus un poids est élevé et plus le diamètre
de son cercle représentatif est grand. La dégénérescence est illustrée par la disparition de certains
poids, donc de certaines particules, par exemple la première et l’avant-dernière pour l’étatm−1.
A l’étape de rééchantillonnage, les particules sont redistribuées proportionnellement à leur poids
associé, soit le passage de

(
ϑ

(i)
m−1,W

(i)
m

)
à ϑ

(i)

m , 1/I .
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1.5 Conclusion

Ce chapitre donne dans un premier temps une présentation générale d’algorithmes classiques
pour l’échantillonnage qui peut être réalisé selon les distributions a priori ou a posteriori des
variables d’intérêt.

Concernant l’échantillonnage a priori, des algorithmes de Gibbs et de Metropolis-Hastings
sont proposés pour la simulation selon un champ de Markov aléatoire dans le chapitre 3. Pour
le second cas, un algorithme de Gibbs est présenté pour générer des variables selon leur distri-
bution a posteriori dans le chapitre 2. De plus, le travail présenté dans ce manuscrit porte sur
la segmentation non paramétrique d’images et donc un échantillonnage de partitions, proposé
selon un algorithme de Gibbs dans le chapitre 4.

Dans un second temps, l’algorithme de Monte Carlo séquentiel générique est introduit. Il est
adapté pour l’estimation d’hyperparamètres dans le chapitre 4.





CHAPITRE 2

Modèles bayésiens non paramétriques

En probabilité, l’approche bayésienne se fonde sur la définition de quatre termes pour un
ensemble de données dépendant d’un jeu de paramètres :

– la vraisemblance des données aux paramètres qui quantifie l’adéquation des données aux
paramètres

– la loi a priori sur les paramètres qui modélise des hypothèses sur les propriétés des
paramètres, la forme de cette distribution est souvent choisie pour des facilités de calcul

– la loi marginale qui est la somme sur toutes les valeurs de paramètres possibles de la loi
jointe des données et paramètres, cette loi jointe est le produit de la vraisemblance et de
la loi a priori

– la loi a posteriori des paramètres qui donne la distribution des paramètres pour un en-
semble d’observations donné.

Le théorème de Bayes s’écrit :

Loi a posteriori =
Vraisemblance× Loi a priori

Loi marginale

Les modèles bayésiens sont utilisés dans différents thèmes de recherche pour résoudre des
problèmes d’estimation et d’inférence. Nous nous intéressons en particulier à l’apprentissage
automatique qui consiste à développer des algorithmes pour « apprendre » des paramètres expli-
catifs uniques à partir des observations. Dans le cas paramétrique, le nombre de ces paramètres
est fixé. Néanmoins, une version adaptative où le nombre et la valeur des paramètres évoluent
avec les observations est préférable. Les modèles bayésiens non paramétriques ont souvent été
utilisés dans ce but ; « non paramétrique » ici, ne signifie pas sans paramètre mais plutôt avec
une infinité. Un modèle bayésien non paramétrique est ainsi défini sur un espace de paramètres
de dimension infinie. Il est nécessaire de noter que les modèles bayésiens non paramétriques
permettent à l’espace des paramètres de grandir avec le nombre d’observations.
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Les modèles bayésiens sont fortement liés à la notion d’échangeabilité ; dans le cas des
modèles bayésiens non paramétriques, présentons l’échangeabilité infinie. Soit une séquence
infinie de variables aléatoires ϑ1, ϑ2, · · · . Cette séquence est dite infiniment échangeable si la
distribution jointe de n’importe quel sous-ensemble fini de ces variables aléatoires est invariant
par rapport à n’importe quelle permutation de ces variables. La distribution de variables échan-
geables est donc indépendante de leur numérotation, même si elles sont dépendantes les unes
des autres. En outre, le théorème de De Finetti stipule qu’une séquence est infiniment échan-
geable si et seulement si la distribution jointe de tout sous-ensemble peut s’écrire comme une
probabilité marginale dont la définition fait intervenir une mesure aléatoire G [Dia88] :

p(ϑ1, ϑ2, · · · , ϑN) =

∫ N∏
n=1

p(ϑn|G)P (dG) (2.1)

avec P (G) la loi a priori sur la mesure G elle-même loi a priori sur les variables ϑ1, ϑ2, · · · .
L’équation (2.1) est équivalente à dire que pour modéliser des variables aléatoires infiniment
échangeables, il est nécessaire de considérer des distributions a priori sur des mesures de pro-
babilité inconnues. Dans le reste du document, lorsque le terme échangeable est utilisé, il est
sous-entendu, infiniment échangeable.

Citons à présent quelques exemples de modèles bayésiens non paramétriques et leurs do-
maines d’application.

La régression consiste à modéliser à partir d’un ensemble d’apprentissage une fonction ca-
pable de prédire la valeur en sortie pour n’importe quelle entrée ; un modèle bayésien non para-
métrique adapté est une distribution sur l’espace des fonctions continues. Le modèle communé-
ment utilisé est le processus gaussien (GP) [RW06], une distribution sur un ensemble infini de
variables aléatoires, telle que la loi jointe pour un ensemble fini est une gaussienne multivariée.

Un autre exemple est celui d’un modèle à variables latentes de K composantes où chaque
observation résulte de l’influence de plusieurs composantes. Une donnée est alors associée à
un ensemble de variables latentes décrivant sa dépendance par rapport à chaque composante du
modèle. Les algorithmes de recommandation sont des applications de cette approche. Dans le
cas de films, les utilisateurs sont considérés comme des données et les films proposés comme des
variables latentes. La connexion utilisateur-film est ensuite représentée sous forme de matrice
binaire. Les modèles bayésiens non paramétriques associés sont le processus Beta (BP) et le
processus de buffet indien (IBP) [GG05].

Enfin, la classification consiste à effectuer une partition des observations et une représenta-
tion classique est le modèle de mélange. Pour les modèles paramétriques, le nombre de classes
est supposé connu et fixé ; par opposition [Nea00], la version non paramétrique comporte une
infinité possible de classes. Le processus de Dirichlet (DP) est un modèle souvent utilisé à cet
effet.
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Deux modèles bayésiens non paramétriques sont présentés dans ce chapitre : le processus de
Dirichlet et une généralisation, le processus de Dirichlet hiérarchique introduit pour la classifi-
cation conjointe de plusieurs groupes de données. Pour chacun un algorithme de Gibbs est aussi
décrit pour l’inférence des paramètres suivant leur loi a posteriori.

2.1 Processus de Dirichlet (DP)

Considérons un ensemble infini d’observations x = {x1, x2, · · · , x∞} de densité inconnue
p(x). Cette dernière peut être choisie comme une loi de mélange, c’est-à-dire qu’elle s’écrit
pour chaque observation xn, n = 1, 2, · · · :

p(xn) =

∫
f(xn|ϑn)dG(ϑn) (2.2)

avec f la distribution paramétrique des observations conditionnellement aux paramètres
ϑ = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑ∞} de fonction de distribution G.

Dans un cadre bayésien, une loi a priori p(G) est proposée pour la distribution G ; p(G) est
alors une distribution sur l’espace des distributions. Les modèles bayésiens non paramétriques,
dont le processus de Dirichlet, font partie de cette catégorie de distributions.

Le modèle hiérarchique associé au processus de Dirichlet, le processus de Dirichlet à mé-
lange, décrit dans la suite, a en particulier été souvent utilisé pour l’estimation de densité et en
classification ; nous nous placerons ici dans ce contexte.

La classification consiste à rassembler les données similaires en classes. Cependant, la simi-
larité ne se juge que par la définition d’une mesure associée. En particulier, dans le domaine pro-
babiliste, les observations d’une même classe ont un paramètre commun caractérisant leur dis-
tribution de probabilité. Introduisons les variables catégorielles z = {z1, z2, · · · , z∞} appelées
étiquettes indiquant la classe de chaque observation. Ainsi, pour la classe k, {zn = k, ϑn = ϑ?k}
avec ϑ?k le paramètre unique de classe.

Définition 2.1 (Processus de Dirichlet (DP))
Soient (Θ,A) un espace mesurable, Υ une mesure de probabilité définie sur cet espace et α un
nombre réel strictement positif. Le processus de Dirichlet noté DP(α,Υ) est défini dans [Fer73]
comme la distribution d’une mesure de probabilité aléatoire G sur (Θ,A) telle que, pour toute
partition finie et mesurable (A1, A2, · · · , Ar) de Θ, le vecteur aléatoire (G(A1), · · · ,G(Ar)) est
distribué suivant une loi de Dirichlet à dimension finie de paramètres (αΥ(A1), · · · , αΥ(Ar)),

(G(A1), · · · ,G(Ar)) ∼ Dir(αΥ(A1), · · · , αΥ(Ar)).

La notation adoptée pour la mesure de probabilité G est G ∼ DP(α,Υ).
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Le processus de Dirichlet peut ainsi être défini comme une généralisation en dimension
infinie d’une distribution de Dirichlet. Les propriétés de la distribution de Dirichlet se retrouvent
par suite pour un processus de Dirichlet, par exemple la conjugaison. Les moments du premier
et du second ordre s’expriment, pour tout ensemble B ∈ A, par :

EDP(α,Υ)[G(B)] = Υ(B) (2.3)

VDP(α,Υ)[G(B)] =
Υ(B)(1−Υ(B))

α + 1
(2.4)

où V∗[∗∗] est la variance de ∗∗ suivant la distribution ∗. De ces équations on remarque que
plus α est grand et plus les réalisations du DP sont différentes les unes des autres et on aura
α −→∞,G(B) −→ Υ(B). Cependant, nous ne pouvons pas écrire G −→ Υ car les réalisations
du DP sont discrètes, comme présenté dans la suite.

2.1.1 Stick-breaking

Les réalisations d’un processus de Dirichlet sont discrètes avec une probabilité 1 [Fer73]. La
construction stick-breaking introduite par [Set94] permet de mieux appréhender cette propriété.

Soient ωk et ϑ?k définis pour k = 1, 2, · · · par :

ω
′

k|α ∼ Beta(1, α) ωk = ω
′

k

k−1∏
`=1

(1− ω′`) ϑ?k|Υ ∼ Υ (2.5)

La mesure G définie comme une somme infinie de mesures de Dirac centrées sur les pa-
ramètres de classe ϑ?k et pondérées par les proportions ωk est une réalisation du processus de
Dirichlet de paramètres α et Υ :

G =
∞∑
k=1

ωkδϑ?k (2.6)

La construction stick-breaking (2.5), comme son nom l’indique, revient à considérer le sec-
tionnement d’un bâton de longueur 1 en morceaux successifs. Le premier morceau à couper est
de longueur ω′1 = ω1. La longueur du morceau restant est donc (1 − ω1). De ce « nouveau »
bâton est ôtée la fraction de longueur ω′2. La longueur ω2 du morceau coupé en considérant le
bâton initial est donc ω′2(1 − ω1). Les autres morceaux ωk sont ainsi coupés successivement.
Cela est illustré à la figure 2.1. Il est à noter que, par construction,

∑∞
k=1 ωk = 1.

Reprenons le problème de classification présenté ci-dessus : de l’écriture (2.6), il résulte que
les étiquettes sont distribuées suivant : z ∼ ω. Notons que la valeur prise par l’étiquette de
classe zn est sans importance, elle n’est utilisée que pour représenter une partition des données.
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· · ·

|
1− ω′3

|
ω
′
3

ω3 = ω
′
3(1− ω′2)(1− ω′1)

| |

|
1− ω′2

|
ω
′
2

ω2 = ω
′
2(1− ω′1)
| |

|
1− ω′1

|
ω
′
1

ω1 = ω
′
1

|

FIGURE 2.1 – Principe du stick-breaking

Des équations (2.5) et (2.6), un effet de clustering, partitionnement, s’observe : la mesure G
étant discrète, différentes réalisations ϑ de G peuvent être égales. Cette propriété du processus
de Dirichlet est illustrée par la métaphore du processus de restaurants chinois (CRP).

2.1.2 Processus de restaurants chinois (CRP)

Soient ϑ1, · · · , ϑN
iid∼ G avec G une réalisation du processus de Dirichlet de paramètre sca-

laire α et de mesure de base Υ. De la conjugaison entre la loi de Dirichlet et la loi multinomiale,
il est déduit que la distribution a posteriori de G est aussi un processus de Dirichlet [Fer73] :

G|ϑ1:N ∼ DP(α′,Υ′) avec α′ = α +N et Υ′ =
α

α +N
Υ +

1

α +N

N∑
n=1

δϑn (2.7)

En se basant sur cette propriété, le processus de Dirichlet peut être représenté en urne de Pó-
lya [BM73], ce qui permet d’observer un effet de partitionnement. En effet, selon (2.7) et en
marginalisant G, les paramètres ϑ peuvent être récursivement échantillonnés suivant :

ϑn|ϑ1, · · · , ϑn−1, α,Υ ∼
K∑
k=1

mk

α + n− 1
δϑ?k +

α

α + n− 1
Υ (2.8)

Les paramètres ϑ?k sont les valeurs uniques prises par les paramètres ϑ ; ils ne correspondent
pas forcément au paramètre de classe de même indice du stick-breaking, la notation ϑ?ik devrait
être utilisée où ik est l’indice correspondant à la position de cette réalisation dans la construction
stick-breaking ; nous n’optons pas ici pour cette écriture par souci de simplicité.K est le nombre
de classes existant jusqu’à l’instant n − 1. mk est le nombre paramètres ϑl ayant pris la valeur
ϑ?k. Ce comportement du DP est décrit par la métaphore du restaurant chinois. Un restaurant
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avec une infinité possible de clients, de tables et de repas à la carte est considéré. Lorsqu’un
client ϑn entre dans le restaurant, il a une probabilité proportionnelle à mk de s’asseoir à une
table k(≤ K) déjà occupée et proportionnelle à α de demander une nouvelle table. Si la table
k est choisie, le client ϑn mangera le plat ϑ?k partagé par ses occupants, ϑn = ϑ?k. Pour une
nouvelle table K + 1, le plat associé est échantillonné suivant Υ : ϑ?K+1 ∼ Υ et ϑn = ϑ?K+1. En
introduisant les variables d’étiquette z, (2.8) est équivalent à :

Pr(zn = k ≤ K|z1:n−1) =
mk

α + n− 1

Pr(zn = knew = K + 1|z1:n−1) =
α

α + n− 1
(2.9)

La notation anew est adoptée dans ce manuscrit pour désigner l’échantillonnage d’une nouvelle
entité a+1 ; ceci pour une facilité d’écriture, en particulier dans les équations d’échantillonnage
de Gibbs.

En classification, z correspond à une partition possible des données. La loi sur les partitions
associée au modèle (2.9) est développée à l’annexe A et s’écrit :

Pr(z|α,m) =
Γ(α)

Γ(N + α)
αK

K∏
k=1

Γ(mk) (2.10)

avec Γ la fonction gamma standard. En outre, on peut noter que cette probabilité est indépen-
dante de la numérotation.

De (2.8) et (2.9), il est déduit que K peut augmenter avec le nombre de données et qu’il
dépend en théorie exclusivement du nombre d’observations N et du paramètre scalaire du pro-
cessus de Dirichlet α. En effet, la probabilité à un instant n donné que ϑn prenne une nouvelle
valeur est proportionnelle à α/(α+ n− 1) impliquant que le nombre moyen de classes pour N
et α fixés est [Ant74] :

E[K|N,α] =
N∑
n=1

α

α + n− 1
' αln

(
N + α

α

)
(2.11)

Il en résulte que pour N →∞, K →∞.

La figure 2.2, représente le nombre moyen de classes pour une grille de valeurs du paramètre
α et du nombre d’observations N . On observe que le nombre moyen de classes croît de manière
sous-linéaire (logarithmique) en fonction de α.

2.1.3 Extensions du Processus de Dirichlet

Différentes extensions du processus de Dirichlet ont été proposées [BF11], [PY97], [BGJ07] ;
nous en présentons brièvement deux.
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FIGURE 2.2 – Nombre moyen de classes pour différentes valeurs de α

Le distance dependent Chinese restaurant process

Contrairement au CRP classique, le processus de restaurant chinois dépendant de la distance
(ddCRP) [BF11] propose d’effectuer des assignations de clients plutôt que des affectations de
tables. Le processus génératif s’écrit :

Pr(sn = q|L, ϕ, α) ∝

ϕ(`nq) si q 6= n

α si q = n
(2.12)

avec
– sn l’étiquette d’assignation du client n et s = {s1, s2, · · · }
– `nq la distance entre les clients n et q
– L l’ensemble des distances
– ϕ une fonction de décroissance

De cette équation on peut déduire que l’assignation d’un client est indépendante de celle des
autres. De plus, les clients que l’on peut joindre par leur assignation sont affectés à une même
table et la partition en découlant est notée z(s), ce qui est illustré à la figure 2.3. Notons en
particulier que la partition générée n’est pas échangeable.

Le processus de Pitman-Yor

Une autre généralisation du DP est le processus de Pitman-Yor [PY97] où les étiquettes sont
échantillonnées suivant :

Pr(zn = k|z1:n−1, α) =
1

n− 1 + α

nk − d si 1 ≤ k ≤ K

α + dK si k = knew
(2.13)
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FIGURE 2.3 – Exemple de partition avec le ddCRP. La première ligne représente les assignations
de clients, les couleurs donnent les clients qui ont la même assignation et la deuxième ligne
donne la partition déduite.

où 0 ≤ d < 1 et le paramètre scalaire α respecte α > −d. Le processus de restaurant chinois se
retrouve lorsque d = 0. La représentation en stick-breaking correspondante est donnée par :

ω
′

k ∼ Beta(1− d, α + kd) ωk = ω
′

k

k−1∏
i=1

(1− ω′i)

ϑ?k ∼ Υ G =
∞∑
k=1

ωkδϑ?k (2.14)

et
∑∞

k=1 ωk = 1 presque sûrement si et seulement si
∑∞

k=1 log(1 + ak/bk) =∞ (où ak = 1− d
et bk = α + kd) pour assurer que ω′k ne tend pas trop vite vers 0.

2.1.4 Processus de Dirichlet à mélanges

Dans cette partie, une interprétation alternative des processus de Dirichlet et de leur uti-
lisation est proposée. Revenons tout d’abord à l’exemple de l’estimation de densité introduit à
l’équation (2.2). Si un processus de Dirichlet est choisi comme distribution de G, alors le modèle
(2.2) peut se réécrire hiérarchiquement comme suit :

G|α,Υ ∼ DP(α,Υ)

ϑn|G ∼ G (2.15)

xn|ϑn ∼ f(·|ϑn)

et est appelé processus de Dirichlet à mélange.

Une représentation hiérarchique du processus de Dirichlet est donnée à la figure 2.4.
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FIGURE 2.4 – Représentations hiérarchiques du processus de Dirichlet. A gauche est représenté
le modèle hiérarchique du processus de Dirichlet à mélange et à droite une représentation équi-
valente du stick-breaking.

Limite infinie d’un mélange fini de distributions

Le processus de Dirichlet à mélange peut être défini comme la limite infinie d’un mélange
fini de distributions où le nombre de composantes du mélange est à l’infini [Nea00], [Ras00],
[IZ02].

Soit un mélange de K distributions avec ω = {ω1, · · · , ωK} l’ensemble des coefficients de
proportion distribués selon une loi de Dirichlet de vecteur de paramètre symétrique de dimension
K, (α/K, · · · , α/K). Soit ϑ?k le paramètre associé à la composante k distribué selon Υ. L’en-
semble des observations est noté x = {x1, · · · , xN} et la distribution d’une observation est don-
née conditionnellement au paramètre de sa composante associée. Soit de plus z = {z1, · · · , zN}
l’ensemble des étiquettes renseignant la composante associée à chaque observation. Le modèle
obtenu est :

ϑk|Υ ∼ Υ, k = 1, · · · , K

ω|α ∼ Dir
( α
K
, · · · , α

K

)
zn|ω ∼ Mult(ω), n = 1, · · · , N

xn|zn,ϑ? ∼ f(·|ϑ?zn), n = 1, · · · , N (2.16)

Il a été montré dans [Nea00] que ce modèle, lorsque K → ∞ est équivalent au processus de
Dirichlet à mélanges. Ce modèle a d’abord été proposé comme alternative aux mélanges finis
où le nombre de composantes s’adapte aux observations [Ras00].
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Vraisemblance marginale

Conditionnellement à la valeur de l’étiquette de classe zn = k et le paramètre unique associé
ϑ?k, la distribution de l’observation xn s’écrit : f(xn|ϑ?k). Par suite, la distribution jointe des
observations peut se décomposer comme :

p(x|z,ϑ?) =
K∏
k=1

[∏
n∈Ak

f(xn|ϑ?k)

]
(2.17)

avec Ak les indices des observations affectées à la classe k. Dans le cas où seule la partition
compte, une vraisemblance marginale peut ensuite être écrite en intégrant les paramètres de
classe dans la densité jointe p(x,ϑ?|z) = p(x|z,ϑ?)υ(ϑ?), avec υ la densité associée à Υ.

f(x|z) =
K∏
k=1

f(xAk) =
K∏
k=1

[∫ ∏
n∈Ak

f(xn|ϑ?k)dΥ(ϑ?k)

]
(2.18)

Nous considérons ici que f et υ sont des lois conjuguées.

Le processus de Dirichlet à mélange peut être utilisé pour la classification d’un ensemble
de données avec un nombre de classes inconnu. Dans d’autres problèmes de classification, les
données à classifier peuvent plutôt appartenir des groupes de données. Ainsi chaque groupe a
des observations propres. L’objectif dans ce cas est non seulement la partition de chaque groupe
mais aussi l’identification des classes communes entre les groupes. Un exemple est la classifi-
cation conjointe de différents types de documents, une approche paramétrique a été proposée
dans [BNJ03]. Dans le cas non paramétrique, le processus de Dirichlet hiérarchique est une
généralisation du processus de Dirichlet adaptée à la classification hiérarchique présentée dans
[TJBB06].

2.2 Processus de Dirichlet hiérarchique (HDP)

Les notations ont été modifiées dans cette partie pour distinguer les cas mono-données et
multi-données.

Soient J ensembles distincts de données yj = {yj1, · · · , yj∞} et y = {y1, · · · ,yJ}. Les
paramètres associés aux observation sont notés θj = {θj1, · · · , θj∞} et θ = {θ1, · · · ,θJ}. Les
observations dans le groupe j notées yj sont supposées être distribuées suivant un modèle de
mélange du type (2.2). Les groupes sont de plus liés, c’est-à-dire qu’ils peuvent ou non avoir
des caractéristiques communes.

Soit alors à définir un modèle permettant une classification partagée entre les groupes, c’est-
à-dire diviser chaque groupe en sous-classes de paramètres uniques ψjt et regrouper les sous-
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FIGURE 2.5 – Représentation du processus de Dirichlet hiérarchique

classes identiques entre les groupes en classes uniques de paramètres φk ; t est l’indice de la sous-
classe dans le groupe j et k l’indice de classe pour l’ensemble. Pour une plus grande flexibilité
du modèle, nous nous baserons sur le processus de Dirichlet précédemment introduit. Supposons
que toutes les lois Gj sur les paramètres θj soient modélisées par un processus de Dirichlet de
même mesure de base continue G0. Conformémant à la définition du processus de Dirichlet,
les valeurs uniques ψjt, t = 1, · · · ,∞ prises par les θjn sont distribuées selon G0. Étant donné
que la mesure de base est continue, la probabilité que des réalisations ψjt soient partagées entre
les groupes est nulle, impliquant ainsi le non partage de classe. Il est donc nécessaire que la
mesure de base G0 soit discrète. Pour à nouveau autoriser que le nombre de classes évolue avec
les observations, la mesure G0 est elle aussi définie comme une réalisation d’un processus de
Dirichlet. Ce modèle a été introduit comme le processus de Dirichlet hiérarchique [TJBB06]

G0|γ,H ∼ DP(γ,H)

Gj|α0,G0
iid∼ DP(α0,G0) j = 1, · · · J (2.19)

avec Gj la mesure de probabilité aléatoire pour le groupe j définie comme un processus de
Dirichlet de paramètre scalaire α0 et de mesure de base G0 définie aussi comme un processus
de Dirichlet de paramètre scalaire γ et de mesure de base H . De la définition (2.19), il suit
que les mesures Gj sont indépendantes conditionnellement à G0, cela s’observe aussi sur la
représentation du modèle à la figure 2.5.

Comme pour le DP, une version hiérarchique du HDP peut être écrite et se nomme processus
de Dirichlet hiérarchique à mélange. Il est défini pour j = 1, · · · , J par :

G0|γ,H ∼ DP(γ,H)

Gj|α0,G0
iid∼ DP(α0,G0)

θjn|Gj
iid∼ Gj n = 1, 2, · · · ,∞

yjn|θjn
iid∼ f(·|θjn) n = 1, 2, · · · ,∞ (2.20)
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2.2.1 Stick-breaking

Conformément à la définition (2.19), G0 est distribué suivant un processus de Dirichlet et
comme pour (2.6), une écriture en stick-breaking est possible :

G0 =
∞∑
k=1

πkδφk (2.21)

avec φk ∼ H et, πk et φk sont respectivement le poids et le paramètre de la classe k. Comme
vu à la section 2.1.1, les réalisations du DP sont discrètes, il en résulte que G0 est une mesure
discrète de support les réalisations φ = {φ1, · · · , φ∞}. En outre, étant donné que les mesures
aléatoires Gj partagent la même mesure de base G0, ils partagent le même support et s’écrivent
donc :

Gj =
∞∑
k=1

τjkδφk (2.22)

L’échantillonnage des poids π et τ se fait suivant [TJBB06] :

π
′

k ∼ Beta(1, γ) πk = π
′

k

k−1∏
l=1

(1− π′l)

τ
′

jk ∼ Beta

(
α0πk, α0

(
1−

k∑
l=1

πl

))
τjk = τ

′

jk

k−1∏
i=1

(1− τ ′jt) (2.23)

pour j = 1, · · · , J et k = 1, · · · ,∞.

Les réalisations d’un processus de Dirichlet sont discrètes, ce qui implique que les para-
mètres ψjt distribués selon G0 se répètent, ainsi que les θjn. Un double partitionnement s’ob-
serve donc dans le cas du HDP qui est illustré par la métaphore de la franchise de restaurants
chinois (CRF).

2.2.2 Franchise de restaurants chinois (CRF)

Supposons une franchise comprenant J restaurants qui partagent le même menu φ. Chaque
restaurant peut accueillir une infinité de clients et dresser une infinité de tables. Lorsqu’un indi-
vidu θjn rentre dans un restaurant j, il a une probabilité proportionnelle à νjt, le nombre d’indi-
vidus à la table t, de s’asseoir à cette table existante t et une probabilité proportionnelle à α0 de
s’asseoir à une nouvelle table :

θjn|α0,G0 ∼
mj·∑
i=1

νjt
α0 + n− 1

δψjt +
α0

α0 + n− 1
G0 (2.24)

avec mj· le nombre de tables dans le restaurant j. Si le client s’assoit à une table existante
t ≤ mj·, il mangera le plat qui y est mangé ψjt. Dans le cas contraire, le plat associé doit être
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échantillonné. A nouveau, ce plat peut être choisi dans la liste de plats uniques φ1:K existante
dans la franchise ou un nouveau est échantillonné suivant H , K étant le nombre courant de plats
dans le menu. ψjt = φk avec une probabilité proportionnelle à m·k, le nombre de tables dans
la franchise ayant choisi le plat φk et ψjt = φknew ∼ H avec une probabilité proportionnelle au
paramètre scalaire γ :

ψjt|γ,H,ψ11:m1· , · · · ,ψj1:t−1, · · · ,ψJ1:mJ·
φ1:K ∼

K∑
k=1

m·k
γ +m··

δφk +
γ

γ +m··
H (2.25)

où m·· est le nombre total de tables dans la franchise. Notons que comme pour le processus de
Dirichlet, des indices différents devraient être introduits pour les équations (2.24) et (2.25). En
effet, ψjt de l’équation (2.24) ne correspond pas au paramètre unique de sous-classe de même
numéro échantillonné par stick-breaking, l’écriture devrait être ψj`t avec `t l’indice correspon-
dant au paramètre de sous-classe t du stick-breaking ; de même, pour le paramètre de classe φik .
Un exemple de réalisation de la franchise de restaurants chinois est donné à la figure 2.6.

Pour mieux appréhender le partitionnement effectué, deux jeux d’étiquettes sont ici intro-
duits : cjn l’étiquette qui renvoie le numéro de la table associée à l’individu n du restaurant j
et djt qui donne le numéro du plat associé à la table t du restaurant j. La probabilité d’affec-
tation de cjn ne dépend que des affectations des n − 1 premiers individus du restaurant j, elle
est proportionnelle à νjt pour une table existante et à α0 pour une nouvelle table. Ainsi, plus
une table est populaire, plus la probabilité de s’y installer est forte. De même, la popularité d’un
plat influence la probabilité que des tables le choisissent. Les équations (2.24) et (2.25) sont
équivalentes à :

Pr(cjn = t|α0, c1:n−1) ∝

νjt si t ≤ mj·

α0 si t = tnew = mj· + 1

Pr(djt = k|γ,d11:m1· , · · · ,dj1:t−1, · · · ,dJ1:mJ·) ∝

m·k si k ≤ K

γ si k = knew = K + 1
(2.26)

La loi sur les partitions en résultant démontrée à l’annexe A s’écrit :

ϕ(c,d) =
J∏
j=1

{[
Γ(α0)

Γ(Nj + α0)

]
α
mj·
0

[
mj·∏
i=1

Γ(νjt)

]}
Γ(γ)

Γ(m·· + γ)
γK

[
K∏
k=1

Γ(m·k)

]
. (2.27)

En faisant une analogie avec la classification, les tables désignent des sous-classes et les plats
des classes. Ainsi cjn indique la sous-classe de la donnée n dans le groupe j et djt la classe de la
sous-classe t du groupe j. Le double partitionnement que nous avions comme objectif est ainsi
observé dans le CRF. Chaque groupe est d’abord divisé en sous-classes puis les sous-classes
statistiquement identiques entre les groupes sont affectées à la même classe.
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Présentation de la franchise à un instant donné
Restaurant 1

. . .
θ11θ13

θ12 θ14

Restaurant 2

. . .
θ21θ23

θ22θ25

Restaurant 3

. . .
θ31 θ32 θ33

Menu
φ1

φ2

φ3
.
.
.

ψ 1
1
=
φ 1

ψ 1
2
=
φ 2

ψ 1
3
=
φ 2

ψ 2
1
=
φ 2

ψ 2
2
=
φ 1

ψ 3
1
=
φ 1

ψ 3
2
=
φ 2

ψ 3
3
=
φ 3

Cas d’un nouveau client dans le restaurant 1

θ13
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θ14

ψ 1
1
=
φ 1

ψ 1
2
=
φ 2

ψ 1
3
=
φ 2

θ15

ν
11 =

2
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ν13
=
1

α 0

ψ14

Menu
φ1

φ2

φ3

m
·1 =

3
m·2 = 4

m·3 = 1

γφ4

FIGURE 2.6 – Exemple d’une franchise de restaurants chinois (modèle a priori). En haut est
présentée l’état de la franchise à un instant donné et en bas les possibilités d’affectation d’un
nouveau client entrant dans le restaurant 1. La franchise comprend 3 restaurants et le menu au
moment considéré 3 plats. Dans chaque restaurant, les θ accolés à une table représentent les
clients assis à cette dernière, les ψ indiquent le plat du menu ayant été choisi. Dans le cas d’un
nouveau client dans le restaurant 1, les flèches représentent les possibilités d’affectation et le
chiffre au dessus la probabilité proportionnelle pour chaque cas. Ainsi, un nouveau client peut
s’asseoir à une table existante ou à une nouvelle et pour cette nouvelle de choisir un plat existant
ou un nouveau. On observe que plusieurs tables d’un même restaurant peuvent choisir le même
plat : les tables 2 et 3 du restaurant 1 ont choisi le plat φ2 et qu’à des tables dans différents
restaurants peut être servi le même plat : ψ11 = ψ22 = ψ31 = φ1.
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Loi a posteriori

Comme dans le cas mono-données (2.18), une vraisemblance marginale ne dépendant que
de la partition (c,d) peut être écrite. Soit f(yjn|φk) la densité de l’observation yjn sachant sa
classe affectée djcjn = k et le paramètre associé φk. La loi de l’ensemble des observations
conditionnellement aux étiquettes et paramètres de classe s’écrit alors :

p(y|c,d,φ) =
K∏
k=1

 ∏
(j,n)∈Ak

f(yjn|φk)

 (2.28)

avec Ak les indices des observations dans tous les groupes dans la classe k. Intégrons à présent
les paramètres de classe dans la distribution jointe p(y,φ|c,d) pour obtenir une vraisemblance
ne dépendant que de la partition (c,d) :

f(y|c,d) =
K∏
k=1

f(yAk) =
K∏
k=1


∫ ∏

(j,n)∈Ak

f(yjn|φk)

 dH(φk)

 (2.29)

Il sera supposé dans la suite que les lois f et h, la densité de H , sont conjuguées.

La loi a posteriori est proportionnelle au produit de la loi a priori et de la vraisemblance
des données. Pour des paramètres ayant comme loi a priori le processus de Dirichlet ou le
processus de Dirichlet hiérarchique, la distribution a posteriori est difficile à explorer du fait
de sa complexité. Les méthodes d’échantillonnage génériquement présentées au chapitre 1 sont
alors utilisées pour simuler des échantillons suivant la loi d’intérêt.

2.3 Algorithmes d’inférence pour le DP et le HDP

Dans cette partie sont présentés deux algorithmes de Gibbs pour l’échantillonnage de la
densité a posteriori sur les étiquettes et les paramètres, le premier pour le cas du processus de
Dirichlet et le second pour le processus de Dirichlet hiérarchique. Une première approche est
de les échantillonner conjointement, une autre méthode consiste à d’abord échantillonner les
étiquettes puis l’échantillonnage des paramètres est facile à déduire. Notons aussi que, suite
à l’échangeabilité, par définition, de la séquence échantillonnée, l’indice courant est considéré
comme la dernière réalisation, ce qui permet d’avoir recours aux écritures en urnes de Pòlya
(2.9) et (2.26).

2.3.1 DP : algorithme de Neal

Les variables inconnues du modèle présenté en (2.2) sont la mesure aléatoire G et les para-
mètresϑ ; la loi a posteriori à estimer est donc p(G,ϑ|x) ou de façon équivalente p(ω,ϑ?,ϑ|x).
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L’algorithme proposé dans [EW95] permet d’échantillonner, à l’aide des méthodes de Monte
Carlo par chaînes de Markov, la densité a posteriori cible en marginalisant suivant la mesure
aléatoire G : p(ϑ|x). Bien que les pré-requis soient assurés pour la convergence des chaînes gé-
nérées, elle est assez lente. Un algorithme pour l’estimation conjointe de la partition et des para-
mètres uniques de classe a ensuite été proposé dans [Nea00], la densité estimée est ici p(z,ϑ?|x)

via un algorithme de Gibbs. Le principe est d’accélérer la convergence en mettant à profit l’en-
semble des observations attribuées à une même classe pour mettre à jour la partition. A une itéra-
tion, étant donné la définition d’une vraisemblance marginale, les paramètres de classe peuvent
être marginalisés pour l’inférence de la valeur des étiquettes z. Sur la base de cette partition, les
paramètres de classe sont ensuite déduits.

Puisque la séquence z est supposée échangeable, l’étiquette zn peut être considérée comme
la dernière à être échantillonnée. Conformément à l’écriture en urne de Pólya, (2.9), la distribu-
tion de zn conditionnellement aux autres étiquettes s’écrit alors :

Pr(zn = k|z−n) =
1

α +N − 1

m−nk si k ≤ K

α si k = knew

avec z−n = z1, · · · , zn−1, zn+1, · · · , zN l’ensemble des étiquettes hormis la n-ième, m−nk le
nombre d’observations dans la classe k en ôtant l’observation n et K le nombre courant de
classes.

Ecrivons à présent la loi a posteriori conditionnelle de l’étiquette zn sachant les autres va-
riables du modèle. A l’aide du théorème de Bayes on a :

Pr(zn = k|z−n,x) ∝ p(xn|zn = k,z−n,x−n)Pr(zn = k|z−n).

En remplaçant chaque terme, il s’ensuit que :

Pr(zn = k|z−n,x) ∝

m−nk f(xn|xA−nk ) si k ≤ K

αf(xn) si k = knew
(2.30)

avec A−nk l’ensemble des indices zi = k, i 6= n. f(xn|xA−nk ) est la densité de l’observation xn
conditionnellement aux observations attribuées à la classe k sauf xn qui peut s’écrire comme
f(xn|xA−nk ) = f(xn, xA−nk

)/f(xA−nk
) et f(xn) =

∫
f(xn|ϑknew)dΥ(ϑknew).

Lorsque la partition est obtenue, les paramètres uniques de classe sont mis à jour suivant la
densité

p(ϑ?k|z,x) ∝ υ(ϑ?k)
∏
n∈Ak

f(xn|ϑ?k) (2.31)
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Algorithme 2.1 Algorithme de Neal
Initialisation

Échantillonner z(0)

Échantillonner ϑ?(0) ∼ Υ

pour i = 1, · · · , I faire
pour n = 1, · · · , N faire

Échantillonner z(i)
n ∼ p(z

(i)
n |z(i)

1 , z
(i)
2 , · · · , z(i)

n−1, z
(i−1)
n+1 , · · · , z

(i−1)
N ,y) selon (2.30)

fin pour
Échantillonner ϑ? selon (2.31)

fin pour

2.3.2 HDP : estimation de la partition

La densité a posteriori complète à estimer pour le processus de Dirichlet hiérarchique est
p(G0,G1, · · · ,GJ ,θ|y).

Dans [TJBB06], un algorithme semblable dans le principe à celui précédemment détaillé
pour le DP a été proposé pour le HDP. L’algorithme de Gibbs proposé se base sur la représenta-
tion en franchise de restaurants chinois (2.26) ; les étiquettes de sous-classe c sont échantillon-
nées puis les étiquettes de classe d, et ensuite les paramètres uniques.

Introduisons tout d’abord les notations utilisées par la suite :
– c−jn l’ensemble des étiquettes de sous-classes sauf la n-ième du groupe j
– y−jn l’ensemble des observations sauf yjn
– ν−jnjt le nombre d’étiquettes c−jn associées à la sous-classe t du groupe j
– m−jnj· le nombre de sous-classes dans le groupe j après avoir ôté cjn
– yjt l’ensemble des observations dans la sous-classe t de l’image j
– y−jt l’ensemble des observations sauf yjt : les observations associées à tout une table

sont retirées
– d−jt l’ensemble des étiquettes de classe associées aux sous-classes excepté la t-ième du

groupe j
– m−jt·k le nombre d’étiquettes d−jt associées à la classe k

Les équations de l’algorithme de Gibbs pour c et d s’écrivent pour chaque observation et
chaque sous-classe :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝ Pr(cjn = t|c−jn,d) p(yjn|cjn = t, c−jn,d,y−jn) (2.32)

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝ Pr(djt = k|c,d−jt) p(yjt|c, djt = k,d−jt,y−jt) (2.33)

De plus, les séquences c et d sont échangeables par définition, on a alors
Pr(cjn = t|c−jn,d) = Pr(cjn = t|c−jn). En outre, les distributions conditionnelles Pr(cjn =
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t|c−jn) et Pr(djt = k|c,d−jt) s’écrivent :

Pr(cjn = t|c−jn) =
1

α0 +Nj − 1

ν
−jn
jt si t ≤ mj·

α0 si t = tnew

Pr(djt = k|c,d−jt) =
1

γ +m·· − 1

m
−jt
·k si k ≤ K

γ si K = knew

En réécrivant la loi de cjn conditionnellement à toutes les autres variables à l’aide du théo-
rème de Bayes, les équations d’échantillonnage des étiquettes c sont :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝

ν
−jn
jt f(yjn|yA−jndjt

) si t ≤ m−jnj·

α0p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d) si t = tnew
(2.34)

avec

p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d) =
K∑
k=1

m·k
m·· + γ

f(yjn|yA−jnk
) +

γ

m·· + γ
f(yjn) (2.35)

la vraisemblance associée au choix d’une nouvelle sous-classe pour l’observation yjn qui est
obtenue en intégrant suivant toutes les valeurs djtnew possibles et f(yjn) =

∫
f(yjn|θ)dH(θ).

Dans le cas où t = tnew, la classe associée doit aussi être échantillonnée :

Pr(djtnew = k|c,d−jtnew) ∝

m·kf(yjn|yA−jnk
) si k ≤ K

γf(yjn) si k = knew
(2.36)

Ainsi, l’observation n du groupe j peut être affectée à une sous-classe existante (t ≤ mj·) ou à
une nouvelle avec une probabilité proportionnelle au nombre d’observations dans t et la distri-
bution de l’observation yjn conditionnellement aux autres observations dans la classe associée
à la sous-classe t dans le cas où t ≤ mj· et proportionnelle au coefficient α0 et la probabilité
conditionnelle de yjn sachant qu’elle est affectée à une nouvelle sous-classe.

Suivant le même procédé, les équations d’échantillonnage des étiquettes de classe sont :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝

m·kf(yjt|yA−jtk
) si k ≤ K

γf(yjt) si k = knew
(2.37)

De même, la sous classe t de l’image j peut être affectée à une classe existante ou une nouvelle.

Les paramètres uniques de classe peuvent aussi, au besoin, être échantillonnés suivant :

p(φk|c,d,y) ∝ h(φk)
∏

(j,n)∈Ak

f(yjn|φk) (2.38)
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Dans cette partie ont été présentés des algorithmes d’échantillonnage des paramètres selon
leur distribution a posteriori dans le cas du DP et du HDP. Intéressons-nous à présent dans
ce contexte à l’estimation de densité. Les résultats sont détaillés dans le cas du processus de
Dirichlet puis généralisés pour le processus de Dirichlet hiérarchique.

La densité p(x) a été présentée à la section 2.1 comme une loi de mélange inconnue de
densité de mélange f(xn|ϑn) et de distribution de mélange G qui a ensuite été choisie comme
une réalisation d’un processus de Dirichlet. Après avoir obtenu des échantillons ϑ selon leur
distribution a posteriori, une approximation de la densité p(x) est équivalente à celle de la
densité prédictive p(xN+1|x). Cette méthode est détaillée à la section suivante.

2.3.3 Estimation de la densité

Dans le cas mono-données, modélisé par le DP, l’estimation de p(x) revient à approcher la
densité prédictive d’une nouvelle observation xN+1 sachant lesN observations connues p(xN+1|x) :

p(xN+1|x) =

∫
f(xN+1|ϑN+1)p(dϑN+1|x) (2.39)

où
p(dϑN+1|x) =

∫
p(dϑN+1|ϑ)p(ϑ|x)dϑ

Les paramètres ϑ correspondent à ceux échantillonnés suivant leur distribution a posteriori sa-
chant les observations x, par exemple par la méthode présentée à la partie 2.3.1. La distribution
prédictive p(dϑN+1|ϑ) est donnée par la représentation en CRP, (2.8). Pour chaque échantillon
ϑ(i), i = 1, · · · , I de la chaîne MCMC, une nouvelle valeur est échantillonnée suivant la distri-
bution prédictive dϑN+1|ϑ ∼ p(dϑN+1|ϑ). Ainsi, I nouvelles particules ϑ(i)

N+1 sont obtenues et
permettent d’approcher p(dϑN+1|x) par :

pI(dϑN+1|x) =
1

I

I∑
i=1

δ
ϑ
(i)
N+1

(dϑN+1)

L’estimation de la densité prédictive sur la base de ces réalisations s’écrit :

p(xN+1|x) ' 1

I

I∑
i=1

f(xN+1|ϑ(i)
N+1) (2.40)

Le même raisonnement est suivi pour le processus de Dirichlet hiérarchique. Pour chaque
groupe j une estimation de la densité prédictive d’une nouvelle observation yj(Nj+1) sachant les
Nj précédentes yj s’écrit :

p(yj(Nj+1)|yj) '
1

I

I∑
i=1

f(yj(Nj+1)|θ(i)
j(Nj+1)) (2.41)
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FIGURE 2.7 – Estimation de la densité dans le cas du DP avec f(xn|ϑn) = N (xn;ϑn, 0.5),
Υ ≡ N (0, 5), N = 500 et α = 1

FIGURE 2.8 – Estimation de la densité dans le cas du HDP avec f(yjn|θjn) = N (yjn; θjn, 0.5),
H ≡ N (0, 5), J = 3, N = [500, 500, 500], α0 = 10 et γ = 1

où les θ(i)
j(Nj+1) sont obtenus par construction CRF suite à l’obtention de réalisations θ(i)

j suivant
leur distribution a posteriori.

Les figures 2.7 et 2.8 représentent les densités vraies et celles estimées d’un mélange de
distributions gaussiennes généré suivant un CRP pour le cas mono-données et un CRF pour le
cas multi-données. Les paramètres inconnus sont les moyennes des lois gaussiennes. On observe
que les densités obtenues sont proches des densités vraies. On peut supposer que les valeurs
estimées sont légèrement différentes des vraies, impliquant que les pics ne soient pas exactement
superposés. A la figure 2.8, on observe de plus que certaines moyennes de lois gaussiennes sont
partagées entre les groupes, conformément à la description du modèle génératif.

Pour les méthodes bayésiennes, l’efficacité de l’inférence est fortement liée au choix des
valeurs des hyperpamètres des modèles ; ainsi, pour une complétion des méthodes proposées,
il peut être utile d’estimer ces hyperparamètres. Par construction, des lois a priori conjuguées
peuvent être trouvées pour α dans le cas du DP et α0 et γ dans le cas du HDP. Un algorithme
de Gibbs peut alors être dérivé pour obtenir des réalisations des hyperparamètres suivant leur
distribution a posteriori. Cet algorithme peut être combiné à celui de l’échantillonnage des pa-
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ramètres des modèles comme présenté dans [EW95] et [TJBB06]. Une méthode d’estimation
des paramètres de concentration et ceux de la mesure de base est présentée dans la partie sui-
vante.

2.3.4 Estimation des hyperparamètres

Paramètre de concentration α du processus de Dirichlet

Soient un ensemble d’observations x, de paramètres associés ϑ et le modèle hiérarchique
défini par (2.15). Le nombre de classes K dépend du paramètre α et du nombre d’observations
N , la probabilité associée est donnée par [Ant74] :

Pr(K|α,N) =
s(N,K)αK∑N
n=1 s(N, n)αn

.

s(N,K) est la valeur absolue du nombre de Stirling de première espèce [AS65]. Étant donné
que le paramètre de concentration α régule le nombre de paramètres uniques K et la probabilité
de proposition de nouvelle classe, le choix de la meilleure valeur est donc primordial ; il peut
être utile de l’estimer conjointement aux paramètres ϑ. Soit p(α) la loi a priori sur le paramètre
scalaire α qui peut dépendre ou non du nombre d’observations N , sa loi a posteriori sachant
tous les autres paramètres ne dépendrait donc que du nombre d’observations N et du nombre de
paramètres uniques K,

p(α|N,K,x,ϑ) = p(α|N,K) ∝ Pr(K|α,N)p(α) (2.42)

En exploitant les conjugaisons de lois, il a été proposé une loi gamma pour p(α) [EW95], ce
qui permet de dériver un algorithme de Gibbs combinant l’échantillonnage des paramètres ϑ et
α. D’autres lois a priori peuvent être choisies et la mise à jour du paramètre α s’intégrera à la
procédure d’échantillonnage par un pas de Metropolis-Hastings.

En reprenant la démarche présentée dans [EW95], une loi a priori conjuguée a été proposée
[TJBB06] pour les paramètres α0 et γ du processus de Dirichlet hiérarchique.

Hyperparamètres de la mesure de base Υ

Soit p(ξ) la loi a priori sur les hyperparamètres inconnus et à estimer ξ définissant la mesure
de base Υ à estimer. La loi a posteriori des hyperparamètres ξ sachant les autres variables s’écrit
[Nea00] :

p(ξ|x,ϑ, α) = p(ξ|ϑ?) ∝ p(ξ)
K∏
k=1

υ(ϑ?k|ξ) (2.43)
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avec ϑ? l’ensemble des paramètres uniques. Si les distributions υ(ϑ?|ξ) et p(ξ) sont conju-
guées, l’échantillonnage se fait par un algorithme de Gibbs, et par un algorithme de Metropolis-
Hastings dans le cas contraire.

2.4 Conclusion

Ce chapitre présente les processus de Dirichlet et de Dirichlet hiérarchique. L’intérêt de
ces modèles non paramétriques est leur capacité à s’adapter aux données fournies. Ils sont en
particulier introduits pour la résolution de problèmes de classification et d’estimation de densité :
le DP pour un ensemble de données et le HDP pour différents groupes de données. Quelques
propriétés sont détaillées ainsi que des algorithmes de Gibbs pour l’échantillonnage des variables
d’intérêt a posteriori. Ces modèles seront ensuite utilisés au chapitre 4 pour un cas particulier
de classification : la segmentation.



CHAPITRE 3

Segmentation d’images

En traitement d’images, la segmentation est une étape préliminaire sur laquelle se fondent
des questions de plus haut niveau comme l’analyse ou l’interprétation. Elle consiste en une
partition des pixels de l’image en différents groupes appelés classes de sorte que les pixels
d’une même classe partagent une même propriété, par exemple le niveau de gris, la couleur ou
la texture. La segmentation est formalisée par l’attribution d’une variable d’étiquette à chaque
pixel indiquant la classe à laquelle il est rattaché. Cette thèse est dédiée au développement de
nouvelles méthodes de segmentation palliant certaines limitations de l’état de l’art. Ce chapitre
permet d’introduire les modèles sur lesquels s’appuieront les approches proposées.

Il existe différentes méthodes de segmentation dont le choix est guidé par l’application. Nous
citons ici les plus connues.

Une simple méthode est le seuillage, dans le cas où les classes sont caractérisées par des ni-
veaux de gris différents. Comme son nom l’indique, elle consiste à appliquer un, voire plusieurs
seuils aux niveaux de gris des pixels pour en déduire la segmentation. Néanmoins, une limitation
est qu’aucune interaction spatiale n’est considérée. A noter que par extension, le même type de
stratégie peut être appliquée non pas sur le niveau de gris mais sur des descripteurs caractérisant
certaines propriétés comme la texture.

Les méthodes basées sur une approche région visent à regrouper les pixels présentant des
propriétés communes. Les approches les plus utilisées peuvent être divisées en deux catégories
désignées par les termes anglais region-growing et split-and-merge [Rob73]. Region-growing
[AB94] qui peut être traduit par croissance de région est un processus itératif qui consiste à
choisir un pixel source et à accumuler les voisins vérifiant une propriété, par exemple, la simi-
larité de niveau de gris. Split ou segmentation par division consiste à d’abord définir un critère
d’homogénéité, ensuite, le critère est évalué sur l’image, et, s’il n’est pas vérifié, elle est dé-
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coupée en zones plus petites et la division est ainsi appliquée récursivement sur chaque zone.
Puis, merge ou segmentation par fusion est l’exploration de l’image à partir de petites zones
homogènes qui sont regroupées si elles vérifient un critère de similarité. Une autre famille de
méthodes est la segmentation à partir de la détection de contours qui se caractérisent par un
changement brutal de la fonction d’intensité dans l’image.

Plus récemment en vision, l’image a été assimilée à un graphe non orienté, la segmentation
revenant ainsi à effectuer une partition de graphe. Différents algorithmes se fondent sur cette
approche, en particulier l’algorithme normalized-cuts [SM00] que nous présenterons pour la
division de nos images en super-pixels. Les champs de Markov reposent également sur l’assi-
milation de l’image à un graphe ; leur particularité est que la loi de l’étiquette de classe attachée
à un pixel conditionnellement à toutes les autres étiquettes, ne dépend que de la valeur de l’éti-
quette des pixels voisins. En particulier, nous utilisons dans ce travail le champ de Potts.

Des algorithmes de classification sont aussi utilisés en segmentation. Par exemple, pour un
nombre de classes donné, l’algorithme k-moyennes associe les pixels à la classe dont le ba-
rycentre est le plus proche [Mig08] alors que l’Expectation-Maximization propose la partition
correspondant au maximum de vraisemblance [CFP03].

Le choix de la méthode dépend des caractéristiques de l’image et de l’objectif. Par exemple :
– les images sont-elles structurées, texturées ?
– les contours des objets sont-ils marqués ?
– les images sont-elles bruitées ?
– la segmentation doit-elle aboutir à un résultat visuellement acceptable ?
– la rapidité d’exécution peut-elle être sacrifiée au profit de la précision ?
– etc.

Notre étude s’inscrit dans un cadre bayésien et la segmentation est vue comme une classifica-
tion des pixels ; nous choisissons alors le champ de Markov, comme loi des étiquettes. En outre,
pour réduire la charge calculatoire, on applique une étape préliminaire de pré-segmentation qui
consiste à subdiviser l’image en zones grossières. Cette approche permet entre autres de réduire
la dimension du problème de segmentation. Selon la méthode, les zones obtenues sont cepen-
dant plus ou moins pertinentes. Les algorithmes de pré-segmentation utilisés dans notre travail
sont aussi présentés par la suite.

3.1 Algorithmes de pré-segmentation

La pré-segmentation d’une image consiste à la subdiviser en zones cohérentes que nous
appellerons super-pixels et qui seront à leur tour regroupées en classes par une méthode de seg-
mentation plus fine. Il est nécessaire de noter que la méthode choisie influence la segmentation
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finale de l’image. En effet, cette dernière sera une partition des super-pixels, et, remonter à la
partition de pixels dépendra de la pré-segmentation.

Pour cela, il existe différents algorithmes souvent introduits dans le domaine de la vision par
ordinateur par exemple pour la détection, la reconnaissance ou l’analyse.

Des approches basées sur la construction en graphe [SM00, FH04] ont été proposées où
chaque pixel est considéré comme le nœud d’un graphe. Des liens sont de plus définis entre les
nœuds et le poids associé à un lien est proportionnel à la similarité entre les pixels concernés.
Les superpixels sont ensuite déduits par minimisation d’un coût défini sur le graphe.

Existent aussi des méthodes itératives pour la recherche des maxima reposant sur le calcul
de gradient. Partant d’une segmentation initiale grossière, des algorithmes de gradient ascen-
dant affinent la classification au cours des itérations pour une meilleure segmentation jusqu’à
convergence [CM02, VS08].

Nous choisissons de présenter brièvement deux algorithmes de pré-segmentation que nous
utiliserons dans la suite : le normalized-cuts [SM00] et le Simple linear iterative clustering
(SLIC) [ASS+10].

Notons que les algorithmes de pré-segmentation pourraient aussi être utilisés pour la seg-
mentation. Néanmoins, nous choisissons ici de les présenter indépendamment pour marquer la
différence d’utilisation des méthodes dans le travail présenté.

3.1.1 Normalized-cuts

Définition 3.1 (Graphe non orienté)
Un graphe non orienté G = (V,E) est un ensemble fini de nœuds V et d’arêtes E où chaque
arête est une paire de nœuds.

L’image est considérée comme un graphe pondéré non dirigé G = (V,E) et le poids du lien
entre les nœuds n et q , n, q = 1, · · · , |V |;n 6= q est noté w(n, q). Ce dernier est défini comme
le « coût » associé à la liaison, par exemple la distance entre les nœuds considérés.

Dans cette configuration, effectuer une partition en deux groupes distinctsA etB (A∪B = V

et A ∩ B = ∅) revient à supprimer les liens entre les nœuds de A et ceux de B. Le poids total
des liens ainsi ôtés est défini comme le degré de dissimilarité. La quantité à minimiser en théorie
des graphes s’écrit alors :

cut(A,B) =
∑

n∈A,q∈B

w(n, q)

Il a néanmoins été observé [WL93] que cette méthode favorise la création de groupes isolés
composés d’un singleton. Pour contrer cela, une nouvelle mesure de dissociation entre groupes
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est introduite [SM00] qui se calcule comme le ratio de la somme des fonctions de similarité
par le nombre total de liens avec les autres nœuds du graphe. Ainsi, la nouvelle mesure appelée
normalized cut (Ncut) s’écrit :

Ncut(A,B) =
cut(A,B)

assoc(A, V )
+

cut(A,B)

assoc(B, V )
(3.1)

avec assoc(P, V ) =
∑

n∈P,q∈V w(n, q) le nombre total de connexions entre les nœuds dans P et
ceux du graphe. En introduisant un autre jeu de notations, les auteurs de [SM00] montrent que
minimiser cette mesure de dissociation revient à maximiser la mesure d’association des nœuds
qui est un problème NP-complet. Ils proposent l’introduction d’une variable latente qui permet
de trouver un minimum de manière itérative et une implémentation numériquement coûteuse. En
pratique, nous utilisons les codes mis à disposition par les auteurs [SM00] qui prennent comme
paramètre le nombre de super-pixels attendu.

Lorsque la partition désirée comprend plus de deux groupes, le graphe est d’abord divisé en
deux puis chaque groupe est divisé en deux en suivant la même méthode. Le graphe est ainsi
récursivement subdivisé jusqu’à l’obtention du nombre de groupes désiré.

3.1.2 Simple linear iterative clustering (SLIC)

Le simple linear iterative clustering (SLIC) [ASS+10] est un algorithme itératif s’inspirant
de la méthode des k-moyennes [Mac67] avec une limitation de l’espace de recherche à une
région de taille proportionnelle à la taille du super-pixel. La procédure consiste alors à trouver le
centre de chaque super-pixel et les pixels appartenant à ce dernier. Le coût calculatoire associé
est donc linéaire par rapport au nombre de pixels et indépendant du nombre de super-pixels. De
plus, la distance utilisée combine les informations couleur et spatiale.

Notons NSP le nombre de super-pixels désiré. Pour une image de N pixels, chaque super-
pixel comprend alors en moyenne N/NSP pixels. Définissons S =

√
N/NSP ; on en déduit que

la taille approximative d’un super-pixel est S2.

NotonsCk le centre du super-pixel k, k = 1, · · · , NSP de coordonnéesCk = [lk, ak, bk, xk, yk]

avec (lk, ak, bk) les coordonnées dans l’espace de couleurs CIELAB et (xk, yk) les coordonnées
spatiales. A l’initialisation, les centres sont approximativement placés à une distance S. Puis,
étant donné la surface moyenne occupée par un super-pixel, les pixels pouvant être associés à
ce centre sont dans un espace maximal de 2S × 2S, qui représente l’espace de recherche. La
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distance D de chaque pixel n dans l’aire de recherche à son centre associé Ck est :

dlab =
√

(lk − ln)2 + (ak − an)2 + (bk − bn)2

dxy =
√

(xk − xn)2 + (yk − yn)2

D = dlab +
m

S
dxy

oùm permet de contrôler la compacité du super-pixel, plus sa valeur est élevée, plus la proximité
spatiale est importante et plus le super-pixel est petit.

Nous utilisons une version modifiée [ASS+12] où il n’est pas nécessaire de définir m ; la
nouvelle distance à une itération i est :

D(i) =

√√√√( d
(i)
lab

m
(i−1)
lab

)2

+

(
d

(i)
xy

m
(i−1)
xy

)2

avec m(i−1)
lab et m(i−1)

xy les mesures maximales de proximité en couleur et spatiale trouvées à
l’itération précédente.

Nous utilisons la fonction superpixels disponible dans la toolbox Image Processing de Mat-
lab et définie pour les deux approches SLIC présentées.

Un exemple comparatif de la pré-segmentation obtenue avec chacune des méthodes normali-
zed-cuts et SLIC est donnée à la figure 3.1. On remarque que les résultats obtenus avec la pre-
mière méthode fournit des super-pixels de forme plutôt arrondie contrairement à ceux obtenus
avec la deuxième méthode.

3.2 Invariance aux rotations et à la luminance

Après un pré-découpage de l’image, on choisit un descripteur associé à chaque super-pixel :
la moyenne ou l’histogramme des niveaux de gris sont des descripteurs classiques. Ces derniers
constituent les entrées des algorithmes de classification/segmentation de haut niveau mis en
œuvre par la suite.

La segmentation est sensible à la luminance et à l’orientation des objets dans l’image, un
descripteur qui en assure une meilleure gestion est donc nécessaire. Différents descripteurs ont
été proposés en vision par ordinateur, en particulier pour la détection d’objets [BM00, Low04,
DT05]. La pertinence du choix d’un de ces descripteurs peut être évaluée dans notre probléma-
tique de segmentation. Nous nous intéressons en particulier au Histogram of Oriented Gradient
(HOG) [DT05] qui est fondé sur la distribution de la norme du gradient et la direction des
contours. Dans les développements présentés dans le chapitre suivant, nous le mettrons à profit
comme descripteur de texture couplé à des descripteurs plus classiques de niveaux de gris.
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FIGURE 3.1 – Exemple de découpage en environ 500 super-pixels de trois images issues de
la base d’images Berkeley 1. La première colonne représente les images originales, la seconde
donne la pré-segmentation obtenue avec la méthode SLIC et la troisième avec normalized-cuts.

Concept

D’une manière générale dans la littérature, l’image est divisée en régions de petites tailles
appelées cellules. Dans le travail présenté, les super-pixels obtenus après pré-segmentation sont
considérés comme les cellules. Pour chaque cellule est ensuite calculé l’histogramme des di-
rections du gradient ou des orientations des contours dans la cellule. La combinaison de ces
histogrammes forme le descripteur HOG. De plus, pour de meilleurs résultats, les histogrammes
locaux sont normalisés en contraste suivant la méthode expliquée ci-dessous. Des zones plus
grandes que les cellules sont d’abord définies, les blocs, ici, un bloc est formé par la cellule d’in-
térêt et ses cellules directement voisines, c’est-à-dire avec lesquelles elle partagent une frontière.
Puis, une mesure de l’intensité est calculée sur ces régions. On utilise ensuite cette valeur pour
normaliser toutes les cellules du bloc. Cette normalisation permet une meilleure résistance aux
changements d’illumination et aux effets d’ombres.

Construction du descripteur HOG

Etape 1 Calcul du gradient
Utilisation d’un filtre dérivateur 1−D centré dans les directions horizontales et verticales,
par exemple [−1, 0, 1] et [−1, 0, 1]T .
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FIGURE 3.2 – Illustration de la construction des histogrammes de gradients orientés. Une cellule
8 × 8 est délimitée en rouge et un bloc 16 × 16 en bleu, ce bloc comprend 2 × 2 cellules. Gx

et Gy sont obtenus en appliquant les filtres [−1, 0, 1] et [−1, 0, 1]T . Les gradient G et angle θ
de la cellule en rouge sont calculés par : G =

√
G2
x +G2

y et θ = arctan(Gy/Gx). Un histo-
gramme de 9 bins est construit, il correspond à une subdivision de l’intervalle [0˚, 180˚]. Chaque
gradient contribue au bin correspondant à son angle associé. Par exemple, le 4 entouré en orange
contribue au bin 80− 100˚centré en 90˚correspondant à son angle associé.
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Etape 2 Construction de l’histogramme
Les histogrammes sont construits par vote : chaque pixel vote pour une classe de l’histo-
gramme en fonction de l’orientation du gradient en ce point. Le vote du pixel est pondéré
par l’intensité du gradient en ce point. Les histogrammes sont uniformes de 0˚à 180˚pour
les angles non orientés sinon de 0˚à 360˚.

Etape 3 Normalisation des blocs
La normalisation consiste à concaténer les histogrammes présents dans le bloc puis de
normaliser le vecteur.

Ce principe de construction est illustré à la figure 3.2 représentant un exemple sur un bloc de
16× 16 comportant 4 cellules de taille 4× 4.

Remarque 3.1
Pour un histogramme usuel, la valeur du vote serait 1 alors que dans le cas du HOG, elle
correspond à la valeur de la norme.

Alors que les méthodes présentées dans cette partie serviront à un découpage grossier de
l’image, nous détaillons dans la suite, le champ de Potts pour une segmentation plus fine. Nous
nous plaçons en outre dans un cadre bayésien où l’image est décrite par un champ d’étiquettes.

3.3 Champ de Potts

Considérons une image de N pixels à segmenter en K classes et z = {z1, · · · , zN} l’en-
semble des étiquettes affectées aux pixels. Ainsi, à chaque pixel n est associée une étiquette zn.
Considérons de plus z comme la réalisation d’un champ aléatoire Z. En outre, les pixels d’une
classe partagent la même valeur d’étiquette, soit Zn = k pour les pixels de la classe k. Nous
notons S = {1, · · · , K}. Zn prend alors ses valeurs dans S. Il s’ensuit que Z est à valeurs dans
Ω = SN .

Le champ de Potts est largement utilisé en traitement d’images [GG84, KGK+07, AMD09,
SWFU15] ; il s’agit d’un modèle stochastique utilisé comme loi a priori sur les étiquettes. Il a
été introduit relativement à un graphe non orienté définissant ainsi des interactions locales dans
l’image.

Définition 3.2 (Voisinage et clique [KSK76])
Notons N = {1, 2, · · · , N} l’ensemble des indices des pixels.

Le système de voisinage est une collection V = {Vn, n ∈ N} de sous-ensembles de N tels
que

– n /∈ Vn
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4-voisins

8-voisins

FIGURE 3.3 – Exemple de systèmes de voisinage. A gauche sont représentés les systèmes de
voisinage : le pixel est un cercle plein et son voisinage par des cercles vides. A droite sont les
cliques qui peuvent en être déduites : le nombre de cercles représente le nombre d’éléments de
la clique et leur orientation la position spatiale des pixels concernés.

– n ∈ Vq si et seulement si q ∈ Vn, n, q ∈ N

Les pixels dans Vn sont appelés voisins de n.

Lorsque N a un système de voisinage V , un ensemble c est appelé une clique si ∀n, q ∈
c, n 6= q alors q ∈ Vn, c’est-à-dire si chaque couple de sites distincts dans c sont voisins. Notons
C l’ensemble des cliques.

Les cliques associées au système de voisinage définissent les relations spatiales nécessaires
pour la définition du champ de Potts. Deux exemples de systèmes de voisinage ainsi que les
cliques associées sont donnés à la figure 3.3.

Une caractéristique du champ de Potts est que la probabilité d’un pixel conditionnellement
aux autres n’est fonction que des étiquettes associées aux pixels voisins :

Pr(Zn = zn|Z−n = z−n) = Pr(Zn = zn|ZVn = zVn) (3.2)

avec z−n l’ensemble des valeurs des étiquettes de tous les pixels de l’image excepté le pixel n
et zVn l’ensemble des étiquettes des pixels voisins de n.

Remarque 3.2
Le théorème de Hammersley-Clifford [Li09] établit une équivalence entre le champ de Markov
aléatoire et le champ de Gibbs introduit à la section suivante. Il est détaillé car l’écriture du
champ de Markov à partir de la mesure de Gibbs est plus aisée.
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3.3.1 Champ de Potts et champ de Gibbs

Nous donnons dans cette partie les probabilités conditionnelles associées à un champ de
Potts.

Les interactions locales dans l’image peuvent être décrites à l’aide de potentiels de cliques :
à une clique c est attribuée un potentiel Uc qui dépend des étiquettes des pixels de la clique. Le
potentiel global de l’image peut ensuite s’écrire : U =

∑
c∈C Uc oùC est l’ensemble des cliques.

La mesure de Gibbs de potentiel U est la probabilité définie par :

Pr(Z = z) =
1

Ξ
exp (−U(z)) =

1

Ξ
exp

(
−
∑
c∈C

Uc(z)

)
(3.3)

Étant donné que le potentiel de cliques ne dépend pas de toute la configuration, mais uniquement
de celle de la clique, on a, Uc(z) = Uc(zq, q ∈ c). Ξ =

∑
z∈Ω exp (−U(z)) est la constante de

normalisation appelée fonction de partition qui est souvent difficile à calculer. Pour des raisons
de simplicité, Pr(Z = z) sera noté dans la suite Pr(z).

Le potentiel Uc correspondant au champ de Potts est uniquement défini pour les cliques à
deux éléments et s’écrit :

Uc(zn, zq) =

−β si zn = zq

0 si zn 6= zq
(3.4)

La distribution associée s’écrit :

Pr(z) ∝ exp

(
N∑
n=1

∑
q∈Vn

β1zn,zq

)
(3.5)

avec 1zn,zq = 1 si zn = zq et 1zn,zq = 0 sinon. Le coefficient de granularité β ∈ R+ régule la
taille des régions homogènes. La figure 3.4 représente des réalisations possibles de champs de
Potts ; on observe que plus β est élevé et plus les régions créées sont grandes.

Ecrivons à présent les probabilités conditionnelles. Puisque le potentiel global d’un champ
de Markov se décompose sous forme d’une somme de potentiels locaux, la probabilité condi-
tionnelle locale Pr(zn|z−n) s’écrit :

Pr(zn|z−n) =
exp (−Un(zn|zVn))∑
z′∈S exp (−Un(z′ |zV))

(3.6)

où l’énergie locale Un s’écrit :

Un(zn|zq, q ∈ Vn) =
∑

c∈C|n∈C

Uc(zn, zq, q ∈ Vn) =
∑

c∈C|n∈C

Uc(zn, zVn)

Du fait de la fonction de partition, il n’est pas possible de calculer la probabilité (3.5) d’une
configuration donnée z. Néanmoins, grâce à l’expression (3.6), il est possible d’accéder aux
probabilités conditionnelles locales qui seront utilisées pour l’échantillonnage du champ.
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β = 0 β = 0.5

β = 1 β = 2

FIGURE 3.4 – Exemples de réalisations d’un champ de Potts pour une image 256× 256, K = 3,
pour un système de 4-voisins et pour différentes valeurs de β.

3.3.2 Échantillonnage a priori d’un champ de Potts

Après avoir défini le champ de Potts, nous proposons ici de tirer une réalisation de ce champ
suivant trois méthodes de Monte Carlo : l’algorithme de Metropolis-Hastings et l’algorithme
de Gibbs présentés dans le chapitre 1 et l’algorithme de Swendsen-Wang. Ces derniers peuvent
aussi bien être utilisés pour simuler des données qu’adaptés ppour explorer des lois a posteriori.

L’échantillonnage consiste en la construction itérative d’une suite d’images qui, à conver-
gence sont des réalisations tirées selon la probabilité Pr(z). La procédure consiste à mettre à
jour les étiquettes au fil des itérations. Les deux premiers algorithmes ayant déjà été introduits,
nous présentons ici uniquement les équations d’échantillonnage et détaillons le principe de l’al-
gorithme de Swendsen-Wang qui permet d’accélérer la convergence de l’algorithme de Gibbs
dans le cas où un champ de Potts est considéré comme loi a priori.

Algorithme de Gibbs

A l’itération i,
– choix d’un pixel n
– mise à jour de l’étiquette associée zn suivant sa loi conditionnelle sachant toutes les

autres étiquettes. L’écriture de la loi de simulation est donnée par l’équation (3.6) et ne
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dépend que des étiquettes affectées aux pixels voisins :

Pr(zn|z−n) =
exp (−Un(zn|zVn))∑
z∈S exp (−Un(z|zVn))

Ainsi, pour chaque classe k ∈ S, on calcule exp(−Un(zn = k|zVn) où Un(zn = k|z =∑
c∈C|n∈C Uc(zn = k,zVn). La normalisation se fait ensuite en divisant par la somme

des facteurs obtenus pour les différentes valeurs de k possibles.

Algorithme de Metropolis-Hastings

La procédure d’échantillonnage est classique alors que la mise à jour exploite le caractère
markovien des étiquettes. Notons z(i)

n l’étiquette du pixel n à l’itération i.

A l’itération i,
– choix d’un pixel n
– tirage aléatoire d’une proposition z? dans S selon une distribution q
– calcul de la probabilité d’acceptation, ι

(
z?, z

(i−1)
n

)
:

ι
(
z?, z(i−1)

n

)
= min

(
1,

Pr(z?|z(i−1)
Vn )

Pr(z
(i−1)
n |z(i−1)

Vn )

q(z
(i−1)
n )

q(z?)

)

Lorsque q est une loi uniforme, le ratio q(z(i−1)
n )/q(z?) = 1. La probabilité d’acceptation

devient :

ι
(
z?, z(i−1)

n

)
= min

(
1, exp

(
−
(
Un(z?|z(i−1)

Vn )− Un(z(i−1)
n |z(i−1)

Vn )
)))

Ce qui revient à calculer la variation de potentiel ∆U = Un(z?|z(i−1)
Vn )−Un(z

(i−1)
n |z(i−1)

Vn )

et la mise à jour de z(i)
n se fait selon :

– si ∆U < 0, z(i)
n = z?

si ∆U ≥ 0, z
(i)
n = z? avec la probabilité exp(−∆U)

z
(i)
n = z

(i−1)
n avec la probabilité 1− exp(−∆U)

Algorithme de Swendsen-Wang

Les algorithmes de Gibbs et de Metropolis précédemment présentés peuvent converger lente-
ment [BZ05]. Pour pallier ce problème, l’algorithme de Swendsen-Wang a été introduit [SW87].
Il introduit un jeu de variables latentes r = {rnq, n, q = 1, · · · , N, n 6= q} appelées liens défi-
nies comme rnq = 1 si les pixels n et q sont liés et rnq = 0 sinon. Ces liens binaires renseignent
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sur la probabilité que deux pixels partagent la même étiquette. Ainsi, les pixels liés seront mis
à jour conjointement lors de l’échantillonnage, ce qui permettra d’accélérer la convergence.
L’introduction de r ne doit pas modifier la loi cible des étiquettes. A cet effet, les r sont dé-
finis au travers de leur loi conditionnelle Pr(r|z). Ainsi par marginalisation de la loi jointe
Pr(r, z) = Pr(r|z)Pr(z), on retrouve bien la loi marginale des étiquettes de classe.

Ecrivons la probabilité Pr(r|z). Soit κ = β
∑

s∼t 1zs,zt le potentiel du champ pour la réali-
sation z, c’est-à-dire que la loi sur les étiquettes s’écrit Pr(z) = Ξ−1 exp(κ) et Ξ =

∑
z exp(κ).

Soient κn,q = β
∑

(s∼t)6=(n,q)

1zs,zt le Hamiltonien correspondant au retrait de l’interaction entre les

pixels n et q, Ξs
n,q =

∑
z exp(κn,q)1zn,zq et Ξi

n,q =
∑

z exp(κn,q). Il suit que :

Ξ ∝ (1− exp(−β)) Ξs
n,q + exp(−β) Ξi

n,q

La formule précédente s’interprète ainsi : avec la probabilité 1− exp(−β), les pixels n et q sont
liés [SW87], c’est-à-dire rnq|zn, zq ∼ Ber(1− exp(−β1zn,zq)) où Ber(p) est la loi de Bernoulli
de paramètre p.

Les pixels liés sont ensuite regroupés en spin-clusters ; pour un spin-cluster l, notons Cl
l’ensemble de ses pixels. Une particularité de cet algorithme est que les étiquettes zl des pixels
dans Cl sont conjointement mises à jour selon une probabilité uniforme sur S, une illustration
est donnée à la figure 3.5.

A chaque itération, l’algorithme comprend deux étapes : premièrement les liens sont échan-
tillonnés et dans un deuxième temps, une configuration en classes est échantillonnée. La procé-
dure d’échantillonnage consiste alors à l’itération i à :

– r(i) ∼ Pr(r|z(i−1))

– z(i) ∼ Pr(z|r(i))

Il a en outre été prouvé que la chaîne de Markov z(1), · · · , z(I) est asymptotiquement distribuée
selon Pr(z) [SW87].

Dans ce manuscrit, nous utilisons une généralisation proposée dans [Hig98] où un paramètre
λ > 0 est introduit et la probabilité que deux pixels soient liés s’écrit :

rnq|zn, zq ∼ Ber(1− exp(−βλ1zn,zq)) (3.7)

Et les étiquettes zl sont alors échantillonnées suivant :

Pr(zl = k|r, z−l) ∝ exp

 ∑
q∈Vn

n∈Cl,q/∈Cl

β(1− λ)1k,zq

 , k = 1, · · ·K (3.8)

L’obtention de cette équation est donnée à l’annexe B.



54 Chapitre 3. Segmentation d’images

FIGURE 3.5 – Exemple de mise à jour d’étiquettes via l’algorithme de Swendsen-Wang. L’image
initiale est représentée à gauche, les cadres représentent les spin-clusters. A droite la partition
obtenue où chaque couleur représente une classe.

De (3.7), on remarque qu’à β fixé, plus λ augmente, plus les spin-clusters échantillonnés ont
une taille importante. Et de (3.8), on a que plus la valeur de λ est élevée et moins il est probable
que le spin-cluster change de classe. Il est alors important de choisir une valeur du paramètre λ
qui assure la création de spin-clusters de taille raisonnable tout en permettant une exploration
efficiente de la distribution des étiquettes. Un avantage de cet échantillonnage est que la chaîne
d’étiquettes générée converge plus rapidement vers Pr(z) que celle générée par les algorithmes
de Gibbs et de Metropolis. En outre, le paramètre λ ajoute de la flexibilité, ce qui est utile, en
particulier pour pondérer suivant la valeur prise par β. Un inconvénient majeur souligné dans
[Hig98], est que pour un choix inapproprié de λ, une infinité d’itérations est nécessaire pour
que la chaîne converge. Ce comportement indésirable peut aussi être observé dans le cas λ = 1,
c’est-à-dire pour le Swendsen-Wang classique.

Pour une complétion du modèle, l’estimation du paramètre β peut être envisagée ; pour ce
faire, une loi a priori sur β est choisie. Cependant, une difficulté majeure est le calcul de la
constante de normalisation Ξ : pour de petites images et un nombre de classes limité, son cal-
cul numérique est possible, mais, dans la plupart des cas, cela est impossible. Une approche
variationnelle avec une approximation de la fonction de partition est proposée dans [MTRP06].
Les méthodes de Monte Carlo sont de puissants outils pour l’inférence bayésienne lorsque les
méthodes analytiques sont limitées. Il est alors proposé dans [MPRB06] d’échantillonner des
variables aléatoires selon la densité non normalisée ; un algorithme de Metropolis-Hastings est
ensuite défini de telle sorte que la constante de normalisation n’intervient pas dans le calcul de
la probabilité d’acceptation. Sur le même principe, il est préconisé dans [PDBT13] de contour-
ner le calcul de la fonction de partition en utilisant un algorithme d’approximation de la loi a
posteriori.
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3.4 Conclusion

Ce chapitre est une introduction à la segmentation d’images.

En premier lieu, la pré-segmentation qui est une sur-segmentation des images est détaillée,
en particulier deux algorithmes sont présentés et utilisés pour les résultats présentés au chapitre
5 : le normalized-cuts et le simple linear iterative clustering.

Puis, le champ de Potts est présenté pour une segmentation bayésienne. La distribution des
étiquettes associée est exprimée et des algorithmes d’échantillonnage sont proposés pour obte-
nir des étiquettes représentatives de la distribution. Dans le chapitre 4, le champ de Potts est
utilisé pour construire le modèle proposé. Enfin, l’algorithme de Swendsen-Wang généralisé est
présenté pour une exploration efficace de l’espace des partitions associé à un champ de Potts.





CHAPITRE 4

Segmentation bayésienne non
paramétrique

Les méthodes de segmentation présentées au chapitre 3 présentent une restriction paramé-
trique : le nombre de classes doit être fixé avant la routine de segmentation. Ainsi, il est possible
d’ajouter de la flexibilité au modèle, en considérant le nombre de classes inconnu et en l’esti-
mant conjointement aux étiquettes de classes. Un algorithme de Monte Carlo à sauts réversibles
[Gre95] peut être envisagé. Pour des données de grande dimension, il peut néanmoins rencon-
trer des difficultés à sauter efficacement dans les espaces de partitions possibles. Face à cette
limitation, l’utilisation des méthodes bayésiennes non paramétriques en traitement d’images a
suscité de l’intérêt ces dernières années [OB07, SJ08, GUSB11, ZCP+12].

Le principe adopté ici est de proposer une loi a priori sur les étiquettes qui est une combi-
naison de deux modèles. Le premier est un modèle bayésien non paramétrique : le processus
de Dirichlet comme proposé dans [OB07, ACT+17] et le processus de Dirichlet hiérarchique
dans notre cas. Ce modèle assure de ne pas fixer a priori le nombre de classes. Le second est
un champ de Markov aléatoire, par exemple un champ de Potts, pour favoriser une homogénéité
spatiale. Le modèle DP-Potts a été présenté dans [OB07] pour la segmentation d’une image et
est détaillé à la partie 4.1. Nous proposons le modèle HDP-Potts pour la segmentation jointe
d’un ensemble d’images. Ce type de segmentation est intéressant lorsque les images à étudier
présentent des classes communes mais en proportions différentes.

La segmentation bayésienne non paramétrique connaît un intérêt grandissant. Par exemple,
une version hiérarchique du processus de restaurant chinois dépendant de la distance a été in-
troduit dans [GUSB11] pour la segmentation d’images naturelles. Le modèle est proposé pour la
segmentation d’une image mais peut se généraliser pour un ensemble d’images. Dans le proces-
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sus génératif, la première couche est une assignation de pixel suivant un processus de restaurants
chinois dépendant de la distance, introduit au paragraphe 2.1.3, et définissant une partition en
régions, puis les affectations des régions en classes se font selon un processus de restaurant
chinois classique. Le modèle que nous proposons se démarque entre autres de celui-ci car nous
étudions la pertinence de prendre en compte l’information spatiale pour le découpage en ré-
gions ou directement pour leur regroupement en classes. Pour la segmentation d’un ensemble
d’images naturelles, [SJ08] propose un processus de Pitman-Yor hiérarchique (HPY) combiné
à un processus gaussien ; ce modèle modifie l’écriture en stick-breaking où la nouvelle équa-
tion d’échantillonnage des poids non normalisés s’écrit à présent en fonction des lois normale
et beta. De plus, la partition est induite par une approche variationnelle pour contourner le coût
calculatoire induit par le recours à des méthodes d’échantillonnage.

La loi a priori sur les étiquettes est combinée à la fonction de vraisemblance des données
pour écrire leur distribution a posteriori. L’exploration de cette loi est effectuée via un algo-
rithme de Gibbs et les équations d’échantillonnage sont présentées. A l’instar de [XCD], nous
proposons ensuite de modifier la routine d’exploration par un algorithme de Swendsen-Wang
pour accélérer la convergence de la chaîne de Markov.

Enfin, le nombre de classes a posteriori dépend fortement du réglage des hyperparamètres
du modèle ; nous proposons alors de les estimer de manière optimale par maximum de vraisem-
blance en mettant un œuvre un échantillonneur séquentiel de Monte Carlo.

Comme présenté dans le chapitre 3, il est assez courant en segmentation d’images d’effectuer
au préalable une sur-segmentation des images en super-pixels. Les algorithmes définis ici restent
valables qu’il y ait eu une étape de pré-segmentation ou pas. De plus, la démonstration des lois
conditionnelles pour l’échantillonnage a posteriori des partitions selon notre modèle est détaillée
en annexe.

4.1 Segmentation d’une image : algorithme DP-Potts

Dans cette partie est présentée une méthode de segmentation introduite dans [OB07] pour
subdiviser une image en K classes, où K est inconnu. Considérons l’image à segmenter consti-
tuée deN pixels d’observationsx = {x1, · · · , xN} et de paramètres associésϑ = {ϑ1, · · · , ϑN}.
Nous introduisons de plus un ensemble d’étiquettes z = {z1, · · · , zN} pour formaliser la notion
de partition. L’étiquette zn donne l’indice de la classe du pixel n (et de son observation xn). En
classification, chaque classe k, avec k = 1, · · · , K est associée à un paramètre ϑ?k commun à
toutes les observations dans la classe, {ϑn = ϑ?k; zn = k}. De plus, nous choisissons que les
paramètres uniques soient distribués suivant Υ de densité υ.

Conditionnellement au paramètre ϑn, l’observation xn est supposée distribuée selon f(xn|ϑn).



4.1 Segmentation d’une image : algorithme DP-Potts 59

Une propriété intéressante est qu’à partir de la vraisemblance f(·|ϑ) et de la distribution a priori
des paramètres de classe, une vraisemblance marginale des observations ne dépendant que de la
partition peut être écrite :

f(x|z) =
K∏
k=1

f(xAk) =
K∏
k=1

[∫ ∏
n∈Ak

f(xn|ϑ?k) υ(ϑ?k) dϑ?k

]
où Ak est l’ensemble des pixels dans la classe k. Il est opportun de choisir υ et f conjugués pour
obtenir une expression explicite de f(x|z).

Dans un cadre bayésien, la valeur des variables d’intérêt, ici les étiquettes, est déduite de leur
distribution a posteriori. Ainsi, pour compléter le modèle, il reste à définir une loi a priori sur
les étiquettes.

Le champ de Potts, défini à la partie 3.3, est un modèle bayésien couramment utilisé pour la
segmentation d’images. Une de ses limitations, néanmoins, est que le nombre de classes K dans
l’image doit être fixé, connu. Dans [OB07], il est proposé de le combiner à un modèle bayésien
non paramétrique, en particulier le processus de restaurant chinois, pour contourner cette limite.
L’idée est alors d’associer un processus favorisant une homogénéité spatiale à un second qui
permet au nombre de classes d’évoluer avec les observations : le DP, introduit à la section 2.1
est alors défini comme une pénalité globale sur les valeurs des étiquettes et le champ de Potts
comme une pénalité locale. Le terme « pénalité » renvoie ici à une notion de contrainte, poids.
Ainsi, la pénalité globale est le poids affecté à chaque configuration d’étiquette dans le processus
de Dirichlet et la pénalité spatiale la contrainte spatiale imposée par le champ de Potts. La loi a
priori sur les étiquettes en découlant s’écrit alors :

Pr(z) ∝ Prc(z)
Pénalité globale

Prp(z)
Pénalité spatiale (locale)

∝ αK
K∏
k=1

Γ(mk)
N∏
n=1

exp

(∑
q∈Vn

β1zq ,zn

)
(4.1)

avec 1zq ,zn = 1 si zq = zn et 1zq ,zn = 0 sinon, Vn est l’ensemble des pixels voisins de n et β
est le paramètre du champ de Potts. Prp est la loi correspondant au champ de Potts et Prc celle
induite par le processus de restaurant chinois de paramètres α et Υ présenté à la partie 2.1.2. De
plus, mk est le nombre de pixels dans la classe k.

Ecrivons à présent la distribution a posteriori des étiquettes : Pr(z|x) ∝ f(x|z)Pr(z).
N’étant pas une distribution standard, un algorithme de Gibbs a été proposé pour son exploration.
Il repose sur la distribution conditionnelle a posteriori de zn qui s’écrit :

Pr(zn = k|z−n,x) ∝ Prc(zn = k|z−n) Prp(zn = k|z−n) p(xn|x−n, z)

La distribution conditionnelle Prc(zn|z−n) est donnée par la construction en urne de Pólya (2.9) :

Prc(zn = k|z−n) ∝

m−nk si k ≤ K

α si k = knew
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où m−nk est le nombre de pixels dans la classe k sans considérer le pixel n. Ainsi, il y a une
probabilité non nulle de créer une nouvelle classe. Le terme correspondant au champ de Potts
est :

Prp(zn = k|z−n) ∝ exp

(∑
q∈Vn

β 1zq ,k

)
On remarque que dans le cas d’une nouvelle classe knew, ce terme est proportionnel à 1, puisque
par définition aucun pixel dans l’image ne peut être dans cette classe. En outre, on a

p(xn|x−n, z) =

f(xn|xA−nk ) si k ≤ K

f(xn) si k = knew

avecA−nk l’ensemble des pixels dans la classe k sauf le pixel n. f(xn|xA−nk ) est la distribution de
l’observation xn conditionnellement aux observations attachées à l’ensemble A−nk qui peut être
écrite sous la forme : f(xn|xA−nk ) = f(xn,xA−nk

)/f(xA−nk
) et f(xn) =

∫
f(xn|ϕ)υ(ϕ)dϕ est la

loi marginale de l’observation xn. De ces équations, la distribution a posteriori conditionnelle
de l’étiquette zn est :

Pr(zn = k|z−n,x) ∝


m−nk exp

( ∑
q∈Vn

β1zq ,k

)
f(xn|xA−nk ) si k ≤ K

αf(xn) si k = knew

(4.2)

et l’algorithme de Gibbs associé est décrit à la table 4.1.

Algorithme 4.1 Algorithme de Gibbs pour l’échantillonnage de z ∼ Pr(z|x)

Initialisation z(0)

pour i = 1, . . . , I faire
pour n = 1, . . . , N faire

Échantillonner z(i)
n ∼ Pr(zn|x, z(i)

1:n−1, z
(i−1)
n+1:N) selon (4.2)

fin pour
fin pour

Une flexibilité est observée dans la procédure d’échantillonnage présentée. En effet, d’une
part, le pixel n est affecté à une classe k existante dans l’image proportionnellement au nombre
de pixels lui étant affectés m−nk et, à travers le champ de Potts, au nombre de ses voisins ayant
été affectés à cette classe. D’autre part, le pixel n peut aussi être dans une nouvelle classe pro-
portionnellement à α, le paramètre scalaire du processus de Dirichlet.

Au besoin, les paramètres uniques de classe ϑ? peuvent être échantillonnés directement à
l’issue de l’algorithme MCMC suivant :

p(ϑ?k|x, z) ∝ υ(ϑ?k)
∏
n∈Ak

f(xn|ϑ?k) (4.3)
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Connaissant les paramètres de classe et la partition z, la valeur des paramètres ϑ peut ensuite
être estimée.

Le modèle présenté dans cette partie a pour objectif la segmentation d’une seule image.
Intéressons-nous à présent à la partition jointe d’un groupe d’images. Prenons l’exemple d’un
ensemble d’images de ville et de campagne, les deux catégories sont composées des classes ver-
dure et habitation en des proportions différentes ; une segmentation jointe permettrait de faciliter
l’inférence de la classe verdure dans les images de ville où elle est moins représentée par ap-
prentissage dans les images de campagne. Un autre exemple est une segmentation conjointe de
coupes de cerveaux qui mettrait en évidence des zones problématiques d’intérêt dans une com-
paraison de cerveaux sain et malade. La segmentation d’un ensemble d’images s’avère alors
intéressante. Il est cependant nécessaire de définir un modèle adéquat. Il doit permettre non
seulement d’inférer la segmentation pour chaque image mais aussi la segmentation conjointe,
c’est-à-dire identifier les classes partagées et leur proportion dans chaque image. Pour ce faire,
nous proposons de nous baser sur le processus de Dirichlet hiérarchique. Une démarche compa-
rable a également été considérée dans le papier de conférences [NHSM12] mais n’a pas donné
lieu à des développements ultérieurs.

4.2 Segmentation jointe d’un ensemble d’images : algorithme
HDP-Potts

Pour un ensemble J d’images avec des caractéristiques communes, la segmentation conjointe
donne à la fois la partition de chaque image et la partition commune. Notons Nj le nombre de
pixels dans l’image j (j = 1, · · · , J). Au pixel n (n = 1, · · · , Nj) de l’image j est associée
l’observation yjn de vraisemblance f paramétrée par θjn :

yjn|θjn ∼ f(·|θjn) (4.4)

Par la suite, les ensembles des observations et des paramètres sont respectivement notés y et θ.

Un travail précurseur [SJ08] a été effectué dans la segmentation d’un ensemble d’images
naturelles. Le modèle bayésien nonparamétrique utilisé dans cet article est le Pitman-Yor, po-
pulaire pour sa modélisation des lois de puissance et les interactions spatiales sont représentées
par des réalisations d’un processus gaussien.

La segmentation conjointe que nous proposons ici se fait à deux niveaux. D’abord, les pixels
dont les observations sont statistiquement semblables sont groupés en régions de paramètres
ψjt. Ainsi, dans l’image j, les paramètres des pixels attribués à la région t sont identiques
{θjn = ψjt|cjn = t} avec cjn la variable indiquant la région allouée au pixel n de l’image j. On
note c = {cjn; j = 1, · · · , J ;n = 1, . . . , Nj}. De même, sont introduites des variables latentes
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d = {djt; j = 1, · · · , J ; t = 1, · · · ,mj·} rattachées aux régions, où mj· est le nombre de ré-
gions dans l’image j. Les régions statistiquement semblables sont ensuite groupées en classes.
Par conséquent, les paramètres des régions assignées à la classe k partagent la même valeur φk
(k = 1, · · · , K), {ψjt = φk|djt = k}. Par suite, les pixels dont les observations peuvent partager
le même paramètre sont groupés en classes {θjn = φk|djcjn = k}, djcjn indiquant la classe du
pixel n de l’image j.

Dans un cadre bayésien, une loi a priori est proposée pour l’ensemble des étiquettes de
région et de classe. Inspirée de la méthode précédente, cette loi s’écrit comme le produit de
deux pénalités : une pénalité globale définie comme le prior induit par le processus de Dirichlet
hiérarchique et une pénalité spatiale, le champ de Potts :

Pr(c,d) ∝ Prc(c,d)
Pénalité globale

Prp(c,d)
Pénalité spatiale (locale)

∝
J∏
j=1


 Nj∏
n=1

1

(α0 + n− 1)

αmj·0

[
mj·∏
t=1

Γ(νjt)

]
[
m··∏
t=1

1

(γ + t− 1)

]
γK

[
K∏
k=1

Γ(m.k)

]

×
J∏
j=1

Nj∏
n=1

exp

(∑
q∈Vn

β 1djcjq ,djcjn

)
(4.5)

avec νjt le nombre de pixels dans la région t de l’image j, m·k le nombre de régions dans toutes
les images de classe associée k et m·· le nombre total de régions. Le prior Prc sur l’ensemble
des étiquettes de région et de classe induit par le HDP est développé à la partie 2.2. En première
intention, le champ de Potts est placé sur les étiquettes de classe associées directement aux
pixels.

Ce modèle a fait l’objet d’une publication d’un article de conférence [SGC+16].

Ecrivons à présent la vraisemblance des données. Soit le processus de Dirichlet hiérarchique
à mélange défini par l’équation (2.20). La loi de l’observation yjn conditionnellement à son pa-
ramètre de classe affectée est donnée par f(yjn|φk). Cependant, nous nous proposons pour notre
étude de marginaliser les paramètres de classe. Il est donc nécessaire d’exprimer la distribution
marginale des observations ne faisant pas intervenir les paramètres de classe, définie à la partie
2.2 par :

f(y|c,d) =
K∏
k=1

f(yAk) =
K∏
k=1


∫ ∏

(j,n)∈Ak

f(yjn|φk)

 dH(φk)


L’estimation de la partition correspondant à l’ensemble d’observations y passe par la construc-

tion de la loi a posteriori des étiquettes sachant les observations : Pr(c,d|y) ∝ Pr(c,d)f(y|c,d).
Les modes de cette distribution ne peuvent pas être analytiquement calculés, un algorithme de
Gibbs est alors proposé pour son exploration. Cette procédure consiste à échantillonner succes-
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sivement les étiquettes de région assignées à chaque pixel de chaque image puis les étiquettes
de classe associées aux régions. Ceci revient à effectuer à l’itération i :

– c(i) ∼ Pr(c|d(i−1),y)

– d(i) ∼ Pr(d|c(i),y)

Pour faciliter la compréhension des équations d’échantillonnage, nous présenterons d’abord
les équations d’échantillonnage des étiquettes de classe puis les équations d’échantillonnage des
étiquettes de région.

Échantillonnage des étiquettes de classe

La loi a posteriori conditionnelle d’une étiquette de classe sachant les autres variables
s’écrit :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝ Prc(djt = k|c,d−jt) Prp(djt = k|c,d−jt)
p(yjt|c, djt = k,d−jt,y−jt) (4.6)

avec yjt l’ensemble des observations attachées aux pixels dans la région t de l’image j, d−jt

l’ensemble des étiquettes de classes sauf djt et A−jtk l’ensemble des pixels affectés à la classe k
sauf ceux de la région t de l’image j.

Les différentes distributions conditionnelles intervenant dans l’équation (4.6) s’écrivent :
– distribution conditionnelle Prc(djt = k|c,d−jt) :

Prc(djt = k|c,d−jt) ∝

m
−jt
·k si k ≤ K

γ si k = knew = K + 1

où m−jt·k est le nombre total de régions affectées à la classe k sauf la région t de l’image
j

– pour la distribution conditionnelle Prp(djt = k|c,d−jt), la région t est considérée sup-
primée de l’image, elle s’écrit donc :

Prp(djt = k|c,d−jt) ∝
∏

q∈Vn|cjn=t,cjq 6=t

exp
(
β1djcjq ,k

)
– la distribution des observations yjt conditionnellement aux autres paramètres est propor-

tionnelle à la distribution de yjt sachant les observations associées aux pixels dans la
classe d’intérêt k sauf ceux de la région t, soit yA−jtk

.
Le prior Prc induit par le HDP assure donc qu’une région puisse être affectée à une classe
existante ou à une nouvelle. La région t de l’image j est assignée à une classe k existante
proportionnellement au nombre de régions affectées à cette classe hormis la région t et à la
distribution f(yjt|yA−jtk

) des observations attachées aux pixels de la région conditionnellement
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aux observations attachées aux pixels dans la classe k en ôtant ceux de la région considérée ;
le champ de Potts intervient via le nombre de voisins de la région alloués à cette classe. La
probabilité que djt = knew conditionnellement au reste des variables est proportionnelle à γ
et à la distribution marginale f(yjt) des observations attachées aux pixels dans la région. En
remplaçant Prc et Prp par leurs expressions et en simplifiant :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝


m−jt·k exp

( ∑
q∈V [t]

β1djcjq ,k

)
f(yjt|yA−jtk

) si k ≤ K

γf(yjt) si k = knew

(4.7)

où q ∈ V [t] signifie ici l’ensemble des pixels q n’appartenant pas à la région t et voisins des
pixels dans la région.

Échantillonnage des étiquettes de région

La loi a posteriori d’une étiquette de région s’écrit :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝ Prp(djcjn|cjn, c−jn,d−jcjn) Prc(cjn = t|c−jn,d−jcjn)

p(yjn|cjn = t, c−jn,d,y−jn) (4.8)

avec c−jn et y−jn les ensembles d’étiquettes de région et d’observations en ôtant respectivement
cjn et yjn.

Les distributions conditionnelles s’écrivent :
– la distribution conditionnelle Prp(djcjn|cjn, c−jn,d−jcjn) est à prendre en compte car

l’étiquette de région est implicitement indexée dans la distribution :

Prp(djcjn|cjn, c−jn,d−jcjn) ∝ exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,djcjn

)

– la distribution conditionnelle Prc(cjn = t|c−jn,d−jcjn), comme introduit au chapitre 2
s’écrit :

Prc(cjn = t|c−jn,d−jcjn) = Prc(cjn = t|c−jn) ∝

ν
−jn
jt si t ≤ mj·

α0 si t = tnew = mj· + 1

où ν−jnjt le nombre de pixels dans la région t de l’image j sauf le pixel n.
Le processus de Dirichlet hiérarchique induit donc que le pixel n de l’image j peut être dans
une région existante t ≤ mj· proportionnellement au nombre de pixels dans cette région en
omettant le n-ième, ν−jnjt ou dans une nouvelle proportionnellement à α0. Le champ de Potts
implique que cette probabilité d’être assigné à une région existante dépend aussi de la classe
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associée à cette région et aux pixels voisins du pixel n. La probabilité pour le pixel d’être dans
une nouvelle région est proportionnelle à α0 et à la probabilité conditionnelle du pixel sachant
qu’il appartient à une nouvelle région. Pour l’obtenir, il est nécessaire de sommer sur toutes les
possibilités d’assignation de classe pour cette nouvelle région :

p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn) ∝

{
K∑
k=1

m·k exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,k

)
+ γ

}−1

(4.9){
K∑
k=1

m·k exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,k

)
f
(
yjn|yA−jnk

)
+ γf(yjn)

}

avec f(yjn) =
∫
f(yjn|ϑ?knew)dΥ(ϑ?knew).

Les équations conditionnelles d’échantillonnage des étiquettes de région s’écrivent finale-
ment :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝


ν−jnjt exp

( ∑
q∈Vn

β1djcjq ,djt

)
f(yjn|yA−jnk

) si t ≤ mj·

α0 p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn) si t = tnew

(4.10)

Dans le cas où une nouvelle région est choisie pour le pixel n de l’image j, la classe attribuée
doit aussi être échantillonnée sur le même principe que (4.7) :

Pr(djtnew = k|c,d−jtnew) ∝


m·k exp

( ∑
q∈Vn

β1djcjq ,k

)
f(yjn|yA−jnk

) if k ≤ K

γ f(yjn) if k = knew

(4.11)

Pour notre problématique, seules les étiquettes nous intéressent, néanmoins, notons que pour
une partition donnée, il est possible d’échantillonner les paramètres de classe φk selon l’équation
(2.38).

4.3 Algorithme de Swendsen-Wang

Une limitation d’un algorithme de Gibbs est que la convergence de la chaîne de Markov
échantillonnée peut être lente en grande dimension. Nous proposons donc de recourir à l’algo-
rithme de Swendsen-Wang pour pallier ce problème.

L’algorithme de Swendsen-Wang a été présenté au chapitre 3 pour une meilleure exploration
de la distribution a posteriori des étiquettes lorsque leur loi a priori est le champ de Potts. Il est
également utilisé dans [XCD] avec le modèle DP-Potts pour la segmentation d’une image. Nous
nous proposons, sur le même principe, de modifier la routine d’exploration de notre algorithme,
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FIGURE 4.1 – La première figure est une image divisée en régions (pointillés) et la couleur des
pixels représente leur classe. La seconde figure montre des liens possibles entre les pixels basés
sur la classe, on observe que deux pixels de régions différentes peuvent être liés (rouge). La
troisième figure est un exemple de type de liens que nous souhaitons obtenir.

le HDP-Potts, pour le cas de plusieurs images donc, avec l’algorithme de Swendsen-Wang. Cette
approche a fait l’objet d’une publication dans une conférence [SGDG17].

Notons r le jeu d’étiquettes de liens avec rjnq la valeur du lien entre les pixels n et q de
l’image j, rjnq = 1 si les pixels sont liés et rjnq = 0 dans le cas contraire. Considérons
de plus la probabilité qjnq = Pr(rjnq = 0|c,d), à définir, que les pixels n et q de l’image
j ne soient pas liés. Ecrivons la probabilité qjnq sur la même base que le champ de Potts,

c’est-à-dire qjnq = exp
(
−λβ1djcjn ,djcjq

)
. Cette probabilité pose néanmoins problème. En ef-

fet, puisque des régions différentes dans une même image peuvent être affectées à la même
classe, des pixels de régions différentes pourraient être échantillonnés liés comme illustré dans
la figure 4.1 ; l’échantillonnage des étiquettes de région liées serait alors faussé. Nous propo-
sons pour empêcher cette configuration d’ajouter une contrainte d’appartenance à la région, soit
qjnq = exp

(
−λβ1djcjn ,djcjq1cjn,cjq

)
. Étant donné que des pixels dans la même région sont for-

cément assignés à la même classe, 1djcjn ,djcjq1cjn,cjq = 1 si et seulement si cjn = cjq. Il en
résulte que :

rjnq |cjn, cjq ∼ Ber
(
1− exp

(
−βλ1cjn,cjq

))
(4.12)

avec Ber(p) la loi de Bernoulli de paramètre p.

Remarque 4.1 (Distribution des variables de lien)
L’algorithme de Swendsen-Wang reste valide lorsque la distribution des variables de lien r
est définie conditionnellement aux étiquettes de région c et de classe d et non juste sur les
variables d définissant le champ de Potts. En effet, la seule contrainte à respecter est que la
distribution des étiquettes de région et de classe reste inchangée lorsque les variables de lien
sont marginalisées.

Equations d’échantillonnage

A chaque itération la procédure d’échantillonnage proposée est :
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– r(i) ∼ Pr(r|c(i−1),d(i−1),y)

– c(i) ∼ Pr(c|d(i−1), r(i),y)

– d(i) ∼ Pr(d|c(i), r(i),y)

L’échantillonnage des liens ne dépend que de la partition, en particulier des étiquettes de
région c. Conditionnellement à ces étiquettes, l’échantillonnage des liens est donc indépendant
des observations, c’est-à-dire Pr(r|c,d,y) = Pr(r|c).

Ecrivons maintenant les équations d’échantillonnage des étiquettes de région. Une spécificité
de l’algorithme de Swendsen-Wang est que les étiquettes des pixels d’un même spin-cluster sont
simultanément mises à jour. Pour différencier l’étiquette d’un spin-cluster de l’étiquette d’un
pixel, nous la notons en gras par la suite. La loi conditionnelle s’écrit :

Pr(cjl = t|c−jl,d, r,y) ∝ Pr(cjl = t|c−jl,d) Pr(rjl|r−jl, cjl = t, c−jl)

p(yjl|cjl = t, c−jl,d,y−jl)

avec cjl, rjl et yjl respectivement l’ensemble des étiquettes de région, de liens et d’observa-
tions associées aux pixels dans le spin-cluster l de l’image j, c−jl, r−jl et y−jl l’ensemble des
étiquettes de région, de liens et l’ensemble des observations en omettant celles attachées aux
pixels dans Cjl, l’ensemble des pixels du spin-cluster l de l’image j.

Nous avons Pr(cjl = t|c−jl,d) ∝ Prc(cjl = t|c−jl,d)Prp(cjl = t|c−jl,d). Le nombre
de pixels voisins du spin-cluster affectés à la classe djt de la région t intervient dans le calcul
de la contribution du champ de Potts. L’ensemble des pixels dits voisins du spin-cluster Cjl
est l’ensemble des pixels voisins des pixels de Cjl et qui n’appartiennent pas au spin-cluster.
La probabilité conditionnelle induite par le processus de Dirichlet hiérarchique est donnée par
le produit de la probabilité Prc(cjni = t|c−jni ,d), (j, ni) ∈ Cjl que le premier pixel du spin-
cluster soit dans cette région, puis le second, jusqu’au dernier. Dans cette notation, i ∈ [1, |Cjl|].
Le calcul du terme Prc(cjl = t|c−jl,d) est illustré dans le tableau suivant en notant m−jlj· le
nombre de régions restant dans l’image j lorsque les pixels du spin-cluster l sont ôtés :

t ≤ m−jlj· t = tnew = m−jlj· + 1

Prc(cjn1 = t|c−jn1 ,d) ∝ ν−jljt ∝ α0

Prc(cjn2 = t|c−jn2 ,d) ×(ν−jljt + 1) ×1

Prc(cjn3 = t|c−jn3 ,d) ×(ν−jljt + 2) ×2
...

...
...

Prc(cjn|Cjl| = t|c−jn|Cjl| ,d) ×(ν−jljt + |Cjl| − 1) ×(|Cjl| − 1)

Prc(cjl = t|c−jl,d) ∝ Γ(ν−jljt + |Cjl|)/Γ(ν−jljt ) ∝ α0 Γ(|Cjl|)
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La probabilité que les pixels dans Cjl soient affectés à une classe existante s’écrit donc :

Pr(cjl = t ≤ m−jlj· |c−jl,d, r,y) (4.13)

∝
Γ(ν−jljt + |Cjl|)

Γ(ν−jljt )
exp

 ∑
q∈VCjl

β
[
1djcjq ,djt − λ1cjq ,t

] f(yjl|yA−jldjt

)

avec VCjl l’ensemble des pixels voisins des pixels dans le spin-cluster Cjl. La probabilité que les
pixels du spin-cluster Cjl soient dans une nouvelle région est :

Pr(cjl = tnew|c−jl,d, r,y) ∝ α0 Γ(|Cjl|) p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl) (4.14)

où

p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl) ∝


K∑
k=1

m·k exp

∑
q∈VCl

β1djcjq ,k

+ γ


−1

(4.15)


K∑
k=1

m·k exp

∑
q∈VCl

β1djcjq ,k

 f
(
yjl |yA−jlk

)
+ γf(yjl)


avec f(yjl) =

∫
[
∏

n∈Cjl f(yjn|φknew)]h(φknew)dφknew .

L’échantillonnage des étiquettes de lien affecte la mise à jour des étiquettes de région mais
pas des étiquettes de classe ; les équations d’échantillonnage associées restent donc inchangées.

Deux algorithmes d’échantillonnage ont été proposés pour l’échantillonnage des étiquettes
de région et de classe. Les hyperparamètres ont une place importante dans les équations déve-
loppées, ils pilotent entre autres le nombre de classes générées. Il est alors primordial de bien
les fixer. Il est donc nécessaire pour une segmentation optimale, de trouver le meilleur jeu d’hy-
perparamètres. Nous proposons un algorithme séquentiel Monte Carlo dans ce but.

4.3.1 Une alternative pour le champ de Potts

Un modèle différent peut être considéré permettant naturellement d’éviter la création de liens
entre des pixels rattachés à des régions différentes. Il consiste à favoriser la cohérence spatiale
non pas dans la définition des classes mais dans celle des régions. A cet effet, le champ de Potts
est défini directement sur les étiquettes de région. Les équations de mise à jour des étiquettes de
région ne font ainsi plus intervenir les étiquettes de classe. Nous présentons ci-après ce modèle
succinctement en insistant sur les équations qui se trouvent modifiées par rapport à l’approche
précédente. La pertinence de ces démarches respectives sera discutée dans le chapitre consacré
aux résultats de simulation.
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La loi a priori s’écrit toujours comme une pénalité globale associée à une pénalité spatiale
où seule cette dernière est modifiée :

Pr(c,d) ∝
J∏
j=1


 Nj∏
n=1

1

(α0 + n− 1)

αmj·0

[
mj·∏
t=1

Γ(νjt)

]
[
m··∏
t=1

1

(γ + t− 1)

]
γK

[
K∏
k=1

Γ(m.k)

]

×
J∏
j=1

Nj∏
n=1

exp

(∑
q∈Vn

β 1cjq ,cjn

)
(4.16)

Algorithme de Gibbs

Le terme apporté par le champ de Potts dans l’équation d’échantillonnage des étiquettes de
région ne dépend que des étiquettes de région. L’équation d’échantillonnage devient ainsi :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝


ν−jnjt exp

( ∑
q∈Vn

β1cjq ,t

)
f(yjn|yA−jnk

) si t ≤ mj·

α0 p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn) si t = tnew

(4.17)

De plus, dans le cas où une nouvelle région est choisie pour le pixel n de l’image j, la classe
attribuée doit aussi être échantillonnée sur le même principe que (4.7) :

Pr(djtnew = k|c,d−jtnew) ∝

m·kf(yjn|yA−jnk
) if k ≤ K

γ f(yjn) if k = knew
(4.18)

Le champ de Potts n’intervient plus dans les équations d’échantillonnage des étiquettes de classe
et elles s’écrivent :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝

m
−jt
·k f(yjt|yA−jtk

) si k ≤ K

γf(yjt) si k = knew
(4.19)

Algorithme de Swendsen-Wang

Les équations d’échantillonnage des étiquettes de région lorsque l’algorithme de Swendsen-
Wang est appliqué s’écrivent dans ce cas :

Pr(cjl = t ≤ m−jlj· |c−jl,d, r,y) (4.20)

∝
Γ(ν−jljt + |Cjl|)

Γ(ν−jljt )
exp

 ∑
q∈VCjl

β (1− λ)1cjq ,t

 f(yjl|yA−jldjt

)
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et

Pr(cjl = tnew|c−jl,d, r,y) ∝ α0 Γ(|Cjl|) p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl)

avec

p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl) ∝

{
K∑
k=1

m·k + γ

}−1

(4.21){
K∑
k=1

m·kf
(
yjl |yA−jlk

)
+ γf(yjl)

}

4.4 Estimation des hyperparamètres

Dans cette partie est présentée une méthode d’estimation des hyperparamètres du modèle
HDP-Potts qui peut aussi être utilisée dans le cas du DP-Potts. Nous présentons en particulier le
cas de l’estimation des paramètres scalaires du HDP, α0 et γ. Le paramètre β du champ de Potts
peut être estimé suivant la méthode présentée dans [PDBT13] via un algorithme approximate
Bayesian computation qui repose sur l’introduction de variables latentes et d’une statistique à
définir. Cette méthode a donné de bons résultats, néanmoins, elle fait intervenir une procédure
d’acceptation rejet dépendant de la statistique à déterminer. Ainsi, il est nécessaire de choisir
cette dernière de manière appropriée pour assurer des propositions pertinentes et un taux d’ac-
ceptation convenable. Notons qu’il n’y a pas de procédure d’acceptation rejet dans le SMC.

Notons χ = {α0, γ} l’ensemble des hyperparamètres. Dans un cadre bayésien, le meilleur
χ peut être choisi comme maximisant p(χ|y) la loi a posteriori des hyperparamètres sachant
les observations. Une loi a priori conjuguée pour ce couple de paramètres a été proposée dans
[TJBB06]. Néanmoins, la constante de normalisation du champ de Potts qui est une somme
sur toutes les configurations possibles du champ d’étiquettes pour un nombre de classes donné
intervient dans notre modèle et rend impossible le recours à une loi a priori conjuguée. En effet,
la fonction de partition est rarement analytiquement calculable. Un algorithme de Gibbs ne peut
donc pas être développé pour l’inférence des hyperparamètres.

En outre, l’estimation de constantes de normalisation est une problématique d’actualité. Elle
a été souvent abordée dans le cas de mélange de lois pour le choix du modèle correspondant
[Bis06]. Elle intervient en particulier dans le calcul de la loi marginale et les calculs de ratios
de constantes de normalisation pour la comparaison de modèles. Différentes méthodes existent,
certaines permettent de contourner le calcul des constantes, comme l’introduction de variables
auxiliaires [MPRB06] ou l’approximation directe de la loi a posteriori comme l’approximate
bayesian computation [PSPLF99]. Il est néanmoins difficile d’appliquer la plupart de ces ap-
proches dans notre cas car une infinité de jeu d’étiquettes doit être considérée.
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Un algorithme de Metropolis-Hastings within Gibbs peut également être envisagé. Il consiste
à effectuer un pas de Metropolis-Hastings pour la proposition de valeurs pour les hyperpara-
mètres et un algorithme de Gibbs pour l’échantillonnage des étiquettes. Soit q(·|χ) (ou q(·|χ,y))
la loi de proposition associée. L’algorithme s’écrirait :

– Initialisation χ(0)

– Échantillonner une partition c(0),d(0) ∼ Pr(c,d|y, χ(0))

– A l’itération i+ 1,
• Générer une valeur de proposition χ∗

• Soit

χ(i+1) =

χ∗ avec la probabilité %(χ(i), χ∗)

χ(i) avec la probabilité 1− %(χ(i), χ∗)

• Échantillonner la partition c(i+1),d(i+1) ∼ Pr(c,d|y, χ(i+1))

où %(χ(i), χ∗) =
p(χ∗|c,d,y) q(χ|χ∗)
p(χ|c,d,y) q(χ∗|χ)

.

Ici, p(χ|c,d,y) ∝ p(y|c,d, χ)Pr(c,d|χ)p(χ) avec p(χ) la loi a priori choisie pour χ. De plus,
la constante de normalisation Z pour Pr(c,d|χ) est la somme sur toutes les partitions de (4.5).
Deux problèmes se posent, premièrement, cette constante ne peut être calculée analytiquement
dans la plupart des cas, et, deuxièmement, cette constante est différente pour chaque valeur de
χ. Il suit que la probabilité d’acceptation ne peut être calculée simplement et qu’un algorithme
de Metropolis-Hastings within Gibbs ne peut être implémenté.

Étudions à présent l’application d’un algorithme de Monte Carlo séquentiel introduit au
chapitre 1 pour estimer χ au sens du maximum de vraisemblance. Pour ce faire, une grille dé-
croissante de valeurs d’hyperparamètres χm,m = 1, . . . ,M est parcourue. En effet, des valeurs
élevées d’hyperparamètres impliquent une meilleure exploration de la loi a posteriori mais fa-
vorisent la création de nouvelles classes, donc une sur-segmentation en opposition aux petites
valeurs qui impliquent une probabilité faible de proposition de nouvelle classe comme présenté
au chapitre 2. Cependant, l’échantillonnage doit être fait de manière adéquate pour assurer la
convergence de la chaîne de Markov et sa convergence vers la distribution désirée. Si χ est
changé à chaque itération du Gibbs alors la chaîne de Markov générée n’est pas homogène et la
convergence n’est pas garantie. L’algorithme SMC [DDJ06] décrit au chapitre 1, consiste à si-
muler plusieurs chaînes de Markov en parallèle pour corriger l’écart entre la loi simulée et la loi
cible par échantillonnage d’importance. Le principe est d’échantillonner pour chaque valeur χm,
I particules en parallèle représentant des partitions candidates puis d’écrire la loi cible comme
une combinaison de mesures de Dirac centrées sur ces particules :

Pr(c,d|y, χm) '
I∑
i=1

W (i)
m 1

c
(i)
m ,c

1
d
(i)
m ,d
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où c(i)
m et d(i)

m sont respectivement les ensembles d’étiquettes de région et de classe échantillonnés
à l’itération i de l’étape m. Le poids pour la particule i à l’étape m s’écrit :

W (i)
m = W

(i)
m−1w̃

(i)
m /

I∑
`=1

W
(`)
m−1w̃

(`)
m (4.22)

avec w̃(i)
m =

Pr(c
(i)
m ,d

(i)
m |χm) p(y|c(i)

m ,d
(i)
m , χm) ρm(c

(i)
m ,d

(i)
m , c

(i)
m−1,d

(i)
m−1)

Pr(c
(i)
m−1,d

(i)
m−1|χm−1) p(y|c(i)

m−1,d
(i)
m−1, χm−1) qm(c

(i)
m ,d

(i)
m , c

(i)
m−1,d

(i)
m−1)

où w̃(i)
m sont les poids incrémentaux non-normalisés, ρm est le noyau rétrograde et qm est la loi

de proposition.

L’intérêt de l’algorithme de Monte Carlo séquentiel est que par construction, il permet aussi
de calculer une estimation des rapports de vraisemblance des données par rapport aux valeurs
d’hyperparamètres. Néanmoins, dans notre cas, la constante de normalisation du modèle bayé-
sien non paramétrique a priori évolue également en fonction des hyperparamètres, le ratio estimé
est alors :

R(m) =
p(y|χm)Zm

p(y|χm−1)Zm−1

'
I∑
i=1

W
(i)
m−1w̃

(i)
m . (4.23)

avec Zm la constante de normalisation de la loi a priori non normalisée.

Ainsi, autant pour le Metropolis-Hastings within Gibbs que pour l’échantillonneur de Monte
Carlo séquentiel, apparaît le rapport de constantes de normalisation des lois bayésiennes non
paramétriques a priori.

Nous proposons alors de contourner cette difficulté en implémentant deux algorithmes de
SMC avec la même décroissance sur le vecteur de paramètres. Le premier, basé sur l’échantillon-
nage suivant les lois a posteriori donnera une approximation des rapports de vraisemblance non
normalisés (4.23) et le second, basé sur l’échantillonnage uniquement suivant les lois a priori

donnera une approximation des rapports de constantes de normalisation Rp(m) =
Zm
Zm−1

.

Ainsi, R peut être divisé par Rp pour compenser les constantes de normalisation des lois a
priori et obtenir à chaque itération le rapport des vraisemblances p(y|χm)/p(y|χm−1). Le pro-
duit cumulé des ratios estimés R permet alors d’approcher p(y|χm)/p(y|χ0) à chaque itération.
Finalement, le vecteur d’hyperparamètres conduisant à la valeur maximale de ce rapport est
l’estimé de χm au sens du maximum de vraisemblance.
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Algorithme 4.2 Échantillonneur de Monte Carlo séquentiel pour l’estimation des hyperpara-
mètres
• SMC suivant la a posteriori
Initialisation
pour i = 1, . . . , I faire

Initialisation c(i),d(i)

fin pour
pour m = 1, . . . ,M faire

pour i = 1, . . . , I faire
c

(i)
m ,d

(i)
m ∼ Pr(c,d|y, χm, c(i)

m−1,d
(i)
m−1)

Calcul des poids non normalisés w̃(i)
m

fin pour
Calcul des poids normalisés W (i)

m

Calcul du rapport R(m) (avec R(1) = 1)
si ESS < ε alors

Rééchantillonnage des particules
fin si

fin pour

• SMC suivant la loi a priori
Initialisation
pour i = 1, . . . , I faire

Initialisation c(i),d(i)

fin pour
pour m = 1, . . . ,M faire

pour i = 1, . . . , I faire
c

(i)
m ,d

(i)
m ∼ Pr(c,d|χm, c(i)

m−1,d
(i)
m−1)

Calcul des poids non normalisés w̃(i)
m

fin pour
Calcul des poids normalisés W (i)

m

Calcul du rapport Rp(m) (avec Rp(1) = 1)
si ESS < ε alors

Rééchantillonnage des particules
fin si

fin pour

• Calcul de la vraisemblance marginale
p(y|χm) '

∏m
`=1R(`)/Rp(`)
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4.5 Conclusion

Ce chapitre présente des modèles bayésiens non paramétriques pour la segmentation d’images.

Premièrement, un modèle combinant le processus de Dirichlet et le champ de Potts est décrit
pour la segmentation d’une image. Dans un second temps, le modèle que nous proposons est
décrit. Il combine le processus de Dirichlet hiérarchique et le champ de Potts pour la segmen-
tation jointe d’un ensemble d’images. Il permet la segmentation indépendante de chaque image
en régions et le regroupement des régions identiques entre classes en classes pouvant ainsi être
partagées entre les images ou non.

Un algorithme de Gibbs a par la suite été développé pour l’échantillonnage des étiquettes
selon la loi a posteriori découlant. Concernant le champ de Potts, l’algorithme de Swendsen-
Wang généralisé est réputé permettre une meilleure exploration de la loi, nous proposons alors
un algorithme basé sur cette approche pour notre modèle. Enfin, les valeurs choisies pour les
hyperparamètres du modèle sont importantes pour une bonne exploration. Nous proposons alors
un algorithme de Monte Carlo séquentiel permettant de choisir la meilleure valeur d’hyperpara-
mètres au sens du maximum de vraisemblance.



CHAPITRE 5

Présentation et analyse des résultats

Les algorithmes DP-Potts et HDP-Potts ont été testés sur deux types de données : des images
simulées selon un champ de Potts, qui vont nous permettre de les valider avec une vérité terrain
ainsi que des images de la base d’images LabelMe 1. De plus, pour illustrer une application avec
le découpage d’une « grande » image en imagettes, les algorithmes ont aussi été testés sur une
image de montagnes d’Afrique de l’est 2. Par souci de lisibilité, seule une partie des résultats est
présentée dans ce chapitre, des résultats complémentaires sont donnés à l’annexe E.

Nous mettons en parallèle notre méthode et le DP-Potts car il s’agit du modèle bayésien non
paramétrique le plus proche de celui que nous proposons, qui permet à la fois l’estimation de
la partition et du nombre de classes. Puisqu’il ne s’applique qu’à une image, une concaténation
des images à segmenter a été effectuée. La méthode a été appliquée en définissant un système
de voisinage qui respecte les délimitations entre images. Ainsi, deux pixels dans des images
différentes ne peuvent être voisins. Le DP, le HDP et le Swendsen-Wang appliqué au HDP-Potts
ont aussi été programmés pour comparaison.

Nous présentons d’abord la méthode d’estimation de la meilleure partition et quelques mé-
triques utilisées en classification qui nous permettront de comparer les performances des algo-
rithmes dans le cas des images-test où la vraie partition est connue. Suivent les résultats obtenus
pour les trois types de données.

1. labelme.csail.mit.edu/
2. http ://earth.imagico.de, The Rwenzori mountains and lake Edward
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5.1 Estimation de la meilleure partition

Nous cherchons la meilleure partition au sens où elle minimise un certain critère d’erreur.
Les différents critères sont décrits dans le cas d’une image pour faciliter leur compréhension ;
ils sont cependant facilement généralisables à un ensemble d’images.

Comment choisir ẑ correspondant à la partition la plus pertinente à partir de la loi a pos-
teriori ? L’étiquetage d’une itération à une autre étant différent, il est nécessaire d’utiliser une
métrique de comparaison entre la partition vraie et la partition estimée insensible à la numéro-
tation des classes et ne prenant en compte que la partition.

La fonction de coût de Binder [Bin78] respecte ces propriétés et a été utilisée en classification
[FS06], [CTM14]. Elle est liée à un risque bayésien et s’écrit :

C(z?) =
∑
z

L(z, z?)Pr(z|x) avec L(z, z?) =
N∑
n=1

N∑
q=1

a1zn=zq ,z?n 6=z?q + b1zn 6=zq ,z?n=z?q (5.1)

avec C est le coût a posteriori, L la fonction de coût de Binder, a et b des nombres scalaires
positifs, z le jeu d’étiquettes à comparer et z? un jeu d’étiquettes candidat pour l’estimation.
La partition optimale dans ce cas est celle qui favorise une configuration souvent apparue. Le
facteur a est l’ « importance » liée au fait que deux pixels soient assignés à des groupes différents
alors qu’ils devraient être dans le même. Le facteur b est la perte associée au fait d’assigner deux
pixels au même groupe alors qu’ils appartiennent à des groupes différents. Le calcul de ce coût
s’appuie sur la construction d’une matrice de similarité Msim de dimension N × N . Il s’agit
d’une matrice binaire donnant l’appartenance aux classes par paire de pixels. Ainsi, si les pixels
n et q sont dans la même classe, on a Msim(n, q) = Msim(q, n) = 1. Il s’agit alors de comparer
les matrices de similarité associées à z et à z? respectivement.

Pour a = b = 1, L devient un coût associé à une distance quadratique et a été défini par Dahl
dans [Dah06] :

LD(z, z?) =
N∑
n=1

N∑
q=1

[
1zn=zq − 1z?n=z?q

]2 (5.2)

La meilleure partition ẑ, dans un cadre de décision bayésien, est celle qui minimise le coût a
posteriori C défini à l’équation (5.1).

Néanmoins, minimiser LD dans l’espace de toutes les partitions est combinatoirement im-
possible. Soient I échantillons obtenus au cours de la procédure d’exploration par MCMC notés
z(i), i = 1, · · · , I . Il est alors proposé de choisir une partition ẑ parmi celles déjà échantillon-
nées. Cette méthode a au moins deux avantages : le coût calculatoire et, les partitions obtenues
sont par définition parmi les plus probables.
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Dans ce cas, la section 3.1 de [FI09] présente les équations pour l’obtention de la meilleure
partition qui s’écrivent :

ẑ = argmin
z?∈{z(1),··· ,z(I)}

N∑
n=1

N∑
q=1

(
1
z
?(i)
n ,z

?(i)
q
−$nq

)2

, $nq =
1

I

I∑
i=1

1
z
?(i)
n ,z

?(i)
q

(5.3)

La meilleure partition est ici celle qui est la plus proche d’une partition moyenne donnée par$.
Nous utiliserons ce critère dans notre cas.

Après avoir estimé la meilleure partition, il convient de définir des critères de comparaisons
à la vérité terrain des configurations obtenues pour chaque algorithme dans le cas des images-
test où la vraie partition est connue. Cette question est difficile car le nombre de classes estimées
diffère généralement du nombre de classes réelles et l’étiquetage n’est pas le même. Nous pré-
sentons quelques métriques utilisées en classification ainsi que la méthode de ré-étiquetage uti-
lisée. On pourrait comparer les matrices de similarité, mais nous cherchons à mener une analyse
par classe et utiliser des métriques classiques en classification et faciles à interpréter.

5.1.1 Quelques métriques

Le modèle proposé dans ce manuscrit pose un problème de non identifiabilité lié au label-
switching qui se traduit par une variabilité de la numérotation des classes d’une itération à l’autre
[CMR05, Chapitre 13]. Une partie des métriques de classification sont basées sur la comparaison
des étiquettes. Leur calcul passe par celui de la matrice de confusion. Il s’agit d’une matrice
carrée de dimension la plus grande valeur K? entre Kvrai et Kest avec Kvrai le nombre réel de
classes et Kest le nombre estimé. Elle est construite comme suit :

– chaque ligne représente le nombre d’occurrences d’une classe réelle
– chaque colonne représente le nombre d’occurrences d’une classe estimée
– Mconf(k, l) donne le nombre de pixels appartenant à la classe k mais classés en l
– les lignes/colonnes supplémentaires sont complétées par des 0.

Pour une comparaison étiquette à étiquette, il est nécessaire de ré-étiqueter les observations
pour que la numérotation du jeu d’étiquettes estimé concorde avec celle correspondant à la vraie
partition. Pour ce faire nous proposons une méthode de ré-étiquetage basée sur le nombre de
pixels réel par classe. Les nombres de pixels par classe dans la partition estimée sont comparés
aux nombres vrais et par un jeu de permutations, une renumérotation cohérente est proposée.

Il est à noter que cette méthode peut « corriger » certaines partitions et améliorer ainsi les
performances données par les métriques. Elle peut aussi les fausser. Prenons le cas où Kest <

Kvrai. La renumérotation effectue une concordance entre les classes estimées et les Kest classes
les plus représentées dans la partition de référence. Lorsque Kest ≥ Kvrai, étant donné que la
renumérotation ne se base que sur le nombre de pixels par classe, deux classes ayant des effectifs
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voisins peuvent voir leur numérotation estimée inversée. Pour s’affranchir de ces difficultés, une
partie des métriques proposées est insensible à l’étiquetage.

Critère de Dahl

Le critère de Dahl LD (5.2) permet d’évaluer la proportion de couples de pixels originel-
lement partageant la même classe qui sont également dans la même classe dans la partition
estimée. Cette procédure permet de s’affranchir de la numérotation, de Kvrai et de Kest. En pra-
tique, nous utiliserons %LD correspondant au pourcentage de couples de pixels étant dans la
même classe dans la vraie configuration et dans des classes différentes dans la partition esti-
mée. %LD est calculé pour chaque image individuellement et %LDg donne le même coût pour
l’ensemble des images jointes.

L’overall accuracy

La matrice de confusion permet d’évaluer le pourcentage de pixels bien classés (overall
accuracy OA) :

OA =

∑K?

k=1Mconf(k, k)

N
(5.4)

L’OA est une métrique intuitive et relativement facile à interpréter.

Le coefficient kappa de Cohen

Le coefficient Kappa de Cohen κco, permet de quantifier l’accord entre deux techniques pour
des jugements catégoriels [Coh60] :

κco =
P0 − Pe
1− Pe

(5.5)

avec P0 la proportion de l’échantillon sur laquelle les deux techniques s’accordent (qui est don-
née par OA) et Pe la probabilité d’un accord aléatoire entre les deux,

Pe =

∑K?

k=1 Mconf(k, ·)Mconf(·, k)

N2
(5.6)

avec Mconf(k, ·) =
∑K?

l=1Mconf(k, `) et Mconf(·, k) =
∑K?

`=1Mconf(`, k).

κco prend ses valeurs entre −1 et 1. Plus il se rapproche de 1 et meilleur est l’accord entre
les juges, c’est-à-dire dans notre cas que la partition estimée est proche de la vraie partition. Son
interprétation est à moduler avec le nombre de classes comparées ; il a tendance à être faible
pour K élevé. En effet, il est par exemple plus facile de choisir entre deux cas qu’entre dix.
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La V-mesure

La V-mesure [RH07] ne nécessite pas un ré-étiquetage de la partition estimée car elle est
indépendante de la numérotation, de Kvrai et de Kest. La matrice de confusion mentionnée
dans cette partie peut alors être de dimension Kvrai × Kest, d’où la spécification des bornes
de sommation dans les équations données. Redéfinissons aussi les notations : Mconf(·, `) =∑Kvrai

k=1 Mconf(k, `) et Mconf(k, ·) =
∑Kest

`=1 Mconf(k, `).

La V-mesure est calculée à partir de :
• l’« homogénéité » : elle est maximale lorsque seuls les pixels assignés à une unique classe

dans la vraie partition sont assignés à une unique classe dans la partition estimée

ho =


1 si Ψ(K) = 0

1− Ψ(K|K?)
Ψ(K)

sinon

avec K = {1, . . . , Kvrai}, K? = {1, . . . , Kest} et

Ψ(K|K?) = −
Kest∑
`=1

Kvrai∑
k=1

Mconf(k, `)

N
log

[
Mconf(k, `)

Mconf(·, `)

]

Ψ(K) = −
Kvrai∑
k=1

Mconf(k, ·)
N

log

[
Mconf(k, ·)

N

]
• la « complétude » : elle est maximale lorsque tous les pixels assignés à une unique classe

dans la vraie partition sont assignés à une unique classe dans la partition estimée

co =


1 si Ψ(K?) = 0

1− Ψ(K?|K)

Ψ(K?)
sinon

avec

Ψ(K?|K) = −
Kvrai∑
k=1

Kest∑
`=1

Mconf(k, `)

N
log

[
Mconf(k, `)

Mconf(k, ·)

]

Ψ(K?) = −
Kest∑
`=1

Mconf(·, `)
N

log

[
Mconf(·, `)

N

]
Un exemple illustratif de ces propriétés est donné à la figure 5.1. La comparaison des classes
est ici décrite en indiquant les noms de classe, mais les propriétés estimées sont insensibles à
la numérotation des classes. La classe « vert » a une forte homogénéité car les pixels affectés à
cette classe dans la partition estimée sont affectés à une classe unique dans la partition référence,
la complétude est néanmoins faible car tous les pixels de la classe dans la partition référence ne
sont pas dans une unique classe dans l’image de droite ; en effet, deux pixels ont été assignés
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FIGURE 5.1 – Exemple visuel de la complétude et de l’homogénéité prises individuellement par
classe. A gauche est représentée une partition référence et à droite une partition estimée ; les
couleurs représentent les classes.

à la classe « rouge ». Pour la classe « rouge », on a l’inverse, l’homogénéité est faible car les
pixels de cette classe dans la partition estimée comprennent aussi des pixels originellement dans
la classe « verte » et la complétude est maximale parce que tous les pixels de la classe dans la
partition référence y sont dans la partition estimée.

Finalement, l’expression de la V-mesure est :

Vb =
(1 + b)× ho × co

(b× ho) + co

La valeur prise par Vb est comprise entre 0 et 1 ; 1 étant la meilleure. Pour b > 1, la complétude
est plus fortement pondérée que l’homogénéité et l’inverse pour b < 1.

5.1.2 Critère de convergence

Dans ce travail, l’échantillonnage des partitions se fait via des algorithmes de Gibbs qui sont
des méthodes MCMC, et, pour ce type d’approches, se pose la question de la convergence des
chaînes générées. Nous nous intéressons alors à l’application de tests de convergence dans notre
cas.

La plupart des critères de convergence ne sont définis que pour des variables continues ; ils
ne sont donc pas adaptés dans le cas de partitions. Une solution souvent utilisée est le calcul
de l’autocorrélation entre les réalisations pour déterminer leur degré de corrélation. Un autre
problème émerge alors : le label-switching, il n’est donc pas non plus possible d’utiliser ce
critère.

Nous nous baserons donc juste sur l’allure du logarithme de la probabilité a posteriori des
étiquettes au cours des itérations. Cette approche n’est néanmoins pas satisfaisante puisque la
chaîne peut être bloquée dans un minimum local ou « mal mélanger ».
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5.2 Résultats : cas des images-test

Génération des données

Des images-test de dimension 64 × 64 ont été simulées a priori selon un champ de Potts
de paramètre β = 1.2 avec un nombre de classes Kvrai = 3. A chaque classe est aléatoirement
affecté un niveau de gris :−25, 0 ou 25. Les images-test sont donc constantes par morceau. Pour
construire un modèle d’observation, un bruit gaussien a ensuite été ajouté.

Le modèle d’observation correspondant est alors défini comme :

φk|H ∼ H ≡ N (µ0 = 0, σ2
0 = 752)

yjn|φk ∼ f(·|φk) ≡ N (yjn;φk, σ
2
y)

Les densités h, associée la distribution de base du processus de Dirichlet hiérarchique définie
au paragraphe 2.2, et f sont conjuguées, il est alors possible d’écrire analytiquement la vraisem-
blance marginale des données associées aux pixels dans la classe k. Etant donné que le modèle
de vraisemblance a été construit par ajout d’un bruit blanc gaussien, il peut être réécrit comme :

yjn = φk + εjn, εjn ∼ N (0, σ2
y) (5.7)

L’ensemble des observations attachées aux pixels dans la classe k vérifie alors :

yAk =

1
...
1

φk +


ε`1
...

ε`|Ak|


avec `1, · · · , `|Ak| les indices des pixels dans la classe k ; ` comprenant le numéro d’image et de
pixel dans le cas du HDP. Ce vecteur suit une loi normale de paramètres :

µk = E[yAk ] =

1
...
1

µ0

Σk =

1
...
1

[1 · · · 1
]
σ2

0 + I|Ak| × σ
2
y =


σ2

0 + σ2
y σ2

0 · · · σ2
0

σ2
0 σ2

0 + σ2
y · · · σ2

0

. . .

σ2
0 σ2

0 · · · σ2
0 + σ2

y


avec µ la moyenne, Σ la matrice de covariance et la loi marginale f(yAk) ≡ N (yAk ;µk,Σk).
La matrice de covariance Σ est circulante, ce qui permet un calcul numérique du logarithme de
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la vraisemblance par transformée de Fourier :

log(f(yAk)) = −0.5× |Ak| × log(2π)− 0.5× log(det(Σ))− 0.5× (yAk − µ)TΣ−1(yAk − µ)

det(Σ) =
∏

Vp, Σ−1 = F−1
o ×MV −1

p × Fo et Σ−1 × (yAk − µ) = F−1
o (1/Vp × Fo(yAk − µ))

avec det(Σ) le déterminant de Σ, Vp les valeurs propres de la matrice Σ, MVp la matrice diago-
nale des valeurs propres, Fo la matrice des coefficients de Fourier et F−1

o son inverse.

Puisque la vraisemblance marginale admet une écriture analytique, il peut en être déduit
celle des densités conditionnelles. Ainsi, f(yjn|yA−jnk

) et f(yjt|yA−jtk
) s’écrivent :

f(yjn|yA−jnk
) = N (yjn;µn, σ

2
y + σ2

n) et f(yjt|yA−jtk
) = N (yjt;µt,Σt)

avec

σ2
n = var(φk|yA−jnk

) =

(
1

σ2
0

+
|Ak| − 1

σ2
y

)−1

; µn = E[φk|yA−jnk
] = σ2

n

µ0

σ2
0

+

∑
(j′,n′)∈A−jnk

yj′n′

σ2
y



Σt =


σ2
y + σ2

p σ2
p · · · σ2

p

σ2
p σ2

y + σ2
p · · · σ2

p

. . .

σ2
p σ2

p · · · σ2
y + σ2

p

 ; µt =

1
...
1

µp

où σ2
p =

(
1

σ2
0

+
|Ak| − νjt

σ2
y

)−1

; µp = σ2
p

µ0

σ2
0

+

∑
(j′,n′)∈A−jtk

yj′n′

σ2
y


Les valeurs des paramètres des modèles DP, DP-Potts, HDP et HDP-Potts sont fixés comme

suit :
– α = 1

– β = 0.8 (pour σy = 5) et β = 1.2 (pour σy = 15)
Etant donné que pour un faible niveau de bruit, une faible régularisation spatiale suffit,
nous choisissons de diminuer la valeur de β pour vérifier que les algorithmes restent
cohérents à cette hypothèse.

– α0 = 1, γ = 1

Le nombre d’itérations total est choisi comme T = 10000, le temps de chauffe est fixé à T/2 et
le pas à 10 c’est-à-dire qu’un échantillon sur dix est choisi.

Commentaires

Etudions d’abord la procédure d’initialisation des différents algorithmes, notons Kinit le
nombre de classes initial. Pour le HDP et le HDP-Potts, le nombre de régions initial est choisi
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FIGURE 5.2 – Images-test vraies.

(a) (b) (c)

FIGURE 5.3 – Tracé pour le modèle HDP-Potts (Gibbs et GSW) du logarithme de la loi a poste-
riori non normalisée (a), du logarithme de la loi a priori non normalisée (b) et du logarithme de
la vraisemblance (c) avec σy = 5 avec Kinit = 15.

(a) (b) (c)

FIGURE 5.4 – Tracé pour les modèles DP-Potts (Gibbs et GSW) du logarithme de la loi a pos-
teriori non normalisée (a), du logarithme de la loi a priori non normalisée (b) et du logarithme
de la vraisemblance (c) avec σy = 5 avec Kinit = 15.
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σy = 5

DP DP-Potts

OA κco Vb %LD %LDg OA κco Vb %LD %LDg
Image 1 0.98 0.96 0.91 2.57

2.25

0.99 0.99 0.99 0.018

0.079Image 2 0.97 0.96 0.9 2.87 0.99 0.99 0.99 0.062

Image 3 0.98 0.97 0.92 2.14 0.99 0.99 0.99 0.181

HDP HDP-Potts

OA κco Vb %LD %LDg OA κco Vb %LD %LDg
Image 1 0.99 0.99 0.97 0.45

1.32

1 1 1 0

0.102Image 2 0.99 0.98 0.93 1.81 0.99 0.99 0.99 0.101

Image 3 0.98 0.98 0.92 2.09 0.99 0.99 0.99 0.248

TABLE 5.1 – Comparaison des métriques dans le cas σy = 5.

σy = 15

DP DP-Potts

OA κco Vb %LD %LDg OA κco Vb %LD %LDg
Image 1 0.59 0.39 0.3 32.17

31.88

0.98 0.97 0.91 1.94

2.43Image 2 0.44 0.25 0.18 36.85 0.98 0.97 0.91 2.85

Image 3 0.48 0.3 0.2 34.18 0.98 0.96 0.89 3.11

HDP HDP-Potts

OA κco Vb %LD %LDg OA κco Vb %LD %LDg
Image 1 0.83 0.67 0.45 18.09

29.18

0.62 0.33 0.79 9.84

27.88Image 2 0.59 0.38 0.2 37.45 0.44 0.13 0.58 33.67

Image 3 0.55 0.32 0.21 34.07 0.41 0.13 0.59 32.25

TABLE 5.2 – Comparaison des métriques dans le cas σy = 15.
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Images bruitées

Initialisation DP

DP (K = 7)

DP-Potts (K = 3)

Initialisation HDP

HDP (K = 3,
mj· = [10, 11, 11])

HDP-Potts (K = 3,
mj· = [4, 4, 4])

Découpage en régions induit
par le HDP-Potts

FIGURE 5.5 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 5, initialisation et résultats de
segmentation obtenus pour les DP, DP-Potts, HDP et HDP-Potts avec Kinit = 15.
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Images bruitées

Initialisation DP

DP (K = 10)

DP-Potts (K = 3)

Initialisation HDP

HDP (K = 5,
mj· = [11, 11, 11])

HDP-Potts (K = 5,
mj· = [3, 3, 3])

HDP-Potts (GSW)
λ = 0.025 (K = 3,
mj· = [10, 12, 12])

FIGURE 5.6 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 15, initialisation et résultats de
segmentation obtenus pour les DP, DP-Potts, HDP, HDP-Potts et HDP-Potts(GSW) avec λ =

0.025 avec Kinit = 15.
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Images bruitées

Initialisation DP

DP-Potts (K = 2)

DP-Potts (GSW) λ = 0

(K = 2)

DP-Potts (GSW) λ = 0.5

(K = 3)

DP-Potts (GSW) λ = 5

(K = 3)

FIGURE 5.7 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 15 et résultats de segmentation
obtenus pour les DP-Potts et DP-Potts(GSW) avec λ = 0.5 et λ = 5 avec Kinit = 30.
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(a) (b) (c)

FIGURE 5.8 – Cas où le champ de Potts est placé sur les régions. Tracé pour le modèle HDP-
Potts (Gibbs et GSW) du logarithme de la loi a posteriori non normalisée (a), du logarithme de
la loi a priori non normalisée (b) et du logarithme de la vraisemblance (c) avec σy = 10 avec
Kinit = 15.

comme : mj·init = 3×Kinit; j = 1, · · · , J . Concernant la méthode d’initialisation, considérons
d’abord un tirage aléatoire ; les figures E.1, E.2, E.3, et E.4, représentent des résultats obtenus
par les algorithmes HDP-Potts et DP-Potts avec Kinit = 15. Pour un niveau de bruit faible,
σy = 5, la classification est retrouvée, néanmoins pour σy = 15, les résultats de segmentation
sont insatisfaisants, il est alors nécessaire d’appliquer un procédé plus adapté. Du point de vue
des observations, la classification attendue est une identification de lois gaussiennes composant
un mélange. Ainsi, pour une initialisation plus cohérente, nous nous proposons dans la suite de
la réaliser via le k-means.

Concernant l’affichage des résultats,K etmj· désignent respectivement le nombre de classes
correspondant à la segmentation induite et le nombre moyen de régions au cours des itérations
pour chaque image. Notons de plus que les couleurs attribuées aux classes sont arbitraires.

Les tableaux 5.1 et 5.2 présentent les valeurs des métriques obtenues pour σy = 5 et σy =

15 avec Kinit = 15. On remarque que les résultats obtenus sont meilleurs avec le champ de
Potts. On remarque en particulier dans le tableau 5.2 l’importance de métriques indépendantes
de la numérotation. Ainsi, pour le HDP-Potts, la valeur de Vb est légèrement plus élevée que
celle de l’OA. Inversement, pour le HDP, l’OA donne de meilleurs résultats que le Vb. Ces
différences sont dues à la renumérotation, en effet, cette dernière ne dépend que du nombre de
pixels affectés à chaque classe dans la vraie partition. La métrique Vb évalue le fait que seuls
les pixels affectés dans une classe pour la partition vraie le soient dans la partition estimée, les
résultats obtenus sont ainsi plus pertinents lorsque, par exemple, le nombre de classes estimé est
différent du nombre de classes vrai. En outre, les configurations où la partition estimée n’est pas
cohérente avec la vraie, du point de vue des binômes de pixels, ne sont pas pénalisées lors de la
renumérotation et donc du calcul des métriques OA et κco, contrairement à la métrique %LD.
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Images bruitées

Initialisation HDP

HDP-Potts (K = 4,
mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 0)
(K = 4, mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 0.2)
(K = 4, mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 0.4)
(K = 5, mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 0.6)
(K = 5, mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 0.8)
(K = 6, mj· = [3, 4, 4])

HDP-Potts (GSW λ = 1)
(K = 6, mj· = [3, 4, 4])

FIGURE 5.9 – Cas où le champ de Potts est placé sur les régions. Images bruitées avec un niveau
de bruit σy = 10, initialisation et résultats de segmentation obtenus pour le HDP-Potts (Gibbs et
GSW) avec β = 0.8 et Kinit = 15.
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De plus, considérant toujours les résultats obtenus avec le HDP et HDP-Potts, il est visible que
les métriques Vb et %LD évaluent différents critères ; en effet, les valeurs de %LD sont assez
faibles pour celles du Vb correspondant.

Les figures 5.3 et 5.4 donnent une comparaison des lois a posteriori non normalisées des
modèles HDP-Potts et DP-Potts pour des échantillons obtenus par un algorithme de Gibbs et
avec un algorithme de Swendsen-Wang généralisé où λ = 0, λ = 0.5, λ = 1 et λ = 5. Comme
attendu, les lois obtenues pour le Gibbs et pour le Swendsen-Wang où λ = 0 se superposent.
Lorsque λ varie, l’algorithme est bloqué dans des configurations locales, suivant l’évolution des
lois a priori liées, en particulier, le nombre de régions augmente avec λ. Néanmoins, le choix de
λ est délicat, en effet, les pixels sont liés avec la probabilité 1 − exp(−βλ), à β fixé, plus λ est
grand et plus grande est la probabilité pour deux pixels voisins de même classe (ou région selon
le modèle) d’être liés. La figure 5.7 illustre les effets d’agrégation liés à une valeur de λ élevée
(λ = 5).
Lorsque λ est grand, l’algorithme favorise la création de « gros » spin-clusters, dont la vrai-
semblance d’être liés à une région existante est plus faible que celle d’appartenir à une région
propre. En revenant aux équations (4.12), (4.13) et (4.14), on observe que l’échantillonnage des
étiquettes de lien dépend uniquement des étiquettes de région alors que l’échantillonnage des
étiquettes de région dépend aussi des étiquettes de classe. Ainsi, la création des spin-clusters
dépend de la segmentation en régions courante et l’affectation d’un spin-cluster à une nouvelle
région n’est pas systématiquement discriminée. En effet, selon la valeur de λ et le nombre de
pixels voisins, le terme dépendant des étiquettes de région est négligeable devant celui dépen-
dant des étiquettes de classe. Ainsi, la sur-segmentation en régions reste vraisemblable tant que
les classes affectées sont cohérentes avec la segmentation globale. En effet, lorsque le champ
de Potts est placé sur les étiquettes de classe, en passant au Swendsen-Wang, en termes de vrai-
semblance, il n’est pas discriminatoire d’avoir plusieurs régions qui codent pour la même classe.
Ce qui explique qu’à la figure 5.3, des configurations avec des poids a priori « faibles » soient
échantillonnées. Une solution pour résoudre cette difficulté est d’opter pour le second modèle
où l’algorithme de Swendsen-Wang est défini sur les étiquettes de région.

Les figures 5.8 et 5.9 présentent des résultats obtenus pour la segmentation jointe lorsque
le champ de Potts est maintenant appliqué aux étiquettes de région. La figure 5.8 confirme
les hypothèses faites quant au comportement observé à la figure 5.3. De plus à la figure 5.8,
il est visible que la vraisemblance est ici discriminatoire et les poids a priori sont quasiment
identiques. On observe en outre à la figure 5.9 que plus la valeur de λ augmente et moins le
résultat de segmentation est satisfaisant, comme observé à la figure 5.6. Faut-il appliquer le
champ de Potts sur les étiquettes de classe ou de région ? Dans le premier cas, les résultats de
segmentation sont plus satisfaisants tandis que le deuxième cas permet de mieux interpréter les
résultats obtenus avec l’algorithme de Swendsen-Wang.
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Des résultats de segmentation sont présentés à la figure 5.6 pour σy = 15 et Kinit = 15. Le
DP-Potts donne de bons résultats ; cependant, en choisissantKinit = 30, le modèle ne détecte que
deux classes, comme illustré à la figure 5.7. L’intérêt de l’algorithme Swendsen-Wang généralisé
apparaît alors ; en effet, avec λ = 0.5 pour le DP-Potts et λ = 0.025 pour le HDP-Potts, on
obtient la segmentation attendue.

Pour confirmer cette analyse, un problème de plus grande dimension a été considéré pour
lesquels des résultats sont proposés en annexe. Il y apparaît que le DP-Potts et le HDP-Potts
conduisent à une bonne segmentation mais échouent à retrouver les classes sous-représentées
dans les images.

En conclusion, les segmentations induites par les DP-Potts et HDP-Potts sont bonnes, le
HDP-Potts apporte néanmoins des informations supplémentaires. Il permet une gestion différen-
ciée des images et la division en régions par image donne la segmentation de chacune, comme
théoriquement attendu. Ainsi, le modèle hiérarchique peut être requis ou pas ; il apporte néan-
moins une information inaccessible lorsqu’il n’est pas utilisé. Prenons l’exemple de l’analyse
d’un espace agricole d’une surface donnée divisé en portions. Le modèle hiérarchique pourrait
permettre de délimiter les zones agricoles dans chaque portion, indépendamment de l’espace
entier considéré.

5.3 Résultats : cas d’une base de données

Génération des données

La base de données LabelMe est une base d’images gratuite qui a pour but de fournir un outil
d’annotation d’images en ligne pour la recherche en vision par ordinateur. Les images issues de
la base d’images ont été pré-segmentées en super-pixels. Le descripteur associé à chaque super-
pixel est choisi ici comme étant un histogramme. Dans ce cas, les paramètres cachés de classe
sont les probabilités d’une loi catégorielle et la vraisemblance des données est souvent définie
comme la loi multinomiale. Pour pouvoir calculer explicitement la vraisemblance marginale, il
est nécessaire que la distribution a priori sur les paramètres soit une loi conjuguée à la vraisem-
blance multinomiale. Cette loi de probabilité est la loi de Dirichlet qui sera la distribution de
base de notre HDP. Notons φk le vecteur de paramètres, le modèle d’observation s’écrit alors :

φk|Υ ∼ Υ ≡ Dir(ϕ0)

yjn|φk ∼ f(·|φk) ≡ Mult(yjn;φk)

avec

υ(φk) =
1

D(ϕ0)

Nbi∏
i=1

φk[i]
ϕ0[i]−1 f(yjn|φk) =

1

M(yjn)

Nbi∏
i=1

φk[i]
yjn[i]
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où Nbi est le nombre de bin des histogrammes.

D(ϕ0) =

∏Nbi

i=1 Γ(ϕ0[i])

Γ
(∑Nbi

i=1 ϕ0[i]
) M(yjn) =

∏Nbi

i=1 yjn[i](∑Nbi

i=1 yjn[i]
)

!

Les lois multinomiale et de Dirichlet étant conjuguées, on peut écrire analytiquement la loi
marginale des observations associées aux pixels dans la classe k :

f(yAk) =

 ∏
(j,n)∈Ak

1

M(yjn)

 D
(
ϕ0 +

∑
(j,n)∈Ak yjn

)
D (ϕ0)

Les lois conditionnelles f(yjn|yA−jnk
) et f(yjt|yA−jtk

) peuvent être déduites :

f(yjn|yA−jnk
) =

f(yjn,yA−jnk
)

f(yA−jnk
)

=
1

M(yjn)

D
(
ϕ0 + yjn +

∑
(j′,n′)∈A−jnk

yj′n′
)

D
(
ϕ0 +

∑
(j′,n′)∈A−jnk

yj′n′
)

f(yjt|yA−jtk
) =

f(yjt,yA−jtk
)

f(yA−jtk
)

=
1∏

q|cjq=tM(yjq)

D
(
ϕ0 +

∑
q|cjq=t yjq +

∑
(j′,n′)∈A−jtk

yj′n′
)

D
(
ϕ0 +

∑
(j′,n′)∈A−jtk

yj′n′
)

Le modèle précédent peut être enrichi pour rendre la segmentation plus robuste à différents
facteurs tels que la texture ou les changements d’illumination. Le HOG peut alors être associé à
l’histogramme de niveaux de gris pour définir un nouveau descripteur. L’histogramme normalisé
du HOG est construit comme décrit au chapitre 3 puis il est multiplié par le nombre de pixels
dans le super-pixel considéré pour le ramener à l’échelle. Le nouveau descripteur s’écrit alors :
yjn = (yc

jn, y
h
jn) où yc

jn et yh
jn représentent respectivement l’histogramme en niveaux de gris (ou

en couleurs) et l’histogramme du HOG et sont supposés indépendants, c’est-à-dire

φk = (φc
k, φ

h
k), ϕ0 = (ϕc

0, ϕ
h
0)

φk|Υ ∼ Dir(ϕc
0)Dir(ϕh

0)

yjn|φk ∼ Mult(φc
k)Mult(φh

k)

Par la suite, les valeurs des paramètres des modèles DP-Potts et HDP-Potts sont fixés comme :
– α = 1

– β = 1

– α0 = 1, γ = 1

– pour les données en niveaux de gris, ϕc
0 = 1×104×yc, où yc est la moyenne des données-

histogrammes en niveaux de gris et pour les données en RGB, ϕc
0 = 3× 104 × yc, où yc

est la moyenne des données-histogrammes en RGB
Le nombre d’itérations total est choisi comme T = 10000, le temps de chauffe est fixé à T/2 et
le pas à 10.
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Commentaires

Les images segmentées provenant de la base d’images LabelMe sont de taille 256×256, elles
ont été pré-segmentées à l’aide des méthodes SLIC et normalized-cuts en approximativement
1000 super-pixels et le nombre de bins est choisi comme Nbi = 16.

Trois ensembles d’images ont été segmentés : des images de route, des images de bâtiments
et un ensemble d’images mixtes comportant à la fois des routes et des bâtiments. Pour chaque
ensemble et pour chaque pré-segmentation sont présentés les résultats obtenus avec le DP-Potts,
le HDP-Potts (Gibbs) ainsi que ceux obtenus en prenant en compte l’histogramme de gradients
orientés en niveaux de gris mais aussi en couleurs (RGB).

La figure 5.10 montre la segmentation obtenue avec une pré-segmentation par la méthode
normalized-cuts pour des images de route. On observe à nouveau que les segmentations avec
le DP-Potts et le HDP-Potts sont similaires, les classes route et arbre sont notamment bien
définies sauf pour la première image où des effets d’illumination entraînent que l’herbe est
confondue avec la route. Néanmoins, la classe ciel pose problème du fait non seulement des
effets de lumière mais aussi de la présence de nuages. Les restrictions observées en raison des
différences d’illumination sont en partie résolues par l’utilisation du HOG. En outre, lorsqu’il
est appliqué au RGB, la segmentation est plus homogène, les classes sont mieux délimitées, sauf
la route qui reste souvent confondue avec l’herbe.

Considérons à présent la pré-segmentation par la méthode SLIC, la segmentation obtenue en
figure 5.11 laisse entrevoir plus de détails de l’image originale qu’avec la méthode normalized-
cuts : les nuages dans le ciel sont beaucoup plus marqués, les poteaux présents dans les deux
dernières images sont aussi détectés ainsi que les limites de la route. Néanmoins, la route n’est
pas correctement segmentée dans la première image et cela n’est pas corrigé avec l’ajout du
HOG, pour le DP-Potts, mais en partie pour le HDP-Potts. En effet, on remarque une identifica-
tion de la route dans la première image mais elle est reconnue identique à l’herbe.

Le deuxième ensemble d’images est constitué d’images de bâtiments. La segmentation obte-
nue avec la pré-segmentation par normalized-cuts est assez mauvaise ; cela peut s’expliquer par
le fait que cette méthode a tendance à fournir des super-pixels de forme arrondie qui ne sont pas
adaptés pour les bâtiments. Les classes ciel et verdure sont néanmoins reconnues. Quel que soit
le modèle de segmentation utilisé, les zones de verdure de la première image ne sont pas recon-
nues identiques à celles des autres. En outre, dans les deux dernières images, avec le DP-Potts
et le HDP-Potts, toutes les zones de verdures sont identifiées mais confondues tandis qu’avec le
HOG (appliqué au niveaux de gris), des végétations réellement différentes (herbe et arbres) sont
détectées : celle qui borde les bâtiments reconnue identique dans les deux et celle qui est au sol.
De même, la différence de luminance du ciel entraîne qu’il n’est pas reconnu comme étant le
même dans les trois images et cela n’est pas « rattrapé » avec le HOG.
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Les figures 5.12 et 5.13 présentent les résultats obtenus avec la pré-segmentation SLIC. On
remarque qu’il y a beaucoup de détails, ce qui permet de bien délimiter les bâtiments ; néan-
moins, les bâtiments sont trop différents pour être reconnus similaires.

Le dernier ensemble d’images à segmenter est un mélange d’images de route et de bâtiments
5.14 et 5.15. On remarque que la pré-segmentation normalized-cuts entraîne une plus mauvaise
segmentation qu’avec SLIC. De plus, la seule classe détectée conjointement est la classe arbre
dans la deuxième image de bâtiment et les deux images de route. Comme observé avec l’étude
de segmentation des images de bâtiments, la différence entre les bâtiments est significative et
ne permet pas de les identifier comme similaires, même dans la même image (la dernière) ; de
même que les classes route et ciel. La meilleure segmentation est obtenue avec le HOG - RGB
appliqué au HDP-Potts.

Les différentes figures montrent aussi, pour le HDP-Potts, le découpage en régions corres-
pondant à la segmentation obtenue. Comme attendu, la segmentation en régions correspond à
une segmentation individuelle de l’image.

La section E.4 présente des résultats de segmentation obtenus pour les ensembles d’images
choisis dans la base d’images avec l’algorithme de Swendsen-Wang généralisé appliqué au
HDP-Potts. On remarque qu’ils ne sont pas meilleurs que ceux obtenus avec le HDP-Potts
(Gibbs).

De ces observations on peut déduire que la segmentation dépend fortement de la méthode
de pré-segmentation adoptée : la forme des super-pixels et la caractéristique qui les réunit sont
déterminantes. Les paramètres du modèle sont aussi primordiaux, les valeurs de Nbi et ϕ0 in-
fluencent directement le nombre de classes proposé au travers de la vraisemblance, plus Nbi est
faible et moins il y aura de classes, par opposition, pour limiter le nombre de classes, il faut fixer
ϕ0 assez grand.

Les imagettes ont été pré-segmentées à l’aide des méthodes SLIC et normalized-cuts en ap-
proximativement 3000 super-pixels et le nombre de bins est choisi comme Nbi = 16. Les ima-
gettes sont de taille 370× 512 et le nombre de super-pixels a été choisi pour conserver le même
rapport pixels/super-pixels que les images précédentes. La figure 5.16 représente l’image repré-
sentant les montagnes Rwenzori et le lac Edouard et les imagettes déduites. Les figures 5.17 et
5.18 présentent les résultats de segmentation obtenus pour cette image. La figure 5.17 montre les
résultats obtenus avec une pré-segmentation avec la méthode normalized-cuts. On remarque que
pour les premières images, la segmentation est assez représentative, en particulier concernant le
ciel. La segmentation des deux dernières images est pertinente mais visuellement inexploitable.
Cela est dû à l’utilisation du normalized-cuts qui fournit des super-pixels de formes arrondies
inappropriées pour la représentation des montagnes de l’image. Sur la figure 5.18, on observe
que la pré-segmentation avec la méthode SLIC est pertinente pour ce type d’images. Sur les dif-
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férentes figures on observe que les classes partagées sont correctement identifiées, en particulier
le lac, le ciel et le sol sur les deux dernières images. Pour le lac, sur l’image 3, il y a le lit d’un
fleuve en décrue qui est détecté dans la classe lac, cela peut s’expliquer si la décrue est récente.
Néanmoins, en utilisant le HOG-RGB, ce lit est bien identifié comme différent. Concernant le
ciel, les méthodes utilisant les niveaux de couleur (RGB) en présentent plus de nuances, l’in-
formation de couleur a mis en évidence les différences d’illumination. La classe montagne a été
identifiée, néanmoins, elle a été subdivisée en plusieurs classes dépendant des différences d’illu-
mination. Le HOG a été partiellement pertinent pour gérer les différences d’illumination sur ce
type d’images. Il est intéressant de remarquer que bien que pour les deux premières images,
les résultats de segmentation aient l’air inexploitables, les différents reliefs correspondant à la
montagne et les étendues d’eau sont correctement identifiés.

Le HOG a été joint au modèle pour gérer au mieux les différences d’illumination, mais
on remarque qu’il n’est pertinent que pour de faibles variations dans les classes d’intérêt. Les
images de bâtiments illustrent par exemple les limitations de cette approche.

Comme observé avec les images-test, de manière générale, les DP-Potts et HDP-Potts donnent
une bonne segmentation. Le modèle proposé, le HDP-Potts apporte une segmentation propre des
images en plus d’une segmentation globale.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.10 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode normalized-cuts ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les
modèles DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné
au HOG appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux
niveaux de gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.11 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode SLIC ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les modèles
DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné au HOG
appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de
gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions iunduit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.12 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode normalized-cuts ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les
modèles DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné
au HOG appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux
niveaux de gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.13 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode SLIC ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les modèles
DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné au HOG
appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de
gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par le

HDP-Potts

HDP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG -
RGB)

FIGURE 5.14 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode normalized-cuts ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les
modèles DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné
au HOG appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux
niveaux de gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par le

HDP-Potts

HDP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG -
RGB)

FIGURE 5.15 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode SLIC ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les modèles
DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné au HOG
appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de
gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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(1) (2)

(3) (4)

FIGURE 5.16 – A gauche l’image originale et à droite les imagettes issues de l’image des mon-
tagnes Rwenzori et du lac Edouard.

5.4 Choix des hyperparamètres

Bien choisir la valeur des hyperparamètres est primordial en classification bayésienne. Dans
les parties précédentes, ces-derniers ont été fixés empiriquement.

Il a été montré au chapitre 2 que la valeur des paramètres α pour le processus de Dirichlet
et α0 et γ pour le processus de Dirichlet hiérarchique influe fortement sur le nombre de classes
proposées. De plus, lorsque le champ de Potts est ajouté aux modèles, la probabilité d’affecta-
tion à une classe existante est plus élevée car multipliée par un terme exponentiel. Ainsi, fixer
les hyperparamètres correspondants est d’autant plus difficile qu’il n’est pas aisé d’estimer le
nombre de classes a priori.

Un algorithme de Monte Carlo séquentiel a été proposé dans le chapitre 4 pour l’estimation
des paramètres dans le cas du modèle HDP-Potts.

Dans ce travail, le noyau rétrograde intervenant dans le SMC a été choisi de telle sorte que
les poids incrémentaux non normalisés soient faciles à calculer [DDJ06] et s’écrivent comme le
rapport de lois a posteriori non normalisées :

w̃(i)
m =

ϕ(c
(i)
m−1,d

(i)
m−1|y, χm)

ϕ(c
(i)
m−1,d

(i)
m−1|y, χm−1)

(5.8)

où ϕ est la loi a posteriori non normalisée des étiquettes. Elle est ainsi définie telle que
Pr(c

(i)
m ,d

(i)
m |y, χm) = ϕ(c

(i)
m ,d

(i)
m |y, χm)/Zm où Zm est la constante de normalisation.

De plus, la loi de proposition qm est le noyau de l’algorithme de Gibbs pour le modèle HDP-
Potts.

Le SMC a été appliqué dans le cas d’un ensemble d’images de la base d’images LabelMe,
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.17 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode normalized-cuts ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les
modèles DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné
au HOG appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux
niveaux de gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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Images vraies

Super-pixels

DP-Potts

DP-Potts (HOG -
Niveaux de Gris)

DP-Potts (HOG -
RGB)

HDP-Potts

Découpage en
régions induit par

le HDP-Potts

HDP-Potts (HOG
- Niveaux de Gris)

HDP-Potts (HOG
- RGB)

FIGURE 5.18 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode SLIC ; sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec les modèles
DP-Potts, DP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de gris, DP-Potts combiné au HOG
appliqué aux couleurs RGB, HDP-Potts, HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux niveaux de
gris et HDP-Potts combiné au HOG appliqué aux couleurs RGB.
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FIGURE 5.19 – Estimation de la vraisemblance marginale pour une grille de valeurs de γ pour
l’ensemble d’images de route et une sur-segmentation par la méthode SLIC.

nous montrons ici les résultats obtenus pour l’ensemble d’images de route et avec une sur-
segmentation par la méthode SLIC. Nous cherchons ici à estimer γ et les paramètres choisis
sont :

– β = 1

– α0 = 1

– γ variant de 100 à 0.1 sur une grille de 2000 valeurs en décroissance logarithmique
– 100 particules en parallèle
– ϕc

0 = 1× 104 × yc, où yc est la moyenne des données-histogrammes en niveaux de gris
On remarque que le produit cumulé des rapports représenté à la figure 5.19 est maximal pour

une valeur particulière de γ, ici, γ = 3.65. Selon la définition de l’algorithme de Monte Carlo
séquentiel, la partition optimale peut directement être choisie parmi celles échantillonnées par
les particules en parallèle pour le paramètre optimal. Ici, les résultats sont donnés à la figure
5.20.
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Images vraies

Super-pixels

SMC-HDP-Potts

FIGURE 5.20 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-segmentées
avec la méthode SLIC pour un nombre de super-pixels approximatif de 1000 dans chaque image.
Sur la suivante les résultats de segmentation obtenus avec le SMC appliqué au HDP-Potts pour
l’estimation de γ avec Nbi = 16.



Conclusion générale et perspectives

Cette thèse a porté sur l’apport des méthodes bayésiennes non paramétriques pour la seg-
mentation d’images. Ces dernières introduisent de la flexibilité dans les modèles a priori car
elles permettent notamment de s’affranchir de choix du nombre de classes. Cependant, elles ne
prennent pas en compte les interactions entre pixels. Nous nous intéressons plus précisément à
la segmentation jointe d’un ensemble d’images présentant des classes partagées. Le modèle que
nous proposons fait intervenir un processus de Dirichlet hiérarchique qui met à profit la redon-
dance d’informations pour améliorer la segmentation globale de l’ensemble des images et un
champ de Potts.

La loi proposée est complexe et de grande dimension, il est ainsi difficile de trouver l’ex-
pression analytique de ses modes. Nous proposons alors une exploration via un algorithme de
Monte Carlo par chaînes de Markov. Un algorithme de Swendsen-Wang a ensuite été présenté
pour améliorer la convergence des chaînes générées par l’algorithme de Gibbs. La valeur des
hyperparamètres est déterminante pour l’échantillonnage des étiquettes. Nous avons ainsi décrit
un algorithme de Monte Carlo séquentiel pour leur estimation.

Concernant le modèle de vraisemblance associé aux données, il diffère selon le fait que les
différentes classes soient représentées par un niveau de gris unique ou encore un histogramme
de couleur. Les différentes équations associées ont aussi été écrites. Les images naturelles sont
souvent soumises aux différences d’illumination, dépendant du moment de la prise, nous avons
ainsi proposé d’utiliser l’histogramme de gradient orienté, proposé en vision par ordinateur, pour
rendre notre modèle invariant aux rotations et à la luminance.

Sur le plan méthodologique, les métriques choisies pour évaluer les partitions correspondant
aux étiquettes échantillonnées sont assez connues dans le domaine des statistiques mais moins
en segmentation d’images. Ces métriques permettent principalement d’évaluer des partitions en
s’affranchissant de la numérotation, et donc du problème du label-switching.

Des résultats de simulation sont ensuite présentés. Notons que pendant ce travail, des études
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intensives ont été menées sur des images-test. De manière générale, les modèles DP-Potts et
HDP-Potts donnent de bons résultats de segmentation. Néanmoins, concernant le modèle HDP-
Potts, les résultats permettent de confirmer une hypothèse faite. En effet, avec l’utilisation du
modèle hiérarchique, une information supplémentaire était attendue : la segmentation en ré-
gions pour chaque image du groupe. En outre, l’intérêt de l’algorithme de Swendsen-Wang a été
illustré ainsi que les performances de l’algorithme de Monte Carlo séquentiel pour l’estimation
des hyperparamètres.

Perspectives

Le nombre moyen de régions dépend de l’hyperparamètre α0. Dans notre étude, il a été choisi
identique pour chaque image. Cependant, pour la plupart des applications, le nombre de régions
caractéristiques n’est pas le même dans toutes les images, il est alors intéressant de s’intéresser à
une méthode pour pallier ce problème. Ainsi, pour autoriser plus de variabilité, il peut être défini
différent pour chacune des images, c’est-à-dire, αj avec j = 1, · · · , J et J le nombre d’images
à segmenter. Ces hyperparamètres peuvent aussi être estimés conjointement aux étiquettes de
régions et de classes.

Un intérêt de notre modèle est sa flexibilité. De nouvelles classes peuvent apparaître à me-
sure que de nouvelles images sont disponibles. Il serait intéressant d’envisager un traitement
séquentiel d’un ensemble d’images récupérées au fil du temps. Le modèle associé devrait alors
évoluer avec les observations. Un filtre particulaire pourrait alors être appliqué permettant non
seulement de remplir cette condition mais aussi de s’assurer d’échantillonner selon la loi cible à
chaque étape.

Une des limitations des méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov est qu’elles sont
temporellement coûteuses pour l’échantillonnage et la convergence. Une alternative serait d’uti-
liser les méthodes variationnelles. Pour ce faire, le modèle génératif peut être réécrit à partir de la
représentation en stick-breaking et une méthode variationnelle par espérance-maximisation dé-
duite. Il peut être intéressant d’en étudier la faisabilité et la pertinence dans notre cas et comparer
les résultats avec ceux obtenus par MCMC.

Enfin, les approches présentées ne sont pas adaptées aux images très structurées. L’utilisa-
tion du HOG ne suffit pas à caractériser pleinement les différentes classes. Il serait intéressant
de s’appuyer sur un modèle bayésien de texture qui s’intégrera naturellement à notre modèle
hiérarchique. Par exemple, un champ gaussien dont la matrice de covariance décrit la texture.



ANNEXE A

Preuve de l’écriture des lois sur les
partitions dans le cas du DP et du HDP

A.1 Loi a priori sur les étiquettes z pour le processus de Diri-
chlet

Soit les paramètres ϑ = {ϑ1, · · · , ϑη·} échantillonnés suivant le processus de Dirichlet
G ∼ DP(α,Υ). Les réalisations d’un DP sont discrètes, les ϑ ont donc des valeurs partagées
nommées paramètres uniques ϑ? = {ϑ?1, · · · , ϑ?K} et les étiquettes z indiquant la valeur unique
prise par chaque paramètre ϑn = ϑ?zn , n = 1, · · · , η·.

Par définition du DP, la loi du paramètre ϑn s’écrit :

ϑn|ϑ1, · · · , ϑn−1, α,Υ ∼
K∑
k=1

ηk
α + n− 1

δϑ?k +
α

α + n− 1
Υ

et la loi de l’étiquette zn sachant les valeurs prises par les étiquettes précédentes est :

Pr(zn|z1:n−1) =
1

α + n− 1

ηk si k ≤ K

α si k = knew = K + 1

Soit η1 le nombre de paramètresϑ prenant la première valeur unique ϑ?1, η2 le nombre d’entre
eux prenant la valeur ϑ?2, etc. Puisque la séquence ϑ est échangeable, il peut être considéré que
les η1 premières valeurs correspondent à ϑ?1, les η2 suivantes à ϑ?2, etc. Prenons le premier cas, la
probabilité que ϑ1 = ϑ?1 est proportionnelle à α, la probabilité que la valeur suivante soit égale
au même paramètre unique est proportionnelle au nombre de paramètres ayant déjà pris cette
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valeur jusqu’à présent, donc 1, et ainsi de suite :

p(ϑ1 = ϑ?1) =
α

α + 1− 1

p(ϑ2 = ϑ?1|ϑ1) =
1

α + 2− 1

p(ϑ3 = ϑ?1|ϑ1, ϑ2) =
2

α + 3− 1

· · · p(ϑη1 = ϑ?1|ϑ1:η1−1) =
η1 − 1

α + η1 − 1

Il suit p(z1:η1) = α

η1∏
n=1

n− 1

α + n− 1

Concernant la classe 2,

p(ϑη1+1 = ϑ?2|ϑ1:η1) =
α

α + (η1 + 1)− 1

p(ϑη1+2 = ϑ?2|ϑ1:η1+1) =
1

α + (η1 + 2)− 1

p(ϑη1+3 = ϑ?2|ϑ1:η1+2) =
2

α + (η1 + 3)− 1

· · ·

p(ϑη1+η2 = ϑ?2|ϑ1:η1+η2−1) =
1

α + (η1 + η2)− 1

Il suit p(zη1:η1+η2) = α

η1+η2∏
n=η1

n− 1

α + n− 1

Les lois sur les étiquettes associées aux paramètres prenant les valeurs uniques ϑ?3 à ϑ?K sont
construites sur le même principe, la loi jointe s’écrit alors :

Pr(z) = αK

[
η·∏
n=1

1

α + n− 1

]
K∏
k=1

[1× 2× · · · × ηk − 1]︸ ︷︷ ︸
(ηk−1)!=Γ(ηk)

= αK

[
η·∏
n=1

1

α + n− 1

]
K∏
k=1

Γ(ηk)

De plus,
η·∏
n=1

1

α + n− 1
=

(α− 1)!

(α + η· − 1)!
=

Γ(α)

Γ(α + η·)

On retrouve donc la loi sur les étiquettes (2.10) :

Pr(z|α,η) =
Γ(α)

Γ(η· + α)
αK

K∏
k=1

Γ(ηk)
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A.2 Loi a priori sur les étiquettes c et d pour le processus de
Dirichlet hiérarchique

Soit le processus de Dirichlet hiérarchique :

Gj ∼ DP(α0,G0) G0 ∼ DP(γ,H)

θjn ∼ Gj, ψjt ∼ G0 φk ∼ H

Par construction, les paramètres θ{θjn; j = 1, · · · , J ;n = 1, · · · , Nj} prennent leurs valeurs
dans un ensemble de valeurs uniques caractéristiques du groupe j, ψ = {ψjt; j = 1, · · · , J, t =

1, · · · ,mj·} avec mj· le nombre de paramètres uniques dans le groupe j. G0 est une mesure
discrète, donc les ψ sont aussi des valeurs uniques φ = {φk, k = 1, · · · , K} qui se répètent, où
K est le nombre de paramètres uniques parmi tous les groupes. On a :

θjn|α0,G0 ∼
mj·∑
i=1

νjt
α0 + n− 1

δψjt +
α0

α0 + n− 1
G0

ψjt|γ,H,ψ11:m1· , · · · ,ψj1:t−1, · · · ,ψJ1:mJ·
∼

K∑
k=1

m·k
γ +m·· − 1

δφk +
γ

γ +m·· − 1
H

avec νjt le nombre de θjn = ψjt, m·k le nombre de paramètres ψjt ayant pris la valeur φk.

Pour chaque groupe, la loi sur les étiquettes cj s’écrit comme dans la partie précédente :

Pr(cj|α0,νj) =
Γ(α0)

Nj + α0)
α
mj·
0

mj·∏
t=1

Γ(νjt)

Basé sur le même principe, la loi des étiquettes d s’écrit :

Pr(d|c, γ,m) = γK

[
K∏
k=1

Γ(m·k)

]
Γ(γ)

Γ(γ +m··)

Il s’ensuit que la loi sur l’ensemble des étiquettes (2.27) est :

ϕ(c,d) =
J∏
j=1

{[
Γ(α0)

Γ(Nj + α0)

]
α
mj·
0

[
mj·∏
i=1

Γ(νjt)

]}
Γ(γ)

Γ(m·· + γ)
γK

[
K∏
k=1

Γ(m·k)

]





ANNEXE B

Démonstrations pour l’échantillonnage a
priori de la partition pour le GSW dans le

cas d’un champ de Potts

Soit à démontrer l’équation (3.8).

Pr(zCl = k|r, z−l) =
p(zCl = k, r,x, z−l)

p(r, z−l)

=
Pr(r|zCl = k, z−l)

Pr(r|z−l)
Pr(zCl = k, z−l)

Pr(z−l)

La distribution des liens est donnée à l’équation (3.7) et s’écrit :

Pr(r|zl = k,z−jt) =
N∏

n=1,n∼q

exp
(
−βλ1zq ,zn

)1−rnq (
1− exp

(
−βλ1zq ,zn

))rnq
=

N∏
n=1,n∼q

exp
(
−βλ1zq ,zn

)1−rnq
exp

(
−βλ1zq ,zn

)rnq
(
exp

(
βλ1zq ,zn − 1

))rnq

Pr(r|zl = k,z−jt) =
N∏

n=1,q∈Vn

exp
(
−βλ1zq ,zn

) (
exp

(
βλ1zq ,zn − 1

))rnq
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On en déduit que le rapport des distributions de liens s’écrit :

Pr(r|zCl = k,z−l)

Pr(r−l|z−l)
∝ exp

− ∑
q∈Vn

n∈Cl,q/∈Cl

βλ)1zq ,zn


Le rapport des distributions d’étiquettes donne :

Pr(zl = k,z−l)

Pr(z−l)
∝ exp

 ∑
q∈Vn

n∈Cl,q/∈Cl

β1zq ,zn


Il suit :

Pr(zl = k|r, z−l) ∝ exp

 ∑
q∈Vn

n∈Cl,q/∈Cl

β(1− λ)1zq ,zn





ANNEXE C

Démonstrations pour l’échantillonnage des
étiquettes pour le modèle HDP-Potts

C.1 Equations d’échantillonnage des étiquettes de classe

Soit à démontrer les équations (4.7) d’échantillonnage de l’étiquette de classe associée à la
région t dans l’image j conditionnellement aux autres étiquettes de classe, aux étiquettes de
région et aux observations. La règle de Bayes stipule que :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) =
p(c, djt = k,d−jt,y)

p(c,d−jt,y)

=
p(y|c, djt = k,d−jt)

p(y|c,d−jt)
Pr(c, djt = k,d−jt)

Pr(c,d−jt)

avec d−jt l’ensemble des étiquettes de classe sauf djt. Nous avons p(y|c,d−jt) = p(y−jt|c,d−jt)
avec y−jt l’ensemble des observations en ôtant yjt celles attachées aux pixels dans la région t.
En effet, même si yjt est connu, la classe associée est inexistante, ce qui ne permet donc pas
d’avoir des informations statistiques sur l’ensemble. Le premier rapport s’écrit alors :

p(y|c, djt = k,d−jt)

p(y|c,d−jt)
=
p(y|c, djt = k,d−jt)

p(y−jt|c,d−jt)
=

[
K∏

l=1,l 6=k

f(y−jtAl
)

f(y−jtAl
)

]
f(yjt,y

−jn
Ak

)

f(y−jnAk
)

=
f(yjt,y

−jt
Ak

)

f(y−jtAk
)
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avec Ak−jt l’ensemble des pixels dans la classe k sauf ceux de la région t de l’image j. A partir
de la loi jointe (4.5), la loi associée à l’ensemble des étiquettes sauf djt s’écrit :

Pr(c,d−jt) =
J∏
i=1
i6=j

[
Γ(α0)

Γ(Ni + α0)
αmi·0

mi·∏
t=1

Γ(νit)

] Γ(α0)

Γ(N−jtj + α0)
α
m−jtj·
0

m−jtj·∏
`=1

Γ(νjl)


Γ(γ)

Γ(m−jt·· + γ)
γK
−jt

K−jt∏
k=1

Γ(m−jt·k )[
J∏

i=1,i 6=j

Ni∏
n=1

exp

(∑
q∈V`

β1diciq ,dici`

)]
Nj∏

`=1,cjl 6=t

exp

(∑
q∈V`

β1djcjq ,djcj`

)
(C.1)

où
– N−jtj = Nj − νjt le nombre de pixels dans l’image j en ne comptant pas celles de la

région t
– m−jtj· = mj· − 1 puisque la région t est retirée, de même
– m−jt·· = m·· − 1

– K−jt le nombre de classes en ôtant la région t de l’image j
– m−jt·k le nombre de régions affectées à la classe k sauf la région t de l’image j

Il suit que :

Pr(c, djt = k,d−jt)

Pr(c,d−jt)
=

 Nj∏
n=N−jtj +1

1

α0 + n− 1

αmj·−m−jtj·
0 Γ(νjt)

1

γ +m·· − 1
γK−K

−jt Γ(m·k)

Γ(m−jt·k )∏
n,q|cjn=t,cjq 6=t

exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,k

)

Les cas possibles sont :
– m·k = m−jt·k + 1, et sachant que Γ(a) = (a − 1)! avec a! le factoriel du nombre a,la

probabilité s’écrit :

Pr(djt = k|c,d−jt) ∝ m−jt·
∏

n,q|cjn=t,cjq 6=t

exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,k

)

– K = K−jt + 1, c’est-à-dire la région est dans une nouvelle classe, donc m·knew = 1, il
n’y a de plus aucun pixel déjà affecté à cette classe, la probabilité s’écrit alors :

Pr(djt = knew|c,d−jt) ∝ γ
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On en déduit les équations conditionnelles a posteriori de l’étiquette de classe djt (4.7) :

Pr(djt = k|c,d−jt,y) ∝


m−jt·k exp

(∑
n∼q

β1djcjq ,k

)
f(yjt|yA−jtk

) si k ≤ K

γf(yjt) si k = knew

C.2 Equations d’échantillonnage des étiquettes de région

Soit à démontrer les équations (4.8) d’échantillonnage de l’étiquette de région affectée au
pixel n dans l’image j conditionnellement aux autres étiquettes de région, aux étiquettes de
classe et aux observations. Selon la règle de Bayes, il peut être écrit :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) =
p(cjn = t, c−jn,d,y)

p(y, c−jn,d)

=
p(y|cjn = t, c−jn,d)

p(y|c−jn,d)

Pr(cjn = t, c−jn,d)

Pr(c−jn,d)
(C.2)

Comme précédemment, p(y|c−jn,d) = p(y−jn|c−jn,d) car yjn est certes observé mais aucune
information relative n’est disponible. En outre, la distribution des données conditionnellement à
la partition est donnée par l’équation (2.29). Il résulte que la première fraction s’écrit :

p(y|cjn = t, c−jn,d)

p(y|c−jn,d)
=

 K∏
k=1,k 6=djt

f(y−jnAk
)

f(y−jnAk
)

 f(yjn,y
−jn
Ak

)

f(y−jnAk
)

=
f(yjn,y

−jn
Ak

)

f(y−jnAk
)

Soit la loi sur les étiquettes donnée par (4.5). Si l’étiquette cjn en est ôtée, il reste :

Pr(c−jn,d) =
J∏
i=1
i6=j

[
Γ(α0)

Γ(Ni + α0)
αmi·0

mi·∏
t=1

Γ(νit)

] Γ(α0)

Γ(N−jnj + α0)
α
m−jnj·
0

m−jnj·∏
t=1

Γ(ν−jnjt )


Γ(γ)

Γ(m−jn·· + γ)
γK
−jn

K−jn∏
k=1

Γ(m−jn·k )[
J∏
i=1

Ni∏
`=1

exp

(∑
q∈V`

βδ(diciq , dici`)

)]
Nj∏

`=1,l 6=n

exp

(∑
q∈V`

β1djcjq ,djcj`

)
(C.3)

avec
– N−jnj = Nj − 1 le nombre de pixels dans l’image j en ôtant le n-ième
– m−jnj· le nombre de régions restant dans l’image j lorsque le pixel n est enlevé de la

partition
– ν−jnjt le nombre de pixels dans la région t de l’image j lorsque le pixel n n’est pas pris

en compte
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– K−jn le nombre de classes sans le pixel n de l’image j
Il suit que :

Pr(cjn = t, c−jn,d)

Pr(c−jn,d)
=

1

α0 +Nj − 1
α
mj·−m−jnj·
0

Γ(νjt)

Γ(ν−jnjt )

1

γ +m·· − 1
γK−K

−jn Γ(m·k)

Γ(m−jn·k )

exp

(∑
q∈Vn

β1djcjq ,djcjn

)
(C.4)

Les différents cas possibles sont :
– mj· = m−jnj· + 1, alors le pixel est affecté à une nouvelle région t = tnew = mj·,
νjt = νjtnew = 1, on a

Pr(cjn = tnew|c−jn,d) ∝ α0

et ces configurations sont possibles pour l’étiquette de classe djtnew affectée à cette nou-
velle région :

– νjt = ν−jnjt +1, alors le pixel n est dans une région existante t :mj· = m−jnj· ,K = K−jn,
m·k = m−jn·k et la probabilité conditionnelle s’écrit :

Pr(cjn = t|c−jn,d) ∝ ν−jnjt exp

(∑
q∈Vn

1djcjq ,djt

)

• m·k = m−jn·k + 1, la nouvelle région est alors associée à une classe existante :

Pr(djtnew = k|cjn = tnew, c−jn,d) ∝ m−jn·k

• K = K−jn + 1, le pixel est donc affecté aussi à une nouvelle classe, djtnew = knew =

K−jn + 1, m·knew = 1, dans ce cas, aucun pixel n’a déjà été affecté à cette classe
donc

∑
n∼q 1djcjq ,djtnew = 0 la probabilité conditionnelle s’écrit alors :

Pr(djtnew = knew|cjn = tnew, c−jn,d) ∝ γ

La probabilité de l’étiquette cjn conditionnellement aux autres étiquettes de région, aux éti-
quettes de classe et aux observations s’écrit alors :

Pr(cjn = t|c−jn,d,y) ∝


ν−jnjt exp

( ∑
q∈Vn

β1djcjq ,djcjn

)
f(yjn|yA−jnk

) si t ≤ mj·

α0 p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn) si t = tnew
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La probabilité de l’observation yjn sachant qu’elle est affectée à une nouvelle région (4.9) est
développée est obtenue en sommant sur toutes les possibilités de classes :

p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn) ∝ Pr(djtnew = k|cjn = tnew, c−jn,d−jt
new

)

p(yjn|cjn = tnew, c−jn,d,y−jn)

∝

{
K∑
k=1

m·k exp

(∑
n∼q

β1djcjq ,k

)
+ γ

}−1

(C.5){
K∑
k=1

m·k exp

(∑
n∼q

β1djcjq ,k

)
f
(
yjn|yA−jnk

)
+ γf(yjn)

}





ANNEXE D

Démonstrations pour l’échantillonnage
avec le GSW pour le modèle HDP-Potts

Soit à démontrer les équations (4.13) et (4.14). Le théorème de Bayes permet d’écrire :

Pr(cjl = t|c−jl,d, r,y) =
p(cjl = t, c−jl,d, r,y)

p(c−jl,d, r,y)

=
p(y|cjl = t, c−jl,d, r)

p(y|c−jl,d, r)

Pr(r|cjl = t, c−jl,d)

Pr(r|c−jl,d)

Pr(cjl = t, c−jl,d)

Pr(c−jl,d)

=
f(yjl,yA−jlk

)

f(yA−jlk
)

Pr(r|cjl = t, c−jl,d)

Pr(r|c−jl,d)

Pr(cjl = t, c−jl,d)

Pr(c−jl,d)

avec cjl l’ensemble des étiquettes de régions des pixels dans le spin-cluster l de l’image j, yjl
les observations associées, c−jl l’ensemble des étiquettes de région sauf cjl, A

−jl
k l’ensemble

des pixels dans la classe k en ne considérant pas les pixels du spin-cluster l de l’image j.

La distribution des liens est indépendante des étiquettes de classe et est donnée par (4.12) :

Pr(r|cjl = t, c−jt) =
J∏
j=1

Nj∏
n=1,n∼q

exp
(
−βλ1cjn,cjq

)1−rjnq (1− exp
(
−βλ1cjn,cjq

))rjnq
=

J∏
j=1

Nj∏
n=1,n∼q

exp
(
−βλ1cjn,cjq

)1−rjnq exp
(
−βλ1cjn,cjq

)rjnq
(
exp

(
βλ1cjn,cjq − 1

))rjnq
Pr(r|cjl = t, c−jt) =

J∏
j=1

Nj∏
n=1,n∼q

exp
(
−βλ1cjn,cjq

) (
exp

(
βλ1cjn,cjq − 1

))rjnq
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On a l’équivalence Pr(r|c−jl,d) = Pr(r−jl|c−jl,d).

Et le rapport des probabilités de liens s’écrit :

Pr(r|cjl = t, c−jl,d)

Pr(r−jl|c−jl,d)
∝ exp

−∑
q∈VCjl

βλ1cjq ,t


où Cjl l’ensemble des pixels dans le spin-cluster l de l’image j et VCjl = {q|n ∈ Cjl, q ∈
Vn, rjnq = 0} l’ensemble des pixels voisins des pixels dans Cjl.

En s’inspirant de la procédure à l’annexe C et le détail à la section 4.3,

Pr(cjl = t|c−jl,d) ∝


Γ(ν−jljt + |Cjl|)

Γ(ν−jljt )
exp

(
−
∑

q∈VCjl

βλ1cjq ,t

)
si t ≤ m−jlj·

α0Γ(|Cjl|) si t = tnew = m−jlj· + 1

Il s’ensuit que :

Pr(cjl = t|c−jl,d,y)

∝


Γ(ν−jljt + |Cjl|)

Γ(ν−jljt )
exp

( ∑
q∈VCjl

β
[
1djcjq ,djt − λ1cjq ,t

])
f(yjl|yA−jldjt

) si t ≤ m−jlj·

α0Γ(|Cjl|)p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl) si t = tnew

p(yjl|cjl = tnew, c−jl,d,y−jl) est donnée comme à l’annexe C par la sommation sur toutes
valeurs possibles de classe pour la nouvelle région tnew.



ANNEXE E

Résultats complémentaires

E.1 Résultats de segmentation d’un ensemble d’images-test
avec une initialisation aléatoire

Images bruitées

Initialisation

HDP-Potts (K = 3,
mj· = [4, 4, 4])

FIGURE E.1 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 5, initialisation aléatoire et résultats
de segmentation obtenus pour le HDP-Potts avec Kinit = 15.
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Images bruitées

Initialisation

DP-Potts (K = 3)

FIGURE E.2 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 5, initialisation et résultats de
segmentation obtenus pour le DP-Potts avec Kinit = 15.

Images bruitées

Initialisation

HDP-Potts (K = 5,
mj· = [3, 3, 3])

FIGURE E.3 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 15, initialisation aléatoire et résultats
de segmentation obtenus avec β = 1.2 pour le HDP-Potts avec Kinit = 15.
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Images bruitées

Initialisation

DP-Potts (K = 2)

FIGURE E.4 – Images bruitées avec un niveau de bruit σy = 15, initialisation aléatoire et résultats
de segmentation obtenus avec pour le DP-Potts avec Kinit = 15.

E.2 Résultats de segmentation pour un ensemble de 20 images
avec moyenne partagée entre régions de classes

Les sections E.2 et E.3 présentent des résultats obtenus pour un ensemble de 20 images de
64× 64 pixels divisées en approximativement 1000 super-pixels chacune par la méthode SLIC.
Ces images, constantes par morceaux, sont divisées en 3 classes dont une peu représentée. L’ob-
servation associée à chaque super-pixel est choisie comme la moyenne des observations des
pixels composant le super-pixel. On considère par la suite que cette observation suit une loi nor-
male, revenant au même modèle que précédemment. Deux jeux de données ont été définis : un
premier où une unique moyenne est affectée aux régions composant une classe et un deuxième
où les moyennes sont égales au paramètre de la classe avec une marge ±0.5. Pour ces deux
jeux de données les modèles DP-Potts et HDP-Potts donnent de bons résultats pour σy = 5

mais les deux modèles échouent à retrouver la classe sous-représentée lorsque le niveau de bruit
augmente.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.5 – Images (1 à 10) bruitées avec un niveau de bruit σy = 5 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.6 – Images (11 à 20) bruitées avec un niveau de bruit σy = 5 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.7 – Images (1 à 10) bruitées avec un niveau de bruit σy = 15 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.8 – Images (11 à 20) bruitées avec un niveau de bruit σy = 15 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.
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E.3 Résultats de segmentation pour un ensemble de 20 images
avec moyennes différentes entre régions de classes

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.9 – Images (1 à 10) bruitées avec un niveau de bruit σy = 5 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.10 – Images (11 à 20) bruitées avec un niveau de bruit σy = 5 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.11 – Images (1 à 10) bruitées avec un niveau de bruit σy = 15 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

FIGURE E.12 – Images (11 à 20) bruitées avec un niveau de bruit σy = 15 (a), initialisation HDP
(b), résultats de segmentation obtenus avec le HDP-Potts (c), initialisation DP (d) et résultats de
segmentation obtenus avec le DP-Potts (e) avec Kinit = 15.

E.4 Résultats complémentaires de segmentation des images
de la base de données LabelMe
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Images vraies

Super-pixels

HDP-Potts (GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts (GSW
λ = 1)

FIGURE E.13 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode normalized-cuts pour un nombre de super-pixels approximatif de
1000 dans chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algo-
rithme de Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.
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Images vraies

Super-pixels

HDP-Potts (GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts (GSW
λ = 1)

FIGURE E.14 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode SLIC pour un nombre de super-pixels approximatif de 1000 dans
chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algorithme de
Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.



132 Chapitre E. Résultats complémentaires

Images vraies

Super-pixels

HDP-Potts (GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts (GSW
λ = 1)

FIGURE E.15 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode normalized-cuts pour un nombre de super-pixels approximatif de
1000 dans chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algo-
rithme de Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.
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Images vraies

Super-pixels

HDP-Potts (GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts (GSW
λ = 1)

FIGURE E.16 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode SLIC pour un nombre de super-pixels approximatif de 1000 dans
chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algorithme de
Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.
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Images
vraies

Super-
pixels

HDP-Potts
(GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts
(GSW
λ = 1)

FIGURE E.17 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode normalized-cuts pour un nombre de super-pixels approximatif de
1000 dans chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algo-
rithme de Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.
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Images
vraies

Super-
pixels

HDP-Potts
(GSW
λ = 0.5)

HDP-Potts
(GSW
λ = 1)

FIGURE E.18 – Sur la première ligne, les images vraies, sur la seconde les images sur-
segmentées avec la méthode SLIC pour un nombre de super-pixels approximatif de 1000 dans
chaque image. Sur les suivantes les résultats de segmentation obtenus avec l’algorithme de
Swendsen-Wang généralisé pour λ = 0.5 et λ = 1 appliqué au HDP-Potts.
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