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Introduction

Dans le mouvement d’un corps céleste dans le système solaire, on peut distinguer deux

composantes:

Un premier mouvement correspond à la révolution de ce corps céleste autour d’un

autre corps central.

Un second mouvement correspond à la rotation de ce corps céleste autour de son

centre de gravité. C’est de ce second mouvement qu’il est question dans notre travail.

Les deux mouvements exercent une influence mutuelle l’un sur l’autre.

Pendant longtemps, seul le mouvement de révolution des corps célestes a été étudié

avec précision. La raison en était notamment que, jusqu’à une époque relativement

récente, observer la rotation de la plupart des corps célestes était plus compliqué

qu’observer la révolution de ces mêmes corps.

Un seul astre fait exception : notre planète, la Terre. En effet, sa rotation est étudiée

depuis l’Antiquité. Pour rendre compte théoriquement de son mouvement de rotation,

les techniques actuelles, extrêmement précises (de l’ordre de 10~10 radian pour les radio-

interféromètres à très longue base), nous obligent à construire des modèles de Terre

complexes où les effets élastiques, océaniques, hydrodynamiques et hydromagnétiques

viennent perturber de manière significative la rotation pour un modèle de Terre rigide

régi par les lois de la mécanique céleste.

Mais depuis une cinquantaine d’années, l’avènement de l’ère spatiale a changé notre

façon d’observer le système solaire. Il est désormais possible de poser des sondes sur

d’autres corps célestes. C’est le cas des missions Apollo ou Lunakhod qui se sont posées

sur la Lune et plus récemment des missions Viking et Pathfinder sur Mars. Ce change

ment de point d’observation a permis, et permettra encore, d’acquérir un grand nombre

d’informations nouvelles et précises, en particulier sur la rotation de corps du système

solaire autres que la Terre.

11
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L’idée directrice de cette thèse est d’adapter les théories développées pour décrire

la rotation de la Terre, à la description de la rotation de Mars. La théorie de base

reconnue par TUAI, pour la rotation de la Terre (Wahr, 1980) est construite à partir

d’un modèle de Terre rigide auquel on rajoute des termes exprimant les perturbations

dûes à la non-rigidité. La contribution des travaux regroupés dans cette thèse vise à la

réalisation d’un modèle rigide précis de la rotation de Mars qui s’inspire du modèle de

la rotation de la Terre rigide élaboré par Kinoshita (1977).

D’autres auteurs, en particulier Reasenberg et King (1979), Borderies (1980) ou

Hilton (1991) ont travaillé sur la rotation de Mars. L’apport supplémentaire de cette

thèse par rapport à ces travaux est d’une part la tentative de mise en place d’une méthode

générale de calcul de la rotation des corps célestes et d’autre part le calcul rigoureux de

certaines variations de la rotation de Mars comme ceux dûs aux influences de Phobos et

Deimos, à l’effet indirect des planètes ou le calcul des termes d’Oppolzer.

Le travail commence par une partie introductive qui rassemble l’essentiel de nos con

naissances aussi bien d’observations que théoriques sur la rotation des corps du système

solaire.

Le premier chapitre présente les outils de mécanique Hamiltonienne et d’analyse

dont nous allons avoir besoin par la suite. Pour illustrer l’utilisation de ces outils, nous

les appliquons au mouvement du pendule qui, comme l’a fait remarquer Deprit (1967),

présente de nombreuses similitudes avec le mouvement de rotation libre d’un corps solide.

Le deuxième chapitre est justement consacré à l’étude du mouvement de rotation libre

des corps célestes rigides. Le mouvement de rotation libre est le mouvement de rota

tion d’un corps autour de son centre de masse en supposant ce corps comme isolé dans

l’espace. Nous illustrons cette étude par la description de la rotation libre de différents

corps, en particulier celle de l’astéroïde Toutatis et celle du noyau de la comète P/Halley.

Nous décrivons également les mouvements libres de Mars, de Phobos et de la Lune même

si ceux-ci sont éloignés du mouvement réel de la rotation de ces corps.

Le troisième chapitre étudie le mouvement de rotation d’un corps céleste soumis aux

perturbations gravitationnelles d’autres corps. En particulier nous montrerons qu’il est

possible, pour certains corps célestes, de considérer la rotation simplifiée, étudiée dans le

deuxième chapitre, comme une première approximation du mouvement perturbé. Nous

décrirons comment, à l’aide de la transformée de Lie et de son application à la théorie

des perturbations des systèmes Hamiltoniens, il est possible d’aboutir à la description
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de la rotation perturbée.

Le quatrième chapitre est l’application des études précédentes à la construction d’un

modèle de rotation de Mars rigide, permettant de repérer l’axe de figure de Mars dans

le plan de l’orbite moyenne de Mars de la date. Nous ajusterons notre modèle aux ob

servations en nous servant en particulier des données récoltées par les missions Viking

et Pathfinder.

Mais avant cela nous faisons un petit survol théorique des connaissances actuelles

sur la rotation des corps célestes.
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La rotation des corps célestes : état

des connaissances

Le corps céleste dont la rotation a été la plus observée et la plus étudiée est, sans

aucun doute, notre planète : la Terre. La partie uniforme de sa rotation rythme la vie

des hommes depuis la nuit des temps et même son mouvement lent de précession en

longitude est connu depuis l’antiquité. Il semble donc naturel de commencer ce chapitre

par une description de la rotation terrestre

La rotation terrestre

L’aspect dominant de la rotation terrestre est une rotation uniforme autour d’un axe

voisin de l’axe de moment d’inertie maximal, et dont la période sidérale est d’environ

23 heures 56 minutes et 4 secondes.

De plus, cet axe de rotation se déplace lui-même dans l’espace.

Son déplacement principal correspond à ce que nous appelons ”la précession des

équinoxes”. Ce mouvement fait décrire à l’axe de rotation un cône en 27000 ans avec

une demi-ouverture de 23°27' autour de la normale à l’écliptique. Ce mouvement, qui

correspond à un déplacement des équinoxes de 50 secondes d’arc par an, fut découvert en

150 Av.J.-C. par Hipparque qui l’interprétait, dans un système géocentrique, comme un

mouvement d’ensemble des étoiles. C’est Coprenic, en 1532, qui expliqua qu’il s’agissait,

dans un système héliocentrique, d’un mouvement de l’axe de rotation terrestre dans

l’espace. Ce mouvement fut expliqué de manière dynamique par Newton en 1687 comme

étant dû à la partie constante du couple luni-solaire sur la partie non-sphérique de la

Terre.

Le second mouvement de l’axe de rotation terrestre dans l’espace correspond à une

somme de mouvements périodiques que nous appelons les nutations. Ces mouvements

produisent des ondulations autour du cône de précession. L’amplitude crête à crête de ces

oscillations peut atteindre 18 secondes d’arc pour le terme principal, avec des périodes

15



16 La rotation des corps célestes

variant entre une fraction du jour et plusieurs centaines d’années, le terme principal

ayant, lui, une période de 18.6 ans. Ces mouvements sont représentés sur la figure [1].

Bien que Newton ait prédit ces mouvements périodiques, l’oscillation principale à la

période de 18.6 ans dûe à la rétrogradation du noeud de l’orbite lunaire ne fut observée

pour la première fois par Bradley qu’en 1748. D’Alembert en donna une estimation

théorique en 1749 grâce à sa théorie analytique du mouvement de précession-nutation

de la Terre en considérant celle-ci comme rigide. Depuis, les modèles de précession-

nutation d’une Terre rigide n’ont cessé de s’affiner. Le modèle de Kinoshita (1977)

construit à l’aide des variables d’Andoyer et de la méthode d’intégration de Hori (1966)

avait déjà une précision intrinsèque d’environ 0.0001 seconde d’arc. Les modèles les plus

récents (Souchay et al., 1999; Bretagnon et al, 1997 et Roosbeek F. et Dehant V., 1998)

conservent tous les termes ayant des amplitudes supérieures à 10~7 seconde d’arc.

Fig. 1: Mouvement du C.E.P. dans le plan équatorial moyen correspondant essen

tiellement au mouvement de nutation de l’axe de rotation terrestre (Christian Bizouard

(1995)).

En 1765, Euler a montré qu’il pouvait exister pour l’axe de rotation de la Terre un

autre mouvement que celui de précession-nutation, appelé mouvement libre. Ce mouve

ment s’appelle ainsi car il existe même sans perturbations extérieures. Ce mouvement

apparaît dès que l’axe de rotation terrestre n’est pas confondu avec l’axe de moment

d’inertie maximal, auquel cas l’axe de rotation décrit un cône autour de l’axe d’inertie

maximal avec une période évaluée par Euler dans le cas d’une Terre rigide à 305 jours.

Mais ce mouvement ne sera observé qu’un siècle plus tard, en 1891, par Chandler et
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Technique Type d’observable

VLBI écart entre les temps d’arrivée à 2 antennes d’un

signal radio émis par un quasar

Satellites système GPS différence de phase entre l’horloge du satellite et

l’horloge du récepteur.

système Doris vitesse entre station et satellite (effet Doppler)

télémétrie laser temps aller retour de l’impulsion laser(station-satellite)

Laser-Lune télémétrie laser temps aller retour de l’impulsion laser (station-Lune)

Astrométrie

optique

Astrolabe de Danjon

Instrument méridien

instant de passage d’une étoile dans le méridien à

une distance zénitale donnée

Tab. 1: Les techniques utilisées depuis 1950 pour mesurer l’orientation de la Terre et

les observables associés (Sylvain Loyer (1997))

avec un période très différente de celle prévue par Euler et une amplitude variable au

cours du temps. Ce terme, appelé terme de Chandler, a une période de 460 jours et une

amplitude qui a oscillé entre 0.06 seconde d’arc et 0.28 seconde d’arc entre 1900 et 1981.

Chandler a découvert en même temps un second mouvement de l’axe de rotation au

tour de l’axe de moment d’inertie maximal avec une période annuelle et une amplitude

de 0.15 seconde d’arc. Dans l’espace, ces deux termes sont responsables de mouvements

de l’axe de rotation terrestre dont les périodes sont proches de la journée et dont les

amplitudes sont celles indiquées précédemment.

Ces deux termes ne peuvent s’expliquer à l’aide d’un modèle de Terre rigide ; ils

furent donc les premières preuves issues des observations de l’influence de la non-rigidité

de la Terre sur sa propre rotation. Nous savons maintenant que l’effet annuel provient

d’un déplacement saisonnier de masses d’air dans l’atmosphère et que la période du

terme de Chandler correspond bien au terme d’Euler mais dans le cas d’une Terre non-

rigide : la déformation rotationnelle élastique et océanique rallonge d’environ 160 jours

la période d’Euler, comme l’a montré Newcomb en 1892, et la présence d’un noyau

fluide la raccourcit de 60 jours, d’après les travaux de Poincaré en 1910. Les causes

des variations de l’amplitude du terme de Chandler ne sont, quant à elles, toujours pas

entièrement élucidées à l’heure actuelle.

De nouvelles techniques d’observation astrométriques sont apparues dans la seconde

moitié du XXème siècle permettant d’améliorer sensiblement la précision des observa

tions. Ces techniques sont résumées dans le tableau [1]. A titre d’exemple, pour ne citer

que les plus précises, le Laser-Lune permet aujourd’hui de mesurer la distance Terre-Lune
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avec une précision intrinsèque supérieure au centimètre et la technique V.L.B.I. permet

de mesurer des angles entre deux sources radio avec une précision de 0.0001 seconde

d’arc. Grâce à ces nouvelles techniques, des effets nouveaux ont pu être observés sur le

mouvement de l’axe de rotation terrestre dont beaucoup ne peuvent être expliqués que

par des théories basées sur un modèle de Terre non-rigide :

• l’amplitude de certains termes de nutations est modifiée en fonction de la valeur

de leurs fréquences;

• la vitesse angulaire de rotation terrestre varie au cours du temps. Elle décroît

de manière séculaire, ce qui se traduit par un allongement de la durée du jour

de 2 ms par siècle . De plus, elle varie également de manière irrégulière avec des

fluctuations d’environ 7 ms sur la durée du jour en 50 ans.

L’ensemble de ces mouvements nouveaux ont obligé les scientifiques à prendre da

vantage en compte les effets de la non-rigidité de la Terre. Ces effets de non-rigidité sont

les suivants :

• l’élasticité,

• la présence d’un noyau fluide,

• les phénomènes atmosphériques,

• les phénomènes océaniques,

• la dissipation d’énergie.

En 1979, Wahr, en s’aidant de données sismologiques terrestres, a évalué à partir

d’un modèle de Terre élastique avec un noyau fluide et une graine solide, une fonction de

transfert permettant de passer des séries de précession-nutation de Kinoshita (1977) à

des séries de précession-nutation d’une Terre non-rigide. Cette fonction de transfert a été

appliquée à des modèles plus récents de précession-nutation d’une Terre rigide, comme le

modèle de Kinoshita et Souchay (1990), et comparée aux observations V.L.B.I. récentes

(Souchay et al., 1995). D’autres modèles tentant d’étendre la théorie de Kinoshita à

une Terre non-rigide mais en gardant son formalisme, contrairement à Wahr, existent

depuis 1979 avec la tentative de Kubo et plus récemment celle de Getino depuis le début

des années 1990. Dans tous ces travaux, y compris celui de Wahr, le modèle servant

de support à l’évaluation des nutations non-rigides est le modèle de précession-nutation

d’une Terre rigide.
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Certains aspects du mouvement de rotation de la Terre ne sont toujours pas explicités.

C’est le cas principalement du ”mouvement de Chandler” dont nous connaissons relati

vement bien la période mais dont l’amplitude et son processus d’excitation gardent une

grande part de leur mystère. Une partie seulement des variations de l’amplitude de ce

mouvement semble pouvoir être explicitée par le couplage avec l’atmosphère.

En Astronomie, les phénomènes étudiés n’étant pas à l’échelle humaine,

l’expérimentation conduite par l’homme est le plus souvent non envisageable, voire

même impossible. Nous ne pouvons pas, par exemple, soumettre la Terre à d’autres

excitations, ni modifier ses paramètres de rotation, ce qui pourrait pourtant se révéler

particulièrement intéressant. En revanche, l’Univers nous propose ”ses expériences” que

nous pouvons observer et étudier. C’est pour cette raison qu’il est intéressant de se

pencher davantage sur le mouvement de rotation d’autres corps célestes.

La rotation d’autres corps célestes

Nous pouvons répartir les corps célestes en deux groupes suivant l’intérêt que peut avoir

l’étude de leurs rotations.

• En étudiant des corps célestes ayant des paramètres de rotation (obliquité, vitesse

de rotation, aplatissement,...) voisins de ceux de la Terre, nous pourrons voir si

nous retrouvons les mêmes caractéristiques que celles de la Terre, et en particulier

celles qui restent inexpliquées, et en quoi elles diffèrent.

• En étudiant des corps célestes ayant des formes et des rotations très différentes

de celles de la Terre, nous pourrons en savoir davantage sur le rôle des différents

paramètres mis en jeu dans ces mouvements. Nous pourrons également comprendre

pourquoi ceux-ci tournent ainsi et quelle est l’histoire de leurs rotations.

Mais, il y a une difficulté majeure à surmonter pour observer la rotation des planètes.

Sans cette difficulté, le mouvement de rotation des planètes du système solaire serait

étudié depuis aussi longtemps que les irrégularités de la rotation terrestre (Hipparque,

150 av. J.C) ou que les mouvements de révolution de ces mêmes corps. Le problème est

que, jusqu’à présent, l’observation de la rotation de la plupart des autres corps célestes

s’est faite depuis la Terre.

Le schéma [2] montre la difficulté de la mesure de la rotation d’un corps céleste (S)

autre que la Terre : la partie gauche de la figure montre la mesure de la rotation de la

Terre par rapport à une étoile fixe, la rotation corespond à la mesure au cours du temps

de la différence 6 — 0O; la partie de droite montre la mesure de la rotation d’un autre

corps céleste depuis la Terre : l’angle /a mesuré est de l’ordre de — en radians avec R le
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Fig. 2: Comparaison entre la mesure de la rotation terrestre et la mesure de la rotation

d’un autre corps céleste.

rayon du corps (S) et r la distance de la Terre au même corps (S). Dans la majorité des

cas ce rapport est bien inférieur à 0.004 radian, qui est la valeur de - quand (5) est le

Soleil ou la Lune. Pour Mars, ce rapport n’atteint pas 10 secondes d’arc. Nous voyons

donc que r » R. De plus, en supposant que r » V x T et r » Roù V est la

vitesse de translation de la Terre par rapport au corps (S), T est la période de rotation

de (S) et Rt est le rayon de la Terre, nous avons la mesure de la rotation grâce à la

relation :

sin 9 — sin 90 ~
r

R
[a* - A*o] (1)
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Donc, s’il est possible de mesurer sur la Terre des angles avec une précision maximale

de o, il n’est possible de mesurer des écarts angulaires de rotation sur le corps S qu’avec

une précision de -o, soit une précision 250 fois moins grande pour la Lune ou le Soleil

et une précision 15000 fois plus faible pour Mars dans le meilleur des cas.

L’étude des révolutions des corps célestes n’est pas soumise à cette limitation.

Prenons l’exemple de Vénus. Sa période de révolution est connue depuis l’antiquité.

En revanche, pour connaître sa période de rotation, il faudra attendre l’avènement du

radar et la mise en place de mesures depuis la Terre. Elles seront réussies dans les années

1960 (Carpenter, 1965) et la détermination d’une vitesse de rotation rétrograde de 1.5

degré par jour étonnera le monde scientifique. Il est vrai que le fait que la surface de

Vénus soit cachée en permanence par une atmosphère épaisse ne facilite pas cette obser

vation. Mais, même dans le cas de la planète Mars, pour laquelle il est facile d’observer

des détails de surface, la connaissance d’un paramètre aussi important que celui de la

précession en longitude (environ 7 secondes d’arc par an) ne pourra être déduite de

l’observation qu’à l’aide des sondes Viking au début des années 1980 (Michael et Kelly,

1981). Il s’agit pourtant de l’un des corps célestes les plus proches de nous.

Il semble donc évident que la détermination précise du mouvement de rotation d’un

corps céleste autre que la Terre soit plus facile avec un appareil de mesure installé à la

surface de celui-ci qui mesure directement l’angle 9. Bien que des sondes spatiales se

soient déjà posées sur d’autres corps célestes (Mars et la Lune), la mesure de la rotation

de ces corps ne s’est jamais faite par la mesure directe de l’angle 9 mais par l’intermédiaire

de la mesure de la distance entre la Terre et ce corps ou entre un orbiteur et ce corps.

Ces mesures pour Mars et la Lune sont celles qui, à ce jour, ont permis de déterminer

le plus précisément la rotation de corps célestes autres que la Terre. Pour Mars, des

distances très précises ont pu être mesurées grâce à des échanges radioélectriques entre

des sondes posées à sa surface et la Terre (les sondes Viking 1 et 2 ou la sonde Pathfinder).

Par la connaissance de ces distances, il est possible de déterminer des paramètres de

rotation pour Mars (Borderies, 1980; Pitjeva, 1996 et Folkner et al., 1997). L’expérience

de géodésie NEIGE qui doit faire partie de la mission Netlander, prévue pour 2005,

s’inscrit dans cette perspective. Elle prévoit de poser 4 modules Netlander répartis sur

la surface de la planète Mars en communication radioélectrique sur deux fréquences avec

un orbiteur.

Pour la Lune, des mesures laser entre des coins de cube posés à la surface de la

Lune et des stations terrestres permettent de même d’établir très précisément la dis

tance Terre-Lune et ainsi d’obtenir des renseignements sur sa rotation.

En tenant compte de ces données, quels sont les corps célestes dont l’étude de la

rotation est à l’heure actuelle intéressante?
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Nous ne parlerons pas de la rotation des planètes géantes (Jupiter,Saturne,...) ni de

la rotation du Soleil. Nous ne parlerons pas non plus des rotations des satellites des

planètes géantes.

La planète Mars

Mars est la planète la plus attrayante pour qui veut observer et étudier avec précision

la rotation d’un corps céleste ayant de grandes similitudes avec celle de la Terre.

• Son atmosphère peu dense et transparente facilite l’observation de sa surface. C’est

d’ailleurs l’observation de taches sombres sur cette surface qui permettra à Huygens

en 1659 d’évaluer la période de rotation de Mars comme étant proche de 24 heures

(en fait 24 heures et 37 minutes)

• Il s’agit d’une planète tellurique et, en tant que telle, sa surface peut servir de

référence pour définir un repère qui lui soit lié.

• Elle est un des corps célestes les plus proches de la Terre et, à ce titre, le rapport

r/R = 15000 lors de l’opposition est l’un des plus faibles.

• Sa rotation présente un grand nombre de similitudes avec la rotation de la Terre :

obliquité voisine de 25 degrés, vitesse de rotation voisine de 24 heures, période de

révolution proche de 1.9 année terrestre et mouvement du pôle de faible amplitude.

Cela facilite l’application, à cette planète, de théories ayant fait leur preuve dans

la description de la rotation de la Terre.

Ce dernier point place la planète Mars dans la première catégorie définie au début de ce

sous-chapitre : les corps célestes dont la rotation a des caractéristiques proches de celles

de la Terre et dont les études respectives peuvent être complémentaires.

D’un point de vue historique, à part la découverte de sa vitesse de rotation, il faudra

attendre longtemps pour faire d’autres pas dans la connaissance de la rotation de Mars.

En 1956, Camichel détermine à partir d’images obtenues au Pic du Midi les coordonnées

du pôle de Mars en le considérant comme fixe dans l’espace et Struve fait une estima

tion théorique de la constante de précession des équinoxes l’évaluant à 7.07 secondes

d’arc. Mais il faudra attendre le début des programmes spatiaux et particulièrement

les missions Viking 1 et 2 pour avoir une meilleure précisions sur la position du pôle

de Mars. Des travaux théoriques sur les mouvements fins de la rotation de Mars et

en particulier sur les mouvements de précession-nutation dans le cadre d’un modèle de

Mars rigide ont fait leur apparition et ont été confrontés aux données Viking. Nous

pouvons citer les travaux de Reasenberg et King (1979) qui déterminaient, à l’aide des
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équations d’Euler pour un corps rigide, le mouvement de précession-nutation de Mars

dû à l’influence solaire, et de Borderies (1980) qui a également étudié l’influence solaire

sur la précession-nutation de Mars à l’aide, dans un premier temps, du même formalisme

que Reasenberg et King puis, dans un second temps, avec une approche Hamiltonienne

voisine de celle que nous allons employer, toujours dans un cas rigide. En comparant

ces résultats théoriques aux données Viking, la précision sur certaines constantes a pu

être grandement améliorée. En particulier, ce fut le cas pour la vitesse de rotation,

pour l’obliquité et pour la constante de précession, celle-ci ayant pu pour la première

fois être déduite de l’observation. En 1996, Pitjeva, en se servant en plus de données

radars pour améliorer la modélisation de l’orbite de Mars, arriva à évaluer la précession à

7.50 ±0.36 secondes d’arc par an, ce qui est proche de la valeur proposée par Struve. En

1991, Hilton, en utilisant les angles d’Euler, a ajouté aux travaux théoriques existants

l’examen de plusieurs autres influences pouvant être importantes pour la détermination

de la rotation de Mars, en particulier celles de Phobos et Deimos. En 1997, l’envoi de

la sonde Pathfinder a permis d’améliorer la précision sur la constante de précession en

longitude grâce aux 24 ans séparant cette mission de la mission Viking. La valeur que

Folkner et al. (1997) en ont déduite pour la précession est de 7.576±0.036 secondes d’arc

par an. Il faut remarquer que, jusqu’ici, pas la moindre nutation de l’axe de rotation de

Mars n’a pu être observée.

Le travail de la dernière partie de cette thèse vise à donner des séries de précession-

nutation de Mars dans un cadre rigide avec une précision de troncature de 0.0001 mas

sur une période de 100 ans. D’autres travaux récents ont été publiés sur d’autres ef

fets importants mais plus difficilement modélisables sans davantage d’observations. Ces

effets sont essentiellement les influences de la non-rigidité observées sur la rotation de

la Terre et appliquées à la planète Mars. Par exemple : les effets de non-rigidité de

cette planète sur les nutations ou le mouvement de l’axe de rotation dans le repère lié

à Mars (Dehant et al., 1999). Tous ces travaux sont des travaux de prospective en vue

des prochaines missions vers Mars et en particulier en vue de l’expérience NEIGE. Si

l’expérience se déroule conformément aux simulations, il devrait être possible d’observer

des effets inférieurs à 10 millisecondes d’arc sur la position de l’axe de rotation de Mars.

Soit une augmentation d’un facteur 100 par rapport aux meilleures mesures actuelles.

Il faut se rendre compte que les observations évoquées ci-dessus permettent, en de

hors de la connaissance de la rotation de Mars elle-même, d’avoir des renseignements

importants sur la structure interne de la planète Mars qui, faute de la présence de sis-

momètre à sa surface, reste, pour une grande part, mal connue.
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• L’amélioration de la mesure de la précession en longitude permettrait, connaissant

le potentiel gravitationnel de Mars (en particulier le coefficient J2), de déterminer

des contraintes importantes sur les modèles de répartition de masses à l’intérieur

de la planète.

• Les amplitudes des nutations nous renseigneraient sur les aspects non-rigides de la

planète (par exemple à l’interface noyau-manteau).

• La période et l’amplitude du mouvement du pôle permettrait de poser des con

traintes sur l’existence d’un noyau et sur sa taille (Hilton, 19916).

• L’amélioration de la connaissance des paramètres d’orientation de Mars sur une

longue période de temps permettrait de mieux connaître les variations climatiques

qu’a connues Mars durant son histoire et d’expliquer les phénomènes d’érosion

visible à sa surface et les structures particulières de ses calottes glaciaires. En

effet, d’après l’idée de Milankovitch datant de 1920, les variations climatiques sont

essentiellement dûes aux variations de l’obliquité au cours du temps. Or, pour

Mars, ces variations sont de 20 degrés alors que pour la Terre elle sont seulement

de 2 degrés. Cela a été particulièrement étudié par Ward (1979) et plus récemment

par Laskar et Robutel (1993).

La Lune

Parmi les corps célestes, la Lune est celui dont la rotation est la plus facilement et la

plus précisément observable. Les trois premières raisons que nous donnions à la facilité

d’observation de la rotation de Mars sont encore plus valables dans le cas de la Lune : elle

n’a pas d’atmosphère, sa nature quasi-rigide permet de prendre sa surface pour définir

un répère lié à ses axes de moment d’inertie principaux, et son rapport r/R — 250 est

le plus faible de tous les objets célestes.

Mais les similitudes s’arrêtent là. La rotation lunaire est difficilement comparable à

celle de la Terre. Depuis l’Antiquité, l’homme sait, en regardant la surface lunaire, que

celle-ci présente toujours la même face dirigée vers nous. C’est à dire que son mouvement

de rotation est égal à son mouvement de révolution autour de la Terre. Ce mouvement

est appelé un mouvement de résonnance spin-orbit 1/1. Toutefois, on observe un faible

mouvement d’oscillation. Et celui-ci fait apparaître et disparaître environ un dixième

de la surface lunaire. C’est Hévélius, en 1654, qui exprimera le premier l’idée que

ces librations (mot dont l’ethymologie latine libra signifie balancement) proviennent de

l’ellipticité de l’orbite de la Lune. Newton déterminera rigoureusement ces effets et

les nommera les ” librations optiques” de la Lune. Il prévoit même les librations dites
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” physiques” dûes à l’influence gravitationnelle de la Terre, qui ne seront observées que

beaucoup plus tard.

En 1693, J.D. Cassini va plus loin dans la description du mouvement lunaire en

établissant les trois lois purement empiriques suivantes qui maintenant portent son nom.

• La Lune tourne sur elle-même dans le sens direct d’un mouvement uniforme autour

d’un axe dont les pôles sont fixes à sa surface avec une période de rotation de 27

jours 7 heures et 43 minutes qui correpond à sa période de révolution sidérale

autour de la Terre.

• L’axe de rotation fait un angle constant avec le pôle de l’écliptique de 1.5 degré.

• Le noeud ascendant de l’orbite lunaire sur l’écliptique est confondu avec le noeud

descendant de l’équateur lunaire sur l’écliptique.

En 1764, Lagrange est arrivé à expliquer ce mouvement particulier en donnant à la

Lune la forme d’un ellipsoïde allongé, dont le grand axe est en permanence dirigé vers la

Terre. Dans ce cas, les lois de Cassini correspondent à une position d’équilibre pour le

mouvement de rotation de la Lune. En fait, comme prévu par Newton, il y a des écarts

par rapport à cette position d’équilibre. En 1839, Bessel détectera pour la première

fois ces écarts, les ”librations physiques”, grâce à un instrument de son invention :

l’héliomètre, qui lui avait déjà permis de mesurer les premières parallaxes cl’étoiles. Des

théories tentant d’évaluer précisément ces librations feront alors leur apparition. Elles

seront dûes à Tisserand puis Hayn et seront toutes basées sur les équations d’Euler.

Depuis le début des années 1970, grâce à la mise en place, par les missions Apollo et

Lunakhod, de plusieurs panneaux formés de coins de cubes sur la surface lunaire, il est

possible de mesurer le temps aller-retour d’un tir laser entre une station terrestre et un

de ces panneaux. Une des stations laser capables de ” tirer” sur la Lune existe en France,

sur le plateau de Calern, près de Grasse. Cette technique a permis dans les années 1980

des mesures de distance Terre-Lune avec des précisions remarquables de l’ordre d’une

trentaine de centimètres.

Ce gain de précision a amené les mécaniciens célestes à développer, dans un pre

mier temps, des théories beaucoup plus fines des mouvements de libration. C’est ce

qu’entreprit Eckhardt en conservant le formalisme des équations d’Euler. Migus (1977)

ou Moons (1981) ont, eux, choisi une méthode Hamiltonienne en déterminant les écarts

à une position d’équilibre proche de la position observée par Cassini. Ils ont tous deux

utilisé les éphémérides de la Lune de Chapront et Chapront-Touzé (1983).

La comparaison de ces théories avec les observations laser-Lune ont permis de calculer

plus précisément un grand nombre de paramètres déterminant la forme de la Lune, sa
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structure interne ou l’accélération séculaire de sa longitude moyenne (Dickey et al, 1982).

Cela a également posé des contraintes aux modèles tentant d’expliquer l’apparition du

système Terre-Lune.

Il est à noter que les données laser-Lune continuent de s’accumuler avec, depuis cinq

ans, une amélioration de la précision des mesures de distance Terre-Lune par un fac

teur 10 (soit 2 ou 3 centimètres). La théorie de Moons sur la libration de la Lune est

toujours, à ce jour, la théorie analytique la plus complète du mouvement libratoire de

la Lune. C’est celle qui est utilisée pour le traitement des données du laser-Lune de

Calern par l’équipe de Chapront et Chapront-touzé. Ils y ont rajouté un certain nombre

de compléments comme les perturbations dûes à la forme de la Terre ou un nouveau

modèle de marées.

Des améliorations importantes dans la modélisation de la rotation de la Lune ont été

apportées ces dernières années par la confrontation de l’observation avec de nombreuses

simulations numériques. Entre autres, ces travaux ont révélé une dissipation importante

de l’énergie de rotation de la Lune qui vient compenser la dissipation de l’énergie de

révolution et laisse donc le système Terre-Lune en résonance 1/1 (Bois, Boudin et

Journet, 1996). Ces travaux ont aussi prouvé l’existence effective de l’oscillation à 2.9

ans du méridien origine de la Lune autour de la postition moyenne de la Terre avec une

amplitude de 1.5 secondes d’arc ainsi qu’un mouvement équivalent à celui de Chandler

pour la Terre avec une période de environ 80 ans (Williams et al., 1996).

Récemment, il a été observé une dérive essentiellement séculaire entre les termes de

libration calculés et ceux observés grâce au laser-Lune. Ces termes ont été identifiés par

Chapront et Chapront-Touzé comme étant l’influence sur la libration de termes non-

périodiques présents dans les éphémérides de la Lune (Chapront et al., 1999). Ces libra

tions demandent à être calculées rigoureusement. De plus, en 2003, la sonde japonaise

SELENE devrait se poser sur la Lune pour faire des mesures V.L.B.I. (Interférométrie à

très grande base) qui permettront d’améliorer encore la précision sur les librations ob

servées de la Lune. L’ensemble de ces instruments font de l’étude des librations lunaires

un sujet toujours d’actualité.

Nous avons entrepris l’étude de ces effets, mais n’ayant pas encore de résultats sat

isfaisants nous ne présenterons pas ce travail dans cette thèse.
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La planète Vénus

La première difficulté pour observer la rotation de Vénus est son atmosphère, dont des

couches opaques nous cachent la surface dans le domaine des longueurs d’ondes visibles.

Cette difficulté a été surmontée par l’utilisation des ondes radar qui, elles, traversent

entièrement l’atmosphère. C’est ainsi que Carpenter (1964) découvrira la rotation lente

et rétrograde de cette planète dont la période de 243 jours est très différente de celles de

ses couches atmosphériques.

Mais c’est aussi cette particularité qui en foit un ” laboratoire” particulièrement

intéressant pour l’étude des influences entre atmosphère et rotation. En effet nous savons

que pour la Terre l’atmosphère joue déjà un rôle moteur important dans le mouvement

de l’axe de rotation autour de l’axe d’inertie. Il est probable que dans le cas de Vénus

l’atmosphère joue un rôle très important qui explique en grande partie le passage d’une

rotation proche de la rotation actuelle de la Terre à cette rotation lente et rétrograde

(Lago et Cazenave, 1980).

Une deuxième difficulté à surmonter quand on veut mesurer plus précisément la

rotation de Vénus sont les conditions très dures à sa surface qui ne permettent pas,

comme dans le cas de Mars, de déposer des transpondeurs radioélectriques sur cette

planète. A l’époque actuelle, cette difficulté n’a pu être surmontée.

La planète Mercure

Toujours grâce aux mesures radar, on sait depuis 1965 que la planète Mercure présente

la particularité d’être en résonance spin-orbit 2/3. Autrement dit, quand Mercure a

effectué trois rotations, elle a aussi fait exactement deux révolutions autour du Soleil.

Cette particularité a été étudiée d’un point de vue dynamique par Colombo (1965) et

par Peale (1973). Mais pour cette planète, beaucoup de paramètres sont incertains. Il

est donc difficile actuellement d’en dire d’avantage sur sa rotation.

Les astéroïdes et les comètes

Il existe d’autres corps pour lesquels l’hypothèse de la rigidité peut être valide. Ces corps

ce sont les noyaux de comètes ou les astéroides. Il faut bien dire que, jusqu’à maintenant,

nous avions assez peu d’informations sur la rotation de ces corps. Nous pouvions grâce

à la photométrie identifier leurs variations d’intensité lumineuse périodiques qui per

mettaient ensuite d’évaluer plus ou moins bien la période de la rotation du corps et sa

forme en supposant toujours un axe de rotation confondu avec l’axe de moment d’inertie

maximal. Cette dernière hypothèse était confortée par les travaux de Burns et Safronov

(1973) qui estimaient que les astéroïdes par dissipation d’énérgie de rotation tendaient
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vers cet état en un temps bien inférieur à leur âge.

Mais depuis ce calcul, de nombreux nouveaux astéroïdes ont été observés et en

particulier des astéroïdes ayant de longues périodes (plusieurs jours). Harris (1994)

a repris les calculs de Burns et Safronov et a montré qu’il était possible pour les

astéroïdes à longue période de rotation de tourner, encore maintenant, suivant un axe

différent de l’axe de moment d’inertie maximal. Ce résultat théorique a pu être vérifié

grâce au développement des techniques d’observation radar qui permettent d’observer

précisément le mouvement des astéroïdes passant à proximité de la Terre. L’observation

radar en partciulier de l’astéroïde Toutatis, dont la période avoisine les 7 jours, a permis

de montrer qu’il ne tournait pas suivant son axe de moment d’inertie maximal (Hud

son et Ostro, 1995). L’étude du mouvement de ce corps est expliqué en détail dans le

Chapitre 2 comme cas particulier de mouvement libre.

Un autre corps céleste sur la rotation duquel lequel nous avons eu récemment de

nouvelles d’informations est le noyau de la comète de Halley (observé par les sondes

Giotto, Vega-1 et Vega-2). Ce corps ne semble pas non plus tourner suivant son axe de

moment d’inertie maximal et l’étude de son mouvement est également détaillé dans le

Chapitre 2.

Il semble donc justifié de s’intéresser davantage à la rotation des corps célestes :

d’une part, dans un but théorique pour l’étude générale des mouvements de rota

tion et, d’autre part, dans un but plus descriptif et plus précis pour certains corps

comme Mars ou la Lune pour lesquels nous avons ou nous aurons, dans un proche

avenir, plus d’observations.

Pour la Terre, nous avons expliqué que l’hypothèse de rigidité est l’hypothèse de

départ de toutes les théories tentant de décrire sa rotation. Nous allons dans ce

travail nous cantonner à cette hypothèse. Avant de commencer notre modélisation

de la rotation des corps célestes rigides, nous présentons succinctement les outils

dont nous aurons besoin sur un exemple simple : celui du pendule.



Chapitre 1

Description du problème du pendule

sans excitation

et sans dissipation d’énergie

Introduction

Pourquoi commencer cette thèse sur la rotation des corps solides par un premier

chapitre sur le mouvement du pendule? Quel est le rapport entre la rotation d’un corps

céleste et le mouvement de ce dernier?

Le pendule est un système mécanique très simple fait d’un support 5, d’une tige

de longueur l accrochée à ce support, et au bout de cette tige, d’ une masse M, (voir

figures [1.2] ou [1.3]). Nous soumettons l’ensemble à l’accélération constante g. Une

seule variable, #, est nécessaire et suffisante pour déterminer la position de la masse M

au cours du temps. (Nous définissons, dans ce travail, 9 comme l’angle que fait la tige

avec le vecteur g).

Ce système, malgré sa simplicité, permet néanmoins de visualiser la plupart des

phénomènes importants et complexes de la mécanique céleste. En effet, nous pouvons

nous rendre compte, avec ce seul système, de ce qu’est une résonance, un mouvement

chaotique ou un changement de mode, en introduisant des perturbations (par exemple en

déplaçant le support S) ou en rajoutant un effet de dissipation (par exemple en faisant

évoluer le pendule non dans le vide mais en présence de gaz plus ou moins denses).

Dans ce premier chapitre, nous allons nous cantonner au problème du pendule libre,

C’est à dire, non perturbé, sans dissipation d’énergie, et soumis seulement à l’accélération

constante g.

29
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Dans un premier temps, et par un changement de variable approprié nous écrirons le

Hamiltonien du pendule, le plus simple possible, en gardant comme variable angulaire,

la même variable 6.

Nous donnerons ensuite une idée des différents types de mouvements possibles en

regardant les courbes solutions de ce Hamiltonien dans l’espace des phases.

Nous traiterons le cas classique des petites oscillations en définissant et utilisant le

formalisme action-angle qui nous sera grandement utile dans toute la suite de notre

travail.

Enfin, nous exprimerons, dans le cas général, l’angle 6 en fonction du temps à l’aide

des fonctions elliptiques.

Nous ne prétendons pas apporter des solutions nouvelles ni même un éclairage

nouveau à ce problème. Il nous a paru simplement utile de traiter le cas du pend

ule libre dans son ensemble, d’une part, pour présenter la méthode que nous utiliserons

par la suite dans l’étude de la rotation des corps rigides, et d’autre part, parce que les

solutions du problème pendulaire s’apparentent à celles du mouvement de rotation libre

d’un corps solide, mais aussi à celles du mouvement de rotation forcée.

Les variables utilisées dans ce chapitre sont indépendantes de celles utilisées dans les

autres chapitres de la thèse.

* * *
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1.1 Présentation du problème théorique

Le Hamiltonien du système pendulaire, que nous noterons H, peut s’écrire sous la forme

suivante :

H = E ~F cosO

où 9 est l’angle entre la verticale et le fil du pendule (voir figures [1.2] et [1.3]).

Le terme E est l’énergie cinétique du système : E = -ml262.

Le terme —F cos 9 est l’énergie potentielle du système : F = mgl.

g l’accélération de la pesanteur, l la longueur du fil et m la masse du pendule sont des

constantes du système.

Nous prendrons durant cette étude des variables canoniques. Nous définissons donc

Péi, variable conjuguée à 9 :

Pg = E = mflè
de

Le Hamiltonien s’écrit alors avec uj0 = ^ :

(—
\ml2ur

/ Pn

2 \ml2üjo

Enfin nous faisons le changement de variable : Pq —

(jJq cos 9

Pe
, en posant : H =

H

ml2Uo ml2LüQ
pour que la transformation reste canonique. Notre nouveau Hamiltonien s’écrit alors :

2 cos 9

(î.i)

Cette relation sera à la base de l’étude développée dans ce chapitre.

Les variables canoniques et le formalisme basé sur le Hamiltonien permettent d’écrire

les équations différentielles du mouvement très simplement :

d9

dt

dPo_
dt

dH

ÔPe

dH

~d9

MqPq

= —üjo sin 9

(1.2)
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Pour plus de commodité, nous oublierons volontairement les tildes dans la suite de

notre exposé.

Nous allons maintenant essayer de regarder globalement quels sont les mouvements

possibles pour le pendule.

1.2 Visualisation dans l’espace des phases

des courbes d’isoénergie.

Pas de borne

t

Fig. 1.1: Espace des phases (9 x Pq). Les valeurs de H associées à chacune des courbes

d’isoénergie sont indiquées sur celles-ci en fonction de lüq.

Comme le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, c’est une constante du

mouvement. Nous dirons que notre système est conservatif ou encore qu’il ne présente

pas de dissipation d’énergie.

Cette propriété permet de visualiser très simplement les différents mouvements pos

sibles pour le pendule dans l’espace (9 x P0) que nous appellerons espace des phases.

En effet, suivant la position initiale (9i,Pei) du pendule dans cette espace, H prend

une certaine valeur Hi. Au cours du mouvement cette valeur Hi ne peut changer. Le
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mouvement effectué par le pendule peut donc être représenté par l’intersection entre la

surface H (9, Pq) définie par l’équation (1.1) et le plan défini par H = Hi. Les courbes

solutions sont donc les différentes courbes de niveaux de la fonction H (6, Pq).

Nous pouvons tracer ces courbes dans l’espace des phases pour différentes conditions

initiales, nous appellerons ces courbes : courbes d’isoénergie (cf. le graphique [1.1]).

Ces courbes ont pour propriété importante de ne pouvoir se couper entre elles; en

effet, si elles se coupaient en un point M, alors, la valeur énergétique des deux courbes

serait la même en ce point et donc ces deux courbes seraient confondues.

Une deuxième propriété importante de ces courbes, dans l’espace des phases, est

ce qu’on appelle l’incompressibilité du flot, plus connue sous le nom de théorème

de Liouville. Ce théorème dit que si on prend dans l’epace des phases un ensem

ble de conditions initiales 51 à l’instant t0 représentant une aire Al, alors, au bout

d’un temps t, l’ensemble d’arrivée 52 de toutes ces trajectoires aura une même aire Al

(Lichtenberg et Lieberman, 1983). Cette propriété nous sera utile par la suite.

Sur le graphique [1.1], nous voyons déjà apparaître deux zones différentes délimitées

par une courbe séparatrice d’énergie Hsp = uoq. Ces deux zones correspondent à deux

types de mouvements différents pour le pendule :

• Pour des valeurs de H inférieures à Hsp, le pendule est dit dans un état de

(voir figure [1.2]). Dans ce cas, la courbe d’isoénergie est une courbe

fermée qui admet une valeur maximale pour 9 que nous noterons 90. D’après la

relation (1.1) cos$o = • U faut aussi remarquer que H ne peut être inférieur

libration

• Pour des valeurs de H supérieures à Hsp, le pendule est dit dans un état de

(voir figure [1.3]). La courbe d’isoénergie est dans ce cas une courbe

ouverte; il n’existe plus de valeur maximale pour 6. Il n’y a pas non plus de borne

supérieure pour l’énergie H; ce qui revient à dire qu’il n’y en a pas non plus pour

la variable Pq. Nous trouverons donc toujours des courbes solutions quelle que soit

la condition initiale Pq{.

Cette description du mouvement du pendule est essentiellement qualitative. Mais elle

nous aidera énormément pour la suite de l’étude. Par ailleurs la comparaison du

graphique [1.1] avec, par exemple, le graphique [2.4] que nous trouverons dans le Chapitre

2, nous montre clairement que les deux problèmes, mouvement du pendule et mouve

ment de rotation libre d’un corps rigide triaxial, ont des topologies énergétiques très

voisines.

Essayons maintenant d’exprimer ce mouvement en fonction du temps.

rotation
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1.3 Le cas des petites oscillations

Pour de faibles variations de l’angle 9, le problème a été décrit et quantifié depuis

longtemps et il est accessible même aux lycéens qui savent quelle est la période des os

cillations du pendule. Le principe pour résoudre le système pour de faibles valeurs de

9 est de linéariser l’expression (1.1). Le Hamiltonien devient (en négligeant les parties

indépendantes de 9 et de Pq) :

(1.3)

Ce Hamiltonien est connu. Il s’agit du Hamiltonien d’un oscillateur harmonique.

Nous allons étudier ce Hamiltonien non pour les résultats connus de tous mais pour la

méthode que nous employons.

Méthode :

Cette méthode se sert du formalisme action-angle. Nous la présentons dans le cas

d’un système à un degré de liberté. Elle s’applique aux systèmes dits ” périodiques” .

Les systèmes périodiques sont :

• soit les systèmes dont le degré de liberté x et son moment conjugué y sont des fonc

tions périodiques du temps, de même période T (ce cas correspond au mouvement

de libration, (cas I)),

• soit les systèmes dont y est une fonction périodique de x, de période T (ce cas

correspond au mouvement de rotation, (cas II)).

Succinctement, il s’agit, dans cette méthode, d’utiliser le changement de variables

canoniques particulier qui remplace (x, y) par (</>, J) où la variable J est un moment

particulier du système, appelé action, que nous allons définir. La variabble <j> est la

variable angulaire qui est associée à J. Notre but est d’obtenir un Hamiltonien qui

dépende uniquement de l’action. Nous aurons alors, du fait du choix de J comme

moment, les relations simples suivantes :

' dH _ 2tr

< Y = ,
^ — — x t + 00

V 1

où T est la période du système et <j>o une constante. Nous ne démontrons pas ici ces

relations. Pour en savoir plus, le lecteur pourra par exemple se référer à Lichtenberg

et Lieberman (1983). Nous expliquons cependant la notion de changement de variables

canoniques et la définition d’une action :
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• Par changement de variables canoniques, il faut comprendre un changement

de variables qui conserve le formalisme des équations différentielles (1.2). Soit :

dx dH

dt dy

dy dH

dt dx

• Quant à l’action J, elle se définit ainsi :

J = — J y dx (1.4)
où 7 est un cycle de la courbe représentative du mouvement dans l’espace des

phases. D’après la formule de Stoke, nous pouvons aussi écrire cette intégrale sous

la forme :

J = ilL/yxdx (1-5)
où 57 est la surface délimitée par le circuit 7 si 7 est un cicuit fermé (cas I)),

et délimitée par 7 et l’axe des abscisses si 7 n’est pas fermé (cas II)). J peut

donc être vu, au facteur 2ti multiplicatif près, comme l’aire de cette surface. Or

cette aire, et par là même J, est une intégrale invariante connue du mouvement

résultant du théorème de Liouville que nous venons d’expliciter précédemment.

(Lichtenberg et Lieberman, 1983).

Dans le cas du pendule, avec les notations que nous avons adoptées, l’action J s’écrit

ainsi :

J (H) = —JPed0 (1.6)
où 7 est le circuit parcouru par le pendule.

Pour de faibles variations de 9, d’après le diagramme des phases ou tout simplement

d’après notre expérience du mouvement d’un pendule, ce dernier se trouve dans le cas

de la libration défini dans la section précédente. Le circuit 7 qu’il parcourt est donc un

circuit fermé autour du point (0,0).

Nous savons d’après le chapitre précédent que H est une constante. En écrivant

l’expression de Pq à l’aide de l’équation (1.3) et en faisant le changement de variables
I (jJQ

J 6 = sinX, nous pouvons déterminer la valeur de J :

J (H)
r [2H ,1
/ ± 2

n - ^0

de

2 rOo 1to
1

to

7r JO

H

Uq
(1.7)
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90 est l’angle limite atteint par le pendule dans le cas du mouvement libratoire. Soit,

en fonction de H : 0O = En inversant la relation (1.7), le nouveau Hamiltonien

s’écrit alors en fonction de J et 0 :

H (J, (J)) = Jlüq

De cette expression du Hamiltonien, nous déduisons deux choses:

• Premièrement que l’action H est indépendante de la variable 0 . Cette absence de

0 est induite par le choix même de l’action J comme moment, du fait que J est,

comme nous venons de le dire, une constante du mouvement. Dans un problème

à un degré de liberté, cette première remarque sera toujours vérifiée.

dû
• Deuxièmement que 0 = —— = u;0 est également une constante, 0 est donc une

oJ

fonction affine du temps.

0 — t + 0o (1.8)

0 étant une variable angulaire, nous définissons la période de 0, comme le temps

nécessaire pour que 0 varie de 2tt radians. Dans la suite, nous noterons T0 la-

période associée h loq. g étant une accérération et l une longueur, la racine carrée

- est un intervalle de temps, ujq = A/f a donc bien la dimension d’une fréquence

Il nous faut maintenant connaître la transformation canonique elle-même, entre (0, J)

et (0, P#), pour pouvoir exprimer 9 et Pq en fonction du temps. Pour cela nous allons

utiliser la fonction génératrice S (J, 9). Nous savons qu’elle doit vérifier :

dS(J, 9)
d9

Po

Soit en intégrant par rapport à 9 :

sue)

Soit :

\2H 91 2 p -

92 =
N

iCN

2J -C d9

dS (J, 9)
dJ

d9
= arcsm

[2J -92}ï

Les solutions exactes pour un oscillateur harmonique sont donc :
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Le mouvement du pendule tend donc vers le mouvement circulaire quand les oscilla

tions tendent vers 0 (cf. graphique [1.1]). Il nous faut maintenant essayer de quantifier

ce qui se passe quand le pendule s’éloigne de la position d’équilibre (0, 0) du diagramme

des phases.

1.4 Résolution générale

à l’aide des intégrales elliptiques

Nous allons montrer dans ce chapitre qu’il est possible, en utilisant la même méthode

que précédemment, de traiter le problème sans le restreindre au cas de faibles oscilla

tions. Nous partons cette fois de l’équation (1.1) non linéarisée.

(Pq)2 —2 cos 9 = lüqC

(1.10)

Où C est une constante comprise entre —1 et +oo. L’action J s’exprime maintenant

ainsi :

Où

1 f r
= — / ±

27T A
2 rOo

= / :
7r J 0

cos(ffo) = C

<5c = 1

#0 = 7T

1

2

2H n n
h 2 cos 6 d9

si C <1

si C > 1

Et S (J, 9) est déterminée comme précédemment. Soit :

dS (J, 9)
dQ

= Po =
2H

-

+ 2 cos 9

Ce qui donne : S(Jte) = / [2C H- 2cos9]î d9
J o

(lu)

(1.12)

Nous en déduisons l’expression de </> qui est, comme dans la partie précédente, la variable

angulaire conjuguée à la variable d’action J.
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dC r° dO

dJ Jo [2C + 2cos9]*

D’autre part (dC/dJ) est déterminée par la relation suivante :

dC1 _ 1
~dJ~ ~dJüo ~ w0

(1.13)

Nous savons que J est une constante du mouvement. Cela implique que le Hamiltonien
dH

H ne dépend que de J. La dérivée par rapport au temps de (/> est —— qui est donc
oJ

également une constante. Donc 4> est une variable purement affine du temps, de pente

égale à (dH/dJ). Nous en déduisons l’expression de (dJ/dH) en fonction de T la période

de 4> :

dJ_
dH

T

27r
(1.14)

Il nous faut maintenant calculer les intégrales suivantes :

2 r0° i
J (H) = -ôc [2(7 + 2 cos9]î d9

TT J 0

* = O" 4 de

(1.15)

dH ) u0Jo [2C + 2 cos 0]^

En s’aidant des formules des demi-angles, ces relations deviennent :

J (H)

<P(e,H)

TT

( dJ

-kScC 1 — k 2 sin

-î
1

\dH) 2w0N

.2 6

2

de

de

1 — k~2 sin2 -

(1.16)

Avec : k = .

Selon que le mouvement du pendule est un mouvement de libration ou de rotation,

la valeur de (7, (et donc de k), est tantôt inférieure tantôt supérieure à 1. Nous pouvons

exprimer les intégrales ci-dessus à l’aide d’un nouveau type de fonction, les intégrales

elliptiques, (voir annexe II), grâce au changement de variables :

o

2

sinf
V

k sin r]

Nous allons traiter ces deux cas séparément.

si k > 1

si k < 1
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1.4.1 La libration

Dans ce cas, la variable k est inférieure à 1. Nous utilisons donc le changement de

variables spécifié ci-dessus, à savoir : sin | = ks'mr). Nous obtenons les deux intégrales
suivantes à la place des équations (1.16)

J (H) = - r/2 —N-- 1f - + \j l — k2 sin2 rj
v '° _yl — k2 sin2 rj

(,k2 - l) K(k) + £(k)

dr/

(1.17)

( dJ \ 1 1 n 2kdr]
\9H J 2u>ok,/i _ ^2 s,n2

dJ\ 1 1

dH) ü/ (1.18)

En effet, dans le cas de la libration, par définition, k = sin (f1)- H s’en suit que
quand 6 = rj = 7r/2.

Âf, T et S sont respectivement l’intégrale elliptique de première espèce complète,

l’intégrale elliptique de première espèce incomplète et l’intégrale elliptique de seconde

espèce complète. Ces fonctions correspondent à une généralisation des fonctions

trigonométriques classiques (voir annexe I).

Il nous reste à déterminer (dJ/dH) en fonction des intégrales elliptiques. H

n’apparaît que dans /c, et (dk/dH) est égal à 1/(4cjoA;). De plus, connaissant les formules

de dérivation des intégrales elliptiques par rapport à leur paramètre k, (cf. annexe I),

nous avons :

dJ_\
~m)

2 1

7TCJ0
K, (h)

Nous en déduisons immédiatement la période de (j) d’après la relation (1.14) :

T=^(fc)=6Msin(^))
Pour les petites amplitudes, nous pouvons utiliser le développement limité de cette

intégrale. Le terme principal de cette nouvelle relation correspond à la période de

l’oscillateur harmonique classique T0, ce qui valide notre étude précédente dans le cas

de petites oscillations.
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T =T„(l + -0„2 +...)
Enfin, nous pouvons maintenant exprimer complètement la variable 0 en fonction

d’intégrales elliptiques.

| [JC (A:)] 1 T {r],k) = —t + (f)0 (1.19)

Où o est une constante d’intégration. Pour exprimer 6 en fonction de </>, nous

nous servons de la fonction elliptique de Jacobi sn : la fonction sn est définie telle que

(sn[^r(77, h), k] = sin 77), (Byrd et Friedman, 1954).

—IC (k), k
7T

Soit 6 = 2 arcsin * sn K, (k), (1.20)

Nous nous rendons compte que la période de (f) est également la période de l’angle 6.

Nous avons ainsi, en fonction du temps et de constantes du mouvement, l’expression

de l’unique degré de liberté : 9. Le problème dans le cas du mouvement libratoire est

résolu.

1 . e ...
— sin - = sin {r}) = sn
/e 2
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1.4.2 La rotation

Traitons maintenant le second cas : H > uj0. Dans ce cas qui correspond à : k > 1, le

changement de variable est simple : - = p.

Nous obtenons, pour l’action J et l’angle 0, d’après les formules (1.16) :

J (H) =
4 r7T/2 / 4
—k Jl — k~2 sin2 77 dp = — k £(k~l)
TT Jo TT

<f>{p,H) dJ \ 1 J_ fv dp = ( dJ_\ 1 1 / a ,
dH) uj0k Jo 1 _ £-2 sin2 p ) uQk '

Il nous reste à déterminer, comme dans le cas de la libration, (dJ/dH) :

an

âï/y
1 1

TT iÜQ k
K (k~l)

Nous en déduisons la période de (f> dans le cas de la rotation :

T = (k-1) = T0-K (k-1)
iünk TT

Fig. 1.3: Pendule en état de rotation

Nous pouvons maintenant exprimer la variable 0 en fonction uniquement d’intégrales

elliptiques.
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<i>(8, H)

Et 9 en fonction de </> :

(1.22)

sin

Soit 9 2 arcsin (1.23)

Nous avons rassemblé les résultats obtenus pour le cas libratoire et pour le cas ro

tationnel dans deux derniers graphiques. La période de 9 en fonction du paramètre C

est donnée sur le graphique [1.4]. Le graphique [1.5] représente, quant à lui, la variation

de 9 en fonction du temps et du paramètre C. Nous résolvons ainsi le problème du

mouvement d’un pendule libre dans son ensemble. Ces formules ont été obtenues sous

une forme voisine durant les années 1970 (Rechester et Stix, 1979).

Une remarque s’impose. Quand nous parlons de mouvement libre du pendule, ici, il

s’agit d’un abus de langage. En effet le pendule est soumis en permanence à une force

perturbatrice constante, l’attraction g. Le mouvement libre suppose en fait l’absence de

cette force. Dans ce cas le problème est plus simple puisque le Hamiltonien ne dépend

plus que de la variable d’action : on a tout le temps un mouvement de rotation et la

vitesse instantanée de rotation est constante, la libration ne peut exister. On retrouve

d’ailleurs cet abus de langage, dans le cas du "mouvement libre de la Lune” par exemple.

* * *
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T

(Période)

Angle max=0° Angle max=180°

Fig. 1.4: Valeur de la période en fonction du paramètre C.

Fig. 1.5: Valeur de 9 en fonction du temps et du paramètre C.



Chapitre 2

Mouvement de rotation libre

Introduction

Nous suivons dans ce chapitre une méthodologie très proche de celle du Chapitre 1.

Nous commençons par définir les variables d’Andoyer que nous allons utiliser pour

l’étude du mouvement de rotation libre d’un corps rigide. Nous présentons leurs intérêts

par rapport à d’autres variables pour la simplification de l’écriture du Hamiltonien du

problème. En nous plaçant dans un espace des phases restreint, nous visualiserons

l’ensemble des mouvements possibles pour le vecteur moment cinétique.

Nous résoudrons ensuite le problème dans son ensemble en donnant une formula

tion analytique des solutions. La méthode suivie est celle expliquée en détails dans le

Chapitre 1.

Nous terminerons ce deuxième chapitre en appliquant ces résultats à quelques corps

célestes (Halley, Toutatis, ...) et en donnant les développements limités des variables

d’Andoyer qui nous semblent utiles.

* * *

45
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2.1 Définition des variables d’Andoyer

Les angles d’Euler sont les variables les plus communément employées pour raccorder

deux repères. Cependant, l’utilisation de ces variables pour une étude Hamiltonienne

présente des inconvénients. En effet, d’une part, les moments conjugués des angles

d’Euler ne sont pas des quantités physiques très intuitives. Et, d’autre part, l’expression

de l’énergie cinétique du problème en fonction de ces variables et de leurs moments

n’est pas simple (Deprit, 1967). Les variables d’Andoyer semblent mieux adaptées au

problème.

D’abord, les inconvénients soulevés ci-dessus n’existent plus : la définition des mo

ments conjugués aux variables angulaires d’Andoyer et l’expression du Hamiltonien libre

sont simples comme nous le montrerons dans le chapitre suivant.

Ensuite, les variables d’Andoyer confèrent au problème de la rotation des corps, une

structure très voisine du problème de la révolution de ces mêmes corps en coordonnées

elliptiques. Or ce dernier a été abondamment étudié par les astronomes, en particulier

du fait d’observations plus faciles que pour les problèmes de rotations. Nous avons ex

plicité dans le chapitre introductif sur la rotation des corps, la difficulté de la mesure de

la rotation d’autres corps célestes que la Terre. Les similitudes formelles que nous ren

controns entre l’étude du mouvement de rotation avec les variables d’Andoyer et l’étude

du mouvement de révolution avec les variables elliptiques, vont nous aider à répondre à

nos questions.

Les deux repères que nous voulons raccorder à l’aide des variables d’Andoyer sont :

• Un repère de référence R = (O, X, Y, Z)

• Un repère (Ri) = (0,0A:0B:0C) formé des axes principaux d’inertie du corps

(S) dont nous étudions la rotation.

A,B,C sont les moments principaux d’inertie de S dans l’ordre croissant, et O le

barycentre du corps (S). Nous définissons également un point d’origine D des longitudes

en posant X = OD.

Les variables d’Andoyer sont représentées sur le schéma [2.1]. Elles consistent en

trois variables de type Angle et tois variables de type Action. Les variables de type

Action, sont les moments conjugués des trois variables angulaires.
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Les trois variables de type Angle

• h est l’angle supporté par le plan de référence (OX x OY), entre le point origine

D et le noeud descendant F du plan perpendiculaire au moment cinétique du

corps (S).

• g est l’angle entre T et P, supporté par le plan normal au moment cinétique du

corps (5), P étant le noeud ascendant de l’équateur de figure de (S) sur ce dernier.

L’équateur de figure de (S) est le plan (OA x OB)

• l est l’angle entre OP et l’axe de moment d’inertie minimal OA, supporté par

l’équateur de (S).

Fig. 2.1: Définition des variables dAndoyer.

Les trois Moments conjugués respectivement à h, g et l

• H est la norme de la projection du moment cinétique de (S) sur l’axe Z, normal

au plan de référence.

• G est la norme du moment cinétique total.

• L est la norme de la projection du moment cinétique sur l’axe de figure OC.

Nous noterons dans la suite de notre travail le moment cinétique de (S) par L.

Nous pouvons exprimer H et L h l’aide des angles J et I avec :
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• /, l’angle entre le plan de référence et le plan perpendiculaire à L.

• J, l’angle entre le plan perpendiculaire à L et le plan de l’équateur de figure du

corps (S).

Soit : H = G cos / et L = G cos J. Le schéma [2.1] représente graphiquement ces vari
ables.

Remarque (1) :

Nous avons besoin pour la définition de l’angle / de connaître la position de l’axe de

moment d’inertie minimal du corps (S). Or, l’axe de moment d’inertie minimal d’un

corps céleste ne peut pas être observé directement.

Pour les corps du système solaire dont la surface a pu être observée assez précisément,

et pour lesquels des points de repère peuvent être déterminés, il est possible de définir

un méridien d’origine appelé ”méridien zéro” de ce corps. La plupart du temps, il s’agit

d’un cratère. Ce méridien zéro est par exemple la cratère d’Airy-0 pour Mars, (cf.

l’image [2.2]). Ce méridien d’origine est de nature purement conventionnelle et n’a rien

à voir naturellement avec l’axe de moment d’inertie minimum, qui, en ce qui le concerne,

répond à un principe purement théorique. Cependant, l’angle entre le méridien origine

et l’axe de moment d’inertie minimum, constant dans le cas d’un corps solide, peut être

déterminé par la connaissance des coefficients gravitationnels et *$2,2 dans le repère

lié au méridien zéro (Borderies, 1980).

4.2° S

6.2° S

-1°W
Méridien origine
de Mars

Fig. 2.2: Le cratère d’Airy sur Mars par lequel passe le méridien zéro de cette planète.
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Pour la Lune la définition du méridien zéro est différente. Nous savons, du fait des

effets de marées, que l’axe de moment d’inertie minimum est orienté approximativement

dans la direction moyenne de la Terre. Le méridien d’origine de la Lune, est repéré sur

le sol lunaire par rapport à cette relation à la direction moyenne de la Terre et non

pas par une référence directe, de type topographique (cratère, montagne, etc ...). Plus

précisément, le méridien d’origine est défini par l’intermédiaire du point d’intersection

entre la surface lunaire et la ligne joignant le centre de la Lune au centre de la Terre

quand la Lune, le noeud ascendant de son orbite sur l’écliptique et son périgée moyen

se trouvent en coïncidence. Cette dernière condition peut s’écrire formellement comme :

X = Ù = M (avec À la longitude moyenne de la Lune, Ù la longitude moyenne du noeud

et M l’anomalie moyenne de la Lune). Cette dernière condition permet donc de définir

un point de la surface lunaire proche de l’équateur de la Lune et voisin de l’axe de

moment d’inertie minimal, voir le schéma [2.3]. (Le développement du potentiel lunaire

en harmonique sphérique, dont le coefficient 62,2 est négligeable, nous confirme cette

proximité entre ce point et l’axe OA.)

Ce point s’appelle le "centre moyen du disque apparent” ou ”Mean sub-earth

point” d’après Bills et Ferrari (1977).

Oscillation de La Terre dans le repère sélénocentrique

(libration dynamique et libration apparente:+ 16° )

(À=Q= M)

Fig. 2.3: Définition du point d’origine du repère sélénocentrique.
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Dans beaucoup d’autres cas, les corps dont nous voulons modéliser la rotation, ont

une surface que nous 11e pouvons observer. Leur vitesse de rotation est alors déduite de

considérations théoriques, (résonance rotation-révolution 1/1 avec la planète mère pour

un satellite, par exemple) et leur méridien origine est défini de manière arbitraire.

Remarque (2)

Nous n’avons pas montré ici la canonicité des variables h, g, /, LT, (7, L. Elles le sont

cependant. Une démonstration de cette canonicité est faite dans l’article de Deprit,

(1967).

* *
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2.2 Description du Hamiltonien du problème

Nous nous proposons, dans cette partie, d’examiner le mouvement de rotation d’un corps

solide (S) autour de son barycentre. Pour l’instant, nous supposons que ce corps (S)

n’est soumis à aucune influence extérieure. Il s’agit donc du mouvement de rotation

libre.

Ce problème est étudié depuis relativement longtemps puisque les équations qui

gouvernent ce mouvement ont été mises à jour par Euler (1707-1783). Plus récemment,

ce même problème a été traité, à l’aide du formalisme Hamiltonien, qualitativement

par Deprit (1967) et plus quantitativement par Kinoshita (1972) et par Deprit et Elipe

(1993). Cette partie est une présentation de ces travaux.

Bien qu’essentiellement théorique, l’étude du mouvement de rotation libre est

importante. En effet, c’est la première étape naturelle pour la détermination du mouve

ment de rotation du corps rigide (5), pertubé, cette fois, par d’autres corps célestes (cf.

Kinoshita (1972) et le Chapitre 3).

Nous choisissons comme repère (R) un repère inertiel. Dans ce cas, le Hamiltonien

libre F0 d’un corps solide se réduit à l’énergie cinétique. Celle-ci s’écrit par définition,

pour un solide (5), de la manière suivante :

Fq — —ü • L

Avec le moment cinétique L égal par définition à (M/ • u), où M\ est la matrice

d’inertie du corps (S) et eu le vecteur de rotation instantanée du même corps (S).

Dans le repère Rj des axes de moments d’inertie principaux (0,0A,0B,0C), la

matrice d’inertie est diagonale et s’écrit M/ = DIAG(A, B, C)ri: où A, B et C, (A <

B < C), sont les moments d’inertie principaux du corps (S). Ces moments sont associés

aux rayons orthogonaux de (S) a > b > c. Dans ce même repère Rj, les coordonnées de

L sont (La, Lb, Le) et celles de eu sont (eua, eus, eue)-

D’après le schéma [2.1], celles-ci s’écrivent en fonction des variables d’Andoyer :

( La = Acua = G sin J sin l \

L = Lb = Bcub = G sin J cos /

{ Lc = Ceuc — G cos J J

L’énergie cinétique s’écrit alors :

1 r

2 -
Aeu^ -j- Beu^j ~\- Ceu 2

C

(2.1)

(2.2)
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„ 1 /sin21 cos2 A 0 0 L2
F” = 2{— + ^r){G ~L) + 2C

(2.3)

Premièrement, nous observons d’après (2.3) que les variables d’Andoyer simplifient

effectivement grandement l’écriture du Hamiltonien : celui-ci ne dépend plus que de trois

variables, G, L, et l tandis qu’en utilisant les angles d’Euler, le Hamiltonien dépend de

5 des 6 variables canoniques qui leur sont associées (Deprit, 1967). Deuxièmement, la

méthode employée dans l’étude du mouvement du pendule doit pouvoir être appliquée

sans grande modification.

Le Hamiltonien ci-dessus peut également s’écrire en séparant la partie périodique de

la partie séculaire de la manière suivante :

Fn +
e

.2D
( G2 — L2) cos (21) (2.4)

per

Avec — = (— — - (— + —)) et e = - (— — ^-) D. Le paramètre e a été introduit pour
la première fois en 1923 par Andoyer. Il souligne d’un point de vue quantitatif l’aspect

triaxial du corps étudié . (Lorsque e est nul, cela signifie que A = B, donc que le solide

présente une symétrie de révolution). Nous utiliserons dans la suite la terminologie

conventionnelle de coefficient de triaxialité (Kinoshita, 1972).

* * *
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2.3 Visualisation qualitative des solutions dans

l’espace des phases

Comme pour le pendule, le Hamiltonien libre F0 ne dépend pas explicitement de t.

F0 est donc une constante du mouvement. Nous remarquons également que H et h

n’apparaissent pas dans F0. Il s’agit donc de variables dites ”dégénérées” du problème

libre. Ce qui revient à dire que le degré de liberté h n’est pas utile pour décrire le

mouvement de rotation libre d’un corps solide. La variable g n’apparaît pas non plus

dans Fq. Cependant, elle est nécessaire à l’étude du mouvement du fait que son moment

associé G, lui, apparaît dans le Hamiltonien. En résumé, il y a donc trois variables

constantes durant le mouvement : G, H et h. Nous en déduisons immédiatement que :

TT

la variable / est une constante (cosI = —). / étant l’obliquité du moment
Cj

cinétique qui fait donc un angle constant avec le plan de référence,

• le vecteur moment cinétique L est fixe dans le repère inertiel puisque ses compo

santes [Gsin/sinfi, —Gsm/cos fi, G cos/] dans ce repère sont constantes.

En fixant la valeur de G, il devient possible de tracer, dans le plan (/ x L), les courbes

isoénergétiques correspondant aux mouvements possibles pour le corps en rotation. Ce

type de représentation pour le mouvement libre est dû à Deprit (1967).

Nous avons préféré représenter ces courbes dans le plan (/ x J) plus représentatif d’un

point de vue géométrique puisque J est l’angle entre le moment cinétique L et l’axe OC.

Cependant, comme L = G cos J, il n’y a pas de différences topologiques fondamentales

entre les courbes d’isoénergie dans le plan (l x J) ou dans le plan (/ x L).

Ce travail est analogue à celui effectué dans le sous-chapitre 1.2 pour le pendule.

Nous choisissons plusieurs conditions initiales (/;, J{) dans l’espace (/ x J). En sachant

que le Hamiltonien F0 garde une valeur constante Foi au cours du mouvement, en nous

rappelant que G est également une constante, et en nous aidant de l’équation (2.3), nous

pouvons déterminer différentes courbes d’isoénergie.

Nous les avons tracées pour deux corps particulier : Mars et la Lune (voir graphiques

[2.4] et [2.5]).
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Remarque 1 :

Chapitre 2

Nous pourrions penser que la valeur de G peut affecter la forme de ces courbes.

Il n’en est rien. Un changement de variables comme [G* = (—), L* — et
Fq = (^)] où Gq est la valeur constante prise par la variable G, nous en persuade.
Le Hamiltonien du système devient :

FS = Go
sin2 / cos21

+
A B

(G*2 - L*2) +
L*2'

2C

Dans ce nouveau Hamiltonien la valeur de G* est toujours égale à 1 et la valeur

Go de G n’est qu’un coefficient de proportionalité du Hamiltonien. La forme des

courbes n’est donc pas modifiée.

Nous observons tout de suite une grande similitude entre l’espace des phases du pendule

(cf. graphique [1.1]) et l’espace restreint du problème de la rotation libre (cf. graphiques

[2.4] pour Mars et [2.5] pour la Lune) :

• Deux zones de mouvement bien distinctes : la zone de libration qui est la zone

comprenant le point de coordonnées (|,0) et telle que la valeur du Hamiltonien
soit comprise entre ~ et — et la zone de rotation qui est l’autre zone où la valeur

du LIamiltonien est comprise entre ^ et

• Une courbe séparatrice, notée Cs, reliant deux points d’équilibre, (0, 0) et (7r, 0), en

des temps infinis. Cette courbe sépare la zone de rotation de la zone de libration.

La valeur du Hamiltonien sur cette courbe est, pour les graphiques [2.4] et [2.5],

—j. Nous ne décrirons pas davantage la rotation d’un corps se trouvant sur cette

courbe car il s’agit d’un solution instable du mouvement.

Nous constatons également des différences entre l’espace des phases du pendule et

l’espace (/ x L) ou (/ x J) :

• Dans le plan (/ x L), le diagramme est borné suivant le moment L qui varie

logiquement, d’après sa définition, uniquement entre —G et G. C’est pour cette

raison que nous pouvons définir J tel que L = G cos J. Dans le cas du pendule, le

moment Pg, pouvait au contraire prendre toutes valeurs réelles.

• L’écriture du Hamiltonien sous la forme (2.4) ne dépend de la variable l que sous

la forme ”2/”. Nous pouvons donc réduire notre espace (l x J) à ([0,7r] x [0,7r]).

La partie ([77, 27t] x [0,7t]) de l’espace des phases étant simplement la translation

par 7T de l’espace ([0,7r] x [0,7t]).
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Fig. 2.4: Espace restreint (/ x J) pour Mars.

Fig. 2.5: Espace restreint (/ x J) pour la Lune.
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Nous pouvons retirer des graphiques [2.4] et [2.5] des informations utiles :

• On peut définir, pour tout corps rigide, une valeur limite de J à partir de laquelle

les mouvements libratoires peuvent apparaître. Nous noterons cette valeur Ju

(”11” pour libration libre). Elle correspond à la valeur de J minimum atteinte sur

la séparatrice Cs. Cette valeur minimum est atteinte pour l = -. Nous savons que

la valeur de F0 sur la séparatrice est Nous pouvons donc déterminer, d’après la

relation (2.4), la valeur de Ju en fonction uniquement du coefficient de triaxialité :

Ju = arccos f

Pour toute valeur de J inférieure à Ju ou supérieure à (7r — Ju), il n’est pas possible

d’avoir un mouvement de libration.

• On peut également définir, dans le cas non dissipatif, une probabilité Pu de choisir

des conditions initiales telles que le corps (S) ait un mouvement libratoire dans

l’espace des phases (/ x L). Cette probabilité correspond, par exemple pour Mars,

à l’aire de la surface délimitée par la séparatrice Cs sur la figure [2.4], en prenant

comme unité, l’aire de la surface du demi-espace des phases ([0,7r] x [—G,G]).

L’aire de cette surface peut s’écrire :

pu = éolL(J“)dl (2-6)
Nous voyons, d’après la définition d’une action (cf. Chapitre 1), que Pu peut

s’écrire —, où L est l’action associée à L. Or, dans le sous-chapitre suivant 2.4,

nous donnons l’expression suivante : L = GfA0((| — J), k) (cf. relation (2.20)). La
fonction A0 est la fonction de Heuman définie dans l’annexe I. Dans le cas de la

séparatrice Cs, qui est le cas qui nous intéresse ici, J = Ju et k = 1. Nous pouvons

donc écrire la relation suivante :

(2.7)

Cette probabilité peut, par exemple, servir dans le cas d’une collision entre deux

astéroïdes pour déterminer, après l’impact, les chances que chacun des corps a

d’être en rotation ou en libration.
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Nous pouvons déduire entièrement des courbes isoénergétiques dans l’espace restreint

plan le mouvement du vecteur moment cinétique, que nous noterons L, dans le repère

lié aux axes principaux d’inertie du corps rigide. Les coordonnées de L dans ce repère

sont, d’après les relations (2.1) :

La = G sin J sin l

Lb = G sin J cos/ (2.8)

Le = G cos J

Les deux graphiques suivants, [2.6] et [2.7], représentent schématiquement ces mouve

ments respectivement pour Mars et la Lune. Il est vrai que l’espace des phases restreint

(/ x L) ne nous donne pas d’information sur la variable g. Cependant, cela n’est pas

gênant en soi, le vecteur L n’étant pas influencé par la rotation d’angle g que subit

le repère des axes principaux d’inertie par rapport au repère inertiel, du fait que l’axe

même de cette rotation est celui porté par le vecteur L. Pour représenter le mouve

ment du vecteur L, il suffit de recouvrir la sphère unité par l’espace restreint représenté

précédemment dans le plan. La sphère a été déformée en un ellipsoïde exagéré afin de

bien mettre en évidence les axes d’inertie principaux : OA, OB, OC sont respectivement

l’axe de moment d’inertie minimal, l’axe de moment d’inertie intermédiaire, et l’axe de

moment d’inertie maximal.

Fig. 2.6: Mouvement du moment angulaire L dans le repère des axes principaux d’inertie

pour Mars.
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Fig. 2.7: Mouvement du Moment angulaire dans le repère des axes principaux d’inertie

pour la Lune.

Les points particuliers, pour lesquels le vecteur L est immobile dans le repère des

axes d’inertie, sont au nombre de six. Les quatre premiers sont directement visibles dans

l’espace plan (l x J) en n’oubliant pas que les graphiques [2.5] ou [2.4] ne représentent

que la moitié de cet espace.

• Les premiers, de coordonnées (f, f ) et (^, |) dans le plan (/ x J), correspondent
au cas particulier où le Hamiltonien F0 atteint son maximum : F0Max = —. Ces

points correspondent aux cas où le vecteur L est orienté dans le sens de l’axe de

moment d’inertie minimal OA ou dans le sens opposé (voir ces points d’équilibre

sur les ellipsoïdes [2.6] et [2.7]).

• Les deux autres, de coordonnées (0, |) et (7r, |), correspondent au cas particulier
où F0 = —. Ces points correspondent aux cas où le vecteur L est orienté dans le

sens de l’axe de moment d’inertie intermédiaire OB ou dans le sens opposé.

• Nous voyons enfin apparaître deux points fixes supplémentaires, pour J = 0 et

J = 7r, quand nous projetons l’espace restreint plan sur l’ellipsoïde. Ces points

correspondent au cas où le Hamiltonien F0 atteint son minimum : F0Mm = —.

C’est le cas où le moment cinétique est orienté dans le sens de l’axe de moment

d’inertie maximal OC ou dans le sens opposé.
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Remarque 2 :

En regardant les courbes parcourues par le moment cinétique L, sur l’ellipsoïde,

nous nous apercevons qu’il n’y a pas de différences topologiques entre les courbes

qui tournent autour de l’axe de moment d’inertie OC et celles qui tournent autour

de l’axe OA.

Nous en déduisons, qu’il est possible d’inverser dans le repère (Rj) l’axe de moment

d’inertie minimum OA et l’axe de moment d’inertie maximal OC sans changer la

formulation théorique de notre problème. Dans ce cas :

• Les variables h, G, H et le point T ne seront pas modifiées (cf. schéma [2.1]).

• L’équateur sera défini comme le plan formé par les deux vecteurs (OC, OB).

• La variable ça, qui remplacera la variable g, sera l’angle entre le point T,

(défini dans le Chapitre 2.2), et le noeud ascendant Pa du "nouvel équateur”

sur le plan normal au moment cinétique.

• La variable (O), qui remplacera la variable /, indiquera la position du vecteur

OC à partir du point Pa-

• Enfin, la variable La qui remplacera la variable L sera la projection du mo

ment cinétique sur l’axe OA. La = GcosJa avec Ja l’angle entre le moment

cinétique et l’axe OA.

Fig. 2.8: Lien entre les variables (gJ, J) et (ça,Ia, Ja)-
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En gardant les notations du schéma [2.1], les nouvelles variables (qa,Ia, Ja, La)

sont représentées sur le graphique [2.8]. Le Hamiltonien du problème se notera de

la même manière en inversant A et C dans la relation (2.3) et en remplaçant les

variables comme nous venons de le spécifier ci-dessus. De même, nous pourrons

définir : A- = (-L - - (- + —) j et : 6a = - ^ ^ Da qui remplaceront e et D
dans le relation (2.4).

L’écriture, avec ces nouvelles variables, simplifiera l’étude du cas de la rotation le

long de l’axe de moment d’inertie minimal OA (développée dans la partie suivante).

Cette remarque fait disparaître la différence que nous faisions entre mouvement

de libration et mouvement de rotation. Suivant le groupe de variables que nous

choisissons, (h, g, /, H, G, L) ou (h, ga, Ia, H, G, La), un mouvement de libration de

viendra un mouvement de rotation et inversement. Nous continuerons cependant

à appeler rotation le mouvement circulaire autour de l’axe de moment d’inertie

maximal OC et libration le mouvement circulaire autour de l’axe de moment

d’inertie minimal OA

Remarque 3 :

L’angle J est l’écart angulaire entre le vecteur de moment cinétique et l’axe de

moment d’inertie maximal OC qui correspond au rayon minimal c.

Or, des corps comme la Lune et Mars sont particuliers :

• H, R, G ont des valeurs voisines. Donc, le moment cinétique L est voisin du

vecteur de rotation instantanée u d’après les coordonnées de L dans le repère

Ri ( cf. les équations (2.1)).

• Il ne s’agit pas de corps rigides mais élastiques. Leur rotation influe sur leur

géométrie. Entre autres, un aplatissement se crée suivant la direction de l’axe

de rotation.

Donc OC est proche de L et, par là même, J est petit.

Pour la Lune, J est d’environ 100 mas (millisecondes d’arc). Pour Mars, du fait

que le mouvement du pôle n’a pas encore pu être observé, J n’est pas connu mais

il doit être également très faible. Pour la Terre, J est de l’ordre de 1.10-6 radian.

Pour tous ces corps, la valeur de J est très nettement inférieure à la variable Ju de

chacun d’entre eux, (la valeur Ju de la Lune, d’après la relation (2.5), est de 53°,

et est la plus petite des trois corps).
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Remarque 4 :

Une autre remarque a tendance à nous faire penser que l’angle J est faible pour la

plupart des corps célestes, c’est le fait que la rotation autour de l’axe de moment

d’inertie minimum A correspond à un maximum du Hamiltonien du mouvement de

rotation libre F0, (F0Max = —) tandis que la rotation autour de l’axe de moment

d’inertie maximal C correspond à un minimum de F0, (F0Mm = —). Donc, dans

le cas le plus classique d’une dissipation d’énergie, le système aura tendance à

rapprocher son axe de rotation de l’axe OC et donc l’angle J de 0.

Le mouvement de libration libre n’est donc possible pour ces corps que si leur

vitesse de dissipation d’énergie de rotation est particulièrement faible. Par ”par

ticulièrement faible”, nous entendons que le temps r nécessaire à ces corps pour

passer d’un état de rotation initiale quelconque à une rotation suivant l’axe de

moment d’inertie maximal OC est comparable à l’âge du système solaire (soit 4.5

milliard d’années). Il est vrai qu’une collision avec d’autres astéroïdes peut "ré

initialiser” la rotation d’un corps céleste et reintroduire un mouvement de libration.

Cependant, le temps estimé généralement pour une collision entre deux astéroïdes

est particulièrement long et les chocs sont donc très peu probables.

L’estimation de cette période de dissipation r est particulièrement difficile et

imprécise. Burns et Safronov, (1973), ont entrepris d’estimer la vitesse de dis

sipation d’énergie de rotation dûe aux efforts et déformations internes pour un

astéroïde dont le mouvement de libration est de faible amplitude. Ils en ont déduit

une estimation de la période de dissipation r. Il est vrai que pour de fortes ampli

tudes de libration, la vitesse de dissipation de l’énergie de rotation doit être plus

importante que celle estimée par Burns et Safronov, mais leur expression de r sera

cependant une borne supérieure à la période de dissipation des corps célestes. Ils

expriment r de la manière suivante :

liQ

pK\r2{jjz
(2.9)

Avec p représentant la rigidité du matériau composant l’astéroïde, Q le rapport

entre l’énergie contenue dans une oscillation et l’énergie perdue à chaque oscillation,

p est la densité moyenne de l’astéroïde, JLf un coefficient dépendant de la forme de

l’astéroïde, (~ 0.01 si c’est un corps proche de la sphère et ~ 0.1 si c’est un corps

irrégulier), r le rayon moyen de l’astéroïde et u la vitesse angulaire de rotation

de l’astéroïde. Nous remarquons entre autres que les corps dont le coefficient de

triaxialité e est important ont leur constante iLf également importante et donc
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ont une période de dissipation plus courte. Comme nous l’avons vu, ces mêmes

corps ont leur probabilité Pu d’avoir un mouvement de libration libre initialement

supérieur à celle des astéroïdes ayant un coefficient e plus faible. Mais il semble que

ce mouvement se dissipe d’autant plus vite d’après la relation (2.9). Les résultats

obtenus par Burns et Safronov, avec différents astéroïdes pour r, étaient compris

entre 105 et 108 ans. Il semblait donc impossible d’après leurs estimations, non

seulement d’avoir un mouvement de libration libre, mais encore d’avoir un axe de

rotation différent de l’axe OC.

Cependant beaucoup de corps découverts par la suite présentent une période

de rotation beaucoup plus longue que celles observées jusqu’en 1973. En 1973,

l’astéroïdont la période de rotation était la plus longue était 532 Herculina, avec

une période de 18.8 heures. L’observation de 4179 Toutatis, observé en 1993,

révéla une période d’environ 7 jours. Or comme nous le voyons dans la relation

(2.9), la vitesse de rotation est un paramètre très important dans la détermination

de r. Cette remarque à été faite en 1994 par Harris (1994), qui a redéterminé

cette période r en réactualisant les variables p et Q, en fixant K$ à une valeur

intèrmédiaire de 0.03, et en rajoutant les nouveaux astéroïdes observés depuis

1973. Il a pu ainsi définir une relation simple entre la période de rotation P d’un

astéroïde, son diamètre D et sa période de dissipation r :

P = 17(2.10)

En positionnant chaque astéroïde dans le plan (logP x logP) et en traçant pour

différentes valeurs de r, (108 ans, 109 ans et 4.5 * 109 ans), logP en fonction de

log D grâce à l’équation (2.10), Harris a pu identifier une douzaine d’astéroïdes qui

peuvent avoir, encore maintenant, une rotation dont l’axe n’est pas parallèle à l’axe

OC, (c’est l’ensemble des astéroïdes qui se trouvent dans la partie inférieure du

graphique [2.9] délimité par la droite définie par r = 4.5 * 109 ans). 4179 Toutatis,

qui fait partie de ces astéroïdes, a été observé par Radar lors de son passage au

voisinage de la Terre par Hudson et Ostro (1995). Son mouvement semble être,

comme nous le verrons dans le chapitre suivant, un mouvement de libration libre.

Cela valide les estimations faites par Harris pour cette période r, et prouve de

manière observationnelle l’existence de tels mouvements et donc l’intérêt de leur

étude théorique plus approfondie.
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Fig. 2.9: Graphique (log,log) de Harris (1994), présentant la position des différents

astéroïdes existant en fonction de leur diamètre D et de leur période de rotation P.

* * *
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2.4 Résolution à l’aide des intégrales elliptiques

La méthode que nous utilisons pour résoudre analytiquement les équations du mouve

ment de rotation libre d’un corps rigide consiste, comme dans le premier chapitre, à

remplacer, grâce à un changement de variables canoniques, le moment L par l’action qui

lui est associée et que nous noterons L. Cette méthode de résolution du problème de la

rotation libre d’un corps rigide a déjà été entreprise par Kinoshita dans les années 1970

(cf. (Kinoshita, 1972) et (Kinoshita, 1992)). Nous nous en inspirons. La différence es

sentielle entre le Hamiltonien du problème de la rotation libre d’un corps rigide, (défini

par la relation (2.3) ou (2.4)), et le Hamiltonien du pendule, (défini par la relation

(1.1), est la présence supplémentaire de la variable G. Mais, comme nous l’avons re

marqué précédemment, G est une constante du mouvement, (g n’apparaissant pas dans

le Hamiltonien F0).

Pour faciliter les calculs, nous introduisons des changements de variables in

termédiaires à l’aide de la fonction caractéristique S (g,/, ai,a2) où oq et a2 sont des

constantes du mouvement. Nous prenons par exemple :

ot 1 — Fq

ol2
dFo

dg
= G

Par définition même de S, nous contraignons cette fonction ainsi :

G

L =

u 1

U2

dS]

dg J

(f)
dS

dai

' dS

da9

— Ol2

Nous pouvons alors écrire le Hamiltonien sous la forme suivante qui correspond à

l’équation de Hamilton-Jacobi :

(2.11)
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La résolution de cette équation aux dérivées partielles, et donc l’existence même

de la fonction caractéristique 5, va assurer, d’une part, une transformation canonique

entre les variables (g, l, G, L) et (ni, it2, ai, a2), et, d’autre part, l’intégration possible du

système1.

Grâce à l’équation de Hamilton-Jacobi (2.11), nous voyons que nous pouvons ex

primer — uniquement en fonction de la variable l et des constantes oq = F0 et

a2 = G = ||. Nous pouvons donc obtenir la fonction 5(g,/,o:i,a;2), à une constante
près, par l’intégration de — par rapport à la variable L Nous obtenons la relation

suivante :

5
'7 — ea\ cos (2Z)

1 — e cos 21
dl + Oi2g (2.12)

Avec 7 une constante égale à D

Les dérivées partielles de S par rapport à ai et a2 s’écrivent sous la forme suivante :

Ui =

u2 =

dS

dai

dS

da2

dS dy dS
—— = 2D—
d'y dai dy

(2.13)

D’autre part, du fait que le Hamiltonien F0 dépend uniquement du moment ai

(Fo = ai), nous pouvons également écrire u\ et u2 à l’aide des constantes d’intégration

f5\ et /32 de la manière suivante :

dF

ui = —— x t + pi = (t + pi)
OOt 1

dF0 , . n n
u2 — — X t + p2 — fi2

doi2

Nous définissons un autre groupe de variables canoniques (g,l,G,L), dont les mo

ments G et L, associés respectivement à g et /, sont encore des constantes du mouve

ment : G — G et L = G cos J où J est la valeur de J quand l = tt/2 (ou encore la valeur

minimale de J d’après le graphique [2.10]). Nous voyons que, quelle que soit la courbe

d’isoénergie, celle-ci coupe la droite l = 7r/2. La variable J est donc toujours définie.

'Pour la démonstration du théorème de Hamilton-Jacobi voir par exemple Chazy (1953).
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Fig. 2.10: Lien entre l’espace (l x J) et (/ x J).

Avec ces variables, le Hamiltonien F0 s’écrit très simplement en fonction uniquement

des nouveaux moments. Pour obtenir l’expression de F0, il suffit de remplacer l par tt/2

dans la relation définissant F0 en fonction des variables d’Andoyer (2.3) :

F0 =
sin2 J cos2 J

A
+

C
(2.14)

De plus, nous savons que pour la séparatrice passant par des J < tt/2, J est égale à

Ju dont nous avons déterminé le cosinus : cos Ja = — .

• Si J < Ja ou J > (7T — J//), alors, le mouvement est une rotation.

• Si Ju < J < (7T — Jn), alors, le mouvement est une libration.

Dans le cas d’axisymétrie, c’est à dire dans le cas où A = B: ou encore où e = 0, nous

voyons, toujours grâce à la relation (2.3), que le Hamiltonien F0 s’écrit avec les variables

d’Andoyer sous une forme identique à (2.14), où J remplace J. Nous en déduisons que

quand e = 0, L = L.

Remarque 1 : Nous déduisons de la symétrie par rapport à l’axe J = 90° des

diagrammes des phases [2.4] et [2.5], respectivement pour Mars et pour la Lune, que

l’étude peut être restreinte au cas où J est compris entre [0°, 90°]. En effet, le cas ou

J est compris entre [90°, 180°] peut se ramener au cas précédent par le changement

de variables canoniques : L3 = —L = Gcosj et l = —où j = 180° — J. A partir

de maintenant on prendra J compris dans l’intervalle [0°,90°].

En se rappelant que ai = F0 et <a2 = G = G et en s’aidant des relations (2.13) et

(2.14), les variables angulaires g et /, associées respectivement aux moments G et Z,
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sont déterminées par les dérivées partielles suivantes de S(g,l,G, L) :

dS

9 ~ dG

ï=d-l
8L

dS 9a, dS

dai dG

dS dai

dai dL

+
da,'

— + Pi) + 02

L (1 + e)
D

(t + 0i)

Cependant, si nous gardons ces moments, des termes mixtes séculaires vont ap

paraître dans le développement des perturbations (Kinoshita, 1972). Pour éviter cette

complication, nous introduisons, comme nous l’avions fait dans le premier chapitre, les

variables d’action G et L comme nouveaux moments, (g et l étant respectivement leurs

variables angulaires associées). Les variables d’action s’expriment ainsi :

G

L

G

1 r 17 — eG2 cos (21)
2n f V 1 — e cos 21 (2.15)

7 pouvant s’exprimer en fonction de L et G : (1 + e)L2 — eG Dans le cas où

e = 0, les actions G et L sont égales aux variables d’Andoyer G et L car d’après la

è f 'SVàl =L = L.relation (2.15), L

En s’inspirant de la relation liant, dans le problème képlerien, l’anomalie excentrique

à l’anomalie vraie, Kinoshita définit une variable intermédiaire ô liant la variable

d’Andoyer l au coefficient de triaxialité e de la manière suivante :

cos 21 =
cos 2ô + e

1 + e cos 25
(2.16)

En nous servant de la tangente des angles moitiés, la relation devient : tan / = J—— tan ô.

Nous en déduisons l’égalité entre les formes différentielles dl et dô : dl =_
1+e cos 25

dô.

En remplaçant / par ô dans l’équation (2.15), L peut alors s’exprimer à l’aide des

variables L, G et ô de la manière suivante :

Avec :

L
\J(1 — k2 cos2 ô)

1 + e cos 25
(2.17)

k, = (M) et b =
G2

L2 (soit en fonction de J, b = cos 2 J).
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Remarque 2 : Jusqu’ici, toutes les relations que nous établissions étaient valables

aussi bien dans le cas de la rotation libre que dans le cas de la libration libre.

Cependant le cas qui nous intéresse le plus est celui de la rotation libre. En effet,

nous savons que pour la plupart des corps célestes, il ne peut y avoir longtemps un

mouvement de libration libre du fait que l’angle J a tendance à tendre vers 0 (voir

les Remarques 3 et 4 de la Partie précédente). Nous continuons donc cet exposé

en nous plaçant uniquement dans le cas de la rotation libre.

Remarque 3 : D’autre part, comme nous l’avons remarqué à la fin de la partie (2.2),

il est possible moyennant l’inversion des axes de moment d’inertie OA et OC dans le

repère Ri de définir de nouveaux angles (ga, Ia, Ja) pour lesquels le mouvement de

libration autour de l’axe de moment d’inertie minimal OA devient un mouvement

de rotation. Tous les calculs qui vont suivre peuvent donc être transposés au cas

des librations en remplaçant les variables {g, /, J, A, C, e, D) respectivement par les

variables (ga, Ia> Ja, C, A, e^, Da). Nous traiterons donc, ce faisant, l’ensemble du

problème (rotation libre et libration libre).

Dans le cas défini par la remarque 2, nous faisons le changement de variables suivant

dans l’intégrale (2.17) :

ô = am(u) + — (2.18)

où am est une fonction de Jacobi appelée : la ” fonction amplitude” et définie dans

l’annexe I. Inversement, l’expression de u en fonction de ô est d’après la définition de

am :

u F({ô-n/2),k)= f
J 7T /2 y/l — k2 COS2 Ô

dô (2.19)

où T est l’intégrale elliptique de première espèce déjà utilisée dans le Chapitre 1 et

également définie dans l’annexe I.

L’ intégrale (2.17) peut alors s’écrire à l’aide des intégrales elliptiques de premières

et secondes espèces par l’intermédiaire de la fonction de Heuman A0 :

L — GA0 (g,fc)

(2.20)

La définition de la fonction Ao ainsi que la démonstration de la relation ci-dessus

sont développées dans les annexes I et II. La variable Ç est égale à (tt/2 — J).
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A partir de ces relations, nous voulons donner l’expression de /, g et de la variable u

en fonction du temps t et l’expression du moment cinétique L, dans le repère des axes

principaux d’inertie Rj, en fonction de u et J.

Expression de l et g en fonction du temps t.

En considérant G comme une constante, nous pouvons regarder F0 comme un

Hamiltonien à un degré de liberté. Nous savons donc, d’après le sous-chapitre 1.4,

que le Hamiltonien F0 va s’exprimer uniquement en fonction des moments G et L.

Cela implique que les variables g et l sont des applications affines du temps.

Nous déterminons leur moyen mouvement constant respectivement nj et ng :

DFq dai dL

U‘ ~ ~dL ~ ~dLdl
dF0 dai dL dai

77 - = = = 4- —

9 dG dL dG dG

Du fait que la fonction permettant le passage de (G,L) à ((5,L) est un

difféomorphisme, que = 1 et = |C = 0, on dispose des relations :

fl = (fl) f§ = — ff lé- D’autre part, en utilisant la relation (2.14) liant G,
L et F0 = «i, les moyens mouvements deviennent :

L(l+ e) (dL
1 D \dL

TT

2KD
1 - e

(2.21)

V 9L
n* = AG- n‘9G

1

— ~ n'Ao + + e)

Les expressions de et sont déterminées dans l’annexe II. JC est l’intégrale

elliptique complète de première espèce de paramètre k. Nous avons déjà utilisé

JC dans le premier chapitre et sa définition est donnée dans l’annexe I. Si nous

voulons exprimer l et g avec ni et n~g, on revient à la fonction caractéristique S et

on a :

l =

9 =

j(t + fii)

dS_
dG

Ug(t + fil) + fi2

= n-{ x t

= n-g xt + g0
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Nous souciant de simplifier les expressions, nous choisissons l’instant t = 0 tel que

l = 0 et nous notons go la valeur de g à cet instant. Cela implique que /3\ = 0 et

/^2 = ~go-

Expression de u en fonction du temps t

En dérivant la relation (2.12) par rapport à 7 et en remplaçant dans cette expres

sion l par ô grâce à la relation (2.16), puis ô par u grâce à la relation (2.19), nous

remarquons que dS/d^f s’écrit sous la forme suivante :

as;
d'y

1

üy(l-e?)
I'ô 1

Jtt/2 \/l — k2 cos2 ô
dS

1

2LsJ(l - e*)
(2.22)

Et, en utilisant la relation (2.13), nous arrivons à exprimer la variable u en fonction

du temps t :

U = y/l - e2— (t + fil)

En utilisant la valeur de la relation (2.21) pour rq~, u s’exprime à l’aide de / de la
manière suivante :

Q
— — COS Jy/l — e2 X t + Uq

u

2/C ~
/ + Uo

7r

(2.23)

où uo est la valeur de u à t = 0. Si nous prenons, comme précédemment, = 0,

alors uo = 0. Cela implique, d’après les relations (2.16) et (2.18), que / = 0 à

l’instant t = 0. Nous noterons dans la suite nu la dérivée de u par rapport au

temps t.

Expression du moment cinétique L en fonction de u et J

En égalisant la relation (2.3) et la relation (2.14), on peut exprimer L en fonction

de L et l : L = L^1+ei-ecos2i°S2~1 A Partir de cette relation, les coordonnées

du moment cinétique L dans le repère Ri (cf. relations (2.8)), peuvent s’écrire en

remplaçant l par S puis ô par u à l’aide de la formule (2.16) et (2.18) sous la forme

suivante :



74 Chapitre 2

G cos J = L = Lc = L [yj\ - k2 cos2 (5) = G cos J dn(u)

G sin J sin l = = y/G2 — L2 sin l = G sin J en (u)

G sin J cos l = Lb = \/G2 — L2 cos l — —G 1 +e J ( \
sin J sn (u)

1 — e

(2.24)

Les fonctions sn, en et dn sont des fonctions de Jacobi définies dans l’annexe I. Par

définition, sn(iz), cn(u) et dn(u) sont des fonctions périodiques de même période.

Leur période est égale à 4fC/nu. Ces trois dernières relations permettent d’exprimer

les variables / et J en fonction des variables J et u et de la constante e.

Avec l’ensemble des ces relations, nous avons tous les éléments pour déterminer J et

l en fonction du temps t par l’intermédiaire de e, de u et de J. Nous pouvons remarquer

une chose particulièrement importante pour la suite : le moyen mouvement de /, que

nous noterons dans la suite n/, correspond à la fréquence nj.

ni = nj

En effet, d’après les relations (2.24), la période de sin/ égale à 2n/ni, et la période

de en (u) égale à 4JC/nu, sont les mêmes. Or, d’après la relation (2.23) : 4K/nu = 2n/nz~.

Donc ni = nj.

Nous ne nous sommes, cependant, pas encore intéressés à ce qui se passe pour la

variable d’Andoyer g. En effet, nous ne nous sommes penchés, jusqu’ici, que sur le mou

vement de l’axe de moment cinétique qui est, comme nous l’avons vu dans la Partie 2.3,

indépendant de cette variable.

Expression de g en fonction du temps t.

Pour l’expression de g, nous revenons à l’équation (2.13)

daç
= p2 = 9o

En utilisant la définition de S par une intégrale, (2.12), nous exprimons dS/da2
ainsi :

dS

da9
= - - + - GD— - eG

A B

dS cos 21

<9q ^/2 J7 — ea2 cos 21 y/1 - ecos 21
dl -f- g
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En remplaçant l par ô dans cette relation et en utilisant (2.13), nous pouvons ex

primer g en fonction du temps t :

9gl> as _ g(i + e) a i ^ _
C <9y ZvT^i/2 (l + acos25)v/r^F^5

où a = (—J • En utilisant l’intégrale elliptique de troisième espèce, ü, décrite dans
l’annexe I, et en remplaçant dS/d7 à l’aide de l’expression (2.13), nous obtenons

la relation suivante pour g :

9

G

C
xt —

G_
nu

TI (am(u), a, k) + g0 (2.25)

Nous voyons qu’à l’instant t — 0, g = g0 car 11(0, a, k) = 0. D’autre part, nous

pouvons remarquer que le moyen mouvement de g, que nous noterons nfl, est la

fréquence n-g. En effet, ng peut s’écrire, grâce à l’expression de II(7r/2, a, k) en

fonction de la fonction de Heuman A0 (cf. annexe II), ainsi :

n.

G fi 2Gn,

C \C AJ 7rnu
K sin2 J — —A0(£, /c) Ji-p cos J

En nous servant de la relation (2.23) liant la variable u à /, nous exprimons nu

sous la forme nu = — et obtenons pour la variable ng la valeur suivante :

n
9

G

A+VC AJ G
L 7r

DK 2
-vT^Ao(C^)

Nous avons vu, (première relation de (2.21)), que ni =
7tL

2ÏCD 1 — e2). En

parant ng avec la deuxième relation de (2.21) nous voyons que ng et ng sont

tiques : le moyen mouvement de g est donc égal à la fréquence angulaire de

com-

iden-

9-

Remarque 4 : Nous venons donc de décrire entièrement le mouvement de rotation

libre d’un corps rigide dans le cas où J < Ju: (c’est le cas d’une rotation autour

de l’axe de moment d’inertie maximal, OC). Comme nous le précisions dans

la Remarque 3, nous pouvons transposer l’ensemble de ces résultats et les faire

coïncider avec le cas de la libration, (rotation autour de l’axe de moment d’inertie

minimal), en utilisant un nouveau jeu de variables.
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Les résultats dans chacun de ces deux cas : J < Ju et 90° < J < Ju, sont résumés

dans le tableau page 93. Pour avoir les résultats dans les cas où J > 90°, il suffit,

d’après la Remarque 1, de remplacer dans le tableau page 93 : l par —Z, L par — L

et J par 180° — J.

Les moyens mouvements de l et g en fonction de A, B et C :

L’intérêt majeur de cette étude est la détermination analytique des fréquences des

variables g et l données par les relations (2.21). En effet, comme nous venons de le

montrer, ces fréquences sont égales respectivement aux moyens mouvements de g et

de /.

D’après (2.21), les valeurs de ni et ng dépendent de trois coefficients représentant des

caractéristiques physiques du corps (5) : par exemple, les moments d’inertie principaux

A, B, et C. Elles dépendent également du moment cinétique L de (S) par l’intermédiaire

de sa norme G et de l’angle J.

Cette dépendance entre les moyens mouvements de l et de g, et l’angle J est

importante. Elle correspond dans le cas du pendule à la dépendance entre la période du

pendule et l’angle maximum 0O de l’oscillation. Souvent, comme nous l’avons précisé,

en astronomie, beaucoup de corps observés présentent un angle J peu important et donc

la valeur de ng et ni quand J = 0 est une bonne approximation des fréquences réelles de

la rotation de ces corps. Mais nous avons vu dans la Remarque 4 du chapitre précédent

que, pour certains corps célestes, on pouvait s’attendre à observer, (et parfois même cela

a été observé), un angle J important. Dans ces cas, les astronomes ont souvent recours

à l’intégration numérique pour estimer ces fréquences. Or, comme nous l’avons vu, il

existe une formulation analytique directe de ces fréquences quelle que soit la valeur de

J (cf. relations (2.21)).

ng et ni dépendent également de la variable G mais, pour ces moyens mouvements,

G n’est qu’un facteur de proportionnalité, (ce qui est logique d’après la Remarque 1 du

Chapitre 2.3).

Par ailleurs, deux paramètres physiques de (5), indépendants, suffisent pour notre

étude, le troisième n’étant plus, comme G, qu’un coefficient de proportionnalité. On

peut s’en convaincre facilement en multipliant par C la relation (2.3) définissant le

Hamiltonien Fq de notre problème : Fq est alors inversement proportionnel à C, et

dépend des deux rapports — et § qui peuvent s’exprimer en fonction de e, le coefficient
de triaxialité, et de

Nous choisissons donc de normaliser les fréquences ni et ng par - et de les présenter

respectivement sur les graphiques [2.11] et [2.12]. Nous noterons ces deux fréquences
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ni

Fig. 2.11: Fréquences ni.

Fig. 2.12: Fréquences n2.
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normalisées : n\ = —ni~ et n2 = ng — . Elles ne dépendent plus que de deux paramètres

physiques, e et —, et de l’angle J. En fonction de ces coefficients, elles s’écrivent ainsi :

7T c

D

77-2 — 1 + Ti\ Aq

JC

C-

.D.

2

- COS J

(1 + e) sin2 J

L’axe des abscisses des graphiques [2.11] et [2.12] représente le coefficient de triaxialité

e variant entre [0,1]. L’axe des ordonnées représente le coefficient (—§) variant dans
l’intervalle [0, +oo], que nous représentons sur les graphiques dans l’intervalle [0, 2]. Les

différentes surfaces correspondent à la valeur de la fréquence ni ou n2 pour différentes

valeurs de J : 0°, 10°,..., 90°.

Remarque 5 : Ces graphiques peuvent également être utilisés pour décrire le cas

de la libration. A ce moment là, l’axe des abscisses correspond à e^, l’axe des or

données à les surfaces du premier graphique représentent la fréquence

n\A = —niA^ suivant différentes valeurs de Ja-, et les surfaces du deuxième
graphique représentent la fréquence u2a = ngA^ suivant différentes valeurs de
Ja-

En faisant des sections de ces graphiques pour — constant ou pour e constant, nous

voyons la modification des fréquences en fonction d’un seul des paramètres physiques.

• Pour e constant, (e = 0.02 sur le graphique [2.13] et e = 0.1 sur le graphique

[2.15]), nous voyons que les fréquences ni et n2 sont proportionelles à D’autre

part les surfaces n’apparaissent plus toutes. En effet, pour certaines valeurs de J,

(J > Jn(e = 0.02) = 78.6° pour le graphique [2.13] et J > Ju(e = 0.1) = 64.8°

pour le graphique [2.15]), la valeur de e que nous avons fixée n’est jamais atteinte.

• La section pour — constant, (-- = —1 sur les graphiques [2.14] et [2.16]), est plus

intéressante. Elle permet d’approximer rapidement les moyens mouvements de la

rotation libre de tout corps céleste en fonction de sa triaxialité e et de l’angle J.

En effet, tout corps céleste va se positionner sur chacun de ces graphiques en un

unique point image si on connait les deux quantités qui caractérisent sa rotation,

c’est à dire e et J. Nous pouvons déduire e, le coefficient de triaxialité de ce

corps, de sa géométrie et de son potentiel gravitationel ; J peut, lui, être déduit de

l’observation de l’axe instantané de rotation de ce corps. On obtiendra le moyen

mouvement de /, en multipliant l’ordonnée du point image dans le graphique [2.14],

par -. On obtiendra le moyen mouvement de g, en mutipliant l’ordonnée du point

image dans le graphique [2.16], par - et en ajoutant % — %
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Fig. 2.13: Fréquence n\ en fonction de (——) et J pour e = 0.02.

Fig. 2.14: Fréquence n\ en fonction de e et J pour — = — 1.
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Remarque 6 : Le rapport - est très proche pour Mars ou la Lune de la norme de

la vitesse de rotation û. En effet, à l’instar de beaucoup de corps célestes, ils ont

leur axe de rotation très proche de l’axe OC et donc la norme de leur moment

cinétique s’écrit, d’après la relation (2.1) : G ~ Cu.

Le graphique [2.14], (ni en fonction de e et J) est l’équivalent en fréquence du

graphique [1.4] que nous avons tracé pour le pendule en période, (période d’oscillation

du pendule en fonction de l’angle maximum de cette oscillation).

La courbe d’équation n2 = 2 — e sur le graphique [2.16], (tracée en rouge), correspond

à la valeur du moyen mouvement de g dans le cas où le système tend vers la séparatrice

entre mouvement de libration et mouvement de rotation. Dans ce cas-là, logiquement,

comme nous l’observons sur le graphique [2.14], le moyen mouvement de l s’annule.

Nous avons représenté sur ces graphiques les positions correspondant au cas de Mars,

de la Lune, de Phobos, (satellite de Mars), de 4179-Toutatis et de Halley pour différents

modèles notés H\, H2, et H4 que nous expliciterons plus tard. Pour ces trois derniers

corps, Phobos, Toutatis et Halley, nous avons calculé le coefficient de triaxialité à partir

de leurs trois rayons principaux, en supposant qu’il s’agissait d’ellipsoïdes de densité

uniforme. Soit :

( A = f + c2) B = f (a2 + c2) C = f (a2 + b2)
\ „ _ (2-26)
( ^ C4-I(64+a4)

En prenant les valeurs suivantes des rayons principaux de ces trois corps, nous pouvons

déterminer tous les paramètres liés à la géométrie de ces corps :

Corps céleste û(km) 6(km) c(km) e <2a
c

D

A

Da Jli (°) Pu

Phobos1 14 11 10 0.719 0.0889 -0.25 0.2781 23.85 0.7351

4179-Toutatis2 4.26 2.03 1.70 0.947 0.0136 -1.12 0.676 9.44 0.8951

P/Halley3 16 8 7 0.948 0.0136 -0.9405 0.6382 9.43 0.8952

Tab. 2.1: Paramètres physiques de Phobos, 4179-Toutatis et P/Halley

Pour Mars et la Lune, les paramètres caractéristiques sont définis dans le chapitre

suivant dans les tableaux [2.4], [2.5], [2.6] et [2.7].

1 d’après l’article de Chapront-Touzé, (1990)

2d’après l’article de Hudson et Ostro, (1995)

3d’après l’article de Sagdeev et al., (1989) ou l’article de Julian, (1987)
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Fig. 2.15: Fréquence n2 en fonction de (~ J) et J pour e = 0.1.

Fig. 2.16: Fréquence U2 en fonction de e et J pour § = —1.
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En faisant differentes hypothèses sur la rotation de ces trois corps, et sur la rotation

de la Terre et de la Lune, nous pouvons déterminer les valeurs de leurs fréquences de l

et de g. Nous réunissons ces valeurs en radians par jour dans le tableau suivant.

Corps céleste
G

C ni ng J

Lune 0.22997083454 -4.227286 x 10“2 (rad/ans) 0.230086571 100” < J < 200”

Mars 4 6.1242204093 -3.295893322 x 10“2 6.15717934 OII'd

Phobos 1 19.70206 -3.423283 23.12534 OII'd

4179-Toutatis 2 2 = 2.6388 nlA = 1.1602 ngA = 0.8552 J = 41.03 1

Halley (Hx) 2.856 -0.857 3.713 J = 0

Halley3 2.856 -0.850 3.672 O
II'd

Halley 5 (ff3) 2.766 -0.425 2.856 J = 6°

Halley6 § = 3.89 LOoo°odIIe n9A = 1.703
OCMII

Tab. 2.2: Fréquences des variables d’Andoyer l et g (ou la et ga) pour ces différents

corps.

Le même tableau, mais exprimé avec les périodes (en jours) et non plus avec les

fréquences angulaires, devient :

Corps céleste Tg
C

Ti T19

Lune 27.321661548 148.6340 (ans) 27.30791836

Mars 1.025956757 190.6368 1.020464

Phobos 0.318910 1.83543 0.271701

4179-Toutatis Tg = 2.3811 T1a = 5.4158 Tsa = 7.3466

Halley (Hx) 2.2 7.33 1.69

Halley 3 (H2) 2.2 7.4 1.7

Halley 5 (H3) 2.27 14.8 1.9

Halley 5 Tg = 1.
a

Tia= 7.1 T9a = 3.69

Tab. 2.3: Périodes des variables d’Andoyer l et g (ou la et ga) pour ces différents corps.

4d’après l’article de Folkner et al, (1997)

5d’après l’article de Watanabe, (1989)

4d’après l’article de Belton et al, (1991)
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Pour la comètes P/Halley, il existe plusieurs modèles pour décrire sa rotation. Nous

indiquions dans les deux tableaux [2.2] et [2.3] ainsi que sur les graphiques [2.14] et

[2.16] , les valeurs de ni et ng pour quatre de ces modèles . Ces quatres modèles sont :

• H\ qui correspond au cas où J = 0 et avec (7 : 8 : 16) les dimensions respectives des

axes (a : b : c) en kilomètres,

• H2 qui correspond au cas proposé par Julian (1987) et Sagdeev (1989), avec (7 : 8 : 16),

• H3 qui correspond au cas proposé par Watanabe (1989), avec (7.5 : 8 : 16),

• Hi qui correspond au cas proposé par Belton (1991), avec (8.5 : 8.5 : 16). Pour ce

dernier, il s’agit d’une libration et donc, selon la Remarque 5, les graphiques [2.14] et

[2.16] représentent respectivement la valeur de niA et n9A en fonction de ea en abscisse

tandis que les différentes courbes correspondent à différentes valeurs de Ja- De même,

les tableaux [2.2] et [2.3] indiquent les valeurs de niA et n(JA.

Méthode utilisée dans les tableaux précédents pour déterminer ng et ni :

* Pour la Lune, la Terre et Phobos, nous savons que J est voisin de zéro. Et donc que

G/C est voisin de u, la vitesse de rotation, qui est très bien connue. En utilisant

les relations (2.21), le calcul de ni et ng ne pose, alors, plus de problème.

* Pour 4179-Toutatis, il est également possible de déterminer l’angle J grâce aux

observations radar faites par Hudson et Ostro (1995) (cf. l’image ci-dessous).

Fig. 2.17: Une des images radar obtenues par Ostro et Hudson (1995).

Hudson et Ostro sont arrivés à déterminer les coordonnées de l’axe instantané de

rotation de 4179-Toutatis le 11 Décembre 1992 à 9 : 21 UTC dans le repère Rj des
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ua = 98°/jour

ub = 32°/jour

lüc = 20°/jour

D’après les relations (2.1) et (2.2) nous pouvons respectivement écrire les deux

relations suivantes :

2

Fo

A

O (B\
= UA +

\AJ

B 2 C 2
aUb +

+ “c

Les rapports — et j sont calculables à partir des relations (2.26). Or, d’après

(2.14), on peut écrire J en fonction de j et ^ et donc en fonction des coordonnées
cja, et ljc qui sont connues :

cos2 J
Fo 1 /G\21 M\2

A 2 O/ J \GJ A-C

On en déduit la valeur de J le 11 Décembre 1992 que nous avons utilisée (cf.

tableau [2.2]).

J = 41°.03

Nous avons calculé la valeur de Ju = 9°.44 pour 4179-Toutatis (cf. tableau [2.1]).

Nous voyons que J >> Ju. Toutatis est donc dans un mouvement de libration

selon notre terminologie, (ou encore : dans une rotation autour de l’axe d’inertie

minimum OA). Nous avons donc, selon la Remarque 5, placé 4179 Toutatis sur

les graphiques [2.14] et [2.16] qui représentent respectivement pour Toutatis n\A et

n2A en fonction de en abscisse tandis que les différentes courbes correspondent

à différentes valeurs de Ja {Ja = tt/2 — Ja — 48°.97 pour Toutatis). Les périodes

que nous obtenons pour ga et pour Ia sont respectivement 7.35 jours et 5.4158

jours (cf. tableau [2.3]) et sont proches de celles observées par Hudson et Ostro

(1995).
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* Mais, la plupart du temps, pour les comètes ou les astéroïdes, on manque de

données observationnelles sur l’angle J d’une part, mais aussi sur les rayons princi

paux (a, 6, c) du corps. C’est le cas par exemple de la comète P/Halley qui est pour

tant l’une des comètes dont les caractéristiques sont les mieux connues. Malgré des

campagnes d’observation intensive, les images obtenues, particulièrement bruitées,

ne permettent de déterminer les rayons principaux du noyau (a = 16 km :b — 8

km et c = 7 km) qu’avec une incertitude de ±0.8 km. L’image ci-dessous est une

mosaïque de 8 images prises le 13 Mars 1986 par la sonde Giotto.

Fig. 2.18: Image réalisée à partir de 8 photographies obtenues par la sonde Giotto

(1986).

Quant à l’axe de moment cinétique L de la comète de Halley, nous n’avons pas assez

d’observations pour mesurer sa direction de manière unique. En effet, le noyau de

la comète n’a été observé que trois fois lors des passages successifs des trois sondes :

Vega-1 le 6 Mars, Vega-2 le 9 Mars et Giotto le 13-14 Mars. Nous avons représenté

sur la figure [2.19] la position de l’axe de longueur maximal a du noyau de la comète

pour chacun de ces passages dans le repère écliptique cométocentrique. Cette axe

doit correspondre approximativement à la direction de l’axe de moment d’inertie

minimal OA. (Nous avons utilisé les valeurs de Samarasinha et A’Hearn (1991)).

Les cercles de 15° de rayon représentent l’imprécision à laquelle on peut s’attendre

sur chacune de ces positions. On voit sur le graphique [2.19] qu’il existe deux

possibilités distinctes pour la direction de OA lors des passages de Vega-1 (les

possibilités Vl(l) et Vl(2)) et de Giotto (G(l) et G(2)). Pour Vega-1, cela est dû

à une mauvaise mise au point de la caméra embarquée. Pour Giotto, le problème est

diffèrent : sa caméra s’est arrêtée, ne permettant pas d’avoir une vue stéréoscopique
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du noyau ; nous n’avons donc que la projection de l’axe OA sur le fond du ciel.

Cela entraîne la possibilité d’une double interprétation de la position de l’axe OA.

Fig. 2.19: Position de l’axe OA dans le repère écliptique cométocentrique lors des pas

sages successifs de Vega-1, Vega-2 et Giotto.

On est donc obligé de poser des hypothèses complémentaires ou de faire des choix

arbitraires si nous voulons essayer de déterminer le mouvement de rotation de la

comète P/Halley. Si nous choisissons comme Julian (1987), Sagdeev (1989) et

Watanabe (1989) les positions VI(1), V2(l) et G(l) pour direction de l’axe OA,

nous sommes obligés de faire appel à une période de rotation moyenne de OA

de l’ordre de 2.2 jours ou 5.1 jours pour expliquer approximativement la po

sition relative de ces points (cf Samarasinha et A’Hearn (1991)). Nous noterons

ce premier choix dans la suite par l’abréviation : J.S.W.. Si au contraire nous

choisissons comme Belton (1991), les positions Vl(2), V2(l) et G(2) pour direc

tion de l’axe OA, nous sommes obligés de faire appel à une période de rotation

moyenne de OA de l’ordre de 3.7 jours ou 8 jours. Dans la suite, nous noterons

ce choix : B. En plus de ces choix, nous devons également tenir compte des ob

servations photométriques et autres, menées depuis le sol terrestre sur la comète

de Halley qui mettent en évidence une troisième période d’une durée de environ

7.4 jours ainsi que bon nombre de ses sous-harmoniques.
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Si nous voulons décrire théoriquement la rotation d’une comète, il nous faut sur

monter une nouvelle difficulté qui n’apparaissait pas dans le cas des astéroïdes.

Dans le cas des comètes, une force d’origine non-gravitationnelle perturbe leur

rotation. Cette force, due au dégazage de la comète (sublimation plus ou moins

importante selon la proximité du Soleil), crée un couple pouvant modifier sa rota

tion. Les travaux de Peale et Lissauer (1989), visant à modéliser ce couple pour

la comète de Halley, montrent qu’il peut avoir des influences significatives sur sa

rotation, et donc qu’un modèle de rotation basé uniquement sur le mouvement

libre n’est sans doute pas adapté.

Cependant, des mesures de variation de brillance de la coma faites sur cette comète

ont conduit certains auteurs à affirmer que sa rotation sidérale reste à peu près con

stante au cours d’une révolution complète sur son orbite (Samarasinha et A’Hearn,

1991). C’est donc que la dissipation de l’énergie de rotation est négligeable en

première approximation au moins durant toute une révolution. Un calcul hydro

dynamique de l’effet du dégazage sur la rotation, basé sur la forme réelle du noyau

de cette comète est en cours (Crifo, Lagerros, Rodionov, et Szego, communication

personnelle). Leur estimation provisoire de cet effet le situe entre 1/50 de radian

par jour et 1/10 de radian par jour. Dans ces conditions, l’approximation de la

rotation du noyau de la comète de Halley par un modèle de rotation sans pertu-

bation ne reste valable à un radian prés que sur une durée variant entre 5 et 20

rotations dans le cas J.S.W. et entre 3 et 15 rotations dans le cas B..

Notre propos étant d’illustrer ici le mouvement libre des corps célestes, nous allons

traiter le problème de la rotation du noyau de la comète de Halley en supposant

son mouvement arbitrairement libre. Mais nous garderons présent à l’ésprit que

ce mouvement théorique ne peut décrire le mouvement réel du noyau de la comète

que pendant un nombre particulièrement limité de rotations.

Il n’est pas possible cependant de trouver une rotation simple (c’est à dire un axe

de moment cinétique pour la comète dirigé quasi parallèlement à OC ou à OA)

avec une fréquence également de 7.4 jours qui soit compatible avec les observations

des sondes spatiales à moins d’augmenter très nettement les cercles d’incertitude

de 15° à 30°. Si ces deux fréquences ((2.2 : 7.4) dans le cas J.S.W. et (3.7 : 7.4)

dans le cas B.) proviennent bien de la rotation du noyau de la comète, il faut

que les différents modèles puissent les expliquer. Le plus simple est d’associer la

fréquence de 7.4 jours à la variable d’Andoyer l ou et l’autre fréquence 2.2 ou

3.7 jours à w ou à ngA. Ces fréquences distinctes impliquent également que la

comète de Halley est relativement éloignée d’un mouvement de rotation simple.

Dans le cas contraire on devrait avoir dans les signaux photométriques la trace



Chapitre 2

uniquement de la fréquence liée à la rotation de l’axe OA. Soit : 2.2 ou 3.7 jours

suivant les cas et non la trace de la période à 7.4 jours, ce qui est pourtant le

cas. Pour avoir la trace de cette fréquence dans les signaux photométriques, il

faudrait que l’amplitude des variations à cette fréquence de 7.4 jours de la position

de la comète de Halley dans un repère inertiel lié au soleil soit importante. Pour

la comète de Halley, qui est de forme allongée les variations dans les courbes de

lumière sont principalement dûes aux mouvements de l’axe de longueur maximum.

Le mouvement de cet axe a une amplitude (associée à la fréquence ni ou niA de 7.4

jours) de 2J dans le cas d’une rotation et de 2Ja dans le cas d’une libration (cf.

graphique [2.20]). Donc il faut que J soit important dans le cas d’une rotation et

que Ja soit important dans le cas d’une libration. Cependant, pour la comète de

Halley, la période de dissipation de l’énergie rotationnelle r (définie à la Remarque

4 du Chapitre 2.3) est inférieure à 108 ans d’après Peale et Lissauer (1989). Donc

la comète de Halley devrait logiquement avoir son moment cinétique L proche de

l’axe OC pour minimiser l’énergie rotationnelle et donc être dans un mouvement de

rotation avec un J voisin de zéro ce qui est contraire à ce que l’on semble observer.

On peut toutefois supposer que l’activité liée aux jets de poussières ou la rencontre

avec un astéroïde dans un passé relativement récent, peuvent expliquer un décalage

important entre l’axe du moment cinétique et l’axe de moment d’inertie maximum

OC. Sur le graphique [2.20], nous avons représenté, pour la comète de Halley, les

mouvements possibles pour son axe de moment cinétique dans le repère Rj de ses

axes principaux d’inertie pour les différents modèles existants (Hi, H2, H3 et H4).

Pour cela, nous avons suivi la même méthode que celle que nous avons utilisée

pour tracer ces mouvements pour Mars et pour la Lune respectivement sur les

graphiques [2.6] et [2.7] (cf. Chapitre 2.3).

Nous avons ici fixé : a = 16 km, b = 8 km et c = 7 km. Nous remarquons, en

particulier, dans le cas de la rotation autour de l’axe 0(7, qu’une faible variation

dans le choix de J (AJ ~ 2°) au voisinage du point O, entraîne, du fait que la

comète de Halley a un coefficient de triaxialité e important, une forte variation

de J (AJ ~ 12°). Si, comme le montre Belton, certaines zones semblent plus

réfléchissantes que d’autres, l’amplitude du mouvement de J va jouer un rôle im

portant dans les courbes de lumière. (Du fait que les ellipsoïdes approximant la

comète de Halley et 4179-Toutatis sont proches, nous avons également représenté

sur l’ellipsoide de la comète de Halley, figure [2.20], la position de l’axe de moment

cinétique de Toutatis.)

En résumé, on peut donc supposer que l’axe de moment cinétique de la comète

n’est pas confondu avec l’axe OC mais qu’il tourne dans un repère lié à la comète
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c

(dans un repère inertiel)

Fig. 2.20: Représentation schématique des mouvements possibles pour le moment

cinétique L dans le repère des axes principaux d’inertie pour P/Halley et 4179-Toutatis

(coefficient de triaxialité voisin pour ces deux corps).

autour de OC avec une période proche de 7 jours : c’est le cas J.S.W. (son état

serait donc un mouvement de rotation selon notre terminologie) ou qu’il tourne

autour de l’axe OA avec une période également d’environ 7 jours : c’est le cas B.

(soit une libration). Les valeurs de ng, ni et J (ou ngA, riiA et Ja) sont données

dans les tableaux [2.2] et [2.3] pour ces différents modèles. Chacun de ces modèles

répond à certaines contraintes mais aucun n’est pleinement satisfaisant. Le modèle

de Belton, représenté sur la figure [2.19] par une ligne en pointillé, semble être celui

qui, à l’heure actuelle, répond le mieux aux contraintes observationnelles, mais il

est étrange du point de vue de la dissipation d’énergie que le mouvement de l’axe

de moment cinétique de la comète de Halley ne soit pas plus proche de l’axe OC.

Si on accepte ce modèle, il reste à trouver le processus d’excitation qui entretient

cette énergie rotationnelle élevée. Les modèles J.S.W. ont, eux, le désavantage

d’avoir considéré une période de 2.2 jours qui ne semble pas apparaître dans les

courbes de lumière.

De plus, ces modèles correspondent à un petit choix parmi une grande variété

de modèles qui semblent dynamiquement possibles. Par exemple, selon les hy

pothèses que nous avons énoncées, nous pouvons déterminer selon la valeur de

l’angle J et la forme du noyau de la comète, les mouvements de rotation qui
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restent possibles. Pour envisager diverses formes du noyau de la comète, nous

avons fixé les dimensions de a à 16 km et de c à 7 km, et nous faisons varier le

rayon intermédiaire b autour de la valeur 8.2 km sachant que l’incertitude sur sa

mesure est d’environ ±0.8 km. (Bien sûr, en faisant cela, nous ne considérons pas

toutes les déformations possibles de l’ellipsoïde puisque a et c eux aussi ont une

incertitude de ±0.8 km.) Nous supposons que la première période observée (de 2.2

jours pour J.S.W. et 3.7 jours pour B.) correspond respectivement à tu la vitesse

de rotation instantanée et à ngA tandis que la seconde période observée (de 7.4

jours) correspond à la fréquence de l pour Julian et Sagdeev, à la fréquence de

21 pour Watanabe et approximativement à la fréquence de Ia pour Belton. Afin

de voir tous les cas de rotation possibles, nous fixons une valeur de J. Pour cette

valeur de J, nous déterminons — nécessaire pour le calcul de ng et ni d’après les re

lations (2.21). Puis nous déterminons par dichotomie la valeur du rayon principal

intermédiaire b pour avoir la valeur de la fréquence ni voulue (ou le bon rapport

ng\lniA ~ 3.69/7.1 dans le cas de Belton). Puis nous augmentons la valeur de J

de 1° et nous recommençons. Ce sont ces résultats que nous avons représentés sur

le graphique [2.21].

Pour le calcul de -, nous utilisons le fait que La = Aua, Lb = Blüb et Le = Cuc,

et que u la vitesse de rotation peut s’exprimer grâce aux relations (2.24) :

“2 = (f) sin2J+(§) cos2J=(!) (© sin2j+cos2jj
D’où nous pouvons déduire - en fonction de J et de Nous définissons ainsi

3 droites , notées d\, d2 et d3, ayant respectivement les rapports de fréquence

proposés par Julian et Sagdeev, par Watanabe et par Belton. D’autres droites

également compatibles avec les positions de l’axe OA peuvent être construites.

Par exemple, le couple de fréquences (3.7 : 14.8) nous paraît particulièrement

intéressant du fait qu’il supprime le problème majeur du modèle de Watanabe

c’est à dire la fréquence à 2.2 jours mais conserve ses avantages : rotation autour

de l’axe OC, possibilité d’un J tout de même important 10° et de fortes amplitudes

de J. Cependant, ce travail n’a pas été fait ici.
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j

Fig. 2.21: Différentes possibilités de mouvement pour le moment cinétique L de

P/Halley.

Nous avons également tracé sur ce graphique les variations AJ de l’angle J suivant

les valeurs de J et de b. Ces variations peuvent avoir de l’importance d’un point

de vue photométrique, comme nous l’avons dit. Nous pouvons donc définir un

ensemble de modèles satisfaisant à un maximum de conditions qui nous semblent

être :

- un mouvement de rotation autour de l’axe OC,

— un A J et un J les plus grands possibles (on est limité pour J par J//),

— un b compris entre 7.4 km et 9 km,

- et enfin un rapport de fréquence compatible avec les observations de l’axe OA

(c’est à dire une solution sur les courbes di, d2 ou df)

Il ne faut pas oublier de vérifier si l’angle J dans le cas d’une rotation (ou Ja dans

le cas d’une libration) est compatible avec les observations de la figure [2.19].



92 Chapitre 2

La plupart des résultats présentés dans cette partie ne sont pas fondamentalement

nouveaux. Ils mettent seulement en évidence la grande utilité de la détermination

analytique des fréquences ni et ng qui permet, comme nous venons de le voir, d’éviter de

nombreuses intégrations numériques. Par exemple, pour le graphique [2.21], nous avons

déterminé ni et ng pour environ 1000 couples (J, 6), ce qui était relativement rapide à
l’aide des expressions analytiques des fréquences mais qui aurait été beaucoup plus fasti

dieux s’il avait fallu à chaque fois mener à bien une intégration numérique des équations

différentielles du mouvement et obtenir la fréquence par une transformation de Fourrier.

D’autre part, dans le cas où les effets des corps extérieurs peuvent être considérés

comme des perturbations d’ordre inférieur, ces fréquences sont de bonnes approximations

des fréquences de ces mêmes variables dans le cas perturbé .

Naturellement, la Terre et la Lune se trouvent sur les courbes voisines de J = 0

comme pour la majorité des corps célestes dont la rotation a pu être observée. Il est

donc utile de développer l’ensemble de ces résultats au voisinage de J = 0.

En revanche, pour 4179-Toutatis et pour P/Halley selon le modèle de Belton, Ja

est important, mais 6a est très faible ; pour P/Halley selon le modèle de Julian, J est

proche de zéro et e est proche de 1. Il est donc également intéressant de donner les

développements de ces résultats au voisinage de = 0, e = 0, e = 1 ou = 1.

C’est ce que nous ferons dans la partie suivante.
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Résultats

Paramètres : (U, B, G) sont les moments d’inertie principaux, (e) est le coefficient
de triaxialité, J est la valeur minimale de J et Ju est la valeur de J
pour la séparatrice.

J < du

Avec

Rotation autour de l’axe de moment d’inertie maximum OC

La = G sin J sin / = G sin J cn(it)

/I + e
Lb = G sin J cos / = —Gw sin J sn(ii)

y 1 — e

Le = G cos J = G cos J dn(w)

9 = îxt-{h~j) -nH«o> (£)*) + 9o

k2 =

D
cos J\/1 — e

1 .n 1 \
- J D2 'KB AJ

2e
tan2 J

,2 \/ + —

1 1/1 1

D \C 2 \A B

1 — e

ni =

iry/l — B
G cos J

2DK{k)
1 a (1 + e) 9-

n„ = —G - n/A0 + -—^^Gcos2 J
g A~ D

cos Ju =
2e

1 + e

• 90° > J > Jn

Rotation autour de l’axe de moment d’inertie minimum OA

La — G sin J sin l = G cos (Ja) dn(u^)

Lb = G sin J cos l = G*/——— sin [JA sn (uA
V 1 - eA

Le = G cos J — G sin [Ja) en (uA)

9a = % x t - (- - —n (am(uA), (^-) , kA) + 9~ao
A A C J n

UA

Avec

G
UA = - cos,

1 / 1

ga = 2 ( B “

II 2eA t
1 -

JA\Jl - e2Â xt = nUAxt
7r

ni

1 _ i i/i i
WA~ 2\C + B

2DK (kA)

9A (J^ '°l-A

1

G COS JA

A (1 + eA)
D 4

G COS2 JA

7T
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2.5 Développement de g,au voisinage de J = 0

Nous avons, dans la partie précédente, décrit analytiquement les mouvements de rota

tion libre d’un corps solide. Suivant le cas, (mouvement de rotation autour de l’axe

de moment d’inertie maximum OC, ou rotation autour de l’axe de moment d’inertie

minimum OA), nous utilisons pour décrire le mouvement différentes variables (soit les

variables g, l et J soit les variables Qa-, Ia et Ja (cf. définition Partie 2.1 et 2.3)). Nous

avons dans le premier cas exprimé g, l et J en fonction de constantes (e, J, go ...) et

du temps t. Dans le second cas, nous avons exprimé ga, Ia et Ja en fonction d’autres

constantes (e^, Ja, goa et du temps t (cf. le tableau des résultats à la page 93). On

rappelle que J est la valeur minimale de J (si J < 7r/2), que Ja = 7t/2 — J, que e est le

coefficient de triaxialité, une constante représentative de la forme et de la composition

interne du corps (S) en rotation : e = 1 -2 i n avec A, B et C les moments d’inertie
C~2 fX+Bj

du corps (5), que est un constante obtenue en intervertissant, dans l’expression de e,

A et O, que go est la valeur de g quand t = 0 et que goA la valeur de ga quand t = 0.

Nous présentons dans cette partie, comme on le fait souvent en mécanique céleste,

dans le cas le plus courant de la rotation autour de l’axe OC, les variables g, l et J

comme des séries de puissance d’un ”petit paramètre”. (D’après la Remarque 3 de la

Partie 2.4, nous pourrons en déduire facilement, les expressions équivalentes de ça, Ia et

Ja en remplaçant respectivement dans les séries g, l et J qui vont suivre les constantes

e, O, J et go par e^, Da, Ja et goA et en intervertissant les moments d’inertie A et C.)

Cependant, comment allons nous choisir le ” petit paramètre” en fonction duquel

nous allons développer les relations du tableau de la page 93 en séries?

Nous avons remarqué au cours de la partie précédente et sur l’ensemble des cas de

rotation que nous avons étudiés (tous les cas, sauf 4179-Toutatis et la comète de P/Halley

selon Belton (1991), qui, eux, sont en libration) que :

• la majorité des gros corps célestes, (planètes et satellites principaux), ont des

formes voisines de la sphère et donc un coefficient de triaxialité e voisin de zéro :

dans ce cas, e sera ce petit paramètre à l’aide duquel nous exprimerons les séries

résultats;

• la période r de dissipation de l’énergie rotationnelle étant pour la plupart des

astéroïdes inférieure à 108 ans (cf. graphique [2.9] de Harris (1994)), ceux-ci ont,

en majorité, leur axe de moment cinétique L voisin de l’axe OC et donc un J

voisin de zéro: dans ce cas, J sera le petit paramètre;
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• enfin, que la plupart des petits corps, (astéroïdes et comètes), ont des formes très

irrégulières et donc un e qui peut être important. Cependant, nous voyons, par

exemple, pour le cas de la comète de Halley (e = 0.948) qu’un e important entraîne

un Ju petit d’après la relation (2.5). (Ju est la valeur de J pour la séparatrice entre

mouvement de rotation et mouvement de libration; Ju = 9°.43 pour P/Halley (cf.

tableau [2.1])). Un Ju petit entraîne à son tour un J petit (P/Halley étant dans

un mouvement de rotation, J est inférieur à Ju). On prendra donc dans ce cas,

encore la variable J comme petit paramètre.

Nous ne faisons que donner ici les résultats de ces développement. Pour le lecteur

désirant plus de détails, les annexes des articles de Kinoshita (1972) et (1992) présentent

les étapes de ces développement.

Ensuite, suivant la valeur de e et de J pour la planète Mars, la Lune et la comète

de Halley selon le modèle de Julian (1987), et suivant la valeur de ca et de Ja pour

l’astéroïde Toutatis, nous montrerons quel est le type de série le plus adapté.

2.5.1 1er Cas : Développement pour un J petit.

e sin 21
9 ~ 9 ~ (** - Ô + ~~ +

1 + e cos 21 y/1 — e2
:(/*-/)

1
l = i*--eJg±ÛJ2X

sin 21

4 V ^ e) 1 + ecos2/
-~ + 0(J4)

+ 0(J4)

(2.27)

J — Jyj —e + C0S 2/ + 0(J3)

Avec

tan l* =

n-, —

n-n

1 - e

1 + e
tan l

\G G /y-C~ DVl ~

G /(1 + e)

2D\ (1 — e)_
xJ2 + 0 (J4)

+
G_

2D

TïVëy
(1 - e)

— (1 + e) x J2 + 0(J4)
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2.5.2 2eme Cas : Développement pour un e petit.

Nous rappelons que 6 = = —yj et nous posons cos J = - :

9

J

Avec

ï — {- (b + l) + —— (l963 — 3b2 — 3b — 19) e2| esin2[
+ { — (b2 4- 66 + l) + (ô64 + 1263 — 2b2 -f 12b + ô) e21 e2 sin 4l
_ 768 + ^ 0 e3 sin 6/
+ (64 + 2863 -f 70b2 + 28b + l) e4 sin 8/ + 0(e5)

8192 ' '

9 + \fb + (962 — 26 + 9) e21 e sin 21
— — (6 + l)jl + — (762 — 66 + 7) e21 e2 sin 4l
+7— (362 + 106 -f- 3) e3 sin 61

384 v '

(b3 + 762 + 76 + l) e4 sin 8/ + 0(e5)]
1024

(2.28)

J + —- (—= + 1^) tan Je2 -f - tan Je cos 21—— cos 21 + Oie3)
16 V cos2 J J 2 16 cos3 J V ;

J = J + - tan Je + tan J (- + — tan2 J ) e2 + 0(e3)
2 \8 16

l = nj x t avec
G -,

nj = — cos J
' D

1 - K—M + 3 ) e2
8 Vcos4 J

+ 0(e4)

g = n~q xt + g0 avec n'a 2 VA BJ4£> Vcos2

Certes, les expressions dans ce cas (séries pour un e petit) sont plus simples car

il s’agit de combinaisons linéaires de cosinus ou de sinus de la variable 21 tandis que

dans le premier cas (séries pour un J petit) les expressions présentent des cos 21 en

dénominateur.

Dans les cas de corps célestes ayant à la fois un coefficient de triaxialité e et un angle

J petits, il nous faudra choisir les séries les mieux adaptées.
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2.5.3 Application à Mars

Mars est dans le cas que nous venons juste de citer. Son coefficient de triaxialité e =

0.0646 est petit (cf. tableau [2.4]) et son angle J est également très faible mais pas

observé jusqu’à aujourd’hui. Nous pouvons donc aussi bien utiliser les relations (2.28)

que les relations (2.27). Comme e est beaucoup mieux connu que l’angle J, les séries

en fonction de J (2.27) ont l’intérêt de permettre de donner un encadrement de ces

variables en fonction de J2 en remarquant simplement que est majorable par

ÿ==f et que dans le cas de Mars le rapport — J2 est petit :

l =r ± 0.0173 (J2)
< g = g -(r -1) ± 0.0173 (J2)

_ J =+1.069061 + 0.069061 cos 2/ + 0(J3)
avec

tan Z* = 0.937358 tan ï

Les relations (2.28) ont, elles, l’avantage de donner des séries de Fourrier très simples

quand on approxime b par 1 + 0(J2) :

' /

< 9

> J

ï- 0.0323 sin2Z + 0.0005 sin 4Z + 0(J2,e3)
g + 0.0323 sin2[— 0.0005 sin4[ + 0(J2,e3)
J 1.0008 + 0.032039 cos 21 + 0(J2,e3)

(2.29)

Les valeurs des fréquences nj et rig ont déjà été calculées et sont données dans le

tableau [2.2].

2.5.4 Application à la Lune

La Lune est sensiblement dans le même cas que la planète Mars. Son coefficient de

triaxialité est un peu plus grand mais reste relativement faible e = 0.220776129 (cf.

tableau [2.6]) et son angle J est également très faible mais connu (contrairement à

Mars) et voisin de 100 mas (millième de seconde d’arc). Dans ce cas, les séries (2.27)

sont les plus appropriées. Nous obtenons les approximations suivantes :

' l = l* ± 2 x 10-14

< 9 = 9 - 0* - 0 ± 2 x 10“14
_ J= +1.283328 + 0.283328 cos2Ï ± 10“19

avec

tan 1* = 0.798938 tan ï

Comme pour Mars, les valeurs des fréquences nj et n-g ont déjà été calculées et sont

données dans le tableau [2.2].
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Dénomination Relation Valeur

0<-fO1II 0.001964

C(2,2) -0.000055

5(2,2) 0.000031

MR2 î

C 0.3662

2C-A-B

2C

t MR2
J2 c 0.005363

A-B

4C

tn2 1 02 MR2
V°(2,2) + T,2) C -0.0001724

C

A

1
1.005741

1-(J2+2V/C(222)+S(222)j*^
C

B

1
1.005044

\-[j,--iqcl22)+Sl22)
C

D (i-Ytë + S)) -0.005393

e

c c

B A

1

2 0.0646
1- c , c

.4 ' B
1

2

Tab. 2.4: Paramètres physiques de Mars

Dénomination Définition Valeur

LJ Vitesse de rotation 4.6138786747 x 108 "/ans

n Moyen mouvemnt cle la longitude de Mars 1886.51820925 ”/jour
Ù Moyen mouvement du noeud de l’orbite de Mars ”/ans

i Inclinaison de l’orbite de Mars 1.8497264919 degrés

Tab. 2.5: Constantes liées au mouvement de Mars

Dénomination Relation Valeur

II 1

JO O 0.00020215

<5(2,2) 0.000022304

MR2

C

i

0.392

2C-A-B

2C

t MR?
J2 C 0.00051568878

A-B

4C

n MR2
°(2,2) C -0.000056897959

C

A l-(j2+2C(2,2))MH±
1.0006299

C

B 1-(j2-2C(2:2))MÆ.
1.0004021

C

D
-0.0005160

e
1-

C C

B A

C ,C
A' B

1

2

1

2

0.220776129

Tab. 2.6: Paramètres physiques de la Lune

**RVAr0i
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Dénomination Définition Valeur

UJ Moyen mouvement de la longitude de la Lune

et Vitesse de Rotation

17.325593437 x 106 ”/ans

Ù Moyen mouvement du noeud de l’orbite lunaire -6.9628902 x 104 "/ans

i Inclinaison de l’orbite lunaire 5.129835064 degrés

Tab. 2.7: Constantes liées au mouvement de la Lune

2.5.5 Application à P/Halley

Pour la comète de Halley, nous prenons le modèle de Julian (1987) : l’angle J ~ 4°

d’après la Partie 2.4. Le coefficient de triaxialité e se déduit alors de la valeur de 6,

le rayon principal intermédiaire, correspondant sur le graphique [2.21] à J ~ 4°. Soit:

b ~ 8.1200 et e ~ 0.9402 . Les valeurs correspondantes de rq et Ug sont : n~L = —0.8504

et Ug = 3.673. On voit que e est très grand. Seul le développement en série de l’angle J

est donc possible. Nous voyons qu’avec un développement à l’ordre 3, comme dans les

relations (2.27), nous aurons une précision de l’ordre de la minute d’arc.

I = l* - 0.0065 ± 2 • 10“5
1 + 0.9402 cos 2/

‘ g =fi* - f) + 0.0069 * ± 2 • 10'5
v ' 1 + 0.9402 cos 21

_ J = J-\/16.7189 + 15.7189 cos 2Î ± 3 10“4
avec

tan 1* = 0.1756 tan I

2.5.6 Application à Toutatis

Nous avons vu que le mouvement libre de 4179-Toutatis est une libration. D’après le

tableau [2.1], son coefficient e& est faible : = 0.0136, tandis que son angle J4, lui,

est important : Ja — 48.97°. Donc, seul le développement en série de puissance du

coefficient est possible pour le mouvement de Toutatis. Les relations (2.28), que

nous allons utiliser, sont limitées en précision par le développement de la variable J qui

s’arrête à l’ordre 3 de e. Nous pouvons, en nous servant encore de la Remarque 3 de

la Partie 2.4, exprimer les variables ga, Ia et Ja grâce aux relations (2.28) avec une

précision générale de 1/2 seconde d’arc.

Ia = Ïa ~ 0.011311 sin 21a + 0.000059 sin AÏa

9a = 9a T 0.010378 sin 2Ïa ~ 0.000039 sin AÏa

JA = 0.862674 + 0.007923 cos 2ÏA
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Les moyens mouvements ng~A et rif ont déjà été déterminés. Ils sont donnés dans le

tableau [2.2]

Remarque 1 :

Bien sûr, étant donné le degré de précision que nous avons sur les rayons principaux

de Toutatis ou de la comète de Halley, et donc sur le coefficient ou e, nous ne

pouvons pas espérer de ces séries autres choses qu’une information approximative

sur les amplitudes des différents termes.

Remarque 2 : Il ne faut pas oublier, non plus, que nous déterminons le mouvement

de rotation libre de ces corps : c’est à dire que nous déterminons leur rotation sans

tenir compte des corps céleste qui les entourent. Or, le soleil par exemple a des

effets importants sur la rotation de tous ces corps : en particulier, il fait bouger

le moment cinétique qui n’est plus fixe dans un repère inertiel. Cependant, dans

beaucoup de cas, nous allons voir que ces effets peuvent être traités comme des

perturbations à un mouvement principal, le mouvement principal étant celui que

nous venons de décrire. Ce sera le cas pour Mars que nous étudions en détail dans

le Chapitre 4.

En revanche, pour la Lune, du fait de sa proximité à la Terre, il n’est pas possible de

considérer le mouvement libre comme un mouvement principal et l’influence de la

Terre comme une perturbation. On est obligé de rajouter dès le départ l’influence

de la Terre dans le Hamiltonien et de déterminer ensuite un Hamiltonien principal

(cf la thèse de Moons (1981)).

* * *
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Mouvement de rotation forcée

Introduction

Un corps céleste n’est jamais seul dans l’espace. D’autres corps sont amenés à passer

dans son voisinage. Ces autres corps perturbent son mouvement par effet gravitation

nel. Jusqu’ici nous n’avons pas pris en compte l’influence de ces corps extérieurs dans

le mouvement de rotation. C’est ce que nous nous proposons de faire dans ce nouveau

chapitre.

Nous écrirons tout d’abord le Hamiltonien complet d’un corps solide (S) en rota

tion, perturbé par la présence d’autres corps célestes. Ces autres corps seront considérés

comme des masses ponctuelles. Nous nous permettrons, entre autres, de pouvoir utiliser

un repère non inertiel comme repère de référence R. Ce repère R a été défini dans le

chapitre 2. Cela nous oblige à rajouter dans le Hamiltonien un terme d’entraînement

que nous décrirons de manière formelle.

Nous isolerons ensuite la partie forcée proprement dite du Hamiltonien et ex

pliquerons les transformations qui nous permettent de l’exprimer en fonction des

éphémérides caractérisant les mouvements de révolution des corps perturbateurs et des

éphéméricles du corps (S) lui-même.

Nous présenterons enfin la théorie des transformées de Lie et son application à la

méthode des perturbations des systèmes Hamiltoniens. Cette dernière nous permet

tra de résoudre, sous certaines conditions, le système d’équations différentielles lié au

Hamiltonien de rotation d’un corps solide perturbé.

* * *

103



Chapitre 3



Mouvement de rotation forcée 105

3.1 Définition du repère de référence

Il nous faut maintenant choisir le repère de référence par rapport auquel nous allons

étudier la rotation du corps (S). Nous notions, au début du chapitre 2, ce repère:

R = (0,X,F, Z), O étant toujours le barycentre du corps (S). Nous définissons R

ainsi :

• Le plan de référence (OX x OY) du repère de référence R sera l’orbite appar

ente moyenne de la date du corps le plus influent sur la rotation de (S). Nous

aurions pu prendre un plan inertiel comme l’écliptique J2000. Mais les complications

que semblent apporter notre choix ne sont qu’apparentes. Certes, il faudra rajouter

dans le Hamiltonien de la rotation forcée un terme d’entraînement E1, mais d’une part

son influence sera faible et d’autre part ce choix simplifiera les calculs que nous serons

amenés à faire. Par exemple, pour Mars, nous prendrons le plan de l’orbite moyenne

de Mars de la date qui correspond à l’orbite apparente du Soleil, ce dernier étant bien

l’astre le plus influent sur la rotation. Ce choix simplifie considérablement les calculs.

• Le vecteur Z sera le vecteur normal au plan de référence et tel que le trièdre

(X, y, Z) soit direct.

• L’axe OX sera dirigé vers le point d’origine des longitudes, E, défini dans le sous-

chapitre 2.1. Ce point D sera le Departure Point que nous appellerons l’Origine

non-tournante. L’Origine non-tournante est un point de référence naturel sur un plan

non inertiel puisque par définition même, nous imposons au trièdre qui lui est associé

de ne pas avoir de rotation suivant l’axe Z (voir annexe III). La description ainsi que

l’intérêt de ce point ont été traités en détail par Guinot (1979) et Capitaine et al. (1986).

Notons que le choix de D à la date initiale est arbitraire. A J2000, on choisira D con

fondu avec le point T (noeud descendant du plan perpendiculaire au moment cinétique

du corps (S) sur le plan de référence).

Le repère R, pris à l’instant J2000, définira le repère Ri = (0: Xi,Y\, Zi) inertiel,

que nous appellerons le repère de base, le plan de base étant l’orbite moyenne à J2000.

Les repères R et R\ ainsi que les angles permettant de les raccorder sont représentés

sur la figure [3.1]. Ces angles ü et 7r sont définis ainsi :

• 7r est l’angle entre le plan (OX x OY) du repère de référence R et le plan (OX\ x

OYi) du repère de base R\ qui n’est rien d’autre que le repère R à J2000.

• n est l’angle défini dans le plan (OX\ x OY\) de R\ entre le point T à J2000 et le

point Q, le noeud ascendant du plan (OX x OY) de R sur R\.
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Plan perpendiculaire
au moment cinétique
à la date t

Fig. 3.1: Le plan de référence et le plan de base.

7r et II correspondent aux variables classiques ha et 11a choisies de manière convention

nelle pour la Terre par Lieske et al. (1977).

* * *
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3.2 Description du Hamiltonien du problème

Le Hamiltonien K d’un corps solide en rotation peut s’écrire de manière très générale

sous la forme suivante:

K = Fo + Y^ir + E (3.1)
i

F0 correspond au Hamiltonien libre d’un corps solide (S) en rotation dans un repère

inertiel. Ou encore, Fo est l’énergie cinétique de (S). Nous avons décrit en détail

cette partie du Hamiltonien dans le chapitre précédent. Sa formulation en fonction des

variables d’Andoyer (/, G, L) et des moments d’inertie (A, B, C) de (S) est donnée par la

relation (2.3) ou par la relation (2.4). Le mouvement du corps solide soumis uniquement

à l’influence de Fo est résumé dans le tableau de la page 77.

E est, comme nous l’avons expliqué précédement, un terme d’entraînement qui

apparaît du fait du mouvement du repère de référence R. Nous exprimons ce terme en

fonction des variables d’Andoyer (h, G, L) et du temps t dans le sous-chapitre qui suit.

Enfin les termes U1 correspondent aux potentiels gravitationnels qu’exercent les

corps célestes extérieurs (P1) sur le corps (S). Leur formulation en fonction des mêmes

variables d’Andoyer et du temps t, (qui apparaît par l’intermédiaires des éphémérides

de révolution des corps perturbateurs (P1) et des éphémérides de révolution du corps

(5)), est développée dans le sous-chapitre 3.2.2.

3.2.1 Description du terme d’entraînement E

Le choix de l’origine non-tournante D comme point de départ de l’angle h simplifie

l’écriture de ce terme d’entraînement.

En effet, le terme d’entraînement F du Hamiltonien lié au mouvement de R par

rapport à R\ s’écrit ainsi :

E — —Ûü/Ri • L (3.2)

Avec Ùr/r1 le vecteur de rotation instantanée du repère R par rapport au repère R\
et L le moment cinétique tel que nous l’avons défini au Chapitre 2 . D’après l’annexe

III, le vecteur SIr/r^ s’exprime dans le repère de référence R ainsi :

Qr/Ri

7r cos (DQ) — Il sin 7T sin (DQ)

7r sin (DQ) + Ll sin 7r cos (DQ) (3.3)
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La troisième composante de Ùr/Ri dans R est nulle par définition même de D,
l’origine non-tournante. L’expression de L dans le même repère R s’écrit à l’aide des

variables d’Andoyer ainsi :

L =

G sin I sin h

—Gsm / cos h

G cos I

Le terme d’entraînement E s’écrit donc de la manière suivante :

(3.4)

E= Gsin sin 7r cos (h — DQ)t\ — sin (h — DQ)n

(3.5)

3.2.2 Description des termes de potentiel U1

Un corps solide dans l’espace est soumis à l’action de forces extérieures exercées par les

autres corps célestes. Cela se traduit dans le Hamiltonien du mouvement de rotation

de (S) par l’ajout de termes C/1, £/2, etc... qui représentent le potentiel gravitationnel

exercé par chacun des corps extérieurs (P1) sur le corps (S) dont nous étudions la rota

tion. En considérant les corps extérieurs comme des points masses, nous pouvons écrire

U1 sous la forme suivante:

k2 M M Rn

v* =Z~2 ;„+1 [ JnPnisinS,)- (3.6)
'i

Tl

Y Pn (sin Æ) (cmn COS 7710^ + Smn SUl ma,)
m=1

k2 est la constante universelle de la gravitation,

M est la masse de (5), R le rayon équatorial de (5), r, la distance de (S) à (Pl) et

Mi la masse de (Pl). ôi et ai sont respectivement la latitude et la longitude du corps

perturbateur (P1) dans le repère Rj des axes principaux d’inertie du corps (S).

Les Jn, les Cm>n et les Smjn sont des constantes (dans le cas d’un corps rigide) associées

aux fonctions de Legendre P™. Ces constantes permettent de décrire le champ de grav

itation de (S).

Dans le but de simplifier le Hamiltonien, nous assimilerons le corps (S) à un ellipsoïde

en ne tenant pas compte des développements du potentiel en harmoniques sphériques

supérieurs à 2. En effet la plupart du temps, la distance entre les corps est bien

supérieure à leurs tailles. Cependant, pour certains corps, (la Lune par exemple), les

effets des hamoniques sphériques d’ordre 3 ou 4 peuvent être importants du fait de la



Mouvement de rotation forcée 109

relative proximité du corps perturbateur. Mais, même dans le cas de la Lune, il s’agit

de perturbations plus faibles qui peuvent être traitées ultérieurement.

Dans ces conditions, nous pouvons écrire le potentiel de la manière suivante :

U} =
tPM, 2C - A-B

P2 (sin ôi) +
A - B

Pl (sin ôi) cos 2a*

(3.7)

Nous ne prenons donc en compte que les effets de J2, 62,2 et ^2,2 par l’intermédiaire des

moments d’inertie principaux (A,B,C) de (S). Dans le Chapitre 2, nous avons donné

les relations entre ces différentes constantes dans le tableau [2.4],

Nous noterons : [/*, l’ordre n du développement du potentiel en harmonique

sphérique de (P1) sur (S).

Les fonctions de Legendre associées, dont nous avons donc besoin, sont définies de la

manière suivante :

P\ (x) = Sxy/(1 -x2)
Pl (x) = 3 (l - x2)

Si x — sin y on a :

3 1
P2 (sin y) = - sin2 y — -

Pl (sin y) = 3 sin y cos y

Pl (sin y) = 3 cos2 y

Kinoshita et al. (1974) et Kinoshita (1977) nous donnent un moyen d’écrire les fonctions

P2 (sinÆj) et Pl (sin ôi) cos 2«j comme dépendant, d’une part, des variables de rotation

(ici les variables d’Andoyer) et, d’autre part, de la latitude (3 et de la longitude À du

corps perturbateur P1 par rapport au plan de référence (OX x OY) de R et par rapport

à l’origine non-tournante D. Soient :
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• P2 (sin ô) = - ^3 cos2 J
(

Avec Ai (/, h) = <

^2 (I,h,g) = <

— l) Ai (/, h) + sin 2 JA2 (/, h, g) + sin2 JA3 (/, /z, g) (3.8)

\ (3 cos2 I - 1) P2 (sin (3)
1 1
— - sin (21)P); (sin /3) sin (A — h)

--sin2 (I)P2 (sin/3) cos2 (À — h)

3
— - sin (21)P2 (sin (3) cos g

— X t (1 + e cos /) ( — 1 + 2e cos I) P2 (sin (3) sin (A — h — eg)
e=±l 4

— X -esin/ (1 + ecosl) P22 (sin/?) cos (2A — 2h — eg)

^3 (/, h, g) =

3
- sin2 (I) P2 (sin /3) cos 2g

+ 7 I] esin (/) (1 + ecos/) P2 (sin/?) sin (A —/z — 2eg)
4 e=±l

— X] (1 + ecos/)2 P22 (sin/?) cos2 (A — h — eg)

et

1 1
• P22 (sin 5) cos 2a = - (1 + cos J)2 Bx (/; /, h, g) + - (1 — cos J)2 Px (—/; /, P, g)

+ sin J (1 + cos J) B2 (/; /, P, g) — sin J (1 — cos J) P2 (—/; /, /z, g) + 3 sin2 JP3 (/, /z, /) (3.9)

Avec Pi (l\I,h,g) =

—3 sin2 (I)P2 (sin (3) cos 2 (g + l)

— X esin/ (1 + ecosl) P2X (sin/?) sin (A — h — 2e (g + /))
e=±l

+ XI 7 (1 + e cos/)2 P| (sin/?) cos 2 (A —/z — e (g +/))
k e=±l 4

P2 (1,1, h, g) =

3
— - sin (2/)P2 (sin/?) cos (g + 2/)

A

< — X | (1 + e cos /) (—1 + 2e cos /) P2 (sin/?) sin (A — h — e# —
e=±l

— X -esin/(1 + ecos/) P22 (sin/?) cos (2A — 2/z — 2e/— eg)
k e=±l 4

B3{I,h,l) =

— - (3 cos2 / — 1) P2 (sin /3) cos 2/
A

< + - sin (21)P2 (sin (3) sin (A — h) cos 21

+ - sin2 (I)P2 (sin /?) cos 2 (A — h) cos 21
< 4
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Comme nous le voyons dans les équations précédentes, nous allons avoir besoin des cinq

fonctions suivantes que nous pouvons exprimer à l’aide des trois composantes rectangu

laires normalisées du corps perturbateur (P1) dans le repère R : Xi = cos/?cos (A — h),

Yi = cos /3 sin (À — h) et Z{ — sin /?.

PO = gCgII fi)

PIC == P2X (sin fi) COS (A- h)

PIS == P2 (Sm fi) sin (A- h)

P2C == P2(«in fi) cos 2 (A - h)

P2S == (sin fi) sin 2 (A -h)

ZZiYi (3-10)

3 (v2 - x?)

6X,Yt

Nous pouvons donc entièrement exprimer le potentiel U\ en fonction de constantes,

des variables d’Andoyer (h, g,l, H,G, L), et des coordonnées rectangulaires {X^Y^Zi)

de (P1) dans R. Ces coordonnées nous serons données par les différentes éphémérides

des corps perturabteurs (P1) et des éphémérides du barycentre du corps (S) en fonction

du temps t.

Notre Hamiltonien K étant entièrement décrit, il nous faut maintenant expliciter la

méthode qui va nous permettre de trouver les solutions correspondantes.
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3.3 Méthode de résolution

Soit un Hamiltonien de la forme :

K(p,q;e) = K0(p,q) +(3.11)
n>l «!

où q est un vecteur représentant les r variables angulaires du problème, p leurs vari

ables conjuguées et e un petit paramètre. Par exemple, dans le cas de la rotation libre :

q = (g, l) sont les 2 degrés de liberté et p = (G, L) sont les variables conjuguées respec

tivement à g et l.

En supposant que nous savons intégrer le Hamiltonien d’ordre 0, K0(p, q), et que nous

pouvons considérer la seconde partie du Hamiltonien comme des perturbations d’ordre

supérieur, la théorie des perturbations des systèmes Hamiltoniens consiste à effectuer

un changement de variable canonique proche de l’identité pour ramener ce problème à

l’étude d’un nouveau Hamiltonien plus simple que nous pourrons intégrer complètement.

Nous nous aiderons pour trouver ce changement de variable de la transformée de Lie.

La transformée de Lie: Ew(K)

La transformée de Lie d’une fonction K(p,qm,e) générée par une autre fonction

W(p, q\ e) est la fonction notée Ew{K) et définie ainsi :

EW(K) =

Avec K^\p,q; 0) =

= Aw (A]y... (Aw(AT))) et
v v '

j fois

3>0E

AW(p,q-,e)K(P’<l'’t) ]£=0

&w(K)(p, </; e) = Lw{K) +

(3.12)

Ly/{K) s’appelle la dérivée de Lie de la fonction K et est égale au crochet de Poisson

{K,W}= E •
i<r oqi dpi dpi oqi

Cette transformation possède deux propriétés qui vons nous être grandement utiles :

• La transformée de Lie comme solution d’un système d’équations différentielles.

Soit le système d’équations canoniques suivant :

' dcp = dW(p,q-e)
de dpi

dW(p,q;e)

dqi

dpi

k de
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avec, pour condition initiale à e = 0 : q = q et p = p. Alors, la solution de ce système

(/) est :

= Ew(qi)

= Ew(pi)

Nous pouvons regarder cette solution comme un changement de variable canonique entre

les variables (p,q) et les variables (p,q).

• Le théorème de commutation.

Soit une fonction K(p,q\e) analytique en e avec p et q solutions du système (/) et

(p, q) définis comme précédemment. Le théorème de commutation est le suivant :

K[Ew(p),Ew(q);e] = Ew q; e)) (3.13)

Une méthode pour calculer Ew{E): le triangle de Lie

La méthode du triangle de Lie (Deprit, 1969) permet, connaissant la fonction

génératrice W, de déterminer de manière récursive la transformée de Lie d’une fonc

tion K analytique en e. Cette méthode peut aussi permettre, à l’inverse, connaissant la

fonction K et la transformée de Lie TK = EwE, de déterminer la fonction génératrice

W.

La méthode est la suivante :

Nous écrivons K{p, q\ e) de la même manière que dans (3.11) et W sous la forme du

développement suivant en série de puissance de e :

W(p: ç; e) = Y, 7-TjWn+i(p, q)
n>0 \n)-

Nous avons alors une forme similaire à (3.11) pour A3WK. Soit :

(A 3wK)(p,q\e)= (A3WK)0 (p,q)+ —(A{vI<)n(p,q)
n'

Nous posons de manière formelle K® = Kn. Nous posons de même KJn = (A3wK)n.

Nous voyons que TA(p, ç;e), la transformée de Lie de K, peut s’écrire également sous
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la forme (3.11), avec = Kfî d’après la définition de la transformée de Lie (3.12).

Nous disposons schématiquement les fonctions Kj sur un triangle pour mieux visualiser

l’algorithme de calcul de chacune de ces fonctions (voir la représentation Fig. [3.2]).

Dans ce triangle, chaque région du graphique d’une forme semblable à celle encadrée

est liée par la relation suivante :

Kl = Kt+] + £ C™ {KtJm(3.14)
m<n

Soit nous connaissons la première colonne du graphique, K, et la fonction génératrice

W, et alors nous pouvons calculer TK grâce à cette relation (3.14).

Soit nous connaissons la première colonne du graphique et sa diagonale, (qui

représente TA), et nous pouvons déterminer la fonction génératrice W.

0

Kq

0

K. 'ri

0 i X 2
K 2 Ki 'Ko

0 i 2

K3 k2 Hi

1 A wK

0 0 2 0

K=Ko+eKi+£K2 +...
2!

0 0 1

wi;Ko}=Ki-K o

{ w2;kS}=K>Ko2+{ Ki;wi }+{Ko;wi}

i i i\
ÀwK AwK 0 12 2

i =EwK=Ko4€Ko+£Ko

Fig. 3.2: Triangle de Lie
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Application de la transformée de Lie aux systèmes Hamiltoniens

L’application de la transformée de Lie à la résolution des systèmes Hamiltoniens

consiste à chercher un changement de variables canoniques (des variables (p, q) aux

variables (p, q)) qui soit ”solution” du système (/) (c’est à dire tel que g* = Ew(Qi) et

Pi = Ew(pi)) et qui transforme le Hamiltonien K(p, g; e) en un Hamiltonien TK(p, g; e)

dont nous sachions intégrer simplement les équations canoniques. D’après le théorème

de commutation (3.13), TK est la transformée de Lie de K:

K(p,q;e) = K(Ew(p), Ew(q)\ e) = Ew[K(p,q;e)\ =TK(p,q;e)

Cela se fait de manière récursive en déterminant au fur et à mesure la fonction

génératrice W(p, g; e) en se servant du triangle de Lie. Pour ce faire, nous devons choisir

au fur et à mesure ce que contiendra le nouveau Hamiltonien TK = EWK. Le choix

de Th est important : il faut en particulier que nous sachions intégrer les équations

différentielles qui en découlent et ainsi exprimer p et q en fonction du temps .

• Par exemple : essayons de déterminer W\(p, q), l’ordre 1 de W(p,q;e).

Nous avons la relation suivante d’après le triangle de Lie de la figure [3.2] ou d’après

la relation (3.14) :

,,o; _ ^ am dK° dw, dKg ^ m i , dw,, dw1 ^ ^
° i<r dpi dpi d<fi L ' Pt dt 1 0

(3.15)

Nous connaissons K® (p, q) qui est le premier ordre du Hamiltonien K non trans

formé dans lequel nous avons substitué formellement (p, q) à (p, g). Nous con

naissons également Kq(p, q) qui est ce que nous choisissons de laisser dans le

Hamiltonien transformé TK. Donc, par intégration par rapport au temps t nous

déterminons W\ :

m = J(N - -Ko1) dt
8K° dK°

Pour l’intégration, on prend donc g* = ——°- et p,- = ——
dpi dqt

• Déterminons maintenant W2(p,q) l’ordre 2 de W(p, g;e).

Nous avons, toujours d’après le triangle de la figure [3.2] et la relation (3.14),

l’expression suivante pour W2 :

= K° - Kq + {Kl, Wi} + {Kq,Wi} (3.16)

Nous connaissons K®, Af, K] etWi donc, par intération par rapport au temps

t nous déterminons W2
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Une fois la fonction génératrice W(p, q;e) déterminée avec la précision désirée,

nous pouvons déterminer le changement de variables canoniques et donc les fonctions

Pi(p, q, e) = Ew(Pi) et <p(p, ç, e) = Ew{pi)- Il est plus facile de revenir au triangle de Lie

pour déterminer ces fonctions en sachant que la fonction dont on veut la transformée de

Lie est ici simplement ou pi (représentation graphique du triangle de Lie pour cf sur

la figure [3.3]).

La relation qui exprime donc qi en fonction de (p, q; e) est la suivante :

qi- Qi = e
dWi

dpi + 2 + • • • (3.17)

De même, la relation qui exprime pi en fonction de (p, q; e) est la suivante :

APi Pi - Pi =
dW1

dpi 2 dqi { dqt J
+ • • • (3.18)

Il nous faut maintenant appliquer cette méthode au Hamiltonien K de la rotation

forcée d’un corps solide (cf. relation (3.1)).
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Application au Hamiltonien de la rotation forcée des corps rigides

D’après la relation (3.1), le Hamiltonien K de la rotation forcée d’un corps rigide

(S1) s’écrit :

K (h, g, l, H, G, L; t) = F0(l, G, L) + E(h, H, G; t) + £ U\h, g, l, H, G, L\ t)
i

K dépend des variables d’Andoyer (h, g,l, H, G. L) mais aussi du temps t par

l’intermédiaire des éphémérides planétaires nécessaires à la détermination du poten

tiel gravitationnel perturbateur U1 et par l’intermédiaire des angles 7r et n nécessaires à

la détermination de E, le terme d’entraînement entre le repère R et R\.

La méthode que nous venons de décrire dans les pages précédentes exige un

Hamiltonien K qui ne dépende pas explicitement du temps t. Cependant, il est pos

sible, en augmentant d’un degré de liberté le système, de faire disparaître le temps t

du Hamiltonien K. Nous avons déjà 3 degrés de liberté : à, g et /. Le quatrième

degré de liberté, que nous noterons ç4 sera le temps lui même, ç4 = t, et sa variable

conjuguée sera p4 = —K. Ces variables (à, <7,/, g4, 77, G, L,p4) sont toujours canoniques

et le nouveau Hamiltonien K du problème ne dépend plus explicitement du temps t et

s’écrit maintenant :

K{h,g,l,q4,H,G,L,p4) = I<(h, gj, H,G, L;t) + p4

Nous avons vu dans le Chapitre 2 que, en utilisant les variables canoniques g et

l associées respectivement aux actions G et L du mouvement libre, on obtenait un

nouveau Hamiltonien F0(G,L) purement séculaire pour le mouvement libre, (par pure

ment séculaire, nous entendons, que Fq ne dépend que des variables d’actions). On a,

de plus, remarqué que l’action G était égale à la variable d’Andoyer G et que plus le

coefficient de triaxialité e du corps (S) tendait vers 0, plus l’action L tendait vers la

variable d’Andoyer L.

L’idée que Kinoshita (1977) a appliquée à la rotation de la Terre est dans un pre

mier temps de faire le même changement de variables canoniques que ci-dessus dans

le cas de la rotation forcée : c’est à dire de remplacer (h, g, /, ç4, H, G, L,p4) par

(h, g, l, ç4, H, G, L,p4) dans le Hamiltonien K. Le travail que nous avons fait dans le

Chapitre 2 et en particulier les relations (2.27) ou (2.28), qui expriment les variables g, l

et J f= arccos —j en fonction des variables g, ï et J (= arccos — ), vont nous permettre
de faire ce changement entre les anciennes variables et les nouvelles. On remarque

entre autres que ce changement de variable ne modifie pas les variables h, H et G qui

restent les variables d’Andoyer classiques. Ces nouvelles variables seront notées (p, q)
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avec q = (fi, p, Z,t) et p = (H,G, L, —K) et notre nouveau Hamiltonien exprimé avec

ces nouvelles variables K(p,q) = JÛ(fi, p,/, p4, 77, G, L,p4). Nous noterons cependant

sans risque de confusion dans la suite : le Hamiltonien de la rotation forcée K (p, q) par

K(p,q), la partie correspondante au Hamiltonien de la rotation libre F0(p) par F0(p)

(qui ne dépend plus que des moments pi grâce à ce changement de variables), les parties

correspondantes aux potentiels perturbateurs des corps extérieurs mais exprimées avec

les variables (p, p) par Ul(p,q) et le terme d’entraînement avec les variables (p, q) par

E(p,q).

Une fois effectué ce premier changement de variables canoniques, nous appliquons,

comme Kinoshita (1977), au Hamiltonien /C(p, q) la méthode de Lie (ou de Hori (1966))

que nous avons explicitée précédemment. Nous écrivons d’abord le Hamiltonien K sous

la forme (3.11) suivante avec e = 1 :

K® = Fq(p) +p4 (soit le Hamiltonien libre plus la variable conjuguée du temps)

Ki = K(p, q) — Kq — Kq (soit le reste du Hamiltonien forcé moins Kl).

K°3> 1 = 0.

L’ordre ”0” est, comme nous le voyons, purement séculaire et correspond donc pour

les variables (h, g, l) au problème de la rotation libre étudiée en détail dans le Chapitre 2.

Nous appliquons ensuite la méthode itérative explicitée précédemment en cherchant un

second changement de variables canoniques de la forme p* = Ew{fti) et pz = Ew(G)

permettant d’avoir un nouveau Hamiltonien TK(p,q) = Ew(K(p,q)) que nous sachions

intégrer.

Comme cela se fait habituellement, nous choisissons de mettre dans T# (p, q) unique

ment les parties purement séculaires obtenues au cours du processus itératif. Les vari

ables pi seront donc des constantes et les variables G des applications affines du temps t

de la forme G = n^t + G° avec nqi = Dans la suite nous appellerons ces variables

Pi et G les variables séculaires du mouvement et nous les noterons pf = (Hs ,GS, Ls ,p|)

et qf = (hs, gs, Ü, ç|) pour éviter les confusions avec les variables g et l.
Les parties non-séculaires sont intégrées selon l’algorithme itératif défini

précédemment pour déterminer la fonction génératrice W qui permettra de déterminer

à son tour explicitement le changement de variables canoniques p* = Ew{pSi) et

qi = Ew{q!).

Nous obtiendrons enfin les variables d’Andoyer (fi, p, Z, H: G, L) à l’aide des relations

(2.27) ou (2.28) définies à la fin du Chapitre 2 et des variables (p, p).

Nous allons maintenant développer plus précisément le premier ordre de cette

méthode.
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A partir de maintenant, nous ne différencierons les variables (p, q) des variables

(ps:qs) que quand cette différence n’est pas simplement formelle. Dans les autres cas

nous utiliserons les variables (p, q).

Il nous faut d’abord déterminer Kl, l’ordre ”1” de TK le nouveau Hamiltonien.

D’après le choix que nous avons fait pour KJ et le fait que nous voulons un TK purement

séculaire, Kg sera la partie séculaire du Hamiltonien K une fois Kq = F0(p) +P4 enlevé

de celui-ci. Donc Kl contiendra la partie séculaire de U1 et E une fois que nous avons

remplacé dans leurs expressions respectives (3.7) et (3.5) les variables g, l et J par leurs

expressions en fonction de g, l et J grâce aux relations (2.27) ou (2.28). E ne dépend

pas de ces variables et donc le changement de variables ne modifie pas l’expression de E.

De plus, le choix de D l’origine non-tournante comme origine de la variable d’Andoyer h

fait qu’il n’y a pas de partie indépendante de la variable h et donc pas de partie séculaire

dans E.

Kl se réduit donc à la partie séculaire de U\ Kinoshita (1977) donne l’expression de

cette partie séculaire de Ul(p,q) dans le cas où il n’y pas de commensurabilité entre les

variables g, ï et les arguments utilisés dans les éphémérides du corps perturbateur (P1)
(cf. le sous-chapitre 4.2.1). Cette expression est la suivante :

UK =
k2Mi 2C - A - B r

(3 cos2 J — 1) + 0(J2e2) x
afAi (/, h)

(3.19)

avec ai le demi-grand axe du corps perturbateur (Pl) et Ai (/, h) une fonction

dépandant des variables I et h et du corps perturbateur (P1) (cf. relation (3.8)).

Remarque: Cependant, pour beaucoup de corps, l’hypothèse de non-

commensurabilité n’est pas vérifiée.

Par exemple, pour la Lune, ou tout corps en résonance ”spin-orbite” autour d’un

autre corps (C), les variables g, ï et Xi vont être commensurables (Aj étant la
longitude moyenne de (C)).

Mais il n’est pas nécessaire d’avoir une expression formelle pour la partie séculaire

de Ul(p,q). En effet, quand nous exprimerons Ul(p,q) en série de Poisson (cf. le

sous-chapitre 4.2.1) la partie séculaire apparaîtra naturellement.
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Une fois déterminé Kq l’ordre ”1” du nouveau Hamiltonien TK, nous cherchons à

déterminer l’ordre ”1” de la fonction génératrice W. Grâce à la relation (3.15), nous

pouvons écrire :

— = *î - *0 = £[^ - UiJ (3.20)
i

Nous connaissons l’expression du second membre de cette relation. Il nous suffit donc

d’intégrer cette équation par rapport au temps t. Cette intégration se fait d’après la

relation (3.15) en prenant pour les dérivées des variables angulaires h = -0 = 0,

g = |0 = rig et / = = np et pour leurs variables conjuguées H, G et L des
constantes. Les fréquences angulaires n~g et nj sont donc celles déterminées dans le

Chapitre 2 pour le mouvement libre.

Une fois que W\ et Kq sont déterminés au premier ordre, nous pouvons également

déterminer au premier ordre les variables (h, g, /, ç4, H, G, L,p4) grâce aux relations (3.17)

et (3.18). Soient :

h = hs + Ah — hs +
dWl

~dW

9 = 9S + = gs +

ï = ls + AÏ = ï +

dWi

~dG

dWl

~dL

H = Hs + AH = Hs

G = Gs + AG = Gs

L = Ls + aL = Ls -

dWl

dh

dWl

dg

dWi

~df

(3.21)

où les (hs, gs, ls, Hs, Cs, Ls) sont les solutions du nouveau Hamiltonien purement

séculaire TK = F0 + Kq. C’est à dire : Hs, Gs, Ls sont des constantes et, en se rappelant

que = 0, ^0 = n-g et = np les variables ù5, gs et ls sont les applications affines
suivantes :

hs = Kq +
d_Ko1
dH

9S = 90 +
dKl

n'a + ^G ls = lsn + nj +
dKl
d~L

t (3.22)

Nous passons ensuite des variables (h,g,l,H,G,L) aux variables d’Andoyer

(h, g,l, H,G, L) grâce aux relations (2.27) et (2.28).

Comme nous avons exprimé le Hamiltonien K (h, g, Z, H, G, L; t) non pas en fonction

directement de L et H mais en fonction respectivement des angles I et J qui leur sont

associés par les relations : cos / = — et cos J = ^ (cf. relation (3.1)), comme les
relations (2.27) et (2.28) expriment J en fonction de J et non pas L en fonction de L,

le Hamiltonien que nous notons K(p,q) = K (h, g,l, ç4, 77, G, L,p4) s’exprime en fait en

fonction de I et J plutôt qu’en fonction de H et L. Nous préférons donc nous servir des

variables (ù, /, /, G, J) bien que celles-ci ne soient plus canoniques.
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En nous servant des dérivés partielles de I et de J par rapport à ET, G et L suivantes :

dl 1 dl cos I

dH “ G sin/ dG G sin/

dJ 1 dJ cos J

dL ~ G sin J dG G sin J

les relations (3.21) deviennent :

et

h = hs + Ah = hs - _L dWx
G sin I dl

g = gs + Ag =
_s il cos I dW\ cos J dWi
9 + G V sin I dl + sin J dJ

l = ls + Al = ls -
1 dWl

G sin J dJ

' I = Is + AI = /s 1
G V sin I dh sin / do

(3.23)

G = Gs -\- AG Gs -
dW1

dg

J = Js + AJ
~l_ f_J_ dWi _ cosJdWA

G \sinj dl sin J dg J

Ces équations sont celles écrites par Kinoshita (1977) pour ces mêmes variables. En

faisant le même raisonnement avec les variables séculaires, les variables Gs, Is et Js sont

des constantes avec cos/5 = Hs/Gs et cos J5 = Ls/Gs et les relations (3.22) définissant

/is, gs et ls deviennent :

hs

~gs

ïs

K-

go +

« +

î di<l
G sin/ dl

n~„ +

Tir -

cos / dKl
G sin/ dl

1 dKl
G sin J dJ

+
cos J dKl

G sin J dJ
t (3.24)
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Tout cela n’est bien sûr possible que si modélise une perturbation faible du

mouvement libre représenté par Kjj ; plus cette perturbation sera faible, moins nous

aurons besoin d’itérer le processus de résolution.

Nous allons dans le chapitre suivant appliquer cette méthode au cas de la planète

Mars.

* * *
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Chapitre 4

Mouvement de rotation forcée :

application à Mars

Introduction

Pour appliquer la méthode décrite dans le Chapitre 3 à la planète Mars, nous devons

dans un premier temps vérifier si le mouvement de rotation perturbé est bien une faible

perturbation par rapport au mouvement de rotation libre.

Une fois cette condition remplie, nous nous intéresserons aux mouvement de l’axe de

moment d’inertie maximal OC, encore appelé couramment ”axe de figure” dans le repère

de référence R. Comme la variable d’Andoyer J, qui est l’écart angulaire entre l’axe de

moment cinétique L et l’axe OC, est pour la planète Mars voisin de 0, le mouvement de

OC est très proche du mouvement de L.

Nous allons donc dans un premier temps étudier le mouvement de l’axe de mo

ment cinétique L dans l’espace (plus précisément dans le repère R) grâce aux variables

d’Andoyer H et h (ou I et h) qui le décrivent. Nous regarderons en détail, les parties

du Hamiltonien K susceptibles d’agir sur ces deux variables (Us : l’influence du Soleil,

Up : l’influence de Phobos, E le terme d’entraînement entre les repère R et R\, etc ...).

Dans un deuxième temps, une fois le mouvement de l’axe de moment cinétique L

de Mars connu, nous évaluerons l’écart entre cet axe et l’axe de figure en exprimant les

termes d’Oppolzer en fonction des variables d’Andoyer (h, g, /, H, C, L).

Enfin, nous comparerons nos résultats théoriques avec les observations combinées des

sondes Viking et Pathfinder. Cela nous permettra principalement de tirer des conclusions

sur l’incertitude d’une constante importante pour la description de la rotation de Mars :

la constante Nous verrons également ce que cela implique sur le mouvement de

rotation de Mars pour des périodes de l’ordre de 500000 ans.

* * *

125



126 Chapitre 4



Application à Mars 127

4.1 Possibilité d’application de la méthode du

Chapitre 3 à Mars

Les différents corps dont nous allons considérer l’influence sur la rotation de Mars sont :

• le Soleil,

• les satellites Phobos et Deimos,

• les planètes Vénus, Terre, Jupiter et Saturne.

Il n’est pas nécessaire de tenir compte des autres corps célestes, leurs influences seraient

inférieures à celle de Saturne qui est, comme nous le verons, en dessous de notre seuil

de précision (0.0001 secondes d’arc).

Pour savoir si la méthode d’intégration des équations canoniques explicitée

précédemment est valable dans le cas de Mars, il faut vérifier que l’influence de tous ces

corps célestes (potentiel U1) et le terme d’entraînement E sont bien de faibles perturba

tions du mouvement libre. Nous nous doutons intuitivement que le corps qui perturbe le

plus la rotation de Mars est le Soleil. Nous nous intéressons donc en priorité au rapport

du potentiel gravitationnel du Soleil Us sur F0, le Hamiltonien de la rotation libre.

J2 + MAM2
~ 9 4 . i rr8 4.77.1 rr10

u(terme en J2) ' ' iU(terme en C22 et S22)

~ 2.5 • 1(T8

U"

Th

Mc

2C -A-B+-(B-A)
(J

1Â

2, NU

M + Mq

MK

ü ~C~

Nous nous intéressons ensuite aux rapports des U1 des autres corps perturbateurs

(Up (Phobos), UD (Deimos), UJ (Jupiter), UT (Terre), Uv (Vénus) et USa (Saturne))
sur Us.

•Pour Phobos

•Pour Deimos

•Pour Jupiter

•Pour Terre

•Pour Vénus

•Pour Saturne

lF_
Us

U°_
us

UJ

MP\ / as \3
' — ~ 0.0927

Ms J \ cip

Md

Mc

(Mj
Us ~ \ Ms

Us ~

uv

Us '

USa

MT

Mv

Mc

(—) ~ 8.3 • 10"4
\aDJ

~ 2.4 • 10

~ 3.0 • 10"6

Üp

M3
ajJ

,-5

us

MSa

Mc

2.4- 10

as \ 3

aSa )

-6

1.6 10~6

Enfin nous nous intéressons au rapport de E, le terme d’entrainement, sur E0

E

Fo
— ~ 4.0 • 10“9
Lü
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(Mp, Md, etc ...) sont les masses des différents corps et (aP, aD, etc ...) sont leurs

demi-grands axes au Soleil (avec as le demi-grand axe de Mars). Les paramètres liés à

Mars (J2, C22, £22, n, cj, ~-,...) ont déjà été définis et évalués numériquement dans

les tableaux [2.4] et [2.5]. 71 est la dérivée temporelle de 7r, l’angle défini dans le sous

Chapitre 3.2.1.

Ces paramètres ainsi que l’ensemble des valeurs numériques utiles pour le calcul des

éphémérides de l’axe de figure OC de Mars se trouvent dans les tableaux récapitulatifs

à la fin de ce chapitre.

Comme nous le voyons, l’ensemble de ces effets représente une faible perturbation

par rapport au mouvement induit par F0. Nous pouvons donc employer la méthode

itérative du Chapitre 3.

Notre but est de décrire, grâce à cette méthode, le mouvement de l’axe de figure de

Mars, encore appelé l’axe de moment d’inertie maximal OC.

Le mouvement de cet axe est souvent représenté à l’aide des angles d’Euler h/ et If

plutôt qu’à l’aide des variables d’Andoyer d’un usage moins courant, le troisième angle

d’Euler </> représentant quant à lui la rotation du corps lui-même autour de son axe de

figure (cf. la figure [4.1]).

Fig. 4.1: Lien entre les angles d’Euler et les variables d’Andoyer.

En nous inspirant des notations que Lieske et al. (1977) ont choisies pour la Terre,

nous pouvons écrire les angles d’Euler If et hy de l’axe de figure sous la forme :

hf = -pï - Aip

I, = (4.1)

Pa £a sont des polynômes du temps représentant respectivement la précession en

longitude et en obliquité de l’axe de figure. A J2000 P^1 = 0 et = Eq = 25°. 189417.
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Les quantités A*0 et Ae représentent, quant à elles, les variations périodiques des angles

d’Euler et ne sont autres respectivement que la nutation en longitude et en obliquité de

l’axe de figure.

Nous voulons essayer de faire le lien entre ces quantités et les variables d’Andoyer

que nous allons utiliser pour décrire le mouvement de l’axe OC.

En appliquant les relations de trigonométrie sphérique dans le triangle de la figure

[4.1] défini par les côtés (h - hj), g et ((/) — l) nous pouvons déterminer les relations liant

les angles d’Euler et les variables d’Andoyer au premier ordre en J. Soient:

, , J
tir — h H sin q

J sin I

If ~ 7 + Jcosg (4.2)

(f) ~ l -f g — J cot I sin g

Nous savons que l’angle J, bien qu’il ne soit pas précisément connu pour Mars, doit être

très faible du fait qu’il n’a pas encore pu être observé et que par effet dissipatif cette

angle J a tendance à diminuer avec le temps. L’écart angulaire entre l’axe de moment

cinétique L et l’axe de moment d’inertie maximum OC est donc faible et est représenté

dans le développement (4.2) par les termes ayant pour facteur l’angle J dans les deux

première relations.

• Nous allons donc nous intéresser en premier lieu au mouvement de L dans le

repère de référence R : c’est à dire aux variables d’Andoyer h et I (se référer aux

sous-chapitres 4.2, 4.4 et 4.5). En remplaçant, dans la relation (4.2) définissant les

angles d’Euler, les variables d’Andoyer h et I par leur expression (3.23) déterminée

par la méthode de Lie dans le Chapitre 3, nous avons les expressions suivantes pour

les deux angles d’Euler hf et If au premier ordre en J :

hr ~ hs + Ah H — sin u
sin I

If ~ Is + AI + Jcosg

En identifiant ces relations avec les relations (4.1), nous nous rendons compte que

—hs et — Is étant les parties séculaires de h et /, elles feront parties respectivement

du mouvement de précession en longitude p^ et en obliquité tandis que —Ah

et — AI feront parties respectivement du mouvement de nutation en longitude Aïp

et en obliquité Ae.

• Nous donnerons ensuite l’écart entre l’axe OC et l’axe L en exprimant, d’après les

relations (4.2), les variations du terme — —: sin g et du terme — J cos g qui sont,

comme nous le verrons dans le sous-chapitre 4.3, des mouvements périodiques.
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Avec les notations (4.1) le premier terme contribuera donc à A 4g le mouvement

de nutation en longitude de Taxe OC, et le second terme contribura à As, le

mouvement de nutation en obliquité de ce même axe.

Nous donnerons l’ensemble de nos résultats sur la position de l’axe de figure OC à

l’aide des quantités p1^, s^ , As et Aijj.
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4.2 Le mouvement de l’axe de moment cinétique L

D’après les déterminations approximatives des différentes influences sur la rotation de

Mars, nous remarquons que la principale perturbation est celle dûe à la présence du

Soleil puis par ordre d’importance, à la présence des satellites Pliobos et Deimos, au

terme d’entraînement E et aux planètes.

Nous pouvons, du moins au premier ordre, traiter ces différentes influences

séparément. Nous commencerons donc par l’influence du Soleil

4.2.1 Les effets dûs au soleil

L’influence solaire est représentée dans le Hamiltonien K par Us qui d’après la relation

(3.7) s’écrit :

k2Mr \f2C-A-B\ „ , . _ (A-B
Uï = P2 (sin ôs) + P2 (sin Js) cos2as (4.3)

2 J ' V 4

Nous négligerons les termes Uf avec i > 2 du développement de Us car ils ont

des influences encore moindre que les pertubations les plus faibles que nous venons de

présenter (Vénus, Saturne).

Le terme largement prépondérant dans cette relation est celui ayant pour facteur

de proportionnalité 2C~A~B. Cette partie est en relation directe avec l’aplatissement

dynamique de la planète Mars d’après la relation x J2 = .

L’autre partie, de moindre importance, a pour facteur de proportionnalité ——.

Cette partie est liées à la triaxialité de Mars par l’intermédiaire des constantes C22 et

S22 et par la relation x y/C\2 + S21 — Mais commençons par l’influence de
l’aplatissement dynamique de Mars sur la rotation de Mars.

Influence de l’aplatissement de Mars (J2)

La partie du Hamiltonien que nous considérons est donc

< =
k2Ms (IC ~

P-2 (sin 5s)
,-3 V 2

En remplaçant P2 (sin és) par son expression en fonction des variables d’Andoyer, de

la latitude (3 et de la longitude A du Soleil par rapport à l’orbite moyenne de Mars de la

date et par rapport à l’origine non-tournante D (cf. la relation (3.8)), nous obtenons :

k?Ms (2C— A — B\ (4 4)K = x

x
1 f0 2 T AAi(J’h) , • , • 2 rAs{I,h,g)
- 3 cosz J - 1 —. - + sin 2 J 7-—r h sur J —-—
/ v / T6 CL6 r6 !nA rô InAr3/al r3/ocs
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• Nous devons dans un premier temps, d’après la méthodologie du Chapitre 3,

remplacer dans cette expression de Uj les variables (/i, g,/, H, G, L) par les variables

(h,g, l, H,G, L). Nous voyons que les variables d’Andoyer (g,l,L) qui interviennent

dans le mouvement libre, n’apparaissent dans le Hamiltonien K que sous la forme des

quantités g + Z, J cos/, J sin/, J cos g et J sin g (cf relations (3.8) et (3.9)). D’après

les relations (2.29), pour Mars, ces quantités sont respectivement égales à g + /, J cos /,

J sin /, J cos g et J sin g, à Je près. Pour la Terre, Je est environ égale à 1CT9. La valeur

de l’angle J pour Mars est également très faible (supposé inférieur à 0.1 seconde d’arc).

Nous pouvons donc suposer que la valeur du produit Je de Mars est voisin de la valeur

du même produit pour la Terre.

Avec cette hypothèse, il n’est donc pas utile dans le cas de Mars de différencier les

variables g, /, L respectivement des variables g, /, L. Ce changement de variables se réduit

donc systématiquement pour Mars à l’identification de g avec g, de / avec /, et de L avec

L. (Nous n’utiliserons plus que les notations g, l et L dans la suite).

• Nous devons ensuite intégrer la partie non séculaire de Uj pour obtenir avec la

même terminologie que dans le chapitre précédent la partie correspondante de la fonction

génératrice partie que nous noterons Wf. Soit d’après la relation (3.20) :

k = j eh- nu
i

L’hypothèse de Kinoshita selon laquelle il n’y a pas de commensurabilité entre

les variables g, l et les arguments utilisés dans les éphémérides du Soleil est valide.

L’expression de la partie séculaire (3.19) l’est donc également. Cependant cette par

tie séculaire apparaît naturellement quand on détermine la fonction Uj à l’aide de

l’expression (4.4) et des éphémérides du Soleil. Il ne nous est donc pas utile d’en avoir

une expression formelle.Nous ne ferons plus dans la suite, la différence entre Uj

et la partie non-séculaire de Uj par soucis de simplification d’écriture ; nous

nous souviendrons seulement que la fonction Wf ne doit pas contenir de terme séculaire.

A l’aide de la relation (4.4), Wj2 s’écrit :

k? Mq /2C -A- B
x

x - (3 cos2 J — l) [ —-dt + sin 2J
2 v ' J r6 ai

^2 (Ch, g)

r3/a^
dt + sin2 J

(4.5)

^3 {I,h,g)

r3/a3
dt

Les expressions des Ai sont données dans les relations (3.8).
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Une fois obtenu Wf, nous pouvons déterminer les variations dûes au Soleil et à

l’aplatissement dynamique de Mars sur les variables h et I d’après les relations (3.23)

définies à la fin du chapitre précédent :

Ah

AI

1 dWf
G sin I dl

1 dWf _ cos I dWf
G sin I dh G sin I dg

Nous remarquons d’après l’expression (4.5) de Wf que le terme qui va être important

pour le calcul de Ah et AI est seulement l’intégrale de a AlriI,h^. En effet, les autres
termes ont J en facteur et sont donc négligeables. Wf se réduit donc à l’expression
suivante :

Wf =
k2 Mc /2C -A- B a3s Ai (/, h)

dt

Wf ne dépend donc plus de la variables d’Andoyer g: les expressions des variations
de h et / se simplifient encore et deviennent (en posant la variable G = Clj comme dans

le Chapitre 2) :

Ah

AI

K2 Ms

uo3

/2C - A-B\

V 2C )
1 d

sin I dl

a3 Ai (/, h)
J

k,2 Ms /2C -A-B\ 1 d
ua3 \ 2C ) sin I dh I

a3s Ai (/, h)
dt

(4.6)

Nous rappelons que dans ces relations nous ne devons prendre en compte que la partie

non-séculaire de aeAW’h). Ces équations correspondent à celles déterminées pour la Terre

par Kinoshita (1977). Nous noterons comme lui, le facteur de proportionnalité présent

dans AI et Ah par :

K2 Ms

tua3

2C -A-B\

2C )
K2 Ms MIR2
iua3 2 C 5519”/1000 ans (4.7)

De manière pratique, nous avons besoin pour calculer Ah et AI à partir des relations

(4.6) de déterminer et d’intégrer a&Aff'h^. Nous nous aidons pour cela des composantes
rectangulaires apparentes du Soleil (XS,FS,ZS) depuis le centre de Mars dans le repère

de référence R (cf. les relations (3.10)). Celles-ci sont les opposées des coordonnées

rectangulaires héliocentriques de Mars dans le même repère. Les éphémérides V.S.O.P.87

(Bretagnon et Francou, 1988) nous fournissent ces coordonnées dans le repère écliptique

J2000 sous formes de séries de Poisson dont les arguments sont les longitudes moyennes

des planètes. Nous exprimons ces coordonnées dans le repère R par trois rotations

successives (cf. Annexe IV) : une rotation d’angle D correspondant au noeud de l’orbite
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Plan de référence

Fig. 4.2: Représentation des angles uj, i et ND

moyenne de Mars sur l’écliptique J2000, puis une rotation d’angle i correspondant à

l’inclinaison de l’orbite moyenne de Mars sur l’écliptique J2000 et enfin une dernière

rotation d’angle ND sur l’orbite moyenne de la date pour arriver jusqu’au point D (cf.

figure [4.2]). D et i ont été calculés par Bretagnon (1988), tandis que la valeur de ND

est donnée dans le sous-chapitre 4.2.4 par la relation (4.28).

Ces rotations ainsi que l’intégration sont menées à bien grâce à un programme infor

matique permettant de manipuler des séries de Poisson (Broucke, 1980). Celles-ci sont

sous la forme suivante :

Y ta[asv sin(0V) + acv cos(^)]
V

0V — 'CiAi + U2A2 + 4- vnXn et = Al x t -I- A^

Les coefficients asv et acv en facteur des cosinus ou des sinus sont numériques tandis

que les arguments 6V restent, eux, sous une forme analytique avec des V{ entiers et

des Xj constants. Dans le cas de l’influence du Soleil ou des planètes, les Ai seront

les longitudes écliptiques moyennes des planètes utilisées par Bretagnon pour ses séries

V.S.O.P.87. (Ay pour Vénus, At pour la Terre, XM pour Mars, Aj pour Jupiter et A5a

pour Saturne) et les trois variables angulaires d’Andoyer h, g et l.

Comme notre but est de modéliser le mouvement de l’axe OC, nous présentons dans

les tableaux qui vont suivre les parties Assoi et A'ipsoi dûs au soleil des nutations Ae et

A'ip correspondant respectivement à — AI et -Ah d’après les relations (4.2) et (4.1).
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sin

o

cos

(”)

Période

(an)

M AM Valeurs de Borderies

cos (”)

Valeurs de Hilton

cos (”)

0.00003 0.51589 0.940 2 2 0.4908 0.5158

0.00001 0.11274 0.627 3 2 0.1072 0.1130

-0.04921 1.881 1 2 -0.0468 -0.0493

0.01917 0.470 4 2 0.0182 0.0193

0.00296 0.376 5 2 0.0029 0.0030

0.00044 0.313 6 2

Tab. 4.1: Influence solaire sur la nutation de Mars en obliquité A£s0i

sin

n

cos

(”)

Période

(an)

M AM Valeurs de Borderies

sin (”)

Valeurs de Hilton

sin (”)

-1.09689 0.00006 0.940 2 2 -1.0431 -1.0962

0.63460 1.881 1 0.6031 0.6357

-0.23971 0.00001 0.627 3 2 -0.2278 -0.2401

0.10463 -0.00001 1.881 1 2 0.0994 0.1047

-0.04076 0.470 4 2 -0.0387 -0.0409

0.04432 0.940 2 0.0421 0.0445

-0.00630 0.376 5 2 -0.0061 -0.0063

0.00405 0.627 3 0.0038 0.0041

-0.00093 0.313 6 2 -0.0009

0.00041 0.470 4

-0.00013 0.269 7 2

Tab. 4.2: Influence solaire sur la nutation de Mars en longitude Af>s0i

Nous présentons les résultats obtenus pour Assou la nutation en obliquité, dans les

tableaux [4.1] et [4.3]. Le premier tableau regroupe les termes de Fourier tandis que le

second regroupe les termes ayant le temps t en facteur. De même, nous présentons les

résultats obtenus pour Aipsoi dans les tableaux [4.2] et [4.4] en secondes d’arc.

Nous avons remplacé la longitude moyenne de Mars Am par l’anomalie moyenne de

Mars M et par Am qui correspond à l’angle entre D et le périgée de Mars qui sont liés

par la relation A M — M -\- Am + h : cela nous permet d’avoir des séries dont les termes

de Fourier ne sont quasiment que des termes en sinus pour A'ipsoi et que des termes en

cosinus pour AeSoi- Nous nous sommes donnés comme limite de troncature de ces séries

1CT4 seconde d’arc pour espérer avoir une précision intrinsèque d’environ 10-,i seconde

d’arc. Cela représente à la surface de Mars une distance d’environ 2 cm.
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Beaucoup de ces coefficients ont déjà été calculés par d’autres auteurs (Borderies,

1980 et Hilton, 1991). Borderies a utilisé pour calculer ces coefficients une méthode

Hamiltonienne avec les éléments planétaires de Struve, et Hilton a utilisé une méthode

employant les angles d’Euler et les éphémérides V.S.O.P.82 (Bretagnon, 1982). Leurs

valeurs respectives sont présentées dans les deux dernières colonnes des tableaux [4.1] et

[4.2]. Nos valeurs sont très proches de celles de Hilton. Les différences plus importantes

que nous observons avec celles de Borderies sont en grande partie dûes à un choix

différent pour la constantes —1 qui est en effet une valeur mal connue pour la planète

Mars. Borderies a pris 1 ~ 2.598 et nous avons pris —— ~ 2.731. Ce facteur

étant simplement un facteur de proportionalité de Wj d’après les relations (4.6), nous

pouvons changer sa valeur dans les séries de A h et de AI simplement en multipliant

celles-ci par le rapport de la nouvelle valeur de sur l’ancienne. Nous discuterons de

ce paramètre dans le sous-chapitre 4.3.

Les termes mixtes rassemblés dans les tables [4.3] et [4.4] proviennent de la présence

même de termes mixtes dans les éphémérides V.S.O.P.87 de Mars.

• Nous devons enfin étudier le rôle de la partie séculaire de Uj qui correspond d’après

la méthode explicitée au Chapitre 3 à Kq, le premier ordre du nouveau Hamiltonien

séculaire TK = K§ + Kq. Nous avons exprimé cette fonction Uj2 comme une série de
Poisson grâce au manipulateur de séries et à la relation (4.4). Nous avons alors pu

identifier la partie séculaire de cette fonction comme se restreignant à :

H = K'0 =
K2 Mc /2 C -A-1

(3 cos2 I1) (4.8)

où So, voisin de —i, est la partie séculaire de -c/éfsiiiP) avec (3 la latitude du Soleil

dans le repère R. Cette partie K<\ de Th va jouer un rôle sur la variable hs (la partie

séculaire de h) qui par l’intermédiaire des relations (3.24) va s’exprimer ainsi :

hs = hsQ 1 (dKj\
G sin I y dls )

x t

Comme T est confondu avec D à J2000, hs0 = 0. Ainsi, en remplaçant Kq par sa valeur,

l’opposé de la partie séculaire hs dûe au Soleil, que nous noterons [p^]s est donc égale à :

[pa
s

3Kj2 cos ISq t = 7590.39671 x t

(4.9)

t étant en millier d’années et r>M
Va

J s
en seconde d’arc. Dans l’ensemble des tables qui

suivront, les termes sont rangés par ordre décroissant de leurs amplitudes \Jasv2 + a£2
avec la seconde d’arc comme unité d’angle et le millier d’années comme unité de temps.
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sin

(”)

cos

(”)

Période

(an)

a (ta)

1000 ans

M ^j ^Sa Am

0.00875 0.00105 0.627 1 3 2

-0.00332 0.00579 0.940 1 2 1

0.00381 -0.00048 1.881 1 1 2

0.00297 0.00036 0.470 1 4 2

0.00242 1

-0.00063 -0.00227 1.881 1 1 1

0.00180 -0.00077 1.881 1 1 -1

-0.00072 0.00128 0.627 1 3 1

0.00019 0.00104 -877.785 1 2 -5 -1

Tab. 4.3: Influence solaire sur la nutation de Mars en obliquité : les termes avec le

temps t en facteur, Assoi

sin

n

cos

(”)

Période

(an)

a (ta)

1000 ans

M ASa Am

0.00627 -0.04917 1.881 1 1

-0.00223 0.01860 0.627 1 3 2

0.00959 0.00550 0.940 1 2 1

0.00101 0.00809 1.881 1 1 2

-0.00077 0.00632 0.470 1 4 2

0.00086 -0.00687 0.940 1 2

-0.00377 0.00105 1.881 1 1 1

0.00287 0.00179 -1783.395 1 4 -8 3

0.00127 0.00297 1.881 1 1 1

0.00212 0.00119 0.627 1 3 1

0.00163 -0.00160 -883.270 1 2 -5

-0.00018 0.00146 0.376 1 5 2

Tab. 4.4: Influence solaire sur la nutation et la précession de Mars en longitude : les

termes avec t, le temps, en facteur Aipsoi
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Comme dans le cas de la Terre (cf. Souchay et Kinoshita (1996)), nous appelons

influences planétaires indirectes les influences des planètes autres que Mars sur l’orbite

de cette dernière et donc sur l’orbite apparente marsocentrique du Soleil, qui à son tour

influent sur l’axe de figure OC de la planète Mars. Ces influences sur l’orbite de Mars

sont prises en compte dans les éphémérides V.S.O.P.87 de Mars et elles apparaissent

donc à leur tour naturellement après intégration dans les variations Ah et AI.

Nous présentons les plus importantes variations dans les tableaux [4.5] et [4.6] res

pectivement en obliquité AsPia^ndirect) et en longitude A'ippia(indirect) •

sin

(”)

cos

(”)

Période

(an)

Xp M Am

-0.00003 0.00014 -0.940 4 -10 3 2

-0.00013 -0.00007 0.941 4 -6 3 2

Tab. 4.5: Les effets planétaires indirects en obliquité

sin

n

cos

(”)

Période

(an)

Ay Xp M ^Sa Am

-0.00039 0.00019 2.235 1 -1

0.00028 -0.00035 2.754 1 -2

0.00030 0.00007 -0.940 4 -10 3 2

0.00014 -0.00027 0.941 4 -6 3 2

0.00015 -0.00017 1.118 2 -2

-0.00004 -0.00024 -877.785 2 -5 1

0.00028 0.00003 -15.781 1 -2

-0.00019 -0.00003 11.862 1

0.00014 -0.00007 0.662 3 -1 2

-0.00008 0.00009 0.511 4 -2 2

-0.00008 0.00010 0.701 3 -2 2

0.00011 0.00004 2.135 1 -1

0.00009 0.00008 2.470 2 -3

-0.00002 0.00011 32.835 1 -3 2

0.00005 -0.00009 0.627 4 -5 3 2

Pla(indirect)

Tab. 4.6: Les effets planétaires indirects sur la nutation de Mars en longitude,

A'ipPla(indirect)
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Influence de la triaxialité de Mars (C22 et S22)

Jusqu’à maintenant, nous n’avons considéré dans l’influence solaire sur la rotation

de la planète Mars que la partie dépendant de l’aplatissement dynamique J2 de Mars,

laissant de coté le second membre de la relation (cf. la relation (4.3) définissant U2)

d’amplitude sensiblement plus petite. Penchons-nous maintenant sur ce second terme à

savoir :

Ce second terme dépend, lui, de la triaxialité de la planète. En effet, si ce corps n’était

pas triaxial (c’est à dire A = B) ce terme n’existerait pas. En procédant de la même

manière que dans le cas du terme dépendant du J2 (c’est à dire en remplaçant P22 Par

son expression (3.9), en remarquant qu’il n’y a pas de partie séculaire provenant de Ufri,

en intégrant Ufri par rapport au temps et en supposant un angle J petit), nous arrivons

à exprimer des relations équivalentes aux relations (4.6). Soient les relations suivantes :

Ah

AI

k2Ms (A-B\ 1 d
ual V 4C ) sin I dl

(/; I,h,g)

r3/a3
dt

k,2Ms /A - B\ 1
uoa3 V 4C J sin I

d d

dh-C°Sldg\
Bl (/; I,h, g)

r3/a3
dt

(4.10)

Nous noterons le facteur de proportionnalité présent dans ces variations AI et Ah par

Kfri que nous évaluons en fonction de Kj , de J2, de C22 et de S22, grâce aux relations

du tableau [2.4] :

k?Ms

ua3s

A-B

4C
= —177.4171000 ans

Etant donné qu’il s’agit d’effets de très faibles amplitudes ne demandant pas une grande

précision de calcul et que le plan de référence (OX x OY) de R correspond à l’orbite

moyenne apparente du soleil, nous pouvons poser Zs ~ 0, Xs ~ — cos (Am ~ h) et

Ys ~ — sin (XM — h). Donc, d’après les relations (3.10), nous avons les valeurs suivantes

pour les fonctions intervenant dans le calcul de B\(ï) (I,h,g) :

P2 (sin pi) ~ --

P22 (sin P) sin 2 (As — h) ~ 3 sin 2 (Am — h) ; P2 (sin P) sin (As — h) ~ 0

P22 (sin p) cos 2 (As — h) ~ 3 cos 2 (XM — h) ; P2 (sin P) cos (A5 — h) ~ 0

Et donc l’expression suivante de B1 d’après la relation (3.9) :
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3 3
Bi (/; /, h, g) = - sin2 (/) cos 2 (g + l) + - (1 + e cos I)2 cos 2 (Am — h — e (g + l))

2 e=±l 4

En utilisant cette écriture de B\ dans les relations (4.10), et en supposant un mou

vement circulaire apparent du soleil, nous obtenons les équations :

Ah = -Ki

AI = -Ki

-5
3 cos /

tri
2 (ns+nl)

S
3 sin 21

tri

4 (n-g + ni)

sin 2 (g + l)- ^ f-
(1 + e cos I)

=±i 4 (AM- h-e{ng + ni))
sin 2(Xm — h + e(g + h))

cos 2{g + l) + -
3 (1 — ecos/2)(l + ecos/)

(4-1.

cos 2(Àm — h — e(g + /)
E=±i 4 sin /(Am — h - e(n-g + rat-))

Comme nous le précisions dans le Chapitre 3 lors de l’application de la méthode

de Lie au Hamiltonien de la rotation d’un corps rigide, les intégrations par rapport au

temps se font en prenant h = 0,g = g et 1 = 1 avec g et l les applications affines du

temps définies dans le Chapitre 2 pour le mouvement libre.

On obtient, en ne gardant que les termes supérieurs à 10 4 seconde d’arc :

Aiptri = 0”.00011 sin(2AM - 2g - 21 - 2h) - 0”.00011 sin(2# + 2/)

et :

Aetri = -0” .00005 cos(2AM - 2g - 21 - 2h) + 0” .00005 cos(2g + 21)

Ces termes ont été vérifiés en utilisant les éphémérides de Mars de V.S.O.P.87. Les

périodes mises en jeu sont respectivement de 0.514 jours et 0.513 jours pour les argu

ments (2Am — 2g — 21 — 2h) et (2g + 21).

Remarque : Nous noterons ng la fréquence moyenne de la variable g qui correspond

à la fréquence de gs, la partie séculaire de g. Cette fréquence différera légèrement de

la fréquence moyenne de g dans le cas du mouvement libre étudié dans le Chapitre

2 et que nous notons ng. En effet, la partie séculaire du potentiel solaire donné

par la relation (4.8) dépend de la variable I et va donc d’après les relations (3.24)

rajouter le terme suivant à la variable gs :

9S = 9Ô + n-n +
cos / d r

G sin / <9/
U

J2 t = (}q + rig x t + cos / x P
M

(4.12)

La fréquence moyenne de la variable g (ng) est donc la somme de la fréquence

moyenne de g dans le cas du mouvement libre (ng) et de la fréquence de précession

en longitude multiplié par cos I
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4.2.2 Les effets dûs aux satellites Phobos et Deimos

Après l’influence solaire, la partie la plus significative du Hamiltonien K de la rotation de

Mars semble venir des potentiels gravitationnels Up de Phobos et UD de Deimos. Bien

que ces deux corps soient de très petites dimensions (11.1 km pour le rayon équatorial de

Phobos et 6.2 km pour celui de Deimos), leurs influences sont relativement importantes

sur la rotation de Mars du fait qu’ils sont très proches de leur planète mère (2.76 rayons

martiens pour la distance de Phobos au centre de Mars et 6.91 rayons martiens pour la

distance de Deimos au centre de Mars).

Nous utilisons comme éphémérides de ces corps, les séries ESAPHO et ESADE

(Ephémérides Semi-Analytiques de PHObos et DEimos) (Chapront-Touzé, 1990). Ces

éphémérides donnent les coordonnées rectangulaires marsocentriques (X, Y, Z) de ces

satellites dans le repère lié au plan de l’équateur moyen de Mars de la date t, avec comme

origine des longitudes sur ce plan le noeud descendant y^a de l’orbite moyenne de Mars

de la date t (cf. figure [4.3]). Nous noterons Req ce nouveau repère.

Orbite moyenne de Mars
de la date t

Fig. 4.3: Eléments équatoriaux des satellites de Mars

Les éléments moyens de ces corps sont les suivants, respectivement pour Phobos et

Deimos :

Phobos Deimos

aP = 9373.713 km aD = 23457.06 km

eP = 0.015146 eD = 0.00096

iP = 1.067639° et iD = 1.78896°

hP = —0.436025°/d hD = -0.018001°/d

XP = 1128.84476°/d XD = 285.161875°/d
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Avec les conventions habituelles : asat est le demi-grand axe entre le satellite et Mars,

esat est l’excentricité de l’orbite du satellite, isat est l’inclinaison de l’orbite du satellite

par rapport au plan de l’équateur moyen de Mars de la date t, hsat est le noeud ascendant

de l’orbite du satellite dans le repère Req et Xsat est la longitude moyenne du satellite

dans ce même repère.

Encore plus dans le cas de ces satellites que dans le cas du Soleil, seule l’influence

du terme du potentiel dépendant de J2 va être significative. De plus, comme nous le

voyons, l’excentricité des deux corps est très faible (0.015146 pour Phobos et 0.00096

pour Deimos). Nous pouvons donc approximer leurs mouvements par des cercles ayant

leurs demi-grands axes pour rayon . Nous pouvons donc restreindre le potentiel gravi

tationnel Usat du satellite à :

TTSüt

UJ2
K2Msat

n3
asat

/2C -A-B

V 2 P2 (sin ôsat)

On remarque que asat et ôsat sont respectivement l’équivalent de l’ascension droite

et de la déclinaison du satellite dans le repère équatorial de Mars, Req (cf. figure [4.3]).

Les équations exprimant les variations de h et I sont toujours données par les relations

(3.23) avec dans notre cas W\ = JUjfdt (on se rappelle que W\ ne doit pas contenir
de terme séculaire). On peut également inverser l’ordre de l’intégrale et de la dérivation

partielle dans ces relations et celles-ci deviennent :

Ah jy-sat
~KJ2

1

sin I

dP2 (sin ôsat)
dl

dt

AI rpsat
KJ2

1

sin I

dP2 (sin ôsat)
dh

dt

(4.13)

où Kjf correspond à Kj2 de la relation (4.7), mais pour le satellite Phobos ou pour le
satellite Deimos et non plus pour le Soleil. Soit respectivement pour Phobos et Deimos

KSP II

KSd = Kl

AIp

Ms4

AIp a3s

Aïs al

= 511.7” /1000 ans

= 4.581”/1000 ans

Du fait que les éphémérides de Phobos et Deimos sont données dans le repère Req et

non plus comme pour V.S.O.P.87 dans le repère de l’écliptique moyen J2000, la méthode

d’intégration va différer de celle que nous avons employée pour l’influence solaire.
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En particulier, les coordonnées rectangulaires (X, Y, Z) du satellite se rapportant

déjà à l’équateur moyen de la date de Mars, on a : Z — sin ôsat si on ne tient pas compte

des nutations. P2 (sinàsat) s’exprime donc très simplement en fonction de Z :

Il ne semble donc pas utile de passer par l’intermédiaire de la relation (3.8) pour calculer

P2 (sin ôsat).

Cependant, ce n’est pas vraiment de la fonction P2 dont nous avons besoin mais

plutôt, d’après les relations (4.13), des dérivées partielles suivantes :

dP2

dh

ÔP2

dl

dP2 (sin ôsat)
dh

. ds\nôsat
3 sin àsat———

dP2 (sin ôsat)
dl

3 sin ôsat
d sin ôsat

dl

(4.14)

Nous allons exprimer ces deux fonctions à l’aide des éléments moyens de Phobos et

de Deimos dans le repère Req et nous les intégrerons pour obtenir les variations de h et

L La méthode est donc la suivante :

Première étape :

dP2 dP2
Nous exprimons les fonctions —— et —— à l’aide des variables d’Andoyer et

dh al

des variables angulaires (ôsat,hsat,asat), décrivant la révolution de Phobos ou de

Deimos dans Req. Pour ce faire, nous exprimons tout d’abord sinôsat à l’aide de

(x,y,z), les composantes du satellite dans R: le repère de référence.

Pour cela, nous écrivons la formule de passage suivante :

[X, y, Z{=sin M] = Ml (hf) , (4.15)

où Mi est la matrice de rotation autour de l’axe des X dans le sens direct et M3 est

la matrice de rotation autour de l’axe des Z également dans le sens direct. IJ1 est

l’obliquité moyenne de l’axe de figure de Mars tandis que hj est la précession en

longitude de ce même axe. Ces angles IJ1 et hj sont très proches respectivement
des variables d’Andoyer —I et h -f 7r et nous ne ferons pas la différence dans la

suite de cette étude.

Soit en différentiant cette dernière relation par rapport à I et h

ds\nôsat

dh
— Sin I COS Ssat COS C^sat

dsin ôsat

dl
— COS 5sa.t sin CVgat

(4.16)
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dP2

dh
-3 sin I sin ôsat cos ôsat cos asat

dP2

dl
3 sin Sgat eos Ssat sin otSat

Deuxième étape :

(4.17)

Il nous faut maintenant écrire les relations (4.17) en fonction des éléments moyens

asat, Cati Asat et hsat que nous connaissons. Pour cela, nous nous aidons des

coordonnées (X, Y, X) du satellite dans Req.

Par des considérations de trigonométrie sphérique dans le triangle sphérique de

côtés : ôsaU (ASat - hsat) et (asat - hsat) (cf. la figure [4.3]), on remarque que X,

Y et Z peuvent s’écrire de deux façons :

X cos (crsa£ hsat) cos ôsai — cos (Asat hsat)

^ sin (rrsa£ hsat) cos Ssat sin (A5a^ hsat) cos isat (4.18)

X = sin ôsat = sin (Xsat - hsat) sinisat

Les relations (4.17) peuvent s’écrire à l’aide de X, Y et Z ainsi

dP2

dh

dP2

dl

= —3X (X cos hsat — Y sin hsat) sin I

= 3X (Y cos hsat + x sin hsat)

En substituant dans ces dernières relations aux variables X, Y et X leurs expres

sions (4.18) en fonction de isat, Asat et hsat, nous obtenons les séries suivantes :

1 dP2 3 . • tu \
. / y\ oi = t sin 2isat sin (hsat)

sin (/) oh 4

^ sin îgat (f 4~ cos igat) sm (2Asa^ hSat) (4.19)

- siniso( (1 - cos sin (2Asat 3hSat)

dP2

dl — q sin ‘Zigat cos (hSat)
3

- - sin isat (1 + cos isat) cos (2Asat - hsat)

3
+ - sin iSat (1 - cos isat) cos (2Asat s'usât)

(4.20)
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En intégrant ces expressions et par le biais de (4.13) nous pouvons maintenant

obtenir les nutations Ah et AI sous forme de séries de Poisson, en prenant les

éléments moyens des satellites fournis par Chapront-Touzé (1990) :

Ah = —
Kj?
sin /

AI = —Ksjf

3 sin 2 isat . .
sin (hsat)

hsat
x -

4

sin isat (1 + cos isat)

(2Asai hgat^J

| sin isat (1 - cos isat)
(2Asat

3 sin 2 isat (u \
COS {hsat)

hsat
x -

4

sin Isat (l 4" cos iSat)

(2Asai hgat'j
sin isat (1 - cos isat)

^2Àsaf 3 hsat

(4.21)

sin (2Asat hsat) (4.22)

sin (2A sat 6hsat) (4.23)

(4.24)

cos (2A sat hsat) (4.25)

cos (2 Asat 3hsat) (4.26)

Les influences significatives des satellites Phobos et Deimos respectivement en longi

tude et en obliquité sont donc les suivantes en remplaçant les différents paramètres par

leurs valeurs numériques :

A'ipsat = +0” .01209 x sin hp + 0” .00439 x sin hp

Aesat — —0”.00514 x cos hp — 0” .00187 x cos h^

Les périodes mises en jeu sont celles des noeuds des orbites des satellites Phobos, hp,

et Deimos, ho, qui sont respectivement de 2.260 ans et de 54.754 ans. Nous avons fait

une erreur de signe dans le calcul de ces influences lors de la publication de nos séries

de la rotation de Mars (Bouquillon et Souchay, 1999).
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4.2.3 Les effets directs dûs aux autres planètes

La partie du Hamiltonien correspondant aux effets directs d’un corps céleste (P1) sur la

rotation de Mars est le potentiel gravitationel U1 que nous avons décrit en détail dans

le sous-chapitre 3.2.2.

Nous avons déjà étudié ce type d’influence sur la rotation de Mars dans le cas où

ce corps (P1) est le Soleil (cf. partie 4.2.1). Nous avons fait dans ce cas des simplifi

cations appréciables qui restent valides pour les autres corps perturbateurs (P1) dont

les éphémérides se rapportent au repère écliptique J2000 : Vénus, la Terre, Jupiter et

Saturne. Entre autres, les équations (4.6) donnant les variations AI et Ah sont toujours

valables :

Ah

AI

K

I<

1 d

J2sïnldï

1 d

x
a\ Mi (/, h)

dt

J2 sin / dh
X

a\ Ai (/, h)
dt

où <ii est le demi-grand axe de la planète {P1).

De même, la relation (4.9) donnant l’opposé de la partie séculaire hs de la variable

h pour le Soleil est aussi valable pour les planètes {P1). En notant

la partie de hs dûe aux corps (P1) la relation (4.9) devient :

Pa
J Pi

l’opposé de

P? 3K)2 cos ISi (4.27)

\ / Qj°

où 5j, est la partie séculaire de ^-/^(sin/?) avec (3 la latitude de la planète (P1) dans le

repère R. K)2 correspond au coefficient à Kj , mais pour la planète (P1) et non plus
pour le Soleil :

K\
jy-s a|

J2M5a?

Les valeurs numériques de ce coefficient sont : pour Jupiter Kj2 = 0.1324”/lOOOans,
pour la Terre Kj2 = 0.05936”/lOOOans, Pour Venus Kj2 = 0.1263”/lOOOans et pour
Saturne Kj2 = 0.006397”/lOOOans.

Pour mener à bien l’intégration du terme °'l, il faut se rappeler qu’il dépend

des coordonnées (Xi, Yi et Z{) marsocentriques dans le repère R des corps (P1) (cf. les

relations (3.8) et (3.10) ). Celles-ci s’expriment en faisant la différence des coordonnées

héliocentriques dans le repère R du corps perturbateur (P1) avec celles de Mars. Les

coordonnées héliocentriques dans le repère J2000 de Mars et du corps (P1) sont fournies

par les éphémérides V.S.O.P.87. On obtient leurs coordonnées dans le repère R en faisant

les rotations décrites dans l’annexe VI et dans la partie consacrée à l’influence solaire.
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Nous avons rassemblé les effets directs des planètes sur la nutation de l’axe du mo

ment cinétique L supérieurs à 10~4 seconde d’arc en obliquité A£pia et en longitude

Aïppia, respectivement dans les tableaux [4.7] et [4.8]. Nous remarquons que seuls Jupiter

et la Terre ont des effets supérieurs à notre degré de troncature.

Remarque : Des termes à longue période de Aij}pia que nous avons linéarisés vien-

calculée par la relation (4.27). C’estnent se rajouter à la partie séculaire T)MPA
J P1

l’ensemble de ces contributions que nous noterons Pa
J Pla

De même, des ter

mes à longue période de AEpia que nous avons linéarisés viennent créer une partie

séculaire que nous noterons -M

-A
Pla

Nous n’avons pas distingué dans ces tableaux les parties séculaires des parties non-

séculaires.

coefficient

(”)

Période

(year)

argument influence

-0.00622 - t (1000 ans) Jupiter

0.00009 5.930 cos(2Àj) Jupiter

-0.00002 5.930 sin(2Àj) Jupiter

0.00249 - t (1000 ans) Terre

Tab. 4.7: Les influences directes des planètes sur la nutation et la précession de Mars

en obliquité A£pia et r-M

J Pla

coefficient

n

Période

(year)

arguments influence

-0.22154 - t (1000 ans) Jupiter

-0.00019 5.930 sin(2Aj) Jupiter

-0.00003 5.930 cos(2Aj) Jupiter

-0.08153 - t (1000 ans) Terre

0.00014 -15.781 sin(AT — 2Ajvf) Terre

-0.00008 -15.781 cos(At ~ 2Am) Terre

Tab. 4.8: Les influences directes des planètes sur la nutation et la précession de Mars

en longitude Aippia et Pa
Pla
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4.2.4 Influence du terme d’entraînement E

Il nous reste encore un terme du Hamiltonien K dont nous n’avons pas évalué l’influence

sur l’axe de moment cinétique L. Ce terme est le terme d’entraînement E du repère de

référence R sur le repère inertiel R\. E est représenté par la relation (3.5) qui est :

E = G sin I sin 7r cos (h — DQ)tl sin (h — DQ)tï

Ce terme E dépend des angles 7r et n dont les définitions sont données dans le sous-

chapitre 3.1. Nous pouvons déterminer les variations de 7r et ü au cours du temps à

l’aide des deux angles Q et i, respectivement le noeud et l’inclinaison de l’orbite de Mars

par rapport à l’écliptique J2000. Nous nous sommes déjà servi des angles C et i dans la

partie 4.2.1 pour faire les rotations entre le repère J2000 et le repère R. Les valeurs de fJ

et i sont fournies sous formes de polynômes du temps par Bretagnon (1988) (cf. annexe

IV) pour des études sur de relativement courtes périodes (< 1000 ans) ou sous formes de

séries de Fourrier dépendant d’un plus ou moins grand nombre d’arguments (Bretagnon,

1984 et Laskar, 1988). Jusqu’ici, les périodes mises en évidence dans le mouvement de

l’axe L sont de l’ordre de l’année ; les éphémérides sous forme de polynômes du temps

nous semblent donc plus appropriées. Nous traiterons le cas des plus longues périodes

dans le sous-chapitre 4.5.

Le schéma [4.2] permet de relier tous ces angles fl, i, tt et ïï. En se plaçant dans

le triangle sphérique de sommets Q, N0 et TV de la figure [4.2], nous déterminons les

relations suivantes entre ces angles :

sin (n + -/VoTo) sin7r = sin (fl! — Qq) sin i

cos (n + NqFq) sin7r = — coszsinio + sinicosio cos (fl — flo)

Nous en déduisons les valeurs de n et n suivantes, utiles au calcul du terme E :

tt = 897” .4480134T - 1” .380904T2 - 0” .091923T3

n = -446819” .38155 + 12842” .087336T - 4” .352970T2 + 15” .967223T3

Précédemment, dans la partie 4.2.1, nous avons eu besoin de la valeur de ND, (l’angle

entre le noeud descendant N de l’écliptique J2000 sur l’orbite moyenne de Mars de la

date t et l’origine non-tournante D), pour faire la rotation entre le repère lié à l’écliptique

,72000 et le repère R. Nous pouvons maintenant calculer ND comme la différence entre

NQ, (déterminé en utilisant la trigonométrie sphérique dans le triangle de sommet Nq,

N et Q), et DQ (déterminé par les relations (43.1) et (43.2) de l’annexe III définissant

l’origine non-tournante à l’aide de 7r et II). Soit :
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(ND) = -520206" .882048 + 27780" .958512T + 5" .827291T2 + 8" .236316T3 (4.28)

Le temps est ici donné en millier d’années.

En utilisant toujours les équations (3.23), nous pouvons déterminer les variations de

h et I dûes au terme E avec dans ce cas : W\ = f Edt. Soit, à une constante près :

Ah =

AI =

cos I

sin I

cos n

. Il
tt — sin tt sin II

sin n .
— Sin TT COS TT ^ TT

n

Nous voyons que l’ensemble des angles qui apparaissent dans l’expression de E ont

de très longues périodes : tt a une période de 1.71 x 10° ans, Il une période de 2.87 x 106

ans et h une période voisine de celle de tt. Nous pouvons donc considérer que, sur

la période de notre étude, ces angles et leurs dérivées premières sont constants. Dans

ces conditions, en prenant les valeurs des angles et de leurs dérivées à J2000, on a

en particulier n = 0, h = 0 (car à J2000 nous avons choisi le point D et le point T

confondus) et h — DQ = —II. Les expressions des variations de h et / se simplifient et

deviennent :

Ah

AI

COS I COS n

— 7 : 71
sin I n

sin n .
: TT

n

Enfin, en développant cos II = cos n0 — Il sin HQt et sin II = sin If0 + Ê cos n0£ avec

n0 la valeur de II à J2000, ces expressions deviennent :

llE

Ie

cos /
dsinllo x t

sin I

— TT COS Elo X t

Soit, numériquement :

tiE « -1.57970” /an

ÏE ~ 0.50336” /an

Par linéarisation les effets hE et IE sont devenus des effets séculaires et ils participent

donc respectivement à et à £%. Nous noterons ces effets respectifs :

£

-hE « 1.57970"/an

—IE « -0.50336”/an
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4.2.5 Visualisation du mouvement de L dans R

Nous venons donc d’étudier les termes du Hamiltonien K qui pouvaient influer de

manière significative sur les variables h et I. Nous avons calculé l’amplitude des

différentes perturbations significatives. Nous pouvons donc maintenant exprimer h et I

à l’aide de toutes ces quantités et nous obtenons les relations suivantes :

h = —

I — — Eq —

r mi Lm] r mi
[Va J s [Va \ E

[Va JJ Pla
^TpSol ^'iftsat ^TpPla(indirect) ^-^Ppia Al/jtri

Cm] [\M1 UAU
[£a s [^A J E [£a j Pla

- Assoi - AEta*. - Aesat - Pla(indirect)

(4.29)

ASpia A£tri

Nous savons que la direction de l’axe de moment cinétique L est entièrement

déterminé dans le repère de référence R par les variations des deux angles ci-dessus

au cours du temps. La relation (3.4) exprime les coordonnées rectangulaires du vecteur

L dans le repère R en fonction des variables h et /, et de sa norme G :

L =

G sin I sin h

—G sin/cos û

G cos I
R

En remplaçant h et I par leurs expressions (4.29) dans la relation ci-dessus, nous

obtenons le mouvement du vecteur L normalisé sur la sphère unité liée au repère R.

Nous avons représenté le mouvement de ce vecteur sur la figure [4.4]. Il se décompose

en deux mouvements distincts :

Un premier mouvement dû à la précession en longitude pjf et responsable de la

rotation du vecteur L autour de l’axe perpendiculaire à l’orbite moyenne de Mars

de la date avec une période Tp d’environ 141 000 ans avec un angle constant entre

ces deux axes eo voisin de 25 degrés. Nous nommerons l’axe imaginaire emporté par

ce seul mouvement : l’axe de moment cinétique moyen de Mars. Nous le noterons

Lm. (Le mouvement de cet axe est re

mouvement est principalement dû à

présenté sur la sphère de la figure [4.4].) Ce

, la partie solaire de la précession en

, la partie de la précession en

Va
Je7

Va
JE'

longitude, et, avec une moindre importance, à

longitude provenant de la linéarisation des effets du terme d’entraînement E entre

le repère R\ (inertiel) et le repère R.

Ce même mouvement pour la Terre a une période d’environ 27 000 ans. La

différence importante entre les fréquences de ce mouvement pour la Terre et pour

Mars s’explique par l’influence de la Lune qui, dans le cas de la Terre, participe

pour 2/3 à sa précession en longitude.
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En ne tenant pas compte de la précession

Avec la précession

Fig. 4.4: Mouvement du moment cinétique vrai de Mars dans un repère centré sur le

moment cinétique moyen de Mars à une date t0
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• Un second mouvement dû aux nutations en longitude Ai/j et en obliquité As de

beaucoup plus faible amplitude (< 1.5 secondes d’arc, ce qui correspond à environ

24 mètres si nous nous plaçons sur la surface de Mars). Ce second mouvement

est une oscillation autour de la position de l’axe de moment cinétique moyen Lm.

Nous avons représenté l’aspect général de ce mouvement de nutation sur la par

tie agrandie de la ligure [4.4]. La cycloïde en pointillés représente la somme du

mouvement de précession et de nutation de l’axe L. La courbe ” quasi-fermée” en

trait plein ne représente quant à elle que le mouvement de nutation de ce même

axe. Cette dernière courbe est également représentée sur la figure [4.6]. Elle est

à comparer à la courbe [4.5] qui correspond au même mouvement de nutation de

l’axe de moment cinétique mais pour la Terre. Pour la Terre, ce mouvement est

dominé par l’influence de la Lune (oscillation principale d’une période de 18.6 ans

et d’une amplitude d’environ 18 secondes d’arc). Les nutations dûes au Soleil

sont de moindre importance : une influence principale de 1 seconde d’arc sur une

période semi-annuelle.

Motion of the CEP in the mean équatorial frame

Fig. 4.5: Mouvement de nutation de l’axe de moment cinétique vrai de la Terre centré

sur Taxe de moment cinétique moyen de la Terre (Christian Bizouard (1995)).

Pour Mars, ses deux satellites, Phobos et Deimos, sont de beaucoup plus faibles

dimensions que la Lune. C’est donc l’influence du Soleil qui domine largement le

mouvement de nutation, en étant responsable des 3 plus gros termes de nutations

dont les arguments respectifs sont, par ordre décroissant d’importance : 2M+2Am,

M et 3M + 2Am (cf. tables [4.1] et [4.2]). Ces deux plus gros termes expliquent

d’ailleurs l’apparence fermée et la forme particulière de la courbe de nutation
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Modèle avec toutes les influences sauf celles de Phobos et Deinios

Modèle avec toutes les influences y compris celles de Phobos et Deinios

Modèle avec seulement les 3 termes principaux de l’influence solaire

Vers la normale de l’orbite de Mars

Fig. 4.6: Mouvement du moment cinétique vrai de Mars dans un repère centré sur le

moment cinétique moyen de Mars.

de Mars par : la commensurabilité de leurs fréquences (d’un rapport 2) et leurs

amplitudes voisines (respectivement 2 et 1.2 secondes d’arc). Nous voyons sur

la figure [4.6] centrée sur l’axe Lm qu’en traçant la courbe prenant en compte

uniquement ces trois termes principaux (courbe en trait fin), la courbe réelle du

mouvement de nutation de Mars (courbe en gras), ne s’écarte pas de l’autre de plus

de 0.06 secondes d’arc (soit d’environ 1 mètre à la surface de Mars). Si nous voulons

un degré de précision supérieur, il faut alors prendre en compte les effets des deux

satellites Phobos et Deinios qui ne peuvent plus être négligés. Nous avons tracé

pour en rendre compte, dans la partie agrandie de la figure [4.6], le mouvement

de nutation de l’axe L en tenant compte des satellites Phobos et Deimos (ligne en

pointillés) et ce même mouvement sans en tenir compte (ligne en trait gras).
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4.3 Mouvement de l’axe de figure OC

Nous avons entièrement déterminé le mouvement de l’axe de moment cinétique L dans

le repère de référence R. Mais nous ne devons pas oublier que notre but initial était

de décrire le mouvement de l’axe de figure OC qui nous intéresse car, dans le cas d’un

modèle de Mars rigide, cet axe est fixe dans un repère lié aux axes de moments d’inertie

principaux de cette planète. Nous n’avons décrit le mouvement du vecteur L que parce

qu’il s’exprime simplement en fonction de deux variables d’Andoyer et qu’il est proche

de cet axe OC. Nous savons que l’écart entre ces deux axes est donné par les relations

au premier ordre en J (4.2) qui s’écrivent respectivement en longitude et en obliquité de

la manière suivante :

hf — h — - sin q
sin I

If — I ~ J cos g

où hf et If sont les deux angles d’Euler permettant de définir la position de l’axe

OC (cf. la figure [4.1]).

Nous allons déterminer comment varient ces quantités en exprimant les variables g

et J sous la forme de la relation (3.23) : J = Js + AJ et g = gs + Ag. Soient, au premier

ordre de ces variations :

. , JS . s A ( J • A
hf — h ~ sin g + A sm g

sin / Vsin I J

If — I ~ Js cos gs + A (J cos g)

Js

sin /
sin gs +

' AJ

.sin /
sings +

JsAg

sin I
cos g“

Js cos gs + [AJ cos gs — Js Ag sin gs]

(4.30)

Remarque : il n’est pas utile de différencier la variable I de la constante — pour

déterminer ces variations. En effet, les variations de / sont déjà faibles et elles

seront dans ces calculs multipliées par J qui est lui même petit.

En utilisant le méthode de Lie, nous pouvons exprimer formellement les variables J

et g à l’aide des relations (3.23) qui expriment les variations de J et g en fonction de

W\, le premier ordre de la fonction génératrice. En effet nous avons supposé pour Mars

que l’angle J était assez petit pour que nous puissions identifier J cos g et J sin g avec

respectivement J cos g et J sin g (cf. le sous-chapitre 4.2.1). Soient :

AJ

Ag

1 cos JdWA

G \sin J dl sin J dg J
1 / cos J dWi cos J dWi \

G \sinl dl ^ sin J <9J J

(4.31)

Comme nous savons qu’il s’agit d’effets faibles, nous allons considérer seulement la

partie la plus importante de la fonction génératrice W. Soit, d’après les sous-chapitres
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précédents, l’ordre 1, noté Wf, de la fonction génératrice dûe à l’interaction entre le

potentiel solaire et l'aplatissement dynamique J2 de Mars. Nous avons exprimé cette

quantité en fonction des variables d’Andoyer par la relation (4.5) qui s’écrit :

K =
k2Mq ne -a- b

X - (3 cos2 J — 1
2 V

X

Ai (/»
dt + sin 2 J MI'h'9)dt + Sin2J (MI'h'9)

r3/a3 J r3/a3 J r3/a3

En utilisant la relation ci-dessus pour W\ dans l’expressions (4.31) des variations

de g et J, en remarquant que Wj2 ne dépend pas de la variable d’Andoyer l et en se

rappelant que G 1 7 -1 = — Ah (relation (3.23)), nous obtenons les relations suivantes :

1 cos J dW1

dt

AJ =
G sin J dg

2 cos2 J— \[A2{I4h:9)dt] 1 •
H— sm 2 J— \[Mï,h:9)dt]

9g J r3/a3 2 dg J r3/a3
= ~

, rAL cos J dWi
Ag = - cos /A/i + ——- ^ T = — cos IAh +

+ KSj2

G sin J dJ

2 T f A , Ocos 2J cos J [ A2{I,h, g) , 0 2 T [ AZ(I,h, g)
—3 cos J / —n „ dt + 2 :—; / —dt 2 cos J

r3/a3 ’ sin J J r3/a3 ' J r3/a3

En substituant ces expressions des variations de g et J dans les relations (4.30), nous

exprimons l’écart entre l’axe du moment cinétique L et l’axe OC à l’ordre 0 en J :

dt

A
J

sin /
sm g =

sin / 4
r3/a3

sin gs — 2 jMLJAdt
r3/a

A (J cos g) = -KSj2 4 râîMiMj,
r3/a

cos gs + 2
r3/a

cos g^

sm g^

+ 0(J

+ O(J)

Nous nous servons, comme dans le cas de la détermination des séries des variations

Ah et AI dans le Chapitre 4.2, du manipulateur de série de Poisson de Broucke, (1980)

pour exprimer ces relations. Dans la partie de droite de ces équations, les variables

d’Andoyer correspondent aux solutions du Hamiltonien séculaire restreint à Kq . C’est

à dire que G et I sont des constantes égales respectivement à G = Cuj et I = — e0 tandis

que les variables angulaires h, g et / sont des fonctions affines du temps t ayant pour

fréquences angulaires respectives rih = 0, ng = rig et ni = nj et où n-g et ni sont les

fréquences du mouvement libre de Mars (les détails sur la méthode sont donnés dans le

sous-chapitre 3.3).
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Nous donnons les résultats avec les notations de la relation (4.1) : les nutation de

l’axe OC en longitude A-0 = — A (J sin g/ sin I) dans le tableau [4.9] et les nutations de

l’axe OC en obliquité Ae = — A (J cos g) dans le tableau [4.10].

sin

(”)

Période

(an)

M Am

-0.00361 0.940 2 2

-0.00119 0.627 3 2

-0.00027 0.470 4 2

0.00017 1.881 1 2

Tab. 4.9: Les termes d’Oppolzer en longitude permettant de faire la différence entre

l’axe de moment cinétique L et l’axe de figure OC, Aifopp

cos

(”)

Période

(an)

M AM

-0.00139 0.940 2 2

-0.00046 0.627 3 2

0.00040 1.881 1

-0.00010 0.470 4 2

Tab. 4.10: Les termes d’Oppolzer en obliquité permettant de faire la différence entre

l’axe de moment cinétique L et l’axe de figure OC, Aeovp

Nous avons donc maintenant le mouvement total de l’axe OC dans le repère R. Il ne

faut cependant pas oublier les premiers termes de la partie droite des relations (4.30),

(-—smgs et Js cos gs), qui correspondent dans le cas rigide au mouvement libre dans le

repère R étudié dans le Chapitre 2 : soit une une rotation circulaire, de rayon J, de l’axe

de figure OC autour de l’axe L avec la période de la variable gs (cf. relation (4.12)).

Mais nous savons que pour la Terre ce mouvement se transforme énormément en

raison de l’élasticité de la Terre et de la présence d’un noyau fluide. Ce mouvement appelé

"mouvement de Chandler” dans le cas non-rigide, (voir le chapitre introductif sur la

rotation des corps), modifie la période de la variable gs en rajoutant des corrections dûes

à l’élasticité de la Terre et à la présence d’un noyau fluide. L’estimation de l’amplitude

de ce mouvement par Yoder et Standish (1997) pour Mars est inférieure à 0.05”.

De plus, pour la Terre, un deuxième mouvement saisonnier vient se rajouter à celui-

ci. Il est dû prinicipalement à la variation de la pression sur la surface d’un corps

non-sphérique. Cette effet de 0.15 seconde d’arc d’amplitude pour la Terre doit être

plus faible pour Mars étant donnée la moindre importance de son atmosphère.
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24 ni

16 m

Fig. 4.7: Incertitude sur la position de l’axe de figure de Mars en prenant la valeur de

J ~ 0.2 seconde d’arc (valeur voisine de celle de la Terre) ou en prenant la valeur de

J ~ 0.1 seconde d’arc (estimation pour Mars).

Nous pouvons donc supposer que l’angle J de Mars est inférieur à 0.1”. Pour la

Terre, cette angle a une valeur voisine de J = 0.2”.

Comme jusqu’à maintenant le mouvement du pôle n’a pas pu être observé, nous

pouvons regarder J comme une variable indéterminée permettant de localiser l’axe OC

autour de l’axe du moment cinétique.

La figure [4.7] indique schématiquement la taille relative entre le mouvement de

nutation et l’incertitnde que représente l’ignorance de la valeur de l’angle J sur la position

relative de l’axe OC et de l’axe L. Nous avons encadré cet angle J entre deux valeurs

correspondant respectivement à la valeur moyenne 0.2” de cette angle pour la Terre

(cercles hachurés) et la valeur de 0.1” que nous supposons pour cette angle pour Mars

(cercle plein).

Quant aux variations de ce mouvement circulaire correspondant aux valeurs des deux

tableaux ci-dessus, nous voyons qu’elles sont très faibles (l’écart maximal étant de 0.004

seconde d’arc en longitude et de 0.002 seconde d’arc en obliquité, ce qui fait des distances

sur Mars de l’ordre de 4 cm).
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4.4 La constante MR2/C et son lien avec la

variable h

Nous avons vu dans les sous-chapitres précédents lors de la détermination du mouvement

de l’axe de figure OC de Mars dans le repère R que la constante y jouait un rôle

particulièrement important.

En effet, les mouvements de cet axe OC dûs à des corps célestes extérieurs (le Soleil,

les satellites Phobos et Deimos ou les autres planètes) sont tous proportionnels à

Dans le cas de l’influence solaire, l’explication principale de la différence entre nos valeurs

de nutation et celles calculées par Borderies, (1980) était justement dûe à un choix

différent pour la valeur de ce paramètre Il n’y a que le terme d’entraînement E du

repère R sur le repère R\ et l’énergie cinétique F0 (correspondant au mouvement libre)

qui ont des influences indépendantes de ce paramètre.

Ce dernier dépend de la structure physique interne de Mars. Or, cette structure

interne est très mal connue du fait qu’il n’a pas été possible, jusqu’à maintenant, de

poser ni de faire fonctionner des sismomètres à la surface de Mars. Il est cependant

possible de calculer une estimation de ce paramètre à partir de modèles théoriques de

la structure interne de cette planète. Le modèle le plus simple pour la distribution des

masses à l’intérieur de Mars est celui qui suppose cette planète en équilibre hydrostatique.

Il est également possible d’estimer des écarts à cet équilibre en imaginant, par exemple

un excès de masse provenant de la présence du plateau de Tharsis (Reasenberg, 1977).

Pour la Terre, bien que sa structure interne soit connue beaucoup plus précisément

que celle de Mars, on ne détermine pas ce paramètre grâce aux mesures géophysiques

ni à l’aide de modèles théoriques mais par l’intermédiaire, justement, du rôle qu’il joue

dans la précession en longitude P4 (Souchay et Kinoshita, 1996) qui est une quantité

observée avec précision depuis très longtemps. Pour appliquer cette même méthode

pour la planète Mars, il nous faut une valeur observée de la précession en longitude.

Depuis les sondes Viking (1976-1980), et plus récemment avec la sonde Pathfinder

(1997), il a été possible d’observer la précession en longitude de Mars, que nous notions

dans les chapitres précédents. En effet, le mouvement de précession est un effet

séculaire et donc, en tant que tel, sa valeur augmente avec le temps. Contrairement

aux nutations dont l’amplitude maximum est d’environ 0.75 seconde d’arc et ne varie

pas, la valeur de l’angle de précession augmente, elle, avec le temps : en 1 an, sa valeur

augmente de 7.5 secondes d’arc environ soit 1 minute et 15 secondes en 10 ans (en ne

tenant compte que de l’effet solaire). Donc, plus on observe longtemps un phénomène

séculaire, plus on commit sa variation avec précision. En accordant les données Viking

et les données Pathfinder qui ont 24 ans d’écart, Folkner et al. (1997) ont réussi à
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déterminer la précession en longitude par rapport au plan fixe de l’orbite de Mars à

J2000. Soit :

= 7.576 ± 0.035 secondes cl'arc par anpM
rA

Obs

MR2
Nous pouvons donc, comme dans le cas de la Terre, déterminer la valeur de ~+ pour

Mars à partir de ces observations de la précession en longitude et à l’aide de l’expression

de Pen fonction de -. Soit, d’après les relations (4.29) :

M
P

Nous avons rajouté

P
M

+ P
M

J E
+ P

M

J Pla
+ P

geo

pM
rA

geo

qui s’appelle la précession géodésique et qui correspond

à un effet relativiste dont De Sitter (1938) a donné l’expression suivante :

P
M

J geo

3
= - x

2

na,
x

n

.1 — e2.

où c est la vitesse de la lumière dans le vide et n, as et e respectivement le moyen

mouvement, le demi-grand axe et l’excentricité de Mars. La valeur numérique que

nous trouvons pour Mars est de : pM
la

Igeo
— 0.67547 seconde par siècle.

En dehors de la précession géodésique, seule la partie pM
la

E
provenant du terme

d’entrainement E entre un repère fixe R\ et le repère de référence R ne dépend

pas de . Sa valeur est de pM
LA

E
= 1.57970 seconde par an.

Enfin, à l’aide des expressions de la précession en longitude dûes au Soleil et aux

planètes (repectivement les relations (4.9) et (4.27)) et de l’expression de Kj2 (4.7),
nous pouvons exprimer pM

rA en fonction de de la manière suivante :

PM P
M

S

MR2

C

+ P
M

+ P
M

Pla
+ P

J geo

X
, Ms
3 cos 1 — J2

iüCL\

s„ + 2Mis,:
Ms ci

(4.32)

t + 1.57970 + 0.0067547

où Si, ^ et Mi sont des paramètres liés à la planète perturbatrice (Pi) définis dans

le sous-chapitre 4.2.3.

Nous avons montré dans ce même sous-chapitre que les planètes ayant les effets les

plus importants étaient Jupiter et la Terre et que leurs influences respectives sur

la précession en longitude étaient —0.00022”/an et —0.00008”/an (cf. le tableau

[4.8]). Ces deux valeurs ainsi que celle de la précession géodésique sont donc

très faibles comparativement à la précision que nous avons sur la précession en

longitude observée pM
JA

obs
. Il n’est donc pas utile de tenir compte du terme lié à

Si ni de pM
rA

J geo
dans l’expression de P%M
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D’autre part, la valeur observée est mesurée par rapport au plan fixe de l’orbite de

Mars à J2000. Nous ne devons donc pas tenir compte du terme E d’entraînement.

La seule influence au degré d’incertitude actuel reste donc celle du soleil. Soit, en

posant :

P
M

Obs

MR2

~~C~
X 3 cos I

Mms

ÜJCL\

J2S0

où /, MMs-, eu, cls et J2 sont tous beaucoup mieux connus que la valeur observée

de la précession en longitude.

Nous pouvons donc en déduire la valeur suivante de -

—— = 2.726 ±0.013 (4.33)
O

Cette valeur est légèrement différente de celle calculée par Folkner et al. (1997) qui

était de 2.731 ±0.013. La différence peut provenir du terme Sq pour lequel Folkner

et al. prennent l’approximation képlerienne —-(1 — e2)-3/2 et pour lequel nous

prenons la partie constant du couple solaire déterminé à partir de l’éphéméride

VSOP87 de Mars. Cette différence est de l’ordre de 1/6 de l’incertitude sur cette

mesure.

Nous avons pris la valeur de Folkner et al. pour calculer l’ensemble des résultats

de ce chapitre. Pour obtenir les résultats avec notre valeur de ~-, il suffit de

multiplier les effets solaires, les effets de Phobos et Deimos et les effets planétaires

par 0.998.

Remarque : La mesure précise de la quantité MR?fC présente un intérêt con

sidérable pour la connaissance de la répartition des masses à l’intérieur de la

planète Mars. En effet, l’abscence de sismomètre à la surface de Mars a limité

jusqu’ici son étude géophysique directe. Mais la connaissance du moment d’inertie

maximal C grâce à la détermination du coefficient MR?/C, lui-même estimé par

l’intermédiaire de la relation (4.32) et de la mesure observée de la quantité de

précession en longitude [Pj^Joès, nous renseigne sur les variations de densité in

terne de la planète Mars. En effet, si on note p la fonction de densité de la planète

Mars, le moment d’inertie maximal C s’écrit de la manière suivante dans le repère

des axes d’inertie principaux Rj :

C = J J J p(^2 + y2)dxdydz = J J J pr4 sinc OdOdrdcj)

où le domaine d’intégration est borné par la surface de Mars avec l’angle 0 qui est

l’angle entre le vecteur v de coordonnées (x, y, z) dans Rj et l’axe des Z et l’angle

(f) qui est l’angle entre la projection de v dans le plan X x Y et l’axe des X.
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Si nous supposons de plus que p ne dépende que de la distance au centre de la

planète, nous obtenons :

C = — [ p(r)r4dr
3 J o

Nous voyons donc que C est directement relié à la répartition des masses à

l’intérieur de Mars (CfMR2 = 0.4 pour une sphère de densité uniforme et ce

paramètre tend vers 0 plus la masse est concentrée au centre de la sphère). La

densité dépend elle-même :

- de la composition chimique de Mars,

- des conditions de température et de pression,

- de la taille du noyau,

- des nombres de Love.

L’encardrement de la valeur de C obtenu grâce à la sonde Pathfinder, impose des

contraintes aux différents modèles de structure interne de Mars. Le graphique

ci-dessous réalisé par Yoder et Standish (1997) exprime le lien entre le rayon du

noyau de Mars et la constante C/MR2 pour 4 modèles différents de composition

chimique interne de Mars et pour 2 profils de température différents.

1000 1500 2000 2500

Rayon du noyau de Mars

Fig. 4.8: Graphique réalisé par Yoder et Standish (1997)
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Les 4 modèles de composition chimique interne du manteau de Mars sont formés

d’un mélange de Magnésium et de Fer identifiés par leurs pourcentages respectifs de

Magnésium, xm (pour la Terre Xm = 89%). Les cercles pleins correspondent à une

température inférieure de 200 Kelvin à celle de la Terre à pression équivalente et les

cercles vides correspondent à une température supérieure de 200 Kelvin à celle de

la Terre toujours à pression équivalente. Nous voyons nettement que Famélioration

de la mesure de C/MR2 contraint véritablement tout ces paramètres.

Les caractéristiques géophysiques évoquées ci-dessus vont jouer, réciproquement,

un rôle important dans la rotation de Mars : en particulier la taille du noyau

de Mars va avoir un rôle primordial dans la durée de la période de Chandler (cf.

l’article de Gauchez et Souchay (2000)).
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4.5 influence du ternie d’entraînement E à plus long

terme

4.5.1 Méthode d’intégration des équations sur 500 000 ans

En étudiant l’influence sur les variables (h, g, l, I, G, J) du terme d’entraînement E du

repère de référence R par rapport au repère inertiel Ri dans le Hamiltonien K, nous

avons remarqué qu’il produisait des mouvements à relativement longue période : de

l’ordre de 100 000 ans. Ce n’est pas le cas des autres termes du Hamiltonien K qui

produisent, eux, des mouvements à courte période dont la plus longue d’environ 55 ans

est dûe au mouvement du noeud de Deimos. Il y a également un terme avec une période

d’environ 900 ans dans les termes planétaires indirects et aussi des termes mixtes, mais

ceux-ci sont de faible amplitude : le plus grand terme mixte n’atteint pas 1 seconde

d’arc au bout de 100 000 ans et le terme planétaire, avec une période de 878 ans, a une

amplitude inférieure à 0.0002 seconde d’arc.

Nous avons calculé précédemment au premier ordre, le changement de variable

permettant de transformer le Hamiltonien K en un Hamiltonien purement séculaire

TK — K® + Kq où Kq correspond au Hamiltonien du mouvement libre plus la variable

conjuguée du temps et où Kq correspond à la partie séculaire restante de K qui, d’après

la relation (4.8), se restreint à Uj (nous ne tenons pas compte, ici, de la par-
2 J sec

tie séculaire très faible dûe aux influences directes des planètes). Ce changement de

variable est exprimé à l’aide des relations (3.23) qui lient les variables (h, g, 1,1, G, J)

aux variables séculaires correspondantes : (ùs, gs, Zs, J5, Gs, Js). (On rappelle que pour le

cas de Mars, il n’est pas nécessaire, d’après le Chapitre 4.2.1, de différencier les variables

(g, l, J) des variables (g, Z, J)).

Si nous ne tenons pas compte pour ce changement de variables des quantités

provenant du terme d’entraînement E, c’est à dire des quantités calculées au Chapitre

4.2.4, alors, nous avons un changement de variable entre l’ancien Hamiltonien K et un

nouveau Hamiltonien TK + E. Dans cette somme, le terme E est exprimé en fonc

tion des variables séculaires (hs, gs,ls, Is,GS, Js) à l’aide de (3.23). Cependant, du fait

que les variations entre variables séculaires et variables non-séculaires ont des périodes

courtes comparées aux périodes présentes dans E (cf. le début de ce chapitre) il n’est

pas nécessaire de les distinguer; dans la suite nous noterons les variables séculaires par

(h, g, /, /, G, J) pour simplifier les écritures.
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Ce nouveau Hamiltonien s’écrit donc, en fonction des variables séculaires, ainsi :

Klp =

Klp =

F0 + P4 + E + Uj2

Fq [G, J) -b H~ G sin I

(4.34)

sin i cos (h — DN)Ù — sin (h — DN)
di

dt

k2Ms (2C - A - B) 1 / 9 r w -3/2

où LP signifie "longue période” et où nous avons remplacé Sq dans l’expression de

Uj , (cf.relation (4.8)), par — - (1 — e2)-3^2 qui est la valeur de So dans le cas du
2 J sec 2

mouvement képlerien, e étant l’excentricité de Mars. Le point N est, lui, défini sur

la figure [4.2]. L’expression du terme E peut sembler différente de celle donnée par

la relation (3.5) utilisée dans le cas de l’étude à courte période. En fait, nous avons

seulement changé de repère inertiel R\. Pour l’étude à courte période, nous avions pris,

pour plan inertiel, le plan de l’orbite moyenne de Mars à J2000 dans le but de décrire le

mouvement de précession et nutation de Mars de manière analogue à celui de la Terre où

le plan inertiel est le plan de l’orbite moyenne de la Terre à J2000, c’est à dire l’écliptique

J2000.

Pour l’étude que nous entreprenons maintenant sur une plus longue période, nous

prenons pour Ri : le repère de l’écliptique J2000. Ce plan est plus commode puisque les

éphémérides de Mars à longue période (Bretagnon, 1984 et Laskar, 1988) sont données

dans ce repère.

Dans tous les cas, l’expression de E s’écrit toujours à l’aide de la relation (3.5) ainsi :

E — —Dr/r1 • L

où Ür/r1 est le vecteur de rotation du repère R par rapport au repère Ri. Pour l’étude
à longue période, le plan inertiel de Ri est le plan de l’orbite moyenne de Mars et

l’origine des longitudes est toujours l’origine non-tournante D. En utilisant les angles

9 et i qui sont, on le rappelle, respectivement le noeud de l’orbite moyenne de Mars

sur l’écliptique J2000 et l’inclinaison de l’orbite moyenne sur l’écliptique J2000, nous

pouvons déterminer les composantes D*, i = 1, 2, 3 de ÜR/Rl dans le repère R. Soient :

Di

Qr/Ri ~ D2 =

D3
R

— cos (DN) — D sin i sin (DN)

— sin (DN) -j- Ù, sin i cos (DN)
0

(4.35)

J R

La troisième composante de Qr/r1 est nulle puisque D est toujours l’origine non-

tournante. Les composantes de L dans le repère R sont toujours données par la relation

(3.4) et donc Elp, le terme d’entraînement à longue période, s’écrit :
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Elp = G sin I [fi2 cos h — fix sin h]

= Gsinl sin i cos (h — DN)Ù — sin (h — DN)
di

dt

Pour l’étude à courte période, nous avions exprimé les composantes PI* en fonction de n et

Il et nous avions l’expression (3.5) pour Ecp, le terme d’entraînement à courte période.

Comme le vecteur de rotation instantanée entre le repère inertiel Ri à courte période

et le repère inertiel Ri à longue période est nul, nous avons Elp = Ecp De même,

le mouvement de Z), l’origine non-tournante, peut être déterminé par deux relations

équivalentes, suivant le choix de Rï: correspondant toutes les deux à la condition (A3.2)

de l’annexe III :

ND = - cos (4.36)

QD = — cos 7rn

En écrivant les dérivées temporelles des variables h et / à l’aide du Hamiltonien Klp

nous avons donc :

! h

h

i
<

i

_1 dF
G sin / dl

[D2 cos h — Di sin h]
sm I

1 dF

G sin / dh

— [fl2 sin h + £li cos h\

3 k2M /2C ~ A-B

2 ~GcÂ V 2

-3/2 (4-37)
(1 — e2) ' cos /

(4.38)

De manière pratique, les coordonnées Di peuvent s’exprimer à l’aide des variable p

et q données par les éphémérides à longue période de Bretagnon (1984) ou de Laskar

(1988). En fonction de fi et z, ces variables sont les suivantes :

p — sin sin fi

q = sm cos fi

Soient, grâce aux relations (4.35), les coordonnées fi^ de DR/Rl dans R en fonction

de p et q :

r

n,

n2

„ d3

2 (pp + qq)

\]P' + q2y/l — p2 — q2
2 (pq - qp)yj1 - p2 - q2

y/p2 + q2
0
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Nous déterminons le terme (1 — e2)-^, présent dans l’équation (4.37), à l’aide des
variables à longue période k\ = esinù) et k2 = ecos Co données par les éphémérides à

longue période de Mars :

(l-e^)- = (l -k{-kl)~

Nous pouvons donc exprimer les relations (4.36), (4.37) et (4.38) comme des fonctions

du temps, lesquelles fonctions peuvent être intégrées numériquement, permettant d’avoir

ainsi les mouvements des variables h et I et le mouvement de l’origine non-tournante D.

Nous décidons d’intégrer ces variables sur une période de 500 000 ans. La limitation à

cette échelle de temps est principalement dûe à l’incertitude des fréquences orbitales des

planètes : soit environ 0.1 seconde d’arc par an. Cette incertitude entraîne au bout de

500 000 ans une incertitude en longitude d’environ 15 degrés. De plus, Laskar et Robutel

(1993) ont montré que Mars est situé à l’intérieur d’une zone chaotique et qu’après 5

millions d’années la prédiction de l’orientation de Mars n’est plus possible.

Nous utilisons, pour mener à bien cette intégration, un intégrateur numérique de

Runge-Kunta à l’ordre 8 avec un pas variable. Nous prenons les éphémérides de Laskar

(1988) comme éléments planétaires à longue période. Sur 500 000 ans les différences

avec les éphémérides de Bretagnon sont négligeables pour notre étude.

Dans un premier temps, nous prenons = 2.731 qui est la valeur déterminée par

Folkner et al. (1997) et qui correspond à pM
JA

J Obs
= 7.576 secondes d’arc par an (cf.

x £), avecpM
D

J Obs
le sous-chapitre 4.4). La figure [4.9] montre les variations de (h +

—500 OOOans < t < 0. La figure [4.10] montre les variations de e^(= — I) sur la même

période de temps. Enfin, la figure [4.11] montre les variations de (DN — D0No — N0N) =

V(D) qui représente le mouvement de D, l’origine non-tournante, sur l’orbite moyenne

de la date de Mars. D0 et No sont les points D et N à l’instant J2000. Ils sont représentés

sur la figure [4.2].
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Fig. 4.9: Mouvement de la variable h sur 500 000 ans

Fig. 4.10: Mouvement de la variable e^f(= —/) sur 500 000 ans

Fig. 4.11: Mouvement de la variable D sur 500 000 ans
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4.5.2 Influence de la précision de C/MR2 sur cette intégration

La variation de l’obliquité / de Mars sur des échelles de temps très longues a déjà été

étudiée par Ward (1979) et (1991). Borderies (1980) a aussi étudié, pour Mars, les

variations à longue période de l’obliquité I et de la précession en longitude du noeud

T mesurée par la variable d’Andoyer h mais dont l’origine de l’angle h est, avec les

notations de la figure [4.2], le point N qui n’a pas les mêmes propriétés que le point D.

Cependant, le choix de ce point d’origine n’affecte pas directement l’obliquité qui est la

variable dont les variations ont le plus d’influence sur l’histoire climatique de la planète

Mars. Bien que nous utilisions des éphémérides différentes, les variations de l’obliquité

de Mars déterminées par Ward, Borderies, ou nous même sont très similaires. Les

différences principales sont dûes essentiellement, encore une fois, au choix du paramètre

incertain . Lequel paramètre a récemment gagné en précision grâce aux mesures

supplémentaires de la sonde Pathfinder (cf. figure [4.13]).

Les larges variations de l’obliquité visibles sur la figure [4.10] : entre 18 et 32 degrés,

proviennent de la commensurabilité entre la fréquence moyenne de précession en longi

tude, que nous noterons et des combinaisons linéaires des fréquences de révolution

planétaire présentes dans les éphémérides à longue période. Nous avions déjà remarqué

cette commensurabilité dans le sous-chapitre 4.2.4 entre la période moyenne de h et la

période de l’angle 7r. Cette commensurabilité n’existe pas dans le cas de la Terre du fait

que la Lune rajoute un terme très important dans la précession en longitude : environ 30

secondes d’arc par an (cf. sous-chapitre 4.3), lequel terme éloigne la fréquence moyenne

de h des fréquences planétaires. Il en découle que les variations de l’obliquité pour la

Terre ont une amplitude de 1 degré tandis que pour Mars ces variations atteignent une

amplitude de 15 degrés.

De plus, la fréquence moyenne de précession est proportionnelle au facteur

d’après l’équation (4.37). Donc, du fait de résonances proches de nh, la rotation de

Mars à longue période va dépendre énormément de ce paramètre. D’après Folkner et al.

(1997), l’incertitude sur ce paramètre a été réduite d’un facteur 10 grâce aux mesures

de Pathfinder. Cependant, malgré le fait que cette amélioration permette de mieux

déterminer la fréquence moyenne de h, il est toujours possible pour Mars de passer dans

des zones de résonances. C’est pourquoi, nous avons étudié cette possibilité dans la

figure [4.12]. Celle-ci représente l’évolution au cours du temps de la différence entre :

• des déterminations de l’obliquité de Mars calculées avec différentes valeurs du

paramètre comprises dans la zone d’incertitude définie par la relation (4.33) et,

• l’obliquité de Mars calculée avec la valeur moyenne - = 2.731.
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Il n’y a pas sur cette période de 500 000 ans de résonances : les courbes ne se croisent

pas et présentent des formes semblables avec des amplitudes augmentant graduellement.

Cela est logique car la période de h et les périodes des arguments planétaires mises en jeu

étant de l’ordre de 150 000 ans (cf. le sous-chapitre 4.2.4), les effets résonants produisent

des termes à plus longues périodes encore que nous ne décelons pas sur 500 000 ans.

Fig. 4.12: Mouvement relatif de I avec différentes valeurs de C/MR2 déterminées par

Pathfinder.

Fig. 4.13: Mouvement relatif de I avec C/MR2 déterminé par Pathfinder d’une part et

par Viking d’autre part.

Comme nous l’avons déjà dit, les données de Pathfinder ont permis de réduire

récemment d’un facteur 10 l’incertitude sur le paramètre . La figure [4.13] montre les

conséquences de cette amélioration sur la détermination à longue période de l’obliquité

de Mars, les courbes voisines de l’axe des abscisses sont les mêmes courbes que celles de

la figure [4.12]. Il faut les comparer à 1a, courbe isolée correspondant à l’incertitude sur
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l’obliquité I telle que nous pouvions la déterminer avant la mission Pathfinder. Nous

remarquons que l’incertitude sur I au bout de 500 000 ans est également réduite d’un fac

teur 10. Cependant, même avec les données de Pathfinder, l’amplitude de l’incertitude

sur l’obliquité au bout de 500 000 ans est encore de 1 degré.

Mais si l’on songe que des variations d’amplitude semblables pour l’obliquité de la

Terre sont une des principales raisons des ères glaciaires de notre planète, il apparaît

d’autant plus utile de déterminer, encore plus précisément, ce paramètre pour la

planète Mars.

* * *



Valeurs numériques importantes du

Chapitre 4

Nom de la variable valeur incertitude unité provenance

lu 350.89198226 ±8 °/d Folkner et al.(1997)

n 1886.51820925 ” /day conventional value of IAU.

as 2.27939184 x 108 km conventional value of IAU.

K2 Ms 1.32712438 x 102° m3 x sec2 conventional value of IAU.

Ms/M 3098710 - conventional value of IAU.

h 0.001964 - conventional value of IAU.

h 0.000036 - conventional value of IAU.

5*2,2 0.000031 - conventional value of IAU.

^2,2 -0.000055 - conventional value of IAU.

MR2/C 2.731 ±13 - Folkner et al.(1997)

(B - A) /C 0.0006896 ±32 -

CIA 1.005741 ±27 - this paper

C/B 1.005044 ±24 - this paper

R 3397.2 ±40 km conventional value of IAU.

e 0.0646 ±5 -

n 5519 ±26 ”/1000 ans
Ks

tri
-177.4 ±8 ”/1000 ans

25.189417 ±35 O Folkner et al.(1997)

£*2000 317.68143 ±1 O Folkner et al.(1997)

^2000 52.88650 ±3 O Folkner et al.(1997)

Aq -108.994438 O

Tab. 4.11: Valeurs liées à Mars
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Nom de la variable valeur incertitude unité provenance

ap 9373.713 km Chapront-Touzé (1990)

ep 0.015146 - Chapront-Touzé (1990)

vP 1128.845 o /d Chapront-Touzé (1990)

ip 1.067639 O Chapront-Touzé (1990)

K,2Mp 6.38825 x 1015 m3 x d2 Chapront-Touzé (1990)

hp -0.436025 o /d Chapront-Touzé (1990)

K?, 511.7 ±24 ”/1000 ans this paper

ap 23457 km Chapront-Touzé (1990)

0.000196 - Chapront-Touzé (1990)

vd 285.1619 o /d Chapront-Touzé (1990)

Îd 1.78896 o /d Chapront-Touzé (1990)

K2Mo 8.96375 x 1014 m3 x d2 Chapront-Touzé (1990)

hp> -0.018001 o /d Chapront-Touzé (1990)

n 4.581 ±21 ”/1000ans this paper

Ms/Mj 1047.355 - conventional value of IAU.

aj 7.78298355 x 108 - conventional value of IAU.

Ki 0.1324 ±6.2 ”/1000ans this paper

jMp 328900.5 - conventional value of IAU.

üp 1.49598022 x 108 - conventional value of IAU.

0.05936 ±28 ”/1000ans this paper

Ms/Mv 408523.5 - conventional value of IAU.

av 1.08208600 x 108 - conventional value of IAU.

K 0.1263 ±6 ”/1000ans this paper

Ms/Msa 3498.5 - conventional value of IAU.

&Sa 1.42939412 x 109 - conventional value of IAU.

KSa 0.006397 ±30 ”/1000ans this paper

Tab. 4.12: Valeurs liées à Phobos, Deimos, Jupiter et la Terre



Conclusions et perspectives

Au cours de ces dernières années, le nombre de nouvelles sondes spatiales envoyées

dans l’espace n’a cessé d’augmenter, et en particulier en direction de la planète Mars.

La technologie rend désormais possible le déplacement de notre point d’observation à

travers le système solaire, point d’observation qui, auparavant, se trouvait limité à la

surface de la Terre.

Ce changement rend indispensable une représentation astrométrique du système so

laire plus précise que ce qu’elle était par le passé, et cela afin de nous permettre de

construire des systèmes de référence très fiables qui sont le support essentiel à beaucoup

d’études spatiales. En particulier, notre connaissance de la rotation des corps devrait

faire un véritable bond en avant dans les années à venir. En effet, jusqu’en 1960, les

données que nous avions sur la rotation des corps célestes étaient assez limitées (dans

le meilleur des cas, nous avions seulement leur vitesse angulaire moyenne). Désormais,

avec la mise en place à leur surface du même type d’instruments que ceux ayant permis

de mesurer finement la rotation de la Terre, nous nous attendons à avoir sur la mesure

des rotations des corps du système solaire des précisions comparables à celles obtenues

pour la rotation terrestre.

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes attachés à établir une méthode

systématique qui permette de décrire avec précision la rotation des corps célestes de

nature tellurique. Nous avons appliqué cette méthode à la planète Mars.

La première partie de ce travail nous a permis d’analyser avec rigueur le mouve

ment de rotation d’un corps rigide autour de son centre de masse en l’absence de

corps extérieur pouvant perturber ce mouvement. Même si cette hypothèse de non-

perturbation extérieure peut sembler éloignée des conditions réelles de rotation des corps

du système solaire, elle s’est révélée souvent une bonne approximation du mouvement
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de rotation sur de courtes périodes de temps quand la vitesse angulaire de rotation est

bien supérieure à la vitesse angulaire de révolution (cf. en particulier, dans le Chapitre

2, la description de la rotation du noyau de la comète de Halley ou du satellite Toutatis).

Ce qui nous a confirmé la pertinence de décrire ce mouvement en détail est la

découverte récente de corps célestes ayant un axe de rotation éloigné de l’axe de moment

d’inertie maximal ou même un axe de rotation qui tourne autour de l’axe de moment

d’inertie minimal. On pensait jusqu’alors que ce type de mouvement était peu probable

dans la réalité, et cela du fait d’une estimation de la période de dissipation de l’énergie

rotationnelle des corps célestes concernés bien plus courte que leur âge même. Ces mou

vements ont été, dès lors, peu étudiés juqu’à maintenant. Il nous a donc paru intéressant

de traiter le ” problème libre” dans tous les cas de figure possibles.

Dans la suite de notre travail nous avons étudié le mouvement de rotation de la

planète Mars, avec un modèle de Mars rigide soumis aux influences gravitationnelles des

corps célestes extérieurs.

Nous avons montré qu’il était possible de considérer le mouvement de rotation libre

comme une première approximation du mouvement de rotation de Mars et que les in

fluences extérieures pouvaient être regardées comme des perturbations plus faibles de ce

mouvement.

Nous avons dressé la liste dans le cas d’un modèle de Mars rigide de toutes les

influences pouvant avoir des effets sur sa rotation supérieurs à 0.0001 seconde d’arc ce

qui nous a obligé à prendre en compte des effets non considérés jusqu’ici pour la planète

Mars. Nous avons ensuite calculé ces effets.

La comparaison de ces effets théoriques avec l’observation de la rotation de Mars

faite par Folkner et al. (1997) à partir des données des sondes Viking et Pathfinder

nous a permis de calculer une constante importante de la structure interne de Mars :

la constante C/MR2. Cette constante est également importante par les répercussions

qu’elle a sur les modèles d’orientation de la planète Mars sur de plus longues périodes.

Nous pensons que ce modèle de rotation de la planète Mars sera utile pour l’analyse

des données des prochaines missions vers la ” planète rouge” et en particulier celles

associées à l’expérience de géodésie NEIGE (NEtlander Ionosphère and Geodesy Exper-

iment) embarquée sur la mission NETLANDER.

Quand nous aurons davantage de renseignements sur la composition interne de Mars,

ce modèle pourra également servir de base à la détermination de ses nutations non-

rigides : en rajoutant au modèle une fonction de transfert semblable à celle que Wahr

(1981) a déterminée pour la rotation de la Terre.
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Nous avons enfin souhaité, en suivant la même méthode que celle décrite dans cette

thèse pour le cas de la planète Mars, évaluer le mouvement de libration de la Lune et

cela dans un double but :

- le premier étant de montrer que notre méthode peut s’appliquer à des corps ayant

des rotations aussi differentes que celle de Mars et celle de la Lune,

- le deuxième étant de calculer précisément pour la Lune certains mouvements qui

apparaissent dans l’observation de sa rotation et qui ne sont pas encore modélisés

à l’heure actuelle.

Cette dernière démarche est en cours. Nous ne donnerons ici qu’un premier aperçu

de l’état de ces travaux, à travers les graphiques de l’annexe V qui représentent la com

paraison des variables h et I que nous obtenons pour la Lune à celles obtenues par

Moons (1981). La différence entre ces deux modèles est dûe principalement à notre

capacité actuelle de calcul. Nous avons fait en effet des approximations de deux types.

Premièrement, la prise en compte d’un modèle de mouvement libre de la Lune trop

simplifié. Deuxièmement, la non-prise en compte des ordres supérieurs ou égaux à 2 de

la méthode de Lie.

Une fois ces approximations affinées et ce travail en cours terminé, il nous paraît

également important de tenter d’écrire un algorithme plus général, sur la base de celui

développé pour la rotation de la Lune, pouvant être appliqué efficacement à de nombreux

corps du système solaire.

* * *
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Annexe I : Rappel sur les intégrales elliptiques

Le but de cette annexe est de présenter sommairement les définitions et les formules

concernant les intégrales elliptiques qui nous sont utiles.

• L’intégrale elliptique de première espèce se note habituellement T (9, k) où k est

appelé son paramètre. Elle peut être définie à l’aide de l’intégrale suivante :

T(8,k)=f ddl (A.l)
'0 \J 1 — k2 sim $i

On note JC = JC (k) = ,/c^. JC s’appelle l’intégrale elliptique complète de
première espèce.

• L’intégrale elliptique de seconde espèce se note habituellement E (9,k). Elle est

définie de la manière suivante :

£{6,k) = f J1 — k2 sin2 6\dQi {A,.2)
J o

De la même façon, on note E = S (k) = £ k'j. E s’appelle l’intégrale elliptique
complète de deuxième espèce. E et JC sont toutes les deux représentées en fonction du

paramètre k sur le graphique (4.14).

• Les fonctions dérivées des intégrales elliptiques complètes par rapport à k sont :

dJC E JC

dk k (1 — k2) k

d£ _ E JC
dk k k

• On note T' (0, k) = T (#, k1) et E' (6, k) = E (6, k') avec k' = y^(l — k2). On appelle
ces intégrales : intégrales elliptiques complémentaires respectivement de première et de

seconde espèce.

On remarque que ces fonctions vérifient la relation de Legendre :

£K! + £'K - KK' = -
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Fig. 4.14: Intégrales elliptiques complètes de première et de seconde espèce en fonction

de k

• L’intégrale elliptique de troisième espèce se note habituellement U(0,a,h). Elle

est définie de la manière suivante :

re d0^

n (0,a,k)= 7—7 OM)
Q (l + a sin2 9\j y 1 — k2 sin2 6i

On note n(a:, k) = ET(tt/2, a, k). Dans le cas ou a est positif, on peut écrire, d’après

la relation (410.01), (Byrd et Friedman, 1954) : H(a,k) = Jr— + y °ù
est la fonction de Heuman, définie ainsi :

A0 k) = - [£F'(il>, k) + K£'{ip, k) - KT'(i>, k)]
7T

avec tp = arcsin a^k2

• Les fonctions de Jacobi définies de la manière suivante vont également nous être

utile:

am [F (6, k)]

su [F(9,k)\

en [F {6, k)]

dn [F (9, A;)]

0

sin (9)

cos(9)

yjl — k2 sin2 (9)
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Annexe II : La fonction de Heuman Ao et son lien avec

L

• Les contours sur lesquels l’intégrale (2.17) nous intéresse sont ceux contenant toutes

les valeurs de (/). Nous pouvons donc écrire cette intégrale sous la forme :

L =
2G

TT Vb

En rappelant que k2 est égale à

1 — e2)

2e(6—1)
1—e

çir yj(1 — k2 COS2 Ô)
Itt/2 1-fie cos 25

dô

7T

En posant le changement de variable 5 = am (u) -fi —, L devient :
Zi

L =
2G 1 -fi e) rie

L dn2(u)

n 7M1 - e)A (l + j—sn2(«))
du (A2.l)

D’après la relation (410.04) de (Byrd et Friedman, 1954), sur les intégrales complètes

de troisième espèce, nous savons que :

\K dnL%.^u = ^VEHa0 (€ik)
Jo 1 + asn2(u) 2fia (1 + a)

avec sin2 (£) = (p—) et A0 la fonction de Heuman définie dans l’annexe I.
En remarquant que a vaut ) dans la relation (4.5.2), nous obtenons la relation

(2.20) qui nous intéresse :

L = GA0 (£, k)

avec sin (£) = yj~^ = cos J. Soit £ = (tt/2 — J).

• . Nous voulons calculer les dérivées partielles :

dL

dL

dl_
dG

_%2b3'2
db

Aq -fi
5Ao

db

Nous avons besoin des formules de dérivation de la fonction de Heuman. D’après les

relations (710.11) et (730.04) de (Byrd et Friedman, 1954) :

dA0(£,fc) _ 2 (g - k12 sin2 (Q/C)
^ iryjl — k'2 sin2 (£)

5A0(£,/c) _ 2 (S - JC) sin (£) cos (£)

Trk\Jl — k12 sin2 (£)dk
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Donc :

Donc :

d£ _ 1 1

db ^ b\J(b — 1)
dk yfë

db ~ ^/(i-eJ^S-l)

3A(e,fc) \/(l + e)

db * y/(1 - e)

dL

dL

dl_
dG

2K yj{ 1 + e)

* v/(1 -e)

A0 —
2Kt_my/(l + e)

% \/(l - e)
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Annexe III : Departure Point ou Origine non tour

nante

Définition de l’origine non-tournante

Soit un repère Ri = (O, Xi, Yi, Z\). Soit un axe OZ en mouvement dans le repère R\.

Il est alors possible de montrer qu’il existe un axe OX dans le plan normal à OZ tel

qu’à tout instant (X,Y, Z) soit un repère orthonormé et tel que le vecteur de rotation

instantanée entre les deux repères ait sa composante suivant l’axe OZ nulle. Cet axe

OX sera le support de l’origine non-tournante (Guinot,1979).

Dans le cas qui nous intéresse, le repère R\ sera le repère de référence à J2000. Le

repère R étant, lui, le repère de référence de la date t. Nous prendrons la direction

OX à l’instant t0 = J2000 confondue avec la direction OX\ que nous choisirons dans la

direction du point r0 qui n’est rien d’autre que le point T, (le noeud ascendant du plan

normal au moment cinétique de (S1)), à l’instant J2000 (cf. figure [4.15]).

Fig. 4.15: Position relative du repère R et du repère Ri .

Les relations entre les angles V, v et s définis sur la figure ci-dessus et les angles

d’Euler entre les deux repères Ri et R sont :

{ v = rÔQ
0 = v (A3.l)

$ = -DQ= - (rÔQ =-V-s
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Remarque (1) : Pour des repères lentement variables l’un par rapport à l’autre, l’angle

DQ est très proche de l’angle r0Q. C’est pourquoi nous écrivons <f> sous la forme

précédente.

Remarque (2) : En fait, V correspond à l’angle n tandis que v correspond à l’angle 7r,

si nous utilisions ici les même angles que ceux que nous employons dans le Chapitre 3

Détermination et intérêt de l’origine non-tournante.

Essayons de localiser l’axe OX à tout instant t. Pour cela, nous nous basons sur la

définition de l’origine non-tournante. Nous avons dit que cette dernière était définie de

façon telle que la composante suivant l’axe OZ du vecteur rotation de R par rapport à

R\ soit nulle, autrement dit, que :

Qr/Ri

Clx

Oy

Si on écrit ClR/Rl en fonction des angles d’Euler, on a :

CIr/r1 — ifiOZi + ÙOQ + 4>OZ

Donc dire que la composante suivant l’axe OZ de ClR/Rl est nulle nous donne la
relation :

ip cos 9 + j) = 0

Soit :

V cos v — V — à = 0 s = V (cosv — 1)

D’ où :

avec Sq = 0.

S “ S0 = [ V (cosu
Jto

1) dt

Dans ces conditions, les composantes de ClR/Rl sont :

Qr/rx

v cos (V + s) — V sin v sin (V + s)

v sin (V + s) + V sin v cos (V + s)

(^3-2)
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Annexe IV : Matrice de passage entre l’écliptique

J2000 et les axes principaux d’inertie de Mars

Cette annexe permet d’établir les formules de passage entre les trois repères suivants :

Le repère "Ecliptique J2000”,

Le repère de référence ”R” défini par le plan de l’orbite moyenne de Mars de la

date t (appelé plan de référence) et comme origine des longitude, l’origine non-

tournante (Dt avec nos notations) confondue à J2000 avec le noeud ascendant de

l’orbite de Mars sur l’équateur de Mars et

Le repère lié à Mars "77/” défini par les trois vecteurs (O, X/, Yj, Zi) correspon

dant respectivement à (OA,OB,OC)} les axes principaux d’inertie de Mars

Nous noterons dans la suite :

X un vecteur position dans le repère "Ecliptique J2000".

X' le même vecteur position dans le repère ” R”

X" le même vecteur position dans le repère ”7?/”

Pour passer de "Ecliptique J2000” à ”77”

La matrice de passage entre "Ecliptique J2000" et "R” (notée Meci/orb) peut s’écrire :

Med/orb = M3 (ND) Mx (i) M3 (Q)

et

X' = Meci/orbX

Avec ND donné par la relation (4.28).

fl et i respectivement le noeud et l’inclinaison de l’orbite moyenne de Mars de la date

t sur l’Ecliptique J2000. Soit les valeurs suivantes si on se réfère à Bretagnon (1988)

((t) en siècle Julien à partir de J2000):

fl = 49°.55809321 - 1062".0900887 - 2’’.305741672

i = 1°.84972648 - 29”.331722t - 0.0811830t2
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La matrice de passage entre ”Æ” et ”P/” (notée Morb/equ) peut s’écrire :

Morb/equ = M3 (u - hf COS If) M\ (If) M3 (/l/)

et

X" = Mecl/equX'

Avec hf = ~Pa — Aip et Ij = —e^ — As

Aip et Ae correspondent à l’ensemble des tables qui se trouvent dans le Chapitre 4. p1^

est la somme de l’opposé des termes séculaires déterminés pour h dans le Chapitre 4

plus la linéarisation du terme — He provenant de E, le terme d’entaînement entre R et

i?i, sans terme constant (à J2000, p1^ = 0).

Sa est la partie séculaire essentiellement représentée par £0, une constante plus la

linéarisation du terme —Ie provenant de E.

lo est la norme de la vitesse instantanée de rotation sidérale de Mars.
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Annexe V : Etat des lieux de nos travaux sur la

libration de la Lune.

Nous appliquons la méthode explicitée dans le Chapitre 3 à la description de la rotation

de la Lune. Nous procédons de la même manière que nous l’avons fait dans le Chapitre

4 pour Mars.

Tout d’abord, nous regardons quels sont les corps célestes qui agissent de manière sub

stantielle sur la rotation de la Lune. Ces corps sont par ordre décroissant d’importance :

• la Terre,

• le Soleil,

• les planètes Jupiter, Vénus, Mars et Saturne.

Pour savoir si notre méthode d’intégration du Chapitre 3 est valable dans le cas de

la Lune, il faut vérifier que les potentiels gravitationnels de ces corps sont bien des per

turbations du problème libre. Le potentiel perturbateur le plus important est celui de la

Terre que nous notons UT. Le rapport entre UT et Fq, le Hamiltonien libre de la Lune,

est le suivant d’après le Chapitre 4 :

UT M'T

T L

-3

2C-A-B + -{B-A)
C_
T?

10

rs-»

Mt 2C -A-B

Ml + Mj' C

où Ml est la masse de la Lune et 26 Tc)~B ~ 1CT3.
Ce rapport est plus important que dans le cas de Mars (où il était de 10~8), mais

l’influence terrestre peut toujours être traitée comme une perturbation du mouvement

de rotation libre. Seulement cette fois, vu la relative importance de la perturbation, le

premier ordre ne suffira pas. Pour arriver à avoir sur les variables d’Andoyer de la Lune

la même précision que pour celles de Mars, il faudra itérer plusieur fois le processus de

Lie. Nous présentons dans cette annexe l’état de nos calculs pour le premier ordre de

ce processus pour la perturbation engendrée par le potentiel gravitationnel de la Terre

sur la rotation de la Lune. Nous présentons dans les graphiques 4.16 les mouvements

de précession et de nutation de l’axe de moment cinétique de la Lune en obliquité et en

longitude que nous obtenons et nous les comparons à ceux déterminés par Moons.
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Plusieurs difficultés viennent s’ajouter lors de l’étude de la rotation de la Lune que

nous n’avons pas rencontées dans le cas de la rotation de Mars.

• Il est important dans le cas de la Lune de rajouter directement à Kjj la partie

séculaire de U7 qui joue un rôle important du fait de la résonance entre la période

de rotation et la période de révolution de la Lune.

• Le second point délicat est le remplacement des variables d’Andoyer g et l par

les variables définies dans le cas du mouvement libre : g et l. Pour Mars, ce

changement de variable se réduisait à l’identité (cf. le sous-chapitre 4.2.1). Dans

le cas de la Lune, la valeur élevée de son coefficient de triaxialité (pour la Lune

e ~ 0.2 tandis que pour Mars e ~ 0.05), nous oblige à prendre une meilleur ap

proximation de ce changement de variable que seulement l’identification pure et

simple. L’expression de ce changement de variable est obtenue grâce aux rela

tions du sous-chapitre 2.5.4. La transformé de Fourier faite sur la différence entre

notre détermination de la variation en longitude et celle de Moons, (cf. les deux

derniers graphiques), révèle justement que nous n’avons pas été assez précis dans

l’expression de ce changement de variable.
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Variation de l’Obliquité : Al Variation en longitude :

Fig. 4.16: Etat des lieux de nos travaux sur la libration de la Lune.
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Abstract. This paper ai ms to présent the theorelical study of
the precession and of the nutation of the planet Mars considered
as a rigid body, in a rigorous way, by using canonieal équations
related to Hamiltonian theory, and by taking into account ail

the coefficients of nutation up to 0.1 mas. The équations are
solved by taking into account the leading influence of the Sun,

but also those due to Jupiter, to the Earth, and to the Martian

satellites Phobos and Deimos. Opplolzer ternis which make the

séparation from the axis of angular momentum to the figure
axis as well as to the axis of rotation, are also determined, as

well as semi-diurnal terms coming from the triaxial asymetry
of the planet. Calculations and important remarks related to the

accuracy of the détermination of the variation of the obüquity
at a long periodic time scale complété the résilies above.

Key words: celestial mechanics, stellar dynamics - pluriels and
satellites: individual: Mars

1. Introduction

The aecurate theoretical study of the rotation of the planetsolher
than the Earth is partieularly récent. One of the reason is that the

main observational parameter related to this study is the period
of rotation ofeacli planet. Even in thaï point of view, concerning
Mercury and Venus this period of rotation lias bcen definitely
known only in the 60's. The first observations which clearly
sliowed the slow rétrogradé rotation of Venus hâve been donc

by Carpentcr ( 1964), whereas the 2/3 résonance ol Mercury is
known only from 1965. starting from Doppler- spread measure-
ments by Petengill & Dyce ( 1965). aller the planet's spin was
often believed, for a long time. to he exactly equal to ils orbital
period. as it is the case for the Moon. Because of the variety of
details on the surface of Mars, ils period of rotation was deter

mined with good accuracy from a long time ago with the help of
the observational data acquired from big télescopes. The com-
plementary information concerning the rotation of Mars otlier

than the spin rate, that is to say the motion of precession and
nutation of its figure axis in space. is much more difficult to

détermine observationally.
The precession constant of Mars was calculated theoreli

cal ly by Slruve at the end of the 19th. century. but its obser
vational détermination at the présent time cannot be doue very

aecurately, as it was shown by Pitjeva ( 1996), who found a value
of 750,/ ± Nevertheless the very recent results from the
Mars Pathfinder mission lead to a much more aecurate détermi

nation of the precession. that is tosay -757.6 ±3.h"fey (Folkner
et al., 1997) starting from spacecraft data.

Concerning the theoretical approach of the precession-
nutation motion of Mars, an important progress was donc by
Borderies (1980) by considering only the leading torque due
to the Sun. Hilton (1991) has shown in tact that the eftects

on the nutation related to the action of the two small but very
close artian satellites Phobos and Deimos are not negligible in

comparison with the main nutation tenu, with a roughly 1%
relative order of amplitude. Notice that the évaluations of the

nutations coming from the three main and recent theoretical

studies (Borderies. 1980: Reasenberg & King. 1979: Hilton,
1991) give sonie différence at a relative H)"-1.

Varions reasons lead us to calculate liere with the best ac

curacy the coefficients of the precession and of the nutation of

Mars: one is that the launch ofscierai spacecraft missions on and

around Mars are alrcady achieved or ih the way of a launch in
the near future. No doubt that the accumulation of data coming

from the tracking of the probes will require an improved ana-

lytical détermination of the rotational parameters of the planet.
thus improving the knowledge about its physical and dynamical
characteristies.

For instance, the dynamical elliplicity //'," is well-known
in the case of the Earth. lor it is determined from an accu-

rate observational value ol the precession constant by the way

of a slraightforward relationship (Kinoshita. 1972: Souchay &
Kinoshila. 1997). In tact ///'/,f. in the case of Mars, was de
termined until now only from an hypothelic modeling of the
internai structure of the planet. Conséquent!)', the variations of
this fundamental parameter according to the theoretical mod-
elings (withoul taking into account Pathlimier s results). were

about :L-VX. The détermination of IIfl'" which will be doue
in the following starting Irom the new value of the precession
constant (Folkneret al.. 1997). will be much more aecurate.

Then we can expect that luture probe explorations of the red
planet will bring enough information to gel better constraints

concerning the value of parameters like and II;]1", fol
lowing a more aecurate value of the precession constant and an
improved modeling of the planet’s inierior.
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In a reciprocical vvay, it seems important in our analyti-
cal calculations carriecl ont hei c to choose a level of troncation

smaller than that already adopted in the precedent sériés of the

nutation of Mars, in order to improve the modélisation of the

motion of the figure axis in the space and to avoid troncation

problems vvhen using these sériés after taking into account more
and more accurate data analysis.

Foi- this aim, we hâve decided to apply a theoretical vvay of
calculation of the rotation of the Earth, considered as a rigid

body, to the planet Mars. The basic analytical principles related

to this are taken front the vvork of Kinoshita (1977), improved
by Kinoshita & Souchay (1990), and constructed starting on
Hamiltonian canonical équations. In the case of the Earth, the

most accurate observations (essentially based on the VLBI tech

nique) show that the différence betvveen the values of the main

coefficients of the nutation in the case of a rigid body and a non-
rigid one, are of the order of a relative 10~5. There is no real
reason to believe that for a telIuric planet as Mars, the relative

différence will be noticeably bigger, that is to say by one order
or more, for the Martian characteristics (size, rotation, internai

structure) are relatively close to that of the Earth.

Then it seems that the accuracy concerning the détermina
tion of the rotation of the planet, which should be obtained from

missions around Mars in the very near future, will hardly enable
to detect the influence of non rigidity.

One of the new topics included in this paper is the com

putation of the Oppolzer terms, which give the angular spatial
offset betvveen the axis of figure and the axis of angular momen-
tum. Moreover we evaluate in the following the influence of the
planets in addition to that of the satellites Phobos and Deimos.

Notice that this influence can be ranged into two categories: the

direct one, that is to say the influence related to the direct torque
exerted by the planets on the équatorial martian bulge; and the

indirect one, caused by the perturbation of the planets on the

orbital motion of Mars around the Sun, and consequently on the

gravitational potential exerted by the Sun on the planet.
The ephemcrides used in order to compute the potential ex

erted by the external bodies are VSOP87 (Bretagnon & Francou,

1988) for the Sun and the other planets, and those calculated by
Chapront-Touzé (1990) concerning Phobos and Deimos.

2. The materialization ofthe motion of rotation

The canonical variables that we choose here in order to solve

the équations of motion of Mars by the vvay ofthe Hamiltonian

équations are the Andoycr variables équivalent to those used
in the case of the study of the motion of rotation of the Earth,

as doue by Kinoshita (1977). Refer to Fig. 1. The basic plane
(7A/) is the mean oibit of Mars for the date t, which is sightly
moving with respect to an inertial plane, which is the mean orbit

of Mars (PA[ ) at the epoch J2000.0. Nevertheless, the basic
point used in order to measure the motion ofthe precession and
nutation in longitude of Mars is not here an equinox, which is
classically chosen in the case of the Earth, but a point called
the "depature point” D, along (PA[). The choice of this point
is justilied by the fact that as considering the condition of non-

rotation which characterizes it, and which is described in detail

by Guinot (1979) and Capitaine et al. (1986), D, is the natural

point to measure any motion along the moving plane (PAf). This
is particularly the case of the motion of the true martian equinox
whose détermination is one of the ai ms of our study together
with the variation of the obliquity c‘\r, which is defined as the
angle betvveen the plane ofthe true martian equator with respect
to (PA/).

Let P be the node of the equator of figure with respect to
the plane perpendicular to the angular momentum vector, and T

the descending node of the plane perpendicular to the angular
momentum vector with respect to {PAI) (in fact one of the two
equinoxes of Mars vvhen considering the equator perpendicular
to the angular momentum, not the true equator).

Still refer to Fig. 1. The angle variables /, g, and h and the

action variables L, G and H, are defined as in the following
(Kinoshita, 1977):

.1 is the angle betvveen P and the principal axes of Mars corre-

sponding to the minimum moment of inertia.

.g is the angle betvveen T and P, along the plane perpendicular
to the angular momentum.

.h is the angle along the mean orbit of Mars (PA/), betvveen the
departure point Dt and the node T.

.L is the component of the angular momentum on the axis along
the axis of figure.

.G is the total angular momentum of Mars.

.H is the component of the angular momentum along the axis
perpendicular to (PA/).

Notice that only h has a different meaning from that in Ki

noshita (1977), for it is defined from Dt, not from an equinox.
Nevertheless we choose the departure point Dq at J2000.0 in

coincidence with the equinox Tq at this epoch. Moreover, by

calling J the angle betvveen the true équatorial plane of Mars
(perpendicular to the fugure axis) and the plane perpendicular

to the angular momentum, and 7 % —el\l the angle betvveen
this last plane and (PA/), we hâve the following relationships:

II = G x cos 7 ( 1 )

L = G x cos J (2)

As the variables h and I enable to give the location of the
plane perpendicular to the angular momentum vector. with re

spect to (PA/), in a similar vvay the variables quoted as h j and
Ij will enable to give the location of the equator of figure with

respect to (PA/). Notice that h/ and Ij are two of the classical
Euler angles used to represent the rotation ofthe Earth (Woolard,

19539 or any other planet, the third one being generally quoted
as 4>.

The link betvveen the Andoyer variables l. g, and /;, and the

Euler angles h/, If, is given by the following classical relation
ships, derived from the spherical triangle, neglecting the second
order of .7 (Kinoshita, 1977):

f . J .
h f æ li -1 sm g

sm 7

1f pe I + J cos g

(3.1)

(3.2)
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Fig. 1. Andoyer variables

(f> = l + g — Jcot /sin g (3.3)

Notice that the angles / and // characterize the obliquity,
vvhereas h and h/ are the combination of the general precession
in longitude and of the nutation in longitude, so that vve can
vvrite:

hf = (4.i)

If = - Aê (4.2)

pA and being the notations corresponding respectively to
pa and sa for the Earth, as can be found in Lieske et al. (1977).

3. The Hamiltonian of the System

and the équation of the motion of rotation

The way chosen for the parametrization of the problem being

équivalent to that chosen by Kinoshita (1977), and by more re

cent studies (Kinoshita & Souchay 1990; Souchay & Kinoshita

1996; Souchay et al., 1998) of the rotation of the Earth, naturally
the Hamiltonian related to the rotational motion of Mars can be

written in a similar manner, by:

K = F + Y^Ui + E (5)
2

where F is the Hamiltonian for the free motion, JP Ut repre-
sents the potential due to the forced motion, that is to say to the

gravitational action exerted by the external bodies as the Sun,

the satellites Phobos and Deimos, and the other planets, and F

can be considered as a complementary terni which is due to the

tact that our reference plane, that is to say the plane of the mean

orbital motion of Mars, is slightly moving with respect to an

inertial reference System. F bas the follovving form:

(G: (6)

where A, B and C are the principal moments of inertia of Mars.

For each of the external bodies represented by an index i, the

disturbing potential is given at the first order by:

rr *Hli
Ui = —5— x

2C-A-B

2
P2° (sin Si)

+
A-B

P22 (sin ôi ) cos 2ci; (7)

where Mi is the mass of the perturbing body and r; is the

distance between its barycenter and the barycenter of Mars, ci;

and 5i are respectively the marsocentric longitude and latitude
of the perturbing bodies, with respect to the meridian given as an

origin and which is crossed by the axis of minimum moment of

inertia A, and to the mean martian equator of the date. P2(sin 5;)
and P2 (sindj) are the modifiée! Legendre polynomials.

At last. the complementary component E is expressed as:

E = G'sin / x siii7rcos(/i — DtM) fl

— sin(/? - DtM) x TT (B)

Let us refer to Fig. 2.7r is the angle between the two orbital

planes (P/u ) and (P^), and H is defined as the angle between
the martian equinox of the epoch To and the ascending nocle

of {Pj[[) with respect to (). tt and H are the martian corre
sponding variables to the classical variables txa and H^ adoptée!
conventionally for the Earth (Lieske et al., 1977). Notice that for

the sake of simplicity, we hâve decided in the precedent section
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that at the epoch J2000.0, the a priori arbitrary point Dq corre

sponds to the martian equinox To which is the ascending node

of the martian orbit w.r.t. the mean equator at the epoch J2000.0.
The numerical expressions for tt and II vvill be calculated and

given in a next section.

The free motion of a planet as studied from the principle
of the Hamiltonian has been abundantly studied by Kinoshita

(1972), in the case of the Earth. It is rathercomplex and involves

elliptic functions at the second order, but it has no important
effect on the angles h and I. Moreover it is not studied here,

for we are only concerned with the forced motion of rotation of
Mars.

After the détermination of U( and E, the angles h and / are
given by the means of canonical équations (Kinoshita, 1977):

• _ die _ 1 OK _ 1 (OE dUi\
1 ~ dH ~ Gsin/ 01 ~ Garni \0I + 01J (9' }

d/6_ji_\ a
Oh G \ Oh sin / 0(j tan//

As it is the case in the method developed by Kinoshita

(1977), as vvell as in its improvements by Kinoshita & Souchay
(1990) concerning the study of the rotation of the Earth, we sep-
arate the periodic part of the Hamiltonian from the secular one,

in order to dérivé directly the quantifies related to the nutation.

This can be done by using an averaging algorithm close to Lie
transformations (Hori, 1966). The coefficients of the nutation

are lhen given in a straightforward manner, by the following
formula:

Aip - - —Ah = —
d\V\

~w
o\v2 1 r

on 2 \

As = -A/ = -
1

G sin /

0\\\

UÏT
+

cm7,

7)77'

OW-2

~ôh

1

2

OWi

Oh
,u' + - (A/)2 cot /

(10.1)

Notice that some of the terms in (10.1) and (10.2) are com-

pletely negligible w.r.t. our level of truncation of our coeffi
cients, as the Poisson brackets and the last terni at the r.h.s. of

(10.2). In the case of the Earth (Souchay et al., 1998) they are
relatively much larger, for they involve important effects be-
tvveen the Moon and the Earth, as croosed nutation effects and

coupling effects between the orbital motion of the Moon and

the Earth flattening. ]\\ and H) are respectively the compo-
nents of the determining function at the first and second order.

The determining function at the first order is obtained by

integrating the potential, at the first order Uiti, exerted by each
perturbing body, whose expression is given by (7):

H'u = J Uiti x dt. (11)
As it was the case for the Earth (Kinoshita, 1977) the develop
ment of the disturbing function UiA as given by (7) can be done

in function of the coodinates of the perturbing body /y, À, and
pi with respect to the moving orbital plane of Mars, and to the
departure point D, on this plane instead of the equinox. For that
we use the saine transformations of P^s'mô) and P.'r(sin 5) as
Kinoshita (1977), based on the Jacobi polynomials (Kinoshita
et al., 1974), that is to say:

P§{sin ô)

= -(3cos2J-1) (3 cos2/ - l)Po (sin P)

— - am(2I)P.2 {amP) sin(À - h)

— - sin2(Z)/-^2(sin/?) cos2(A - h)

-F sin 2./ siti(2/)/^(sin 3} cos ry ^ - ( 1 F c cos I )
£=±\

x ( — 1 F 2c coa I)Po{amp) a\n{\ — h — ecj)
(10.2)



286 S. Bouquillon & J. Souchay: Précisé modeling of the precession-nutation of Mars

- V'' - sin 7(1 -t- e:cos/)P2 (sin/?) cos(2A — 2h - eg)
£ =±1 8

-f sin2 J ^ sin2(/)P2 (sin/?) cos2g

Moreover the, expression Kr-1 in (7) can be advantageously

replacée! by K J/' x where n, is the semi-major axis of the
Mars motion given by the following relationship, related to the

keplerian motion:

+ - Es\n(I){l + ecosI)P2(smp)sm(\ — h— 2sg)
=±i

— — (1 + ecos/)P|(sin/?) cos2(À — h — eg)
1 J1C£ = ±1

In the saine vvay, \ve get:

P|(sin 5) cos 2a

= 3 sin2 J — ^(3 cos2 I — 1 )P°(sin/3) cos 2/

+ - ^ sin2/Po(sin/?)sin(A — h — 2el)
£ = ±1

+ - sin2 7P|(sin(3) cos 2(À — h — el)
8

- sin(27)-f ^ p sin J(1 -f p cos J)
p=± i

xP°(sin/?) cos(2pl + g)

— ^ -(1 + cos7)(—1 -f 2£cos7)P2(sin/?)
£=±1 “

x sin(À — h — 2psi — eg)

— ^ -£ sin 7(1 + £ cos 7)P|(sin/?)
£= ±1 4

x cos(2A — 2h — 2ps7 — eg)

+ -(l + pcosj)2
p=±l

—3 sin2 (7) P2 (sin (3)

x cos(21 + 2pg) - e sin 7(1 + £cos7)
£ = ±1

xPo (sin,Æ) sin(À — /t — 2pel — 2eg)

+ ^ -(1 + e cos I)2P-] cos 2(À — h — pel — eg)
£=±1

(12)

(13)

Notice thaï the second component in the parenthesis in the

r.h.s. (7) involves the potential at the second order Utp\ it is not

considered in the présent section, and gives birth to the ternis

of nutation coming from the triaxial asynunetry of the planet,
which vvill be treated in the Sect.4.6.

The three Legendre polynomials 77?(sin/7), Po(sin/3) and
P^sin(3) présent in Eq. (12) can be written as follovvs:

P2°(sin/?) = - x (-1 + 3sin2/?) (14.1)

P\ (sin/?) = 3 sin [3 cos (3 (14.2)

72J (sin P) = 3 sin 0 cos P (14.3)

n-u:! = h2(Ms+ Mm) (15)

where k2 is the constant of the gravitation.

Then the first part of the expression --J/1 is a constant terni.

In the opposite, the second part can be developed as a func-

tion of Mars excentricity and of its mean longitude, when the

perturbing body is the Sun. In the other cases (Phobos, Deimos

and planets), this development contains also the excentricity and

mean longitude of the perturbing body.

Contrary to the Earth for which the leading influence on the

nutation is coming from its satellite, the Moon for which the

amplitude is roughly 20 times that of the Sun, the nutation of

the planet Mars is largely dominated by the gravitational action

of the Sun, the influence of Phobos and Deimos being of the

order of 1/100 in comparison, and the influence of the planets

being still significantly smaller.

4. Results of the various contributions

to the martian nutation

4.1. The main ternis ofnatation

ofMars due to tlie San

The coefficients of the nutation of Mars due to the Sun are

computed in the following mariner: the solar potential at the

first order U5 as expressed by the first part of the formula at the
r.h.s. of (7) is calculated by the way of the transformations given
by (12). The analytica! expressions for the coordinates A5, 3s,

and rs are taken from the ephemerides VSOP87 (Bretagnon

& Francou, 1988). More precisely the rectangular coordinates

of Mars w.r.t. the Sun extracted from these ephemerides hâve

been converted into the geocentric spherical solar ecliptic coor

dinates above. It must be noticed that f3s which represents the
latitude of the Sun witli respect to the mean ecliptic of the date,

is in fact non equal to 0, for we must take into considération

the small oscillations of the orbital plane of the Sun (that is to

say the plane of the true ecliptic). Even if the ternis of nuta

tion coming from this contribution hâve a very small amplitude

they should be taken into considération, as was demonstrated by

Souchay & Kinoshita (1997) in the case of the Earth. Moreover

the nutation coefficients coming from the second component of

the potential at the r.h.s. of (7) are not considered here. for they
can be neglected for two reasons: at first /I — Y3 is very small in

comparison with 2C — /I — B, and at second (this is the main ex-

planation) they hâve a period close to half a martian day. which

mcans that the corresponding component in II 5, that is to say
after intégration in (11), becomes very small itself because of

the high frequency at the denominator. Nevertheless. we will

give a rough estimation of the largest semi-diurnal terni related

to this component, in Sect.4.6.
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Table 1.1. The solar influence on the nutation of Mars, longitude Aip

sin

(”)

cos

(”)

Period

(year)

M Aa/ Borderies Values

sin O

Hilton values

sin (”)

-1.09689 0.00006 0.940 2 2 -1.0431 -1.0962

0.63460 1.881 1 0.6031 0.6357

-0.23971 0.00001 0.627 3 2 -0.2278 -0.2401

0.10463 -0.00001 1.881 1 2 0.0994 0.1047

-0.04076 0.470 4 2 -0.0387 -0.0409

0.04432 0.940 2 0.0421 0.0445

-0.00630 0.376 5 2 -0.0061 -0.0063

0.00405 0.627 3 0.0038 0.0041

-0.00093 0.313 6 2 -0.0009

0.00041 0.470 4

-0.00013 0.269 7 2

Table 1.2. The solar influence on the nutation of Mars, obliquity As

sin cos Period M A A1 Borderies Values Hilton values

O n (year) cos (”) cos (”)

0.00003 0.51589 0.940 2 2 0.4908 0.5158

0.00001 0.11274 0.627 3 2 0.1072 0.1130

-0.04921 1.881 1 2 -0.0468 -0.0493

0.01917 0.470 4 2 0.0182 0.0193

0.00296 0.376 5 2 0.0029 0.0030

0.00044 0.313 6 2

Table 1.3. The solar influence on the nutation of Mars, mixed ternis, longitude t x Aç>

sin cos Period a (O A Ea M J il hSa A

(”) n (year) 1000 years

7590.39671 1

0.00627 -0.04917 1.881 1 1

-0.00223 0.01860 0.627 I 3 2

0.00959 0.00550 0.940 1 2 1

0.00101 0.00809 1.881 1 1 2

-0.00077 0.00632 0.470 1 4 2

0.00086 -0.00687 0.940 1 2

-0.00377 0.00105 1.881 1 1 1

0.00287 0.00179 -1783.395 1 4 -8 3

0.00127 0.00297 1.881 1 1 1

0.00212 0.00119 0.627 1 3 1

0.00163 -0.00160 -883.270 1 2 -5

-0.00018 0.00146 0.376 1 5 2

In Tables 1.1 and Table 1.2, vve show respectively in
longitude and in obliquity the coefficients deduced from the

Ecjs. (10.1) and (10.2) and characterizing the nutation of Mars

due to the Sun, together vvith the corresponding argument and
period. Borderies (1980) and Hilton (1991) calculated the same

coefficients by different approachs. Borderies used an Hamil-

tonian method with orbit éléments given by Struve and Hilton

an Eulerian method by using the ephemerides VSOP82 (Bre-

tagnon, 1982). Their values are given in the tvvo last columns

of Table 1.1 and 1.2. Our values are very close to Hilton’s ones.

The différence with Borderies results are more important. But

Borderies took H§,a = 5.103 x 10~3 while we took H‘Ya =
5.3G3 x 1(T3. The coefficients are proportional to the value of

The différence between our H§la and Borderies one ex-
plains a large part of the différences between the amplitudes of
the nutation coefficients.

Moreover, in Tables 1.3 and 1.4, we show the mixed secular

ternis in the form t x cos or t x sin which resuit from our com

putations. They resuit themselves from the presence of mixed
secular ternis in the expression of the coordinates À5, fis and
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Table 1.4. The solar influence on the nutation of Mars, mixecl terms, Table 2.1. The indirect planetary effects on the nutation of Mars, lon-

obliquity t x As gitude Ay

sin

(”)

cos

O

Period

(year)

atfQ)

1000 years

M \ju ASa A A/

0.00875 0.00105 0.627 I 3 2

-0.00332 0.00579 0.940 1 2 1

0.00381 -0.00048 1.881 1 1 2

0.00297 0.00036

0.00242

0.470 1

1

4 2

-0.00063 -0.00227 1.881 1 1 1

0.00180 -0.00077 1.881 1 1 -1

-0.00072 0.00128 0.627 1 3 1

0.00019 0.00104 -877.785 1 2 -5 -1

rs- We are taking into account ail the coefficients vvith absolute

amplitude up to 0.1 milliarcsecond (mas), in combined absolute

amplitude (sine and cosine). Notice that, as it can be expected

by similarity to the case of the Earth, the leading component of

nutation, vvith amplitude 1.09512" and 0.51532" respectively
in longitude and in obliquity, has a period corresponding to half

the period of révolution of the planet around the Sun, that is to

say 343.49 d, the relative argument being 2A/ + 2A,\/, vvhere M

is the mean anomaly of Mars and Aa/ corresponds to the angle
between the point Dt and the Mars perigee, along the moving
orbit of Mars (see Fig. 1). Notice that Aa/ must not be confused

vvith the longitude of the perigee, for it is determined along the

mean martian orbit and the martian equinox, and not the ecliptic
and the equinox of the Earth.

The second term in decreasing order of amplitude has

no component in obliquity, but its amplitude in longitude is
—0.63358" and its period is 687.0 d, for the corresponding ar
gument is the mean anomaly of Mars. At total 11 coefficients

are présent for Aip and 6 coefficients for As, above our level

of truncation, that is to say 0.1 mas. The value of H^Ia vvhich
serves to the détermination of the scaling factor:

K' = 3^^ x H^la
«s»

from vvhich the values of the coefficients of nutation are depend-
ing directly, is dicussed in Sect. 6.

4.2. The indirect planetary effect on the nutation of Mars

As it is the case for the nutation of the Earth (Kinoshita &

Souchay, 1990; Souchay & Kinoshita, 1996) the solar potential
vvhich gives birth to the nutation of Mars is influenced by the
planets by the intermediary of their perturbation on the orbital

motion of Mars, and consequently on the relative motion of the

Sun vvith respect to Mars. Therefore, some terms of nutation

involving the mean longitude of planets other than Mars appear
vvhen the truncation threshold in the sériés of nutation is small

enough. These terms are sometimes called the “indirect plan

etary effect”, although tliis terminology does not seem really
adéquate, as vvas dicussed by Souchay et al. (1998).

sin cos Period Avc Ae„ M A Asa Aa/

(”) (”) (year)

-0.00039 0.00019 2.235 1 -1

0.00028 -0.00035 2.754 1 -2

0.00030 0.00007 -0.940 4-10 3 2

0.00014-0.00027 0.941 4 -6 3 2

0.00015-0.00017 1.118 2 -2

-0.00004-0.00024-877.785 2 -5 1

0.00028 0.00003 -15.781 1 -2

-0.00019-0.00003 11.862 1

0.00014-0.00007 0.662 3 -1 2

-0.00008 0.00009 0.511 4 -2 2

-0.00008 0.00010 0.701 3 -2 2

0.00011 0.00004 2.135 1 -1

0.00009 0.00008 2.470 2 -3

-0.00002 0.00011 32.835 1 -3 2

0.00005-0.00009 0.627 4 -5 3 2

Table 2.2. The indirect planetary effects on the nutation of Mars, obliq
uity As

sin cos Period A Ea M Aju Am

O O (year)

-0.00003 0.00014 -0.940 4 -10 3 2

-0.00013 -0.00007 0.941 4 -6 3 2

Their argument is a linear combination of the mean longi-

tude of Mars itself and of the other planets. These terms appear
simultaneously vvith the main terms of nutation due to the Sun,

for the planetary perturbations of the relative ecliptic coordi-
nates as, 0s and As of the Sun in (7) and (12) are included as

Fourier sériés involving the mean longitudes of the other plan

ets, together vvith terms characterizing a keplerian motion.

Notice that here the most influent planets are Jupiter and the
Earth, vvhereas for the nutation of the Earth, these are Venus and

Jupiter. The leading terms of the indirect planetary effects are

gathered in Tables 2.1 and 2.2 respectively in longitude and in
obliquity.

4.3. The nutation of Mars due to Phohos and Deinios

Phobos and Deimos, the tvvo satellites of Mars, are bodies of

very small dimensions, vvith mean radius respectively about
11.1 km and 6.2 km. But they are very closed to the planet,
for their mean distance corresponds respectively to 2.76 and
6.91 Mars radii. In order to compute the nutation due to these
tvvo bodies, we hâve used the sériés ESAPHO and ESADE

(Chapront-Touzé,1990). The means orbital éléments of the tvvo

satellites are the follovving ones, according to this last paper:

a pi, = 9373.713 km

ePh = 0.015146



S. Bouquillon & J. Souchay: Précisé modeling of the precession-nutation of Mars 289

Mean Orbil of Mars

For the date t = P1
M

Fig. 3. Equatorial Phobos élé
ments

iPh = 1.0G7G390

hPh =-0.436025°/d

Xph = 1128.84476°/d

expression of the Legendre polynomial P2(sin<5s) is:

P2{smôs) = - sin2 ôs - - (17)

and:

ape — 23457.06 km

e/)e = 0.00096

iDe = 1.78896°

hDe =-0.018001°/d

XDe = 285.161875°/r/

Because of the smallness of the influence of the two satellites

on the nutation, the second part of the potential at the r.h.s. of

(7) is completely negligible and not considered here. Thus for

the two satellites the perturbing potential can be expressed as:

U,
k2Ms 2C-A-B

P2 (sin Ss) (16)

As our procedure here is a new one, we develop it exhaustively

in the following: let us consider (Fig. 3) the angles hs, Xs and

is which enable to give the position of the satellite (Phobos or

Deimos) with respect to the mean equator of the planet of the

date and to the node between the mean equator of the date and

the mean orbit of the planet of the date 7Ma- hs is the longitude

of the ascending node of the orbit of the perturbing satellite with

respect to the mean orbit of Mars and counted front ''Ma- Xs is

the mean longitude of the satellite and is is the inclination of

the orbit of the satellite, with respect to the equator of Mars.

Then, the coordinates (X. Y. Z) of the perturbing satellite,

with respect to the équatorial frame (Rm), are related to its
coodinates (x,y,z) with respect to the frame materialized by

the mean orbital plane and 7^/c. by the way of the following
transformation:

the indice s being associated with the given satellite. Then, we

must notice some particularity in the way of computation of the

nutation here, which looks like an extension with respect to the
usual one as set up by Kinoshita (1977) and used precedently
to calculatc the coefficients of the nutation due to the Sun. The

reason is that the coordinates (X,Y,Z) of the satellites in the

ephemerides ESAPHO and ES ADE (Chapront-Touzé, 1990)
used here, are determined with respect to the équatorial plane
of the planet and to the ascending node of the mean equator

with respect to the mean orbital plane PlS[. We call this référ
encé System {Rm). Therefore we want to avoid to compute the
coordinates As and f3s of the satellites with respect to the mean
orbital plane of the planet, and to compute the Legendre poly

nomial P2[smôs) by the intermediary of the transformations in
Eq. (12). In other vvords, we use the same canonical équations
as those given by (9.1) and (9.2), but, by keeping, for further
developments the original angle ôs, which is the déclination of

the satellite with respect to the mean equator. Notice that the

[A', y, Z] = AIx(I)M,(h + n)[x.ÿ,2] (18)

where Mx and Mz are respectively the rotations around the
x-axis and the z-axis.

Then after (17) we find:

OP-2 dP2{sin^s) _ . . (9sin<53
~dh = dh = S1UÔÿ dh
0P2 _ dP2(sïnôs) . c9sin<5S
dl ~ 01 “3sm*5 dl

Then, with the help of (18). we can write:

<9 sin <5, . c
;— =-6111 1 COS Os COS CU
an

<9 sin (5, ,
——-1- = -f cos à s sm a «

al

Notice that ci*, is the équivalent of the right ascension of the satel

lite with respect to the planet’s équatorial reference frame and

(20.1)

(20.2)

(19.1)

(19.2)
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equinox. Then, the combination of Eqs.(19.1), (19.2), (20.1)

and (20.2) enables to vvrite:

0P2

Oh

01

=~3 sin I sin 5S cos ôs cos a<

= +3 sin 5c cos 5c sin as

(21.1)

(21.2)

In a second step, \ve Write the équations above as a function of

X, Y and Z, with the help of trigonométrie transformations:

À" = cos 5S cos(a$ — hs) = cos(Às — hs) (22.1)

Y = sin(as — hs)cos5s = sin(As — hs)cosis (22.2)

Z = sin5s = sin(As — hs)sinis (22.3)

Thus, by combining the Eqs. (21.1-2) and (22.1-3), we find the

following relationships:

OP-2

Oh

OP2

01

or, by substitution of X, Y and Z:

=-3Z(X cos hs — Y sin hs) sin /

= +3Z(Y cash,+ X sin h8)

(23.1)

(23.2)

1 0P2

sin Ir Oh

0P2

HT

4- sin 2L sin hs
4

3
+ -sinîs(l + cos2s) sin(2As — hs)

3
+ - sinia(l — cos2s) sin(2As - 3hs) (24.1)

,3 .
+ - sin 2is cos hs

3
+ -sin2s(l -F cos2s) cos(2As — hs)

3
— — sinî5(l - cos2s) cos(2As - 3hs) (24.2)

In the following we will assimilate the orbit of the two satel

lites to a circle, for their excentricity is very small (respectively
0.015146 and 0.00096 for Phobos and Deirnos). Thus, by choos-
ing as as the mean distance of the satellite, the dérivatives of

the perturbing potential Us w.r.t. the variables h and I can be

written in the following form:

OUs = (k2Ms\ (2C-A-B\ fOP2\
Oh \ ft« / \ 2 J \ Oh )

OUs = (2C-A-B^ j

(25.1)

(25.2)

Then, the intégration of the canonical équations at the first order

gives:

Ah =

Al =

1

G sini

1 /

fdUs
I 01
OUs

Oh.G sin I _

Lct us call Ks the coefficient:

($k2Ms\ (2C-A-B\
V 4«-> ) X V 2C J

(26.1)

(26.2)

Then the nutations AU — —Ah and As = —AI are given by:

AU =
Ks

sin I

x sin /i. —

4 n 9/

hs

sin is (1 -f cos i.,)

+

2A, - hs

sin is ( 1 — cos is)

sin (2Aa. - h.

As = —K

2AS - 3ha

sin 2L

sin (2AS - 3h. (27.1)

h.

x cos /le —
siii2s(l + cos is)

2A, - h

sinfs(l — cos 2 5 )

cos(2As - hs)

2Ac - 3/ic
cos(2As - 3/is) (27.2)

The leading components of the nutation due to Phobos and

Deirnos are by far those which involve the longitude of the
node of the satellites, in Eqs. (27.1) and (27.2). Thus at the 0.1

milliarcsecond truncation level, we find only two terms both in
longitude and obliquity:

AU = -rO".01209 x sin hPhobos 4- 0,/.00439 x sin hDeirnos

As =-0//.00514 X COS flphobos '-0//. 00187 X COS h Deiinos

Notice that the respective periods are 2.260 y for h phobos and

54.754 y for hDeimos.

4.4. The nutation ofMars due to the direct action of the planets

The attraction of the other planets on Mars causes nutations
which can be calculated in the same manner as the nutation Corn

ing from the attraction of the Sun, by replacing the marsocentric
coordinates of the Sun 7-5, As and 3s by the marsocentric coor-

dinates rp, Xp and /3,„ inside the Eqs. (7), (12), (14.1-3). These
coordinates are obtained by substraction of the heliocentric co

ordinates of Mars from the heliocentric coordinates of the given
planet, as they are expressed analytically by the ephemerides
VSOP87 (Bretagnon & Francou, 19S8). The coefficients of nu

tation are still here obtained after intégration of the potential to
provide the determining function 11 by the way of Eqs. (10.1)
and (10.2). The Earth and Jupiter are the sole planets to give
significant influence at the 0.1 mas level. The precession due to
these two planets is listed together with the main nutation terms

in Tables 3.1 (longitude) and 3.2 (obliquity).

4.5. The Oppolzer ternis and the nutation

and precession of the figure axis

Ail the coefficients of nutation which hâve been calculated in the

precedent chapters concerned the axis of angular momentum,
following the Eqs. (9.1), (9.2), (10.1 ) and (10.2). Nevertheless,

it must be noticed that generally users are much more interested

by the nutation of the axis of figure, rather than by the nutation of

the angular momentum, for the former enables to give directly
the orientation of the planet w.r.t. a given reference frame. The

différence between the orientation of the axis of figure and that

V
o m

**A*

roX)
%* ’
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Table 3.1. The direct influence of the planets on the nutation of Mars,

longitude Aiji

Table 4.2. The Oppolzer terms making the différence between the axis

of angular momentumand the axis of figure, obliquity, A;

coefficient

(’’)

Period

(ycar)

arguments influence cos

O

Period

(year)

M A M

-0.22154 - t (1000 y.) Jupiter -0.00139 0.940 2 2

-0.00019 5.930 sin(2Ajtl) Jupiter -0.00046 0.627 3 2

-0.00003 5.930 cos(2\jti) Jupiter 0.00040 1.881 1

-0.08153 - t ( 1000 y.) Earth -0.00010 0.470 4 2

0.00014 -15.781 sill(À£;a 2Àa/«) Earth

-0.00008 -15.781 COs(A Ea — 2Aa la) Earth

Table 3.2. The direct influence of the planets on the nutation and pro

cession of Mars, obliquity As

coefficient Period argument influence

(”)

-0.00622

(year)

t (1000 y.) Jupiter
0.00009 5.930 S»?r(2A Ju) Jupiter

-0.00002 5.930 sin(2Aju) Jupiter
0.00249 - t ( 1000 y.) Earth

Table 4.1. The Oppolzer terms making the différence between the axis

of angular momentum and the axis of figure, longitude, At/;

sin

C)

Period

(year)

M Aj\/

-0.00361 0.940 2 2

-0.00119 0.627 3 2

-0.00027 0.470 4 2

0.00017 1.881 1 2

of the axis of angular momentum is given by the following
expressions, obtained vvith the help of Ecjs. (3.1) and (3.2):

A ÿf — Aip = — (Ahf — A h) — — A x s^n 5^(28.1)
A:/-A: = - (A// - AI) = -A (J cos g) (28.2)

The development of the expressions at the r.h.s. of (27.1) and

(27.2) by the intermediary of canonical équations giving both
AJ and A//, and the numerical treatment related to this devel

opment, are still here exactly the same as in the case of the

calculation of Oppolzer terms for the Earth, as analytically car-
ried ont by Kinoshita (1977). Thus \ve can refer to that last

paper to knovv in detail the vvhole procedure. Four coefficients

are found and listed in Tables 4.1 and 4.2, up to 0.1 mas in
absolute amplitude.

Thus vve can refer to that last paper to knovv in detail the
vvhole procedure. Four coefficients are found and listed in Ta

bles 4.1 and 4.2, up to 0.1 mas in absolute amplitude. These

coefficients hâve to be added to the corresponding one (vvith the
same argument) for the axis of angular momentum, in order to

get the nutation for the figure axis. Notice that the argument of

the leading coefficients for the Oppolzer terms correspond to
the leading ones for the axis of angular momentum or the axis

of figure, as can be seen from Tables 1.1 and 1.2. At last, the

Oppolzer terms vvhich give the orientation of the axis of rotation

vvith respect to the axis of angular momentum are much smaller

in absolute amplitude, than those vvhich hâve been calculated

above for the détermination of the axis of figure, that is to say by
a ratio (C-A)/C. Thus they are at the order of the microarcsec-

ond level vvhich is negligible in the frame of our présent study,
and consequently they are not studied here. In other vvords, we

can assimilate the axis of rotation to the axis of figure.

4.6. The influence of the triaxicility on the rotation ofMars

As it is the case for the Earth, Mars is not an axisymetric body,
vvhich means that the moment of inertia A and B are not iden-

tical. The conséquence is the presence of semi-diurnal (vvhich

means here vvith period corresponding to half a martian day)

components of the nutation. The vvay of calculation of these

components starting from Hamiltonian theory is quite identical

to that already used by Kinoshita (1977) and more precisely by

Souchay & Kinoshita (1997). Then the final formula giving the

nutation in longitude and obliquity are the same, the values of

the parameters being changed. The tvvo leading terms can be
vvritten as follovvs:

M>l/Ïd =
B-A

2C - A-B

1

x A"

x

-(1 + cos/)
8

A2M+2\a,
Ug + l-M-h)]

x sin (2<y -1-2/ — 23/ — 2 AA/)

A-1/2</ —

cos /

B - A

2C - A-B

(Ù + l)

x A"

Aq x sin(2r/ + 21)

- sin 7(1 + cos I)
S

1
Ao

.(flf + Z)-(A/ + /0J

xcos(2<7 + 2/-2.U-2AA/)

2A/+2A.W

— sin 2/
4 (ù + 0

-40 x cos (2 </ -1- 21)

(29.1)

(29.2)

vvhere the coefficient K' has the following expression:

K'
ty-MS

a3u
x

f 2C — A — B)

2C
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A2m+2\m being the coefficient of the term with argu
ment 2M + 2Aa/ in the development of the expression

(£Li)3 cos2 Ps cos2A3 and Aq the constant term in the expres

sion 5(t;)3(1 - 3sin2 ps).
We can observe that to détermine numerically the Oppolzer

terms, we need to know the value of the angular rate of the vari

ables l and g whose définitions hâve been given at the beginning

of the paper. The value of this angular rate is determined when

studying the free motion of rotation of the planet. By analogy

with the free motion of the Earth studied extensively by Ki-

noshita (1972), we can approximate g and l by the following

simple <

1

9 = 5

l = LJ

xpressions:

C C

A + B X LJ (30)

(31)

These approximations are available at the condition that the

triaxiality expressed by the parameter e is small, where:

(32)

A rough calculation leads to: e = 0.065 which gives the follow

ing numerical values of the main semi-diurnal nutations, after

substitution of aguments:

Ap1/2d = 0".00011 sin(2AWû -2g-2l- 2h)

—0".00011sin(2(7 + 20

and:

Aêi/2d — -0'/.00005cos(2AA/a — 2g — 21 - 2h)
+0".00005cos(2<7 + 20

The periods are respectively 0.514d and 0.513c/. X\ia is the

mean longitude of Mars, and (1+g+h) has a period equal to the

sidereal rotation of the planet.

These expressions hold for the axis of angular momentum.

As it is the case for the Earth, the corresponding expressions for

the nutation of the axis of figure for these semi-diurnal coeffi

cients are opposite, at the level of précision of these coefficients.

5. The planetary precession

and the secular variation of the obliquity

As the Eqs. (5), (8), (9.1) and (9.2) are pointing ont, the addi-

tional component E in the Hamiltonian, which is related to a

secular motion of the plane of référencé to compute the nutation

terms, that is to say the mean orbital plane of Mars, has to be

taken into account. E dépends on the angles 7r and n. which

hâve been determined in the following of (8).

These angles can bc expressed as a function of the éléments

Q and i which are respectively the longitude of the node of Mars

orbit and the inclination of the orbit w.r.t. ecliptic of J2000.0.

The numerical expressions for these two parameters hâve been

calculated by Bretagnon ( 1982), and we take these values. Thus,
we can write:

sin(n + P) sin tt = sin(fl — f>o) sirn (33.1)

cos(n + p) sin tt = — cos i sin ?o

-f sin i cos iç, cos(Q - f10) sin i (33.2)

The variable p corresponds to the angle N0Do in the Fig. 2.
And the values found for the angles are:

tt = 897.4480134T - 1.380904T2 - 0.091923T3 (34.1)

n = -446819.38155 + 12842.087336T

—4.352970T2 + 15.967223T3 (34.2)

The angle from the node N between ecliptic J2000.0 and (P^),
and the departure point is:

{ND) = -520206.882048 + 27780.958512T

+5.827291T2 + 8.236316T3 (34.3)

The units are arcseconds and thousand of years for the time.

The partial dérivatives of E with respect to the variables h

and I are obtained with the help of (8):

dE_
dl

dE

Ôh

= -G cos/ tt sin (h — DM)

—flsin7rcos(/r — DM) (35)

= G sin I —ri sin tt sin {h - DM)

tt cos {h — DM) (36)

Notice that the variations of these angles are very small: h, tt

and II hâve respectively the periods 1.71 x 10by, 2.87 x 106y
and 1.59 x 105y. We can consider them as constant terms for a
short span of time.

The rate of precession )i£ coming from the motion of the

mean orbit of Mars, as well as the secular variation of the obliq

uity è of Mars equator with respect to the mean ecliptic of the
date, are given by:

h k =
-1 dE

G sin / dl
(37)

= cot / tt sin {h — DM) — fl x sin 7r cos {h — DM)

I = _1 dE_
G sin / dh

—Il x sin tt sin {h - DM) - ttcos {h — DM)

(38)

These last équations lead to:

îi b ~ cot I sh\{h — DM) x tt (39)

/ ^ - cos{h - DM) x tt (40)

where the value of sin tt has been neglected because of the

smallness of the angle 7r. The following resulting numerical

déterminations are: Iie ~ —1.57970"/y and: ê^[a = — 7 =
—0.50336"/g
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At the first order the martian planetary precession XMa

which is the équivalent expression of the planetary precession
Xa for the Earth as defined in Lieske et al. (1977), is related to

fi£ by the straightforward formula:

XMa = — = 1.74571"/»
COS£ata

Notice that these values are respectively for the Earth:

é = -O.dGSlS"/yr and x — 0.10553"/yr

6. The contributions to the precession in longitude

and its relationships with the dynamical ellipticity

As it has been defined for the Earth, the general precession in

longitude in the case of Mars characterizes the motion, with

respect to the slightly moving plane of the Mars orbital motion

of the date, of the intersection of the ascending node of this

plane with the mean equator of Mars. We call in the following

this general precession in longitude pA/a
In a very similar manner as for the Earth (Kinoshita &

Souchay, 1990; Williams, 1994; Souchay & Kinoshita, 1996)

PA/a is the sum of several contributions, which can be enumer-

ated as: the leading one due to the gravitational attraction of the

Sun, the contribution due to the gravitational attraction of the

planets (direct planetary effect) as well as to the gravitational

attraction of Phobos and Deimos, and the géodésie precession,

which is a small correction related to a relativistic effect (De

Sitter, 1938). At last we niust take into account the rather big

component which is coming from the fact that the general pre

cession in longitude is not measured from an inertial plane (for

instance the orbital plane for the epoch of référencé J2000.0),

but from the moving orbital plane of the date. This component

corresponds in fact to the expression x cos emu as calculated

in the precedent chapter, where x characterizes the planetary

precession.

From the Viking/Pathfinder experiments the Mars’ rate of

the precession in longitude ipMa, with respect to the fixed mean

orbital plane of Mars at the epoch J2000.0, has been determined

with a good accuracy, that is to say 7.570 ± 0.035"/y. It must
not be confused with pMa\ neverthelsee, to get the sole contri

bution of the Sun to V;A/a» as quoted as we must make

the substitutions of ail the other components which hâve been

enumarated above, excepted the leading one due to the change

of référencé plane.

The influence of Phobos and Deimos on the precession of

Mars derived from our calculations are not présent, which seems

to indicate that because the plane of their orbit is very closed to

the équatorial plane of the planet, this influence docs not exist.

The intluence of Jupiter is -0.00022"/y and that of the Earth
-0.00008"/y (the sign indicates that the related motion is a

retrograd one). Thus ail these effccts are considerably small (the

cumulative effect of these contributions is only about 1/10000
that of the total value of the precession). Moreover, we can

neglecl the direct effects of the other planets as the Earth and

Jupiter.

In order to détermine the value of the géodésie precession for
Mars, we can refer to a basic formula as it has been established

by De Sitter( 1938) and calculated by Barker and O’Connell

(1975) as well as by Williams (1994) for the Earth, that is to

say:

O
O lier 2

Pgcod. — “ X
. c .

X (41)

Where n, a, and e are respectively the mean motion, the semi-

major axis and the excentricity of the Mars orbit, and c is the

speed of light. The numerical value thus found is: pcieod =

0".67547/cy.
In a similar way as it was the case for the Earth (Souchay

& Kinoshita, 1996), T'f/a can be expressed as a function of the
dynamical ellipticity of Mars H^,a = . and of param-
eters which are known with a relatively very good accuracy, as
the mean motion, the mean rotation, and the orbital character-

istics of the planet. By using the same formula as for the Earth

(Kinoshita & Souchay, 1990; Souchay & Kinoshita, 1996) but

by taking into account the sole solar contribution, we can Write

the relationship between ipf[a and H§Ia:

la = -3 x H^Ia x
hhla

'Ma

<^’A ta

^hla + Ms

Sq COS EMa (42)

Where S’o is the constant term in the expression of the potential
given in (14.1). Some additioning relatively small contributions

already calculated in the case of the Earth (Kinoshita & Souchay,

1990) will not be considered here because of their expected
smallness as it is the case for the contribution due to the solar

interaction with J4. Unless future déterminations of the ratio

look astonishingly relatively large for Mars in comparison with

the Earth, we can neglect this last influence. Notice that for the

Earth it amounts only to —0".002G/cy, that is to say a relative
5 x 10'' ratio with respect to the total precession value.

At last some other influences présent in the case of the

Earth, as coupling effects between the planet and its satellite

(Kinoshita & Souchay, 1990) which can be divided into two

parts as crossed-nutation and tilt-effects (Williams, 1994) are

not considered here, because the corresponding coupling inter
action between Mars and its satellites Phobos and Deimos look

completely negligible in comparison: the effects of Phobos and

Deimos on the first order precession and nutations are less than

lc7c that of the Sun, whereas in comparison the effects of the
Moon on the precession of the Earth are twice that of the Sun and

more than ten times in the case of thenutation. Finally, our value

for II^!u as deduced from (42) is: = 0.3669 ± 0.0017
This value of H^,a is a little different of that calculated by
Folkncr et al., that is to say0.3GG2 ±17, but notice

that we use this last value in the computation of our sériés. Thus

the séries calculated with our value H§tu may be obtain in a
simple manner by multiplying the sériés of this paper by the
ratio of the values of the factor H^Ia taht is to say 1.0019.

± VhiA
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Table 5. Values of the parameters and angles used in this paper

naine of the variable value uncertainty unit origin

U) 350.89198226 ±8 °/d Folkner et al. (1997)

n 1886.51820925 "/day conventiona! value of IAU.

K2 Ms 1.32712438 x 1020 3 2
771 x sec conventional value of IAU.

Ms/Mhta 3098710 - conventional value of IAU.

J2 0.001964 - conventional value of IAU.

h 0.000036 - conventional value of IAU.

S2,2 0.000031 - conventional value of IAU.

C2,2 -0.000055 - conventional value of IAU.

C/MR2 0.3662 ±17 - Folkner et al. (1997)

Hd 0.005363 ±25 - this paper
(B — A) /C 0.0006896 ±32 -

CIA 1.005741 ±27 - this paper

C/B 1.005044 ±24 - this paper
Bma 3397.2 ±40 km conventional value of IAU.

9 352.7842 ±88 o /d this paper
i -1.8922 ±88 o /d this paper
e 0.0646 ±5 -

K' 16557 ±77 '71000 ans

EMa 25.189417 ±35 o Folkner et al. (1997)

«2000 317.68143 ±1 o Folkner et al. (1997)

<^2000 52.88650 ±3 o Folkner et al. (1997)

Ao — 10S.99443S o

a Ph 9373.713 km Chapront-Touzé (1990)
eph 0.015146 - Chapront-Touzé (1990)
Vph 1128.845 o /d Chapront-Touzé (1990)
iph 1.067639 o Chapront-Touzé (1990)
K2 Mph 6.38825 x 10la m3 x d2 Chapront-Touzé (1990)
hph -0.436025 o /d Chapront-Touzé (1990)
Fph 383.8 ±18 '71000 ans this paper

CIDe 23.457 km Chapront-Touzé (1990)
CDe 0.000196 - Chapront-Touzé ( 1990)
VDe 285.1619 o /d Chapront-Touzé (1990)
ÎDc 1.78896 o /d Chapront-Touzé (1990)
K2 MDe 8.96375 x 1014 m3 x d2 Chapront-Touzé ( 1990)
hpe -0.018001 o /d Chapront-Touzé (1990)
FDe 3.436 ±16 "/lOOOans this paper

Mju/Ms y 1047.355 _ conventional value of IAU.

MTerrc/^ IS A/ 328900.5 - conventional value of IAU.

7. Long time scale évolution of the motion
of rotation of Mars

In order to study on a long time scale the variation of the pa
rameters related to the rotation of Mars, especially that of the
obliquity et\[a and of the precession rate in longitude ^a/«. vve
fit st express the long period and the secular parts of the Hamil-
tonian related to this rotation. For this purpose, we do not con-
sider here the Hamiltonian related to the free motion as well as

its comportent related to the shorl-periodic forced motion. With

a suitable change of canonical variables, the Hamiltonian FLP
becomes (LP for Long Period and SP for Short Period):

Flp =
L?_
2C

-F G sin I siu i cos (/t — DAr) Ù

— s i 11 ( // - DN) —
Mit

h2AF 2C - Fl — B
± „ x —

r3 2
x [P2(sm<5)]5CC (43)

with:

[Po (sin 5)lcc =-J 0 (3co52/-1) (1 -c2) J/-’ (44)

The terni E that stay in this Hamiltonian Flp seems to

differ front the terni E use in the previous parts of this paper.
In fact, the only différence is the choice of the inertial plane.
For the short period study, vve choose the mean orbital plane of
Mars at J2000 as inertial plane. The choice of this inertial plane
of reference cornes front the intention to describe the motion
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of precession-nutation of Mars in a way analogous to vvhat is

chosen in general for the Earth, that is to say the mean orbital

plane of the Earth or ecliptic, at J2000.0.

For the long period study, vve choose the ecliptic of the epoch

J2000.0. This plane is easier to use because the ephemerides of
Mars relate to it. In both cases, the terni E is written:

E = -fii x L\ — fl2 x Lo - rÜ3 x Z/3 (45)

fi,-, 2 = 1,2,3 are the coordinates of the instantaneous vec-
tor of rotation of the reference frame linked to the mean orbit

of Mars vv.r.t. the reference frame linked to the inertial plane.

We remark that for the long period study as well as for the short

period study, the origin of the angle h is the departure point Dt.

Therefore fl.j is equal to zéro. For the long period study, the
Q; are written with the help of the variables i et fl describe in
chapter 5. Until chapter 6, the flt- are written with the help of
the variables 7r et n. So we hâve the relation:

Elp = Gsml

= Esp = G sin /

- • - cli
sin i cos (h — DN)Ù — sin(h — DN) —

sin 7r cos (/i - DM) Il

— sin (h — DM) if (46)

The same thing occurs for the définition of the variation of the

departure point Dt. We hâve the two following relations that
détermine the same motion:

ND = — cos iÙ

or

MD = — cosTrfl (47)

With the Hamiltonian F^p, the two équations of the System can
be written

h = -

li = -

1 OF

G sin / 01

cos I
sin / cos (h - DN)Q - sin(h — Dl\)

sin I

3 A:2 A/' ( 2C — A - B

2 GM
(1 - e2) 2 cos I (48)

I =
1 <9F

G sin I Oh

sin i sin (// - DN) fl + cos (/) - DN) — (49)

Practically the coordinates fl,, 7 = 1.2,3 can be expressed as
a function of the variables p and q given by the long period
ephemerides of Mars (Bretagnon, 1984; Laskar, 1988). They
are given by:

p = sin (X| sin fl (50.1)

//>

| cos flq = sin
\2,

(50.2)

Fig. 4. Motion of variable h over 500000 years

The components fl;, i = 1,2.3 can then be written in the fol

lowing form:

2 (pp + qq)
(51.1)

2 (pq ~ qp)y/1 ~ V2 ~ f12

X;-2 + ?2
(51.2)

0 (51.3)

With the help of Eqs. (51.1-3), we can express the fl,- with re

spect to p and q. Moreover the expression (1 — e2)"^ in (48)
can be determined from the angles h = esinû; and k = ecosû

given by the long period ephemeris:

(1 - e2) ^ = (l - h2 - k2) ~ (52)

Thus the differential Eqs. (48) and (49) can be expressed as a
fonction of the time, and a numerical intégration can be car-

ried out, leading to the détermination of the rotation angles h
and /. We use a numerical integrator of Runge-Kunta at Sth.
order with variable step. In the continuation, we use the Laskar

ephemerides. On a 500 000 years period the différences with

the Bretagnon ephemerides are negligible for this study. The

limitation to this time span is principally due to the uncertainty
on the frequencies of the orbital motion of the planets (that is
to say roughly 0.1 "/y). This uncertainty brings a phase shift of
about 15° on the longitudes after 1/2 million years. Moreover,
Laskar & Robutel (1993) hâve shown that Mars is located inside

a chaotic zone, and that after 5 million years time interval. the

détermination of the orientation of the planet cannot be mod-
elized.

As a first step we integrate the Eqs. (47), (48) and (49) with

jjjfT = 0.3GG2 that is to say the value determined by Folkner
et al. (1997) from a procession value set to 7.576///y. Fig. 4
shows the variation of (h - h x T), (where T is the time),

from —500000 years until nowdays. Fig. 5 shows the variation

of ca/„(= -J) on the same period. At last, Fig. 6 shows the
variation of (DtN - D0N0 - NqN) = V{D) that represent
the motion of the departure point on PlM.

Variations of the obliquity I of Mars on a very long time
scalc hâve already been donc by Ward ( 1979). Borderies ( 1980)
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Fig. 5. Motion of variable CAra(= — I) over 500000 years

Fig. 6. Motion of departure point Dt over 500 000 years

has also studied the variations of the obliquity and of the pre-

cession in longitude of T measured from the parameter h, on

the same time scales, but vvith an origin for the détermination of

the angle h the point Nt vvhich has not the same propperties as

the point Dt. Hovvever, the choice of the origin does not affect

directly the obliquity, which is the more significant variable for

the past history of Mars weather. Although they are different

ephemerides, the variations of obliquity determined by Ward

and Borderies vvere very similar to our results. The main dif

férences between the results are due to the choice of ( —f-) of
which uncertainly has been improved recently by the Pathfînder

mission, (see Fig. 8).

The large variations of the obliquity (Fig. 5) corne from the

commensurability between the frequency of the precession h
and the linear combinations of the frequencies of the révolutions

of the planets. Notice that the Earth is taken away from résonant

zones, because of the dynamical couple exerted by the Moon, the

precession caused by this last body being roughly 30"/y. Thus

the variations in obliquity for the Earth are about 1° whereas

for Mars they reach 15°.

Fig. 7. Relative motion of I with different Pathfînder values of C/MR2

Fig. 8. Relative motion of I with Pathfînder and Viking values of

C/MR2

Moreover, the frequency of the precession h dépends on the

ratio as a scaling factor. The rotation of Mars at a long

time scale dépends also strongly from this parameter because of

résonances closed to this frequency. As we already mentioned it

before, the accuracy on this parameter has been drastically im

proved by the measurements done by Pathfînder (Folkner et al.,

1997). Nevertheless, despite the better délimitation of the range

of the values of / and h in a 500000 y time scale, Mars could

still cross résonant zones. Thus we hâve studied this possibil-

ity; in Fig. 7 we hâve represented the évolution w.r.t. the time

of the différence between the déterminations of obliquitics cal-

culated with different values of the coefficient (jfjfi) located
inside the uncertainty range, and that calculated with the nom

inal value (jfjj7 = 0.3662). Then we show that no résonance
occur on a period of 500000 y (the curves do not overlap but

présent the same form with gradually increasing amplitudes).
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The Pathfinder data has allowed to reduce by a factor ten

the uncertainty of the (A!c(-- ) parameter since Viking missions.
The Fig. 8 shows the drastic improvement of the accuracy in

the détermination of the martian obliquity from -500000 y until

now. The same curves as in Fig. 7 are shown in comparison with
the isolated curve which shows the uncertainty on the value of
/ before the mission Pathfinder. We can then remark that the

accuracy on the détermination of / has also been improved by a
factor 10. However, the peak to peak uncertainty after 500,000
years of intégration is still about one degree. Variations of am

plitude of the Earth obliquity are the main reason of ice âge for
our planet. Then it looks very interesting to constrain at best the

time évolution of such a parameter as the obliquity for Mars, as
we did here.

8. Conclusion

In this paper, we carried out a complété study of the combined

motion of precession and nutation of the planet Mars by choos-
ing basic canonical équations based on the Hamiltonian for the

motion of rotation of the planet analogous to that set up by Ki-
noshita (1977) for the Earth. We hâve used very recent parame-
ters of the planet coming from the Pathfinder mission (Folkner

et al., 1997), especially those concerning the moments of iner-

tia and the precession constant (7".567 /y). We hâve calculated
the coefficients of the nutation at the 0.01 milliarcsecond level

for both the axis of angular momentum, and the axis of figure,
when taking into account the Oppolzer terms which make the

différence between these two axes. We hâve considered not only
the main terms of nutation which are due to the influence of the

Sun, but also those which are coming from the direct action of

the planets. Moreover we hâve made some suitable theoretical
transformations to calculate the nutation due to the two satel

lites Phobos and Deimos, whose the amplitude is at the level
of 1% w.r.t. the main nutation term due to the Sun. We hâve

also evaluated the effect of the triaxial component of the poten-
tial of the planet on the nutation, characterized by half diumal
coefficients.

At last we hâve studied the évolution of Mars obliquity and
precession rate at a very long time scale (500000 y), by the
way of a numerical intégration. Thus we hâve shown that the

improved accuracy of data concerning Mars by the intermediary

of the Pathfinder mission leads a much better délimitation, by
roughly a factor 10, of this évolution. Then we can observe

that the uncertainty of the Martian obliquity for the time scale

above does not exceed 1 degree peak to peak. We hope that this
work might be useful to détermine at best the orientation of the

axis of figure in space in the perspective of future missions as
NETLANDER.
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Résumé

Le sujet de cette thèse est l’étude des mouvements de rotation des corps célestes

rigides. Ces corps sont soit des planètes telluriques comme Mercure, Venus, la Terre ou

Mars, soit des satellites, des astéroïdes ou des noyaux de comète.

Nous utilisons, pour l’étude de ces mouvements de rotation, les théories

hamiltoniennes de la mécanique céleste. Afin de familiariser le lecteur avec ces méthodes,

nous les décrivons succinctement à l’aide d’un système mécanique simple : le pendule.

Le mouvement du pendule a, entre autres avantages, celui d’être formellement voisin

du mouvement de rotation des corps rigides sans perturbation, c’est à dire, sans corps

extérieurs influençant cette rotation.

Nous employons donc ces mêmes méthodes hamiltoniennes à l’étude de ce mouvement

de rotation sans perturbations que nous nommons : la rotation libre d’un corps rigide.

Nous montrons comment ces méthodes s’appliquent à des cas concrets. Nous nous

intéressons en particulier au mouvement de l’astéroïde 4179-Toutatis et à celui du noyau

de la comète P/Halley. Nous évaluons également les mouvements libres de Mars, Phobos

et de la Lune même si ceux-ci sont éloignés des mouvements réels de rotation de ces corps.

Nous montrerons qu’il est également possible, pour l’étude de la rotation de certains

corps célestes, d’utiliser ce mouvement de rotation simplifié, comme une première étape

dans la détermination du mouvement de rotation perturbé, c’est à dire, avec des corps

célestes l’influençant. Nous expliquerons les méthodes permettant de converger vers ce

mouvement et nous les appliquerons au cas de la planète Mars pour décrire finement

le mouvement de son axe de figure. Nous discuterons en particulier de l’importance du

paramètre sur le mouvement de cet axe à courte période (100 ans) et à longue

période (500 000 ans).

* * *


