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CHAPITRE [

INTRODUCTION

Le principe de base de toute physique, c’est l'interaction : les objets maté-
riels interagissent selon des lois (la physique) qui, plus que le comportement
individuel, décrivent le comportement mutuel des individus. Cette physique
qui s’intéresse aux interactions des individus auxquels elle s’applique est, en
réalité, une physique relative. Rattacher le comportement mutuel d'un systéeme
physique a une référence entre parfaitement dans la logiqﬁe de description re-
lativiste de la physique. Elle s"impose lorsque la physique transfére son objet
de l'explication (expression des lois) a I'observation. Deés lors surgit une nou-
velle difficulté, purement métrologique. Elle réside dans la méconnaissance de
la référence a laquelle on rapporte I’observation. C’est précisément parce qu’il
y a observation de comportements relatifs que se pose le probleme des sys-
temes de référence : comment rendre compte de phénomeénes sans avoir bati,
au préalable, un référentiel dans lequel exprimer I'observation? Ainsi, les sys-
temes de référence interviennent dans toute la physique observationnelle.

Les systemes de référence terrestres constituent la composante terrestre
d’un probleme général de la physique.

Néanmoins, si la construction intellectuelle d'un schéma général est satis-
faisante car elle permet de relier conceptuellement la théorie et le réel, elle ne
doit pas occulter les spécificités du probleme particulier auquel est dévolu ce
texte. Les systemes de référence terrestres ont pour objet la Terre et visent a
décrire I'espace au voisinage de notre planéte. On peut ici noter une spécificité
des systemes de référence : il est aisé d’expliquer leur finalité (ils permettent de
positionner un point au voisinage de la Terre), mais il est plus délicat de décrire
ce qu’ils sont. Le premier paragraphe de ce chapitre constitue une tentative,
s’appuyant sur une théorie classique essentiellement rhétorique, de répondre
a cet objectif.

~ On peut distinguer, dans la physique moderne, plusieurs branches corres-
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CHAPITRE I. INTRODUCTION

pondant a des ordres de grandeurs différents. Depuis 'infiniment petit et les
quantas a l'univers infiniment grand de la relativité générale, elle ne s’applique
pas de fagon uniforme. Du moins, notre compréhension ne la pergoit pas d'une
maniere unifiée. On comprend, des lors, que les ordres de grandeurs jouent
un rdle primordial dans la définition du champ de la physique que ’on ap-
plique. Ainsi, la Terre et son environnement entrent-ils pleinement dans un
cadre post-newtonien relativiste qui justifie que toute modélisation cohérente
englobe l'intégralité de 1'objet de cette physique. Les ordres de grandeurs ty-
piques vont alors du millimétre (précision du positionnement géodésique a la
surface de la Terre) a quelques dizaines d’unités astronomiques. Ces ordres
de grandeurs correspondent a la physique post-newtonienne du systéme so-
laire pour laquelle les champs de gravité rencontrés sont faibles en regard de
la vitesse de la lumiére. Les disciplines ayant pour objet la métrologie de ces
gammes d’ordre de grandeurs sont I’astrométrie et la géodésie. On proposera
au paragraphe 2. une revue rapide de la modélisation des références entrant en
jeu.

Puis on reviendra sur I'historique de la thématique des systémes de réfé-
rence. On constatera alors que, d’objets anecdotiques auxquels étaient excep-
tionnellement consacrés les trois premiéres pages de manuels de mécanique,
ils ont été promus, dans I'imaginaire collectif, au rang de trou noir métrolo-
gique absorbant toute sorte de fautes de modélisation. L'importance nouvelle
que ces sujets ont acquise récemment repose en grande partie sur I’extraordi-
naire précision des techniques spatiales de positionnement, dont I’exactitude
reste manifestement en dega de leur potentiel réel. C’est aussi une des vertus
des systemes de référence terrestre de le montrer, méme si le remede n’est pas
forcément a rechercher dans cette perspective.

Le paragraphe (5.) reprend la logique déductive qui a prévalu durant cette
these et justifie les orientations choisies. Ce mémoire est construit selon une
perspective essentiellement didactique que présente le dernier paragraphe de
ce chapitre.

Un jour, un jeune étudiant qui commengait a s’interroger sur le sujet dialo-
guait avec un géodésien confirmé. Le chercheur, non sans ironie, affirmait que
la « théorie » des systemes de référence était fort simple et reposait seulement
sur une transformation mathématique appelée similitude. Et le jeune étudiant
d’acquiescer avec scepticisme pour se rendre compte, quelques années plus
tard, que si le probleme est fort simple en théorie — dans le monde modeéle de
la physique - en pratique — dans le monde de 1'observation - le sujet se com-
plique quelque peu.

~ Cette thése est une modeste contribution que le jeune étudiant sceptique
~d'hiera plaisir a proposer au lecteur circonspect d’aujourd’hui.

12




§1. LA CONSTRUCTION DES SYSTEMES DE REFERENCE

1. La construction des systémes de référence

Les systemes de référence sont des étres mathématiques qui rendent pos-
sibles I'expression de la dynamique (position, mouvement) dans I'espace phy-
sique. Par conséquent, leur existence est avant tout un postulat de la physique.
Leur caractere axiomatique est d’ailleurs souligné par les diverses étapes qui
correspondent a la construction intellectuelle d’un repére de référence. Ces
étapes seront détaillées un peu plus loin dans ce paragraphe.

La physique identifie 1'espace dans lequel nous vivons a des espaces vec-
toriels au sens mathématique du terme !. Cette conception de notre monde
est une réduction — une modélisation — nécessaire au développement du sa-
voir et de la compréhension qu’a 'homme de son univers. La notion de repére
se déduit du concept d’espace vectoriel en associant a cet objet une structure
affine de sorte qu‘a tout point de l'espace affine, on associe des coordonnées ca-
ractéristiques de la position de ce point dans l’espace. A tout point est associé
un n-uplet unique, n étant la dimension de I'espace.

En physique, le systtme de coordonnées est généralement appelé sys-
teme de référence. On s’apercoit, en réalité, que l'usage de coordonnées
dans la physique, et en particulier dans la mécanique, correspond 2 un ni-
veau de description inférieur. Les lois de la physique s’appuient avant tout
sur une description vectorielle de l'espace. Les coordonnées apparaissent

lorsque la mesure intervient. Ainsi, systeme de référence et mesure sont indis-
sociablement liés.

Si I'objet des systemes de référence est assez divers (systéme de référence
d’espace — terrestre, céleste —, de temps, etc ... ), des étapes communes a
leur matérialisation peuvent étre dégagées (Kovalevsky et Mueller, 1981; Ko-
valevsky et Mueller, 1988; Mueller, 1985; Boucher, 1990) :

— Un systéme de référence idéal : appuyé sur un espace affine euclidien
muni d’une base orthonormée, le systéme idéal s’applique a une struc-
ture physique envisagée dans un certain cadre théorique. Le systeme de
référence, attaché a la structure physique modélisée dans le cadre théo-
rique précédent, vérifie un ensemble de conditions le définissant de ma-
niere unique.

Le concept de systeme idéal est en réalité trés vague car a aucun mo-
ment il n’est précisé, dans un systeme idéal, le détail du cadre théorique
dans lequel on se place. Le concept se veut flou car les choix dont sa

matérialisation découle relevent du concept complémentaire de systeme
conventionnel.

Par exemple, un systeme terrestre idéal sera centré au centre des masses
— de la Terre, en rotation avec la Terre (i.e. sans rotation résiduelle de la

"3 des espaces euclidiens, pour étre précis
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CHAPITRE I. INTRODUCTION

Terre par rapport au systéme terrestre). Ce point sera détaillé un peu plus
loin.

- Un systeme de référence conventionnel : appuyé sur un systéme idéal, le

systéme conventionnel consiste en la description exhaustive des modeles
et parametres entrant en jeu dans la physique de la structure a laquelle
est attachée le systeme, ainsi que le lien qui existe entre cette structure et
les coordonnées.
A ce niveau, le systéme de coordonnées est intégralement décrit, mais
pas nécessairement accessible. Il reste donc une derniere étape qui, selon
les cas, peut étre omise, et qui consiste a réaliser, par l'intermédiaire de
mesures, le systeme conventionnel précédent.

— Un repére de référence conventionnel : s’appuyant sur un systeme

conventionnel, le repére conventionnel consiste a donner un jeu de coor-
données cohérentes a un ensemble d’événements liés a la structure phy-
sique sous-jacente. L'élaboration d'un tel repére repose naturellement sur
des mesures réduites aux coordonnées dans une modélisation compa-
tible avec le systeme conventionnel choisi.
Supposons que 1'ensemble des coordonnées nécessaires pour repérer un
événement au voisinage de la Terre soitau nombre de 4 (x,y, 2, t). Réaliser
un systeme conventionnel (i.e. élaborer un repére conventionnel) consis-
tera a donner des coordonnées cohérentes, au regard des modeles choisis
dans le systéme conventionnel, a des points de la surface terrestre, ou a
des satellites de la Terre par exemple. Ces coordonnées seront cohérentes
dans le sens ol la physique (i.e. le repére conventionnel) va lier deux
groupes de coordonnées (x1,y1,21, t1) et (x2,y2, 22, t2) par I'intermédiaire
d’une réduction cohérente des mesures le concernant.

Cette construction est essentiellement rhétorique : en pratique, c’est a dire
du point de vue métrologique, construire une référence, c’est élaborer un étalon
au travers de mesures aussi précises que possible, et I’adopter comme « vrai »
tant que les progrés technologiques ne nécessitent pas son abandon en tant
que référence. Il est déja arrivé, au cours des siecles, que le systéme de mesure
ou que la structure physique auxquels est attaché un étalon s’averent moins
stables ou moins précis que les phénomeénes auxquels ils devaient servir de
référence, de sorte que I'étalon ne remplissait plus son role de référence. Ceci
s’est notamment produit pour les échelles de temps.

Néanmoins, une telle construction est utile car la principale difficulté des
systemes de référence repose sur la facon dont ils sont introduits dans nos théo-
ries physiques : ils relevent d’un postulat et apparaissent dans les équations de

_fagon implicite. Leur concrétisation qui vise a imposer 'usage d'un référen-
tiel commun a la modélisation de toutes les expériences physiques afin de les

rendre comparables entre elles, passe donc par des choix de modéles et de pro-
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§2. LES SYSTEMES DE REFERENCE POUR L’ASTROMETRIE ET LA GEODESIE

FIG. L.1: Les systémes de référence du systéme solaire

cessus de réduction d’observations pour finalement aboutir a des coordonnées.
C’est ce schéma logique que la construction précédente vise a formaliser.

2. Les systémes de référence pour I’astrométrie et la géodésie

On peut considérer, ainsi que le suggere I. Mueller (Mueller, 1985), que pra-
tiquement, seuls deux systémes conventionnels suffisent pour les besoins de la
mécanique spatiale (i.e. la mécanique du systeme solaire) :

- un systéeme conventionnel inertiel [SCI] qui s’appuie sur une structure
physique composée d'un ensemble de radio-sources extragalactiques.
Ces radio-sources sont les objets les plus éloignés de 1'univers connu et
ne possedent pas de mouvement apparent, ce qui en fait des objets fixes
et parfaitement adaptés a la construction d’un référentiel quasi-inertiel
au sens de la relativité générale. Un tel référentiel qui ne possede pas

d’accélération d’entrainement (inertie), dans une vision newtonienne de
la physique, est appelé « inertiel ».

- un systeme terrestre conventionnel [STC] centré au centre des masses de
la Terre et co-mobile avec celle-ci (en rotation et en déplacement du centre
des masses dans le systeme solaire).

— La Terre est animée, au premier ordre, d’'un mouvement elliptique autour
du centre des masses du systéme solaire, de période un an et d"'un mouvement

15



CHAPITRE L. INTRODUCTION

FIG. 1.2: La précession et la nutation

diurne de rotation.

En raison de la forme ellipsoidale de la Terre et de I'attraction non symé-
trique de la Lune et du Soleil sur le renflement de la Terre, un effet de couple
s’exerce et génére un mouvement conique de 'axe de rotation, appelé pré-
cession luni-solaire, de période 26000 ans. L'obliquité de 1'orbite lunaire sur
I'équateur est sujette a de grandes fluctuations dues a la rétrogradation du
nceud ascendant de l'orbite par rapport a I'écliptique, de période 18.6 ans. Ce
phénomene est la cause principale de perturbations de la position du péle ter-
restre appelée nutation. Elle a pour période principale 18.6 ans et pour ampli-
tude 9.21" en obliquité et 17.23" en longitude du nceud (Danjon, 1980).

Enfin, en raison de la structure plastique et fluide de la Terre, des phéno-
menes géophysiques engendrent un mouvement spiralé du péle appelé polho-
die. Ce mouvement est également un signal & dominantes périodiques de 14
mois (terme de Chandler) et 12 mois (terme saisonnier). Son amplitude est de
l"ordre de 0.1”, soit 3 m a la surface de la Terre (cf. figure 1.3).

Enfin, la vitesse de rotation de la Terre est irréguliere. Un « temps » lui
est attaché (cf. §3. chapitre II), appelé UT1. UT1 n’est en réalité pas suffi-
samment stable pour se prévaloir de I'appellation d’échelle de temps mais
est suffisamment important pour que le temps légal lui soit attaché : en ef-
fet, le temps universel coordonné, UTC, est défini comme étant décalé du TAI
(temps atomique international) d’'un nombre entier de secondes de sorte que
|[UTC - UT1| < 0.9s. UT1 est le temps qui rythme la vie des hommes et il est
_donc l'objet d"attentions et d’études particuliéres.

___ Tous ces mouvements peuvent étre représentés sous forme de rotations de
sorte qu’analytiquement, le passage du systeme céleste au systeme terrestre
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§2. LES SYSTEMES DE REFERENCE POUR L’ASTROMETRIE ET LA GEODESIE
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FIG. 1.3: La polhodie représentée dans le plan tangent au pole terrestre; la
courbe débutant en 1900 et se terminant en 1996 correspond a la position
moyenne annuelle pole

s’écrira a l'aide de trois matrices de rotation (Zhu et Mueller, 1983) :
[STC] = SNP[SCI] (L)

ou P est la matrice de rotation liée a la précession, N la matrice liée a la nutation
et S estla rotation de la Terre (mouvement du péle -polhodie- et temps sidéral).

A T'heure actuelle, le systeme conventionnel inertiel est appelé systéme in-
ternational de référence céleste (ICRS). Il est réalisé, dans le domaine des ondes
radio, par un catalogue de 600 radio-sources appelé repére de référence céleste
international (ICRF, International Celestial Reference Frame (Ma et al., 1998;
Ma et Feissel, 1997)). Une illustration de la distribution de ces radio-sources est
donnée a la figure (I1.4). La direction de ces radio-sources est mesurée a I'aide
de la technique ultra précise interférométrie a trés longue base (VLBI).

Dans le domaine optique, le catalogue Hipparcos, qui donne la direction
d’étoiles dans la galaxie, est une réalisation de I'ICRS (Kovalevsky et al., 1997).

Le systeme terrestre conventionnel est appelé systéme international de réfé-
rence terrestre (ITRS — International Terrestrial Reference System). Il est réalisé
par un jeu de coordonnées cartésiennes et vitesses de déplacement de stations
observées par les techniques les plus précises actuellement disponibles pour le
pesitionnement géodésique : VLBI, Global Positioning System (GPS), télémé-
trie laser sur satellite (SLR) et le systeme frangais de Détermination d’Orbite et
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F1G. 1.5: les sites de I'ITRF96

Radiopositionnement Intégrés par Satellite (DORIS). La derniére réalisation en
date, I'IlTRF96 (Boucher et al., 1998; Sillard, 1998a) (cf. figure 1.5) donne les po-
sitions et vitesses de 520 stations réparties dans 290 sites de la surface terrestre.

Enfin, conformément a la formulation (I.1), le lien ne serait pas complet si
I'ensemble des matrices n’était pas spécifié. Le modele de précession-nutation
(matrices P et N) associé a I'ICRS et a I'ITRS est le modele décrit dans les
conventions du service international de la rotation terrestre (IERS) (McCarthy,

—1996). La rotation de la Terre est une quantité observée quotidiennement par
—les techniques participant aux activités de I'IERS, déja évoquées, et synthéti-
sées par I'lERS (Feissel et Mignard, 1998).
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3. Les systemes de référence terrestres dans I'histoire

Jusqu’a I'avénement récent de la géodésie spatiale, la réalisation cohérente
de systemes terrestres et célestes était une affaire d’astronomes : la rotation de
la Terre était observée relativement aux étoiles et 'ensemble de ces informa-
tions étaient synthétisées au Bureau international de 1’heure (BIH). Les activi-
tés du BIH ont perduré sous cette forme jusqu’a la constitution en 1980 d'un
groupe de travail commun a l'union astronomique internationale (UAI) et a
l'association internationale de géodésie (AIG), appelé COTES, en vue de I'éta-
blissement d’un repere terrestre conventionnel dans le contexte du projet ME-
RIT (Monitor Earth Rotation and Intercompare the Techniques of observations)
lancé par I'UAI en 1978. Cette campagne avait pour but de confronter les résul-
tats obtenus par les techniques les plus précises a I'époque (VLBI, astrométrie
optique, télémétrie laser sur la Lune, télémétrie laser sur satellite, poursuite de
satellites TRANSIT), et il a donc été tenté de connecter les reperes terrestres et
la rotation de la Terre obtenue par ces diverses techniques (Boucher et Feissel,
1983a).

Les premieres tentatives de connexion des reperes (Boucher, 1984) devaient
s’avérer pertinentes dans 1'idée, de sorte qu'’il fut décidé que le BIH devait réa-
liser un repere terrestre cohérent avec la détermination de la rotation de la Terre
qu’il effectuait déja. Le systéme terrestre, appelé BTS (BIH Terrestrial System)
s’appuyait sur les observations géodésiques et astrométriques utilisées dans le
projet MERIT. Quatre réalisations du BTS ont été produites entre 1984 et 1988
(Altamimi, 1990) : BTS84, 85,86,87.

Puis en 1988, fut créé le service international de la rotation terrestre (IERS
— International Earth Ratation Service) dont les objectifs reprenaient ceux du
BIH, dissous, en focalisant 1’activité sur la cohérence des déterminations du
systeme céleste, du systéme terrestre et de la rotation de la Terre. Ce service
est un service scientifique commun de I'UAI et de 'UGGI. Le bureau central
est hébergé a I'Observatoire de Paris et a I'Institut géographique national. Le
Bureau des longitudes était aussi partie prenante dans la proposition initiale.
L'IERS a la charge de maintenir et réaliser les références globales. Il produit
quotidiennement les parametres d’orientation de la Terre et annuellement le
repere terrestre ITRF sur la base de contributions des grands laboratoires de
géodésie spatiale mondiaux.

Le systeme associé au premier ITRF calculé (I'ITRF-88) est appelé systeme
de référence terrestre de I'l[ERS. L'ITRF88 comportait 158 stations réparties
dans 96 sites (cf. 1.6) (Altamimi, 1990).

Peu a peu, le nombre de stations observées ainsi que la méthodologie ont
évolué. Ainsi, I'ITRFI1 reposait sur 239 stations réparties sur 130 sites (cf. 1.7)
(Altamimi et al., 1993) et comportait pour la premiére fois des vitesses de dé-
placement de stations (Boucher et Altamimi, 1993). Ces vitesses étaient alors
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FIG. 1.6: Les sites de I'ITRF88

combinées séparément des coordonnées. Les variances utilisées pour les ob-
servations étaient diagonales. L'ITRF94 a, quant a lui, été 1'occasion d’utiliser
pour la premiere fois des variances complétes de jeux de coordonnées (Boucher
et Altamimi, 1996; Boucher et al., 1996).

Combiner de 'information provenant de sources statistiques différentes a
toujours constitué un probleme délicat pour I'IERS : les variances transmises
par les laboratoires et associées aux coordonnées et vitesses sont difficiles a
estimer et montrent avant tout I’auto-cohérence de ces données. La confronta- -
tion des données diverses nécessite un étalonnage des variances. La technique
d’étalonnage utilisée pour les ITRF était empirique jusqu’a I'ITTRF96. Le pré-
sent ouvrage (chap. V) évoque une technique mise en ceuvre pour ce besoin
précis et qui est sans doute I'une des causes d’amélioration significative entre
les versions 94 et 96 de I'ITRF (Sillard, 1998a) — comparer les figures 1.9 et 1.10 —.

On trouvera a la figure (1.8) un histogramme de 1’erreur sphérique des ITRF
successifs 2.

L'avenir des réalisations du systéme international de référence terrestre se
situe selon deux directions :

— d’une part, il conviendrait de réfléchir a la représentation que 1’on adopte
d’une réalisation de systeme de référence. Il devient clair que les phéno-
menes qui régissent la position instantanée d’une station de la surface
terrestre sont mal connus et qu'il faut adopter une modélisation qui laisse
la possibilité de décrire des variations non prévisibles des positions. Une
représentation en coordonnées-vitesses ne permet pas cette description.
On devrait donc tendre vers des séries temporelles de positions de sta-

L'erreur sphérique d’un point est donnée par Ogph = /0% + 0% 4 62 ol les 0; sont les écart-
types sur chacune des composantes du vecteur position (x,y, z).
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FIG. L.7: Les sites de I'ITRF91

tions qui permettent davantage de souplesse que le modele actuel.

— d’autre part, il devient important, aprés 10 ans d’existence de I'IERS,
d’envisager a nouveau® l'intégration de la rotation de la Terre dans les
calculs du systéme terrestre. A I'heure actuelle, systéme terrestre et ro-
tation de la Terre sont en effet déterminés de fagon disjointe, ce qui
engendre des incohérences inévitables avec un tel processus. Les para-
metres d’orientation de la Terre sont en réalité déterminés par la géodé-
sie spatiale exactement dans la méme problématique que les coordonnées
instantanées des stations. Il est urgent de connecter a nouveau ces deux
types d'information dans les références de 1'IERS.

4. Lestechniques de positionnement géodésique de haute pré-
cision

Le theme des systémes de référence terrestre s’est développé conjointement
a l'essor des techniques de positionnement géodésique global : en 25 ans, un
facteur 100 en précision de positionnement (et en exactitude) a été gagné, fai-
sant de la géodésie la discipline d’observation des déformations de la Terre.

Les techniques de positionnement ont débuté leur évolution dans les an-
nées 1960 avec l'apparition des techniques spatiales : la télémétrie laser sur sa-
tellite et I'interférométrie a trés longue base (VLBI). Puis, issues des techniques
Doppler de positionnement développées pour I’armée américaine dans les an-
nées 1970 (systeme TRANSIT), de nouvelles techniques radio-électriques ont
vu le jour au milieu des années 1980 : les systémes américain, GPS, et russe,

?Le systéme terrestre et la rotation de la Terre furent calculées, au sein d’un méme processus
d’estimation, durant les quelques années du BTS.
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FIG. I.11: Evolution de la précision du positionnement géodésique par tech-
nique dans I'ITRF

GLONASS, s’appuient sur des constellations de satellites et sont, en premier
lieu, destinés a la navigation; le systéeme frangais DORIS vise les applications
d’orbitographie de précision et, dans la méme classe de techniques, le systeme
allemand PRARE se place en concurrent récent de la technique DORIS.

Sur le plan du positionnement global, les techniques aujourd’hui em-
ployées, notamment pour le calcul du repeére international de référence ter-
restre (ITRF) sont le VLBI, la télémétrie laser sur satellite, GPS et DORIS (cf.
figure 1.12). Le fonctionnement de ces quatre techniques est succinctement dé-
crit aux paragraphes suivants, ainsi que la réduction des observations dans un
but géodésique.

4.1. La télémétrie laser

La télémétrie laser consiste a tirer a I’aide d’un laser sur une cible munie
de réflecteurs qui renvoient le rayon incident dans la direction d’émission. La
puissance du rayon décroit en raison inverse du carré de la distance parcou-
rue par I'onde lumineuse, donc en puissance quatrieme pour l’aller-retour. Les
cibles sont embarquées soit sur des satellites géodésiques en orbite autour de
la Terre a une altitude de 800 km (satellite STELLA) a 6000 km (satellite LA-

—GEQS), soit sur la Lune. La puissance des lasers (Kovalevsky, 1990) utilisés
—est de l'ordre du gigawatt émise dans la gamme de longueur d’onde du vert
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FIG. .12: Les techniques de positionnement géodésique

(0.54um). Le rayonnement requ a une distance de 1000 km a une puissance de
10~* watts. Sa détection nécessite 1'usage d’une station d’observation spécia-
lisée. A cela s’ajoutent les déperditions dues a I’atmosphére. Dans le cas de la
Lune, la perte d’énergie correspond a un facteur de 10'7. Ainsi, le télescope
1.5 m de diametre consacré au tir laser Lune de la station de Grasse (Plateau
du Calern en France) est utilisé a la fois pour ’émission et pour la réception
(Veillet, 1985). Ce télescope tire sur des réflecteurs posés sur la surface lunaire
par les missions Apollo XI, XIV et XV (1969-1970), ainsi que par deux sondes
soviétiques (1970-1973). Seuls trois sites dans le monde meénent des campagnes
quasi-permanentes de tir sur la Lune : Grasse (France), Mc Donald (USA) et
Haleakala (Hawai).

Outre les applications au positionnement géodésique, la technique laser est
intéressante pour la connaissance du champ de gravité de la Terre : en effet, la
dynamique du mouvement des satellites utilisés en télémétrie laser et celle de
la Lune sont dominées par I’action du champ de gravité terrestre. L’ observation
durant une trés longue période du comportement de ces objets sous 1’action du
champ de gravité permet de connaitre le champ de gravité et ses variations de
fagon tres précise (Cazenave et Feigl, 1994; Gegout et Cazenave, 1993; Exertier,
1988).

~ L'extension de cette technique est, a I'ere du GPS, freinée par les cofits de
mise en ceuvre, ainsi que par l'incapacité de la technique a fonctionner lorsque
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la couverture nuageuse est abondante.

4.2. L'interférométrie a trés longue base

L'interférométrie a trés longue base (VLBI, Very Long Baseline Interfero-
metry) a été développée durant les années 1960, avec 1'objectif initial de com-
prendre la physique de noyaux actifs de galaxies et des quasars. Elle est issue
des progres de la radio-astronomie. Le principe de l'interféromeétre consiste a
recevoir un meéme signal en deux stations constituant les extrémités d’une base
interférométrique, et par I'analyse des retards de réception déduits des inter-
férences sur plusieurs bases, en déduire la géométrie du probleme (Charlot,
1989; Gontier, 1992).

Cette technique, développée principalement pour les besoins de I'astrophy-
sique, est aussi utilisée a des fins astrométriques. Un point délicat expérimenta-
lement réside dans la datation des signaux recus aux deux stations. La méthode
qui dans un premier temps a prévalu, consistait a observer, au sein d’un méme
site, des objets galactiques ou extra-galactiques a I'aide de radiotélescopes. Les
deux récepteurs de l'interférometre étaient reliés a une méme horloge in situ,
de sorte que la datation commune des observations ne posait pas de probleme
particulier. La résolution d’un interférometre dépend de la distance entre les
€éléments qui le composent. Observer au sein d'un méme site limitait d’em-
blée I'extension, donc la résolution de l'interférometre. Or rien ne s’opposait a
étendre la ligne de base de I'interférométre a la terre entiére, si ce n’est le fa-
meux écueil de la datation. Le probleme fut résolu par Iutilisation d’horloges
atomiques qui permettent de dater convenablement l'arrivée des signaux vus
par des radiotélescopes répartis sur toute la Terre. Ainsi est née la technique
fondamentale de l'astrométrie : le VLBI. Cette technique est fondamentale a
plus d'un titre : d’une part, elle reste la plus précise, encore aujourd’hui, en ma-
tiere de positionnement, quoique le GPS s’érige peu a peu en concurrent direct ;
d’autre part, cette technique est la seule qui permette la réalisation d’un sys-
teme de référence local (au sens de la relativité générale), valable pour toutes
les applications de trajectographie dans le systéme solaire. En effet, elle s’ap-
puie sur des objets extra-galactiques, les quasars, dépourvus de mouvement
apparent depuis le systéme solaire. Ces objets permettent donc, par I'intermé-
diaire du VLBI, de définir des directions fixes dans 'espace, concrétisant ainsi
le paradigme newtonien d’espace absolu.

Une onde sphérique est émise depuis I'infini et I'analyse de retards SA(£)
déterminés a des instants différents par corrélation des signaux parvenus en
A et B (figure 1.13) permet de déduire le vecteur AB dans le systeme terrestre.
Cette technique est indépendante du choix de I'origine du systeme terrestre.

B Du point de vue technologique, cette technique est handicapée, dans son
développement, par la lourdeur des moyens a mettre en ceuvre : les antennes
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FIG. 1.13: le principe de l'interférométrie

a déployer font plusieurs meétres de diametre et les composants électroniques
fragiles.

43. Le GPS

La technique GPS (Global Positioning System) est apparue dans le milieu
des années 1980 (Beutler et al., 1986; Beutler et al., 1987; Willis, 1989) avec le
développement du programme satellitaire de navigation NAVSTAR/GPS pour
les besoins de I'armée américaine. Le segment spatial du systéme comprend 24
satellites répartis sur 6 plans orbitaux inclinés de 55° par rapport a 'équateur
terrestre (cf. figure 1.14).

Les satellites émettent un signal porteur d’éléments géométriques (éphémé-
rides du satellite, temps, . .. ) qui, décodés au sol par un systéme adéquat, sont
utilisés par triangulation pour en déduire la position du récepteur. La constella-
tion est telle que plusieurs satellites sont toujours simultanément visibles d’un
point quelconque de la Terre, rendant la triangulation possible. Le GPS étant
un systeme militaire, le message de radionavigation est brouillé pour les utili-
sateurs civils. Par ailleurs, la précision en temps réel, méme en mode décodé,
n‘atteint jamais le métre, de sorte que les applications géodésiques ne peuvent
s’envisager dans cette perspective. Les géodésiens, en abandonnant le prin-
cipe du temps réel, s’offrent la possibilité de comparer les signaux recus en
plusieurs points, ce qui permet de construire des observables dans lesquels la
position du satellite devient une inconnue ou un terme du second ordre.

~ Pour plus de détails sur le mode opératoire et les différentes stratégies en-
visageables, le lecteur est invité a se reporter a (Botton et al., 1997).
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F1G. I.14: la constellation des satellites GPS

44. DORIS

Le systeme frangais DORIS a été développé par le Centre national d’études
spatiales (CNES) pour les besoins de 1’orbitographie fine du satellite océano-
graphique TOPEX-POSEIDON (Cazenave et al., 1992; Valette, 1992; Soudarin,
1995; Willis, 1996; Escudier et al., 1998). Pour ce faire, il fallait disposer d’un
systéme centralisé, c’est-a-dire dans lequel les observations étaient facilement
accessibles pour les calculs. Le principe d"un réseau de balises bien distribuées
a la surface de la Terre et émettant vers un récepteur embarqué sur le satel-
lite & poursuivre était retenu en conformité avec le critere précédent. Le sys-
teme DORIS fonctionne selon le principe de I'effet Doppler et la mesure de
base donne acces a la vitesse radiale du satellite par rapport a la station émet-
trice. Les satellites porteurs du systeme DORIS sont peu nombreux a I’heure ac-
tuelle : outre TOPEX-POSEIDON, le systeme est présent sur les satellites SPOT
(SPOT2, SPOT4, ... ). Il sera également embarqué sur les satellites JASON1
(2000), ENVISAT (2000), ... Le sous-produit de I'orbite de ce satellite est un
repere de référence terrestre de grande qualité, en particulier du fait de 1'ex-
cellente distribution du réseau de poursuite. La distribution inhomogeéne des
stations d’observation des réseaux géodésiques globaux est une réalité dont la
cause échappe a tout critere scientifique : les cofits de fonctionnement des sys-

~ temes de mesures restent élevés et I'investissement n’est encore massivement

consenti que dans les pays industrialisés. Ce n’est pas le cas du réseau DORIS,
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dimension particulierement soignée deés la conception du systeme : 'Institut
géographique national a assuré, en coopération avec le CNES, le déploiement
des balises et ce réseau d"une cinquantaine de stations est encore aujourd hui,
apres une dizaine d’années d’existence de DORIS, un point fort du systéme par
rapport aux autres techniques géodésiques.

4.5. Problématique de réduction géodésique des observations

On peut identifier, au dela des particularités de chaque technique évoquée
précédemment, des points communs dans la réduction des observations. Si le
principe physique de I'observation est caractéristique de la technique, elles re-
posent toutes sur la réception de signaux électromagnétiques se propageant
dans un milieu unique : l'atmospheére terrestre. Le paragraphe (4.5.1.) est
consacré a cet aspect.

Les techniques GPS, DORIS et laser s’appuient sur des satellites de la Terre
dont le mouvement est régi par les lois de la mécanique. Or ce sont les observa-
tions qui permettent a la fois de connaitre la trajectoire du satellite et la position
des stations de poursuite. Il s’ensuit que la compensation de ce type d’obser-
vations repose sur un schéma commun a toutes ces techniques qualifiées de
«dynamiques ». Ce schéma est évoqué au paragraphe (4.5.2.).

Pour finir, les performances en matiére de positionnement a la surface de

la Terre pour chacune des techniques seront évaluées a partir des résultats de
I'ITRF96.

4.5.1. La propagation dans I'atmosphére

Dans le domaine radio, deux milieux géneérent des perturbations dans l’at-
mosphere :

— l'ionospheére : c’est un milieu plasmatique situé entre 100 et 1000 km
d’altitude (cf. figure 1.15). On montre, au premier ordre, que I'indice de
réfraction de ce milieu est fonction du contenu électronique au point
considéré et proportionnel a I'inverse du carré de la fréquence du signal
(Clemmov et Dougherty, 1990). Cette derniere propriété permet de s’af-
franchir de I’effet ionosphérique par combinaison linéaire d’observations
a deux fréquences. Ce principe a été adopté pour les techniques de géo-
désie spatiale et conduit a négliger un terme de troisitme ordre — par
rapport a I'inverse de la fréquence - qui, pour des signaux de fréquence
proche du MHz est de I'ordre de 0.lmm. Par contre, on a pu montrer
(Sillard et Boucher, 1997) que cette approximation a eu des conséquences
importantes (quelques dizaines de centimetres) lorsque les fréquences du

— signal étaient plus faibles : dans le cas du systeme TRANSIT ot les fré-
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quences sont 150 et 400 MHz, la correction due au troisiéme ordre attei-
gnait le metre.

km

1000

800

600

400

200

densité électronique

FIG. 1.15: La densité électronique de I'ionosphere en fonction de I'altitude

— la troposphére : c’est un milieu gazeux situé dans la couche d’atmo-
sphere basse (altitude inférieure a 10 km), et dont I'indice de réfraction
se déduit des considérations usuelles sur la cinétique des gaz et la ther-
modynamique (Zarrouati, 1987; Barlier, 1994). On a coutume de distin-
guer une composante « seche » dont I'indice est une fonction croissante
de la pression atmosphérique, d’'une composante « humide » d’indice
proportionnel a la pression en vapeur d’eau (Berrada-Baby et al., 1988).
La deuxieme composante présente des fluctuations difficile a observer
comme a prédire, de sorte que la troposphere est généralement une in-
connue, de structure identifiée, dans les calculs de géodésie (Willis et al.,
1998). La troposphere pose aussi des problemes spécifiques lors de sa
prise en compte dans les calculs de géodésie : en particulier, le délai tro-
posphérique (inconnu) est calculé a la verticale de la station étudiée, ce
qui nécessite de rabattre le signal au zénith via une fonction de rabatte-
ment. Plus I'angle que fait le signal avec le zénith est prononcé, moins la
fonction de rabattement est précise.

4.5.2. Ladynamique des systémes et compensation

Dans le cadre des techniques considérées, 'analyse des observations per-

met de connaitre les positions des stations du réseau terrestre d’observation
“ainsi que la position de I'objet observé. Dans le cas du VLBI, la description sar-
“TCte a ce stade, I'observable étant directement fonction continue des quantités
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inconnues. Dans le cas des techniques satellitaires, le fait que 1’objet observé
évolue dans l'espace selon des regles physiques connues complique quelque
peu l'expression du probléme d’estimation: la trajectoire de 1’objet est régie par
une équation différentielle du second ordre. Poser le probleme d’estimation né-
cessite donc de résoudre dans le méme temps cette équation différentielle. Par
conséquent, le probléme d’estimation ne lie pas directement les inconnues aux
observations par l'intermédiaire d’une fonction continue. Formellement,

{*ﬁ = (@7 O

12
y = &7.%) (2 2

ol 7 est la « position »* de I'objet observé, y 1’observation et % la « position »
de la station d’observation. Le systeme (I.2) dépend des conditions initiales. La
fonction 7 contient, outre les termes dus a la gravité, des forces de frottement
(Barlier et al., 1978; Berger et al., 1998), des accélérations d’inertie, des termes
complémentaires d’origine relativiste, etc . . .

Dans le cas du VLBI, il ny a pas d’équation de type (1.2.1), de sorte que le
probléme se réduit a la résolution de la seule équation (1.2.2).

La résolution du probleme (I.2) (ou de (1.2.2) dans le cas du VLBI) s’ef-
fectue dans un contexte statistique ot les observations sont identifiées a des
réalisations de variables aléatoires. L'estimation repose le plus souvent sur la
méthode des moindres carrés.

4.5.3. Performance du positionnement global

Le calcul de I'ITRF représente un excellent outil pour évaluer les perfor-
mances en matiere de positionnement des différentes techniques spatiales. En
effet, le calcul de I'ITRF combine I'ensemble des résultats obtenus par les dif-
férents centres d’analyse au sein d'un seul et unique calcul. Ce calcul permet
dong, par l'analyse des résidus obtenus pour chaque lot de données, d’évaluer
le niveau d’accord entre les diverses techniques.

Par ailleurs, les mesures effectuées par les différentes techniques de géodé-
sie spatiale ne concernent pas les mémes points physiques a la surface de la
Terre. Néanmoins, la position relative de certains points est connue localement
avec une précision suffisante pour négliger, dans un premier temps, I'influence
de ce type d’information sur le bilan d’erreur final du calcul. Ces liens locaux,
ou rattachements, sont obtenus par des techniques topométriques. 1l est clair
que si ces rattachements présentent des faiblesses, la cohérence de la combinai-
son en souffre directement. Les rattachements conduisent a définir la notion de
site géodésique au sein duquel plusieurs points sont reliés entre eux par des
rattachements observés par des techniques de géodésie spatiale.

—#tes termes s’entendent dans un sens trés général, sans hypothése sur le référentiel sous-jacent.
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GPS
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FIG. L.16: Estimation de l'erreur moyenne quadratique pondérée en position
pour chaque solution utilisée dans le calcul de 'ITRF96

Les figures (1.16) et (I.17) présentent, a titre d’exemple, les erreurs moyennes
quadratiques pondérées estimées a l'issue du calcul de I'ITRF96 a partir des
résidus de la compensation. On se reportera au §5. du chapitre V pour une
discussion de cet estimateur.

On peut conclure, a la lecture du graphique (1.16) que les techniques spa-
tiales ont une exactitude de I’ordre du centimetre en position, sauf la technique
DORIS dont la cohérence avec les autres techniques avoisine pour l'instant les
deux centimetres.

Quant aux vitesses linéaires de déplacement, elles sont déterminées avec
une exactitude de l'ordre de 3 mm/an, sauf pour la technique DORIS, de
l"ordre de 7 mm/an (figure 1.17).

Les différences entre la technique DORIS et les autres techniques s’ex-
pliquent essentiellement par la « jeunesse » de DORIS. C’est la technique la
plus récente qui n’a manifestement pas encore tout a fait atteint le niveau de
maturité des autres techniques de positionnement. Il faut noter, a la décharge
des performance moyennes de cette technique, que I'objectif premier de DORIS
n’est pas le positionnement précis, comme c’est la cas pour GPS par exemple,
mais ’orbitographie. Pour cette application, DORIS donne entiére satisfaction,
a en juger par les résultats remarquables obtenus a partir des données du sa-

“tellite altimétrique TOPEX/POSEIDON en océanographie, et dont I'orbite est
- Testituée par DORIS: La faiblesse en positionnement est largement compensée
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cm/an
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FIG. 1.17: Estimation de I'erreur moyenne quadratique pondérée en vitesse
pour chaque solution utilisée dans le calcul de I'ITRF96

par la qualité du réseau et devrait s’estomper avec la nouvelle génération d’ap-
pareillages planifiée avec le lancement du satellite SPOT5 (2001).

Enfin, il convient de prendre ces chiffres avec prudence. Si I'ITRF est un
bon outil pour évaluer les désaccords entre techniques, les rattachements, ainsi
que les artifices de calculs employés par les centres d’analyse ont un impact
difficilement appréciable. La complexité des calculs actuels, le nombre de pa-
rametres entrant en jeu incitent a éviter des raccourcis trop rapides : I’analyse
de millions d’observations au moyen de modélisations comportant des mil-

liers de parametres inconnus ne peut décemment pas étre résumée en un seul
nombre !

5. Genese et orientations de la these

L'objet de ce document est de présenter le theme des systemes de référence
de maniere cohérente et didactique. C’est une logique différente de la logique
déductive qui a prévalu durant les trois années de recherche de ce travail. Il
est souhaitable de remettre ces deux logiques en perspective afin d’éclairer le
cheminement de la réflexion.

B Si ce document se soustrait délibérément de l'influence de I'ITRF, il n’en

demeure pas moins que les considérations qui ont guidé ce travail de recherche
lui sont intimement liées.
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En 1995, année de début des travaux relatés ici, le calcul de 'ITRF94 avait
montré les limites du processus de calcul de combinaison de jeux de coordon-
nées tels que pratiqués au bureau central de I'IERS. Les données de géodésie
spatiale s’étant considérablement améliorées depuis la création de I'IERS, il de-
venait nécessaire de reconsidérer le processus de calcul de I'ITRE. En particu-
lier, 'ITRF94 était le premier millésime des réalisations de I'ITRS dont le calcul
reposait sur des variances completes des jeux de positions-vitesses de stations
(Boucher et al., 1996). Or pour I'ITRF%4, les positions de stations ont été com-
binées a deux époques différentes permettant ainsi d’en déduire les vitesses.
Outre la difficulté d’élaborer un modele stochastique convenable (Sillard et al.,
1995), la conséquence principale était d’aboutir a un champ de vitesses com-
biné (le champ de I'I[TRF94) sur lequel on ne disposait d’aucune information
statistique fiable. Le processus était a revoir intégralement et le développement
d’un nouveau logiciel de combinaison de jeux de positions-vitesses de stations
s’imposait. Ce développement a été entrepris par Z. Altamimi et la majeure
partie des travaux présentés dans le chapitre (V) a été utilisée dans le logiciel
CAREF. En particulier, les combinaisons de jeux de coordonnées s’appuient sur
des populations de données (les jeux de coordonnées) hétérogenes du point
de vue statistique. De tels calculs ne peuvent étre conduits qu’avec un souci
d’homogénéisation des données. Cette idée, sous-jacente dans les calculs pra-
tiqués jusqu’en 1996, a été formalisée et rigoureusement mise en ceuvre pour
I'ITRF96. La technique d’estimation des composantes de la variance a été déve-
loppée dans le logiciel CARgF. D’autres aspects statistiques ont été étudiés afin
d’asseoir I'analyse CARgFsur des bases solides. Ainsi, des criteres de qualité par
population ont été construits, des tests de détection des fautes de mesure mis
en ceuvre. Enfin, quelques pas ont été faits en direction des techniques d’es-
timation robuste (estimateurs de Huber, estimation en norme d’ordre 1). Ces
techniques seront approfondies dans 1’avenir.

Par ailleurs, en 1995 s’est manifesté un regain d’intérét tres net pour les
réalisations de systemes de référence terrestres : la précision atteinte par les
données de géodésie spatiale rend crucial le probléeme de la définition du sys-
teme de référence terrestre. Cette analyse a été partagée par la majeure partie
des centres de calcul de géodésie spatiale et a conduit a la création d"un groupe
de travail de I'[ERS sur I'ITRF, animé par J. Ray. L'attention de ce groupe s’est
portée sur les modeles utilisés, en particulier sur le cadre relativiste de la me-
sure. En effet, le probleme de la datation des mesures et de la cohérence des
échelles de temps avec la partie spatiale du référentiel s’est posé : nous avons
donc consacré une partie de cette these a son exposition. La relativité générale

_lie géométrie et gravitation. I a semblé judicieux d’étendre la réflexion a I'une
—des références géodésiques dans laquelle la relativité intervient significative-
ment : le géoide. Ce groupe de travail s’est également penché sur les causes
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d’instabilité des référentiels terrestres. Dans cette optique a été organisée en
1997 une campagne d’étude sur les variations du géocentre. Une partie de la
thése a été consacrée a l'analyse des résultats fournis par divers participants a
cette campagne. Cette phase de traitement de données a permis de constater
l'intérét que représentent les séries temporelles de jeux de positions de stations
pour la compréhension de la physique de la Terre. Elle ouvre du méme coup
des perspectives nouvelles : une réflexion sur la représentation des réalisations
de référence terrestres est née de ces travaux. Les séries temporelles semblent
constituer une vision d’avenir des ces représentations par rapport au « tradi-
tionnel » jeu de positions-vitesses. L'IERS a décidé, en 1998, le lancement d"une
expérience pilote sur ce sujet dont 'auteur de cette these est le coordinateur
(Sillard et Boucher, 1998).

1995, c’est aussi 'émergence de nouveaux modes de définition du systéme
de référence dans les calculs de géodésie spatiale. La prise en compte de ré-
sultats issus de ces nouvelles stratégies dans les calculs de I'IERS nécessitait
d’en maitriser les conséquences. Cela nous a conduit a étudier le concept de
réseau libre pour définir statistiquement la notion de réalisation de systéeme de
référence terrestre.

L'ITRF étant au cceur de l'activité dans laquelle s’inscrit cette these, il était
naturel de montrer, aprés avoir étudié les processus de calculs, que le soin ap-
porté dans 1’élaboration de ceux-ci fait de I'ITRF un outil privilégié pour la
géodynamique. La construction d'un référentiel lié a la Terre repose sur des
conditions mécaniques intégrales sur la surface terrestre. Le réseau ITRF, bien
distribué, offre une photographie discrete de la surface suffisamment dense
pour envisager un modele d’éléments finis. Ce modele a permis la mise en
ceuvre des conditions intégrales précédentes. Une autre direction a consisté a
analyser le champ de vitesses ITRF pour la tectonique globale. Ce sujet a déja
été étudié a maintes reprises a partir de données de géodésie spatiale. L'objectif
était de montrer que le produit ITRF possédait la qualité requise pour mener a
bien ce type d’études.

Ce mémoire est organisé selon une logique didactique différente de la lo-
gique qui prévaut dans l’orientation de travaux de recherche. On a cherché a
rompre avec un mode de pensée incompatible avec une présentation synthé-
tique. Le paragraphe suivant présente la problématique de ce mémaoire.

6. Problématique de cet ouvrage

Les problemes qui se posent lors de la réalisation de systemes de référence
terrestres sont multiples : ils sont d’ordre théorique, statistique, méthodolo-
gique. Par ailleurs, la fagon dont est envisagée ce probléeme au bureau central
de I'ERS est elle-méme particuliere dans le sens ou elle releve de choix qui,
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s’ils sont optimaux au moment ou ils sont effectués, peuvent s’avérer discu-
tables quelques temps apres.

Par exemple, lorsque I'lERS a été créé, il était totalement exclu de traiter
simultanément l'ensemble des observations brutes de géodésie spatiale pour
compenser systeme terrestre et rotation de la Terre. Aujourd’hui, ce genre de
calcul est possible et I'on peut légitimement s’interroger sur l'intérét de dé-
composer en sous-problémes un probléme plus vaste qui peut étre traité en une
seule fois. Ainsi, des calculs comme ceux menés a Toulouse par le GRGS-CNES
pour I"élaboration des champs de gravité GRIM qui mélent a la source des don-
nées de télémétrie laser sur satellite, DORIS et GPS donnent clairement matiére
a réflexion (Biancale, 1996; Schwintzer et al., 1997). On peut encore aujourd’hui
considérer que des calculs plus légers comme I'ITRF ont toujours un intérét
qui réside précisément dans leur relative simplicité : il est beaucoup plus facile
d’analyser un calcul a 4000 inconnues pour 11000 observations (Sillard, 1998a)
qu’un calcul a plusieurs centaines de milliers d’inconnues pour plusieurs mil-
lions d” observations.

Dans un travail comme celui auquel est consacré ce document, le contexte
— ici les activités du laboratoire de recherche en géodésie (LAREG) de 'IGN
dans le bureau central de I'lERS — est primordial. Néanmoins, sans ignorer
ce contexte, les références terrestres constituent un sujet en soi, ainsi que ce
manuscrit s’attache a le montrer, et ce, indépendamment des techniques mises
en ceuvre pour le calcul de I'ITRE. Par conséquent, il a été choisi de construire
un texte aussi didactique que possible en illustrant des options étudiées par
des résultats liés, entre autres, au calcul de I'ITRF.

Les systemes de référence sont des objets support de la physique qui sont
construits dans un certain cadre théorique. Le chapitre (II) est consacré a la
description de ce cadre.

Ainsi qu’il a déja été mentionné, les systemes de référence revétent une im-
portance particuliere en physique car celle-ci est basée sur la mesure. C’est
donc tout naturellement que les systemes de référence doivent s’envisager
dans un contexte probabiliste découlant du caractere aléatoire des observa-
tions. Le chapitre (III) est consacré a la définition statistique des systémes de
référence terrestre.

L'objet des systemes de référence terrestres est notre planete. Or notre pla-
nete vit : elle se déforme, elle bouge, et la dynamique terrestre occupe une
part importante dans 'élaboration des systémes de référence terrestres. En
outre, les systemes de référence terrestres sont eux-mémes des objets supports
des sciences environnementales, telles que la géophysique ou I’océanographie
(Wéppelmann, 1997). Le chapitre (IV) reprend les concepts dans 'optique de

- systemes s’appliquant spécifiquement a la Terre.

L'analyse de compensations de systeme de référence terrestre regroupe un
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certain nombre d’outils qui font I’objet du chapitre (V).

Enfin, une bréve conclusion dresse le bilan de ce travail et évalue les pers-
pectives.

Deux textes assez courts sont proposés en annexe a cette thése : le premier
(annexe A) concerne quelques rappels de géométrie riemannienne utiles au
chapitre (II) ; le second (annexe B) reprend des définitions et démonstrations
d’algebre utiles au chapitre (III).

37



CHAPITRE II

LES SYSTEMES DE REFERENCE TERRESTRES EN
RELATIVITE GENERALE

Ce chapitre est consacré a la modélisation physique des systemes de réfé-
rence terrestres dans le cadre de la théorie de la relativité générale. Les sys-
temes de référence sont ici assimilés au systeme de coordonnées qui rend pos-
sible I'écriture des équations de la physique. Tous les systémes sont équiva-
lents dans une approche relativiste. Certains sont plus pratiques que d’autres.
L'objectif de ce chapitre est de présenter une approche relativiste des systemes
de coordonnées adéquats a décrire I’environnement terrestre, et de montrer
quelques conséquences du cadre théorique choisi sur la notion de systéme de
référence terrestre.

Dans une premiere partie, on s’attachera a présenter succinctement le for-
malisme relativiste ainsi que les hypotheses physiques sur lesquelles il repose.

La seconde partie détaille I'application de la relativité au systeme solaire et
a la Terre, et présente une formalisation de la géométrie habituellement adop-
tée pour la réduction des observations astrométriques et géodésiques.

La troisieme partie est consacrée au délicat probleme des échelles de temps,
cette grandeur étant, en relativité, considérée comme une coordonnée de na-
ture quasiment identique aux coordonnées d’espace.

Les systemes de référence ont pour objectif premier la description de la
dynamique. La quatrieme partie de ce chapitre est dévolue a son expression au
voisinage de la Terre dans un cadre relativiste.

Les deux derniers paragraphes sont consacrés a des « curiosités » : le po-
tentiel de gravitation, en théorie newtonienne, peut étre considéré de fagon
totalement déconnectée' des coordonnées d’espace. Cette caractéristique est
modifiée par la relativité qui lie espace et temps de fagon intime. La dépen-
dance espace-temps est une traduction de la gravitation, donc du potentiel de

14 I'influence du potentiel terrestre sur le mouvement des satellites pres
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gravitation. La relativité offre ainsi aux systemes de référence une dimension
physique que la mécanique newtonienne permet dignorer.

Le dernier paragraphe concerne l'expression des similitudes de 1’espace
relativiste au voisinage de la Terre. Ces transformations sont essentielles car
elles laissent rigoureusement invariant le systéme de coordonnées. Ainsi, les
équations de la physiques sont inchangées entre deux systémes similaires. En
outre, ces transformations sont d'utilité premiere en géodésie ot la réduction
des mesures est insensible a un changement de systeme de coordonnées par
similitude.

Ce chapitre, en focalisant son objet sur les systémes de coordonnées en re-
lativité, tente d’établir la base physique d’une modélisation des systemes de
référence terrestres. Sans étre exhaustive, la modélisation abordant la géomé-
trie (§2.), le temps (§3.), la dynamique (§4.), I'extension de la notion d’équipo-
tentielle du champ de gravité (85.) et les transformations de coordonnées par
similitudes (§6.) se concentre sur les éléments essentiels touchant aux systéemes
de référence.

1. Introduction

La théorie de la relativité générale est maintenant admise comme concep-
tuel approprié pour décrire les phénomenes physiques tels que nous les obser-
vons. Les tests de I'exactitude de la relativité générale ne sont pas trés nom-
breux pour les phénomeénes observables dans le systéme solaire. Néanmoins,
ces tests existent et ont, jusqu’a présent, confirmé 'aptitude de cette théorie a
les décrire. A la fin du XIX*™siecle, la mécanique Newtonienne montrait des
signes de faiblesse évidents : en particulier, elle était inapte a expliquer conve-
nablement les phénomenes électromagnétiques. Ainsi, la vitesse de la lumiere
reste constante quelle que soit la vitesse de déplacement de la source qui la gé-
nere. Michelson et Morley (Einstein, 1961) utiliserent le déplacement de la Terre
a une vitesse de 30 km/s autour du Soleil pour démontrer cette propriété. La
problématique de ce type d’expérience peut étre décrite en termes de chan-
gements de référentiels et de reperes inertiels : en mécanique classique (gali-
léenne), le passage d” un référentiel R+ se déplagant a la vitesse v constante
par rapport a un référentiel inertiel Rq est donné par la transformation de Ga-
lilée qui permet de passer du vecteur tridimensionnel X ¢ exprimé dans R, a

exprimé dans Ry par?:

X=Vi+ X, (IL1)

20n notera @ un vecteur tridimensionnel et u un vecteur en dimension 4
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Cette équation est équivalente, du point de vue différentiel a :
2X
= 0 (IL.2)
On dira alors que si Ry est un référentiel inertiel, Ry défini par (I.1) en est
un également. Le probléme est que, par changement de repere, la vitesse d'un
mobile de masse non nulle peut dépasser la célérité de la lumiere, ce qui n’est
donc pas conforme a I'expérience de Michelson et Morley.

Par analyse de la synchronisation d’horloges, Einstein observa que la trans-
formation qu'’il fallait appliquer n’était pas celle de Galilée (II.1), mais celle de
Lorentz. La différence essentielle entre ces deux transformations est qu’elles
correspondent a deux espaces de nature différente : le temps et espace géomé-
trique absolus de Galilée et Newton de dimension (1+3) font place a l'espace-
témps de Minkovski, résolument de dimension 4. Méme si les tests de la re-
lativité générale, en particulier au voisinage de la Terre, sont peu nombreux,
il est possible d’en imaginer de nouveaux avec I'amélioration des techniques
de mesure : récemment, on peut citer I'étude sur l'isotropie de la célérité de la
lumiere a l'aide du systeme GPS (Petit et Wolf, 1997; Wolf et Petit, 1997) qui a
conclu une nouvelle fois a la pertinence de 1'une des hypotheses de la relativité
restreinte.

On considere la quantité dt, homogeéne a un temps et appelée temps propre,
définie par (on note c la vitesse de la lumiere dans le vide) :

cldi® = c2dt? — dx? — dy? — dz?
1.0 0 O cdt

-1 0 0 dx (IL3)
0 0 -1 0 dy
0 0 0 -1 dz

La transformation de Lorentz fait de l’équation (IL.3) une relation va-
lable pour tout référentiel inertiel. Elle laisse donc invariante 1’élément c2dt?
par changement de systeme de référence inertiel. L'équation (II.3) généra-
lise I'élément de temps absolu dt de la relativité galiléenne ou d¢ est une
constante et 1'élément de longueur de l'espace est I’élément euclidien usuel
(dx? + dy? + dz?). Considérons un référentiel inertiel de la relativité res-

treinte. En application de la relation (I13), & = \/c2 + V2 ou V est la vi-
tesse de translation constante du repére R par rapport au repere inertiel Ro

T
(V = (% % %) ). Si V st une constante, alors

= (cdt dx dy dz)

d>t
d?X dt? 0
e " | av :(?> (9
- dt
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ouX = (t x y z) T. L'équation (II.4) est le pendant minkovskien de 1'équa-
tion (I1.3) de la relativité galiléenne.

c®dr® correspond a l'unité de longueur dans l'espace de Minkovski (pre-
miere forme quadratique). C’est le pendant minkovskien de 1’élément de lon-
gueur dans l’espace absolu euclidien dX?. du est le temps mesuré par une
horloge de I'espace de Minkovski au point de 1'espace temps considéré. Dans
les deux cas, minkovskien et euclidien, I’élément de longueur est I'invariant de
la physique sous-jacente, mais la forme de cet élément est fondamentalement
différente, ainsi que le montrent les équations (I1.2) et (I1.4).

L'équation (IL.4) constitue le premier pas vers la relativité générale. Elle cor-
respond a la relativité restreinte, physique dans laquelle le champ de gravité
n’agit pas de fagon différentielle sur I'expérience : c’est le cas des horloges
d’Einstein. Néanmoins, cette théorie ne constitue qu'une étape vers une théo-
rie de plus grande ampleur qui supplanterait définitivement la théorie new-
tonienne de la gravitation. En effet, I'invariant (I.3) est de nature purement
géométrique et n’explique en rien la fagon dont s’insére la gravitation dans
l'espace géométrique quadridimensionnel ainsi dévoilé.

C’est la géométrie riemannienne qui va donner a Einstein la possibilité
d’exprimer, au sein d’une structuration théorique cohérente, la géométrie et
la physique de l'espace-temps. Le phénomene de la gravitation est assimilé a
la courbure de I'espace — appelée variété dans la terminologie de la géométrie
riemannienne - et I'invariant (I1.3) se généralise en :

ds® = c?dt® = gjdu'd 0<i,j<3 (IL5)

ol (du',dw) sont les coordonnées différentielles de I'espace quadridimen-
sionnel sous-jacent, g;; sa métrique (appelé aussi tenseur métrique). L’équa-
tion (IL.5) est écrite en application de la convention d’écriture d’Einstein : les
signes sommes sont implicites sur les indices répétés (somme sur i et sur j).
En fait, algébriquement, I'équation (IL.5) consiste « simplement » & associer 2
R*(= (¢,x,y, z) ;£ = ct) une forme bilinéaire symétrique &ij qui généralise ainsi
la forme de I'équation (II.3) de I'espace de Minkovski au cas ot la matrice de
produit scalaire n’est plus seulement diagonale.

Sur le plan mathématique, les espaces ot en tout point est défini un espace
hermitien ou pseudo-euclidien (cf. annexe B) sont des variétés et constituent
I'objet d’étude privilégié de la géométrie riemannienne.

L'équation (I1.4) donne la transformation des coordonnées par changement
de repere inertiel. Elle peut aussi étre interprétée comme définissant la géodé-
sique de I'espace de métrique minkovskienne. La géodésique est la ligne la plus

_courte joignant deux points de l'espace considéré. Cette ligne la plus courte
_s’appuie naturellement sur la métrique de l'espace sous-jacent, et le systeme
d’équations différentielles la caractérisant s’obtient en appliquant le principe
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variationnel

B B
5/ dsir= 5/ gijduidw =0 (IL.6)
A A

L'équation (II.6) conduit a un systéme d’équations différentielles du second
ordre (II.7). On trouvera en annexe A une démonstration de la structure du
systéme des équations différentielles vérifiées par une ligne géodésique :
2, i duk
(fiTl; + ;k%';—]‘% =0 (11.7)
pour une métrique g;; ou les I'j-k sont les symboles de Christoffel de deuxieme
espece *

. 1 .
Lie = 58" (Oa8jo + Ojha — a8 (IL8)

On peut remarquer que 1'équation des lignes géodésiques est entierement dé-
duite de la connaissance de la métrique g;; et ne dépend que des coefficients de
cette métrique et de leurs dérivées. L'équation (II.7) peut étre pergue comme
une généralisation de l'équation (I1.4) pour une variété riemannienne quel-
conque.

Du point de vue physique, la physique galiléenne conclut que, dans un
référentiel galiléen, un mobile au repos suit une géodésique de l'espace, c’est-
a-dire la trajectoire la plus courte qui relie deux points de 1'espace euclidien.
Cette géodésique a pour forme la droite euclidienne classique. La grande ori-
ginalité de la théorie de la relativité générale, par rapport a la vision galiléenne
du mouvement libre, est de postuler que I’état au repos d’un mobile est fon-
damentalement lié¢ a la gravitation. Par opposition a la mécanique classique,
la relativité générale assimile la gravitation comme un état standard de 1'es-
pace physique et l'integre directement dans la géométrie de cet espace. L'état
au repos d'un mobile en physique newtonienne correspond a un état donné
de gravitation. L'état au repos en mécanique relativiste correspond a un état
« plongé » dans un champ de gravitation. Einstein (Einstein, 1961) explique
que la notion de repos, méme avec des considérations de mécanique classique,
peut parfaitement s’interpréter comme 1’état d’un corps soumis a un champ de
gravitation, et l'interprétation qui peut étre faite de la gravitation repose sur
I"écriture de la relation de la dynamique newtonienne. Celle-ci, dans son écri-
ture usuelle, scinde implicitement la géométrie de I’espace (accélération) de la
gravitation (forces). Reste a présent a identifier comment, avec les outils de la
géométrie riemannienne, la gravitation peut expliquer la courbure de l'espace
introduite dans la métrique gj; (IL.5).

30n désigne par g*¢ I'inverse du tenseur métrique g, conformément aux régles du calcul de
Ricci. g est un tenseur covariant et g*¢ un tenseur contravariant. Jy, est la dérivée partielle par
rapport a la k-i¢me composante. Pour plus de détails, se reporter a (Moritz et Hoffmann-Wellenhof,
1993) ou a (Dirac, 1996), par exemple.
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C’est alors qu’entre en jeu une autre grandeur physique, assez nouvelle par
rapport a I’arsenal théorique newtonien : le tenseur impulsion-énergie. Pour
comprendre sa nature, il faut se rappeler deux lois, la relation fondamentale de
la dynamique et la relation de conservation de la masse qui, exprimées dans
'espace de Minkovski, conduisent a une unique relation tensorielle :

— Conservation de la masse

g—‘; +O(PVH) =0 1<k<3 (IL9)

- Relation fondamentale de la dynamique

aa—‘;k +pV;VE = g,0* 1<j, k<3 (I1.10)
olt V* désigne la vitesse au point considéré, p la densité de masse et o* le
0 — U _—
= of ij>1
et v\ = (¢, V') et on peut alors observer que les équations (I.10) et (IL.11)
s’écrivent sous la forme d’une seule et unique relation :

tenseur des contraintes symétriques. On pose £V =

WRTH =0 (I.11)

ou TW = pvkw — 3. TH est appelé le tenseur impulsion-énergie (Tourrenc,
1992; Landau et Lifchitz, 1989; Dirac, 1996).

Reste enfin a identifier les outils de la géométrie riemannienne utiles a la
structuration des équations de la relativité générale.

Une notion tres riche et extrémement utile en géométrie riemannienne est
la notion de dérivée covariante. Il s’agit d’exprimer, dans I'opération de dif-
férenciation d’une quantité géométrique (tensorielle) liée au paramétrage de
I'espace choisi, la part qui revient a la courbure (intrinséque) de I'espace et la
part de la différenciation « plane » (due au choix de parametres), de fagon a s’af-
franchir des effets du paramétrage et ainsi construire la variation intrinseque a
la variété de la quantité étudiée. Cette opération est de nature différentielle et
s’exprime par

Dvi = dv’ - ijvjduk
~ - (1L.12)
paramétrage géomeétrie

La dérivée covariante, mathématiquement, exprime la différentielle totale
d’une quantité tensorielle liée au paramétrage de l'espace géométrique choisi
(variété). Il s’agit donc d’une opération intrinseéque a I'espace (indépendante
—du paramétrage choisi). Et c’est en cela que cette opération est riche puisqu’elle
va permettred’exprimer la variation géométrique d'une quantité lorsqu’on se
déplace dans I'espace physique.
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La géométrie de la surface générera localement une distorsion sur un vec-
teur déplacé dans une direction donnée. L'interprétation de cette distorsion,
mesurée a l'aide de la dérivée covariante précédemment introduite, résidera
dans la courbure de la surface. Pour étre un peu plus précis, cette distorsion
dépendra d’une part du lieu de la sous-variété ou est analysée la courbure, et
d’autre part de la direction choisie pour déplacer le vecteur. La courbure sera
la caractérisation de la différence entre une double dérivation covariante effec-
tuée sur un méme vecteur A;.

(D:D; — D;D,)A, = RL, Ay
A wd (I113)
tenseur de courbure

Qualitativement, le lieu de la sous-variété est repéré a l’aide de deux indices
(tenseur métrique), la direction a 1’aide d’un indice, et comme la courbure cor-
respond a une différence de distorsions, un indice supplémentaire sera néces-
saire a son expression. La courbure sera donc un tenseur d’ordre 4 défini de
fagon équivalente a (I1.13) par :

i 6ij r.;:k m i m

ikt = 3k ~ gt~ LieLme = elme (IL.14)
On constate, une fois encore, que ce tenseur ne dépend que du tenseur mé-

trique de la variété, et de ses dérivées. De ce tenseur de courbure, on déduit

deux autres formes « condensées » de courbure :

- la courbure de Ricci: Rj; = Rfkj, obtenue par contraction (sommation sur
2 indices) du tenseur de courbure (I1.14).

— la courbure scalaire : R = g"R;; obtenue par contraction du tenseur de
Ricci.
__Le tenseur de courbure présente un certain nombre de symétries a partir

desquelles on peut travailler afin d’aboutir a une équation faisant apparaitre le
tenseur d’Einstein

45



CHAPITRE II. LES SYSTEMES DE REFERENCE TERRESTRES EN RELATIVITE GENERALE

Eij = Rij = giJ‘R (1115)

Ce tenseur posséde la propriété fondamentale d’étre de dérivée covariante
nulle :

D,E;= 0 (I1.16)

L'équation (I.16) joue un role fondamental dans la théorie de la relativité
générale. Pour comprendre ce point, il faut tout d’abord éclaircir le but recher-
ché : E;; est un tenseur qui, dans l'optique ou on s’est placé, représente en
quelque sorte la courbure de I'espace (ou tout au moins en découle). Le pro-
bléeme que I'on se pose est de savoir a quel niveau la physique (I'impulsion-
énergie) va pouvoir s’insérer dans la géométrie pour expliquer la courbure
de l’espace par la présence de matiére. Avec le tenseur d’Einstein, on dispose
d’une quantité présentant des symétries qui pourront étre exploitées dans la
tache fixée. Pour comprendre ce qui est remarquable dans le tenseur d’Ein-
stein, il faut d"abord observer que la dérivée covariante est une généralisation
tensorielle de la notion de divergence.

En mécanique newtonienne, la formulation usuelle de la gravitation

conduit a exprimer la force de gravitation g dérivant d'un potentiel scalaire
U

¥ =Yu (I1.17)
Si on calcule la divergence de g, on aboutit &

?? = ??U = AU

Or, d’apres I'équation de Poisson, AU = —4nGp (Heiskanen et Moritz,
1967), ou p est la densité de matiere au point ot est écrite 1'équation de Poisson,
de sorte que :

V.2 = AU = —4nGp (IL.18)

Cette équation permet de disposer d’un lien explicite entre la géométrie
(?.?) et la physique (densité de matiére p) en théorie newtonienne de la gra-
“vitation. Cest précisément cette équation que I’on va chercher a généraliser.

4On désigne par TV le vecteur de composante Jo V
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On peut montrer que I'équation (I1.11) est équivalente a
D% =0

De sorte que 1’on dispose, d"une part :

— des équations du « mouvement » dans un espace de Minkovski (sans
courbure géométrique)

D,TH =0 (I1.19)
- de I'équation qui relie la géométrie de I'espace a la matiere -
V& = —4nGp & Dyg* = —4nGp (I1.20)

en gravitation newtonienne;

et d’autre part d’une équation vérifiée trés généralement par la géométrie de
l'espace (IL.16). [l n"y a donc aucune incompatibilité mathématique a postuler la
proportionnalité des tenseurs d’Einstein et d’impulsion-énergie contravariants

EY = yTV (I1.21)

Il reste a vérifier que cette équation est compatible avec la limite newto-
nienne correspondant a 1'équation de Poisson, limite au sens de l'infiniment
petit 1/c. Pour I'établir, il convient de modifier I'équation (I1.21) en remarquant
quesi RY — 1gUR = xTV, alors

1 N
8yRY — 58ig"R = xgyT" (I1.22)

R— J x 4R =%T ot ona posé T = g;T¥ (contraction du tenseur d’impulsion
énergie), de sorte que I'équation (IL.21) est équivalente a

ou TL; = Tij e -21—gl‘jT.

La mécanique newtonienne se conforme par essence au principe de rela-
tivité de Galilée. Ce principe differe de la relativité restreinte par la présence
d'un temps absolu et correspond, dans 1’expression de I'invariant de la relati-
vité restreinte (I1.3), a la limite basse vitesse de cet invariant. Dans I"expression
(I1.3), 1a relativité de Galilée correspond a un terme limite

. c2di® ~ 2dt? (11.24)
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L'introduction de la gravitation dans une équation de type (I1.3) va donc
s’interpréter comme une correction de premier ordre en Elg Cette correction
s’opére a basse vitesse dans la limite newtonienne, de sorte que 1'élément de
longueur recherché en limite sera de la forme (d¢ = cdt)

c2dt® = goodl? — dx? — dy? — d2? (11.25)

ougo =1+ T]OO(E]*}) + 0(513), et Noo est indépendant du temps ¢.
En utilisant la forme (I1.25) de la métrique, on obtient

1
R% = Ry = 5400 (11.26)

ou A est le laplacien spatial utilisé dans 1’expression de I’équation de Poisson.
Par ailleurs, a la limite newtonienne, 7% = §*°pc?, de sorte que T}, = 8z 3pc?.
Finalement, en écrivant R = yT%, on est conduit a

Ango = xpc? (11.27)

L'équation (I1.27) est équivalente a 1'équation de Poisson (I1.18), a condition
de poser

. 2U
00 = —75

SnCG
*= T

En définitive, les équations d’Einstein (I.21 ou I1.23) ont pour limite basse
vitesse les équations du mouvement de Newton; et la métrique de 1'espace
ainsi obtenue, en tant que généralisation de la relativité restreinte a la gravita-
tion, est de la forme

. 2U
gj = diag(l - —,~1,-1,-1) (11.28)

Les équations d’Einstein (I1.21 et 11.23) appellent plusieurs remarques :

— Tout d"abord, la théorie de la relativité générale présente la particularité,
non négligeable par rapport aux autres théories de physique fondamen-
tale, d’intégrer au sein d’une méme équation (les équations d’Einstein) la
description du champ et du mouvement des particules dans le champ.
L'engouement dont fait 1'objet la théorie de la relativité générale, méme
de la part du profane, n’est certainement pas indépendant de « l’esthé-
tique » que I'on peut y percevoir : la caractéristique précédente en est une

—  excellente illustration. L'homme a toujours eu I'impression de dominer la

— nature lorsqu’il croyait en percer les secrets . . .

48



§1. INTRODUCTION

- Si la gravitation est, a présent, intégrée aux équations du mouvement, il
n’en reste pas moins a exprimer au sein d"une équation complémentaire,
les actions non-gravitationnelles. Ce qui conduit a I’équation du mouve-
ment dans I'espace-temps :

o ‘oL
‘% + g, VPVE = I:n_ (11.29)

ou V% est la quadri-vitesse (V* = %), et F'* est appelée quadri-force ex-

primée en coordonnées locales, m est la masse du corps considéré (Tour-
renc, 1992). Cette quadri-force mérite que 1'on s’y arréte. C’est par analo-
gie al’écriture newtonienne de la relation fondamentale de la dynamique
que cette équation est construite. Toute trajectoire non géodésique d’'une
particule plongée dans un champ de gravitation s’interprete via une ac-
tion non gravitationnelle F*. Un corps a '« état libre » (F* = 0) suit une
géodésique de I'espace-temps. A la limite newtonienne, F° = 0.

— D’un point de vue physique, il est bien clair que le temps ¢ n’est plus
absolu en relativité générale. L'expression de la mesure de temps propre
dt est liée d'une part de la vitesse du point (au sens newtonien) comme
c’était déja le cas en relativité restreinte, et d’autre part de I'intensité du
champ de potentiel (a I'approximation des champs de potentiels faibles).
La mesure du temps propre va permettre de réaliser la coordonnée de
temps £ moyennant des hypotheses physiques bien précises. Le probleme
des échelles de temps est un probléme crucial en physique moderne (et en
géodésie) car c’est pour ce type de phénomenes mesurés qu’apparaissent
les premiers effets relativistes. Et bien entendu, le choix de 1’échelle de
temps influence la mesure des grandeurs spatiales, ainsi qu’il sera étudié
dans les paragraphes suivants.

— Du point de vue pratique, le « choix » du systéme de référence de travail
est systématiquement implicite et est porté par les équations de la dyna-
mique que l'on adopte. En d’autres termes, a chaque probléme modélisé
correspond un systéme de référence de travail. Par ailleurs, en métrolo-
gie, la restitution analytique des phénomenes en jeu (physique) s’opére
par interprétation de mesures sujettes a erreurs de mesures. Par défini-
tion, ces erreurs de mesure ne sont pas physiquement modélisables mais
sont assimilées a la réalisation de processus aléatoires. Ces processus sont
en général assez bien connus (cf. chapitre III) mais révélent une part de
méconnaissance qui se transfert sur le choix implicite de systéme de ré-

— férence. Pour bien comprendre les conséquences de ce flou sur la facon

— dont est réalisé le systeme de référence, il faut se reporter aux phéno-

menes entrant en jeu dans la réalisation des systémes de référence : pour
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prendre un exemple emprunté a la géodésie spatiale, la mesure fonda-
mentale est une mesure de distance, ou une dérivée temporelle de celle-
ci, entre le satellite et des stations de poursuite situées a la surface de la
Terre.

Le systeme de référence (choix du systeme de coordonnées) apparaitra
au moment de l'écriture des équations de réduction de la mesure

s(Xs(0) X0, X5(0) = K50, Kn(@), .. ) +e()  (1130)
L'équation (I1.30) est une équation différentielle du second ordre (comme
I"avait remarqué Newton) liant la position du satellite S et ses dérivées
temporelles (g) a la fonction de mesure (f), elle-méme fonction de la po-
sition du satellite, de la position de la station au sol (T') et d’un lot de
parametres qui font la richesse de la modélisation. A f s’ajoute une va-
riable aléatoire € erreur de mesure dont la présence traduit I'incapacité
de f a expliquer totalement g. Et c’est dans le paramétrage de g et f qu’est
défini, de fagon implicite, le systeme de référence. Il est clair que, du fait
de la manipulation de processus aléatoires, la définition du systeme de
référence est obtenue par le développement intégral de la fonction de me-
sure f et pas seulement la troncature de 1’équation différentielle aux seuls
termes dynamiques : la part inexpliquée de la mesure permet d’absorber
une modélisation imparfaite de celle-ci.

Néanmoins, compte-tenu de la description de I'espace physique admis,
au travers de la théorie de la relativité générale, le choix n’est pas totale-
ment libre : I'adoption d"une métrique (I1.28) et d'une dynamique (11.29)
restreint considérablement le paramétrage que 1'on peut choisir de l'es-
pace. On a observé qu’en géométrie riemannienne, 1'objet fondamental
(I'invariant) est I'élément de longueur, ou temps propre (IL5). Ainsi, le
choix de la métrique g;; dicte la forme des équations de la dynamique.
Comprendre la multiplicité des systemes de référence réalisables pour
un cadre physique donné — celui de la relativité — et un choix de métrique
8ij, c'est s’intéresser aux opérations algébriques qui laissent invariante
la métrique g;; choisie. Ces opérations sont appelées isométries rieman-
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niennes et généralisent aux sous-variétés les concepts d’isométries des
espaces euclidiens. Cet aspect du probleme est traité au § 6..

2. Le systeme solaire et ’environnement terrestre en relativité
générale

Le dessein de ce travail est de donner des éléments théoriques en vue de
la construction des systemes de référence terrestres au niveau d’exactitude du
millimetre a la surface de la Terre . Dans cette perspective, le champ d’applica-
tion des théories physiques de la gravitation est le voisinage de la Terre. Pour
les besoins de la réduction des observations astrométriques, on est contraint
d’envisager le voisinage de la Terre s’étendant au systeme solaire.

Dans le systeme solaire, la concentration des masses est faible. C’est une
caractéristique importante qui explique que la relativité générale n’apporte que
des corrections de second ordre a sa limite « basses vitesses-champs faibles »
qu’est la théorie newtonienne de la gravitation. Cette caractéristique permet
également de linéariser les équations d’Einstein en adoptant comme premier
ordre une métrique minkovskienne. Concrétement, g et ‘—c";, ou U désigne tout
potentiel de gravitation rencontré dans le systeme solaire, V les vitesses des
corps massifs du systéme solaire et c la vitesse de la lumiére dans le vide, sont
des infiniment petits du second ordre.

Les théories de la gravitation en champ faible conduisent a un formalisme
paramétrisé post-newtonien (ppn), la paramétrisation de ces théories reposant
sur unjeu de 10 parametres scalaires (Will, 1981; Boucher, 1986) caractéristiques
du contexte théorique sous-jacent. Jusqu'a présent, aucune expérience macro-
scopique n’a mis en évidence de lacunes de la relativité générale, de sorte que
I"Union astronomique internationale (UAI), dans sa recommandation I de I'an-
née 1991, suggere 'usage de la théorie de la relativité générale pour la réduc-
tion des observations astrométriques du systeme solaire (Guinot, 1997). Dans le
formalisme ppn, cela conduit a considérer que les 10 scalaires sont nuls a I'ex-
ceptionde 2, notés B et y, et égaux a I'unité. Nous conserverons ces parametres
dans les équations car leur présence apporte des renseignements intéressants
sur l'origine des termes obtenus dans les équations. D’une maniére générale,
pour un corps isolé et générant un potentiel newtonien (champ faible), la mé-
trique sera, au deuxiéme ordre de petitesse, donné par (Will, 1981; Soffel, 1989;
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Landau et Lifchitz, 1989) :

goo = 1—20—2]+B2C—Lf~(2Y+2)<D1—2(3Y~23+ 1)®p — 203
—6y®P4 +o0(c75)
g = S(AE3Vit Wi tolc™)
| & = —(1+2 )8+ o(c™)
(IL31)
ou )
U = G/Ixfx;'d%' .
e
P = g |f_vxf|d3 '
o, = S [PV 5.

] k=«

147
Vi = G/ DU 3y

c_s |xl_xl| V' /
/ _ = .
WL' — g p[U '(x x)](x x)ld3x/
c3 e — /|3

dans un repere non tournant. ®3 et ®4 sont deux termes dépendant respective-
ment de la pression et de la densité d’énergie de I'ordre de c=%.

On trouvera l'expression des métriques ppn détaillées dans les ouvrages
(Will, 1981; Soffel, 1989). Cette métrique (IL.31) s’obtient en linéarisant les équa-
tions d’Einstein (I1.23) et en utilisant des techniques d’intégration semblables
a celles utilisées pour la résolution des équations de Maxwell (Einstein, 1976).
Pour une présentation succincte de cette démonstration, on pourra se reporter
a (Moisson, 1996; Sillard, 1996b) par exemple. Une présentation détaillée est
proposée par (Tourrenc, 1992).

Il est assez fréquent que le développement de deuxiéme ordre (I1.31) soit
tronqué aux seuls termes significatifs pour la majeure partie des besoins de
l'astrométrie, ainsi que le prévoit la résolution I de I'UAI de 1991

ds®=(1- 26—(2])c2dt2 — (14 yi—g)[dﬁ + dy? + dz?] (11.32)

La résolution des équations d’Einstein (I.21) par la méthode des « poten-
tiels retardés » et qui conduit a une métrique de la forme (I11.31) suppose I’ab-
sence de variation du potentiel newtonien dans le temps, a 'ordre 0 de ce po-
tentiel. Avec les infiniment petits impliqués dans les développements précé-
dents, il s’agit d"absence de variation temporelle des coefficients de la métrique
au second ordre (Eq;). Dans le cas de la Terre, la portion variable du champ

~principal correspond a 107® du champ principal. Cette variation génére un
“Terme de troisiéme-quatrieme ordre dans la métrique. Pour fixer les idées, au
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niveau du géoide terrestre, la partie variable du champ correspond a un ordre
de grandeur de plus que la correction induite par le terme en %2- sur la hauteur
du géoide : %ﬁ représente une correction de hauteur de 5 mm sur le géoide
(Sillard, 1996c) alors que la partie variable du champ, due aux effets de marées
représente une correction de 1’ordre de la dizaine de centimetres sur la hauteur
du géoide (McCarthy, 1996). Si les équations d’Einstein sont non linéaires dans
le cas général, dans le systeme solaire, leur comportement se rapproche de la
linéarité. Il est donc ainsi légitime de considérer I'impact du champ variable
sur le champ permanent comme un terme additif du potentiel newtonien, en
vertu de loi d’additivité des potentiels en mécanique newtonienne.

C’est aussi pour cette raison que, vu d'un corps donné, les actions géné-
rées par les autres corps du systéme correspondent a des actions de troisieme
ordre et pourront étre intégrées dans la métrique locale en ajoutant leur contri-
bution au potentiel newtonien. Naturellement, cette fagon d’opérer n’est justi-
fiée qu’en raison de la faiblesse des champs gravitationnels rencontrés dans le
systéme solaire. Enfin, dans cette perspective et par la technique méme d’ob-
tention de la métrique (I1.31) - intégration des relations d'Einstein — le champ
newtonien devra étre considéré, a 'ordre 0, comme non variable : %lt—l < 0.

Pour compléter cet aspect essentiel de la structure de la métrique solution
des équations d’Einstein dans le cas de champs faibles, il est indispensable de
mentionner les travaux de Damour, Soffel et Xu (Damour et al., 1991; Damour
et al., 1992; Damour et al., 1993; Damour et al., 1994) qui, au prix d'une para-
métrisation astucieuse de la métrique (w, Y)

2
goo = exp[— gw]
goi = %(Di (1133)
c
g = _YijexP[C_Qw]

—ouw esthomogene au potentiel newtonien et y est un tenseur qui, moyennant
des conditions d’harmonicité vérifiées par les coordonnées choisies, se simpli-
fie en §;; — montrent que les équations d’Einstein deviennent linéaires a I’ordre
2en 3 - soit l'ordre 4 initial - et donc s'intégrent aisément et exactement. Par-
tant de ce principe, ils reconstruisent le probléme a n corps du systeme solaire,
dans le cadre de la relativité générale.

Pour les besoins de I’astrométrie, science métrologique qui, sauf exception,
opere depuis la Terre et dont I’objet est la dynamique du systéme solaire et de
la galaxie, il est nécessaire de construire, de facon cohérente et dans le cadre de
la relativité générale, une hiérarchie de systemes de référence. Cette hiérarchie
est rendue nécessaire par les classes d'observateurs qui entrent en jeu : obser-

vateur a la surface de la Terre, au centre de la Terre, au barycentre du systeme
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solaire. En outre, chaque technique astrométrique sous-tendue par une modéli-
sation propre apporte une contribution spécifique a la réalisation des systémes.
Chacune de ces contributions donne lieu a I'identification d"un systéeme propre.
Sans entrer dans les détails qui sont évoqués dans (Brumberg et al., 1997), on
distinguera pour ce qui intéresse ce travail, trois grandes classes :

1. systemes de référence géocentriques tournant
2. systémes de référence géocentriques non tournant
3. systemes de référence barycentriques

Le systeme 1. est le concept porteur des systemes de référence terrestres.
On verra plus loin le contenu détaillé de sa définition. Le point essentiel est
que les systémes de coordonnées associés servent de support a I’expression
du potentiel terrestre et, par extension, au temps atomique international (TAI),
échelle de temps primaire obtenue par réduction des mesures d’horloges les
plus précises situées a la surface de la Terre.

Le systéme 2. est le systeme d’intégration naturel des trajectoires de satel-
lites en orbite autour de la Terre. C’est aussi ce systéme qui sert de support a la
détermination de la rotation de la Terre.

Le systeme 3. est le systéme de la dynamique stellaire. C’est le systeme de
"astronomie.

Dans la métrique (I1.31), il convient, lorsqu’on s’intéresse au voisinage d’un
corps du systeme solaire, d"assimiler les autres corps a des points affectés de la
masse du corps « résiduel ». De sorte que le potentiel newtonien est la somme
du potentiel créé par le solide isolé (éventuellement variable, comme ce sera le
cas pour la Terre) supposé disparaitre a I'infini, et du potentiel de marée créé
par les autres corps, supposé s’annuler au centre de la Terre (Guinot, 1997).
Il faut distinguer ici la variation du potentiel newtonien due a I'attraction di-
recte différentielle des autres corps par rapport au centre de la Terre et la varia-
tion du potentiel terrestre due a des réponses géophysiques aux sollicitations
créées par les attractions différentielles précédentes (surcharges océanique et
atmosphérique et terrestres réponses aux phénomenes de marées océaniques
et terrestres). Afin de bien préciser la terminologie, la marée est un phéno-
mene oscillatoire réponse a une sollicitation gravitationnelle différentielle sur
le corps concerné. On appelle potentiel de marée le potentiel générateur de
I'onde de marée. La marée entrainant une redistribution des masses, génere a
son tour une sollicitation différentielle sur le corps concerné. On appellera ce
potentiel réponse élastique.

On adoptera la modélisation suivante :

- du potentiel de marée proprement dit, noté U,,,;. Ce potentiel est généré
principalement par la Lune et le Soleil. Les planétes massives du systeme
solaire peuvent aussi intervenir.
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>

So
Uuo) = %
donc
U= 2 -

soit, en développant et en supposant que r < ro,

e
U°,(M) = M 7 - +o(r5®) (IL34)
ro I‘O

- des réponses de formes multiples au potentiel précédent (surcharges
océaniques et terrestres). On intégrera dans ce modele d’autres réponses a
des variations du potentiel newtonien générées par des potentiels autres
que celui de marée. La marée du pole (réponse élastique de la Terre a
I'inertie associée aux variations a courte période de la position du pole
nord terrestre) entre dans cette gamme de phénomeénes, de méme que
la surcharge atmosphérique. Les variations des coefficients du champ de
gravité développés en harmoniques sphériques sont données dans les
conventions IERS (McCarthy, 1996). On retiendra, pour le calcul d’ordre
de grandeur, les variations du coefficient J3 du champ de gravité (apla-
tissement dynamique de la Terre)

_GM a? 3cos?p — 1

Sy Qe 0C0STQ— 1 -4
U . [1 J2r2 2 ]—}—o(r )

et on montre que

k20 GM@ (o7 ’ GML Qe .
AJ x20 = L [ Se
[ads] < 5 (GM@ re * GMg \rL
ou kg est le nombre de Love correspondant, ® représente le Soleil, & la

Terre et L la Lune. a, est le rayon équatorial de la Terre et r; la distance
moyenne Terre-corps j.

On notera U, un tel potentiel.

— Avec ces notations, la métrique s’écrira, pour un systéme de coordonnées
d’arigine le centre de la Terre
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e P GML.TF
g0 = 1-270 _oUs, ,GMofo. ™ ,GMir.T
Cz 02 c2 r% C2 rz

U2
250—,? +o(c™®)

= /
1 G p'v; 5, 1G p’[7.(?—x Nx—x)i 5,
8oi = 5(4Y+3)c—2/ = dx+§c—3/ = _ 73 S
® -7 2 -7
U, -
gi = —(1+ 2y?§2)8i,~+o(c )
(IL.35)
Pour fixer les ordres de grandeur, sur le géoide terrestre :
%5 UGB -9
rapporté a 2—2(~ 1.39 x 1077)
c
Ug -
2 = 1 terme principal
c
w2(x2 + 32
( - y) 1.72 x 1073 potentiel centrifuge®
c
1 GMJ, ) _
= 1.08 x 1073 applatissement dynamique
¢t a
U i
2—2 ~5x 1079 réponse au potentiel de marée
c
2GM@ae
6.04 x 10~* marée solaire
eArs
2GMLae 5
3.39 x 1076 marée lunaire
edrs
Uz .
=t 6.94 x 10-10 développement d’ordre 4 de la métrique
¢

“cette valeur est ici donnée a titre d’information car elle napparait pas dans les équations déri-
vées jusqu’a présent : la cadre étant jusqu’a présent un systéme non tournant.
Avec la donnée de la métrique ci-dessus, on est en mesure d’exprimer le
rapport du temps propre (mesuré par une horloge située au point considéré)
et le temps-coordonnée choisi :

_ dt . U@ U-r Uext v vt
Tdt 0 2 2 o2
8S10f o108 ()

Lf.
& & 2 et U_{L +o(e™)
ou ona posé f; = go;. Ce rapport correspond a la fréquence de 'horloge consi-
—dérée. On retrouve une expression comparable et a ce niveau de précision dans
—tWolf et Petit, 1995; Brumberg, 1991; Sillard, 1996c¢).
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3. Les échelles de temps terrestres

Une échelle de temps est la construction d’un axe coordonné de temps, le
temps-coordonnée ¢ qui apparait dans les équations de la relativité. Les hor-
loges sont les outils mesurant la « longueur » entre deux positions dans 'espace
relativiste. La mesure d’horloge permet de construire un temps-coordonnée
si la physique autorise a distinguer, dans l'évolution du temps propre, un
changement de position spatiale d'un changement de position temporelle. Une
échelle de temps est batie sur la mesure d'un temps propre dont on extrait la
contribution spatiale. Dans le cas de la Terre, il suffit de considérer une horloge
statique sur la surface terrestre et de travailler dans le systeme de référence co-
mobile spatialement avec la Terre. Ce systeme tourne est en rotation uniforme
avec la Terre et la contribution spatiale au temps propre mesuré par cette hor-
loge est nulle. La métrique relativiste conduit a I'expression de dt/d¢, ot 7 est
un temps propre et £ un temps-coordonnée. C’est une fréquence d’horloge qui,
pour une horloge immobile a la surface de la Terre est constante. L'objectif de
ce paragraphe est de détailler la construction précédente.

L'échelle de temps choisie devrait, autant que possible, se rapprocher de
la méthode de réalisation de celle-ci, de fagon notamment, a éviter de dégra-
der la qualité de la réalisation obtenue par des réductions s’appuyant sur des
constantes physiques sujettes a incertitudes.

Les réalisations d’échelles de temps que I'’homme est aujourd’hui capable
de produire s’appuientsur des horloges placées a la surface de la Terre. Concre-
tement, ces horloges reposent sur des technologies complexes et lourdes qui
sont hébergées au sein de laboratoires dédiés. Les horloges actuellement utili-
sées pour 'élaboration du temps atomique international (TAI) sont des étalons
a césium et présentent des performances de 10~1° en exactitude et en fréquence
relative. Des masers a hydrogenes sont également utilisés pour leur trés grande

stabilité, en dépit d'une exactitude nettement inférieure aux étalons a césium
(10712,

Il est donc nécessaire, pour modéliser convenablement le comportement
relativiste de telles horloges, de se placer dans un systeme de référence géo-
centrique tournant. La métrique d'un tel systéme se déduit de la métrique non
tournante par une rotation d’angle wt, oti  est la vitesse de rotation de la Terre.
En supposant, au premier ordre, que I'axe des z du repére géocentrique non
tournant coincide avec l’axe de rotation instantané de la Terre :

L. , (I1.37)
x'sIwt + y'coswt

— { x = x'coswt — y'sinwt
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Z

wl
x'

On obtient, en différenciant ces expressions, la nouvelle formulation de la
métrique (Sillard, 1996b)

U U. U @2
B = 1-2-7-25-2-2%— (" 4y
U? & U02 & me o
+ 2Bc_ - 2Yc—(x +5%) + 20—4f1' = 2c—4fﬁ +0(c™®)
/ fi YU » (I1.38)
gOl = C3 + 5 1+2-c—2 +O(C )
fo o yU s
[ 802 = G- (1+2 ) +ole™
Les autres termes sont inchangés. On a noté
fi = ficoswt + fysinot @)
fo = fesinwt + ficoswt :

et on montre que f] et f; sont, au premier ordre, indépendantes du temps
lorsque les intégrales correspondantes sont écrites dans le repere tournant
(Sillard, 1996c; Sillard, 1996b).

On en déduit donc la fréquence d’une horloge en rotation avec la Terre et
se déplagant a la vitesse v dans le repére terrestre :

_dt _  Us U U Vv 0?(@®+y%)
T dt c? c? 02 c? 2¢2
_o(xvy —yvs)  [v® 4 20(xvy — yu,) + 0 (x2 4 y2))2
2[3 C12U2 Y41 %4 2v+1
- v+ v+
) 4 5 0?(x? y2)c—4 -5 0(xvy _yvx)c_4
C2y+1 sz ® ‘f’ )
SR (xf1 - yf2) + =3+ +o(c™®)

(I11.40)

Le principe de construction d'une échelle de temps repose entiérement sur
la base d’'équations du type (I1.36) ou (I1.40) : une horloge mesure un temps
propre au point de I’espace considéré. La connaissance de la mesure de dt per-
- met d’accéder, via I'expression de & i+ a la réalisation d’un temps-coordonnée.
~ Sa structure releve du choix de coordonnées pour paramétrer I’espace, et non
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plus de I'espace considéré. En cela, réaliser d¢ correspond tout a fait a la dé-
marche de réalisation d’un systeme de référence : on accéde au systeme de
référence en signifiant la position d’un objet a I'aide du paramétrage implicite-
ment choisi dans la structure des équations décrivant la position de 1’objet.

Les recommandations I a IX de 'UAI 1991 introduisent les échelles de

temps utiles a la réalisation des systémes de référence dans le cadre de la rela-
tivité générale.

— TCB : temps-coordonnée barycentrique. Cité ici pour mémoire car il n’in-
tervient pas directement dans la construction des échelles de temps liées
aux systeémes terrestres. Son usage est néanmoins nécessaire pour l’ex-
pression d’éphémérides des corps en orbite autour du Soleil. Sa réalisa-
tion est appuyée sur la mesure de temps propres a la surface de la Terre.

— TAI : temps atomique international. C’est la base des mesures de temps a
la surface de la Terre. Il est une réalisation d’une échelle de temps idéale,
appelée TT (temps terrestre).

— TT : temps terrestre. L'échelle de temps TT est compatible avec la défini-
tion de la seconde sur le géoide terrestre.

— TCG : temps-coordonnée géocentrique. C’est le temps-coordonnée intro-
duit par les équations de la relativité générale lorsque le paramétrage de
I'espace a pour origine le centre des masses de la Terre. D’une maniére
générale, les temps-coordonnées sont construits de telle sorte que leur
échelle soit cohérente avec le temps propre définissant la seconde SI.

On déduit de ’équation (I1.40) la relation qui lie TT a TCG. Sachant que le
géoide terrestre est défini par° Wy = Ug + 10%(x? + y?) = Cte, une horloge
immobile et située sur le géoide est telle que — en prenant les notations de (Wolf
et Petit, 1995) —

dt _ WO u, U&tt —4
arge ~ @ @ e T
L
dTT
donc
dTT = (1-Lg)dTCG
Wo U: U, B (I1.41)
LG — 6_2 C_z cezx =l O(C 4)
et au premier ordre de petitesse :
T = (1 - %) TCG+ TTy (11.42)

Deux autres échelles sont tres utilisées et d'importance cruciale pour les
systemes terrestres :

5Ce point est discuté plus loin.
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— UT1 : temps universel. Il est basé sur la vitesse de rotation de la Terre.
Il est révélateur d'un phénomene et ne présente donc pas les caractéris-
tiques de stabilité des échelles de temps précédentes.

— UTC : temps-coordonnée universel. C’est une réalisation décalée de TAI
d’un nombre entier de secondes de fagon a ce que |UT1 — UTC| < 0.9s

Il est remarquable d’observer que le temps-coordonnée introduit par la mé-
trique (IL.31) et réalisé par I'intermédiaire du T'AJ et de la transformation (I1.41)
entre TT et TCG, est utilisable comme temps-coordonnée pour 1’ensemble du
systéme solaire. Ceci est dii au fait que, dans les équations de la relativité en
présence de champs faibles, on est conduit a privilégier une classe de systémes
de référence d’origine au barycentre des corps massiques. Ces systemes sont
appelés quasi-lorentziens car le groupe des transformations laissant invariante
la métrique est trés proche du groupe des transformations de Lorentz (Boucher,
1986).

Les échelles de temps évoquées ci-dessus sont essentielles car elles per-
mettent de dater un événement dans un certain systeme de référence et,
connaissant la dépendance des différentes échelles de temps entre elles, de da-
ter cet événement dans le systéme « canoniquement » associé a cet événement
par la relativité générale (métrique I1.31). Par exemple, la réalisation du temps
terrestre TAI permet, par transformationentre le 7T et le TCG, de réaliser indi-
rectement le TCG, qui est le temps naturel au sens de la relativité pour décrire
la dynamique au voisinage de la Terre. Muni de la réalisation directe ou indi-
recte des échelles de temps précédentes, il est alors possible de s’intéresser a la
description effective du voisinage de la Terre et a sa mesure.

4. Ladynamique relativiste au voisinage de la Terre

Une fois I'axe coordonné de temps construit par découpage de l'espace
relativiste en temps et espace, il convient de construire les axes d’espace. La
construction de I"échelle de temps s’appuie sur des hypotheses concernant les
coordonnées d’espace. Par conséquent, une modélisation des axes d’espace
compatible avec les hypotheses opérées pour la construction de 1'échelle de
temps est a privilégier. En relativité générale, espace et temps sont intimement
liés dans une théorie géométrique et physique de l'espace-temps. S'il a été
possible de scinder temps et espace dans un contexte trés particulier pour la
construction d'un temps-coordonnée, les équations du mouvement dans I'es-
pace relativiste supposent une modélisation unique des deux composantes.
Pour réaliser une échelle de temps, un « mouvement » selon I'axe des temps

__a été conceptualisé. Un mouvement dans les quatre dimensions est le phéno-
_mene sur lequel reposera la construction des axes d’espace.
L'objectif de ce paragraphe est, dans un premier temps, d’évaluer I'impact
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du choix de I'échelle de temps sur la pose des équations différentielles carac-
téristiques du mouvement dans I'espace relativiste, au voisinage de la Terre.
On verra notamment que selon le choix de temps-coordonnée opéré, la défini-
tion de I'unité des axes d’espace est modifiée. En outre, des constantes comme
la constante géogravitationnelle, interviennent dans les expressions du mou-
vement. Un changement d’échelle de temps peut aussi avoir des conséquences
sur la définition des constantes fondamentales selon que Ion fait porter aux co-
ordonnées ou aux constantes I'impact du changement. Une discussion est pro-
posée. Elle fait suite au débat qu’a suscité la publication des standards IERS
(McCarthy, 1996) et le calcul de 'ITRF94 (Boucher et al., 1996), précisément
dans la perspective adoptée dans ce paragraphe. Une fois ces éléments clarifiés,
Iaccent est mis sur la résolution des équations différentielles du mouvement
relativiste pour les seules coordonnées d’espace : cette résolution correspond
a la construction des axes d’espace. Dans ce sens, la dynamique relativiste au
voisinage de la terre peut étre percue comme une correction a la dynamique
newtonienne. Une « force relativiste » est ainsi exhibée, et les ordres de gran-
deurs sont examinés.

Il a été établi (équation I1.29) que 1’équation du mouvement dans I'espace-
temps est donnée par :

o o
ciV_ + I’g“VBV“ = Ii
dt o m (I1.43)
Vo= ——
dt

ol V*est la quadri-vitesse de I'objet de masse m considéré et F* est la quadri-
force non gravitationnelle. Cette équation est transformable en faisant appa-
raitre le temps-coordonnée associé a la métrique ppn (I1.38) par I'intermédiaire
du rapport v = 9% introduit a I"équation (I11.36) :

o o
A g, VPV = i
L m (I1.44)
Vé=v

dt

Or le TCG correspond, par définition, au temps-coordonnée canoniquement
introduit dans les équations de la relativité écrites a 1’aide du formalisme ppn.
Donc la relation (I1.44) peut s’écrire explicitement :

o (0]
.ﬂv + rgﬂvﬁvn - IL
dTCG dxe m (11.45)
o —
Ve =varce

__Cette derniére relation appelle un certain nombre de clarifications, ainsi que
divers textes récents relevant parfois de la polémique scientifique I'illustrent
(Guinot, 1997; McCarthy, 1996).
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— Le TCG est le temps naturel d'intégration de la dynamique au voisinage
de la Terre. C'est d’ailleurs ce que rappelle le rapport (Guinot, 1997).
L'Union astronomique internationale, dans sa recommandation IV ré-
solution A4 de 1991, préconise l'usage de TT comme temps de réfé-
rence pour les éphémérides géocentriques. Il est clair que cela ne jus-
tifie pas I'emploi de TT comme temps d’intégration pour les mesures
géodésiques lorsque 1’on cherche a travailler dans le systéme géocen-
trique défini par la métrique (I1.35). En effet, admettons qu’au lieu de
TCG, l'échelle de temps utilisée soit T'7. On a vu (équation 11.40) que
dTT = (1 - Lg)dTCG, donc I'équation (11.44) devient

o (04
ZZYTV/ F IV = % (IL46)
/ qu ’

V=V

dTT

avec V' = a‘%v = (1 — Lg)v. Avec cette correction sur v par v/, 'équa-

tion (I1.46) est équivalente a (11.44). Par contre, admettons que Vv ne soit
pas corrigé, dans ce cas, sans autre changement dans les expressions, les
coordonnées X7, obtenues a I'aide de TT sont affectées au premier ordre
d’un facteur d’échelle négatif, de l'ordre de 0.7 x 10~ par rapport aux
coordonnées du systéme géocentrique X% :

X% = (1-Lg)XZ%, (1L.47)

C’est précisément ce qui s’est passé pour I'ITRF94 o1 les coordonnées ob-
tenues par combinaisons des coordonnées issues de réductions d’obser-
vations de géodésie spatiale en TT ont été corrigées afin d’étre exprimées
en TCG (Boucher et al., 1996).

— Ce rapport entre les coordonnées TT et TCG est un terme du premier
ordre et nécessite en réalité l'introduction de termes d’ordre plus élevé
pour prendre en compte I'intégralité des effets d'un changement d’unité
de temps. En effet, le géoide est défini par une équation de la forme
Wo = Ug + 30%(x® + y%) = Cte et donc 3‘17%% n’est pas, a l'ordre 1/c?,
une constante sur le géoide. On verra au § 5. comment s’affranchir de ce

probleme. Toutefois, pour des coordonnées géocentriques de points de la
surface de la Terre, l'effet est négligeable.

— Se pose ensuite le probleme des unités. Les constantes de la gravitation

utilisées dans les expression (I1.43) sont des grandeurs propres, ¢’est-a-

= dire dont la définition devrait étre insensible au changement de para-

—  métrage. La gravitation (la métrique) est contenue dans les symboles de
Christoffel de I'expression (I1.46).
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Une alternative a l’effet observé dans le changement de paramétrage de
TCG en TT et qui conduit a l'introduction d"un facteur d’échelle sur les
coordonnées du systéme géocentrique pourrait étre la suivante : a I’aide
de I'équation (I1.45)a,

dve Fe
il ;LS) + TV = — .
X
B e Y _ 1O — _
V =Vt = (1-Lg)V v(1 LG)dTT
puis, en négligeant les termes non constants de Lg
av'® Brop P
—==(1—Lg)® + (1 - Lg)’T}, VP V" = —
dTT W m
{ V= (1-Lg)V'"*
et finalement
av'® B 1 Fe
== I—a V/ V/M P =S,
dTT d}B;a (1-Lg)> m (11.48)
(A .
Ve = VarT

Ce qui conduit a une équation équivalente a 1'équation (I1.45), expri-
mée a 'aide du temps T'T', mais qui, par rapport a I'équation (IL.46) pré-
sente I'intérét de travailler a I'aide de coordonnées X* d’échelle unitaire
par rapport aux coordonnées X7 La relation de la dynamique (équa-
tion I1.48) est légerement modifiée lors du changement de paramétrage
de TCG en TT. Toutefois, 'usage de la correction de fréquence d’hor-
loge v n'implique nullement, a ce stade, le changement de définition de
grandeurs physiques comme la constante géogravitationnelle. Par contre,
lorsque v (équation I1.36) est calculé comme rapport de % = vrr, alors

I'équation (IL48) devient (vrr = 575 = 2= 705 = =) *
av’® B 1 F*
—_ (1 —LG)FELV” V//Po =
V// =V /:

BIPT 1=

En contrepartie, les constantes de gravité sont modifiées, en valeur, par
I'intermédiaire des symboles de Christoffel. Ceci implique, compte-tenu
de la structure des symboles de Christoffel, de définir tous les coeffi-
cients entrant en jeu dans I'expression de la gravitation comme grandeurs
propres, et liés entre les systémes TT et TCG par (P est un coefficient
quelconque) :

Prr = (1 - Lg)Prce (11.50)

Par construction du systéme d’unités (Résolution A4, recommandation
III de I'UAI, 1991), les constantes relatives a la Terre sont définies dans
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le systeme TCG : Prcg = P est I'expression, en systeme d'unité SI, de
la constante P. Concretement, pour GMg, on a (McCarthy, 1996) (Lg =
6.9692903 x 10~10)

_ 14,3 /o2
{ GMg = 3.986004418 x 10m3/s (IL51)

[GM ) = 3.986004415 x 10 m3/s2..

Naturellement, la constante GMg n’est pas la seule concernée par les
considérations précédentes : la rotation de la Terre, par exemple, inter-
vient au méme titre dans l'expression du potentiel d’entrainement pour
un corps entrainé dans le mouvement de rotation de la Terre. Du reste,
cette approche s’étend aux constantes de gravitation des autres corps qui,
étant exprimées dans le systéme centré en leur barycentre conformément
a la résolution de I'UAI déja évoquée, doivent étre corrigées du facteur
de conversion du temps barycentrique vers le TCG ( soit TCB vers TCG
pour le soleil). Toutefois, ces corrections sont numériquement sans effet
pour la dynamique terrestre (Guinot, 1997).

Ces considérations sur le temps permettent a présent d’étudier plus avantle
systeme d’équations différentielles régissant la dynamique relativiste au voisi-
nage de la Terre. Le but de ce développement consiste a transformer I'équation
(I1.45) en une écriture de la forme

dPx 5 dt
o =fF ) (I152)

qui s’apparente a l’écriture de la relation fondamentale de la dynamique new-
tonienne. On peut alors aborder la dynamique relativiste, au voisinage de la
Terre, sous un angle purement newtonien en introduisant une « action rela-
tiviste » que 1'on va maintenant développer. Il faut noter que la plupart des
logiciels de calcul d’orbite scientifiques sont batis sur ce schéma.

Pour cela, on cherche a développer les équations (I1.45)

(E 4T d_xf fdik = ﬁ 11.53
diz " kdidt T m (L8
en une relation de la forme (I1.52), les symboles de Christoffel se calculant a
partir de la métrique (I1.35). Le temps utilisé est le TCG. A I'aide de ces élé-
ments, on calcule que®

bcalculs effectués a I'aide du logiciel de calcul formel mathematica
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. 10U B+ 5U 1°
T = —= Ot ol b YU %)
¢ xaU 2 1C c‘)f af ’
I, ZEL i - Y— 5t 55 (7w ~ Lk +O(—)
.. 0 c2 ot 2¢3 \ o' O 5
Lj,k>1 4 ou a 2Ly
T = 2 [8 <3xk 6 CZ By
oU y BU (1) 5
8 (57 — 25U 0z
18U 1_0U 1°
. . 0= T2 oyt 2t o Ugg TO0)
1>0etjk>1 I‘O—l& Q[__I 2U3U X %_}_%)_}.0(1)5
#= 2% |y T @Y 5 | Y23 \ow T ok ¢
(IL54)

Ces expressions sont comparables a celles que I'on peut trouver dans (Bou-
cher, 1978), toutefois développées ici a un ordre supérieur. On peut également
retrouver de telles expressions dans (Soffel, 1989) par exemple. Ces formula-
tions rendent possibles I'expression de la partie spatiale du systeme d’équa-
tions différentielles. Le systeme (I1.53) est modifié de facon a faire apparaitre le
temps-coordonnée comme élément de différenciation :

d’' d [dx
& = %)
dv\*d?% dxi dv d [dt]”
(a) wt e [a]
dt\’ [d%  d2t dx
<E> [W - d_ﬂ'ﬁ]
A l’aide de la relation (I1.53), on peut remplacer dans (IL.55), I'expression

de ¢ ET et & d—Tg = (ctyes yi2); g;é = i‘fh" ), de sorte que 1’équation (I1.53) est

équivalente a (v = g%)

dei

(IL55)

_ [ dx dx* 2E FF'1Fdy
dez e Ry | de dt m cm dt (11.56)
ac. gravitationnelle et relativiste ac. non gravitationnelle

A l'aide des valeurs des symboles de Christoffel (I1.54), on déduit que la
force de gravitation, a I'ordre 1/c?, est donnée par :

I _ U 1+Zy(?U _Z e O\ i
m Ot c? ¢\ 0l Oxk

B+Y ou 28U ik
U Z 23V (IL57)
=1

Y 0U (")U ou
_ _022<613k k(?xl Sjka )U‘)’+°( %)

Jik=1
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Cette expression se résume en

=
Je
m

= VU- [2B+7)U -2 ?

—2Yc+21 (?U.?’) = LU s (?/\ g) +0(c™3)

¢z Ot

(I1.58)

T
Oﬁﬁ:<1 f2 f3) etU:U@+UT+Uw.

Le dernier terme, d’expression ' A (? A g) est communément appelé
accélération de Lense-Thirring.

On retrouve une expression équivalente, aux derniers termes preés, dans
(McCarthy, 1996) et (Boucher, 1978). Une équation légerement plus générale
peut étre trouvée dans (Brumberg, 1991). Une discussion assez riche des effets
a long terme de 'accélération ppn est menée dans (Soffel, 1989), a 1’aide des
€équations de Lagrange. Une approche identique et tres fouillée qualitativement
est proposée dans (Cohas, 1990).

Force | Amplitude / force principale | radiale | tangentielle
YU 1 X
yv2¥ 6.10~° x
2122 (Fuv) v 10-10 x
b SO0 2 10-11 x
2 6tH
c

Le tableau précédent montre les ordres de grandeur de chaque accélération
pour unsatellite comme TOPEX-POSEIDON. Pour mémoire, on rappelle que le
terme d’aplatissement dynamique de la Terre vient en 10~3 du terme principal
et que les autres termes du développement apparaissent en 10~¢ du terme
principal.

Les précisions atteintes sur la détermination des ondulations du géoide
sont, pour les modeles géopotentiels globaux de 1’ordre de 40 a 50 cm selon
que des données de gravité complétent avantageusement ou non les données
satellitaires. Ces précisions descendent a moins de 20 cm au niveau de la mer,
compte-tenu des données altimétriques (Lemoine et al., 1997). Pour les géoides
locaux qui s’appuient quant a eux sur des données gravimétriques et de nivel-
lement, les précisions atteintes sont inférieures a la dizaine de centimetres en

~plaine et de l’ordre de 10 cm en zone montagneuse ou aux limites de zone de
“calcul (Jiang, 1997). On constate donc que la finesse de restitution des géoides
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qui justifierait I'usage de termes correctifs de nature relativiste sur la définition
de cette surface n’est pas encore atteinte. Toutefois, pour les géoides locaux,
certifier une précision de 'ordre du centimétre, précision qui semble devoir
étre atteinte sous peu, nécessite de se prémunir d’emblée contre des termes in-
fluant sur l'ordre de grandeur immédiatement inférieur. Dans ce cas, les consi-
dérations sur le géoide relativiste sont sur le point d’étre concretement utiles
et la question de sa définition devrait d’ores et déja étre posée. Toutefois, il
convient de nuancer ce propos dans la mesure ot une définition relativiste du
géoide trouve son sens essentiellement dans la perspective de géoide globaux
centimétriques. Quoi qu’il en soit, la question reste ouverte et dev'rait, a terme,
devenir d’actualité.

On vient d’étudier 'impact de la prise en compte de la théorie de la relati-
vité générale sur la description du modele de forces qui régit la dynamique au
voisinage de la Terre. Il est donc clair que, méme a basse vitesse, les modifica-
tions relativistes de la gravitation sont perceptibles. Le géoide terrestre, surface
équipotentielle du champ, est un objet d’étude essentiel pour la géodésie. Il est
donc naturel de s’interroger sur les modifications du concept de géoide dans le
cadre de la relativité.

5. Le géoide terrestre en relativité

Le géoide terrestre est généralement considéré de fagon distincte des sys-
temes de références géométriques car la gravitation et le temps (mesures de
distances) ne sont pas liés directement en mécanique newtonienne. Les déve-
loppements précédents montrent que, des qu’on se place dans un cadre rela-
tiviste, gravitation et temps sont deux grandeurs intimement liées par l'inter-
médiaire de la métrique de I'espace-temps. La définition théorique du géoide
en mécanique newtonienne repose sur une abstraction : la notion d’équipo-
tentielle d"'un champ scalaire. Néanmoins, la réalisation de cette surface est de
nature « phénoménologique » : elle repose sur des expériences mettant en évi-
dence la gravitation et la perception qu’on peut en avoir. La chute d'une masse
d’épreuve est le domaine d’étude de la gravimétrie; la trajectoire d'un satel-
lite, perturbée par les anomalies du champ, conduit aux grandes longueurs
d’ondes du champ, et donc du géoide ... Or ces phénomenes sont modifiés,
dans leur expression, par 'usage de la théorie de la relativité générale pour la
modélisation de l'environnement terrestre. Il en découle que la notion méme
de géoide doit étre envisagée dans ce nouveau contexte.

Le géoide, en tant que surface équipotentielle du champ de pesanteur, peut
étre réalisé par I'intermédiaire de deux types de mesures différentes :

- mesures de fréquences d’horloges : au premier ordre en 1/c?, la fré-
quence d’horloge dépend, dans le cadre de la relativité générale, du
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champ de pesanteur :

vV = 1 == —2
c (IL59)

w U+ %ooz(x2 +5%)

I

— mesures de la pesanteur terrestre : le géoide est directement relié a la
mesure de Y, pesanteur terrestre, par l'intermédiaire de la formule de
Stokes et du gradient Y = VW du potentiel de pesanteur.

Ces deux approches sont convergentes au niveau de précision manipulée
ici, et qui correspond déja a un cadre post-newtonien de métrique conforme
a I’équation (I11.28). Le potentiel newtonien utilisé dans les expressions précé-
dentes est régularisé des termes variables dans le temps : on s’attache ici a
définir une surface stable dans le temps. Une autre conception, tout aussi légi-
time, pourrait étre d’adopter comme définition du géoide celle d"une véritable
équipotentielle du champ de pesanteur, y compris dans sa variabilité tempo-
relle. Ce n’est pas le parti pris ici. Pour étre un peu plus précis dans ce que 'on
entend par régularisé, on adoptera pour définition de U ’expression suivante
(Wg : potentiel de pesanteur terrestre; Wg = Ug + 20%(x2 +y2)) :

U

(W@ (t) + Ur(t) + Uext(t))z
1 T
lim 7 /0 (We (£) + Us(t) + Use(t)) de

T— o0

(IL60)

T sera en fait une période d’intégration dont la durée sera essentiellement dic-
tée par les mesures dont on dispose. Il est clair que rien ne permet de supposer
que < U: >;= 0, de méme que < Uy >;= 0. Avec la définition que I'on adopte
de U sont intégrés des effets dits « permanents », que seule une construction
théorique basée sur des hypotheses délicates a vérifier permet de dissocier du
champ principal. On pourra citer a cet égard la marée permanente (Poutanen
etal, 1996) dont le probleme est abordé dans les conventions IERS (McCarthy,
1996).

Enfin, un dernier commentaire sur lequel nous reviendrons un peu plus
loin mais qu'il convient de garder a l'esprit : il a déja été mentionné que le pas-
sage a la limite dans I'équation (I1.60) est réalisé concretement par la moyenne,
sur une période de mesure donnée, des réductions de ces observations au
champ de pesanteur. Dés lors que la moyenne précédente fait intervenir des
mesures — donc sujettes a erreurs de mesure — I'hypothese implicitement prati-
quée est celle de I'ergodicité du géoide : la moyenne dans le temps permet-elle
d’accéder a la moyenne des phénomeénes aléatoires entrant en jeu a tout ins-

_tant de mesure et donc d’accéder a la surface ? Il n’est pas question de trancher
__cette question ici, mais l'équation (I1.60) impose cette hypothese que nous ef-
fectuons.
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5.1. Les mesures d’horloges

En relativité ppn développée au premier ordre en 1/c? (métrique a 1'équa-
tion I1.28), deux horloges situées sur le géoide mesurent une méme fréquence.
Sil’on adopte a présent une métrique ppn développée a I'ordre 1/c* (équation
[1.35), la fréquence d’une horloge est donnée par (I1.36) et donc, le rapport de
deux fréquences est (Sillard, 1996b)

Vi _ vBoo)2 _ 1—Wj5/c?

_ _ (IL61)
Vo Boo)1 1-Wi/c?
avec
=2
= 1 (2 +yH))2 2-1T
% =27 D 2 _ il
W = Ut o' +579 + & 2 &2 (IL62)

2y +1Uw?(x _
LTI 4 8 aft — )+ ofc™)

On retrouve une formule comparable dans (Soffel, 1989), légerement moins

développée. L'expression précédente est un développement exact a 1’ordre

1/c3. Les f! utilisés dans cette expression sont définis a ’équation (I1.39) et sont,

au premier ordre, indépendants du temps. Une premiére définition admissible
du géoide basée sur les fréquences d'horloge est

= Cte (11.63)

L'un des intéréts de 'adoption d’une telle définition est de s’affranchir de
tout effet, autre que Ieffet principal, et lors du passage de TT a TCG au voisi-
nage de la Terre (cf. § 4. et la discussion qui s’ensuit).

5.2. Lagravimétrie

La gravimétrie va s’attacher a mesurer 'amplitude et la direction de la force

de pesanteur et a I'interpréter comme dérivant d’un potentiel via un gradient.

Considérons un point situé a la surface de la Terre, immobile dans le réfé-

rentiel tournant de métrique (I1.38). Ecrivons la relation de la dynamique rela-

tiviste (equatlon I1.29) appliquée a ce point. La quadri-vitesse est donnée par

V&= dt La condition d’ 1mmob1hte spatiale du point dans le repere tournant

s’écrira (Sillard, 1996b) @r = 0pourl <i < 3. L'espace tangent au point consi-

déré aura donc pour métrique dt? = goodt2. Par conséquent, la relation (I1.29)
devient

2,0 2 i
‘fiT’; + én’m = % (IL.64)

Par ailleurs, ‘fi" = 0, pour tout i, car le point est immobile spatialement et

&oo est indépendant de ¢. La quadrl -force F de réaction du sol se décompose de

la facon suivante (U, = 9u prt = "’_fL)
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B oyl —aly)/e+ole X
é = —0)12x—Ux+B+CY U?),

—C—Z[m“x3+w4xy + 20%xU + 0xyU,

+¥ + 1)0’2?U; +10%y?U, — afy — oxf' + ayf'] + o(c™?)
Ig = —mZy—Uy+WU2)

—ciz[m“y3 + otyx? + 20%yU + 0?yxU,

+(¥ + 1)0%y2U, + yo?x2U, — of] — ayf’ + oxf] + o(c™3)
%3 = —Uz+—B+Y UZ) -(+1) 2(x +y°)U:

2+wy +o(c™?)

(IL65)

La notion de gradient est définie de fagon générale pour une sous-variété
riemannienne de codimension 1, de sorte que le gradient génére 1’orthogonal a
l'espace tangent a la sous-variété au point considéré (Sillard, 1996c). Pour une

fonction © a valeurs réelles, on définit le gradient par (Abraham et Mardsen,
1978) :

(grade)i = ¢ g1 0

o (I1.66)

avec € = +1.

Outre le fait que cette définition est justifiée mathématiquement par la pro-
priété d'orthogonalité recherchée, le vecteur gradient ainsi défini est un vecteur
contravariant, ce qui est convenable vis-a-vis de la géométrie : il s’agit en effet
d’une quantité extrinseque a la sous-variété donc invariante par changement
de paramétrage de la sous-variété (équation A.13). On trouvera une définition
équivalente dans (Hotine, 1969). Il faut noter, et c’est important pour la suite,
que cette définition est construite au signe prés puisque 1'orthogonal est lui-
méme défini au signe pres (cf. annexe A §10.). L'alternative a cette définition
aurait été d’adopter un gradient classique sans usage de la métrique, mais dans
ce cas il s’agit d"une définition purement mathématique qui ne présente pas de
propriété géométrique particuliere.

En appliquant la définition (I1.66) et en identifiant W° a 1’aide de la relation
~ (graawe) = g9
Fi (11.67)
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on obtient pour W, I'expression” :

e _ o laa o el 1%+ 0’
We = U+ 50l +y)+(1UB) = ,+4 o (IL68)
)22+ oty L T WA s

2 2
Ce développement est exact a l'ordre 1/c%. Ce résultat est différent de celui
obtenu par Soffel (Soffel, 1989) qui utilisait une définition covariante du gra-
dient ((grad®); = 22), méthode discutable pour les raisons évoquées plus
haut.
Une deuxiéme définition admissible du géoide, basée sur la gravimétrie
relativiste est

We = Cte (11.69)

Les expressions (I1.62) et (I1.68) montrent que si les deux phénomeénes dont
la mesure permet de réaliser le géoide terrestre sont compatibles dans le cadre
de la relativité ppn développée au premier ordre en 1/c?, ils ne le sont plus
deés qu’on envisage un développement d’ordre supérieur. Par conséquent, la
mesure des deux phénomenes ne permet plus de réaliser directement la méme
surface, et dans ce constat réside une des curiosités de la relativité terrestre.

Pour finir, la table (I.1) propose les ordres de grandeurs des corrections sur
la surface usuelles géoides exprimées en ondulation du géoide.

6. Les changements de systémes de coordonnées

Ce sujet mérite de sy attarder par I'importance qu'il revét dans le cas spé-
cifique des systémes terrestres, bien qu’il ne soit en général que fort peu étudié
dans les ouvrages de relativité. Comme il a déja été mentionné, le « choix » du
systeme de référence terrestre est implicite dans la structuration des équations
de modélisation des observations de géodésie. Physiquement, I'information de
systeme de référence portée par les observations est pour partie déficiente, et

7La encore, il convient de mentionner que le gradient défini en (IL.66) donne entiére liberté au
o

choix du signe de W°. Ici, on a pris (gradW®)! = —g¥ av:j . Du reste, si la convention contraire
avait été choisie pour la métrique (—, +, +, 4), cet artifice ne serait pas nécessaire et 1'on pourrait
adopter (gradWe)i = g"faa—x;-. Le degré de liberté sur la définition du gradient peut paraitre a
premiére vue surprenant. En réalité, il n’en est rien : les symboles de Christoffel sont indépendants
du choix de la signature de la métrique. Par conséquent, la valeur du gradient (i.e. la quadri-force
—F) estindépendante de ce choix. De ce fait, si dans (I1.66) on ommet le 4, un changement de signe
de la métrique entraine un changement de signe du potentiel alors que le gradient devrait rester
identique puisque le changement de signe de la métrique reléve uniquement d’une convention.
L'indétermination de signe dans la définition du gradient rend implicitement le signe du potentiel
indépendant du signe de la métrique.
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terme correction
U?/c? 4.4mm
w?(x% +y2)U/c? 15 um
[@?(x? +y2)]2 /2| 53nm
wfld /c? 13 um

TAB. IL.1: Ordres de grandeur de la correction relativiste du géoide

cette déficience est comblée par des choix du calculateur. Ce point sera discuté
d’un point de vue statistique et qualitatif au chapitre III. Par contre, le caractere
orthonormé du repére sous-jacent est vérifié, par construction des équations
de réduction des observations. Cette propriété justifie 'usage des similitudes
comme transformation entre deux réalisations de systeme de référence géodé-
siques. Dans I'espace euclidien usuel (IR?, I), toute symétrie est la composition
d’une translation, d’'une homothétie et d"une rotation. Le groupe des rotations
SO(3) de IR? est paramétré par trois angles d’Euler par exemple. On pourra se
reporter a (Deheuvels, 1981) pour une construction a I’aide des quaternions de
norme un de la paramétrisation précédente (cf. aussi annexe B). Si la paramé-
trisation de SO(3) a I'aide des angles d’Euler est assez classique (cf. équation
11.70),

cos® —sin® O
R,(0) = |sin® cos®6 0 (1I1.70)
0 0 1

le probleme est plus complexe pour un espace pseudo-euclidien de métrique
non dégénérée, mais non strictement positive, comme c’est le cas de 'espace
de Minkovski.

Toujours a 'aide des quaternions de norme un (complexes), on montre que
le groupe des isométries de 1'espace de Minkovski est paramétré par 3 angles
de rotation dans l'espace et 3 angles de rotation complexes :

cho sho 0 O
sho cho 0 O
Be0) = 170 o 1 0
0 0 01
(1L.71)
1 0 0 0
Rus(0) 0 cosO —sin6 O
— . - 0 sin® cosb O
0 1

0 0
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On vérifie par exemple que , selon une telle isométrie :

chw shw ) (G cho shw)\ [cdt 9 1,9 9
= dt —dx
(Cdt dx) (shm chu)) (0 —1) (shm cho)) (dx) i
(1I1.72)

Cherchant a construire le groupe des isométries de 1'espace de Minkovski,
on retrouve les propriétés générales des isométries riemanniennes (cf. annexe
A) : le groupe d’isométrie est dans le cas d"une variété de dimension 4, de di-
mension au plus égale a 10 - trois rotations spatiales, trois rotations complexes
et 4 translations —. A cela s’ajoute un facteur d’homothétie lorsqu’on s’intéresse
aux similitudes.

Lorsqu’on se place dans le cadre de la relativité générale, la métrique
de Minkovski ne constitue que le premier ordre d’'une métrique post-
newtonienne. Il convient alors d’élaborer une isométrie a un ordre de dévelop-
pement équivalent a celui de la métrique post-newtonienne utilisée. Le premier
terme de cette isométrie correspond a I'isométrie de 1'espace de Minkovski.

Par exemple, adoptons la métrique post-newtonienne d’ordre 0 en 1/c,
(équation I1.28)

; 2U
8ij —dlag (1_ c_zy_ly—la_l)) (II.73)
c?dn? = ¢%dt? — 2Udt? — dx? — dy? — d22 + o(1/c)

et cherchons la transformation qui laisse invariante cette quantité a 1’ordre 0.
On note T le terme d’ordre 0 de la transformation 8 :

cho sho
Toi=
sho cho

1 0 o2U [ ch’w  choshw
TLaTy = = 11.74
050 (0 —1) c? (chu)shm sh’0 ) ( )

donc

Comme la métrique (I1.73) est développée a l'ordre 0, il convient de res-
treindre l'expression (I1.74) a cet ordre :

) 2U 2U
T58To = ( OFT _01) —sh?o (_'E)T 8

o [ O _ (shoy/Z 0) (1 0) (sho\/Z o
0 0 0 0/ \0 -1 0 0

80n travaille ici en (cdt,dx) pour plus de légereté dans les expressions; g = diag(l —
2U /c?, -1).
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et donc

1—
(To +T1)Tg(To + T1) = O_CT

T - sho /2 0
0 0

Ceci nous conduit a une paramétrisation du groupe des isométries de la variété
(1L.73)

cho + sho, /2 sho 0 0
shw cho 0 O 2
= 1
el 0 o 10| W) am
0 0 01
R, (6) inchangé

Les critéres de symétrie de la premiere forme étudiée ci-dessus ne sont
pas les seuls intéressants dans le cadre de la relativité. En effet, la métrique
de l'espace-temps est obtenue par intégration d’équations différentielles (les
équations d’Einstein - cf. § 1.). Or ces équations possedent elles-mémes des sy-
métries qui, ré-introduites dans la premiéere forme, conduisent a une deuxieme
classe d’opérations préservant la métrique et appelées transformation (ou
changement) de jauge.

Considérons deux systemes de coordonnées 1 et 2 :

géﬁ = Mg+ haB
82 Nap + Oap

ou Ngp désigne la métrique de Minkovski. Le tenseur métrique déduit de ces
deux systemes de coordonnées est de la forme (Tourrenc, 1992)

. : 1
L€ {1’ 2}, R;Buc = Q(hﬁu,fm o huﬁ,ﬁu - huurBU - hBG,au)

et au premier ordre

Ripuo = Riguo <= 0ap = hop + Eap + Epa (I1.76)

ou {€"(x)} est un ensemble de quatre fonctions arbitraires de x* du premier
ordre. Les transformations (I1.76) qui permettent de passer de & a ¢ sont appe-
lées transformations de jauge. La métrique, ainsi qu’étudiée au § 2. est issue de
la résolution des équations d’Einstein. Une transformation de jauge laissant in-
variante ces équations différentielles, la métrique possede un degré de liberté
spécifié par I'équation (I1.76).
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CHAPITRE III

DEFINITION STATISTIQUE DES SYSTEMES DE
REFERENCE TERRESTRES

1. Introduction

La notion de systeme de référence est a la fois riche en physique théo-
rique et impropre a l’expression des problemes de physique observationnelle :
la physique postule I'existence de systémes de référence (espaces euclidiens
ou pseudo-euclidiens munis d’une base orthonormée) mais ces étres ne suf-
fisent pas a une mise en équations coordonnées d’observations de phénomenes
physiques. L'outil adapté est le systéme de coordonnées qui se déduit du sys-
teme de référence par I'adjonction, a I'espace euclidien, d'une structure affine
(Schwartz, 1991; Schwartz, 1992). Ainsi, chaque point de I'espace est repéré
par ses composantes dans la base de I’espace euclidien choisi. Ces composantes
sont appelées coordonnées. Le choix du repere affine sur lequel s’appuie le sys-
teme de coordonnées est néanmoins purement conventionnel dans la plupart
des phénomenes physiques, pourvu que le repeére choisi soit orthonormé. On
en déduit une propriété essentielle des observations physiques : leur expres-
sion est invariante sous I'action des similitudes de 'espace affine sous-jacent!.
Cette propriété est directement liée aux considérations sur les invariants de la
géométrie de 1'espace qui conduisent a une classe de transformations caracté-
ristiques de la géométrie de I'espace : transformation de Galilée, transforma-
tion de Lorentz, transformation de Lorentz ppn . .. (cf. chapitre II).

La géodésie, de son coté, sattelle a la réalisation de systemes de référence,
c’est-a-dire a donner des coordonnées a des événements se produisant dans
l'environnement terrestre. De la propriété d’invariance des systemes de réfé-

'En fait ce point peut étre discutable : I'expression de la modélisation des observations est in-
variante, mais certaines constantes peuvent étre changées. Par exemple, les constantes caractéris-
tiques des unités physiques. Ainsi, on pourra dire que les expressions sont invariantes sous I'action
des similitudes de I'espace, et les constantes invariantes sous l’action des isométries de 'espace.
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rence terrestres sous l'action de similitudes s’ensuivront des propriétés algé-
briques du méme type sur les réalisations de systémes terrestres. Ces considé-
rations ont donné lieu au développement d'une « théorie des invariants » des
réseaux géodésiques (Grafarend et Schaffrin, 1976). Les conséquences statis-
tiques de cette théorie sont extrémement intéressantes et ont suscité une litté-
rature fournie. Parmi les auteurs qui les premiers ont décelé 1'intérét de forma-
liser I'impact de cette théorie sur la réalisation des réseaux géodésiques et leur
précision, on peut citer (Meissel, 1965; Meissel, 1969) et (Baarda, 1973). Cette
théorie est ici revisitée dans le but d’en extraire les éléments constitutifs d'une
définition statistique des réalisations de systemes de référence terrestres.

2. Quelques considérations sur la statistique des calculs géo-
désiques

Les compensations d’observations géodésiques présentent certaines carac-
téristiques sur lesquelles il convient de revenir : tout d’abord, la multiplica-
tion des observations repose sur le postulat® que la redondance d’information
conduit a une meilleure connaissance des parameétres explicatifs des observa-
tions. Ce point n’est évidemment pas spécifique des observations géodésiques
mais commun aux sciences métrologiques. Ce postulat est assimilé depuis tres
longtemps et bien avant le développement des outils probabilistes qui ont per-
mis d’étayer I’argumentation.

D’une maniere générale, la réduction d’observations & € R* a un jeu de
parametres & € IR?, avec p < n, s’écrit fonctionnellement :

{f RS B (IIL1)

E = flE =8

L'une des difficultés de 1'analyse de problemes du type (IIL1) réside dans la
dépendance complexe qui existe entre les observations et les inconnues ainsi
que dans I’absence de solution simple — en réalité, 1’absence de solution dans
le cas général car E ¢ f(IR”), en raison des erreurs de mesures — au probleme
linéarisé autour d’une solution approchée &.

X:&—éoé R”
Y=E-f(&)eR"
A =f(E) € Mny
AX =Y

(I1.2)

Jusqu’aux travaux de Gauss et Legendre, on percevait l'intérét qu’il y avait
a augmenter le nombre d’observations, tout en opérant un choix empirique

2Le terme « postulat » suppose l'absence de modélisation statistique; cette derniére apporte
une confirmation de cette affirmation
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parmi celles qui semblaient convenir au mieux au probléme posé. Cette mé-
thode (Laplace, 1812) était appelée « méthode des milieux » et constituait une
extension de la moyenne arithmétique adoptée lorsque p = 1. En outre, les
observations ne sont pas explicables fidelement par f de sorte que résoudre
un systéme linéaire de type (II1.2) revient a déterminer X au mieux vis-a-vis
des observations Y. Pour tenir compte convenablement de la dispersion des
observations par rapport a un modele théorique, on est conduit a travailler en
variables aléatoires et a considérer Y comme un échantillon de n réalisations

de variables aléatoires. Le caractere aléatoire de Y justifie celui de X, et sous les
hypotheses®

{ E(Y) AE(X) (13)
var(Y) = 32

on montre que l'estimateur de X linéaire en Y et de précision maximale est

X = (ATz"14)"1ATs 1y (IIL4)
Sa précision est var(X) = (ATE1A)-1. Ce résultat est issu du théoreme
de Gauss-Markov (cf. chapitre V). Il se trouve que l'estimateur (IIL.4), opti-
mal au sens de la variance, se déduit d'un criteére de minimisation de 1'écart
entre le modele f(£) et les observations E, ce critére étant quantifié par la
norme euclidienne de la différence des deux vecteurs modéle-observations
(0:EeR” — (&) = |If(€) — E||2) ot ||.|l, désigne la norme euclidienne de
IR". La méthode précédente est appelée méthode des moindres carrés car elle
minimise la somme des carrés des résidus de mesures (compensé moins ob-
servé) et constitue la méthode la plus communément employée pour la réduc-
tion d’observations géodésiques.

Tout ce développement sur une méthode bien connue se justifie par la di-
mension probabiliste des données géodésiques et de la mise en évidence de
l'influence du paramétrage choisi sur la résolution du probléme de compensa-
tion. Ce n’est qu’au niveau de la paramétrisation du probléme que I'on adopte
un systeme de coordonnées. De sorte que les observations ne sont pas elles-
mémes porteuses d'information coordonnée, et une part de I'expression de la
solution au probléeme de compensation est conventionnelle : au-dela du choix
de la modélisation physique de I'observation, le résultat d’un calcul de géodé-
sie comprend une part directement liée a la définition du systeme de référence
terrestre de travail.

Cependant, le probleme n’est pas aussi simple que pourraient le laisser
croire ces quelques phrases. Un repeére orthonormé comprend 7 degrés de li-
berté (3 en translation, 1 en échelle et 3 en orientation) - on se place ici dans
I’espace physique de la mécanique newtonienne —. Dans le cas de la réalisation

3E désigne l'espérance ma thématique et var la variance
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de systemes terrestres, un certain nombre de contraintes de nature physique
existent et viennent en réduction des degrés de liberté potentiels du repere. Par
exemple, un satellite en orbite autour de la Terre « voit » le centre des masses
de la Terre comme origine naturelle du repeére. Les équations de la dynamique
newtonienne posées en explication des observations effectuées a I’aide du sa-
tellite privilégient le centre des masses et réduisent, par la physique des obser-
vations, les 3 degrés de translation du repére. On aboutit a la conclusion que
la part d’arbitraire dans la réalisation du systéme terrestre, résultat du calcul
de géodésie spatiale, va dépendre également de la physique des observations
ainsi que du modele adopté. De fait, I'expérience montre que tous les degrés de
liberté ne sont jamais simultanément réduits au méme niveau par la physique.
De ces constatations simples découle un certain degré d’équivalence dans la
réalisation de systemes de référence terrestre que 1'on va chercher a caractéri-
ser au long de ce chapitre.

3. Les réseaux libres

3.1. Généralités

On a coutume en géodésie de distinguer plusieurs niveaux de configura-
tion (design en anglais) dans la compensation de réseaux géodésiques. On peut
mentionner quatre étapes (Grafarend, 1974) :

— configuration d’ordre zéro : résolution du probléme du systéme de réfé-
rence qui repose sur le passage des observations géodésiques aux coor-
données cartésiennes des points du réseau.

— configuration de premier ordre : choix des observations et donc des
points du réseau. On identifie a ce probleme tout ce qui touche a la confi-
guration de la matrice modele du probléme (matrice A, équation II1.3).

— configuration de deuxiéme ordre : choix de la pondération (matrice %,
équations I11.3 et I11.4).

— configuration de troisieme ordre : quelles observations ajouter a I'infor-
mation déja existante pour I'améliorer ?

Les réseaux libres interviennent dans la configuration d’ordre zéro. Un réseau
libre est le résultat de I’ajustement de coordonnées de stations observées sans
aucune fixation du systeme de coordonnées. Ainsi, dans la plupart des cas,
le systeme de coordonnées n’ayant pas été renseigné dans le calcul, une com-
pensation en réseau libre conduit a une équation normale singuliere dont le
—déficit de rang est inférieur ou égal a 7, les 7 degrés de liberté dans la défini-
—tion du systeme de référence. En d’autres termes, cette situation est due au fait
que l'expression des coordonnées, résultat de la compensation, dépend d'un
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systeme de coordonnées, tandis que les observations sont invariantes relative-
ment a tout changement de repere (Grafarend et Schaffrin, 1976). De telle sorte
que la matrice modele A liant les observations aux coordonnées reflete 1’ab-
sence de définition du systéme de référence et présente un déficit de rang égal
au nombre de parameétres nécessaires a la définition du systeme. Par exten-
sion, il existe un nombre infini de jeux de coordonnées solution du probleme
de moindres carrés. Lorsqu’une solution Xy est obtenue, I’espace des solutions
est Xo + Ker(A) (Dermanis, 1994a). Ce point est la conséquence du théoréme
de décomposition canonique des morphismes d’espaces vectoriels (cf. annexe
B).

Une littérature abondante s’est développée autour du concept de réseau
libre et des méthodes optimales pour déduire d’une équation normale singu-
liére un jeu de coordonnées issu d'un choix de référentiel. Les choix usuels
de contraintes a ajouter a I’équation normale d’un réseau libre sont (Mitter-
mayer, 1972; Perelmuter, 1979; Blaha, 1982b; Blaha, 1982a; Blaha, 1982c; Der-
manis, 1994a; Xu, 1997) :

— un estimateur des moindres carrés de norme minimale,

- la trace de la variance de cet estimateur minimale (étant donné que la va-
riance est positive et symétrique, la trace est une norme, par conséquent
trace minimale équivaut a précision maximale).

Mais ces considérations sont purement mathématiques et s’appuient, pour
réduire le déficit de rang, sur des inverses généralisées (Bjerhammar, 1973).
Cette méthode présente la particularité de conduire, en général, a des estima-
teurs biaisés des coordonnées (Grafarend et Schaffrin, 1974). En fait, adopter
une inverse généralisée nécessite de compléter le rang de la matrice a inverser
par une condition de régularisation. Cette condition, si elle ne repose par sur
l'identification des invariants propres des inconnues, conduit nécessairement
a des estimateurs déconnectés de la réalité. Pour remédier a cet inconvénient,
une démarche consiste a s’appuyer sur les invariants géométriques des sys-
temes de coordonnées géodésiques et a combler le déficit de rang du systeme
normal par l'adjonction de conditions restreintes aux seuls degrés de liberté
que procurent les invariants. D’un point de vue algébrique, considérons le sys-
téme d’équations normales déduit de (I11.2) et (IIL.3) :

ATz 1AX = ATs Yy (I1L.5)

Supposons que ce systtme ne soit pas inversible, c’est-a-dire que*
rg(ATE7!A) = p — ¢ < p. L'inconnue X de I'équation (IIL5) est alors appelée
«réseau libre » (Blaha, 1982b). Dans ce cas, il faut ajouter a (I11.5), au minimum,
¢ conditions ou contraintes pour que le systeme résultant soit inversible.

“rg désigne le rang de la matrice.
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Dans ce cas, toute contrainte de la forme ° ©

(IL6)

BX=C, BEM;p, rzc
Im(BT) + Im(AT) = R?

sera une contrainte de régularisation du probléeme (IIL5). On dira que ces
contraintes sont minimales (Schaffrin, 1985) lorsque la somme des images est
directe, soit explicitement

{ BX=C, BEM,p, r=c (I11.7)

Im(BT) @ Im(AT) = IR

Il faut remarquer, ainsi que le mentionne (Schaffrin, 1985) qu’il n’est pas néces-
saire d’affirmer I'orthogonalité de Im(B7) et Im(AT) pour définir la notion de
contraintes minimales. Donc la somme directe (II1.7) n’est pas nécessairement
orthogonale.

3.2. Ajustement en réseau libre

En prolongement du probleme (IIL.5), il convient d’évoquer les fondements
de I’ajustement en réseau libre, tels qu’ils ont été formulés par G. Blaha (Blaha,
1971). Tout d"abord, revenons sur la notion d’inverse généralisée.

Depuis I'étude algébrique de l'inversion d’applications linéaires par E.
Moore et R. Penrose dans les années 1950, de nombreux auteurs se sont in-
téressés a ce sujet. Le probléme posé consiste a résoudre, aussi généralement
que possible, un systéme linéaire de la forme

MX=Y
MeMym (II1.8)
rg(M) < min(n,m)

Ce probleme a ensuite été étendu a la résolution d’une équation normale pré-
sentant un déficit de rang. Assez récemment, on peut citer, de fagon non ex-
haustive, (Rao et Mitra, 1971) et (Bjerhammar, 1973) qui ont étudié les impli-
cations des inverses généralisées dans les domaines de I'optimisation et de la
statistique. A un degré moindre, (Blaha, 1971; Grafarend et Schaffrin, 1976; Der-
manis, 1977; Blaha, 1982b; Koch, 1987) (et sans doute beaucoup d’autres!) ont
contribué a la diffusion des idées et a I'élaboration des concepts, particuliere-

ment en géodésie. Algébriquement, le théoréme du rang appliqué au systéme
(I11.8) conduit a :

n =rg(M) + dim Ker M (111.9)

"~ SIm désigne I'image de 'application linéaire associée a la matrice considérée dans les bases
“canoniques des espaces de départ et d'arrivée
On rappelle que pour toute matrice M, Ker(M)* = Im(MT)
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Supposons que Y € Im M. On dit, dans ce cas, que le systéme est consistant
(Dermanis, 1977; Dermanis, 1985). Dans ce cas, il existe X tel que MX =Y.En
vertu du théoréme de décomposition canonique des applications linéaires (cf.
annexe B), il existe M~ telle que X = M~Y. Par conséquent, MX = MM~Y
soit MM~MX = MX. Naturellement, si Ker M # {0}, X n’est pas unique et
I'espace solution de (IIL.8) est § = X + Ker M. La relation de consistance est
vérifiée pour tout élément de 8, de sorte que :

MM-M=M (II1.10)

La relation (II1.10) définit M~ , inverse généralisée de M. M~ définie par (I11.10)
n’est pas unique.

Supposons a présent que Y ¢ Im(M). Dans ce cas, le systtme MX = Y est
incompatible et n’a pas de solution. Il convient donc de modifier le probleme
afin d’en construire un résoluble. Pour cela, on modifie le systéme linéaire
MX =Y en un calcul de minimum d’une fonction coiit ¢(X) = ||MX — Y||
qui caractérise 1'écart entre le modele et les observations. La fonction cofit la
plus utilisée correspond a un cott quadratique, ¢(X) = ||[MX — Y||2, ot ||.||
désigne la norme euclidienne de IR". C’est le cofit correspondant aux moindres
carrés. La meilleure approximation de Y, au sens des moindres carrés, est ob-
tenue par projection orthogonale de Y sur Im M. Donc l'inverse généralisée
d’un systéme normal sera construite a I'aide de projecteurs orthogonaux. On
montre (Dermanis, 1977) que l'inverse ainsi obtenue est une inverse générali-
sée qui possede la propriété d’étre positive. Cette derniere propriété peut étre
importante car I'inverse généralisée d'une matrice normale est, par extension,
la variance de I'estimateur, donc positive. Cette inverse est appelée inverse gé-
néralisée réflexive.

Le probléeme des moindres carrés conduit & une équation normale (W est
une matrice de poids) de la forme :

ATWAX = ATWY (I11.11)
qui, elle, est compatible. L'espace des solutions est de la forme (cf. annexe B)
X = (ATWA)-ATWY + (I - (ATWA)-ATWA)z (I11.12)

ou z est un vecteur quelconque de IR”. La matrice (AT WA)~ AT W est elle-méme
une inverse généralisée, au sens de (II1.10), appelée inverse généralisée des
moindres carrés (Dermanis, 1977).

Enfin, parmi tous les estimateurs X, celui de norme minimale est obtenu
pour l'usage de la pseudo-inverse (AT WA)*, encore appelée inverse de Moore-
Penrose. Cette derniere vérifie, outre la propriété (I11.10), (Rao et Mitra, 1971;
Dermanis, 1977; Koch, 1987), trois autres relations qui définissent la pseudo-
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inverse de facon unique :

MMt = (MM+)T
M*M = (M+*M)T (IIL.13)
M*t*MM* = M*

Supposons que l'estimateur X soit construit avec une telle inverse. On peut
montrer que (Koch, 1987; Koch, 1985) parmi les inverses généralisées ré-
flexives, la pseudo-inverse est celle de trace minimale. Une inverse généralisée
réflexive vérifie, outre (II1.10), M°MM?° = M°. On a alors (W~! = var(Y))

var(X) = (ATWA)® + (I - (ATWA)°ATW)3,(I —- WA(ATWA)°)  (IIL14)

On conclut du théoreme précédent que l'estimateur de norme minimale est
aussi celui de précision maximale dans la classe des estimateurs construits a
l"aide des inverses généralisées réflexives.

X — (AT + AT
{ X = (ATWA)+ATWY (IL15)

var(X) = (ATWA)*+

G. Blaha aboutit a la formulation (II1.15) en construisant un jeu de contraintes
minimales vérifiant, outre (IIL.7), (Blaha, 1982b; Dermanis, 1977)

ABT =0 (I11.16)

La relation (II1.16) est justifiée par la constatation suivante : reprenons la rela-
tion (IIL6) et la distinction de cette relation avec la relation (IIL.7). Supposons
(IIL.6) vérifie. La contrainte BX = C est une contrainte de régularisation quel-
conque. Ajouter ABT = 0 implique que si X € ImB7, alors AX = 0 donc
X € KerA. Or par définition, KerA = (ImA)*, et donc imposer (II1.16) en sus
de (IIL.6) conduit a une relation de type (II1.7) o1 la somme directe est aussi
orthogonale.

B est appelée, dans ce cas, matrice d’ajustement en contraintes internes.
(IIL.15) est obtenu, par exemple, en résolvant le systeme conditionné (Blaha,

1982b)
ATWA | BT X ATWY
(Al ) (£) (&)

ot A est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés a la condition
~ BX = 0. Cette derniere méthode est extrémement importante car elle permet
~Te calcul direct de I'estimateur de norme minimale et de sa variance, a partir
d’équations matricielles inversibles.
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4. Transcription statistique et algébrique des invariants géo-
métriques

On a vu, dans les paragraphes précédents, que deux reperes orthonormés
sont liés par une similitude. La physique des observations géodésiques en-
traine, selon ’observation considérée, la réduction de certains degrés de li-
berté de la similitude. Dans ce qui suit, on s’intéresse a un réseau de points
physiques de la surface terrestre, et on supposera connues des coordonnées X°
de ces points (X n’est pas une variable aléatoire). Toutes les déterminations
de coordonnées manipulées ci-apres seront considérées appartenir a un voisi-
nage de X° noté D(X?) au sein duquel toute dépendance fonctionnelle de deux
vecteurs est linéaire.

On note [X] un repeére de référence terrestre basé sur le réseau de points
physiques considéré. X doit étre considéré comme une variable aléatoire et [X]
une réalisation de la variable aléatoire X. A partir des invariants géométriques,
on peut construire une classe d’équivalence R entre réalisations de systeme
de référence (on note v(IR?) I’ensemble des variables aléatoires vectorielles de
dimension g)’.

Qu(X%) = {X e v(R?) | (E(X) € D(X°), Pr(X ¢ D(X°)) < )}

VX1, Xs € &, (X1)R[Xa)) & (360 € v(R'), X; = X, + DO) (II1.18)

olt on a défini Q,(X?), pour u € [0, 1]. La matrice D est construite sur les in-
variants géométriques des réseaux, ce qui implique que D contienne tout ou
partie de la matrice de linéarisation d’une similitude (Sillard et Boucher, 1999)

1 00 x) 0 20 —f
A=]0 1 0 50 2% 0 «f 1<z<% (I11.19)
0 01 22 0 2 o

les composantes (x?,y?,2?) correspondant aux coordonnées cartésiennes ap-
prochées du point physique i, n est le nombre de points dont on dispose des
coordonnées. La matrice A correspond a un vecteur 6 de la forme

e = (T’C)TyxT21k)81w7(‘0)T (11120)

les T; sont les parametres de la translation, % le facteur d’échelle linéarisé au
voisinage de l'unité et €, y, ® sont les angles de rotation linéarisés au voisinage
de zéro. Si le réseau contient des vitesses de points, la matrice D est généra-
lisée et comprend dans ce cas jusqu’a 14 colonnes et est relative au vecteur

(0%, 4T,

7Pr désigne la probabilité
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Afin d’éluder tout probleme théorique, on prendra dans la suite u = 0. Les
conséquences de la relation d’équivalence (II1.18) sont multiples et essentielles :

— La relation (III.18) conduit a identifier une classe d’équivalence de re-
peres et formalise statistiquement les degrés de liberté géométriques qui
existent dans la construction du systéme de coordonnées.

— Il est clair que la classe d’équivalence associée a tout lot d’observations
va étre un outil sur lequel il faudra travailler pour choisir, dans la classe
d’équivalence, un élément privilégié selon des criteres divers, comme par
exemple I'élément de norme euclidienne minimale ou de précision maxi-
male. Ce dernier critére est souvent celui retenu (cf. §5.)

— Le choix de D n’est en général pas immédiat. On a vu que lorsque 1'on
est confronté a un systéme normal singulier, I'idéal, pour respecter la
physique des observations, est d'instaurer des contraintes minimales de
régularisation. Le souci principal du calculateur doit étre de conserver
l'information portée par la mesure en évitant de la fausser par un com-
plément de régularisation surabondant. Ainsi, pour un réseau terrestre
global réalisé par un systeme de positionnement dynamique, I’origine
du repere est fixée par les observations elles-mémes. Il est intuitif, dans
ce cas, que le déficit de rang sera au plus de 4 (échelle et 3 angles d’orien-
tation). Par contre, pour un réseau géodésique local, par exemple obtenu
par des mesures de lignes de base GPS, il est probable qu’aucun degré
de liberté ne soit fixé. En conclusion, afin d’identifier numériquement les
propriétés intrinseques des observations, il faut construire un indicateur
révélateur du « flou » pour chaque composante de la similitude. Cette
idée conduit a la définition de l’effet de systeme de référence (cf. §6.).

- Une autre situation que celle évoquée aux deux alinéas précédents peut
survenir : admettons qu’un jeu de coordonnées ait été obtenu d'un lot
d’observations complété par des contraintes tres laches sur les coordon-
nées. Ces contraintes sont en réalité des termes de régularisation (Zy >
dans le systeme ci-apres) :

{NX =k = (N+%3)X=K+35% (I21)

X = Xo (%)

Dans ce cas, (N + £3?) est inversible mais la variance de X reflete le
« flou » lié a I'indétermination de systeme de référence (IV n’est pas de
plein rang) au niveau fixé par Xo. Dans ce cas, il ne s’agit plus d’ajou-
ter des contraintes minimales a N mais d’identifier, au sein de la classe
d’équivalence [)A(] I'élément qui, par exemple, sera de précision maxi-
male. La différence avec les situations précédentes est que 1’on connait

8ou 8, si le jeu de coordonnées comprend les vitesses de déplacement des stations
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un élément de la classe [)A(] sans avoir acces au systeme normal NX = K.
On verra au §7. les applications pratiques de ces concepts.

5. S-transformations et théorie des erreurs internes

Reprenons la classe d’équivalence (III.18). Cette classe est batie sur 'exis-
tence d'un vecteur aléatoire 6 vérifiant, D étant une matrice fixée de plein rang,

X1 =X+ D6 (11.22)

Une fois un représentant de la classe d’équivalence [X;] connu, il est assez na-
turel de s’intéresser a la décomposition en somme directe de X; selon I'image
de D et un complémentaire dans E = IR’. Un complémentaire d’usage assez
pratique sera l'orthogonal de Im D, de sorte que I'on va s’intéresser a la dé-
composition de X; selon

E=ImDQImD* (I11.23)

L'intérét de la décomposition de [Xi] selon la somme directe orthogonale
(II1.23) est qu’elle conduit a identifier, au sein de m, I’élément « nul » Xj,

X, =Xy + Do, (111.24)

qui génere la classe d'équivalence par I'intermédiaire de I'image de la matrice
B,

Pour avoir acces a Xy, on construit le projecteur orthogonal de £ sur Im D
parallelement a Im D*. Si I’espace euclidien a pour produit scalaire W, ce pro-
jecteur a pour matrice (Saporta, 1990; Sillard, 1998a)

Py = D(DTWD)~'DTW (I11.25)

Le projecteur de E sur Im D+ parallélement 2 Im D a pour matrice Qy =
(I = Pw). On constate donc que décomposer X; selon (I11.23) revient a poser,
de fagon cohérente avec la décomposition (111.24),

{ X = QwX

I11.26
D6, = PyX; ( )

La transformation d’une réalisation de systeme de référence X; selon les
équations (II1.25) et (II1.26) est appelée, dans la littérature géodésique, S-
transformation’. Le premier a avoir introduit ce terme est W. Baarda dont les
premiers écrits sur ce sujet remontent aux années 1950. Toutefois, les implica-
tions completes de la transformation (I111.26) ne seront approfondies qu’en 1973

9S-transformation du hollandais « Schrankingstransformaties » et qui signifie transformations
liées aux similitudes.
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dans un rapport rédigé sur ce sujet (Baarda, 1973). De nombreux autres auteurs
se sont intéressés depuis au domaine. On peut citer, de fagon non exhaustive,
(van Mierlo, 1980) qui reprend l’analyse des réseaux libres et la réponse que
'on peut apporter au déficit de rang par l'introduction des S-transformations.
(Strang van Hess, 1982) se place dans la méme problématique. Plus récemment,
d’autres auteurs (Teunissen, 1985; Koch, 1987; Crosilla et al., 1989; Xu, 1997) ont
revu le probleme, chacun apportant sa pierre a I’édifice.

En I'état, I'équation (II1.26) est une curiosité mathématique sans lien direct
avec la réalité numérique. Lorsque cette relation est écrite en variance, la théo-
rie prend alors tout son sens

{ % = Qwi1Q%

.27
D3oDT = Py3, P, (=

L'immense avantage de la variance % par rapport a £; réside dans son ca-
ractere indépendant de la définition — arbitraire — du systéme de coordonnées
utilisé pour réduire les observations et du degré de précision avec lequel il a
été fixé. X9 apparait donc comme intrinséque aux mesures et dénuée de tout ar-
bitraire extérieur aux mesures. Du reste, c’est cette séduisante propriété qui a
conduit P. Meissel a développer en paralléle et indépendamment de W. Baarda,
sa théorie des erreurs internes des réseaux géodésiques (Meissel, 1965; Meis-
sel, 1969). Le lien entre les deux approches a évidemment été percu (Grafarend
et Schaffrin, 1974; Grafarend et Schaffrin, 1976; Welsh, 1986; Koch, 1987; Der-
manis, 1994a; Dermanis, 1994b).

Dans toute la littérature géodésique, le produit scalaire W de I'espace eucli-
dien E est choisi égal a I'identité, ce qui apparait comme naturel car, la fixation
du systéme de référence étant assez arbitraire, il ny a pas de raison objective,
si I'on veut se débarrasser du « flou » de définition de ce systeme, a pondérer
l'information portée par Xj.

Une difficulté subsiste toutefois : selon les cas, on peut étre conduit a ana-
lyser, sur le plan de la physique, I'apport des observations dans la définition
du systeme de référence. Ainsi, I'observation quasi-isotrope depuis la surface
terrestre de l’orbite d’un satellite de la Terre assure une détermination presque
parfaite de I'origine du repere terrestre. En outre, la géométrie de I’orbite a un
impact sur I'échelle. Dans tous les cas, il peut étre instructif de comprendre et
de quantifier le potentiel de la technique sur la détermination de la référence.
En particulier, si la technique est capable de réduire certains degrés du sys-
teme de référence, il serait souhaitable d’éviter de dissimuler cette information
interne aux mesures par des contraintes supplémentaires.

Or I'approche S-transformation n’aborde pas le probleme du choix de la
“matrice D associée aux observations traitées, et la détermination de contraintes
~ minimales (relation I11.7) demeure non résolu. Le paragraphe suivant est dé-

volu a I'étude de ’effet de systeme de référence (Sillard et Boucher, 1999)
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qui peut étre pergu comme une réponse au probleme précédent. Dans ce para-
graphe, il sera fait usage d"un produit scalaire W autre que l'identité.

6. Effet de systéme de référence

Ce concept a été introduit par (Sillard et Boucher, 1999) pour répondre au
probléme soulevé dans le paragraphe précédent : quelles contraintes doit-on
ajouter de fagon a définir le systéme de coordonnées sans perturber l'informa-
tion naturelle apportée par les observations sur ce systeme? Pour ce faire, il
faut dans un premier temps identifier 'information de systéme de référence
portée par les observations pour la compléter, dans un second temps, de ma-
niere conventionnelle. Cela revient a réduire le déficit de rang du systeme
normal, sans ajouter d'information déja contenue dans I'image de la matrice
normale. Les deux étapes précédentes peuvent se réduire en une seule s'il est
possible de décomposer de fagon unique la variance des observations en deux
composantes distinctes, la composante interne étant indépendante du repré-
sentant de la classe d’équivalence (II1.18) choisi.

11 faut noter qu’avec la premiere relation du systeme (I1.27), cette derniere
propriété est vérifiée. En effet, propagée en variances, la relation d’équivalence
(II1.18) devient

21 = 29 + DEDT + cov(X,0)DT (I11.28)

Or, par construction, @wD = 0, donc Qw21Q%, = QW22Q7V;,. Par contre, la co-
variance non nulle de X et 0 dans le cas général empéche de scinder Z; en
deux bruits distincts, un bruit interne aux mesures et un bruit caractéristique
de la fixation du systéme de référence. L'idée proposée, pour arriver a une telle
fin, consiste a identifier au sein de la classe des S-transformations (lesquelles
laissent stable le bruit intrinseque, ce qui est désirable), le projecteur qui annu-
lera la covariance de X et de 6.

En conséquence de la relation (II1.26), on a :
cov(X,D0:1) = QwZi(I — Qw) (111.29)
On peut alors vérifier que
cov(X,D8;) =0 < W =z} (I11.30)

Et finalement, dans le cas précis out W = Z—l, ona:

%1 = Zo+ D5, DT
o Yo = Qzl_llegl_l (I1.31)
%, = (DTz{'D)-!
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L'équation (I11.31) conduit a une décomposition unique de tout bruit de jeu de
coordonnées en un bruit interne, au sens des S-transformations, et d’un bruit
de systeme de référence

> = % -DDTEZ'D)-DT + D(DTED)DT

Z0 DZGIDT

(I11.32)

La matrice I est positive de rang (p — r) donc il s’agit bien d'une matrice de
variance. Sur le plan algébrique, si on considére 1'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre p symétriques et positives Sy, le couple d’applications

T:8 — §’l u:8, — §p . (I11.33)
21 = X X1 - DZgD
définit une décomposition de §, en somme directe
S =ImTP ImU (I11.34)

en éludant le probleme de la non-inversibilité de X par l'usage de pseudo-
inverses (Bjerhammar, 1973). La matrice 3o est trés proche de la matrice de
trace minimale associée a la solution en réseau libre de norme minimale (Mit-
termayer, 1972; Blaha, 1982b), quoique légerement différente : en effet, dans ces
écrits, le produit scalaire utilisé est Iidentité et il n’est pas possible de rendre
rigoureusement équivalents le probleme en variance factorisée de Cholesky et
le probleme en variance identité. En définitive, ¥ nest pas, dans la classe des
matrices de variance QW21Q7V;, la matrice de trace minimale. Donc, a ce titre,
elle peut paraitre sans grand intérét. Néanmoins, cette matrice est cruciale pour
I'écriture qu’elle permet (équations II1.32 et I11.34), écriture essentielle pour la
compréhension de la physique des systemes de référence. En fait, on montre
que dans la classe des S-transformations, celle conduisant a une variance mi-
nimale est obtenue pour un produit scalaire identité (Strang van Hess, 1982;
Blaha, 1971; Mittermayer, 1972). Donc, d'un point de vue méthodologique, la
matrice ¥y découlant de 1'usage de Q; sera identifiée comme révélatrice des
erreurs internes du réseau (Meissel, 1965).

7. Applications numériques

7.1. Méthodologie

On suppose donné un couple (Xg, Zg) jeu de coordonnées-variance, et on
cherche a modifier £g du jeu Xg, de fagon a associer a la réalisation Xg une
~ variance Xg caractéristique de la précision interne des mesures.
— Enconséquence du paragraphe précédent, la démarche pratique sera la sui-
vante :
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. Identification des degrés de liberté non réduits par les observations en
calculant I'effet de systéme de référence en prenant D = A. Si la matrice
de variance Zg n’est pas inversible, on pourra, dans cette phase unique-
ment, la régulariser en la complétant

trZs
z z —
seIstid, k< trl

. Les degrés de liberté non réduits correspondent aux termes de 'effet de
systeme de référence Zg élevés (équation I11.31).

. La matrice d'imposition de contraintes minimales de systeme de réfé-
rence (équation II1.7) sera construite a partir de la matrice A (équation
II1.19) réduite aux seules colonnes relatives aux degrés de liberté non
fixés selon le critere (1). On notera D cette matrice. La matrice B de 1'équa-
tion (II1.7) est donnée par B = (DTD)~1DT. Dapres (I1.25), on remarque
que P; = DB.

. Le traitement numérique de la variance résultant des approches précé-
dentes pourra s’opérer de trois manieres différentes.

(a) Calcul de la variance par projection
Ce cas correspond a I'équation (I11.27) avec @; = I-D(DTD)~1D7 =
I — DB, soit

55" = Xg— DBSg-3sBTDT + DBEsBTDT

30— x (I11.35)

(b) Calcul par ajout d’une équation de condition

Le probléme sujet a condition se pose dans les termes suivants : X
est I'inconnue et

X = X Y 6 i ; i
{ s (2g) équation d’observation (I11.36)

BX = BXg équation de condition

La condition est exprimée a I'aide de multiplicateurs de Lagrange et
conduit au systeme

=5t BT (X (=5'Xs
( b 0) (x) = (BXS (I11.37)

On en déduit que

X(Z) = XS
2)

- I11.38
Zs( = 2g-— ZSBT(BZSBT)_IBZS ( )

(c) Calcul par ajout d’une équation de contrainte
On se donne a présent, un niveau de fixation £y du systeme de ré-

férence selon les parametres a renseigner, en accord avec le point
1.
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Le probleme sujet a contraintes se pose dans les termes suivants :

X = X5 (%) équation d’observation (I11.39)
BX = BXs (%) équation de contrainte '
Ce systéme conduit a I'équation normale
-1
(z5* +B7%; 'B) = 35'Xs + BTy 'BXs (II1.40)
d’oti on déduit que
2(3) = XS
) & roon-l (I1L.41)
Ys = Zg—3sBT (BZsBT +3)  Big

On constate naturellement que )?Limo 2_3(3) = Z_S(Z).
—

L'approche (4a) est celle déduite des études sur les S-transformations. C’est
celle qui, par exemple, est préconisée dans (Koch, 1987). Elle a dailleurs été
utilisée par le Jet Propulsion Laboratory (JPL) jusqu’en 1992 (Blewitt et al.,
1992). L'approche (4b) est basée sur les contraintes internes (Blaha, 1971; Blaha,
1982b). Cette approche est également mentionnée dans (Vanicek et Krakiwsky,
1986). L'approche (4c) est directement inspirée de (4b) en modifiant la condi-
tion en une contrainte stochastique dont la variance est fixée par l'utilisateur.
Cette optique est intéressante dans le sens ot elle conduit a une variance finale
de plein rang, donc aisément manipulable. Il semble que cette démarche ait été
développée au JPL, a partir de 1993 par (Heflin, 1993).

Les deux approches (4a) et (4b) sont cohérentes dans le cas ol la matrice
normale du systéme n’est pas inversible et ot la matrice A correspond a des
contraintes minimales. Par contre, dans le cas ot la matrice normale est inver-

sible, les deux solutions Z_s(l) et 2—5(2) différent numériquement.

Propriété Soit = une relation d’ordre sur 'ensemble des matrices de
Ma,n positives (ordre total : M = M' & tr(M) > tr(M'); ordre
partiel : M = M' < Vi € {1,... ,n} ,Fl‘,i(M) > I i(M")°).

Les matrices To (équation I11.31), Tg" (équation I11.35), T\ (équa-
tion I11.38) et X sont comparables et vérifient

%1 o T 5 T

T ;(M) désigne le terme de la i*™ ligne et de la*™ colonne de la matrice M.

Quelques remarques sur la propriété précédente :

- (Blaha, 1971) montre que 5"

contraintes internes.

= ZS( ! dans le cas d’ajustement en
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— A l'aide du théoréme de Gauss-Markov (Sillard, 1998a), on montre que
l'estimateur (2) est la solution la plus précise dans I'espace solution
€ = {X|BX = 0,X linéaire en Xs} de I’équation d’observation Zng =

25 'Xs. Donc en particulier ﬂ(l) o 2(2)

~ Enfin, 1 % 3o = 35 d’aprés (Blaha, 1971).

7.2. Exemples

On étudie, dans la suite, un certain nombre de jeux de coordonnées issus de
techniques dynamiques de géodésie spatiale. En particulier, dans chacun des
cas est calculé l'effet de systeme de référence. En outre, un histogramme des
écarts-types avant et aprés ajustement en contraintes internes est proposé. La
variance a priori des jeux est obtenue en 6tant I'effet des contraintes imposées
sur les coordonnées lors du calcul amont.

72.1. GPS

Jeu global du MIT La technique GPS possede, a priori, une bonne géométrie
dans la mesure ou elle s’appuie sur une constellation de 24 satellites situés dans
des plans d’orbite différents. On s’attend donc a une bonne détermination de
l'origine et de 1’échelle d'un réseau global. L’orientation du repere est liée a
la fagon dont le pole de rotation terrestre a été contraint dans le calcul. Sans
information particuliére sur le péle ou le systeme terrestre, 1’orientation n’est
pas définie.

Le jeu analysé ci-dessous provient du Massachusets Institute of Technology
(MIT) et a été fourni a I'International GPS Service (IGS) par cet institut. Ce jeu
ne comprend pas de vitesses de points et a été obtenu par combinaison des
solutions hebdomadaires de 7 centres d’analyse de I'IGS pour la semaine du
18 au 24 janvier 1998. Les coordonnées fournies correspondent a un réseau de
points répartis de fagon relativement homogene a la surface de la Terre. La
matrice de corrélation de l'effet de systeme de référence est donnée a I'équa-
tion (II1.42). La table (II.1) regroupe les valeurs des écarts-types de l'effet de
systeme de référence par parameétres.

i T, T, k 3 W ®
cm cm cm 10-8 mas  mas  mas
0.146 0.143 0.258 0.00485 21.8 229 14.0

TaB. II1.1: Effet de systéme de référence : valeur des écart-types pour chacune
des composantes de la similitude -jeu GPS du MIT-
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T. T, T, k € W ®
T, 1 0.02 002 -006 -0.02 0.0008 0.01
75 1 -0.03 008 0.008 -0.03 —-0.03
T. 1 -0.3 0.01 -0.0005 0.1 (I11.42)
k 1 -0.02 —-0.003 -0.3
€ 1 -0.02 -0.004
1 1 0.04
® 1

La matrice de 1'équation (II1.42) représente la corrélation déduite de l'effet
de systéme de référence. On peut constater, au vu de cette matrice, que les cor-
rélations entre parametres sont faibles. Il est assez naturel que des parameétres
mal déterminés, comme le sont les rotations, soient décorrélés. C’est ce que
I’on observe sur la matrice précédente. Par ailleurs, la seule corrélation forte
-comparée aux autres corrélations- est visible entre le parametre 7, et 1’échelle.
La géométrie du réseau GPS doit permettre d’expliquer cette corrélation. On
verra que dans le cas de réseaux continentaux, la matrice est nettement chan-
gée (cf. §suivant : jeu EUREF).

En final, on peut observer qu'une semaine de données GPS conduit a
une connaissance millimétrique de I'origine, submillimétrique de I'échelle. Par
contre, I'orientation est de ’ordre de 60 cm selon les axes (Ox) et (Oy), et 40 cm
selon l'axe (Oz).

nombre nombre

4 i, -

B9. 93. 96. 100. 100. 110. 110.

0.2 0.3 0.3 0.4

] em
0.4

FIG. IIL.1: Histogramme des erreurs sphériques du jeu MIT avant et apres ajus-
tement en contraintes internes

La figure (IIL.1) présente les histogrammes des erreurs sphériques!® du jeu

MIT avant et aprés ajustement en contraintes minimales. L'histogramme issu
de l'ajustement en contraintes internes correspond a 'expression (I11.38). On
constate que l'ajustement en contraintes internes réduit considérablement la
variance du jeu de coordonnées. En utilisant I’expression obtenue par l'inter-
~ médiaire des S-transformation (équation 111.35), la diminution est quasiment

100n définit I'erreur sphérique d’un point dont les coordonnées cartésiennes ont pour écart-type

(0x,0y,0z) par: dgper = (/02 + 02 + 02
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identique. Les traces des deux matrices vérifient

\/trZ_s(l)/n = 6.22cm
\/trﬂ(z)/n = 6.17cm

Ce résultat confirme la propriété du paragraphe précédent.

Jeu continental EUREF Le jeu analysé dans ce paragraphe a été calculé dans
le cadre de la réalisation hebdomadaire du systéme de référence européen
(ETRS89) par I'Université de Berne. Il correspond a l'analyse des données de
la semaine du 10 mai 1998. Comme dans le cas du jeu MIT, les contraintes a
priori ont été Otées, sur la base d'informations transmises par 1'Université de
Berne. La matrice de corrélation de l'effet de systéeme de référence est donnée

a I'équation (II1.43), et la valeur des écart-types associés par parametres, a la
table (II1.2).

P Ty T k € W 0
cm cm cm 10-8 mas mas mas
0.161 0.0869 0.246 0.00986 0.00974 0.013 0.00642

TAB. II1.2: Effet de systéme de référence : valeur des écart-types pour chacune
des composantes de la similitude -jeu EUREF de CODE-

L'effet d’incertitude en rotation devrait étre équivalent a celui du jeu du
MIT. Or ce n’est pas le cas : en effet, 'orbite des satellites GPS ainsi que le pole
terrestre ont été fixés dans 1'ajustement du réseau, de sorte que I'orientation du
systeme de référence est parfaitement définie.

. 7, T, k € W ®

T. 1 03 07 -08 01 -02 —-0.05

Ty 1 03 -03 06 008 -06

Jh 1 -09 008 03 -01 (I11.43)
k 1 -01 -0.1 0.1

€ 1 001 -09

W 1 -0.2

) 1

Par contre, I'étude des corrélations (équation 111.43) entre paramétres est
riche d’enseignements : les parameétres de translation selon les axes (Ox) et
(Oz) sont tres corrélés. De méme, l'échelle du réseau est tres corrélée avec le
paramétre de translation selon les axes (Ox) et (Oz). Enfin, la rotation autour
de I'axe (Oz) est tres corrélée avec la rotation autour de I’axe (Ox).
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Toutes ces corrélations sont caractéristiques d'un réseau d’extension régio-
nale dont la distribution limitée en latitude et en longitude ne permet pas de
discriminer tous les degrés de libertés des systemes de référence.

Prenons comme hypotheése que l'orientation a été alignée sur un repere
conventionnel (c’est le cas puisque l'orbite et le pole ont été fixés). Dans ce
cas, 'amplitude de l'effet de systeme de référence est réduite. Par contre, les
interdépendances entre parametres sont conservées puisque l’alignement, en
orientation, s’opére sur un réseau continental qui ne peut comporter d’infor-
mation totalement décorrélée sur chaque degré de liberté. La corrélation triple

1 : : -
entre Ty, T, etk, | 0.7 1 . | s’explique par la répartition géographique
’ -08 -09 1

du réseau : la latitude moyenne se situe vers 45° et la longitude moyenne est de
V'ordre de 10°, de sorte que les vecteurs (iz; + ;) et iz, —ou iy, U sont les vec-
teurs de base du repere cartésien et LT; le vecteur normal a la surface terrestre
au point moyen du réseau - sont colinéaires (cf. figure II1.2). Cette colinéarité

FIG. II1.2: corrélation entre T, T, et k

explique la corrélation observée.

La corrélation entre les angles € et ® s’explique de la méme manieére : au
point moyen du réseau, EE) et 17:, sont colinéaires (EE’ et u_f,, sont les vecteurs
déplacement infinitésimaux a la surface de la Terre au point moyen du réseau
correspondant a des rotations autour de I'axe (Ox) et de I'axe (Oz) respective-
ment). Cette colinéarité se traduit par une corrélation forte.

Revenons a présent sur le premier probleme soulevé : quelle information

sur le systeme de référence apporte-t-on en fixant I'orbite et le pole ?
Afin d’étudier concrétement cet apport, nous proposons une analyse en
- composantes principales de l'inverse de l'effet de systeme de référence (Jen-
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TaB. IIL3: ACP de l'inverse de la matrice d’effet de systeme de référence du jeu
EUREF

A= 226000. 78500. 12700. 10200. parametre
qgi = 0.000816 0.0173 -0.00563  0.0673
0.00274 -0.00153 —0.0837 —0.0232
—0.00459 0.0287 0.00849 —0.043
—-0.08 0.995 -0.0338 0.0458

0.511 0.0666 0.851 0.0711

0.103 —0.0418 -0.142 0.98

0.849 0.0588 -0.498 —0.158

g€ o >33 3

nings et McKeown, 1992). Cette technique permet d’identifier des axes princi-
paux caractéristiques de I'information portée par la matrice analysée (cf. §7.3.).
Pour le cas de la matrice étudiée (inverse de la variance) du jeu de 1'Univer-
sité de Berne, un résumé de 1’analyse est donnée a la table (II.3). 99.922% de
l'information de la matrice est portée par les quatre vecteurs propres (g;) de la
table (II1.3). Ces quatre vecteurs sont des combinaisons linéaires des rotations
et de I'échelle. L'information portée par cette matrice relative aux translations
est marginale. Or cette constatation n’a aucun fondement physique : les trans-
lations ne sont ni plus ni moins privilégiées par la géométrie du probleme que
I’échelle ou les rotations. Ainsi, la fixation de I'orbite et du podle dans le calcul
d'un réseau géodésique renseigne 4 degrés de liberté dans le systeme de réfé-
rence : 3 rotations et I'échelle. Seule, I'origine du repére semble conserver une
signification intrinséque au réseau réalisé.

Pour conclure, une remarque de nature méthodologique s’avere nécessaire.
Habituellement, ’analyse en composantes principales s’opere sur la variance.
Ici, elle est appliquée a I'inverse d’une matrice de variance car ’objectif est
d’identifier les degrés de liberté renseignés. Ceux-ci correspondent a une petite
variance donc a des termes de forte amplitude dans I'inverse de la variance. La
matrice normale (inverse de la variance) est donc I'objet a privilégier compte
tenu du but recherché ici.

7.2.2. DORIS

Le jeu étudié dans ce paragraphe est issu de meures DORIS et a été calculé
a I'IGN par P. Willis. 1l correspond au cumul d'un mois de données (Février
1997) généré a l'occasion du calcul de I'I'TRF96. Ce jeu repose sur les mesures
effectuées a 1'aide des satellites TOPEX-POSEIDON, SPOT2 et SPOT3. La géo-
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métrie du réseau DORIS est a priori meilleure que celle du réseau GPS car les
stations d’observation sont mieux réparties a la surface terrestre. Par contre,
la géométrie des observations satellitaire est moins bonne que pour GPS, car
elle repose sur trois satellites seulement. Cet argumentaire laisse prévoir une
définition de I'origine du repeére satisfaisante. En particulier, les parametres de
translations devraient étre convenablement discriminés, d’autant que 1'altitude
des satellites DORIS est beaucoup plus faible que 1'altitude des satellites GPS.
En somme, les deux systémes présentent des avantages et inconvénients qua-
litatifs « complémentaires ».

T: T, T. k 3 1} ®
cm cm cm 10—8 mas mas mas

0.120 0.120 0.417 0.176 826 83.6 74.8

TaB. II1.4: Effet de systeme de référence : valeur des écart-types pour chacune
des composantes de la similitude -jeu DORIS-

La table (II1.4) montre que effectivement, les valeurs des variances en trans-
lation sont plus élevées pour DORIS que pour GPS. En outre, on constate un
coefficient plus fort selon 1’axe (Oz), qui est di au plan de ’orbite assez incliné,
par rapport a I'équateur, des satellites utilisés pour 1'observation.

T, T, T, k £ v ®

T, 1 03 0.02 0.006 0.0002 0.00003 0.003

T, 1 005 003 -0.0002 0.0007 -0.008

/i 1 0.1 0.0002 0.0007 -0.005 (I1L.44)
k 1 —0.0005 0.0009 -0.02

€ 1 0.002 0.02

V] 1 -0.05

® 1=

Les corrélations des parametres précédents (équation I11.44) sont faibles.
La plus importante est observée entre les parameétres T et Ty. Ce phénomene
s’explique a nouveau par la géométrie des orbites des satellites DORIS.

La figure II1.3 montre que la précision interne des détermination DORIS est
sensiblement moins bonne que celle de GPS : rappelons que le jeu DORIS est
obtenu a partir d’'un mois de mesure, alors que le jeu GPS est obtenu sur une

_ semaine de mesure...
— Pour conclure, il convient de noter que les justifications des disparités entre
parametres de l'effet de systéme de référence (notamment les corrélations),
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nombre

I IR SR -

cm

346. 348. 350. 352. 353. 355. 357.

FIG. IIL.3: Histogramme du des erreurs sphériques jeu DORIS avant et apres
ajustement en contraintes internes

pour GPS, reposent sur la géométrie du réseau, alors que pour DORIS, c’est
la géométrie de I'orbite qui constitue le facteur limitant.

7.3. Apport de l'analyse en composantes principales a I’identification de
I'effet de systeme de référence

Considérons une matrice de variance £ d’un jeu de coordonnées X obtenu
par ajustement de données de géodésie spatiale. On a vu au cours de ce cha-
pitre que la structure de X dépend de la méthode employée pour définir le
systeme de coordonnées sous-jacent. En particulier, des considérations géo-
métriques, indépendantes de X, permettent de discriminer, dans ¥, un bruit
propre aux mesures géodésiques d'un bruit de systéme de référence. Cette di-
chotomie est postulée et la structure des bruits s’en déduit, indépendamment
de X et Z.

L'analyse en composantes principales conduit & une approche radicalement
différente : elle consiste a identifier, a partir de la matrice ¥, les combinaisons
linéaires des éléments de X de variance maximale. Mathématiquement, les va-
riances des combinaisons linéaires recherchées sont les valeurs propres de = et
les combinaisons linéaires proprement dites sont les vecteurs propres associés.

Lorsqu’un jeu de coordonnées résulte d'une fixation « floue » du systeme de
référence, la matrice de variance de ce jeu de coordonnées est dominée numéri-
quement par le bruit de systeme de référence. L'analyse en composantes prin-
cipales de la matrice de variance va distinguer les combinaisons linéaires de X
qui correspondent a tout ou partie de la matrice A (équation I111.19). En effet,
Z étant symétrique, il existe une base orthonormée de vecteurs propres dans
laquelle X est diagonale. Les termes diagonaux sont alors les valeurs propres
de Z. Soit R la matrice orthogonale des vecteurs propres de et A la matrice
diagonale des valeurs propres. On peut alors écrire

e 2 =RTAR (111.45)

Il est immédiat de vérifier que X' = RX a pour variance A et on comprend,
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TaB. IIL.5: ACP de la variance du jeu DORIS

= 210.5 203.1 171.8 parametre
qi= 0.02673 -0.02296 0.05852 X1
—0.04011 0.009083 0.1658 Y1
—0.1436  0.09429 —-0.02359 z1
0.1001 -0.1164 0.05728 X2
—0.1247 -0.08369 0.08926 ¥
—0.06806  0.03734 -—0.009611 29
0.1004 -0.1146 0.06865 X3
-0.1209 -0.1152 -0.04339 ¥3
0.00929 —-0.07455 0.01625 23

0.08467 —0.1166

—0.04855 X4

dés lors, le parti que I'on peut tirer de X” : toutes les composantes de X’ sont
décorrélées et les directions privilégiées de la variance T correspondent aux
combinaisons linéaires R; associées aux fortes variances A

Une telle analyse a été conduite pour le jeu DORIS. On trouvera a la table
(IIL.5) un résumé des trois composantes principales de la matrice de variance
du jeu DORIS. Ces trois composantes représentent 99.9968% de la variance
totale.

Dans le but de mieux interpréter ces composantes, on a cherché a identifier
I'espace vectoriel généré par ces trois vecteurs a l’espace vectoriel généré par
les trois vecteurs issus de la linéarisation des trois rotations (cf. équation I11.19).
Pour ce faire, on considere la matrice v = ( q1 ‘ qs ‘ q3 ‘ I ‘ ry | P ) Si les
deux espaces sont identiques, la matrice v est de rang 3. C’est principalement
le cas, comme le montrent les valeurs propres de la matrice v, données a
"équation (I11.46).

vp(UTU):(2‘03 2.00 197 59810~° 1741012 1‘5410—12)
(I1L.46)

En conclusion, l'analyse en composantes principales permet, sans aucune
connaissance préalable des observations ou du réseau concerné, d’identifier,
~au sein de la variance, le bruit de systeme de référence. Cette démarche consti-
“Tue une deuxieme réponse au probléme du choix de contraintes en vue d’un
ajustement en réseau libre.
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CHAPITRE [V

LES SYSTEMES DE REFERENCE TERRESTRES EN
GEODYNAMIQUE

Les réalisations de systémes de référence terrestres sont des sous-produits
d’analyse de géodésie spatiale. La mesure de base est effectuée depuis la sur-
face terrestre et consiste en une mesure de distance (laser), pseudo-distance
(GPS ou VLBI), vitesse radiale du satellite par rapport a la station concernée
(DORIS). Dans tous les cas, la dynamique de ’objet visé est canoniquement
attachée a un repeére quasi-inertiel centré au centre des masses de la Terre!.
Le passage de ce repere au repere terrestre conventionnel est complexe pour
plusieurs raisons :

- la Terre est un solide déformable auquel on cherche a attacher un repere
de fagon a positionner efficacement des points de sa surface. Intuitive-
ment, la propriété privilégiée dans la construction d'un tel repére sera
I’absence de mouvement moyen de la surface de la Terre dans ce repere.

- la Terre est en rotation « moyenne » par rapport a un repere inertiel. Cette
rotation est irréguliere en orientation et en vitesse, a des échelles de temps
allant du millier d’années (précession) a la fraction d"heure (UT1, position
de I'axe instantané de rotation) pour les effets identifiés. Certains de ces
mouvements sont connus et modélisés, d’autres ne sont que constatés.
Pour une discussion exhaustive des problemes, on pourra se reporter a
(Moritz et Mueller, 1987) par exemple.

La description précédente est extrémement sommaire, mais vise a souligner
la problématique de la construction d'un systéme terrestre : il est relativement
aisé de conceptualiser un repere quasi-inertiel attaché a la Terre ; il reste ensuite
a discriminer la rotation de la Terre du mouvement propre des points de la

'En toute rigueur, ce n’est pas le cas des mesures VLBI dont la « dynamique » est liée a un
repeére quasi-inertiel centré au barycentre du systéme solaire
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surface terrestre dans un repere en rotation avec la Terre. Ce point sera étudié
dans le deuxieme paragraphe de ce chapitre.

La réalisation d'un systeme terrestre conventionnel comporte 'identifica-
tion et le traitement de divers mouvements a courte période. La troisieme par-
tie de ce chapitre est consacrée a un exemple de tels phénomenes : les variations
de la position du centre des masses de la Terre.

Enfin, la description méme des réalisations de systémes terrestres permet
l’étude fine des déformations de premier ordre de la surface terrestre. Ces dé-
formations concernent les mouvements tectoniques, mouvements de rotation
de plaques lithosphériques sur 1"asthénosphere. La quatrieme partie de ce cha-
pitre propose une analyse de I'apport de la réalisation de systémes globaux
comme I'ITRF a la connaissance de ces phénomenes.

1. Cinématique des systemes terrestres

1.1. Paramétrisation de la position de points de la surface terrestre et échan-
tillonnage

A tout instant, réaliser un systéme terrestre revient a donner des coordon-
nées cohérentes a un réseau de points a la surface de la Terre. On qualifiera
ce systeme d’instantané. Le probleme se complique lorsqu’on cherche a défi-
nir un systéme stable dans le temps, alors que les points de la surface terrestre
présentent des vitesses non nulles dans le repere instantané. La Terre est un
solide déformable et il n’existe pas de référentiel possédant un sens physique
et comobile avec la surface terrestre. Dans un tel repére, tous les points de la
Terre seraient de vitesse identiquement nulle. Il faut donc définir une évolution
temporelle du repeére instantané. Pour ce faire, il faut analyser physiquement la
structure temporelle du signal afin d’identifier la nature de la transformation,
paramétrée dans le temps, qui permet de changer de repere.

La position d'un point est un signal physique continu dans le temps?. On
s’apercevra, au fil de ce texte, que plus que le signal lui-méme, la vitesse du
point physique considéré est le parametre pertinent pour définir la cinéma-
tique de la surface terrestre. On considérera que la vitesse de tout point de la
surface terrestre est continue presque partout, c’est a dire qu’elle est de la forme
de I"équation (IV.1).

N
)+ dxlS(t—t)

/Ot V(ui)f;u

—— 2Comme certains truismes, celui-ei est d'importance car il constitue le point de départ d’une

—
o~

—
[l

(IV.1)

>l
=
I

approche de la représentation des systemes de référence qui commence seulement a émerger . ..
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S (t-to)

vitesse

N\
A\
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SEISME

position

.

/ to tem ps

FIG. IV.1: Signal physique et mesuré de la position d’un point : vitesse discon-
tinue

S’ (t) est continue et dérivable, 8 est la distribution de Dirac nulle en tout point
de IR sauf en 0 ou elle est infinie. Son intégrale sur R est égale a 1. dx] est une
fonction saut correspondant a un décrochement non linéaire dans la position
du point intervenant en un nombre fini d’instants ¢;(1 < i < N).

Au lieu de la formulation (IV.1), on peut aussi avoir recours a une formula-
tion en tout point continue, comme par exemple (IV.2).

o 1 1 fe—&\"
3 E x5 — —= ==
s(t)+i:1dx,.1\/2_nexp< 2( . ) )
t

/ V(u).du

0

—
o~

-
[l

(IV.2)

hao
[

Le parametre T s’apparente a un temps de relaxation (figure IV.2). La phy-
sique de la surface terrestre est relativement simple en 1'état actuel de nos
connaissances. Si on élimine les variations périodiques de positions (marées,
surcharges, etc ... ) et qu’on suppose les moyennes de ces effets nulles (si ce
n'est pas le cas, il suffit d'incorporer ces moyennes non nulles dans I'effet per-
manent), le terme principal de 3 (¢) est un terme constant. Ce terme trouve son
origine dans la tectonique des plaques pour le mouvement horizontal, et dans
des réponses élastiques de la Terre a des effets de charge (rebond post-glaciaire,
) pour le mouvement vertical. Par ailleurs, de brusques accélérations ou des
termes de Dirac peuvent survenir lors d’événements catastrophiques comme
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FIG. IV.2: Signal physique et mesuré de la position d’un point : vitesse continue
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des séismes (cf. figures IV.1 et IV.2), ou d’incidents non documentés au niveau
de l'équipement de la station (par exemple, des déplacements d’antennes). En-
fin, a I'issue de tels événements catastrophiques, la valeur de la vitesse de dé-
placement peut elle-méme changer.

Ceci étant, restreindre le mouvement des points aux seuls mouvements tec-
toniques et donc considérer que V est constante presque partout ou par inter-
valles, est une approximation qui, selon les cas, peut étre abusive.

Un moyen de s’affranchir de ce type de restrictions est de travailler sur
I’échantillonnage de l'information. Une fois la physique du phénomene mo-
délisée, il convient de passer a la mesure. A moins d’étre capable de me-
surer la déformation de la Terre en continu (on y tend avec des techniques
comme GPS), on ne peut se contenter que d'un nombre discret de mesures
[T, 0 < k < n,T constante]. Ces mesures ne sont pas directement des me-
sures de positions de sorte que les ensembles

{{?(kT), 0<k<n) (1)
{X(0), V(0 (2)

/N

(IV.3)

sont équivalents lorsque V estune constante, aux décrochements pres. Néan-
moins, dés que v(t) n‘est plus constante dans le temps, la série temporelle
(IV.3-1) contient davantage d’informations que (IV.3-2). On comprend deés lors
que la modélisation physique que 1’on adopte est un élément essentiel dans la
réalisation du systeme terrestre.

Quoiqu'’il arrive, le couple de relations (IV.2) ou (IV.3) impose de construire
une transformation entre repéres dans le temps. Soient deux jeux de coordon-
nées d'un méme point physique exprimés dans deux reperes instantanés dif-
férents R et R’. On passe de R a R’ par la combinaison d"un changement d’ori-
gine, d’une homothétie et de trois rotations (isométrie)

T(t,t): R(E) = ()
X(t) » X()=T+MmX() (v4)

Considérons a présent que 1'on dispose d'une série temporelle de X a des
instants successifs (X—)l, . ,)?,t) et la série adjointe (X, ... , X} ). D’apres ce que
I’on vient de construire, il existe une série temporelle de transformations T; =
T(t;,t;) quia tout)_(? fait correspondre )_(f

Dans I'hypothese restrictive ot la vitesse du point est constante, alors la
famille (T3)ig(1,... ) est générée par les parametres de transformation a deux
instants distincts. Ceci s’exprime aussi par les parametres de transformation a
un instant donné et des dérivées de ces parametres. C’est cette modélisation
qui est adoptée pour 'ITRF (Boucher et al., 1998).

Dans le cas général, dire que ?(t) et ?(t) sont dans le méme systeme de
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référence signifie que

X' (6) = X (¢) soit { ?fl_g)

Supposons que cette propriété soit vraie pour tout £. Dans ce cas, par déri-
vation, V'(t) = V (¢).Or

W(t) = _I:>+ém?(t)+m?(t)+wt7(t)
= ?+ém?(t)+em?(t)+7(t) )

Par conséquent, pour que les séries temporelles (? (t))

te ot <?(t))tem

Loz : - = .
réalisent un méme systéme de référence, il faut que T =0 ,E=0etR =0.
De ce fait,

VEER, T(t)= 0, 8R(t) = I3
N ou bien
Vte R, ()_(’(t),x'(t)) e R()? & TH)=10 2o T
Vie R, é.(t) =0 et EER((O)) ; L
R(t) = 0

Tout ceci montre que si la modélisation physique est un parametre impor-
tant pour I’expression du probleéme, 1'échantillonnage de la mesure est crucial
pour sa résolution.

Un dernier mot sur le contexte physique de la réalisation de systeme ter-
restre. Nous avons étudié la modélisation physique et I’échantillonnage de la
coordonnée. Il ne reste plus qu’a s’intéresser a sa mesure. Dans le cas d"une me-
sure, il convient de compléter le signal physique (IV.2) ou (IV.3) par un terme
d’erreur de nature aléatoire (%) :

<
[

N
O+ Fi)+ ) s
i=1 :

/0 "V

Ainsi construit, V(t) est un processus stochastique (Papoulis, 1991). Sui-
vant la nature statistique de la variable aléatoire _Ef(t), il sera possible ou non
d’estimer ?(t) et V(t) en connaissant ?(t) et \_/')(t) en un nombre fini de
points.

>
Fa
a0
1

Une série temporelle de n mesures correspond a une série temporelle d’une
~ réalisation de n variables aléatoires distinctes. Plus précisément, si on considere
" a variable aléatoire X(to) pour £y fixé, une réalisation de cette variable sera

paramétrée par £ et notée X(to, £). Cette notation est empruntée a A. Papoulis
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(Papoulis, 1991). Toute estimation de IE(X (o)) repose sur un échantillon de
cette variable aléatoire soit £} = {X(to, &1),...,X(to, &)}

Par conséquent, pour déduire une information sur X(¢y), il faudrait, sans
autre hypothese, disposer d'un échantillon de réalisations de cette variable
aléatoire de la forme &} . Ainsi, un estimateur sans biais de la moyenne de

X(to) appuyé sur £ serait

—— n

EX (&) = X(to, & V.6
(X(t0)) ng (t0, &) (IV.6)
Dans une série temporelle, on ne dispose pas de plusieurs tirages a ¢
constant mais de tirages uniques de plusieurs variables aléatoires a t variable
e = {X(t,8),... , X(tn, €1)}. Cette situation est tres différente de la précé-
dente et nécessite, pour inférer de £ un comportement de X(t), de s’appuyer
sur des hypotheses relatives au bruit de mesure. Ces hypotheses visent a ajou-
ter une redondance qui, en I’état, n’existe pas. La redondance est la clé de toute
estimation.
En premier liey, le processus stochastique, pour étre sujet a estimation, doit
étre un processus stationnaire. Un processus stochastique est stationnaire si sa
moyenne est indépendante du temps en tout point, soit 3

EX(t) =n (Iv.7)

Cette seule propriété n’est pas suffisante pour construire un estimateur sur la
base d’un échantillon de la forme €". Pour cela, il faut compléter la propriété
précédente par une propriété d’ergodicité du processus.

On définit ng par

1 [T
= o /_ X(tyar (IV8)

En vertu de I'équation (IV.7), [E(n7) = m. Soit o7 l'écart type associé a la
variable aléatoire 7. On dit que le processus X(t) est ergodique lorsque
lim o7 = 0 (Papoulis, 1991).

T—o0

Avec une telle propriété, on en déduit que lorsque n — oo, £" devient repré-
sentatif de la distribution de la variable aléatoire X (¢) et permet donc d’accéder
aux propriétés statistiques du processus stochastique.

Que déduire de ce propos pour les séries temporelles de coordonnées ?

— Tout d"abord, on ne peut pas s’intéresser aux réalisations seules (i. e. les
coordonnées mesurées successives), dans le sens ot il s’agit de mesures

_30On distingue plusieurs classes de stationnarité; stationnarité stricte qui stipule que la statis-
tique de X(¢) est invariante a un changement d’origine des temps ; stationnarité faible ot I'auto-
corrélation du processus ne dépend que de la différence de date (pour une discussion compléte,
on se reportera a (Papoulis, 1991) par exemple).
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sujettes a erreur de mesure. Le processus stochastique sous-jacent doit
étre envisagé dans son intégralité.

— Ensuite, il faut extraire des mesures des sous-processus vérifiant les pro-
priétés de stationnarité et d’ergodicité déja évoquées, si I'on veut tra-
vailler a I’aide d"une seule série temporelle de données. Par exemple, pos-
tuler I'existence d"une vitesse constante entre pleinement dans ce schéma.

— Pour finir, supposons qu‘au lieu d’une réalisation d’un processus sto-
chastique par date, on dispose de plusieurs réalisations. Dans ce cas, on
peut accéder a une connaissance meilleure, au sens statistique, du pro-
cessus a chaque date. Or c’est précisément ce qui se produit lorsqu’on
dispose de plusieurs systémes de mesure opérant en parallele, comme
par exemple DORIS, GPS, la télémétrie laser sur satellite ou l'interféro-
métrie a tres longue base. On observe alors l'intérét de disposer de lots
de données obtenues indépendamment : non seulement une meilleure
connaissance des phénomenes est accessible, mais aussi le nombre d’hy-
potheses a pratiquer en vue de I'analyse de ces phénomenes est restreint
d’autant. Dans 1’absolu, sans hypothese de stationnarité et d’ergodicité,
une série temporelle de données n’apporte que fort peu de choses; des
séries paralleles ouvrent des perspectives qu’interdit une série unique.

1.2. Le systeme d’axes de Tisserand

1.2.1. Introduction

Le concept de systeme de référence terrestre est intimement lié a la mesure
des parametres d’orientation de la Terre. Néanmoins, comme la Terre est un
solide déformable, la détermination de sa rotation devient clairement un pro-
bleme implicite et dépendant du temps : il n’est plus possible de définir un axe
de rotation instantané d’un point de vue statique et a partir de considérations
purement géométriques. Le probleme de la définition d’un axe de rotation ins-
tantané ainsi que du systéme de référence sous-jacent a été envisagé depuis
bien longtemps : (Laplace, 1812) et (Liouville, 1859) par exemple, ont étudié
les équations différentielles de la rotation d'un corps quelconque par rapport
a un axe de référence fixe. Lagrange a observé qu'il était possible d’identifier,
dans le systeme d’équations précédent, I'énergie cinétique du corps considéré :
cela constituait le premier pas vers une définition intrinseque de la rotation
de la Terre et du systeme terrestre tandis qu’aucun systéme de coordonnées
n’était utilisé dans cette formalisation. Parmi d’autres, F.F. Tisserand (Tisse-
rand, 1891) étudia attentivement le probleme et nota que la rotation pouvait

~étre définie avec une sorte de condition « d’absence de courant » pour un corps
~ déformable. Cette condition est aujourd’hui connue sous le nom de « condi-
tion de Tisserand ». Cette condition présente I'intérét d'étre applicable a partir
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de la connaissance des déformations de la Terre en surface. Il est bien évident
qu’il existe d’autres conditions, physiquement aussi valables, mais générale-
ment moins aisées a appliquer. C'est cette double caractéristique de pertinence
physique et d’applicabilité numérique qui a justifié I'intérét porté a cette mé-
thode dans un passé récent : en effet, la géodésie spatiale est en mesure d’éla-
borer un champ de déformations de la surface terrestre et cette capacité rend
nécessaire I'introduction d’une contrainte d’évolution temporelle de la crotte
terrestre. Dans la littérature récente, (Munck et Macdonald, 1975; Moritz et
Mueller, 1987) évoquent les conditions de Tisserand comme méthode de dis-
crimination de la rotation de la Terre et du systeme terrestre. Plus récemment,
les axes de Tisserand ont été présentés comme une méthode « plutot tentante »
pour la définition des systemes terrestres (Boucher et Feissel, 1983b; Boucher,
1988).

Il existe naturellement d’autres méthodes pour imposer des conditions de
non-rotation. On notera avec intérét la méthode proposée par (Solomon et
Sleep, 1974) et reprise pour la construction des modeles de plaques tectoniques
AMO2 (Minster et al., 1974) et NNR-NUVEL1 (Argus et Gordon, 1991). Si l'im-
plémentation de cette condition, étudiée a la fin de ce paragraphe, semble origi-
nale, les considérations physiques originelles demeurent identiques aux condi-
tions de Tisserand.

On peut également étre conduit a définir d’autres systemes que le systeme
de Tisserand. Par exemple, dans ses travaux, H. Drewes définit le systéeme de
référence de travail par [, Vdr = 0.

Cette condition est une condition nécessaire vérifiée par le systeéme de Tis-
serand, comme on le verra au paragraphe suivant (équation IV.17). Elle est uti-
lisée dans un certain nombre des écrits de cet auteur (Drewes, 1996; Drewes,
1998) et modifiée en min( f, Vzdr) dans (Drewes, 1998). Cette derniere condi-
tion est précisément la condition de Tisserand. En outre, la vitesse V’ utilisée
dans les intégrales précédentes est, dans ces travaux, une vitesse régularisée
des déformations locales d’origine géophysique autres que tectonique.

Les axes de Tisserand ne constituent nullement I'unique méthode pour dé-
finir I’évolution temporelle d'un systeme de référence terrestre. D’autres défi-
nitions de systemes globaux existent dans la littérature. Ainsi, le modele HS2-
NUVELT1 (Gripp et Gordon, 1990) est construit a partir de la théorie des « points
chauds », lesquels sont considérés fixes dans le temps. Le systéme de référence
en question leur est attaché.

1.2.2. Présentation mécanique

“On consideére deux reperes, Ro et R : Rg est en translation et rotation par
rapport a R. Au point physique M, la loi de composition des positions-vitesses
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s’écrit (R repere inertiel) :

-
ﬁ = Ry + 7
S~~~ S~ N~~~
dans R origine de Rg dans R~ vecteur position de M dans Ro

7 = Vs 'S 7 4

o AT

N N ~—~— o
dans R vitesse de l'origine de Rg dans R~ Vitesse de M dans Rg  rotation de Ro/R

(IV.9)

Supposons que Ry est attaché a un corps € (ensemble de points de masse non

nulle) de densité p(r). On définit dans R le moment cinétique de € par rapport

a l'origine de Rg par
ﬁf}z = / p(rT A Vdr
e
et dans Rg par

ﬁmo = p(r)? A Udr
e

En développant ﬁ{k en accord avec I'équation (IV.9), ona:
ﬁm = </ p(r)?dr) A Vo + H)gzo +JE)*
&
ou J est appelé tenseur d’inertie et implicitement défini par
J @ = / p(NT A (T AT)dr
e
On définit a présent la quantité de mouvement de € dans Rg
Pa = | o) Tdr
e
L'énergie cinétique de € dans le systéme R s’écrit
1 2
T=- / p(rjvedr
2 Je

En vertu des relations (IV.9), T' s’écrit formellement

T=T(V, Vo, @ K, Rot)

(IV.10)

(IV.11)

(IV.12)

(IvV.13)

(IV.14)

(IV.15)

Néanmoins, le systéme mécanique C d’énergie cinétique 7' possede six liaisons

holonomes liées a la définition du systeme de référence R. De sorte que si on
applique un principe variationnel a 7' (Goldstein, 1964; Boucher, 1988), 1’ex-

. . . -
pression des liaisons sera traduite par exemple par§ R = 0

découle que

P {6):5?0-{-5—):)

T =8V +T+0BAT + BAST
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et donc

8T = /p(r)?.&?dr

= P, 0Vo— Hz, 86 + Pa,.(T ASRo)
SVO, 8?0 et dw étant arbitraires, finalement

ST:O@{ gz:

En conséquence, définir un systeme tel que I'énergie cinétique du corps € dans
ce systérge soit miningle revient a imposer les deux conditions vectorielles
®o = 0 et Hg, = 0. P g, et H 3, ne sont pas colinéaires donc le systeme
Ro déduit de (IV.17) est parfaitement défini a 1’aide des relations (Iv.10).
Enfin, les conditions (IV.17) définissent I’axe instantané de rotation du corps
€ : si on écrit le moment cinétique du corps € dans R et en supposant que les
origines des deux reperes sont confondues (i.e. Vo = 0),ona

(1V.17)

|
ol o)

He=Jd70 (IV.18)

dans le systéme d’énergie minimale. Cette derniere propriété permet de définir
le systéme de coordonnées instantané dans lequel le tenseur  est diagonal.
Le systeme d’axe défini par les conditions (IV.17) est appelé systéme d’axes

de Tisserand (Munck et Macdonald, 1975; Moritz et Mueller, 1987; Boucher,
1988).

1.2.3. Mise en ceuvre des conditions de Tisserand

L'équation (IV.18) définit le systéeme Ry par rapport au systéeme R, le sys-
teme Ry étant attaché a un corps déformable (J, tenseur d’inertie, fonction du
temps) et en rotation instantanée @ .

Un modele de la Terre couramment envisagé est celui d’une lithosphere dé-
coupée en plaques rigides d’extension connue. Ces plaques « flottent » sur le
manteau dans un mouvement de rotation uniforme. Ce mouvement est dis-
socié de la rotation instantanée . Le modele proposé par (Solomon et Sleep,
1974) est compatible avec le modele de Terre évoqué ci-dessus.

Supposons que la surface terrestre soit composée de (g + 1) plaques de

vitesse angulaire E’,, dans Ro (0 < p < q). J, est le tenseur d’inertie de la
plaque p, soit explcitement :

J, W, = / PN T A(Tp A TF)dr (IV.19)
plaque p

" Par définition, si Rq est le systeme d’axes de Tisserand, alors
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q
Hz=Y 0, @,=10 (IV.20)
p=0

J) est de nature diverse selon que 1'on prend un modele de plaques d’épais-
seur nulle (dans ce cas J,, est issue d’une intégrale de surface), non nulle mais
constante, ou bien d’épaisseur variable.

Supposons que I'on dispose des vitesses relatives des plaques par rapport a
une plaque de référence comme c’est le cas dans le modele de plaques NUVEL-
1 (DeMets et al., 1990). La plaque de référence est indicée 0 et la vitesse relative
de la plaque p s’écrit

Wpo = @, — @ (IvV.21)
Par conséquent, la condition (IV.20) s’écrira
_)
S dp(@po+ Bo) = 0 (IV.22)
D
soit
Y W= J, @0 (IV.23)
p p

Dans I'hypothese d’une Terre sphérique et de densité surfacique de masse uni-
taire,

/?A(aA?)erS_“
; 3

Par conséquent, dans ce modele,
8
ZJP x ?n s r=1
p
et donc de (IV.23), on déduit :

3
@o = .= ;Jp @ o (1V.24)

Ainsi, les modeles de plaques NNR-NUVEL-1 (Argus et Gordon, 1991) et
NNR-NUVELIA (DeMets et al., 1994) sont explicitement exprimés dans le sys-
teme de Tisserand. D"autres formes de mise en ceuvre peuvent étre envisagées
comme l'application directe de la condition 7' minimale (équation 1V.15). En
particulier, supposons que I’on dispose d’'un réseau de points répartis a la sur-
face de la Terre, auquel on associe une structure en éléments finis. A chaque

_point du réseau correspond un couple (?i,Ssi) ol VL- est une vitesse carté-
_sienne exprimée dans un référentiel quelconque et 8s; est la surface de 1'élé-
ment de surface associé au point considéré.

110



§1. CINEMATIQUE DES SYSTEMES TERRESTRES

D’une maniére générale, I'énergie cinétique de la croiite terrestre est don-
née, dans le repére terrestre quelconque associé aux vitesses U par

_1 2
L= 3 //(e) p(c) v (0)*do (IV.25)

On note 6 les parametres de la transformation permettant de passer du sys-
téme de référence réalisé par le champ de vitesses U au systéme de Tisserand.
Trouver 6 revient a minimiser en 0 la quantité

£(0) = % / /( ) 0(0) 7 (0, 8)%do (IV.26)

Si on suppose p constante, alors p = & ou S est la surface totale de la Terre.
Au lieu d’'un champ de vitesse continu, on dispose d"un champ de vitesses dis-
cret (Vq,... ,vn). On note (V’g, ..., V1) les vitesses correspondantes dans
le systeme de Tisserand. Il s’agit donc de discrétiser 1’énergie cinétique (IV.26).
L'équation qui lie V{ a Vi est de la forme

VEiVi= \Jo.Vi—AB

1 0 0 X 0 V43 —Yi
Ai = \/8?; 0 10 Y. —Z2i 0 Xi (IV.27)
0 01 2z yi —x 0

, . . . T
o= (T. 7, 7. i ¢ v o)
L'énergie discrétisée s’écrira

L(e) — %le VITV/
Si

\/8?17’1 (IV.28)

VT =

Nl

Une solution possible de ce probleme est d’assimiler le probléme d’estima-
tion (IV.27) a un probleme classique de moindres carrés V0s; 7,- = A;0, ou
6 est l'inconnue. Il convient néanmoins de pondérer l'information apportée
par les 7,— en raison inverse de leur variance. Soit Z la variance du vecteur
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T
(V{ . V,f) , alors un estimateur de 0 sera
6= (AT=14)ATE- 1V
Ay
A= :
' V.29
A, (Iv.29)
vV 881?1
V=
\/ess,lV,l

Il est clair que O n’est pas unique et résulte d’un choix, en particulier en matiere
de pondération. La technique du maximum de vraisemblance pourrait étre ap-
pliquée mais, d'une part elle conduit a des expressions non simplifiables avec
les densités de probabilités usuelles, et d’autre part elle résulte, elle aussi, de
postulats (densité de probabilité pour les observations et maximum de vra<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>