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SUR LA REGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES
ET LA RECHERCHE DES FORMES NORMALES AU VOISINAGE DE L"EQUILIBRE

DANS LES SYSTEMES HAMILTONIENS

L .

INTRODUCTION
—_— . UN

Cette thése comprend deux parties,

La premiére, dirigée par le Professeur Nahon, étudie la réqularisa-
tion des collisions doubles dans un champ de forces central U = M/r({

Pour le cas newtonien, a@ = 1, on connaft deux méthodes de réqulari-
sation : 1a régularisation analytique de Sundman et la régularisation
géométrique au sens d'Easton. Elles sont équivalentes. Or elles ne le sont
pas dans le cas d'un systéme différentiel de deux équations du premier ordre
possédant une singularité & 1l'origine. Mac Gehee a proposé de les comparer
dans le cas du champ de forces central,

Soit Y = 2/(a+2) ; 1le résultat principal est que la méthode de
Sundman est applicable pour Y = p/q, 0 < p < 4. P premier avec q, et g impair.
La méthode d'Easton n'est applicable que pour o < 2, lorsque :

p/q = n/(2n - 1)
Dans ce cas, les deux réqularisations sont possibles et interprétables comme
une régularisation par réflexion pour n pair et par transmission pour

n impair,



Elles sont d'ailleurs équivalentes & une troisieéme méthode, la
transformation de Levi-Civita.

La deuxieéme partie, dirigée par Monsieur Marchal, étudie la forme
normale de Birkhoff au voisinage d'une position d'équilibre ou d'une solution
périodique. Elle est inspirée par l'appendice 7 du livre d'Arnold, "Méthodes
mathématiques de 1la Mécanique Classique". Considérons le voisinage d'une
position d'équilibre dans le cas douteux, celui ol il y a stabilité linéaire
et soit :

H=H_+H_ + ...

le hamiltonien, avec :

fa ]
Il
o

I w.(p2. + g2.)
_ 3J & J & J
J=1

On appelle forme normale de Birkhoff de degré s un polyndme H_ de degré

S qui est en réalité un polyndme de degré s/2 des variables d'action :

p2. + g2,
G .
Jj 2

Si H se réduit a H_, le systéme est intégrable.

Pour H quelconque, le résultat principal est le suivant :

Si les fréquences ug ne vérifient aucune relation rationnelle
d'ordre = s, il existe un changement de variables canonique tel que H ne
différe de Hs que par des termes de degré supérieur.

Apres avoir établi ce théoréme suivant les indications d'Arnold,
nous en tirons les conséquences pour l'existence de quasi-intégrales au
sens de Monsieur Marchal, et la stabilité & 1'ordre s. Nous étudions ensuite
le cas ou les fréquences sont rationnellement dépendantes et nous mettons
en évidence deux cas particuliers ou l'on peut conclure sur la stabilité

a 1l'ordre s.



Dans le dernier chapitre, nous généralisons ces résultats au
voisinage d'une solution périodique. Il faut introduire la fréquence supplé-
mentaire wy = 21T/TO ou T, est la période de la solution périodique de

référence.



PLAN

PREMIERE PARTIE - REGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES DANS UN CHAMP DE

FORCES CENTRAL.

CHAPITRE I Rappel des résultats concernant les équations aux varia-
s 1

tions ; théorie de Floquet et théoréme de Hartman,

CHAPITRE II : Collision double du probléme plan des deux Corps en attraction
—sm e 1

non newtonienne.,

Nous généralisons 1le changement de variables de Mac Gehee

et nous étudions le flot dans l'espace :

o dr

V = F at

1+(a/2) 46
* at

pour a < 2, o =2, o < 2

wW =

CHAPITRE III : Les changements de variables de Mac Gehee et Siegel.
Nous définissons ces deux types de changement de varia-
bles ; nous appliquons celui de Siegel pour définir la
variété de collision double. La dimension de cette variété
est différente pour a < 2 et g > 2l
Nous donnons les premiers termes des développements en série

correspondants pour quelques valeurs de «.

CHAPITRE IV : Régularisation de la collision double duy probléme plan des
deux corps en attraction newtonienne.
Nous définissons 1la régularisation analytique de Sundman
et la régularisation géométrique d'Easton et nous établissons

le théoréme exposé dans 1'introduction.



APPENDICE 2
—ith

DEUXIEME PARTIE
——= TARTIE

CHAPITRE T 4
—_—n 1

CHAPITRE LT
—_—s 1T

échangent leurs Vitesses lorsqu'on Passe de t = _ o a

t =+ o,

* RECHERCHE DES FORMES NORMALES ay VOISINAGE DE L'EQUILIBRE

DANS LES SYSTEMES HAMILTONIENS.

Probléme ge la Stabilité,

Nous donnons la définition de 1a stabilité au  sens de

Liapounov et rappelons les Propriétés des changementg de

’

Position d'équilibre placée 3 l'origine,
Nous noug Plagons dang le cas Critique oy 1'équilibre est
linéairement Stable ; Soient wl, wz, *5i0rp wn les fréquencesg

qQui ne sont pas nécessairement toutes de méme Signe. Nous

démontrong le théoréme €xXposé dans l'introduction, dans

le cas oy ces fréquences sont rationnellement indépendantes.



CHAPITRE III : Voisinage d'une solution périodique.
Soit TO la période de cette solution et wy = 2(JL)/To la fré-

quence correspondante. Nous démontrons que dans le cas ou

les fréquences w , w

P eee, W sont rationnellement indé-
0 1 n

pendantes, on peut généraliser le théoréme du chapitre IT.
Nous examinons ensuite le cas ou il y a une ou deux relations

de résonance.,

~ N e oA A



PREMIERE PARTIE

REGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES

DANS UN CHAMP DE FORCES CENTRAL



CHAPITRE I
_— o Rn 1

EQUATIONS aux_varrarrons . [1]. {27, [3]

Soit un systéme de deux équations différentielles, qui détermine

o . -y = d_
(1.1) X = f(x,y,t) v g(x,y,t) (=9 = at ()
et soit une solution de ce systeme ¢(t) = (x(t),y(t)).

Pour étudier les solutions voisines, faisons le changement de fonc-
tions inconnues :
X = x(t) +¢ ¥ = yt) +
Par Substitution, en développant les seconds membres par 1la formule
de Taylor et compte tenu d'une réduction évidente, car les équations trans-
formées doivent étre vérifides pour £ = 0, n = 0, nous obtenons les deux

équations

20 T T S
E_ax€+3yn+%8x2€2+3x3y€n+'“

(1.2)

dans les dérivées partielles Successives, les variables x et Yy doivent &tre
remplacées par les expressions x(t),y(t) de 1a solution de départ.

Puisque 1'op considére des solutions voisines de la solution o(t),
c'est-a-dire Puisque les accroissements € et n sont petits, on peut faire une
étude approchée de ceg solutions en réduisant les équations (1.2) aux termes

linéaires -

P2, , ot
A AL

(1.3)
© _ dg
n £+ 2%,

]

Les équations (1.3), lindaires en &,n sont les équations aux varia-
tions dites aussj équations variationnelles oy équations linéarisées rela-

tives aux équations (1.1) et 1a solution ¢(t),



On remarque que les équations (1.3) peuvent dépendre explicitement
de 1la variable t, méme si les équations (1.1) n'en dépendent pas, par exemple

les équationg du premier ordre :

. o il
= 2 4 = —
X X J; X o=

admettent Teéspectivement les solutions x = tgt, x =/% et les équations aux
variationsg Correspondantes sont

£ = 2Begh E=-5

En résumé
%

Les équations (1.3) forment un systeme linéaire dont le coer-

’

ficients dépendent de t, fondamenta) pour 1'étude du vVoisinage
de la solution particuliére ¢ (t) et pour 1'étude de g3 stabi-

lité. pe nombreuses é&tudes ont été faites Sur ce sujet (Lia-

pounov, Floquet, Poincaré [1]).

dont x(t) est une solution particuliére i alors les équations aux variations

associées & x(t) sont

. g, qox, i=1,.0u., n
() T = [q}; j=1,.0

Y

Ou sous une forme matricielle .

(%) £

]

ME

Propriétés générales -
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2°) La matrice $(t) formée par les n solutions particuliéres ¢l, ¢2,...,

¢nest appelée matrice résolvante : & = (¢1, ...,(bn). Pour t =0, ®(0) =1
et en plus & = M®, ces deux propriétés caractérisent la matrice ¢ et 1l'on a
alors :

E = ®€O

3°) Une solution particuliére des équations aux variations est dx/dt,
et plus généralement si cette solution dépend d'un paramétre U : dx/dU est

solution des équations aux variations.

a) Voisinage d'une solution d'équilibre x = X

Les équations aux variations (Z) sont alors des équations linéaires
a coefficients constants :

() £ ME

I

\ . . tM
M est une matrice constante donc & = etM£O d'od la matrice résolvante & = e

->
et 1'étude de la stabilité se fait par la réduction de M. Si u est un vecteur
>
propre de M associé a la valeur propre A alors u est vecteur propre de $(t)

is A P
associé a la valeur propre e t. Les A s'appellent exposants caractéristiques.

b) Voisinage d'une solution périodique (Théorie de Floguet) !ll :

Supposons que la solution x(t) soit périodique, de période T, les
équations () sont alors des équations linéaires & coefficients périodiques.
Pour intégrer (%) il faut faire appel a la théorie de Floquet :

Soit ¢ = (¢1, eReTerr ¢n) la matrice résolvante telle que

£ = 9, $(0) =1 & = Mo
On constate que ¢(t + T) = ¢ (t)P(T) car les deux membres sont égaux pour
t = 0 et satisfont & & = M.
®(T) étant une matrice réguliére, il existe une matrice constante
BT

-B . ,
B telle que ¢(T) = e ; posons m = d(t)e T alors T est une matrice pério-

dique de période T :
tB



1

La réduction de B conduit 3 1a conclusion suivante :

' . At N
Il existe une base de solutions de (L) de la forme e P(t) ou
P est un polyndme en t ge degré strictement inférieur 3
l'ordre de multiplicité de A et dont les coefficients sont des

fonctions périodiques de t.

La solution générale est une combinaison lindaire de ces solu-

tions. Les A sont appelés exposants caractéristiques.

Une remargue :

En fait, ce qui joue un réle important ce n'est pas B mais la
matrice ¢ (T) dite monodromique dont les valeurs propres sont
At .

H = e ", Donc M = Logu, par consequent les exposants carac-

->
téristiques sont définis module 2Ti/T a chaque couple (U ,u)

_* —> . . . N\
tel que ¢ (7)y = Hua, al correspond une solution particuliere
de (Z) qui vérifie E(t + 7) = HEt). Elle est telle qu'il
>

existe une fonction T-périodique P(t) (telle que P(0) = u) et

un réel A\ (e)\t = M) tels que &(t) = eAtP(t).

Théoréme de Liapounov :

Soit le sytéme différentiel (S) : x = f(x) ou x ¢ R" et (%)
é = ME&est le systéme d'équations aux variations associé i
(S) ou M est calculée 1le long d'une solution d'équilibre x

placée 4 1'origine 0,

Soient Al' ey An les valeurs propres de M. Posons

A= sup R (X))
3 {1I'ln} € J
alors

A >0 le systéme (S) est exponentiellement instable ;

A< 0 le systéme (S) a une stabilité "asymptotique" (et méme

exponentielle) .

Pour A = 0 (cas critique) la stabilité dépend des termes d'ordre supérieur.
Le théoréme suivant, dit ge Hartman, donne la version 1a plus moderne du théoréme de Liapounov :
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Théoréme de Hartman :

Soit le systeme ; = f(x) = Mx + g(x) ou xéTF\n, M est une ma-
trice réelle dont les valeurs propres sont Al' ey An' g(x)
est un vecteur de dimension n aux composantes réelles contin{i-
ment différentiables au voisinage de l'origine O et tel que
g(o) =0, (ag/ax);zo = 0.

Si V‘k € {1;:..,n} R, A, # 0, il existe alors un homéomor-

k

phisme x = u(f) dans un voisinage de § = 0 tel que les systé-

mes x = f(x) et d&dt = Mg soient équivalents.
Ce théoréme est démontré par Siegel (6], lorsque celui-ci démontre le théo-
réme de Liapounov.

Dans le cas de valeurs propres réelles, le théoréme de Hartman

s'applique aun systéme:

dx, /dt Aox. + £.(x )
i i%i i

(Z)

]

dy./dt = - A.y. + g.(x,y)
Yj jyj gj Y
i €{1,...,k} 1la matrice M a k valeurs propres positives

j€é{k+1,...,n} la matrice M a (n-k) valeurs propres négatives.

At
Ce systéme admet des solutions du type & = cle)\1t + <:2e>\2t + eaa F c.e n H
1'équation x = u(§) donne alors les solutions pour x. Le systéme (XZ) admet
des solutions asymptotiques.

C'est Poincaré qui a introduit la notion de solutions asymptotiques
découlant de celle d'exposants caractéristiques. Ces derniers, en effet, ser-
vent a l'étude de la stabilité de solutions voisines d'une solution périodi-
que et a connaltre celles qui s'en éloignent ou s'en approchent quand
t > oo,

Lorsque les parties réelles des exposants A sont positives, les ex-

’ t . . . . ‘
pressions du type ex qul apparaissent dans les solutions des équations aux
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variations tendent vers zéro lorsque t tend vers - ®, ce sont ces solutions
que 1l'on appelle asymptotiques (il y a stabilité dans le passé).

Ainsi, dans le cas du systéme (XZ), Siegel montre qu'il y a deux familles
de solutions, les unes asymptotiques a 1la position Qd'équilibre lorsque t
tend vers + o (i) Y a stabilité dans le futur), les autres lorsque t tend
Vers - «, suivant le nombre de valeurs propres positives ou négatives.

Probléme :

Considérons un systéme différentiel quelconque :

¢ n
(8) : x = X(x) ; X € R
soit x une solution d'équilibre de (S) placée a 1l'origine O
et =

s B = : = .

(Z) : & = mg M = (9x./ X
le systeme d'équations aux variations associé.
Trouver pour le systéme différentiel complet (S) une famille

de solutions qui tendent vers O (solution d'équilibre) lorsque

t »> - ©,
Supposons que PP\ soient k valeurs ropres distinctes de M et aient

toutes leur partie réelle strictement positive.

- At
gl = gl(O)e
= Aat
(1.4) €2 = EZ(O)e
. Akt
g€ e = €k(0)e
On constate que Ei > 0 lorsque t + - o ; j = Ly o wenkie
Si 1l'on pose dans (1.4) Ei(O) = a,» on obtient une famille & k parametres
ul,...,uk tels que : .
= fixi =a e k
Ul ale 7 eeey uk i

et la solution compléte s'écrit :
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X, =f (ul, ces, u, )

(1.5)

X s e e

]

Y fn(ul, SO0 uk)

ou les fi sont des séries entiéres tendant vers 0 lorsque t + - o,
Exemple : considérons le mouvement

(1.6) X =x + x2

c'est un systéme lagrangien oy .

(1.7) MR =4 a2 ga sl

Posons : % = Yr le systéme (1.6) prend la forme générale X = X(x)
(1.8) X =y Yy = x + x2

c'est un systéme hamiltonien oy -

(1.9) H=1 y2 -

x2 - = x3, X et y sont conjuguées

Les positions d'équilibre de (1.8) :

Elles satisfont le Systéme : % = 0 ot Y =0 d'oy i1 existe deux po-
Sitions d'équilibre 0(0,0) et a(-1,0).

La nature dge 0(0,0)

Le systéme linéarisé associé a (1.8) en (0,0) s'écrit -
(1.10) £ =n n=g¢g
d'ol 1la matrice M(f é) qui admet deux valeurs propres réelles de signes op-
posés Al = -1, AZ = 1 et le point 0 est par conséquent un col, donc insta-
ble.

En effet, 1le Systéme linéarisé (1.10) admet deux solutions de 13

forme
—t
(1.11) (g = aet,n = aet) et (& = ae M = —ae)
et le graphe ay Volsinage du point o consiste en deux droites n = * £ dans

le plan (x,v), on voit sur la fiqure que I2 et I4 sont stables et Il' I3 sont

instables d'oy 1'instabilité ge Q@L



15

\ 7’
Yo y
g K i Ly
£ a2 -0
<
£
6") =0 N I‘{
' N
/-13 N

La nature de A(-1,0) :

En ce point, la matrice M du systéme linéaire

" [?1 clJ

et elle admet deux valeurs propres imaginaires pures Xl = -i, A

devient

5 = 1i, et le

point A est par conséquent un centre, donc stable.

En effet, le systéme linéarisé a comme solution (¢ = a cos t,

N =asin t), donc si l'on met un point au voisinage de A, alors il va dé-

crire un cercle autour de A d'ol la stabilité de A pour 1l'étude linéarisée.

v f

7N
’/;\z )
N> '

Etude générale : Revenons a 1'équation du mouvement et écrivons & 1'aide de

(1.9) 1l'intégrale de l'énergie H = h, soit :

(1.12) N S

+
2 2 3 h

Nous allons étudier les courbes pour les différentes valeurs de h.

Cas du col 0(0,0) : On a x = y

0, donc h = 0 d'ou la courbe d'équation :



les équationg du premier ordre :

X = x2 + 1 =L
2x
admettent Tespectivement les solutions x = tgt, x =/% et les équations aux
variationsg correspondantes sont
£=ogtqe  fo_E
2t

En résumé -
Les équations (1.3) férment un systeéme linéaire dont le coer-
ficients dépendent de t, fondamental bour 1'étude du Voisinage

de 1la solution particuliére d(t) et pour 1l'étude de sa stabi-

lité. pe Nombreuses &tudes ont été fajitesg Sur ce sujet (Lia-

pounov, Floquet, Poincaré [l]).

dont x(t) est une solutijion particuliére ; alors les équations aux variations

associées 3 x(t) sont -

(Z) ﬁ: &} & =lp---t n
dt Ox . % J=1,..., n

Ou sous uyne forme matricielle s

7y £

]
&

Propriétés générales -




En général, on a

On constate l'existence des solutions périodiques lorsque
-1/6 < h < o,

La figure Suivante représente Jle flot du champ de vecteurs donné

par (1.8) dans 1'espace des phases (x,y).

¥

A

17
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Nous allons chercher les équations paramétriques des différentes branches :

3" Tg°

On a h = 0, donc Y2 = x2 + % x3 = g— (9 + 6x)

y = £3/9+ 6x
(+) pour les branches B1 et B2
(=) pour les branches B3 et B4

Cherchons donc 1'égquation paramétrique de x

a) Pour 1la branche B3 on a : - 3/2 < x <0, il est normal donc de poser
3 . 3 3 ..
X = - > sin2¢ d'ot y = - > sin2dcosd.
. do
O b = =
I Y X dt 2 Sind
donc : t = 2 logtg % ou tg % = et/2

par conséquent

t t
(1.13) X = - ———iﬁiq;—— y = - 6et ——l~——{?——
(1 +e7)2 (1 +e7)3

On trouve la méme expression pour la branche 82 et ceci se justifie parce que
sur la branche B3 : X > 0 lorsque t » - ®, et sur la branche B2 : X >0 lors-

que t > + oo

I
|

b) Pour les branches Bl et B on pose x 3 sh2u, on trouve -

4
t t
+
(1.4 X = __EQE____ y =t 6et —EE———l——
(e” - 1)2 (e” - 1)3
Sur la branche B1 on a : lim x = 0, lim x = o
t>—o0 t>0
et sur la branche B4 on a : lim x = 0, lim x = o

oo t>0

Utilisation de (1.5) pour 1la solution compléte -

Nous avons montré que les équations linéarisées (1.10) au voisinage
de la position d'équilibre 0(0,0) admettent deux solutions de 1la forme (1.11).

Posons : u = aet (lim u = Q)
t>—c0



d'ou la solution complete sera de la forme

X = f(u)
: of .
(1.15) y = %X = g 4 T f'(wu = g(u)
Y =g'(u)u = h(u)

f et g sont deux séries entiéres en u, pour les trouver on écrit -

f(u) = u + auz + bu3 + ..

donc : g(u) = u + 2au2 + 3bu3 + ods
et : h(u) = u + 4au2 + 9bu3 + ...
d'aprés (1.8) on a : h(u) = £ + f2, donc :

u + 4au? + 9bu3 + __, u+ (a+ 1)u2 + (b + 2a)us + .,
d'ou : a=1/3 , b=1/12 ¢ e

par conséquent

1 1
Su+ w2+ =y’
X=u+Ju o U
Yy =g + % 2 % ud ok L
(1.16)
u = ae

a > 0 pour la branche B3 i A < 0 pour la branche B1

Remarque : Pour les variétés instables 82 et B4 on prend comme paramétre

v = be_t

Changement de variable temporelle

a) Systéme Hamiltonien

Considérons un sytéme hamiltonien & n degrés de liberté :

> > -

(1.17) dp/dt = - BH/3Y , dl/at = H/3D
3 = { ), D = ( ) 1 ariables d'état
g = ql' e ooy qn r P = plp ss ey pn €S varila e .

On considére la matrice S dite symplectique et définie

n
I
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->
et on pose x = (S], d'ol le systéme (1.17) s'écrit sous la forme matri-
cielle

> -
(1.18) dx/dt = S grad H

Supposons que le hamiltonien ne contienne pas explicitement la variable
indépendante t (systeme conservatif) et considérons le niveau h d'énergie
> >
H(p,q) = h
Par changement temporel défini par

> >
MAT ; M = U(p,q,t)

(1.19) dt =
dx _  dx >
X
aT =U af =US grad H
- > >
Or : grad U(H - h) = (H - h)grad u + u grad(H - h)

mais pour les mouvements d'énergie hona H - h = 0 d'oy :
-> > -
H grad H = u grad(H - h) = gradu(H - h)
donc :
> > ->
dx/dT = S gradu(H - h) = S grad K

et 1'on peut énoncer

> > >
Par le changement temporel dt = udt ; U = u(p,q,t), les

(1.20) trajectoires d'énergie H = h du hamiltonien H deviennent

les trajectoires d'énergie K = 0 du hamiltonien K = H(H - h).

b) systéme Lagrangien

Considérons les équations de Lagrange [L] = O supposées conser-
->

>0
vatives, elles sont hamiltoniennes pour H = pg - L. Par le changement tem-

porel (1.19) les trajectoires d'énergie h deviennent les trajectoires

d'énergie nulle de K = u[H = H] = u{?é = i = h] = pq' - u(L + h) puisque
>

' = ug, or au hamiltonien K correspond le lagrangien

Q¥

->
L* = WL+ h) = u[L@q = 3'/w + R
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et l'on peut énoncer
Par le changement temporel dt = udT, les trajectoires
(1. 21) d'énergie h du Lagrangien L deviennent les trajectoires
d'énergie nulle du lagrangien
L* = u(L + h)
Ainsi, si : L = L2 + Ll + LO
alors : L* = u[Lz(q'l/u) tL(a/m) + Ly * hj
ou encore :
1

>
* = = ]
(1.22) L* = 2 L,(g") + Ly + H(L, + h)



CHAPITRE II

COLLISION DOUBLE DU PROBLEME PLAN DE DEUX CORPS

EN ATTRACTION NON NEWTONIENNE

On considére un systéme de deux corps en attraction non Newto-
nienne et pour simplifier 1'étude on place le centre de gravité de deux
corps a l'origine du plan du mouvement, le probléme se réduit donc au pro-
bléme d'un seul corps P(x,y) de masse égale a 1l'unité, attiré par
l'origine.

Soit U(r) la fonction de force

U(r) = r & ; a >0
(2.1)
3

<>
Y = lop[ = (x2 + y2)

d'ou les équations du mouvement :

b
]

0U/9x

(2.2}

ou/dy

I

|
Q
bt
=

5

On constate que l'origine est un point singulier du systéme réduit (2.2)

et d'apres (2.1) on a lim U(r) = ®. Nous dirons lorsque r »+ 0 qu'il y a
r>0

une singularité de collision double. Mac Gehee démontre [4] que la colli-

sion double est la seule singularité de la solution du systéme (2.2),

c'est-a-dire que la singularité de la solution de (2.2) est celle des

équations différentielles du mouvement.,
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Le systéme (2.2) est lagrangien avec :
(2.3) LGGYIRY) = 3 (%2 + p2) 4 40 pe>0 , () =4,
Nous allons considérer les coordonnées polaires -
X¥X=rcosf , y=rsgin 6

d'ou le Lagrangien (2,3) s'écrit

(2.4) L(r,8,r,0) =

|
N~

L ] [ ] —a K
(r2 + r282y 4 , ;>0
ou encore -

L(é,é,p,e) ezp(f)2 + éZ) + g PO ;o>

1]
N

(2.5)
o)

r =e

<+
Effectuons 1e changement temporel (1,19) avec u = rl (@/2) =

+ N dcri
Pl (a/2))' d'aprés (1.22) on écrit .

L* = e-p(1+a/2) e2p(p'2 ; 6'2J+ ep(1+a/2)(e—pa . h)
soit
L* = ep(l-a/Z)[ﬁ(p'2 +6'2) + 1 4 hepaj
| ity
(2.6) ()" =u() == ()

’

! h : 1'intégrale ge 1'énergie en variables (;,é,r,e).

Equations de Lagrange :

d OL*  Jr*

e (ap') 3 =0
(2.7)
d  JL* oL*
at (387 “ 55~ =0
dL*/3pt = ep(l—a/2)p,
aL*/361 = P1-a/2),,
gg* = (1 - %Jep(l—a/z)[}(p,z + 012y 4 4 hepa:]+ P (1-0a/2) hoeP%
dL*/36 = o

d'ou la premidre équation de (2.7) donne :

S?(eO(l—a/2>p.J = i = %)ep(l-a/2)(% P'2 + 1 9r2 4 1 4 heP%) haeP(1+0/2) _ 5



ou

or

(2.8)

po 00

(L = %)(% p'2 - 4 pr2 - g _ he™™) - hae +pPp" =0

Hp'2 + 9v2) = 1 4 heP® de l'intégrale de 1'énergie

donc la premidre équation de Lagrange s'écrit

(2.9)

p" = (1 - %)6'2 + haepa

la deuxiéme équation de (2.7) donne

d_oL*
CTT (ae') - O

d'ol 1'intégrale gy moment cinétique -

(2.10)

ep(l—a/z)e'

ue l'on peut écrire :
q p

(2.11) 6" = - (1 - %)p'@'
posons dans (2.,9) et (2.11) 6 = ot P' = v et éliminons h entre (2.8)
et (2.9), il vient :

w!' = - (1 —-%)vw

vl o= w? 4 %-vz = O

(2.12)

(2.13)

avec :

Le systéme (2.2) est équivalent 3 deux systémes séparés

1ar

= v
r dt

dw
dTt

l

I

|

[

I
N[R

]

dv v2
dTt 2

-
.
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Les intégrales premiéres de 1'énergie et du moment cinétique

s'écrivent successivement en variables r, v, w :

-Q
(2.14) h = 55_ (v2 + w2 - 2)
(2.15) c = r(l—a/z)w

Propriétés du systéme (2,13)

1°) Considérons la fonction A définie par :
=@

N = |c|® . |2n|1TY/2
en tenant compte des (2.14) et (2.15), elle s'écrit donc :
(2.16) A = Iw,a,vz + w2 - 2‘1_a/2
Nous allons montrer que A est intégrale premiére du systéme (2.13) :
En effet :

Q
logh = alog,w] + (1 = E)loglv2 + w2 - 2'

et la dérivée par rapport i T de deux membres donne :

A w' a 2vv' + 2ww!
ATy ta-3 V2 + w2 - 2

Q Qa
2(5 v3 + w3v - av - w2y + ) w2v)

1}

Qo Qo
TelmPvra-3) vZ o+ w2 - 2

0

[¢] Q
= (1 = 2)v + (1 - 2)v

donc dA/dat = 0, par conséquent A = constant.

2°)Pour @ = 2, le systéme (2.13) devient :
w' =0
v = v2 -2
3°) Pour h = 0 ce qui est équivalent d'aprés (2.14) & v2 + w2 = 2,

le systéme (2.13) devient :

dv Q 5 o
_— = = - + 2 - = 2 1 - =
3T 5 (2 w2) w Q w2( 2)

ce qui signifie que dv/dT a un signe constant, positif si a < 2 et négatif

si o > 2,



d'autre part, on a §' = w donc
gg =t (1-3) /2 v

©n peut donc intégrer et trouver :

v = V(0)
w = W(0)
6 = 0(T)

Variété de collision double :

Revenons a 1'intégrale de 1'énergie (2.14)

vZ + w2 - 2 = opy¢ ou v:i+ w2 -2 = 2hepa ; r = ep
On constate que vz + w2 - 2 *0 lorsque r + 0 (ou p +- ©) et de méme
vZ + w2 - 2 50 lorsque h + 0, par conséquent a 1la singularité (r + 0 ou

P > - ®) tout se passe comme si h = Q,

Considérons la fonction F=2-v2-y2, 3 1v'ide de (2.13) on
écrit
LT vl
== 2[(% vi + w2 - q)y - (1 - %)vwzj
= = 2(% V2 + w2 - - w2 o+ % w2)v
= - a(v2 + w2 - 2)y
= = QOFv
d'ou :
F(T) = F(0)e VAT
Ce qui signifie que F(T) = 0 ¥ T ssi F(0) = 0, par conséquent le cercle
d'équation w2 + y2 = 2 est invariant, d'ol la variété invariante de 1la
collision double :
(2.17) N = {(r,e,w,v) : r=20 et w? + v2 = 2}

Nous allons, dans la suite, nous borner 3 1'étude du flot du
champ de vecteurs définj par le systéme (2.13) seulement, en effet nous
avons vu que le systéme (2.13) ne contient ni r ni 6, une fois que

(2.13) est intégré le systéme (2.12) donne r(T) et 6(T).
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Dans le cas o0 h # 0 on peut se servir de l'intégrale (2.14)
pour déterminer r(T ). D'autre part, nous allons étudier les orbites du
systeéme (2.13) en étudiant l'intégrale premidre de ce systéme, & savoir

A donnée par (2.16).

Positions d'équilibre du systéme (2.13)

Elles vérifient simultandment les deux équations -

d'ol il existe quatre positions d'équilibre -

E : (w,v) = (0,-/2)

E' : (w,v) = (0,/3)

I

L : (w,v) = (~/a,0)

B ¢ ) = a0

= + . ’ s, o,
D'une part on constate que E et E sont situés sur la variété
N et d'autre part nous allons montrer que l'orbite de collision intersecte

- +
l'orbite h = 0 aux points E , E et qu'elle lui est tangente.

Les éguations aux variations :

Ce sont les équations linéarisées du systéme (2.13) au voisinage

de chacune des positions d'équilibre (w,v) :

d o Q
g (Sw) = (1 2)V(Sw (1 2)w(Sv
o Cv) = 2wéw + qvév
art
d'ol la matrice associée :
A== a,—
(1 Z)v (1 2)w a b
M = =

27



Nous allons donner les valeurs propres de M en chaque position d'équilibre

[«
(132
- = . = = g = -
M/E = ;A o= 2)/5 A, /2
0 - w2
Q 3
1420 o
a = . = - -_ g =
M/E = PoA (1 2)6 A, /2
(o /2
[o (1—%)/0?
M/L = ; )‘1 5 = * iV20(1-0/2) i=v/"1
-2/a 0
(04
(o -(1-5)Va
MLt = ;A , =t W2a(1-a/2)

1°) & £ 2 : (Le cas képlérien rentre dans ce cadre avec a = 1),
Soient W(u,v) et V(w,v) les seconds membres du systéme (2. 23)
. o T upt = ok
alors dans le plan (w,v) on obtient les positions d'équilibre E ,E L ,L
comme 1l'intersection des courbes d'équation -

W =20 : les axes des w et des v

2 2
V.= 0 : l'ellipse %* + %— = 1 dont le grand axe est

sur l'axe des v.
Pour le sens des fléches dans les différentes régions, il suffit de

constater que W > 0 dans les quadrants QII et QIV et que V > 0 3 1l'exté-

2 2
rieur de 1'ellipse g— + %— = 1. D'autre part, notons que h = 0 sur la va-

riété N et que h > 0 3 1'extérieur de N.
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A) h 2 0 (orbites paraboliques ou hyperboliques dans le cas képlérien ou

o= 1),

On distingue 2 cas :
Ce sont les

c'est-a-dire que le moment cinétique est nul.

a) w = 0,
On constate que des orbites

r®) de l'axe des v.

) - +
intervalles (-o,E J, [E

+ -—
partent de la collision en E et que d'autres aboutissent & 1la collision en E
b) w# 0 : les orbites viennent de 1'infini et partent pour 1'infini.

h < 0 (orbites elliptiques dans le cas képlérien)

B)
ou

C'est la région qui se trouve a 1'intérieur de la variété N,

toutes les solutions seront bornées.

d'ou la figure suivante qui résume et montre le comportement des courbes

intégrales dans les différentes régions.



Notons que E et E+ sont cols, donc instables, par contre les positions
L et L+ sont stables, elles sont en effet centres.

On aurait abouti a ce résultat en examinant la nature de ces
points moyennant les valeurs propres, par exemple nous avons montré que

+ ’ . ’
les valeurs propres de M au point E sont réelles de signes opposés, le

. + ; : ;
point E est donc un col et la pente des separatrices qui le traversent

A - a a'

est donnée par m = i e ou l'on a :
Q
a=-(1-32W2 a' =0
B = b' = a2
donc : m, = 0 correspond ala paralléle de l'axe des w
m2 = ® correspond a l'axe des v.

On peut faire la méme analyse pour les autres points
2°) @ = 2 : Le systéme (2.13) devient :

w' =0

v v2 + w2 - 2

30



la premiére équation montre que la variable w reste constante, c'est en
effet 1'intégrale du moment cinétique comme le montre (2.15) et par la
méme occasion signalons que la variable v, elle aussi, devient une inté-
grale lorsque h = 0, comme le montre (2.14).
Avant d'étudier 1le flot, notons que non seulement les points E
E+,L—,L+ sont les points d'équilibre, mais également tout point du cercle
w2 + v2 = 2, de plus, notons que les points L et L+ sont eux aussi sur
le cercle,
Tragons la courbe (V) : v2 + w2 - 2 = 0, c'est donc 1la variété
elle-méme, on constate que
V < 0 a l'intérieur du cercle (h < 0)
V> 0 a l'extérieur du cercle (h > 0)

d'ol on résume le flot sur 1a figure suivante
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A) h >0 : on distingue deux cas

a) ,w’ sv/2 toute solution partira pour 1'infini si elle commence
par une collision et aboutira a une collision si elle
vient de 1'infini,.

b) 'w' > V2 . toute solution vient de 1'infini et part pour 1'infinj.

3°) a> 2

: comme dans le premier cas désignons d'abord le sens des fla-
b

ches, sachant que dans ce cas on a W > 0 dans les quadrants Ql'

Orpp et

V>0 a l'extérieur de l'ellipse, d'ol 1'on trouve la figure suivante :

v

. v e e e e __).

Ihg




h>0:ilyades orbites qui viednent de 1'infini pour partir a 1'infini

il y a aussi des orbites de collision ; certaines commencent par
i v + \ .

une collision en E et partent 3 1'infini, d'autres viennent de

1'infini et aboutissent 3 une collision en E .,

0 . . + . \
h € 0 : toute solution commence par une collision en E et aboutit & une

collision en E sauf les solutions oy (h =0et c = 0), alors dans

ce cas la solution commence par une collision ou aboutit & une
collision partant & 1'infini dans l'autre direction.

- + . - +

Notons que E et E sont des noeuds tandis que L et L sont des cols, On

aurait abouti & ce résultat en considérant les valeurs propres. Prenons,
+ ’

par exemple, les valeurs propres de M en E , elles sont reelles et toutes

+ ’ :
les deux sont positives, le point E est par consequent un noeud instable

(noeud répulsif), la pente de 1a tangente commune des orbites passant par
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+ ,
(E ) est donnée par :

_ _ _ . - _ _a
m = b T opr -0 i A (1 2)/5>o

N N +
ce qui correspond & la paralléle de 1'axe des w passant par E .

La pente de l'intégrale singuliére est donnée par :

2 a'
= = = @ - :a/i)
™ b A - b P 0
2
de méme pour E  sauf qu'il est un noeud stable (noeud attractif) ol les
valeurs propres sont réelles et toutes les deux sont négatives.
Pour terminer, notons que suivant le sens de parcours le point
+ -—
E  s'appelle "source" et le point E s'appelle "puits";
notons encore que la fonction A donnée par (2.16) est indéterminée en E~

o+ :
et E (elle est de la forme 8) et est nulle pour les points de 1'inter-

- 4 - %
valle (E ,E ) et devient infinie sur N - {E ,E }.
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CHAPITRE IIT
-

LES CHANGEMENTS DE VARIABLES DE MAC GEHEE ET DE SIEGEL

Madame Losco [5] a groupé ces deux changement de variables sous
la remarque suivante 2

Soit U(q) une fonction homogéne de degré - ¢ (a > 0).
Considérons 1le probléme du lagrangien L et du hamiltonien H

3 éz + U(q)

L(éIQ)

Q
|
Q
=
Q
el

H(p,q) } p? - Ug) ; P;+d; sont conjuguées 1'une de

l'autre
Les équations du mouvement s'écrivent -

(3.1) d = 3U/dq

oM o
g = p

(3+2)
D = dU/3qg = U
p /9q .

Considérons la transformation
9o * (Prq@) > (P,Q)
définie par
(3.3) q = PQ p=0 P
ol O est une fonction positive arbitraire de (t,q) et non pas un parameétre.

Dérivons (3.3) par rapport a t, il vient :

/2P

q =00 + 00 = p%

- % p_(a/2)_lép 4 p—a/2§ = 0% Ly,



Moyennant (3.3) Jeg équations du Mmouvement s'écrivent dans l'espace (p,Q)

Sous la forme

1+a/2 - -1 1+a/2e
o] 4 Q=-p0"p 4 PO + P
(3.4)
pl+(1/2 . % p—lpl+C¥./2E)P " U'Q

On constate que le systéme (3.4) possede une singularité pour
P = 0. Gréce au changement de variable temporelle définie par
(3.5) dt = p dt

la singularité disparait et le systéme (3.4) devient

Q' =P - X
p'=%)\p+u'
(3.6) ’ Q
A=p Tpr
@ ) = g? () la dérivation par rapport & T.

Ecrivons 1'intégrale de 1'énergie dans 1'espace (p,q)

(3.7) pP? = 2U(q) + 2h

miére de l'énergie car P varie avec le temps, on perd donc 1'intégrale ge
l'énergie lorsque 1'on étudie le mouvement dans 1'espace (P,Q), on perd
également 1'intégrale gy moment cinétique -

C=IdAD =203 Ao/ _ oI F AR

donc

o072

(3.9) = pl@/22
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. > >
soit ¢ = 'cl le module ge ¢ .

Cahl—a/2 _ pa(l-a/Z)Cap—a(l—a/2)H1—a/2

On a donc

Cahl—a/z _ CaHl—a/z

et la fonction A = %yl=®/2 est par conséquent une intégrale premiére du
mouvement dans 1'espace (P,Q).
Revenons 3 (3.8)

H(P,Q) = pah(p,Q) i h = const,

dH &-1 dp 1.1«
— = q - = =
at o) at h =ap "07p"h = gAn
dH/H = 0AdT  d'od : g = Hoem}‘dT
donc si HO = 0 alors H = g .
Par conséquent H = g est une variété invariante, indépendante

de h et 1le systéme (3.6) détermine le flot sur cette variété. Comme les
solutions d'énergie nulle dans 1'espace (P,q) sont sur 1la surface 4q'équa-
tion h = 0, alors les solutions Correspondantes dans l'espace (P,Q) seront
sur la surface d'équation H = 0, car d'aprés (3.8) on a

h=0<=g-= 0
la fonction P, et par conséquent 1la fonction A, pourront é&tre déter-

minées par le choix d'une liaison entre les variables p et Q du type

F(P,Q) =1,

Premier choix : onp obtient le changement de variable de Mc Gehee pour

F(P,Q) = [g]2 =1
On se place donc sur la surface Q2 =1
> > > >
Or @ = pQ donc |g|2 = p2|3|2

. > >
S foZ =1, alors ’q‘z = p2 et p = ’q’ >0

]
]

et sip = [q, alors p2 = [§]2[3]2 et 9] = 1.

Par conséquent -

’+ >

(3.10) 02 =1 <= = |3
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_ . > > > o> -
d'autre part ,le = 1 implique Q.0' = 0 d'oy Q.(P = AQ) = 0 ou encore

> >
Q.P = X, donc le systéme (3.6) s'écrit sous la forme

Q' =P - X
(3.11) BU U+ % AP
A =72.3

c'est un systéme différentiel d'ordre (2n - 1), on dira qu'on a réduit par
homothétie [Madame Loscq} ou (3.11) permettra d'étudier la trajectoire a

une homothétie prés.

Deuxiéme choix : On obtient 1le changement de variable de Siegel pour

(3.12) pl*e/2 _ o

d'ol en posant s au lieu de T dans (3.5)

dt = tds ou t =e

Posons
1 Q
= = 1 . =
Y 2
le changement (3.12) s'écrit donc :
Y 1 o)
- — —_ = + —
p(t) t Y 1 5
+ N oo L 4
Revenons au systéme (3.1) avec q=(x,0, ..., 0) c'est-adire nous considé-

rons le mouvement rectiligne sur l'axe des X, d'autre part considérons la
solution de (3.1) pour h = 0, alors le théoréme de l'énergie s'écrit sous
la forme : éz = 2U(qg), soit
(3.13) x2 = om|x| @
ou : U(@) = U(x,0, ..., 0) = u|x| ™
Pour x > 0, la solution de (3.1) s'écrit -
x(t) =kt 0<t<ow
En substituant dans (3.13) on trouve en effet :
k2y2 £2Y72 _ Hyy 0 oy
puisque y = e et il reste k2+a = 2M/Y2?2 c'est-a-dire

2+
k = (/2 %)Y
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En résumé : soit 1a solution d'éjection
%

ql =% > {0 q2 = eeie = qn = 0
(3.14)

x = kt! k = (/2m %)Y et Y = 2/(2+a)
Le changement de variables

q = p(t)Q

p = pa/z(t)P
(85:15) A tY

dt = tds < t = es

transforme le systéme (3.1) en (3.6) avec A = Y, c'est-a-dire

dQ/ds

1}

P = yQ
(3.16)

dP/ds

Q
U'G+SYP=U'_ 4+ (1 - v)p
0 "2 Y Q L
qui est celui utilisé par Siegel pour 1la collision triple [6].
or g = ¢t Y

d, la solution d'éjection q = (th,O,...,O) Se transforme en

Q = (k'O,--o'O)-

D'autre part

2= 2~Yre
uto=t" ur = ¢
e q E
mais = xt! q. = - Y72 G108 -
pour ql kt' on a ql = ky(y 1)t d'ou :
(32 7) U'Ql = ky(y - 1) k = Q1

Les positions d'éguilibre du Systéme (3.16) -

Pour les trouver, i1 suffit de résoudre simultanément 1le systeéme

suivant

dQ/ds = 0 et dP/ds = 0

par conséquent, il faut trouver les solutions communes des équations

P-Y0=0

Uty * (1 - 1P =0



la premiére donne p = YQ d'ou 1'équation -

(3.18) vt = y(y = 1)¢
Q
qui admet la solution particuliére :
.1 0 = = = el = =
(3.19) o) Q =k Q, Q =0

comme on peut le vérifier et le prévoir a priori, il suffit de comparer

entre (3.17) et (3.18).

L'intérét du systeéme (3.16) :

Posons Q = § + & et P=PF+n ou (4,B) désigne une posi-
tion d'équilibre.
Ecrivons donc les équations aux variations correspondantes :

d€/ds =<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>