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SUR LA RÉGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES

ET LA RECHERCHE DES FORMES NORMALES AU VOISINAGE DE L'ÉQUILIBRE

DANS LES SYSTÈMES HAMILTONIENS

INTRODUCTION

Cette thèse comprend deux parties.

La première, dirigée par le Professeur Nahon, étudie la régularisa-

Ot
tion des collisions doubles dans un champ de forces central U = M/r .

Pour le cas newtonien, a = 1, on connaît deux méthodes de régulari

sation : la régularisation analytique de Sundman et la régularisation

géométrique au sens d'Easton. Elles sont équivalentes. Or elles ne le sont

pas dans le cas d'un système différentiel de deux équations du premier ordre

possédant une singularité à l'origine. Mac Gehee a proposé de les comparer

dans le cas du champ de forces central.

Soit y = 2/(a+2) ; le résultat principal est que la méthode de

Sundman est applicable pour y = p/q, 0 < p < q, p premier avec q, et q impair.

La méthode d'Easton n'est applicable que pour a < 2, lorsque :

p/q = n/(2n - 1)

Dans ce cas, les deux régularisations sont possibles et interprétables comme

une régularisation par réflexion pour n pair et par transmission pour

n impair.
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Elles sont d'ailleurs équivalentes à une troisième méthode, la

transformation de Levi-Civita.

La deuxième partie, dirigée par Monsieur Marchai, étudie la forme

normale de Birkhoff au voisinage d'une position d'équilibre ou d'une solution

périodique. Elle est inspirée par l'appendice 7 du livre d'Arnold, "Méthodes

mathématiques de la Mécanique Classique". Considérons le voisinage d'une

position d'équilibre dans le cas douteux, celui où il y a stabilité linéaire

et soit :

le hamiltonien, avec :

H = H2 + H3 + ...

n

H = i I 0). (p2 . + q2 . )
2 JJ D

On appelle forme normale de Birkhoff de degré s un polynôme de degré

s qui est en réalité un polynôme de degré s/2 des variables d'action :

Si H se réduit à H^, le système est intégrable.

Pour H quelconque, le résultat principal est le suivant :

Si les fréquences ü). ne vérifient aucune relation rationnelle
J

d'ordre S s, il existe un changement de variables canonique tel que H ne

diffère de que par des termes de degré supérieur.

Après avoir établi ce théorème suivant les indications d'Arnold,

nous en tirons les conséquences pour l'existence de quasi-intégrales au

sens de Monsieur Marchai, et la stabilité à l'ordre s. Nous étudions ensuite

le cas où les fréquences sont rationnellement dépendantes et nous mettons

en évidence deux cas particuliers où l'on peut conclure sur la stabilité

à l'ordre s.



voisinage

mentaire <

Dans le dernier chapitre, nous généralisons ces résultats au

d'une solution périodique. Il faut introduire la fréquence supplé-

0 ^ Try/To oa Tq es^ période de la solution périodique de

référence.



PLAN

PREMIERE PARTIE : REGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES DANS UN CHAMP DE

FORCES CENTRAL.

CHAPITRE I : Rappel des résultats concernant les équations aux varia

tions ; théorie de Floquet et théorème de Hartman.

CHAPITRE II : Collision double du problème plan des deux corps en attraction

non newtonienne.

Nous généralisons le changement de variables de Mac Gehee

et nous étudions le flot dans l'espace :

a dr

V “ r dt

l+(a/2) d6
w = r s

pour a < 2, a = 2, a<2.

CHAPITRE III : Les changements de variables de Mac Gehee et Siegel.

Nous définissons ces deux types de changement de varia

bles ; nous appliquons celui de Siegel pour définir la

variété de collision double. La dimension de cette variété

est différente pour a < 2 et a > 2.

Nous donnons les premiers termes des développements en série

correspondants pour quelques valeurs de a.

CHAPITRE IV : Régularisation de la collision double du problème plan des

deux corps en attraction newtonienne.

Nous définissons la régularisation analytique de Sundman

et la régularisation géométrique d'Easton et nous établissons

le théorème exposé dans l'introduction.
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Nous montrons ensuite dans quel cas elles sont équivalentes

à la transformation de Levi-Civita.

APPENDICE : Etude du champ répulsif en U(r) = - 1/r2 pour trois corps alignés.

Nous établissons un résultat intéressant, signalé par Moser,

qui montre une propriété supplémentaire du champ en 1/r2.

Dans ce cas répulsif, les trois corps supposés de même masse

échangent leurs vitesses lorsqu'on passe de t = - 00 à

t = + 00.

DEUXIEME PARTIE : RECHERCHE DES FORMES NORMALES AU VOISINAGE DE L'EQUILIBRE

DANS LES SYSTEMES HAMILTONIENS.

CHAPITRE I : Problème de la stabilité.

Nous donnons la définition de la stabilité au sens de

Liapounov et rappelons les propriétés des changements de

variables canoniques dont nous aurons besoin par la suite.

CHAPITRE II : Forme normale d'un système conservatif au voisinage d'une

position d'équilibre placée à l'origine.

Nous nous plaçons dans le cas critique où l'équilibre est

linéairement stable ; soient (jü_ , U)_, ..., GO les fréquences
12 n

qui ne sont pas nécessairement toutes de même signe. Nous

définissons la forme normale de Birkhoff de degré s et nous

démontrons le théorème exposé dans l'introduction, dans

le cas où ces fréquences sont rationnellement indépendantes.

Nous étudions ensuite le cas des résonances et explicitons

deux cas particuliers où l'on peut conclure à la stabilité

ou à l'instabilité à un ordre donné s.



CHAPITRE III : Voisinage d'une solution périodique.

Soit Tq la période de cette solution et U)^ = 2oj/T^ la fré

quence correspondante. Nous démontrons que dans le cas où

les fréquences U) 0) _ , .. ., U) sont rationnellement indé-
0 1 n

pendantes, on peut généraliser le théorème du chapitre II.

Nous examinons ensuite le cas où il y a une ou deux relations

de résonance.



PREMIÈRE PARTIE

RÉGULARISATION DES COLLISIONS DOUBLES

DANS UN CHAMP DE FORCES CENTRAL



CHAPITRE I

EQUATIONS AUX VARIATIONS : 111!' 01 O]-

Soit un système de deux équations différentielles, qui détermine

deux fonctions x et y d'une variable indépendante t :

(1.1) x = f(x,y,t) y = g(x,y,t) (*) = — ( )
dt

et soit une solution de ce système <t>(t) = (x(t),y(t)).

Pour étudier les solutions voisines, faisons le changement de fonc

tions inconnues :

x = x ( t ) + £ y = y ( t ) + H

Par substitution, en développant les seconds membres par la formule

de Taylor et compte tenu d'une réduction évidente, car les équations trans

formées doivent etre vérifiées pour E, = 0, F| = 0, nous obtenons les deux

équations :

• _ 3f c 3f 32f _ d2f
Ç " 3x 3y n + 2 3X2 Ç + 3^ ^ + •••

(1.2)

A=i£r + ian+iiiar2 +
n 3x ^ 3y n * 3x2 ^ +

dans les dérivées partielles successives, les variables x et y doivent être

remplacées par les expressions x(t),y(t) de la solution de départ.

Puisque l'on considère des solutions voisines de la solution <j)(t),

c'est-à-dire puisque les accroissements Ç et n sont petits, on peut faire une

étude approchée de ces solutions en réduisant les équations (1.2) aux termes

linéaires :

(1.3)

• 3f _ 3f

Ç = 3ÏÏ 5 + 37 n

• 3q ^ . 3n
n = Û 5 + 3y 0

Les équations (1.3), linéaires en £,r) sont les équations aux varia

tions dites aussi équations variationnelles ou équations linéarisées rela

tives aux équations (1.1) et la solution c|> ( t ).



9

On remarque que les équations (1.3) peuvent dépendre explicitement

de la variable t, même si les équations (1.1) n'en dépendent pas, par exemple

les équations du premier ordre :

x = x2 + 1 x =
2x

admettent respectivement les solutions x = tgt, x = /~t et les équations aux

variations correspondantes sont :

K = 2Çtgt 5 = - §£
En résumé :

Les équations (1.3) forment un système linéaire dont le coef

ficients dépendent de t, fondamental pour l'étude du voisinage

de la solution particulière <J> (t) et pour l'étude de sa stabi

lité. De nombreuses études ont été faites sur ce sujet (Lia-

pounov, Floquet, Poincaré W>-

En général :

Considérons un système différentiel quelconque :

(S) = X(x) x G K?
dt

dont x(t) est une solution particulière ; alors les équations aux variations

associées à x(t) sont :

<Z>
dÇ.

1
dt

rdX .

3x.
3

i 1,..., n

j — !»•••» ri

ou sous une forme matricielle :

d) ç = MÇ

Propriétés générales :

Nous énoncerons ici un certain nombre de propriétés simples des

équations aux variations dont on trouvera une démonstration dans M-

1°) La solution générale des équations aux variations (Z) est une combi

naison linéaire de n solutions particulières indépendantes.
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2°) La matrice $(t) formée par les n solutions particulières ({) , (}),...,

(J) est appelée matrice résolvante : $ = ( (b , .... 6 ). Pour t = 0, $ (0) = I
n 1 n

et en plus $ = M$, ces deux propriétés caractérisent la matrice $ et l'on a

alors :

3°) Une solution particulière des équations aux variations est dx/dt,

et plus généralement si cette solution dépend d'un paramètre y : 9 x/9y est

solution des équations aux variations.

a ) Voisinage d'une solution d'éauilibre x = x^. :

Les équations aux variations (Z) sont alors des équations linéaires

a coefficients constants :

(Z) l = MÇ

tM v , . tM
M est une matrice constante donc Ç = e d'où la matrice résolvante <P = e

et l'étude de la stabilité se fait par la réduction de M. Si u est un vecteur

propre de M associé à la valeur propre À alors u est vecteur propre de <t> ( t )

associé à la valeur propre e^. Les À s'appellent exposants caractéristiques.

b) Voisinage d'une solution périodique (Théorie de Floauet) Tll :

Supposons que la solution x(t) soit périodique, de période T, les

équations (Z) sont alors des équations linéaires à coefficients périodiques.

Pour intégrer (Z) il faut faire appel à la théorie de Floquet :

Soit $ = ((J)^, ..., (t)^) la matrice résolvante telle que

K = 0£0 $(0) = I $ = M$

On constate que $(t + T) = $(t)4>(T) car les deux membres sont égaux pour

t = 0 et satisfont à $ = M$.

$(T) étant une matrice régulière, il existe une matrice constante

BT — bt
B telle que $(T) = e ; posons 7T = $(t)e alors tt est une matrice pério

dique de période T :

tB
$ = Tre



La réduction de B conduit à la conclusion suivante :
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Il existe une base de solutions de (Z) de la forme e P(t) où

P est un polynôme en t de degré strictement inférieur à

l'ordre de multiplicité de X et dont les coefficients sont des

fonctions périodiques de t.

La solution générale est une combinaison linéaire de ces solu

tions. Les X sont appelés exposants caractéristiques.

Une remarque :

En fait, ce qui joue un rôle important ce n'est pas B mais la

matrice $ (T) dite monodromique dont les valeurs propres sont

Xt ,
U = e . Donc AT = Log U, par conséquent les exposants carac

téristiques sont définis module 2 Tri/T à chaque couple (U ,u)

tel que <P(T)u = fiu, il correspond une solution particulière

de (Z ) qui vérifie Ç (t + T) = u3t). Elle est telle qu'il

/ -V
existe une fonction T-periodique P(t) (telle que P(0) = u) et

Àt Àt
un réel À (e = U) tels que Ç(t) = e P(t).

Théorème de Liapounov :

Soit le sytème différentiel (S) : x = f(x) où x é et (Z)

E, = M £ est le système d'équations aux variations associé à

(S) ou M est calculée le long d'une solution d'équilibre x

placée à l'origine 0.

Soient X., , ..., X les valeurs propres de M. Posons :
1 n ~

X = sup R (X . )
j {l,.,n} 6 3

alors

X > 0 le système (S) est exponentiellement instable ;

X < 0 le système (S) a une stabilité "asymptotique" (et même

exponentielle).

Pour A = 0 (cas critique) la stabilité dépend des termes d'ordre supérieur.

Le théorème suivant, dit de Hartman, daine la version la plus moderne du théorème de Liapounov :



Théorème de Hartman :
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Soit le système x = f(x) = Mx + g(x) où x , M est une ma

trice réelle dont les valeurs propres sont À , . .., À , g(x)

est un vecteur de dimension n aux composantes réelles continû

ment différentiables au voisinage de l'origine 0 et tel que

g(0) = 0, (3g/3x)- = 0.
x=0

Si Y k £ {l,...,n} R À. * 0, il existe alors un homéomor-
e k

phisme x = u(Ç) dans un voisinage de Ç = 0 tel que les systè-

mes x = f(x) et d E/dt = MÇ soient équivalents.

Ce théorème est démontré par Siegel lorsque celui-ci démontre le théo

rème de Liapounov.

Dans le cas de valeurs propres réelles, le théorème de Hartman

s'applique à un système:

dx. /dt = X. x. + f. ( x, y)
î î î î 1

(Z)

dy./dt = - À.y. + g.(x,y)
! 11 1 *

i (r {l,...,k} la matrice M a k valeurs propres positives

j£ { k+1,...,n} la matrice M a (n-k) valeurs propres négatives.

À t X t ^nt
Ce système admet des solutions du type E, = ce 1 + c„e 2 + ... + c e ?

12 n

l'équation x = u(Ç) donne alors les solutions pour x. Le système (Z) admet

des solutions asymptotiques.

C'est Poincaré qui a introduit la notion de solutions asymptotiques

découlant de celle d'exposants caractéristiques. Ces derniers, en effet, ser

vent à l'étude de la stabilité de solutions voisines d'une solution périodi

que et à connaître celles qui s'en éloignent ou s'en approchent quand

t •> 00.

Lorsque les parties réelles des exposants X sont positives, les ex

pressions du type e^^ qui apparaissent dans les solutions des équations aux



13

variations tendent vers zéro lorsque t tend vers - 00, ce sont ces solutions

que l'on appelle asymptotiques (il y a stabilité dans le passé).

Ainsi, dans le cas du système (Z), Siegel montre qu'il y a deux familles

de solutions, les unes asymptotiques à la position d'équilibre lorsque t

tend vers + 00 (il y a stabilité dans le futur), les autres lorsque t tend

vers - °°, suivant le nombre de valeurs propres positives ou négatives.

Problème :

Considérons un système différentiel quelconque :

( S ) : x = X ( x ) ; x R
n

soit x une solution d'équilibre de (S) placée à l'origine O

et :

(Z) : l = MC ; M = (3x./3x.)-
î j x=0

le système d'équations aux variations associé.

Trouver pour le système différentiel complet (S) une famille

de solutions qui tendent vers O (solution d'équilibre) lorsque

t - 00

Supposons que soient k valeurs propres distinctes de M et aient

toutes leur partie réelle strictement positive.

(1.4)

On constate que -* 0 lorsque t - 00

Si l'on pose dans (1.4) ^i^°^ ai'

u,...,u tels que :
1 k

a_^, on obtient une famille à k paramètres

— 00 • i = 1
i -L J-,

. . . , U

et la solution complète s'écrit :
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(1.5)

x = f (u , ..., u )
111 k

x = f ( u , u. )
n n 1 k

L(x,x) = i x2 + \ x2 + — x3

où les f sont des séries entières tendant vers 0 lorsque t - 00.

Exemple : considérons le mouvement :

(1.6) x = x + x2

c'est un système lagrangien où :

(1.7)

Posons : x = y, le système (1.6) prend la forme générale x = X(x)

(1.8) x = y y = x + x2

c'est un système hamiltonien où :

(1.9)

Les positions d'éauilibre de (1.8) :

Elles satisfont le système : x = 0 et ÿ = 0 d'où il existe deux po

sitions d'équilibre : 0(0,0) et A(-1,0).

La nature de 0(0.0) :

Le système linéarisé associé à (1.8) en (0,0) s'écrit :

H = è y2 ~ 2 x2 - — x3, x et y sont conjuguées

(1.10) ç = n n = ç

d'où la matrice ) qui admet deux valeurs propres réelles de signes op

posés : = -1, À = 1 et le point O est par conséquent un col, donc insta

ble.

En effet, le système linéarisé (1.10) admet deux solutions de la

forme :

(1.11) (£ = aet,rj = aefc) et (Ç = ae t,r) = -aet)

et' le graphe au voisinage du point O consiste en deux droites f) = ± Ç dans

le plan (x,y), on voit sur la figure que I et I sont stables et 1^, 1^ sont

instables d'où l'instabilité de O.
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La nature de A(-l/0) :

En ce point, la matrice M du système linéaire devient :

et elle admet deux valeurs propres imaginaires pures = -i, A = i, et le

point A est par conséquent un centre, donc stable.

En effet, le système linéarisé a comme solution (E, = a cos t,

H ~ a sin t), donc si l'on met un point au voisinage de A, alors il va dé

crire un cercle autour de A d'où la stabilité de A pour l'étude linéarisée.

Etude générale : Revenons à l'équation du mouvement et écrivons à l'aide de

(1.9) l'intégrale de l'énergie H = h, soit :

Nous allons étudier les courbes pour les différentes valeurs de h.

Cas du col 0(0,0) : On a x = y = 0, donc h = 0 d'où la courbe d'équation :

y2 _ xf_ + x3
2 ~ 2 + 3
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On remarque que les équations (1.3) peuvent dépendre explicitement

de la variable t, même si les équations (1.1) n'en dépendent pas, par exemple

les équations du premier ordre :

x = x2 + 1 x = ~
2x

admettent respectivement les solutions x = tgt, x = /~t et les équations aux

variations correspondantes sont :

K = 2£tgt K = ~ —
s 2t

En résumé

Les équations (1.3) forment un système linéaire dont le coef

ficients dépendent de t, fondamental pour l'étude du voisinage

de la solution particulière <£(t) et pour l'étude de sa stabi

lité. De nombreuses études ont été faites sur ce sujet (Lia-

pounov, Floquet, Poincaré [il-

En général

Considérons un système différentiel quelconque :

(s) - = x(x) x e
dt

dont x(t) est une solution particulière ; alors les équations aux variations

associées à x(t) sont

cl)
dÇ.

1

dt

3x. ï
î

j x

i 1,..., n

j — 1 § • • • f n

ou sous une forme matricielle :

<I> Ç = MÇ

Propriétés générales :

Nous énoncerons ici un certain nombre de propriétés simples des

équations aux variations dont on trouvera une démonstration dans Dd-

1°) La solution générale des équations aux variations (£) est une combi

naison linéaire de n solutions particulières indépendantes.



17

En général, on a :

y2 = x2 + — x3 + 2h = f ( x ) + 2h = <J> ( x )

d)(x) ^ 0 <=> f(x) ^ - 2h

On constate l'existence des solutions périodiques lorsque

-1/6 < h < 0.

La figure suivante représente le flot du champ de vecteurs donné

par (1.8) dans l'espace des phases (x,y).

;
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Nous allons chercher les équations paramétriques des différentes branches

V V V V
2 x ^

On a h = 0, donc y2 = x2 + — x3 = —— (9 + 6x)
3 9

y = ± - /9 + 6x

(+) pour les branches et

(-) pour les branches B^ et B^

Cherchons donc l'équation paramétrique de x :

a) Pour la branche B^ on a : - 3/2 < x < 0, il est normal donc de poser
3 N 3

x = - — sin2(j) d'où y = - — sin2(J)cos(t).

Or :

donc :

par conséquent

(1.13)

y = x dt = 2
dd)

sin(|)

. _ - 1 . d> . d> t/2
t = 2 logtg — ou tg — = e

6e

(1 + e )

y = - 6e
t 1 - e

(1 + e )

On trouve la même expression pour la branche B^ et ceci se justifie parce que

sur la branche B^ : x 0 lorsque t + - 00, et sur la branche B^ : x ->• 0 lors

que t -> + °°.

3

b) Pour les branches B^ et B^ on pose x = — sh2u, on trouve :

(1.4) x =

6e

(e - 1)

y = ± 6e
t e + 1

(e - l)3

Sur la branche B on a : lim x = 0, lim x = °°

t->—« t->0

et sur la branche B^ on a : lim x = 0, lim x = °°
t-x» t-*0

Utilisation de (1.5) pour la solution complète :

Nous avons montré que les équations linéarisées (1.10) au voisinage

de la position d'équilibre 0(0,0) admettent deux solutions de la forme (1.11).

t
Posons u = ae (lim u = 0)

t->—00



d'où la solution complète sera de la forme :
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(1.15)

x = f(u)

r) f
y = x = x— û = f'(u)u = g(u)

du

y = g'(u)u = h(u)

f et g sont deux séries entières en u, pour les trouver on écrit :

f(u) = u + au2 + bu3 + ...

donc : g(u) = u + 2au2 + 3bu3 + ...

et : h(u) = u + 4au2 + 9bu3 + ...

d'après (1.8) on a : h(u) = f + f3# donc :

u + 4au2 + 9bu3 + ... u + (a + l)u2 + (b + 2a)u3 + ...

d'où :

par conséquent

a = 1/3 , b = 1/12 , ...

X = u +
1

3
u2 + ^U3 ...

II c +
2

3
u2 + — U3 +

^ U T . . .

u = ae

t
(1.16)

a > 0 pour la branche ; A < 0 pour la branche

Remarque : Pour les variétés instables B^ et B^ on prend comme paramètre

v = be
-t

Changement de variable temporelle :

a) Système Hamiltonien :

Considérons un sytème hamiltonien à n degrés de liberté :

(1.17) dp/dt = - 9H/3q , dq/dt = 3H/3p

q = (q., ..., q ), p = (p., ..., p ) les variables d'état,
in 1 n

On considère la matrice S dite symplectique et définie :

-I
n

S =

nJ



et on pose x
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->

_ (P- ( ) # d'où le système (1.17) s'écrit sous la forme matri-

dx/dt = S grad H

cielle :

(1.18)

Supposons que le hamiltonien ne contienne pas explicitement la variable

indépendante t (système conservatif) et considérons le niveau h d'énergie

H(p,q) = h

Par changement temporel défini par :

(1.19) dt = ydT ; U = U(p,q,t)

dx dx

— = U S=us grad H

0r : grad U (H - h) = (H - h) grad fl + U grad (H - h)

mais pour les mouvements d'énergie h on a H - h = 0 d'où :

~y -y -y

U grad H = y grad(H - h) = grady(H - h)

donc :

dx/dl = S grady(H - h) = S grad K

et l'on peut énoncer :

(1.20)

-y -y -y

Par le changement temporel dt = y dT ; y = y(p,q,t), les

trajectoires d'énergie H = h du hamiltonien H deviennent

les trajectoires d'énergie K = 0 du hamiltonien K - y(H - h)

b) système Lagrangien :

Considérons les équations de Lagrange M = 0 supposées conser-

vatives, elles sont hamiltoniennes pour H = pq - L. Par le changement tem

porel (1.19) les trajectoires d'énergie h deviennent les trajectoires

d'énergie nulle de K = y [_H - hQ = y [pq - L - h[] = pq' - y(L + h) puisque
~y •

q' = yq, or au hamiltonien K correspond le lagrangien :
y

L* = y(L + h) = y[L(q,q = q'/y) + h)



st l'on peut énoncer :
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(1.21)

Ainsi, si :

alors :

ou encore :

(1.22)

Par le changement temporel dt = UdT. les trajectoires

d'énergie h du Lagrangien L deviennent les trajectoires
d'énergie nulle du lagrangien

L* = u(L + h)

L = + L + L
2 10

L* = u[L2(q ^/g) + L^q'/U) + LQ + h]

L* = M L2(q,) + Li + U(LQ + h)



CHAPITRE II

COLLISION DOUBLE DU PROBLEME PLAN DE DEUX CORPS

EN ATTRACTION NON NEWTONIENNE

On considère un système de deux corps en attraction non Newto

nienne et pour simplifier l'étude on place le centre de gravité de deux

corps à l'origine du plan du mouvement, le problème se réduit donc au pro

blème d'un seul corps P( x,y) de masse égale à l'unité, attiré par

1'origine.

2.1

Soit U(r) la fonction de force :

U(r) = r”a ; a > 0

i 1 1
r = Iop| - (x2 + y2 )

d'où les équations du mouvement

(2.2)

•• "wt -01-2
x = dU/dx = - Otr x

ÿ = 3u/9y = - ar ^ ^y

On constate que l'origine est un point singulier du système réduit (2.2)

et d'après (2.1) on a lim U(r) = 00. Nous dirons lorsque r -> 0 qu'il y a
r->0

une singularité de collision double. Mac Gehee démontre que la colli

sion double est la seule singularité de la solution du système (2.2),

c'est-à-dire que la singularité de la solution de (2.2) est celle des

équations différentielles du mouvement.



Le système (2.2) est lagrangien avec

(2.3) L(x,y,x#y) = i (x2 + y2) + r Û ; a > 0 , ()*=—-()
dt

Nous allons considérer les coordonnées polaires :

x = r cos 0 , y = r sin 0

d'où le Lagrangien (2.3) s'écrit :

(2.4)
-a

L(r,0,r,0) = i (r2 + r202) + r ; a > 0

ou encore :

(2.5)

L(p,0,pr0) = i e2p(p2 + 02) + e POt ; a > 0

r = e

Effectuons le changement temporel (1.19) avec p = r

p(l+(a/2)) ,, , , ..
î , d'apres (1.22) on écrit :

l+(a/2)

L* = e
-p(i+a/2) 2prp'2 + 0'2^ p(i+a/2)r -pae (w-~ (e ^ + h)

soit

(2.6)

L* = eP(1 a/2) [HP'2 + 0'2) + 1 + hePa3
< >' > < >

• •

h : l'intégrale de l'énergie en variables (r,0,r,0).

Equations de Lagrange :

(2.7)

d 3l* 3l*

dx 3p' 3p 0

d 3l* 3l*

dx 30 ' 30 0

3L*/3p' = eP(1_a/2)p'

3l*/30' = ep(1“a/2)0'

9l* a. p(i-a/2)
3F = (1 " 2)e Q(p'2 + 0'2) + 1 + hepa3 +pal , p(i-a/2) , „ pa

hae

3l*/30 = o

d'où la première équation de (2.7) donne :

d r p(l-a/2)
— (e
dx P') - (1 - |)e^-P(1-a/2,(è p'2 + i 0- + 1 + hepa) - haepa+a/2)
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ou :

or :

(1 - ~)(i p'2 - i 0'2 - 1 - hepŒ) - haeMU> + p" = 0pa

(2.8) HP'2 + 0'2) = 1 + hepa de l'intégrale de l'énergie

donc la première équation de Lagrange s'écrit :

(2.9) p" = (1 - -)0'2 + haep0t

la deuxième équation de (2.7) donne :

d .0L*

dT 30 ' " °

d'où l'intégrale du moment cinétique :

(2.10) eP(l-a/2)g, = c

que l'on peut écrire :

(2.11)

posons dans (2.9) et (2.11) 0' = w et p ' = v et éliminons h entre (2.8!

et (2.9), il vient :

0" = - (1 - -)p'0

w' = - (1 - —)vw

t 2^2
V ' — W + — V - a

En résumé :

(2.12)

Le système (2.2) est équivalent à deux systèmes séparés :

1 dr

r dT

d0

dx

= v

= w

(2.13)

avec

dw _ a.
- - - (i - -)vw

dv v2
— = a — + w2
dT 2

.. (l+a/2)
dt = r dT

- a



Les intégrales premières de l'énergie et du moment cinétique
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s'écrivent successivement en variables r, v, w :
-a

(2.14) h = ~ (v2 + w2 - 2)

(l-a/2)
(2.15) c = r w

Propriétés du système (2.13) :

1°) Considérons la fonction A définie par

A = 2h
l-a/2

en tenant compte des (2.1£*) et (2.15), elle s'écrit donc

a l-a/2
(2.16) A = [wI |v2 + w2 - 2_

Nous allons montrer que A est intégrale première du système (2.13)

En effet :

logA = alog|w| + (1 - ^-)log|v2 + w2 - 2|
et la dérivée par rapport à T de deux membres donne :

A' w' . , „ a, 2vv' + 2ww'
— = a — + (1 - -) -g——g X
A w 2 v2 + w2 - 2

a a
2( — v3 + w3v - av - w2v + — w2v)

= - ad - pv + d - -) — rr— 1
2 2 v2 + w2 - 2

= - a(1 - -)v + a(i - -)V r o

donc dA/dl = 0, par conséquent A = constant.

2° ) Pour a = 2. le système (2.13) devient :

w ' =0

v' = v2 - 2

3°) Pour h = 0 ce qui est équivalent d'après (2.14) à v2 + w2 = 2,

le système (2.13) devient :

= -q (2 - w2 ) + w2 - a = w2(l - q1)
dT 2 2

ce qui signifie que dv/dT a un signe constant, positif si a < 2 et négatif

si a > 2.



d'autre part, on a 0' w donc :

dv

d0

on peut donc intégrer et trouver :

v = V(0 )

w = W(0)

v2

0 = 0 ( T )

Variété de collision double :

Revenons à l'intégrale de l'énergie (2.14) :

v2 + w2 - 2 = 2hra ou v2 + w2 - 2 = 2he^a ; r = e^

On constate que v2 + w2 - 2 -*• 0 lorsque r -* 0 (ou p - °°) et de même

v2 + w2 - 2 0 lorsque h 0, par conséquent à la singularité (r + 0 ou

P + ~ 00) tout se passe comme si h = 0.

Considérons la fonction F = 2 - v2 - w2, à l'aide de (2.13) on

écrit :

dF

dT

dv dw

2(V d? + W d?>

2^(^ v2 + w2 - a)v - (1 - ^)vw2J

2(^ v2 + w2 — 01 - w2 + ~ w2)v
a(v2 + w2 - 2)v

= - 0tFv

d'où :

ce qui signifie

d'équation w2 +

collision double

que

v2

F(T ) = F(0)e a-('vdT

F(T ) = 0 V T ssi

= 2 est invariant

F(O) = 0, par conséquent le cercle

, d'où la variété invariante de la

(2.17) N = {(r/0,w,v) ; r = 0 et w2 + v2 = 2}

Nous allons, dans la suite, nous borner à l'étude du flot du

champ de vecteurs défini par le système (2.13) seulement, en effet nous

avons vu que le système (2.13) ne contient ni r ni 0, une fois que

(2.13) est intégré le système (2.12) donne r(T) et 0(T).
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Dans le cas où h f 0 on peut se servir de l'intégrale (2.14)

pour déterminer r(T ). D'autre part, nous allons étudier les orbites du

système (2.13) en étudiant l'intégrale première de ce système, à savoir

A donnée par (2.16).

Positions d'équilibre du système (2.13) :

Elles vérifient simultanément les deux équations :

vw = 0

a
v2 + w2 - a = o

Z,

d'où il existe quatre positions d'équilibre :

E : (w,v) = (0,-/2)

E : (w,v) = (0,/2)

L : (w,v) = (-/a,O)

L : (w,v) = (/a,O)

— + , . t r
D'une part on constate que E et E sont situes sur la variété

N et d'autre part nous allons montrer que l'orbite de collision intersecte

l'orbite h = 0 aux points E , E et qu'elle lui est tangente.

Les équations aux variations :

Ce sont les équations linéarisées du système (2.13) au voisinage

de chacune des positions d'équilibre (w,v) :

TT (Ôw) = “ (1 - ^)VÔW “ (1 ~ ~)wÔV
dT 2 2

— (Ô v) = 2wÔw + o(vÔv
dT

d'où la matrice associée :

( < 1 ^ \-(l---)v
,, a -,

-d-)w ’a b'

2w av ,a' b'



Nous allons donner les valeurs propres de M en chaque position d'équilibre

M/E

M/E

M/L

M/L

H)*5 °

- a/2

<7 , a

(-i^)æ 0

a/2

d-f)Æl

-2/a 0

0 -U~)/a

2/a 0

À = (1 - -)/2 = - a/2
1 2 2

= -(1 - -)/2 À2 = a/2

À = ± i/2a(l-a/2) i = Z1!
1 / Z

À = ± i/2a(l-a/2)
1 f Z

Nous allons distinguer trois cas suivant les valeurs de a :

1°) a < 2 : (Le cas képlérien rentre dans ce cadre avec a = 1).

Soient W(u,v) et V(w,v) les seconds membres du système (2.13)

alors dans le plan (w,v) on obtient les positions d'équilibre E ,E ,L ,L

comme l'intersection des courbes d'équation :

W = 0 : les axes des w et des v

w2 v2
V = 0 : l'ellipse — + — = 1 dont le grand axe est

sur l'axe des v.

Pour le sens des flèches dans les différentes régions, il suffit de

constater que W > 0 dans les quadrants Q et et que V > 0 à l'exté-

. w2 v2
rieur de l'ellipse — + — = 1. D'autre part, notons que h = 0 sur la va

riété N et que h > 0 à l'extérieur de N.
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A) h ^ 0 (orbites paraboliques ou hyperboliques dans le cas képlérien où

Ct = 1).

On distingue 2 cas :

a) w = 0, c'est-à-dire que le moment cinétique est nul. Ce sont les

intervalles (-°°,E J , [e+, °°) de l'axe des v. On constate que <£es orbites
• • v —

partent de la collision en E et que d'autres aboutissent a la collision en E .

b) w f 0 : les orbites viennent de l'infini et partent pour l'infini.

B) h < 0 (orbites elliptiques dans le cas képlérien)

C'est la région qui se trouve à l'intérieur de la variété N, où

toutes les solutions seront bornées.

d'où la figure suivante qui résume et montre le comportement des courbes

intégrales dans les différentes régions.

/
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Notons que E et E sont cols. donc instables, par contre les positions

— +

L et L sont stables, elles sont en effet centres.

On aurait abouti à ce résultat en examinant la nature de ces

points moyennant les valeurs propres, par exemple nous avons montré que

les valeurs propres de M au poinc E sont réelles de signes opposés, le

+ '
point E est donc un col et la pente des séparatrices qui le traversent

^ ^ ^ ^ I
est donnée par m = — = t — où l'on a :

b A - b'

a = -(1 - |)/2 a' = 0

b = 0 b' = ot/2

donc : m = 0 correspond à la parallèle de l'axe des w

m^ = oo correspond à l'axe des v.

On peut faire la même analyse pour les autres points

2°) a = 2 : Le système (2.13) devient :

w ' =0

v' v2 + w2 2
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la première équation montre que la variable w reste constante, c'est en

effet l'intégrale du moment cinétique comme le montre (2.15) et par la

même occasion signalons que la variable v, elle aussi, devient une inté

grale lorsque h = 0, comme le montre (2.14).

Avant d'étudier le flot, notons que non seulement les points E

E+,L ,L+ sont les points d'équilibre, mais également tout point du cercle
— +

w2 + v2 = 2, de plus, notons que les points L et L sont eux aussi sur

le cercle.

Traçons la courbe (V) : v2 + w2 - 2 = 0, c'est donc la variété

elle-même, on constate que :

V < 0 à l'intérieur du cercle (h < 0)

V > 0 à l'extérieur du cercle (h > 0)

d'où on résume le flot sur la figure suivante :



A) h > 0 : on distingue deux cas :
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a) J w) ^ /~2 : toute solution partira pour l'infini si elle commence

par une collision et aboutira à une collision si elle

vient de l'infini.

b) | w| > /2 : toute solution vient de l'infini et part pour l'infini.

3°) a > 2 : comme dans le premier cas désignons d'abord le sens des flè

ches, sachant que dans ce cas on a W > 0 dans les quadrants Q^, Q ^ et

V > 0 à l'extérieur de l'ellipse, d'où l'on trouve la figure suivante :
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La figure suivante montre le comportement des courbes intégrales :

h > 0 : il y a des orbites qui viennent de l'infini pour partir à l'infini

il y a aussi des orbites de collision ; certaines commencent par

une collision en E et partent à l'infini, d'autres viennent de

l'infini et aboutissent à une collision en E .

h < 0 : toute solution commence par une collision en E+ aboutit à une

collision en E sauf les solutions où (h = 0 et c = 0), alors dans

ce cas la solution commence par une collision jgu aboutit à une

collision partant à l'infini dans l'autre direction.

— + — +

Notons que E et E sont des noeuds tandis que L et L sont des cols. On

aurait abouti à ce résultat en considérant les valeurs propres. Prenons,

par exemple, les valeurs propres de M en E+, elles sont réelles et toutes

les deux sont positives, le point E+ est par conséquent un noeud instable

(noeud répulsif), la pente de la tangente commune des orbites passant par
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i ,

(E ) est donnée par :

Ai 'a

xi "b
7 = 0 ; = - (1 - -)Æ > 0

ce qui correspond à la parallèle de l'axe des w passant par E

La pente de l'intégrale singulière est donnée par :

m.

X2 - a

X2 - b' ; À2 = Ct/2 > 0

de même pour E sauf qu'il est un noeud stable (noeud attractif) où les

valeurs propres sont réelles et toutes les deux sont négatives.

Pour terminer, notons que suivant le sens de parcours le point

+ —

E s'appelle "source" et le point E s'appelle "puits"^

notons encore que la fonction A donnée par (2.16) est indéterminée en E“

+ O
et E (elle est de la forme —) et est nulle pour les points de l'inter-

^

valle (E ,E ) et devient infinie sur N - {E ,E }.



CHAPITRE III

LES CHANGEMENTS DE VARIABLES DE MAC GEHEE ET DE SIEGEL

Madame Losco L5] a groupé ces deux changement de variables sous

la remarque suivante :

Soit U(q) une fonction homogène de degré - QL (Oi > 0).

Considérons le problème du lagrangien L et du hamiltonien H :

• • il

L(q,q) = J q2 + U(q) ; q = (q , q^ ) R

H(p#q) = \ p2 - U(q) ; p.,q. sont conjuguées l'une de
1'autre

Les équations du mouvement s'écrivent :

(3.1) q = 3u/3q

ou

(3.2)

q = p

p = 3u/3q = U1

Considérons la transformation

gp : (p#q) + (P/Q)

définie par :

(3.3) q = PQ
~0t/2

p = p P

où p est une fonction positive arbitraire de (t,q) et non pas un paramètre.

Dérivons (3.3) par rapport à t, il vient :



Moyennant (3.3) les équations du mouvement s'écrivent dans l'espace (P,Q)

sous la forme :
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(3.4)

i+a/2 • -1 i+a/2*
p Q = -pp PQ + p

l+a/2 • a -1 i+a/2*
P p = - P P PP + u'

On constate que le système (3.4) possède une singularité pour

P = 0. Grâce au changement de variable temporelle définie par :

(3.5) dt = p1+a/2dl

la singularité disparaît et le système (3.4) devient :

Q' = P - XQ

(3.6)

P' = - ÀP + U'
^ y

, -i,
x = p p'

( )' = — ( ) la dérivation par rapport à T.

Ecrivons l'intégrale de l'énergie dans l'espace (p,q) :

(3.7) p2 = 2 LJ ( q ) + 2h

-01

or U(q) = U(pQ) = p U(Q) car U(q) est supposée homogène de degré - 0t.

L'intégrale (3.7) devient alors dans l'espace (P,Q) :

2h = p“ap2 - 2p'aü(Q) = p"a[p2 - 2U(Q)Q = p”a(2H)

donc :

(3.8) h(p#q) = p~aH(P#Q)

Ceci nous montre que dansl'espace (P,Q) nous n'avons plus l'intégrale pre

mière de l'énergie car p varie avec le temps, on perd donc l'intégrale de

l'énergie lorsque l'on étudie le mouvement dans l'espace (P,Q), on perd

également l'intégrale du moment cinétique :

-* A v a ~06/ 2-y 1 ~ct/ a ->
c = Zq A P = ZpQ A P p = p ZQ A p

donc :

i-a/2^-
(3.9) c = P



37

soit c = |c| le module de c :

a, i-a/2 a(i-a/2)_pt -a(i-a/2) i-a/2
ch = p C; p H

On a donc :

A1"0172 = cV'a/2

Ot 1—C1 / 2 ,
et la fonction A = C H est par conséquent une intégrale première du

mouvement dans l'espace (P,Q).

Revenons à (3.8) :

H(P,Q) = pah(p,q) ; h = const.

dH a-1 dp -lia, ,
— = ap ^ h = ap p p h = aÀH

dH/H = aXdT d'où : H = HQe
JaÀdT

donc si Hq = 0 alors H = 0

Par conséquent H = 0 est une variété invariante, indépendante

de h et le système (3.6) détermine le flot sur cette variété. Comme les

solutions d'énergie nulle dans l'espace (p,q) sont sur la surface d'équa

tion h = 0, alors les solutions correspondantes dans l'espace (P,Q) seront

sur la surface d'équation H = 0, car d'après (3.8) on a :

h = 0 <=> H = 0

la fonction p , et par conséquent la fonction À , pourront être déter

minées par le choix d'une liaison entre les variables P et Q du type

F(P,Q) = 1.

Premier choix : On obtient le changement de variable de Mc Gehee pour

F(P,Q) = |Q|2 = 1

On se place donc sur la surface Q2 = 1

Or q = pQ donc |q|2 = P2|Q|2

si |Q|2 = 1, alors |q|2 = p2 et p = |q| > 0

et si p = |q|, alors p2 = |q|2|Q|2 et |q[2 = 1.

Par conséquent :

Q| 2 = ! <=> P = |q|(3.10)
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d'autre part | Q| 2 - 1 implique Q.Q' = 0 d'où Q.(P ~ ÀQ) = 0 ou encore

a- . v /
Q-P ~ A, donc le système (3.6) s'écrit sous la forme :

Q' = P - ÀQ

(3.11) p* = u' + - AP

-, a- ->

A = P. Q

c'est un système différentiel d'ordre (2n - 1), on dira qu'on a réduit par

homothétie [Madame Losco[^ ou (3.11) permettra d'étudier la trajectoire à

une homothétie près.

Deuxième choix : On obtient le changement de variable de Siegel pour

(3.12) p1+a/2 = t

d'où en posant s au lieu de T dans (3.5) :

s
dt = tds ou t = e

Posons :

1 + s
Y 2

le changement (3.12) s'écrit donc :

.<» . «* i -.. !
Revenons au système (3.1) avec q = (x,0# ..., 0) c'est-adire nous considé

rons le mouvement rectiligne sur l'axe des x, d'autre part considérons la

solution de (3.1) pour h = 0, alors le théorème de l'énergie s'écrit sous

la forme : q2 = 2U(q), soit :

(3.13) x2 = 2M|x| a

où : U(q) = U(x,0, ..., 0) = m|x|

Pour x > 0, la solution de (3.1) s'écrit :

x(t) = kt^ 0 < t < °°

En substituant dans (3.13) on trouve en effet :

k2y2 t2Y"2 = 2Mk“at_aY

puisque y = et il reste k2+0t = 2M/y2 c'est-à-dire :

k = (/2M ~)Y
Y



En résumé : soit la solution d'éjection :
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(3.14)

qx = x > 0 q2 = q = 0
n

x = ktY k = (/2M ~)Y et y = 2/(2+a)

Le changement de variables :

q = P(t)Q

(3.15)

p = pa/2(t)P

P(t) = tY

dt = tds <=> t = e

transforme le système (3.1) en (3.6) avec À = y, c'est-à-dire :

dQ/ds = P - yQ

(3.16)

dP/ds =U'+-yp=U'+ (l-y)p
y ^ y

qui est celui utilisé par Siegel pour la collision triple DO-
-y , y

Or Q - t q, la solution d'ejection q = (kt ,0, ... ,0) se transforme en

Q = (k,0,...,0).

D'autre part :

U' = t2'YU- = t2_Yq
Q q

y y-?

mais pour q^ = kt on a q1 = ky(y - l)t' d'ou :

(3.17) = ky(y - 1) k = Q,

Les positions d'équilibre du système (3.16) :

Pour les trouver, il suffit de résoudre simultanément le système

suivant :

dQ/ds =0 et dP/ds = 0

par conséquent, il faut trouver les solutions communes des équations :

P ~ YQ = 0

U* + (1 - y)P = 0
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u'Q = y (y - dq

la première donne P = yQ d'où l'équation :

(3.18)

qui admet la solution particulière :

(3.19) §! = Q1 = k Q2 = ... = Qn = 0

comme on peut le vérifier et le prévoir à priori, il suffit de comparer

entre (3.17) et (3.18).

L'intérêt du système (3.16) :

Posons Q = Q + £ et P=P+n où (Q,P) désigne une posi

tion d'équilibre.

Ecrivons donc les équations aux variations correspondantes :

dÇ/ds = - yÇ + q

(3.20)

do/ds = + (i - y)n = y(y - i)€ + d - y)n

Considérons un famille de solutions particulières :

(3.21) Ç = A . e

m. s
î

avec m. > 0, de sorte que (Ç -* o pour s -* - 00) ou, ce qui est équivalent,

(4 0 pour t 0+).

A cette famille correspond une solution complète du système

(3.1) du type :

m s ms ms

(3.22) q = t^F(A e , A2e , ..., A^e )

où m^, ..., m^ désignent les solutions positives des exposants caracté

ristiques de la matrice associée aux équations aux variations.

On obtient ainsi toutes les solutions qui aboutissent pour

t -*• 0 à une collision : conséquence du théorème de Liapounov (1.5).

APPl ication au cas de Mc Gehee : (n = 2)

Nous allons appliquer ce qui précède au cas de Mc Gehee traité

au 2e chapitre. Nous avons donc :
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q = (x,y) Q = (X,Y) U(q) = |q| ^ QL > 0

où M = 1 (pour simplifier).

Eliminons d'abord la variable P du système (3.16) :

la première équation donne :

p = ^2

d'où :

ds
+ YQ

dP d2Q dQ , ,, .,dQ .
— = Tt + y^r = u* + d - y ) (-r* + y q)
ds ds2 ds Q ds

en tenant compte de la deuxième équation de (3.16).

On obtient ainsi l'équation différentielle en Q :

(3.23) —f = (i - 2 y -£+y(i - y)Q + U*
ds2 ds Q

'as particulier : Dans le cas particulier considéré, l'équation (3.23) se

traduit comme la suite

Q = (X,Y) U(X,Y) = (X2 + Y2) °^2

ceci donne, en posant :

R2 = X2 + Y2 U' = P(X,Y) U' = Q(X,Y)
X Y

les équations différentielles en X et Y :

(3.24)

dX

d2X/ds2 = (1 - 2y) — + y(i - y)x + P(X,Y)

dY
d2Y/ds2 = (1 - 2Y) — + Y(1 - Y)Y + Q(X,Y)

P(X,Y) = U' = - a XR (a+2),Q(X,Y) = U' = - aYR (a + 2)
X Y

Les solutions d'éauilibre du système (3.24) :

Pour les trouver, on annule dX/ds, dY/ds, d2X/ds2, d2Y/ds2 dans

(3.24), il vient :

Y(1 ~ Y)x - aXR ('CL+2'} = o

Y(i - y)Y - üyr (a+2) = o

d'où :

Y( 1 - y) - OCR (a+2) = 0



Or d'après (3.14) on a k = (2/y2) et d + 2 = 2/y, donc :
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y/2

a+2 a 2 , a+2
R = k

par conséquent, les solutions d'équilibre sont tous les

points du cercle :

R = (/2/y) Y= k

Nous allons donner dans la suite le formulaire des dérivées partielles de

_ - a
U - R ; R2 = X2 + Y2, ainsi nous allons calculer les valeurs de ces

dérivées le long d'une solution particulière considérée :

w = ( k, 0 )

Rappelons que P(X,Y) =U' et Q(X,Y) = U'
X

P(X, Y) = -aXR ('a+2) ~ ( Ci+2 )
Q(X,Y) = -aYR

= a [(a+i)x2-Y2]R~(a+4) |2 = a(a+2)XYR (a+4)

-- = a(a+2)XYR (a+4) |2 = a[-x2+(a+i)Y2]R (a+4)
d2P -j — ( 6 )
9x2 = a(a+2)x [-(a+i)x2+3Y2jR |-§ = -a(a+2)Y f(a+3)x2-Y2]R (a+6)

9x9y - a(a+2)Y jja+3)x2-y2Qr ( 6) 9)Jy - a(a+2)x[x2 (-a+3)Y23R ( 6)

9y2 - a(a+2)x [x2-(a+3) y2"]r ( = a(a+2)Y[3x2-(a+i)Y2jR (a+6)

^ 9 p 9o 92p 92q 92p 92q
Notons que : 3y = g* 3x3y = 5^ 3y2 = ^

(1)
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W = <k,0) a = 2ÜIÏI a + l = 2lï a + 2 = - k - (^)Y ka+2 = k2/Y = \
Y Y Y Y Y2

(§x)w = a(a+1)k (a+2) = (l-y)(2-y) = 0

3p

‘SŸ’w 0 <1y>w = -Ok'<01+2) = -Yd-Y)

U 2) - ot(ot+i) (a+2)k (a 3) = — - ^ (2 y-}
dX2 w yk

= 0

3 2 P

(3x3y)w ~ 0 NS?. ^

<$>. 2V' = 0

(2)

Equations aux variations de (3.24) :

Considérons la solution particulière d'équilibre w(k,0) et écri

vons au voisinage de cette solution :

X = k + £ Y = n

d'où :

d^
ds2• = (1 - 2Y> f + [Y(1 - Y) + (ff>> + <ff>w n

d2n = (1 - 2Y> S + + Yd
ds2 ' “ 1 ' ds L 9x w

et d'après le tableau (2) on écrit :

.52,
3y w -y»!

d2n

ds2 = (1 - 2y) — + [y(i - y) + (1 - y) (2 - y)]ç

d2n

ds 2
= (1 - 2y) yd - y) + yd

ds *-
- Y)]n

d ' où

(3.25)



Pour trouver les solutions du système initial, nous allons cher

cher des solutions de (3.25) du type : Ç = Ae™^ , f| = BemP avec m > 0.

Pour l’équation en E, : m vérifie l'équation :

m2 - (1 - 2y)m - 2(1 - y) = 0

qui admet les deux racines : m = - 1, m = 2(1 - y).

Or 0 < y < 1 par définition (y =
a + 2

; Ot > 0), la seule racine conve-

x = tYX = tY(k + At2(1 Y) + ...) ; k = (/2/y)Y

nable est m - m = 2(1 - y) >0, elle fournit :

x = tYX = tY(k + £ + ...) = tY(k + Ae2(1~Y)P + ...)

c'est-à-dire :

(3.26)

Pour l'équation en r) : m vérifie l'équation :

m2 - ( 1 - 2y)m = 0

qui admet les deux racines m^ = 0, m^ = 1 - 2y.

La seule racine positive est m = 1 - 2y à condition que 2 y < 1, ce qui

est équivalent à la condition Ot > 2, et dans ce cas :

(3.27)

Etude générale :

Revenons au système (3.24) et écrivons les équations

associées dans le cas général (1.2) :

y = tW2Y + ...) Bt1^ + ...

Nous allons distinguer deux cas :

1°) PL < 2 : Le système (3.28) admet au premier ordre la solution :

Ç = At2<1-Y)

A est un paramètre.

n = 0
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Pour trouver les solutions d'ordre plus élevé, posons :

u At
2(i-y)

Ae
2(l-y) s

d'où :

u' = 2(1 - y)u et u" = 4(1 - y)2u

Cherchons une solution générale de la forme :

Ç = u + a^u2 + a2u3 + . . .

n = b, u2 + b„u3 + . . .
1 2

donc :

= 2(1 -y) + 4(1 -y)alU2 + 6(1 -y)a2u3 + ...

n' = 4(1 -y)blU2 + 6(1 -y)b2u3 + ...

V' = 4(l-y)2u + 16(l-y)2a1u2 + 36(l-y)2a2u3 + ...

n" = 16(l-y)2b1u2 + 36(l-y)2b2u3 + ...

Portons ,n#f|1 * H" dans (3.28), il vient :

4(l-y)2u + 16(l-y)2a^u2 + 36(l-y)2a2u3 + ... = 2(l-y)(u+a^u2+a2u3+...) +

+ (l-2y) |2(l-y)u+4(l-y)a u2+6(l-y)a u3+..U y\(2 T) (u2+2a u3+...) +
L- J.Z 1

+ 16(l-y)2b1u2+36(l-y)2b2u3+ ... = (l-2y) [4(l-y)b1u2+6(l-y)b2u3+...]+

d'où :

+
k b^u: + ...

16(1-^)2 a x = 2(l-y)a + 4 ( 1-2Y)(l-y )a -

36(l-y)2a2 = 2(1-y)a 2 + 6(l-2y)(l-y)a -

16(l-y)2b1 = 4(1-2Y)(l-y)b

36 ( l-y ) 2b = 6(l-2y)(l-Y)b. + b,
2 2 k 1

( i -y ) ( 2 -y )

Yk

2(i-y)(2-y)

Yk
a

1
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Or è < y < 1 ; 1 - y ? 0, 3 - 2y * 0 et par conséquent :

a, = -
2 - Y

2(5 - 4Y)Yk

(2 - Y)2
4(7 - 6Y)(5 - 4y)y2k2

b. = b2 = 0

donc :

(3.29)

Ç = U - ~,-l, u2 + (2 - Y)

2(5-4Y)Yk 4(7-6y)(5-4y)y2k2
u3 + ...

n = o

mais X = k + £ Y = n et x = t^X y = t^y

d'où :

(3.30)

X - tY

= 0

[k+u - 2 ~ Y
u2 +

(2 - Y)

2(5-4Y)Yk 4(7-6y)(5-4y)y2k2
u3 +

y

k = (/2/Y) u = At
2(1-y)

i < Y < 1

d'où :

On a donc une famille de solutions à un paramètre du type (3.22)

Proposition (3.1) :

Pour a < 2 (i < y < 1), le système (3.1) avec n = 2

admet une famille à un paramètre de solutions d'éjec

tion "r(t) a- 0 pour t - 0+" donnée par :

x(t) = tTF[At2(1_T)] ; F(0) = k = (/2/y)Y

y ( t ) = 0

Exemple : Prenons Oi = 1 donc, y = 2/3

Les équations (3.24) deviennent :

d2X 1 dX 2
= — — -f — X + P

ds2 3 ds 9
( X, Y )

d2Y

ds2

1 dY

3 ds + | Y + Q(X,Y)



et les équations aux variations (3.28) associées :
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= - I ç' + f ç + 3ÏÏ <- 2Ç2 +na) + •••
n" = ' In' + k n + •••

x . , . / 1 2
Le système linéarisé en Ç : Ç" + — Ç' - — £ = 0 admet une seule solution d'

éjection Ç = Ae3s^3 = At3//3 et l'autre sera rejetée (Ç = Ae S = At 3 ) .

De meme pour le système linéarisé en f), on trouve deux solutions :

n = B n = Be-s/3 = Bt~1/3

elles seront donc rejetées car on s'intéresse seulement aux solutions

d'éjection.

n , , 2s/3 2/3
Posons donc : u = Ae = At

Les équations (3.29) s'écrivent :

£ = u - — u2 + -—
7k 7k2

u3 + ...

n = o

or u = At
2/3

k = (9/2)
1/3

x(t) = t‘

y ( t ) = 0

[<!> + At - î <?> A2t + J (g) A3t2 + ..

2°) g > 2 : Le système (3.28) tenant compte des (3.26) et (3.27) admet

au premier ordre la solution :

2(1-y) 1~2y
Ç = At n = Bt A et B sont des paramètres.

donc :

d'où :

Comme dans le cas précédent,

2(1-y)
u = At 1 = Ae

v = Bt
l-2y

= Be

posons :

2(l-y)s

(l-2y)s

u' = 2(1-y)u u" = 4(1-y)2u

v' = (l-2y)v v" = (l-2y)2v
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(3.31) n'

Portons

1)

C = u + 3xu2 + Vv + a3v2 + a4u3 + V2v + Vv2 + V’ + ...
O - 2( 1-y)u + 4(1-Y)aiu3 + (3-4Y)a2uv + 2(l-2y>a3V2 + êd-y^u2 +

+ (5-&y^5u2v + 2<2-3Y)a6uv= + 3(l-2Y)a7v3 + ...
Ç" = 4(1^,2u + ^d-y^V2 + (3-4Y)2a2uv + 4(l-2Y)3a3v2 +

+ 36(1-^2a4a3 + (5-6Y)3a5u3v + 4 ( 2-3y ) 2agUv2 + 9(l-2y)2a7v3 +
H = V + V’ + b2UV + b3v3 + b4U3 + b^V + beUv2 + b7V3 + ..^

(1 2y)v + 4(l-yjb^u2 + (3-4y)b2uv + 2(l-2y)b v= + 6(l-y)b u2 +
J 4

+ (5-6Y)b5u3v + 2(2-3Y)b6uv3 + 3(l-2y)b V3 + ...

2y) v + 16(l-y)3b3u2 + (3-4y)3b2uv + 4(l-2y)2b3v2 +
36(l-y)2b4u3 + (5-6Y)2bsu2v + 4(2-3y)2b6uv2 + 9(l-2y)2b7v2 +

= U2 + 2alU3 + 2a2u2v + 2a3uv2 + ...

HS = uv + blU3 + b2u2v + b3uv2 + a^v + a2uv2 + a^2 + ...
H2 - v2 + 2b^u2v + 2b^uv2 + 2b^v3 +

^ ’ 'T)" fr)2,Çr) dans (3.28), il vient :

- (1-Y)(2-y )

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

16( 1-y ) 2a^ = 4 (i-y ) ( i_2y )ax + 2(l-^)a
(3-4 )?.a2 E (3-4y) (l-2y)a + 2(l-y)a

^ 2

4(l~2y)2a3 E 2(l-2y)2a3 + 2(l-y)a +

yk

_ 2(1-y)(2~y)
'4 a.

36(l-y)2a4 E 6(l-y)(l-2y)a + 2(l-y)a
4 4 yk 1

(5-6y)2a E (5-6y)(l-2y)a + 2(l-y)a - 2(l-y)(2-y) 1-y
5 5 a2 + k b!

6

S

:bi

2

b3

b4

5

36

>7

, = 2(2“3y)(l-2y)a
6

+ 2(1-y)a - —1 -

E 3(l~2y)2a^ + 2(1 "Y)a? +
2(i-y) .

b3

E 4(1~y)(1-2y)b

= (3-4y)(l-2y)b2 +
2 ( 1 -y )

k

= 2(l-2y)2b3

= 6(l-y)(l-2y)b + 2 ( 1 -y )

k U1 + V
5 (5~6y)(l-2y)b +

5

2 ( 1 -y )

k (31 + V
- 2(2-3y)(l-2y)b + 2(l-y)

k (a2 + V
- 3(l-2y)2b + 2(1~

1 7 k^a3

yk a3+ 2 y1 b2



1 ..., 7) nous allons commencer par ceux
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Pour trouver les a., b. (i =
î i

qui sont nuis et nous rappelons que nous traitons le cas QL > 2, ce qui

est équivalent à : 0 < y < i, d'où :

=> a = 0
5

(3.32)

(13)

=>
s + 0

Z
} donc (5)

=> b. = 0
1

=> b_ = 0 => a^ = 0
3 7

=> b4 = 0 car bi = 0

_ 0 car a„ = b
6 2

a. =
-(2-y)

2(5-4y)yk

= 0

a„ =
(1-Y)

a . =

2(3~4y)yk

(2-y)2

a, =

4(5-4y)(7-6y)y2k2

= 0

(1-y)(2-3Y+3Y2)

2(i-2y)(5-6y)(3-4y)y2k2

= 0

b = 0

b„ =
(3-4y)k

= 0

b = 0

b =
•3( 1-y)

2(5-6y)(5-4y)yk2

b6 = 0

. zilzlli
7 6(l-2y)(3-4y)yk2

£ = u + a u 2 + a_v2 + a„u3 + aruv +
13 4 6

H = v + b uv + b u2v + b v3 + ...
2 5 7

donc :
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(3.33)

= tY[k + u -
( 2-y)

2(5-4y)yk

(2-y)

,2 _ ±2L
V2 +

y =

k =

4(5-4y)(7-6y)y2k2

uv -

U3 +

tY[v + 1

2(3-4y)yk

(l-y)(2-3y+3y2)

2(l-2y)(3-4y)(5-6y)y2k2

3(l-y)

uv2 +

(3-4y)k

(i-y)2

6(l-2y)2(3-4y)yk2

(/2/Y)Y ; 0 < y < è

2(5-6y)(5-4y)yk2

V3 + ...3
,2(l-y)

U^V -

u = At v = Bt
i-2y

soient :

F(u,v) = k + u + au2 + a^v2 + a„u3 + a^.uv2 + ...
13 4 6

G(u,v) = 1 + bu + bu2 + b v2 + ...
2 5 7

donc :

x = tYF(u,v) y = Bt1 YG(u,v)

On constate que x est une fonction paire de B, tandis que y est une fonc

tion impaire de B, de plus F(0,0) = k et G(0,0) = 1, d'où :

Proposition 3.2 :

Pour a>2(0<y<i), le système (3.1) avec n = 2

admet une famille à deux paramètres de solutions

d'éjections (lim r(t) = 0) :
t+0+

x = tYF [At2(1"Y),Bt(1~2y) 1 ; F(0f0) = k = (/2/y)Y

y = Bt1-Y G[At2(1"Y),Bt(1"2Y)];G(OfO) = 1

Exemple : Prenons Œ = 4 donc y = 1/3

Les équations (3.24) deviennent :

d2X 1 dX 2 ,
T“T = ~ ~ X + P(X,Y)
ds2 3 ds 9

d2Y 1 dY 2 ,
— = 7 7 + 7 Y + Q(X,Y)
ds2 3 ds 9

et les équations aux variations (3.28) s'écrivent :

n" = 7 n' + 77 £n +
4_
3k
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s . , . , 14
Le système linéarisé en Ç - — E, = 0 d'où l'équation caracté

ristique 3m2 - m - 4 = 0 qui admet la racine m = 4/3 > 0, l'autre racine

est rejetée m = -1 < 0.

De même on trouve deux racines de l'équation associée au système linéa

risé en : m = 0 (rejetée) et m = 1/3 > 0.

Posons donc :

U = fle4s/3 - At4/3

v = Bes/3 - Bt1/3

on trouve :

- 1L_
ai 22k

b2 5k

a3 5k

5 “ 11k2

a4 88k

L _ 6
7 5k2

a_ =
12

6 5k2

donc

et

(3.34)

r - 15
s = u - u

2 3 2 . 52. —

22k 5k 88k
u3 +

12

ri = v + — uv —
5k 11k2

u^v
5k2

5k2

v3 + ...

uv2 + ...

x = t‘

y = Bt

+ At
2/3 5

A2t - R2t ' + — a31 +
22k A 5k B 88k A t

12

5k2
AB2t2 + 0

2/3[l + i- At4/3 3
L 5k 11k2

A2t8/3 . B2t2/3 +
5k2 -J

avec :

k = PlQ

Exemple : Etudions le cas où « = 2, c'est-à-dire $

Les équations (3.4) deviennent :

d2X . ,
— = è X + P(XfY)

= i

d2 Y

ds2
= ï Y + Q(X,Y)

et les équations aux variations s'écrivent :

3 1

= ? - â + â ^ +

5n h- ...n
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Pour le système linéarisé Ç" = Ç l'équation m2 -1 = 0 admet une seule

racine strictement positive m = 1.

Pour le système linéarisé F| " = 0 l'équation m2 = 0 n'a acune racine

strictement positive.

On a donc pour le système linéarisé une famille de solutions

K = AeS q = 0

/ S

par conséquent il y a un seul paramètre u = Ae = At.

Cherchons une solution du système complet :

Ç = u + a^u2 + a2u3 + . ..

V = u + 2a^u2 + ^a^u3 + .. .

K" = u + 4a^u2 + 9a^u3 + . ..

n = b^u2 + b^u3 + ...

n' = 2b^u2 + ^b^u3 + . • •

n" = 4b^u2 + Ob^u3 + .

£2 = u2 + 2a^u3 + ...

n2 = b12u‘f + ...

çn = b^u3 + ...

donc :

d'où :

u + 4a^u2 + 9a 2Ui3 +. . . - u + a^ u2 + a2u3

4b u2 + 9b„u3 + __ èrr b, u 3

1 2 2k 1

3 1
4a, = a - — => a =

1 1 2k 1 2k

3 3
9a„ = a - — a ==> a „ =

2 2 k 1 2 16k2

4bi = 0 ==> bi = 0

9b0 _

1 ,
—— b. => b_ = 0

2 2k 1 2

Ç = u - —- u2 +3 u3 +
2k 16k2

3

2k'

n = o
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or k = /8 u = At

*
x( t) = t

y ( t ) = 0

[>8 + At + Wë A2t2+ hiï A3t3 + •••]32/2

Une remarque sur h et c du mouvement voisin :

Soient : u = At
2(l-y)

v = Bt
1-2Y

d ' où x = tyF(u,v) 1 —v
y = Bt G(u,v)

où F et G sont séries entières en u et v

dx Y-l Y dF
— = Yt1 F + t' —
dt dt

-J = B(l-y)t YG + Bt1 Y --
dt dt

donc on vérifie que :

dx .y-i., .
at<1><u'v)

f - U-Vu.v)
où (J) et iJj sont également des séries entières en u et v.

D'autre part :

_ x2 + y2 -a

c = xy - yx

h et c sont constants au cours du mouvement, donc il existe deux fonctions

H et T telles que :

h = H ( A, B )

c = T ( A, B)

On cherche d'abord le développement des fonctions H et T et pour cela

on cherche :

H 3 H

h = H(0,0) + A + B 7^ + ... = ôh
9r sr

c = (0,0) + A + B + ... = ôc

où ôh et ô c désignent les valeurs que prennent h et c pour le mouvement

voisin donne par les équations aux variations :

x = tr[k + At2<1’Y) + ...J

y = b1”^ [1 + ... }

en négligeant les points de suspension.



Posons :
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avec :

x = At2<1-Y,tY = At2'Y

1-Y

x = kt ^ y = 0

y = Bt'

.Y

Calcul de ôh :

avec :

or :

d'où :

Calcul de 6c :

, x2 + y2 1
h = ——1 - - —

2 a
r

ôh = xôx + yôy - Oir ^ ^ôr

• • • • 1
= xôx + yôy - ar (r xôx + r yôy)

• • • • —QL~ 2
= xôx + yôy - Œr (xôx + yôy)

y
x = kt et y = 0 par conséquent :

• Y~1 •
x = kYt et y = 0

R = k
-(01+2) _ Yi ro tYRo

Ôx = — (&) = A(2 -Y)tX Y
dt

ôy = — (ôy) = B(1 - Y)t~Y

-(a+2)

ro
= IL.

2t2

ôh = YktY 1A(2 -YJt1 Y - a Lij(ktYAt2 Y)
212

= kAY(2 - Y ~ tpd
= kAY

c = xy - yx

• • • •

ôc = xôy + yôx - yôx - xôy

= kQtYB(l - Y)t"Y - kYtY~1Bt1~Y
= kB(l - 2Y)

d'où les formules :

Ôh = kAY

ôc = kB(l - 2y)



Conclusion : Méthode de Siegel.

Considérons les équations du mouvement :

x = dU/ 3x ÿ = 3U/ 3y

avec :

U = r~a ; a >0

On cherche une solution tendant vers (x = 0, y = 0) lorsque t 0

1°) h = 0, c = 0 : cela revient à chercher une solution

x = 3ü/3x x2/2 = U(x)

y = 0 x > 0 (pour simplifier)

2°) On fait le changement :

x = tYX y = t*Y dt = tds

t = e donc t -» 0 <===> s - 00

à priori il existe une solution X = k, Y = 0 lorsque s - 00, c'est un

point d'équilibre instable (col)

X = k + Ç Y = n

On cherche une solution de la forme :

c m 2 s
Ç = Ae = u

„ m_,s
H = Be 2 = v

la solution complète

C = F ( u, v ) = u + (t>2(u,v) + <J) (u,v) + ...

H = G ( u, v ) = v + ^>2(u,v) + ^(u,v) + ...

les termes de degré k en u et v.

Cette méthode nous a conduit à la proposition (3.1) pour a < 2 et à la propo

sition (3.2) pour a > 2.

Mac Gehee M établit les mêmes propositions par une autre méthode

qui nous semble plus compliquée ; il étudie aussi le cas QL = 2.
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REGULARISATION DE LA COLLISION DOUBLE DU PROBLEME PLAN DE DEUX CORPS

EN ATTRACTION NON NEWTONIENNE

La régularisation au sens de Sundman :

—ct ,
Revenons au champ U(r) = )Jr ; a > 0, et considérons le mou

vement pour lequel h = 0 et c = 0 (qui a pour image E et E+), nous allons

nous intéresser donc à l'étude des mouvements rectilignes dans le champ

U(r).

Le problème posé : Intégrer l'équation

(4.1) d2r/dt2 = - aur~a_1 ; r > 0

pour les conditions initiales :

(4.2) t = 0 ; rQ = Ç et (dr/dt) = n

et l'intégrale première :

(4.3)

,d2r._ „ -a
(q—)2 - 2tir = 2h
dt

ou

-a
n2 - 2\lE, = 2h

En écrivant (4.3) sous la forme :

a* a . _ d
r r2 = 2U + 2hr ; ()*=--()

dt

I * |

On constate que si r -» 0 pour t -* t*, alors | r | -*00 mais le produit

a

r r2 tend vers la limite 2U/ indépendante de h.

Ce qui nous intéresse c'est le comportement de r(t) pour

r > 0 ; on peut donc se borner au cas h = 0. Alors (4.3) donne :

(4.4) ra/2 dr = ± /ÏÜ dt

avec le signe ± qui est celui de la vitesse initiale f).



Prenons le cas n > 0 :
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L'équation (4.4) donne en posant — + 1 = y

yr1/Y = /2Ü t + yü1/Y

Posons : yÇ1YY = /ïÿT d'où :

ri/Y.^Û(t + T)

-1

En résumé, posons :

(4.5)

,1/Y _ /2Ü
Y

£ = kT

Alors, l'équation (4.1) avec les conditions initiales :

(4.6) r0 = Ç rQ = AvCa
admet la solution :

(4.7) r = k ( t + T )^

a) cette solution est définie pour -T < t < 00, c'est une solution

d'éjection :

b) Remarquons que si l'équation (4.1) admet la solution r = f(t),

elle admet aussi la solution f(t - t^) quel que soit t .

En prenant T = t , on peut mettre la solution (4.7) sous la

forme :

(4.8) r ( t ) = ktY 0 < t < 00

La relation (£,t) définie par (4.5) donne alors la durée du "lancement".

Solutions associées :

Désignons par r^^(t) la solution (4.8) et remarquons que si

l'équation (4.1) admet la solution

rU)(t) = f(t) 0 = 0

(a)

O

0 < t < 00



elle admet aussi la solution :
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(b)

et la solution :

(c)

donc la solution

(d)

(2K.
r ( t ) = f(-t)

0

(3K .
r ( t) = ~ f(t)

6

(4),_
r ( t )

>

= - f(-t)

O

A la solution :

0 = 0

-°° < t < 0

0 = TT

0 < t < 00

0 = TT

-oo < t < 0

r(1)(t) = ktY

définie pour t > 0, on peut donc associer deux autres solutions définies

pour t < 0 ; à savoir les solutions :

> Y(2)
r (t) = k(-t)

0 = 0

-oo < t < 0

et :

( 4 ) y
r (t) = - k(-t) ' -oo < t < 0

0 = TT

( 3 )
On n'a pas intérêt à considérer la solution r (t) qui est simplement

la symétrique de r^^(t).

Prolongement analytique •

On part de la solution (a) définie pour t > 0 et on cherche

si cette solution prolonge l'une des solutions définies pour t < 0 ;

c'est-à-dire :

Soit la solution (b) ; alors il y a "réflexion" ou choc : collision (b)

suivie d'éjection (a) ;

soit la solution (d) ; alors il y a "transmission" : collision (d)

suivie d'éjection (a).
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Règle de Sundman relative à 11accordement des solutions : le point de

vue analytique :

Ecrivons les trois solutions sous la forme :

0 < t < 00xU) = ktY

( 2 ) Y
x = k(-t) > 0 --oo<t<0

( 3 ) Y
x = —k(-t) ' >0 -«> < t < 0

Nous dirons que x^^ ou x^~^ prolonge analytiquement la solution x^"^

s'il existe une fonction analytique telle que x^^ et x^^ ou x^^ soient

deux branches de la même fonction x^^ réelle pour t > 0, x^^ ou x^^

réelle pour t < 0.

Conditions nécessaires :

1°) Le point t = 0 doit être un point critique algébrique, donc

Y = _2_ = £
a + 2 q

0 < p < q ; p et q entiers premiers entre eux et

p est inférieur à q car y < 1

si en plus q est impair, alors la condition est aussi suffi

sante, car alors on pose s = td'où x = ks^ ; t change de

signe avec s (donc passe de t < 0 à t > 0).

Par exemple, pour y = HŒ = 2) on a :

x = k/t

donc t = s2 et x = ks

t ne change pas de signe, donc on ne peut pas passer de

t < 0 à t > 0. Nous dirons que la signularité n'est pas ré

gularisable au sens de Sundman.

2°) Supposons que y = p/q, alors la fonction z = kt^^ pour t = pe^°

possède les m branches :

z = kpP/qei(PO/q)ei2m7T(p/q) < <
m

. p/q i ( 0+2mTT )p/q
= kp e
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Les branches réelles pour t < 0 sont les branches réelles pour

O = TT (t = -p), c'est-à-dire :

(1 + 2m) ^ = N entiers
q

, ,, v , p/q iNTT.
(d'ou z = ke e )

m

ce qui donne, puisque q premier avec p :

1 + 2m = q

donc :

p = N

Z = kep/qeip7T
m

Si p est pair, la solution z est réelle positive, elle coïncide avec

(2K.
x ( t ) ;

si p est impair, la solution z est réelle négative, elle coïncide avec

( 4 ) / , \
X ( t ) .

En résumé :

(4.9)

Il y a prolongement analytique (régularisation au

sens de Sundman) si et seulement si :

y = p/q ; 0 < p < q

p premier avec q et q impair.

Si p est pair, x^1^ prolonge x^2^ ce qui est interprétable par un choc

élastique "régularisation avec réflexion".

CT' 4. • • (1) -, (4) • 4. • 4. ^
Si p est impair, x prolonge x ce qui est interprétable par une

traversée à vitesse infinie "régularisation avec transmission".

Par exemple, le problème képlérien pour lequel ot = 1 donc y = 2/3,

P = 2, q =

flexion.

3 la singularité est par conséquent régularisable, par ré-



II.~ Régularisation géométrique :

61

et (2.13)

(4.10)

Revenons au système différentiel du mouvement donné par (2.12

1 dr

r dT

dQ

dT

dw

dT

dv

= w

= (3 ~ 1)wv

JF = "2t ec

avec 3 = Ct/2

2)

Considérons la variable angulaire X définie par :

(4.11) w + iv = /2 e1^- ; -Tr/2 < X < (i = /-T)

alors, sur la variété N définie (2.17) par w2 + v2 = 2 (h = 0) la dernière

équation de (4.10) devient :

dv/dT = (1 - 3)w2

Or :

v = /2 sinx donc ^ ^ = /ï cosY 4^ = w
dT dx dT ' “ dT " dT

d'où le système (4.10) restreint a la variété N devient :

d0/dT =

(4.12)

dX/dT = (1 - 3)w

Avant de traiter le cas général considérons le cas képlérien,

c'est-à-dire le cas où a = 1 (3 = è, Y = — ) . Nous avons trouvé que la

singularité est régularisable par la méthode analytique de Sundman. On

peut étudier la trajectoire r(0 ) pour h = 0 et pour c * 0 très petit.
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On constate que l'orbite part avec des conditions initiales

. . 2/3
voisines de la solution x = k(-t) ; t < 0 et termine avec des condi-

2/3
tions finales voisines de x = k(t) ; t > 0.

C'est encore le cas pour h * 0 et c * 0 tous les deux très

SC

On voit que la portion de l'orbite elliptique ^2P1^1^ très voisine de

h = 0 (c'est-à-dire r a- o) est représentée dans le plan (wv) par la por

tion d'orbite voisine de F = w* 1 2 + v2 - 2 = 0.

Problème :

Soit donc une solution proche de la collision : voisine

de la solution w = 0 de Ç) â Q, et ensuite voisine de
1 2

h = 0 c'est-à-dire de w2 + v2 = 2 de en P, et en Q, .
2 1 1

Le problème est de calculer A 9 le long de cette solution

voisine.

Pour ce faire, nous constatons que A0 - 0 le long de Q^P^Q^ Pour calcu“

1er A0 le long de la solution Q^P^Q^ on a :

d0/d)( = 1/(1-3) d'après (4.12)

donc :

A0 - ( 1 - BJ^Ax

Or : Ax = TT le long de Q^P-^Q^ tt'où

(4.13) A0 - (1-3) 17T



63

La relation (4.13) signifie que les orbites proches de la colli

sion se détournent par un angle A6 - tt/(1-3) dans le plan xy. Si cet angle

est multiple de tt , alors la particule émerge dans la même direction sans

prendre en considération le fait que la particule soit à gauche ou à

droite de la collision.

Imposons 3 = 1 - n \ c'est-à-dire A0 = nTT, alors l'orbite qui

va prolonger l'orbite singulière sera une rotation d'angle nir et l'on

a :

une réflexion pour n pair

(4.14) et

une transmission pour n impair

Dans la suite, nous allons étudier les cas généraux a < 2 et

CL > 2, ainsi que certains cas particuliers : CL = i, 1, 4/3.

1°) a < 2 : Nous allons étudier le comportement des orbites h = 0 pour

Œ < 2 et y = p/q avec q impair (rappelons que y = ).
i+(g/2) 1+3

Pour trouver l'orbite r(0) considérons les deux premières équa

tions du système (4.10) ainsi que (4.11), il vient :

^ = ï d0 = sinx d9
r w cosy

or :

d'où :

donc :

(4.15)

e = nx avec n = = î~S

dr sin0/n

cos0/n
d0

cos (0/n)

Pour trouver l'horaire, posons :

1

chip
w = /2 v = /l thij;
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la troisième équation de (4.10) donne :

dip = (/2/n)dT donc ip =(/2/n)T

Or :

d6

dT
= w d0 = 1/2 —r dT = n —-

chip chip

d'où :

ou :

0 = n tg ^"shlp lp = ^/2/n)x

1 , /2
7ZT7—r = Ch — T

cos(o/n) n

qui s'écrit, en tenant compte de (4.15) :

,-1/n 1/n 1/2
b r = ch — T

n

En résumé

(4.16)

r =
b , , n.

= b ch ip

cos (0/n)

0 = ntg ^ ship

, /2 1
lp = — T n = q

n 1 ~ P

Remarque

il vient

Ecrivons 1 ' intégrale do moment cinétique tenant compte de (4.16)

(l-a/2) (1-3) 1/n /g 1 , 1/n , , /g 1
c = r w = r w = r /2 —7- = b chip V2 ——r

chip chip

d'où :

(4.17) b = (c//2)n

Cas particuliers :

a) a = £ 4 4 AQ 4
: 6 = i Y = 5 n = 3 A0 = 3 u

Notons tout d'abord que la singularité est régularisable par ré

flexion d'après la règle de Sundman (4.9).
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Revenons à A0 = 4ïï/3, nous constatons que l'orbite qui commence

par une branche parabolique dans la direction 0=0^, se termine par

une branche parabolique dans la direction

0. = 0O + tt
10 3

Donc la singularité n'est pas régularisable géométriquement d'un point

de vue intuitif.

ÿ

b) g = 1 : 6 = i y = 2/3 n = 2 A0 = 2tt

C'est le problème képlérien où la singularité, comme nous

l'avons montré, est régularisable analytiquement par réflexion (choc

élastique).

D'après le résultat (4.14), la singularité est régularisable

géométriquement par réflexion car n = 2 pair.

fl



c) g = 4/3 : B = 2/3 y = 3/5 n = 3 A0 = 3ïï
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L'orbite commençant par une branche parabolique dans la direc

tion 0q se termine par une branche parabolique dans la même direction

0^ = 6q + 3tt , donc il y a régularisation géométrique par transmission,

toujours d'un point de vue intuitif, c'est d'ailleurs le résultat fourni

par la règle (4.14) où n = 3 impair, d'autre part, c'est le même résultat

que celui obtenu par la méthode analytique de Sundman (4.9).

^jj

2°) a > 2 : Pour trouver l'orbite et l'horaire dans le cas où h = 0,

la méthode décrite pour g < 2 est aussi applicable à g > 2, mais il y

a une infinité de trajectoires qui partent ou aboutissent à la singularité

et il n'est plus question de régularisation géométrique.

Prenons par exemple g = 3 donc 3 = 3/2 et n = -3 < 0 et la

singularité n'est pas régularisable géométriquement, cependant il y a

régularisation par réflexion d'après Sundman.

Résultat : On a

1 - B

donc l'entier n est positif si et seulement si 3 < 1 (ou g >2) d'où l'on

peut énoncer le résultat relatif à la régularisation géométrique :

La singularité est réalisable géométriquement (méthode

-1
(4.18) d'Easton) pour h = 0 si et seulement si 3 = l~n avec

n entier positif.



Conséquence : On constate que pour le système
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x = y

• i i-a-2
y = - a |x | x

la singularité est régularisable par la méthode de Sundman

(prolongement analytique) si elle l'est par la méthode

d'Easton (régularisation géométrique) ; en effet, supposons

qu'on puisse régulariser géométriquement, alors on a

d'après (4.18) :

B = 1 ~ n”1

y = p/q où p et q sont premiers entre eux, d'où

p . î n

donc q = 2n - 1 est impair, la singu-
q i + B <—iicCM

1

larité est par conséquent régularisable au sens de Sundman

d'après (4.9).

Si p = n est pair, il y a régularisation par réflexion

et par transmission si p = n est impair.

En général, la régularisation géométrique n'entraîne pas la

régularisation par prolongement analytique, par exemple, considérons

le sytème :

• 1

x i
(x2 + y2)

ÿ = o

Soit :

x(t) = - /2(t* - t)

t < t*

y(t) = 0

une solution particulière commençant d'un point de l'axe des x < 0 et

tendant vers l'origine 0 quand t t*.



Pour t> t* : (t* est complexe et il n'est pas question du prolonge-

68

- t

ment analytique, par contre la représentation suivante dans l'espace

des phases du système :
4 .y

montre que la régularisation géométrique est possible.

D'autre exemples se trouvant dans [l~\ dont l'exemple précédent

est tiré montrent que la méthode de Sundman et celle d'Easton ne sont

pas comparables : une extension par rapport à l'une n'implique pas une

extension par rapport à l'autre. Reste à savoir si l'on peut trouver

un exemple où il y a deux extensions (géométrique et analytique) mais

différentes.

III.- Transformation de "Levi-Civita'1 :

Considérons le lagrangien :
• •

x2 + v2
L = + U( x, y ) + h

et posons :

z=x+iy Z=X+iY

donc L s'écrit en variables complexes z,z

L = è [ z | 2 + U + h

Effectuons une transformation conforme z = f(Z) et appelons :

(4.19) J( X, Y ) = \f'(Z)\2/z

donc : L = J(X,Y)|z|2 + U(x,ÿ) + h

i = -Æ
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Effectuons ensuite le changement temporel défini par :

(4.20) dt = JdT

alors le lagrangien (4.19) devient :

(4.21) L* = 11Z 1|2 + J(U + h)

l'intégrale de l'énergie s'écrit :

(4.22) i|Z'|2 = J(U + h)

Application : Revenons au champ U(r) = M/r0, ; r = /x2+y2 = |z| = |f|

donc :

L* = 7I Z'I2 + If ' I2 (—— + h)
1 1 1 1 i i a

| f I
et l'intégrale de l'énergie :

ii ii M I f ' I 2
1 Z' 2 = f ' 2 ( — + h) * M

I I et I I et
I f I [fl

Pour que |z'| < + o° quand f -> 0, il faut que f' 0 et |f'[2/|f|a <

Supposons que

(4.23)

d'où :

z = f(Z) = Z avec n entier

f ' | 2
2n-2

Otn
= n2 Z

2n-2-0tn

il faut donc choisir n de telle sorte que 2n - 2 - an = 0 c'est-à-dire

2 11

2 - a 1 - (a/2) 1-3
a * 2

pour ce choix

(4.24)

Soit :

J = f' 2 = n2 f = n2 Z

L* = è|Z'|2 + Mn2 + hn2|Z

na

2n-2

a' = 2n - 2 = na = 2a/(2-a)

l _ l_ = 1 2 - a = ,
a a ' a 2a 2

Posons

z = re

i0
Z = Re

z = f(Z) = Z donne

(4.25) r = R 0 = nlb + 2k7T
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Trouvons la relation entre : c = r2 — et c' = R2 —
dt dT

c = r2 _ 2n d6 dijj dr _ 2n dvp 1 _ R2 dÿ
dt " R di]i dT dt ~ R X n dT ~ dT

n2R

donc :

En résumé :

(4.26)

c ' = ne

, t

• i

L n M*- N

L* = * |z

M ' = n2h,

C ' = ne

Discussion :

1°) h = 0 (M* = 0) :

. v 1 2 + Y ' 2
L*= i | Z ' | 2 + h' = + n2M

Les orbites Z(T ) sont alors rectilignes : l'intégrale de l'énergie devient

|Z'|2 = 2h', soit :

X'2 + Y'2 = 2n2M

Posons :

X' = /2n2McosO Y' = /2n2MsinO

et bornons-nous à O = 0 :

X' = /2n2M Y' = 0

d'où :

X = /2n 2Mt Y = a

c' = |XY' - YX'| = aX' = a/2n2M

or :

c - ne c = av^2M ou a = c//2M

On constate que c est petit si et seulement si a est petit



Pour étudier les trajectoires du système initial (en variables x et y)

nous avons :

r = Rn 0 = nit» + 2k7T

donc :

. , , 1/n . 0
Y = Rsinif = a donne r sm — = a

n

Posons b = an, donc

(4.27) r = avec b = ( c//2M )n
sinn(0/n)

On retrouve alors les orbites déjà calculées (4.15) avec la même interpréta

tion pour b (4.17).

Exemples :

mission

ici le

a) Pour a = 4/3 on a n = 3.

Nous avons montré que la singularité est régularisable par trans-

aussi bien analytiquement que géométriquement. De même on obtient

même résultat :

r. *

X = 3/2M T

Y = a = (c/2M)

b) Pour Œ

r =

x = r cos0

b

sin3(0/3)

y = r sin0

b = (C/2M)3

1, on a n = 2 et la transformation considérée est

celle de Levi-Civita pour le problème képlérien z = Z2.
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2°) h * 0 : On a, d'après (4.26) :

L* = è | Z'| 2 + M'Ra + h'

Le système différentiel engendré par L* est régulier si et seulement si

a' > 0.

Or a ' = na
1 - (a/2) 1-6

Le système différentiel engendré par L* est régulier si et
(4.28)

seulement si n est entier positif.

On constate donc l'équivalence entre la régularisation géométrique et celle

par la transformation de Levi-Civita.
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APPENDICE

ETUDE DU CHAMP REPULSIF EN U(r) = - 1/r2 POUR TROIS CORPS ALIGNES

Le problème sur le champ répulsif en U = - 1/r2 est un peu hors

du sujet, en effet les corps s'écartent et il n'y a pas de collision. Cepen

dant, ce problème est intéressant parce qu'il montre une propriété du champ

q

U(r) = 1/r avec OL = 2 et pour un problème des trois corps.

Soient , M^, trois corps de masses égales à l'unité, alignés

sur l'axe des x dans l'ordre M^, et se repoussent mutuellement avec

une force lFij| = 2/r3^ (i * j ; 1, 2, 3)

Soient = X3 = X2 ^es abscisses des trois corps par rapport

à leur centre de gravité :

T + x2 + x3 = o

Le lagrangien du système est alors donné par :

( A. 1 )

L = è (x2^ + x2^ + x2^) + U(r)

U(r) = -r—1
L( x -x3 V2 (VX3)2 (Vxi>2

]
On prend des conditions initiales quelconques.

Problème :

Etudier le mouvement à l'infini et prouver le résultat suivant

signalé par Moser :

(A.2)

pour t -* - x., 't v t + a . x^ v t + a^, x„ v t + a„
11 122 2 333

pour t + oo: x^ ^ v'^t+a' - 2'1
x„ ^ v't+a'

2 2 X3 hy v' ^t+a'
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ou ^ signifie qu'on écrit les premiers termes d'un développement en série,

les termes non écrits tendent vers zéro comme 1/t ou plus vite.

De plus, ce qui est d'ailleurs remarquable, les relations suivantes

sont vérifiées par les coefficients : v^, a^, ...

(A.3)

v = v
1 2

3 1 = a2

V = v
2 1

3 2 ai

V = V
3 3

= a.
3 3

Introduisons les variables de Lagrange-Jacobi définies par :

X = x2 - Xi

(A.4)

Y = x3 -
X1 + X2

Or : x1 + x2 + x3 = 0 X = x2 - et Y = - x3

On peut vérifier que :

(A.5)

3xi = - (~ X + Y)

3X2 = | X - Y

3x3 = 2Y

d'où :

2T = x2 + x2 + x2 = 1 X2 + - Ÿ2 + \ XŸ + i X2 + - Ÿ2 - q- XŸ + - Ÿ2
1 Z 3 9 3 939

donc :

(A.6)

d'autre part U s'écrit en variables X et Y en tenant compte de (A.5) :

1

2T = H2 + ~ Ÿ2

(A.7) U (X,Y) = -[
X2

d'ou le lagrangien (A.l) devient :

.X ,, ,X
(“ + Y) (2 ~ Y)

]

(A.8)
K2 ÿ2 r

(X,Ÿ,X,Y) = — + — - L ^-3
(f + Y)2 (| - Y)2

Effectuons le changement de variables :

(A.9) X=/2 rcos 0 Y = /J/2 rsin0
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d'où :

(A.10)

X = /2 r cos0 - /2 r sin00

Y = /3/2 r sin0 + /3/2 r cos00

donc (A.6) s'écrit :

(A.11) 2T = r2 + r202

U - [
r2(cos0+/3sin0) r2(cos0-/3sin0)2 2r2cos2t

1

4(cos0-/3sin0)2cos 20+4(cos0+/3sin0)2cos20+(cos0+/3sin0)2(cos0-/3sin)2
2r2(cos0+/3sin0)2(cos0-/3sin0)2cos 20

4(2cos20 + 6sin20)cos20 + (cos20- 3sin20)

2r2cos20(cos20 - 3sin20)2

9003^0 + 9sintt0 + 18sin20cos20

2r2(cos30 - 3cos0sin20)2

9(cos20 + sin20)2

2r2cos2 30

d ' où :

(A.12) U = -
2r2cos 2 30

Le lagrangien s'écrit en variables r et :

r2 + r202 M(0)

(A.13)

L( r,0,r,0 ) =

M(0) = | (cos30) 2
Prenons comme conditions initiales pour t = 0 :

l > 0

(A.14)

= - Z

x2 = St

X1 = U1

X„ = u
2 2

U1 U2 s:*'<5ne quelconque

Calculons les valeurs initiales de r,0,r,0 :
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Or x3 = - (x2 + xp x•
U)

II 1 (’t + V ; X = X2 - X1

donc pour t = 0

x3 = 0
•

x = - (u + u ) et par

X = 2l Y = 0 X = u_ - u, Y
2 1

et d'après (A.9) et (A.10) on a les valeurs initiales

Pour t = 0

3

2 X3

3 t
2 (U1

(A.15) 0 = (/J/2£)(u^ + u2)

r = (1//2)(u - u )

0 = 0

r = /2£

Intégration des équations du système :

Considérons le lagrangien donné par (A.13) et effectuons le change

ment temporel dt = r2dT (ft = r2), alors d'après (1.22) L se transforme en

L* = —
1 r'2 + r20'2 „ r M(0) u

L- + h ] avec+ r2

ou

(A.16:

h* = 0

L* = i (

()--<)

+ 0'2) + hr2 - M(0)

avec l'intégrale de l'énergie :

(A.17) ( + 0'2) = hr2 - M(0 )

Le système engendré par L* montre que les variables r,0 sont sépa

rées, donc le changement temporel considéré ramène l'intégration du système

engendré par L (A.13) à celui de deux équations :

V- I 2

i —— = hr2 + k.
r2 1

H12 = ~ M( 0 ) + k.

avec + k2 = k* = 0 d'après (A.17)

Posons k = k^ = - k^ et tenons compte de la donnée de M( ), alors

les deux intégrales premières précédentes s'écrivent :

(A.18)

= 2hr2 - 2k

0'2 = 2k - 9(cos30)
-2
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h et k dépendent des conditions initiales ; posons :

(A.19) h = k/a2 2k = 9(cos30i) ^

de sorte que quel que soit T, les seconds membres du système (A. 18) soient

= 0, c'est-à-dire r ^ a, 10 [ a ^ tt/6 et nous achevons de définir les condi

tions initiales par

(A.20)

e0 = o ro = COS({). (avec 0 è c{)q < tt/2)

(d0/dl)o > 0 (dr/dT)Q ^ 0

On fait le changement de variable :

(A.21) 2kT = s

d'où le système à intégrer s'écrit

(A.22)

,dr 2
(~) = “ “ 1

r2 ds

,d0 2 _ cos2(3a)
ds cos2(30)

Intégration de la première équation de (A.22) :

On peut utiliser r = achi|J, mais nous allons utiliser

r = a/cos(j) d'où (r2/a2) - 1 = tg2(j)

d'autre part

donc

Log r = Log a - Log cos(j)

1_ dr _ sin(j) d(j) _ , dcj)
r ds costj) ds y ds

d'où l'équation à intégrer s'écrit :

dd) 2

tg2(J) (r^f) = tg2<t>

comme (dr/ds)^ > 0 la dernière équation donne d({)/ds = 1, d'où

(A.23)
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D'après les conditions initiales 0^ = 0, (d0 /dT )^ > 0 on a

(d0/ds) è 0.

L'équation à intégrer montre que cos230 ^ cos230t , c'est-à-dire

|0| = Ct < 7T/6 (car pour 0L -* ïï/6, k •> 00) . Elle s'écrit :

,d0 2 _ sin23a - sin230
ds cos230

ce qui suggère de poser sin30 = sin3asinu d'où :

0 _ n d0 . du
3cos3t) — = sm3acosu —

ds ds

or

(A.24)

d0

ds

sin3acos

cos30
(avec le signe (+) à cause de as ' 0

> 0)

Limites pour Itl °° :

Remarquons d'abord que dt = r2dT entraîne :

c'est-à-dire :

d'où :

/2k dt = r2ds = a2

/2k
— t = tg(d)0 + s)

ds

cos2((})q + s)
d'après (A.22)

t -> + 00 : s+s et *0 + 3 = TT/2

t - oo - s s et $0 + s' = - tt/2

donc :

(A.25) r -* 00 pour 111 -> OO
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Calcul de 0+ = lim 0
t-^+OO

D'après (A.24) on a :

sin30 = sin30t. sin3s+

TT

= sin3a.sin3(— - 4^)

d'où :

(A.26) sin30 = - sin3ctcos4>Q

Calcul de 0 = lim 0

t-V-oo

De même que pour 0 on a :

(A.27) sin30 = sin30ieos<t)Q

Les résultats (A.26) et (A.27) montrent que quel que soit 06,4)^ on a •
sin30+ + sin30 = 0

et comme 0 < 101 < tt/6, cela implique :

(A.28) 0+ + 0 =0

ce qui signifie que la relation entre 0 et 0+ est indépendante des condi-

tions initiales.

Nous allons démontrer dans la suite l'équivalence des conditions

initiales (A.14) avec les conditions initiales (A.19) et (A.20), et pour

cela il suffit de calculer a^(j) ^,a en fonction de £ ,u^,u2 (°n supposera

u2 - u1 > 0, u + u2 < 0).

Nous avons vu (A.15) les conditions initiales de r,0 ,dr/dt,d0 /dt
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or
d( ) _ „ d( )

dT dt
c'est-à-dire ( )' - r2 ( )

r ' q = /2£2(u2 - u.^ ) >0

01q = - /3£(u^ + u2) < 0
d'où :

u > 0 et u„ < u.

1°) L'équation rQ = /ÏZ = a/Ccos^) donne :
(A.29) a = /2 £cos({)

0

-2
2°) L'équation 0'2 = 2k - 9(cos30) (A.18) donne avec (A.19) et (A.20) :

0'2O = 9tg230t

donc :

3£2 (u1 + u ) = 9tg23a

c'est-à-dire, en tenant compte du signe :

(A.30) £(u^ + u2 ) = - /3tg30t

3°) L'équation r'2/r2 = 2hr2 - 2k (A.18) donne avec (A.19) et (A.20) :

( —)n = 2k ( -
r 0

- 1) = tg2cb
cos 23a ^0

donc :

(A.31)
tg <t>0

&(u - u ) =3 —
2 1 cos3a

Les relations (A.29), (A.30), (A.31) permettent, connaissant

^,U1/U2 ca^-cu^-er Puis puis a.

Il y a donc équivalence entre les conditions initiales ; on pourra

• • •

déduire l'état final des vitesses X^'X2'X3 de l'état final de r,0,r,0.

Calcul des vitesses limites :

A/ Pour t -> + °° : Nous avons vu (A. 25) que r a- + °° et 0->-0 + . D'autre part,

* 1 il
r0 = — 0' > 0 car |0'| est borné donc le théorème de l'énergie :

r-M-°o

r2 + r202 = -
2M

+ 2h

donne :

• dr j— •
r = — -* /2h car r > 0 pour t > 0,



En résumé :

(A.32)

B/ Passons à (A.9) et (A.10), on en déduit :

X + /2 r cos 0+

• ,3 • +
Y -* /— r s in 0

d'où

3 • • 3/— • + ,3 • + • i/ï +
— X + Y->- — /2r cos0 + /— r sin0 = /ôr(— cos0 + i sin0

de même :

= /6 r cos(0 - — )

fi Y -> /ô r cos(0+ + 7*)
6

C/ Passons à

• 3 • •

3xi = - (- x + Y)

• •

3x = + (— X - Y)
2 2

Nous aurons

c ' est-à-dire

• • + /2 • /Q+ TT
x. - x. = - /— r cos(0 - 7)
113 o

• • + /2 • ,Q + TT,
x_ x. = /- r cos(0 + 7)

2 2 3 6

(A.33)
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D/ Pour t

(A.34)

• A .... 4* “ “f”

Il faut changer r en -/2h et 0 en 0 = - 0 , ce qui donne :

Conclusion :

• - • +

*1 = X2 > °

• ~ » +

*2 = x < 0

d'où :

• — • -f • • •

X3 = X3 puisque + x^ + x^ = 0

Lorsque t varie de - °° à + °°. il va donc échange de vitesses des points

extremes et .



DEUXIÈME PARTIE

RECHERCHE DES FORMES NORMALES

AU VOISINAGE DE L'ÉQUILIBRE

DANS LES SYSTÈMES HAMILTONIENS
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CHAPITRE I

I.- PROBLEME DE LA STABILITE :

Nous allons donner dans la suite la définition de la stabilité,

selon Liapounov, des solutions d'un système arbitraire d'équations.

Soit :

(1.1)
dx

dt
= f(t,x) ; x

l'écriture vectorielle d'un système normal arbitraire d'équations

d'ordre 1 dont les seconds membres ainsi que leurs dérivées

9 f1 ,
— (t,x) sont definis et continus dans un certain ensemble ouvert

9 x-1 ^
T de l'espace des variables t, x. Désignons par ^)(t) la solution

de 1'équation (1.1) correspondant aux valeurs initiales t^, x^.

Définition (1.1) :

La solution (j)( t ) de l'équation (1.1) pour les valeurs ini-

tiales t^, Xq est dite stable selon Liapounov si les conditions sui

vantes sont vérifiées :

1°) Il existe un nombre positif p tel que si | x^ - x^| < P, la

solution (J) (t,t ,x ) , en particulier la solution 4>(t) elle-même, est

définie pour tous les t è t^.

2°) Pour tout nombre positif £ > 0, on peut choisir un nombre

positif ô(£) ^ p tel que pour |x^ - x^[ < ô on ait l'inégalité :

j <M t, tQ, x^ ) - ct>( t ) | < £ quand t è t



Définition (1.2) :
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La solution stable selon Liapounov cj)(t) de l'équation (1.1) pour

les valeurs initiales t^, est dite asymptotiquement stable s'il existe

un nombre positif O ^ p tel que pour |x^ - x | < Cf on ait :

| (J)( t, tg,x.j, ) “ 4>( t ) | -> 0 pour t 00

Les définitions (1.1) et (1.2) sont invariantes par rapport à

un choix arbitraire des valeurs initiales t , x^ de la solution (J)(t).

Dans le cas particulier où le système (1.1) est autonome f ^ = f(x)l et
dt

la solution (J)(t) une position d'équilibre, les définitions de la stabilité

sont identiques à celle que nous venons de donner.

Dans le cas des systèmes (1.1) dont les seconds membres dépendent

périodiquement de t avec une période T :

f(t+T,x)=f(t,x) ; x £• Rn

On fait appel à la théorie de Floquet [lj . Pour étudier le comportement

des solutions de l'équation (1.1) à proximité de la solution <t>(t) on intro-

duit une nouvelle fonction vectorielle inconnue £ en posant :

x = $(t) + f

et on obtient le sytème d'équations aux variations (système d'équations

linéarisées) associé à (1.1) :

(1.2) dÇ/dt = M(t)Ç

où M(t) est la matrice périodique des éléments (3f1/9x^)(t,$(t)) :

M(t+i) = M(t)

On a :

î(t) = M(t)t0

f(T) = M(T)fQ

t(t+T) = M(t)f(T) = M(t)M(T)fQ

donc :



Soit À une valeur propre de la matrice M(T ), alors il existe un vecteur

V * 0 tel que :

M(T)V = À.V

d'où :

et, en général

M2(I)V = M(T)(M(T)V) = M(T)ÀV = ÀM(T)V = A2V

n -> rr^
M (T)V = ÀV

On distingue les cas suivants :

1°) Si | à| > 1, alors lim | Ànj = 00 et l'on dit qu'il y a divergence
n-x»

exponentielle ou instabilité exponentielle ;

2°) Si | À| < 1, alors lim |An| = 0 et il y a convergence exponentielle
n-*»

ou stabilité exponentielle ;

3°) Si |A| = 1, alors [An| = 1, c'est un cas critique.

Notons qu'en général la stabilité du système (1.1) est la même

que celle du système (1.2) d'équations linéarisées associé, sauf peut-être

dans les cas critiques où la matrice M( T) a un ou plusieurs exposants carac

téristiques ayant leur partie réelle nulle, et pour étudier le comportement

des solutions de (1.1) au voisinage d'une solution périodique on ne peut

pas se limiter au système linéarisé et l'étude des termes d'ordre supérieur

devient nécessaire pour décider la stabilité ou l'instabilité du système

(1.1) .

Signalons finalement que notre étude conduit à définir plusieurs

types d'instabilité :

1°) La classique instabilité exponentielle : la vitesse d'évasion

£ ' du voisinage de la solution périodique étudiée est de l'ordre

de £ ; distance du point considéré de l'espace des phases à la

solution périodique de "référence" ;
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2°) L'instabilité "puissance" : il existe n > 1 tel que

£' = O(0n) ;

3°) La "diffusion d'Arnold" :

n , pour £ voisin de zéro : £' = 0(£n).

par exemple : £' = exp(- 1/V£).

Le temps nécessaire pour s'évader d'une très petite distance

6 à une distance finie a est de l'ordre de Log Ô dans le premier cas,

( 1 " n )
de l'ordre de ô dans le second cas et beaucoup plus dans le troisième

cas qui en définitive diffère très peu de la stabilité dans les questions

physiques réelles ordinaires.

II." SYSTEMES D'EQUATIONS HAMILTONIENNES :

Soit h(p,q,t) une fonction des (2n+l) variables p = (p^, . ..,

Pn)r g = (q1f...#q ) OÙ :

p,q : les variables d'état, elles sont conjuguées l'une de

l'autre ;

t : le paramètre de description, il représente le temps

en général ;

h : fonction de Hamilton ou encore hamiltonien.

Un système d'équations hamiltoniennes (ou encore de Hamilton)

est le système des 2n équations formées avec les 2n dérivées partielles

de la fonction h :

dqi
(1.3) —^

dp_.
9h

dt 3p. dt 3q .
3 3

c'est un système dit à "n degrés de liberté'

forme vectorielle suivante :

j = 1, ..., n

il s'écrit encore sous la

(1.4) dq/dt = 9h/3p dp/dt = - 9h/9q
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Pour un mouvement déterminé du système dynamique, les variables

p et q sont des fonctions de t et donc :

dh _ 9h_ dc[ 9_h dp 3h
dt Bq” dt Bp* dt + 3t

soit, compte tenu de (1.4) :

dh/dt = 2h/<3t

d'où la conséquence fondamentale :

Si la fonction h ne contient pas la variable indépendante t, mais

/ 4* -> -V f
seulement les 2n variables conjuguées p,q, alors h(p,q) est une intégrale

première du mouvement sur toutes les trajectoires :

h[p,(t),q(t)J = constante

Dans ce cas, les équations (1.4) forment un système différentiel d'ordre

2n dit autonome, et l'intégrale première h = c est dite l'intégrale de

1'énergie.

Les intégrales premières sont des outils essentiels pour l'étude

des problèmes de Mécanique, mais il est aussi utile de connaître des fonc

tions d'état aux variations extrêmement lentes, nous les appellerons quasi-

intégrales fl5~\.

De telles quasi-intégrales sont généralement "sans variations

séculaires à tous les ordres" (comme par exemple les demi-grands axes des

orbites planétaires du système solaire). Malheureusement, ceci n'implique

pas une invariance stricte, mais cela conduit parfois à des variations si

lentes que le problème en devient pratiquement intégrable.

D'autre part, si h est non autonome, nous allons nous intéresser

au cas où h est périodique par rapport à t de période T :

h(P,q,t+T) = h(p,q,t)
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On considère pour le système (1.4) une solution périodique dite

"nominale" et notée par (p^(t),q^(t)), alors la période de cette solution

est nécessairement multiple de T :

Vt+V = po(t) Vt+V = Vu

= kT k > 0 (entier)

Exemple de Hamiltonien périodique par rapport au temps :

Dans le problème restreint elliptique le Hamiltonien s'écrit :

h(p,q,v) = i f( n+y )2 + (p-x)2 + q2 + z2J - - Tm(~ + — ) + m(- + ^)]
u 1 + x-cosv L R 2 r 2 J

-y f
p = (n,p,q), q = (x,y,z) : coordonnées "tournantes-pulsantes" ;

t = v : l'anomalie vraie ; & = excentricité des orbites M et m ;

/3
R2 = (x + \)2 + (y + —)2 + z2

rz } En prenant l'origine au point L

r2 = (x - |)2 + (y + 2~)z + z2 4

On constate facilement que h(p,q,v) est périodique par rapport à v de période

T = 2 TT. i



III.- TRANSFORMATIONS CANONIQUES GENERALES :

Une des méthodes les plus employées en Mécanique Céleste pour

résoudre les équations est la méthode du changement de variables. Cette

méthode s'avère particulièrement efficace lorsque les équations sont écrites

sous forme canonique. Elle consiste essentiellement à transformer les varia-

blés p,q en de nouvelles variables P,Q telles que les équations écrites

par rapport à ces nouvelles variables soient plus simples. Si, en plus,

le nouveau système d'équations est canonique, nous dirons que le changement

de variables est canonique. Ce changement fait partie d'un type de transfor

mations dites canoniques, elles sont définies par le fait qu'elles conservent

la forme hamiltonienne du système différentiel étudié.

Les changements de variables dépendant du temps conduisent à des

transformations canoniques avec changement de hamiltonien. C'est la recherche

d'un nouvel hamiltonien nul qui conduit à la théorie de Jacobi.

On utilise généralement la transformation canonique associée à

l'une ou à l'autre des fonctions génératrices S suivantes :

1°) S = S(p,Q,t,H)

p = 9s/9q q = 9s/9p t = 9s/9h h = 9s/3t

2°) S = S(P,q,T,h)

p = 3s/9q q = 9s/3p t = 9s/3h h = 9s/3t

3°) S = S(p,Q,T,h)

p = 3s/3q q = 3s/9p t = - 9s/3h h = - 9s/3t

4°) S = S(P,q,t,H)

p = 3s/3q Q = 9s/9p t = - 9s/3h h = - 9s/3t
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FORME NORMALE D * UN SYSTEME CONSERVATIF AU VOISINAGE

D'UNE POSITION D'EQUILIBRE PLACEE A L'ORIGINE

Pour étudier le comportement des solutions de l'équation de

Hamilton au voisinage d'une position d'équilibre on ne peut pas toujours

se limiter à l'équation linéarisée. En effet, les positions asymptotiquement

stables des systèmes hamiltoniens sont impossibles en vertu du théorème

de Liouville sur la conservation du volume. Donc la stabilité du système

linéarisé est toujours neutre : les valeurs propres de la partie linéaire

du hamiltonien d'un champ de vecteurs dans une position d'équilibre stable

sont toutes situées sur l'axe imaginaire.

Pour les systèmes génériques d'équations différentielles cette

stabilité neutre peut être perturbée par l'addition de termes non linéaires

arbitrairement petits. Pour les systèmes hamiltoniens la situation est plus

compliquée. Supposons, par exemple, que la partie quadratique de la fonction

de Hamilton (qui définit la partie linéaire du champ de vecteurs) soit définie

positive ou négative dans une position d'équilibre. Alors, la fonction de

Hamilton possède un maximum ou un minimum dans cette position. Donc cette

position d'équilibre est stable (au sens de Liapounov, mais pas asymptotique

ment) non seulement pour le système linéarisé mais pour tout le système

non linéaire.

Cependant, la partie quadratique de la fonction de Hamilton n'est

pas forcément définie positive ou négative dans la position d'équilibre

stable. Un exemple simple est celui de la fonction |ÏL6, page 390J :

H = p2i + q2i -p22 -q22
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L'étude de la stabilité de systèmes possédant une telle partie

quadratique doit tenir compte des termes suivants du développement taylorien

de la fonction de Hamilton et, avant tout, des termes au cube. Cette étude

est commede à effectuer si la fonction de Hamilton est ramenée à la forme

la plus simple possible par un changement canonique de variables convenable.

En d'autres termes, pour étudier les solutions, il faut choisir un système

de coordonnées canoniques au voisinage de la position d'équilibre qui permette

d'écrire la fonction de Hamilton et les équations de mouvement dans une

forme plus simple.

Ce problème se résout facilement pour les champs de vecteurs non

hamiltoniens. Ici, le cas général est celui où, au voisinage de la position

d'équilibre, le champ de vecteurs est linéaire dans un système de coordonnées

convenables (les théorèmes de Poincaré et Siegel correspondants figurent,

par exemple, dans {jo']) .

Dans le cas hamiltonien, la situation est plus compliquée. La

première difficulté est que d'une façon générale il est impossible de ramener

un champ hamiltonien à une forme linéaire normale par un changement de coor

données canoniques. On s'affranchit de cette difficulté en choisissant une

forme normale non linéaire qui prenne en considération la variation des

fréquences.

L'idée de la réduction des systèmes hamiltoniens aux formes nor

males remonte à Lindstedt et Poincaré £l7, Vol. 1^ ; les formes normales

au voisinage de la position d'équilibre ont été étudiées en détail par

Birkhoff £l8^].



Définition (2.1) : [lë]

On appelle forme normale de Birkhoff de degré s pour un

hamiltonien un polynôme de degré s des coordonnées canoniques

(Pj'Qj) qui en réalité est un polynôme (de cfegré s/2) de
variables I. = (P2,+Q2.)/2.

J J J

Etudgau voisinage d'une position d'éauiJ^ibre placée à l'origine :

On considère un système hamiltonien autonome à n degrés de liberté

-y -y

p = (p ,...,P ) et q = (q -. ..,q )
1 n 1 n

-f ->

(y -] ) dq _ oh dp 9h
dt 3p dt 3^

où le hamiltonien h = h(p,q) s'écrit sous une forme ordonnée en polynômes

homogènes de degré croissant :

(2.2) h - h + h + ... + h + ...
2 3 m

(h = polynôme homogène de degré m en p et q)

1° Etude du système linéarisé :

Considérons les équations aux variations associées au système

(2.1), on les obtient en tronquant h à h, elles sont donc linéaires et

l'on peut les écrire sous une forme matricielle :

dp/dt P

= M

->* -y

kdq/dt iqj

L'étude spectrale de la matrice M indique que le système des équa

tions linéarisées peut être l'un des systèmes suivants :

- système n-hyperbolique ;

- système (n-k)-hyperbolique et k-elliptique ; n-k > 0 ;

- système (n-m-k)-hyperbolique, m-parabolique et k-elliptique ; n-m-k > 0

- système n-parabolique "cas limite ;

- système n-elliptique.

Dans les trois premiers cas, il y a instabilité exponentielle et

c'est au dernier cas que nous allons nous intéresser.
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cas simple (n = 1) :

Soit M une application linéaire canonique du plan (p,q). M conserve

l'aire dp A dq, donc | M | = 1. L'étude spectrale de la matrice H conduit

aux cas suivants [19^ :

1°) L'équation caractéristique |m - Ae | = 0 admet deux racines réelles

^1 ; \ telles que lA^I < 1 < |A |. On dit dans ce cas que le point fixe
O est un point hyperbolique et il est instable. Il résulte des théorèmes

classiques de l'algèbre linéaire que chaque application M de ce type

( A 1 * À 2, A^ et réelles) est une rotation hyperbolique, c'est-à-

dire qu'elle s'écrit après un changement de variables convenable, sous

la forme : P,Q -* ÀP, - Q ;

2°) La matrice M admet deux valeurs propres imaginaires conjuguées :

1 = À, A = \\ = I À I 2 = I \ | 2
1 2 1 2 1

A, * An
1 2

Dans ce cas les point fixe O est dit elliptique et la rotation d'angle

a appartient à ce type (A = e ia, A = eia) :

p,q -* pcosa - qsina, psina + qcosa

Un changement de variables linéaire transforme cette rotation en une "rota

tion elliptique". E/idemment, le point fixe O est stable.

Les points Mx, M x, etc ..., sont situés sur une même ellipse.
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3°) Àx = À2 = ± 1, (A2 = 1)

On dit dans ce cas que le point fixe O est parabo^lique, c'est un cas

critique.

La figure suivante montre la distribution des valeurs propres de la

matrice M dans l'espace des phases (p,q) :

Nous allons nous borner au deuxième cas, c'est-à-dire que nous

allons considérer le cas d'un système hamiltonien possédant une position

d'équilibre stable à l'origine.

L'hypothèse de l'équilibre stable à l'origine entraîne les consé

quences suivantes C2°i =

a) Les équations aux variations obtenues en tronquant h à h2 admettent

une solution sinusoïdale de fréquence oj ; il est équivalent de dire

que la matrice M de ces équations linéaires admet les deux valeurs

propres imaginaires conjuguées ± iw ?

b) Considérons les courbes h(p,q) = este, qui sont les trajectoires dans

l'espace des phases. Dans un voisinage assez petit de l'origine, ces

courbes sont fermées : donc les mouvements sont périodiques. Soit T(h)
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la période et I(h) l'aire du domaine intérieur à la trajectoire

h(p,q) = este. On démontre que :

T(h) = dl/dh

et on en déduit l'existence d'un changement de variables canonique

(p,q) —^.(I,w) tel que :

1) I,w jouent le rôle de coordonnées polaires, c'est-à-dire

I > 0 et p,q fonctions périodiques de période 2TT de la varia

ble angulaire w ;

2) le hamiltonien avec les nouvelles variables ne dépend que

de la variable d'action I, donc les équations du mouvement

ont pour solution :

1 = 1.

w = ü)(I )t + w2

On peut conclure :

Dans le plan rapporté aux coordonnées polaires (I,w), le mouvement

se réduit à une rotation différentielle autour de la position d'équilibre.

Ce résultat se généralise pour un nombre de degrés de liberté

quelconque ; énonçons pour n = 2 le théorème de Liouville :

Soit un système hamiltonien à deux degrés de liberté possédant une

position d'équilibre à l'origine. L'hypothèse de l'équilibre stable entraîne

les conséquences suivantes :

a) les équations aux variations admettent deux solutions sinusoïdales de

fréquences U)^,U)2. Il revient au même de dire que la matrice M de ces équa

tions linéaires admet les quatre valeurs propres ± iü)^, ± io^.

b) Il existe un changement de variables canoniques :

( Pl • P2 • ^1 > ^2 ^ ^ 1 • 2 ' wi > ^2 ^
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1 ) Isoient positifs et w^, deux variables angulaires ;

2) le nouvel hamiltonien ne dépende que de I , I .

Les solutions du mouvement sont donc :

} (constantes)

• c’i

' C ' 2

I, = c.
1 1

T = c„
2 2

w„ = V,
1 1

w„ = V
2 2

2 = ^eux fonctions de c^, c^ qui ont pour parties principales

lorsque c , c > 0.

On peut énoncer : les mouvements correspondants à deux valeurs données

Cl' C2 ^SS int09rales premières 1^, sont des mouvements sur un tore,

définis par les deux rotations w^, w .

Les variables I et w sont appelées variables canoniques, où I

est la variable d'action et w variable angulaire Qlô"] , jj2lJ , elles sont

conjuguées l'une de l'autre, ce choix de variables (I,w) s'appelle choix

de variables actions-angles. Le hamiltonien en variables action-angle dépend

de I seulement, on dit que h est sous forme normale ou de Poincaré.

Revenons au système (2.1) et supposons que dans l'approximation

linéaire la position d'équilibre de ce système hamiltonien à n degrés de

liberté est stable et que les n valeurs propres io) ^, ..., iw^ (ou les n

fréquences propres U) , . .., ü) ) sont toutes distinctes. Alors la partie

quadratique du hamiltonien, c'est-à-dire h^ se ramène par une transformation

canonique linéaire à la forme :

h = i 03 (p2 + q2 ) + ... + i U) (p2 + q2 )
2 111 n n n

où certains peuvent être négatifs.
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Les équations linéarisées s'écrivent :

(2.3)

dp./dt = - 9h„/9q. = - 0).q.
3 2 3 3

( j 1/ • • », n)

dq./dt = 9h_/9p. = 03.p.
3 2

03_. est la vitesse angulaire (fréquence propre) dans le plan (Pj,qJ :

dot .

at = “j (j = 1 n)

2°) Etude générale :

On considère le hamiltonien (2.2) :

n

(2.4) h — 2 £ 03.(p2. + q2 . ) + h + ... + h + ...
j=1 3 3 3 3 m

f -v - ->• , , ,
et la transformation linéaire (p,q) (P/Q) definie par la fonction généra-

trice S(p,Q) telles que :

(2.5)

On prend :

(2.6)

p = 3s/3q q = 3s/3p

s = PQ + Sm(p,Q)
v v / ~r —r t . —r

ou est une fonction homogène de degre m en p,Q, donc 9S^/9Q, 9Sm/9p et
, -V -f “f -f /

par conséquent (p - P), (q - Q) sont de degre (m - 1).

Soit :

H(P,Q) = H + ... + H + ..
z m

le nouvel Hamiltonien en variables P et Q.

les mêmes expressions que h , h
m-1

:

(2.7) h = h + ... + h + h
m-1 m

+ 0( IpI

m-1

, m+1 _

E H + ... + H + H +0( P + Q )
2 m-1 m

m-*

mais, d'après (2.5), on écrit

p = P ~ (3S /3Q)
m

q = Q + (9S /9p)
m

(2.8)
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d'où :

(p2 + q2) - (P2 + Q2) = -

9s 9s

(2p +

9s 9s

9q 9q} + 9p>(2q
m

9s 9s
„ m -y mx , \ \ i i <

- ~ 2(p ^=5- - q -55) + 0( p + q )
m+1

9Q~ 9p'

donc (h - H ) est de degré m et (h^ - H^) est de degré m+1,..., donc l'hy

pothèse d'identité d'expression de lu et H_, h_ et H_, ..., h et H
2 2 3 3 m~l m~i

/ / N

était justifiée. Pour trouver l'exoression de H à partir de celle de h (p,q)
J m m

on considère (2.7), en effet on a :

= h^ + h2 - H2 + 0(|P| + |Q|)
m+1

m m

9s

- h + Z 0). ( q
m

9s

11 3p- pj 9Q •) + 0( | P | + | Q| )
m+1

d'autre part

(d'après (2.3))

Par conséquent

(2.9)

dS

r
dt

n 9s dp. 9s dO .
Z

j=l

. m ^

9p . dt
3

9q . dt ^
3

n 9s 9h 9s 9h_

Z

3=1

. m 2

9p. 9q.
3 3

m 2 v

3q. 3p.’
: :

0( I P| + lehm+1

n 9s 9s

+ 1 q!)m+1Z

3=1

/ m
( W .q . ^

3 3 op_.

m,

' + “jpj 3Qj) + 0(I P|

dS

1 -

m

m ,11

dt + 0(M + loi)m+1

dS n
m

9s

= Z ân~ ~ + °(M + loi )
3s

m. m+1

dt j“x 3 j 9Qj j SPj

Considérons un système de coordonnées complexes

z . = p . + iq .
1 3 3

donc :

z . = p . - iq .
3 3 3
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d'où :

(2.10) p . = Hz. + Z . )
1 1 J

q. = - (z . ~ z.)
i 2 j j

a) Ecriture de h en z.z :

Remplaçons dans (2.4) les p. et q. par z. et z. à l'aide de (2.10),
JJ JJ

il vient :

n

(2.11) h = i Z (a).z.z. + h_(z.,z.) + ... + h + ...
j=1 J J J 3 j j m

les sont des fonctions homogènes de degré k par rapport à z _. et z _.

(j 1, .../ n).

b) Les équations linéarisées :

Remarquons que :

n

(Z p ,dq.) - Hdt
j=i ] 3

s'écrit :

r-n _

- •“ L Z z ,dz . - 2iHdt |
2 j-i 3 3 J

à une différentielle totale exacte près,

donc le système canonique s'écrit :

dz ,/dt = 2i (9h/3z.)
J J

d'où on obtient les équations linéarisées en tronquant h à :

(2.12)

dz ,/dt = 2i(3h„/9z.) = iu) .z.
J 2 j jj

(j 1, ••», n)

dz./dt = - 2i(3h./3z.) = - iw.z.
J 2 j jj

c) L'expression de H en variables complexes :
— =m j--. .

Il s'agit de trouver l'expression équivalente à (2.9) mais en

variables Z et Z, et pour cela nous allons calculer dS /dt en supposant
m
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que S^ est fonction des z et z (c'est-à-dire fonction des p et q au lieu

des p et Q)

dS n 3s dz . 3s dz .
m _ y m m ^

dt ^ 3z . dt 3z\ dt
1=1 J J

d'où :

(2.13)

n

= I

j=l

i(jü . ( z .
J J

3s
m

3z .
1

3s

2T . + 0( | Z | , z)
j dz. 11

—,m+l

signalons que les dérivées partielles dans (2.13) sont "formelles".

D'autre part, nous allons considérer un monôme M(z,z) de h :
m

(2.14)

n

n

j=i

k . £ .
IM - j.M

z . z .

3 J

n

Z

j=l

(k . + £ . )
jM

m

Aw = constante
M

Définition (2.2) :

(2.15)

Les vitesses angulaires a) , , 0) vérifient une relation
1 n

rationnelle d'ordre s s'il existe une série de nombre entiers

k, , ..., k non tous nuis telle que :
1 n

n n

Z k.o).=0 Z |k.|=s
i-i 33 j-i 3

Annulation d'un monôme /7(Z,Z) de H :
m

On considère un monôme M(z,z) de h donnée par (2.14). Soit
m

le monôme correspondant de H . Pour annuler ou simplifier fl nous allons
m
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considérer un monôme correspondant à M dans S , soit :

n k , £ .
(2.16) m = B II z . ^ z."1 B = este

M . , i -) M
3=1

ce monôme, on a donc :

m — pM p = este

et le monôme fl s'écrit, d'après (2.13) :

n = m - ^ + oc | z| )m+1
dt 1 ‘

ou :

(2.17) n = m - P f + oc|z|)m+1
dt

Calcul de dM/dt :

dM _ ÿ 9m ^ j 9m j_x
dt 3z . dt 3z”. dt

1=1 1 3

= £ |k^w — iüü^z^ + £_.w — (-iüKz^ ) ] + O ( | z J )
j=l

d'où :

(2.18)

revenons à (2.17)

où :

dM

dt

j
3 3

n

iM Z 1

j=l

, m+1

m+1

j jM jM‘

fl = M - pM Z U . (k . - £. ) + O(I ZI )
j=1 3 dM

U . = i(jü .
3 3

donc, pour que fl = 0(|Z|)m ^ il faut prendre si possible :

m+1

(2.19) P =

Z U .(£ " k )

j=1 3 JM dM

U . = iaj.
3 3

Conséquences :

1°) On ne peut simplifier les monômes tels que :

k = £ V"j = lf .../n
jM jM

2°) supposons que toutes les vitesses angulaires ü) . ne vérifient
n ^

aucune relation rationnelle d'ordre S s, donc Z U .(£ . - k. )
j=1 3 JM jM

est non nul d'après la définition (2.2), sauf si notre monôme
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de degré m s'exprime en fonction des produits z .z . = 21.. c'est-
il 1 3

à-dire lorsque tous les k ,w sont égaux aux £ . . Nous pouvons donc
jM

jusqu'à un degré quelconque N supprimer tous les monômes de degré

N à l'exception de ceux qui sont fonctions de I. seulement (c'est-

à-dire de somme P2. + Q2 seulement). En faisant N = 3.4,..., s
j J

nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME (2.1) :

Si les vitesses angulaires 00.,, ..., 00 ne vérifient aucune
1 n

relation rationnelle d'ordre ^ s, alors il existe un système

canonique de coordonnées au voisinage de la position d'équi

libre tel que la fonction de Hamilton s'y écrive sous la

forme de Birkhoff de degré s aux termes près de degré s+1 :

-> | 1 | -> | s+1

H(p,q) = Hs(P,Q) + 0(j P| + |q| )

En se servant du théorème de Birkhoff, il est utile de remarquer qu'un sys

tème dont le hamiltonien est une forme normale est intégrable. Plus exacte

ment, considérons les "coordonnées canoniques polaires" I_., $ _. où I_. est

la variable d'action et <t) _. la variable angulaire, en fonction desquelles

P_. et Q_. s'expriment par les formules :

(2.20) P . = /21 ,cos<t)
3 3 3

Démontrons que dans ce cas on a :

Q . = /2I .sin(J) .
3 3 3

en effet :

or

Z ,Z . = c . ou P2 . + Q2 . = c .
1 3 3 3 3 3

dZ . dZ .

— (Z.Z.) = Z. —1 + Z. —
dt j j 3 dt j dt

dZ ./dt = 2i(3h/3z . )
3 3

j = 1, .. ., n

= 2i

Piu 3(Z.Z.)
3h J_J_

3 (z. z.) * 3T.
3 3 3
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(2.21)

de même

(2.22)

donc :

dZ .

dt

dZ .

2i Z .
3h

j 9(z .z . )
J J

3h

dt 21 Zj 3(z .z . )
1 J

— (Z.Z.) = 2i Z.Z. ^ ~ x
dt j j jj 3(zuz^) ] ] 3(z.z.)

- 2i Z.Z. aS- = 0
1 J J J

par conséquent :

(2.23) Z.Z.=P2. +Q2.=2l.=c.
JJ J J J J

j = 1, ..., n

Comme le hamiltonien ne s'exprime qu'en fonction des coordonnées d'action

I _. / le système est intégrable et décrit des mouvements quasi-périodiques

de vitesses angulaires co = 3 H/3 I sur les tores I = este. En particulier,

la position d'équilibre P = Q = 0 est stable pour la forme normale.

Soient :

W. = d0./dt = f.(R, ..., R ) V" j = 1, . .., n
J J J 1 n

où :

— 4 1

R. = (Z.Z,)2 = (P2. + Q2.) = este
J JJ J J

On a donc un système de rotation différentielle autour de la position

d'équilibre.
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(2.24)

(2.25)

(2.26)

Etude de

d'après (

d'où :

(2.27)

3°) Supposons que les vitesses angulaires (0. sont rationnellement

liées, c'est-à-dire qu'elles vérifient une relation de la forme
n n

Z (0 .( k .-£.)= 0 Z I k . - £ . I = s
j=i 3 3 3 j=i 3 3
pour des entiers k. et £. bien choisis avec (k.

1 1 1

nuis. En plus, supposons que le hamiltonien h ait

vante :

h = fi + h + ordre sup
2 m

£. ) non tous
1

la forme sui-

n

Z

j=l

(0 .Z .Z .
1 1 1

h = Z M,
m , b „b -

n

n

j=i

k . £ .
jB

z . z .

1 1

h^ contient au moins un terme tenant compte de la relation (2.24)

de rationalité

Vb
n

Z

j = l

(k .
jb

+ £ . )
jb

m

n

V-b Z
j=l

l'évolution de z .z . :
J--J

d_
dt

( z .z . ) =
1 3

£ )ü)
Jb

0

2.25) il vient

3h

3 z .
1

„. 9h 3h
- 2i (z. 7rzr~ “ z. ~ )

i oz . i az.

i :

M.

è CO . z . + Z £ ., rr~

33 b 3b 2j

3h

3z .
1

Mh
è (O.z. + Z k —

11 b Zj

7“ (z.z.) = 2i Z M, (£., - k.. ) + o( | z | )m+1
dt 1 1 b b ib ib 1 1
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On constate donc que l'évolution de z . z . dépend de M, et pour cette raison
1 1 b

nous allons examiner l'évolution de M, :
^ _ b

3z . dt ^
1

n 3m,_
Z (

b

3z .
1—1IIn 1

n

Z k .,

j=l
L lb

n

2iM,
b

Z

j = l

n

2iM, Z
b

i_j. 11 1—1

b , ^. 3h v n b . 3h 1
— ( 2i ^=-) + Je — ( ~2i 5 )
z. dz . ]b z. dz.J

1 3 3 3

jb 3h ib 3h
z . 3z. z . 3z .

3 3 3 3

2m*l

soit c l'un des b :

n -, ^
dM /dt = 2iM Z —zr- (k . z . ^. z . 5 )

c c . , z .z . ic 1 dz . ic 1 dz .
1=1 3 3 3 3

1 r — 1
= 2iM Z —— k. ^-(iCjO.z. + =- Z £ M ) -

c z.z. L ]C J jj z . jb b
j=l j j j b

- £ . z.(i üü.z. + — Z k . M il
1e ] 11 b lb b J

= 2iM Z ^U). ( k . - £. ) + 2iM Z Z —(k. £ - k £. )M
c . l ic ic c . „ , z .z . ic ib ib ic b

1 i=l b j j

tenant compte de (2.26), il vient

(2.28)

dM

c
dt

2iM
c

n M _
Z Z —êr- (k. £ - £ . k.) + o( | z | ) m 1

j-ib zjzj 3C 3b 3C 3b

Calcul de dh /dt :
m

D'après (2.25), on a :

h = Z M
m c

c
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donc :

mais :

d'où :

(2.29)

dh

m

dt

Z Z

b c

dh

m
dt

Z

c

dM

c

dt

= 2i Z Z Z

j b c

M, M
b c

Z .Z .

1 1

(k. £ ., - £ . k ., ) + 0( z )
je jb ]c ]b

M M (k . £ .. - £ . k ) = 0
b c je jb je jb

= 0(|z| )
2m-l

Calcul de dh^/dt :

D'après (2.25) et tenant compte de (2.27), il vient :

dh2 n

= i Z
d —

Cü . q— ( z . z . )
dt

j=l
1 dt j jJ

dh2
dt

n

= i z

j=l

Cjü . 2i Z M (£ - k ) + 0( 1 z ( )m ^
3 b b ]b 3b

= i Z M

b

n m+1
, Z 0). (£ - k ) + 0( z | )
b .=1 3 lb :b

mais :

n

Z u>. (£ - k.,) = 0 suivant (2.26)

j=l
J ]b lb

d'où :

(2.30) dh„
2
/dt = 0(

! 1 \K1+1
| Z I )

En conséquence :

(2.31) dh/dt = 0(| 1 vHl+1
z| )

Cas particulier (I) :

On considère un hamiltonien ayant la forme suivante :

h=h2+M+M+0(|z|)m+1(2.32)
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avec

(2.33)

n

Z S N N1

3 = 1 3 3 3

n k . £ .

n z.3 z.3

<i. n
3 3

n £ . k .

n 2.3 Z.3

i_i. n t—*
3 3

Z ( k . + £ . ) = m

i-i 3 3

z. = p. + iq .
3 3 3

l'hamiltonien h est donc la somme de et de deux monômes de degré m,

conjugués l'un de l'autre.

On a, d'après (2.18) :

(2.34) — = M Z U.(k. - £.) + 0(|z|)m+1 U. = ici).
dt j=1 3 3 3 33

d'où la condition pour que dM/dt = 0(|z|)m+1 est :

(2.35) Z 0) .(k . - £ . ) = 0

j=l 3 3 3

Calcul de (d/dt)(z.z.) :

dz dz .

mais

— ( z .z . ) = z . 1 + z . —
dt j j j dt j dt

A / ,, _ «. 3h _ . f^2 3m 9m
dz /dt 2i 3_ - 2i (3_ + ^ 9_ )

3 3 3 3

donc :

(2.36)

o- ri „ M , TT x
= 2i (iw.z. + £. zr~ + k.

13 3 Zj 3 Zj

•“ (z.z.) = 2i(£. - k . )(M - M) + 0(|z|)m+1
dt j j jj 11
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Conséquences :

1°) si £ . - k . = 0 alors (d/dt)(z.z . ) = 0(1 z et z .z .
11 11 11

une quasi-intégrale ;

2°) si £ . - k . * 0 V j alors :
1 1

c . est
1

(2.37)

(2.38)

d'où :

5E “43m(M)

z z

a a
Z, Z

b b

k - £ k, - £
a a b b

= este a,b £ {1, ..., n}

Calcul de dM/dt :

dM = £ 9m_ + dZ1
dt 3z . dt 9z . dt

1 = 1 1 1

MM i i
= Z MiU). ( k . - £.) + 2i ^4— (k2 . - £2.) + 0( z )

j=l 11 1 2jZj 3 3

2m-l

ou encore, en tenant compte de (2.35) :

(2.39)

n k2 . - £2 .
dM — „ j j
— = 2i MM Z 1 — L
dt . , z . z .

1=1 1 1

on constate donc que dM/dt est imaginaire pur et si l'on revient à (2.37)

on aura la conclusion suivante :

Si les (k2 . - £2 . ) "ou les (k . - £ .)" sont tous de même
11 11

(2.40)

signe, alors limtfm.(M)= 00 d'où l'instabilité.
t-x»

Si, par contre, certains (k_. - £_. ) sont de signes opposés,

alors il y aura stabilité à l'ordre étudié.

Cette dernière affirmation résulte de la formule (2.38) qui montre que les

(z.z.) sont bornés,
i 1
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Cas particulier (II) :

(2.41)

On considère un hamiltonien ayant la forme suivante

h=h2+M+M+M2+0(|z|)m+1
avec

(2.42)

h_ = è Z U), z. z. z . = p . + iq .
2 j=1 1 1 1 1 1 J

n k . £ .

n z z.3
i-i 3 3

n £ . k .

Z z.J z.3
:=l 3 3

n m .

3M = M = ri (z .z . )

2 2 2 j=1 3 3

n n

Z ( k .+£.)= m Z O). ( k .-£.)= 0

j=l
3 3

j=l
3 3 3

Z ( 2m . ) = k

j-i 3

par des calculs analogues à celui fait dans le cas précédent on obtient

(2.43) q— (z.z.) = 2i(£. - k.)(M - M) + O ( | z | )m
dt 11 11

ce qui signifie que le monôme M2 n'a, à l'ordre étudié, aucun effet sur l'évo

lution de (z.z.),
3 3

Conséquences :

1°) Si £ . = k. alors z.z. = c. est une quasi-intégrale ;
3 3 3 3 3

~ k_. * 0 Vj/ alors :2° ) si £ .
3



(2.44)

Calcul

donc :

mais on

d'où :

(2.45)

Calcul

111

Z Z

i i

Z Z Z,, Z,
a a b b

k -Z k - £
a a b b

= este

V" j = 1/ •• • / n

V’a, b = 1, ..., n

de dM/dt :

dM
n

= Z
3m

3z .

dz .

dt dt
1=1 1

3m M 3m

3z .
= k .

J z . 32.
1 1 1

dz .

= 2i
3h

dt 3 z .
= 2i(i

3m
dz .

3 zj

, o M , M 2
) .z . + Z . + k . —r + m . —

11 1 zj 1 Tj 1 ^j

dM ,
— = Z I Mio). (k .-£.)+ 2i
dt j=i 3 ] 3

MM
(k2 . - Z2 .)

z .z . ^ 3
1 1

m

+ 2i MM —(k. -£.)l + 0(lz|)
2 z . z . i 1 J 11

11

2m+l

Z 0).(k. - Z . ) = 0

j=l 1 1 3

de dM^/dt :
dM2 n 3M

= Z (~

j=i 3z:

dz

I + ^2 dz_.

dt dt 3z .
1

dt

3m2 m2 3m2 M2
3z .

= m . —

1 3z .
= m .

1 Z .
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d ' où

(2.46)

On peut montrer facilement à l'aide de (2.45) et (2.46) que :

fr ( M + M + M ) = 0(|z|)2m_1
dt 2 1 1

par conséquent :

(2.47) M + M + M2 = este

En résumé :

Si deux (k_. - £ J ont des signes opposés, alors il y aura

stabilité (à l'ordre étudié) car les z .z . restent bornés.
1 J
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CHAPITRE III

VOISINAGE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE

Nous allons essayer dans ce chapitre de généraliser l'étude

précédente et pour cela, nous allons considérer un système d'équations hamil

toniennes avec une fonction de Hamilton dépendant du temps t et périodique

par rapport à t de période :

(3.1)

dp/dt = - 3h/3q

-y -+

h = h ( p, q, t )

dq/dt = 3h/3p

P = (P^ • • • / Pn) q = (qxr ...r qn)

h(p,q,t+T ) = h(p,q,t)

Première simplification :

Nous allons d'abord placer l'orbite nominale à l'origine par une

-y -y -y -y

transformation canonique faisant passer des p,q,t/haux P,Q,T,H ; nous pren

drons toujours t = T et le système (3.1) se transforme en :

(3.2) dP/dt = - 3h/3q dQ/dt = 3h/3p

Considérons la première fonction génératrice citée dans le premier

chapitre, à savoir :

S = tH + S (p,Q,t)

Nous voulons que la solution nominale périodique p (t), q^(t)

devienne P^ = 0 et = 0, donc en (p ,0,t) il nous faut :

3S/3Q = PQ = 0 et 3s/3p = qQ

d'où :

(3.3) S = tH + pqQ(t) + pQ - pQ(t)Q + S2(t)

or

P = 3S/3Q q = 3S/3p h = 3s/3t
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P = P “ P0(t)

q = qQ(t) + Q

dq (t) dp (t)

h = H + p
l0 0

Q +
dS2(t)

dt dt x dt

soit, en exprimant les nouvelles variables en fonction des anciennes :

-y -y -y

P = P “ P0(t)

-y -y -y

Q = q - qQ(t)

->

dq

H = h - p
0

dp
0

. dS.

(q - qQ(t)) - —dt dt

afin que l'on ait H = 0 sur la solution nominale on prendra :

donc :

et :

+ + n dS2 + dq0
0 = h[f>o(t)'qn(t)'t3 ' ÂT ' pn(t> dt

dS.

dt = h{pn(t).qn(t).t3 - pn(t) dt

H(P,Q,t) = h(p,q,t) - h[p (t),q (t)#tj + pQ(t)

-y

dq

dt

0 - dqo J
p dT +

dpQ ( t ) + dp
+ a - ^

dt ^ dt 0

ce qui peut s'écrire aussi :

0 qJt)

(3.4)

-y

P
-y

= P - P0(t> ; PQ(t) = 0
-y -y -y

Q = q
i

P
o

et ; Q0(t) = o
-y -y -y -y -y -» -y 3h

H(P,Q,t) = hjp+p0(t),Q+q0(t),t3 - P(g|)0 - (^)0
- h£p0(t).q0(t),tj

KD4-
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Conséquences :

1°) Les fonctions H, dH/d P, 3h/8 Q sont nulles sur la solution

nominale, soit en P = Q = 0

2°) Le nouvel hamiltonien H((P,Q,t) est périodique par rapport

à t de période :

H(P,Q,t+T0) = H(P,Q,t)

3°) si la fonction h(p,q,t) est analytique, alors H(P,Q,t) l'est

aussi et l'on peut écrire :

H— H+H+...+H ...
2 3 m

avec est fonction homogène de degré m en P,Q, ainsi :

, -> -> -y

H2 = i PAP + PBQ + i QCQ

A, B, C étant trois tenseurs réels périodiques en t de période

Tq (on prendra A et C symétriques).

Deuxième simplification :

Nous voulons dans la suite obtenir H2 réel, constant et avec très

peu de termes par une transformation linéaire périodique qui nous est fournie

par la théorie de Floquet C1!

Etude linéarisée : Que se passe-t-il sur une période lorsque l'on

néglige H , H^, etc... ?

La transformation conduisant de P ,0 a l1 instant t a P, ,0, a
a a b b

l'instant t + est alors linéaire, soit M la matrice de cette transforma

tion

= M

P
a

Les valeurs propres de M sont indépendantes de l'instant t choisi

pour origine et si l'on considère plusieurs périodes :
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P P, P
c b a

= M = M2

a- -y -y

l2cj i2bj Qa

On a det M - 1 et de plus M est symplectique, c'est-à-dire qu'elle vérifie

la propriété suivante dite de symplecticité :

M JM = J

T

où M est le transposé de M et J =

-I

n

Dans ce cas [lô] si À est valeur propre de M alors, A, 1/A, 1/A le sont

aussi.

Si toutes les valeurs propres sont différentes l'une de l'autre,

alors à chaque instant t il y aura (2n) vecteurs propres distincts et formant

une base. Ce sont bien entendu ces directions propres qu'il faut à chaque

instant prendre pour directions principales (tout au moins quand elles sont

réelles).

Considérons une valeur propre déterminée À et un vecteur propre

/-y N

correspondant u^ = [P^(t),Q^(t)J.

En ne prenant que H - on obtient :

et

8h2
dt

II

A

9hdPA

dt 9^

pA(t) tX(t+T0)'
M = = A

-y

lQA(t)J [QA(t+T0)j ^(tjj

V + V “ A?x(t) et Q.(t + T ) = Ag.(t)

donc :



et si l'on considère plusieurs périodes, on aura :

P^(t + nlQ) = Anp^(t) et Q^(t + nTQ) = AnQ^(t)
La discussion classique conduit à :

1°) Si une ou plusieurs valeurs propres A ont un module supérieur

à un, alors la solution nominale étudiée n'est pas stable et en

son voisinage la divergence est exponentielle ;

2°) Sinon toutes les valeurs propres A ont un module égal à un.

Le but de la deuxième simplification, si toutes les valeurs propres sont

différentes est d'arriver à :

avec :

H = £ b .p .q .
2 j=i 3 3 ’

b. = — LogA.
: To y 1

Pour A de module égale à un on prendra plutôt des termes réels de la forme

logA .
? a . (p2 . + q2 . ) avec a . = —:—
111 1 H,

Troisième simplification (celle de H ) :

Considérons une transformation canonique faisant passer des variables

p,q,t) aux variables (P,Q,t) definie par sa fonction génératrice S :

S = tH + pQ + S (p,Q,t)
m

,3.5)

V

p = 3s/3q q = 3s/3p h = 3s/3t

-> a-

est une fonction homogène de degré m en P, Q et

périodique en t.

Comme au deuxième chapitre, supposons que les fonctions

hH^_^, aient les memes expressions que h^, h^, m-1
• • • f • • • t
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h = H +

3s
r

3t

m

-h+h+...+h + h +...
2 3 m-1 m

mais d'autre part :

= H + H + ... +H + H +...
2 3 m-1 m

3s

p - ^ = p + = P + 0( I p| + I q| )

3s ->

5T

3s

q 3|f Q + 3p
m

d'où
-* i->i i->-|

Q = q + 0(Ip| + J q| )
m

par ailleurs, et ayant la meme expression en P, Q et p, q, on peut

écrire

donc :

et :

-v a- ^2 -> a- ^^2 i. .->i m+1
H2 - h2 = (P - p) g|ÿ- + (Q - q) + OC | p| + | q | V

3s 3h 3s 3h
tt i m 2 m 2 , rh i i ,
H„ - h_ = 7T=5~ - 7T=5“ 7C=5- + 0( | p| + | q | )2 2 3çf 3p 3p d"q

3 s -* 3 s - 3 s
tt i m dq m dp m , i^-i i-M xm+l
H = h - Tÿ=r ^ - tt— + 0( p + q )

m m 3Çf dt 3f? dt 3t IPI 141 '

Nous allons dans la suite adopter les variables complexes :

z . = p . + iq . j = 1, .. ., n
3 3 3

Nous rappelons le#équations de Hamilton :

(3.7)

dz.
î

dt
2i

3h

3z .
3

dt
2i

3h

3z .
3

j lf •• • r n



Dans le cas où il n'y a pas divergence exponentielle nous utiliserons

1'expression

d'où :

n

h = i Z 0). (p2 . + q2 .
2 j-l 3 ^ 3

h. = è Z oo . z . z .

2 j=i 3 3 3

et le système linéarisé s'écrit :

(3.8)

dz ,/dt = i 0). z .
1 1 1

dz\/dt = - i 0). z .
1 1 1

go j est la j-ième vitesse angulaire
Considérons un monôme M de h :

m

j = 1, ..., n

(3.9)

m = n zkjM z*jM <t(t)
j-i 3 2

Z (k+ &.M) = m
nM iM

3=1

Pour essayer d'annuler ou de simplifier ce monome M nous allons prendre

dans un monôme correspondant :

- n *kjMï.j%<t>
j-i 2 3

avec \Jj(t) comme (J> (t) périodique de période T .

Le monôme correspondant de sera d'après (3.6) :
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d'où :

(3.10)

n = [<i>(t) ~ K\|J(t) - ~
n k . £ .

] n z,:M Z.3"
j-i 3 3

n

K =

_=1 : dm
; U . = iü).

1 1

appelons (jo^ la vitesse angulaire correspondant à la période

ük = 27T/T
0 0

et l'on peut décomposer (J)(t) et ^(t) :

(3.11)

00 ikü) t

<J> ( t ) = Z A e
, k
k=-°°

00 ikO) t

\jj(t) = Z B e
, k
k=-°°

(Ht) - Klp(t) - = Z (A, - KB, - ikü) B )e
, k k 0 k
k=-°°

ikV

ou en tenant compte de (3.10)

. 00 n ky t

(3.12) (J>( t) - Klp( t ) - = Z {A - ky + Z U . ( k - £ ) B } e
dt k=^o k 0 j jM jM k

donc pour que H = 0 il suffit d'après (3.10) et (3.12) de prendre :

n 1
A = B [ky + Z U . ( k - £ )J

k ku 0 j jM jM J

Discussion :

n

1°) si kor + Z ü).(k. - i . ) ^ 0 on prendra :
0 j=1 1 DM jM

y.
3

iü).
J
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\ “
ku + L U.(k - i )

0 . „ i jM iM
D = 1

n

2°) S'il y a un terme pour lequel kür + Z co.(k. - £. ) = 0 alors ce terme
0 1 dm dm

ne peut être annulé# et dans ce cas on posera = 0.

On obtient donc deux cas possibles :

(3.13)

n

1°) Z w.(k. -£.) n'est pas multiple de la vitesse
j=1 1 ]M jM

angulaire U)^ et l'on peut réduire à zéro le mo

nôme n.

2 ° ) kw + Z 0).(k - £ ) = 0 et l'on réduit à :
0 d lM dM

ku t n k £ .

= A e 0 n z . z.3
k j=l 3 3 '

n

avec : Z (k . + £ . ) = m
. , dm lM
1=1

Remarque (3.1) :

On peut revenir aux petites lettres p, q, z, z à chaque étape

et pousser la simplification à un ordre fini N quelconque. Le monôme f'I sera

écrit M , ... etc.

Quatrième simplification :

Elle consiste à considérer la transformation suivante :

-iü). t

(3.14) Z.=z.e
D 1

Z . = P . + iQ. et z. = p. + iq.
D D D D D D

On a donc :

(3.15)

P. = p.cosGO.t + q.sinüJ.t
D D D j D

Q. = q.cosOJ.t - p.sinw.t
1 1111



Nous allons démontrer que cette transformation est canonique, en effet consi-

derons la fonction S = S(p,Q,t,H) definie par

n p p2. + Q2. p .Q . 1
(3.16) S = tH + Z tg(U).t) ^^ J

. , I 1 2 cosüJ.t J
1=1 1

d'après le paragraphe III du premier chapitre on écrit

P- =
j •

~ p . smU) .t + Q .
3s n x

= — L d'ou Q. = q.cosOO.t - p.sinOJ.t
cosU). t

1
111 11

**\ — Q . sinü). t + p .
dS i i i

P. = ttc- = —2 1 A d'ou P. = q.sinU).t + p.cosüü.t
j 3Q COSU) . t

1
111 11

on retrouve donc (3.15) et la fonction s définie par (3.16) est une fonction

génératrice de la transformation canonique (3.14).

En plus, nous avons :

3s n u). P2 + Q2•

h = tt— = H + Z - _ ,
dt . „ COS2U).t

1=1 1

J ( ^—~ ^ + p.Q.sinüü.t)
1 1

mais

P2 • + Q2
1 I

+ p.Q.sinW.t = è (p2 . + q2.)cos2U).t
11 1 11 1

d'où :

n

(3.17) h = H + ? Z U) . (p2 . + q2 . ) = H + h

j=l
i :1 1 2

donc le hamiltonien h se transforme par (3 .14) en :

(3.18) H = + ... + H + . = h - h_ = h_
3 m 2 3

et les équations de Hamilton s'écrivent :

+ h +
m



d'autre part, le monôme M se transforme par (3.14) en :
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ikœ.t n k . £. io).t(k. -£ . )
fl = A e 0 Il Z ]M i 3M e 3 3M 3M

k 3=1 3 3

ikU()t
= A, e e

k

it Z (jü . (k -£ )
] ]M ]M n

3 n

j=i

k . £ .

Z ]M Z ]M
j j

n

i t [küO + Z O). ( k . -£ . )J

= \e
j=1 i iM iM

soit, tenant compte de (3.13) :

n

n

j=l

(3.20)

n

n

j=i

k . n .
z ~ZjM
j j

On constate donc que le hamiltonien transformé (3.18) est indépendant du

temps à l'ordre où l'on a poussé la transformation, avec en plus pour tous

les monômes une relation :

(3.21) kwo +

n

Z

j=l

.(k
1 jM '

0

Conséquences :

1°) Le hamiltonien H = H + ... + H + ... est une quasi-intégrale
3 m

(pas de variation séculaire à tous les ordres).

2°) Ecrivons :

H = Z fl. n M > 33
k £

z gb i gb
b b b g=l

g g

et calculons :

— (Z.Z.)
dt j :

dZ . dZ .

+ z —^ZJ dt j dt



124

d'où :

j ftJL.. Æk,u
§r (Z.i.) = 2iZ. I - 2iZ. Z
dt 3 3 3 b z: 3 b zj

on en déduit

— (z.z.) = 2i z n a - k.j
dt il b b :b jb

donc :

(3.22)

T ü

— ( Z a.Z.Z.) = 2i Z fl Z a . (£ - k.,)
dt j=i 3 3 3 b b j=i 3 3b 3b

Z a.Z.Z.

j=l

est une quasi-intégrale pourvu que

(3.23) Z a.(£ - k. ) = 0 "VH
j=l 3 lb lb

Soit W le vecteur à (n+1) composantes :

(3.24) W = (w w ..., 03 )
0 1 n

A tout monôme M associons le vecteur K à (n+1) composantes entières :
M

(3.25)

(3.26)

K = (k, k - £ , —, k - £ )
M IM IM nM nM

L'équation (3.21) est équivalente à

V M,
-y -y

K W = 0
M

1er cas : Il n'y a aucune relation rationnelle entre les 03„, .... 03 .
0 n

Donc :

-y -y -y -y

K .W = 0 implique K =0
M M

->* / N
et il y a n vecteurs A = (o, a. , .... a ) indépendants satisfaisant a

1 n

K^.A = 0. Donc on peut en (3.22) prendre a, = 1 et les autres nuis.

En résumé :

Si les vitesses angulaires 03^, .... 03 ne vérifient aucune
0 n

relation rationnelle d'ordre â s, alors on a le résultat

du théorème (2.1) dans le cas des systèmes autonomes.
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En effet on peut jusqu'à un degré quelconque N supprimer tous les

monomes tels que * 0 et si l'on négligé les termes de degré (N+l) et

plus, alors le hamiltonien H sera fonction des produits (Z Z ) seulement
j j

d_
dt

(Z .Z . )
1 1

2iZ .
:

3h

3z\
i

2iZ .
1

3h

3z .
1

21 h 3h

3(z,z . )
1 1

z .
J

z .
j

3h

3(z.z . )
J 3

z .
3

= 0 V:

donc les (Z .Z . )
3 3

sont n quasi-intégrales.

Revenons à :

n

ïï

g=i
g g

d'où :

Posons :

(3.27)

donc :

9ÏÏ— = z ^
3(z .z .,

1 1 b
3 ( z .z . ) z.z. kjb nb

3 3 3 3 b

dZ

—^ = 2iZ. ~, - v
dt ] 3(Z.Z.)3r> 2i kjb

3 3 3 3 b

7 n _ k
03 = -y- I k A ïï (Z Z ) gb

3 ZjZj b 3b b g-1

fl,) Z .
b 1

(3.28) dZ./dt = iü).Z. -i = , n
3 3 3 J '

ce qui signifie que co . définie par (3.27) est la vitesse angulaire de Z.

On a donc, à n'importe quel ordre fini, un systàne de rotation différentielle autour de P = Q - 0.

&

.K/O i

i

03 . = d0
3

j

. /dt =
3

P,
7

Pn

f.(R_,..,R )
3 1 n

R . = |Z.| = /p2 ,+Q2 .
3 l' 1^1 j - I, ..., n
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2e cas :

Les vitesses angulaires w^, U) sont rationnellement liées

par une seule relation.

Supposons donc qu'il y ait une seule série d'entiers :

a# .. «, a
0 n

telle que :

(3.29) I a .w . = 0

j=0 3 3

—r

On constate que le vecteur a = (a^,

au vecteur quel que soit M et l'on peut écrire :

, a ) est proportionnel
n

(3.30) K = K a
M M

K est entier
M

(3.31) Y n : k/an = — —
0 a.

k - Z
nM nM

= K

Considérons le vecteur A = (0, 1/a^, - 1/a2' ..., O) on a donc

A.K. = — (IC ~ JL) - — (k - JL ) = K - K =0
M a. IM IM a_ 2M 2M MM

1 2

On en déduit, tenant compte de (3.22) et (3.23) que

¥i V2

ai a2

est une quasi-intégrale et, en généralisant à tout j :

(3.32) Z.Z. = a.f(t) + (Z.Z.) 1=1/ .../ n
3 3 3 3 3 0

En conséquence :

(3.33)

S'il y a des a_. de signes opposés, alors il y a stabilité

(ou diffusion d'Arnold) car les produits Z .Z . sont réels
3 3

positifs et la variation de f(t) est donc bornée.

Si, par contre, tous les a_. ^ 0 (ou ^ 0) alors, la question

de la stabilité se pose.
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Partons des (Z.Z.) - 0 et étudions les solutions telles crue
1 1 0

Z .Z . = a . f ( t ) H = 0
1 3 3

(3.34)

il faut étudier les variations de f(t)

Posons :

Z . = R .e
3 3

i0 .
3

donc Z .Z . = R2. = a.f(t)
3 3 3 3

et le monôme :

se transforme en :

n k . £ .

n = a z z7M i.3M
M j-i 3 3

n i6 (k . -I . )
n = A n R. 3M 3M e 3 3M 3M

M j-1 3

1 ^ jMJ n (k. +&. )/2 )
A e n a. 3M 3M f 3M :m

M j-i 3

iKM.E.aj0j n n i(k +)l )
Ae 3=1 fm/2(t) n a. 3M 3M

M j-1 3

On définit l'angle :

(3.35)

et l'on pose :

(3.36)

il vient :

n

Z a .0 .

j=l
3 3

n

A n
M

j=i

’jM jM'

(3.37)

On obtient un hamiltonien à un seul degré de liberté :

iK , u
H ( u, f ) = Z fl = Z C e fm (t)

b b b Mb
(3.38) e



avec les équations hamiltoniennes :
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(3.39)

df/dt = - 3h/3u = - i Z K n
, M, b

du/dt = 3H/3f = Z fl
. 2f b

Ainsi le problème se ramène à un système hamiltonien à un seul degré de

liberté. Si sur la variété (3.34) l'origine O est isolée, alors il y aura

stabilité à n'importe quel ordre (c'est-à-dire soit stabilité réelle soit

diffusion d'Arnold), sinon il y aura instabilité au voisinage de O.

3e cas : Supposons qu'il y ait deux relations rationnelles indépendantes

entre les vitesses angulaires ü) . . .., 0) :
0 n

Z a .ü). = 0

j=0 3 3
Z b .03. = 0

j=o 3 3

où (a , ..., a ) et (b . ..., b ) sont deux séries d'entiers non tous nuis
0 n 0 n

et premiers entre eux dans leur ensemble.

Posons :

(3.40)

on a donc

(3.14)

revenons a

ou :

(3.42)

-*

a = (a_, • .., a )
0 n

->

b = (b , . . ., b )
0 n

-+

K n

M
,

IM IM

-> ->

a.W = b.W = K .W
M

t comme une combi
M

K = K a + K b
M M M,

a b

d
(Z .Z . ) = - 2i ;

1
dt 3 1

d
(Z .Z . ) HCM1II

dt 1 1

nM nM'

K , K entiers
M ' M,

a b

‘jM jM'

Mi M. j
a b
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Posons :

(3.43)

df

dt
2i Z PÎK

M

É2 = _
dt

2i Z flK
M

b

n

n

j=l

Portons (3.43) dans (3.42), il vient :

soit :

— (Z.Z.)
dt 3 3

a .

3

df + b da
dt j dt

(3.44) Z.Z. = (Z.Z.) + a.f(t) + b.g(t)
31 3 3 0 3 3^

D'autre part, le monôme H devient :

n ( k . +& . ) i0 . ( k . -£ . )
n= A II R. e 3 3M :M

M j=l 3

i Z 0 . ( k . . )
j jM jM n

am e
3=1 n (a .f + b .g)

Il 3 3

(k. +A .)/2
3M 3M

3=1
n n

iK Z a .0 . iK Z
M . . 3 3

= A e
M

a j=l
, b .0 .

b 3=1 33 n

Il (a .f + b .g)
j-i 3 3

(k. +£ )/2
jM jM

On définit les angles :

(3.45) u = Z a .0 .

j-i 3 3
v = Z b .0 .

j=i 3 3

donc :

(3.46)



On obtient alors un hamiltonien a deux degrés de liberté

H(f,g,u,v)

Les équations de Hamilton s'écrivent :

df/dt = - 3h/3u

(3.47)
du/dt = 3H/3f

dg/dt = - 3h/3v

dv/dt = 3H/3g
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CONCLUSION

Les résultats classiques obtenus pour les systèmes hamiltoniens

autonomes à un ou deux degrés de liberté peuvent être étendus aux systèmes

hamiltoniens autonomes ou périodiques à plusieurs degrés de liberté.

Un système hamiltonien dont la fonction de Hamilton est T^-périodi-

que peut être ramené à celui d'un système autonome, mais il faut tenir compte

de üJq = 2tt/Tq = la vitesse angulaire correspondant à la période oo .

Au voisinage d'une solution périodique stable, le mouvement est

a tous les ordres équivalent à une rotation différentielle généralisée pourvu

qu'il n'y ait aucune résonance entre les fréquences propres (0) ^,00 ^, ...,

(jü^) du système.

Dans le cas où il y a une seule relation de résonance d'ordre (s) :
n

£ a . oo. = 0, nous mettons en évidence (n-1)-quasi-intégrales indépendantes :
j=0 D D

Z .Z . Z, Z,
1 i _ js k {j,k} = {1, ..., n}

et le hamiltonien à l'ordre (s) se réduit à celui d'un seul degré de liberté

H(f,u) où f(t) est une fonction convenable telle que :

Z .S . = a .f(t) + (Z .Z . )
3 1 3 3 3 0

et u est l'angle définit par :

n

= £

j=0

a. Arg(Z . )
3 3

Le nombre de quasi-intégrales indépendantes se réduit à (n-2)

dans le cas où il y a deux relations indépendantes de résonance :



et l'on obtient un hamiltonien à deux degrés de liberté H(f,g,u,v).

Ces résultats peuvent être généralisés et il serait intéressant

de voir ce qui se passe lorsqu'il y a plusieurs relations de résonance et

j'ai l'intention d'en faire l'objet d'un travail ultérieur.
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