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. NOTATIONS
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a) Ayant trait aux cometes

FP=q
FA=-Q

Les cométes sont aussi repérées par M, anomalie moyenne, leur plan orbital
par (i, 2, w).

On pose u = GM et VC =V u/p est 1a vitesse circulaire du Tieu.
Si x est métrique, X = %%, si x est une vitesse X = = .
v
C

b) Ayant trait aux étoiles

V,, M, vitesse et masse.

¢ o 26M,

, paramétre stellaire (K = 8.8 106 UA (cm/s))

Vi
A (d) = distance minimale d'approche du Soleil (de la cométe),ge[ Aps AM_l'
t = temps écoulé en année, depuis le début du systéme solaire.

k est tel que Te nombre d'étoiles N, passant en t années, a moins de A du
Soleil verifie : N = k A% t.

(k =5.1107%/ (anxpc2) ou k=1.210"16, (an x UA2)).



c) Ayant trait aux études analytiques

L'"impulsion I a pour coordonnées ( a, Bsr).

ao ( Boy Vo) = variable aléatoire normale centrée, d'écart type 1.

nombre uniformément réparti de 0 a 1.

u

€ y

variable aléatoire =

z et f = quantités sans unité traduisant une marche au hasard.

9
5 7L 1.5 10
Dans le II f = (Zzq / ( 1.15 10 Q2))% et dans le IV 2 = ————
P
K
a = — , dans les passages proches, impulsion minimale correspondant aux passages
R
M Tes plus éloignés.
Kp
XM = » dans Tes passages lointains, impulsion maximale correspondant aux
A passages les plus proches.
Kp
Xm =——, constante intervenant dans le calcul de 1'impulsion : peut étre vue

42 . .
comme un ecart type théorique.

* ok
* ok



INTRODUCTION
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Des qu'une cométe s'approche a moins de quatre ou cing unités astrono-
miques du Soleil, 1'équilibre thermique sous 1'influence du rayonnement in-
cident conduit a une élévation de la température du noyau, qui commence a
se subTimer. IT libére ainsi des gaz et des poussiéres qui engendrent autour
de lui une nébulosité diffusant de la lumiere.

C'est pourquoi, depuis des siecles, 1'homme peut observer des cométes ;
c'est aussi pourquoi i1 a trés vite compris que les cométes, perdant ainsi
de la matiére a chaque passage au périhélie, ne pouvaient pas étre éternel-
lement actives.

On sait maintenant qu'une cométe comme Arend-Roland perd jusqu'a 75
tonnes de poussiéres par seconde au moment de son passage a 0.32 UA du Soleil.
On estime qu'avec une telle perte de matiere, les cométes ont une durée de
vie comprise entre 100 et 1000 révolutions orbitales. Une observation plus
précise permet méme de vérifier sur des cométes comme Encke ou Tempel 2 une
baisse systématique de 1'éclat.

Cette lente évolution est parfois accélérée par la fusion du noyau, le
plus bel exemple étant celui de la cométe de West en 1976. I1 ne faut pas
non plus oublier que 1'on connait une quinzaine de groupes de deux a trois
cometes dont les éléments orbitaux sont si proches les uns des autres qu'il
est difficile d'en rendre compte.autrement que par 1'éclatement d'une comete
"mére". Plus d'une dizaine d'essaims de météorites sont aussi attribués aux
particules laissées par des cometes sur leur trajectoire.

Toutes ces observations montrent que Tes cométes ont une durée de vie
courte devant 1'dge du Systeme solaire et incitent a chercher une source.

Des le début du XIXe sieécle, deux hypotheses sont avancées. lLa premiére
est due a Pierre-Simon de Laplace en 1813 ; il fut en effet le premier a
chercher une origine interstellaire. D'aprés lui, les cometes sont "de pe-
tites nebu]euses, errant de systémes planétaires en systémes planétaires"
capturées par la sphére d'influence du Soleil. Pour cela, il doit faire



intervenir des mécanismes assez lourds, mais cohérents. Un des derniers dé-
fenseurs de cette hypothése est Lyttleton un peu avant 1950, avec sa théorie

du "banc de sable".

La seconde est due a Joseph-Louis Lagrange en 1814. Pour lui, les cométes
sont des corps éjectés des grosses planeétes. En 1874, 1'anglais Proctor pensait
que la tache rouge de Jupiter était un volcan duquel seraient éjectées les co-
métes. Ainsi Tes familles de cométes de planétes ont une origine planétaire,
comme le groupe de Kreutz (les cométes qui frdlent le Soleil) a une origine
solaire. Malgré les trés grandes vitesses d'éjection qu'elle impose (jusqu'a
67 km/s pour Jupiter), cette hypothése est ascez séduisante pour que les astro-
nomes comme Chamberlain (début 1900) ou Crommelin (1925) y travaillent ardemment.
Un de ses derniers défenseurs fut le russe Vsehksviatsky qui, encore en 1950,
faisait naitre les cométes & la surface des satellites des planétes, ce qui
permettait d'obtenir des vitesses d'éjection plus acceptables.

Toute théorie a une origine possible doit étre'capab1e d'expliquer Tes
observations. Celle de Lagrange explique difficilement la prédominance d'orbites
elliptiques de grande excentricité. Celle de Laplace explique difficilement la
répartition trés uniforme des inclinaisons des orbites a longue période sur
1'écliptique.

En fait, le milieu du XXe siécle est un tournant doublement fatidique pour
toutes ces hypothéses puisque c'est entre 1948 et 1951 que Van Worken et Oort
exposérent dans une série d'articles la théorie communément acceptée. A la base,
les études comportaient des analyses statistiques sur 19 cometes. En faisant
1'histogramme de 1'inverse de leur demi-grand axe, ils s'apercurent que celui-ci
avait un pic correspondant a un aphélie compris entre 40 000 et 150 000 UA. Oort
en a déduit 1'existence d'un vaste réservoir de coméetes aux confins du systeme

solaire.

En 1973, Marsden et Sekanina reprirent ce travail, en ne considérant que
les cometes dont le périhélie est supérieur a 3 UA, ce qui permet d'avoir un
échantillon non sensible aux forces gravitationnelles, permettant des calculs
d'aphélie plus précis. I1s donnent alors une valeur du pic plus proche de
50 000 UA, plus étroit autour de cette valeur, les aphélies pouvant atteindre
tout de méme 100 000 UA.

IT semble peu vraisemblable que les cometes aient été formées a ces

distances, le milieu ambiant y étant trop ténu ; i1 est aussi peu vraisem-
blable qu'elles proviennent d'une zone proche du Soleil, la chaleur y étant



suffisante pour empécher la glace de se former. C'est Oort lui-méme qui sug-
géra que les cometes furent formées pres d'Uranus et de Neptune, puis éjec-
tées par les perturbations de ces derniéres sur des orbites de grands
aphélies. Oort est Te premier a examiner 1'influence des étoiles sur le
nuage et a montrer que les perturbations stellaires Timitent 1'extension

du nuage a 200 000 UA. D'apres lui, ce réservoir devrait comporter environ
cent milliards de cometes.

Par ailleurs, Whipple en 1964 et Safranov en 1969 étudiérent quantita-
tivement 1'effondrement de la nébuleuse proto-solaire dans 1'hypotheése de
Kant et de Laplace. Des similitudes chimiques entre Uranus, Neptune et les
cometes Tes amenérent a penser que ces deux planétes avaient été formées
avec des "cométésimes" comme Tes planétes telluriques 1'avaient été avec
des "planétésimes". Leur modéle fait intervenir une ceinture de cométes au
niveau de Neptune. Elle aurait été par la suite perturbée dés que Neptune
elt atteint une certaine taille. Le nuage de Oort devient alors en plus une
necessité et une conséquence naturelle des hypothéses cosmogoniques. La pré-
somption en fut donc accentuée.

Un dernier indice en faveur de 1'existence du nuage, est donné a travers
1'énorme travail d'Everhart. En 1974, a partir de simulation numérique, il a
montré que la distribution des orbites de courte période peut résulter des
perturbations d'une population de cométes quasi-paraboliques ayant leur périhélie
entre Jupiter et Neptune, mais certainement pas d'une population de cométes a
lTongue période telles qu'on les observe. Donc, uniquement a partir de données
orbitales, i1 met en évidence deux populations de cométes qui entrainent 1'exis-
tence de cométes, non observables a trés longue période.

Aux distances impliquées par la dimension du nuage, les cométes sont sen-
sibles aux passages d'étoiles et finalement, sa dynamique doit étre régie par
le passage d'étoiles proches. En particulier, ce serait ces passages qui injec-
teraient les cometes vers 1'intérieur du Systéme solaire, 1a ou les perturbations
planétaires deviennent sensibles. Tout comme le saumon, la cométe revient mourir

sur les lieux qui 1'ont vu naitre.

Ce processus se fait en deux étapes distinctes :

1) Les perturbations des étoiles améneraient des cométes vers les régions

des planétes géantes.



2) A ce moment la, leur mouvement est régi par les perturbations dues a
ces planetes, lesquelles feraient décroitre leur demi-grand axe pro-
gressivement jusqu'aux régions internes terrestres, 13 ou la cométe
devient visible pour les observateurs.

Dans le travail qui suit, nous allons nous intéresser & la dynamique du
nuage de Oort en général et a cette premiére étape en particulier.

Avant tout, il est indispensable de faire un rapide tour des travaux récents
qui vont servir de base a notre travail. Deux questions "cl1és" nous intéressent :

-"Que savons-nous du nuage" ? Implicitement cela revient a se demander :

Quelle origine lui est attribuée ?

-"Quelle évolution a-t-il pu subir" ? Autrement dit, que nous apprennent

les études passées sur 1'évolution dynamique ?

Actuellement, il existe deux scénarios ayant trait a la formation du nuage.
Le premier considére que les cométes seraient a Neptune ce que les astéroides
sont a Mars. Les péres de cette théorie sont Oort (1950) et Kuiper (1951). Puis,
comme nous 1'avons mentionné, en 1969 Safranov appuie cette théorie a partir de
considérations chimiques. Les cométes initialement sur orbites circulaires
auraient été éjectées par Neptune sur des orbites trés elliptiques. En 1981, Ip
et Fernandez montrent numériquement que dans ce cas, les orbites perturbées ont
des aphélies essentiellement situés vers 40 000 UA : 1'échelle de temps requise
est e milliard d'année et il n'est pas dit que ce processus ne soit plus en

vigueur.

Mais parallelement Everhart montre que la population des cometes quasi-
paraboliques observées, ne peut en aucune facon résulter des perturbations d'une
population de cometes ayant eu des orbites peu excentriques dans la région des
planétes. Un second scénario est alors introduit par Safranov (1977) et Cameron
(1978). D'apres eux, les cometes sont les restes de la nébuleuse protosolaire et
se sont formées entre 30 000 et 100 000 UA du Soleil. En fait, en se basant uni-
quement sur les données orbitales, les cométes & courte période pourraient avoir
€té produites a 1'intérieur du systéme planétaire, mais alors leur identité phy-
sique avec celles formées plus loin, ne s'explique pas. 11 semble donc plus satis-
faisant d'admettre que toutes les cométes que nous voyons dérivent de la rcme



population originale, produite au dela de 30 000 UA (Malaise 1982).

Donc ces deux scénarios entrainent des distances aphéliques similaires
mais impliquent des positions de périhélie trés différentes, donc des classes
d'excentricités bien distinctes. Actuellement, le scénario qui semble le plus
communément accepté est celui de Fernandez. La premiére partie de notre travail
va étre essentiellement 1'étude des types d'orbites entrainés par cette hypothése

de facon a choisir un modéle dynamique de perturbations approprié

Les effets des pertubations stellaires sur les orbites cométaires ont déja
été étudiés par de nombreux chercheurs. Déja Oort en 1951 montrait que le nuagé
avait été "thermalisé" par les perturbations stellaires. Des études analytiques
postérieures ont été faites par Faintich (1971) et Yabushita (1972). A partir
d'expressions analytiques ils montrent que les variations du moment cinétique
des orbites cométaires suffisent a faire décroitre substantiellement le périhélie

des cométes.

Depuis les études les plus intéressantes sur les perturbations stellaires
ont été les études numériques de Fernandez (1980-1981) et celles plus complétes
de Weissman (1977, 1980, 1982). Le point de départ de la seconde partie de notre
travail sera le modéle de Weissman que nous commenterons en détail. Finalement
1'essentiel de 1'exposé consistera a modifier les travaux de Weissman pour pallier
les insuffisances, notamment au niveau de la position de la cométe sur son orbite
au moment de Ta rencontre et au niveau de 1'expression méme de la perturbation.
Nous essayerons par ailleurs de traiter parallélement études numériques (simula-

tions) et études analytiques.

Pour étre complet, disons dés maintenant que nos conclusions vont dans le
sens de 1'existence du nuage de Oort, comme réservoir de cométe. Nuage dont
1'existence n'est cependant pas acceptée par tout le monde. En particulier
Witkowski (1972), Yabushita et Hasegawa (1978) se font les défenseurs d'une
origine interstellaire des cometes, pendant que 1'origine planétaire de Lagrange
est encore soutenue par Mendis (1973) et Vsekhsvyatsky (1972). Le plus fervent
détracteur est probablement Lyttleton (1974) qui attaque violemmment la méthode
de Oort et conteste point par point toutes ses conséquences. Clube et Napier
(1281), enfin, qui sans rejeter 1'existence du nuage en nient 1'efficacité dans
la mesure ou ils pensent que celui-ci est réguliérement vidé par 1'approche d'un
nuage moléculaire géant.

* k% k%
* k%



I. EFFET DU PASSAGE D'UNE ETOILE SUR UNE ORBITE COMETAIRE

Comment traduine Le passage d'une étoile ? Quels en sont Les effets sun
ute orbite cométaine ?

Pour pouvoir népondre a ces questions, L gaut tout d'abord avoin une Lidée
sun La nature des cometes concernées et sur Les quantités Lides aux étoiles
du voisinage sclairne. Nous powrrons alorns choisin un modéle dynamique ap-
propril. Ensuite, nous essayerons d'en dégagern Les efbets ainsi que Les
Limitations Lices aux hypotheses.

Les formules analyiiques exprimant Les varuiations des éLéments orbitaux
sont données dans L'annexe A.
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1. PRESENTATION DU PROBLEME

1.1. Type d'orbite attendu

L'étude des cométes quasi-paraboliques donne une valeur approximative
du rayon du nuage de cométes, donc de 1'aphélie des orbites. En revanche,
nous n'avons plus aucune information sur la distance du périhélie avant la
perturbation décisive. Ce sont des raisonnements indirects qui permettent
d'évaluer cette distance entre 20 et 50 UA. Nous allons toujours donner une
préférence a ces types d'orbites mais sans jamais oublier que ce périhélie
peut prendre des valeurs de 1'ordre du millier d'UA.

Pour traduire le passage des étoiles, nous allons étre amenés a faire
des hypothéses sur la nature de 1'interaction puis sur 1'effet de cette
interaction. Autant les problémes d'orbites modérément elliptiques nous
sont assez familiers, autant i1 est rare de rencontrer des orbites d'excen-

tricité trés proche de 1.

IT peut étre intéressant de regarder d'un peu plus prés le type d'or-
bite du nuage. Pour cela, nous avons étudié 1'évolution en fonction du temps,
de 1'anomalie vraie, de la distance au foyer et de la vitesse pour un objet

en orbite d'excentricité trés grande.

Nous avons fixé le demi-grand axe & 25 000 UA ; 1'excentricité prend
les valeurs 0.999, 0. 99, 0.9 et 0.5 correspondant a des périhélies a 25,
250, 2500 et 12 500 UA.

L'unité de temps est la période de 1'orbite T. Nous nous occupons uni-
quement de Ta premiére moitié de 1'ellipse ; 1'objet évolue donc du péri-
hélie (t/T = 0) & 1'aphélie (t/T = 1/2). L'unité de vitesse est la vitesse
circulaire du 1133_(vc = y6ﬁ7§), ou R est la distance de 1'objet au corps

central a t.

On trouve souvent dans la littérature que les comeétes passent le plus
clair de Teur temps a 1'aphélie ; voici une illustration probante de ce
fait : pour ces quatre excentricités, est donné dans le tableau 1 le temps
t/T que T'objet passa & moins de k degré de 1'aphélie. La période commune

est d'environ 4 millions d'années.
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-14-

] 1t 3¢ 10°
0.999 | 0.45 | 0.74 0.96 | 0.993
0.99 | 0.15 [0.30 0.63 | 0.876
0.9 0.04 | 0.10 0.24 | 0.43
0.5 0.015 | 0.03 0.07 | 0.14

[V

TAB (1). t/T passé moins de k°, fonction de e.

La série des figures (1) montre bien 1'évolution de certaines quantités en
fonction de la partie du temps écoulée. Par exemple, on 1it que pour

e = 0.999, 1'objet passe la moitié du temps a une distance supérieure a

40 000 UA (soit a 0.8 fois son aphélie), avec une vitesse inférieure a

75 m/s. En fait, sa vitesse varie de 8 km/s au périhélie a 4.3 m/s a 1'a-
phélie. Pour une excentricité de 0.99, cette vitesse varie de 2.6 km/s au
périhelie a 13 m/s a 1'aphélie. Les autres quantités &voluent de la méme
facon que pour e = 0.999. L'allure de ces courbes commence & changer de
facon significative seulement pour e = 0.2, c'est a dire, ici, pour des

périhélies supérieurs a 2500 UA.

En résumé, les types d'orbites cométaires que 1'on s'attend & rencon-
trer donnent lieu & une vitesse au perihélie de 1'ordre du km/s et & 1'aphé-
lie de 1'ordre du m/s ; les cométes passent la majeure partie de la période
orbitale au voisinage de 1'aphelie.

1.2. Etoilesdu voisinage solaire

Les étoiles de la Galaxie ont une vitesse relative due a la rotation
galactique et une vitesse particuliere d'agitation. A partir du mouvement
propre et des vitesses radiales des 2toiles proches et en supposant qu'a
chaque point de la Galaxie i1 existe un réféerentiel local dont 1'origine
est affectée du mouvement systématique, nous pouvons déduire les constantes
de Oort qui traduisent la rotation galactique. Ces constantes sont 0.015 km
51 pc'1 et -0.010 km s~ pc-1, ce qui signifie que les étciles du groupe
Tocal, a quelques dizaines de parsecs du Soleil, ont un écart de vitesse
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di a la rotation galactique, inférieur au km/s'1.

Pourtant, les étoiles

proches ont des vitesses relatives souvent supérieures a 10 km/s. Il est

donc clair qu'a notre échelle, le mouvement des étoiles est essentiellement

di a 1'agitation. Pour avoir une idée de 1'ordre de grandeur de ce mouvement,
on se place dans un référentiel 1ié au Soleil et on moyenne la vitesse d'agi-
tation des étoiles. Déja en s'aidant des vitesses radiales des étoiles proches,
Campbell et Moorde en 1925 trouvent une vitesse moyenne de 21.3 km/s et,

s'aidant des mouvements propres, trouvent 19 km/s.

En fait, nous avons besoin aussi des moments d'ordre supérieur, mais nous
ne disposons de facon précise que des deux premiers. La vitesse résultante est
alors comprise dans un ellipsoide dit "ellipsoide de Schwarzschild", ce qui
donne la valeur moyenne de la vitesse d'agitation.

Dans tout ce qui suit, on supposera que les étoiles traversent le voisi-
nage solaire, sans direction privilégiée, a une vitesse de 20 km/s.
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2. MODELE DYNAMIQUE

2.1. Justification du modeéle impulsif

Le chapitre précédent nous incite a considérer que, lors du passage
d'une étoile, la coméete est a son aphélie ou, tout du moins, dans son
voisinage immédiat. Supposons que la cométe soit sensible a tout ce qui se
passe dans une sphere dont le rayon est de 1'ordre de sa distance au Soleil.
Le temps ti d'interaction est donc de 1'ordre du temps mis par 1'étoile

pour traverser cette sphere.

: Q
U

ou Q est la distance aphélique et V, la vitesse de 1'étoile.

La période est T :

T=——j——2—3
(1 + e)é
d'ol
T./T> 1
v*\”ﬁ

Pour Q = 40 000 UA, Ti/T est inférieur a 1.2/100 ; pour 60 000 UA, i1l

est inférieur a 0.9/100.

On voit clairement, avec 1'aide de la série de figure (1) que, pendant
un temps de 1'ordre du centiéme de la période, au voisinage de 1'aphélie, la
distance au Soleil et 1'anomalie sont constantes. Par ailleurs nous savons que
la trajectoire de 1'étoile par rapport a la comete est symétrique par rapport
a la droite reliant le point d'approche le plus proche de la trajectoire, a la
cométe. L'interaction ayant lieu pendant un temps trés court, il parait 1égi-
time de 1'appliquer exactement lorsque 1'étoile passe au plus proche et ainsi
d'étudier ces perturbations en maintenant la cométe fixée pendant 1'interaction ;
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c'est 1'approximation impulsive : le passage de 1'étoile s'effectue dans un

temps suffisamment bref pour que seul le vecteur vitesse de la comete soit
affecté, mais pas sa position spatiale.

Dans un référentiel 1ié au 501911 (Fig.2), le mouvement de la comete

est repéré par son rayon vecteur pI et sa vitesse V. Lorsque 1'étoile passe
au plus prés de la coméete, elle lui donne une impulsion AV 3 lorsqu'elle

passe au plus prés du Soleil, elle lui donne une impulsion AV

Dans ce référentiel et aprés la perturbation, la cométe est repérée

par ﬁ? et sa vitesse est Vo4 AVC - EVS.

K
]
S >
p Py
AN
C C
v
L Ct,-d
\ SEg=4
\ SC =7
EE.= Vet

FIG (2). Perturbations causé€es par le passage d'une €tolle sur le Soleil et
sur la cométe, dans un réferentiel 1ié au Soleil.

—

Par construction SES et CEC sont orthogonaux é-V; .
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Seul 1'effet différentiel (perturbations sur la comete moins pertur-
bations sur le Soleil) intervient dans la modification de 1'orbite de la
comete. .

Finalement, ce probléme a trois corps se décompose en deux problémes
a deux corps que nous allons étudier séparément. En effet, dans le cas de
1'interaction cométe-étoile, 1a masse de la cométe est si négligeable qu'il
s'agit 1a d'un probléme & un corps.

2.2. Formule analytique de 1'impulsion

a) Interaction cométe-étoile @

Si 1'on se place dans un repére 1ié a 1'étoile, la trajectoire de 1la

comete initialement rectiligne, est déviée d'yn angle 9.

-
Va) d’

L 4

FIG (3). Trajectoire de la comeéte par rapport a un référentiel 1lié a 1'étoile.

Le mouvement a lieu dans un champ de force central ; la trajectoire
est donc symétrique par rapport a la droite passant par 1'étoile et le
point de rencontre le plus proche. Les deux assymptotes coupent cette

droite suivant le méme angle ¢, tel que 6 = 7n- 2 o,

La conservation du moment cinétique s'écrit :
RS &

ou a est 1'angle polaire.

= cte = ¢

La conservation de 1'énergie s'écrit :

GM/R + 1/2 (R2 + R2& 2) = 1,2 V§o
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De ces deux équations, nous obtenons :

da= c/R® dt

drR = (V2 - 26M/R - c2/R%)1/2 gt

Nous pouvons alors calculer ¢

o
].da =}I dt ./ g ok
0 -~ R 2GM ?

Pmm\ EZ‘

en posant R = 1/U et en intégrant, nous trouvons :

b= n/2 + arctg( ‘ GM/c )
Yy

d'ou tg(6/2)= GM/cVy,

avec ¢ = Vb (ou b est la distance d'impact) :

tg(6 /2)= GM/(b V2) (1)

Ordre de grandeur

Nous avons vu qu'il fallait s'attendre a des vitesses d'étoile de 20 km/s ;
pour une €étoile d'une masse solaire, GM/ngvaut 2.2 UA.

Donc, méme pour une rencontre extrémement proche a 1000 UA, 1'angle
peut étre confondu avec sa tangente, avec une erreur relative inférieure
a 1076,

L'équation (1) devient dans tous les cas :
‘ 2
0 = ZGM/bV(Jo (2)

L'impulsion est dirigée du point d'impact vers 1'étoile et vérifie donc :

aVI/IV] =6
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Soit :

l
AV = (26M/b%y) B | (3)

En fait, on savait que cette déviation serait trés petite et, par consé-
quent, nous pouvions employer une méthode plus élégante qui consiste a rem-
placer 1'impulsion av par la composante orthogonale du mouvement.

® Vot Wy
M

FIG (4). Trajectoire approchée de la cométe un repére 1ié a 1'étoile.

<}
%2

L'équation ay

It R

projetée perpendiculairement au mouvement, s'écrit :
v oG
N

Le temps et ces paramétres sont 1iés par :

RZ = b2 4+ y2 2
d'ou,
% dvy © _GM o  GM dt
v=f— dt=[ dt=—2/
X J dt J (b2+V2t2)3/2 b(1+V2 tT)ﬁ/z
3 v
b2
apres avoir posé
y o Vit
b2
oC
on obtient y, =226 I X I - 2 GM /(bV)
X V ,
\/1 * X (¢]
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Cette composante orthogonale est dirigée suivant le vecteur b/b, soit :
—b— 2 —
VX-ZGM/(b V) b

Pour une étoile d'une masse solaire passant a 1 pc, cette impulsion
vaut 43 cm/s.

- - - - - = - -

Considérons tout d'abord deux corps P1, P2 de masse M1, M2’ comparables.

—

- R P ( M)
1 @ —®
(My)
R1 EP///EZ
(o)

FIG (5)

0 est un point référentiel galiléen, 651 = ﬁ} et 0P2 = R2' La position de
Py vue de P2 est donnée par R tel que

Ry - R, (4)

R = 1

Le systéme d'équations liant ﬁ: ?ﬂ et'ﬁé est :

= 3=

2—

(=

lequel, avec (4), donne :

rn .

dR™ _ _ g, + M)/RE (7)

5)

A

1
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On trouve bien que dans le probléme des deux corps, le mouvement rela-
tif de 1'un par rapport a 1'autre, rapporte a des axes paralleéles & un
systeme d'axes galiléens, est celui qui serait di a 1'attraction d'une masse
centrale égale a la somme des masses des deux corps sur 1'autre.

Nous pouvons alors employer la méme méthode que precédemment et affir-

mer que 1'angle 6 , duquel P2 est dévié, vu de Py, est tel que :

tg(6/2)= G(My + My) / (v%b)

Au niveau numérique, cet angle est du méme ordre de grandeur que celui
mentionné précédemment. I1 peut donc étre aussi confondu avec sa tangente.
On obtient donc, pour les mémes raisons que précédemment :

AV =26 (M, + M) / (v b2) & - (8)

ol b est le vecteur liant le point d'impact de 1'orbite de P2 a P1.

Ce qui nous intéresse dans le cas présent est la variation de vitesse
du Soleil dans un référentiel inertiel et non la variation de vitesse rela-
tivement a 1'étoile.

Nous savons que :

Ry = M, / (M, +M,) R (9)

Ry = <My /(M + M) R (10)
ce qui équivaut a :

Vyo= M, /(M) Y (11)

V, = M /(M 4 M) V (12)
soit

AV, = My / (M + M) 4T =-2GM, / (Vb)) B

Le mouvement absolu n'est donc traduit que par les parameétres relatifs

et, 1la variation de vitesse absolue du Soleil apres le passage de 1'étoile
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est donnée par :

AV =-zaM, / (V,b9) B (13)

ou M, est la masse de 1'étoile et V, sa vitesse relative.

Remarque L'équation (8) est la somme de deux "équations 13", 1'une pour
la variation de vitesse absolue du Soleil, et 1'autre, pour celle de 1'étoile.

Nous aurions pu aussi tout de suite raisonner dans un référentiel
inertiel. En effet, si 1'on élimine R des équations (5) et (9), nous obte-

nons :
2 —
d R —
1 3 2 3

Nous retrouvons ici le fait que tout se passe comme si chaque corps
¢tait attire par le centre de gravité ol serait concentrée la masse My =
M3 / (M' + M)Z, M étant la masse du corps considéré et M', celle de 1'autre.

Alors, si 6' est 1'angle absolu de déviation, on obtient aisément :
Vo) 3 2 2
tg(6'/2)= 6 [M5 / (M) + My)7) /7 (V] by)

avec, cette fois :

o
"n

g =My / (M1 + Mz) b

v

<
|

=M, / (M + M)
d'ou tg(6/2)= GM,/(Vb).

En fait, 6' =6, et comme le laissent prévoir les équations (9) et (10),
les mouvements absolu et relatif sont homothétiques.

Variations de vitesse de la cométe par rapport au référentiel 1ié au Soleil

La variation de vitesse de la comete se traduit par 1'effet différentiel
did a ces deux impulsions (fig. 2).
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Appelons A la distance minimum Soleil-€étoile.
Appelons d la distance minimum comete-€étoile.
Appelons p la distance invariante cométe-Soleil.

L'impulsion Soleil-étoile s'écrit f; My <eq(3)>
v, 4
*
L'impulsion comete-étoile s'écrit I Rt <eq(13)>
’ Ty, !
*

La variation de vitesse de la coméete s'écrit donc :

2GM d A

AV " <-57 - i;) (cf. Fig.(2))

2.3. Conditions de validité

Depuis 1950, cette formule donnant 1'impulsion a €té fréquemment uti-
lisée sans que 1'on en connaisse vraiment les conditions de validité, c'est
a dire a partir de quel moment le double probléme des deux corps doit céder
la place a un probléme des trois corps.

En 1982, H. Scholl, A. Cazenave et A. Brahic, ont étudié précisé-
ment 1'effet du passage d'une €toile sur une cométe. Les buts de leur étude
étaient d'étudier quantitativement la dépendance des paramétres et les confi-
qurations susceptibles d'injecter une comete vers les régions planétaires.
C'est seulement & partir de cet article que le modeéle impulsif a été testé
par intégration numérique. I1s n'ont considéré que des passages d'étoiles
proches de la comeéte, donc que 1'interaction cométe-€toile ; dans ce cas :

KV =ZGMkd

d?v,
Au moment de la rencontre, la cométe est un peu en deca de son aphélie
située a 100 000 UA et Ta plus petite distance étoile-cométe est de 2000 UA.

Les paramétres variables sont celui de la configuration géométrique
(inclinaison relative du plan de 1'orbite par rapport a la trajectoire de
1'étoile), celui de 1'orbite de la cométe (excentricité) et ceux de 1'étoile
(masse et vitesse).

Le test se fait & partir du calcul de la variation du périhélie déduit

de la formule d'impulsion d'une part, et par intégration numérique du pro-

bleme complet d'autre part.



-25-

I1 est évident que 1'approximation deviendra critique pour une étoile
massive se déplacant lentement.

Si 1'on se fixe une précision de 0.01, 1'étoile critique a une masse
de deux masses solaires et une vitesse de 10 km/s, indépendamment de la
géométrie du probléme. D'aprés Jahreiss (81), cela représente environ 8 %
des étoiles. Dans ce cas, la formule de 1'impulsion sous-estime 1'effet de
1'étoile. On peut donc dans plus de 90 % des cas appliquer sans conteste
le modele impulsif.
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3. EFFET D'UNE PERTURBATION SUR UNE ORBITE COMETAIRE

3.1. Etude de 1'espace des phases

—

A un temps t, un objet est repéré par (RO, V;) dans 1'espace a six

dimensions. A un temps t + dt, i1 est repéré par (ﬁ; , V; +AAV;).

—

La donnée des six é]ements'ﬁg, Vo
é1éments orbitaux de 1'orbite, mais i1 est souvent délicat d'en sortir ai-
sément des informations qualitatives. De plus, nous avons 1'habitude d'étu-
dier les trajectoires dans 1'espace réel & trois dimensions ou il est tres
difficile d'apprécier 1'effet d'un changement de vitesse.

+ AV; suffit & reconstituer les six

En fait, le probléme peut étre vu différemment ; cet objet est soumis
a la loi de gravitation universelle, c'est a dire vérifie :

R M _
—_ - —1 (voir Fig (1) notation) (1)
dt? R?

et i1 a pour conditions initiales (ﬁ;, T%-+.JV;). Quelle est sa trajectoire ?

Puisque Te mouvement est connu pour étre plan, on peut ramener Jes

Y_) et deux de

conditions initiales a deux coordonnées de position (X0 v Tq

vitesse (Vy, , Vy ).
Xo Yo

L'état du systéme est régi par (1) et est completement défini par le
rayon vecteur R(t) et Te vecteur vitesse V(t), c'est a dire par un point
dans 1'espace & quatre dimensions. Une solution de (1) ayant (XO s Yy s V
comme conditions initiales sera une trajectoire dans 1'espace des phases.

Vy )
X" Yo

Une question que 1'on est amené a se poser est :
"Quel est le Tien entre les ellipses képlériennes et ces trajectoires" ?

L'équation paramétrique est :

Y(t)
Vy(t)

X = X(t) 3 Y
Ve(t) 5 v

v

X Y



-27-

et 1'élimination du temps entre X(t) et Y(t) donnera les trajectoires dans
le sous-espace (X, Y). En d'autres termes, les ellipses connues sont des
"projections” de trajectoires dans 1'espace des phases sur le plan (X, Y).

En faisant cela, on perd délibérément une partie des informations de
1'espace des phases, notamment tout ce qui a trait a la vitesse. Donc
chaque fois que 1'on est devant un probléme de changement de vitesse (frot-
tement atmosphérique, force non gravitationnelle, impulsion...), on est
dépourvu d'appui intuitif. Ceci nous a incité a étudier les courbes de la
trajectoire projetée sur le p]an(VX; Vy).

Notons que notre étude est différente de 1'hodographe puisqu'elle est
basée sur 1'étude du vecteur vitesse dans un repére tournant 1ié a 1'objet.
Par exemple nous verrons qu'une orbite circulaire dont 1'hodographe est un
cercle sera représentée ici par un point. L'intérét en sera donc différent,
en particulier cette étude est bien adaptée pour 1'étude des quantités dis-
tances aphéliques ou périhé]iqués dans le cas d'une orbite trés excentrique.

Equations

Nous étudions le mouvement plan ; nous avons donc besoin de quatre
paramétres : le demi-grand axe a, 1'excentricité e, la position du périhélie
w et 1'instant de passage au périhélie 7. L'objet est repéré par son anomalie
vraie f par rapport au périhélie. Son équation polaire est donc :

2
R = a(1'e ) (2)
1+e cos f
Dans le repére tournant 1ié a 1'objet, la vitesse s'écrit :
V= VXI + VYJ
avec —
Vy = %? (1 - e2)-1/2 e sin f (3)

Vy =\ 7? (1-e2)Y2 4R (4)
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En arrageant (2), (3) et (4), on obtient :

GM / 2a
V)2(+V$ = —<—-1>
a R

soit :
GMR
N (5)
26M - RVZ

ce qui est sans ambiguité puisque nous ne considérons que des ellipses, donc
que des trajectoires vérifiant V <\/E.VC.

L'équation (4) donne alors 1'excentricité :

V,R) 2 1/2
e=<1_(_y_) ) (6)

GMa
Le vecteur de Lanlace ?= VA—E - u'& donne 1'anomalie vraie :
R

VX 0 1

K = vy ol o -ufl o (u = GM)
R
o} VY 0
d'ol 1:7? = RV$ -uy=pecos f

K.J = -RVV, = ue sinf

Y'x ©
En é1iminant les cas de chute 1ibre (VY=0) et le cas de 1'orbite circu-
laire (VX=o), on obtient :

2
u-RVY

oty T 2 = e (7)

2
R VYVx

Si 1'objet évolue du périhélie a 1'aphélie, Vx > 0, alors fe [o, 7].
En fait, le probléeme peut étre vu différemment : on se trouve a une dis-

tance R du Soleil et on donne a un objet une vitesse VX, Vy. Quelle est 1'allure
de la trajectoire ?

L'unité de distance peut donc étre prise comme la distance objet-Soleil au

moment olU sa vitesse est VX’ Vy.
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Ceci équivaut a prendre comme unité de vitesse la vitesse circulaire du lieu

ou 1'on se trouve.

Les trois derniéres équations deviennent :
(si x est une quantité métrique X = x/R, si x est une vitesse X = x/VC)

~ 1
a = - (8)
2 - V2
e = (1 - VYZ (2 - §%) )1/2 (9)
VYZ -
cotg f = —— (10)
vy ¥

Courbes dans 1'espace (Vy, Vy)

Nous allons nous intéresser uniquement aux grandeurs traduisant la forme
de la courbe, c'est a dire a, e, Q et gq. Puisque 1'on se restreint au cas
elliptique, i1 ne faut considérer que 1'intérieur du cercle centré en 0 et
de rayon va, correspondant aux trajectoires paraboliques. Le choix des axes
interdit les mouvements rétrogrades ; on ne peut donc considérer que le demi-

p1aan > 0.

- Demi-grand axe

Les courbes a = const. sont données par :

S22
VX + VY = (2 -1/3) (11)

On obtient donc une famille de cercles concentriques de rayon (2-1/3 )1/2.
Puisque o < R < 2a, @ est toujours supérieur a 0.5.

FIG (6). Espace des phases. Courbes de demi-grand axe constant.
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Excentricité

Les courbes e = cte sont données par :

Les orbites circulaires e = 0 sont représentées par le point (0,1) puis-
que VX = 0 et VY = VC = 1.

Les courbes d'excentricité 1 sont représentées par le demi-cercle de
rayon V/E. I1 s'agit de parabole ou de chute libre. Dans le cas de la para-
bole, le demi-grand axe est infini (partie supérieure du cercle VY >0)
dans le cas de la chute libre, i1 est égal & la moitié de la distance a la-
quelle est iaché le corps (axe OVy). Sinon, on obtient une courbe fermée
partant du point (O, vﬁ:33 correspondant au périhélie et passant par le point
(0, Vi-e) correspondant a 1'aphélie.

FIG (7). Espace des phases. Courbes d'excentricité constante (sont conservées les
courbes @ = (.6 et 3 = 2).

Puisque e n'a pas de dimension, ces courbes ne sont pas assujetties
aux unités ; ce sont donc les seules courbes qui correspondent aux ellipses
képlériennes. Chacune de ces courbes coupe des courbes a = cte, du périhélie
ot a=1/(1-e), et a 1'aphélie ot 3 = 1/ (1+e).

Une orbite est donc maintenant entiérement définie par (VX, VY). On peut
aussi caractériser 1'orbite par la donnée du périhélie q et de 1'aphélie Q.
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Ona q-=a(l-e)
Q=a(1 +e)
Avec les équations (8) et (9), on obtient :
VX2 VYZ
= + = =1 (13)
(&) 2.0
Q Q+1
VXZ VYZ
— - — = -1 (14)
q (g+1)

En faisant varier Q dans (13), on obtient une famille d'ellipses d'axe
OVy. Les deux membres extrémes de cette famille sont les segments :

VY e [0,1] et VX =0 pour Q = 1

et le demi-cercle de rayon /2 pour Q —

(14) représente une famille d'hyperboles qui dégénere vers 1'axe OV pour
q =1 et vers Te segment:

VY e [1, VC] et VX =0pour q — 0

Vy

FIG (8).-Espace des phases. Courbes de distances aphélique (ellipses) et
périhélique (hyperboles) constantes.



..

3.2. Applications et exemples

Dans le repére tournant 1ié a son mouvement, un corps est repéré par
R, Vx, Vy ou par Vg, Vyx, Vy. A son orbite, correspond un point M du plan
(Vx, Vy) de coordonnées(Vx/Ve , Vy/V¢). Ce corps subit une impulsion a7V,
ce qui correspond & translater M en M' de ( AVy / Ve s AVY/VC). Puisque
1'unité de distance n'a pas changé a partir de M', nous lisons les nouvelles

valeurs relatives de a, e, q, Q.

Nous pouvons avoir tout de suite des informations qualitatives sur le
sens de variations. La courbure des courbes indique par exemple que, si la
perturbation est radiale, les signes de da, dq et dQ sont les mémes que AVX,
si la perturbation est tangentielle, ces signes sont les mémes que AVy. Si
les perturbations vont a 1'encontre du mouvement, alors a, q et Q décroissent

et inversement.

Plus V¢ est petit, plus les changements de vitesses relatives seront
importants. Les régions ou les perturbations seront le plus efficaces sont

donc vers 1'aphélie.

De telles considérations peuvent étre faites a partir des équations de
1'annexe A mais donnent souvent lieu & de fastidieux calculs.

Satellites

Les frottements atmosphériques ont pour effet de freiner le satellite
lTors de son passage au périhélie. Dans ce cas, AVy < 0, on voit sur les
figures (7) et (8) que cela a pour effet de circulariser 1'orbite et de
faire décroitre demi-grand axe, périhélie et aphélie.

- Ariane

Mettre un satellite géosynchrone sur orbite se fait en deux étapes.
La premiére consiste a le placer sur une orbite dite de transfert dont le
périhélie est a 200 km d'altitude et dont 1'aphélie correspond au rayon de
1'orbite synchrone, c'est a dire 42 000 km. L'orbite finale doit étre cir-

culaire de rayon 42 000 km.
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Sur la figure (9), 1'orbite de transfert est en A, 1'orbite synchrone
en C ; i1 est donc clair qu'il faut appliquer & 1'aphélie une impulsion
tangentielle et positive d'environ 0.5 V¢ soit 1,5 km/s.

FIG (9). Espace des phases : illustration des méthodes requises pour mettre un
satellite géosynchrone sur orbite.

La navette a une orbite circulaire 2 200 km d'altitude (point C) ; on
veut obtenir une orbite allongée d'aphélie 42 000 km (point B) ; i1 faut
donc donner un changement de vitesse de 0.3 Ve soit 2.4 km/s.

On peut faire le méme type de démonstration pour comprendre le probléeme
des orbites de transfert pour mettre un satellite en orbite autour de Mars
en partant de la Terre.

Cometes

L'éjectionde gaz et de poussieres dans la direction opposée au Soleil
fait 1'effet d'un "moteur & réaction". Ceci ne se traduit pas vraiment par
une impulsion mais cette force ne joue un rdle que lorsque la cométe s'ap-
proche trés prés du Soleil et est donc Tocalisée extrémement prés du Soleil.
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Si le noyau n'est pas en rotation, ces forces sont purement radiales. On
voit que ceci a peu d'influence sur le demi-grand'axe ou sur 1'aphélie mais,
en revanche, fait décroitre substantiellement le périhélie (c'est probable-
ment 1'explication du groupe de Kreutz, les autres forces n'agissant pas
assez rapidement pour avoir permis a ces cométes de survivre). Notons au
passage que, dans ce cas, 1a variation de périhélie est indépendante du sens
de la variation. Si le noyau est en rotation, ces forces ont en plus une
composante tangentielle au mouvement qui agit alors sur le demi-grand axe,
donc sur la période. Ceci explique entre autres les deux heures de retard

de la comete Encke (T = 3.3 ans). ’

3.3. Perturbations stellaires

Revenons a notre probléme. Les perturbations, nous 1'avons dit, auront
lieu a 1'aphélie, le point du plan (Vy, Vy) correspondant ayant pour coor-
données (0,v/1-e) ou V1-e sera souvent proche de O.

L'allure des courbes en ce point nous indique que :

- seule une perturbation tangentielle sera susceptible de modifier
1'excentricité et le périhélie (les perturbations radiales n'agissant qu'au

second ordre) ;

- seule une perturbation radiale sera susceptible de modifier 1'aphélie ;

- les accroissements du périhélie et de 1'excentricité seront plus no-
tables que les diminutions, ceci pour deux changements de vitesses de coor-

données tangentielles opposées ;
- 1'aphélie ne pourra que croitre et ceci, de facon infime ;

- les variations de demi-grand axe ne sont pas tributaires du lieu de

rencontre et se reporteront donc sur les variations du périhélie.

Ces remarques sont importantes dans la mesure ou tous les modéles actuel-
lement utilisés ne font intervenir que des rencontres a 1'aphélie. Prenons

deux exemples quantitatifs :

Une cométe a un périhélie de 50 UA et un aphélie de 50 000 UA ; son
orbite a donc une excentricité de 0.998. Pour qu'elle soit sujette aux
perturbations planétaires, son périhélie doit entrer dans la sphere d'in-
fluence de Jupiter que 1'on admet avoir un rayon de 14.3 UA. La nouvelle
excentricite devra étre au moins supérieure a 0.9994. I1 faut donc passer
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du point (0,0.0447) au point (0,0.0236), soit appliquer une perturbation
tangentielle négative de 0.21 VC’ donc de 3 m/s. Si la géométrie de la
rencontre est propice, ceci correspond a une distance minimale d'approche
d'environ 30 000 UA.

Notons que la méme perturbation, mais de sens contraire, ferait passer
au point (0,0.0657), ce qui correspond a une excentricité de 0.995, soit a
un Périhélie de 108 UA.

Dans le premier cas, le périhélie se rapprochait de 36 UA, dans 1'autre
il s'éloignait de 58 UA.

Prenons maintenant une orbite d'aphélie Q. Nous voulons un accroissement
de 5 % de Q, soit un nouvel aphélie de 1.05 Q ; nous lisons qur la figure (8)
qu'il faut une variation de vitesse dont la composante radiale soit égale a
0.3 VC, soit 39 m/s pour un aphélie de 50 000 UA, ce qui, méme pour une confi-
guration des plus favorables, demande un passage d'étoile a moins de 2 300 UA.

Les mémes remarques peuvent étre faites a partir des équations donnant
les variations de ces quantités que 1'on peut trouver en annexe.

r

iz

3

|
L
u

FIG (10). Espace des phases : deux courbes d'excentricité constante correspondant
a deux orbites typiques du nuage (Q=40 000 UA et q 50 UA, ou 5000 UA).
P, et Q correspondent aux périhélies et aux aphélies.



II. MODELE DE WEISSMAN : DUPLICATION, PUIS EXTENSION CRITIQUE

L'¢tude de £'egget d'un passage d'étoile sur des comdtes nous montre qu'il
Yy a s peu de chance pour que celles-ci sodient injectées d'un coup dans
Les négions planétaines. C'est manifestement L'effet cumulatif de nombreux
passages d'étoiles qui régit La dynamique du nuage.

12 convient donc de sudvre £'évolution d'un ensemble de cométes sun une
Longue échelle de temps et d'en faire une étude statistique.

C'est aussd un moyen de Testern L'efficacité des perturbations sur un nuage
que nous chenchons, agin d'appuyer ou de condamner une hypothése. Rappelons
que Les premitres €tudes statistiques sur Les comites remontent au début
du XIXe s42cle et que c'est ainsd que Laplace, comparant La proportion
d'onbites paraboliques et hyperboliques déduite de sa théonie avec La
proportion observée, Lngimma son hypothése.

Dans cette partie, nous ne parlerons que du seul tiype de simulation de
pertunbations stellaines sun Le nuage de Oont, introduit parn Weissman en
1982.

Dans un premien Zemps, nous allons retrouver ses nésultats afin de s'assuren
de La validité de notre sdimubation. Nous essayerons ensuite d'en faire une
¢tude analytique puis d'approfondin La simulation agin d'en faire La cri-
tique.
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1. PRINCIPE ET RAPPEL DES RESULTATS

1.1. Perturbations dues aux étoiles durant une révolution cométaire

Puisque le Soleil se deplace par rapport aux étoiles proches a une
vitesse V, pendant un temps T, N étoiles passent a moins d'une distance

donnéeAM du Soleil. N est proportionnel a la densité pd'étoiles proches

et au volume balayé -] 2M VT.

Si 1'on compte les étoiles faisant actuellement partie du voisinage
solaire, nous trouvons 33 €étoiles ou 24 systémes d'étoiles & moins de 4 pc
et 83 étoiles ou 64 systémes a moins de 6 pc. En tenant compte des fluctua-
tions statistiques, nous obtenons une densité de 0.1 étoile par pc3 ou 0.08
systeme par pc3.

Ici, i1 est plus raisonnable de considérer la densité de systeme d'é-
toiles. Si en plus on suppose que cette densité est restée constante, nous

trouvons :
_ -6 ,?
N=5.110 Ay T (T en an, A, en pc) (1N

En un million d'années, 5 étoiles s'approchent & moins de 1 pc du Soleil.
Durant les quatre millions d'années d'une révolution orbitale de cométe,
le Soleil rencontre une vingtaine d'étoiles a moins de 1 pc.

Le principe de la simulation est d'appliquer la perturbation résultante
de cette vingtaine d'étoiles, exactement lorsque la cométe est a son aphélie.
En effet, on a vu que si 1'orbite de la cométe est de forte excentricité,
la cométe se trouve pratiquement tout le temps trés prés de 1'aphélie.

C'est la différence entre 1'impulsion due & la rencontre cométe-étoile et
celle due a la rencontre Soleil-étoile qui détermine la perturbation de
1'orbite par rapport au Soleil. Cet effet différentiel joue un réle d'autant
moins important que le passage s'effectue prés du Soleil ou prés de la comete,
donc que 1'effet du passage est important, c'est pour cela que Weissman ne consi-

dére que les passages proches, ceux ou 1'impulsion s'écrit

_;Q :E.&%._R.
R2V,

ou ¢ est égal a +1 si le passage est proche de la cométe, et -1 si il est proche
du Soleil, et ol R est le paramétre d'impact de 1'étoile par rapport au Soleil

ou a la comeéte.
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IT n'y a aucune direction d'étoile privilégiée donc aucune direction
d'impulsion privilégiée, on supposera donc que AV est aléatoire et a une
distribution maxwellienne, c'est a dire que n'importe quelle coordonnée
sur n'importe quel repére est distribué suivant une 1oi normale. Le seul
paramétre a maitriser est 1'écart quadratique.

Une étoile passant a une distance comprise entre R1 et R2 provoque
une perturbation d'energie par unité de volume (AV)? telle que :

— R2 R2

aAyz = / (AV)2 47R2dR 4 7 R2dR
R
1

Ry
26M
avec AV = 2
RV,
R R
2 2
. 2GMx 2/ / "
d'ou (AV)? ‘<—v ) o8 UR
* Ry Ry
GM R, - R
i 12(..> 270 (2)
Ve 3 3
R, - Ry

R1 peut étre considéré comme la distance en deca de laquelle une étoile
éjecterait la cométe, donc telle que 1'impulsion donnée soit de 1'ordre de
grandeur de la vitesse d'évasion - A 50.000 UA , la vitesse d'évasion est
188 m/s, pour une étoile d'une masse solaire, de vitesse 20 km/s cela
correspond a un paraméetre d'impact de 472 UA.

R2 est de 1'ordre du rayon du nuage, on peut donc négliger R1 devant R2 et

reécrire 1'équation (2).

2 GM* ¥
(av) = 12<—V—'R> (3)
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La relation masse-Tuminosité nous indique la distribution de la masse
des étoiles. En moyenne, les systemes d'étoiles ont une masse de 0.8 M o ,
mais nous prendrons 1 M g de facon a étre en accord avec le modele de Weissman.

0.55

Ainsi (aVv®) = , OU si R est en pc, AV est en m/s.

R2

Nous cherchons 1'écart type de la perturbation pendant une révolution
cométaire :
.
Pour N rencontres, ona o =\ N(dV)?2
connaissant N(eq.1) et supposant que tous les systémes d'étoiles sont typiques,
on déduit de (3)

[ o=1.7 10'3 vf? T en année et oen m/s. (4)

Remarques -Prenons une cométe de périhélie 30 UA et d'aphélie 50 000 UA.
Celle-ci a une période de 3.9 millions d'années, donc subit des perturbations
a chaque révolutiond'écart type 3.4 m/s, alors que sa vitesse a 1'aphélie

est de 4.6 m/s.

-Dans 1'annexe A, nous montrons que les variations des éléments orbitaux
ayant trait aux angles i,Q, w ouvsont de 1'ordre de }7y, ou ¥ est la com-
posante de 1'impulsion normale au plan orbital et Y la vitesse de la comeéte
au moment de 1'impulsion, ce qui donne des variations de 1'ordre de 1Rd par
révolution pour i, Qou w. Ce procédé est donc trés efficace au niveau de la

position et de 1'orientation des orbites.

-La vitesse circulaire a 50 000 UA est 132 m/s, la perturbation est donc
de 1'ordre de 0.03 dans les unités de vitesse circulaire. Nous voyons sur les
courbes du plan (Vx’ Vy ) que les quantités a, e, q ou Q ne sont pas modifiées
de facon notable pendant une révolution. Si 1'orbite est repérée par un point
de ce plan, le mouvement de ce point est une marche au hasard de pas 0.03,
1'orbite est tout de méme rendue méconnaissable en gquelques dizaines de révolu-
tions (une comete de période de quatre millions d'années a effectué environ
mille révolutions depuis la formation du systéeme solaire).
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Notons aussi que pendant 4.5 milliards d'années 1'écart type attendu
est de 114 m/s; ce qui correspond a la vitesse d'évasion a 135 000 UA, s'il
y a eu des cométes a cet endroit, i1 est peu probable qu'il en reste.

1.2. Structure et but de la simulation

Le principe est trés simple : on se fixe six éléments orbitaux, & chaque
révolution on applique une impulsion AV, a la cométe lors de son passage a

1'aphélie et on recalcule ses éléments orbitaux.

D'une révolution & 1'autre, le temps s'est écoulé de T, on suit ainsi

1'évolution d'une orbite.

Cette impulsion s'écrit dans les axes tournants de la comete (a, ﬂ,y)

avec :

= 1.7 103V T a,
= 1.7 10737 B,

y = 1.7 103V,
ol (ay,B,,p, )sONt trois nombres aléatoires de distribution gaussienne, de

R
!

=
[

n

moyenne 0 et d'écart quadratique 1.

Plusieurs cas peuvent se présenter :

-Un de ces trois nombres prend une telle valeur que la cométe est ejéctée
du nuage.

-L'aphélie est si loin que Ta force de "marée galactique" 1'emporte sur
1'attraction solaire. Cette distance* limite est de 200 000 UA ; de telles

cométes seront baptisées "stellaires".

* o
On peut calculer cette distance assez rapidement, en cherchant 1la

Tocalisation du point de Lagrange L2.
1

St i = Ts/; = 11 alors le point L2 est distant
Galaxie 2.10

!

du Soleil. de SL2 =<——>3 = 1.2 10'4 si 1'unité est la distance Soleil-centre de
3

la galaxie - soit SL, = 1.2 1074 x 10% pc~1 pc ~ 200 000 UA.
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-Le périhélie est si bas que les perturbations des planeétes ne peuvent
plus étre négligées. Les sphéres d'influence de Jupiter et de Saturne sont
fixées a 1.5 fois leur distance au Soleil, soit a 14.3 UA et 7.8 UA. Les
cométes entrant ainsi dans ces sphéres d'influence ne sont pas forcément
capturées, on considere brutalement que 5.8 % des cométes sortent de la
sphere d'influence de Saturne et 34.7 sortent de celle de Jupiter. Celles-ci
retourneront dans le nuage avec les mémes éléments orbitaux, les autres seront
qualifiées de "planétaires".

Notons qu'entre temps (fin 83) Weissman a montré que le flux de cometes
nouvelles au niveau de Jupiter valait cing fois le flux au niveau de la Terre,
c'est a dire que 80 % des cometes ne franchissent pas la barriere de Jupiter.

Dans les autres cas, la simulation s'arréte 4.5 milliards d'années apres,

les cométes restantes étant les "survivantes".

En fait, c'est uniquement 1'état final d'une condition initiale donnée
qui nous intéresse et cet état ne dépend que de la valeur 9% du périhélie et de
ce]1eQO de 1'aphélie. Ce seront donc les deux seuls parametres cométaires qui

varieront.

1.3. Dépendance des états finaux en fonction du périhélie

La figure (1) et le tableau (1) représentent la dépendance du nombre re-
latif de planétaires, stellaires ou survivantes, ceci pour sept valeurs du pé-
rihélie distinctes. Nous nous sommes toujours imposés d'obtenir au moins 600
cométes survivantes de facon a pouvoir les étudier statistiquement. .

Périhélie | Excentricité N(planétaire)/NO N(stellaire)/NO N(survivante)/NO

50 0.997 0.724 0.023 0.252
250 0.987 0.522 0.048 0.429
500 0.975 0.429 | 0.059 0.511

2 500 0.882 0.229 | 0.124 0.646 i
5 000 0.777 0.157 0.178 0.664
10 000 0.60 0.096 0.252 0.650

20 000 0.33 0.065 0.409 0.525 |

TAB (1). Dépendance des états finaux fonction du périhélie initial. L'aphélie ini-
tial est toujours égal & 40 000 UA et les rencontres ont lieu a 1'aphélie.
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Pour les cometes de périhélie initial inférieur a 1 000 UA Ta dif-
fusion vers les régions planétaires est de loin le mécanisme de perte le
plus efficace, alors que pour celle de périhélie initial supérieur a
10 000 UA, les marées galactiques sont les seuls mécanismes de perte important.

IT faut noter qu'il n'y a pas de cométe éjectée ; cela vient du fait
que les perturbations ont lieu a 1'aphélie ol la vitesse est tres faible devant
la vitesse d'éjection, ceci est un biais systématique du modéle que nous cher-
cherons a supprimer plus tard.

NN planétaire
i survivante

stellaire

50 500 5000

q (enua)
FIG (1). Dépendance des états finaux - QO = 40 000 UA; Les rencontres ont lieu
a 1'aphélie.

I1 est curieux de constater sur la figure (1) que la dépendance du nombre
relatif de planétaire est linéaire en In q.Si 1'on ajuste les valeurs, on

trouve :

N(planétaire) = - 0.126 Inq+ 1.2, ceci avec une erreur nettement infé-
N

rieure au centiéme, tant que q <5 000 UA.

Un autre intérét de la simulation est de regarder la diffusion des come-
tes qui font encore partie du nuage. Nous nous sommes particuliérement intéressés
a la diffusion de 1'aphélie, du périhélie, du demi grand axe et de son inverse,
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A ces quatre quantités correspondent donc les quatre histogrammes de la
figure (2) pour trois valeurs distinctes de périhélie initial : 50 UA,
2 500 UA et 20 000 UA.

Pour toutes les valeurs de périhélie initial inférieures a 5 000 UA, ces
histogrammes ont une ressemblance évidente. Les conditions initiales ont donc
été oubliées, pourtant elles jouent un rdle manifeste au niveau du devenir
des cometes (Tableau 1), on comprend implicitement que ces orbites se diffusent
assez vite vers un état commun, le flux des cométes sortantes étant fort au
début puis tendant vers une constante.

On ne rencontre aucun aphélie en deca de 45 000 UA et celui-ci est bien
diffusé de 45 000 a 60 000 UA. Ceci est une conséquence directe du modele :
lors d'une perturbation de vitesse a 1'aphélie, dQ est toujours positif et du
2eéme ordre. La distance aphélique ne peut donc que croitre. Par contre, le
périhélie est nettement diffusé, puisque indépendamment de la valeur initiale
75 % des orbites ont un périhélie supérieur @ 5 000 UA. On peut faire la méme
constatation au niveau de 1'énergie : celle-ci comprise initialement entre
30 et 40 10'6 UA, s'est diffusée vers des valeurs inférieures.

1.4. Influence de 1'aphélie

Nous avons remarqué dans la premiére partie que 1'effet d'un changement
de vitesse était d'autant plus efficace que la vitesse circulaire était petite.
Autrement dit, les perturbations d'une orbite sont d'autant plus fortes que
1'aphélie est éloigné. Ceci explique clairement la variation de pourcentage
de stellaire du tableau 2 ainsi.que la variation de la distribution de 1'aphélie

ou du périhélie de la figure (3).

La dépendance des planétaires est dans chaque cas toujours linéaire
en In q, mais sa dépendance en distance aphélique est plus délicate a analyser.
Nous aurons 1'occasion d'y revenir.
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' I
Aphélie | Périhélie Excentricité ! N(planétaire)/N N(stellaire)/N N(survivante)/N
0 0 ¢
50 0.995 0.78 0 0.22
20 000 500 0.95 0.36 0 0.64
5 000 .6 0.065 0.009 0.925
50 0.997 | 0.72 0.02 0.25
40 000 500 0.975 § 0.42 0.06 0.51
|
S5 000 0.777 : 0.16 . 0.18 0.66
|
| |
50 0.998 ' 0.60 0.15 | .24
60 000 500 0.983 I 0.41 0.22 f 0.37
5 000 0.846 : 0.19 0.42 | .38

TAB (2).

Dépendance des €tats finaux fonction de 1'aphélie initial.
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2. ETUDES ANALYTIQUES

Nous allons maintenant essayer de dégager analytiquement quelques
résultats afin de nous familiariser avec le modele et d'étre capable par
la suite de comprendre les conséquences de certaines hypotheses.

A chaque quantité x, associons une suite (xn) tel que
dxn

*ne1 T % T
dn

dx
Le développement au second ordre de Tfll’ en fonction de la perturba-
i A n . : 2
tion de vitesse conduit a un terme du premier ordre de signe variable et & un
terme de second ordre de signe constant. Nous pouvons remplacer ces deux termes

par 1'espérance de leur valeur absolue et par conséquent écrire :

— =a_¢e¢_+b_, ol a et b_ dépendent de 1a valeur des éléments oscula-
a5 n-n n n n
.

teurs a la éniéme révolution et ou o est une variable aléatoire égale a _
Au premier ordre B & régit le mouvement et bn apporte un effet systéma-

tique assez vite non négligeable.

i = + €+ 5 3
Ecrivons donc X4 1 X o+ B €L bn, les valeurs de a, et bn étant données

dans 1'annexe A.
(xn) traduit donc 1'évolution de la quantité x au cours des révolutions et suit

alors un mouvement de marche au hasard de pas (-an+bn) a "gauche" et (an+bn) a

"droite".
Dans toute la suite, nous supposerons que 1'exentricité reste tout le temps

proche de 1.

2.1. Espérance de 1'aphélie et nombre moyen de révolutions fonction du

temps écoulé

Nous savons (annexe A) que, dans les unités conventionnelles, 1'espérance
de la variation de Q par révolution est
-3
2
Q2 2 \ M

o~
Py

~—-

- 5.7 1078 (uA.an)~ /e



L'évolution du temps au cours des révolutions se traduit par :

dt = T dn ol Tn est la enieme période (2)

A la enieme révolution (1) s'écrit :

fﬂin = Eizﬂ dn (3)
Q% 2
Soit :
B kg
Q*, 2
d'ol | I I G (4)
0 0 2

ol si v est 1'dge du systeme solaire QF est 1'espérance de 1'aphélie actuel-
lement. Voici quelques valeurs numériques dont on se servira par la suite :

Q. = 20 000 UA Qe = 23 400 UA
Q. = 40 000 UA QF = 56 300 UA
Q. = 60 000 UA Qe =106 000 UA
Q. = 82 000 UA QF =200 000 UA.

Nous avons donc trés peu de chance de pouvoir observer des cométes ayant
eu un aphélie vers 80 000 UA.

De la relation (3) nous pouvons ainsi déduire le nombre moyen de révo-

lutions effectuées en T années.

en effet N = /N dn

soit avec (3) et sachant que i =
27
3,
2% 9 aq
Ne— [ —1
¢ 0, Q%
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5K? Q Qr
2 % K2 2
soit avec (4) N = — 1 -{1-—1710Q (5)
5K2Q, 2
Q = 20 000 UA N = 4020
Q = 40 000 UA N = 1260
Q- 60000UA N = 600.

Nous avons assez d'informations pour trouver la fonction de distribution
d'autres quantités et pour calculer la probabilité de telle ou telle issue. Vu
la lourdeur des calculs, nous nous occuperons essentiellement du devenir du
périhélie, puisque c'est la seule quantité dont 1'évolution est susceptible

de nous intéresser.

En fait, c'est aussi la quantité la moins sensible a 1'apnroximation

de la forte excentricité.

D'une part, la capture par les planétes semble se faire assez vite, a
un moment ol 1'excentricité est encore proche de 1. En effet, puisque la valeur
du périhélie se fait peu ressentir sur les histogrammes alors qu'elle joue un
role important au niveau de la probabilité d'étre planétaire, c'est que la cap-
ture par les planetes se fait avant 1'oubli des conditions initiales.

D'autre part, il est peu probable qu'une cométe dont le périhélie est

inférieur a 15 UA ait eu, & un moment donné, une excentricité faible, impli-

quant par 1a un périhélie trés éloigné.




=5q =

Partons donc de 1'équation de 1'annexe A, donnant dq pour e proche de 1.

K K2

dq = Vg Q% ¢+ - Q"
2 % 2V2
KZ
et posons C = — 0% (6)
2V 2

alors dq = \ 2qCe + C

! 2
L'allure de cette équation incite a poser f =\-7§1

Par 1'intermédiaire de C, f dépend de Q, mais on peut montrer que les
variations de f causées par cette dépendance sont trés inférieures a celles

causées par q. ( df 15 % )
Q

—a10"

f

Nous pouvons alors écrire :

i dq
df = —|dg = ——
cq V2qc

soit : df = e+ 1/f (7)

1'évolution de f, peut étre comparée a une suite (fp)vérifiant :

dfn .
—_ = + 1/f (8)

dn n n

f suit donc une marche au hasard de pas 1 + 1/f, a "droite" et -®1/f, a "gauche".
Nous pouvons ainsi écrire que f, suit une marche au hasard de pas 1, equipro-
bable et subit une "dérive" de i/f,.

Appelons f son espérance, nous avons :

n -~
— = f,

soit f2n = f20 + 2n (9)
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pour Q = 40 000, C est de 1'ordre de 14, donc comme nous 1'avons constaté
fn oublie trés vite ses conditions initiales et tend verS\/Eh.

A partir des équations (8) et (9) nous pouvons déduire la distribution
de q et la probabilité d'atteindre les régions planétaires.

2.2. Probabilité pour qu'un périhélie donné entre dans la sphére d'in-

fluence des planétes

Cette probabilité se traduit par celle qui existe un fn susceptible
d'atteindre fi 3 fi correspondant a q = 14.3 UA. Ce fi vaut 1.42 pour Q = 40 O000UA
et est une fonction décroissante de Q.

Une des conditions de validité de ce modéle est queyn ’fn >1. En effet,
la relation (8) s'écrit :

faer = faten v 1/ orf +1/F >2,vf,

Si 1'on extrait une suite décroissante de (fn) celle-ci tendra vers 1, sans
jamais 1'atteindre . Si Q = 50 000 UA alors fi = 1. Si-1'on se fixe comme limite
Q < 45 000 UA, nous assurons fi > 1.15.

Appelons Pf . la probabilité partant de f, d'atteindre f, en ne
1 2

faisant que des pas de 1.

Pe—f, X Pr, 07 P 0
soit :
p . o
f—~f,
Pr—~0

Par ailleurs, en dimension 1, si un mobile est‘ﬁabi]ité a faire un méme
pas en avant ou en arriére equiprobable, la probabilité pour que partant de

f > 0, i1 soit absorbé en 0 en n pas estPn telle que

f

f = &)
P = \ L & (en) (voir annexe B)
n,f -y ?




-53-

Ici le probléme est l1égérement différent puisque notre variable

dépend du nombre de pas effectucs.

Donc Pn,1c = pn,f(n)
La probabilité d'étre absorbé en moins de n pas est donc
n
ma X max
P0 ~ % P (n) :/ P (n) 9"
min Mmin

f (n) est la valeur de f au énieme pas, prenons donc f(n) = Fh, dans
ce cas, en reportant 1'équation 9 dans notre derniére équation, nous obtenons

axy fa f2 + on
p -\VZ / | Al T dn

"min. est de 1'ordre de f, Nmax. €St le nombre maximun de révolution que la

cométe peut efféctuer en 4.5 milliards d'années.

2
Posons u = f =9
2n nC
u, _u
alors P.__g -\—— e / U+ o dn

u, <1etu, >1.

vu + 1 -u . A , L .
- e est une fonction qui décroit trés vite, elle est équivalente

u
eV 1
a dés que u > 1 et aTT dés que u < 1, et 1 intégration entre les bornes

Vu

(1,u,) est négligeable devant 1'intégration entre les bornes (g . #.
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Vu+i -udu = < In u,

u;
par conséquent }{ e =
u, u
fZ fZ
avec u, = =
2nmax 2N
d'ou P._g =Vme In(fz/aN)

et P =1n (f2/2N) / 1n (f2./2N)

Pour étre en accord avec le modele de Weissman, il ne faut pas oublier
que seulement 2/3 des cométes entrant dans la sphére de rayon 14.3 UA devien-
nent planétaires, les autres seront "epargnées" et se retrouveront donc avec
un périhélie moyen de fi + 1/f1 a la révolution suivante.

La probabilité Ppla (f) s'écrit donc :

Poyalf) =Pex (24 ?f

) /3
pla + 1/fﬁ

1‘

Ce dernier terme est en fait un terme correctif directement 1ié au modeéle,
il peut étre vu comme la probabilité d'étre planétaire a q= 14 .3 UA, il ne dé-
pend que de 1'aphélie et sera noté € (Q). C'est une fonction décroissante de Q,
i1 vaut pratiquement 1 pour Q = 20 000 et 0.96 pour Q = 40 0G0. La barriére
causée par Jupiter est plus efficace sur les orbites a aphélie éloigné. Nous
avons déja dit que Weissman (84) a montré entre temps que cette barriére ne lais-
sait passer que 20 % des cometes. Dans ce cas £ (Q) vaut 0.9 pour Q = 40 000 UA.

fE(
En revenant a la variable q, avec q = >— nous obtenons :
In (CN/q) |
P(q) = ——— (10)
In (CN/qi )

L'équation (6) donnant C et 1'éguation (5) donnant N entrainent

4 K2 ‘,
C(N=—Q (1 -(1-—TQ)7?) (11)
5 2
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La probabilité pour une cométe de périhélie q d'étre capturée par les planétes
géantes est :

|

- 1n(CN/q)
Pota = €10 TG (12)

ol q = 14,3 UA, CN est une fonction du temps donnée par 11 et € (Q) est un
terme correctif voisin de 1.

Pour Q = 40 000 UA, € (Q) vaut 0.96 et a 4,5 milliards d'années, CN
vaut 18 300 UA, soit Pp]a = 0.13 Tnqg + 1.3, ce qui est relativement en bon

accord avec les résultats de la simulation.

Remarque. Pour avoir une chance d'étre planétaire, une cométe doit avoir en
permanence un périhélie inférieur a CN. Entre autres, cela entraine que CN
soit constamment supérieur a 14,3 UA, donc que 1'aphélie Q soit supérieur a
1000 UA.

2.3. Estimation de la population actuelle

I1 est clair qu'en deca d'une certaine taille, les cométes nous sont
a jamais invisibles. S'il en existe, il est alors impensable d'en estimer le
nombre. Donc, deés que nous parlerons d'estimation de population, nous enten-
drons estimation du nombre de cométes dont la taille les rend visibles a quel-
ques unités astronomiques de la-Terre.

L'observation nous donne une estimation du nombre de cométes passant
a moins de 4 ou 5 unités astronomiques du Soleil, et, a partir de cela, nous
verrons s'il est possible de remonter au nombre de cométes entrant dans la
sphére d'influence des planétes. L'étape manquante pour remonter a la popula-
tion du nuage est le passage du nuage a la sphere d'influence des planétes.
I1 nous faut donc établir le taux de cometes par an dont le périhélie est
susceptible d'atteindre 14.3 UA, ce qui n'est rien d'autre que :



-56-

éPypa(t) )

No
at t
Par 1'intermédiaire de CN, Pp]a est une fonction du temps. D'ou :
éPoralt) ey, ) . ﬁ(CN)) )
ot ¢(CN) ct
(11) entraine :
/
N _ e qe (1 - K¢ )¥° (14)
ct 2
et (12)
2P
pla _ € (Q) _
- (1-p,) (15)

¢ (CN) CN 1n(CN/q0)

Par ailleurs, nous avons vu que pour toutes les cométes de périhélie
inférieur a 500 UA, la diffusion vers les régions planétaires était le méca-
‘nisme de perte le plus important ; on peut donc écrire que le nombre de co-
métes restantes ne dépend que du nombre de cométes capturées par les planétes.

Soit Ng = Ny / (1 = Py, (16)
les équations (13), (15) et (16) reportées dans 1'expression du flux F de cométe

dont le périhélie est susceptible d'atteindre 14,3 UA donnent :

F-on x L@ N (17)
. CNn(CN/q,) ét
9

Soit pourQ = 40 000 et t = 4.5 197 ans

|
_ 10
Na = 4.10 5"

On observe réellement entre 3 et 5 cométes par an dont le périhélie est
inférieur a 4 UA, mais ce nombre n'est que la limite inférieure des cométes dites
"observées" et doit étre considérablement augmenté compte tenu des possibilités
d'observations. Entre 1840 et 1967, on estime que 8 000 cométes sont passées
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Teur périhélie a moins de 4 UA du Soleil. Par ailleurs, toutes ne sont pas nou-
velles : étre nouvelle au sens de Oort, signifie ne jamais avoir été perturbée

par les planétes, donc avoir une énergie minimale correspondant a 1/a0<100 10"°%ua-!
ce qui est le cas pour environ 30 % des cométes observées, aussi seulement 2 000
cometes sont passées a leur périhélie entre 1840 et 1967. I1 faut aussi tenir
compte des cométes passant plus loin, Oort suppose que les perturbations stel-
laires ont uniformisé le périhélie de 0 a 15 UA, ce qui multiplie le nombre de co-
metes par 3 ou 4. Finalement on obtient un taux de 60 cométes entrant par an

dans la sphére de Jupiter. "
Ici nous obtenons donc une population de 2.4 10'“ cométes dans le nuage

actuel.

Notons que si 1'on reprend le travail de Oorten tenant compte du travail
d'Everhart et des observations récentes on trouve une population de 1.4 1012
cométes (au lieu de 2. 1011)

2.4. Fonction de distribution de q

n
Faisons grossiérement 1'hypothese que fn = fn +2 En,
o

Nous pouvons alors affirmer que f a une distribution gaussiéme, centrée
en f , d'écart quadratique vn xo ( ¢ so1t\/n—.

fn a donc pour fonction de distribution ¢ telle que

) 1 ( (f, - Fn)2>

®(f ) = exp | - (18)
" V2rn 2n

avec ?; = \/f; + 2n

Le retour & la distribution en q, se fait en posant

n\2‘“‘ iy
\/F /n

ou Z est une variable normale centrée en 0, d'écart type 1.

On a alorsoe (Z) =— ¢

#Cn 2
avec q C\'—-* l + VQ? )
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L'espérance de q est E(q) telle que
Cn Cn 3

‘Cn
E(q) = E(—Z---Z2 + 2\/En\2—z+ Cn)=—2*+ Cn =?Cn

et son écart type est otel que

0%(q) = E (q2) -[E ()]

Cn 2 ZnZ
2 2

puisque E (Z2) =1

d'ouo(q) = = Cn.

2

3 5
En résumé, q a une espérance-?-Cn et un écart type -§—Cn. Cn étant une

fonction croissante de Q, indépendante de q, nous trouvons que plus 1'aphélie
est grand, plus 1'espérance de q est grande et plus sa répartition est large.

Pour les trois valeurs de Q de la simulation nous trouvons les valeurs

du tableau (3), pour 7= 4.5 107 ans.

Q E(qQ)den UA o (Qden UA
20 000 7 676 " 8 072
40 000 27 670 29 170
60 000 54 245 44 300

La fonction de distribution de q, s'écrit

|
1 v@E'-VGEﬂ 3 {

] (q) = exp | -
2\ =NCq 2NC

(19)

CN étant donné (11) ceci correspond bien aux histogrammes vus précédemment.
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3. EXTENSION DE LA SIMULATION ET CRITIQUE DU MODELE

3.1. Histogramme de 1'excentricité

Autant la proportion des cométes devenant planétaires montre qu'un
certain nombre d'orbite garde une forte excentricité, autant 1'étude de
la diffusion du périhélie montre qu'il faut aussi s'attendre & trouver de
tres faibles excentricités.

En effet, une orbite, dont le périhélie et 1'aphélie atteindraient
Teurs espérances mathématiques, aurait une excentricité de 0.44,0.26 ou 0.17
respectivement pour les trois valeurs numériques de Q citées précédemment.

Nous voyons sur la figure (4) une série d'histogrammes correspondant a
un aphélie initial de 40 000 UA, pour les 7 valeurs de périhélies déja utili-
sées. La colonne de gauche correspond aux histogrammes de 1'excentricité des
cometes dites survivantes, celle de droite correspond aux mémes histogrammes
auxquels on a ajouté les cometes devenues stellaires. La trés haute diffusion
de 1'excentricité est assez manifeste.

Reprenons la formule donnant la variation infinitésimale de 1'excentri-
cité donnée dans 1'annexe A

2Ky\/1-e (1-5e)ke
de = -.___\_;t_. Qg/L € 4+ S 2
(1+e) 2e(1+e)"2
KQ 2
Pour simplifier 1'écriture posons u = ———
(1+€)7%

1

3. variant de 0.6 a 1 nous pouvons supposer que u est essentiel-

(1+e)7%

lement une fonction de Q.

[ (1 -5e)
d'ol de = - 2V1-e ue + —— 2 (1)
2e

C'est essentiellement le terme en u qui régit les variations de e, toute-
fois le terme du second ordre apporte un effet systématique, puisqu'il est
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FIG (4). Diffusion de 1'excentricité a 1'aphélie constant (40 000 UA).
Les rencontres ont lieu a 1'aphélie.
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positif si e < 0.2 et négatif si e > 0.2, la présence seule de ce terme
conduirait a une distribution trés resserrée en 0.2. Oublions le dans un
premier temps, alors de = - 2\/T?E_u esoit d(v/1-e) = - ue,V1-e en tant
que somme de termes aléatoires est donc distribuéesuivant la gaussiénne
d'espérance VFT:é et d'écart type\/ﬁ-u. Pour Q = 40 000,vﬂ—u vaut 1.25,
1'effet seul de ce terme suffit donc a perdre la valeur initiale,

Prenons par exemple une excentricité de 0.9 et un aphélie de 60 000 UA,
la valeur absolue du premier terme n'est que 10 fois supérieure a 1‘'espérance
du second, c'est a dire qu'aprés 100 perturbations 1'écart type di au premier
terme est égal a 1'espérance due au second. L'effet petit mais cumulatif du
terme en u? joue donc un rdle assez important, d'autant plus important que
1'aphélie est éloigné. Ceci est assez visible sur les histogrammes de la colon-
ne de gauche. Le pic vers 0.2 ~0.3 est d'autant plus marqué que le pourcentage
de stellaires est important (40 % pour ey= 0.33).

Par ailleurs n'oublions pas que les variations de 1'aphélie sont inver-
sement proportionnelles a 1'excentricité. Aprés quelques centaines de révolu-
tions, 1'effet cumulatif du second terme commence a favoriser une excentricité
proche de 0.2 favorisant a son tour une forte augmentation de la distance
aphélique. Les cometes dites stellaires seront essentiellement amenées par ce

processus.

3.2. Etude dans le plan (Q,e)

L'évolution de 1'aphélie et de 1'excentricité semble trés lTiée et ce que
nous venons de voir incite a identifier les couples (Q,e). A chaque orbite
correspond un point du plan (Q,e) et la diffusion des orbites sera plus par-

lante en terme de diffusion dans ce plan.

La variation de 1'impulsion ne dépend que de la période, donc du
demi-grand axe Q/(1+e), les lieux olu 1'impulsion est constante seront donc

représentés par une droite du plan.

Sur la figure (5) en trait plein, figurent des droites correspondant
al=>5,"10, 15 m/s.
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En pointillé, sont représentées les courbes ou dQ=cte, pour

dQ = 200, 1 000 et 5 000 UA.
En "grand pointillé" sont représentées les courbes ou de = cte, pour
de = 0.05, 0.1 et 0.15.

L'évolution d'une orbite au cours du temps se traduit par une marche
au hasard d'un point du plan. En abscisse, ce point fait des pas de (de) & gau-
che ou a droite, par contre en ordonnée ce point est condamné & progresser

vers les Q croissant par pas de dQ.

Plus 1'aphélie est grand ouplus 1'excentricité est petite, plus leurs
variations respectives sont importantes. Les zones situées au dessus de
dQ =cte ou de=cte sont donc peu stables, puisque un point en sortira plus
vite. Par contre les zones situées au dessous de ces courbes seront plus sta-
bles, donc plus denses en points représentatifs,

Sur la figure (6) est représentée 1'évolution de quatre orbites initiales
de méme aphélie, notée par quatre cercles (Q = 40 000 UA, e = 0.33, 06, 077, 0.88).

A un moment donné, nous avons arrété 1'évolution et placé tous les points

correspondants a toutes les orbites.

Les zones tres denses (petit aphélie et grande excentricité) correspondent
a des régions ou les variations sont trés petites et par conséquent a des régions

ol les orbites sont stables.

De ces quatre simulations, a de trés rares exceptions preés, les stellaires

ont une excentricité finale comprise entre 0.1 et 0.5.

IT y a donc Tieu de penser qu'elles proviennent des régions dépeuplées
Q > 100 000 UA et e < 0.5.

I1 est clair, d'aprés les histogrammes de 1'excentricité qu'il y a une
forte proportion d'orbites a faible excentricité. Leur allure voisine montre
que cette diffusion est indépendante des conditions initiales. Méme si 1'on pense
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qu'initialement 1'excentricité est trés proche de 1, ceci est faux & la
fin. L'étude dans le plan (Q,e) montre aussi 1'existence d'orbites a aphélie
modéré, c'est a dire susceptibles de jouer encore un réle dans le nuage, ayant

une faible excentricité.

On en tire une conclusion trés importante pour la modélisation.

L'hypothése que les rencontres ont lieu exactement lorsque la comete
est a son aphélie ne semble plus 1égitime. ‘

Avant toutefois de revoir ce type de modéle, regardons 1'influence de
la longitude du lieu rencontre.

3.3. Perturbations ailleurs qu'a 1'aphélie

Maintenant nous allons perturber 1'orbite systématiquement lorsque 1'ano-
malie f a une valeur donnée différente de 180°. Ceci a aucune signification
physique mais montre trés clairement 1'influence de f.

Dans le tableau (3), nous avons ajout€ aux trois issues courantes, le
nombre relatif de comeétes éjectées qui n'est plus toujours négligeables. Les
rencontres n'ayant plus lieu a 1'aphélie, la vitesse est plus élevée, donc a
plus de chance d'atteindre la vitesse d'éjection.

Périhélie | Excentricité | N(planétaire)/N0 iN(Stellaire )/NO 'N(Survivante )/NO N(Ejecté)/NO
50 0.997 0339 0.44 0.13 0.04
250 0.987 0.27 0.36 0.34 0.03
500 0.975 0.185 0.395 0.40 0.02
2 500 0.882 0.07 0.27 0.66 0
20 000 0.333 0 0.51 0.49 0

TAB. (3) Dépendance des €tats finaux fonction du périh¢lic initial. L'aphélie
est toujours ¢gal & 40 000 UA mais les rencontres ont lieu lorsque
f =179°.
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Dans tous les cas, la diffusion hors du systeme solaire est de loin le
mécanisme de perte le plus efficace. On pouvait s'en douter, puisque les varia-
tions de 1'aphélie sont maintenant du premier ordre. Nous verrons aussi que

1'aphélie est bien plus diffusé.

La diffusion vers les régions planétaires est nettement moins importante
que pour les rencontres a f = 180°, mais le nombre de planétaires reste linéaire
en In gq. Si 1'on revient a 1'espace des phases (FigureI.8), on voit que les
courbes q = cte sont paralleles a 1'axe Ox au voisinage de 1'aphélie. Les varia-
tions du périhélie sont donc indépendantes de la position exacte de la comete
on comprend alors que la probabilité d'étre planétaire garde la méme forme, seuls

les coefficients dépendants de Q sont changés.

En fait, Q intervenait au niveau de 1'impulsion & travers 1'expression de
la période et surtout au niveau de 1a distance au Soleil, au moment de la rencon-
tre. Nous avons vu que les variations des quantités métriques sont proportion-
nelles a cette distance et & 1'inverse de la vitesse circulaire, donc sont pro-
portionnelles a R 32 pour une excentricité de 0.997 des perturbations a '
f =170° au lieu de 180°, entraineront des variations 15 fois moins importantes
sur les quantités métriques (et 2.5 fois moins sur les quantités non métriques,

angles et excentricité).

Des que 1'on est & quelques centiemes de degré de 1'aphélie, le premier
ordre de Q est comparable au second ordre et la distance aphéliaque peut alors
décroitre. L'espérance de dQ reste néanmoins toujours positive, seul 1'écart
type aprés plusieurs perturbations est trés nettement supérieur.

La figure (7) montre 1'évolution de 1'histogramme de 1'aphélie, pour
différentes longitudes du lieu de rencontre. I1 faut atteindre f = 175° pour
voir les premiéres valeurs de Q inférieures a 1'aphélie initial de 40 000 UA.

(1a valeur commune du périhélie est 50 UA). C'est aussi a partir de cette valeur

que le nombre de stellaires augmente substantiellement (figure 8).

La probabilité d'étre planétaire est maximale vers f = 175°. Cela vient
du choix du périhélie initial assez bas pour lequel la fonction correctrice
€(Q) rend la probabilité d'étre planétaire décroissante. Les planétaires ne
disparaissent substantiellement que pour laisser la place aux stellaires.
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3.4. Conc]usigg

Lors de 1'étude de 1'influence du lieu de rencontre, nous avons pu

remarquer, notamment a partir des figures 7 et 8, que des rencontres a moins

de 2 ou 3 degrés de 1'aphélie ont les mémes conséquences que des rencontres
aphéliques. Par ailleurs, en nous reportant dans 1'étude I-1, notamment & partir
de la figure 1 ou du tableau 1, nous voyons qu'une cométe passe 80 % du temps a
moins de 2,5° de 1'aphélie, si e = 0.999, au 45 % du temps si e = 0.99. Dés que
1'excentricité est inférieure a 0.9, la comete ne passe plus de 15 % de son temps
a moins de 2,5° de 1'aphélie. Ce modéle est: donc valable pour le début de Ta si-
mulation ou pour les cométes qui sont susceptibles d'intégrer les régions p]ané;

taires.

Dans le cas ou cette hypothése n'est plus licite, elle a pour premiére
conséquence de bloquer 1'aphélie tout en diffusant excessivement les autres
paramétres. Cette conséquence minimise déja le nombre de cométes perdues hors du
systéme solaire donc fausse considérablement leur possibilité d'intégrer les

régions planétaires.

Par ailleurs, nous avons remarqué la forte influence de Q, alors, dans
la mesure ou 1'aphélie est en fait amené a pouvoir s'approcher du Soleil, cela

entrainera de fortes conséquences sur 1'évolution de certaines orbites.

I1 semble donc important d'appliquer un ensemble de perturbations tout

au long de T'orbite et non plus juste & 1'aphélie.

De plus, n'oublions pas que les calculs de 1'écart type des perturbations
stellaires sont eux aussi basés sur des rencontres aphéliques, modifier ce mo-
déle ne consiste pas seulement a appliquer une perturbation n'importe ou sur

1'orbite.

Quitte a reconcevoir entiérement ce modéle, il nous a paru intéressant

de simuler "réellement" ce qu'il se passe.

Dans toute la suite nous allons considérer chaque passage d'étoiles
séparément et appliquer la perturbation due a cette étoile sur un nuage de cométes.
Entre chaque passage d'étoiles nous considérerons 1'avance des cometes sur leur

orbite et suivrons ainsi 1'évolution du nuage au cours du temps.
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Ceci permet aussi de calculer pour chaque passage d'étoiles et chaque
cométe la perturbation réelle, c'est a dire de tenir compte de.l'effet diffé-
rentiel trés 1ié & la géométrie du probléme. Rappelons que dans tous les travaux
faits jusqu'ad maintenant on ne prend en compte que des passages proches d'étoiles
sars tenir compte de 1'effet différentiel. L& aussi il nous a paru raisonnable ..
d'essayer de rendre plus réaliste le modéle.

%* % %%k %k
* k%



II1. AUTRE MODELE : PRESENTATION ET EVOLUTION DE QUELQUES NUAGES DE COMETES

Nows venons de parfen Longuement du modele de Welssman, de ses principes et
de ses conséquences.

Comme nows L'avons mentilonné, certaines de ses hypotheses nous ont paru eri-
tiquables, d'autant plus qu'elles semblent avoirn de Loundes conséquences.

Dans un premier temps nows allons expliguer Les princdpes d'un modéle qui
semble &tre moins tributaire des hypothéses communément admises, puls, a
partin de £'évolution de pLlusdewrns types de nuage, nous essayerons de tirner
des conclusions plus générales surn Les caractérnistiques, L'évolution dynamique
et L'allure actuelle d'un nuage de cométe formé AL y a 4.5 milliands d'années.
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1. PRINCIPE

On définit un nuage de cométes par la donnée des éléments orbitaux de
N cometes en mouvement par rapport au Soleil. De temps & autre, une étoile
de masse M_animée par rapport au Soleil de la vitesse V,,passe a proximité
du nuage et de ce fait perturbe 1'ensemble des éléments orbitaux. Aprés le
passage, on obtient une nouvelle distribution des éléments orbitaux, donc

un nouveau nuage.

Entre deux arrivées consécutives d'une étoile, chaque comete suit un
mouvement orbital Klepérien elliptique, ce qui permet de déterminer la posi--

tion des cométes lors du passage de 1'étoile.

1.1. Comment simuler le voisinage solaire ?

I1 serait déraisonnable d'espérer tenir compte d'un trés grand nombre
d'étoiles. I1 faut donc s'astreindre a ne considérer que celles passant dans

une sphére de rayonzAM donné.

La majorité des cométes ont des aphélies en deca de 100 000 UA, il faut
tenir compte de tout ce qui se passe jusqu'a une distance d'au moins leur
distance au Soleil, donc de tout ce qui se passe dans une sphére d'au moins
200 000 UA.

Afin de ne pas trop alourdir Ta simulation nous ne considérons que les
€toiles passant en deca de cette Timite. Nous serons amenés par la suite a
montrer que 1'apport des étoiles passant plus loin est négligeable.

Nous avons déja vu (II.1.1.) que pendant un temps t, le systeme solaire

voit passer N étoiles a moins de AM’ ou

2

N =k Ay

si t est année, alors k vaut 5.1 10'6 si AM est en pc, ou 1.2 10'16 Si AM

t

est en UA puisque Ta densité d'étoiles est 0.08 par pc3.
Donc méme si 1'on se fixe une distance maximale de 200 000 UA, i1 faudra tenir

compte de plus de 22 000 étoiles, entrant dans la zone d'influence au cours de
4.5 10 ans.
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- On peut choisir comme intervalle de temps séparant deux passages, a
moins de Ays ti tel que N = 1, c'est a dire t; = 8.1015 /AAQ

]

soit pourzAM = 200 000 UA ti = 2.105 ans.

- I1 faut convenir d'une distance minimale de passage, en effet une
étoile passant & quelques UA du Soleil provoquait un effet catastrophique
qui coupant la continuité de la simulation ne voudrait rien dire. Une telle
distance peut étre prise comme celle en deca de laquelle il y a eu au plus
un passage en 4.5 milliards d'années : An = (10'16 .4.5 109)' 2 =1 400 UA.

Nous prendrons 2 000 UA dans la simulation.

- On considere que la direction d'arrivée de 1'étoile par rapport au Soleil
est aléatoire, quant & sa distance minimale d'approche, elle doit étre distri-
buée de facon a ce que la densité a n'importe quel moment soit constante.

Considérons que le Soleil est immobile au centre d'une sphére. Privilé-
gions une direction d'étoile donnée. Dans un disque perpendiculaire a cette
direction la densité d'impact par unité de surface sera constante. Puisque ce
disque est perpendiculaire a la direction des étoiles, ces impacts correspon-
dent a la plus proche approche de 1'étoile.

Le nombre d'impact a moins de A du Soleil sera donc proportionnel a la
surface A2, autrement dit la probabilité d'avoir un A inférieur a A, donné
doit étre proportionnel a A é : 11 suffit pour cela de prendre A comme la
racine d'un nombre distribué de facon uniforme.

Dans la simulation, nous prendrons A = Alﬁ + AM U, mais nous supposerons
par la suite que AL est négligeable devant Ay- (u est uniforme de 0 a 1).

Une fois que la distance minimale A est déterminée, la donnée de deux
angles suffit a déterminer le point d'impact noté ES, sur la sphére de rayonaA.
Par construction, nous savons que la trajectoire de 1'étoile sera dans le plan
tangent a cette sphére, la donnée d'un dernier angle suffira alors a la repérer

par rapport au méridien local.
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En résumé, en deca d'une distance.AM, i1 passe en moyenne une étoile
tous les 8.10“5 z&éz ans, dont la distance minimale d'approche- est
An1+'AM\/J’ olu u est uniforme de 0 a 1. Nous considérerons toujours que

AM = 200 000 UA.

Le paramétre stellaire le plus mal connu est probablement la densité
d'étoiles. Nous n'avons méme, 3 priori, aucun indice sur cette densité il
y a quelques milliards années. Un point intéressant de cette méthode est que
ce paramétre n'intervient que dans le calcul de 1'intervalle de temps entre
le passage de deux'z{oi1es. Modifier la-densité stellaire équivaut donc a

modifier 1'échelle de temps.

Si nous comptons le temps en "passages d'étoiles" et non en années. nous

nous libérons complétement de ce parametre.

1.2. Comment traduire une rencontre ?

Puisque nous voulons faire agir plusieurs étoiles sur un ensemble de
cométes, il est indispensable de choisir un repére indépendant des étoiles

et des cometes.

Le parametre stellaire a maftriser est la distance de plus proche appro-
che du Soleil, notée A. En supposant que 1'étoile est en Es’ a ce moment la
elle se déplace dans un plan orthogonal a SES. La position de 1'étoile, & tout
instant t, est donc repérée par quatre éléments A, 1 , @ coordonnées sphéri-
ques de ES et p angle de la trajectoire par rapport au méridien local.

Y4

FIG (1). Détermination de la trajectoire de 1'étoile par rapport a un référen-
tiel héliocentrique.
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Sient=0, 1'étoile est en ES, 1'équation paramétrique de sa trajec-

toire est Xe Acos 6 cosS A + th

Ye = AsinA cos 6 + VYt
= Agi
Ze sinf + Vzt
avec VX =V, (sin A sin y + cos A sin 6 cos u)
Vy = Vs (cos A sin py - sin A sin @ cos u)
VZ = V, CO0S §CO0S M.

La comete est repérée par ses éléments osculateurs (a, e, i, w,Q, M).
M étant 1'anomalie moyenne, auxquels sont 1iés ses trois paramétres de posi-

tion (Xc’ Yc, ZC) et ses trois paramétres de vitesse.
L'étoile passe au plus prés de la comete en Ec, tel que
W, o0E, =B (cf. Figure 1.2)
c'est a dire lorsque
1
tC = V—Z(Vx (Xe - XC) + V‘y (Ye - YC) + VZ (Ze - ZC))
*

Nous connaissons alors CEC et pouvons obtenir 1'expression de la pertur-
bation de vitesse :

. CE SE
I=K e
2
HCECH2 HSESH

S

La connaissance de six paramétres position et vitesse de la cométe et
ce changement de vitesse nous suffit pour recalculer les six é1éments osculateurs

Tant que les perturbations avaient lieu au méme point de 1'orbite, nous
pouvions faire évoluer le temps en ajoutant aprés chaque perturbation une pé-
riode. Maintenant que c'est un événement indépendant du mouvement des comeétes
qui détermine le lieu de la perturbation, il faut prendre comme sixieme élément
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osculateur, 1'anomalie moyenne. Puisque & chaque passage d'étoiles il faut
connaitre la position des cométes nous serons amenés a résoudre 1'équation

de Kepler :
E-esinkE =M

Nous avons vu qu'en 4.5 milliards d'années passaient au moins 20 000
6toiles donc si nous voulons avoir un nuage représentatif d'au moins 200
cometes, i1 nous faudra résoudre cette équation 4 millions de fois. Ce n'est
donc pas de la malchance si nous tombons parfois dans des cas ol 1eswvé1eurs
initiales classiquement utilisées & cette résolution font diverger les itéra-

tions successives.

Par ailleurs, si nous voulons que le "coGt" de ce type de simulation
reste raisonnable i1 faut essayer de trouver des valeurs approchées amenant

a3 un minimum d'itérations.

Le principe de résolution de 1'équation de Kepler est de trouver le zéro
de f (E) = E -M- e sinE, par la méthode d'approximation de Newton. On consi-

dére donc une suite Ei’ telle que
- - ]
laquelle en cas de convergence, converge vers E.
C'est du choix de la valeur initiale dont dépend la convergence et le

nombre d'itération.

Nous montrons en annexe que 1'on pourra toujours choisir la valeur de

démarrage Eo suivante :

E0 =M+ e si e <0.8

A €

6M
EO =A(1+ —)(1-A(1-e)/3M sied>0.8avecA-= (———)
, 60 e
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1.3. Organigramme

( Tirage d'une étoile Ei

et d'un temps de passage t,

T=T+t1-

Calcul de la position et de

la vitesse de la Ke comete

Calcul de 1'impulsion
recue

Calcul des nouveaux €éléments

sur les étoiles et évolution du temps

Boucle sur les N cometes du nuage

oscu]atéurs
[H]
g
S Test de sortie (planétaire, - Planétaire
stellaire ou éjectée) . - Stellaire
si non si oui - €Jectee
Quand K = N

l Nouveau nuage
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2. PRESENTATION DE QUELQUES NUAGES

Les cométes sont repérées par les six éléments osculateurs classiques

(an es .in, w M).

Les hypothéses de formation du nuage donnent des indications sur Tles
distances périhéliques et aphéliques, donc sur les deux premiers éléments

osculateurs.

Par contre, nous n'avons aucun indice sur les quatre autres. Si 1'on
pense que les cométes ont été injectées ‘dans le nuage par des perturbations
planétaires alors il y a tout lieu de supposer que la position du plan de
son orbite par rapport a un plan quelconque ( Q) et la position du périgée
par rapport au plan orbital ( w ) sont réparties de facon uniforme de 0 a 2 =.

M représente la position de la comete sur son orbite au moment du commen-
cement de la simulation, on peut donc le prendre uniformément réparti de 0 a 2n

Autant les comdtes & courte période ont en général des orbites peu incli-
nées sur 1'écliptique, autant celles a longue période n'ont aucune inclinai-
son privilégiée. I1 est donc raisonnable de penser que le nuage est réparti de
facon isotrope dans 1'espace et par conséquent de considérer sin i réparti

uniformément entre 0 et 1.

Les nuages sont représentés dans le plan (Q, e), d'une part parce que
nous avons déja remarqué les fortes corrélations entre ces deux variables,
d'autre part parce que la diffusion d'orbites est plus parlante en dimension

deux qu'a partir d'histogrammes.

La simulation commence a t = 0 et finit a t = 4.5 milliards d'années.

Tous les 7 000 passages d'étoiles, soit tous les 1.5 109 ans, 1'état

du nuage nous est donné : diffusion dans le plan (Q, e), histogramme des Six

éléments osculateurs.

Aprés avoir présenté quelques nuages, nous résumons leurs principales

caractéristiques, dans le tableau 1.
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Les quatre premiéres colonnes indiquent d'une part le pourcentage de co-
métes devenues planétaires et stellaires, d'autre part le taux correspondant,
par an et par cométe, les taux indiqués entre parenthéese correspondent au
flux a la fin de la simulation (environ pendant le dernier milliard d'années).

La cinquiéme colonne donne le nombre de passages d'étoiles suffisant a
"vider de moitié le nuage". En Te multipliant par le temps moyen séparant deux
passages d'étoiles, il peut étre vu comme un temps de durée de vie.

Les trois derniéres ont trait a Ta dispersion moyenne des perturbations .
de vitesse ; Xm est une constante intervenant dans 1'étude analytique, eto
1'écart type numérique en cm/s, correspondant a une rencontre.



NUAGE A
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Ce nuage correspond a 1'hypothése la plus communément adoptée. Le péri-

hélie q est réparti uniformément de 200 & 300 UA, 1'aphélie Q de 40 000 a

50 000 UA. Dans tous les cas 1'excentricité est supérieuread 0.98, ce nuage
est donc initialement confiné dans le petit rectangle de la figure de gauche.

I1 reste 55 % de la population initiale aprés 1.5 10° ans.

(2523 t=210ans, 15% a t = 4.5 10° ans)

35 % sont devenus planétaires, 43 % stellaires,

8 % ont été éjéctés.
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NUAGE B

Ce nuage correspondrait a un nuage formé par les restes de la nébuleuse
protosolaire. L'aphélie est encore réparti de 40 000 a 50 000 UA, mais le
périhélie 1'est de 20 000 & 30 000 UA. L'excentricité varie donc de 0.15 a 0.4.

I1 reste moins de 50 % de la population initiale aprés 1.5 109 ans.
(10 % a 3 10% ans, 6 % a 4.5 10° ans)

80 % de la population sont devenus stellaires, 4 % planétaires.
10 % ont été éjectés.
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NUAGE C

Autant 1'importance relative des différents mécanismes de perte sont

=B

extrémement 1iés a 1'allure du nuage, autant la diffusion dans le plan (Q, e)

semble tendre vers un méme état. I1 nous a paru alors intéressant de regarder

1'évolution d'un nuage uniformément réparti dans ce plan.

Des 1.5 109 ans, 70 % des cométes ont quitté ce nuage

La majorité d'entre elles sont devenues stellaires (80 % sur les 90
perdus pendant la simulation). I1 n'y a eu que 4 % de planétaires.

6 % ont été éjectés.
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NUAGE D

Les cometes dont 1'aphélie est trés éloigné ou dont 1'orbite a une fai-
ble excentricité semblent quitter trés vite le nuage. Nous avons alors confiné
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celui-ci dans des régions apparemment stables. Q est uniformément réparti de

0 a 40 000 UA et e de 0.3 a 1.

Ainsi i1 reste prés de 90 % de la population initiale apres 1.5 109 ans.

(75 % a t = 3 10% ans, 60 % a t = 4.5 10° ans).
La diffusion hors du systéme solaire reste tout de méme le mécanisme de

perte le plus important :
9 % ont été éjectés.

26 % des pertes contre 5 % de planétaires.

a (103ua)

+ 20

200

180

160

PR T N S S

140

I ]

120

TSR] e N LK) |

100

80

VB P Ty B 1 U B |

1 60

L0

PO W G o U |




!
L at .t L as b e
" 1 [ § | ('Y | ('Y |
eé (8} [ 8 [ Y] (%] [ 8 [ 93 s [ § [ ¥4 [Y]
t=0 t=1.5 107ans t = 3 10%ns t=4.5 10°ans
FIG (9). Evolution de 1'excentricité.
-2
taux (10 )
W/\/\\ /\/\/\/—\-/\ t (10° ans)
1 2 3 4
FIG (10). Taux de stellaires par comete et par 108 ans.
@ (103yua)
200 4
4
] )
180
1 160 ;
) 140 :
* -
1 120 :
. 1 100 . |
80 . l
- . ° . J
S 60 . ’ ; 1
. . . & ’. ° . ;
.o ° . * b . . ‘D . . :
R % ... 0.’ * * o ® . ° o e ® ’o'.' *
. . - o. e -l.o.. > ., o - . . R P
e, ° o * ,I."t.’ ° 20 . ® . ¢ ! - o..'. % *8
’ . .. £ %% ..:&o L ..’o..e. :_. . cs "3.. 0....0 * ".; “" .
SR I o 80 O 0 IR SRS S WP R A
ag p 0. as e ;
t =3 107 ans t=4.51093ns.

FIG (11). Evolution dans le plan (Q,e).



-85-

NUAGE E

Pour les mémes raisons que précédemment, nous avons confiné ce nuage vers
des régions proches du Soleil. Ici c'est le demi-grand axe qui est réparti
de 5 000 a2 10 000 UA. Par contre 1'excentricité y est plus faible puisque
répartie de 0.1 a 0.6.

Nous avons directement représenté 1'état du nuage a t = 1.5 109 ans puis

at=3 109 ans. Dans ce dernier cas il reste encore 98 % des cometes.
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NUAGE F

Comme nous 1'avons remarqué a partir des histogrammes, la fonction de dis-
tribution de 1'excentricité semble devenir linéaire en e et peut alors étre
approchée par une fonction du type f (e) = e/2, correspondant a e = \Vu ol u
est uniforme de 0 & 1. Nous avons alors essayé de créer un nuage d'excentri-
cité ainsi répartie et vérifiant a = 30 000 UA ou a = 50 000 UA.

At=1.5 109 ans, i1 ne reste que 25 % des cometes (a peine 5 % a la fin
de la simulation).

75 % sont devenus stellaires, 9 % planétaires.

11 % ont été éjectés. ’
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NUAGE G
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Ici, nous avons essayé de créer un nuage ressemblant & 1'état des autres
(essentiellement du nuage A) en cours de simulation. Nous avons alors choisi

une distribution de 1'excentricité du type de la précédente, mais en favori-

sant les plus fortes valeurs :
ment inspirés
t=1.510°

e=V0.3+0.7u, , etnous nous sommes forte-
de 1'allure de 1'histogramme de 1'aphélie du nuage A a

ans. Nous avons superposé deux populations
Q = (20 000 + 140 000 u,) UA et Q = ( 20 000 + 40 000 U;) UA ol u,, u,, u,

sont répartis uniformément de 0 a 1.

Comme le nuage A, il se vide de moitié tous les 7 000 passages d'étoiles.

Nous obtenons 66 % de stellaires et 9 % de planétaires.
9 % ont également été éjectés.
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STADES FINAUX : importance relative Nombre de passages | Dispersion de 1'impulsion
Planétaire Stellaire a partir desquelslq X =+ g wxx
. o Ejectée | Survivante | nuage est vidé de
PTObablllteE Taux*(10-11) .Probabilltéz Taux*(10-11) moitié cm/s cm/s
A 0.35 . 7.8 0.43 ; 9.5 0.08 0.14 8 000 9.5 * 0.5 17,5
; (3.3) : (20)
B 0.04 . 0.88 0.80 17.7 . 0.10 0.06 6 000 -- -
' (5.3) : (26)
C 0.04 0.88 0.79 .  17.5 0.06 0.11 1 400 9.0 %1 6.5
L (3.33) L Q0
D 0.05 ; 1.1 0.26 f 5.7 0.09 0.60 > 22 000 4.3 0.2 1
: (1.33) L (26)
E 0.005 ! 0.1 0.01 : 0.2 0.005 0.98 >> 22 000 8
F 0.09 ) 2 0.75 , 16.6 0.11 0.05 4 000 12.0 * 1 19
N V) L 26)
G 0.09 f 2 0.66 : 14.6 0.09 0.16 - 6 000 9.5 = 0.5 17.5
: 4) : (26)
'] )

TAB (1). Principales caractéristiques des différents nuages de cometes
* Taux par an et par comete durant la simulation - entre parenthéses = durant le derniér milliard d'années.
** Constante intervenant dans le calcul de la dispersion - peut &tre comparée a un écart type théorique (voir pages 98,109)
***  écart type numérique par cométe et par rencontre.

- Voir explications page 77 -
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3. CARACTERISTIQUES ET REMARQUES

La diffusion de tous ces nuages semble tendre plus ou moins vite vers un
état commun. Seules les régions en deca d'environ 30 000 UA sont invariantes
sur 1'échelle de temps considéré.

Des trois mécanismes de perte, seule 1'éjection sur orbites paraboliques
est un phénoméne dont le taux est indépendant du temps écoulé depuis le com-
mencement de la simulation. Nous aurons 1'occasion de voir qu'il peut étre
expliqué uniquement & partir des passages proches et qu'il suit une loi
exponentielle. Weissman (1980)avait déja remarqué qu'environ 10 % des cométes
avaient did étre gjectées du nuage par des étoiles passant trés prés. Il en
avait conclu qu'une distribution maxwellienne des vitesses n'était pas repré-

sentative, ce qui ne 1'empéche pas d'en faire usage dans les simulations.

Les autres mécanismes de perte sont trés 1iés dans un premier temps a
1'allure du nuage initial, puis semblent tendre vers un taux plus constant
en cours de simulation

3.1. Stellaires

La diffusion hors du systéme solaire est de trés loin le mécanisme de perte
le plus important. I1 atteint environ le quart des cométes d'aphélie comoris
entre 30 000 et 40 000 UA. Pour des aphélies d'environ 50 000 UA, ce nombre

N

varie de 0.45 si 1'excentricité est proche de 1 a 0.80 si elle est proche de 0.3

Une cométe dont 1'aphélie initial est vers 80000UAa environ 99 % de chance
de devenir stellaire. Toutes les cométes d'aphélie supérieur a 100 000 UA sont
condamnées a étre emportées en moins de 4 108 ans.

Lorsque Tle nuage a oublié ses conditions initiales, le taux de stellaire
semble devenir constant ; pour la majorité des nuages ce taux en fin de simu-

lation est d'environ 2.5 10'10 par cométe et par an.

Contrairement a ce que nous avions remarqué dans le II, la distribution
de 1'excentricité des stellaires ( fig. (12)) n'a rien d'original par rapport
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a celles des comeétes ordinaires ; celle-ci semble aussi linéaire en e. Ici,
la différence entre ce modéle et le modéle de Weissman est assez flagrante ;
d'une part pour le méme type d'orbite les marées galactiques sont un méca-
nisme de perte nettement plus important, d'autre part il atteint jes
orbites sans considération d'excentricité.

2t
FIG (12). Histogramme de 1'excentricité des
A Stellaires.
0. ! -
0 1

3.2. Planétaires

L'étude du demi-grand axe des planétaires est des plus importante dans la
mesure ol c'est la seule comparaison avec 1'observation que nous ayons.

Nous avons préféré 1'étude du demi-grand axe, a celle de son inverse,
dans Ta mesure olU elle est plus précise. Souvenons nous que R.A Lyttleton
(1974), un des plus fervents détracteurs du nuage ne s'est pas retenu de
rejeter entiérement la théorie de Oort, essentiellement parce que celle-ci
repose sur 1'étude de 1'inverse du demi-grand axe.

Dans un premier temps, nous avons regardé la distribution des demi-grands
axes (Fig. (13)) pour toutes les planétaires des sept nuages, celle-ci pouvant
traduire le type de cométes aspirant a devenir planétaire . L'histogramme de
droite est celui de Marsden et Sekanina (1973),les parties foncées correspon-
dent aux cométes de périhélie supérieur @ 2 UA, celles qui, n'étant pas sujet-
tes aux forces non gravitationnelles, constituent un échantillon plus fiable.

a (10° UA) i
3 - 13
10
2t s |
1 i 0 40 —70- 100
! 10 AU
0- = ¥ o Y
) 20 40 80 120 (d'aprés Fernandez (1980))

FIG (13). Distribution du demi-grand axe des planétaires.
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Rappelons qu'en 1950, Oort sur un échantillon de 19 cométes, trouvait
une répartition en 1/a correspondant a 14 cométes de demi-grand axe supé-
rieur a 20 000 UA et 4 de demi-grand axe compris entre 10 000 et 20 000 UA.

L'étroite ressemblance de ces histogrammes confirme nettement la présomp-
tion d'un nuage. On peut alors se demander si 1'échantillon de planétaires
obtenu pendant le dernier milliard d'années pour chaque nuage, ne peut pas
suffire a reconnaitre les nuages les plus représentatifs. Si oui, alors le
nuage A semble de loin le plus apte a injecter de nos jours des cométes comme
nous les observons. Le nuage F est aussi assez proche de la réalité mais se.
vide trop vite ; il lui faudrait une population nettement supérieure a celle
couramment adoptée pour parvenir a expliquer le flux actuel.

La population actuelle Na doit vérifier

- 9 - '
N, Pp]a (t=4 10° ans) = &F (eq.(II))
et nous avons vu dans le II-2 que le flux était supposé étre de 60 cometes
par an.
P (t=4 10 ans) correspond au flux obtenu & la fin de la simulation.

pla
Nous pouvons donc avoir une estimation de la population actuelle pour chaque
nuage. Par ailleurs, pour chacun de ces nuages, connaissant la probabilité
de survie nous pouvons remonter a la population initiale Ni'

NUAGE A B C v G MOYENNE

Nyen 10" | 1.8 1.1 1.8 4.6 1.5!2.161’1

N oen10'% | 13 18 16 § 9.3 l 12.8 + 4

|
|
|
|
i
|
|

TAB (2 ). Estimation de la population actuelle et initiale pourbdifférents
nuages.

Nous avons omis les nuages E et F parce qu'ils n'ont donné aucune planétaire
durant Te dernier milliard d'années.
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11 est curieux de constater que cette population ne dépend pas énormé-
ment de 1'allure du nuage. Le nombre actuel de cométes est d'environ deux

fois supérieur a celui évalué par Weissman.

12

En résumé, la population actuelle peut étre estimée a (2 + 1) 10°" cométes

et la population initiale a (1.3 + 0.4) 10'3 cometes.

Nous avons vu que le taux de stellaires actuellement pouvait étre estimé
a 2.5 10'10 par an et par comete, quant aux cométes éjéctées -du systeme so-
laire, constituant un phénoméne indépendant du temps écoulé, leur taux peut
étre égal a 0.09 / 4.5 10 soit a 2 19711 par cométe et par -an.

Dans ce cas, il y aurait par an, environ 500 cométes emportées par les
marées galactiques | 40 mises sur orbites hyperboliques et 60 planétaires.

I1 est fréquent de traduire la population du nuage en masse terrestre.
Bien que la connaissance de la composition et de la taille des cometes soit
suffisamment incertaine pour que cette évaluation ne paraisse pas douteuse,
cette unité de mesure est intéressante pour des raisons de cosmogonie.

Supposons donc qu'une cométe soit une boule de glace d'un kilométre de
rayon, sa masse est donc 4.2 10159. Sachant que la masse de la Terre est
6 10279., la masse initiale du nuage était environ 10 MC)’ et actuellement

«D :
1 MC

Cométes interstellaires

L'énorme quantité de cométes perdues par an, mérite réflexion, d'une part
sur la densité actuelle des cométes interstellaires, d'autre part sur le nombre
de cometes d'origine interstellajre pouvant avoir été capturées par le Soleil.

En effet, si nous supposons grossiérement que toutes les étoiles du voisi-
nage solaire perdent comme le Soleil, environ 500 cometes par an, alors sachant
qu'il y a une étoile pour 10 pc3, nous trouvons que la densité de comete inter-
stellaire s'accroit de 50/pc3 par an. Si nous appelons Pe la densité de cometes
dans 1'espace nous avons donc P & 50 T ou T est 1'dge au moment considéré du

systeme solaire.
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D'autre part, nous arrivons a une densité actuelle de 2.25 1011 cométes/pcB.

Or, la sphére d'attraction d'une étoile comme le Soleil de rayon 1 pc, balaie

5

par an un volume de 5 . 10 pc3 (7V,), ce qui signifie qu'actuellement le

Soleil rencontre environ 107 cométes par an.

D'autre part, le Soleil depuis T années a rencontré NC cométes ol

No = P Vs T, & moins de 1 pc soit 50 V, T2 ou 6.4 1016 cometes. Si nous

supposons comme Valtonen et Innanen (1982) que la probabilité de capture

0'13

d'une comeéte interstellaire est de 2.1 par comete, alors nous pouvons

espérer posseder environ 104 comeétes d'origine interstellaire.

En conclusion, si ce raisonnement grossier n'est pas trop éloigné de Ta
réalité, autant la densité de cométes interstellaires est élevée, autant la
proportion capturée par le Soleil reste négligeable devant la population
présumée du nuage.

%k %k Kk
* k%



IV. ETUDE ANALYTIQUE DES PERTURBATIONS STELLAIRES ET APPLICATIONS

Aprnes avoin €xuddé Les deux cas Limites (passages proches et passages Loin-
tains), nous allons essayer de donnern une expression analytique de L'espérance
des variations de vitesses causées par Les passages d'étoiles a proximité du
voisinage solairne, surn Les onbites cométairnes.

Les naisons en sont nombreuses : nous verrons qu'il est alons facile d'inten-
préten cerntains résulitats, de comprendre £'évoluticn dynamique du nuage ou d'en
prévoin Les conséquences.

Mise a pant L'inténét intellectuel manifeste, AL est aussdL important d'avoin
une expression exacte de La Lod de probabilité de £'impulsion. En effet, a ce
moment L&, nous pcurrons généren Les perturbations stellaires de gacon exacte

et allégen de gacon considénable toutes simulations futures. Celles-ci powrront
alons tenin compte d'un nombre de cométes beaucoup plus impertant, ce qui
permettna d'obtenin des nésultats plus 44ns.
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A chaque passage d'étoiles et cela pour chaque cométe, nous avons calculé
les composantes de la variation de vitesse dans le répere 1ié 3 la comete et

dans le repére intrinséque de base.

Nous avons pu ainsi, obtenir la fonction de distribution de ces composan-
tes et en calculer 1'espérance, 1'écart type, les moments d'ordre 3 et 4, pour

une rencontre et cela a partir d'environ un million de cas.

Nous avons ainsi obtenu une série de courbes, parfaitement symétriques en
zéro, identiques au sein d'un méme nuage et trés proches d'allure d'un nuage a
1'autre. Seule la coordonnée le long du rayon vecteur est toujours positive mais
son espérance ne dépasse jamais le cm/s.

Le fait le plus marquant est la grande différence entre ces courbes et les

gaussiennes employées jusqu'a maintenant.

De facon générale, la variance d'une coordonnée quelcongue de 1'impulsion
sur 1'intervalle [-1 m/s , 1 m/s] est de 1'ordre de 300 (cm/s)2 et le moment
d'ordre 4 de 1'ordre de 108 (cm/s)4. Dans ce cas le coefficient d'aplatissement
de Fisher** est positif, la fonction de distribution a donc des "ailes" plus

étendues que dans le cas d'une distribution gaussienne.

Ne pas tenir compte de 1'effet différentiel surestime énormément 1'effet
d'une rencontre. C'est pourquoi i1 fallait s'attendre a une distribution Si
serrée en 0. (fig. (1)). Par ailleurs nous allons voir que les fonctions de dis-
tributions ne répondent pas aux hypothéses du théoréme central limite car leur

comportement assymtotique interdit la convergence sur 1'intervalle [-oo " +co].

Les quatre fonctions de distribution que 1'on a représentées, correspondent

a quatre nuages da“Xm croissant™ (cf. Tab.III-1). Nous montrerons qu'il y a une

probabilité de 1 - —

entre - Xm et + Xm et que Xm ne dépend que de la distance moyenne de la comete

(0.68) pour qu'une coordonnée de 1'impulsion se trouve

au Soleil.

** On appelle My le moment d'ordre n, E I(x - m)n ], ou m est 1'espérarice de

la variable aléatoire x. Dans ce cas, le coefficient d'aplatissement de Fisher
est Y=y, / z - 3. 5'i1 est nul, alors la fonction de distribution de x a

le méme aplatissement qu'une gaussienne, s'il est négatif, celle-ci est plus apla
tie qu'une gaussienne, s'il est positif celle-ci est moins aplatie, plus pointue.
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L'étude théorique exacte de ces fonctions de distributions améne a de
trés lourds calculs, mais les deux cas limites (passages proches - passages
lointains) semblent &tre en trés bon accord avec la réalité et sont suscep-

tibles d'expliquer beaucoup de résultats.

Nous en détaillerons la premiére partie mais indiquerons juste le pro-
cédé et les résultats de la seconde, ceci pour éviter de long développement

de calcul.



NUAGE F | NUAGE G NUAGE C NUAGE D
.18 Xm = 12 cm/s I Xm = 9.5 cm/s : Xm =9 cm/s |Xm = 4.3 cm/sv ‘
| | |
.16} : :
{ |
m ; |
| i
d121 | |
: !
|
10 } : |
! : :
' [
.08 | i | :
| | I
.06 } : ;i' :
| : | |
04} | | }l ’ |
; { i |
el ¢ it gt : I
'
0 "x‘!”[f”‘“l “””l'” i, 4 ..||II|||”|”|H “"““Ilmu... ,,,,, l

-e0cma -20cmis 0 20cm/s ®cms -40as -z0cmis © 20cmi ©cms

FIG (1). Distribution de la perturbation de vitesse pour quatre nuages.
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1. PASSAGES PROCHES

1.1. Distribution de 1'impulsion

Par passages proches, nous entendons passages a moins d'une certaine
distance notée RM’ du Soleil ou de la cométe, en deca de laquelle 1'effet
différentiel est négligeable.

R (1)

Dans ce cas 1'impulsion s'écrit Ip =

Que R soit mesuré a partir du Soleil ou a partir de la comete, il vérifie
toujours R = RM\/G: ou u est uniformément réparti de 0 a 1.

2GM_
Son module s'écrit donc I = ——
P Ve RV
2GM,
Ce module est forcément supérieur a que nous noterons dorénavant a.
V, R
M

Ip est une fonction de la variable aléatoire u, sa fonction de distribution
f vérifie :

du ou o(u) est cellede u » ¢ (u) =1

2 a2 (2)
i > , T (I dI_ = d1I
Soit VIpeIa +oo] (p) P = 5 .
p
+00
Remarques - L'espérance de Ip est / I f(I.)d Ip = 2a (3)
— a P P

- Cette distribution n'admet ni d'écart type ni moment d'ordre su-
périeur, car les intégrales alors divergent.

- De la fonction de distribution, on déduit facilement la loi de
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probabilité, qui nous sera utile plus tard :

a2
P(I>I1))= (On vérifie : P (I_ > a) = 1) (4)
p” ‘o 12 P
0]

1.2. Fonction de distribution d'une coordonnée de 1'impulsion

Probleme Connaissant la fonction de distribution de I quelle est celle
de ses composantes par rapport & un repére donné ?

Par le calcul direct, on peut montrer que cette distribution est isotrope.
Si elle est connue pour 1'étre, on peut directement écrire :

Jf(a,ﬂ,}’)dadﬁdl’:f(l)dIf(Q)dQ 1

ot J est le jacobien du changement de variable (I,0)=(a,p,¥) et f(Q) =—.

L'équation (2) donnant f (I), on obtient finalement :

2 a? da dB dV
f(a,p,v) dadpdy = (5)

4 n (024-/3.2+V2)5/2

Pour connaitre la distribution marginale de a, i1 suffit d'intégrer (5)
par rapport a B, ¥.

2 2 2
Aprés avoir posé P =B +V , nous obtenons

- a2 1 pM
f(a)= 1 2 23/2]
3 (e +P )1p

'\sz + P2 représentant 1'impulsion est donc compris entre a et +0co.

Deux cas se présentent :

2 2
------ dans ce cas P_=0et p, = +®©
P m M

alors f (a) =
Ja2
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2
alors pzm = a2 - a2 et p M= +®

1
d'ou f (a) = — = cte

3a

1
silad < a f(a) = —
3a
(6)
a2
si lal> a f(a) =
3 o’
2GM,
ou a = , impulsion minimale correspondant a 1'impact le plus éloigné
V*RM
autorisé.

Nous n'avons pas, ici non plus, d'écart type, nous ne pouvons en aucun
cas appliquer le théoreme central limite et donc affirmer qu'aprés N passages
la distribution sera gaussienne.

02|

o |t AR

~Im/s 0

|||||"||lll|||mum....|.. ...........................

!
+im/s

FIG (2). Distribution de la perturbation de vitesse dans le cas ou 1'on ne
tient pas compte de 1'effet différentiel.

Laifigure (2) a été obtenue par simulation, pour 105 rencontres nous avons
pris 1'équation (1) pour impulsion. Ici Ry valait 200 000 UA, donc a = 44 cm/s,
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le systéme d'équation (6) montre que si ial< 44 cm/s alors f (a) = 0.0075,
1.9 107>

sinon f (a) = —

a3

1.3. Probabilité pour qu'une cométe soit éjectée

e
A une distance P du Soleil, la vitesse d'évasion estﬁ\/é%L. Nous avons vu

dans le I qu'une comete passe le plus clair de son temps en des lieux ol sa vi-

tesse est de 1'ordre de m/s, donc ol sa vitesse est négligeable devant la vites-

se d'éjection du Tieu.

Dans ce cas, pour procurer & une cométe cette impulsion , une étoile doit
passer a moins de 3{%uzdu Soleil ou de la comete.
*

A 40 000 UA du Soleil, cette distance est d'environ 400 UA, i1 s'agit donc

de passages proches.

Nous venons de remarquer (eq. 4) que la probabilité d'obtenir une impulsion
2
. La probabilité d'étre éjéctée est

supérieure & une vitesse donnée I est

12
azp
donc =——.
2y
a2 N
La probabilité de ne pas étre éjectée apreés N passages : (1 - =)
2y
a2 N
La probabilité d'étre éjectée en moins de N passages est donc 1 - (1 -—p).
2u

‘N est le nombre d'étoiles passant & moins de Ry de Ta comete N = k Rth (eq.11.1)

(Nous avons interdit de telle distance au Soleil).

En remplacant a et N par leur valeur alors

2 2
2(GM«) p \kt R M

RZ 2
M V Vi
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R,, étant trés grand, nous pouvons écrire :

M
Peje = 1 - exp (-1Pt) (7)
2(GM,.)
ot A= ———k =4.51071% ya~t an”",
Vi

Pour t~4.5 109 ans, et p = 40 000 UA, nous trouvons 0.09 ce qui est en

trés bon accord avec la simulation. I1 y a donc 2 % de cométes éjectées par
milliards d'années.

Cette probabilité n'est rien d'autre qu'une loi d'attente exponentielle,
de parameétres 1/ip, traduisant la loi de probabilité de survie d'un phénomeéne
de durée de vie moyenne 1/AP. En poussant la comparaison avec les Systemes
d'attente poissoniens, nous pouvons affirmer que pendant le temps t, il y a
en moyenne n = Ntapéjéctions (si N est le nombre de cométes du nuage) et
que la probabilité qu'il y ait, pendant de méme temps, exactement k éjections

est ﬂ_f__e'" .

k !
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2. PASSAGES LOINTAINS

2.1.Expression de 1'impulsion

—_— -d. Z .
[ = Ki— s== (cf.Chapitre I - Fig. (2)).
dz 42
2GM,,
avec K =
Vi

A et d étant les distances d'impact respectivement du Soleil et de la
cométe, nous comprenons que si le passage de 1'étoile s'effectue loin des deux
alors A et d sont du méme ordre de grandeur et T est en 0 (A-d). Ecrivons

—

donc d = A4+ 8 et cherchons 1'expression de & .

Nous avons la relation vectorielle d = CEC = E§ + SES + EsEc

—

o d = -_P.+—A.+—\7*tc . (Figure I-2).

tc est le moment ou 1'étoile passe au plus prés de la cométe. Par construc-
tion, nous avons A. V, = 0 et d.V, = 0.

En multipliant la derniére équation par V*, nous obtenons te= —— qui

reporté dans 1'expression de d entraine :

=P e Y
2

Vs

Cette expression vectorielle est assez intéressante dans la mesure ol
elle est assez simple et tout le temps valable.

—

Nous pouvons développer I en fonction de s et finalement obtenir :

—

- 7 (P.V)V, 2(Z.pP) .8
s K = oo
=¥ )

+ +
2 2 2

a Vv, A A
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L'indice 1 étant pour noter qu'il s'agit d'un passage lointain.

Les vecteurs 4 et V, ont des directions isotropes dans 1'espace, 1'un par
construction, 1'un par la nature des passages. Seul le vecteur --%f; apporte

un effet systématique, donc 1'espérance, nous 1'avons vu est de 1'ordre du cm/s.

pz (;’. V—*)Z
Le carré de la norme de I s'écrit —- —F—F—
- V, 4

IT existe ¢, tel que P. V; =pV, sin @, 6 est 1'angle entre le rayon -
vecteur de la cométe et le plan orthogonal a la distance de 1'étoile. Nous
obtenons finalement

Kpcosé
1= — (8)
A2
KPcose
Remarque - On montre facilement dans le cas général que I = ——— . Dans le
da

cas de passages lointains d tend vers A et 1'on retrouve 1'équation (8). Dans
le cas général S.étant un vecteur de direction aléatoire, d reste en moyenne
égal a A, si bien que cette expression simplifiée admet un trés large domaine
de validité et représente treés bien les valeurs numériques obtenues par la
simulation.

2.2. Fonction de distribution de 1'impulsion

A chaque trajectoire d'étoile correspond un référentiel héliocentrique
unique. I1 suffit de choisir (Sz) parallele a la trajectoire de 1'étoile et
de choisir le plan (xSy) tel que (Sx) contienne un point de la trajectoire.

Dans ce repére, la cométe est repérée en coordonnées sphériques par (P ,
6, u) ou 8 est 1'angle définit précedemment et ol u appartient a (xSy).

Puisque la trajectoire de 1'étoile n'a pas de direction privilégiée, il
faut s'attendre a ce queget p soient répartis uniformément sur un grand nombre
d'étoiles.



-106-

On peut alors employer un artifice de calcul qui consiste a considérer
I comme la valeur absolue d'une des coordonnées d'un vecteur plan X de norme
K P

2

A

Poson X AP (9)
m 2
4 X
m
AM\/u_, nous obtenons X = —.
’ u

Sachant que A

N'oublions pas que ceci est valable sur un certain domaine, limité aussi
par une distance minimale d'approche en deca de laquelle 1'approximation du
"dip6le" n'est plus valable. Cette distance correspondra a une impulsion maxi-

male notée XM.

La fonction de distribution sur le domaine(Xm 5 XM>est donc

-1
1 1 X X

f (X) dX =(— --) = gy ==L gy,

2

X

oo X/ ¥

Si X a pour coordonnée (I, J), la fonction de distribution du couple vérifie

XdX dé6 2Xm dI dJ

f (1,Jd) dI dJ = Xm
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' $o=x-r L S
-silK Xm , alors n = m T et M= -

sur cet intervalle, I est inférieur a XM’ nous pouvons alors écrire directement

2 1 > p
f (I) = — -—: (Xm - Xm -1) (10)
T o1
. _ 2 2 2
-sil> Xm , alors Jm =0 et JM = XM -1
2 2
2 Xm XM -1
et f (I) = (11)
2
7] XM

{88

Xm I

FIG (3). Fonction de distribution de 1'impulsion dans le cas de passages
lointains. '

Remarques - La probabilité que I soit supérieur a Xm est donnée par 1'intégrale
de (11) et vaut 2/n.

- L'espérance de I est donnée par 1'intégrale de I f(I) sur les deux
domaines avec un développement Timité au voisinage de I = 0, nous obtenons

2 X 2
E (1) = —™ <i- - n ﬂ), (12)

T 2A2 A
au cinquiéme ordre preés en ek




2.3. Fonction de distribution des coordonnées de 1'impulsion
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Nous cherchons maintenant la fonction de distribution d'une composante

dont nous connaissons la distribution de la norme.

I1 faut donc chercher la loi de distribution

a Xrn , i1 faut distinguer deux cas selon que a est ou n'est pas supérieur a
X_ (comme dans le 1.2.). Dans le cas contraire (I < Xm) i1 suffira d'intégrer

m

Dans le tableau (1) ol nous résumons ces résultats, on appelle P(x) la

du triplet (a, B, p) puis

la loi marginale de 1'un d'entre eux. Dans le cas olu la norme est supérieure

la 10i de distribution du triplet et a sera évidement toujours inférieur a Xm.

probabilité que x soit dans un intervalle donné et f(x) sa fonction de distri-
bution dans cet intervalle. a étant symétrique par rapport a 0, on ne regarde

que sur

(6. %),

0
2 2
P (I) 1- — —
m g
2 A AN ALYER S
£ (1) dI —(xm-\xm -1 )dI
al I o
1 1 1
P (a) —-— —
2 2 2n
da Xm 1 1
f (a)da + ¢(a) da __.(_._ >da
2 me zn e X&

\ Xm -a 1 Xrn -\/‘Xm -a
- n
2 ol 4 Xm X +\4/X2 _ az

da
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A chaque nuage correspond une distance moyenne au Soleil P, nous con-

naissons alors Xm = zéf pour chaque nuage, donc la loi de densité des compo-

santes des variations de vitesse.

I1 est trés intéressant de constater que la probabilité qu'une composante
soit inférieure a Xm est une constante.

L'allure des courbes (1) donnant plusieurs distributions de ces composantes
est alors claire : si le nuage est resserré sur le Soleil, (p.e nuage E), alors
X, est petit (ici 4.3 cm/s). Si le nuage est trés dispersé (p.e nuage F), alors
X, est plus grand. (Pour F, Xp = 12 cm/s) ; mais dans tous les cas il y a la
méme probabilité pour que soit inférieur a Xm’ donc plus Xm est petit, plus Tla
fonction de distribution correspondante est pointue. Nous avons volontairement
oublié Te nuage E, dans la mesure ol Xm étant de 1'ordre de cm/s, la valeur du
pic est trois fois plus élevée que pour D.

Remarque - Ces fonctions de distributions sont trés éloignées des gaussiennes,
et i1 est délicat d'en traduire la dispersion. Mais Xm peut étre vu par analogie
a un écart type. Nous savons que si nous avons une loi gaussienne la probabi-
1ité de tirer une valeur comprise entre I o est 0.6826, or ici la probabilité

de tireraentre * Xm est 1 --%— c'est a dire 0.6817.

2.4. Evaluation de 1'apport des étoiles passant au dela de 200 000 UA

Dans toute la simulation, nous n'avons pris en compte que les étoiles
traversant une sphére de 200 000 UA de rayon. Nous sommes maintenant apte a
en évaluer la conséquence. Dans ce cas, il ne s'agit exclusivement qué de pas-
sages lointains. Nous pouvons donc appliquer nos derniers résultats.

On ne considére que les N étoiles passant entre Ra et Rb’ dans ce cas 1'im-

pulsion est toujours inférieure a X, =—5£ , et X vaut Kf .
R R
a b
. : i R & e
La projection sur un axe quelconque a une probabilité 1 -—d'étre com-
2 n
prise entre 0 et Xa’ et —entre Xa et Xb.

T

Nous pouvons donc encadrer la perturbation totale causée par N étoiles

2 2 2 2 2 2
N0 X+ (-5 X)) <o’an (-9 X+ )
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-Prenons Ra = 200 000 UA et Ry = 250 000 UA,

alors N~9 000 et (11) devient 6.7 m/s <o< 7.4 m/s.
Si maintenant Ra = 250 000 UA et Rb = 300 000 UA (11) devient 4 m/s <o<6 m/s

Nous avons remarqué que 1'espérance numérique du carré de 1'impulsion
était de 1'ordre de 300 (cm/s)z par étoiles, soit d'environ 26 m/s pour toute
la simulation. En mettant la distance maximale de passage a 300 000 UA, nous
aurions obtenu 27 m/s. Compte tenu de 1'alourdissement considérable du temps
de calcul (i1 y aurait eu deux fois plus d'étoiles), i1 parait 1égitime de
n'avoir compté que les étoiles passant a moins de 200 000 UA.
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3. DISPERSION ET STABILITE

3.1. Dispersion

I1 serait souhaitable , de pouvoir évaluer 1'espérance de la perturba-
tion causée par 1'ensemble des étoiles passant pendant un intervalle donné.
IT est alors indispensable de définir ce que 1'on pourrait appeler une dispersion.

Toutes les évaluations faites dans des études similaires partent de 1'hy-
pothése que les composantes de 1'impulsion sont distribuées de facon gaussienné.
Dans ce cas, 1'emploi de 1'écart type VE (a?) - E ( a)2 est un bon paramétre.
Pour les fonctions de distribution que nous avons obtenue, 1'écart type perd
toute sa signification dans 1la mesure ou 1'espérance du carré de 1'impulsion

tend vers 1'infini.

Nous prendrons donc comme paramétre 1'espérance de la norme de 1'impulsion.

Puisqu'il s'agit en fait, d'un probléme de diffusion, nous pouvons nous
inspirer d'une définition établie en 1905 par Einstein, pour les mouvements

Browiens.

Considérons 1'espace des vitesses. Avant le premier passage nous sommes a
1'origine, aprés chaque passage nous faisons un pas d'espérance E (I) dans n'im-
porte quelle direction. Ce que démontre Einstein, c'est que nous obtenons dans
ce cas les mémes résultats que pour un réseau dans 1'espace et qu'il n'est méme
pas nécessaire que la longueur des pas soit uniforme : aprés n étapes, la dis-
tance moyenne a 1'origine est égale a la Tongueur moyenne d'une étape multipliée
par v/n. Autrement dit, dans 1'espace, notre vecteur "changement de vitesse" suit
une dérive en \fﬁ, alors que son chemin parcouru varie comme n. En fait, on sait
maintenant que dans le cas de mouvement Browien, i1 faut modifier la formule de
la racine carrée, pour pouvoir tenir compte de facteurs comme la température ou
la viscosité.

Ici ce type de définition semble particuliérement bien adapté dans la mesure
ou en plus, Te probléme est discret.
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Evaluons d'abord 1'espérance de 1'impulsion pour un passage quelconque.

Notre cométe est a une distance p du Soleil. Supposons a1ors'que tous les

passages a moins de /2 de la comete ou du Soleil, soient considérés comme
proches. Les autres sont considérés comme Jointains. Souvenons nous que le nom-
bre d'étoiles traversant une sphére de rayon R est proportionnel a Rz, dans la
mesure ou les deux cas mentionnés sont indépendants, nous pouvons écrire que

la probabilité Pp qu'un passage soit proche est 2 ( p?/ (4 A7), le coefficient
2 vient du fait que 1'étoile peut passer prés du Soleil comme prés de la comete.

La probabilité P] qu'un passage soit lointain est 1 - Pp.

Nous pouvons alors définir 1'espérance de 1'impulsion pour un passage :
E {L)=P. Etd P E (1 Js
(1) b ( p) =R ( ])

L'équation (3) entraine :

2 Kp

P 1) = = 2

pE(p) Az Xm
L'équation (12) :

2 2
2 A A .

P E(1)==X (1 -—) (— -1A)oUuA=7r/A.

1 1 nom 2 2

Lors d'un passage d'étoiles, une cométe située a une distance pdu Soleil

recoit une impulsion dont 1'espérance vérifie :

peut

Les fluctuations du terme non linéaire en p peuvent étre négligées et 1'on

par conséquent écrire :

6

E (I)=6.510"" p, sip est en UA, alors E (I) est en m/s.
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U (Cys) (14)

Nous retiendrons que E (I) = Cp avec C~6.5 1076 ua

Nous venons de voir que le vecteur impulsion suivait un mouvement Browien,
par conséquent aprés n passages cette espérance deviendra : Vn E (1).
L'équation II-1 nous donnant n en fonction du temps, entraine :

Et(I) = 1,42 10'8 VfE p (t est en année).

Ceci correspond au odu II établi par Weissman, (nous avions alors
o= 1.7 10-3x/E) ; ici 1'espérance est proportionnelle a la distance et est de-
1'ordre de celle de Weissman pour P = 100 000 UA.

Nous avons vu dans la partie I que si une perturbation avait lieu a une
distance P du Soleil, alors les variations des quantités métriques étaient pro-

portionnelles a 12 (Vc = vitesse circulaire du lieu) et les variations des

Ve
quantités non métriques en _E_. Ici les variations des quantités métriques va-
v

’ C, . e
rient donc en P *et les quantités non métriques en p %,

Si 1'on projette cette impulsion sur trois axes quelcongues, alors chaque

coordonnée aura une espérance nulle et la méme espérance du carré soit \/E(IZ)Z
3
2 2
dans la mesure ol E (I) est du méme ordre que E (I ). "L'écart type" d'une

coordonnée pour un passage est donc de 1'ordre de 3.75 10'6 p. Ceci correspond

a ce que 1'on a noté o dans le tableau (1) du III-2. I1 est clair que ce o est
proportionnel a Xm. Pour P ~45 000, alors Xm ~10 cm/s et o =17 cm/s, ceci est
donc en trés bon accord avec les résultats numériques de la simulation. (Dans ce
tableau Xm est‘ca1cu1é de facon a ajuster les courbes de la fonction de distri-
bution analytiquement, avec celles obtenues numériquement).

3.2. Stabilité

Nous pouvons maintenant évaluer ce que 1'on pourrait appeler la stabilité
d'une orbite donnée. Prenons une orbite de demi-grand a, d'excentricité e. La
Tongueur moyenne dans le temps du rayon vecteur est a (1 + e2/2), la vitesse
moyenne_v est de 1'ordre de na, soitVyu/a. Notons P cette distance moyenne,

. . a2
Alors V = Viu/p x V1+e2 /2 or V1+ & ¢ [1 ; 1.2] nous pouvons donc écrire
2
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V = \'u/p , sachant que E (I) =Cr.
- Cu
Nous pouvons écrire : dV~E (I) = CP=——, ou C est la constante de eq (14).
VZ
VB
alors d{ — |= 1
3 Cu
Soit df " = 1 (15)
Y,
3Cpe

A une orbite du plan (0, e) correspond une quantité z, vérifiant

Vi L
et dz = 1 (variation pour une rencontre) (16)

3cp %

Traduisons ce résultat en terme probabiliste : A une orbite cométaire cor-
respond 2, at=20, aprés le premier passage 1'orbite est perturbée et son

parametre Z, vérifie Zy = 24 .

Nous pouvons alors appliquer tous Tles résultats connus des marches au hasard
uniquement dans la mesure oU 1'on sait que pour que ces résultats soient appli-
cables i1 suffit que la Tongueur "des pas" ait une longueur moyenne.

La stabilité relative des zones est trés claire sur le figure (4). A p
correspond z, aprés une perturbation, z est en z £ 1, le P correspondant est

alors compris entre P- et P4 .

Intuitivement, on comprend que les zones en deca de 30 000 UA sont nettement
plus stables que celles au dela. Tant que la pente est en valeur absolue supé-
rieure a 1, Tes variations de p restent faibles, mais dés que celle-ci est in-
férieure a 1, la moindre variation de z entraine des perturbations considérables.

Aprés n pas, la distance moyenne a 1'origine est\2n/+ . Aprés les 22 000
passages, cette distance moyenne est donc 118. Sur la figure (4) nous avons
indiqué 1'intervalle moyen dans lequel se trouvera P final pour deux valeurs

distinctes initiales.



Z(p) FIG (4).

Une orbite est paramétrée par p , la distance moyenne de la comete

au Soleil, dans le temps, auquel correspond z_ . Celui-ci suit une

marche au hasard de pas 1, aprés n pas la vallur moyenne de z est
z

5 * v 2n/n a laquelle correspond deux autres valeurs de P.

P (kua)
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En terme probabiliste, le z pour 200 000 UA est une barrigre ahsorbante.
Nous pouvons alors écrire que le flux de cométes par unité de "passages d'étoiles"

est la probabilité Uy o d'atteindre cette borne en n coups.

(z- 24 [2 (z- 29
Soit Uyp = —exp ( - ——— J(annexe B) (17)

n "2 2n
ol zg =2 ( 200 000) = 17.

Les courbes de 1'annexe B sont donc & comparer aux courbes du III-2,
donnant le flux de stellaires. '

Prenons par exemple une cométe typique du nuage A.

Son aphélie vaut 45 000 UA, son excentricité 1. Sa distance moyenne au
Soleil est donc 34 000 UA, 1'équation (16) indique alors que z = 240. La figure
(4) montre que P final sera en moyenne compris entre 26 000 UA et 55 000 UA.
L'équation (17) nous indique que sa probabilité actuelle d'étre stellaire est
d'environ 1.5 10'5 par passage. Autrement dit, le flux actuel de stellaire est

1.5 10'5 par passage, soit 8 10~ par an.

2
Notons au passage que ce flux est maximum en z /3, c'est a dire aux alen-
tours du vingt milliéme passage , donc maintenant.

Le méme raisonnement appliqué au nuage B (e~0.3) montre que le nuage est
réparti de 27 000 UA a 60 000 UA et que le flux actuel est 2.1 10'10 par comete
et par an. (Son maximum est atteint aprés 15 000 passages).

A partir des courbes de 1'annexe B, donnant la probabilité d'étre
absorbé a une distance z en n coups, nous pouvons constater que plus on est
proche initialement de la borne absorbante, plus on a de chance d'étre absorbé
rapidemment. Nous pouvons aussi remarquer que pour plusieurs conditions ini-
tiales différentes mais relativement proches, les assymptotes se rejoignent
c'est ce qu'il se passe en fin de simulation pour les valeurs initiales de z
correspondant a la plupart des nuages. Autrement dit, le flux de stellaires actuel
est pratiquement constant pour des distances moyennes initiales variant de
40 000 UA a 60 000 UA.



==

Ceci explique d'une part qu'il n'y a pas de maximum net sur les courbes
du flux du III-2 et d'autre part, que ce flux actuel soit quasiment constant
d'un nuage a 1'autre.

La valeur numérique de ce flux est 2.6 10”1
"1 et 2.6 107", Le modele de 1a marche au hasard

par cométe et par an et la
valeur théorique est entre 10
a donc 1'air bien adapté.

Comme nous 1'avons remarqué dans le II, i1 existe une zone autour du Soleil
dans laquelle les cometes ne sont pratiquement pas sensibles aux perturbations’
stellaires, ou en tout cas, pas suffisament pour que leur orbite soit modifiée
de facon substantielle. Si une cométe se trouve ou entre dans cette zone, nous
pouvons la considérer perdue : sur une trés longue échelle de temps elle ne
pourra ni en sortir ni intégrer les régions planétaires.

Nous sommes donc plus prés de la réalité si nous considérons le probleme
précédent avec deux barriéres absorbantes. I1 existe un z minimal correspondant
a la distance au dela de laquelle les cométes ne sont plus sensibles a la force
d'attraction du Soleil, et il existe un z maximal qui correspond a la distance
(a déterminer) en deca de laquelle les cométes ne sont plus sensibles aux passages
d'étoiles.

En appelant n, la distance entre ces deux z, nous pouvons affirmer que :

- La probabilité de sortir de la sphére d'influence du Soleil est 1 --%%;
celle de sortir de la zone d'influence stellaire est %;.

- La durée moyenne de survie d'une comete est z (n-z).

Nous avons vu dans le III., que si 1'aphélie est de 1'ordre de 50 000 UA
et 1'excentricité de 1'ordre de 0.3, alors environ 80 % des cometes étaient em-
portées par les marées galactiques. Une telle orbite a un rayon vecteur moyen de
(1 + e2 /2) c'est a dire de 40 000 UA. Dans ce cas nous trouvons n =1 000.

(1+e)

L'équation (16) nous indique que dans ce cas P vaut 13 000 UA. Les zones
ol a (1+ e2 /2) < 13 000 UA, ne sont donc pas sensibles aux perturbations
stellaires.
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Nous pouvons maintenant évaluer la durée de vie moyenne d'une cométe d'or-
bite donnée. Souvenons nous d'un des paradoxes célebres du probléme dit de
“ruine" : Si un joueur joue contre quelqu'un d'infiniment riche, ce joueur est
certain de perdre, mais la durée moyenne d'une partie est infinie. Bien que les
marées galactiques ne soient pas 1'unique mécanisme de perte, le probleme est
similaire dans la mesure ol ce mécanisme est de loin le plus impardonnable. Par
exemple une cométe d'orbite trés excentrique, d'aphélie 40 000 UA, a 70 chances
sur 100 de devenir stellaire, mais avant elle peut errer pendant 200 000 "passages
d'étoiles", soit pendant 4 1010 ans.

3.3. Applications aux planétaires

Intuitivement, on comprend qu'une cométe susceptible d'intégrer les régions
planétaires ne doit pas é&tre trop prés du Soleil, car alors les perturbations
ne suffiront jamais & modifier assez le périhélie, mais ne doit pas étre trop
Toin du Soleil, car alors la forte probabilité d'étre emportée rend difficile

toute autre issue.

Le paramétre approprié, pour traduire 1'efficacité d'une zone est la durée
de vie moyenne. Une fois que le nuage est "thermalisé", c'est a dire aux environs
d'un milliard d'années (tab. (III.1)), Tes cometes susceptibles d'atteindre les
spheres d'influence des planétes sont celles dont la durée de vie n'est pas nulle.

20 40 60 80 100 3
P (10°Ua )

FIG (5). Durée de vie d'une comete, fonction de sa distance moyenne au Soleil,
dans le temps. (1'unité de durée de vie est le temps entre deux passages
d'étoiles). '
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La ressemblance entre la figure (5) et 1'histogramme du demi-grand axe
des planétaires (figure I111-13) est notable. En fait cette figure met en évi-
dence les zones de 1'espace qui permettent aux cométes y gravitant, de péné-
trer dans les régions planétaires.

La figure (5) peut donc étre vue comme la probabilité pour une cométe
d'étre capturée par les planétes géantes, aprés "thermalisation" du nuage.
I1 existe donc un effet de sélection naturelle, qui nous cache sdrement une
partie du nuage.

* %k Kk Kk Kk
* k%



CONCLUSION
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La simulation que nous venons d'exposer a 1'avantage d'étre dégagée
de deux des hypothéses communément adoptées qui, nous 1'avons vu, n'étaient

pas toujours licites.

Les orbites cométaires étaient supposées étre trés excentriques, dans
ce cas il était raisonnable de considérer que la cométe passe le plus clair
de son temps au voisinage de 1'aphélie, toutes les perturbations stellaires
avaient donc 1ieu a ce moment 1a. Sur ce point nous avons clairement montré
que 1'excentricité diffuse beaucoup et qu'il y a dans le nuage une proportion
non négligeable d'orbites assez circulaires. Par ailleurs, nous avons fait
ressortir 1'importance de la Tongitude du lieu de rencontre. Des perturbations
a 1'aphélie ou bien dans son voisinage immédiat entrafinent des changements
dans les parametres orbitaux trés différents. Un des points intéressants de ce
travail a donc été de mettre en place un modéle olu la distribution de la lon-
gitude du lieu de rencontre se fait de facon naturelle.

Au niveau des rencontres proprement dites : i1 est évident qu'une cométe
est beaucoup plus sensible aux étoiles passant prés d'elle qu'aux étoiles
passant loin. Ceci a conduit dans les études antérieures a la ndtre & ne tenir
compte que des rencontres proches, d'autant plus que dans ce cas le modele
dynamique est relativement simple puisqu'il ne fait intervenir qu'une seule
interaction. La aussi il nous a paru nécessaire de considérer le probléme
exact, c'est a dire de tenir compte de 1'effet différentiel dd a 1'interaction
"Soleil-étoile" et "cométes-étoile". Nous montrons alors que la distribution
des perturbations de vitesse est assez éloignéede la distribution gaussienne,
adoptée jusqu'alors. Nos calculs confirment donc le doute émis par Weissman
(1980) sur la validité d'une représentation gaussienne pour simuler les im-

pulsions perturbatrices.
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Ceci étant,notre étude est loin d'étre exhaustive. Rabbelons toute-
fois quelques résultats qui s'en sont dégagés.

Tout d'abord, ce que 1'on pourrait appeler le temps de relaxation d'un
nuage donné est en général plus court que 1'dge du systeme solaire. A 1'heure
actuelle le nuage a donc oublié ses conditions initiales. Ceci veut dire,
d'une part qu'il semble difficile par le biais de 1'étude des orbites que nous
observons de remonter a 1'origine des cométes, d'autre part que les deux hypo-
theses de formation envisagées tendent assez vite vers un état commun. Quelque
soit le type initial d'orbite que nous leur attribuons, il semble qu'il y ait
eu 1.5 1013 cométes a 1'origine dont 2 1012 graviteraient encore dans le nuage,
ceci étant bien entendu basé sur le flux de cométes entrant dans les régions
intérieures du systeme solaire. I1 s'agit clairement d'un probléeme de diffusion,
et par ce biais nous sommes arrivés a une estimation analytique des principaux
mécanismes de perte (marées galactiques, éjection sur orbites hyperboliques ou
capture par les planétes géantes).

Le point probablement le plus important est que nous soyons arrivés par
simulation a "capturer" des cométes dont 1'orbite a les caractéristiques des
orbites des cométes visibles, une fois que 1'on a oté 1'effet des perturba-
tions planétaires, ce qui va donc fortement dans le sens de 1'existence du
nuage de Oort. Notons au passage que la zone de transition entre les régions
ou Tes perturbations stellaires sont trop fortes pour qu'une cométe y subsiste
et celles ou les perturbations ne sont pas assez fortes pour faire décroitre
le périhélie, coincide avec le pic de la distribution des aphélies des cometes
observées. Donc la déduction de Oort, quant a 1'existence d'un nuage de cometes,
présentant une concentration maximum pour des aphélies de 1'ordre de 50 000 UA,
ne s'applique en toute rigueur qu'a la composante de ce nuage qui produit les
cometes observables. I1 est fort probable que le nuage est beaucoup plus homo-
géne dans sa distribution, mais seule une zone de demi-grand axe assez étroite
permet aux cométes de pénétrer plus profondément dans les zones intérieures du
systeme solaire. En somme, il y a eu un effet de sélection obServationne]Je,

s

impossible a éviter car on peut parler que de ce qui est observable, qui empéche

de remonter a la structure du nuage a partir des cométes présentes dans la zone
planétaire.
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Nous avons vu aussi que pour une soixantaine de coméetes capturées par
les planétes par an, il y en a environ une cinquantaine mises sur orbites
hyperboliques et environ dix fois plus qui s'échappent de la sphére d'influ-
ence du Soleil. Ceci conduit & une densité de cométes interstellaires actuelle
de 1'ordre de 2.25 1011 par pc?®, mais ne suffit tout de méme pas a contribuer

de facon notable a la population du nuage.

Parallelement, nous avons obtenu une expression analytique de la dis-
tribution des perturbations de vitesse causées par le passage des étoiles.
Ceci va permettre dans 1'avenir, d'alléger considérablement le codt des
simulations qui pourront alors étre plus nombreuses. Nous pourrons ainsi voir
1'importance de certains paramétres, ou modifier la valeur d'autres, par
exemple i1 pourra €tre intéressant de considérer des étoiles moins massives
(de 0.8 M _ au lieu de 1), qui seront plus réalistes. Nous pourrons, surtout
considérer des nuages plus denses et obtenir des résultats plus fins qui per-
mettront d'orienter des études analytiques plus précises. N'oublions pas que
1'échantillon de cométes nouvelles observables ne s'agrandit que de trois ou

quatre cometes par an.

% %k % %k %k
* % %
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Expression analytique des variations des €LEménts orbLtaux

* ELéments ayant thait & La position du plan

* Eféments ayant thait a La forme de £'orbite

* Expression de ces tenmes dans Le cas de modele de Wedlssman.

Marche aféatoine avec une borne absonbante en dimension 1.

Résclution de L'équation de Keplen.
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- ANNEXE A -

% % %k %k Kk %k kK kK kK

EXPRESSION ANALYTIQUE DES NOUVEAUX ELEMENTS ORBITAUX

A.1. Détermination du nouveau plan de 1'orbite

Dans tout ce qui suit, nous appellerons (a«, 8 ,v ) les coordonnées de
1'impulsion dans le repére tournant 1ié a 1a comete.

Depuis 1609 (1e loi de Kepler), on sait que le mouvement d'un corps soumis
a la gravitation est plan. Soit P ce plan avant la perturbation, soit P' ce

plan apres la perturbation.

Puisque la comete n'a pas bougé pendant la rencontre, son rayon vecteur
appartient aux deux plans. On peut donc obtenir P' & partir de PO en faisant

—_—

une rotation d'angle e autour de I.

Dans les nouveaux axes, la vitesse s'écrit
X' I|+Y| F‘:V'
dans 1'ancien, au méme moment

V= (X +a) T+ (Y +8)3d+ 7K

d'ou[X' = X +« (1)
Y' = \//(Y B J& Y ® (2)
1'angle ¢ est alors déterminé par (cf. fig.1)
tg ¢ = ! (3)
Y +B

-Si Y +£ > 0 alors ve (-E?,é}) et est alors du signe de 7.

-Si Y +6 < 0, la perturbation est telle que le sens du mouvement est inverse,
pest alors du signe inverse de vy, mais ce cas est improbable, dans la mesure

ou pest toujours négligeable devant Y.
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K
S J
P
YK .
_.C o0 L P
L rK
‘7 V+ (!T + ﬁ_j
FIG (1).

La donnée de cet angle suffit a déterminer par la trigonométrie sphérique
tous les autres angles 1liés & la géométrie du probléme.

Considérons une sphére centrée en S, de rayon p(cf. Fig.2)
YC représente P
Y'C représente P'

SYet SY’ représentent les lignes des noeuds des 2 plans P et P'.

—_
ry - o
—

ryv-_ o

FIG (2)
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La trigonométrie sphérique nous donne

cos i' = cos i coso - sinocos (w+v) sin i
sin (Q' -Q) . sin i' = sin (w+v) sine
cos (Q' -Q) . sin i' = cos ¢sin i + sin ¢ cos i cos (w+v)
sin (@' +y') sin i' = sin i sin (w +v)
cos (w'+v') sin i' = cos i sine@+ sin i cosecos (w+v)
on pose( i' =1+ A1
w'+v' = w+v+ A (w+y)
Q' =0 +AQ

En développant au ler ordre eno¢ supposé petit on obtient

Ai = cos(w+v) o (4)
Aq- sin (w+v) o (5)
sin i
A(mw):;s_"“_(“_”i) . (6)
tgi
Maintenant posons tg ¢ ~ 0 et Y ~ X(4), (5) et (6) combinés avec
Y+ Y
(3) deviennent :
i
7 G—
Y (7)
| Y
} Ai = cos(w+v) — (8)
Y i
i
aq. sin (w+v) T | (9)
sin i Y i
Alw+y)= - M_) i (10)
tgi Y

- Si i =0 le rayon vecteur du lieu de la perturbation sera la ligne des noeuds.
On obtient (cf. Fig. 2) = i' =03 AQ=w+V, w'+y' = 0,
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A.2. Détermination analytique de a, e, g, 0.

Dans le plan, la perturbation radiale est a (eq.(1))
la perturbation tangentielle vérifie
/P—-—

Y' o=\ (Y4p)2 +72 (eq.(2))
soit : 1
£ Ez iz{
sy (e 2L BT g
Y 2 vz
' 1 v
AY=B+— — +0 (3) (11)
2 Y

Dans un premier temps nous néjligerons les termes de 2éme ordre. Repre-
nons les équations sans dimension de la premiére partie 3-1.
1

8 =———
2 - % - V2

1-e =Y2 (2-% -¥2)

&3 53 2 X a 2 Y B
Nous trouvons da =-—:—> &+ — ) B= - + —
cX ’a=0 cY /=0 (2-X2-Y2)2 (2 -x2-y2)2
‘e ie 1 . -~ ~
de =-—-) a + —) B=— ( 2XY? a+(—2Y(2—V)+2Y3)ﬁ>
éX a=0 &Y /=0 2e
On remplace 2 - V2 par.%.et Y2 par 3 (1-e2)
a
Nous obtenons ,da = 232(X a+ YB) (12)
- ” - 32 N Y
de = 1 -€ 55, _ 1-3 ~(1 e?) YB (13)
e ae
Sachant que g=a (1-e)
Q=2 (1+e)
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On obtient par substitution

-3 (1 - e?) (1 -32 (1 -¢e2)) =~
dq = X a+ L (14)
e
q - Bce) ‘“(az - +e)2-1>7ﬁ (15)
e

- Conditions de validité

a) 1'orbite initiale est circulaire

Onae=0,3=1%X=0,Y=1.

e' vérifie e'?2 =1

(148 (2 -az -(1+8))

=a + 4B +0 (3)
soit : e'=\/az+4/32
dq = da - ade
N _ avec da = 28
dQ = da + 3de

d'ol si 1'orbite initiale est circulaire

da

de

d3
dQ

Puisque e = 0, nous

e et non plus a, 8.

Nous avons vu alors

2B
\"():+ 43?
/
2B8-Va’+ 457
—_—
2ﬁ+\/az+ 4 B’

avons implicitement supposé que la petite quantité était

s < ; 1
X-’-O, Y=\/1+e, 5:———.

On vérifie alors que dq est nul au ler ordre.
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Comme nous 1'avons déja mentionné, ce point fera partie de la nouvelle
orbite, le nouveau périhélie sera donc forcément plus prés du Soleil. On peut
vérifier que dq est toujours négatif et du second ordre.

!

On vérifie que dQ est nul au premier ordre. Avec le méme raisonnement que pré-
cedemment on s'attend a ce que dQ ne fasse intervenir que des termes du 2éeme
ordre et soit constamment positif.

Une cométe évoluant sur une orbite trés excentrique restera longtemps au
voisinage de son aphélie au X =0 et Y=V1-e, dans ce cas V;Zest du second ordre
et il n'est pas 1égitime de négliger les termes en B2 ,a’et v2.

1 éa -
a =—— , on peut vérifier que =232 + 83 X2
2 - V2 ¢ Xz
€8 )-232 +873 V2
o2
8 J-83 %Y
CYYV
~ 1 -
a 1'aphélie X = 0, 3 = , et Y2 =1 -e.
1+e
I &
I1 ne faut pas oublier que fdoit étre remplacé par B +— —
2 Y
alors 5 1 (5 ~ 3el 1
Yoy~ @ g —— = B @ (16)

(1+e)2 2 2 (1+e) 4
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e2 =1 -2 ?2 + iz Y2 + ?

é'e 1 1

G e e?

* dQ = (1+e) d3 + 3de + dide

Les termes du ler ordre s'annulent, il ne reste que

1 +e (1 - e) 1
en a? = + 3 - =
2
(1+e) 2e 2e
5-3 49
en p? = -a - = —— |(4-3e) (1-e) - 4 + e |=0
(1+e) (1+e)2 1+e
eny?= — - 3=0
1+e
A~ 02
d'ou [ dQ =
2e

~

>= — (-2 + X2 +6YV2) - — (VX2 - 2V +2V¥3)

2
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*dq = (1-e) d3 - @ de - dade

2(1-e) _ 4y
Les termes en B= Y+ 23 Y =
(1+e)2 (1+e)?
(1-e) 3(1-e) -(1-¢)°
en a? = 2 =
(1+e)2 2e 2e (1+e)2
) (1-e) (5-3e) 4 Y2 2(5-3e)
en B° = ; + 3 + = "
(1+e) (1+e)2  (1+e)
en Yz =M_ +'§ = 2 ~
(1+e)?2 (1+e)2
4y 27" (1-e)2 . 2(5-3e)
d'ou| dg = B+ - a” 3 —— P (19)
(1+e)2 (1+e)2 2e(1+e)2 (1+e)3

Cas d'une orbite de forte excentricité

~

1 1 , .
dd =— YB+— ( a™+ B +Y")
2 4

de = -2Vp- -8

2 2
dg = Y+ + -
2 2

- a’

dq =—
2

** Si R est la distance a laquelle a lieu la perturbation, i1 faut diviser

~ ~

a,q Q par Reta, B, 7 par\;_H pour rétablir 1'homogénéité.
R



CAS GENERAL

RENCONTRE A L'APHELIE

RENCONTRE A L'APHELIE
&
ORBITE TRES LEXCENTRIQUE

de

232 ()?(r+ ;[5)

az(1+e)? _
X a+

(a2 (1+e)2-1) .

e

Ve

2

(1+e)2

- 2YB+

4Yp

(1+e)2

N 1 1 (5-3e)

YB+ —at —p2+

2 2

[52

2(1+e)

1-e

az_ﬂe_yz
2e

2(5-3e)

(1+e)3

2 p (1-e)2

+ -+

(1+e)2  2e(1+e)?

¢4

2 e

2

1 . 1
—YB+ —(az + g2 4 p2)
2 4

-2Y B8 - v2- B®

Variations infinitésimales de a, e, q et Q au second ordre.
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A.3 Espérance des variations des quantités Q, e, a, q dans le cas du

modéle de Weissman

Les €quations donnant les variations d'une quantié x ont un premier terme
dominant dx1qu1 peut étre positif ou négatif et qui régit le mouvement sur un
petit nombre d'itérations et un second terme dx, de signe constant qui apporte
un effet systématique trés vite non négligeable.

Ecrivons ces égquations sous la forme :

dx

E ( |dx,|) e+ E (dx,)
ol e = 21, et £(dx) est 1'espérance de dx.
On suppose que (a, g, y) sont des nombres aléatoires, de distribution gaussien-
ne, d'espérance nulle et d'écart quadratique o.
Dans toute la suite on remplacea, g, et ¥ pareo ou e = * 1,
AMlors E(a) =E(B) =E(¥») =0
E(la])=E ([g])=E ([¥])
E (a?) =E (82 =E (r?) =0

Reprenons donc les équations donnant les variations de x dans le cas des

rencontres a 1'aphélie.

2 -
da, = ¥
(1+e)?2
2 1 1 (5-3e)
d'é'z = -y —pi ﬁz
(1+e)2 2 2 2(1+e)
7 -e
E(dd,) = —— o’
3
(1+e)

ra—

Sachant que V= \ 1-e, on obtient :

da =




-134-

Excentricité

1-5e
de=-2\/1_-;05+< )02
2e

Ici le terme du second ordre est positif si e < 0.2.

C'est a dire i1 a tendance & faire croitre 1'excentricité si celle-ci est
inférieure a 0.2, a la faire décroitre dans le cas contraire.

Périhélie

On montre de méme que :

—
4\ 1-e - (1+e)® + 28e - 4e?
dg = —— o¢+ o’
(1+e)? 2e (1+e)3
Aphélie
dqQ =
2e
Dans le cas du modéle de Weissman, o = 1.7 10'3vff soit dans nos unités
r= %
- -3 v TQ Q
o =1.710 = K
[~ Ya
Vo (1+e)

La tableau suivant donne les dxn en unités conventionnelles, pour une excentri-
j

cité quelconque puis pour e =

2q
Dans le cas e = 1, on posera 2a = Q soit 1-e =9 -



CAS GENERAL

e PROCHE DE 1

da

de

dq

dQ

K2V 1-e Q

(1+e)>

-2K V 1-e Q

(1+e)™

(1+e)™

K2 075

2e (1+e)%

4 Vi-e KQ"‘

% £+ _(___7—9) K2 Q'7/2

(1+e) ™

% g, (125€) e

2e(1+e)’

. K I- (1+e)3

5

Qﬁ

+ 28e - 492)] Q%

2e

(1+e)*2

Variations infinitésimales de a, e, q et Q au second ordre, appliquées au

modéle de Weissman, durant une révolution.

* %k kkk
* % %
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- ANNEXE B -
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MARCHE ALEATOIRE AVEC UNE BORNE ABSORBANTE

Probléme :

Un objet est condamné a évoluer suivant une droite, en avant ou en arriére,
par pas constant. I1 a une probabilité p d'aller a droite, q d'aller a gauche.
(p + q=1), de surcroit a une certaine distance de sa position initiale se
trouve une borne absorbante. Quelle est la probabilité qu'il atteigne cette

borne ?

On sait qu'en dimension un ou deux, si on a le temps "tous les chemins
menent a Rome", (en dimension trois, seulement un sur trois). Le probléme est
plus délicat si 1'objet est astreint a atteindre la borne en un temps fini,
ou s'il a plus de chance de s'en éloigner que de s'en rapprocher. Si cet objet
matérialise les périhélies successifs d'une méme cométe, alors ces deux diffi-

cultés sont présentes.

Appelons U, s la probabilité d'étre absorté en n coups, partant d'une
distance z (1'unité de distance est le pas). I1 faut évidemment que n soit au

moins supérieur a z et de la méme parité.

Aprés le premier pas, 1'objet se trouve en z - 1 ou z + 1. Nous avons donc

(1)

Yz, n+1 T puz+1,n ¥ quz-1,n

Cette équation incite & employer la méthode des fonctions génératrices.

+00
_ < n
Posons donc UZ(S) =2 U, s
n=o0
avec UO,O =1 et Uz,O =0
= ) =0 sin> 1.

u =
O0,n X ,n
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L'équation (1) entraine

U, (s) =ps U

; (s) + gs U, 4 (s)

z+1

On sait que la solution d'un tel systéme est :

U, (s) = A (s) X (s) + B (s)A% (s).

ol A (s) et B (s) dépendent des conditions limites et ou A, et A, sont les
racines de 1'équation : pSJf + Qs = A.

J—
1+ V1 -4 pgs? 1 -\/1 - 4 pgs?

soit : A, (s) = A (s) =
2 ps 2 ps

et les conditions limites sont :
A (s) + B (s) =1
1im. (A (s)A, + B (s)A,) =0

a—+0

d'ou U, (s) =47 (s)

1 z ——— Z + o
soit : U, (s) =(———> <1 -\1 -4 pqsz> = > u. _s"
2 ps n=0

En égalisant les deux formes développées, on obtient

(%) (%)
4 n
p ¢ 2 (2)

q
n n+z

2

La probabilité d'étre absorbées en moins de N pas est donc

(n et z de méme parité)
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Prenons p = q >

alors uz,n s'écrit
z n 1 3
u = — — (3)
zZ,n n n+z on
2

dés que n est suffisamment grand, on peut prendre une forme approchée du

coefficient du bindme, c'est a dire

N 1 (r - np)2
p g | =———= expltT—

r \ 2 7npq 2 npq

ce qui nous donne ici

z 2 z2
u = — exp -

n* Vn 2n

Cette formule est acceptable dés que npq > 2 et représente trés bien la réalité

2
dés que npg > 5. Cette probabilité est maximale en n = 2 et vaut 0.92 .
3 Z*

0.03|

0.02|

0.01}

) — _
0 5 10 15 20 25 30 35 40

FIG ( 1). Probabilité d'étre absorbée en n pas pour 2o = 5etz_ =10.
0

* *

* * K
* % %
*
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- ANNEXE C -
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RESOLUTION DE L'EQUATION DE KEPLER

Le principe de résolution de 1'équation de Kepler est de trouver le
zéro de f (E) =E- M - esinE, par la méthode d'approximation de Newton.

On considére donc une suite Ei’ telle que

Biag = By - PR /0 (&)

E; + (M - Ei + esin Ei) / (1 - e cos Ei)

laquelle, en cas de convergence, converge vers E.

C'est du choix de la valeur initiale dont dépend la convergence et le
nombre d'itération. Le but de cette annexe est de trouver des valeurs initia-
les conciliant la maniabilité, 1a minimisation du nombre d'itération, et
1'assurance de la convergence, ceci a des fins d'économie de temps de calcul.

I1 faut garder en mémoire que le temps de calcul d'une addition est négli-
geable, que le temps de calcul d'un sinus ou d'une puissance non entiére est
environ 15 fois supérieur a un temps de calcul d'une multiplication. Le coit

d'une itération est donc équivalent au colt du calcul de deux sinus.

Choix de valeurs initiales

Ce probleme est symétrique par rapport a = , il suffit donc de ramener
M et E entre 0 et =, dans ces bornes f est une fonction croissante, f(M) y est
négatif, f(M+e) positif. La solution est donc comprise entre M et M+e. Considé-
rons Sn, compris entre M et M+e. La tangente en f(Sn) a la courbe coupe 1'axe
des X en Sn+1 et il est clair que si Sn est bien choisi Sn+1 est une bonne

approximation.
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f(E)
fiM +e)

P —

f(M)

FIG (1). Principe de résolution d'équation par la méthode de Newton.

La méthode de Newton consiste donc & s'approcher de la solution en

quelques itérations de ce type.

La valeur de départ classiquement utilisée est M. Elle nécessite beaucoup
d'itérations dés que 1'excentricité s'approche de 1 et diverge si en plus M
tend vers zéro, car alors dans cette zone "critique", f' tend vers zéro.

Par ailleurs, on sait que la méthode de Newton donne une bonne approxima-
tion si 1'on choisitpour cela x, tel que f(x) f"(x) > 0. Ici f"(x) étant cons-
tamment positif, la bonne supérieure M+e peut donc aussi étre retenue.

11 existe dans lalittérature d'autres valeurs. Nous avons éliminé celle
dont le calcul dépasse celui de plusieurs itérations et n'avons retenu que
EO =M+ e sin M, qui consiste a résoudre 1'équation de Newton au ler ordre
en considérant que E est proche de M et que e sin M est petit devant les deux ;
cette valeur est donc adaptée pour les petites excentricités.

G.M. Smith conseille aussi en premiére valeur, la résolution de 1'équation

par la méthode des cordes, c'est a dire telle que

0 - f(M) f(M+e) - f(M)

E. - M (M+e) - M

0

qui donne Ej = M+e sin M/ (1-sin (M+e) + sinM).
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Nous avons aussi cherché une solution appropriée a la zone critique du
plan (M,e), c'est a dire ol M est petit et e proche de 1.

L'équation de départ est :
E-esinE=M
soit en développant jusqu'a E5
E(1-e) + e E5 /6 -eE> /120 = M
puisque (1-e) et E2 sont petits nous pouvons prendre comme solution au premier

ordre A = (6 M/ e)” ; puis en reportant et en développant en fonction de A
on obtient comme solution approchée :

Eg=A(1+A/60) (1-A(1-e)/ (3M).
I1 faut donc comparer ces cing valeurs initiales. Un moyen de tester

"1'efficacité" d'une valeur initiale est de faire des statistiques sur une
région donnée du plan (M,e) cela sur un certain nombre de couples (M,e).

G.M. Smith considére la région critique ee[0.95,0.999] et M€[0.005,0.4]
e prend toutes les valeurs de cet intervalle de milliéme en millieme, et M
de centiéme en centiéme. I1 fait donc des statistiques sur 2050 couples. On
détermine alors le nombre moyen N d'itérations, et sa dispersion o.

A quatre de ces valeurs de départ, nous avons rajouté la derniére mentionnée

VALEUR DE DEPART N o
M 6:. 56 1037
M +e 3.59 0.87
M+ esinM 5.84 0.93
M+esinM/ (1-sin M+ e) + sin M) 3.69 0.95
AO+A2 /7600 O-AQ0-e)/ (3M) 1.83 0.36
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I1 est donc évident que sur ce domaine, cette derniére solution a non
seulement 1'avantage de converger mais aussi d'atteindre la précision sou-
haitée, (f (E) < 5.10'8) en un minimum de coups.

Pour des valeurs de e inférieures a 0.5, 1a méthode de Newton converge
trés vite, quelque soit la valeur de départ prise dans 1'intervalle [M, M+ e].
I1 est donc tout de méme intéressant de comparer le nombre d'itérations utiles
pour atteindre la méme précision, en partant de M ou de M+e. Pour cela, on
fait varier e de 0 a 0.5 par pas de 0.05 et M de 0 @ =, par pas de 0.1 rd.

E0 N o
M 2.61 0.59
M+e 2.15 0.61

Dans cette zone nous utiliserons donc M + e comme valeur initiale. Dans
la région critique, comme dans cette derniére région, le choix d'une valeur
particuligre est sans conteste. Regardons ce qu'il se passe lorsque e est

supérieur a 0.7 quelque soit M.

Nous avons séparé cette région intermédiaire en deux, selon que M est

supérieur ou inférieur a 11.
2
e varie de 0.7 a 0.99 de centieme en centiéme et M de 0.05 rd en 0.05 rd

varie de 0 a8 = puis de I an.
2

VALEUR DE DEPART N, M0, D) N, (TEE, n) N, WM
M - 4.59 3.11 | 3.85
M+ e 278 2.16 2.45
M+ e sin M | 3.50 L 2.70 3.11
M+esinM/ (1-sin (M+e) + sin M).i 2.33 1.91 2.2
A(I+A /60 1-AC(-e)/ (3 M))! 2.12 2.11 l 2.13
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Des considérations sur le temps de calcul nous poussent a éliminer la
solution qui est la plus rapide pour tout M, puisque son faible écart avec
les deux autres, déja mentionnés, ne justifie pas le calcul de deux sinus.
Les deux valeurs de départ retenues précédemment restent donc toujours les

plus "économiques".

Reste a trouver le e critique a partir duquel i1 est intéressant d'em-
ployer la derniére valeur du tableau. Pour cela, considérons la fonction qui
a e fait correspondre le nombre moyen sur M d'itération.

Si 1'on emploie comme valeur initiale M + e, cette fonction reste prati-

s

quement égale a 2.4 pour e variant de 0.5 a 1, a condition toutefois que M

soit supérieur a 0.1 rd.

Si 1'on emploie 1'autre, cette fonction décroit doucement de 2.5 a 2.
Par conséquent, prendre 0.8 comme excentricité critique semble étre la solu-

tion la plus appropriée.

En résumé, pour résoudre 1'équation de Kepler
E-esinE=M

nous employons la méthode d'itération de Newton avec comme valeur de départ
M+ e tant que e £ 0.8

et A(1+A2 /60) (1-A(1-e)/ (3M)avecA=(6M/e)” sie>U0.8.

* Kk k*kk
% % %
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