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RESUME

Ce travail a pour but de résoudre des problemes de controle optimal associés
a des équations de diffusion et onde fractionnaires en temps a données incompletes.

Pour commencer, nous proposons la résolution d’équations de diffusion et onde
fractionnaires en temps, ou les dérivées sont prises au sens de Riemann-Liouville.
Ces équations modélisent le déplacement d'une concentration dans un milieu po-
reux, et nous les obtenons en remplagant la dérivée de premier ordre (resp. second
ordre) dans 1’équation de diffusion (resp. onde) classique par la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre 0 < av < 1 (resp. 1 < o < 2). Dans ce travail,
nous utilisons la méthode spectrale afin d’obtenir I'existence et I'unicité de solu-
tions dans des espaces de Hilbert. Suite a cela, nous établissons des estimations
primordiales pour nos applications a des problemes de contrdle optimal. Notons
qu’avec cette méthode, nous obtenons que l'existence de solutions faibles, mais
cela est suffisant pour la suite du travail. Avant de passer a la résolution des pro-
blemes de controle optimal, nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de
solution a des équations de diffusion et onde fractionnaires ou les dérivées sont
prises au sens de Caputo. Ces derniers résultats sont utiles car nous verrons dans
les applications que les équations adjointes sont des équations de diffusion et onde
fractionnaires ou les dérivées sont les dérivées a droite de Caputo.

Pour continuer, nous proposons de résoudre un probléeme de controle optimal
associé a une équation d’onde fractionnaire. Dans cette partie, nous cherchons a
approcher I'état I?~%y(v, T') par un état désiré z4 en contrdlant v, ott y = y(v) est



solution de I’équation d’état

D%y—Ay = v dans Q,
Y = 0 surj
I>~2y(0) = ¢y’ dans Q,
0

aIQ’O‘y(O) = y' dans Q.

Nous allons donc considérer la fonctionnelle

1,94 N
Tw) = SIPy(0,T) = zalfaey + 5 Nl
et résoudre le probleme de controle optimal

inf J(v),

VEULq

olt U,q est un convexe fermé non vide de L?(Q).

Pour finir, nous nous sommes penchés sur la résolution de problemes de controle
optimal associés a des équations de diffusion et onde fractionnaires en temps a
données incompletes. Dans les problemes environnementaux, nous sommes sou-
vent confrontés aux manques de données, c’est pourquoi dans cette these nous
avons voulu étudier ce genre de probleme. Quand les données sont incompletes,
les problemes de controle optimal sont impossibles a résoudre, ainsi nous faisons
le choix d’utiliser les notions de controles sans regret et a moindres regrets. Ces
deux notions sont extrémement liées, en effet nous verrons dans les deux derniers
chapitres que le probleme de controle sans regret étant difficile a résoudre direc-
tement, nous allons passer par la résolution du probleme de controle & moindres
regrets pour résoudre ce dernier.

Alinsi, premierement nous allons étudier le probléme de controle sans regret :

inf ~ sup (J(v,9) = J(0,9)), (1)

veL2(X) g€L2(Q)
ou J est donnée par
J(U7g) = ||y(m,t, v,g) - ZdH%Z(Q) + NHUH%Z(E)a
et y(v, g) est solution de I’équation de diffusion fractionnaire

Dgy—Ay = g  dans Q,
Y = v surX, (2)
I'~2y(0) = ¢ dans Q.



Pour résoudre ce probleme, nous allons au préalable résoudre le probleme de
controle a moindres regrets :

inf  sup (J(v,g9)— J(0,g9) — 2 , > 0,
UGLQ(E)geLzl()Q)(( 9) = J(0,9) =lgllzz@) v

puis montrer que la solution de ce probléme converge vers le controle sans regret
solution de (1).
Deuxiémement, nous allons considérer le probleme de contrdle sans regret :

inf  sup (J(v,g) — J(0,9)), 3
Jat, s (J(v.9) = T(0.9) )

ou J est donnée par

J(Uvg> = ||y($,t,v,g) - ZdH%Q(Q) + N”U“%?(Q)a

et y(v, g) est solution de I’équation d’onde fractionnaire

D%y—Ay = v dans Q,

Y = 0 sur

I*79(0) = 3% dans Q, (4)
aatﬂay(O) = g dans Q.

Pour résoudre le probleme de controle sans regret, nous allons résoudre le pro-
bleme de contréle a moindres regrets donné par :

inf  sup (J(v,g9) — J(0,9) — 2 , > 0.
veL%Q)gELQ?Q)(( 9) — J0,9) = lgllz2@): 7

Puis nous allons montrer que le contréle a moindres regrets converge vers le
controle sans regret solution du probleme (3).

Dans les équations (2) et (4), g est la donnée manquante. Dans les problemes
environnementaux, la donnée g représente souvent la pollution.

Dans cette these, nous ne nous contentons pas de prouver que nos problemes de
controle optimal admettent une solution unique. En effet, notre principal objectif
est d’établir les trajectoires optimales pour chaque probleme. Ainsi, en utilisant
les conditions d’optimalité d’Euler-Lagrange, nous caractérisons chaque contréle
par un systeme d’optimalité.

Mots clés : Dérivée fractionnaire; équations de diffusion et onde fraction-
naires ; controle optimal.



ABSTRACT

The purpose of this study is solve optimal control problems associated to frac-
tional diffusion and wave equations in time with incomplete data.

To begin, we propose the solve of fractional diffusion and wave equations in
time, where derivatives are understood in Riemann-Liouville sense. These equa-
tions are modeling the move of a concentration in a porous medium, and we obtain
them by replacing the first-order time derivative (resp. the second order) in the
classical diffusion equation (resp. wave equation) by the fractional derivative of
Riemann-Liouville of order 0 < aw < 1 (resp. 1 < a < 2). In this work, we use the
spectral method in order to obtain the existence and uniqueness of solutions in
Hilbert spaces. After, we establish important estimations for our applications to
optimal control problems. Note, with this method, we only obtain weak solutions
but it’s enough for the next of this study. Before the solve of optimal control pro-
blems, we give existence and uniqueness results for fractional diffusion and wave
equations where derivatives are understood in Caputo sense. The latter are help-
ful because in our applications, we will see that adjoint equations are fractional
diffusion and wave equations where derivatives are the right fractional Caputo de-
rivative.

To continue, we propose the solve of an optimal control problem associated to
a fractional wave equation. In this part, we want to approach the state I*~%y(v, T
by a desired state z4 controlling v, where y = y(v) is solution of the state equation



Dgy—Ay = v dans Q,
Y = 0 surj
I*72y(0) = y° dans Q,
0

aIZ_ay(O) = y' dans Q.

Hence, we consider the fractional

1,y N
T) = SIPy(0, T) = 2l + 5 0l

and solve the optimal control problem

inf J(v),

VEUL

where U, is a closed convex subset of L*(Q).

To finish, we study the solve of optimal control problems associated to fractio-
nal diffusion and wave equations in time with incomplete data. In environmental
problems, we are often faced with incomplete data and this is why we want to
solve these problems. When we have incomplete data, it is impossible to solve op-
timal control problems, then we use the notion of no-regret and low-regret controls.
These two concepts are highly related, in fact we will see in the last two chapters
that the no-regret control problem being difficult to solve directly, we first solve
the associated low-regret control problem.

Hence, firstly we will solve the no-regret control problem

inf  sup (J(v,g9)— J(0,9)), 1
s (J(09) = J(0.9) (1)

where J is given by
J(Uvg) = Hy(%,t, Uvg) - Zd“%?(@) + NHUH%Q(E)a
and y(v, g) is solution of the following fractional diffusion equation

Dipy—Ay = g dans Q,
Yy = v surX, (2)
I'=y(0) = ¢ dans Q.

To solve this problem, we solve before the low-regret control

inf  sup (J(v,g9)— J(0,g9) — 2 , > 0,
UGLQ(Z)QELQI&?)(( 9) — J(0,9) = lgllz20)s 7



after we prove that the low-regret control converges to the no-regret control
solution of (1).
Secondly, we will consider the no-regret control problem

inf  sup (J(v,g) — J(0,9)), 3
i, sup (J(0.9) = T(0.9) )

where J is given by

J(Uvg> = ||y($,t,v,g) - ZdH%Q(Q) + N”U“%?(Q)a

and y(v, g) is solution of the following fractional wave equation

Dgy—Ay = v dans Q,

Y = 0 surj

I>72y(0) = 9% dans Q, (4)
0

aIQ_ay(O) = ¢ dans Q.

To solve the no-regret control problem, we will first solve the low-regret control
problem given by :

inf  sup (J(v,g9) — J(0,9) — 2 , > 0.
veLg(Q)gepl(?Q)( (v,9) = J(0,9) =Ylglz2 )
Then we will prove that the low-regret control converges to the no-regret control
solution of (3).

In equations (2) and (4), ¢ is unknown. In environmental problems, g often
represents pollution.

In this thesis, we do not just prove that our problems of optimal control have a
unique solution. In fact, our principal purpose is establish optimal trajectories for
each control. Hence, using FEuler-Lagrange optimality conditions, we characterize
each control by an optimality system.

Keywords : Fractional derivative; fractional diffusion and wave equations;
optimal control.
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INTRODUCTION

L’idée du calcul fractionnaire est apparue pour la premiere fois dans une lettre
envoyée par L'Hospital a Leibniz en 1695. Dans cette lettre, L'Hospital interroge
Leibniz sur son article apparu en 1646 dans lequel il donne une définition de la déri-
vée d’ordre n d’une fonction f oun = 1,2, .... L’Hospital lui demande qu’obtient-on
si n = 1/2, et Leibniz répond que "cela meéne & un paradoxe dont on tirera un jour
d’utiles conséquences". Depuis cette découverte, beaucoup de mathématiciens se
sont penchés sur le sujet, le but étant de généraliser les résultats obtenus pour des
dérivées d’ordre entier, dans le cas ou les dérivées sont d’ordre arbitraire. Notons
que le calcul fractionnaire n’apparait pas uniquement en mathématiques pures.
En effet, les dérivées fractionnaires sont un excellent outil pour la description de
la mémoire et des propriétés héréditaires dans différents matériaux et processus.
C’est I'avantage des dérivées fractionnaires si nous devons les comparer avec les
dérivées d’ordre entier. C’est pour ces raisons, que nous retrouvons le calcul frac-
tionnaire dans d’autres domaines, comme par exemple la chimie, la physique ou
encore I’économie. Pour en savoir plus sur le calcul fractionnaire, nous référons les
livres [1, 2, 3, 4, 5] et leurs références.

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolution de problémes de controle
optimal associés a des équations de diffusion et onde fractionnaires en temps, ou
les dérivées sont prises au sens de Riemann-Liouville. Nous obtenons ces équations
a partir de I’équation de diffusion (respectivement onde) classique, en remplagant
la dérivée de premier ordre (respectivement second ordre) par la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre av avec 0 < o < 1 (respectivement 1 < o < 2).
En physique, les équations de diffusion et onde fractionnaires modélisent le dépla-
cement d’'une concentration dans un milieu poreux. En fonction de la taille des
pores, nous parlons soit d’équation de diffusion fractionnaire (diffusion lente), soit
d’équation d’onde fractionnaire (diffusion rapide). Depuis plusieurs années, des
mathématiciens s’intéressent a la résolution de ce type d’équations. Par exemple,



Yamamoto et al. dans [11], ont considéré 1’équation de diffusion-onde fractionnaire :

Ofu(x,t) = (Lu)(z,t)+ F(z,t), 2€Qte(0,7),0<a<?2,

u(zx,t) = 0, x €0 te(0,T),
u(z,0) = a(x), x €,
Ou(x,0) = b(z), re sil<a<?2

otl 2 est un ensemble borné de R de frontiere suffisamment lisse 99 et O est
la dérivée de Caputo. L est donnée par

Lu(z) =) 81 (Z AZ](x)aiu(:v)) + C(z)u(z),z € Q,

i=1 j=1 J

olt Ajj = A;; € CHQ),1<4,j <d,C€C(Q) et O(x) >0,z € Q. Dans cet article,
les auteurs ont utilisé la méthode spectrale pour prouver I'existence et 'unicité de
solutions faibles dans plusieurs cas (¢ = 0,b = 0,a = b =0,f = 0...) et pour
finir, ils ont appliqué leurs résultats a un probleme inverse. Pour plus de lecture sur
I’étude d’existence et d’unicité de solutions a ce type d’équations fractionnaires,
nous référons aux articles [12]-[25].

Depuis plusieurs décennies, de nombreux travaux ont été menés sur les pro-
blemes de contréle optimal associés a des équations de diffusion et onde fraction-
naires. Dans [29], Mophou a appliqué la théorie du contrdle optimal classique dans
le cas d’une équation de diffusion fractionnaire ou la dérivée est prise au sens de
Riemann-Liouville. Plus précisément, 'auteur a étudié le probleme de contréle
optimal

inf J(v),
veL2(Q)

ou J est la fonctionnelle colit donnée par
J() = lly(v) = zallizg) + Nlvllze@): 20 € L*(Q), N >0,
avec y = y(v) solution de I'équation de diffusion fractionnaire

Diy—Ay = v dans @,
Y 0 sur 2,
L y(0t) = o° dans Q.

Dans cette étude, 'auteur a considéré que 0 < a < 1,9° € H*(Q) N H} (), le
controle v appartient & L?(Q) et l'intégrale I}r_a et la dérivée fractionnaire D¢
sont prises au sens de Riemann-Liouville.

Dans [30], Dorville et al. ont étudié un probleme de contréle optimal asso-
cié a une équation de diffusion fractionnaire. Dans cette étude, les auteurs ont
préalablement résolu 1’équation de Dirichlet non-homogene fractionnaire :



D¢y—Ay = h dans @),
Y = v sur X, (1)
I'y(0*t) =0 dans Q.

ot 0 < a < 1,h € L*(Q) et le controle v € L*(X). L'intégrale I'=* et la
dérivée fractionnaire D%, sont prises au sens de Riemann-Liouville. Pour cela, ils
ont utilisé la méthode de transposition. Par la suite, ils ont prouvé I'existence et
I'unicité de la solution du probléeme de contréle optimal :

BT

olt U,q est un sous-ensemble non-vide convexe et fermé de L?*(X) et J est la fonc-
tionnelle cotit donnée par

1o N
J(0) = SI (0, T) = zallz-10) + 5 10lz2s),

avec zg € H'(Q),N > 0 et y(v) est solution de I’équation (1). Pour finir, les
auteurs ont caractérisé le controle optimal par un systéeme d’optimalité, en uti-
lisant les conditions d’Euler-Lagrange. Nous référons également [31]-[40] et leurs
références pour plus de littérature sur I’étude de problemes de controle optimal
associés a des équations de diffusion et onde fractionnaires.

A ce jour, nous savons résoudre que les problémes de contrdle optimal associés
a des équations bien posées au sens d’Hadamard. On dit q'une équation est bien
posée au sens d’Hadamard si elle admet une unique solution qui dépend de fagon
continue des données. Mais qu’en est-il quand certaines données sont manquantes ?
Dans notre étude, nous appelons "équations de diffusion et onde fractionnaires a
données incompletes”, des équations de diffusion et onde fractionnaires ou I'une des
données de I’équation est inconnue (conditions initiales, condition au bord etc). Ne
sachant pas résoudre les probléemes de controle optimal associés a des équations
différentielles & données incompleétes, J. L. Lions propose, dans [51, 52|, 'approche
suivante : si v désigne le controle, alors on cherche, les controles v "les meilleurs
possibles" qui, en tout cas, font "au moins aussi bien" ou "pas beaucoup plus mal
dans le pire des cas" que de ne rien faire du tout (v=0). Ainsi, sont nées les no-
tions de controle sans regret et contréle a moindres regrets. Dans le cas de dérivées
d’ordre entier, nous trouvons de nombreux travaux faisant appel a ces dernieres
notions, nous pouvons par exemple citer les articles [45]-[56]. Dans cette these,
nous nous sommes principalement intéressés aux problemes de controle optimal
associés a des équations de diffusion et ondes fractionnaires a données incompletes
car dans les problemes environnementaux, les scientifiques sont souvent confrontés
aux manques d’information. De plus, dans les nombreuses études sur les équations



de diffusion et onde fractionnaires qui ont été menées, les auteurs ont presque tou-
jours considéré des problemes bien posés. Récemment, dans [57], Mophou a étudié
un probleme de contrdle optimal associé a I’équation de diffusion fractionnaire a
données incompletes :

Dgy—Ay = v dans @),
Y = g sur X3,
I'—ey(0t) = 4° dans Q,

ol 0 < a < 1,v € L*Q) et y° € HYQ). L'intégrale '~ et la dérivée fraction-
naire D%, sont prises au sens de Riemann-Liouville. g € L*(2) est I'inconnue. Pour
résoudre ce probleme, 'auteur a appliqué la théorie des contrdles sans regret et a
moindres regrets. Plus précisément, Mophou a tout d’abord, résolu le probleme de
contréle a moindres regrets

inf sup J(v,g)— J(0,9) — 2 ) > 0,
it (s g09) = 0.9 ol ) o

ou J est la fonctionnelle cofit définie par
J(v,9) = |ly(z,T;v,q) — zd||%2(Q) + N”’l}H%z(Q), zq € L*(Q) et N > 0.

Puis, Mophou a prouvé que le controle a moindres regrets converge quand v — 0
vers le controle sans regret , solution du probléme :

inf sup J(v,g) — J(0, :
ity (s gt.0) - 700.9))

Dans son travail, I'auteur a également caractérisé chaque contrdle par un systéme
d’optimalité.

Cette these se divise en cing chapitres. Pour commencer, nous donnons toutes
les définitions et les principaux résultats dont nous avons besoin pour mener a
bien cette étude. Dans la suite, nous étudions une équation de diffusion fraction-
naire, puis une équation d’onde fractionnaire. Pour ces deux équations, la dérivée
fractionnaire est prise au sens de Riemann-Liouville, et nous utilisons la méthode
spectrale afin d’obtenir des solutions faibles dans un espace de Hilbert. Notons ici
que les travaux concernant 1’étude de ces équations ont été publiés dans les articles
28] et [44]. Nous donnons également, dans cette partie, des résultats d’existence et
d’unicité de solutions a des équations de diffusion et onde fractionnaires ou la dé-
rivée est prise au sens de Caputo. Suite a ces résultats, nous ferons une application
a un probleme de contrdle optimal associé a une équation d’onde fractionnaire.
Pour cette étude, nous nous sommes appuyés sur le livre de J-L. Lions [9] et les
travaux de Mophou, dans [29]. Cependant, ici nous faisons le choix de prendre
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comme équation d’état une équation d’onde fractionnaire et nous cherchons un
controle dans un sous-ensemble convexe fermé non-vide de L*(Q) et pas dans tout
'espace L?*(Q)) comme dans ce dernier papier. Ces travaux ont été présenté lors de
la 9ieme conférence sur les équations différentielles et systemes dynamiques, qui
s’est déroulé a Dallas, USA en Mai 2015. Suite a cela, nos résultats ont été publiés
dans [44]. Pour finir, nous proposons d’étendre les résultats obtenus dans [57], en
étudiant deux problemes de contrdle sans regret associés a des équations de diffu-
sion et onde fractionnaires. Plus précisément, pour commencer nous choisissons de
considérer un probleme de controle sans regret associé a une équation de Dirichlet
non-homogene fractionnaire ou le terme source est inconnu. Puis dans un second
temps, nous considérons comme équation d’état une équation d’onde fractionnaire
ot 'une des conditions initiales est inconnue. Ces derniers résultats ont fait 1’objet
d’une publication dans la revue Advances in Difference Equation, [58].



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans cette section, nous donnons les définitions et les principaux résultats
qui nous permettront d’introduire tout d’abord les notions d’intégrale et dérivées
fractionnaires puis qui nous permettront de résoudre nos équations de diffusion et
onde fractionnaires.

1.1 Ouitils

Dans cette partie, nous nous concentrons sur ’ensemble des fonctions que nous
utiliserons dans la théorie des fractionnaires. Nous commencons par la fonction
gamma définie de la facon suivante,

Definition 1.1. [1, 2] Soit z un complexe tel que Re(z) > 0. Alors la fonction
Gamma, notée I', est donnée par

['(z) = /Oo e tdt.
0

Un résultat important liée a cette fonction est le suivant :

Proposition 1.1. [1, 2/ Soit z un compleze tel que Re(z) > 0. Alors nous avons
le résultat suivant :

I'(z+1) ==2I(2).

Definition 1.2. [1, 2] Soient x et y deux nombres complezes tels que Re(x) > 0
et Re(y) > 0 . Alors la fonction béta est la fonction a deux variables définie par,

1
B(z,y) :/0 "1 — ).



La relation entre ces deux fonctions est donnée dans la proposition suivante,

Proposition 1.2. [1, 2] Soient x et y deux nombres complexes tels que Re(x) > 0
et Re(y) > 0. Alors nous avons

L(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

Tout comme dans le cas des équations différentielles d’ordre entier, nous uti-
lisons dans ce travail la transformée de Laplace afin de résoudre nos équations
différentielles fractionnaires. C’est pour cela que nous donnons la définition sui-
vante :

Definition 1.3. [2/(Transformée de Laplace) Soit f : Rt — R. La transfor-
mée de Laplace de fonction est définie par :

(L)) = LIF®)](s) = [(s) = /000 e f(t)dt ,seC.

Maintenant, nous passons a la définition et aux propriétés de la fonction Mittag-
Leffler.

Definition 1.4. [1, 2] Soient a, B € C tels que Re(a) > 0 et Re(5) > 0. Alors on
note par,

E (z)zfzik zeC (1.1)
o = D(ak+B)’ '

la fonction de Mittag-Leffer classique a deux parameétres et nous notons
E.1(2) = Eu(2).

Afin de montrer 'unicité de chaque solution dans les sections qui suivent, nous
aurons besoin d’établir des estimations. Et pour cela, nous utiliserons les deux
résultats suivants :

Lemme 1.1. [1] Pour un entier positif m, A > 0 et « > 0, nous avons,

CZ;Ea,l(—Ata) = - M"Epani (M), t>0. (1.2)
et
d
a(tEaz(—)\ta)) = Ea1(=At"), t>0. (1.3)
Ainsi que



Théoréme 1.1. [1, 11] Soient 0 < a < 2, B est un réel arbitraire, et on suppose

que | est tel que
T )
— < p < min{m, Ta}.

2
Alors il eziste une constante C' = C(«, 5, 1) > 0 telle que
C
| Eap(2)] < p < larg(z)] <.

1+ |z[

Nous donnons maintenant, la définition de la fonction de Mittag-Leffler géné-
ralisée

Definition 1.5. [2, 6] Soient a, 3, p € C tel que Re(a) > 0 et Re(B) > 0 alors la
fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

+o00 n
Ebs(t) =" M, pour tout t € C,
“ “— I'(an + B)n!

ou (p)n =plp+1)...(p+n—1).
Remarque 1.1. Notons que quand p =1 nous avons
Eap(t) = Baplt),
ot E est la fonction de Mittag-Leffler classique définie par (1.1).

Dans la suite du travail, nous aurons besoin des deux résultats qui suivent :

Lemme 1.2. /2, 6, 7] Soient o, 3,p € C tels que Re(a) > 0 et Re() > 0. Alors
nous avons

d n
() €)= 0hezn®, rec nen (L4)
Et
ap€ls (t) = (L+ap— B)EL5(t) + &L s (1), teC. (1.5)

Lemme 1.3. [6] Soient «, B, p des nombres complezes tels que Re(a) > 0, Re(p) >
0 et Re(B) > 0. Alors nous avons que

Spfl +oo
it e S o e
sa+as/3+b = ,ot-(a—B)k—p+

ot |as®/(s® + b)| < 1 et on suppose que la série dans l’égalité précédente est
convergente.



1.2 Calcul fractionnaire.

Nous entendons par "calcul fractionnaire', les calculs d’intégrales et dérivées
d’ordre réel arbitraire ou d’ordre complexe. Dans cette thése, nous nous sommes
intéressés qu’aux dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.2.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
1.2.1.1 Définitions et principaux résultats.

Definition 1.6. [1, 2/ Soit f : R, — R une fonction continue sur R, et a > 0.
Alors expression

I f () = r(la)/ot“ )0 f(s)ds, >0

est appelée intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o, quand [’intégrale existe.

Definition 1.7. [1, 2/ Soit f : R, — R. La dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville a gauche d’ordre o de f est définie par

1 ar ot a1
_— t—s)" d t
B oy Jy €T, £ 0,

ot a € (n—1,n),n €N, quand l'intégrale eziste.

D%Lf(t) =

Nous pouvons noter d’apres la définition précédente que contrairement a la déri-
vée d’ordre entier d’une constante C', la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’une constante est non nulle. Pour étre plus précise, la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre 0 < v < 1 d’une constante C' est donnée par

Ct«
'l —a)

Dans le lemme qui suit, nous donnons quelques relations entre la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville et l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville :

D C =

Lemme 1.4. Soient u € C"([0,T]),« € (n — 1;n),n € N et v € C*([0,T]). Alors
pour t € [0,T], nous avons les propriétés suivantes :

d

D% v(t) = %Il_av(t); n=1, (1.6)
Z
D% o(t) = @] “o(t); n=2, (1.7)



D%, I°u(t) = u(t) (1.8)

toz—l

[aD?%Lu(t) = u(t) - F(Oé)

(I'u)(0) sin=1 (1.9)

1.2.1.2 Transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville.

Dans cette partie, nous notons ZA)%L f(s) la transformée de Laplace de la dérivée
de Riemann-Liouville et f(s) la transformée de Laplace de la fonction f. Alors nous
avons les deux résultats suivants :

Théoréeme 1.2. [4] Soit 0 < o < 1. Alors la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o est donnée par :

D%, f(s) = —lm I f(s) + s f(s). (1.10)

s—0

Nous avons également le résultat :

Théoréme 1.3. [}/ Soit 1 < o < 2. Alors la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o est donnée par :
. - 0

Diyuails) = s F(s) — slim I £ (t) — lim =12 (1), (111)

Dans cette thése, nous utilisons la transformée de Laplace pour résoudre nos
équations de diffusion et onde fractionnaires en temps. Nous pouvons voir ici, que
dans la formulation des transformées de Laplace apparaissent les termes %ir% I'f(t),

_>

0 . L : .
%ir% I*7f(t) et %ir% a] 2= f(t) contrairement aux dérivées d’ordre entier ot nous
— —

voyons apparaitre les valeurs initiales des fonctions f, f” etc. Ainsi, il est donc utile
si on veut résoudre nos équations de prendre comme conditions initiales la valeur
de l'intégrale fractionnaire d’ordre 1 — « de la fonction f pour le premier cas, et
I'intégrale fractionnaire d’ordre 2 — «v ainsi que sa dérivée en temps de la fonction

f dans le deuxieme cas.
1.2.1.3 Equations de diffusion et onde fractionnaires prises au sens de Riemann-
Liouville.

Suite a la partie précédente, nous pouvons maintenant poser nos équations de
diffusion et onde fractionnaires. Pour cela nous considérons n € N* et {2 un sous-
ensemble ouvert borné de R”, de frontiére 9 de classe C2. Pour le temps T > 0,
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nous posons

Q=0x]0,T[ et ¥ =00x]0,T].

ler Cas : 0 < a < 1. Résoudre une équation de diffusion fractionnaire ou la
dérivée est prise au sens de Riemann-Liouville, revient a trouver y :
solution de I’équation de la chaleur

D%[/ZJ(I, t) - Ay(:L’, t) = f(xv t) dans Q
vérifiant la condition de Dirichlet
y(o,t) =0  sur X,

et la condition initiale
' *y(z,0) =y dans Q.

ou D%, est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 0 < a@ < 1,
I'~2y(z,0) = lim I'*y(z,t) ot I'™® est l'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre 1 — a.

2eme Cas : 1 < a < 2. Résoudre une équation d’onde fractionnaire ou la
dérivée est prise au sens de Riemann-Liouville, revient a trouver y :
solution de I’équation d’onde

Dypy(z,t) — Ay(z,t) = f(z,t) dans @
vérifiant la condition de Dirichlet
y(o,t) =0  sur X,
et les conditions initiales
I*y(z,0) =y dans Q,

gt[Qay(x, 0) =y' dans Q.

ou D%, est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 1 < a < 2,
0 0
2—a S 2—a 2—a — 1; 2—a N 2—«
I*=%y(z,0) = 11—{%[ y(x,t) et 7825[ y(x,0) 11_{% —atl y(x,0) ou I~ est

I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 2 — a.
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1.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo.
1.2.2.1 Définitions et principaux résultats.

Definition 1.8. [1, 2] Soit f : Ry — R. La dérivée fractionnaire de Caputo a
gauche d’ordre o de f est définie par

DES(1) = ey ) ¢ =9 O ds, >0

ot o € (n—1,n],n € N, quand l'intégrale existe.

Nous pouvons remarquer que contrairement a la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville, la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’'une constante C' vaut zéro,
ce qui nous rappelle un résultat similaire dans le cas des dérivées d’ordre entier.

Definition 1.9. [1, 2/ Soit f : Ry — R. La dérivée fractionnaire de Caputo d
droite d’ordre o de f est définie par

Daf(1) = F((;l_);) /t Ns— e {0 (g)ds, 0<t<T

ot o € (n—1,n],n € N, quand l'intégrale existe.

Nous voyons ici apparaitre les notions de dérivées fractionnaires a gauche et a
droite. En mathématiques, la dérivée fractionnaire a gauche représente 'opérateur
adjoint de la dérivée fractionnaire a droite. Il est intéressant de voir le point de
vue physique de ces deux notions. En effet, en physique, si t est le temps et que
f(t) décrit un certain processus dynamique en temps. Si on choisit 7 tel que 7 < ¢,
t étant le moment présent, alors I’état f(7) du processus f appartient au passé de
ce processus. Réciproquement, si on choisit 7 > ¢, alors I’état f(7) du processus f
appartient au futur de ce processus.

Dans le lemme qui suit, nous donnons les principales relations entre la dérivée
fractionnaire a gauche de Caputo et 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Lemme 1.5. [1, 2] Soient u € C"([0,T]),a € (n — 1;n|,n € N et v € C}([0,T)).
Alors pour t € [0,T], nous avons les propriétés suivantes :

DgI%(t) = v(t); (1.12)
I“Dgu(t) = u(t) — :Z:: Z!u(k)(O); (1.13)
I“Dgu(t) = u(t) — écza)(_fl_au)(O) sin =1, (1.14)
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I“Dgu(t) = u(t) —u(0) sin=1. (1.15)

Dans I’équation (1.15), nous voyons apparaitre de nouveau une similarité entre
dérivée fractionnaire de Caputo et dérivée d’ordre entier. En effet, tout comme
pour le cas entier, 'intégrale de la dérivée de Caputo d’une fonction u est égale a
la fonction u moins la valeur en 0 de cette fonction.

1.2.2.2 Equations de diffusion et onde fractionnaires prises au sens de Ca-
puto.

Dans cette partie, nous posons nos équations de diffusion et onde fractionnaires
avec la dérivée de Caputo. Nous pouvons distinguer deux catégories, les équations
directes (avec la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo) et les équations rétro-
grades (avec la dérivée fractionnaire a droite de Caputo).

Equations de diffusion et onde fractionnaires directes :

Soient n € N* et ) un sous-ensemble ouvert borné de R"”, de frontiere 02 de
classe C2. Pour le temps 7' > 0, nous posons

Q=0x]0,T[ et X =00x]0,T].

ler Cas : 0 < a < 1. Résoudre une équation de diffusion fractionnaire directe
ou la dérivée est prise au sens de Caputo, revient a trouver y :
solution de I’équation de la chaleur

Dg’y(l‘,t) - A’y(l’,t) = f(flf,t) dans Q
vérifiant la condition de Dirichlet
y(o,t) =0 sur X,

et la condition initiale
y(x,0) =y° dans Q.

ou Dg est la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo d’ordre 0 < o < 1.

2éme Cas : 1 < a < 2. Résoudre une équation d’onde fractionnaire directe
ol la dérivée est prise au sens de Caputo, revient a trouver y :
solution de I’équation d’onde

Diy(x,t) — Ay(x,t) = f(x,t) dans Q
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vérifiant la condition de Dirichlet
y(o,t) =0 sur X,

et les conditions initiales
y(z,0) =9° dans Q,
0
ay(m, 0) =y" dans Q.
ou Dg est la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo d’ordre 1 < o < 2.

Notons que, si @ = 1 alors nous avons une équation parabolique et si a@ = 2
alors nous avons une équation hyperbolique.

Equations de diffusion et onde fractionnaires rétrogrades :

Soient n € N* et €2 un sous-ensemble ouvert borné de R"”, de frontiere 0€) de
classe C2. Pour le temps 7' > 0, nous posons

Q =Ox]0,T] et > =00x]0,T].

ler Cas : 0 < a < 1. Résoudre une équation de diffusion fractionnaire rétro-
grade ou la dérivée est prise au sens de Caputo, revient a trouver y :
solution de I’équation de la chaleur

—Dgy(x,t) — Ay(z,t) = f(x,t) dans Q
vérifiant la condition de Dirichlet
y(o,t) =0  sur X,

et la condition initiale
y(z,T) =1° dans Q.

ou D¢ est la dérivée fractionnaire a droite de Caputo d’ordre 0 < o < 1.

2éme Cas : 1 < a < 2. Résoudre une équation d’onde fractionnaire rétrograde
ou la dérivée est prise au sens de Caputo, revient a trouver y :
solution de I’équation d’onde

D%y(l’, t) - Ay('f’ t) = f($7 t) dans Q
vérifiant la condition de Dirichlet

y(o,t) =0  sur X,
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et les conditions initiales
y(z,T) =14° dans Q,

0 |
—y(x,T) = dans €.

Y@ T) =y

ou D¢ est la dérivée fractionnaire a droite de Caputo d’ordre 1 < o < 2.
Nous parlons d’équation rétrograde car les conditions initiales correspondent a

I'état final (c’est-a-dire a l'instant T) de la fonction y.

1.3 Calcul intégral.

Nous donnons dans cette partie, des résultats d’intégrations par parties qui
nous seront tres utiles pour la suite. Pour cela, nous considérons n € N* et {2 un
sous-ensemble ouvert borné de R”, de frontiere 00 de classe C2. Pour le temps
T > 0, nous posons Q = 2x]0,T[ et X = 00x]0,T][, et nous avons les résultats
suivants :

Lemme 1.6. (Intégration par parties)[29] Soient 0 < a < 1, y € C®(Q) et

w € C>®(Q). Alors nous avons,

/T A(D%Ly(x,t) — Ay(z,t))p(z, t)dedt =
/;SO(I,T)Il—ay(x’T)dx—/ng(mj 0) =2y, 0)d:

—i—/o /gﬂ y(o, t)gf(a, t)dodt _/0 /8923(0’ t)p(o, t)dodt
+/Q/O y(z,t)(=Dgep(z, t) — Ap(z, t))dzdt,

(1.16)

ot D¢ est la dérivée a droite de Caputo d’ordre 0 < av < 1.
En s’appuyant sur le résultat précédent, nous obtenons le corollaire qui suit,

Corollaire 1.1. [29] Soient 0 < a < 1, y € C=([0,T1). Soit aussi D(0,T") l’espace
des fonctions C* sur (0,T) a support compact. Alors pour tout ¢ € D(0,T), nous
avons

T T
| Dreyeydt = = [ y@)Dee(t)a
ot D¢ est la dérivée a droite de Caputo d’ordre 0 < o < 1.

Nous allons considérer maintenant le cas 1 < o < 2. Ainsi nous avons le lemme
suivant
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Lemme 1.7. (Intégration par parties) Soient 1 < a < 2, y € C®(Q) et ¢ €
C>(Q). Alors nous avons,

/ ote.T) 3 <f2 “y(a, T))de ~ / o, 0) (1

—/[“ xT (a;de+/[2°‘ (2,0022

ot
// Ut Utddt—/ /893 o, t)o(

+/ / (x,t) (chp(ac t) — Ap(x,t))dxdt.

(x,0)dx (1.17)

o,t)dodt

Démonstration. Soit ¢ € C*(Q). Nous avons

[ et = vt yete vt = [ [ Dy e
- / /Ay:ct) (2, £)dudt.

Or on a
T T oy
—/0 /QAy(x,t)go(x,t)dmdt = —TO /m%(a t)p(o, t)dodt
¥
1.18
+ /OT /69 y(o,t) = 5 (o,t)dodt (1.18)
— /0 /Qy(a:,t)Agp(x t)dxdt
De plus,
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/OT/QD%Ly(;p,t)gp(x,t)dxdt = ]2 e ,t))dt] dr

T

(I*~y(z,t))p(x, t)] dr

\QD\QU\

L
L[5
- /Q 512 « )%tp(x,t)dt] dz
= /Q‘P Tgt (I**y(z,T))dz
— [ el 0) 5 (P y(a, 0))d
N /sz a (x,T)a—SO(x,T)dx
v [Py, o)a“p(x Oy
+ /Ql/ >~y (;E t)dx] dt

Avec,

J

/ 12 o .T t at2 (l‘,t)d:ﬂ] dt =

/OT 3;2@,@ (F(?l—a) /0t<t — )"y (x, s)ds> dt| dw —

J
/ /OT y(z, s) (IM /ST(t — 5)1—04(3;(’20 (z, t)dt) ds| dx =
/Q _/OT y(z, s)Dép(z, S)dsl du

2

)

2

ou D¢ est la dérivée a droite de Caputo d’ordre 1 < o < 2.
On a donc

)at I*~%y(z,T))dz

[ [ Dhute. ot tazat = [ o 1) 2
oz, 0)5 [2 “y(x,0))dx
12 a

~“y(z,0)

J
J
- / (93 T)dx (1.19)
a
/ af( x,0)dx
J

/ (x, s)Dgp(x s)ds] dx

(
I*~°y(z,0
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D’ou d’apres (1.18) et (1.19), on a ,

/OT/ (Dgpy(a, t) — Ay(x, t))p(x, t)drdt

[ ole TSy, T [ (e, 002 (P y(w, 0))d
—/I2O‘xT (de:L’—i—/F"‘xO)aa(xO)dx
// at ddt—/ /ma o, )p(0, t)dodt

—|—/ / (x,t) (cho(x t) — Ap(x,t))dxdt.

Du lemme précédent, nous pouvons déduire le corollaire qui suit :

Corollaire 1.2. Soient 1 < o < 2, y € C*([0,T7]). Soit aussi D(0,T) l’espace
des fonctions C* sur (0,T) a support compact. Alors pour tout p € D(0,T), nous
avons

T
[ Diyptire = [ y(eyDge(t)i
ou D¢ est la dérivée a droite de Caputo d’ordre 1 < o < 2.

Démonstration. D’apres (1.19), nous avons la relation suivante :

t(]Q_ay(x, T))dx

T

/OT/QD%L?J(x,t)go(x,t)dxdt - /Qtﬂ(x,T)a
#(,0) = (I y(x,0))dz
Iy
’ ’T)E(%T)dx
ot

[ / y(z, s)Dp(x, s)ds] dz.

I,
/Q]2 (x
+ /912 (,0) 2 (2, 0)d
A

Or ¢ € D(0,T) d’ou
Iy

Iy
ol,0) = p(e,T) = 2 (2,0) = E(aT) =0
Ce qui implique
T
[ Dyt = [ yyDe(t)in, Ve € DO.T)

18



CHAPITRE 2

LRESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE DE
SOLUTIONS A DES EQUATIONS DE DIFFUSION ET
ONDE FRACTIONNAIRES.

2.1 Etude d’une équation de diffusion fractionnaire avec la dé-
rivée de Riemann-Liouville.

2.1.1 Position du probleme.

Soient n € N* et ) un sous-ensemble ouvert borné de R"”, de frontiere 0€) de
classe C2. Pour le temps T' > 0, nous posons Q = Qx]0,T[ et X = 00x]0,T],
et on considere I’équation de diffusion fractionnaire :

{ D%Ly(l’,t)—Ay(l',t) = f(l',t) (l’,t) EQv
y(o,t) =0 (0,t) € 3, (2.1)
I'~y(z,0%) =y z € Q,

o0 <a<l,fel*Q),y € HJ(Q) et I'y(z,0") = 12&)1 I'“y(x,t). L'inté-

grale fractionnaire /¢ d’ordre « et la dérivée fractionnaire D%; d’ordre o sont pris
au sens de Riemann-Liouville.

Pour résoudre ce probleme, nous avons fait le choix d’utiliser la méthode spec-
trale, le but étant de trouver une solution dans un espace de Hilbert, cela nous
permettant de faire par la suite des applications a des problemes de contrdle opti-
mal. Mais avant tout cela, nous devons transformer le probleme.
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Pour cela, on suppose que la solution du probleme (2.1) est telle que y €

C*>(Q). Multiplions la premiére équation de (2.1) par une fonction v € H}(Q) et
en intégrant par parties sur {2, on obtient,

/QD%Ly(x,t)v(x)dx—/QAy(ac,t)v(x)dx:/Qf(:v,t)v(x)dx.

Et en utilisant la formule de Green, on a I’équation suivante :

/QD%Ly(x,t)v(x)dx—i—/QVy(x,t)Vv(a:)dx:/Qf(az,t)v(x)dx. (2.2)

Maintenant posons,

Ve v € L) (0 V) = [ el@)@)dr,

Q

le produit scalaire sur L?(£2) et on note ||¢|| 12(q) la norme associée. Nous posons
aussi,

ale.0) = [ Vol@)Via)de, Vo, v € HY(Q). (23)

Alors notre forme af(.,.) définie comme telle, est le produit scalaire sur H} ()
et on notera

lllZ 0 = ale. ), (2.4)

la norme associée.

D’autre part, (—A) étant une forme elliptique uniforme et symétrique, il existe
une suite de valeurs propres réelles, 0 < A\ < Ay < A3 < ... avec N\, — oo quand
k — oo.

De plus, il existe une base hilbertienne orthonormale {wy}?2, de L*(2), ot wy, €
H; () est le vecteur propre associé a Ay : —Awy = A\wy. Et on a,

a(wi, p) = Me(wr, p)r2(0) Vp € Hy (). (2.5)

w o
On a également {k} qui est une base hilbertienne orthonormale de
VAR 1oy

H;(2) pour le produit scalaire a(.,.), d’olt nous avons
2 — 2 1
H¢HH§(Q) = Z Ai(o, wi)LQ(Q)v Vo € Hy(Q2). (2.6)
i=1
L’équation (2.2) s’écrit donc,

(Drry(t),v)r2@) +a(y(t),v) = (f(t),v)r2()
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Or nous avons, (D%, y(t),v) = D%, (y(t),v) d’ou le probleme (2.1) devient,
pour tout ¢t € (0,7) :

D (y(t),v) 2 + aly(t),v) = (f(t),v)r2q dansQ, Vv e Hj(Q),
yt) = 0 sur 0f2,
—y(0) = oY dans Q.
(2.7)
Maintenant que nous avons transformer notre probléme, nous pouvons passer
aux résultats d’existence et d’unicité de la solution a notre équation de diffusion
fractionnaire.

2.1.2 Existence et unicité de la solution.

Considérons le probleme suivant : Etant donné 0 < o < 1,5° € HN(Q) et
f € L*Q), trouver

y € L*((0,T), Hy (), (2.8a)
I'~*y € C([0,T]; Hy(Q)), (2.8b)

telles que
Vo € HY(Q), Dty (y(t), 0) 2y + aly(t),v) = (F(£),0)i2@) Ve € (0,T), (298)
I'“y(0) = y" dans Q (2.9b)

Alors nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 2.1. Soit 1/2 < o < 1. Soit aussi a(.,.) la forme bilinéaire dé-

finie par (2.3). Alors le probléme (2.8)-(2.9) admet une solution faible unique
y € L?((0,T), H Q) telle que I'=2y € C([0,T]; H} () donnée par :

—+o00

90 = {5 Baa( A0+ [ 9)" N = ) fi(s)ds

=1
(2.10)
ou \; est la valeur propre associée a lopérateur —A correspondant au vecteur
propre w;, Y = (y°, wi) 12 et fi(t) = (f(t), w:)r2(0) sont respectivement la i-éme
composante de y° et f(t) dans la base orthonormale {w;}2, de L*(Q).
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

Iyl zomypmey < A (18 e + 1fllz2@) (2.11)

Hp_ayHC([O,T};Hg(Q)) <l (||yOHH3(Q) + ||fHL2(Q)> ) (2.12)
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avec
27?1 ¢ [2T
A = - . /==
maX<Cv2a—1’a\/ /\1)’
11—«
II=sup|CV2,C 2
(1-a)

Démonstration. Prouvons 1’existence : Pour prouver l'existence, nous suppo-
sons au préalable que la série définie dans (2.10) est convergente.

En remplacant v par w; dans (2.9a) et en utilisant le fait que
a(y(t),w;) = )\i(y(t)awi)LQ(Q) = \ili,

on en déduit d’apres (2.9) que y; est solution de 1’équation différentielle ordinaire :

Dgryi(t) + \ivi(t) = fi(t), t€(0,7T)
O 219

Maintenant, utilisons la transformée de Laplace pour résoudre I’équation (2.13).
D’apres (2.13)1, nous avons ’équation suivante

Dy yils) + Midi(s) = fi(s) (2.14)
Deipyi(s) = L(Djryi(1)(s)

9i(s) = L(yi(t))(s)

fi(s) = L(fi())(s)

D’apres (1.10), nous avons

Dipyils) = =1 y,(07) + s°Gi(s).
Ainsi, en combinant avec (2.14), on obtient

A

—y) + 5°9:(s) + \idii(s) = fils)
ce qui implique que
o .
“ y, f’L S
9i(s) = + )
ST+ N ST+ N\

D’apres le lemme 1.3, nous avons que
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1
£t (Sa " )\';t> = t*" B, o (—\it?),

D’ou

(1) = 5 BNt [ (6= 97 Bua(=Ault = 5)) i(s)ds

Or nous avons y(t) = Y _ y;(t)w; d’'ou la solution (2.10).

Prouvons D'unicité : Pour démontrer ce résultat, nous procédons en trois
étapes.
Etape 1 : Nous prouvons existence de la solution du probléme approché de (2.8)-
(2.9).
Soit V,,, un sous-espace de H}(Q) généré par wy, ws, . .., w,,. Considérons le pro-
bleme approché associé a (2.8) — (2.9) suivant :
Trouver y,, : t € (0,7] — ym(t) € V, solution de

D2y (Y (1), 0) 220y + (g (8),0) = (F(8), V)12, Y0 € Vi, (2.15)
I (0) = o, = 3 g, (2.16)
=1

Comme y,,,(t) € Vpn, on a

m m

ym(t) = Z(y(t)7wi)L2(Q)wi = Zyi(t)wi-

i=1 =1

On vérifie exactement comme dans la démonstration du théoreme 2.1, que la
fonction y,,, est solution du probléme (2.15) — (2.16) et est donnée par,

m

n(®) = D {1 B A0+ [ (= 9) BN = ) i(s)ds

i=1

(2.17)
Etape 2 : Nous montrons que les suites (1) et (I'™%y,,) sont respectivement
de Cauchy dans les espaces L?((0,T); Hi(€)) et C([0,T]; H3(9)).
Soient m et p deux entiers tels que p > m > 1. On a alors

Yp(t) — ym(t Z yi(t

i=m-+1
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Ainsi

() = gm0 = vm®) = > Alw(®)]?

i=m+1
P
<2 ) NPTPER (=Nt |y
1= m+1 9
+ 2 Z i {/ —s)a_lEa,a(—)\Z-(t—s)o‘)fi(s)ds} ,
i=m-+1

d’ou

156 = m O aomgion = @6pl0) = vnlt),5(6) = ()t
A

< A, + B,
avec
A4 = 2% AP / 12022 () dt,
1= m+1 9
o _ a—1 _
B, = 21%‘“/ A= 9" Bl = 9V 1)ds)

Remarque 2.1. Dans tout le reste de cette preuve, nous avons —\t® < 0 d’ou
arg(—M\t®) = m et ainsi nous pouvons utiliser le théoréme 1.1.

En utilisant le théoreme 1.1 et le fait que 1/2 < a < 1, nous avons

A, = 2 Z Ayl \2/ PO2E2 (At dt

= m+1
< 20? Z Aily? |2/ 1202y
22 2m-i—l
2C T« P
= > Ay
i=m-+1

Remarque 2.2. Pour que cette majoration est un sens nous avons du rajouter la
condition 2cc — 1 > 0 d’ou la restriction 1/2 < « pour obtenir ['unicité.

On a d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

By<2 3 /{ (/ (£ = 8)* Bun(=As(t — 8)°) ds></ (s |ds>}dt

i=m+1
(2.18)
Posons maintenant z = ¢ — s nous avons alors
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/Ot[(t - s)o‘_lEa,a(—/\i(t —5)Y))%ds = /t[za_lEa@(—/\iza)sz.

0
Ainsi en utilisant (1.2), nous avons

t t 1 d 2
/0 29 By o (= Ai2®)2dz = /0 [—MizEa,a(—Aiza)] dz,

de plus d’apres (1.4), nous pouvons écrire que

t[d i 2 e .
/0 leEa,a(—Aiz )] dZ:/O [5a,a+1(—)\¢2 )} ds.

D’ou en utilisant (1.5), nous obtenons

e Az d e e ds = L B (Caaa
/0 {ga,a-l-l(_ i? )} Z:~/O |:aEC¥,@(_ 2 ):| z = ?~/O Ea,a(_ i% ) 2

Nous avons donc d’apres (2.18),
B <2y

3 g [ ERatonemae) ([ 1aoras) )

Il |fi<s>‘zds>

1=m-+1

Ainsi,

202T20¢ 1 p
lyp(t) — ym(t)H%?((O,T);Hé(Q)) < Z:HA iy I°
202T P
— Z ([ 1nras)
i=m-+1
et on a

1/2
2T2a71 p
19p(1) = YOl 20y )y < C 50— 1 ( > )\ily?IQ)

C 2T pl_mi 1/2 (2.19)
ol (%;H/O |f1(3)|dt> .

D’autre part, nous avons
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I (yp(t) = ym (1) = Cpl(t) + Z,(1),

avec
(1 S
C(t) = ——
P I'l—a) =
Loy
['l—a) =
et
S
Zp(t) = ST~ {/
Il -« -
pr-l-l
- m%
P

{yz(') /t(t — s)asalEa’a(—)\isa)dS} w
{ 0 Z ak + a) /t(t - S)_asak+a_1d8} wi,

t=s)™" { /Os(s = 7)* Eaa(=Xi(s = 7)7) fi(T)dT:
{/ filT U (t—8)"%s = 7)* ' Eqal—Xi(s — T)O‘)ds_

ak +

- F(l—a - +1{/ filr l

T(ak + a) /t(t —5) (s —7)*" " ds

S

dT}w

En utilisant la définition de la fonction Béta et la Proposition 1.2, nous obtenons

t
/ (t —s)" sl
0

b (=)

S

t

ak+a—1 .
) ta +a71d8

—x ak+a—1
) () e
t

On a donc
_ 1 P 0 a F(l — Q)F(al{ + Oé)
Cp(t) = F(l—a)z%:ﬂ{ Z ak+oz)t k T(ak +1) }wi (2.20)
g 52 (= )ktak 2 ) o .

D’autre part, nous avons

tak‘fl /t (1 -
01 t

/ (1 —w)~"u* " tdu
0

1
tak/ (1 _ u)—aucxk—i-a—ldu
0

tak—l

I'(1—a)l(ak+ )
['(ak+1)

t*B(1 — a, ak + a) = toF
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/:(t —8)"%(s — 1)t dsdr =
[1t=9)—=nr (220) " et

t—T

= /Tt(t —7) {1 S T]_a (8 - T)akJra_l (t — 1)+ e1ds

\ t—71l \t—T7 oot
o= =) e
T - T - T
1
t — )ak—l/ (1_u)—auo¢k+a—l(t_7_)du
0
t

—7)*B(1 — a, ak + «)
['(1—a)l(ak+ )
['(ak+1)

R

)ak

Ce qui implique que

)P w1 —a)T(ak + )
%) = F(l—a i m+1{/ filr ozk‘+oz)(t_7) I(ak +1) dT} i

- {/ Fi(7) Ea (t—T) )dT}w

i=m+1
(2.21)
En combinant (2.20) et (2.21), nous obtenons

=0y (1) — yn(t)) = ; (B >}
+ 17:+1{/ fi(T)Egq1(=Xi(t — 1) )dT}w

En utilisant le théoréme 1.1, (2.4) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous pou-
vons écrire que
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1 00) = D By = G 00l0) = (), 0l0) — (1)
2 Z )\iE21<_)\ita)’y?’2

<
1= m+1 )
+ 2 Z by {/ [i(T)Eaq(=Ni(t — 1) )dT}
= m+1
< 207 Z Ailyp P
1= m+1
+ 2C? ( | fil( )( (t—T)_O‘dT>
1= m+1 / 91 /
ZC t
= 207 Y AP+ > ([ 1nkear)
1=m+1 1=m+1

Ainsi, nous avons

te[0,T] i=m+1

1/2
2T1 a
C (T)]°d )
+ ( (z %—1/ |f | T)

(2.22)

» 1/2
sup (|7 (yp(t) = ym () |l1) < Cﬂ( > Aily?F)

Comme y° € H}(Q) et f € L*(Q), nous avons

1/2
o ((E [Twera) <o
» 1/2
: 012 _
(£ ) <o

i=m+1
Donc d’apres (2.19) et (2.22) , nous avons,

T
lim |l (t) = ym () [z eyt = 0

m,p—o0

et

sup (|1~ (yp(t) = ym ()| g2 (@) = 0
t€[0,T]

Ce qui implique que les suites (y,,) et (I'~*y,,) sont de Cauchy, respectivement,
dans L3((0,T); HY(2)) et C([0,T]; HA(Q).
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Donc
Ym =y dans L*((0,7); Hy(2)), (2.23)
et

'™y — & dans C([0, T); Hy(Q2)),

La fonction y étant dans L((0,T); HL(Q)) et Popérateur I'=* étant continu,
nous avons & = 7% et

' %y, — I'"*y  dans C([0, T]; HL(2)). (2.24)
Etape 3 : Nous prouvons que ¥ est solution du probleme (2.8) — (2.9).
Soit (0, T), I'espace des fonctions C* dans (0,7") & support compact et soit
v € D(0,T). Soit aussi p > 1 un entier. Alors d’apres (2.15), nous avons pour tout
m 2,
T
| .0 eeta - / Diss (g (8),0) 200 (1)
+ / a(ym(1), V)p(t)dt, Yo €V,

D’ou en utilisant le corollaire 1.1, nous obtenons

T
| G0 meemd = - / n(£),0) 2(0) Dep(t)
+/ a(ym(t), v)p(t)dt, Y eV,

Ainsi, en passant a la limite et en utilisant (2.23), NOUS avons

[ G0 eapa = / D20
+/ tdt, YoeV,,

Comme U,>;V,, est dense dans HJ(Q) car (wl) est une base de H}(Q2), on a
donc la relation précédente pour tout v € H} ().

[ G0 0ee) / D)

+ / o(t)dt, Ve HL(S),

Et en utilisant de nouveau le corollaire 1.1, nous pouvons écrire que,
T T
fy WOzt = [ Dislult). selt)a
+ / o(t)dt, Yo e HY(Q),
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Ce qui signifie que pour tout v € Hj (),

(f(£),v) 2@ p(t) = Dip(y(t), v) 2@ (t) + aly(t), v)e(t), Vi e (0,T).
D’apres (2.24), on a

Iy, (0) — I'™*y(0) dans H()
Or

m “+o0
Iy, (0) =3 ydw; = > yw; = o0
=1 =1

Donc
I'y(0) = y°.
Prouvons (2.11) et (2.12) : Soit y solution du probleme (2.8) — (2.9), alors y
est donnée par

+oo

90 = 3 {12 BN + [ (1= 9 Baa A = 9)°) i)

=1
Alors en utilisant les calculs précédents, nous montrons que nous avons

2m2a—1 +oo
WO omma < ot > A
L ((OvT)§H0(Q)) - 2a — 1 —

202T +o0
Y ( /0 (o)

=1

ainsi

2T2a 1 1/2
O oy < (ZA w r?)

+ aﬁ (5 [ 1nra)

D’ou (2.11). Nous avons également,
Iyl = ol =y(t), I'"y(1))
+o0
2 Z N1 (=it 7|
2
+ QZA{/f, Eaa(=Ai(t = 7))dr |

i= m+1

) 012 202t1 a +oo t )
< 200y AR+ z(/ fP(r)dr)
i=1 T = MO
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Ainsi, nous obtenons

400 1/2
sp 1Pyl < OV2 <ZMy?!2)

e Tl a +oo 1/2
o2 ( A >|2dr) |

Do (2.12).
0

2.2 Etude d’une équation d’onde fractionnaire avec la dérivée
de Riemann-Liouville.

2.2.1 Position du probléeme.

Soient n € N* et {2 un sous-ensemble ouvert borné de R", de frontiere 0€) de
classe C%. Pour le temps T' > 0, nous posons @ = Qx]0,T[ et ¥ = 90x]0,T],
et on considere I’équation d’onde fractionnaire :

D%Ly(x>t)_Ay(xvt) = f(l’,t) (x,t)GQ,

y(o,t) =0 (o,t) € &,

I=ey(z,07) = ¢ T €, (2.25)
0

EIQ “y(z,0") = y T € Q,

ol < a<2feL2Q),y° € HXQ) NHH(Q),y' € LA(Q). [>y(z,0) =

lim I*%y(x,t) et —I1**y(z,0") = lim —I*"*y(z, t) ou I'intégrale fractionnaire I*
i Iy (@, t) et 5. 7 "y(, 07) = lim = 1"y (=, ) g
d’ordre « et la dérivée fractionnaire D%; d’ordre a sont pris au sens de Riemann-

Liouville.

Pour résoudre ce probleme, nous allons procéder de la méme maniere que pour
la résolution de 1’équation de diffusion fractionnaire dans la section précédente.
En effet, nous utiliserons également la méthode spectrale et en procédant comme
pour la transformation du probléme (2.1), nous montrons que le probléme (2.25)
est équivalent au probléme suivant, pour tout t € [0,7] :
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D3 (y(t),v)r20) + a(y(t),v) = (f(t),v)r2(0) dans Q, Vv € Hy(Q),
yit) = 0 sur 0f2,
=oy(0) = ¢° dans Q,
Qﬂ‘“y(O) =yt dans .

(2.26)
Ainsi, nous pouvons passer aux résultats d’existence et d’unicité qui suivent.

2.2.2 Existence et unicité de la solution.

Considérons le probleme suivant : Etant donné 1 < a < 2,5° € H?*(Q) N
H(Q),y' € L*(Q) et f € L*(Q), trouver

y € L*((0,T), Hy (%)), (2.27a)
I*~*y € C([0,T); Hy(Q)), (2.27b)
gt(ﬂ ) € C([0,T); L*(Q)) (2.27c)

telles que

Vv e H(}(Q% D%L(y(t)a U)L2(Q) + a(y(t)v U) = (f(t)7 U)L2(Q) vt € (07T)7 (2.28&)

I*~*y(0) = y° dans Q et gtlz_ay(O) = y' dans €. (2.28b)

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.2. Soient 3/2 < a < 2 et le produit scalaire a(.,.) défini par
(2.3). Alors le probleme (2.27) — (2.28) admet une solution faible unique y €
L2((0,7), H3()) telle que I*~*y € C([0,T]; H3(2)), L£1*~*y € C([0,T7]; L*(2))
donnée par :

+o0

y(t) = Z{ta_zEa,afl(—)\ita)y?+ta_lEa:a(_)‘ita)yil
= (2.29)

b [ =9 BN — ) i) b

ot E, o est donnée par (1.1), \; est la valeur propre correspondant au vecteur

propre w;. Y = (Y, wi) 2@y, vi = W wi) 2@ et fi = (f,wi)r2q) sont respecti-
vement la i-éme composante de y°,y' et f dans la base orthonormale {w;}$2, de
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L2(Q).

De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

lull2orymi) < A (||?J0HH3(Q) + |yl 220) + ||f||L2(Q)) (2.30)
12 Ylleqorpmey < (18 M) + 19 2@ + 1 fllz2@) - (2.31)
HP o O (Il + Iz + Ile@) . (232

C([0,T];L2(%2))

avec

9%~ To-1 27"
A = max (C\l (205_3),C'J (a_l),C a(cz—l)> )

= (cf 2, CV2T2 C (27@:))

et

© = max (V2CT*, v20)

Démonstration. Prouvons l’existence : Pour prouver l'existence, nous suppo-
sons au préalable que la série définie dans (2.29) est convergente.

Commengons par remplacer v par w; dans (2.28a) et en utilisant le fait que
a(ym(t), w;) = X(Ym(t), wi)r2) = Ay, on déduit de (2.28a) et (2.28D) que y; =
(y(t), w;) r2(q) est solution de I'équation fractionnaire :

Dgryi(t) + Nivi(t) = fit), vt € (0,T),

I;*“yi(O) = v, (2.33)
afzfayi(O) = yl

En utilisant la transformée de Laplace de ’équation (2.33), nous obtenons
I’équation :

D3yis) + Aidil(s) = fi(s) (2.34)
. Diyuls) = L(D%u(H)(s)

B = L))

i = L))



D’apres (1.11), nous avons

Digryils) = s*9i(s) — sy — ;.
D’ott en combinant avec (2.34), nous avons

A

s*0i(s) — sy — yi + Nidis(s) = fi(s),

Alinsi, nous pouvons écrire que

Guls) = sy; vi fi(s)
! Sa—i—/\i SO‘—F)\i Sa+)\i7

soit,

t
yz(t) = ta_QEa,oz—l(_)\ita)y?+ta_1Ea,a(_Aita)yz(’)_‘_/o (t_s)a_lEa,a(_)\i(t_s)a)fi(s)ds'

+oo
Et comme y(t) = ) y;(t)w;, nous obtenons (2.29).
i=1

Prouvons D'unicité : Pour cette démonstration, nous procédons en trois
étapes.

Etape 1 : Nous prouvons Pexistence de la solution du probléme approché de
(2.27) — (2.28).

Soit Vj,, un sous-espace de H3(Q) généré par wy,ws, ..., w,. Considérons le
probléme approché associé a (2.27) — (2.28a) suivant : Trouver y,, : t € (0,7] —
Ym(t) € Vi, solution de

D% (Ym(1),v) 2) + a(ym(t), v) = (f(L),v) 1200, Vv € Vipy, (2.35)
Y m ) Y m
I? Ym(0) = yg1 = Zygwi, 512 Ym(0) = y}n = Zyilwi. (2.36)
=1 =1

Comme y,,(t) € Vi, on a

m m

Ym(t) =D (y(t), wi) r2yw; = Y yilt)w;.

i=1 i=1

On vérifie exactement comme dans la démonstration du Théoreme 2.2, que la
fonction y; est solution du probléme (2.35) — (2.36) et est donnée par,
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m

yn(t) = Y {1 Baaa (=Nt + 17 (=A%)

1= 1

(2.37)

b [ =9 BN — ) i) b

Etape 2 : Nous montrons que les suites (y,), (12" *ym) et ( (I*~>y ) sont
des suites de Cauchy respectivement dans L2((0,7); HL(Q)), C([0,T]; H}(2)) et

C([0, T]; L2(2)).

Soient m et p deux entiers tels que p > m > 1. On a alors

Zp: yi (t)w

yp(t) -
Nous avons

a’(yp(t) - ym(t)7 yp(t) - ym(t)) =

IN

d’ou

Yp(t) — ym(t)] |i2((o,T);Hé(Q))

avec

i=m+1

i=m+1
p

1=m-+1

S AP

1=

2

m+1

p

Do AT () |y P
z1n+1

2 Z ANt 2B (=2t |y [P

2

<

i=m+1
Z i {/ —S)Q—lEa,a( (t_ S) )fz( ) } ‘
oT a(yp(t) = ym (L), yp(t) — ym (t))dt
A, + B, + G,

Z )\|yl| / 20— 2E2

2 3 MR [ B (A

(—=\it®)dt,

- 12/ {/o (t =) Eaa(=Ai(t = 8)) fi(s)d }2 dt.
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Remarque 2.3. Dans tout le reste de cette preuve, nous avons —\t® < 0 d’ou
arg(—A\it®*) = 7 et ainsi nous pouvons utiliser le théoréme 1.1.

En utilisant le théoréme 1.1 et le fait que 3/2 < a < 2, on obtient

P T
A, =2 )\i]y?|2/0 t20“4E§7a,1(—)\ito‘)dt

i=m-+1
p T
< 202 Y AP / 1204y
i=m+1 0
21120473 P 012
= 20 Nily? |
5o 3 2 il

i=m+1

Remarque 2.4. Tout comme dans la section précédente, nous avons du rajouter
la condition 2ac — 3 > 0 pour que cette majoration est un sens d’ou la restriction
3/2 < a < 2 pour obtenir l'unicité.

On a également

p T
B, =2 )\i|yi1|2/ tQa—QEia_l(—Aita)dt
i=m+1 0
p

T
< 207 Y |y / t* 2 dt
i:m—i—ll 0
Ta— p

1=m+1

= 2C

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons

Cp

IN

2% A /OT (/Ot |f,~(s)|2ds> (/Ot(t— SRR (At — s)"‘)ds) dt

i=m+1

2 3 o[ S ([ vora) (o)
> ([ 1)

T CQta—l
< 2 / - dt
o (a—1) .57,

2ol 2 ([ noras).

i=m+1

IN

Ainsi
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T2a 3 p

= 2 < 207 i
[|yp(t) ym(t)||L2((o,T);H3(Q)) = (2a—3) Z %1 7 1”
To— 1 p
+ 202 Syl (2.38)
( 1) i=m-+1
C2Ta P
ool / ()2t
O_/(O[ - 1 z*m—l—l
D’autre part nous avons
12 “(yp(t) )) =
R {y 1 —aga— 2Eaa—l(_)\isa>d8}w+
2 - O./ i=m+1
p t
— ) {y (t—8) s By o~ )\isa)ds}ij
2 —a) i1 0
p t s
- Z {/ (t —s) 1 @ { (s — T)a_lEa,a(—)\i(s — T)a)fi(T)dT] ds} w; =
['2—a) z:m—i—l 0 0
i Z )k /t<t . S)I—QSak+a—2d8 Wi
oz)Zerl ak:+a—1) '
P

ﬂ i= Z—f—l { ak —i— a) /t(t - 5)1a5ak+ald8} w;+
T S P

Or nous avons

t t s 11—« s ak+a—2 . )
/ (t o 8)1—o¢$ak+a—2d8 — / tl_a (1 o t) <t) e +a— ds
0 0 .

_ tak:/ (1 _ T)lfaTakJrandT
0

= to‘kB(Q —a,ak+a—1)

I'2—a)l(ak+a—1)

tak:
I'(ak +1)

Ainsi que
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t L & 1 t 1 s\ 1@ /g\ akta—1 k L
/ (t—s)' 7ot lds = / e (1 - t) <t) torterlds
0 0 )

— tak+1 (1 o T)l—aTak+a—1dT
0
t* B2 — o, ak + «)
I'2—a)l'(ak+a)

tak-‘rl
I'(ak +2)

Et comme

/Tt(t — )5 — 1) By a(=Ai(s — 7)%)ds =
/rt[(t 1) = (5= D)0 s — T) B (< Nils — 7)%)ds =
/:(t —7)le (1 Sz T>1_a {s —~ r]“‘l (t — ) ij:o (—?i)k(s )t

t—7 t—T (ak + )

+00 (_)\)k t L s — T\l rg — Fjakta-1 .

N v _ —a ] = t— 1) +cx—1d —
];)F(ozk+a)/r(t ™) ( t—7‘> [t—T (t=7) i
+00 (_)\l)k t . S — T l—a S —1T ak+oa—1
ZF(ak+a)/T(t ™) ( t—7'> [t—T ds

P Y (s

(t=7) 2

! 1
/ (1 —u) " urre"ldy =
0

= T(ak+a)

+oo (Y k(4 T ak
) ( ?()a]i: a; B(2—a,ak +a) =

S ()= T2 -a)l(ak+a) o At
=) ok ra) Tkt - ITCmOEa(AE=TY.

On déduit donc que

p

Pr(yp(t) —ym(®) = X2 Ban(=At")yiw;

i=m+1
P

+ > tEaa(— Nty w;

i=m+1
i i:z:;d {/Ot Fim)(t = 1) Eap(=Ai(t — T)a)dT} Wj.

(2.39)
En utilisant le théoreme 1.1, (2.4) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons
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127 (p() = ym i) = all*(Wp(t) = ym (), I~ (yp(t) — ym (1))
< 2 3 MEL (=AY

i=m+1
p
+ 02 Y NEEL(=Mt)y
1= m+1 )
Loy )\{/ Fi(7)(E = 7) Ea(— A(t—T)a)dT}
1= m+1
< 207 Z Al
i=m-+1
p
+ 2077 0yl
i=m-+1
t
L2y (/ il |dT) (/ (t—T)2E§72(—)\i(t—T)a)dT>.
=m-+1 0

Donc d’apres le théoreme 1.1, on déduit que

p
1727 (up(t) = ym() [Ty < 2C% D2 Nyl

i=m-+1

p
+ 2077 Y |y

i=m+1
+ 20 (/ i) Par) ([ = ry-ear)
= m+1
p
< 202 Z )\|y02—|—202T2 a Z |yz|2
2l Sthrl i=m+1
QC’T @
+ > [Nl
i=m+1

D’ou

1/2
P
sup (|77 (yp(t) = ym () |l1) < Cﬁ( > Ai!y?IQ)

te[0,T i=m-+1

» 1/2
+ C\/2T2—a( > \y3|2>

2T3 _ 1=m-+1 1/2
C i d )
+ O Ge ( Py / Fi()P T)
(2.40)
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D’apres (2.39) et le lemme 1.1, nous avons

0 P9
—J? o — = O R (= \t™ ,
at (yp(t) ym(t)) i:%;rlyz at{ 0671< )\Zt )}wl
P9
+ Yyl {tEaa (=Nt} w;
1=m-+1 at
p (9 t N
+ 2 s [ RO = D) Eas(-lt = 7))dr
i:TIr)H-]. t 0 »
= > PN Eg o (At wi + Dy Ea (=Nt w;
1=m-+1 1=m-+1
p t 8
+ Y [ RO = D Baa(=Nlt = 1)) }dr
i=m+1"0 ot
p p
= Z y?(—)\ita_lana(—)\ita))wi+ Z yilEaJ(—)\ita)wi
i=7;z+1 i=m-+1
t
+ Y /0 Fi(8) Ear (—N(t — 8))ds.
i=m-+1
D’ou
) 2 P
S =) 2 3 R )
L2(9) i=m+1
p
+ 2 > |y PEL (= it?)
i=m-+1
p t 2
+ 2y /fi(s)Ea,l(—A,.(t—s)a)ds ,
i=m~+1170
soit
B 2 P
|0 )| < e S e
L2(Q) i=m-+1
p
+ 207 Y |y
1=m-+1
p T
+ o202y / |fi(5)|2ds.
i=m-+1 0

Ce qui implique que
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2 Py (1) — (1)

sup
t€[0,T7]

1/2
p
< ﬁCT“‘l( > A?Iy?IZ)

1=m+1

L2(Q)

i=m-+1

» 1/2
o

p . 1/2
+ V20 ('_Z /O ]fi(3)|2ds) :

Remarque 2.5. Pour aboutir au résultat souhaité, nous avons di prendre ici la
condition y° € H*(Q).

Comme y" € H*(Q) N H}(Q),y' € L*(Q) et f € L*(Q), nous avons

1/2
. P T 2
mgrgm( > [l = o

i=m-+1

) 1/2
- 1,012 _
(S ) <o

i=m+1

m,p—00
P i=m-+1

» 1/2
: 112 _
m};,rgoo( > 1yl ) = 0.

i=m-+1

) 1/2
nm(z£w2 _ o,

Donc d’apres (2.38),(2.40) et (2.41), nous avons

T
bim . 195(t) = Y () 1773 0y dt = 0,

m,p—r 00

sup {1727 (4, (t) = Ym ()l () = 0,

t€[0,T]
et
0 2—«
sup || —I°"*(yp(t) — ym(1)) = 0.
t€[0,T] ot L2(Q)
E] ; : 2—a 9 2—«
Ce qui implique que les suites (Y ), (I°~*ym) et a[ Ym | sont de Cauchy,
respectivement, dans L?((0,7T); H3(2)),C([0,T]; H3 () et C([0,T]; L*()).
Donc
Ym =y  dans L2((0,T); Hy (), (2.42)
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=%y, — & dans C([0,T7; H3(2)),
et

0 9 o 2

&I Y — 0 dans C([0, T, L*(2)).

La fonction y étant dans L*((0,7); Hj(2)) et I'opérateur I?~* étant continu,
nous avons & = 2%y et

%y, — I*"*y  dans C([0, T]; H(2)). (2.43)
De plus, nous avons 6 = 88151 27y et
QJQ Y — Qﬂ *y  dans C([0,T], L*(Q)) (2.44)
ot Im ot Y ' ‘

Etape 3 : Nous prouvons que ¥ est solution du probleme (2.27) — (2.28).
Soit (0, T), I'espace des fonctions C* dans (0,7") & support compact et soit

v € D(0,T). Soit aussi p > 1 un entier. Alors d’apres (2.35), nous avons pour tout
m > [,

[ G0 0t = /TD;%L (1), )2y 1)
+/ a(ym(D), V)p(t)dt, Vo €V,

D’ou en utilisant le corollaire 1.2, nous obtenons

[ @ et = [ (ult),v)re Dol
+ /0 a(ym(t),v)e(t)dt, YveV,,

Ainsi, en passant a la limite et en utilisant (2.42), nous avons

/(]T(f(t>’U)L2(Q>¢(f)dt /T(y(t) )L ()DcsO( )dt
+ / p(t)dt, Vv eV,

Comme U,>1V,, est dense dans H}(2) car (w;) est une base de Hj(2), on a
donc la relation précédente pour tout v € HJ ().

/OT<f<t>7v>L2<mso<t>dt /T< (£):v)e ()DCSD( )t
* / p(t)dt, Vv € Hy(9),
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Et en utilisant de nouveau le corollaire 1.2, nous pouvons écrire que,
T
(@0 / Di (y(1). ) e (1)l
+ / o()dt, Ve HL(S),

Ce qui signifie que pour tout v € H&(Q),

(f(t>7 U)LQ(Q)SO(t> - D?{L(y(t)7 U)LQ(Q)(p(ﬂ + a(y<t)7 U)@(t)v Vit € (07 T)

D’apres (2.43), on a

1?7y, (0) — I*7*y(0) dans H()

Or N
IQ_O‘ym(O) = Zy?wi — Zygwi =0
i=1 i=1
Donc
=y(0) =y’
D’autre part, d’apres (2.44), on a
0 0
712 a 712 o L2 0
Py (0) S y(0) dans L2(0)
Or
a m +oo
—I*%y,,(0) = Zy}wi — Z yiw; =y
ot i=1 i=1
Donc 9
— Iy (0) = ¢
5l w0 =y

Ce qui termine cette démonstration.
Prouvons (2.30) (2.31) et (2.32) :
Soit y solution du probleme (2.27) — (2.28), alors y est donnée par :

—+o00

y<t) = Z {ta_2Ea,a—1(_)‘ita)yg +ta_1Ea,a(_>‘ita)yil

= 1

[ =9 Eaa Al — 9 (o)

Nous avons, d’apres (2.4)
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[ @ Byt = [ atoto),pie)

) T2a 3 +oo )
< 20 "3 ZM%I
Ta 1 +OO

- 202( =y Z\ HE
C«QTa 00
p / ()]2dt ] .
+ (MQ_D;;<O|fUI )
Ce qui implique que

200—3
2 2 012
||yHL2((0,T);Hé(Q)) < 2C <20é —_ 3) Hy HH&(Q)

o2 s
(@—1) YLz
C2Ta
112200

Yalo 1)
D’ou (2.30).
Montrons maintenant que nous avons la relation (2.31) :
D’apres (2.4), nous pouvons écrire que

12y Ol = (12‘“ (8), >~ y(1))
< 2022)\ |y0 2+202T2 aZ|yz|2

T3o<+oo
+ / £ .

Soit,

sup |‘I2iay(y)“H§(Q) < C\/iHyOHHg(Q)

te[0,7
+ CV2T* |y | 12
2T3 a
+ 1 £llz2(@)-

(B-a)

D’ou la relation (2.31).
Pour finir, nous avons

44



0 =
TR e R W
ot 12(Q) i-1
+00
+ 20ty P

=1
202 5[ fi(s)|?ds.
+ 2,

d’ott
9 oo 1/2
s S| s vaer ()
tefo,1] || Ot L2(0) i1
oo 1/2
v vac (S )
e 1/2
+ \/§C<Z/O |fi(3)|2ds> :
i=1
On a donc notre relation (2.32). O

2.3 Etude d’équations de diffusion et onde fractionnaires avec
la dérivée de Caputo.

Dans cette partie, nous étudions des équations de diffusion et onde fraction-
naires ou les dérivées sont prises au sens de Caputo. Dans les chapitres 3 et 5, nous
verrons que les équations adjointes seront des équations rétrogrades fractionnaires
ol les dérivées sont les dérivées fractionnaires a droite de Caputo. C’est pour cette
raison, que nous présentons ici les résultats suivants, qui s’appuient principalement
sur les travaux menés par M. Yamamoto et al. dans [11].

2.3.1 Equation de diffusion fractionnaire avec la dérivée de Ca-
puto.

Soient n € N* et €2 un sous-ensemble ouvert borné de R", de frontiere 02 de
classe C?. Pour le temps T' > 0, nous posons Q = Qx]0,T[ et X = 90x]0,T],
et on considere I’équation de diffusion fractionnaire suivante

cy—Ay = [ dans Q,
Y = 0 sur X, (2.45)
y(0) 0 dans €,
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ou D¢ est la dérivée fractionnaire a gauche de Caputo d’ordre 0 < o < 1, alors
nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3. [11]

Soit f € L*Q). Alors le probléme (2.45) admet une unique solution y €
L2((0,T), H*(Q) N H(Q)) telle que & € L*(Q). De plus, il existe un C > 0
telle que

< I fllz2q)- (2.46)
@)

0
Yl L2 (0.1);m2(0)) + Hai

Nous avons le corollaire qui suit

Corollaire 2.1. Soient 0 < a < 1 et ¢ € L*(Q). Alors le probléme

DpY—AY = ¢ dans Q,
(0 = 0 sur X, (2.47)
W(T) = 0 dans €,

admet une unique solution ¢ € L*((0,T), H*(Q) N H(Q)) telle que 51 € L*(Q).
De plus, il existe un C' > 0 telle que. De plus, il existe un C' > 0 telle que

< | fllz2q)- (2.48)

o
11l 20,12 () + Hat
2(Q)

Démonstration. Dans 'article [30], Dorville et al. ont prouvé qu’en faisant le chan-
gement de variable t — 7' — ¢ dans (2.45) nous retrouvons I’équation (2.47). Ainsi

d’apres le théoreme 2.3, nous obtenons ce corollaire.
O

2.3.2 Equation d’onde fractionnaire avec la dérivée de Caputo.

Soient n € N* et €2 un sous-ensemble ouvert borné de R", de frontiere 02 de
classe C2. Pour le temps T > 0, nous posons Q = Ox]0,T[ et ¥ = 90x]0,T],
et on considere I’équation d’onde fractionnaire suivante :

Dgp(z,t) — Ap(z,t) = 0 (z,1) € Q,

p(o,t) = 0 (z,t)€x,

p(z,0) =0 ze€Q, (2.49)
dp 1

o (x,0) = p' x€Q,

ot 1 < a<2,p' € L*Q) et D est la dérivée de Caputo a gauche d’ordre a.
Alors, nous avons le résultat suivant :

46



Théoréme 2.4. [11] Soit p* € L*(Q). Alors le probléme (2.49) admet une unique
solution p € C([0,T]; L*(Q)). De plus, ?;Z € C([0,T); L*(Q)) et il existe une
constante C' > 0 telle que

< Cllp*ll2(0)- (2.50)
C(0.T1L2(®)

dp
”pHC([O,T];LQ(Q)) + ||8t

D’apres le résultat précédent, nous obtenons le corollaire qui suit

Corollaire 2.2. Soient 1 < a < 2 et p' € L*(Q). Considérons [’équation d’onde
fractionnaire :

Dy —AY = 0 dans Q,
(0 = 0 sur,
W(T) = 0 dans (2.51)
%(T) = p' dans Q
ot ’
ou Dg est la dérivée a droite de Caputo d’ordre «. Alors le probléme (2.51)
admet une unique solution v € C([0,T]; L*()). De plus, 887’: € C([0,T); L*(Q)) et
il existe une constante C' > 0 telle que ,
I
Wlletorizzay + | 5 < Clp ey (252
C([0,11;L2())

Démonstration. Pour prouver ce résultat, nous devons démontrer qu’en faisant le
changement de variable t — T'—¢ pour t € [0, 77, le probleme (2.51) est équivalent
au probleme (2.49). Pour cela, nous posons

(Try) () =o(T'—t), te(0,T). (2.53)
Ainsi 5
LT (1) = (T 1),
d’ou »
S T)(0) = 0'(T = 1) = (Tr) (1), (254)

D’apres la définition 1.9, nous avons pour 1 < a < 2 la dérivée de Caputo a
droite définie par :

DEU() = gy /(5= 0" (5)ds

En faisant le changement de variable t — T'—t dans I’expression précédente, nous
obtenons,
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DEyY(T —t) = 1 g T — ) %" (s)d
V(T =) = m_@/TTgs—( — 1))y (s)ds
= ! — _ 1—a, !
= ooy ot =) (s
d’ou en posant u =T — s, nous pouvons écrire que
1 0
D%,@b(T - t) = _F(Z—a/)/t (t _ U)l_a¢II(T . U)du

1

T I(2-a) /ot(t —u)' (T — u)du.

Et en combinant la derniere égalité avec (2.54) et en utilisant la notation (2.53),
nous avons

L / (= W) (Tr) ().

De(Tr)(t) = T2 —a) Jo

Ce qui implique que
D (Try)(t) = D (Try)(t). (2.55)

Maintenant en faisant le changement de variable t — T — ¢, dans (2.51) et en
utilisant (2.55), nous obtenons ’équation d’onde fractionnaire suivante :

D&(Try) — A(Tryp) = 0 dans Q,
Tri = 0 sur

(Tr¢)(0) = 0 dans (),
5’('(7;:#) (0) = p! dans Q,

ou D¢ est la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche. 3
Comme 7 =T —t € [0,T] car t € [0,T], en posant Tpi)(t) = V(T —t) = (1) ,
I’équation d’onde précédente peut aussi s’écrire

l?%@/; —AY = 0 dans Q,

¥ = 0 surX,
¥(0) = 0 dans Q,
oY o

o (0) = p' dans Q,

On a donc que ¢ est solution de (2.49). Ainsi, ¥ vérifie 'etimation (2.50). Par
conséquent, 1 aussi. D’ou (2.52).
]
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Maintenant, considérons 1’équation d’onde fractionnaire :

D¢y —Ay = f dans @,

Y = 0 sur X,

y(0) = 0 dans Q, (2.56)
0

a—?(O) = 0 dans (),

ou f € L*Q), 3/2 < a < 2 et DY est la dérivée a gauche de Caputo d’ordre
«. Et nous donnons le résultat suivant,

Théoréme 2.5. Soit f € L*(Q). Alors le probléme (2.56) admet une unique so-
lution faible y € C([0,T]; Hj (X)) telle que Ly € C([0,T); L*(2)) donnée par :

+00 t
o) = X { [ (= )" Bual=Milt = ") fis)ds .
i=1
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que,
To— 1
lleqorymgon = Cf —— If 2@ (2.57)
et
T2a 3
|| <O\ o (2.58)
([0,T);L2(2))

Démonstration. Soit y solution de (2.56). D’apres le théoreme 2.2 de [11], y s’écrit
sous la forme

—+00

y0 = S [ =9 BN = 9 s b (259)

=1

ou \; est la valeur propre associée a 'opérateur —A correspondant au vecteur
propre w;, et fi(t) = (f(t),w;)r2(0) est la i-éme composante de f(t) dans la base
orthonormale {w;}°, de L?(Q).

Pour terminer la preuve du théoreme nous proceédons en deux étapes.

Etape 1 : Nous montrons que les suites (y,,) et (ﬂ) sont respectivement de

Cauchy dans les espaces C([0,T]; H3(2)) et C([0,T]; L*(2)).
Soient m et p deux entiers tels que p > m > 1. On a alors

00 ) = 3 wlt)

i=m-+1
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Ainsi
1y (t) = U (D7) = a(p(t) = Y (), yp(t) — Y (1))
= > Alw@®P

= m+1

= 2 A [ T B A 9 s}

i=m+1

En observant d’une part que
[t =9 Bt = ) fils)ds <
t t 1/2
([=sp2E2 onte—s)mds) ([ 1f)Pds)

et d’autre part que en utilisant le théoreme 1.1,

CQTafl

t
L N20-272 [y (4 < 7/ o2 <
/0 (t—8)" B (= Ni(t — 5)")ds ds o1

on a que

C«QTa 1 p
o ®) = v Oy < (/ e |ds>

(Oé—l 1=m-+1

d’ou

To— 1 p 2 /2
s [35() = 9 Ollgor < > ([ 156 ds) .

te[0,T] (a - 1 i=m+1
De méme en utilisant d’une part le fait que

d

(=) Eaa(=Mi(t = )] = (1 = 9)" P Eaana (<At = )°)

et d’autre part le fait que

Z?Z(t) _ ?:jgt {/Ot(t —8) 2 Ega1(=Ni(t — 5)*) fi(s)d }

on obtient en utilisant le théoreme 1.1 et en prenant o > 3/2,
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Pl @) S [ B (A )00
12(Q) i=m+1
< Zmﬂ{(/ o)Rds) ([ (0= P 1B (At = 9)7)ds ) |
< m+1{(/ | fi(s |ds> l—(t ;Sf;jo}
)
Ainsi
a Aunlt) ~ (8 <o / s ) ;1 ( [0 st> "

Par conséquent Comme f € L?(Q), on a

lim —sup [|y,(t) — Y (1)l 2 () =0
m,p—r+00 te[0,T]
b sup 2O =)
m,p——+00 t€[0,7] 875 LQ(Q)
Jdy

Ce qui montre que les suite (y,,) et ( —:) sont respectivement de Cauchy dans les
espaces C([0,T]; H} () et C([0,T]; L*(Q2)). On a donc

Ym -y dans C([0,T]; H} (%)),

O (1) dy(t) 12
i dans C([0,T7; L*(£2)).

Etape 2 : On établit les estimations (2.57) et (2.58)
Nous avons
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gy = Jm S ([ 97 Bua (A~ 1) AN

< lim Zz:)\ </ 5)2e2E2 (-~ )\i(t—s)a)ds> (/Ot|fi(s)]2ds)
< ot > ([0

o ([0 ) ([ncre)
- G n[er)

. [t = sy2as) ([ 15)Pas)
= (C? lim %({—

Ce qui implique que

o= 1

sup |yl (o) < € TIfllz

t€[0,T]

Ainsi nous obtenons (2.57).
De méme, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz et le théoreme 1.1,

H P lefwi/t“— B s (<N {t = 97 F(5)ds]
<t S {( [ 1neras) ([[a— o B Ca- oas)
<

er g S ([ o) [ 25 |

(?20—3 0
— 2;_3 > </o ‘fi(3)|2d8>

Par conséquent, nous avons

=3
S22

sup
te[0,7

ainsi nous obtenons (2.58).

[]

En faisant le changement de variable ¢ — T — ¢, nous montrons comme pour
le corollaire 2.2 que nous avons le résultat suivant :
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Corollaire 2.3. Soit 3/2 < a < 2 et ¢ € L*(Q). Considérons l'équation d’onde
fractionnaire :

Dey— Ay = ¢ dans Q,

Y = 0 sur,

Y(T) = 0 dansQ, (2.60)
a—@b(T) = 0 dans

Y = ans €2,

ot D¢ est la dérivée fractionnaire a droite de Caputo d’ordre . Alors le pro-

0
bleme (2.60) admet une unique solution v € C([0,T]; H}()). De plus, (;f €
C([0,T); L*(Q)) et il existe une constante C' > 0 telle que,

Tufl
1llego e < €y 18l (2.61)

200—3
<CT

clorirr) 1 2—3

0
||(;f [6llz20r (262

Maintenant que nous avons donné nos résultats d’existence et d’unicité, nous
pouvons passer a la résolution d’un probleme de controle optimal associé a une
équation d’onde fractionnaire.
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CHAPITRE 3

LPROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL ASSOCIE A
UNE EQUATION D’ONDE FRACTIONNAIRE PRISE
AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE.

3.1 Position du probleme.

Soient n € N* et ) un sous-ensemble ouvert borné de R", de frontiere 02 de
classe C?. Pour le temps T' > 0, nous posons Q = Qx]0,T[ et X = 90x]0,T],
et on considere I’équation d’onde fractionnaire :

D%Ly(l’,t) - Ay($7t) = U(xut) dans Qa

y(o,t) = 0 sur X,

’~ey(z,07) = ¢ dans ©, (3.1)
aatIQay(x, 0") = y dans €,

ou3/2 < a<2veL*Q)y’ € HH(QNHNQ), et y* € L*(Q). I*“y(z,0T) =

0
lim I*~%y(x,t) et —I*%y(x,0") = lim — I*“y(z, t) ou I'intégrale fractionnaire 1*
im I"%y(x, t) et o " y(=, 07) = lim = I"y(=, ¢) g
d’ordre « et la dérivée fractionnaire D%; d’ordre o sont pris au sens de Riemann-

Liouville.

Dans ce chapitre, nous cherchons a controler le systéme (3.1), plus précisément,
nous voulons approcher I'état I?~%y(v, T) par un état désiré z; en contrdlant v, out
y = y(v) est solution de 'équation d’état (3.1).

D’apres le théoreéme 2.2, 'équation (3.1) admet une unique solution dans L((0,T); H} (2)),

de plus I*7*y € C([0,T]; H}(2)) ce qui implique que I*~*y(v,T) € H}(Q) C
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L?(2). Ainsi nous pouvons considérer la fonctionnelle coiit, notée J définie par :

1 oo N
J() = Sy (0, T) = Zallz0) + S vl (3-2)

ot zg € L*(Q2) et N > 0. Dans cette partie, le probléme de controle optimal consiste
a trouver u € U,y telle que

J(u) = vieILlIEd J(v), (3.3)

ou U,4 est un convexe fermé non vide de LQ(Q). U,q est 'ensemble des controles
admissibles.
Pour la suite, nous aurons besoin du résultat suivant

Lemme 3.1. [10] Soit X etY deuz espaces de Hilbert. Notons

am
WD) = ol pe 0.1, GL e 0.V,
Alors pour tout p € W(0,T), on a
dp . .
% eC ([OvT]7 [Xv Y](j-l—l/?)/m) ; 0 S J S m — ]-7 (34)
Uapplication u — %ﬁ’ étant linéaire continue de W (O, T) — C ([0, T);1X,Y] (jH/g)/m) .

Dans la suite du travail, nous allons prouver que le probleme de controle optimal
(3.3) admet une unique solution puis nous allons caractériser cette solution par un
systeme d’optimalité.

3.2 Résolution du probleme de controle optimal.

Maintenant que nous avons tous les outils nécessaires, nous pouvons passer a
la résolution du probleme (3.3). Ainsi nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Supposons que l’état y = y(x,t;v) est solution de I’équation (3.1).
Alors il existe un unique controle optimal u dans U,q telle que (3.3) soit vérifié.

Démonstration. Dans toute la démonstration, la constante C' est une constante
générique, strictement positive et indépendante de n.
On considére une suite minimisante (v,,) € Uy,q telle que,

lim J(v,) = inf J(v). (3.5)

n—4o00 VEULq
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Alors d’apres (3.5), on sait qu'il existe C' > 0 telle que

J(v,) < C.
D’ou d’apres (3.2), on obtient,
|vnll 22(q) < C, (3.6a)
117~y (vn, T) | 2(2) < C. (3.6b)

Alors y, = y(vy,) est solution de (3.1), soit y,, satisfait :

D% yn(x,t) — Ay, (z,t) = vy (x,t)  dans @, (3.7a)
Yn(o,t) =0 sur X, (3.7b)
I*y,(z,0) = ¢° dans €, (3.7¢)
0
aﬂ_ayn(a@, 0) =1y' dans Q2 (3.7d)
et d’apres le théoreme 2.2, nous avons
||yn||L2((o,T);H5(Q)) <, (3.8)

?Jn”c ([0,1);HE (@) < C,

< C.
C([0,T;;L*(9))
L’injection de C'([0, T]; Hg(2)) dans L*((0,T); H; (2)) et 'injection de C([0, T; L*(£2))
dans L*(Q) étant continues nous pouvons écrire que :

HIQ « Un

172yl L2012 )y < C (3.9a)

< C. (3.9b)

HI2 a
L2((0,7);L%())

En utilisant (3.6a) et (3.7a), on en déduit que

[1D%LYn — AYnllz2g) < C. (3.10)

Alors d’apres (3.6a),(3.8), et (3.10), on sait qu'il existe u, d,n € L*(Q) et y,y €
L*((0,T); H}(2)) et on peut extraire des sous-suites (appellées encore (v,,) et (yy))
respectivement de (v,,) et (y,) telles que
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v, — u faiblement dans L*(Q), (3.11a)

D%, yn — Ay, — 6 faiblement dans L*(Q), (3.11b)
Y, — y faiblement dans L*((0,7T); Hy(9)), (3.11c)

I*~%y, — ~ faiblement dans L*((0,7T), Hy(9)), (3.11d)
;]2 *y, — n faiblement dans L*(Q). (3.11e)

Or U,q est un convexe fermé de L?*(Q), donc il est faiblement fermé et on a,
(IS uad-

Montrons que (u,y) vérifie (3.1).
Soit D(Q), l'espace des fonctions C* dans @ a support compact et nous notons
D'(Q) son dual. En multipliant (3.7a) par ¢ € D(Q) et en intégrant par parties
sur (), nous obtenons, en utilisant le lemme 1.7 que

[ (Detinla ) = Ayl ))ple ot =

[ ot o (0 "l D)= [ ot0) (ft(ﬂa (i, 0%))d
_/Pa(xnguTmﬁ/ﬁa%@mgam@
+/ / Yn(z,0)(DEp(x,t) — Ap(z,t))dzdt =

//@mmew@o A, 1)) dedt,

car y, vérifie (3.8).
D’otlt en passant a la limite quand n — 400 dans la derniere égalité, on a

HEIEOO T/ (D%pyn(z,t) — Ayp(x,t))e(z, t)dedt =
/ / (x,t)(Dgp(z,t) — Ap(x,t))dedt =
/ / (D% y(z,t) — Ay(z,t))p(x, t)dxdt.

Ce qui implique que

D% yn — Ay, — D%y — Ay faiblement dans D'(Q),

donc d’apres (3.11b), nous avons
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D%y—Ay=0 dans Q. (3.12)
Alinsi,
D%y — Ay, — D%y — Ay faiblement dans  L*(Q). (3.13)
D’ou en passant a la limite dans (3.7a) et en utilisant (3.13), nous obtenons,

D%y —Ay=wu dans Q. (3.14)

Nous avons premieérement,

// Iy, (x, t)p(z, t)dtdr =
/ / yn(z, s (1) /ST(t — s)l_acp(x,t)dt> dsdr Yy € D(Q).

I'2 — «

D’ot en passant a la limite dans la derniere égalité, et en utilisant (3.11c) et
(3.11d), nous obtenons

/0 yo(x, t)dtdx / / (x,s ( 21_ o) /T(t — s)l_o‘go(x,t)dt> dsdx

/ / I~y o(x,t)dtde Vo € D(Q).
Ce qui implique que

I*~*y(z,t) = v dans Q.
Ainsi (3.11d) devient
I*~%y, — I*"%y faiblement dans L*((0,T), Hy(52)). (3.15)
Deuxiemement, d’apres (3.15), nous avons

0 2— a N 9 2—a i /
o I 5 I*~%y faiblement dans D'(Q)

et comme nous avons (3.11e), nous obtenons

QIQ Yy — QIQ %y = n faiblement dans L*(Q) (3.16)

ot ot
Pour continuer, nous avons besoin de quelques résultats de traces. D’une part,
nous avons montré que
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y € L((0.7); Hy(Q)) et I*~y € L*((0,T); Hy (),
d’ou

2

Diy = SgI*y € H((0,7): HY(€) € H-((0,7); (),

et
ue LXQ) = L*((0,T); L* ().

Or Ay = D%,y — u donc,
Ay € H((0.T): (@) 1 (0, T); () = H*((0,T); (%)
On a alors, y(t) € L*(Q) et Ay(t) € L*(2), on peut alors conclure d’apres [10],

que Yjoa et gy existent et on a

Ov |90

y(t) € HV2(0Q) et g‘z(t)eH?’/Z(aQ).

D’autre part, nous avons
l)%Ly =u _>ny7

avec

ue L*((0,T); L*()),
et
y e L*((0,T); Hy(Q) = Ay € L*((0,T); H ().

On obtient donc que

2

0
D%y = @IQ_Q?J € L*((0,T); H (). (3.17)
En somme, nous avons montrer que

ey e LA((0,7); Hy(9

~—
~—

Sy € LA((0,T) HOHQ)

Et il vient alors du Lemme 3.1 que
I;*“y € C([0,T], [Hy (), L*()h2) < C([0,T); H*(Q),
ol v o€ COT] [Ho(Q), HH (D)) = C(0,T] L*(9).
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0
Remarque 3.1. Dire que I*~%y € C([0, T]; H/*(Q)) et a[%ay € C([0,T); L*(2))
revient a dire que
- 1772y(0) et I*72y(T) existent et appartiennent a HY/?(Q) C L*(Q).
0 0

“al O et

Maintenant, multiplions (3.7a) par une fonction ¢ € C*(Q) avec @90 = 0 et

I*~y(T) existent et appartiennent a L*(Q).

0
oz, T) = 8—f(x,T) = 0 sur €, et en intégrant par parties sur (), on obtient en
utilisant le lemme 1.7 que
I / DSy (e, ) — Ayn(a, £))p(, t)dedt =
0
/—12 “Yn(x,0)p(z,0) d:p+/]2 “Yn(x,0) agp(x,O)dm
+// Yn(z,t)(Dp(z, t) — Ap(z, t))dzdt.
aJo

D’ou, d’apres (3.7¢) et (3.7d), on peut écrire

/ / DRpyn(w,t) — Ayn(x t))e(x, t)dxdt =
—/Z/SOLEdeJr/y (z,0)da
+/Q/O Yn (2, 1) (Dep(x,t) — Ap(2,t))dzdt.

Ainsi en passant a la limite, et en utilisant (3.11c¢) et (3.11b), nous avons

/ / D%ry(x,t) — Ay(z, t))p(z, t)dedt+
/ytprdx—/ya (x,0)dx (3.18)
= /Q/O y(x,t)(Dap(z,t) — Ap(z, t))dzdt.

En faisant une intégration par parties du membre de droite de I’équation (3.18),
nous avons, d’apres le lemme 1.7 que

/ / (x,t)(Dgp(z,t) — Ap(x, t))dedt =
/ / D¢ y(z,t) — Ay(z,t))p(z, t)dxdt
—|—/ in]Qa(dex—/agpr)IQ‘l(J:O)d

~(y(o.0). 2

% g, t)

H=2((0,7);:H~1/2(09)),Hg ((0,T);H'/2(0%))
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On obtient donc, d’apres (3.18),

dp
1. oYY _
/Qw(x,O)yad:c /Qy 5 (fc,O)dxa
72—« _ 7 2—«
e, 0) 5 y(a 0)de = [ —olw, 012 y(w,0)da (3.19)

)

0
~ (st 52

(0, t>>
H=2((0,T);H=1/2(8Q)),H2((0,T); H/2(6%))

pour tout ¢ € C*°(Q) avec gpo = 0 et p(z,T) = %;(:c,T) =0 sur €.

0
Choisissons ¢ telle que ¢(z,0) = —@(:U, 0) =0, on a alors

ot
Dip
<y(07 t)> 5

Ce qui implique que

(o, t)> =0.
H=2((0,7);H~1/2(89)),Hg ((0,T); H/2(9))

y=0 surX. (3.20)

Choisissons maintenant ¢ telle que ¢(z,0) = 0. On a alors

Do 0
0 — 2—a
/Qy o (x,0)dx /Q—atgo(x,O)] y(z,0)dx.

Ainsi nous avons

I*7*y(0) =" dans Q. (3.21)
Finalement, il nous reste
/ylgo(zrj 0)dx :/ gfzfay(x 0)¢(x,0)dx
Q ’ o Ot ’ ’ ’

Donc

0
@IQ’ay(O) =y' dans Q. (3.22)
D’apres (3.14),(3.20), (3.21) et (3.22), on a y = y(u) solution de I’équation

(3.1).

Montrons maintenant, que notre u est bien le controle optimal.
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La fonction v — J(v) est continue donc semi-continue inférieurement pour la
topologie faible, d’ou
J(u) <liminf J(v,).

Ainsi d’apres (3.6a), nous avons

J(u) < inf J(v).

VEUL

Donc d’apres la définition de la borne inférieure, il vient que

J(u) = inf J(v).

VEU 4

Nous venons de démontrer 'existence de u, montrons maintenant 1’unicité :
La fonction v — J(v) est strictement convexe. On suppose que u;, ug réalisent le
minimum de J sur U,,. Alors U,y étant convexe, on a

1 1
§(u1 —|—u2) EL{ad et J(i(ul +U2)) < inf J(’U)

VEULg
Ce qui implique que u; = us et démontre I'unicité. n

Nous venons de montrer que le probleme de controle optimal (3.3) admet une
unique solution, nous allons maintenant la caractériser par un systeme d’optima-
lité.

3.3 Caractérisation du controle optimal.

Nous avons le résultat suivant :
Théoréme 3.2. Siu est solution du probléme de minimisation (3.3), alors il existe
p € C([0,T]; L3(2)) telle que le triplet (u,y,p) vérifie le systéme d’optimalité qui
sutt

D%Ly(w7t) - Ay(l‘7t) = u<w7t) dans Qa

y(o,1t) =0 sur X,
I*=oy(z,0) = () dans €, (3.23)
Elz_ay(x, 0) = yl'(z) dans §2,
D¢p(z,t) — Ap(z,t) = 0 dans @Q,
p(o,t) =0 sur X,
p(z,T) =0 dans 2, (3.24)
g]t)(:v, T) = I*y(u,T) — zq4 dans €,



et
(Nu—p,v—u)r2@) =20 Vv € Uya. (3.25)
Démonstration. On rappelle que la fonctionnelle J est donnée par,
1, o N
J(v) = §||I2 “y(v,T) — Zd||%2(n) + 5”””%2@2)'

Les conditions d’optimalité d’Euler-Lagrange donnent :

lim Ju+k(v—mu)) — J(u)

k—0 k

>0 Yv € Uy (3.26)

En posant w = v — u, et d’apres la définition de .J, nous avons

Tt kw) = Syt b, T) — g + o ot bl
= 1||[2_OC?J(U7 T) — zq+ k]2—ay(w,T)||%2(Q) + ];[HU + kw”%%@)
= QQHIZQ?J(% T) - ZdH%Q(Q) + k(P (u, T) = 24, [2ay(w7T3)L2(Q)
b NPy, T) sy + oy Nl + BN (s whiaigy + o lhelacey

D’ou

J(u+kw) —J(u) = k(I y(u,T) = zq, I**y(w,T)) 12(0)
2o N2
+ 5“12 y(w, T)H%Q(Q) + kN (u, w)r2(q) + THwH%?(Q)'

Ainsi

J(u+ kw) — J(u)

k —x
= (IPy(u,T) — za, Piay(w)T))m(Q) + §||I2 y(waT)H%?(Q)

Nk
+ N(an)LQ(Q)JFTHwH%?(Q)-

Et quand k£ — 0, nous obtenons

lim J(u+ kw) — J(u)

k—0 k:

= (" y(u,T) — 24, I’ *y(w, T)) 20y + N (u, w) 12(q).
donc d’apres (3.26), nous avons 'inégalité suivante :
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(IZ_ay(u, T) — zq, ]2_ay(w,T))L2(Q) + N(u,w)r2) >0 Vv € Uyg. (3.27)

Soit z(v — u) I'état associé & v — u € L*(Q). Alors d’apres (3.1) z(v — u) est
solution de I'équation suivante

D% z(x,t) — Az(x,t) = v(x,t) — u(x,t) dans @,

z(o,t) =0 sur X,
I*=2z(x,0) =0 dans €2, (3.28)
0
aﬂ‘“z(x, 0) =0 dans €.

Afin d’interpréter (3.27), nous considérons I'équation d’état adjoint suivante :
D%p(l‘, t) - Ap(il’, t) =0 dans Qa
p(z,t) =0 sur Y,
p(z,T) =0 dans €, (3.29)
0
ai;’(x,T) — PPy, T)—z;  dans Q.

Comme I*"%y(u,T) — z4 € L*(Q), nous savons d’apres le corollaire 2.2 que
I’équation (3.29) admet une unique solution p € C([0, T]; L*(Q)) C L*(Q). Mainte-
nant, multiplions la premiére équation de (3.28) par p solution (3.29), on obtient
alors en utilisant le lemme 1.7,

T
| [ (Diezte,t) = As(a, )p(e, t)dedt =
0o Ja
0 0
/Qp(x,T)aﬂ_o‘z(x,T)dx—/Qp(x,O)aﬂ_o‘z(x, 0)dx
0 0
—/Qa—?(x,T)ﬂ_o‘z(x,T)der/ﬂa—]Z(x, 0)I*“z(x,0)dx

T
[ [ #e )(Deple,t) - Ap(e, ) dtda.
o Jo
Or d’apres (3.28) et (3.29), nous avons

/OT /Q (D%, 2(x,t) — Az(z, O))ple, )dedt = — Q?Z(:L’,T)IQO‘z(m,T)dx
= /QT[IQ_ay(u,T) — 2g| P 2(x, T)dx
- /O /Q (w(z, 1) — ulz, O)]p(x, t)dedt.

D’ou en combinant avec (3.27), nous pouvons écrire que
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/Q /0 ol t) — u(e, Olpla, dadt < N /Q /0 i@ Do t) — ulw, dtdz,
soit

/Q/OT[Nu(x,t) — p(z, t)][v(x,t) — u(z, t)|dtde >0

d’ou la relation (3.25).
Réciproquement, nous supposons que (3.26) est vérifiée, c’est-a-dire que la li-

mite existe. Alors d’apres la convexité de la fonction v — J(v), nous avons pour
tout 0 €]0, 1] que

JOv+(1—0w) < 0J(v)+(1—0)J(w)
0(J(v) — J(w)) + J(w),

ce qui implique que

S60 -+ (1= 0)w) — ()] < T() — T(w).

Ce qui peut encore s’écrire

J(v) = J(w) > é[J(w +0(v —w)) — J(w)].

Or nous avons supposé que (3.26) est vérifiée, on a donc

J() = J(w) > J(w).(v—w) >0 Vv € Uy

Maintenant, prenons w = wu alors nous avons que

Jw)—Ju) >0 Vv € Up.

Ce qui implique que u est solution du probléme de controle optimal (3.3).
]
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CHAPITRE 4

‘_CONTROLE OPTIMAL D'UNE EQUATION DE
DIFFUSION FRACTIONNAIRE EN TEMPS A
DONNEES INCOMPLETES.

Soient n € N* et €2 un sous-ensemble ouvert borné de R", de frontiere 02 de
classe C?. Pour le temps T' > 0, nous posons @ = Qx]0,T[ et X = 90x]0,T],
et on considere I’équation de diffusion fractionnaire :

D%Ly(x7t) - Ay(l‘, t) - g(ZE, t) (I7t) € Q7
y(o,t) = v (o,t) € %, (4.1)
I'=ey(x,0%) = x € Q,

ou 0 < a<1,y’ € Hj(Q), et v e L*(X). La fonction g = g(z,t) € L*(Q) est
inconnue, I'~%y(z,0") = 1:51%1 I'~*y(z,t) et ou l'intégrale fractionnaire I* d’ordre

a et la dérivée fractionnaire D%; d’ordre o sont pris au sens de Riemann-Liouville.

Dans ce chapitre, nous cherchons a résoudre un probleme de controle sans
regret, ou I’équation d’état est donnée par (4.1). Mais avant cela, nous donnons
les résultats suivants :

Théoréme 4.1. [57] Soit (g,v,4°) € L*(Q) x L*(X) x HX(Q). Alors I’équation
(4.1) admet une unique solution y(v,g) = y(x,t;v,g) € L*(Q) telle que

// (,; v, ) (=D&b(, ) — A(a, t))dxdt =

; /Qg($ t)(z, t)dxdt+/ O(x)y(z,0)d —/ / v(o, t (o,t)dodt,
Vi € L*((0,T); H*(Q) N HY(Q)) avec ¥(z,T) =0,
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ot D¢y est la dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre o de la fonction
y. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

Iy, Dllzz@ < € (Igllzaigy + ol + Iy lliy) (42)
Nous avons également les résultats de traces qui suivent :
Lemme 4.1. [29] Soient f € L*(Q) et y € L*(Q) telle que D%y — Ay = f. Alors
1. ypaq et 885439 existent et appartiennent respectivement ¢ H=((0,T); H=1/2(0%))
et H=1((0,7); H3/2(0%2)).
2. I'"y existe et appartient a C([0,T]; H ().

Nous pouvons maintenant passer a notre probleme de contrdle optimal.

4.1 Position du probleme.

Soit y(v, g) € L*(Q) solution de 1'équation (4.1). Alors nous pouvons définir la
fonctionnelle cotit J par

J(v.g) = lly(z, t;v,9) = zallL2) + Nlvllizs), (4.3)

oll 24 € L*(Q) et N > 0.
On souhaite résoudre le probléeme de controle optimal

inf ) 4.4
) (44)
Remarque 4.1. Si g = 0 (le probleme est donc d données complétes), alors

J(v,g9) = J(v,0) et on obtient le probléme de contréle optimal :

inf J(v,0).

vEL2(X)
Ce probléeme a un sens et on peut se référer a [29] pour sa résolution.

Si g € L*(Q) alors le probléme (4.4) n’a pas de sens, car L*(Q) étant un espace
de dimension infinie, I’équation (4.1) est mal posé au sens d’Hadamard. Et c’est
pour cela que nous utilisons les notions de controles sans regret et a moindres
regrets. Nous allons maintenant les définir.

Nous avons vu que, si ¢ € L?(Q), alors le probléme (4.4) n’a pas de sens, on
va donc se borner aux contréles v, s’il en existe, tels que
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J(v,9) < J(0,9)  VgeL*Q). (4.5)

Si v = 0 correspond au cas ou l'on n’exerce aucun controle, on ne considere
ainsi que des controles qui, au moins, ne rendent pas la situation pire.
D’apres (4.5), on a

J(v,g) — J(0,9) <0 Vge L*Q).

La fonction g — J (v, g) — J(0, g) est donc majorée et admet une borne supérieure,
il est donc équivalent de dire qu’on se borne aux controles v tels que

sup J(v,g) — J(0,9) < 0. (4.6)
9eL?(Q)

Et le probléeme naturel est de trouver u € L*(X) réalisant :

inf  sup (J(v,g9) —J(0,9)). 4.7
s (J0.9) = J(0.9) (4.7)

Si le probleme (4.7) admet une unique solution w, alors u est appelé controle
sans regret.

Le controle sans regret n’étant pas toujours facile a caractériser, nous considé-
rons pour chaque v > 0, le probleme :

inf ~ sup (J(v,9) —J(0,9) — 7”9”%%@))' (4.8)

veEL?(X) geL2(Q)

Un tel u? € L*(X) vérifiant (4.8) est appelé controle & moindres regrets.

Avant de passer aux résultats d’existence et d’unicité, nous avons besoin des
calculs suivants.

Soient y(v,0) := y(x,t;v,0),y(0,9) = y(x,t;0,9) et y(0,0) = y(z,t;0,0)
solutions respectivement de

Dgry(v,0) — Ay(v,0) = 0 dans @,
y(v,0) = v sur X, (4.9)
I- C“y(()*,v, 0) = 9% dans QQ,
Dfpy(0,9) — Ay(0,9) = g dans Q,
y(0,g) = 0 sur X%, (4.10)
- O‘y(0+,0,g) = ¢ dans €,

et

Dzy(0,0) — Ay(0,0) = 0 dans @,
y(0,0) = 0 sur X%, (4.11)
I'*=2y(07;0,0) = 9% dans QQ,
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ou I'y(0%;v,9) = Pr%]l_ay(x,t;v,g). Comme g € L*Q),v € L*X) et
%
Y € H}(Q), d’apres le théoreéme 4.1, nous savons que y(v,0) € L*(Q) et d’ apres la

section 2.1, nous savons que y(0,g) et y(0,0) appartiennent & L?((0,T); Hy(Q)).
Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.2. Pour chaque v € L*(X) et chaque g € L*(Q), nous avons
+ 2 / / (0.9) —(0.0)][y(v.0) — (0, 0)]dtd,

ot y(v,0),y(0,g9) et y(0,0) sont solutions respectivement de (4.9) (4.10) et
(4.11) et la fonctionnelle J est donnée par (4.3).

(4.12)

Démonstration. En observant d’une part que

J(v,0) = /Q/OT[y(v,O) — zdl[y(v,0) — zgldtdx + N[z » (4.13a)
10.9) = [ [[1000.9) = 2ly(0.9) ~ lded (1.130)
J(0,0) = /Q /0 15(0,0) — 24[5(0,0) — zgldtda - (4.13¢)

Et d’autre part que,

y(v,g) = y(v,0) +y(0,9) — ¥(0,0),

nous avons alors que

Iw.9) = y(v,9) = zalldagy + Nlvla)
= 000) + 9(0.9)  5(0.0) — 24l + Mol
= lye,0) ~ zullaq) + Nlvlifag)
+ (0.9) = y(0.0) gy +2 | /0 [5(0,0) = 2al[3(0, 9) — y(0,0)}dtd.

(4.14)
D’apres (4.14) et (4.13a), nous obtenons que

J(v,9) = J(v’O)TJr 19(0,9) = 4(0,0)[1Z2(0)
2 [ [ l(w,0) = 2dy(0,9) — y(0,0)}deda.
Posons

A= [ [Mly0,0) = 2dly(0.9) — y(0,0))dtda
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Alors en remplagant y(v,0) — z4 par y(v,0) —y(0,0) +y(0,0) — z; dans A nous
avons

A = z//’y ) = 4(0,0) +y(0,0) — zu][y(0,9) ~ y(0,0)dtdz
= 2/ / y(v,0) = y(0,0)][y(0, g) — y(0,0)]dtdx
+ 2// y(0,0) — z4][y(0, g) — y(0,0)]dtdx.

Ainsi, nous pouvons écrire que

J(v,g) = J(v,0) +;//" (v,0) OOﬂ@@y)—y@ﬂﬂﬁ@:

(4.15)
Posons maintenant

= [ly(0, 9) — y(0,0)[172(g)

D’ou en remplacant y(0,¢g) — y(0,0) par y(0,9) — z4 — (y(0,0) — z4) dans B, on
obtient

B:://' y(0,9) = 24) — ((0,0) — 2)][((0, 9) — za) — (y(0,0) — 24)]dtdz

= [[y(0,9) = zall72(q) + I1¥(0,0) — 24|17 ()
- 2/9/ y(0, g) — z4[y(0,0) — z4|dtdx.
0

Et en remplagant y(0, g) — z4 par y(0, g) —y(0,0) +y(0,0) — z4 dans I'intégrale,
il vient que

B = |y(0,9) - Zd||L2(Q +119(0,0) — zallZ2 (g

)
- z// —(0,0) + y(0,0) — 24 [y(0,0) — z)dtdx
= Js(0.9) - mm@+ma> 2all2aig) — 219(0,0) = 24ll22(0)

(
_2// (0, ) — y(0,0)][y(0,0) — z]dwdt
(

= [ly(0,9) Zdl\m(Q) Hy 0,0) = 24l 72(g)
—2// (0.6) - 50, 0(0,0) =l
— J(0,9) — J(0,0) — 2// [9(0, 9) — y(0,0)][y(0,0) — zJ|dxdt.

0
Y
0
0
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Pour finir en remplagant B dans (4.15), on a

J(v,g) = J(v,0) +2// (0,0) — (0,0)][y(0, g) — y(0,0)]dtdz
£ J(0.9) = J0.0) -2 /0 [5(0,9) = y(0,0)][y(0,0) — zgJdrdt
b2 [ [ 10,0~ 2lly(0.9) ~ y(0, 0)drda
= J(0.0) +.J(0.9) = J(0.0)
+ 2// (v,0) — (0,0)][y(0, g) — (0, 0)]dtdz.
D'ott
J(v,9)—J(0,9) = J(v,0)—J(0,0) +2// (v,0) = y(0,0)][y(0, 9) — (0, 0)]drdr.

]

Lemme 4.3. Pour chaque v € L*(X) et pour chaque g € L*(Q), nous avons

J(v,g) — J(0,9) = J(v,0) = J

(0,0) + 2 /0 ' /Q gz, O)(x, to)dedt,  (4.16)

ou £(v) € L2((0,T); H*(Q2) N H () est solution de

£(v)

{ —Dg&(v) — Ag(v)
§(Tsv)

Démonstration. Comme y(v,0) —y

- y(“? 0) - y(07 0) dans Qv
=0 sur X, (4.17)
=0 dans €2,

(0,0) € L*(Q), d’apres le corollaire 2.1, 1’équa-

tion (4.17) admet une unique solution & := &(v) € L*((0,T); H*(2) N HY(Q)). De
plus, il existe une constante C' > 0 telle que

1€ |2 (0.09:2(0) < Clly (v, 0) = y(0,0)][ 20)- (4.18)

Posons z = y(0, g) — y(0,0), alors z est solution de

{D%LzAz = g dans Q,
z

= 0 sur %, (4.19)

I'~2z(0*) = 0 dans €.

Maintenant multiplions la premiére équation de (4.17) par z et en utilisant le

lemme 1.6, on obtient
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/ / (,t) (=D& (z, t;v) — Aé(x, t;v))dadt =
—/,fxTv)[la (dea:+/£:cOU)Ila(xO+)d

Jr/ /D%LZ — Az(z,t))§(w, t;v)drdt
_// (2, t;0,0) — y(z,t;0,0))z(z, t)dzdt.

D’ott en combinant (4.19) et (4.17), nous avons

ATAQ(xvt>§($,t;v)dxdt.

Ainsi en remplagant le terme de gauche dans (4.12), on obtient (4.16).

O
Maintenant considérons le probléme de controle sans regret :
inf  sup (J(v,9)— J(0,9)). (4.20)
veEL?(X) geL2(Q)

D’apres (4.16), ce probléme est équivalent a :

T
inf  sup |J(v,0)—J(0,0) + 2/ / §(x,t;v)g($,t)dtdx] : (4.21)

veL?(X) geL2(Q) QJo

L’espace L*(QQ) étant un espace vectoriel, nous avons les deux possibilités sui-

vantes :
</ / E(z,t;0)g(x t)dtdx) = (4.22)
geL?(Q)

gem@)<// (2, t:v)g xt)dtd:c>_() (4.23)

Le controle sans regret existe uniquement dans le cas (4.23). Ce qui implique
que le contrdle sans regret appartient a I’ensemble :

or

K={veL*%) telleque /Q/OT E(z,t;v)g(x, t)dtdr = 0, Vg € L*(Q)}.
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Un tel controle étant difficile a caractériser, nous considérons la forme pénalisée
du probleme (4.20). Plus précisément, pour chaque v > 0, nous considérons le
probleme a moindres regrets :

inf  sup (J(v,g9)— J(0,9) — 2o )- 4.24
il sup (Jv.9) = J(0.9) =llglzz0) (4.24)

D’apres (4.16), le probleme (4.24) est équivalent a :

inf [J(U,O)—J(O 0)+2 sup (// £ (, t;0)g(x, t)dtdz — HgHLz )]

veL?(X) geL2(Q)

En utilisant la transformée de Legendre-Fenchel, nous avons que

y 1
2y sup (/ [ et xt)dtdm—2||g||%2<@) = 6@l

geL?(Q

d’out le probléme (4.24) devient : Pour chaque v > 0, trouver u” € L*(X) tel
que :

H) = it () (4.25)
1,(0) = 1(0,0) = J0,0) + [0 (4.26)

4.2 Résolution du probleme de controle a moindres regrets.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité qui suit :

Proposition 4.1. Soit v > 0. Alors il existe un unique controle a moindres regrets
uY qui vérifie (4.25).

Démonstration. Nous avons
1
Jo(0) = J(v,0) = J(0,0 + = €)1 72y = —7(0,0),

alors on sait que iL%{E) J,(v) existe. Soit (v,) € L*(X) une suite minimisante
ve

telle que

lim J,(v,) = inf J,(v). (4.27)

n—+00 vEL?(X)
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Alors y, = y(x,t;v,,0) est solution de (4.9). Et y,, satisfait :

D% yn — Ay, =0 dans Q, (4.28a)
Yp =V,  SUr X, (4.28b)
'y, (07) =4° dans Q. (4.28c¢)

D’apres le théoreme 4.1, il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle
que
lynll 2@ < C (llvallzzey + 18 lmy o) - (4.29)

D’apres (4.27), il existe une constante C'(y) > 0 indépendante de n telle que
~J(0,0) < T, 0) = 70,0 + = () ) < C12).

d’ou
0 < T 0) + 2 £y < C0) +7(0,0) = C3)

Et en utilisant la définition de J(v,,0), on obtient

[vallz2z) < C(v), (4.30a)
Hf(vn)Hp(Q) < ﬁc(’}/)- (4.30b)

D’apres (4.28a), on déduit qu'il existe C(y) > 0 telle que

D% Lyn — Aynll12(g) < C(v)- (4.31)

En utilisant (4.2) et (4.30a), nous pouvons écrire que

[Ynllz2@) < C (), (4.32)

ainsi nous savons qu’il existe u” € L*(X) et 6,47 € L*(Q) et qu’on peut extraire
des sous-suites de (v,,) et (y,) (encore appelée (v,) et (y,)) telles que

v, — u” faiblement dans L*(%), (4.33a)
D% yn — Ay, — 0 faiblement dans L*(Q), (4.33b)
Yn — y7 faiblement dans L*(Q). (4.33¢)

Le reste de la preuve se décompose en trois étapes.
Etape 1 : Nous prouvons que (u”,y”) vérifie (4.9).
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Soit D(Q), 'espace des fonctions C* dans () a support compact et nous notons
D'(Q) son dual. En multipliant (4.28a) par ¢ € D(Q) et en utilisant le lemme 1.6,
nous obtenons

[ [ (Dtsanler. =Sy, )t = [ [ e, 0)(~ Dol )~ Dol 1),

d’ou en passant a la limite quand n — +o0o dans la derniere égalité, on a

n—>+oo

/ /?J z, 1) (=Dgp(x,t) — Ap(x,t))dxdt
_/ / D%y (x,t) — Ay (x,t))p(z, t)dzdt.

Ce qui implique que

lim T/ (Dgryn(x,t) — Ayy(z,t))@(x, t)daxdt =

D% yn — Ay, — D% y” — Ay?  faiblement dans D'(Q),

donc d’apres (4.33b), nous avons

D¢y’ — Ay’ =0 dans Q. (4.34)

Ainsi,

D%y — Ay, — D%y — Ay faiblement dans  L*(Q). (4.35)

D’ou en passant a la limite dans (4.28a) et en utilisant (4.35), nous obtenons
que

D%y’ — Ay’ =0 dans Q. (4.36)

Comme y” € L*(Q) et D% y” — Ay? € L*(Q), d’apres le lemme 4.1, nous

savons que Y, existe et appartient a H=Y((0,T); HY2(0Q)) et que I'™%y7 €

C([0,T); H~(2)). Maintenant, multiplions (4.28a) par ¢ € C*(Q) avec pjgo = 0

et p(x,T) = 0 dans €, et en intégrant par parties et en utilisant le lemme 1.6,
nous avons
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/T/Q@%Lyn(m,t) — Ay (z, 1)), t)dodt =
el )1~ ayn(x T)dg:_/ o, 0 'y (i, O+)dx

—l—/ / yn (o, t t)dodt —/ / (o,t)dodt (437

+ / | nla Dcso(w H - A@(IB t>>dxdt:
—/ xOOda:—l—//vnat (o,t)dodt
+/ /yn (=Dgp(z,t) — Ap(x,t))dxdt.

En passant a la limite dans (4.37), et en utilisant (4.33a), (4.33c) et (4.35), on
obtient,

/ / Dy (0, 8) — Ay (1)), ) dwdt =
—/ x,0) 0d:16+/ / u (o, t) SOdaahf (4.38)

/0 /Qy x’t(_DCQO(xat)—AQD(x,t))dxdt

En intégrant, maintenant la partie de droite de (4.38), et en utilisant le lemme
d’intégration par parties, nous pouvons écrire que

T
/(p(x, O)yodx—/ / u? (o, t)?pdadt:
Q 0 Joa v
<(,0(I, 0)7 ]l—ayv(x7 0)>H&(Q),H*1(Q) (439)

dp
—(y (0, 1), 5(07 E)) H-1((0,1):H-1/2(99)), HY (0,7);H/2(92))
Vi € C(Q) telle que pjpn =0, ¢(x,T) =0 in Q.

ou (.,.)yys représente les crochets de dualité entre les espaces Y et Y.
Choisissons maintenant, ¢ telle que ¢(z,0) = 0 dans 2, on a alors

dp
—/ /8Q u’ (o, ) *dadt —(y" (o, t),%(a, E)) 1 (0,1),H-1/2(99)), HE ((0,1);H/2(99))

ce qui implique que
y'=u" sur . (4.40)

Ainsi nous avons que

| ol 0y’ dz = {o(,0). 1=y (@, 0)) .20
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d’ou

I'*y(0) =4 dans (. (4.41)
D’apres (4.36), (4.40) et (4.41), nous avons que y” = y”(x,t;u”,0) est solution
de (4.9).
FEtape 2 : Nous montrons que &(v,,) converge vers £ = &(u?) et que (£7,y7)
vérifie (4.17). On a &(v,,) solution de

_Dgg(vn) - Ag(vn) = yn(vna 0) - y(ov 0) dans Q7
&(vn) 0 sur %, (4.42)
§(T5 vn) = 0 dans €.

Posons z, = yn(v,, 0) — y(0,0), alors z, est solution de

D% zn — Az, = 0 dans Q,
Zn VU, SUur X,
Iz, = 0 dans Q.

d’out d’apres le théoréme 4.1 et (4.30a), on sait que z, € L*(Q) et de plus, il
existe C'(y) > 0 telle que

1znll2(@) = lyn(vn, 0) = 4(0,0)[[L2(q) < C()-

Par conséquent, d’apres (4.42), nous avons

| = De&(vn) — A&(vn)llr2(@) < C(0), (4.43)
et comme ¥, (v,,0) — y(0,0) € L*(Q), d’apres le corollaire 2.1, nous avons
1) 22(0.1);52(02)) < C (7). (4.44)

Nous savons alors qu'il existe £7 € L*((0,T); H*(f2)) et qu’on peut extraire une
sous-suite de (£(vy,)) (encore appelée ({(vy,))) telle que

£(vy) — & faiblement dans  L*((0,7T); H*(Q2)). (4.45)

D’apres (4.42)3, nous posons

¢(T) =0 dans Q. (4.46)

Maintenant, multiplions la premiére équation de (4.42), par ¢» € C*(Q) telle
que Yjpo = 0et [ 1=ag)(x,0) = 0, et en intégrant par parties et en utilisant le lemme
1.6, nous avons 'égalité suivante :
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/OT DCf T, t; U”) Ag(xvtavn))'@b(l’,t)dl'dt =
/OT (Yn(x, t;v,,0) — y(2,t;0,0))(x, t)dxdt
= [ [ (D) — A )€ v, )

Ainsi en utilisant (4.33c) et (4.45), et en passant a la limite quand n — +o0
dans la derniere égalité, nous avons

{O

E-J

/ / (z,t;u”,0) — y(z,£;0,0))¢(z, t)dzdt =
/0 /Q Dy (z,t) — Av(z, 1)) (z, t; u”)dzdl.

Vi) € C=(Q) telle que o = 0 et I'~*¢)(z,0) =0
D’oti en utilisant de nouveau le lemme 1.6, on obtient Vi) € D(Q),
/ / (x,t;u”,0) —y(x,t;0,0))(x, t)dedt =
/ / =D& (z, tu”) — AL (x, t;u) ) (z, t)dadt,

ce qui implique que

—D2E (W) — AL (W) =y (u”,0) — y(0,0) dans Q. (4.47)

Maintenant, multiplions la premitre équation de (4.42) par ¢ € C®(Q) avec
Yoo =0 et I'"*(x,0) = 0 dans @, en intégrant par parties sur @, nous avons

/ / Yn(z,t;0,,0) —y(x,t;0,0))(z, t)dedt =
/ / CD2E (b 0n) — AL, ) V() ddt = (4.48)

/ / (D2 (. 1) — Av(x, 1)z, £ vp)dadt.
En utilisant (4.33c) et (4.45), en passant a la limite dans (4.48), on obtient

/ / (x,t;u”,0) —y(x,t;0,0))(x, t)dedt =
/0 /Q D¢ b(x,t) — Ap(x, 1)) (z, t; 0 )dadt
Vih € C=(Q) avec Yoo =0 et I'"*¢(z,0) = 0 dans Q.

d’ou en utilisant de nouveau le lemme 1.6, nous obtenons

(4.49)
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/( x,t;u”,0) —y(x,t;0,0))0(z, t)dedt =
/( DE(x,tyv,) — A& (2, t;v,)) Y (2, t)dadt

I,
I

T 0
/ E(x, T; ) I Y(x, T)dx — /89/0 &7 (o, t)ajf(a, t)dtdo
Vi) € C=(Q) avec 1hjpq = 0 et I'¢(x,0) = 0 dans Q.
D’apres (4.46) et (4.47), nous avons
£ =0 sur X. (4.50)

D’apres (4.46), (4.47) et (4.50), nous avons que (£7,y7) est solution de (4.17).

Etape 3 :La fonction v — J(v) étant semi-continue inférieurement pour la
topologie faible, on a
Jy(u?) < lim infJ,(v,),

n—+00
d’ou d’apres (4.27), on peut écrire

J,(u) = inf J,(v).

veL?(X)

L’unicité de u” vient de la strict-convexité de J,.

[]

Théoréme 4.2. Soit u? le controle a moindres regrets. Alors il existe g7 € L*((0,T); Hy())
et p* € L*((0,T); H*(2) N H}(Q)) telles que (u?,y" = y(u?,0),p7,q") satisfait le
systéeme d’optimalité suivant :

D%y —Ay? = 0 dans @,
y? = u sur X, (4.51)
I'=2y7(0) = y° dans €2,
1
Dgrq" —Ag" = 75(“7) dans @Q,
7 (4.52)
q7 = 0 sur X,
I'=q7(0) =0 dans §2,
1
=DgpY — ApY = y' —zg+ —q dans @,
B V7 (4.53)
p7 =0 sur X,
p'(T) = 0 dans €2,

et
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N
Nu” — %]j/ =0 dans Q. (4.54)

Démonstration. Les relations (4.36), (4.40) et (4.41) donnent (4.51). Pour carac-
tériser le controle a moindres regrets u”, on utilise les conditions d’optimalité
d’Euler-Lagrange :

d

%Jv(zﬂ + k(v —u"))|ro = 0,Yv € L*(Q). (4.55)

Posons w = v — u”, on a alors,

1
J,(u + kw) = J(u" + kw) — J(0,0) + ;Hf(u7 + kw)||72g)

= [ly(u?,0) - de%Q(Q) + K[y (w, O)H%Q(Q)

+ 2k(y(u?,0) — 24, y(w,0))12(q)

+ Nlu" |72 + kQNlWH%%E) + 2k (Y, w)rzs) — [[¥(0,0) — 2all72(q)
1 2k

+ €@ T2 + =€) 72i) + = (), E(w)) r2(q)-
Y Y 8

d’ou

J (U + kw) — J,(u”)
- — = klly(w,0)[1Z2q) + 2(y(u”,0) — 24, y(w,0))r2(q)

k
+ EN|wl|72) + 2(u w) 2 + 5”5(“’)”%2(@)
2
+ g(g(uw)af(w))Lz(Q)-

donc d’apres (4.55), et en remplagant w par v—u? on obtient 1’égalité suivante :

/Q/OT(y(u’Y7 0) — zq)(y(v,0) — y(u?,0))dtdz+
A OT Nu'(v = u")dtdz+ (4.56)
i/Q/OT (E(z tu), E(z, v —w))) dtdz =0 Yo € L*(D),

ott d’apres (4.17), £(v — ) = &z, t;v —u?) € L2((0,T); H*(2) N HY(Q)) est
solution de

E(v—u?) =0 sur X, (4.57)

—Dgé(v—u) — Af(v —u?) = y(v,0) —y"(u?,0)  dans Q,
{ E(T;v—u") =0 dans Q.
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Soit z(v — u?) = y(z,t;v,0) — y?(z,t;u?,0) Pétat associé & (v —u?) € L*(2).
Alors d’apres (4.9), z = z(v — u?) € L*(Q) est solution de 'équation de diffusion
fractionnaire :

D%z —Az = 0 dans @,
z = v—u sur, (4.58)
I'=22(0) =0 dans Q.

Pour interpréter (4.56), considérons ¢” = ¢ (u”, 0) solution de I'équation (4.52).

Comme 76 (u”) € L*(Q), d’apres le théoréme 2.1, g7 est unique et appartient a
Y

L2((0,T); H(2)). De plus, il existe une constante C' > 0 telle que
v < ¢ Y 4.59
g\l 20,1y 2 2)) < ﬁllﬁ(u N rz@)- (4.59)

1
En multipliant la premiére équation de (4.57) par 7(]V et en utilisant le lemme
Y
1.6, il vient que

/OT/Q \/%qv(x,t)(—Dgf(x,t;v —uY) = Af(z,t;v —u?))dzdt =
_\;7 /QTf(a:, T;v—u) %" (x, T)dx + \}7 /Q E(x, 050 —u) Mg (2,07 dx
—l-ﬁ/o /Q(D%qu(x,t) — Aq"(z,t))&E(x, t; v)dxdt.

Soit r 1
Jo f} 5 @ t0,0) = 5w, 0)eds =
1
[ [ ettt tio — u)dida,
alo v
d’ott en combinant avec (4.56), on obtient
[ [ w0 —0)(y(0.0) — y(u, 0))did
y(u',0) — 2+ —=q" )(y(v,0) —y(u’, tdz+
aJo val (4.60)
/ / Nu'(v —u")dtde =0, Yv € L*(2).
aJo

Maintenant, soit p? solution de (4.53). Alors, d’apres le corollaire 2.1, p7 €
1
L*((0,T); H*(Q)NHY(Q)) car y” —z4+ 7(]7 € L*(Q). En multipliant la premiére
Y

équation de (4.58) par p” solution de (4.53), et en utilisant le lemme d’intégration
par parties, on a
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/ Dgpz(x,t) — Az(x,1))p" (z, t)dedt =
ﬁ (2, T2, TW:U‘/Q P (2, 0)1' " 2(x, 0" )dx
+/ / z(x,t)(=Dep’ (z, t) — Ap™(z, t))dwdt.

Dot d’apres (4.53) et (4.58), on obtient

T Y Y 1 Y
// (0,0) = (" 0D (", 0) = 24+ =)ol

/ / (v—u7) —dadt—O
a0

et en combinant avec (4.60), nous avons
T op

Nt = L) w—uw)=0

/Q/O ( B 8V> (=) =0,

-
NuV—%p—O dans Q.
v

Réciproquement, nous supposons que (4.55) est vérifiée, c’est-a-dire que la li-
mite existe. Alors d’apres la convexité de la fonction v — J,(v), nous avons pour
tout 6 €]0, 1] que

ce qui implique que

T (0v+ (1 —0)w) < 6J,(v)+ (1—0)J,(w)

ce qui implique que

S0+ (1= 0)w) — Ty ()] < Jy(0) — ().

Ce qui peut encore s’écrire

S0+ 00— w) = J, w)].

Or nous avons supposé que (4.55) est vérifiée, on a donc

Ty (0) = T (w) >

Jy(0) = Jy(w) > J(w).(v —w) =0 Vue L*X).

Maintenant, prenons w = u” alors nous avons que

J,(v) = J,(u") >0  VveL*X).
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Ce qui implique que u” est solution du probleme de contrdle a moindres regrets
(4.25).
m

4.3 Résolution du probleme de contrdle sans regret.

Nous venons de résoudre le probleme de controle a moindres regrets, nous allons
maintenant montrer que le controle a moindres regrets converge vers le contréle
sans regret que nous caractériserons ensuite par un systeme d’optimalité. Nous
donnons donc le résultat suivant,

Théoréme 4.3. Le contrdle a moindres regrets u” converge vers le controle sans
regret u solution de (4.21) dans L*(X).

Démonstration. Comme u” est solution de (4.25), on a
Jy(u?) < J,(0) =0,

car £(0) = 0 dans @ d’apres (4.17). Donc d’apres la définition de .J, donnée par
(4.26), nous pouvons écrire que

1
ly(u”,0) = zall72(q) + Nllw"|[72(s) + ;Hf(uv)”%z’(@ < J(0,0) = [[4(0,0) = 24l 72()-

Ce qui implique que

ly(u”,0)[[z2@) < [[y(0,0) — 2allz2(q), (4.61a)
1

w7 L2(s) < NH?J(O,O) — zill 22, (4.61b)

1€ 120y < VAN¥(0,0) = 24l 12(q)- (4.61c)

Ainsi d’apres (4.61b) et (4.51);, nous avons

o 1
1DRLy(”, 0) = Ay(u?, 0)llr2@) < 7 19(0,0) = 2allz2(g)- (4.62)

Comme y(u?,0) est solution de (4.51), d’apres le théoréme 4.1, il existe une
constante C' indépendante de ~ telle que

C
\|y(U770)|’L2((0,T);H5(Q)) < NHZJ(OaO) - Zd||L2(Q)‘

D’ot ils existent u € L*(X),y € L*(Q),d € L*(Q) et des sous-suites extraites
de (u”) and (y) (encore appelées (u?) et (y?)) telles que

83



u? — u faiblement dans L*(X), (4.63a)

y? — y faiblement dans L*(Q), (4.63b)

D%, y" — Ay” — § faiblement dans L*(Q). (4.63c)
(

En procédant comme aux pages 58 a 79, en utilisant (4.63a)-(4.63¢c), nous
montrons que y = y(z, t;u,0) est solution de

D%y—Ay = 0 dans @),
y = u sur X, (4.64)
I'=y(0) = ¢° dans Q.

1

Et &€ = &(x, t;u) € L2((0,T); H*(Q) N HL(Q)) est solution de

_Dgg - Ag = y(u7 0) - y(07 0) dans @,
13 =0 sur X, (4.65)
&(T) =0 dans €.

De plus, d’apres (4.61c), nous avons
E(u) — &(u) = 0 fortement dans L*(Q),

par conséquent,

/()T/Qg<“7>t)f($»t; w)dzdt = 0.

Ce qui signifie que u est solution du probléme sans regret (4.21).
]

Théoréme 4.4. Soit u = lir% u?, le contrile sans regret associé a l'état y(u,0).
Y—

Alors ils existent ¢ € L*((0,T); HY}(Q)) et p € L*((0,T); H*(Q) N HL(Q)) telles que
(u,y = y(u,0),q,p) satisfait le systéme d’optimalité suivant :

Dgy—Ay = 0 dans @,
y = u sur X, (4.66)
I'=2y(0) = y°  dans Q,
D%qg—Aq¢ = 1 dans @,
q =0 sur X, (4.67)
I'=2q(0) = 0 dans €,
D Ap = -zt dansQ,
D =0 sur X, (4.68)
p(T) =0 dans €,
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et

dp
B _ 4.
Nu 5 0 dans @ (4.69)

Démonstration. D’apres (4.64), nous avons (4.66).
D’apres (4.61c), nous savons que

1 Y
Hﬁﬂ“ )

d’ou en utilisant (4.59), nous obtenons

< [[y(0,0) = 24|l 2(@),
L2(Q)

||q’y||L2((O,T);Hé(Q)) < Clly(0,0) — Zd||L2(Q)- (4.70)

Par conséquent, il existe 7 € L?(Q) et ¢ € L*((0,T); H} (2)) telles que :

1
—¢(u”) — 71y faiblement dans L*(Q), 4.71
Ve (u”) =7 (@) (4.71)
q" — q faiblement dans L*((0,T); Hy(Q)). (4.72)

En utilisant (4.71) et (4.72) et en passant a la limite dans (4.52), nous montrons
comme pour la convergence de y,, = y(v,, 0) (voir pages 75 & 77) que q vérifie (4.67).

Nous avons ¢” solution de I’équation (4.52), d’ou d’apres le théoreme 2.1, nous
savons que ¢ vérifie,

a2 orysmr ) < ClEMWM) [ L2(q)

1
d’ott en multipliant par — et en combinant avec (4.61c), on obtient
Y

< Clly(0,0) = z4l[L2(0)-
L2((0,T);H} (2))

quv
val
Alors, il existe 7, € L?((0,T); H3(Q) telle que,
1
7q7 — 7, faiblement dans L*((0,T); H3(Q)). (4.73)
g

On a p” solution de (4.53), d’ou d’apres le corollaire 2.1, nous savons qu’il existe
C > 0 telle que

1| 22(0.7):2(0)) < C-
Ainsi, il existe p € L*((0,T); H*(Q2)) telle que
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p”’ — p faiblement dans L*((0,T); H*()).

(4.74)

En utilisant (4.73) et (4.74) et en passant a la limite dans (4.53), nous montrons
comme pour la convergence de y,, = y(v,, 0) (voir pages 75 a 77) que p vérifie (4.68).

D’apres (4.61b) et (4.54), nous avons

alors, on sait qu’il existe § € LQ(Z) telle que

< ly(0,0) = 24| 2(q)

op” : 2
B — § faiblement dans L*(X)

d’ott en combinant avec (4.74), nous obtenons

op?Y dp . . 2
B By faiblement dans L*(X).

Maintenant, en passant & la limite dans (4.54), et en utilisant (4.63a) et

on obtient (4.69).

86

(4.75)

(4.75),
0



CHAPITRE 5

LCONTRGLE OPTIMAL D’'UNE EQUATION D'ONDE
FRACTIONNAIRE EN TEMPS A DONNEES
INCOMPLETES.

Dans ce chapitre, nous procédons comme précédemment afin de résoudre un
probleme de controle sans regret ou cette fois ci, I’équation d’état est une équation
d’onde fractionnaire a données incompleétes.

5.1 Position du probleme.

Soient n € N* et ) un sous-ensemble ouvert borné de R"”, de frontiere 0€) de
classe C2. Pour le temps T' > 0, nous posons Q = Qx]0,T[, ¥ = 9N2x]0,T[, et
on considere I’équation d’onde fractionnaire :

D%Ly(x7t) - Ay(l’,t) = U(LC,t) (Ll',t) € Q

y(o,t) = 0 (0,t) € X

*~oy(z,0%) = o SR (5.1)
0

— 1>y (z,0" = Q

ot y(xa 0 ) q T €

o 3/2 < a<2 y’e H*(Q)NHQ), g€ L*(Q), et v e L*(Q). g est inconnu,
0
2—a +\ _1: 2—a 12—« ) — i T2« AN PN
IFy(x,07) = %1_{%] y(x,t) et 815] y(x,07) 11_{% 825[ y(x,t) ou 'intégrale
fractionnaire I d’ordre « et la dérivée fractionnaire D%, d’ordre o sont pris au
sens de Riemann-Liouville.

D’apres la section 2.2, I'équation (5.1) admet une unique solution y(v,g) €
L2((0,T); H{(2)). De plus, il existe une constante C' > 0 telle que
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leorpmmay < A (18 Nz + lgllz@ + Ivlle) (5.2)

12y loorpm@y < T (100 1m@ + lolle@ + le) . (5.3)

8 2—a 0

PR <O (182 + lglliz + ollz)) . (5.4)
C([0,7T);L2(2))

avec

27203 7ot 27"
A = max (CJ (204—3)’0J -1 Vata- 1)) ’

3—«
IT = sup (C\/i, Cv21?.C (23T—04))

t
) O = max (\/iCTafl, \/§C)

Soit y(v,g) € L*((0,T); HY(Q)) C L*(Q) solution de (5.1), alors nous pouvons
définir la fonctionnelle cotit J par

J(v,9) = [ly(x,t;0,9) = zall72(q) + NllvllZ2(q)- (5.5)
On souhaite résoudre le probleme de controle optimal suivant

inf . .
ot (v,9) (5.6)

Si g = 0 (on a donc un probléme a données completes), alors J(v, g) = J(v,0)
donc le probleme de contrdle optimal

inf J(v,0),
vEL?(Q)

a un sens. Dans ce travail, nous faisons le choix de considérer g € L?*(2) alors le
probléme (5.6), n’a pas de sens, car L*(€2) est un espace de dimension infinie. Et

c’est pour cela que nous utilisons, comme dans la section précédente, les notions
de controle a moindres regrets et controle sans regret.

Avant de passer a la résolution du probléme de contrdle & moindres regrets puis

a la résolution du probleme de contrdle sans regret, nous devons faire les calculs
suivants.
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Soient y(v,0) = y(z,t;v,0),9(0,9) = y(z,t0,9) et y(0,0) = y(z,£0,0) les

solutions respectivement de :

D%Ey(i), 0) - Ay(va O) =

Yy
I*~y(0;v,0) =

0
7[2_05 . =

D%Ly(ovg) - Ay(ovg) =

y
I*=*y(0;0,9) =

0 —a
aIQ y(0;0, g) =

et

D%;y(0,0) — Ay(0,0)

y
1*~4(0;0,0)

0 ]
5! >~2y(0;0,0)

d
N T2—a . : 2—a . 2—a . :
ou "%y (0;v, g) = lim I""%y(z, t;0, g) et 2. I"*y(0;0, 9) = lim

O < O

0
0
Y
9

o & O O

0

0

dans @),
sur X,
dans €2,

dans €2,
dans @),

sur X3,
dans €2,

dans €2,

dans @),
sur X3,
dans (2,

dans €2,

ot

(5.7)

(5.9)

9
I*~y(z,t;v,9).

Comme v € L*(Q),y" € H*(Q) N H(Q) et g € L*(Q), d’apres la section 2.2,
nous savons que y(v,0),y(0, g) et y(0,0) appartiennent a L*((0,T); H3(9)).

Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.1. Pour chaque v € L*(Q) et pour chaque g € L*(2), nous avons

J(v,9) = J(0,9) = J —J(0,0)

(v,0)
+ 2 [ [ [y(0.9) = y(0,0)lly(v,0) — y(0,0)]dtd,

(5.10)

ou J est la fonctionnelle définie par (5.5) et y(v, g) = y(z,t;v,9) € L*(0,T; H3 () C

L*(Q) est solution de (5.1).

Démonstration. Nous obtenons ce résultat en procédant exactement comme pour

le lemme 4.2.

De plus, nous avons le lemme suivant,

]

Lemme 5.2. Pour chaque v € L*(Q) et pour chaque g € L*(2), nous avons

J(v,9) — J(0,9) = J(v,0) — J(0,0) + 2/995(1;, 0;v)dz,
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ou &(v) = E(z, t;v) € C([0,T); H(Q)) est solution de

Deg(v) — Ag(v) = y(v,0) —y(0,0) dans Q,

§ =0 sur X,
E(z,T;v) =0 dans €, (5.12)
23
T; = Q.
T —(z,T;v) 0 dans

Démonstration. Comme y(v,0) — y(0,0) € L*(Q), d’apres le corollaire 2.3, nous
savons que le systeme (5.12) admet une unique solution ¢(v) € C([0,T]; Hy(9)).
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

Ta 1
1§ leqo,rymi@) < C Hy(v 0) = y(0,0)[|2(@), (5.13)
et
200—3
%o <O .0 - 900 (51)
C([0,T];L2(92)) @—

Soit z = y(0,9) — y(0,0). Alors z vérifie

D%,z —Az = 0 dans Q,

z = 0 sur X,

27°z(0) = 0 dans Q, (5.15)
0

alz “2(0) = ¢ dans .

Comme g € L*(Q), d’apreés la section 2.2, on a z € L*((0,T); H (Q)), I*7*z €
C([0,T), H}(2)) et gtﬁaz € C([0,T], L*(2)). Maintenant, multiplions la pre-

miere équation de (5.12) par z et en intégrant par parties sur (), nous avons en
utilisant le lemme 1.7 :

/ / 2(z, ) (DEE(z, t;v) — Aé(x, t;v))dxdt =
/ / D%z (x t) Az(x,t)E(x, t;v)dzdt
—/ﬁxTv Iza(:z:Tdx+/§x0v)a([2a(,0+))dx

35 3
2—a . _ 2—a .
—i—/QI z(z,T) 5 (x,T;v)dx /QI 2(z,0)=(x,0;v)dz.

at

D’ou en combinant (5.12) et (5.15), nous obtenons
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[ [ wtasts,0) =yt 60,00 (y(a,850,9) — yla, 0,0t = [ €, 050)gd,

ainsi (5.10) devient

J(v,9) — J(0,9) = J(v,0) — J(0,0) + 2 /Q £(x, 0;v)gdr.

]
Maintenant considérons le probléme de controle sans regret :
inf  sup (J(v,g9) —J(0,9)). 5.16
) s (J(0.6) = J(0.9) (5.16)
Alors d’apres (5.11), ce probleme est équivalent au probleme suivant :
inf  su [J v,0) — J(0,0 +2/ x,0;v dx]. 5.17
o sup [J(0.0) = 70.0)+2 [ ez 0:0)g (5.17)

L’espace L*(§2) étant un espace vectoriel, nous avons les deux possibilités sui-
vantes :

sup | </Q£(:U,O;v)gda:) = +00, (5.18)

geL2(Q
ou,

sup (/Qf(:c,o;v)gdt> =0. (5.19)

geL?(Q)

Et le controle sans regret existe que dans le cas (5.19). Donc le controle sans
regret appartient a ’ensemble :

K = {v e L*(Q) telle que /Qﬁ(x,();v)gdw =0, VgeL*(Q)}.

Un tel controle étant difficile a caractériser, nous considérons la forme pénalisée
du probleme (5.16). Plus précisément, pour chaque v > 0, nous considérons le
probleme a moindres regrets :

inf  sup (J(v,q)—J(0,q)— 2 ion). 5.20
Ll sup (J(0.9) = 7(0.9) = lglEere) (5.20)

D’apres (5.11), le probleme (5.20) est équivalent au probléeme suivant :

. g 2
inf |J(v,0)—J(0,0)+2 su (/ x,0;v)gdr — — ) .
Lt (v,0) = J(0,0) w U &( )g 5 19020
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D’ou en utilisant la transformée de Legendre-Fenchel, on obtient

1 1y 1 2
27y sup (/Qvf(%o;v)gdt—72”9”%’%(9)) = §||§<'70;U)”L2(Q)7

geL?(Q)

et le probleme (5.20) devient : Pour chaque v > 0, trouver v? € L?*(Q) telle
que :

K= inf (), (5.21)
ou
1
(v) = J(v,0) = J(0,0) + = 1€C, 0;0) 72 - (5.22)

5.2 Résolution du probleme de controle a moindres regrets.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité qui suit :

Proposition 5.1. Soit v > 0. Alors il existe un unique contréole a moindres regrets
uY qui vérifie (5.21).

Démonstration. Nous avons
1

alors nous savons que inf J,(v) existe. Soit (v,) € L?(Q) une suite minimisante

veL?(Q)
telle que
lim J = inf J 5.23
nﬁl+oo ( ) velL?(Q) () ( )

Alors y, = y(x,t;v,,0) est solution de (5.7). Et y,, satisfait :

Dpyn(z,) — Ayu(w,t) = vu(z,t)  dans Q, (5.24a)
Yn(z,t) =0 sur X, (5.24b)

“yn(7,0) = y° dans €, (5.24c)

8 “Yn(x,0) =0 dans €. (5.24d)

875
D’apres (5.23), il existe C'(y) > 0 indépendante de n telle que,

osﬂ%m+imm&%mamscm+J@m=ow»
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Et en utilisant la définition de J(v,,0) nous obtenons,

[vnllr2@) < C(7), (5.25a)
1€C; 05 vn)l L2y < VAC (V) (5.25b)

D’apres le théoreme 2.2, nous savons qu’il existe une constante C' indépendante
de n telle que

9l 20,7); HE(Q) < C(), (5.26a)

ynHL?( (0,7);HA(Q)) < C(v), (5.26b)

Hﬂ @ < O(v). (5.26¢)
2((0,7);L2(%)

De plus, d’apres (5.24a) et (5.25&), nous avons
[ DgLYn — Aynllr2) < C(7). (5.27)

Par conséquent, il existe u? € L*(Q),y"” € L*((0,T); H}(Q2)),d € L*(Q),n €
L2((0,T); H}(2)),0 € L*((0,T); L*(2)) et nous pouvons extraire des sous-suites
de (vy,) et (y,)(encore appelées (v,) et (y,)) telles que :

v, — u” faiblement dans L*(Q), (5.284a)
D%, yn — Ay, — 0 faiblement dans L*(Q), (5.28Db)
Yy, — y" faiblement dans L*((0,7T); Hy(f2)), (5.28¢)
I?~%y, — 7 faiblement dans L*((0,T), Hy(Q)), (5.28d)

0
alz_ayn — @ faiblement dans L*((0,7); L*(Q2)). (5.28¢)

Le reste de la preuve se décompose en trois étapes.
Etape 1 : Nous prouvons que (u?,y") vérifie (5.7).

Soit D(Q), 'espace des fonctions C* dans @) a support compact et nous notons
D'(Q) son dual. En multipliant (5.24a) par ¢ € D(Q) et en utilisant le lemme 1.7,
nous obtenons

[ [ (Dt )yl 0ottt = [ [ e, 0) (Dol 1)~ Depla, 1))

d’ou en passant a la limite quand n — +o0o dans la derniere égalité, on a

T
Jim [ [ (D) = Ay (. ) (. )dadt =

[ [ @0z — Ala )t -
/o /Q(D%‘Lyv(x’ t) — Ay (z,1))p(x, t)dwdt.
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Ce qui implique que

D% yn — Ay, — D% y” — Ay?  faiblement dans D'(Q),

donc d’apres (5.28b), nous avons

D&y’ — Ay’ =0 dans Q. (5.29)

Ainsi,

D%y — Ay, — D%yY — AyY  faiblement dans  L*(Q). (5.30)

D’oti en passant & la limite dans (5.24a) et en utilisant (5.30) et (5.28a), nous
obtenons,

D%y’ — Ay' =u" dans Q. (5.31)
D’une part nous avons, Yy € D(Q),

// e (a: 1)z, t)dtdz =

// (/ T(2—-a) 5)1_ayn($78)d8) o(z, t)dwdt =
e g [ st )

D’ou en passant a la limite et en utilisant (5.28c) et (5.28d), on obtient

T 1 T
/ ne(x, t)dtde = / / ( / (t —s)' " p(z, t)dt) dsdx
0 I'2—-a)
-/ | Py (e iz, o € DQ)
0
Ce qui implique que,
I~y (z,t) = n dans Q.
Ainsi, (5.28d) devient
I?~%y, — I*”%y" faiblement dans L*((0,7); Hy(Q2)). (5.32)
D’apres (5.32), nous avons que

;[20‘% — ;[20‘3;7 faiblement dans D'(Q)
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et comme nous avons (5.28¢), alors on a

9] 9]

— Iy, = —I*"*y" = § faiblement dans L*(Q) (5.33)
ot ot

oy”
v |00
existent et appartiennent & H~2((0,7); H~'/2(0Q)) ¢ H=°/2((0,T); H 1/2(89))
H=2((0,7); H3/2(09Q)) ¢ H~*?((0,T); H3/2(0S)) respectivement (voir preuve
résultat d’unicité a la section 2.2). De plus, comme de (5.31), on a D%, y? =
82
ot?

Py e C(0. TS HYA9) © C0T]IX0) e o0y € C(0.T 1)

Comme y7 € L*(Q) et Dfpy” — Ay? € L*(Q), nous savons que yp, et

— 1?7y = u" + Ay"L*((0,T); H (2)), en utilisant le Lemme 3.1, nous avons

puisque

ey e L2((0,7); Hy (),

0 5 4 " 2 2
%t[ e L2((0,7); L*(Q))
@12 “y' e L*(0,T); H(Q)).

Maintenant, multiplions (5.24a) par une fonction ¢ € C*(Q) telle que jsn = 0

0
et (x,T) = acp(x, T) = 0in £, et en intégrant par parties sur @), d’apres le lemme
1.7, on obtient

[ [ ot ptatydnde = [ [ Dyl 0) — Ay 1))l )

n /Q /0 (2, 1) (D2, ) — Ap(z, 1)) dadt

car on a (5.24c) et (5.24d). Ainsi, en passant a la limite dans la derniere égalité et
en utilisant (5.28a) et (5.28¢), nous pouvons écrire que

//u”xt (z,t)dxdt = /y (x,0)dz

+ // Tz, t)(Dgp(x,t) — Ap(x, t))dxdt,

Vo € C>(Q) telle que glag = 0, o(z,T) =

de nouveau le lemme 1.7, nous obtenons

—(2,T) = 0 dans €2, et en utilisant
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/OT /Q u'(z, t)p(z, t)dzdt =

+

[2 Yy (x,0)dx

o(z,0) 12 “y7(x,0)dx

1'%
/ DRLy (x,t) — Ay (z,t))p(z, t)dxdt
J
o

'
— (y'(o,1), o (o, t)>H*5/2((0,T);H*1/2(8Q)),H5/2((0,T);H1/2(8Q))>

Vi € C*(Q) telle que pjan = 0, ¢(z,T) = %’;(x,T) = 0 dans Q2.

En utilisant (5.31), nous avons

dp
_ 0
0 = /Qy at(‘”g)dx
2oy
+ /ng(:c,oxatf y(z,0)ds
— /Qago(x,O)IQ_o‘yv(x,O)dx

¥
— (y(o,1), 5(07 £)) H-5/2((0,7); H—1/2(092)), H5/2((0,T); H'/2(99))

Vi € C*(Q) telle que pjan = 0, ¢(x,T) = T) = 0 dans .

gy
at (:E?

0
a—f(m, 0) =0, on obtient

Choisissons maintenant ¢ telle que p(z,0) =

2
(gﬂ(a, t)7 5(07 t))H*5/2((O,T);H*1/2(89)),H5/2((O,T);Hl/Q(BQ)) =0,

soit,
y'(o,t) =0 (0,t) € 2. (5.34)

Et en choisissant ¢ telle que ¢(z,0) =0, on a
/y dem—/at (z,0)1* %y (x,0)dw.
Ce qui implique que

I~y (z,0) =y° x €. (5.35)
Ainsi il nous reste

8 2—« o
/Qgp(ac 0)8 I *y"(z,0)dz =0
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d’ou

0

S (@0)=0 zeQ. (5.36)
D’apres (5.31), (5.34), (5.35) et (5.36), nous avons y” = y7(x,t;u?,0) solution

de (5.7).

Etape 2 : Nous montrons que &(v,) converge vers &7 = £7(u?) et que (£7,7)
vérifie (5.12). On a &(v,,) solution de

Dggn - Agn = y(vn: 0) - y(oa 0) dans Qa

&n = 0 sur X,
&a(T) = 0 dans ©, (5.37)
gtfn(T) = 0 dans €.

Soit z, = y(v,,0) — y(0,0). Alors d’apres (5.26a) et (5.9), z, vérifie

D%z — Az, = v, dans Q,
Zn = 0 sur 2]
I*722,(0) = 0 dans Q,
0

aﬁ_azn(O) = 0 dans Q.

D’ou d’apres le théoreme 2.2, et (5.25a) nous avons

2nll 220,012 () = [[Yn(0ny 0) = y(0, 0) | 220,112 (2)) < C(7)-

Ainsi, d’apres le corollaire 2.3, nous pouvons écrire que

1€nlleo @) < C(7)s (5.38)

0

2o e o
C([0,T];L2(%2))

L’injection de C([0, T; H}(Q2)) dans L2((0,T); H}(£2)) et I'injection de C([0, T;
dans L*(Q) étant continues, Nous savons donc qu’il existe &7 € L*((0,T'); Hj(£2)
et 87 € L?(Q) telles que

& — & faiblement dans L*((0,7); Hy(Q)) (5.40)
0

afn — (37 faiblement dans LQ(Q). (5.41)
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De (5.40), on a

gn N g 7 faiblement dans D'(Q).

Ce qui combiné avec (5.41) donne

0 0

R N &Y = i 1 2

8155" 8155 7 faiblement dans L°(Q). (5.42)
Des lors le Lemme 3.1 nous dit que

& ec(o,T], H™Q). (5.43)

D’ou d’apres (5.37)3, nous avons

&(T)=0 dans . (5.44)
Aussi d’apres (5.37)4, nous posons
0
g "(T) =0 dans . (5.45)

D’apres (5.25b), nous pouvons déduire qu’il existe p € L%(9) telle que

£(.,0;v,) — p faiblement dans L*(Q). (5.46)

Multiplions la premiére équation de (5.37), par ¢ € D(Q), et en intégrant par
parties et en utilisant le lemme 1.7, nous avons 1’égalité suivante :

/oT /Q(Dgg(x’ tivn) — AL(x, t;v,)) 0 (x, t)dwdt =
/0 /Q@n(x? t;vn,0) — y(x, £;0,0))(x, t)dwdt =
/OT/Q(D}ale/)(x,t) — A(z,1)E(x, t; v, )dadt

Ainsi en utilisant (5.28¢) et (5.41), et en passant a la limite quand n — 400
dans la derniére égalité, nous avons Vi € D(Q),

/ / (xz,t;u”,0) —y(x, t;0,0))(x, t)dedt =

/0 /Q Dgb(x,t) — Ap(x, ))& (z, t;u” )dadt.
Dot en utilisant de nouveau le lemme 1.7, on obtient Vi) € D(Q)

/ / (x,t;u”,0) — y(x,t;0,0))(x, t)dedt =

/0 /Q De (x,tuY) — A (x, 6 u7)) (2, t)dadt
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ce qui implique que

D (u”) — A (u) =y (u”,0) — y(0,0) dans Q. (5.47)

Maintenant, multiplions la premiére équation de (5.37) par ¢ € C®(Q) avec
Ploq = 0 et I?7*¢(2,0) = 0 dans § et en intégrant par parties sur ), nous avons
d’apres le lemme 1.7,

/ / Yn(2, 1) — y(x,£;0,0))(z, t)dtdr =
/Q/O (D, t) — Adn(z,1))9(x, t)dtdr =
/Q/O (D o(x,t) — Ap(x,t)) & (2, t)dtdr + /Q &(z,0; Un)gtp_aqb(x, 0)da

Et en passant a la limite dans la derniere égalité, et en utilisant (5.28¢), (5.40)
et (5.46), nous pouvons écrire que

/ / y(z,t:0,0))é(w, t)dtdr =

(5.48)
// (D%, é(, 1) — Ad(x, t))g”(xtdtdan/ 12 6z, 0)dx,

Vo € C(Q) telle que ¢, =0, I*"%¢(z,0) = 0 dans Q.
Dot en utilisant de nouveau le lemme 1.7, (5.44), (5.45) et (5.47) nous obtenons

0
_/ /agal/ crtf“Yat)dadt—l—/ ]2 agb(xodx_/gvxouv)a]Q (a, 0)dar
Vo € COO(Q> telle que (z)lasz =0, Iz_a(b(x, 0) — 0 dans €.

_ 0
Choisissons maintenant ¢ € C*(Q), telle que ¢y, = 0, I*"*¢(z,0) = —I*7¢(z,0) =

ot
0, alors nous avons
—/ / 9 b0 )€ (0 1)dodt = 0,
o0 Ov
soit,
=0 surX. (5.49)
Donc on a
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0 0
/Qp(x)a[%adx,O)dx:/957(95,0;u”)aIQ’adx,O)dx,

ce qui implique que,
&(.,0;u”) =p(.) dans Q. (5.50)

D’apres (5.44), (5.45), (5.47) et (5.49), nous avons que (£7,y”) est solution de
(5.12).

De plus, En utilisant (5.50) et (5.43), I'équation (5.46) devient

£(.,0;v,) — £(.,0;u”)  faiblement dans L%(€2). (5.51)

Etape 3 :Nous montrons I'unicité du contrdle a moindres regrets.
La fonction v — J,(v) étant semi-continue inférieurement, on a

Jy(u) < lim inf J,(vy,),

n—+00
d’ou d’apres (5.23), on peut écrire

J,(u) = inf J,(v).

veL?(X)
L’unicité de u” vient de la strict-convexité de J,. O

Maintenant, nous caractérisons le controle a moindres regrets par le résultat
suivant :

Théoréme 5.1. Pour chaque v > 0, soit u” le controle a moindres regrets. Alors
il existe ¢7 € L*((0,T); Hy () et p* € C([0,T]; HY(Q)) telles que (u?,y7 =
Yy (u,0),q7,p") vérifie le systéme d’optimalité suivant :

D%yY — Ay = o dans @,

Y7 =0 sur X,
I*7297(0) =y dansQ, (5.52)
gtlz_ayV(O) = 0 dans €2,
D%.q" —A¢" = 0 dans @,
q’ = 0 sur X,
I=2q7(0) =0 dans €, (5.53)
0 1
I (0) = —¢(0;u”)  dans Q
GO = ) s
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1

Dep” —ApY = y' —za+—=q  dans Q,

C ﬁ
p7 =0 sur X, 554
p'(T) =0 dans €, (5:54)
0 ) 0 dans Q)
it = ans

ot ’

et
Nu'+p” =0 dans Q. (5.55)

Démonstration. Les relations (5.31), (5.34),(5.35) et (5.36) donnent (5.52). Pour
caractériser le contréle sans-regret u”, nous utilisons les conditions d’optimalité
d’Euler-Lagrange :

ZCJ (W + k(v — u"))|peo = 0, Y0 € L*(Q). (5.56)

Posons w = v — u”, on a alors
L0+ kw) = [ly(u?,0) + ky(w, 0) — zal22(g) + Nllu” + kuwlf2a
1
— [[9(0,0) = zallZ2(g) + 5 ||f($,0a1ﬂ + kw))”m(g)
= ly(u?,0) = 24l 22 (q) + 2k(y(w, 0),y(u”,0) — za)12(q)
+ K ly(w, 0)]|72q +NHU 1720 +Nk2HwHL2(Q)

1
= [w(0,0) = zallf> ) + = ||€(33,0,u7)||L2(Q ||€(x 0;w) 72

k
+ %y(f(x,();u”),f(x()w)) 2(q) T 2Nk(u, w ) L2(Q)-

Soit,

T+ ko =) = L) = 2h(y(w,0), y(u",0) = 2z + K ly(w, 0) (g,

NE |wl|Zzg) + 2NE(u", w) 2(q)

2k
7 (£($, 0; uﬂ/)v E(QT, O; w))LQ(Q)

k2
= Hé(w 0;w) 72

+ +

_I_

d’ou

T, + k(v = ) = T, ()

2(y(w,0),y(u7,0) = za)r2(@) + klly(w, 0)l[72(q)
Nkl[w||72(q) + 2N (u, w)12(q)

2 k
; (5(.7}, 0; ufy)a £<IE, 0; w))LQ(Q) ; Hﬁ(l’, 0; w)”%P(Q)

- -
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Donc d’apres (5.56), on obtient,

[ [ 7 00.0) = 20yt 10.0) — yo 0, 0) v+
/ /T Nu (v —u)dtdx + 1/ (€(z,0;u7), E(z,0;v — u?)) dr = 0,Yv € L*(Q).
aJo v Ja

(5.57)
ot d’apres (5.12), £(v —u?) € C((0,T); Hy(2)) est solution de
D%(v—u") = Af(v —u?) = y(v,0) —y(u,0)  dans Q,
E(v—u?) =0 sur X,
E(T,v—u”) =0 dans €, (5.58)
gﬁ(T, v—u") =0 dans .

Soit z(v —u") = y(z,t;v,0) —y"(z, t;u?, 0) I'état associé au controle (v —u?) €
L3(Q). Alors z = z(v —u?) € L*((0,T); H}(€)) est solution de,

D%z —Az = v—u'  dans Q,

z =0 sur X,

I?722(0) 0 dans Q, (5.59)
5112_0‘2(0) = 0 dans 2.

Pour interpréter (5.57), on introduit ¢” = ¢”(u?, 0) solution de 'équation (5.53).

Comme 75(1’, 0;u") € L*(R), d’aprés la Section 2.2, nous savons que 7 est
Y

unique et appartient & L2(0,T; H}(€2)). De plus, il existe C' telle que

C
g7 20,713 () < ﬁ 1€C0; u") | 12(q) - (5.60)

1
Multiplions la premiére équation de (5.58) par —\/_qV ot ¢7 est solution de
Y

(5.53) et en intégrant par parties sur ), on obtient d’apres le lemme 1.7,
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/Q/OT (Dgé(x, t;v —u”) — Aé(z, t;0 —u?)) \/17(]7($, t)dtdr =

T 1
/0 /Q(D%Lq’y(l', t) — Aq(z, t))ﬁf(:r;, tyv —u)dzdt—
1

/ —f(x T;v— u"’)aa (I*~q"(x,T))dx
—i—/ E(z,0;v — )g([Qaq”*(:U,O))dx—l—

/—]2 “q(z, )gf(xTv—u“’)dac
/ — 1%y ) (a:,O;v—uV)da::
/ / (,t;v,0) —y(x,t;u,0 )%q”(x,t)dtd:c.

Et comme ¢ est solution de (5.53) et {(v — u”) est solution de (5.58), on a
finalement

T 1
t;v,0) — tiu",0)—q" (z,t)dtde =
/Q/Oyu,,v,) vl i, 0)— (@, tyitds

10 1
/Qé’(:v,O;v ul)—= (1P (x ,0))dx:7/Qg(;p,o;v—uv)g(x,o;w)da:.

D’ou en combinant avec (5.57), on obtient,

/ / (x,t;v,0) —y(x, t;u”,0)] [(y(u”,()) — Za+ \/1?(]7)1 dtdz+

(5.61)
/Q/O Nu'(v —u")dtde =0, Yo € L*(Q).

Maintenant, on considere 1'état adjoint p” solution de (5.54).

1
Comme y7 — 24 + 7q7 € L*(Q), d’apres le corollaire 2.3, on peut dire que
Y
pY € C((0,T); Hy (V).

Ainsi, en multipliant la premiére équation de (5.59) par p?, et en intégrant par
parties sur (), on obtient d’apres le lemme 1.7 :
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//DRsztv—zﬂ) Az(z,t;v —u))p?(x, t)dzdt =
/p mT IQO‘(a:TU—u”’ d:v—/p :L‘O)al2°‘(x0'v—u7))dx

op” 8( op”
— /12 @ xT‘v—uV)—(dex+/12 “2(x, 050 —u)—— oy

ot
o ot 00 ) = 87

= / /U—lﬂ Ydxdt.

Et comme z(v—u") = y(z,t;v,0)—y(z, t;u?,0) est solution de (5.59), on obtient

T
/ /v—u” )pYdzdt =

1
(x,t;v,0) x,t;u”, 0)] |y(x, t;u”,0) — 29+ —q") | dtdx
o o t50.0) = ot 0] ototin.0) =20+ )

(x,0)dx

d’out en combinant avec (5.61), on a

/OT/Q(Nu7 + ") (v —u)dzdt = 0,Yv € L*(Q).

Ce qui implique que Nu” + p” = 0 dans Q.

Réciproquement, nous supposons que (5.56) est vérifiée, c’est-a-dire que la li-
mite existe. Alors d’apres la convexité de la fonction v — J,(v), nous avons pour
tout 6 €]0, 1] que

Jy(Ov+(1—-0)w) < 0J,(v)+ (1—6)J,(w)
ce qui implique que

1
AL, (00 + (L= 0)w) = Ty (w)] < Jy(v) = J ().
Ce qui peut encore s’écrire

S (0 + 60— w)) — ()]

Or nous avons supposé que (5.56) est vérifiée, on a donc

J(0) = Iy (w) >

Jy(v) = Jy(w) > J(w).(v—w) =0 Vve L*Q).

Maintenant, prenons w = u” alors nous avons que
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Jy(v) = Jy(u”) >0 Yo € L3(Q).

Ce qui implique que u” est solution du probleme de contrdle a moindres regrets
(5.21).
m

5.3 Résolution du probleme de contrdle sans regret.

Nous venons de résoudre le probleme de controle a moindres regrets, nous allons
maintenant montrer que le controle a moindres regrets converge vers le controle
sans regret que nous caractériserons ensuite par un systeme d’optimalité. Nous
donnons donc le résultat suivant,

Théoreme 5.2. Le controle a moindres regrets uY converge vers le controle sans
regret u solution de (5.17) dans L*(X).

Démonstration. Comme u” est solution de (5.21), on a
Jy(u?) < J,(0) =0,

car £(0) = £(x,t;0) = 0 dans @ d’apres (5.12). Donc d’apres la définition de J,
donnée par (5.22), nous pouvons écrire que

1 2
ly (1, 0) = zall72 () + Nlwll72q) + 5 I1€C, 0;uM) 2y < J(0,0)
= ||y(070)_ZdH%2(Q)'

Ce qui implique que

ly(a™,0)llz2(@) < 19(0.0) — zall 20, (5.62a)
1

N2y < 31910, 0) = 2@, (5.62)

€005 xgay < vATI9(0,0) = zallie (5.62¢)

Ainsi d’apres (5.62b) et (5.52);, nous avons

o 1
1D7Ly(”, 0) = Ay(u?, 0)llr2@) < 5 1(0,0) = 2allz2(g)- (5.63)

Comme y(u?,0) est solution de (5.52), d’apres la section 2.2, nous savons qu’il
existe une constante C' indépendante de v telle que
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C
Hy@ﬂ?0)||L2((O,T);Hé(ﬂ)) < NH?J(070> - ZdHLZ(Q)‘

Ainsi, il existe u € L?(Q),y € L*((0,T); H}(Q2)),6 € L*(Q) et nous pouvons
extraire des sous-suite de (u”) et (y7) (encore appelées (u”) et (y?)) telles que

u? — u faiblement dans L*(Q), (5.64a)
y? — y faiblement dans L*((0,7T); Hy(£2)), (5.64b)
D%,y — Ay” — § faiblement dans L*(Q). (5.64c)

En procédant comme aux pages 94 a 99, en utilisant (5.64a)-(5.64c), nous
montrons que y = y(z,t;u,0) est solution de

D%y—Ay = u dans @,
y = 0 sur >,

I’7oy(z,0) = y° dans Q, (5.65)
aatﬁo‘y(ac, 0) = 0 dans €,

Et £ = &(x, t;u) € C([0,T); HY(Q)) est solution de

Dag - A§ = y(u7 0) - y(07 0) dans Qa

3 = 0 sur X,

&(T) =0 dans Q, (5.66)
o B

E(T> =0 dans €.

De plus, d’apres (5.62c), nous avons
£(.,0;u”) = £(.,0;u) =0 fortement dans L*(Q2). (5.67)

T
par conséquent,/ / g&(x,0;u)dx = 0.
0 Joa
Ce qui signifie que u est solution du probléme sans regret (5.17).
]

Maintenant, caractérisons le controle sans regret. Pour cela, nous donnons le
résultat suivant

Théoreme 5.3. Soit u = liH(l) u? le contrdle sans regret associé a l'état y(u,0).
y—>

Alors il existe ¢ € L*((0,T); H3 () et p € C([0,T); H} () telles que (u,y =
y(u,0), q,p) vérifie le systéme d’optimalité suivant :
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Dgy—Ay = u dans @,

Y = 0 sur X,

I;_O‘y(O) =y dans Q,

aﬂ_ay(O) =0 dans €,

D%g—Aq = 0 dans @,

q =0 sur X,

I*~2¢(0) =0 dans €,

0

EIQ_‘”Q(O) =N dans §2,
Dep—Ap = y(u,0) — zqg+ 7 dans Q,
p = 0 sur X,
p(T) =0 dans €,
?Z(T) =0 dans €,

et

Nu+p=0 dans Q.

Démonstration. Nous avons (5.68) d’apres (5.65).
D’apres (5.62¢), nous avons

< ly(0,0) = 24l 2(@)

Hf (0;u”)
L2(Q)

Par conséquent, la relation (5.60) devient

g 2oy ) < Clly(0,0) = 2all22(q)

Ainsi, il existe 7, € L3(Q2) et g € L*((0,7T); H} (2)) telles que

1
—\/_E(, 0;u”) — 7 faiblement dans L?(9),
~

q" — q faiblement dans L*((0,T); H(%)).

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

En passant a la limite dans (5.53) quand v — 0 et en utilisant (5.73) et (5.74),
nous prouvons comme pour la convergence de y, = y(v,,0) (voir pages 94 a 97)

que ¢ satisfait (5.69).
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D’apres (5.55) et (5.62b), nous avons

127 1l22(@) < 119(0,0) — zall 22(0)-

Par conséquent, il existe p € L*(Q) telle que
p” — p faiblement dans L*(Q). (5.75)

D’apres (5.54) et (5.62a), nous savons qu’il existe 7, € L*(Q) telle que

1
——¢q" — 1 faiblement dans L?*(Q). 5.76
7 ) (@) (5.76)

Et nous prouvons comme pour la convergence de &, = &(z,t;v,) (voir pages
97 & 99 ) que p vérifie (5.70). Pour finir, en passant a la limite dans (5.55) et en
utilisant (5.62b) et (5.75) , nous obtenons (5.71).

]
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE.

Nous nous sommes intéressés a des problemes de controle optimal associés a des

équations de diffusion et onde fractionnaires. Pour mener a bien cette étude, nous
avons choisi d’utiliser la méthode spectrale afin de trouver des solutions faibles
uniques a chaque équation, dans des espaces de Hilbert. Ainsi, nous avons pu
établir certaines estimations qui nous ont permis de résoudre les problemes de
controle optimal. Dans la vie courante, il arrive souvent que les scientifiques ne
disposent pas de toutes les données d’un probleme, c’est pourquoi nous avons fait
le choix de considérer deux équations de diffusion et onde fractionnaires a données
incompletes. Ces équations étant alors mal posées au sens d’Hadamard, nous avons
vu qu’il était impossible de résoudre des probléemes de contréle optimal associés
a ces dernieres. Une alternative était alors d’utiliser les notions de contrdles sans
regret et a moindres regrets. Nous montrons alors que ces controles existent et
nous caractérisons chaque controle par un systeme d’optimalité en utilisant les
conditions d’Euler-Lagrange.
Tout au long de cette theése, nous avons principalement étudié et controlé des
équations de diffusion et onde fractionnaires avec des conditions aux limites de
Dirichlet homogene. Apres ma these, j’ai comme objectif d’étudier les problemes
de controle associés aux équations d’onde fractionnaires avec des conditions aux
limites non homogenes. Ce qui nécessite 1’étude d’existence et d’unicité de ces types
de problemes. Le premier probleme que je vais considérer est 1’étude de 1’existence
et de I'unicité de la solution de I’équation d’onde fractionnaire suivante :

D%Ly(l‘at) - Ay(xvt) = ’U($,t) (wi € Q,

y(o,t) = g(o,t) (o,t) €3,
I=ey(z,0m) =0 €,

0

EIQ_O‘y(x,OJF) =0 x € €,
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oll 2 un sous-ensemble ouvert borné de R™, n € N* de frontiere 92 de classe C2.Le
temps T > 0, Q = Qx]0,T[, L =00x]0,T[.1<a<2,vel*Q)etge LX)
r~oy(z,0%) = 11_{% I~ y(x,t) et ;IQ_O‘y(x, 0F) = 11_1}16 aﬂ_o‘y(x, t) ou l'intégrale
fractionnaire I d’ordre « et la dérivée fractionnaire D%; d’ordre o sont pris au
sens de Riemann-Liouville.

Je pense utiliser la méthode de transposition afin d’obtenir une solution dans
I'espace L?(Q). Pour cela, j’ai I'intention de m’inspirer de ce qui se passe dans
le cas des équations d’onde classiques pour donner un sens a cette équation et

0
établir des estimations pour les fonctions y, I2~®y et —I°"“y dans des espaces

appropriés. Une fois ceci fait, je pourrai étudier un probléme de contrdle optimal
associé a cette équation.

Notons qu’il serait également intéressant par la suite d’utiliser la méthode spec-
trale pour étudier des équations de diffusion et onde fractionnaires ou les dérivées
seront différentes de celles utilisées habituellement. Je pense par exemple, utiliser
prochainement d’autres types de dérivées fractionnaires en temps comme celles de
Caputo-Fabrizio ou encore Atangana-Baleanu.

Et pour finir je pense aussi m’intéresser a la modélisation de ces types d’équa-
tions et a la comparaison des résultats théoriques des problemes de controle optimal
avec les résultats numériques.
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