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Nomenclature

Grandeurs introduites au cours du chapitre 3

β pente

δ angle de déclinaison

γ angle azimutal de surface ou humidité absolue [g.m−3]

λ longueur d’onde

ω angle horaire

φ latitude

ρ masse volumique

σ constante de Stefan

τ coefficient de transmission

τr coefficient de transmission pour la diffusion de Rayleigh

θ angle d’incidence

θz angle azimutal du Soleil

θz angle de zénith

ε émissivité

εc émissivité du ciel

G0 rayonnement solaire extraterrestre

Gc densité de flux solaire par temps clair

Gd densité de flux solaire direct

Gs densité de flux solaire diffus

hc coefficient d’échange convectif [W.m-2.K-1]

Kt coefficient de transmission total

M longueur atmosphérique traversée par les rayons solaires

n nébulosité (fraction du ciel recouvert de nuages) ou numéro du jour dans l’année

peau pression partielle en eau [mbar]

pglace pression partielle en eau [mbar]

psat pression saturante [mbar]

R(n) distance Terre-Soleil le nème jour de l’année

Rm distance moyenne entre la Terre et le Soleil

RH humidité relative

T température
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Tair, Ta température de l’air
Tciel, Tc température de ciel
Tdp point de rosée
Tg point de givrage
Vw vitesse du vent [m.s-1

Grandeurs introduites au cours du chapitre 4

[C] matrice masse
[K] matrice raideur
β coefficient d’extinction [m-1]
δ paramètre de stabilisation de Petrov-Galerkin
κ coefficient d’absorption [m-1]
Lν luminance énergétique monochromatique [W.s.m-2.sr-1]
ν fréquence [s-1]
Ω angle solide [sr]
Ω densité d’étude
ω albédo de diffusion : ω = κ

κ+σ

Φ densité de flux
φ porosité
ρ masse volumique
ρ réflectance
σ coefficient de diffusion [m-1]
θ température extérieure
~u vitesse d’écoulement (de Darcy)
ϑ direction
{F} vecteur source

f phase fluide

s phase solide
c capacité thermique massique
D diffusivité thermique
H enthalpie
h constante de Planck : h = 6.63× 10−34 J.s
h taille du maillage
k conductivité thermique
kB constante de Boltzmann : kB = 1.38× 10−23 J.K-1

L longueur de l’écoulement
M émittance
p fonction de phase
q source thermique
s abscisse curviligne [m]
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Srad terme source radiatif

T0 température initiale

Grandeurs introduites au cours du chapitre 5

δt pas de temps pour la résolution temporelle

e écart

Tin température d’injection du fluide

Tout température de sortie du fluide

Grandeurs introduites au cours du chapitre 6

L luminance énergétique [W.m-2.sr-1]

DJUcooling degré jour unifié pour la fonction cooling

DJUheating degré jour unifié pour la fonction heating

E potentiel de récupération d’énergie

Tcons température de consigne

Teq température équivalente

Grandeurs introduites au cours du chapitre 7

χ fonction de contraste

M espace des mesures

U espace des paramètres

ε paramètre de Tikhonov

εr permittivité relative

J fonctionnelle à minimiser

Ju fonctionnelle J linéarisée au point u

Ur fonction de contraste
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Chapitre 1

Introduction générale

Ce travail de thèse permet d’introduire des structures routières intégrant de nouvelles fonctionnalités
liées à la gestion de l’énergie. En effet, si les routes sont utilisées pour les flux de circulation, les structures
sont aussi soumises à des contraintes mécaniques et environnementales. Les chaussées étudiées au cours
de ce manuscrit visent à remplir plusieurs objectifs liés aux échanges thermiques s’y produisant. En
particulier, les apports énergétiques provenant du rayonnement solaire peuvent être en partie récupérés
et donc évacués de ces structures, réduisant ainsi les contraintes thermiques.

Dans cette optique, nous proposons dans ce manuscrit d’étudier en détail les échanges thermiques
qui se produisent à l’intérieur et au niveau des interfaces de ces nouvelles routes en élaborant un modèle
numérique multiphysique couplant les différents phénomènes qui ont lieu.

Ce modèle multiphysique est appliqué à des données météorologiques afin d’évaluer les performances
énergétiques de ces nouvelles structures. Des adaptations de ce modèle permettent une application au
contrôle en température des routes afin de réduire les contraintes thermomécaniques mais aussi pour
prévenir de l’apparition de phénomènes dangereux tels que le verglas ou l’accumulation de neige.

L’aspect climatique est particulièrement étudié dans ce mémoire à l’aide de cartographies des condi-
tions climatiques et des performances énergétiques potentielles. L’influence de certains paramètres sur
ces performances est notamment discutée.

Le développement et le maintien d’un réseau routier représentent un enjeu sociétal majeur. Il s’agit
en effet d’établir le bon fonctionnement de flux de circulation, mais aussi d’assurer la sécurité des usagers
en maintenant la route en état de fonctionnement, tout en minimisant les impacts négatifs, notamment
environnementaux, le coût de ces structures mais également les nuisances sur les usagers (infrastructure
de qualité, peu d’embouteillages) ou les riverains (nuisances sonores, pollution et accroissement du flux
de circulation).

Afin d’améliorer la qualité du réseau routier, l’IFSTTAR est à l’origine du projet des routes de cin-
quième génération (R5G), qui vise à développer de nouvelles routes afin d’améliorer les performances des
structures actuelles tout en réduisant les impacts négatifs de celles-ci. Ce projet renferme ainsi plusieurs
volets 1. Il s’agit ainsi de

— rendre les infrastructures plus durables, peu émissives et économes en ressources naturelles en
augmentant la durée de vie des matériaux, en facilitant l’accès aux réseaux souterrains, en réduisant
les nuisances sonores ou en promouvant l’usage de matériaux recyclés pour réduire l’utilisation des
ressources naturelles, 70000 km de routes étant notamment rénovées chaque année.

— privilégier les routes à énergie positive en favorisant le développement de la voiture électrique avec
un plus grand nombre de stations de recharge mais aussi en offrant la possibilité de recharger
son véhicule tout en roulant. Profiter de la surface recouverte par les routes et notamment du
rayonnement solaire qui y est absorbé pourrait permettre de récupérer de l’énergie, que ce soit au
travers d’un transformation de la route en chauffe-eau solaire ou par l’intégration de panneaux
photovoltaïques

— renforcer la résilience des routes face aux événements climatiques et aléas naturels en étudiant les
risques de catastrophes naturelles (séisme, inondation, effondrement) qui pourraient impacter la
route et adapter sa construction en conséquence

1. www.ifsttar.fr/fileadmin/redaction/dossiers-thematiques/Mobilites/R5G/10169_INFRA_R5G_FR_interactif.
pdf
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— encourager l’auto-diagnostic des structures en détectant l’apparition d’endommagements causés à
la suite d’un grand nombre de cycles de roulage à la surface ou de variations de températures.
Pour cela, des capteurs peuvent être intégrés à la chaussée et permettre d’estimer plus précisément
les charges auxquelles sont soumises les routes et donc mieux prévoir leur durée de vie.

— favoriser une gestion coopérative et innovante du trafic en développant le concept de la route
automatisée. Le trafic pourrait ainsi être régulé et éventuellement redirigé, notamment dans le
cas de la circulation de véhicules autonomes ou capables de communiquer avec l’infrastructure de
transport.

— penser des infrastructures plus sûres et efficaces afin d’améliorer la qualité du déplacement en
anticipant les risques dus à la conduite, qu’ils soient dus à la qualité de la chaussée, à un risque
particulier d’accident ou à des facteurs météorologiques.

— répondre aux enjeux précédents par des infrastructures connectées et coopératives en intégrant pro-
gressivement des capteurs aux infrastructures de transport et en enrichissant les données apportées
aux conducteurs. Les équipements pourraient ensuite être modifiés plus en profondeur en allant
jusqu’à « réguler automatiquement la circulation ».

Le but est ainsi de faire des routes davantage que des "voies de communication terrestres carrossables"
(définition du dictionnaire Larousse 2) en ajoutant de nouvelles fonctionnalités, de nouveaux services et
en réduisant leurs nuisances.

Cette thèse s’inscrit ainsi principalement dans le volet des routes à énergie positives : il s’agit de
participer au développement de nouvelles infrastructures de transport ajoutant une fonction de gestion
de l’énergie. Au cours de la période estivale, de l’énergie provenant des apports solaires est récupérée
et peut être réutilisée pour alimenter des équipements (feux, signalisation, éclairage), pour participer à
l’alimentation d’un réseau de chaleur urbain ou pour être stockée dans des réservoirs.

Plusieurs systèmes ont été développés pour cela, en s’appuyant principalement sur des panneaux
photovoltaïques ou sur des écoulements de fluide.

Cette énergie récupérée, lorsqu’elle est stockée en période estivale, peut ensuite être réutilisée pendant
l’hiver afin de chauffer la surface de la route et d’empêcher la formation de verglas ou l’accumulation
de neige, en particulier pour certaines zones exposées comme les ponts. En effet, l’utilisation de sel,
comme cela est souvent pratiqué, présente des inconvénients à la fois économiques, et environnementaux.
Plusieurs méthodes alternatives ont ainsi été développées depuis la fin des années 1940 en s’appuyant sur
un chauffage basé notamment sur l’utilisation d’un fluide chaud, ou par effet Joule (chauffage électrique).

Tous ces systèmes sont introduits et détaillés au cours du chapitre 2. Dans le cadre de cette thèse, une
focalisation est effectuée sur le concept de la route solaire hybride. Ces routes ont l’avantage de présenter
une structure multicouche similaire à celle des chaussées traditionnellement construites, ce qui permet
de conserver les mêmes méthodes de construction. Cependant, certaines de ces couches sont modifiées.
En particulier, un écoulement en milieu poreux ainsi que des transferts radiatifs s’effectuent à l’intérieur
de la structure, modifiant ainsi les transferts thermiques par rapport à des chaussées traditionnelles. Des
cellules photovoltaïques peuvent aussi être intégrées.

L’un des objectifs de ce mémoire est d’établir les performances énergétiques de ces routes solaires
hybrides. Pour cela, s’il faut connaître les transferts thermiques liés aux différents phénomènes se pro-
duisant à l’intérieur de la structure, une connaissance précise des interactions avec l’environnement est
primordiale pour estimer les gains et pertes en énergie du système liés à cet environnement.

En particulier, la densité de flux solaire reçue, les échanges convectifs avec l’air ambiant ainsi que
les échanges radiatifs avec l’atmosphère doivent être connus. Pour cela, le chapitre 3 permet d’introduire
les principaux paramètres climatiques et de présenter, grâce à une étude bibliographique qui se veut la
plus exhaustive possible, des corrélations ayant pour but d’estimer ces gains et pertes en énergie. Ces
corrélations sont à chaque fois comparées et discutées afin d’en dégager une qui soit la plus pertinente
dans le cadre de cette étude.

Connaissant les conditions environnementales et leur évolution, les performances énergétiques des
routes solaires hybrides peuvent être déterminées. Une étude numérique est ainsi menée et plusieurs phé-
nomènes doivent être modélisés afin de connaître le comportement thermique de la structure. Au cours
du chapitre 4, les phénomènes de diffusion thermique, de convection hydraulique et les transferts radiatifs
ainsi que leurs traitements numériques sont ainsi détaillés. En particulier, la structure des équations dif-
férentielles est discutée. L’utilisation de la méthode des éléments finis pour chacun de ces phénomènes est

2. https://www.larousse.fr/dictionnaires/francais/route/70110
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explicitée et des stabilisations numériques sont introduites lorsque la structure de l’équation différentielle
le requiert.

Un couplage de ces phénomènes est ensuite proposé et détaillé dans le chapitre 5. Un modèle mul-
tiphysique est implémenté sous un noyau Matlab©, ce qui permet de résoudre ces différents problèmes
simultanément à la fois en espace et en temps connaissant l’évolution des données météorologiques. Ce
couplage est validé à partir de cas tests, et notamment à partir de l’analyse de données portant sur un
démonstrateur et sur une maquette de route solaire hybride.

Des données météorologiques horaires recouvrant une année complète pour plusieurs zones climatiques
en France sont ensuite présentées dans le chapitre 6 afin de cartographier les différents climats de la
France métropolitaine. L’exécution du modèle multiphysique avec ces données climatiques permet alors
de simuler le fonctionnement de la route solaire hybride durant une année. Des résultats en récupération
d’énergie sont cartographiés, discutés et permettent d’évaluer les influences climatiques ainsi que de
mettre en évidence le potentiel de récupération d’énergie de ces structures. Un outil d’évaluation des
performances énergétiques nécessitant seulement la connaissance des conditions climatiques est aussi
introduit, permettant à l’ingénieur d’estimer de façon rapide le potentiel de récupération d’énergie.

Le fonctionnement hivernal est ensuite traité au cours du chapitre 7 afin de prévenir de la formation
de verglas ou de l’accumulation de neige à la surface des routes solaires hybrides. Pour cela, un problème
de minimisation est introduit en prenant à la fois en compte la contrainte de prévention du gel et les
dépenses énergétiques pour le chauffage de la structure. Pour cela, il est fait appel à des méthodes de
contrôle optimal. La méthode de l’état adjoint est ainsi présentée pour la commande en température
de la route solaire hybride et plusieurs cas d’étude sont traités. De nouveau, des données climatiques
horaires sont utilisées pour la mise en application de cette loi de commande, et les besoins en énergie
sont estimés. L’influence de la teneur en eau de l’air (i.e. sa température) sur le besoin en chauffage est
notamment discutée. La prise en compte de ce couple de paramètres montre qu’il est possible d’aboutir
à des économies d’énergie parfois conséquentes pour certaines zones climatiques.

Cette application de la méthode de l’état adjoint est ensuite généralisée à la reconstruction de para-
mètres physiques en s’appuyant et en modifiant des travaux précédemment menés au sein de l’IFSTTAR.
En particulier, cette généralisation de la méthode de l’état adjoint peut être appliquée à la recherche
de défauts dans des parois afin, par exemple, de détecter des variations de propriétés thermophysiques
dans la couche poreuse liées à un encrassement. Un couplage avec une reconstruction de signaux issus
de mesures par radar géophysique est proposée afin d’améliorer la qualité de la reconstruction. Enfin, le
fonctionnement d’un système alternatif à la route solaire hybride est étudié, de nouveau en utilisant la
méthode de l’état adjoint. Ce système est basé sur un chauffage électrique et la commande porte alors
sur l’alimentation en électricité.

Finalement, des conclusions et perspectives sur les routes solaires hybrides ainsi que sur les résultats
obtenus sont proposées et discutées.
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Chapitre 2

Contexte et position du problème :
état de l’art sur les chaussées à
énergie positive

Les chaussées étudiées dans cette thèse visent à remplir deux objectifs : empêcher la formation de
verglas et l’accumulation de la neige en période hivernale, et récupérer de l’énergie thermique issue du
rayonnement solaire au cours de la période estivale.

Après avoir décrit la structure des routes, nous présentons ensuite, dans ce chapitre, la technique la
plus utilisée pour empêcher la formation de verglas, le salage des routes, et développons les effets de cette
méthode. Des alternatives permettant de réchauffer la surface de la route, par l’utilisation d’une source
thermique ou par alimentation électrique, sont ensuite détaillées.

Un état de l’art sur la récupération d’énergie par les routes est enfin dressé avec, en particulier, un
approfondissement sur les techniques permettant de récupérer de l’énergie en été et de la restituer, en
partie, durant les périodes de froid en hiver.

2.1 Structure d’une route
Une chaussée routière se présente sous la forme d’une structure multicouche. Selon le niveau de trafic,

plusieurs structures différentes existent et on n’utilisera pas le même type de structure, ni les mêmes
matériaux, pour une route de campagne peu fréquentée, pour une autoroute, un boulevard ou un parking.
Le climat a aussi une influence sur le choix de la composition de la chaussée, tout comme la durée de vie
prévue. La chaussée est installée sur un ensemble appelé plate-forme support de chaussée constituée du
sol terrassé surmonté généralement d’une couche de forme [57], comme cela est représenté sur la figure
2.1.

La couche de forme est située entre le sol support et le corps de la chaussée et permet de remplir deux
fonctions : protéger le sol support au cours de la phase de travaux et améliorer les caractéristiques des
matériaux de remblai ou du terrain en place. Elle peut être composée de matériaux granulaires, traités
ou non selon la route considérée. Son épaisseur peut aller de 15 à 50 cm selon le type de chaussée.

Au-dessus, la couche d’assise est composée de deux sous couches : une couche de fondation et une
couche de base. Chacune a pour objectif d’apporter à la chaussée la résistance mécanique nécessaire pour
supporter les charges verticales dues à la circulation des véhicules à la surface et de répartir les pressions
sur la plate-forme support de chaussée pour que les déformations restent admissibles. Cette couche a une
épaisseur variant généralement entre 10 et 40 cm.

Enfin, la couche de surface peut comporter une ou deux sous couches : la couche de roulement et
éventuellement la couche de liaison. Elle doit permettre d’assurer la sécurité et le confort des usagers, qui
sont en contact direct avec celle-ci. En particulier, cette couche doit être unie, avec le moins possible de
défauts géométriques tels que des ornières. Cette couche doit aussi permettre l’adhérence des véhicules
ainsi que l’évacuation des eaux de pluie. Cette couche de surface doit également maintenir l’intégrité de la
chaussée en protégeant la structure d’influences extérieures telles que le salage ou des entrées d’eau, ainsi
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Figure 2.1 – Schéma d’une structure routière

que de la remontée de fissures des couches d’assise. L’impact de la couche de surface sur l’environnement
doit aussi être minimisé, notamment en évitant la pollution des eaux de ruissellement ou en diminuant
le bruit du passage des véhicules. Enfin, la composition de cette couche de roulement doit être telle que
des interventions pour l’entretien soient possible et que des réparations puissent être effectuées.

Nous nous intéressons, dans le cadre de cette thèse, au comportement thermique de la structure
soumise aux conditions environnementales. L’influence de celles-ci se faisant ressentir près de la surface,
nous nous focalisons ici sur l’étude de structures modifiées au niveau des couches de surface et d’assise.

2.2 Prévention du gel
Les routes solaire hybrides étudiées au cours de cette thèse visent à prévenir de la formation de neige

ou de verglas à la surface des routes durant l’hiver. Pour cet objectif, des techniques existent déjà, les
principales étant une fonte de la glace par des moyens chimiques (salage) et un chauffage de la chaussée,
par micro-ondes, par effet Joule ou par des échangeurs thermiques intégrés à la structure de la route.

2.2.1 Salage de la route
La prévention du verglas ou la fonte de la glace par des moyens chimiques s’effectue à l’aide de dépôt

de sel ou de sable sur la route. Le salage des routes, par du chlorure de sodium permet d’abaisser la
température de fusion de la saumure ainsi formée, et ainsi de modifier son état qui passe de solide à
liquide si le dosage est suffisant. Cependant, l’efficacité du salage des routes par du chlorure de sodium
décroît pour des températures très basses, en -dessous de -9◦C [175, 197]. Un autre sel, le chlorure de
calcium, peut alors être épandu jusqu’à environ -60◦C. Cependant, son coût, vingt fois plus élevé que le
chlorure de sodium, fait qu’il est relativement peu utilisé, en particulier pour des régions tempérées où
l’occurrence de températures fortement négatives est très faible [189].

Pour des régions avec peu de dégel pendant l’hiver, l’utilisation de sable est privilégiée. Si celui-ci ne
fait pas fondre la glace, il permet néanmoins d’améliorer l’adhérence des véhicules.

Le salage des routes présente deux inconvénients majeurs, son coût économique et son impact sur
l’environnement.

En raison de l’augmentation de la taille du réseau routier ainsi que de l’utilisation de la voiture,
la consommation de sel pour les routes a beaucoup augmenté au cours de ces dernières décennies, 0.2
million de tonnes par an en 1940 à 9 millions en 1970 [42] puis 15 millions dans les années 1990 pour les
États-Unis [222]. Pour le Canada, cette quantité s’élève à 4.9 Mt. En France, l’apport en sel est estimé
à environ 1 Mt par an pour les hivers rigoureux [189]. Le coût de la tonne de sel pouvant être estimé à
100 euros, le salage des routes a donc un impact économique non négligeable pour la société. En plus de
l’achat du sel, il faut aussi prendre en compte la mobilisation du personnel ainsi que l’achat et l’entretien
des chasse-neiges et saleuses.
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Cependant, le coût du salage des routes ne se limite pas à l’achat et à l’épandage de celui-ci car il faut
aussi prendre en compte les dégâts causés par le sel, en particulier au travers de la corrosion, qui affecte
à la fois les véhicules, mais aussi les infrastructures. Cette corrosion peut être causée directement par les
projections des véhicules, mais aussi par l’air chargé en sel suite à l’évaporation des gouttelettes d’eau
salée, ce qui représente environ 1 à 1.5 % de la quantité de sel épandue [175]. Cette corrosion s’applique
principalement aux parties des véhicules en contact avec les projections, c’est-à-dire principalement le
châssis, la carrosserie et le système de freinage, mais aussi le système électrique. Les équipements routiers
sont aussi soumis à l’impact de la corrosion, notamment les ponts. En cas de manque d’entretien, ceux-ci
peuvent perdre une partie de leur résistance mécanique, voire s’effondrer [24]. L’impact de la corrosion
ne se limite de plus pas aux véhicules et aux infrastructures routières puisque la corrosion provoquée par
le sel s’attaque également aux canalisations souterraines ainsi qu’aux câbles téléphoniques et aux lignes
électriques [135].

Cet impact financier est doublé d’un impact écologique. En effet, le sel, une fois déposé sur la route,
engendre de la saumure qui peut être projetée sur les bas-côtés par les véhicules et qui ruisselle là encore
jusqu’aux cours d’eau et peut pénétrer dans le sous-sol.

Ces projections provoquent ainsi un stress hydrique chez les plantes qui y sont soumises avec une
modification de la perméabilité des cellules ce qui peut modifier l’équilibre de la plante. Les ions sodium
et chlorure peuvent aussi inhiber la production de certaines enzymes et de la chlorophylle, affectant ainsi
la photosynthèse, la respiration et la croissance de la plante [60]. Cependant, beaucoup de plantes sont en
sommeil pendant l’hiver et les projections n’ont pas une influence aussi importante que le ruissellement
de la saumure sur l’environnement.

L’écoulement de la saumure entraîne en effet une augmentation bien documentée de la concentration
en ions chlorure et sodium dans les cours d’eau situés près des infrastructures routières, en particulier
pour les petites rivières où la dilution est moins importante [42, 66, 94]. Si ces concentrations sont élevées
après la fin des épisodes de froid, elles redescendent néanmoins en quelques jours dans les rivières [205] à
cause de l’écoulement de l’eau. Dans les étangs et les lacs, la décroissance de la teneur en sel est beaucoup
plus lente et la concentration peut rester élevée au printemps et en été [209] (d’après [197]). Cette teneur
élevée en chlorure et en sodium entraîne une augmentation de la densité de l’eau et une stratification
du lac ou de l’étang. L’eau salée reste alors au fond de l’étendue d’eau et les effets convectifs ne sont
plus suffisants pour mélanger l’eau située au fond du lac avec l’eau de surface [129]. Cette stratification
empêche une oxygénation suffisante des eaux de profondeur, ce qui impacte directement les espèces,
principalement animales, vivant au fond des étendues d’eau, vers (oligochètes) et larves, et a donc un
effet sur la chaîne alimentaire en touchant les poissons s’alimentant de ces espèces [106]. L’augmentation
de la concentration en sel dans l’eau peut également modifier l’écosystème en favorisant le développement
de cyanobactéries [37].

Les plantes situées près de cours d’eau soumis au ruissellement des eaux chargées en sel de déneige-
ment subissent aussi cette augmentation de la concentration via l’absorption par les racines, ce qui peut
entraîner une réduction de la croissance, des chutes de feuilles, de branches voire la mort des plantes
[175].

D’autre part, le ruissellement souterrain de l’eau salée peut modifier la composition du sol. En effet,
les ions potassium, calcium et magnésium, essentiels à la croissance des plantes, peuvent être remplacés
par des ions sodium, d’où une possible perte de végétation ainsi que de l’érosion.

De plus, le sel est transporté par le ruissellement jusque dans les aquifères où l’eau potable est pompée,
ce qui a une influence sur la qualité de l’eau consommée par la population. La concentration en ions
chlorure peut ainsi parfois dépasser les recommandations [175]. Cette augmentation de la concentration
peut aussi avoir une influence sur les activités industrielles comme la production de boissons alimentaires
ou de lait.

Il est également possible de réguler davantage l’apport en sel sur des zones bien déterminées en mettant
en place un système de pulvérisation, en particulier près des ponts. Des pulvérisateurs de solutions
contenant du chlorure de sodium, du chlorure de calcium, du chlorure de magnésium, de l’acétate de
magnésium ou de l’acétate de potassium [194] peuvent être installés, en étant soit intégrés dans la chaussée,
soit situés en surplomb de la route, au-dessus d’une barrière, sur les rebords de trottoirs ou sur un
parapet par exemple [258]. En plus du pulvérisateur, ces systèmes comportent également un réservoir,
des pompes et des capteurs afin de pouvoir pulvériser la solution antigel lorsque cela s’avère nécessaire.
Il est en particulier possible de commander le système pour que celui-ci ne se mette en action que si
la température de la chaussée est suffisamment basse, si des précipitations sont prévues et si le délai
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avec la précédente pulvérisation est suffisant. De tels systèmes ont été mis en place en Amérique du
nord ainsi qu’en Europe [203]. Si ces systèmes n’ont pas un coût de fonctionnement important et s’ils
réduisent le nombre d’accidents, des problèmes ont néanmoins lieu lors de leur activation, de l’entretien
et du fonctionnement. Il semble ainsi que ces systèmes ne soient appropriés que pour des zones de danger
restreintes et bien définies [258].

2.2.2 Chauffage de la chaussée par effet Joule
Deux moyens de chauffage de la chaussée par effet Joule sont répertoriés dans la littérature : par un

revêtement conducteur électrique ou par des inclusions de câbles électriques à la structure routière.
Dans le cas d’un revêtement électriquement conducteur, des fibres de fer ou des copeaux sont ajoutés

au béton bitumineux. Des essais mécaniques ont été réalisés avec des prototypes vérifiant les contraintes
règlementaires sans qu’il n’y ait d’accident signalé dû à des personnes touchées par la charge électrique
[239]. De plus, ce système permet d’éviter des variations trop importantes de température, que cela soit
en espace ou en temps et le coût de fonctionnement semble peu important [260].

La seconde méthode, basée sur l’inclusion de câbles électriques sous le revêtement, à quelques cen-
timètres de la surface, est davantage traitée dans la littérature et a été mise en œuvre dès 1961 aux
États-Unis [108]. Les câbles électriques sont reliés à un générateur. La mise en circulation du courant
électrique et l’effet Joule permettent alors un chauffage au niveau des câbles électriques, ce qui entraîne,
si le système est bien dimensionné, un déneigement. Si ce système est efficace, facile d’installation et
demande peu d’entretien, il a néanmoins l’inconvénient de nécessiter une consommation électrique qui
peut être importante et représenter un coût conséquent [49] et la circulation des véhicules peut provoquer
à terme l’arrachement des fils électriques [239].

2.2.3 Chauffage de la surface par solution hydraulique
Deux systèmes s’appuyant sur des échanges thermiques liés à l’apport de chaleur d’un fluide sont

évoqués dans la littérature : le fluide peut circuler dans des canalisations enterrées ou dans une couche
poreuse située en-dessous du revêtement bitumineux.

Le système basé sur des canalisations enfouies a été le premier à être développé, dès 1948, à Klamath
Falls en Oregon [265] et était alors basé sur de la géothermie. Ce premier système a été maintenu en
fonctionnement jusqu’en 1997, date à laquelle une fuite est apparue, causée par la corrosion des canali-
sations en fer. De nombreux autres systèmes également basés sur des canalisations ont depuis été mis en
place, notamment aux États-Unis, en Islande, en Suisse (SERSO), au Japon (GAIA) en Norvège ou en
Pologne [79, 169, 188, 265]. Le principe est alors d’avoir un fluide chaud qui s’écoule dans des canalisations
intégrées à la chaussée routière. La diffusion thermique permet alors au fluide d’apporter sa chaleur à la
chaussée. Des solutions à base de saumure, de propylène ou de glycol peuvent être utilisées [14, 265], tout
comme de l’eau [87].

L’élévation en température du fluide calorifique peut se faire de différentes façons, soit directement
à partir de combustibles fossiles, avec une chaudière ou alors à partir d’une source géothermique. Dans
ce cas, une pompe à chaleur récupère une partie de l’énergie thermique de l’eau souterraine ou du sol
lui-même afin de vaporiser un réfrigérant tel que le fréon qui relâche ensuite la chaleur au niveau du
condenseur de l’échangeur thermique. Le fluide calorifique servant à réchauffer le revêtement récupère
alors cette chaleur [14, 169].

Une autre technique similaire, basée sur le chauffage par la circulation d’un fluide, a été conçue et dé-
veloppée par l’IFSTTAR en utilisant non pas des canalisations mais une couche poreuse située en-dessous
du revêtement. Une étude conjointe a ainsi été réalisée [11]. Cette technique présente notamment l’avan-
tage de permettre la conservation d’une structure multicouche et donc de conserver les mêmes méthodes
de construction des routes, sans surcoût. L’énergie distribuée par le fluide est également augmentée à
cause d’une surface d’échange plus élevée entre le fluide et le solide [190]. Une imperméabilisation de la
couche poreuse est néanmoins nécessaire.

2.2.4 Autres méthodes
Un système existe pour lutter contre le verglas, basé sur l’utilisation de micro-ondes. De la taconite

concassée est ajoutée comme agrégat au bitume. Le passage d’un véhicule équipé d’un générateur de
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micro-ondes permet alors la production de chaleur dans la chaussée, en particulier près de la surface, la
glace étant alors facilement détachable [112].

Une utilisation de matériaux à changement de phase, inclus dans la chaussée, est également évoquée
en perspectives par [158].

2.2.5 Régulation du système de chauffage
Un contrôle du système de chauffage est nécessaire pendant la période hivernale afin d’éviter un

chauffage trop important tout en maintenant l’objectif d’une température de surface suffisamment élevée.
Pour cela, il est possible de s’inspirer de ce qui est effectué en thermique du bâtiment. En effet, le système
de chauffage de la route peut être assimilé à un chauffage en bâtiment avec la contrainte de maintenir
une température située dans une zone de confort dépendant également de l’humidité et de l’utilisation
qui est faite de la structure.

Plusieurs techniques existent en thermique du bâtiment pour la régulation du chauffage. Il est ainsi
possible de se baser sur des contrôleurs proportionnels, intégraux et dérivés (PID) [136, 185]. Des outils
plus avancés peuvent aussi être mis en œuvre comme des algorithmes génétiques [257] ou des réseaux de
neurones [172].

Des matériaux à changement de phase peuvent aussi être utilisés pour réguler la température de la
chaussée. Les quelques études publiées s’intéressent au cas de conditions estivales. En effet, maintenir
la surface hors gel durant plusieurs jours de froid demanderait une quantité d’énergie importante alors
que, lors du fonctionnement en conditions estivales, les pics de chaleurs ne durant que quelques heures,
ils peuvent être absorbés pendant la journée avant que l’énergie thermique ne soit relâchée au cours de
la nuit suivante.

Le matériau à changement de phase (paraffine) est ici intégré à la chaussée, ce qui permet, si la
température de changement d’état se situe un peu en-dessous de valeurs pouvant accélérer l’orniérage,
de retarder l’apparition des pics de chaleur pour la chaussée et de la atténuer [49, 158].

Les matériaux à changement de phase peuvent aussi être associés à d’autres dispositifs. En thermique
du bâtiment par exemple, les panneaux photovoltaïques peuvent être accompagnés de matériaux à chan-
gement de phase pour éviter des variations trop importantes de température et allonger ainsi leur durée
de vie [118].

2.3 Récupération de l’énergie
Les systèmes de maintien hors gel des chaussées nécessitent un apport en énergie. Or les routes oc-

cupent une importante surface, soumise à un rayonnement solaire conséquent, en particulier pendant
la saison estivale. Récupérer une partie de cette énergie thermique au travers de la route pourrait ren-
tabiliser davantage la surface occupée par les infrastructures routières en leur apportant une fonction
supplémentaire : en plus de permettre la circulation des véhicules, une importante quantité d’énergie,
renouvelable de surcroît, serait récupérée grâce à de tels systèmes.

Nous présentons dans cette partie d’abord le fonctionnement estival des systèmes hydrauliques pré-
sentés dans le paragraphe 2.2.3 ainsi que le stockage de cette énergie en vue de son utilisation au cours de
la période hivernale, puis la récupération d’énergie thermique par d’autres moyens, comme des conduites
d’air ou des cellules photovoltaïques.

2.3.1 Cas des systèmes hydrauliques
Les systèmes hydrauliques présentés dans le paragraphe 2.2.3 agissent comme des échangeurs ther-

miques. Si la chaussée permet d’abaisser la température du fluide qui circule à l’intérieur de celle-ci en
hiver pour les deux types de systèmes, à canalisation ou à couche poreuse, et donc d’augmenter la tempé-
rature de la chaussée, l’effet inverse se produit en conditions estivales. L’apport d’énergie thermique via
le rayonnement solaire est transmis au fluide qui monte en température pendant son écoulement. Au lieu
d’avoir un écoulement de la source chaude vers la source froide comme en conditions hivernales, l’écou-
lement se fait de la source froide vers la source chaude. L’écoulement du fluide permet alors d’évacuer
l’énergie thermique due au rayonnement solaire.

En plus de la récupération possible de cette énergie, son évacuation permet de réduire l’effet de l’îlot
de chaleur urbain et d’abaisser la température de la structure, température qui peut atteindre 70◦C sans
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traitement [103], ce qui peut entraîner de l’orniérage et diminuer la durée de vie des chaussées routières
[160].

2.3.2 Stockage de l’énergie thermique
Afin d’alimenter en énergie les systèmes hydrauliques pendant l’hiver en vue de générer une source

chaude, l’énergie collectée pendant l’été peut être stockée dans le sous-sol.
L’énergie thermique peut notamment être stockée dans d’épaisses couches de sable [157], éventuelle-

ment située sous les nappes phréatiques [242]. D’autres solutions de stockage de l’énergie thermique, a
priori non utilisées actuellement pour le cas spécifique des routes, sont aussi évoquées dans la littérature,
comme l’utilisation de l’eau, que ce soit dans des réservoirs ou dans des aquifères, ou, pour le stockage par
chaleur latente, l’utilisation de matériaux à changement de phase, comme des paraffines ou des hydrates
de sel [104].

2.3.3 Récupération de l’énergie thermique pour la production d’électricité
Des systèmes fonctionnant sur un principe similaire à celui des échangeurs hydrauliques sont évoqués

dans la littérature. Au lieu d’utiliser un fluide calorifique comme de l’eau ou une solution liquide, de l’air
circule dans des conduites, là aussi enterrées.

Sous des conditions estivales, la différence de température entre la chaussée et l’environnement permet
de mettre de l’air en mouvement dans les conduites. Des turbines situées en surplomb de la chaussée sont
alors utilisées pour récupérer ce flux d’air et produire de l’électricité [88]. Comme pour l’utilisation d’un
fluide liquide, ces conduites permettent d’évacuer la chaleur de la chaussée et donc d’en diminuer la
température et donc d’augmenter la durée de vie des structures qui en sont équipées [52, 88]. Cette
solution présente l’avantage de réduire les effets des fuites, notamment sur la durabilité de la structure,
par rapport au cas de l’utilisation d’un fluide caloporteur, mais l’efficacité de la récupération d’énergie
thermique est fortement diminuée [52].

Il est à noter que [88] évoque aussi la possibilité d’utiliser ce système en hiver, mais sans en étudier
la faisabilité et l’efficacité.

2.3.4 Utilisation de cellules photovoltaïques
Deux façons d’utiliser les cellules photovoltaïques sont évoquées dans la littérature. D’abord, des pan-

neaux photovoltaïques peuvent être installés au-dessus des voies de circulation ou au-dessus de parkings
[95] afin d’alimenter directement le réseau électrique, mais aussi pour réduire l’exposition des chaussées
au rayonnement solaire et donc les protéger de températures trop importantes.

L’autre méthode repose sur des cellules photovoltaïques intégrées à la chaussée. Peu de références
académiques traitent de ces systèmes. De nombreux brevets ont cependant été déposés par des entreprises
et plusieurs systèmes ont été installés ces dernières années comme Solar Roadways, SolaRoad (Pays-Bas)
ou WattWays (Colas, France) [71].

Pour le système Solar Roadways, la structure utilisée est constituée de trois couches, une couche de
surface transparente résistante à la contrainte exercée par le roulement des véhicules. Le rayonnement
solaire peut ainsi atteindre les collecteurs solaires. La couche située en-dessous est une couche contenant
un microprocesseur. Enfin, la troisième couche permet de distribuer le signal électrique aux infrastructures
reliées à la route [70].

2.3.5 Autre méthode de récupération de l’énergie : utilisation de l’énergie
mécanique

Il est à noter que l’énergie thermique n’est pas la seule à être disponible au niveau des chaussées
routières. La circulation des véhicules à la surface peut aussi être une source d’énergie mécanique. Il
existe deux principaux types de générateurs électriques : piézoélectrique et électromagnétique [71].

Dans le cas d’un générateur piézoélectrique, l’énergie mécanique de la pression du roulement ou des
vibrations est convertie en énergie électrique. Le matériau piézoélectrique est ainsi polarisé par l’effet de
la contrainte mécanique et permet un apport en électricité [20]. Un système nommé Cymbal a ainsi été
développé par l’université de Pennsylvanie [261].

26



Les générateurs électromagnétiques reposent quant à eux sur l’induction électromagnétique et la loi
de Faraday. Le déplacement de la surface dû au roulement des véhicules est converti en un mouvement
circulaire au niveau d’un générateur électrique qui convertit ainsi l’énergie mécanique reçue en énergie
électrique. Des systèmes hydrauliques, pneumatiques ont ainsi été développés pour actionner le générateur
électrique. De nombreux brevets ont ainsi été déposés dont certains sont recensés par [71].

2.4 Synthèse
Ce chapitre a permis d’introduire différents systèmes permettant de remplir les objectifs de maintien

de la surface des routes hors gel et/ou de récupérer de l’énergie à partir de celles-ci.
Éviter la présence de verglas ou de neige à la surface des routes est un problème important, le plus

souvent résolu aujourd’hui par l’épandage de millions de tonnes de sel sur les routes, ce qui a un impact
à la fois économique et environnemental. Des méthodes visant à maintenir la surface des routes à une
température suffisamment élevée pour que la glace ne s’y forme pas ont ainsi été développées.

La mise hors gel de la surface peut s’effectuer au moyen de différents apports en énergie, thermique
par la circulation d’un fluide dans une couche poreuse, ou par des conduites enterrées dans la chaussée,
ou par effet Joule grâce à la circulation d’un courant électrique.

Une source d’énergie est donc nécessaire pour alimenter de tels systèmes. Si des générateurs peuvent
apporter cette énergie, il est intéressant de s’appuyer sur l’utilisation d’une énergie thermique stockée
pendant l’été lorsque l’apport en énergie thermique provenant du rayonnement solaire est maximal. De
nouveau, des systèmes hydrauliques peuvent être mis en place pour collecter une partie de cette énergie.
Ces systèmes présentent aussi l’avantage, en évacuant une partie de la chaleur, de pouvoir limiter la
montée en température des chaussées durant les pics de température et donc d’accroître la durée de vie
des structures routières qui en sont équipées.

L’utilisation de systèmes hydrauliques est ainsi particulièrement intéressante puisque ces systèmes
sont réversibles : l’énergie qu’ils évacuent durant l’été peut être stockée dans le sous-sol ou dans des
réservoirs pour ensuite être utilisée au cours de l’hiver afin de maintenir la surface hors gel.

Dans la suite de cette thèse, nous étudierons plus en détail le fonctionnement de chaussées utilisant
une couche poreuse, qui permettent en particulier, comme cela a déjà été décrit dans le paragraphe 2.2.3,
de conserver un système multi-couches et donc les mêmes méthodes de construction, et qui n’engendrent
donc pas de surcoût, contrairement aux chaussées équipées de canalisations.

Une des particularités de ce travail provient d’une modification de la couche de surface par rapport aux
routes à couche poreuse évoquées dans la littérature [11, 58, 190] : celle-ci est ici remplacée par une couche
semi-transparente qui filtre une partie du rayonnement incident. Plus précisément, les basses longueurs
d’ondes, et en particulier les principales longueurs d’ondes pour l’émission du rayonnement solaire, sont en
grande partie transmises à travers cette couche et sont donc absorbées plus en profondeur. Cela permet,
en été, d’avoir un chauffage plus important du fluide et donc d’évacuer davantage d’énergie à travers celui-
ci. Le matériau semi-transparent est en revanche opaque aux grandes longueurs d’onde et, en particulier,
les échanges atmosphériques s’effectuent à la surface de la route.
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Chapitre 3

Étude bibliographique sur les
aspects connexes à la modélisation
multiphysique

Nous présentons dans ce chapitre la modélisation des conditions environnementales qui agissent sur
le comportement thermique des routes solaires hybrides. Celui-ci est particulièrement influencé par des
paramètres météorologiques tels que le rayonnement solaire reçu, les échanges avec l’atmosphère ou la
vitesse du vent. Un autre paramètre important, non traité ici, est la gestion des hydrométéores et no-
tamment les effets de la pluie ou de la neige sur le comportement thermique de la structure. En effet,
le traitement de ce paramètre nécessiterait la connaissance de nombreux autres facteurs tels que l’écou-
lement des eaux pluviales à la surface de la route, la texture de celle-ci, l’évolution de la quantité d’eau
tombée ou la vitesse d’évaporation.

Dans le cadre de la commande en température de la structure, l’objectif est d’éviter l’apparition de
verglas à la surface des routes or les conditions de formation de celui-ci sont liées à l’humidité : du verglas
peut se former pour une température faiblement négative par temps humide alors que cela ne sera pas
le cas pour un air sec. Une étude sera ainsi menée sur l’humidité et le point de rosée, et en particulier le
point de givrage sera introduit.

Cette étude bibliographique permet de déterminer quelles seront les corrélations retenues par la suite
pour estimer ces effets extérieurs. Pour cela, des comparaisons entre les principales corrélations de la
littérature sont effectuées en vue de choisir une corrélation donnant des valeurs de paramètres situées
dans la moyenne des valeurs de l’ensemble des corrélations répertoriées ici.

3.1 Rayonnement solaire
Le rayonnement solaire est un mode de transfert de l’énergie qui utilise les ondes électromagnétiques,

ondes qui peuvent se déplacer dans un matériau ou dans le vide. Lorsque les ondes électromagnétiques
émises par le Soleil atteignent une surface liquide ou gazeuse, elles sont alors réfléchies, absorbées par
le milieu et transmises. C’est en particulier le cas lorsque le rayonnement solaire atteint l’atmosphère
terrestre. Le rayonnement transmis à travers l’atmosphère atteint ensuite le sol où il est en partie absorbé
et permet donc un apport en énergie thermique.

Nous cherchons donc dans cette partie à déterminer la densité de flux solaire qui est absorbée par
le sol, et notamment par le revêtement des routes. La valeur du flux solaire reçu peut être mesurée à
l’aide d’un pyranomètre. On ne dispose cependant pas toujours de ces capteurs et il peut être nécessaire
d’évaluer la valeur de la densité de flux solaire reçue en utilisant d’autres mesures, comme la température
ou l’humidité.

Connaissant la position d’un lieu, il est d’abord possible de connaître le rayonnement reçu au-dessus
de l’atmosphère qui surmonte ce lieu pour une date et une heure données. Cependant, pour connaître la
valeur de la densité de flux solaire reçus à la surface de la Terre, l’absorption et la diffusion du rayonnement
par l’atmosphère terrestre doivent être pris en compte. Selon les données dont on dispose, des modèles
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plus ou moins précis peuvent être utilisés.

3.1.1 Nature du rayonnement solaire
Le Soleil est, de loin, l’étoile la plus proche de la Terre et l’énergie provenant de son rayonnement

est la principale source d’énergie dont dispose le système solaire et donc la Terre. Il est constitué de
plusieurs couches concentriques avec un noyau au centre, à une température de 15 à 40 millions de Kelvin
[123] où se produisent les réactions de fusion nucléaire qui permettent la formation d’hélium à partir
d’hydrogène et d’où provient la chaleur de l’étoile. Cette énergie se propage vers l’extérieur du Soleil
d’abord principalement par rayonnement puis par convection jusqu’à atteindre sa surface, aussi appelée
photosphère. C’est le rayonnement émis par cette couche qui parvient ensuite jusqu’à la Terre.

Historiquement, le spectre solaire extraterrestre, c’est-à-dire en dehors de l’atmosphère, a été déter-
miné à partir de mesures effectuées au sol en comparant les spectres obtenus pour différentes altitudes
et angles zénithaux, et donc pour différentes épaisseurs de l’atmosphère traversées par les rayons solaires
[173, 230]. Ce spectre solaire peut être assimilé à celui d’un corps noir ayant une température de 5777 K
[73].

Le spectre du rayonnement solaire est ainsi centré sur les longueurs d’onde visibles, mais il comprend
aussi tous les types de rayonnements, du rayonnement gamma aux ondes radios.

Ce spectre solaire est en partie modifié lors de la traversée des ondes électromagnétiques à travers
l’atmosphère. Le spectre solaire reçu à la surface de la Terre ne correspond ainsi pas au spectre solaire sans
effets atmosphériques, aussi appelé spectre solaire extraterrestre. Cette altération du spectre est d’autant
plus importante que certains composants de l’atmosphère, comme le dioxyde de carbone, l’ozone ou la
vapeur d’eau sont présents dans l’atmosphère. Une comparaison entre les spectres du rayonnement solaire
extraterrestre et le rayonnement reçu à la surface de la Terre est présentée sur la figure 3.1.

Figure 3.1 – Comparaison des spectres solaires extraterrestre et mesuré au niveau de la mer [142]

3.1.2 Calcul du rayonnement solaire extraterrestre
Le rayonnement solaire atteint la Terre après un peu plus de huit minutes depuis son émission par la

photosphère. La Terre, au sommet de son atmosphère, reçoit alors un rayonnement moyen de 1367 W/m2

au cours de l’année, dans un plan orthogonal aux rayons du Soleil. Ce rayonnement n’est pas constant au
cours de l’année, la Terre décrivant une orbite elliptique autour du Soleil. La distance Terre-Soleil fluctue
ainsi d’environ 3.5 % autour de sa valeur moyenne pendant l’année. Ce rayonnement fonction de la date
est appelé rayonnement solaire extraterrestre.

Le calcul de ce rayonnement solaire extraterrestre pour le nème jour de l’année, G0(n), s’effectue à
partir de la connaissance des variations de la distance Soleil-Terre. G0(n) s’exprime ainsi sous la forme :
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G0(n) = Gsc ×
(
Rm
R(n)

)2
(3.1)

Où R(n) est la distance Terre-Soleil pour le nème jour de l’année, Rm est la distance moyenne entre
le Soleil et la Terre et Gsc est la valeur moyenne du rayonnement solaire au sommet de l’atmosphère
terrestre dans le plan orthogonal aux rayons. Gsc est aussi appelée constante solaire. Nous la prendrons
égale à 1367 W/m2 [72].

Le ratio
(
Rm
R(n)

)2
a été déterminé sous la forme de série trigonométrique par Spencer [220] :

(
Rm
R(n)

)2
= 1.00011 + 0.034221 cosB + 0.00128 sinB − 0.000719 cos 2B + 0.000077 sin 2B (3.2)

Avec B = 360× n− 1
365 .

Cette expression est utilisée telle quelle par Davies [63], mais certains auteurs comme Duffie et Beck-
mann la simplifient en ne conservant que les deux premiers termes :(

Rm
R(n)

)2
= 1 + 0.033 cosB (3.3)

Il faut en effet noter que les imprécisions les plus importantes dans le calcul du rayonnement solaire
au sol sont dues aux phénomènes atmosphériques et sont bien plus importantes que les termes présentés
ici qui ont une incidence d’environ 0.1 % sur le rayonnement total.

Nous avons ici considéré une surface orthogonale aux rayons du Soleil. L’inclinaison de la surface
étudiée, qu’elle soit due à la position géographique (latitude et longitude) ou la pente de la surface doit
être considérée.

3.1.3 Rayonnement reçu sans atmosphère, pour un lieu donné
Nous utilisons des considérations géométriques afin de déterminer le rayonnement solaire qui serait

reçu à la surface de la Terre en l’absence d’atmosphère sur une surface plane ou inclinée. Pour cela, nous
cherchons à connaître la position du Soleil dans le ciel, ce qui peut être réalisé en connaissant l’angle que
font les rayons du Soleil avec la verticale de la surface étudiée, θ, c’est-à-dire l’angle d’incidence, compris
entre 0 et 90°, ainsi que l’angle d’azimut, la direction de la projection du rayon dans un plan horizontal
par rapport à la direction du Sud, avec une orientation positive vers l’Est.

Le calcul de l’angle d’incidence θ fait intervenir plusieurs paramètres :
— φ : la latitude, la position angulaire du lieu étudié par rapport au plan de l’équateur, positive au

Nord de l’équateur, négative au Sud.
— δ : la déclinaison, la position angulaire du Soleil au midi solaire par rapport au plan de l’équateur,

avec une orientation positive vers le Nord.
— β : la pente, l’angle entre l’horiontale et la surface étudiée
— γs : l’angle azimutal du Soleil, la position angulaire de la projection des rayons solaires sur une

surface plane. L’angle azimutal solaire est nul pour une projection vers le Sud et est orienté positif
vers l’Ouest.

— γ : l’angle d’azimutal de la surface, la déviation sur une surface horizontale de la normale à la
surface étudiée, avec une orientation positive vers l’Ouest et une valeur nulle pour une normale
orientée vers le Sud.

— ω : l’angle horaire, la position du Soleil à l’Ouest ou à l’Est du méridien local. Cet angle permet
permet de prendre en compte la rotation de la Terre sur elle-même au rythme de 15° par heure.
L’angle est négatif le matin et positif l’après-midi : ω = 15× (hsol− 12) avec hsol l’heure solaire et
ω en degrés.

— θz : l’angle de zénith, l’angle d’incidence du rayonnement solaire sur une surface plane
Les angles θz, β, γs et γ sont représentés sur la figure 3.2.
Pour une surface plane, avec β = 0, la position du Soleil dans le ciel peut donc s’obtenir en connaissant

l’angle de zénith θz et l’angle azimutal γs.
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Figure 3.2 – Principaux angles intervenant dans le calcul du rayonnement solaire (d’après [73])

La latitude φ, la pente β, l’angle azimutal de la surface γ et l’heure sont supposées connus. L’angle
de déclinaison δ, exprimé en degrés pour le nème jour de l’année, s’écrit, d’après [56] :

δ = 23.45 sin
(

284 + n

365 × 360
)

(3.4)

Détermination de l’heure solaire

L’heure solaire est le temps basé sur la position angulaire du Soleil dans le ciel, et tel que, au midi
solaire, le Soleil est aligné avec le méridien local. Le temps solaire ne coïncide généralement pas avec le
temps légal, c’est-à-dire avec l’heure qu’il est sur le fuseau horaire auquel appartient le lieu étudié. Il est
ainsi nécessaire d’appliquer deux corrections.

Étant donné que l’heure légale est relative à un fuseau horaire, celui de l’heure UTC+X, lui-même
relié à un méridien de référence, il faut d’abord corriger l’heure légale pour qu’elle corresponde à celle du
méridien de référence. Pour cela, étant donné que le Soleil met 4 minutes pour parcourir chaque degré
de longitude, la valeur de cette première correction s’écrit, en minutes : 4× (Lleg −Lloc), où Lleg et Lloc
sont respectivement les longitudes du méridien légal et du méridien local (en degrés), avec Lloc = 15×X.
Il est à noter que cette correction tient compte de l’heure d’été et de l’heure d’hiver. Ainsi, à Paris, pour
la longitude 2.35°, à l’heure d’été (UTC+2), le méridien local est 30°, qui passe par l’Europe de l’Est
(Finlande, Russie, Ukraine) et donc la correction à apporter, par rapport à l’heure légale, est d’une heure
et cinquante minutes à retirer.

La seconde correction à apporter provient des variations de la vitesse de rotation de la Terre sur
elle-même. Cette seconde correction E (en minutes) s’écrit, pour le nème jour de l’année, d’après [220] 1 :

E = 229.2 (0.0000075 + 0.001868 cosB − 0.032077 sinB − 0.014615 cos 2B − 0.040849 sin 2B) (3.5)

Avec B = 360× n− 1
365 . La variation de cette correction au cours du temps est représentée sur la figure

3.3.
On a donc la différence suivante, exprimée en heures, entre l’heure solaire hsol et l’heure légale hleg :

1. les corrélations données par [72] et [123] avec 0.000075 et 0.4089 au lieu de respectivement 0.0000075 et 0.40849
semblent provenir d’une erreur dans la première version de [220] ainsi que d’une erreur lors de la copie des coefficients (voir
http://pvlib-python.readthedocs.io/en/latest/_modules/pvlib/solarposition.html et https://www.mail-archive.
com/sundial@uni-koeln.de/msg01050.html)
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Figure 3.3 – Correction due à la variation de la vitesse de rotation de la Terre en fonction du jour de
l’année

hsol − hleg = 4
60 × (Lloc − Lleg) + E

60 (3.6)

Détermination de l’angle d’incidence

L’angle d’incidence peut alors être déterminé à l’aide des relations (3.7) ou (3.8) (d’après Duffie et
Beckmann, [73])

cos θ = sin δ sinφ cosβ
− sin δ cosφ sin β cos γ
+ cos δ cosφ cosβ cosω
+ cos δ sinφ sin β cos γ cosω
+ cos δ sin β sin γ sinω (3.7)

cos θ = cos θz cosβ + sin θz sin β cos (γs − γ) (3.8)

Pour une surface plane, avec β = 0, la relation (3.7) permet d’avoir :

cos θ = cos θz = sin δ sinφ+ cos δ cosφ cosω (3.9)

Détermination de l’angle d’azimut

L’angle d’azimut des rayons solaires, γs, peut aussi être obtenu à partir de considérations géométriques,
par la relation (3.10) [72] :

γs = sign(ω)
∣∣∣∣arccos

(
cos θz sinφ− sin δ

sin θz cosφ

)∣∣∣∣ (3.10)

L’évolution de l’angle azimutal en fonction du temps pour deux dates est représenté en fonction de
l’heure de la journée sur la figure 3.4.

Le décalage entre les deux courbes pendant la nuit provient du changement d’heure. On retrouve bien
dans les deux cas que le Soleil se lève à l’Est (azimut négatif) et se couche à l’Ouest (azimut positif).

Détermination du rayonnement solaire incident

Le rayonnement extraterrestre reçu sur une surface s’écrit :

G = G0 cos θ (3.11)
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Figure 3.4 – Évolution de l’angle azimutal en fonction du temps à Paris pour les solstices

Il est à noter que l’angle d’azimut n’apparaît pas explicitement ici. L’azimut sert ici à connaître la
position du Soleil dans le ciel, et donc à connaître la direction des rayons, et non pas seulement leur
inclinaison par rapport à la verticale.

Pour obtenir la densité de flux solaire arrivant sur une surface, seule la connaissance de l’angle de zénith
est nécessaire. Dans le cas d’une surface plane, il suffit donc de disposer des coordonnées géographiques
du lieu étudié et de l’heure solaire. Dans le cas d’une surface non plane, l’obtention de l’azimut est un
préalable nécessaire.

À partir des relations précédemment établies, le rayonnement solaire reçu, sans atmosphère, peut
être déterminé en tout point de la Terre et pour toute date, pourvu qu’on dispose de ses coordonnées
géographiques. L’évolution de la densité de flux solaire est représentée pour quelques villes dans le monde
sur les figures 3.5 et 3.6, respectivement pour le 21 juin et le 21 décembre. L’évolution de la densité de
flux solaire peut aussi être représentée pour un lieu donné à différentes dates, comme c’est le cas pour la
figure 3.7.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 240

200

400

600

800

1,000

1,200

1,400

heure

de
ns
ité

de
flu

x
so
la
ire

re
çu

e
[W

.m
−

2 ] Paris
Hammerfest
Athènes
Madrid
Saint Pétersbourg
Sydney

Figure 3.5 – Densité de flux solaire le 21 juin sur une surface plane

La figure 3.5, pour le solstice d’été, fait apparaître le phénomène du Soleil de minuit, avec, pour
Hammerfest, ville située au-delà du cercle polaire, avec le Soleil visible pendant toute la journée. La
durée du jour est supérieure à 12 heures pour les villes de l’hémisphère Nord et cette durée est d’autant
plus importante que la ville est située au Nord. L’intensité du rayonnement solaire est cependant maximale
au niveau du tropique du Capricorne.

Au contraire, au moment du solstice d’hiver, la durée d’éclairement augmente lorsqu’on se dirige vers
le Sud, avec un Soleil non visible au-delà du cercle polaire arctique.
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Figure 3.6 – Densité de flux solaire le 21 décembre sur une surface plane
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Figure 3.7 – Densité de flux solaire pour différentes dates à Paris sur une surface plane

3.1.4 Rayonnement solaire reçu par temps clair
Le paragraphe précédent a permis de connaître le rayonnement qui serait reçu en un lieu donné

en l’absence d’atmosphère. Celle-ci absorbe une quantité non négligeable du rayonnement solaire. Pour
comprendre ce phénomène d’absorption, il faut décomposer le rayonnement solaire selon les longueurs
d’onde et obtenir ainsi son spectre : s’il est proche de celui d’un corps noir en dehors de l’atmosphère,
certains composants de l’atmosphère absorbent le rayonnement, en particulier près de certaines longueurs
d’ondes.

Nous présentons donc dans ce paragraphe d’abord le spectre solaire, puis des corrélations, avec dif-
férents niveaux de précision, afin de déterminer la densité de flux solaire reçue à la surface de la Terre.
Plusieurs cas sont ainsi étudiés, d’abord pour un temps clair, en l’absence de nébulosité, puis pour un
temps couvert.

Détermination du rayonnement solaire reçu par temps clair, sans prise en compte explicite
de données atmosphériques

Le flux solaire reçu à la surface de la Terre, donc après traversée de l’atmosphère, peut être divisé
en deux composantes : un flux solaire direct Gd, orienté selon la direction Soleil-Terre, et un flux solaire
diffus Gs, pour le rayonnement orienté selon les autres directions. Ce dernier provient de la déviation
d’une partie du rayonnement solaire direct au cours de sa traversée de l’atmosphère par des phénomènes
optiques, et en particulier des effets de réflexion et de réfraction par les gouttelettes d’eau présentes dans
l’atmosphère et dans les nuages. Ainsi, [117] estime que, par temps clair et pour un Soleil à son zénith
(angle d’incidence nul), 72 % du rayonnement solaire extraterrestre parvient au sol sous forme directe
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et 7 % sous forme diffuse. 18 % du rayonnement est absorbé par l’atmosphère et 3 % est renvoyé à
l’atmosphère.

Lorsque l’humidité est élevée, que l’air est pollué ou plus généralement lorsque le Soleil n’est pas
visible dans le ciel, c’est le rayonnement solaire diffus qui est à l’origine de la luminosité. Par temps clair,
ce sera au contraire le rayonnement direct qui sera prépondérant. On a donc G = Gd +Gs.

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques corrélations simples permettant d’obtenir une approxi-
mation du flux solaire reçu à la surface de la Terre par temps clair connaissant l’angle de zénith θ du
Soleil. Nous noterons par la suite Gc, Gdc et Gsc respectivement le flux solaire total, le flux solaire direct
et le flux solaire diffus reçus à la surface de la Terre sur une surface plane par temps clair. Ces corréla-
tions prennent en compte seulement la longueur d’atmosphère que doivent traverser les rayons du Soleil,
elle-même liée à l’angle de zénith θz : en première approximation, la longueur d’atmosphère traversée,
aussi appelée masse d’air, est proportionnelle à 1

cos θz
.

— Corrélation de Daneshyar-Paltridge, issue de l’analyse de données australiennes pour le rayonne-
ment direct [186] 2 et de données américaines pour le rayonnement diffus [61] 3. Le terme cos θ de la
corrélation (3.12) vient du fait que cette corrélation permet initialement le calcul du rayonnement
direct selon la direction de l’azimut.

Gdc = 950
(
exp

(
−1.3× 10−3 (θz − 90)

))
cos θ (3.12)

Gsc = 25.3 + 0.606 (90− θz) (3.13)
Gc = Gdc +Gsc (3.14)

— Corrélation de Kasten et Czeplak, issue de l’analyse de données pour la ville de Hambourg [133] :

Gc = 910 cos θz − 30 (3.15)

— Corrélation de Haurwitz, obtenue à partir de mesures réalisées dans le Massachusetts [105] :

Gc = 1097 cos θz exp
(
−0.059
cos θz

)
(3.16)

— Corrélation de Adnot (d’après [12]) :

Gc = 951.39 cos (1.15θz) (3.17)

— Corrélation de Allen, obtenue à partir de l’intégration de la loi de Beer [3]. Cette corrélation donne
le coefficient de transmission par temps clair, c’est-à-dire le ratio entre le rayonnement reçu à la
surface de la Terre et le rayonnement extraterrestre :

τg = exp
(
−0.0018P
Ktb cos θz

)
(3.18)

Où Ktb est un coefficient de clarté, compris entre 0.5 et 1, la valeur 0.5 correspondant à un air
très pollué et la valeur 1 à un air pur. P est la pression atmosphérique en kPa. La valeur de Gc
est donc donnée par :

Gc = G0τg cos θ (3.19)

— Corrélation de Meinel, établie d’après des mesures réalisées dans l’Ohio, donnée par [117]. Elle
permet d’exprimer la composante directe du flux solaire reçu à la surface de la Terre :

Gd = 1353× 0.7M
0.678
× cos θ (3.20)

2. la représentation graphique de la corrélation d’origine fait apparaître une incohérence avec une augmentation de Gdc

pour de petits angles d’incidence. De plus, il est précisé dans [186] que "If the sun were vertically overhead [Gdc] would be
950 W.m-2.". Une adaptation a donc été faite

3. Une erreur d’un facteur 10 semble être présente dans cet article, donnant des valeurs trop faibles pour le rayonnement
diffus. [12] applique, sans l’expliciter, un coefficient correcteur égal à 10 que nous reproduisons ici.
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Où la valeur 1353 correspond à la constante solaire utilisée par Meinel, la valeur 0.7 à la part de
rayonnement solaire transmise à travers l’atmosphère pour un parcours minimal à travers celle-
ci et M est la masse d’air traversée. Cette corrélation peut s’écrire à l’aide d’un coefficient de
transmission pour le rayonnement direct, τd défini de la façon suivante :

Gd = τdG0 cos θz (3.21)

Avec ici τd = 0.7M0.678 . Pour obtenirM , Armstrong (2010) [8] utilise la relation donnée par Kasten
[132] :

M = 1
cos (θz) + 0.50572 (96.07995− θz)−1.6364 (3.22)

Pour Hu [117] qui reprend la corrélation de Meinel, pour un éclairement vertical lors d’une journée
sans nuage, en plus de 72 % de rayonnement extraterrestre qui parvient à la surface de la Terre
de façon directe, 7 % y arrive en étant diffusé de façon approximativement isotrope. Armstrong
[8] généralise cela pour toute heure d’une journée ensoleillée en proposant pour le rayonnement
total :

G = 1.1×Gd (3.23)

— Corrélation de Hottel, établie à partir de mesures réalisées pour différents climats et différentes
altitudes. Cette corrélation introduit, comme pour celle de Adnot, un coefficient de transmission,
mais pour le rayonnement direct τd, qui dépend de l’altitude et du lieu étudié :

τd = a0 + a1 exp
(
−k

cos θz

)
(3.24)

Avec :

a0 = r0(0.4237− 0.00821(6− h)2) (3.25)
a1 = r1(0.5055 + 0.00595(6.5− h)2) (3.26)
k = rk(0.2711 + 0.01858(2.5− h)2) (3.27)

Où h est l’altitude du lieu considéré (en km) et les coefficients ri sont des facteurs de correction
qui dépendent du climat et sont compris entre 0.95 et 1.03.
Par temps clair, le rayonnement diffus peut s’obtenir en considérant, comme pour la corrélation
de Meinel (3.23), qu’il représente 10 % du rayonnement direct.

Une comparaison de ces corrélations est proposée sur la figure 3.8. Cette figure laisse apparaître
une cohérence entre les corrélations représentées, la corrélation basée sur les travaux de Paltridge et
Daneshyar surestime la densité de flux solaire par rapport aux autres corrélations alors qu’Adnot la sous-
évalue. Pour un même angle d’incidence, les valeurs obtenues pour la densité de flux solaire appartiennent
à un intervalle s’étendant sur environ 200 W.m-2.

La corrélation de Meinel donne ici des valeurs de densité de flux solaire dans la moyenne des autres
corrélations et pourra donc être utilisée par la suite.

Prise en compte détaillée des phénomènes d’absorption

Des considérations géométriques basées uniquement sur l’utilisation des angles azimutaux ne permet
pas de prendre en compte dans le détail les phénomènes d’absorption et de diffusion qui s’y produisent. Ces
corrélations ne prennent en particulier pas en compte la concentration dans l’atmosphère des composants
qui dévient la trajectoire des rayons lumineux, c’est pourquoi nous présentons, dans ce paragraphe, des
modèles plus détaillés permettant d’avoir une estimation de l’impact de chacun des phénomènes optiques
sur le rayonnement solaire reçu au sol.

La densité de flux solaire direct Gd reçue à la surface de la Terre par temps clair peut ainsi être
défini comme étant le flux solaire extraterrestre atténué par les phénomènes d’absorption et de diffusion
intervenant dans l’atmosphère [28, 150]. Le flux solaire diffus résulte, quant à lui, des phénomènes de
diffusion atmosphérique et des réflexions multiples entre le sol et les couches nuageuses.

36



0 10 20 30 40 50 60 70 80 900

200

400

600

800

1,000

1,200

angle d’incidence [◦]

de
ns
ité

de
flu

x
so
la
ire

[W
.m
−

2 ]

Paltridge et Daneshyar
Kasten
Haurwitz
Adnot
Allen
Meinel
Hottel

Figure 3.8 – Comparaison de corrélations donnant la densité de flux solaire par temps clair

Il est alors possible de définir des coefficients de transmission relatif à chacun de ces phénomènes,
et nous noterons dans la suite de ce paragraphe τr, τo, τw, τa, τu et τc les coefficients de transmission
associés respectivement à la diffusion de Rayleigh, à l’absorption par l’ozone, à l’absorption par la vapeur
d’eau, à l’absorption et à la diffusion par les aérosols, à l’absorption et la diffusion par les autres gaz de
l’atmosphère et à l’absorption et la diffusion par la couverture nuageuse.

Les phénomènes d’absorption et de diffusion étant dépendants de la longueur d’onde du rayonnement,
on peut aussi exprimer ces coefficients de transmission pour chaque longueur d’onde. Ils représentent alors
l’irradiance (flux par unité de longueur d’onde) transmise pour chaque phénomène pour une longueur
d’onde λ donnée.

Nous présentons donc par la suite ces coefficients de transmission pour chacun des phénomènes atmo-
sphériques.

Diffusion de Rayleigh La diffusion de Rayleigh est un phénomène qui se produit lorsqu’une onde
électromagnétique traverse une particule dont la taille est beaucoup plus petite que la longueur d’onde.
En effet, l’onde électromagnétique, qui peut être décrite comme un champ électrique, déforme le nuage
électronique des atomes et modifie ainsi la répartition des polarités à l’intérieur de l’atome, créant ainsi
un dipôle électrostatique qui va réémettre une partie des ondes le traversant dans toutes les directions,
cette diffusion étant inversement proportionnelle à la puissance quatre de la longueur d’onde.

Ce sont ainsi les émissions aux longueurs d’onde les plus faibles qui sont le plus soumises à la diffusion
de Rayleigh, et c’est pourquoi le ciel apparaît bleu par temps clair. Au début et à la fin de la journée,
lorsque la distance que doivent parcourir les rayons du Soleil à travers l’atmosphère est maximale, et
donc lorsque le nombre de particules à travers lesquelles se produit la diffusion de Rayleigh augmente, la
diffusion des longueurs d’onde plus élevées (jaune et rouge) devient plus importante et le ciel prend alors
des teintes plus orangées.

Plusieurs corrélations existent pour estimer le coefficient de transmission τrλ en fonction de la longueur
d’onde λ existent dans la littérature. On peut par exemple citer celles de [134] donnée par (3.28) (d’après
[28]) ou (3.29) de [150].

τrλ = exp
(
−M ′/

[
λ4 (115.6406− 1.335/λ2)]) (3.28)

τrλ = exp
(
−0.008735λ−4.08) (3.29)

M ′ est la masse d’air relative corrigée : M ′ = M
P

P0
avec P la pression au niveau du sol (en mb)
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et P0=1013 mb. M est la masse d’air relative, qui représente la longueur d’atmosphère traversée par le
rayonnement solaire, et dépend donc l’angle d’incidence θz.M peut s’obtenir de différentes manières. Une
des corrélations donnant ce paramètre provient d’une approximation de l’intégration de la masse d’air
sous la forme :

M = 1
cos θz + a (b− θz)−c

(3.30)

Kasten (1965) calcule les coefficients a = 0.15, b = 93.885◦ et c = 1.253, repris par le modèle de
Josefsson [26, 63]. Une correction est apportée par Kasten (1989) [132] et reprise plus tard par [8] à cause
de valeurs trop faibles dues à une erreur de calcul pour de faibles élévations du Soleil dans le ciel. Les
coefficients suivants sont retenus : a = 0.50572, b = 96.07995◦ et c = 1.6364.

Une autre corrélation est utilisée par [63, 142] :

M = 35(
1 + 1224 (cos θz)2

)0.5 (3.31)

De façon plus simple, on peut aussi utiliser, d’après [73] :

M = 1
cosθ

(3.32)

D’autres expressions permettent de déterminer un coefficient de transmission global τr, correspondant
au rayonnement solaire total transmis par temps clair, comme celles associées aux modèles de Bird [27],
de McMaster [63] ou de Josefsson (d’après [63]) :

τr = exp
(
−0.0903M ′0.84 [1 +M ′ −M ′1.01]) (3.33)

τr = X

1 +X
(3.34)

Avec X = 8.688234Ma et a = 0.0279286 lnM − 0.806955.

τr = 0.9768− 0.0874M + 0.010607552M2 − 8.46205× 10−4M3

+3.57246× 10−5M4 − 6.0176× 10−7M5 (3.35)

Diffusion par les composants de l’atmosphère Les gaz présents dans l’atmosphère absorbent une
partie du rayonnement solaire, et ceci en particulier autour de certaines longueurs d’ondes spécifiques à
chaque composant de l’atmosphère, et cette absorption est d’autant plus forte que la concentration du
composant est élevée.

Cette absorption par les constituants de l’atmosphère à certaines longueurs d’onde provient des quanta
d’énergie : l’énergie E d’un système ne peut, d’après la mécanique quantique, pas prendre n’importe quelle
valeur et seuls certains niveaux d’énergie sont possibles. Ainsi, les variations d’énergie ∆E que peut subir
un système sont dites quantifiées. Un système passant d’un niveau d’énergie E1 à un autre niveau d’énergie
E2 supérieur absorbe ainsi un photon d’énergie E2 − E1 = ∆E = hν où h est la constante de Planck
(h = 6.63× 10-34 J.s) et ν la fréquence du photon.

Le phénomène inverse existe : un système passant d’un niveau d’énergie E1 à un niveau d’énergie
inférieur E2 émet un photon de fréquence ν vérifiant E1 − E2 = hν.

Ce sont ces variations d’énergie qui provoquent l’absorption du rayonnement pour certaines longueurs
d’ondes qui permettent de passer d’un niveau d’énergie à un autre.

Les cprincipaux absorbeurs de rayonnement solaire dans l’atmosphère sont le méthane, le protoxyde
d’azote, l’ozone, le dioxyde de carbone et la vapeur d’eau. C’est en particulier l’ozone qui absorbe les
rayonnements les plus énergétiques, notamment le rayonnement UV, pour des longueurs d’ondes infé-
rieures à 300 nm. Une représentation des coefficients d’absorption pour chacun de ces composants de
l’atmosphère est présentée sur la figure 3.9, issue de [191]. Le rayonnement solaire arrivant à la surface
est ainsi absorbé par chacun de ces composants. Le coefficient d’absorption global, pour un rayonnement
vertical, est représenté sur la figure 3.10, d’après [191].
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Figure 3.9 – Coefficient d’absorption en fonction de la longueur d’onde pour certains composants de
l’atmosphère (d’après [191])

Figure 3.10 – Coefficient d’absorption du rayonnement solaire prenant en compte l’absorption par les
différents gaz qui constituent l’atmosphère et pour un rayonnement vertical (d’après [191])

Corrélations détaillées pour le calcul du rayonnement par temps clair Plusieurs corrélations
dans la littérature proposent d’utiliser des paramètres physiques, autres que l’angle d’incidence, pour
déterminer la densité de flux solaire qui parvient au sol. En particulier, l’humidité intervient dans ces
calculs.

— Modèle de Barbaro : Le flux solaire direct par temps clair Gdc s’écrit ici, connaissant le flux solaire
total Gc :

Gdc = Gc [a1 + b1W − a3 (d− 400)] exp (− [a2 + b2W + b3 (d− 400)]M) (3.36)
Où d est la quantité de particules par cm2, W est la hauteur d’eau (en mm), M est la masse d’air,
obtenue en fonction de l’angle d’incidence par (3.30), (3.31) ou (3.32).
Les valeurs suivantes des coefficients sont utilisées : a1 = −0.1349, a2 = 0.13708, a3 = 3.68×10−5,
b1 = −4.28× 10−3, b2 = 2.61× 10−3 et b3 = 1.131× 10−4.
Soit de plus Gw le flux solaire qui serait transmis par temps clair en l’absence de diffusion, c’est-
à-dire en ne prenant en compte que les phénomènes d’absorption. Gw s’écrit , selon ce modèle, :

Gw = Gc (0.938 exp (−0.00154MW ))

+ 2.97× 10−3 (MW )2.1 − 7.73× 10−6 (MW )3 + 85.1 1 +MW

1 + 10 (MW )2 (3.37)

Le flux solaire diffus Gsc s’exprime par :

Gsc = 0.5 (cos θ)1/3 (Gw −Gdc) (3.38)
— Modèle de Allen (1996) [3, 4]

Ce modèle permet d’exprimer les coefficients de transmission pour les rayonnements direct τd
et diffus τs, définis comme le ratio entre le rayonnement direct ou diffus reçu et le rayonnement
extraterrestre incident sur une surface plane. Ce modèle permet en particulier de prendre en compte
la hauteur d’eau présente dans l’atmosphère :
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τd = 0.98 exp −0.00146P
Ktb cos θ − 0.091

(
W

cos θ

)0.25
(3.39)

Avec P la pression atmosphérique (en kPa), W la hauteur d’eau dans l’atmosphère (en cm).
W peut être obtenue par Garrison (1990) [89], mentionnée par [3] :

W = 0.014edP + 0.21 (3.40)
Avec ed la pression de vapeur (en kPa). Le coefficient de transmission pour l’irradiance diffuse est
ensuite donné par :

τs =
{

0.35− 0.33τd pour τd ≥ 0.15
0.18 + 0.82τd pour τd < 0.15 (3.41)

— Modèle de MacMaster
— des modèles plus détaillés (Bird [28], Davies [64], Josefsson [63]) sont présentés en annexe

3.1.5 Rayonnement reçu en présence de nuages
Les nuages ont un double effet sur le rayonnement solaire qui parvient à la surface de la Terre : une

partie du rayonnement extraterrestre est absorbé par les gouttelettes d’eau et une autre est déviée. Le
rayonnement qui parvient au sol est alors généralement plus faible que par temps clair et la composante
diffuse est plus importante.

La nébulosité est généralement évaluée en considérant la fraction de ciel recouverte par des nuages.
Nous notons n cette fraction, comprise entre 0, pour un ciel entièrement dépourvu de nuages, et 1 pour
un ciel complètement couvert.

Plusieurs corrélations proposent de prendre en compte la nébulosité en atténuant la densité de flux
solaire directe. La contribution du rayonnement diffus dans le rayonnement total reçu est accrue.

Pour plus de clarté dans les notations, nous ajoutons l’indice c aux grandeurs calculées pour un temps
clair : Gdc, Gsc et Gc sont alors respectivement les densités de flux solaire directe, diffuse et totale par
temps clair.

Pour le rayonnement direct, la plupart des auteurs considèrent qu’il est proportionnel à la fraction de
ciel non recouverte de nuages [16, 61, 174] :

Gd = (1− n)Gdc (3.42)
Plusieurs corrélations existent dans la littérature pour chiffrer le rayonnement diffus en fonction de la

nébulosité :
— Daneshyar [61] 4 :

Gs = 25.33 + 0.606(90− θz) + 200.7n (3.43)
— Barbaro [16] : Cette corrélation revient à considérer que le rayonnement diffus est la somme de

deux composantes : le rayonnement diffus par temps clair qui passe à travers les parties du ciel non
recouvertes de nuages et le rayonnement total par temps clair en partie transmis par les nuages.
On a :

Gs = (1− n)Gsc + k∗n(Gdc +Gsc) (3.44)
Avec k∗ un coefficient de transmission dépendant de la latitude, compris entre 0.32 et 0.36 entre
0 et 50◦ [16].
Dans cette corrélation, les effets des réflexions du rayonnement entre le sol et la base des nuages
sont aussi pris en compte lors du calcul du rayonnement total. Celui-ci est alors le produit de la
somme des rayonnements direct et diffus et d’un terme correctif :

G = Gd +Gs
1− α(0.2 + 0.5n) (3.45)

Avec α l’albédo du sol, compris entre 0 pour une surface qui absorbe tout le rayonnement et 1
pour une surface parfaitement réfléchissante.

4. [61] considère des coefficients égaux à 2.533 et 0.0606 qui aboutissent à des valeurs de rayonnement diffus incohérentes
avec l’approximation faite par temps clair d’un rayonnement diffus qui représente 10 % du rayonnement direct (voir l’équation
(3.23))
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— Munro [174] : Pour cette corrélation, la prise en compte des réflexions multiples entre le sol et
la base des nuages est réalisée lors du calcul du rayonnement diffus. Celui-ci comporte alors trois
composantes : le rayonnement diffus qui passe à travers la partie non nuageuse du ciel, le rayon-
nement qui traverse les nuages et donc le rayonnement issu des réflexions multiples entre le sol et
la base des nuages. On a alors Gs = Gs1 +Gs2 +Gs3 avec :

Gd = Gdc(1− n) (3.46)
Gs1 = (1− n)Gsc (3.47)
Gs2 = nGdc(1− an − αn) (3.48)
Gs3 = (Gd +Gs1 +Gs2) αbα

1− αbα
(3.49)

Avec an un coefficient d’absorption pour les nuages, αn un coefficient de réflexion pour le haut des
nuages, αb le coefficient de réflexion de la base des nuages et α l’albédo du sol.
[186] considère une valeur de 0.18 pour an. Le coefficient de réflexion de la base des nuages dépend
de la nature des nuages. [64] utilise des valeurs comprises entre 0.2 pour un cirrus et 0.66 pour
un nimbostratus. Le coefficient de réflexion pour le haut des nuages est donné par la corrélation
suivante, issue d’une adaptation d’une expression de [84] par [174] 5 :

αn = 1 +
exp (−0.5656Mχ)

[
χ(1− 1.48M) + 3.54

M − 2.62
]
− 3.54

M − 2.62
χ+ 5.24 (3.50)

Avec χ le rapport entre l’épaisseur des nuages et le libre parcours moyen du rayonnement direct
dans les nuages, pris égal à 1.5 par [12].
Il est à noter que le modèle de Munro s’inspire de celui de Paltridge [186], qui prend de plus en
compte les différentes couches de nuages dans le ciel.

— Corrélation de Liu et Jordan [154] : cette corrélation s’appuie aussi sur les coefficients de trans-
mission et introduit le coefficient de transmission pour le rayonnement diffus τs, défini de la façon
suivante :

τd = Gd
G0 cos θz

(3.51)

La corrélation est la suivante :

τs = 0.2710− 0.2939τd (3.52)
Et τd peut être obtenu en considérant que le rayonnement direct reçu est proportionnel à la fraction
de ciel dégagé :

τd = (1− n)Gdc
G0 cos θz

(3.53)

Le rayonnement global en fonction de la nébulosité est représenté sur la figure 3.11 pour chacune de
ces corrélations. Le cas test étudié ici est celui d’un rayonnement incliné de 45◦ par rapport au zénith.
La corrélation de Meinel est utilisée pour obtenir les valeurs de densités de flux solaire par temps clair.

Les valeurs de densité de flux solaire ainsi calculées s’étendent sur un intervalle inférieur à 50 W.m-2

quelle que soit la nébulosité.

3.1.6 Détermination des irradiances directe et diffuse
D’autres corrélations permettent de connaître les rayonnements direct et diffus à partir du rayonne-

ment global reçu, en travaillant sur le rayonnement reçu pendant une journée.
Nous introduisons ici la notion d’irradiance : il s’agit de l’intégrale du rayonnement sur une durée

donnée. Les indices d, s et 0 font référence, comme pour le rayonnement, aux irradiances directe, diffuse
et extraterrestre. On a :

5. Une erreur semble être présente dans l’expression donnée par Munro [174] : le +1 apparaît au dénominateur. Cepen-
dant, la formulation initiale donnant αn de [84], même si elle est un peu différente, laisse à penser que ce +1 n’est pas situé
à la bonne place suite à une erreur de parenthèse. Badescu [12] donne aussi la corrélation que nous utilisons ici
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Figure 3.11 – Flux solaire global reçu sur une surface plane en fonction de la nébulosité pour plusieurs
corrélations

Hd =
∫
t

Gddt (3.54)

Hs =
∫
t

Gsdt (3.55)

H0 =
∫
t

G0 cos θzdt (3.56)

Soient de plus Kt le rapport entre l’irradiance globale reçue et l’irradiance extraterrestre pour une
surface plane (coefficient de transmission pour le rayonnement global), et K la part d’irradiance diffuss
dans l’irradiance globale. En réutilisant les notations introduites précédemment, on a :

Kt = Hs +Hd

H0
(3.57)

K = Hs

Hs +Hd
(3.58)

Quelques unes de ces corrélations sont écrites dans la suite de ce paragraphe :
— Corrélation de Reindl [198] : En plus de Kt, d’autres données comme la température ambiante Ta,

l’humidité relative RH (fractionnelle) et l’angle d’incidence θ peuvent être utilisées :

K =

 1.000− 0.232Kt + 0.0239 cos θ − 0.000682Ta + 0.0195RH pour 0 ≤ Kt ≤ 0.3
1.329− 1.716Kt + 0.267 cos θ − 0.00357Ta + 0.106RH pour 0.3 < Kt ≤ 0.78
0.426Kt − 0.256 cos θ + 0.00349Ta + 0.0734RH pour Kt > 0.78

(3.59)
Cette corrélation peut être simplifiée si on ne dispose que de l’angle d’incidence :

K =

 1.020− 0.254Kt + 0.0123 cos θ pour 0 ≤ Kt ≤ 0.3
1.400− 1.749Kt + 0.177 cos θ pour 0.3 < Kt ≤ 0.78
0.486Kt − 0.182 cos θ pour Kt > 0.78

(3.60)

Dans le cas où on ne dispose pas non plus de l’angle d’incidence, la corrélation de Reindl devient :

K =

 1.020− 0.248Kt pour 0 ≤ Kt ≤ 0.3
1.45− 1.67Kt pour 0.3 < Kt ≤ 0.78
0.147 pour Kt > 0.78

(3.61)

42



— Corrélation de Orgill [183]

K =

 1.0− 0.249Kt pour 0 ≤ Kt ≤ 0.35
1.557− 1.84Kt pour 0.35 < Kt ≤ 0.75
0.177 pour Kt > 0.75

(3.62)

— Corrélation de Erbs [78] :

K =

 1.0− 0.09Kt pour 0 ≤ Kt ≤ 0.22
0.9511− 0.1604Kt + 4.388K2

t − 16.638K3
t + 12.336K4

t pour 0.22 < Kt ≤ 0.80
0.165 pour Kt > 0.80

(3.63)
— Corrélation de Collares-Pereira et Rabl [55], prolongée par [72] :

K =


0.99 pour Kt ≤ 0.17
1.188− 2.272Kt + 9.473K2

t − 21.865K3
t + 14.648K4

t pour 0.17 < Kt ≤ 0.75
−0.54Kt + 0.632 pour 0.75 < Kt ≤ 0.80
0.2 pour Kt ≥ 0.80

(3.64)

Une comparaison de ces corrélations est proposée sur la figure 3.12. Il est à noter que la corrélation
d’Orgill semble donner des valeurs dans la moyenne de celles présentées ici.
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Figure 3.12 – K en fonction de Kt pour plusieurs corrélations

3.1.7 Estimation de l’irradiance journalière à partir de données météorolo-
giques journalières

Plusieurs corrélations de la littérature permettent d’évaluer l’irradiance journalière, c’est-à-dire le
rayonnement solaire reçu pendant une journée, à partir de données météorologiques comme le nombre
d’heures d’ensoleillement ou les minima et maxima de température. Connaissant l’irradiance extrater-
restre, obtenue en intégrant le rayonnement solaire extraterrestre sur la journée, l’objectif de ce para-
graphe est de déterminer la part de cette irradiance extraterrestre qui parvient au sol, c’est-à-dire la
transmittance Kt.

Corrélation de Angström (1924) [6]

Cette corrélation permet d’exprimer le coefficient de transmission global Kt en fonction du nombre
d’heures d’ensoleillement n et du nombre d’heures d’ensoleillement maximal N :

Kt = a+ b
n

N
(3.65)
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Avec a = 0.2 et b = 0.5. Des valeurs locales de ces coefficients sont données pour le Chili par [167].
Il est à noter que cette corrélation est évoquée dans de nombreuses références [50, 166, 167] avec ces

coefficients. Cependant, ceux-ci n’apparaissent pas dans l’article [6] où seul le rapport entre le rayonnement
solaire reçu et le maximum possible (au lieu étudié, au niveau du sol, donc non extraterrestre) est évoqué,
avec des valeurs de coefficients différentes.

Le nombre d’heures d’ensoleillement maximal s’exprime par [13, 166] :

N = 2
15 cos−1[− tanφ tan δ] (3.66)

Avec φ la latitude et δ la déclinaison solaire.

Corrélation de Bahel (1987) [13]

Cette corrélation prend en compte, comme celle d’Angström, le rapport entre le nombre d’heures
d’ensoleillement et la durée maximale possible, mais en rajoutant des termes du second et du troisième
ordre :

Kt = a+ b
n

N
+ c

( n
N

)2
+ d

( n
N

)3
(3.67)

Avec : a = 0.16, b = 0.87, c = −0.61 et d = 0.34.

Modèle de Hargreaves (1985) [102]

Ce modèle propose de déterminer le coefficient de transmission pour des durées de l’ordre du mois
en utilisant la différence moyenne de température entre les maxima et les minima. Le coefficient de
transmission global s’écrit :

Kt = Kr (Tmax − Tmin)0.5 (3.68)
Avec Tmax et Tmin respectivement les températures maximales et minimales moyennées sur un mois.

Kr est un coefficient empirique :Kr = 0.16. Pour [4], la valeur 0.16 correspond à des régions continentales.
Pour des régions côtières, il est préconisé d’utiliser Kr = 0.19.

L’influence de l’altitude est aussi prise en compte par [4] qui propose la corrélation suivante, valable
jusqu’à 1500 mètres d’altitude : Kr = Kra (Pz/P0)0.5 avec Pz la pression atmosphérique à l’altitude z et
Kra = 0.17 ou 0.20 respectivement pour les régions continentales et côtières.

Modèle de Bristow et Campbell (1984) [38]

Ce modèle permet d’estimer l’irradiance journalière globale à partir de la connaissance de données
géographiques (latitude, altitude du lieu), de la position du Soleil, du jour étudié ainsi que de la tem-
pérature et des précipitations. En effet, une faible amplitude thermique ou la présence de précipitations
impliquent un temps nuageux, susceptible de réduire l’irradiance reçue sur la journée.

Le modèle de Bristow et Campbell propose d’exprimer le coefficient de transmission global sur la
journée Kt en fonction de l’amplitude thermique :

Kt = Kt,max
[
1− exp (−B∆TC)

]
(3.69)

AvecKt,max la transmittance maximale par temps clair, qui dépend de l’altitude et de la qualité de l’air,

∆T l’amplitude thermique : ∆T = Tmax(J)− Tmin(J) + Tmin(J + 1)
2 où J fait référence au jour étudié.

L’utilisation de la température du jour suivant permet de réduire les effets du passage d’une masse d’air
chaud qui, sans la prise en compte de la température minimale du jour suivant, augmenterait l’amplitude
thermique sans pour autant avoir d’effet sur l’irradiance. B et C sont des coefficients empiriques décrivant
la manière dont le maximum de transmittance est atteint lorsque l’amplitude de température augmente.
Pour des journées avec précipitations, un facteur 0.75 est apporté sur l’amplitude de température, de
même si l’amplitude de température du jour J − 1 est inférieure de plus de 2◦C à celle du jour J − 2.

Pour Bristow et Campbell, le coefficient A dépend du lieu. Trois valeurs différentes (0.70, 0.72 et 0.77)
sont ainsi utilisées pour les trois jeux de données utilisées. Une valeur de 2.4 est utilisée pour C. Enfin,
B varie suivant le mois de l’année ; la corrélation suivante est utilisée :

44



B = 0.036 exp
(
−0.154∆T

)
(3.70)

Avec ∆T l’amplitude moyenne de la température pour le jour étudié et les 29 précédents.
Des ajouts ont été apportés par Thornton et Running [231] pour cette corrélation, visant à élaborer

une expression utilisable en tout lieu.
L’expression alors utilisée pour établir le coefficient de transmittance est telle qu’elle permet de fixer

un minimum pour le ratio Kt/Kt,max obtenu à partir des données étudiées. Ce minimum est pris égal à
0.1 et l’expression donnant la transmittance se réécrit :

Kt = Kt,max
[
1− 0.9 exp (−B∆TC)

]
(3.71)

La transmittance maximale Kt,max est obtenue à partir de considérations physiques en prenant en
compte l’altitude via la diminution de la pression, l’élévation du Soleil dans le ciel ainsi que l’humidité.
L’expression suivante est utilisée :

Kt,max =
[∑ss

s=sr Rpot,s × τ (Pz/P0)M
0,nadir,dry∑ss

s=sr Rpot,s

]
+ αe (3.72)

Où sr et ss font référence aux heures de lever et de coucher du Soleil, Rpot,s est le rayonnement
solaire extraterrestre, τ0,nadir,dry est le coefficient de transmission pour un éclairement depuis la verticale
du lieu avec un air sec : Thornton et Running prennent τ0,nadir,dry = 0.87. M est l’épaisseur optique. Pz
est la pression atmosphérique à l’altitude z, e est la pression de vapeur (en Pa) et α est un coefficient
empirique : α = −6.1× 10−5 Pa-1.

Thornton et Running proposent la corrélation suivante pour le coefficientB :B = b0+b1 exp
(
−b2 ×∆T

)
,

avec b0 = 0.031, b1 = 0.201 et b2 = 0.185.
Par rapport au modèle proposé par Bristow et Campbell, deux changements portent sur ∆T : c’est le

coefficient de transmission global qui est cette fois-ci affecté par la multiplication par 0.75 et non plus ∆T
pour les journées pluvieuses. Il n’est par contre pas spécifié si cette pondération est également appliquée
lorsqu’on a seulement ∆T (J − 1) < ∆T (J − 2) − 2. D’autre part, utiliser une valeur moyenne pour la
température minimale ne semble pas apporter d’amélioration au résultat, d’où ∆T = Tmax − Tmin.

Modèle de Armstrong (2010) [8]

Ce modèle part de corrélations établies par Meinel en 1976 et reprises par Hu en 1983 [117] permettant
de déterminer le rayonnement solaire direct par temps clair et d’estimer le rayonnement diffus (3.20) reçu
sur des périodes mensuelles. Pour des journées couvertes, Wenham (2007) [253] propose de considérer
que le rayonnement reçu est entièrement diffus et égal à 20 % de la valeur du rayonnement direct donné
par Meinel (1976).

Pour obtenir une estimation plus fine, en particulier pour le cas de journées partiellement nuageuses,
Armstrong (2010) propose de tenir compte de l’intensité nuageuse : pour un ciel couvert à moins de 15
%, le ciel est qualifié de clair, pour une couverture nuageuse allant de 15 à 60 %, le ciel est lumineux et
au-delà, il est couvert.

Le rayonnement reçu par temps clair reste inchangé. Pour un ciel lumineux, le rayonnement reçu est
égal à 60 % de celui reçu par temps clair et pour un ciel couvert, le rayonnement reçu vaut 10 % de celui
reçu par temps clair. Le flux solaire diffus est ensuite déterminé à partir du flux solaire total reçu en
utilisant les corrélations de Reindl déjà évoquées dans le paragraphe (3.1.6).

3.2 Coefficient d’échange convectif
La convection désigne le phénomène de mise en mouvement d’un fluide sous l’effet de variations de

température et de pression à l’intérieur de celui-ci. Des différences de température à l’intérieur d’un fluide
tel que l’air où l’eau entraînent en effet des différences de masse volumique qui conduisent à l’établissement
de mouvements dans le fluide. C’est le cas par exemple lorsqu’une casserole est chauffée par le dessous,
ce qui engendre des mouvements à l’intérieur de l’eau, ou pour les lampes à lave pour lesquelles la cire,
chauffée lorsqu’elle est en bas de la lampe, voit sa masse volumique diminuer et peut alors s’élever dans
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l’appareil jusqu’à ce qu’elle soit soumise à des températures plus faibles et que sa masse volumique se
mette à décroître.

Dans le cas qui nous intéresse ici, ce sont à la fois le chauffage du sol et le vent qui provoquent la
mise en mouvement de l’air. Celui-ci voit sa température augmentée par la conduction thermique avec le
sol, et est déplacé laissant ainsi la place à un air plus froid qui va à son tour être réchauffé par le sol. Il
y a donc un échange, qualifié de convectif, entre le sol et l’air, qui sera d’autant plus important que le
renouvellement de l’air se fera rapidement et que la différence de température entre la surface du sol et
l’air sera élevée.

Les échanges convectifs du sol avec l’atmosphère peuvent être exprimé sous la forme d’un flux ther-
mique φconv qui peut s’exprimer sous la forme :

φconv = hc (Ta − Tsol) (3.73)

Avec hc le coefficient d’échange convectif (en W.m-2.K-1), Ta la température de l’air, hors de la couche
limite, c’est-à-dire en dehors de la zone où la température de l’air est influencée par les échanges convectifs
avec le sol, et Tsol la température du sol.

Plusieurs corrélations existent dans la littérature pour quantifier le coefficient d’échange convectif
hc. Dans la suite de cette partie, nous allons étudier certaines de ces corrélations et les comparer. Ces
corrélations font, pour la plupart, dépendre le coefficient d’échange convectif de la vitesse du vent, mais
celle-ci n’est souvent pas mesurée ou prise en compte à la même hauteur par rapport au sol.

3.2.1 Corrélations pour l’estimation du coefficient d’échange convectif
Corrélation de Nusselt-Jürges ([180] d’après [187])

Il s’agit de la première corrélation ayant été établie en 1922, basée sur des mesures réalisées sur une
plaque de cuivre située dans une soufflerie. Pour une vitesse de vent Vw, le coefficient d’échange convectif
hc s’écrit :

hc = 7.13V 0.78
w + 5.35 e−0.6Vw (3.74)

Le second terme de la corrélation (3.74) peut être négligé pour des vitesses élevées, supérieures à
5m.s-1.

Corrélation de MacAdams ([159] d’après [187])

Cette corrélation se base aussi sur les mesures de Nusselt-Jürges et permet d’obtenir une relation
linéaire entre la vitesse du vent et le coefficient d’échange convectif. D’après Duffie et Beckman [73] , les
effets radiatifs seraient inclus dans cette corrélation.

hc =
{

5.7 + 3.8Vw pour Vw ≤ 5 m.s-1

6.47V 0.78
w Vw > 5 m.s-1 (3.75)

Corrélation de Test et al. [227]

Cette corrélation a été établie sur une plaque de cuivre inclinée de 40° par rapport à l’horizontale,
exposée au vent en extérieur. Le vitesse du vent est mesurée 1 m au-dessus de la plaque.

hc = (8.55± 0.86) + (2.56± 0.32)Vw pour Vw ≤ 5 m.s-1 (3.76)

Corrélations de Kumar et al.

Deux corrélations ont été établies par Kumar et al.. La première, de 1997 [141], a été obtenue à partir
de mesures réalisées en intérieur, sur une surface plane exposée à un écoulement d’air forcé de vitesse Vw.

hc = (10.03 + 4.687Vw)± 3.25% pour Vw ≤ 4 m.s-1 (3.77)

La seconde, de 2010 [140], a été établie à partir de mesures réalisées en extérieur, sur le toit d’un
immeuble de 8.33 m de hauteur. La vitesse est mesurée à 15 cm au-dessus de la plaque expérimentale.
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hc = (6.90± 0.05) + (3.87± 0.13)Vw pour Vw ≤ 1.12 m.s-1 (3.78)

Corrélation de Sharples et Charlesworth [212]

Les auteurs ont étudié un bâtiment soumis au vent. Les mesures de vitesses du vent ont été réalisées
à une hauteur de 1.5 m au-dessus du bâtiment, soit à 6.1 m au-dessus du sol. Cette corrélation est la
suivante :

hc = 6.5 + 3.3Vw ± 4.7 pour 0.8 ≤ Vw ≤ 6.2 m.s-1 (3.79)

Cette corrélation est aussi formulée avec une loi en puissance, bien que le coefficient de corrélation
avec les mesures soit moins important :

hc = 9.5V 0.48
w ± 4.7 pour 0.8 ≤ Vw ≤ 6.2 m.s-1 (3.80)

Corrélation de Hagishima et al. [99]

Comme pour les corrélations de Liu et al. et la seconde corrélation de Kumar et al., cette corrélation
a été établie à l’aide de mesures réalisées sur le toit d’un immeuble, à 60 cm au-dessus de la plaque en
cuivre étudiée :

hc = 6.42 + 3.96Vw pour Vw ≤ 6 m.s-1 (3.81)

Corrélation de FEMMASSE

Cette corrélation est issue d’un logiciel traitant des transferts thermiques appelé FEMMASSE. Cette
corrélation est utilisée dans plusieurs articles scientifiques portant sur les transferts thermiques dans les
structures routières [11, 162].

hc =
{

5.6 + 4.0Vw , Vw ≤ 5 m.s−1

7.2V 0.78
w , Vw > 5 m.s−1 (3.82)

Les valeurs obtenues sont très proches des coefficients de la corrélation de Nüsselt-Jürges.

Corrélation de Vehrencamp [243]

Cette corrélation a été obtenue en 1953 à l’aide de mesures réalisée sur un lac asséché. Contrairement
aux précédentes corrélations, celle-ci a donc été établie sur le sol. Les effets radiatifs sont pris en compte
et un coefficient d’échange convectif empirique fonction de la différence entre la température de la surface
Ts (en K) et celle de l’air Ta (en K, prise à une hauteur de 2 m au-dessus du sol) et de la vitesse du vent
(prise à une hauteur de 2 m au-dessus du sol).

hc = 698.24×
(

1.44× 10−3T 0.3
m V 0.7

w + 9.7× 10−4 (Ts − Ta)0.3
)

(3.83)

Avec Tm la moyenne de Ta et Ts exprimée en kelvins. Cette corrélation a été établie pour des vitesses
de vent allant de 0.8 à 8.5 m.s-1. et pour des différences de température allant de 6.7 à 27 °C.

Cette corrélation est utilisée dans de nombreuses publications traitant des échanges convectifs entre
des chaussées et l’air [31, 110, 168, 160]. En particulier, afin de pouvoir utiliser cette corrélation en
conditions hivernales, lorsque Ts < Ta, [110] propose d’utiliser une valeur absolue pour le deuxième terme
de la corrélation :

hc = 698.24×
(

1.44× 10−3T 0.3
m V 0.7

w + 9.7× 10−4 |Ts − Ta|0.3
)

(3.84)

Le coefficient d’échange convectif est représenté en fonction des températures de la surface et de l’air
pour des vitesses de vent égales à 3 et 6 m.s-1 sur les figures 3.13 et 3.14.

Elle a cependant le désavantage d’introduire dans la corrélation la température de la surface, grandeur
qu’on cherche à déterminer. La valeur d’un coefficient d’échange convectif obtenu avec cette corrélation
est donc tributaire, dans le cas où on cherche à déterminer un champ de température dans le sol, de
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Figure 3.13 – Coefficient d’échange convectif hc
pour Vw = 3 m.s-1

Figure 3.14 – Coefficient d’échange convectif hc
pour Vw = 6 m.s-1

résultats numériques dépendant d’hypothèses liées notamment à des couplages avec d’autres modes de
transferts thermiques. Introduire la température de la surface dans la corrélation du coefficient d’échange
convectif implique alors de rajouter des incertitudes à ce terme.

Corrélations pour des surfaces inclinées

D’autres corrélations présentes dans la littérature proposent d’établir le coefficient d’échange convectif
pour des surfaces inclinées [212] ou pour des murs verticaux, face au vent [30, 65, 155, 251]. Pour ce dernier
cas, la structure de la couche limite est telle que le coefficient d’échange convectif est moins élevé, quelle
que soit la vitesse du vent.

3.2.2 Synthèse
Dans cette section, nous avons analysé plusieurs corrélations permettant d’obtenir le coefficient

d’échange convectif. La représentation graphique du coefficient d’échange convectif en fonction de la
vitesse du vent sur la figure 3.15 permet une comparaison de ces corrélations.

Pour la première représentation de la corrélation de Vehrencamp, nous avons considéré des conditions
de températures hivernales, avec Ta = −5°C et Ts = 0°C. Dans la seconde représentation, nous avons
pris des conditions estivales, avec Ta = 30°C et Ts = 60°C.
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Figure 3.15 – Coefficient d’échange convectif pour différents corrélations et vitesses de vent
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Figure 3.16 – Rayonnement entre deux corps

Les valeurs obtenues pour les coefficients d’échange convectif sont assez proches, en particulier pour les
corrélations de Nusselt-Jürges, MacAdams, Test, Kumar (2010), Sharples et Hagashima. La corrélation
de Kumar établie en 1997 semble surévaluer ce coefficient, ce qui pourrait être dû à l’utilisations de
ventilateurs industriels émetteurs de tourbillons [140]. Au contraire, la corrélation de Vehrencamp semble
sous-évaluer le coefficient d’échange convectif, ce qui peut s’expliquer par le fait que cette corrélation
a été établie au niveau du sol, contrairement aux autres corrélations qui ont été obtenues, lorsqu’elles
reposent sur des mesures sur des bâtiments, à plusieurs mètres de hauteur.

Dans le cadre de ces travaux de thèse, nous souhaitons utiliser une corrélation permettant d’estimer
ce coefficient d’échange convectif à partir des données, notamment de vent, dont nous disposons. Or
ces corrélations sont établies pour différentes conditions, en soufflerie ou en conditions naturelles, à des
hauteurs variables du sol. Afin de réduire le risque d’erreur, nous comparons les corrélations représentées
sur la figure 3.15 et prenons en considération pour la suite de cette étude une corrélation qui ne correspond
pas aux extrema. Nous choisissons ici d’utiliser la corrélation de MacAdams, dont le coefficient d’échange
convectif qui est ainsi obtenu s’éloigne assez peu du coefficient obtenu avec les autres corrélations, établies
dans d’autres conditions. Ce choix premet de réduire le risque d’erreur sur l’estimation de ce paramètre
important pour le comportement thermique du système. Il est cependant à noter qu’un tel choix peut
néanmoins amener à des erreurs conséquentes sur le flux convectif échangé, notamment en présence de
configurations particulières (milieu fortement urbanisé, route surélevée ou, au contraire, abaissée).

3.3 Rayonnement atmosphérique

3.3.1 Introduction
Le sol échange de l’énergie sous forme de rayonnement avec le milieu environnant, qu’il s’agisse de

bâtiments, de relief ou de ciel.
Comme pour le Soleil, tout corps ayant une température positive (en Kelvins) rayonne. C’est donc

en particulier le cas pour le sol, l’atmosphère ou plus généralement l’environnement. Ainsi un corps de
température T et d’émissivité ε émet une densité de puissance φ s’écrivant, d’après la loi de Stefan-
Boltzmann :

φ = σεT 4 (3.85)
Avec σ la constante de Stefan : σ = 5.67× 10−8 W.m-2.K-4.
Le corps 2 émet, depuis la surface infinitésimale dS2, pour une direction orientée d’un angle ψ2 par

rapport à la normale, une puissance radiative égale à σ

π
T 4

2 cosψ2dω2dS2.

Inversement, la surface dS1 reçoit de la surface dS2 une puissance radiative égale à σ
π
T 4

2 cosψ1dω1dS1,
où ω1 correspond à l’angle solide infinitésimal que représente la surface dS2 vue depuis dS1 : dω1 =
cosψ2dS2

r2 avec r la distance entre dS1 et dS2.
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dφatm = σ
πT

4 cosψdωδS

ψ

Figure 3.17 – Rayonnement reçu de la part de l’atmosphère

Nous considérons maintenant qu’une surface δS est soumise à un rayonnement de la part d’un hé-
misphère. La température T dépend alors de la position dans l’hémisphère. Il peut s’agir de celle de
l’atmosphère, de celle des nuages, ou même de celle de la végétation, du relief ou de bâtiments (voir la
figure 3.17). L’énergie radiative reçu sur une surface infinitésimale δS en provenance de tout l’hémisphère
s’écrit alors :

δφatm =
∫

2π

σ

π
T 4 cosψdωδS (3.86)

Soit, en considérant de plus une coordonnée longitudinale θ :

δφatm =
∫ 2π

θ=0

∫ π/2

ψ=0

σ

π
T (ψ, θ)4 cosψ sinψdψdθδS (3.87)

Nous introduisons la température de ciel Tc définie de la façon suivante :

T 4
c = 1

π

∫ 2π

θ=0

∫ π/2

ψ=0
T (ψ, θ)4 cosψ sinψdψdθ (3.88)

Dans le cas où T est constante et ne dépend pas de la position dans l’hémisphère, on a alors Tc = T .
Le rayonnement atmosphérique émis par le ciel et reçu à la surface de la Terre s’écrit alors :

φatm = σT 4
c (3.89)

En notant ε l’émissivité du sol, la densité de flux thermique provenant des échanges radiatifs avec le
ciel s’écrit :

φr = εσ
(
T 4
c − T 4

s
)

(3.90)

Avec Ts la température de la surface.
Ce rayonnement atmosphérique, compte tenu des températures en jeu, a un spectre centré sur des

longueurs d’onde plus élevées que le rayonnement solaire, située dans les infrarouges proches, et de l’ordre
de 3 à 100 µm, c’est pourquoi il est aussi appelé long-wave radiation. Les échanges radiatifs sont aussi
généralement plus faibles que ceux provenant du rayonnement solaire, de l’ordre de 70 à 105 W.m-2 [29].

Il est cependant à noter que, pour un milieu fortement urbanisé, ou bien dans des vallées, le ciel
peut être assez peu visible depuis le sol. Dans ce cas, une grande partie de l’hémisphère vu par la
surface émettrice est constituée de bâtiments ou de reliefs. En particulier, durant l’été, ceux-ci ayant une
température plus importante que celle de l’atmosphère, les pertes par rayonnement sont réduites, ce qui
a une influence lors du refroidissement nocturne pendant l’été et contribue, en ville, à l’effet d’îlot de
chaleur urbain.
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Pour pouvoir obtenir la densité de flux atmosphérique φr, deux approches existent dans la littérature.
Si des corrélations se basent sur la température de ciel présentée précédemment, d’autres introduisent la
notion d’émissivité du ciel, notée ici εc. Dans ce cas, le rayonnement atmosphérique incident s’écrit :

φatm = σT 4
c = εcσT

4
a (3.91)

Où Ta est la température de l’air exprimée ici en Kelvins.

3.3.2 Corrélations donnant l’émissivité du ciel par temps clair
Corrélation de Angström (1918) [41]

Cette corrélation permet d’exprimer l’émissivité du ciel par temps clair en fonction de la pression en
vapeur d’eau peau exprimée en millibar. En effet, le flux radiatif émis par l’atmosphère est dû principale-
ment à des émissions de la vapeur d’eau, du dioxyde de carbone et de l’ozone [122], et seule la quantité de
vapeur d’eau dans l’atmosphère varie significativement au cours du temps, modifiant ainsi le rayonnement
de l’atmosphère.

La corrélation d’Angström s’exprime sous la forme :

εc = A−B exp (−Cpeau) (3.92)

Où A, B et C sont des constantes empiriques situées respectivement dans les intervalles [0.75,0.82],
[0.15,0.33] et [0.09,0.22] d’après [22]. Les valeurs les plus utilisées sont le triplet A = 0.806, B = 0.236 et
C = 0.092 ([22], [137]). Une liste des valeurs possibles est donnée par [138].

La pression en vapeur d’eau, toujours exprimée en mbar, peut être reliée à la température de rosée
Tdp, donnée en ◦C, comme cela est expliqué dans la section 3.4. En adaptant la corrélation (3.129), on a :

peau = a

100 exp
(

bTdp
Tdp + c

)
(3.93)

Corrélation de Brunt (1932) [41]

Cette corrélation est similaire à celle de Angström, est valable aussi par temps clair, mais n’utilise
que deux constantes empiriques :

εc = a+ b
√
peau (3.94)

Les coefficients a et b sont des coefficients compris respectivement entre 0.34 et 0.71 et entre 0.023 et
0.110 [22]. Une liste des valeurs possibles est donnée par [138]. La pression partielle en vapeur d’eau peau
est exprimée en mbar. Monteith (1961) [171] propose d’utiliser a = 0.53 et b = 0.065.

Corrélations de Melchor (1982) [165]

Ces corrélations reprennent celles de Angström et de Brunt mais en prenant de plus en compte
l’altitude h (en km) du lieu étudié et en se basant sur l’humidité absolue γ (en g.m-3) :

εc =
[
0.1508 + 0.0249 (0.6017)h

]
(4.7189− 0.9153γ) (3.95)

εc =
[
5.7723 + 0.9555 (0.6017)h

]
(946.25 + 46.56√γ)× 10−4 (3.96)

Il est à noter que l’humidité absolue (en g.m-3) peut être reliée à la pression partielle de vapeur d’eau
peau (en mbar) et à la température T (en K) par une relation issue de la loi des gaz parfaits :

γ = 219peau
T

(3.97)
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Corrélation de Clark et Allen (1978) [181] d’après [22]

Cette corrélation permet d’exprimer l’émissivité du ciel par temps clair en fonction de la température
de rosée Tdp (exprimée en degrés Celsius) :

εc = 0.787 + 0.764 ln
(
Tdp + 273

273

)
(3.98)

Corrélation de Berdahl et Fromberg (1981) [22]

Cette corrélation permet, comme pour la corrélation de Clark et Allen, d’exprimer l’émissivité du ciel
par temps clair en fonction du point de rosée, mais elle différencie le jour de la nuit :

εc =
{

0.741 + 0.0062Tdp (pendant la nuit)
0.727 + 0.0060Tdp (pendant la journée) (3.99)

Le point de rosée est, ici encore, exprimé en degrés Celsius. La différence entre le jour et la nuit
provient d’une correction permettant la prose en compte de l’influence du rayonnement solaire.

Corrélation de Berger et al. (1984) [23]

Comme pour la corrélation de Berdahl et Fromberg, elle exprime l’émissivité du ciel par temps clair
en fonction du point de rosée en différenciant le jour de la nuit :

εc =
{

0.752 + 0.0048Tdp (pendant la nuit)
0.77 + 0.0038Tdp (pendant la journée) (3.100)

Corrélation de Bliss (1961) [29]

L’émissivité du ciel par temps clair s’obtient à partir de la température de rosée :

εc = 0.8 + Tdp
250 (3.101)

Avec Tdp en degrés Celsius.

Corrélation de Swinbank (1963) [224]

Cette corrélation est basée sur des mesures du flux radiatif de l’atmosphère R reliées à la température
de l’air Ta, exprimée en Kelvins :

R = 5.31× 10−13T 6
a (3.102)

Cette corrélation permet d’établir des relations donnant l’émissivité du ciel et la température du ciel :

εc = 9.37× 10−6T 2
a (3.103)

Tc = 0.0553T 1.5
a (3.104)

Corrélation de Idso et Jackson (1969) [122]

Cette corrélation permet d’exprimer l’émissivité du ciel en fonction de la température de l’air (en K)
sous la forme :

εc = 1− c exp
[
−d (273− Ta)2

]
(3.105)

Avec c = 0.261 et d = 7.77× 10−4.
Il est à noter que cette corrélation, comme celle de Swinbank, ne fait pas intervenir l’humidité.
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Autres corrélations donnant la température du ciel

Ces corrélations sont données par [59] et permettent d’obtenir une estimation de la température du
ciel en fonction de la température de l’air :

Tc = Ta − c (3.106)

Avec c une constante empirique comprise entre 0 et 20.
La valeur c = 6 K est parfois citée dans la littérature [100]

Comparaison des corrélations prenant en compte l’humidité

Dans ce paragraphe, nous proposons de comparer les émissivités du ciel données par les corrélations
faisant intervenir l’humidité, que cela soit au travers de l’humidité absolue, de la pression partielle en
vapeur d’eau ou de la température de rosée. Les corrélations de Angström, Brunt, Melchor, Clark et
Allen, Berdahl et Fromberg, Berger et Bliss sont ainsi étudiées ici.

Lorsque cela est nécessaire, nous considérons de plus une température de l’air égale à 20◦C et une
altitude nulle (niveau de la mer).

Une comparaison des valeurs d’émissivités obtenues pour ces corrélations est présentée sur la figure
3.18.
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Figure 3.18 – Émissivité du ciel en fonction du point de rosée pour plusieurs corrélations

L’intervalle entre la plus faible et la plus grande émissivité du ciel est d’environ 0.15, quelle que soit
l’humidité considérée. Dans tous les cas, l’émissivité augmente avec la quantité d’eau présente dans l’atmo-
sphère, ce qui peut s’expliquer par le fait que, le nombre de molécules d’eau présentes dans l’atmosphère
étant plus élevé, l’émission de l’atmosphère augmente elle aussi.

3.3.3 Prise en compte de la nébulosité
La nébulosité a tendance à diminuer les pertes par rayonnement avec l’atmosphère. En effet, au lieu

que des échanges radiatifs aient lieu entre entre le sol et la partie supérieure de l’atmosphère, ils ont lieu
entre le sol et la base de la couverture nuageuse, située à une altitude moindre, et donc généralement à une
température plus élevée. Cela est en particulier visible au cours des nuits d’hiver : un ciel complètement
dégagé entraînera des pertes radiatives importante et les gelées seront alors fréquentes. Au contraire, avec
un ciel couvert, les déperditions d’énergie au niveau du sol sont plus faibles et le risque de gel réduit.

Nous appelons, dans la suite de cette partie, R0 l’apport radiatif de l’atmosphère par temps clair,
Rn l’apport radiatif pour une fraction de ciel couvert n, εcn l’émissivité du ciel avec une fraction n de
couverture nuageuse, εc0 étant alors l’émissivité du ciel par temps clair.
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Corrélation de Kondratyev (1969)

Kondratyev [138] propose la relation suivante entre Rn et R0 :

Rn = R0 [1 + (clnl + cmnm + cana)] (3.107)

Où nl, nm et na sont respectivement les fraction de couvertures nuageuses pour les nuages de basse,
moyenne et haute altitude, et cl, cm et ca des constantes empiriques déterminées par plusieurs auteurs
et regroupées dans le livre de Kondratyev.

On a aussi :

εcn = εc0 [1 + (clnl + cmnm + cana)] (3.108)

Corrélation de Berdahl (1981)

Berdahl [22] relie l’émissivité du ciel par temps couvert à l’émissivité par temps clair à l’aide de la
corrélation :

(1− εcn) = (1− εc0) cn (3.109)

Avec cn le facteur de couverture nuageuse fonction de la couverture nuageuse n et du type de nuage.
Pour obtenir cn, Berdahl préconise d’utiliser une interpolation linéaire et exprime ce facteur sous la

forme :

cn = 1− Γn (3.110)

Avec Γ un paramètre dépendant du type de nuage, petit pour des nuages de haute altitude (0.16 pour
des cirrus à 12.2 km d’altitude) et proche de l’unité (0.88 pour des stratocumulus à 1200 m d’altitude)
pour des nuages de basse altitude.

Cette corrélation revient donc à utiliser :

εcn = εc0 (1− Γn) + Γn (3.111)

Corrélation de Melchor (1982) [165]

Cette corrélation se base sur la corrélation (3.96) et prend en compte la fraction du ciel occupée par
la nébulosité n, l’altitude h (en km) et l’humidité relative de l’air RH (en %) :

εcn = (1− n)
(

5.7723 + 0.9555 (0.6017)h
)
× 10−4T 1.1893

a RH0.0665

+n
(

1−
(
3000 + 1751h0.652)RH−3/2T−1

a

)4
(3.112)

Corrélation de Bolz (1969) ([210] d’après [9])

εcn = εc0
(
1 + kc2

)
(3.113)

Avec k un coefficient dépendant du type de nuage.

Corrélation de Unsworth et Monteith ([240] d’après [9])

εcn = εc0 + c (1− εc0)
(
Tc
Ta

)4
(3.114)

Avec Tc la température à la base des nuages.
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Corrélation de Clark et Allen (d’après )[250])

En présence de nuages, la corrélation de Clark et Allen donnée dans le paragraphe 3.3.2 peut être
écrite à partir de l’émissivité par temps clair qui y a été donnée.

εcn = εc0
(
1 + 0.0224n− 0.0035n2 + 0.00028n3) (3.115)

3.3.4 Synthèse
Dans cette section, nous avons présenté comment le rayonnement atmosphérique peut être calculé en

introduisant les notions de température de ciel et d’émissivité du ciel.
Des corrélations ont été présentées pour estimer ces paramètres, d’abord par temps couvert puis par

temps nuageux. Une comparaison de ces corrélation a aussi été proposée.
Nous pouvons une nouvelle fois privilégier, dans la suite de ce travail, une corrélation se trouvant

dans la moyenne de ce qui existe dans la littérature. Ici, les corrélations de Berger et de Berdahl semblent
convenir. Celle de Brunt, bien que présentant des valeurs un peu en dessous des autres corrélations pour
des températures de rosée faibles, peut aussi convenir dans la mesure où il n’est alors pas nécessaire de
dissocier le jour et la nuit.

3.4 Température de rosée

3.4.1 Introduction
Les effets de l’humidité interviennent principalement au cours de l’hiver, dans le cadre du maintien

hors gel de la structure. En effet, l’humidité influe sur la température à laquelle des cristaux de glace
apparaître sur des parois.

L’humidité est ainsi liée à la température de rosée, définie comme étant la température jusqu’à laquelle
il faut refroidir de l’air, à pression de vapeur constante, pour que cette pression de vapeur devienne égale
à la pression de vapeur saturante [32]. Il s’agit donc de la température telle que, lors d’un refroidissement
de l’air, celui-ci arrive à saturation et des gouttelettes d’eau liquides se forment. Ainsi, plus la température
de l’air est proche de sa température de rosée, plus cet air est proche de la saturation.

Cette température est importante dans le cadre du sujet étudié, principalement pour le contrôle
thermique de la structure de chaussée modifiée. En effet, si, pour une température de l’air donnée, la
température de la surface de la structure atteint la température de rosée associée, de la condensation se
forme dans l’air ambiant et se dépose sur la structure : c’est le phénomène de rosée.

Ici, l’objectif est d’empêcher la formation de cristaux de glace et de prévenir ainsi de la formation de
verglas. Pour cela, la notion de point de givrage est introduite en sa basant sur le point de rosée. Pour
des conditions hivernales, il sera alors nécessaire que la température de la surface de la structure soit
maintenue au-dessus de ce point de givrage, avec un coefficient de sécurité.

La prise en compte du point de givrage présente l’avantage de ne pas avoir à maintenir une température
systématiquement positive. En effet, pour un air froid, mais sec, la température de rosée peut-être très
en-dessous de 0 ◦C, et le fait que la température de surface soit négative n’entraîne pas pour autant de
condensation.

La connaissance du point de rosée est aussi importante pour calculer la température du ciel et déter-
miner le rayonnement atmosphérique (voir la section 3.3), beaucoup de corrélations reliant la température
de rosée à la température de ciel.

3.4.2 Corrélations
De nombreuses corrélations permettent d’évaluer la température de rosée. Elles font généralement

apparaître la température de l’air, notée ici t (en ◦C) ou T (en K), l’humidité RH comprise entre 0 pour
un air sans vapeur d’eau et 1 pour un air saturé en vapeur d’eau. L’humidité peut aussi être exprimée
en pourcentage. La température de rosée (« dew point ») correspond à RH = 1 et est notée tdp ou Tdp
selon qu’on soit respectivement en degrés Celsius ou en Kelvin.

L’une des corrélations les plus utilisées semble être celle de Magnus [144] :

55



tdp = B1α(t, RH)
A1 − α(t, RH) (3.116)

Avec α(t, RH) = ln (RH) + A1t

B1 + t
A1 et B1 sont deux constantes : A1 = 17.625 et B1 = 243.04◦C.
Cette corrélation est basée sur une expression donnant la pression de vapeur, avec une erreur inférieure

à 0.4 % pour des températures t comprises entre -40 et +50◦C.
La relation de Clausius-Clapeyron, qui exprime la différentielle de la pression de vapeur saturante par

rapport à la tampérature, permet d’établir la corrélation suivante [144] :

Tdp = T

(
1− T lnRH

L/Rw

)−1
(3.117)

Avec Rw la constante des gaz pour la vapeur d’eau : Rw = 461.5J.K-1.kg-1. L est l’enthalpie de va-
porisation de l’eau, qui vaut 2.501 × 106 J.kg-1 à T = 273.15◦C et 2.257 × 106 J.kg-1 à T = 373.15◦C.
L’hypothèse est alors faite que cette enthalpie de changement d’état reste constante sur l’intervalle de
températures étudié. Des erreurs apparaissent donc lorsque la température de rosée s’éloigne de la tem-
pérature de l’air, pour laquelle l’enthalpie de changement d’état a été calculée, donc lorsque l’humidité
est basse.

En tenant compte du fait que, pour une humidité supérieure à 50 %, la température de l’air décroisse
d’environ 1◦C lorsque l’humidité décroît de 5 %, la corrélation suivante peut être établie [144] :

tdp = t− 20(1−RH) (3.118)

D’autres relations s’appuient sur cette approximation linéaire en ajoutant des corrections :

tdp = t−K0 + 100×K1RH (3.119)

Avec K0 = 17.9 et K1 = 0.18 pour 0.65 ≤ RH ≤ 1 et K0 = 22.5 et K1 = 0.25 pour 0.45 ≤ RH < 0.65.
Avec une correction au second ordre :

tdp = (19.8 + 0.17t)RH + 0.84t− 19.2 (3.120)

Cette corrélation permet d’obtenir le point de rosée avec une erreur inférieure à 1◦C pour une humidité
supérieure à 0.4 et une température t comprise entre 0 et 30◦C.

En tenant compte de l’erreur sur la corrélation (3.118), cette dernière peut être corrigée [144] :

tdp = t− 20 (1−RH)
(
T

300

)2
− 13.5 (RH − 0.84)2 + 0.35 (3.121)

L’erreur ne dépasse pas 0.3◦C pour une humidité comprise entre 0.5 et 1 et pour une température
comprise entre 0 et 30◦C.

La température de rosée peut être déterminée à partir de ces corrélations pour plusieurs valeurs de
température de l’air t. Une comparaison entre ces corrélations est proposée sur la figure 3.19

3.4.3 Obtention de l’humidité relative à partir de l’humidité absolue
L’humidité absolue est la masse de vapeur d’eau contenue dans un kilogramme d’air sec. Cette gran-

deur s’exprime généralement en g/kg. Elles est notée aeau, dans la suite de cette section. Une variante
qui est rencontrée dans la littérature consiste à exprimer l’humidité absolue en gramme par mètre cube
d’air sec. Nous noterons γeau cette quantité.

Pour aeau en g/kg et γeau en g/m3, on a la relation suivante :

γeau = aeauρair (3.122)

Où ρair est la masse volumique de l’air sec.
Connaissant l’humidité absolue et la température de l’air, il est possible de déterminer la pression de

vapeur et la pression de vapeur saturante puis de déduire l’humidité relative.
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Figure 3.19 – Comparaison entre les différentes corrélations donnant le point de rosée en fonction de
l’humidité relative

Calcul de la masse volumique de l’air

La masse volumique de l’air ρair s’obtient à partir de la loi des gaz parfaits :

ρair = pair
rairT

(3.123)

Avec pair la pression en air sec exprimée en Pa, rair = R

Mair
avec R = 8.3144621 J.K-1.mol-1 la

constante des gaz parfaits et Mair = 28.965338 g.mol-1 la masse molaire de l’air.
La pression en air sec peut s’obtenir en fonction de l’altitude à partir du modèle de l’atmosphère

standard. Les hypothèses suivante sont alors faites : l’accélération de la pesanteur g ne varie pas avec
l’altitude et est égale à sa valeur au niveau de la mer, approximativement g = 9.81 m.s-2, le gradient de
température est constant, égal à a = −0.0065 K.m-1. Sous ces hypothèses, la pression en air sec entre 0
et 11 000 m d’altitude s’écrit :

pz = p0

(
1− az

T0

)g0Mair

aR (3.124)

Avec z l’altitude en m, p0 la pression atmosphérique au niveau de la mer (p0 = 101325 Pa pour
l’atmosphère standard), T0 la température au niveau de la mer, égale à 15◦C pour l’atmosphère standard,
Mair la masse molaire de l’air sec et R la constante des gaz parfaits.

La masse d’eau par unité de volume d’air sec est alors donnée par γeau = ρairaeau.

Calcul de la pression partielle en vapeur d’eau

La pression partielle en eau est donnée par la loi des gaz parfaits :

peau = reauTγeau (3.125)

Avec reau = R

Meau
avec Meau = 18.01528 g.mol-1 la masse molaire de l’eau. Pour une pression en

vapeur d’eau peau exprimée en mbar, l’humidité absolue γeau exprimée en g/m3 s’écrit :

γeau = 219peau
T

(3.126)
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En reprenant l’expression donnant la masse d’eau par unité de volume d’air sec, on a alors :

peau = Mair

Meau
p0aeau (3.127)

Calcul de la pression de vapeur saturante

La pression de vapeur saturante peut être obtenue à partir de plusieurs corrélations s’écrivant sous la
forme :

peau,sat = a exp
(

bT

T + c

)
(3.128)

Avec T donnée en ◦C et peau,sat en mbar, a, b et c étant des coefficients issus de corrélations, par
exemple celle de Bolton [33], valable pour des températures comprises entre -30 et +35◦C avec une
précision de 0.1 % : a = 6.112, b = 17.67 et c = 243.5. D’autres jeux de paramètres, valables pour
différents intervalles, sont donnés par [43].

La pression en vapeur d’eau, qui correspond à la pression de vapeur saturante pour la température
de rosée, s’écrit alors :

peau = a exp
(

bTdp
Tdp + c

)
(3.129)

Une autre écriture possible est :

peau,sat = a exp
(

((b− T/d)T
T + c

)
(3.130)

Calcul de l’humidité relative

L’humidité relative, notée RH, est alors égale au rapport entre la pression de vapeur et la pression
de vapeur saturante :

RH = peau
peau,sat

(3.131)

3.4.4 Calcul de la température de rosée à partir de la pression de vapeur
La pression de vapeur peau est, d’après l’équation (3.127), directement liée à l’humidité absolue a.

Elle peut aussi être liée à la température de rosée en revenant à la définition de celle-ci : il s’agit de la
température telle que la pression de vapeur est égale à la pression de vapeur saturante, soit peau,sat(T ) =
peau.

La relation (3.128) permet d’obtenir :

Tdp = c ln (peau/a)
b− ln (peau/a) (3.132)

De même, on a, avec la relation (3.130) :

Tdp = d

2

[
b− ln (peau/a) +

√
(b− ln (peau/a))2 − 4c ln (peau/a)/d

]
(3.133)

3.4.5 Point de givrage
Le point de givrage est la température à laquelle, en maintenant inchangées les autres paramètres

climatiques, l’air devient saturé en vapeur d’eau par rapport à la glace. C’est donc la température à
partir de laquelle du verglas peut se former. Elle n’est définie que pour une température de l’air négative
et est supérieure à la température de rosée, la pression de vapeur saturante en glace étant inférieure
à celle en eau liquide. Une diminution de la température, à teneur en eau constante, provoquera donc
d’abord la formation de glace solide.
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Figure 3.20 – Température de givrage en fonction de la température de rosée

Le point de givrage et le point de rosée se rejoignent pour une température de l’air nulle (en degrés
Celsius). Le cas d’une température de l’air comprise entre la température de rosée et la température de
givrage correspond alors à un état de surfusion.

La pression de vapeur saturante en glace peut s’exprimer de la même façon que la pression de vapeur
saturante en liquide :

pglace,sat = ag exp
(

bgT

T + cg

)
(3.134)

ou

pglace,sat = ag exp
(

((bg − T/dg)T
T + cg

)
(3.135)

Seuls les coefficients ag, bg, cg et dg diffèrent : on peut par exemple utiliser, d’après [43] ag = 6.1115,
bg = 22.452 et cg = 272.55 entre -50 et 0◦C, avec une erreur inférieure à 0.02◦C.

Le point de givrage peut aussi être calculé à partir de la température de rosée : cette dernière permet
de connaître la pression de vapeur, l’expression de la température de givrage en fonction de cette pression
de vapeur permettant d’en déduire le point de givrage.

Tg =
cg

[
ln
(
ad
ag

)
+ bdTdp
Tdp + cd

]
bg − ln ad

ag
− bdTdp
Tdp + cd

(3.136)

Les coefficients ad, bd et cd font référence aux coefficients a, b et c utilisés pour le calcul du point de
rosée.

Le point de givrage est représenté en fonction du point de rosée sur la figure 3.20. La température de
givrage est environ 0.1◦C plus élevée que la température de rosée par degré inférieur à 0◦C.

3.5 Synthèse
Dans ce chapitre, nous avons présenté les phénomènes extérieurs qui vont influer sur notre système

thermique : le rayonnement solaire, les échanges convectifs avec l’air, le rayonnement atmosphérique et
les points de rosée et de givrage.

Pour l’étude de chacun de ces phénomènes, un été de l’art a été réalisé, afin de déterminer les effets
qu’ont ces phénomènes sur notre système. En particulier il a été montré que de nombreuses corrélations
existent dans la littérature pour permettre le calcul du rayonnement solaire arrivant au sol, du coefficient
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d’échange convectif, de la température de ciel et du point de rosée. Une étude du point de givrage a de
plus été effectuée, permettant d’introduire un seuil minimal de température fonction de l’humidité de
l’air pouvant ainsi permettre de réduire le besoin en chauffage.

Ces corrélations s’appuient à chaque fois sur des données qui peuvent être géographiques (latitude,
longitude, altitude) ou météorologiques (température de l’air, vitesse du vent, nébulosité, humidité). Une
comparaison des corrélations de la littérature a ainsi été proposée et a permis de mettre en évidence la
cohérence entre les corrélations analysées. Dans la suite, nous privilégierons des corrélations donnant des
valeurs dans la moyenne de ce qui existe dans la littérature mentionnée ici.

Par la suite, ces corrélations pourront être utilisées à partir des données disponibles pour les sites
d’étude. En particulier, ces corrélations permettront de faire le lien entre les données climatiques et
géographiques et les modèles numériques utilisés. Ces corrélations permettront de définir certaines des
variables d’entrée de nos modèles numériques et influeront sur les résultats obtenus.

Les excitations thermiques étudiées au cours de ce paragraphe s’appliquent à la surface de la structure.
Pour l’étude des routes récupératrices d’énergie, aucune sollicitation n’intervient a priori en profondeur.
Compte tenu des profondeurs caractéristiques liées aux fréquences des phénomènes, en particulier jour-
nalières, l’influence des excitations thermiques ne se fait ressentir que sur les couches situées près de la
surface. C’est pourquoi nous nous focalisons ici sur la partie de la structure située près de la surface.

Il est à noter que d’autres phénomènes extérieurs sont susceptibles d’intervenir dans le cadre du
fonctionnement du système de route solaire hybride. L’influence des précipitations, ou hydrométéores,
n’est ainsi pas prise en compte, tout comme celle de la circulation des véhicules.
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Chapitre 4

Composantes physiques des ROutes
Solaires HYbrides : formulation et
résolution

Dans le précédent chapitre, Les phénomènes se produisant à l’extérieur de la structure et ayant
un impact sur la route solaire hybride ont été décrits. Dans ce chapitre, nous présentons maintenant les
phénomènes ayant un effet sur le comportement thermique qui se produisent à l’intérieur de la route solaire
hybride. Leur modélisation doit permettre d’aboutir ensuite à un modèle numérique et à la connaissance
du comportement thermique de la structure.

Comme les structures routières traditionnelles, la route solaire hybride est constituée d’une super-
position de couches. Cependant, pour répondre aux objectifs de récupération d’énergie et de protection
du gel, certaines innovations ont été effectuées. La couche de surface devient ainsi semi-transparente,
c’est-à-dire qu’une partie du rayonnement extérieur pénètre à l’intérieur de cette couche, et la couche de
liaison est poreuse avec un fluide qui peut s’écouler à l’intérieur.

En plus de la conduction thermique qui se produit dans toute la structure, d’autres phénomènes
d’échanges thermiques interviennent ici. Des échanges radiatifs ont lieu dans la couche de roulement
semi-transparente et des échanges convectifs sont induits par l’écoulement de fluide dans la couche de
liaison.

La modélisation de ces trois phénomènes est décrite au cours de ce chapitre. Le but est alors de
déterminer la température de la structure en couplant ces trois phénomènes. Ceux-ci se produisant si-
multanément, les méthodes choisies pour la modélisation devront prendre en compte cette contrainte.

Pour cela, nous utilisons une méthode se basant sur l’utilisation d’un maillage pour résoudre des
équations aux dérivées partielles, comme les volumes finis ou les éléments finis. L’outil développé dans
le cadre de cette thèse pouvant être amené à être utilisé pour de la mécanique avec prise en compte de
l’usure de la structure ou recherche de défauts ou inclusions, nous proposons d’utiliser ici la méthode des
éléments finis. Cette méthode s’appuie sur la formulation faible des équations aux dérivées partielles et
l’utilisation de produits scalaires dans des espaces de fonctions liées au maillage.

Les phénomènes de diffusion thermique, de convection hydraulique et des transferts radiatifs sont
d’abord présentés, puis mis en équation avec la méthode des éléments finis.

4.1 Diffusion thermique
Nous présentons dans cette partie le phénomène de diffusion thermique, phénomène qui permet d’ex-

pliquer les transferts de chaleur à l’intérieur d’un domaine sous l’effet de la conduction thermique. Dans
le cadre de ce travail, la diffusion thermique intervient dans les structures modélisées et peut être couplée
à d’autres phénomènes tels que la convection hydraulique (voir la section 4.2) ou les échanges radiatifs
(voir la section 4.3). En particulier, la diffusion thermique intervient ici dans toute la structure étudiée.
Les apports de chaleur du rayonnement solaire ou les pertes par temps froid ont ainsi une influence sur
le champ de température à l’intérieur de la chaussée, en particulier près de la surface.
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Ce chapitre permet aussi d’introduire les modèles numériques qui seront davantage développés ensuite
pour intégrer les couplages avec les autres phénomènes mentionnés.

4.1.1 Équation de la chaleur
La diffusion thermique est régie par l’équation de la chaleur. Nous notons ici Ω le domaine considéré,

de frontières ∂Ω.
La conservation de l’énergie dans le domaine permet d’écrire :

ρc
∂T

∂t
+∇·φ = q (4.1)

Avec ρ la masse volumique, c la capacité thermique massique, T la température, t la variable tempo-
relle, φ le flux thermique et q la source thermique volumique.

La loi de Fourrier permet d’exprimer le flux thermique φ sous la forme :

φ = −k∇T (4.2)

Où k est la conductivité thermique.
La diffusion thermique est donc régie par le système d’équations au dérivées partielles suivant [46, 91] :

ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q ∀(x, t) ∈ Ω× R+

k∇T ·~n = Φ ∀(x, t) ∈ ∂Ω× R+

T (x, t = 0) = T0(x) ∀x ∈ Ω

(4.3)

Avec Φ une densité de flux thermique, ~n la normale extérieure à la frontière et T0 le champ de
température initial. Dans le cadre du problème de détermination du champ de température en des instants
t > 0, ces données, tout comme les propriétés thermiques (conductivité et capacité thermiques, masse
volumique) sont supposées connues.

Le flux thermique aux frontières Φ provient des sollicitations extérieures. Il peut comporter plusieurs
composantes :

Φ = Φc + Φr + Φs (4.4)

Avec :
— Φc les échanges convectifs avec l’atmosphère, qui peuvent s’écrire sous la forme Φc = h (Ta − T ),

avec h le coefficient d’échange convectif entre le fluide et la paroi et Ta la température du fluide,
en l’occurrence ici l’air. Des corrélations pour déterminer le coefficient d’échange convectif ont été
données dans le paragraphe 3.2.

— Φr les échanges radiatifs avec le ciel, qui peuvent s’écrire sous la forme Φr = εσ
(
T 4
c − T 4) avec ε

l’émissivité de la paroi et Tc la température du ciel.
On peut également écrire :

Φr = εσ
(
T 2
c + T 2) (Tc + T ) (Tc − T ) (4.5)

Dans le cas où les températures Tc et T sont proches, on peut introduire une température moyenne
T telle que [72] :

T
3 = 1

4
(
T 2
c + T 2) (Tc + T ) (4.6)

Il est alors possible d’introduire un coefficient d’échange radiatif hr = σεT
3 permettant de retrou-

ver une expression similaire à celle donnant les échanges convectifs :

Φr = hr (Tc − T ) (4.7)

Des corrélations ont été données dans le paragraphe 3.3 pour évaluer la température de ciel.
— Φs les apports du rayonnement solaire, pour lesquels des détails ont été donnés dans le paragraphe

3.1.
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De façon plus générale, l’équation de la chaleur (4.3) peut se réécrire en faisant intervenir des conditions
aux limites de type Robin :

ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q ∀(x, t) ∈ Ω× R+

k∇T ·~n = Φ +
∑
i hi (θi − T ) ∀(x, t) ∈ ∂Ω× R+

T (x, t = 0) = T0(x) ∀x ∈ Ω

(4.8)

4.1.2 Détermination de paramètres caractéristiques
L’équation de la chaleur peut être résolue analytiquement, dans le cas unidimensionnel, à l’aide de

séries de Fourier [83]. En particulier, la diffusion de la chaleur dans un milieu semi-infini peut être
évoquée ici : il s’agit de déterminer la température en fonction de la profondeur connaissant une excitation
périodique menée à la surface, ce qui permet notamment d’introduire des paramètres caractéristiques.

La température à la surface, en z = 0, s’écrit alors T (0, t) = T0 + ∆T cos (ωt− φ) et nous cherchons
T (z, t).

Une séparation des variables est effectuée : T est réécrit sous la forme T = T0 +α(t)β(z). La condition
limite en z = 0 permet d’obtenir α(t) = cos (ωt− φ).

L’équation de la chaleur se réduit alors à :

k

ρc
β(t)∂

2α

∂x2 −
∂β

∂t
α = 0 (4.9)

Nous notons α̃ et β̃ des nombres complexes tels que <(α̃) = α et <(β̃) = β. On peut ainsi considérer
α = exp (j(ωt− φ)). En introduisant de plus la diffusivité thermique D = k

ρc , l’équation (4.9) devient :

∂2α̃

∂x2 − j ω
D
α̃ = 0 (4.10)

La solution s’écrit alors :

α̃ = A exp
(√

jω
D
x

)
+B exp

(
−
√

jω
D
x

)
(4.11)

Où A et B sont des constantes. Avec j =
(

1+j√
2

)2
on a :

α̃ = A exp
(√

ω

2Dz
)

exp
(

j
√

ω

2Dz
)

+B exp
(
−
√

ω

2Dz
)

exp
(
−j
√

ω

2Dz
)

(4.12)

La température étant une grandeur finie, en particulier pour z → +∞, on a nécessairement A = 0.
On a donc :

α̃β̃ = B exp
(
−
√

ω

2Dz
)

exp
(

j
(
ωt− φ−

√
ω

2Dz
))

(4.13)

En repassant en grandeurs réelles, et en identifiant avec la condition en z = 0, on obtient B = ∆T
et :

T (z, t) = T0 + ∆T exp
(
−
√

ω

2Dz
)

cos
(
ωt− φ−

√
ω

2Dz
)

(4.14)

Par linéarité de l’équation de la chaleur par rapport aux excitations thermiques, pour une température
de surface s’écrivant T (0, t) = T0 +

∑N
i=1 ∆Ti cos (ωit− φi), la solution au problème s’écrit :

T (z, t) = T0 +
N∑
i=1

∆Ti exp
(
−
√

ωi
2Dz

)
cos
(
ωit− φ−

√
ωi
2Dz

)
(4.15)

La chaleur se diffuse donc dans le sol en s’atténuant, avec une longueur caractéristique γ qui dépend
de la diffusivité thermique et de la période de l’excitation thermique de surface, ω = 2π

P où P est la
période. On a :
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γ =
√

2D
ω

=
√
DP

π
(4.16)

Ainsi, pour une période journalière, et en considérant une diffusivité thermique égale à 10−6 m2.s-1,
la longueur caractéristique vaut γ = 17 cm. Pour une période annuelle, γ = 3.17 m.

La pénétration de la chaleur dans le sol est donc limitée, c’est pourquoi nous nous focalisons ici sur
les couches de surface qui sont les plus affectées par les sollicitations extérieures.

4.1.3 Application de la méthode des éléments finis
Dans le cas général de l’équation de la chaleur, des méthodes numériques doivent être mises en œuvre

pour résoudre le problème de la diffusion thermique.
Soit L2(Ω) l’espace des fonctions de carré intégrable sur Ω et H1(Ω) l’espace de Sobolev défini par :

H1(Ω) =
{
f ∈ L2(Ω)

}
telles que

1∑
k=0

∫
x∈Ω

(
∂kf

∂xk

)2

dΩ <∞ (4.17)

Nous travaillons ici dans un sous espace de H1(Ω) constitué des fonctions polynomiales sur chaque
élément du maillage de degré inférieur ou égal à k ∈ N . Nous notons W k

h cet espace et (ϕi) une base
de W k

h . Nous revenons à l’équation de la chaleur (4.3) et supposons (ρ, c, k) ∈ L∞(Ω)3, Φ ∈ L2(∂Ω),
q ∈ L2(R+, L2(Ω)), T0 ∈ L2(Ω). Dans ce cas, le système (4.3) admet une unique solution [2].

La méthode des éléments finis est ici appliquée : le champ de température T est décomposé sur la
base (ϕ) liée aux N nœuds du maillage : T =

∑N
k ϕ

kT k, où Tk est la température au kème nœud. En
notant de plus xj la position spatiale du jème nœud, on a ϕi(xj) = δij , avec δ le symbole de Kronecker.

Pour appliquer la méthode des éléments finis, l’équation de la chaleur (4.8) est intégrée sur le domaine
Ω afin d’obtenir la forme faible. Pour toute fonction w ∈ H1(Ω), on a :∫

Ω

(
ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T )− q

)
wdΩ = 0 (4.18)

La méthode de Galerkin est ici utilisée : la fonction w de l’équation (4.18) est choisie comme étant
une fonction de la base des (ϕ) : w = ϕi. N équations similaires à (4.18) sont ainsi obtenues, pour chaque
fonction ϕi de la base de W k

h . En effectuant une intégration par parties en espace et en utilisant les
conditions limites pour chacune de ces N équations, on obtient, pour tout i ∈ |[1, n|] :

∑
j

{
∂T j

∂t

∫
Ω
ρcϕiϕjdΩ + T j

[∫
∂Ω

∑
l

hlϕ
iϕjdΓ +

∫
Ω
k∇ϕi∇ϕjdΩ

]}

−

[∫
Ω
qϕidΩ +

∫
∂Ω

(
Φϕi +

∑
l

hlθlϕ
i

)
dΓ
]

= 0 (4.19)

L’application de la méthode des éléments finis permet donc d’obtenir un système matriciel d’équations
de la forme [90, 225] : [

C
] ∂T
∂t

+
[
K
]
T =

[
F
]

(4.20)

Avec, ici :

Cij =
∫

Ω
ρcϕiϕjdΩ (4.21)

Kij =
∫
∂Ω

∑
l

hlϕ
iϕjdΓ +

∫
Ω
k∇ϕi∇ϕjdΩ (4.22)

Fi =
∫

Ω
qϕidΩ +

∫
∂Ω

(
Φϕi +

∑
l

hlθlϕ
i

)
dΓ (4.23)

Nous introduisons 〈· |· 〉 et 〈· |· 〉Γ les produits scalaires sur L2(Ω) et L2(∂Ω) définis par :
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— ∀u, v ∈ L2(Ω) , 〈u|v〉 =
∫

Ω uvdΩ
— ∀u, v ∈ L2(∂Ω) , 〈u|v〉 =

∫
∂Ω uvdΓ

Les matrices éléments finis pour la diffusion thermique se réécrivent alors :

Cij = 〈ρcϕj |ϕi〉 (4.24)
Kij = 〈

∑
l

hlϕ
j |ϕi〉Γ + 〈k∇ϕj |∇ϕi〉 (4.25)

Fi = 〈q|ϕi〉+ 〈Φ +
∑
l

hlθl|ϕi〉Γ (4.26)

Les expressions de ces matrices sont données pour le cas d’une interpolation linéaire dans l’annexe
B.2.

4.1.4 Cas de la modélisation thermique du changement de phase
Introduction

Dans certain cas, le matériau étudié peut être amené à changer d’état, en particulier à passer de l’état
solide à l’état liquide. Dans ce cas, la libération ou l’apport de chaleur latente modifie le comportement
thermique du domaine étudié au voisinage de la zone soumise au changement d’état. C’est en particulier
le cas pour les matériaux à changement d’état ou pour certaines solutions.

Les matériaux à changement de phase ou MCP sont parfois utilisés afin d’écrêter les variations
brusques de températures. Les MCP peuvent par exemple être contenus dans la paroi qu’on souhaite
protéger sous la forme d’inclusions.

L’objectif est d’utiliser la chaleur latente de ces matériaux, le changement d’état, de l’état solide vers
l’état liquide, devant se produire sur la plage de température étudiée. En cas de chauffage d’une paroi par
exemple, le matériau à changement de phase va, au moment du changement d’état, absorber la chaleur
sans s’échauffer, et ainsi empêcher la paroi de monter trop haut en température. Cette énergie accumulée
par le MCP peut ensuite être restituée en cas de baisse de la température de la paroi, le changement
d’état libérant cette fois ci la chaleur accumulée.

Plusieurs éléments sont nécessaires pour qu’un matériau à changement de phase soit efficace et per-
mette d’écrêter les variations brusques de température :

— la température de changement d’état doit se produire sur la plage de température étudiée. Utiliser
de l’eau (température de fusion à 0◦C) pour lutter contre les fortes chaleurs dans le bâtiment n’est
pas utile.

— la chaleur latente doit être importante, de telle sorte que la chaleur pouvant être absorbée puisse
être importante et avoir une réelle influence sur la température de la paroi étudiée.

— L’encapsulation du MCP dans la paroi doit pouvoir résister aux cycles de fusion/solidification en
étant prévue pour contenir les dilatations et rétractions du matériau. Cette encapsulation doit
de plus être résistante dans le temps et les propriétés thermiques du MCP doivent pouvoir être
préservées pendant les cycles d’utilisation

Modélisation

L’équation de la chaleur (4.8) ne prend pas en compte les phénomènes de changement d’état. Afin
d’établir une nouvelle formulation de l’équation de la chaleur, nous repartons de l’équation de conservation
de l’énergie :

∂H

∂t
+∇·φ = q (4.27)

Avec H l’enthalpie et φ le flux thermique donné par la loi de Fourier : φ = −k∇T .
L’objectif est ici de retrouver une équation similaire à celle de la diffusion thermique introduite pré-

cédemment en faisant intervenir un terme de dérivée de température par rapport au temps. L’équation
(4.27) peut ainsi se réécrire :

∂H

∂T

∂T

∂t
+∇φ = q (4.28)
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Il est donc nécessaire de déterminer le terme ∂H
∂T .

L’enthalpieH est la somme de l’enthalpie sensible h, qui peut s’exprimer en fonction de la température,
et de l’enthalpie latente s qui dépend de l’état du matériau du matériau (solide, fluide ou gazeux) [247] :

H(T ) = h(T ) + s (4.29)

L’enthalpie sensible peut être liée aux variations de températures : dh = CdT par définition de
la capacité thermique volumique. En particulier, pour un système multiphasique, comprenant à la fois
un liquide et un solide de capacités respectives Cl et Cs et de fractions massiques fl et fs, on a :
dh = flCldT + fsCsdT .

L’enthalpie de chaleur latente dépend de la fraction volumique de liquide : elle vaut L (enthalpie de
changement d’état) pour un matériau complètement liquide, avec fl = 1 et 0 pour un matériau purement
solide. La variation infinitésimale d’enthalpie de chaleur latente s’écrit donc [247] : ds = Ldfl.

On a donc, pour l’enthalpie [1] :

dH = flCldT + fsCsdt+ Ldfl (4.30)

L’équation (4.28) se réécrit alors, en prenant de plus en compte fs = 1− fl :(
Clfl + Cs(1− fl) + L

∂fl
∂T

)
∂T

∂t
+∇·φ = q (4.31)

On note Ts la température du solidus, Tl la température du liquidus. Dans le cas d’une fusion iso-
therme, on a Tf = Tl. On se place ici dans le cas Ts 6= Tl, en prenant Tl = Ts + ε, ε� 1 si nécessaire.

L’hypothèse est faite que la fraction volumique de fluide est une fonction linéaire de la température
[248] :

f(T ) =


0 pour T < Ts
T − Ts
Tl − Ts

pour Ts ≤ T ≤ Ts
1 pour T > Tl

(4.32)

En injectant (4.32) dans (4.31), on obtient :
ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q pour T < Ts ou T > Tl(

ρeqceq + L

Tl − Ts

)
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q pour Ts ≤ T ≤ Tl

(4.33)

Avec ρeqceq = flCl + (1− fl)Cs la capacité thermique équivalente.
Nous retrouvons donc une formulation similaire à l’équation de la chaleur (4.8). La résolution nu-

mérique peut donc être réalisée de la même manière, avec la méthode des éléments finis. La capacité
thermique équivalente obtenue prend en compte l’enthalpie de changement d’état et devient donc, dans
le cas général, une fonction de la température. On retrouve, à travers cette augmentation de la capa-
cité thermique équivalente au moment du changement d’état les effets du stockage de l’énergie, ce qui
constitue le principal intérêt de ces matériaux.

Un autre type de modélisation du changement de phase consiste à considérer que le changement d’état
se produit à une température donnée et non pas sur un intervalle [97].

Cas des mélanges diphasés

Nous généralisons dans ce paragraphe l’approche utilisée pour les matériaux à changement de phase
dans le paragraphe précédent. Nous considérons ici des mélanges diphasés, comme la saumure. Dans
ce cas, deux phases peuvent coexister sur une plage donnée de température, dans des proportions qui
dépendent de la température. Une partie du diagramme de phase pour une solution de chlorure de sodium
est représentée sur la figure 4.1. L’abscisse de cette figure, xNaCl, représente la masse de sel par kg de
saumure (liquide).

Lors du refroidissement d’un mélange eau+sel vérifiant xNaCl < 0.2331, c’est-à-dire ayant moins de
303 g de sel par kg d’eau, le mélange est d’abord liquide, comme indiqué sur la figure 4.2. Puis des
cristaux de glace pure commencent à se former au passage de l’eutectique. La proportion de sel dans la
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Figure 4.1 – Diagramme de phase H2O / NaCl

phase liquide du mélange et la proportion de glace augmentent progressivement, de telle sorte que l’état
du système suit la courbe eutectique jusqu’au point de l’eutectique à -21.1◦C et xNaCl = 0.2331. À ce
moment là, la saumure passe entièrement à l’état liquide le mélange est alors constitué de cristaux de
glace pure et de cristaux d’un composé de NaCl, 2H2O (dihydrate de chlorure de sodium).

Dans le cas où la solution initiale contient plus de 360 g de sel par litre d’eau à 0◦C (xNaCl > 0.2628),
le mélange est alors saturé en sel et un dépôt de sel se forme au-dessus de 0.1◦C [223]. En dessous, c’est
du dihydrate de chlorure de sodium qui apparaît. Au-dessus de −21.1◦C, la phase liquide est alors à
saturation en NaCl et en-dessous de cette valeur, on retrouve un mélange solide de glace et de dihydrate
de chlorure de sodium.

Dans le cas xNaCl < 0.2331, la température de formation des premiers cristaux de glace Tl peut être
estimée en fonction de la concentration en chlorure de sodium C dans le mélange. Une relation Tl = f(C)
peut être établie. À partir des données de [1], on peut approximer Tl = −197.7C2− 43.64C avec C en kg
par kg de saumure.

Lors du changement d’état du mélange, les variations de température entraînent une variation de la
masse de glace et donc de la masse de saumure alors que la masse de sel reste constante. Des variations
de concentration en sel dans la saumure se produisent donc en même temps que la quantité de saumure
varie.

Une variation infinitésimale de la masse de saumure dmsaumure provoque une variation infinitésimale
de concentration en sel dans la saumure. Par définition de C, on déduit dmsaumure = −m2

saumure
mNaCl

dC. Puis,
par définition de la fraction liquide , msaumureflmtotale, on en déduit :

dfl = −f
2
l

C0
dC (4.34)

Où C0 est la fraction massique en sel du mélange.
De plus, connaissant pour le changement de phase l’évolution de la température en fonction de la

concentration, l’enthalpie de l’équation (4.30) peut s’exprimer en fonction de la température.
Lors du passage du mélange eutectique de l’état liquide à l’état solide, à −21.1◦C, la même méthode

de calcul peut être appliquée, pour un changement d’état sur un intervalle infinitésimal de température.
L’enthalpie de changement d’état du mélange eutectique a été évaluée à 233 kJ.kg-1 par [101].

Il est ainsi possible de connaître, selon la quantité de sel présente en solution, l’enthalpie à apporter
pour élever la température d’un kg de solution de 1◦C selon la quantité de sel apportée à la solution. La
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Figure 4.2 – Passage de la saumure de l’état liquide à l’état solide

figure 4.3 représente les variations d’enthalpie pour des solutions comprenant 25 g (à gauche) et 200 g (à
droite) de sel par kg d’eau, soit des fractions massiques de 0.024 et 0.167.
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Figure 4.3 – Variations d’enthalpie pour des solution de chlorure de sodium comprenant 25 (à gauche)
et 200 g (à droite) de sel par litre d’eau

Ces deux figures laissent apparaître un pic de variation d’enthalpie au niveau du changement d’état
de l’eutectique, à −21.1◦C, ce pic étant d’autant plus important que la quantité de saumure à cette
température est élevée et donc que la quantité de sel dans la solution est importante. Lorsque la fraction
massique de sel atteint la valeur de 0.2331, le mélange eutectique se comporte comme un corps pur et le
changement d’état se produit entièrement à −21.1◦C.

Un autre pic apparaît entre −21.1 et 0◦C et correspond à la formation ou à la fonte de la glace. Ce pic
est d’autant plus important que la quantité de sel est faible, le maximum étant atteint pour le cas d’une
solution d’eau pure. Dans ce cas, on retrouve un comportement de corps pur, sans pic de l’eutectique.

On retrouve également sur cette figure le fait que la formation ou la fonte de la glace s’effectue à une
température qui se rapproche de 0◦C lorsque la quantité de sel diminue, comme cela était déjà visible sur
le diagramme de phase de la figure 4.1.
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Figure 4.4 – Chaussée avec une couche drainante

4.1.5 Synthèse
Cette section a permis d’introduire la diffusion thermique ainsi que le système d’équations obtenu

suite à l’application de la méthode des éléments finis.
Si l’application de la méthode des éléments finis au problème de la diffusion thermique est bien

documentée dans la littérature, quelques adaptations ont été introduites afin de prendre en compte
notamment la présence de matériaux à changement de phase et de traiter ce problème en présence
d’inclusions.

4.2 Convection hydraulique

4.2.1 Introduction
Dans cette section, nous étudions le comportement thermique d’un milieu poreux en présence d’un

écoulement de fluide, ce qui correspond, pour notre étude, à l’étude du comportement thermique de la
couche poreuse, située en-dessous de la couche de roulement.

La présence d’une légère pente de l’ordre de 1 à 2 % pour le dévers permet au fluide de s’écouler
à l’intérieur de cette couche et d’engendrer des transferts thermique (figure 4.4). En particulier, lors de
conditions estivales, l’objectif est d’introduire un fluide froid qui va ensuite se réchauffer au cours de son
écoulement et voir son énergie thermique accrue à la sortie de la chaussée. Pour des conditions hivernales,
une source chaude en entrée permet de délivrer de la chaleur à la structure et en particulier d’augmenter,
par diffusion thermique, la température de la surface.

Comme pour les échanges convectifs avec l’air présentés dans la section 3.2, la différence de tempé-
rature entre la phase solide du milieu et le fluide contenu dans les pores provoque l’établissement d’un
transfert thermique entre les deux phases.

Nous proposons dans cette section d’abord d’établir les propriétés de l’écoulement du fluide à l’in-
térieur du milieu poreux, puis de modéliser les transferts thermiques qui se produisent à l’intérieur de
ce milieu entre le fluide et le matériau poreux. La méthode des éléments finis est de nouveau utilisée et
une adaptation est introduite pour prendre en compte la structure du système d’équations régissant le
problème.

4.2.2 Mise en équation
La mise en mouvement d’un fluide demande un apport énergétique lié à une diminution du potentiel

énergétique du fluide. Ce potentiel énergétique provient, pour l’écoulement de fluide dans une couche
poreuse, de deux effets : l’effet des forces de pression, de potentiel ϕp et celui des forces gravitationnelles,
de potentiel ϕg. Lorsqu’un fluide est immobile, la somme de ces deux potentiels est constante. Pour que
le fluide se mette en mouvement, il faut que des variations du potentiel total ϕ = ϕp + ϕg existent dans
l’espace.
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Loi de Darcy

En 1856, Dans son ouvrage sur l’alimentation hydraulique de la ville de Dijon [62] écrit, suite à des
mesures expérimentales dans un milieu poreux uniforme, unidimensionnel et saturé, une relation entre la
vitesse moyenne de l’écoulement U et le gradient de pression :

U = −k
µ

∂P

∂x
(4.35)

Avec µ la viscosité dynamique du fluide (en Pa.s) et k la perméabilité intrinsèque. La vitesse moyenne
de l’écoulement ~U , aussi appelée vitesse de Darcy, n’est pas la vitesse du fluide dans le milieu poreux,
mais correspond à un débit passant à travers une section donnée.

La vitesse locale de l’écoulement, notée ~u et de valeur moyenne ~u est reliée à la vitesse de Darcy de
l’écoulement par l’intermédiaire de la porosité φ par la relation :

~U = φ~u (4.36)

La loi de Darcy a depuis été étendue au cas tridimensionnel en faisant intervenir le gradient de
potentiel :

~U = −k
µ
∇ϕ (4.37)

La perméabilité peut être calculée à partir de la relation de Kozcny-Carman [19] :

k = d2
mφ

175(1− φ)2 (4.38)

Où dm est la taille moyenne des pores.
La loi de Darcy (4.37) exprimée sous forme potentielle permet de retrouver le fait qu’une variation

de potentiel est nécessaire pour entraîner un mouvement du fluide. Nous présentons maintenant le calcul
des deux potentiels qui interviennent ici, gravitationnel et de pression.

Le potentiel gravitationnel est lié à la force gravitationnelle. En un point du milieu de masse volumique
ρ situé à une hauteur z (algébrique) au-dessus d’un point de référence, on a :

ϕg = ρgz (4.39)

Le potentiel de pression est quant à lui lié aux forces de pression qui s’exercent dans le milieu et
qui augmentent lorsque la profondeur s’accroît. Il est positif dans le cas d’un milieu saturé et augmente
linéairement avec la profondeur. Il est alors lié à la hauteur de colonne d’eau ou profondeur de submersion
h à l’aide de la relation :

ϕp = ρgh (4.40)

Le potentiel total s’écrit donc sous la forme :

ϕ = ρg (h+ z) (4.41)

On retrouve ainsi un potentiel constant en tout point pour un milieu entièrement submergé avec un
niveau d’eau constant. Dans ce cas, le fluide ne se met pas en mouvement par des effets mécaniques.

La loi de Darcy (4.37) peut alors s’écrire, sous sa forme généralisée :

u = −K(h)∇H (4.42)

Où H = h + z est la hauteur piézométrique, et K la conductivité hydraulique (exprimée en m.s-1).
Celle-ci s’obtient à partir de la perméabilité k par la relation :

K = k
ρg

µ
(4.43)

La loi de Darcy (4.42) n’est cependant valable que sous les conditions d’un écoulement stationnaire,
d’une couche saturée en fluide et d’une vitesse de pore faible et uniforme.
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Si l’hypothèse de vitesse de pore faible n’est pas respectée, on retrouve l’équation de Darcy-Forchheimer
(4.68), qui rajoute un terme non linéaire à l’équation de Darcy. L’apparition de ce terme se fait de façon
progressive lorsque le nombre de Reynolds de l’écoulement fluide est de l’ordre de 102 [179].

En prenant en compte une perméabilité K = 2.18 × 10−2 m.s-1 [11] et une viscosité cinématique de
l’eau à différentes températures, des estimations des vitesses maximales de Darcy peuvent être obtenues
et sont données sur la table 4.1.

T [K] ν [m2.s-1] [68] umax [m.s-1]
290 1.080× 10−6 7.3× 10−4

300 0.855× 10−6 5.8× 10−4

330 3.02× 10−6 3.3× 10−4

Table 4.1 – Estimation des vitesses maximales (au sens de Darcy) pouvant être considérées pour quelques
températures sous l’hypothèse d’un régime de Darcy

Loi de Richards

La loi de Darcy peut être généralisée au cas d’un milieu non saturé en eau. Dans ce cas, l’écoulement
du fluide dans le milieu poreux est modifié du fait de la hauteur de submersion h.

Le potentiel de pression peut ainsi être négatif dans le cas d’un milieu poreux ou en présence de
canaux capillaires : le fluide est aspiré lorsqu’il entre dans un tube de diamètre suffisamment faible. La
hauteur de l’ascension capillaire dans un tube s’écrit alors (loi de Julin) [176] :

hJ = 2σ cosα
ρgr

(4.44)

Où σ est la tension superficielle du fluide, α l’angle de contact du fluide sur la surface et r le rayon
du capillaire. Ainsi, dans un capillaire, les points du fluide situés entre la surface du fluide en-dehors du
capillaire (hauteur de référence nulle) et hJ ont une profondeur de submersion négative et un potentiel
de pression négatif.

Ce phénomène d’aspiration capillaire se produit notamment à l’intérieur du sol dans certains conduits
du réseau de pores. La perméabilité intrinsèque est alors fonction du matériau et de la teneur en eau θ
présente dans le matériau (qui peut être liée à la hauteur de submersion h par des corrélations).

L’écoulement est alors modifié par l’absence de fluide dans certaines zones. Ceci est en particulier
visible dans le sol. Dans une nappe phréatique, saturée en eau, la profondeur de submersion h diminue
linéairement avec la hauteur et la hauteur piézométrique H est constante : il n’y a pas d’écoulement dû
aux forces de gravité ou de pression. En revanche, au-dessus de la surface libre de la nappe phréatique, la
présence de capillaire entraîne une baisse plus rapide de la profondeur de submersion avec la hauteur. En
conséquence, la hauteur piézométrique décroît aussi avec l’altitude. Cette baisse s’accroît davantage près
du sol où les phénomènes d’évaporation apparaissent. Cette baisse de la hauteur piézométrique provoque
une tendance à la remontée de l’eau dans le sol non saturé.

L’écoulement est alors régi par la loi de Richards, formulée en 1931 [199], qui est une généralisation
de la loi de Darcy aux milieux non saturés.

En plus de la hauteur de submersion déjà présentée précédemment, nous introduisons la notion de
teneur en eau : il s’agit du volume occupé par l’eau par unité de volume de pore. Dans le cas d’un milieu
saturé en eau, on a θ = θs ≤ 1, teneur en eau à saturation.

L’évolution de la teneur en eau θ peut être décrite en utilisant la loi de Darcy ainsi que l’équation de
continuité. L’équation de continuité s’obtient à partir de la conservation de la masse :

∂θ

∂t
= −∇.~U (4.45)

D’où, en utilisant la loi de Darcy (4.42) :

∂θ

∂t
= ∇. [K(θ)∇ (h+ z)] (4.46)

En décomposant le terme de droite, la relation (4.46) peut s’exprimer en fonction de la teneur en eau
sous la forme :
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∂θ

∂t
−∇. [K(θ)∇h] = ∂K(θ)

∂z
(4.47)

Pour exprimer la relation (4.46) en fonction de la profondeur de submersion h, la capacité hydraulique
c(h) est introduite, définie par :

c(h) = ∂θ

∂h
(4.48)

On a alors :

c(h)∂h
∂t
−∇. [K(h)∇h] = ∂K(h)

∂z
(4.49)

Les équations (4.47) et (4.49) ont une structure similaire à l’équation de la chaleur, avec ici la teneur
en eau ou la hauteur de submersion en inconnue au lieu de la température. Les termes capacitif c(h)
et diffusif K(h) ou K(θ) dépendent fortement de la teneur en eau et de la hauteur de submersion et
diminuent rapidement lorsque la teneur en eau diminue : l’écoulement de l’eau est fortement ralenti en
milieu non saturé. Ces coefficients sont donnés par des corrélations dont certaines sont listées dans les
articles de Kosugi et al. (2002) [139] ou de Leij et al. (1997) [151]. Des valeurs de paramètres physiques
(teneur en eau résiduelle, à saturation, paramètres empiriques) peuvent être obtenues avec l’article de
Carsel et Parrish (1988) [45].

Mise en équation dans le cas général

Dans les précédents paragraphes, nous avons cherché à déterminer les caractéristiques de l’écoulement
en milieu poreux, en l’absence d’effets thermiques. Nous allons maintenant partir des équations générales
qui régissent l’écoulement en milieu poreux et les transferts de chaleur s’y produisant pour en extraire
des équations mettant en jeu la température, les caractéristiques mécaniques de l’écoulement ainsi que
les échanges thermiques avec la phase solide.

Pour cela, l’hypothèse est faite que le fluide étudié est newtonien et incompressible. Il est également
supposé que la masse volumique, la viscosité et la conductivité thermique sont des constantes pour la
gamme de températures considérées.

L’indice f fait référence aux grandeurs relatives au fluide, qui vérifie au niveau microscopique les
équations de Navier-Stokes [241] :

— conservation de la masse :

∇· ρf~uf = 0 (4.50)

— conservation de la quantité de mouvement :

ρf

(
∂~uf
∂t

+ ~uf ·∇~uf
)

= −∇pf + ρf~g + µf∇2~uf (4.51)

— conservation de l’énergie :

ρfcpf

(
∂Tf
∂t

+∇· (~ufTf )
)

= kf∇2Tf (4.52)

Avec pf la pression.
La phase solide, indicée s est supposée immobile. Elle vérifie, là aussi au niveau microscopique, la

conservation de l’énergie :

ρscs
∂Ts
∂t

= ks∇2Ts (4.53)

Les équations qui gouvernent l’écoulement du fluide au niveau microscopique nécessitent, pour être en-
tièrement résolues, un très grand raffinement spatial : il faut en effet prendre en compte les effets de la
turbulence de façon détaillée, et donc avoir une discrétisation avec des tailles d’éléments de l’ordre des
tailles des particules étudiées [241].
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L’étude menée ici ne vise pas à déterminer de façon aussi détaillée l’écoulement du fluide : l’objectif
est d’établir, comme pour la diffusion de la chaleur dans la section précédente, des équations au niveau
macroscopique pour pouvoir ensuite obtenir le comportement thermique global de la structure.

Pour cela, nous nous plaçons dans un Volume Élémentaire Représentatif ou VER. Ce volume élémen-
taire représentatif représente une partie du domaine étudié dont les dimensions sont grandes par rapport
à l’échelle des turbulences, mais petites devant la taille du domaine. L’objectif de l’utilisation du VER
est alors de moyenner les relations (4.50),(4.51), (4.52) et (4.53) définies à l’échelle microscopique afin
d’obtenir des relations utilisables au niveau macroscopique. Les inconnues du problèmes ne sont dès lors
plus les grandeurs microscopique, mais leurs moyennes sur ces VER, qui ne prennent donc pas en compte
le détail des phénomènes, notamment de turbulences, qui interviennent à l’échelle microscopique.

L’idée est pour cela de faire en sorte que les VER aient des dimensions grandes devant celles des
particules ce qui permet d’avoir un comportement moyen qui ne soit pas influencé par le comportement
particulier d’une seule particule, tout en faisant en sorte que les dimensions du VER restent petites devant
celles des pores du matériau poreux afin de pouvoir discrétiser l’équation obtenue sur le domaine.

Il est possible de décomposer une variable w en une valeur moyennée sur le VER 〈w〉 et en variations
autour de cette valeur moyenne w′. En notant ∆V le VER, on a :

w = 〈w〉+ w′ (4.54)

〈w〉 = 1
∆V

∫
∆V

wdV (4.55)

Nous notons également ∆Vf le volume occupé par la phase fluide à l’intérieur du VER. Si le milieu
poreux est saturé en fluide, alors la porosité locale ∆Vf s’écrit en fonction de la porosité locale φ :

∆Vf = φ∆V (4.56)

Nous définissons aussi la décomposition sur ∆Vf par :

w = 〈w〉f + w′f (4.57)

Avec :

〈w〉f = 1
∆Vf

∫
∆Vf

wdV (4.58)

Pour une grandeur w relative au fluide, on a w = 0 sur le domaine solide et donc [96] :

〈w〉 = φ〈w〉f (4.59)

Les théorèmes de dérivation permettent d’exprimer des moyennes de grandeurs dérivées en fonction des
dérivées des grandeurs moyennes [216, 254]. On a, pour une grandeur scalaire w ou un vecteur ~w :

〈∇w〉 = ∇〈w〉+ 1
∆V

∫
Sfs

w~nfsdS (4.60)

〈∇· ~w〉 = ∇· 〈~w〉+ 1
∆V

∫
Sfs

~w·~nfsdS (4.61)

〈∇~w〉 = ∇〈~w〉+ 1
∆V

∫
Sfs

~w ⊗ ~nfsdS (4.62)

La dérivation temporelle s’écrit, pour un champ w scalaire ou vectoriel [96] :

〈∂w
∂t
〉 = ∂〈w〉

∂t
− 1

∆V

∫
Sfs

w~ufs ·~nfsdS (4.63)

Avec Sfs les frontières entre fluide et solide à l’intérieur du VER, ~nfs la normale à la frontière
fluide/solide orientée du fluide vers le solide et ~ufs la vitesse du fluide sur cette interface. Les équations
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de Navier-Stokes (4.50),(4.51) et (4.52) peuvent se moyenner et s’écrire, en faisant intervenir les grandeurs
moyennes :

〈∇· ~uf 〉 = 0 (4.64)

ρf

(
〈∂~uf
∂t
〉+ 〈~uf ·∇~uf 〉

)
= −〈∇pf 〉+ 〈ρf~g〉+ 〈µf∇2~uf 〉 (4.65)

ρfcpf 〈
∂Tf
∂t
〉+ ρfcpf 〈∇· (~ufTf )〉 = kf 〈∇2Tf 〉 (4.66)

L’objectif est de faire apparaître des relations mettant en jeu les valeurs moyennes de grandeurs : 〈~uf 〉,
〈pf 〉 et 〈Tf 〉 Pour l’équation de continuité, nous faisons l’hypothèse que les parois séparant le matériau
solide du fluide sont imperméables : ~uf ·~nfs = 0, et indéformables : ~ufs ·~nfs = 0.

Le théorème de dérivation appliqué à l’équation de continuité (4.64), (4.65) et (4.66), en se plaçant
sur la phase fluide et en appliquant (4.59), permet d’obtenir :

∇· (〈~uf 〉) = 0 (4.67)

Le traitement de l’équation de conservation du moment nécessite l’utilisation de l’équation de conti-
nuité (4.67) et donc des hypothèses déjà effectuées pour son obtention. En plus de cela, nous supposons
que les variations spatiales de la viscosité et de la porosité sont faibles, que les dimensions du VER sont
bien choisies et que l’écoulement est quasi-permanent et donc que les effets inertiels peuvent être négligés.

L’intégration de la relation (4.65) sur le VER permet d’obtenir une équation mettant en jeu les
grandeurs moyennes des grandeurs physiques sur le VER ainsi que leurs variations au niveau microsco-
pique. Afin de ne conserver que des grandeurs macroscopiques, les termes des échelles microscopiques
sont estimés à partir des grandeurs macroscopiques : il s’agit de relations de fermeture.

Avec ces hypothèses, et en utilisant des relations de fermeture pour les variations de pressions et de
vitesse, l’équation de conservation du moment se réécrit sous la forme de l’équation de Darcy-Forchheimer
[255, 256] :

〈~uf 〉 = −
~K

µf
(∇〈pf 〉f − ρf~g)− ~F · 〈~u〉f (4.68)

Dans le cas d’un écoulement à faible Reynolds, c’est-à-dire à faibles effets inertiels microscopiques, ~F
est négligeable [256] et on retrouve la loi de Darcy :

〈~uf 〉 = −
~K

µf
(∇〈pf 〉f − ρf~g) (4.69)

Pour l’équation de conservation de l’énergie dans le fluide, les théorèmes de dérivation et les hypothèses
d’imperméabilité et de non déformation des parois sont de nouveau utilisées. On suppose également que
les variations spatiales de la porosité sont négligeables. Pour simplifier les notations, nous notons T la
valeur 〈T 〉 et uD la vitesse de Darcy uD = 〈u〉.

Sous ces hypothèses et avec ces notations, les équations (4.66) et (4.53) peuvent se réécrire :

φρfcpf
∂Tf
∂t

+ ρfcpf∇. (~uDTf ) = φkf∇2Tf + ρfcpf∇. (AD.∇Tf )

+kf∇. [G (∇Tf − σ∇Ts)] + hfsafs (Ts − Tf ) (4.70)

(1− φ)ρscs
∂Ts
∂t

= (1− φ) ks∇2Ts + ks∇.
[
G

(
∇Ts −

1
σ
∇Tf

)]
+ hfsafs (Tf − Ts) (4.71)

Avec :
— AD.∇Tf la dispersion thermique, qui représente l’effet des variations du produit uTf à l’échelle

microscopique. Le coefficient AD dépend de la diffusivité thermique et du nombre de Péclet. Il est
donné par [116, 241, 51].
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— kfG (∇Tf − σ∇Ts) est la tortuosité thermique qui reflète la complexité géométrique de l’interface
entre le fluide et le solide. Le coefficient G est le paramètre de tortuosité, donné par [115, 241], qui
dépend notamment des conductivités thermiques du fluide et du solide. σ = ks

kf
est le ratio des

conductivités thermiques.
— hfsafs (Ts − Tf ) est le terme représentant les échanges thermiques qui se produisent aux interfaces

entre le fluide et le solide par unité de volume avec afs = Afs
V

= 6(1− ϕ)
dp

l’aire spécifique de
l’interface. dp est le diamètre des particules et hfs le coefficient d’échange thermique interfacial,
ou coefficient volumique de transfert convectif.
Ce coefficient est donné par la corrélation suivante [115, 179] :

1
hfs

= dp
Nufskf

+ dp
βks

(4.72)

Où β est un facteur de forme égal à 10 pour des particules sphériques et Nufs est le nombre de
Nüsselt pour l’interaction fluide-solide, qui est lié au nombre de Reynolds Rep basé sur la taille
des particules dp. On a, pour 0.1 ≤ Rep ≤ 12.4 [249] :

Nufs = 2 + 1.1Pr1/3Re0.6
p

(
ϕdp
dh

)0.6
(4.73)

Avec dh le diamètre des pores.
Certains auteurs [184, 249] négligent le second terme de l’expression (4.72) et utilisent l’expression
suivante :

hfs =
(
2 + 1.1Re0.6

p Pr1/3) kf
dp

(4.74)

Le cas d’un équilibre thermique local, avec Ts = Tf = T peut être considéré et permet de simplifier le
système d’inconnues précédentes en ne conservant qu’une seule inconnue. L’approximation de l’équilibre
thermique n’est cependant pas possible lorsque, par exemple, le solide a une conductivité thermique élevée
par rapport à celle du fluide et que l’écoulement est important [21]. Les relations (4.70) et (4.71) peuvent
se sommer [241] :

(ρcp)m
∂T

∂t
+ ρfcpf∇.

(
~UT
)

= km∇2T + ρfcpf∇. (AD.∇T ) (4.75)

Avec (ρcp)m = φρfcpf + (1− φ) ρscs la capacité thermique du mélange solide-fluide et km la conduc-
tivité équivalente.

La conductivité équivalente peut s’obtenir de plusieurs manières [19, 21, 179] : pour une conduction
thermique s’effectuant en parallèle entre le solide et le fluide, avec des propriétés relativement proches,
on a :

km = φkf + (1− φ)ks (4.76)

Si la structure de la couche poreuse est telle que la conduction s’effectue par le solide et le fluide en
série, on a :

km =
[
φk−1

f + (1− φ)k−1
s

]−1
(4.77)

Lorsque les valeurs de conductivités équivalentes pour des structures série et parallèle sont proches,
une troisième expression peut être utilisée [178, 202] :

km = k1−φ
s kφf (4.78)

Une autre corrélation présente dans la littérature est celle de Veinberg [244], reprise notamment par
[19, 252] pour des situations avec des changements d’état entre des phases liquide et solide. Cette expres-
sion non-linéaire est, d’après [244], applicable de façon universelle pour un milieu ayant des inclusions
sphériques réparties aléatoirement :
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km + φ
ks − kf
k

1/3
f

k1/3
m − ks = 0 (4.79)

Les termes de dispersion thermique et de tortuosité thermique de l’équation (4.70) sont généralement
négligeables par rapport aux autres sauf dans certains cas, comme lors d’une importante convection forcée
pour des structures en colonne [21]. Dans la suite de cette section, ces deux termes seront négligés, comme
cela est également fait par [179].

Les équations (4.70) et (4.71) qui décrivent les évolutions des températures du solide et du fluide
s’écrivent alors sous la forme :

(1− φ) ρscs
∂Ts
∂t

= (1− φ)∇. (ks∇Ts) + hfsafs (Tf − Ts)

φρfcpf
∂Tf
∂t

+ (ρfcpf ) ~U.∇Tf = φ∇ (kf∇Tf ) + hfsafs (Ts − Tf )
(4.80)

De la même manière que pour la diffusion thermique, les conditions limites peuvent s’écrire :

kf~n·∇Tf = Φf +
∑
i

hf,i (θf,i − Tf ) (4.81)

ks~n·∇Ts = Φs +
∑
i

hs,i (θs,i − Ts) (4.82)

Avec ~uD la vitesse de Darcy donnée par :

~uD = −Kρfg
µf

∇
(

p

ρfg
+ z

)
(4.83)

Dans le cas de l’équilibre thermique, on a alors :

(ρcp)m
∂T

∂t
+ (ρfcpf ) ~U.∇T = km∇2T (4.84)

Résolution du problème de convection hydraulique avec la méthode des éléments finis

Nous présentons dans ce paragraphe l’application de la méthode des éléments finis pour la résolution
du système d’équations (4.80). Pour cela, nous utilisons de nouveau les notations introduites dans le
paragraphe 4.1.2 et décomposons les deux champs de température sur la même base (ϕi) de W k

h .
La première équation, relative à la phase solide, a une structure similaire à celle de l’équation de la

chaleur avec un terme source q = hfsafsTf = hfsafs
∑
j ϕjTf,j . Cette équation se réécrit dons sous la

forme matricielle : [
Cs
] ∂Ts
∂t

+
[
Ks

]
Ts +

[
A
]

(Ts − Tf ) =
[
Fs
]

(4.85)

Les matrices éléments finis s’obtiennent à partir des matrices de la diffusion thermique (4.24) :

Cs,ij = 〈(1− φ)ρscsϕj |ϕi〉 (4.86)
Ks,ij = 〈

∑
l

hs,lϕ
j |ϕi〉Γ + (1− φ)〈ks∇ϕj |∇ϕi〉 (4.87)

Aij = 〈hfsafsϕj |ϕi〉 (4.88)
Fs,i = 〈Φs +

∑
l

hs,lθs,l|ϕi〉Γ (4.89)

De façon similaire, l’équation du système (4.80) pour la phase fluide permet d’obtenir le système
matriciel suivant : [

Cf
] ∂Tf
∂t

+
([
U
]

+
[
Kf

])
Tf +

[
A
]

(Tf − Ts) =
[
Ff
]

(4.90)
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Avec :

Cf,ij = 〈φρfcfϕj |ϕi〉 (4.91)
Kf,ij = 〈

∑
l

hf,lϕ
j |ϕi〉Γ + φ〈kf∇ϕj |∇ϕi〉 (4.92)

Uij = 〈(~u·∇ϕj)|ϕi〉 (4.93)
Ff,i = 〈Φf +

∑
l

hf,lθf,l|ϕi〉Γ (4.94)

Le système d’équations (4.80) se réécrit donc :[
Cs 0
0 Cf

]
∂

∂t

[
Ts
Tf

]
+
[
Ks +A −A
−A U +Kf +A

] [
Ts
Tf

]
=
[
Fs
Ff

]
(4.95)

Cependant, la résolution du système (4.95) peut provoquer l’apparition d’oscillations non physiques.
Pour éviter cela, nous présentons une méthode permettant de stabiliser la résolution numérique en mo-
difiant la formulation de Galerkin.

Méthode de Petrov-Galerkin

Présentation de la méthode L’équation du système (4.80) portant sur le fluide est une équation
d’advection-diffusion faisant intervenir un terme de transport ~U ·∇T et un terme de diffusion∇· (k∇T ).
Dans le cas général d’une vitesse ~U non nulle, cette équation présente une structure hyperbolique et la
résolution du système (4.95), issu de l’application de la méthode des éléments finis sur (4.80), présente le
risque de produire des oscillations non physiques [128, 200, 164], en particulier lorsque la solution exacte
du problème présente des discontinuités. C’est notamment le cas lorsque la température d’entrée du fluide
varie brutalement : la propagation de la variation de température dans le milieu poreux fait apparaître,
dans la solution exacte du problème, une discontinuité dans le champ de température.

Le problème de l’apparition d’oscillations non physique ne se limite pas à cette équation, mais est
aussi à l’origine de nombreux travaux sur les problèmes de convection-diffusion, et en particulier sur les
écoulements de fluide.

Un exemple connu est le problème de Riemann en 1D. Ce problème s’écrit, sur un domaine sur un
domaine [0, L]× [0, T ] su plan (x, t) sous la forme :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0

u(x, 0) = u0(x)
u(0, t) = ul(t)
u(L, t) = ur(t)

(4.96)

Lorsque le champ initial u0 présente des discontinuités, celles-ci se déplacent à la vitesse a. La re-
présentation graphique d’une solution à ce problème fait alors apparaître une discontinuité dans le plan
(x, t) appelée caractéristique.

L’utilisation de différences finies centrées, assimilables en 1D à la méthode de Galerkin, associée à un
schéma temporel explicite, permet d’obtenir une solution numérique s’obtenant de façon itérative. Pour
un maillage régulier en espace ∆x et en temps ∆t et en notant uni la solution numérique du problème au
ième nœud spatial et au nème nœud temporel, on a :

un+1
i = uni −

a

2∆x/∆t
(
uni+1 − uni−1

)
(4.97)

L’utilisation de cette méthode de résolution produit inconditionnellement des oscillations non phy-
siques à cause de la discontinuité de la solution réelle u du problème [236]. La solution numérique obtenue
au niveau des nœuds du maillage (uni ) présente alors des oscillations de plus en plus fortes lorsque t aug-
mente.

L’utilisation de schémas numériques introduisant un terme de diffusion numérique permet alors d’éta-
blir une solution ũ à un problème se rapprochant du précédent. Cette solution ũ à ce nouveau problème
ne présente alors plus de discontinuité. Si des conditions sont respectées, en particulier sur le nombre de
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courant (condition CFL), La solution numérique obtenue pour ce nouveau problème ũni ne présente plus
d’oscillations non physiques.

Le même type de problème intervient ici dans les équations d’advection : la nature hyperbolique
de celles-ci peut provoquer l’apparition d’oscillations non physiques au niveau des discontinuités, en
particulier lorsque la diffusion est faible devant l’advection.

Pour éviter ces problèmes, la méthode de streamline diffusion modification a été introduite dans les
années 1970 et 1980 par Brooks et Hughes [127, 39]. Cette méthode vise à modifier la formulation faible
d’un proplème hyperbolique en rajoutant un terme de diffusion numérique (streamline diffusion) pour la
fonction d’interpolation : ϕ est alors remplacé par ϕ+ δ~u·∇ϕ.

Afin de présenter la formulation de Petrov-Galerkin du problème d’advection-diffusion dans le milieu
poreux, nous généralisons d’abord l’équation portant sur la phase fluide du système (4.80) en l’écrivant
sous la forme suivante :

∂T

∂t
+ ~u·∇T −∇· (D∇T ) + aT = q (4.98)

Avec D la diffusivité thermique D = k
ρc et a un coefficient d’échange.

La formulation faible de (4.98) s’écrit alors, avec la notation du produit scalaire et pour toute fonction
ϕ de H1(Ω) :

〈∂T
∂t

+ ~u·∇T −∇· (D∇T ) + aT − q|ϕ〉 = 0 (4.99)

La formulation faible (4.98) est projetée dans W k
h avec le champ inconnu réécrit sous la forme T =∑

j ϕ
jT j . Cependant, au lieu de prendre comme fonctions d’interpolations les fonctions (ϕi) de la base

de W k
h comme c’était le cas précédemment avec la méthode de Galerkin, nous utilisons ici les fonctions

ϕi + δ~u·∇ϕi.
L’équation (4.99) se réécrit donc, en faisant apparaître les conditions limites, pour tout i ∈ [|1, N |] :

〈∂T
∂t

+ ~u·∇T + aT − q|ϕi + δ~u·∇ϕi〉+ 〈D∇T |∇ϕi〉 − 〈∇· (D∇T )|δ~u·∇ϕi〉

+〈
∑
k

hk(T − θk)− Φ|ϕi〉Γ = 0 (4.100)

δ est un coefficient dont l’expression sera discutée dans le paragraphe 4.2.2. Ce coefficient peut no-
tamment être défini à partir de la taille du maillage h (rayon de la sphère dans laquelle l’élément est
inscrit), de la vitesse ~u et de la diffusivité D.

Dans le cas de fonctions d’interpolation linéaires, le terme de diffusivité 〈∇· (D∇T )|δ~u·∇ϕi〉 est
nul, et il peut être considéré comme négligeable dans le cas général [229, 246] et le système matriciel
s’écrit : [

Cδ
] ∂T
∂t

+
([
Uδ
]

+
[
K
]

+
[
Aδ
])
T =

[
F
]

(4.101)

Avec :

Cδ,ij = 〈ϕj |ϕi + δ~u·∇ϕi〉 (4.102)
Kij = 〈

∑
k

hkϕ
j |ϕi〉Γ + 〈D∇ϕj |ϕi〉 (4.103)

Uδ,ij = 〈~u·∇ϕj |ϕi + δ~u·∇ϕi〉 (4.104)
Aδ,ij = 〈aϕj |ϕi + δ~u·∇ϕi〉 (4.105)

Détermination de l’erreur commise avec la méthode de Petrov-Galerkin Une comparaison
des erreurs commises avec les méthodes de Galerkin et de Petrov-Galerkin est ici présentée. Afin d’étudier
les effets de l’introduction de cette méthode sur les résultats numériques, des notations sont introduites :

— Hm l’espace de Sobolev d’ordre m, m ∈ N, muni de la norme usuelle ‖· ‖Hm
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— |v| =
(∫

∂Ω
v2|~n· ~u|dσ

)1/2

Dans le cas où la méthode standard de Galerkin est utilisée sur un problème hyperbolique du type
~u·∇v + γv = 0, l’erreur entre la solution exacte et la solution numérique vérifie l’inégalité [126, 128] :

‖v − vh‖+ |v − vh| ≤ Chk‖v‖Hk+1 (4.106)

Cela montre que, si la solution exacte v présente une discontinuité, ce qui est possible dans le cas ou
la diffusivité D est nulle ou trop faible, on a alors ‖v‖Hk+1 = +∞ et l’erreur n’est pas majorée : il peut
donc y avoir une divergence de la solution numérique.

Avec le rajout du terme de diffusion numérique, l’erreur vérifie, dans le cas δ = h [126, 128] :∣∣∣∣∣∣v − vh∣∣∣∣∣∣ ≤ Chk+1/2‖v‖Hk+1 (4.107)

Avec |||· ||| la norme définie par :

|||v||| =
(
h‖~u·∇v‖2 + ‖v‖2 + 1 + h

2 |v|2
)1/2

(4.108)

Ce résultat sur l’erreur montre que, dans le cas d’une solution lisse, le rajout de la diffusion numérique
réduit l’erreur d’un facteur h1/2. Cependant, le fait que ‖v‖Hm = +∞ dès lors que la fonction v présente
une discontinuité ne permet pas d’affirmer à partir de ce résultat que les résultats numériques sont
meilleurs avec la streamline diffusion lorsque la solution au problème n’est pas lisse.

L’amélioration de la qualité des résultats avec la streamline diffusion peut s’expliquer par les longueurs
sur lesquelles des perturbations peuvent se propager transversalement aux directions de propagation.
[126] montre que les effets d’une perturbation, telle que celle introduite par la diffusion numérique, se
dissipent de façon exponentielle sur une longueur caractéristique de l’ordre de

√
h perpendiculairement

à la caractéristique passant par la perturbation (crosswind direction). La propagation de la perturbation
s’effectue alors principalement dans le sens de la caractéristique [131]. Pour la méthode de Galerkin
standard, les oscillations numériques non physiques, provenant de discontinuités, se propagent avec un
faible amortissement [125]. La méthode de la streamline diffusion présente de plus l’avantage d’être une
méthode numérique consistante [131, 200].

Choix du paramètre de stabilisation Dans l’estimation de l’erreur, le paramètre δ était pris égal
à h, la taille d’une maille du maillage. Dans le cas où une faible diffusion est présente dans l’équation
ϑ·∇u+ γu−∇· [ε∇u] = 0 avec ε < h, le paramètre de diffusion numérique peut être ramené à h− ε.

Pour une résolution de l’équation d’advection diffusion avec la méthode de Petrov-Galerkin, de nom-
breuses publications proposent de prendre en compte le nombre de Péclet, défini comme le rapport entre
les échanges par convection et ceux par conduction, ainsi que le ratio entre la taille des éléments et la
vitesse de l’écoulement.

La première relation introduite est celle permettant la superconvergence, c’est-à-dire l’obtention d’une
solution exacte aux nœuds [39] en 1D :

δ = h

2‖~u‖

(
coth (Pe)− 1

Pe

)
(4.109)

Cette formulation du paramètre de stabilité est également présente dans [69, 121]
D’autres formulations ont depuis été proposées. Parmi les plus utilisées, un relation permet d’assurer

la stabilité numérique de la résolution numérique de l’équation d’advection-diffusion tout en assurant une
précision d’ordre 2 [53, 69] :

δ = h

2‖~u‖

(
1 + 1

Pe
+ ha

2‖~u‖

)−1
(4.110)

Une formulation avec une précision à l’ordre 4 est donnée par les travaux de [211] :

δ = h

2‖~u‖

(
1 + 9

Pe2 +
(

ha

2‖~u‖

)2
)−1/2

(4.111)
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En multidimensionnel, plusieurs possibilités existent quant à la formulation du paramètre δ. Il est ainsi
possible de généraliser les relations précédentes en introduisant une matrice [δ] dépendant des matrices
de raideur, de masse et de réaction [39, 54, 120].

Dans le cas d’éléments linéaires, il est cependant possible de conserver les corrélations précédentes
avec un δ scalaire [121, 228].

Pour une intégration à l’aide des éléments finis effectuée dans les domaines spatial et temporel, [229]
propose l’expression suivante :

δ =
(

1
τ rS1

+ 1
τ rS2

+ 1
τ rS3

)−1/r
(4.112)

Avec τS1 = h

2‖~u‖ , τS2 = ∆t
2 , τS3 = h2

4D .

4.2.3 Résolution analytique dans le cas d’un régime permanent établi
Dans cette partie, nous proposons une modélisation simplifiée de la convection hydraulique à l’inté-

rieur de la route solaire hybride en considérant un régime permanent établi. Une expression analytique
permettant le calcul de la température dans la couche poreuse ainsi qu’à la surface de la chaussée est
proposée.

Solution analytique

Le fluide est supposé s’écouler horizontalement dans le repère choisi, la verticale étant alors orthogonale
à la direction de l’écoulement.

Nous faisons l’hypothèse que les variations de la température sont beaucoup plus importantes selon
la direction verticale que selon la direction horizontale, ce qui revient à considérer que le gradient de
température est orienté selon la verticale, et donc que les échanges thermiques s’effectuent dans cette
direction. Les échanges thermiques peuvent alors être décrits de façon unidimensionnelle, en fonction de
l’éloignement x à la section d’injection du fluide.

couche poreuse + fluide

couche de surface

L x0

hp

hs

air + ciel

Figure 4.5 – Représentation 1D du problème

La conservation de l’énergie pour le fluide (indice f ), la couche de surface (indicée s) et la couche
poreuse (indicée p) permet d’obtenir un système d’équations différentielles (4.113) mettant également en
jeu l’air indicé a et le ciel indicé c de températures supposées connues. Les détails des calculs sont donnés
en annexe A.
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ρfcfhpu 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∂

∂x

TfTp
Ts

+

 rp/f −rp/f 0
−rp/f rp/f + rp/s −rp/s

0 −rs/p rs/p + rp/a + rs/c

TfTp
Ts

 =

 0
0

rs/aTa + rs/cTc + Φ


(4.113)

Où Ti(x) est la température du milieu i pour un éloignement x de l’injection du fluide, u est la vitesse
de Darcy, ri/j est un coefficient d’échange entre les milieux i et j dont le calcul est donné en annexe A
et Φ est un flux imposé sur la couche de surface.

La résolution de ce système conduit à une expression analytique pour la température de la couche de
surface et pour le fluide :

Tf (x) = Tf (0) e−x/κ +T∞
(

1− e−x/κ
)

(4.114)

Ts(x) =
rp/sTf (x) + rs/aTa + rs/cTc + Φ

rp/s + rs/a + rs/c
(4.115)

Avec :

κ =
ρfcfhpu

(
rp/s + rs/a + rs/c

)
rp/s(rs/a + rs/c)

(4.116)

T∞ =
rs/aTa + rs/cTc + Φ

rs/a + rs/c
(4.117)

Le paramètre κ correspond à une longueur caractéristique alors que T∞ correspond à la température
du fluide après une longueur importante. Cette dernière est une moyenne pondérée des températures de
l’air et du ciel ainsi que du rayonnement solaire. La longueur caractéristique dépend principalement de la
vitesse du vent et décroit avec celle-ci. Une représentation de la longueur caractéristique en fonction de
la vitesse du vent et de la température de l’air est proposée sur la figure 4.6. Les températures du fluide
et de la surface vont donc se rapprocher plus vite de T∞ en présence de vent.

Figure 4.6 – Longueur caractéristique en fonction de la vitesse du vent Vw et de la température de l’air

L’évolution des températures de surface et du fluide peuvent être représentées pour plusieurs condi-
tions environnementales, comme cela est fait sur les figures 4.7a et 4.7b. Dans ces deux cas, la température
du ciel a été prise égale à Tair − 6 et la température d’injection du fluide Tf (0) = 12◦C.

L’influence des paramètres T∞ et κ est visible sur ces figures. La chute de température est d’autant
plus rapide que la vitesse du vent est élevée et donc que la longueur caractéristique κ est faible, la
décroissance se faisant de façon exponentielle.
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Figure 4.7 – Températures de la couche de surface et du fluide pour diverses conditions environnemen-
tales

Application au maintien hors gel de la surface

Connaissant la température de la couche de surface, il est possible de résoudre le problème inverse
visant à déterminer la température d’injection du fluide permettant d’obtenir une température donnée
en certains points de la surface en fonction des conditions météorologiques.

En conditions hivernales, avec une température de l’air négative, le fluide injecté dans la chaussée
est refroidi au fur et à mesure qu’il s’écoule. Ce fluide fournit de la chaleur à la surface, ce qui entraîne,
comme pour le fluide, une diminution de la température en surface lorsqu’on s’éloigne du point d’injection
du fluide. La température en surface est donc la plus basse lorsqu’on se situe au niveau du point le plus
éloigné de la source d’injection.

Pour conserver une température positive tout au long de la surface d’une chaussée, il suffit donc,
avec cette approximation, que la température au point le plus éloigné de l’injection de fluide ait une
température positive.

On note L la distance entre le point d’injection du fluide et le point de la chaussée le plus éloigné de
celui-ci qu’on souhaite maintenir à une température positive.

On a, d’après (4.115) :

Ts(L) =
rp/sTf (L) + rs/aTa + rs/cTc + Φ

rp/s + rs/a + rs/c
(4.118)

et donc :

Ts(L) > 0 ⇐⇒ Tf (L) > 1
rp/s

(
−rs/aTa − rs/cTc − Φ

)
(4.119)

Dans le cas rs/aTa + rs/cTc + Φ ≥ 0 ⇐⇒ T∞ ≥ 0, la température au sol reste positive quelle que soit
la température d’injection du fluide.

On a de plus, d’après (4.114) :

Tf (L) = Tf (0) e−L/κ +T∞
(

1− e−L/κ
)

(4.120)

D’où la condition :

TS(L) > 0 ⇐⇒ Tf (0) > eL/κ
[

1
rDr/S

(
−rS/cTc − rS/eTe − Φ

)
− T∞

(
1− e−L/κ

)]
(4.121)

En réutilisant la relation (4.117), et en réarrangeant l’expression (4.121), on obtient finalement :

Tf (0) > − eL/κ T∞
(
rs/a + rs/c

rp/s
+ 1− e−L/κ

)
(4.122)
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La température du fluide à injecter augmente donc de façon exponentielle avec la longueur de la
structure à traiter et avec la baisse de la longueur caractéristique, et évolue approximativement de façon
linéaire avec T∞. La température Tf (0) est représentée sur les figures 4.8a et 4.8b en fonction de la vitesse
du vent et de la température de l’air.

(a) L = 1 m (b) L = 2 m

Figure 4.8 – Températures minimale du fluide Tf (0) en fonction de données environnementales pour
L = 1 et L = 2 m

Sous des conditions défavorables, avec un vent fort et une température de l’air fortement négative, la
température d’entrée du fluide nécessaire pour maintenir toute la largeur de la surface hors gel devient
rapidement élevée, atteignant environ 60◦C pour une longueur d’un mètre et 95◦ pour une longueur de
deux mètres.

Ces évaluations de la température d’entrée du fluide montrent les limitations du système au niveau
de la largeur de la chaussée. Le cas de la prévention du gel sera étudié en détail dans le chapitre 7.

4.2.4 Synthèse
Une étude de la convection hydraulique et en particulier des transferts thermiques liés à ce phénomène

a été menée. Une étude de la littérature a permis d’établir des équations au niveau macroscopique à partir
des équations de Navier-Stokes de l’échelle microscopique.

La résolution du système d’équation avec les éléments finis a fait apparaître la structure hyperbolique
du problème et donc le risque d’apparition d’oscillations non physiques pour la solution. La méthode de
stabilisation de Petrov-Galerkin a pour cela été présentée et son application détaillée avec notamment
l’obtention de la nouvelle formulation du problème.

Le cas particulier du régime permanent établi a permis l’établissement d’une solution analytique. Avec
celle-ci, une application au cas particulier du maintien hors gel a pu être présentée.

4.3 Transferts radiatifs
Dans cette section, nous présentons les transferts radiatifs et leur modélisation à l’intérieur d’un corps.

D’après la troisième loi de la thermodynamique, tout corps ayant une température supérieure à 0 K émet
un rayonnement. Cependant, pour des milieux qualifiés d’opaques, le rayonnement à l’intérieur du corps
est émis puis absorbé après avoir parcouru une infime distance, ce qui a une influence négligeable sur le
comportement thermique du système par rapport à la conduction thermique. Dans le cadre de notre étude
la couche semi-transparente a des propriétés optiques telles que le rayonnement peut se propager sur des
distances plus élevées pour certaines plages de longueurs d’ondes. L’influence des transferts radiatifs sur
le comportement thermique de la structure n’est alors plus négligeable. Nous cherchons donc dans cette
section à étudier la propagation du rayonnement dans la couche semi-transparente. En particulier, les
effets de la propagation des rayonnements extérieurs (atmosphérique et solaire) sont détaillés.

83



Une modélisation des transferts radiatifs à l’aide de la méthode des éléments finis est proposée, avec,
comme pour la convection hydraulique, une modification de la formulation de Galerkin. Des simplifications
au problème étudié sont également proposées, en prenant en compte les propriétés optiques du corps.

4.3.1 Mise en équation - Rayonnement émis par un corps
Le rayonnement est l’un des trois modes de transmission de l’énergie avec la conduction thermique et

la convection. Tout corps émet vers l’extérieur un rayonnement et en reçoit des autres corps, ces échanges
étant d’autant plus importants que la température du corps émettant est élevée.

Le transfert du rayonnement dans le milieu semi-transparent est régi par trois phénomènes qui s’y
produisent simultanément ; l’absorption, la diffusion et l’émission propre, qui peuvent chacun être mis en
équation pour un élément infinitésimal. L’évolution du rayonnement, le long d’un chemin infinitésimal,
a été établie par Chandrasekhar en 1960 [48] et est aussi appelée Équation de Transfert Radiatif (ETR,
ou, an anglais, RTE, pour Radiative Transfer Equation).

Loi de Planck

Nous notons Lλ la luminance énergétique monochromatique émise par un corps. Il s’agit de la densité
de flux directionnelle émise par unité de longueur d’onde. Cette grandeur dépend, dans le cas général, de
la température du corps T , de la direction ϑ considérée ainsi que des propriétés de surface du corps. De
façon similaire, nous introduisons Lν la luminance énergétique fréquentielle. Une étude du rayonnement
d’un corps au niveau fréquentiel plutôt qu’au regard de la longueur d’onde a l’avantage de ne pas entraîner
de variations de la grandeur considérée, ici la fréquence, lors d’un changement de milieu. L’onde radiative
voit en effet sa longueur d’onde modifiée lors d’un changement d’indice de réfraction alors que la fréquence
est une grandeur intrinsèque à l’onde.

Nous notons L0
λ ou L0

ν la luminance énergétique monochromatique ou fréquentielle émise par un corps
noir. Un corps noir est un corps émettant, pour une température donnée T , une luminance énergétique
maximale. Ce maximum de luminance est régi par la loi de Planck et est isotrope, c’est-à-dire émis
uniformément dans toute les directions. La luminance énergétique d’un corps noir est donc fonction de
la température et vérifie, pour une fréquence ν donnée [114] :

L0
ν(T ) = 2hν3

c2
1

e
hν
kBT − 1

(4.123)

La luminance énergétique est représentée pour une température de 300 K en fonction de la fréquence
sur la figure 4.9.
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Figure 4.9 – Représentation de la luminance énergétique de corps noir calculée par la loi de Planck

84



La loi de Planck peut aussi être écrite en fonction de la longueur d’onde λ : on a, sur une bande
spectrale dν et la bande de longueur d’onde dλ correspondante :

L0
ν(T )dν = −L0

λ(T )dλ (4.124)

Avec de plus ν = c

λ
soit dν

dλ = − c

λ2 . On a donc l’expression de la loi de Planck en fonction de la
longueur d’onde :

L0
λ = 2hc2

λ5
1

e
hc

λkBT − 1
(4.125)

En intégrant la luminance énergétique sur les fréquences, on obtient la densité de flux L émise par
unité d’angle solide. Pour un corps noir, on a :

L0(T ) = 2π4k4
B

15h3c2
T 4 = n2σ

π
T 4 (4.126)

Avec :
— σ : la constante de Stefan (σ = 5.670 · 10−8 W m−2 K−4)
— h : la constante de Planck (h = 6.626× 10−34 J s)
— c : la vitesse de propagation de la lumière dans le milieu (c = c0

n
avec c0 la vitesse de la lumière

dans le vide (c0 = 2.998× 108 m s−1) et n l’indice de réfraction). La luminance d’un corps noir
est donc d’autant plus importante que son indice de réfraction est élevé (évolution en n2).

— kB : la constante de Boltzmann (kB = 1.381× 10−23 J K−1)
L’intégration de la luminance énergétique sur un hémisphère permet d’obtenir l’émittance M , l’émit-

tance monochromatique Mλ ou l’émittance fréquentielle Mν : il s’agit alors de la densité de flux émise
par une surface, éventuellement pour une longueur d’onde ou une fréquence donnée :

Mν =
∫

2π
Lνdϑ (4.127)

M =
∫

2π
Ldϑ =

∫
2π

∫
ν

Lνdϑ (4.128)

(4.129)

La densité de flux Mb émise par un corps noir s’écrit alors :

Mb =
∫

2π

∫ +∞

ν=0
L0
νdνdΩ = n2πσT 4 (4.130)

Pour un corps réel, un coefficient εν ≤ 1 appelé émissivité (sans unité) peut être introduit, de telle
sorte que la luminance énergétique émise par un corps quelconque s’écrit sous la forme Lν(ϑ) = εν(ϑ)L0

ν .
L’émissivité exprime donc le rapport entre ce que le corps noir émet et l’émission d’un corps idéal. Un
corps noir a ainsi une émissivité égale à 1 quelle que soit la fréquence considérée. Si un corps a une
émissivité constante selon la fréquence, celui-ci est qualifié de corps gris. D’autres émissivités peuvent
aussi être définies : en plus de l’émissivité fréquentielle (ou monochromatique) directionnelle εν(ϑ), nous
introduisons l’émissivité directionnelle ε(ϑ), l’émissivité fréquentielle εν et l’émissivité ε. On a :

ε(ϑ) = L(ϑ)
L0 (4.131)

εν = Mν

Mb,ν
(4.132)

ε = M

Mb
(4.133)

(4.134)
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En plus de l’émissivité, un coefficient d’absorption αν peut être introduit, de telle sorte que la lumi-
nance énergétique fréquentielle absorbée par une paroi soumise au rayonnement d’un corps de température
T s’écrit αν(ϑ)πL0(T ).

La loi de Kirschhoff permet d’écrire, dans le cas de l’équilibre thermique αν(ϑ) = εν(ϑ). Connaissant
les propriétés radiatives d’un corps, la densité de flux provenant de l’extérieur et pénétrant à l’intérieur
du corps peut donc être déterminée.

Loi de déplacement de Wien

Une analyse fréquentielle de l’émission du corps noir issue de la loi de Planck (4.123) en fonction de
sa longueur d’onde peut être menée afin de déterminer, en fonction de la température, quelles sont les
bandes d’émissions maximales.

La loi de déplacement de Wien permet de connaître la longueur d’onde, et donc la fréquence pour
laquelle le rayonnement de corps noir Bν(T ) est maximal.

Elle s’obtient à partir de la loi de Planck exprimée pour la longueur d’onde λ (4.125) et permet d’écrire
la longueur d’onde du maximum d’émission λmax sous la forme [114] :

λmaxT = hc

αkB
(4.135)

Où α ≈ 4.96511423 est solution de l’équation e−α +0.2α− 1 = 0. On a donc :

λmaxT = 2897.7686 µm.K (4.136)

La fréquence maximale d’émission νmax s’obtient en dérivant la relation (4.123). On a alors :
νmax
T

= 5.876× 1010 Hz.K-1 (4.137)

Répartition fréquentielle de l’émission d’un corps noir

Connaissant l’émission d’un corps noir par la loi de Planck (cf relation (4.123)), il est possible de
calculer précisément la contribution au rayonnement d’intervalles infinitésimaux de fréquence L0

ν(T )dν.

On note pour cela f(x) = 15
π4

x3

ex−1 . On a alors :

L0
ν(T )dν
L0(T ) = f(x(ν))dx (4.138)

Avec x(ν) = hν

kBT
la fréquence normalisée où kB et h sont définis dans le paragraphe 4.3.1.

Une primitive F de f peut s’obtenir en utilisant le développement en série de (ex−1)−1 =
∑+∞
n=1 e−nx

puis en intégrant par parties le terme x3(ex−1)−1. On a alors [114] :

F (x) =
∫ x

u=0
f(u)du = 1− 15

π4

+∞∑
n=1

e−nx
n

(
x3 + 3x2

n
+ 6x
n2 + 6

n3

)
(4.139)

Cette fonction F est représentée sur la figure 4.10.
La série infinie de la relation (4.139) converge rapidement pour x suffisamment grand [114]. Il est ainsi

possible de se limiter aux trois premiers termes de la série.
Il est aussi possible de faire apparaître des polylogarithmes dans la relation (4.139). La fonction

polylogarithme Lis est définie par [182] :

Lis(z) =
+∞∑
n=1

zn

ns
(4.140)

Avec s ∈ C et z ∈ C tel que |z| < 1.
On a alors :

F (x) = 15
π4

[
−6Li4(e−x)− 6xLi3(e−x)− 3x2Li2(e−x) + x3 ln (1− e−x)

]
+ 1 (4.141)
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Figure 4.10 – Représentation de F (x)

En utilisant la relation (4.141), il est possible de connaître la répartition spectrale du rayonnement
émis par un corps noir de température T . Cette répartition est donnée dans la table 4.2, où le cumul fait
référence à la fraction de rayonnement cumulée sur l’intervalle considéré.

cumul λT × 103 (ν/T )× 10−10 T = 5777 K T = 300 K
[m.K] [Hz.K-1] [×10−12Hz] [×10−12Hz]

1 % 0 à 1.45 0 à 1.31 0 à 75.7 0 à 3.93
2.5 % 0 à 1.66 0 à 1.84 0 à 106 0 à 5.52
5 % 0 à 1.89 0 à 2.40 0 à 139 0 à 7.20
10 % 0 à 2.20 0 à 3.19 0 à 184 0 à 9.57
25 % 0 à 2.90 0 à 4.87 0 à 281 0 à 14.6
50 % 0 à 4.11 0 à 7.30 0 à 422 0 à 21.9
75 % 0 à 6.16 0 à 10.3 0 à 595 0 à 30.9
90 % 0 à 9.39 0 à 13.6 0 à 786 0 à 40.8
95 % 0 à 12.5 0 à 15.9 0 à 919 0 à 47.7

97.5 % 0 à 16.3 0 à 18.1 0 à 1046 0 à 54.3
99 % 0 à 22.9 0 à 20.7 0 à 1196 0 à 62.1

Table 4.2 – Répartition spectrale du rayonnement

La table 4.2 montre que les rayonnements solaire et ambiant ont des fréquences d’émissions très
différentes, avec un spectre centré sur l’infrarouge proche, le visible et les ultraviolets pour le rayonnement
solaire et un spectre centré sur l’infrarouge lointain pour le rayonnement ambiant.

4.3.2 Établissement de l’équation de transfert radiatif
Nous présentons maintenant la propagation du rayonnement dans un corps en considérant un chemin

infinitésimal ds parcouru par le rayonnement. L’équation de transfert radiatif s’obtient à partir d’un bilan
d’énergie sur ce chemin.

On note Ω le domaine spatial étudié (Ω ⊂ Rd, avec d ∈ {2, 3}), de frontière Γ ⊂ Rd−1 et Sd−1 le cercle
(d = 2) ou la sphère unité (d = 3) de Ω.

Le bilan énergétique s’appuie sur la notion de luminance énergétique monochomatique ou intensité
Lν , qui est la puissance rayonnée dQ par unité d’angle solide dΩ centré autour d’une direction ϑ ∈ Sd,
par unité de surface projetée dS [237], en une position s ∈ Ω donnée et pour un intervalle dν centré sur
une fréquence ν donnée. On a ainsi :
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Lν(s, ϑ) = dQ
dS cos (ϕ)dϑdν (4.142)

Avec ϕ l’angle polaire
La fréquence ν peut être reliée à la longueur d’onde λ par la relation λν = c.
Pour établir l’équation de transfert radiatif, nous considérons un volume de contrôle de longueur

ds ⊂ Ω. Un rayonnement de luminance Lν(s, ϑ, t) en entrée du volume de contrôle ressort avec une
luminance Lν(s+ ds, ϑ, t+ dt), ds et dt étant liés par la relation ds = cdt, avec c la vitesse de la lumière
dans le milieu considéré.

La variation de luminance entre l’entrée et la sortie du rayonnement du volume de contrôle dLν(s, ϑ, t)
vérifie alors :

Lν(s+ ds, ϑ, t+ dt) = Lν(s, ϑ, t) + dLν(s, ϑ, t)∀(s, ϑ) ∈ Ω× Sd−1 (4.143)

Cette variation de la luminance est due à l’absorption, à la diffusion et à l’émission propre.
L’absorption et la diffusion se produisent lorsque les ondes électromagnétiques interagissent avec

des particules. Durant cette interaction, l’énergie de l’onde électromagnétique est en partie transférée à
l’énergie thermique de la particule à travers des phénomènes absorption et d’émission, et peut aussi être
diffusée vers d’autres directions.

Pertes radiatives

Nous considérons ici un rayonnement selon une direction donnée ϑ sur un chemin infinitésimal ds.
Sur ce chemin, le rayonnement est en partie absorbé par le milieu et diffusé vers d’autres directions.

Sur ce chemin, les pertes par absorption peuvent être écrites sous la forme κνLνds où κν est le coef-
ficient d’absorption monochromatique, exprimé en m-1. Il correspond à la part de luminance énergétique
absorbée par unité de longueur. Il est à noter que si la longueur caractéristique pour l’absorption 1

κν
est

très petite devant les échelles des phénomènes étudiés, le matériau peut être considéré comme opaque.
La diffusion est le phénomène entraînant un changement de direction d’une partie du rayonnement in-

cident : celui-ci est dévié vers une autre direction, par des effets de réflexion, de réfraction, de transmission
et de diffraction à l’intérieur ou aux frontières des particules. La diffusion se produit sans perte d’énergie,
au niveau de chaque particule traversée par le rayonnement, l’intensité de la diffusion dépendant alors de
la densité des particules diffusantes, de leurs formes, de leurs tailles, de leurs distributions, des propriétés
du matériau et de la fréquence considérée.

Deux types de diffusion existent : la diffusion élastique, pour laquelle le rayonnement dévié conserve
la même fréquence que le rayonnement incident et la diffusion non-élastique, pour laquelle ce n’est pas le
cas, comme pour la fluorescence ou la diffusion de Raman [114].

La diffusion du rayonnement entraîne, sur un plan énergétique et pour une direction donnée, à la fois
une perte de luminance à cause de la diffusion vers les autres directions, mais aussi un gain à cause de la
diffusion du rayonnement provenant d’autres directions.

Pour obtenir les pertes par diffusion pour la luminance énergétique liée à la direction ϑ, un coefficient
de diffusion σν peut être introduit de telle sorte de la luminance énergétique de la direction ϑ diffusée
vers les autres directions s’écrit σνLνds. Là aussi, σν s’exprime en m-1 et représente la part de luminance
énergétique pour la direction ϑ diffusée vers les autres directions par unité de longueur.

Les coefficients d’absorption et de diffusion peuvent être déterminés à partir de considérations mi-
croscopiques. L’hypothèse est faite que, lorsqu’un rayon lumineux traverse un volume élémentaire com-
prenant des particules, des agglomérats ou des gaz, les propriétés de diffusion et d’absorption au niveau
macroscopique σν et κν sont la somme des contributions de chacune des particules, ce qui est valable
pour la plupart des applications [114] :

σν =
∑

particules
σν,particule (4.144)

κν =
∑

particules
κν,particule (4.145)
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En considérant des particules de même type et de même taille, les relations (4.144) et (4.145) peuvent
ainsi se réécrire :

σν = Nσν,particule (4.146)
κν = Nκν,particule (4.147)

Où N est le nombre de particules par unité de volume, en m-3.
σν et κν ayant pour dimension l’inverse d’une longueur, les coefficients au niveau microscopique des

particules σν,particule et κν,particule ont la dimension d’une surface. Ils correspondent à la surface effective
des particules qui absorbe ou dévie les ondes électromagnétiques. Des facteurs d’efficacité adimensionnels
Qν,σ et Qν,κ peuvent être déduits en calculant le rapport entre les coefficients microscopiques et la section
de la particule atteinte par les ondes électromagnétiques. Pour le cas de particules sphériques de diamètre
D, on a :

σν = Nπ
D2

4 Qν,σ (4.148)

κν = Nπ
D2

4 Qν,κ (4.149)

Pour le cas de particules petites devant la longueur d’onde, avec un paramètre de taille ξ = πD
λ vérifiant

ξ . 0.3, la théorie de Rayleigh est utilisée. Dans celle-ci, la diffusion s’effectue de façon proportionnelle à
l’inverse de la puissance quatrième de la longueur d’onde. Historiquement, c’est cette théorie qui a permis
d’expliquer, à la fin du XIXème siècle, la couleur bleue du ciel. En effet, la longueur d’onde de la couleur
bleue est d’environ 400 nm, contre plus de 700 nm pour la couleur rouge. La lumière bleue est donc
environ dix fois plus diffusée que la lumière rouge dans l’atmosphère. Lorsque les rayons solaires doivent
traverser une plus grande longueur d’atmosphère, comme c’est le cas au lever et au coucher du Soleil, la
diffusion est encore plus importante, entraînant une forte atténuation de la composante bleue du spectre
solaire devant la composante rouge et donc une couleur rouge pour le Soleil.

On note ξ = πD
λ le paramètre de taille et n les indices de réfraction complexes : n = n− ki. Pour un

milieu non absorbant, d’indice de réfraction n1 = n1 et des particules d’indice de réfraction n2 = n2−k2i.
La théorie de Rayleigh permet d’obtenir [114] :

Qλ,σ = 8
3ξ

4
∣∣∣∣n2 − 1
n2 + 2

∣∣∣∣2 (4.150)

Qλ,κ = −4ξ=
(
n2 − 1
n2 + 2

)
(4.151)

Avec n = n2

n1
et = la partie imaginaire.

Pour des longueurs d’onde plus importantes, la théorie de Rayleigh peut être prolongée par la théorie
de Lorenz-Mie, qui est valable pour toutes les dimensions de particules. La théorie de Lorenz-Mie permet
notamment d’expliquer la couleur blanche des nuages, qui provient de la diffusion du rayonnement solaire
par des gouttelettes d’eau ayant une taille comparable aux longueurs d’ondes du rayonnement solaire.

La théorie de Lorenz-Mie permet de décrire les interactions des ondes électromagnétiques avec des
particules sphériques homogènes ou multicouches. Les expressions analytiques des coefficients de diffusion
et d’absorption font alors intervenir des séries de fonctions de Riccati-Bessel alors que celles de la fonction
de phase font intervenir des séries de polynômes de Legendre.

Pour le cas de particules de taille un peu plus grande que la limite d’application de la théorie de
Rayleigh, c’est-à-dire ξ & 0.3, les séries peuvent se réduire à leurs premiers termes. Dans le cas ξ < 0.3,
on retrouve la théorie de Rayleigh en conservant le premier terme de la série.

Qλ,σ = 8
3ξ

4
∣∣∣∣n2 − 1
n2 + 2

(
1 + 3

5
n2 − 2
n2 + 2

ξ2
)∣∣∣∣2 (4.152)

Qλ,κ = −4ξ=
{(

n2 − 1
n2 + 2

)[
1 + ξ2

15

(
n2 − 1
n2 + 2

)(
n4 + 27n2 + 38

2n2 + 3

)]}
(4.153)
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Gains radiatifs

La luminance énergétique s’accroît sur le chemin ds suite à deux types d’apports : l’émission propre
et la diffusion depuis les autres directions.

L’émission propre provient de l’émission du matériau. Dans le cas d’un équilibre thermodynamique
local, et en appliquant la loi de Kirchhoff, le gain provenant de l’émission propre s’écrit [48] :

κνL
0
ν(T (s, t))ds (4.154)

D’autre part, la luminance énergétique pour la direction ϑ reçoit des contributions de la part des lu-
minances énergétiques des autres directions par diffusion. Les gains de luminance par diffusion dépendent
alors de la façon dont celle-ci s’effectue. Pour exprimer ces gains, on utilise une densité de probabilité
pν(ϑ̃, ϑ) qui représente la fraction du rayonnement diffusée par une autre direction ϑ̃ et redirigée vers la
direction ϑ. Le gain de rayonnement s’écrit alors :

1
|Sd−1|

∫
Sd−1

σνpν(ϑ̃, ϑ̃)Lν(s, ϑ̃, t)dϑ̃ds (4.155)

Avec |S1| = 2π et |S2| = 4π.
Cette fonction de phase vérifie, pour qu’il y ait conservation de l’énergie :

1
|Sd−1|

∫
Sd−1

pν(ϑ̃, ϑ)dϑ̃ = 1 , ∀ϑ ∈ Sd (4.156)

Nous faisons de plus l’hypothèse que la fonction de phase ne dépend que de l’angle θ entre la direction
d’entrée et la direction de sortie. La fonction de phase peut ainsi se réécrire en fonction de cos θ = ϑ· ϑ̃.
On a alors :

pν(ϑ̃, ϑ) = pν(θ) (4.157)

Pour un problème tridimensionnel, la condition (4.156) se réécrit alors :

1
2

∫ π

θ=0
pν(θ) sin θdθ = 1 (4.158)

Dans le cas d’une diffusion isotrope, c’est à dire d’un rayonnement dévié uniformément dans toutes
les directions, on a pν(θ) = 1, ce qui ne se produit pas dans la nature [114], en particulier pour des
milieux fibreux pour lesquels la diffusion vers l’avant ou la rétrodiffusion peuvent être importantes [145].
La diffusion est en réalité anisotrope, même si l’approximation d’une diffusion isotrope peut être utilisée
pour des milieux denses en particules comme le sable ou la neige.

Comme pour les coefficients d’absorption et de diffusion, la fonction de phase dépend surtout du
rapport entre les dimensions des particules et la longueur d’onde.

Plusieurs expressions existent donc pour approximer la fonction de phase :
— diffusion de Rayleigh [114] :

pν(θ) = 3
4
(
1 + cos2 θ

)
(4.159)

— diffusion linéaire anisotropique :

pν(θ) = 1 + g cos θ (4.160)

Où g est un coefficient pouvant prendre toute valeur réelle
— fonction de phase de Delta-Eddington : utilisation des polynômes de Legendre jusqu’au second

ordre et prise en compte de la diffusion vers l’avant avec une fonction de Dirac

pν(θ) = 2fδ(1− cos θ) + (1− f)(1 + 3g′ cos θ) (4.161)

Avec f = 1
2
∫ 1

cos θ=−1 pν(θ)P2(cos θ)d cos θ où P2 est le deuxième polynôme de Legendre : P2(µ) =
1
2(3µ2 − 1), g′ = g − f

1− f et g = 1
2
∫ 1

cos θ=−1 cos θpν(cos θ)d cos θ
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— fonction de phase de Henyey-Greenstein : cette fonction de phase permet l’obtention de résultats
proches de ceux de la théorie de Lorenz-Mie lorsqu’elle est utilisée avec la méthode des ordonnées
discrètes ou les harmoniques sphériques. Elle est utilisée dans de nombreuses publications [15, 109,
86].

pν(θ) = 1− g2

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2 (4.162)

Où g est un coefficient indiquant l’intensité du pic de diffusion, compris entre 0 (pour une diffusion
isotropique) et 1 (diffusion vers l’avant).

Équation de transfert radiatif

La somme des contributions de l’absorption, de la diffusion et de l’émission propre représentées sur la
figure 4.11 permettent d’obtenir la variation de la luminance sur un chemin infinitésimal ds :

dLν(s, ϑ, t) = −κνLν(s, ϑ, t)ds− σνLν(s, ϑ, t)ds+ κνL
0
ν(T (s, t))ds

+ 1
|Sd−1|

∫
Sd−1

σνpν(ϑ̃, ϑ)Lν(s, ϑ̃, t)dϑ̃ds (4.163)

Lν(ϑ, s)

ϑ +σν4π
∫
4π pν(ϑ̃, ϑ)Lν(ϑ̃, s)dϑ̃ds

ϑ̃

Lν(ϑ̃, s)

σν
4πpν(ϑ̃, ϑ)Lν(ϑ̃, s)dϑ̃ds

Gains par diffusion Pertes par diffusion

−σνLν(ϑ, s)ds

+κνBν(T (s))ds

Gains par émission propre

−κνLν(ϑ, s)ds

Pertes par absorption

Lν(ϑ, s)
+dLν(ϑ, s)

ds

Figure 4.11 – Apports et pertes intervenant dans l’équation de transfert radiatif

On a de plus :

dLν(s, ϑ, t) = ∂Lν(s, ϑ, t)
∂s

ds+ ∂Lν(s, ϑ, t)
∂t

dt (4.164)

En utilisant de plus la relation ds = cdt, on a

∂Lν(s, ϑ, t)
∂s

+ 1
c

∂Lν(s, ϑ, t)
∂t

= −κνLν(s, ϑ, t)− σνLν(s, ϑ, t) + κνBν(T (s, t))

+ 1
|Sd−1|

∫
Sd−1

σνpν(ϑ̃, ϑ)Lν(s, ϑ̃, t)dϑ̃ (4.165)

Étant donnée la vitesse de propagation du rayonnement dans le milieu qui est très grande, dans
notre cas d’étude, devant la vitesse de propagation des ondes thermiques, on peut considérer que le

91



~n

Γ−

Γ+

Ω

ϑ

Figure 4.12 – Frontières d’entrée et de sortie pour une direction donnée

terme temporel de la relation (4.165) est négligeable devant le terme de variation spatiale. La lenteur
des phénomènes en jeu ici nous permet donc de négliger ce terme transitoire [114]. Dans la suite, et sauf
ambiguïté, la variable temporelle sera omise. On a ainsi, en 3D :

ϑ.∇Lν(s, ϑ) = − (κν + σν)Lν(s, ϑ) + κνBν(T (s)) + σν
4π

∫
S2
pν(ϑ̃, ϑ)Lν(s, ϑ̃)dϑ̃ (4.166)

Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont à définir sur la frontière entrante Γ− du domaine Ω×Sd. Cette frontière
est représentée sur la figure 4.12 pour une direction ϑ donnée et est définie par :

Γ− = {(s, ϑ) ∈ Γ× Sd−1/~n·ϑ < 0} (4.167)
Avec ~n la normale extérieure en s. Le signe de ~n·ϑ définit la direction du flux radiatif : s’il est négatif,

alors le flux radiatif est entrant comme c’est le cas pour Γ−. Dans le cas contraire, il est sortant. À noter
que la structure hyperbolique de l’équation de transfert radiatif fait qu’il n’est nécessaire d’imposer une
condition limite que sur la frontière entrante Γ− [128], la luminance pouvant alors être déterminée sur
les autres frontières à partir de l’ETR et des conditions sur Γ−.

Nous considérons ici une interface avec un milieu extérieur à la température Text avec une émissivité
εext. Le milieu semi-transparent est supposé de plus être soumis à un autre rayonnement donné de
luminance énergétique Lext,ν(ϑ). La luminance sur les directions d’entrée correspond alors à la somme
des contributions extérieures et du rayonnement réfléchi par les parois vers l’intérieur du corps semi-
transparent, ce qui est représenté sur la figure 4.13.

On suppose ici que la frontière du matériau semi-transparent est à réflexion diffuse, c’est-à-dire que
la réflexion d’un rayon lumineux se fait, quelle que soit la direction d’incidence, de la même façon dans
toutes les directions du demi-espace.

Le flux radiatif spectral incident à la surface en s ∈ Γ (émittance) est donné par :

M+(s) =
∫
~n.ϑ>0

Lν(s, ϑ)|~n·ϑ|dϑ (4.168)

L’émittance réfléchie M−, est alors égale à ρνM+
ν (s), avec ρν la réflectance de la frontière.

La réflexion étant diffuse, la luminance sur les frontières d’entrée s’écrit (s, ϑ) ∈ Γ−, en 3D (d = 3)
[170] :

Lν(s, ϑ) = (1− ρν)(εext,νL0
ν(Text) + Lext,ν) + ρν

π

∫
~n· ϑ̃>0

Lν(s, ϑ̃)|~n· ϑ̃|dϑ̃ (4.169)

La condition limite en entrée peut être généralisée en distinguant les contributions intérieures et
extérieures. Pour (s, ϑ) ∈ Γ− :

Lν(s, ϑ) = gext(s, ϑ) + gint(Lν , s, ϑ) (4.170)
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∫
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Extérieur

semi-transparent
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Figure 4.13 – Bilan radiatif au niveau des frontières d’entrée

Avec gext les apports extérieurs et gint le rayonnement sortant de Ω et réfléchi vers l’intérieur. En
particulier, dans le cadre de notre étude, les contributions extérieures peuvent se référer aux rayonnements
solaire et atmosphérique. En notant Γair la frontière du domaine Ω en contact avec l’air et Γsol le reste
de la frontière, on a :

gint,ν(Lν , s, ϑ) = ρν
π

∫
~n· ϑ̃>0

Lν(s, ϑ̃)(~n· ϑ̃)dϑ̃ (4.171)

gext,ν(s, ϑ) = (1− ρν)(εext,νL0
ν(Text) + Lext,ν) (4.172)

En particulier, pour le cas où on considère les contributions des rayonnements solaire et atmosphérique,
on a :

gext,ν(ϑ) = (1− ρν)
(
L0
ν(Tc) + Gs,ν

π
+ δ(ϑ− ϑs)Gd,ν

)
(4.173)

Avec Gs,ν la densité de flux solaire diffuse, Gd,ν la densité de flux solaire directe, ϑs la direction du
rayonnement solaire direct et δ la fonction de Dirac.

Absorption du rayonnement

Le rayonnement absorbé dans le milieu semi-transparent apporte de l’énergie à ce milieu, ce qui peut
être représenté sous la forme de termes sources. Ceux-ci peuvent avoir deux origines : l’absorption du
rayonnement au sein même du corps semi-transparent, avec une source alors volumique ou l’absorption
aux frontières de sortie du corps semi-transparent, au niveau de l’interface avec un autre corps opaque.

Le premier terme source radiatif représente la puissance absorbée dans le domaine issue des phéno-
mènes radiatifs. Il s’obtient à partir de la luminance par [170] :

Srad = −∇· ~qrad (4.174)
Avec ~qrad le flux radiatif défini par :

~qrad(s) =
∫ +∞

ν=0

∫
S2

Lν(s, ϑ)ϑdϑdν (4.175)

Ce terme source peut aussi s’écrire, en utilisant (4.174) et (4.175), en réinjectant l’expression du
gradient de luminance donnée par l’équation de transfert radiatif et en utilisant la définition de la fonction
de phase :
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Srad =
∫ +∞

ν=0
κν

∫
S2

(
Lν(s, ϑ)− L0

ν(T )
)

dϑdν (4.176)

En plus du terme source radiatif reçu à l’intérieur du domaine Ω, un flux radiatif est absorbé au
niveau des frontières lorsque le milieu extérieur est opaque. Le flux radiatif monochromatique absorbé
Φa à la frontière s’écrit [114] :

Φa,ν =
∫
S2
Lν(s, ϑ) (ϑ·~n) dS (4.177)

Soit, en considérant les conditions aux limites pour ϑ·~n < 0 (équation (4.169)) :

Φa,ν =
∫
ϑ· ~n>0

Lν(s, ϑ)(ϑ·~n)dS −
(
ενπL

0
ν(T ) + ρν

∫
ϑ· ~n>0

Lν(s, ϑ̃)|ϑ̃·~n|dS
)

(4.178)

Et donc :

Φa,ν = (1− ρν)
∫
ϑ· ~n>0

Lν(s, ϑ)(ϑ·~n)dS − ενπL0
ν(T ) (4.179)

4.3.3 Méthodes de résolution de l’équation de transfert radiatif
Plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre l’équation de transfert radiatif. Il est possible

de résoudre analytiquement l’équation pour des cas d’étude simple, notamment en 1D [170]. Pour des
cas plus complexes, il faut une résolution numérique du problème, mais qui peut parfois s’appuyer sur la
solution analytique unidimensionnelle.

Pour simplifier les notations, nous omettons dans la suite de cette partie la dépendance de la luminance
énergétique et des grandeurs associées par rapport au temps t. Nous noterons également βν le coefficient
d’extinction monochromatique : βν = κν + σν .

Solution analytique

L’équation de transfert radiatif peut être intégrée le long d’un rayon, donc en 1D. Cette solution
analytique est notamment utilisée pour le méthode des tracés de rayons.

En notant βν = σν + κν le coefficient d’extinction, τν =
∫ s

0 βνds′ le chemin optique et ων = κν
κν + σν

l’albédo de diffusion, l’équation de transfert radiatif (4.166) se réécrit, pour le cas d’un domaine 3D :

dLν(τν , ϑ)
dτν

= −Lν(τν , ϑ) + (1− ων)L0
ν(T (τν)) + ων

4π

∫
S2
Lν(τν , ϑ̃)pν(ϑ̃, ϑ)dϑ̃ (4.180)

On note L̂ν la fonction source :

L̂ν(τν) = (1− ων)L0
ν(T (τν)) + ων

4π

∫
S2
Lν(τν , ϑ̃)pν(ϑ̃, ϑ)dϑ̃ (4.181)

L’équation (4.180) se réécrit donc :

dLν(τν , ϑ)
dτν

+ Lν(τν , ϑ) = L̂ν(τν) (4.182)

On a alors :

Lν(τν , ϑ) = Lν(0, ϑ)e−τν +
∫ τν

0
L̂ν(τ ′ν , ϑ)e−(τν−τ ′ν)dτ ′ν (4.183)
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Application à un cas test

Dans certains cas, une solution peut être donnée. Nous abordons notamment ici le cas du rayonnement
entre deux plaques planes parallèles infinies. Chacune de ces deux plaques rayonne vers l’intérieur d’un
domaine semi-transparent et réfléchit une partie du rayonnement incident. L’espace entre les deux plaques
est constitué d’un matériau pouvant absorber et diffuser le rayonnement. La configuration étudiée est
présentée sur la figure 4.14. Ce cas de figure a notamment été abordé par [107, 114, 170, 245].

milieu semi-transparent
σν , κν

D

s
T2, ε2ν , ρ2ν

T1, ε1ν , ρ1ν

Figure 4.14 – Cas étudié : deux plaques planes encadrant un milieu semi-transparent

On note βν = σν + κν le coefficient d’extinction, τν(s) =
∫ s

s∗=0
βνds∗ le chemin optique, τν,D =∫ D

s=0
βνds l’épaisseur optique du domaine étudié et ων = κν

βν
l’albédo de diffusion. Dans le cas de coeffi-

cients κν et σν constants sur le domaine, on a τν(s) = βνs et τν,D = βνD.
La luminance le long d’un chemin optique vérifie l’équation (4.180) (cf paragraphe 4.3.3 et [114, 170]).

Dans le cas d’une diffusion isotrope, cette équation devient :

dLν(τν , ϑ)
dτν

= −Lν(τν , ϑ) + (1− ων)L0
ν(T (τν)) + ων

4π

∫
4π
Lν(τν , ϑ̃)dϑ̃ (4.184)

On note L̂ν la fonction source, qui est alors indépendante de la direction :

L̂ν(τν) = (1− ων)L0
ν(T (τν)) + ων

4π

∫
4π
Lν(τν , ϑ̃)dϑ̃ (4.185)

On note µ = cos θ l’angle entre la direction considérée et ~ez, L+
ν (τν , µ) la luminance pour les directions

orientée positivement selon z (µ > 0) et L−ν (τν , µ) la luminance pour les directions orientées négativement
selon z (µ < 0)

La luminance s’écrit, d’après l’équation (4.183), sous la forme :


L+
ν (τν , µ) = L+

ν (0, µ) e−τν/µ + 1
µ

∫ τν

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν ) e−(τν−τ∗ν )/µ dτ∗ν pour 0 < µ ≤ 1

L−ν (τν , µ) = L+
ν (τν,D, µ) e−(τν−τν,D)/µ + 1

µ

∫ τν

τ∗ν=τν,D
L̂ν(τ∗ν ) e−(τν−τ∗ν )/µ dτ∗ν pour −1 ≤ µ < 0

(4.186)

Par invariance du problème selon les directions x et y, le terme source et le flux radiatif ne dépendent
que de la variable z. On a donc Srad = −∇· ~qrad = −∂qrad(τν)

∂z
.

Le flux radiatif fréquentiel s’écrit :

qrad,ν(τν) = ~qrad,ν ·~ez = 2π
∫ 1

µ=0

(
L+
ν (τν , µ)− L−ν (τν , µ)

)
µdµ (4.187)

Dans leur livre [114], Howell et Siegel introduisent la famille de fonctions des exponentielles intégrales
définies de la façon suivante :

En(x) =
∫ +∞

t=1

e−xt
tn

dt =
∫ 1

µ=0
µn−2 e−x/µ dµ (4.188)

Avec n un entier strictement positif et x ≥ 0 (sauf pour n = 1 où x > 0)
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Le terme source s’écrit, en partant de la relation (4.176), :

Srad(τν) =
∫ +∞

ν=0
2πκν

∫ 1

µ=0

(
L+
ν (τν , µ) + L−ν (τν ,−µ)− 2L0

ν(T )
)

dϑdν (4.189)

Soit, en faisant apparaître les exponentielles intégrales :

Srad(τν) = 4π
∫ +∞

ν=0
κν

[
1
2

(
Jν,1
π
E2(τν) + Jν,2

π
E2(τν,D − τν)

+
∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E1(|τν − τ∗ν |)dτ∗ν

)
− L0

ν(T )
]

dν (4.190)

Avec :

L̂ν(τν) = (1− ων)L0
ν(T (τν)) + ων

2

[
J1ν

π
E2(τν) + J2ν

π
E2(τν,D − τν) +

∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E1(|τ∗ν − τν |)dτ∗ν

]
(4.191)

J1ν et J2ν sont les flux radiatifs orientés vers le domaine étudié respectivement en s = 0 et s = D.
On suppose ici que les frontières sont diffuses. Les luminances quittant les frontières ne dépendent pas de
l’angle µ et on a : 

L+
ν (0, µ) = L+

ν (0) = J1ν

π

L+
ν (τν,D, µ) = L+

ν (τν,D) = J2ν

π

(4.192)

Ces deux termes proviennent des émissions des interfaces ainsi que de la réflexion du rayonnement
interne sur l’interface [214]. Ils s’écrivent sous la forme :

J1ν = ε1νπL
0
ν(T1) + ρ1ν

∫ 1

µ=0
L(0,−µ)µdµ

J2ν = ε2νπL
0
ν(T2) + ρ2ν

∫ 1

µ=0
L(τν , µ)µdµ

(4.193)

En réutilisant les expressions précédentes donnant la luminance, on a [114] :
J1ν = ε1νπL

0
ν(T1) + 2ρ1,ν

[
J2νE3(τν,D) + π

∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E2(τ∗ν )dτ∗ν

]

J2ν = ε2νπL
0
ν(T2) + 2ρ2,ν

[
J1νE3(τν,D) + π

∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E2(τν,D − τν∗)dτ∗ν

] (4.194)

Jν,1 et Jν,2 peuvent finalement se réécrire :
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J1ν = 1
1− 4(1− ε1ν)(1− ε2ν)E2

3(τν,D)

[
ε1νπL

0
ν(T1)

+2(1− ε1ν)E3(τν,D)πε2νL
0
ν(T2)

+4π(1− ε1ν)(1− ε2ν)E3(τν,D)
∫ τν,D

τ∗1 =0
L̂ν(τ∗ν )E2(τν,D − τ∗ν )dτ∗ν

+2π(1− ε1ν)
∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E2(τ∗ν )dτ∗ν

]

J2ν = 1
1− 4(1− ε1ν)(1− ε2ν)E2

3(τν,D)

[
ε2νπL

0
ν(T2)

+2(1− ε2ν)E3(τν,D)πε1νL
0
ν(T1)

+4π(1− ε1ν)(1− ε2ν)E3(τν,D)
∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E2(τ∗ν )dτ∗ν

+2π(1− ε2ν)
∫ τν,D

τ∗ν=0
L̂ν(τ∗ν )E2(τν,D − τ∗ν )dτ∗ν

]

(4.195)

Méthode des éléments finis

L’équation de transfert radiatif (4.166) peut être résolue numériquement à l’aide de la méthode des
éléments finis [75, 131, 164, 200]. Cette méthode des éléments finis s’applique pour la discrétisation
spatiale et peut aussi s’appliquer pour la discrétisation angulaire.

L’un des inconvénients majeurs de l’utilisation de la méthode des éléments finis pour une résolution
numérique de l’équation de transfert radiatif provient de la structure de l’ETR. En effet, cette équation
différentielle est hyperbolique et l’utilisation de la méthode des éléments finis sur celle-ci peut entraîner
de fausses oscillations de la solution numérique [128], comme cela a déjà été expliqué pour la convection
hydraulique (cf paragraphe 4.2.2). Il est nécessaire d’adopter une méthode permettant une régularisation
de la solution.

Il est aussi possible de modifier la structure de l’équation en s’appuyant sur une décomposition de
la luminance énergétique en deux quantités, symétrique et antisymétrique par rapport à la direction de
propagation, comme l’ont montré Fiveland et Jessee [82] ou Becker et al. [17]. Cette méthode avait déjà
été étudiée sur la méthode des ordonnées discrètes, par Song et Park en 1992 [219] :

L’équation de transfert radiatif (4.166) exprimée pour les directions ~u et −~u permet alors d’obtenir
un système couplé d’équations différentielles qui peut ensuite se simplifier en une équation différentielle
du second ordre parabolique qu’il est possible de discrétiser en position et en direction à l’aide de la
méthode de Galerkin.

Une autre possibilité de régularisation est d’introduire, lors de l’application de la méthode de Ga-
lerkin, une fausse diffusion [128, 213], ou bien d’utiliser une formulation du second ordre, plus stable
numériquement [262].

Méthode des ordonnées discrètes

Cette méthode a été initialement introduite par Chandrasekhar en 1960 [48] et est depuis devenue
populaire à cause de la simplicité de sa mise en œuvre ainsi que la précision obtenue pour un temps de
calcul relativement faible [81, 233]. Elle permet une discrétisation de l’équation de transfert radiatif selon
la direction en effectuant une quadrature de Gauss-Legendre. L’équation de transfert radiatif peut alors
se réécrire sous forme discrétisée, pour toute direction ϑ et pour des poids wm associés au directions
discrétisées ϑm :

ϑ·∇Lν(s, ϑ) = − (κν + σν)Lν(s, ϑ) + κνL
0
ν(T (s)) + σν

4π
∑
k

pν(ϑk, ϑ)Lν(s, ϑk)wk (4.196)

Chandrasekhar [48] effectuait initialement la résolution spatiale de l’équation à l’aide de différences
finies. Depuis, d’autres méthodes ont été utilisées, notamment les volumes finis qui permettent, dans le
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cas d’un couplage avec l’équation de la chaleur par exemple, de ne pas avoir à effectuer d’interpolations
entre les deux maillages [233].

La méthode des ordonnées discrètes présente cependant plusieurs défauts [47] : les valeurs de lumi-
nance obtenues peuvent être incohérentes vis à vis des résultats attendus à cause des effets de diffusion
numérique, en particulier pour des rayons ayant des directions obliques par rapport au maillage spatial.
Un autre problème important est l’effet de rayon qui est dû à la discrétisation angulaire : au lieu de se
propager comme ils le feraient physiquement de façon continue selon la direction, ils se déplacent selon
un nombre fini de directions. Ainsi, si une petite partie d’une surface chaude rayonne sur une surface
parallèle éloignée froide, cette dernière ne recevra un rayonnement qu’au niveau des points situés dans le
prolongement des directions issues de la partie chaude de la première surface.

Méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis consiste en l’intégration d’une équation différentielle sur un volume de
contrôle permettant, comme pour la méthode des ordonnées discrètes, d’obtenir un système d’équations.
Cependant, contrairement à la méthode des ordonnées discrètes, les intégrales directionnelles sont cal-
culées, non pas à partir d’une quadrature, mais par intégration sur un angle de contrôle. L’équation de
transfert radiatif est également intégrée sur un angle de contrôle.

Comme pour la méthode des ordonnées discrètes, il est nécessaire de suivre un ordre de parcours pour
la résolution du problème lié à la direction de propagation du rayonnement.

Cette méthode a été introduite pour l’équation de transfert radiatif par Raithby et Chui en 1990
[196] afin de résoudre cette équation sur des maillages similaires à ceux utilisés pour résoudre d’autres
équations différentielles. Cette méthode présente aussi l’avantage, tout comme la méthode des ordonnées
discrètes, de pouvoir être utilisée sur des maillages non structurés.

Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo a été développée dans un premier temps afin d’analyser le comportement
des premières armes nucléaires en suivant le parcours de neutrons, les méthodes d’analyse disponibles à
l’époque n’étant pas suffisantes pour obtenir une estimation précise du comportement de ces armes [113].

La méthode de Monte-Carlo tire son nom de la ville, réputée pour ses jeux de hasard. En effet, cette
méthode consiste à suivre des photons émis aléatoirement dans des directions aléatoires. L’évolution de
ces photons dans le milieu étudié dépend alors des phénomènes de diffusion et d’absorption se produisant
à l’intérieur de celui-ci.

Le principal avantage de cette méthode est de pouvoir prendre en compte tous les effets du transfert
radiatif sans approximation. Cependant, pour obtenir une bonne précision, il faut émettre un grand
nombre de photons, ce qui peut rendre cette méthode très coûteuse en temps de calcul.

Méthode des harmoniques sphériques

La méthode des harmoniques sphériques consiste en une décomposition de la luminance sous la forme
d’une somme d’harmoniques sphériques, fonctions liées aux polynômes de Legendre. En utilisant l’or-
thogonalité de ces polynômes, il est alors possible d’obtenir à partir de l’équation de transfert radiatif
un système d’équations différentielles n’ayant plus de dépendance directionnelle, et relativement simples
à résoudre [170]. Il est possible d’utiliser différents ordres pour les polynômes de Legendre, suivant la
précision qu’on souhaite obtenir. Pour cette méthode, les approximations les plus utilisées sont celles
d’ordre 1 et 3, aussi appelées P1 et P3. Plus généralement, pour une approximation à l’ordre N avec la
méthode des harmoniques sphériques, N étant impair, on parle de méthode PN .

Cette méthode a comme principal désavantage de ne pas être très précise pour des milieux fortement
anisotropiques, et la précision augmente peu pour des approximations d’ordre supérieur, alors que la
complexité mathématique augmente rapidement.

Méthode des tracés de rayons

Cette méthode est similaire à celle de Monte-Carlo dans la mesure où des rayons lumineux sont suivis
pendant leur parcours. Il n’y a cependant aucune intervention de l’aléatoire dans cette méthode.

98



La méthode des tracés de rayons a été introduite par Lockwood et Shah en 1981 [76] pour des calculs
de rayonnement en chambre de combustion. Elle consiste à suivre des rayons lumineux émis par une
surface jusqu’à ce qu’ils atteignent une autre surface du domaine. La luminance du rayon au cours de
son trajet dans le domaine peut alors s’obtenir à partir d’une résolution unidimensionnelle de l’équation
de transfert radiatif. Les pertes par absorption ou diffusion sont alors réparties sur chaque élément du
maillage traversé par le rayon.

Cette méthode apparaît simple mathématiquement et applicable sur des géométries complexes, mais
la mise en œuvre pour des maillages non structurés peut demander des temps de calculs importants.

La mise en pratique de cette méthode est expliquée dans l’article de Lockwood et Shah [76] ou celui
de Farhat et Radhouani [80].

Méthode des différences finies

La méthode des différences finies appliquée à l’équation de transfert radiatif permet de discrétiser
celle-ci en 2D ou 3D [221]. Le schéma numérique obtenu est stable, quelle que soit l’épaisseur du domaine
étudié, et permet d’obtenir une luminance positive, ce qui correspond à la physique. Cette méthode
présente cependant plusieurs désavantages, notamment des problèmes de précision en présence de forts
gradients ainsi qu’une convergence lente pour un albédo élevé [221, 200].

Méthodes à deux flux

Nous présentons dans ce paragraphe deux méthodes permettant de résoudre le problème des transferts
radiatifs utilisant l’approximation des deux flux. Cette approximation vise à considérer un problème
unidimensionnel, avec deux directions d’étude : vers l’amont et vers l’aval de la direction spatiale. Il est
à noter que ces méthodes ont été développées pour l’étude de la structure stellaire au début du XXème

siècle, donc avant l’étude détaillée de l’équation de transfert radiatif. Ces approximations ont ainsi été
développées pour des couches de l’atmosphère dont le comportement était supposé pouvoir être décrit de
manière unidimensionnelle [215].

Méthode de Milne-Eddington Cette méthode correspond à l’application de la méthode des harmo-
niques sphériques en considérant les équations pour les moments d’ordres 0 et 1 [114].

L’équation de transfert radiatif est, pour la première équation, multipliée par (cos θ)0, et pour la
deuxième, par (cos θ)1 avant d’être intégrée sur la sphère unité.

L’hypothèse de luminance isotrope permet d’obtenir deux équations appelées équations de Milne-
Eddington.

Méthode de Schuster-Schwarzschild Comme pour la méthode de Milne-Eddington, la luminance
est supposée isotrope sur chacun des deux hémisphères. Cependant, cette hypothèse intervient avant
l’intégration sur la sphère unité.

Le point de départ est, là aussi, l’équation de transfert radiatif, considérée pour les deux directions
d’étude, qui représentent alors chacun des hémisphères. L’intégration des deux équations permet d’obtenir
un système semblable à celui obtenu avec la méthode de Milne-Eddington [114].

Cette méthode correspond à la méthode des ordonnées discrètes avec deux directions.

4.3.4 Application de la méthode des éléments finis à l’équation de transfert
radiatif

L’objectif de cette partie est de présenter un schéma de résolution numérique de l’équation de trans-
fert radiatif (4.166). Pour cela, le champ de luminance est discrétisé en direction et en espace. Deux
discrétisations sont donc nécessaires à la résolution numérique de l’équation de transfert radiatif.

Nous présentons dans cette section chacune de ces deux discrétisations. La méthode des éléments
finis est utilisée ici pour la discrétisation spatiale, la discrétisation angulaire étant réalisée à l’aide de la
méthode des ordonnées discrètes.

Il est néanmoins possible d’effectuer la discrétisation angulaire avec des éléments finis [131]. Les
résultats obtenus avec les deux méthodes sont bons dans le cas où la luminance est une fonction n’ayant
pas de variations trop importantes en angle. La méthode des éléments finis appliquée pour la dépendance
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angulaire n’apporte de meilleurs résultats que dans le cas de l’étude d’un rayon dans un milieu optiquement
épais [131].

L’équation de transfert radiatif étant hyperbolique à cause du terme de transport ϑ·∇Lν , sa réso-
lution numérique avec la méthode des éléments finis présente le risque de produire des oscillations non
physiques [128, 200, 164], comme cela a déjà été vu dans le paragraphe 4.2.2. C’est en particulier le cas
lorsque la solution exacte du problème présente des discontinuités, pour des rayons lumineux orientés par
exemple avec des ombres : des divergences de la solution numérique peuvent se produire au niveau des
frontières des zones ombragées.

Nous rappelons la forme générale de l’équation de transfert radiatif et de l’équation d’advection
diffusion :

ϑ·∇Lν(s, ϑ) = − (κν + σν)Lν(s, ϑ) + κνL
0
ν(T (s))

+σν
4π

∫
S2
pν(ϑ̃, ϑ)Lν(s, ϑ̃)dϑ̃ , ∀(s, ϑ) ∈ Ω× S2 (4.197)

Lν(s, ϑ) = gext(s, ϑ) + gint(Lν , s, ϑ) , ∀(s, ϑ) ∈ Γ− (4.198)

Avec W = {u ∈ L2(Ω × S2)/∀ϑ ∈ S2, ϑ·∇u ∈ L2(Ω × S2)}, κν , σν ∈ L∞(Ω,R+) et pν ∈ C∞(S2 ×
S2,R+).

∂T

∂t
+ ~u·∇T + aT −∇· [D∇T ] = f + aT0 (4.199)

L’équation de transfert radiatif a la même structure que l’équation d’advection-diffusion du paragraphe
4.2.2 :

— le terme de capacité ∂T
∂t

de l’équation d’advection-diffusion est ici nul mais, dans la formulation

générale de l’ETR (4.165), un terme fait intervenir une dérivée temporelle : 1
c

∂Lν
∂t

. Pour rappel,
les distances en jeu ici sont de l’ordre du mètre, le régime stationnaire pour les transferts radiatifs
est donc atteint en une durée négligeable par rapport aux transferts thermiques par conduction.
Ce terme est donc négligé dans l’ETR.

— le terme de réaction en aT pour l’équation d’advection diffusion devient κνLν pour l’ETR.
— le terme de transport ~u·∇T devient, pour l’ETR ϑ·∇Lν . La « vitesse » d’advection pour l’ETR

est donc unitaire.
— le terme source aT0 provenant des apports de la phase solide dans l’équation d’advection-diffusion

devient κνL0
ν pour l’ETR.

— le terme de diffusion ∇· (D∇T ) de l’équation d’advection-diffusion devient :

σν

(
−Lν + 1

4π
∫

4π pνLνdϑ̃
)
.

La principale différence entre ces deux problèmes réside dans leurs dimensions : l’équation d’advection-
diffusion est formulée sur l’espace Ω, c’est-à-dire en 3D, alors que l’équation de transfert radiatif est
formulée sur Ω× S2, en 5D.

Il faut cependant noter que la discrétisation directionnelle de l’équation de transfert radiatif permet
d’obtenir, pour chaque direction du maillage directionnel, une équation sur R3. Le terme de diffusion avec
le paramètre σν devient alors un terme de réaction, et il n’y a plus de diffusion, au sens des équations
différentielles, dans l’équation de transfert radiatif discrétisée en direction. Cette absence de diffusion
aggrave le risque d’instabilité numérique en l’absence de stabilisation. Comme pour l’équation d’advection-
diffusion, il est donc nécessaire, pour éviter des oscillations non physiques, de modifier la formulation de
Galerkin. Pour cela, nous utilisons de nouveau la formulation de Petrov-Galerkin, permettant d’introduire
de la diffusion numérique.

Les deux discrétisations sont maintenant présentées. Le domaine S2 × Ω étudié est muni de deux
maillages : en direction et en espace. L’équation de transfert radiatif est d’abord discrétisée en direction
afin d’obtenir un système d’équations différentielles semi-discret. Ce système est ensuite discrétisé en
espace.

Discrétisation angulaire - Application de la méthode des ordonnées discrètes
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Introduction La discrétisation directionnelle est effectuée à l’aide de la méthode des ordonnées dis-
crètes. Cette méthode consiste en une approximation des termes intégraux sur la sphère unitaire à l’aide
d’une quadrature angulaire : ∫

S2
u(ϑ)dϑ ≈

NS∑
i=1

wiu(ϑi) (4.200)

Où les wi sont les poids associés aux directions ϑi. Ces poids vérifient :
∑NS
i=1 wi = 4π.

Différentes méthodes de discrétisation angulaire existent dans la littérature, comme la discrétisation
angulaire à pas constant, les quadratures angulaires SN et TN ou une discrétisation basée sur des polyèdres
réguliers.

Dans tous les cas, le but est de réécrire les équations (4.197) et (4.198) pour toutes les directions ϑk
du maillage angulaire. On note Θ l’ensemble de ces directions.

L’opérateur de diffusion Sσ,ν se discrétise alors en :

Sσ,νu(s, ϑ) ≈ σνu(s, ϑ)− σν
4π

NS∑
l=1

wlpν(ϑl, ϑ)u(s, ϑl) (4.201)

En considérant les directions du maillage directionnel, les équations (4.197) et (4.198) permettent
d’obtenir, dans le cas général, un système couplé à NS équations :

ϑk ·∇Lν(s, ϑk) = − (κν + σν)Lν(s, ϑk) + κνL
0
ν(T (s))

+σν
4π

NS∑
l=1

wlpν(ϑl, ϑk)Lν(s, ϑl) , ∀(s, ϑk) ∈ Ω×Θ (4.202)

Lν(s, ϑk) = gext(s, ϑk) + gint(Lν , s, ϑk) , ∀(s, ϑk) ∈ Γ− (4.203)

En l’absence de diffusion, le couplage entre ces NS équations disparaît et elles peuvent être résolues
indépendamment les unes des autres.

Pour symétriser le système (4.202) et (4.203), un facteur wk est appliqué à chacune des équations, ce
qui revient à appliquer la méthode de Galerkin avec des fonctions d’interpolations constantes sur chaque
élément :

wkϑk ·∇Lν(s, ϑk) = −wk (κν + σν)Lν(s, ϑk) + wkκνL
0
ν(T (s))

+σν
4π

NS∑
l=1

wlwkpν(ϑl, ϑk)Lν(s, ϑl) , ∀(s, ϑk) ∈ Ω×Θ (4.204)

wkLν(s, ϑk) = wkgext(s, ϑk) + wkgint(Lν , s, ϑk) , ∀(s, ϑk) ∈ Γ− (4.205)

Les équations (4.204) et (4.205) sont alors valables quelle que soit la position s choisie. La méthode
des ordonnées discrètes est aussi appliquée au terme de réflexion diffuse gint :

gint(Lν , s, ϑk) ≈ ρν
π

NS∑
l=1

wlLν(s, ϑl) max (~n·ϑk, 0) (4.206)

Les coefficients wk peuvent être obtenus par plusieurs méthodes, aussi appelées quadratures.

Quadrature angulaire à pas constant Cette discrétisation se base sur des éléments rectangulaires
dans la sphère unité. La direction ϑ qui s’écrit dans un repère cartésien donné sous la forme ϑ = µ~ex +
η~ey + ζ~ez, peut être caractérisée par un angle polaire ϕ (tel que 0 > ϕ < π) et un angle azimutal θ
(tel que 0 < θ < 2π). Les angles de ces coordonnées sphériques sont représentés sur la figure 4.15. Cette
décomposition correspond à l’utilisation de longitudes et de latitudes.

On a alors :
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~ez

~ex

~ey

θ

ϕ

Figure 4.15 – Coordonnées sphériques

 µ = sinϕ cos θ
η = sinϕ sin θ
ζ = cosϕ

(4.207)

On note ϕm le mème nœud du maillage utilisé pour l’angle polaire, Nϕ le nombre de ces nœuds, θn le
nème nœud du maillage pour l’angle azimutal et Nθ le nombre de ces nœuds. On a alors :{

0 = ϕ1 < ϕ2 < ... < ϕNϕ = π
0 = θ1 < θ2 < ... < θNθ+1 = 2π (4.208)

Remarque
θ1 et θNθ+1 représentent le même angle : le N ème

θ élément pour l’angle azimutal est situé entre θNθ et
θ1.

La sphère unité est découpée en Nϕ ×Nθ éléments. On note :

∆S2
mn = {ϑ = µ(ϕ, θ)~ex + η(ϕ, θ)~ey + ζ(ϕ, θ)~ez / ϕm ≤ ϕ < ϕm+1 et θn ≤ θ < θn+1} (4.209)

La direction ϑmn associée à l’élément ∆S2
mn a des angles polaires ϕ et azimutaux θ qui vérifient : ϕ = ϕm+ϕm+1

2

θ = θn+θn+1
2

(4.210)

La direction ϑmn correspondant à ϕm ≤ ϕ ≤ ϕm+1 et θn ≤ θ ≤ θn+1 est représentée sur la figure
4.16.

Le poids ωmn associé à la direction ϑmn est la surface de l’élément angulaire ∆S2
mn projeté sur la

sphère unité.
On a :

ωmn =
∫

∆S2
mn

sinϕdθdϕ

=
∫ θn+1

θn

dθ
∫ ϕm+1

ϕm

sinϕdϕ

= (θn+1 − θn) (cosϕm − cosϕm+1) (4.211)

Si cette quadrature est facile à réaliser, elle présente cependant l’inconvénient d’introduire un axe de
symétrie dans les directions des pôles, alors que cet axe n’a aucune existence physique. Cela provient du
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θn

θn+1

ϕm

ϕm+1

∆S2
mn

ϑmn

Figure 4.16 – Exemple d’élément obtenu avec la discrétisation angulaire à pas constant

(a) Décomposition de l’octaèdre en éléments triangu-
laires

ϑk

∆S2
k

(b) Maillage directionnel sur un octant

Figure 4.17 – Directions avec la quadrature T4

fait que les éléments directionnels situés près des pôles dégénèrent de plus en plus lorsque le raffinement
du maillage s’accroît [131]. Il est préférable d’utiliser une quadrature angulaire dont les directions sont
réparties de façon régulière sur la sphère unité avec des angles solides associés approximativement de
même taille [164].

Pour éviter d’introduire de fausses symétries ou de fausses directions de propagation, il est possible
d’utiliser des quadratures telles que les directions forment un groupe fermé par rotation de 90° autour
des axes de coordonnées cartésiennes ou par réflexion sur ces axes [232].

Quadrature TN La quadrature TN permet d’établir une discrétisation directionnelle à partir d’un
octaèdre régulier inscrit dans la sphère unité et dont les sommet sont placés sur les axes des coordonnées
cartésiennes. Les arêtes sont décomposées en N segments de longueurs égales, permettant l’introduction
de N − 1 nœuds sur chaque arête. Sur chaque face de l’octaèdre, les nœuds sont reliés en traçant des
lignes parallèles aux arêtes, comme cela est représenté sur la figure 4.17a. Les directions sont alors définies
comme passant par le centre de chaque triangle ainsi défini. Le poids associé est l’angle solide issu de la
projection du triangle sur la sphère unité, comme cela est représenté sur la figure 4.17b [17].
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ϑk

µ1

µ2

µ2

µ2

Figure 4.18 – Directions avec la quadrature S4

Quadrature SN La quadrature SN s’appuie sur des niveaux µi tracés sur un octant, i ∈ [|1, N/2|] avec
N un entier pair. Un niveau est l’intersection entre la sphère unité et un plan situé à une coordonnée
cartésienne µi. Les directions sont alors définies comme les intersections entre les niveaux (cf figure 4.18).
L’ensemble des directions se déduit par des rotations de 90° autour des axes.

Chaque direction a alors des coordonnées qui s’écrivent sous la forme [143] :

(µi, µj , µN/2+2−i−j) (4.212)

Avec i ∈ [|1, N/2|] et j ∈ [|1, N/2− i+ 1|].
Pour que les directions appartiennent à la sphère unité, on a nécessairement [143] :

µ2
i = µ2

1 + (i− 1)∆ (4.213)

Avec ∆ = 21− 3µ2
1

N − 2 .
Il existe plusieurs types de quadratures SN selon la condition qu’on rajoute pour fixer µ1. Il est par

exemple possible d’utiliser des quadratures qui vont vérifier une condition en moment du type :

∫ 1

0
µidµ =

N/2∑
j=1

ωjµ
i
j (4.214)

Où ωj est la somme des poids associés aux directions du niveau j.
Ces conditions en moments peuvent par exemple s’appliquer sur les moments de 0 à N/2 ou sur les

moments pairs de 0 à N . Ces exemples présentent cependant l’inconvénient d’être limités respectivement
à N = 22 et N = 10, des poids négatifs apparaissant au-delà de ces valeurs.

Les valeurs des niveaux µi et des poids wj peuvent être obtenues avec [143] ou [170].

Quadratures basées sur les solides de Platon Les solides de Platon sont des polyèdres réguliers. Il
est ainsi possible, en se basant sur les centres de leurs faces ou sur leurs sommets d’obtenir une quadrature
où tous les éléments ont le même poids et où les directions sont réparties uniformément sur la sphère
unité.

Nous présentons ici les quadratures basées sur des octaèdres et des icosaèdres réguliers.

Icosaèdre Cette quadrature se base sur un icosaèdre (polyèdre régulier ayant 20 faces faites de
triangles équilatéraux). Les directions sont les centres de chaque face projetés sur la sphère unité, et le
poids est l’angle solide issu de la projection de la face sur la sphère unité. Chaque direction a donc le
même poids.
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(a) Icosaèdre (20 faces) (b) Icosaèdre raffiné (80 faces)

Figure 4.19 – Quadrature utilisant des icosaèdres

Cette méthode de quadrature permet d’assurer une répartition régulière des directions sur la sphère
unité, de ne pas avoir à utiliser des conditions de symétrie qui seraient alors redondantes, et d’éviter des
artéfacts au niveau des pôles [200, 131].

Un raffinement peut être apporté à ce maillage en décomposant chacune des faces de l’icosaèdre en
quatre triangles équilatéraux, cela étant obtenu en joignant les milieux de chaque côté du triangle initial.
Il est alors possible d’avoir 20 (icosaèdre initial, figure 4.19a), 80 directions (figure 4.19b) ou davantage.

Les coordonnées des nœuds Ni de l’icosaèdre s’écrivent sous la forme :

Ni =



(
± ϕ√

1 + ϕ2
,± 1√

1 + ϕ2
, 0
)

(
± 1√

1 + ϕ2
, 0,± ϕ√

1 + ϕ2

)
(

0,± ϕ√
1 + ϕ2

,± 1√
1 + ϕ2

) (4.215)

Avec ϕ = 1+
√

5
2 le nombre d’or.

Les directions sont obtenue en déterminant les centres de chacun des éléments.
Une autre possibilité est de s’appuyer uniquement sur les 12 sommets de l’icosaèdre. Les directions

normalisées correspondant à ces sommets sont alors les directions associées aux éléments du polyèdre
dual de l’icosaèdre : le dodécaèdre (polyèdre à 12 faces).

Octaèdre Comme l’icosaèdre, l’octaèdre est constitué de faces triangulaires. Le solide initial est
constitué de 6 sommets, 8 faces et 12 arêtes.

Les coordonnées des nœuds Ni de l’octaèdre s’écrivent sous la forme :

Ni =


(±1, 0, 0)
(0,±1, 0)
(0, 0,±1)

(4.216)

Discrétisation spatiale - Application de la méthode des éléments finis

L’objectif de cette partie est de discrétiser les équations (4.204) et (4.205) en espace. Pour cela, nous
utilisons la méthode des éléments finis avec la méthode de Petrov-Galerkin.

Formulation faible Nous reprenons dans cette partie les notations introduites dans le paragraphe
4.2.2.
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(a) Octaèdre (8 faces) (b) Octaèdre raffiné (32 faces)

Figure 4.20 – Quadrature utilisant des Octaèdres

Le système semi-discret (4.204) peut s’écrire sous la forme faible, pour toute fonction ϕ ∈WΩ et tout
k ∈ [|1, NS |] :

〈wkϑk ·∇Lν( · , ϑk)|ϕ〉WΩ = −〈wk (κν + σν)Lν( · , ϑk) + wkκνL
0
ν(T )|ϕ〉WΩ

+〈σν4π

NS∑
l=1

wlwkpν(ϑl, ϑk)Lν( · , ϑl)|ϕ〉WΩ (4.217)

Soit (ϕi) une base du sous espace de WΩ constitué des fonctions polynomiales par éléments, et
NΩ la dimension de ce sous-espace. La luminance pour chaque direction ϑk peut s’écrire sous la forme
Lν( · , ϑk) =

∑NΩ
j=1 ϕ

jLν(sj , ϑk). Nous notons de plus Ljν,k = Lν(sj , ϑk). L’application de la méthode de
Petrov-Galerkin permet d’obtenir le système suivant, pour tout i ∈ [|1, NΩ|] :

NΩ∑
j=1
〈wkϑk ·∇ϕjLjν,k|ϕ

i + δϑk ·∇ϕj〉WΩ

= −
NΩ∑
j=1
〈wk (κν + σν)ϕjLjν,k + wkκνL

0
ν(T j)|ϕi + δϑk ·∇ϕi〉WΩ

+
NΩ∑
j=1
〈σν4π

NS∑
l=1

wlwkpν(ϑl, ϑk)Ljν,l|ϕ
i + δϑk ·∇ϕi〉WΩ (4.218)

Le système (4.218) conduit à un système matriciel pouvant s’écrire sous la forme (voir annexe B.1) :

(Th +Mh(κν) + Sh(σν)−Rh(ρν))Lν = Mh(κν)Bν +QhG (4.219)

Où :
— ThLν représente le transport d’énergie radiative.
— Mh(κν)Lν représente les pertes par absorption.
— Sh(σν)Lν représente les pertes par diffusion ((pertes de la direction ϑk vers les autres directions)-

(gains provenant des autres directions)).
— Rh(ρν)Lν représente le rayonnement provenant de l’intérieur du domaine et réfléchi par les bords.
— Mh(κν)Bν représente les gains par émission.
— QhG représente les gains radiatifs provenant de l’extérieur du domaine (rayonnement solaire,

apports du ciel)
Le vecteur des inconnues Lν s’écrit sous la forme :

Lν =
[
Lj=1
ν,k=1 L2

ν,1 · · · LNΩ
ν,1 L1

ν,2 · · · LNΩ
ν,NS

]T
(4.220)
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Choix du paramètre δ Le choix du paramètre de diffusion δ a déjà été discuté dans le cas de l’équation
d’advection diffusion dans le paragraphe 4.2.2. Nous présentons dans ce paragraphe quelques expressions
définies de façon spécifique pour les transferts radiatifs.

Les expressions du paragraphe 4.2.2 font intervenir le coefficient h

2‖~u‖ , où ~u est la vitesse de l’écou-

lement. Ici, avec ‖ϑ‖ = 1, nous pouvons prévoir que δ = O(h).
Afin d’étudier plus en détail les effets de l’introduction de cette méthode sur les résultats numériques,

nous introduisons quelques notations :
— Wk le sous-espace de WΩ constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à k sur

Ω, k ∈ N
— Hm l’espace de Sobolev d’ordre m, m ∈ N, muni de la norme usuelle ‖· ‖Hm
— Lhν,ϑ la solution numérique à l’équation de transfert radiatif, pour la direction ϑ, Lhν,ϑ ∈Wk

— |u| =
(∫

∂Ω
u2|~n·ϑ|dσ

)1/2

Pour le cas spécifique de l’équation de transfert radiatif, lorsque la diffusion est faible devant la taille
des éléments du maillage, quelques expressions plus adaptées peuvent être trouvées dans la littérature
pour δ.

[130] montre que la forme bilinéaire 〈Aσ,νLν |ϕ+ δ·∇ϕ〉WΩ + 〈BνLν |ϕ〉W0,ϑ est bornée et coercitive
vis-à-vis de la norme ‖· ‖W si :

δ ≤ min
(

1
κν
,

1
σν

)
(4.221)

Avec ‖· ‖W la norme définie par :

‖u‖W =
√
‖
√
δϑ·∇u‖2 + |u|2 + ‖

√
κu‖2 + ‖

√
σΠu‖2 (4.222)

Π est la projection orthogonale sur le complémentaire du noyau de Sσ,ν .
Certains auteurs utilisant la streamline diffusion donnent quelques indications sur les choix possibles

du paramètre δ. Dans le cas général des équations de convection-diffusion −∇· [ε∇u]+ϑ·∇u+σu = f ,
[263] propose d’utiliser δ = O(h) lorsque le coefficient de diffusion ε vérifie ε � h. Toujours dans le cas
de l’équation de convection-diffusion, Johnson [126, 128] propose d’utiliser δ = h− ε.

Des expressions plus adaptées au cas de l’équation de transfert radiatif étudiée dans cette partie
peuvent être trouvées dans la littérature pour quantifier le paramètre δ.

Le paramètre δ peut être pris de façon proportionnelle à la taille du maillage. Becker [18] propose
l’approximation :

δ ∼ hK min
(

1
κν
,

1
σν

)
(4.223)

Avec hK le diamètre de l’élément K.
Long [156] propose l’expression suivante pour la valeur de δ sur un élément K du maillage :

δK = ChK
1 + hk (κν + σν) (4.224)

Avec C une constante comprise entre 0.3 et 0.6. Dans le cadre de cet article, portant sur des applica-
tions biomédicales de la tomographie optique, pour des dimensions de l’ordre du mm ou du cm, et des
coefficients κν = 0.02 mm-1 et σ = 5 mm-1, l’auteur précise que la valeur de la constante C n’influe pas
sur les résultats obtenus pour des maillages suffisamment fins. Cette expression vérifie de plus l’inégalité
(4.221).

Tarvainen [226] propose de prendre en compte l’éloignement à la source r avec l’expression suivante :

δK = min
(

1
2 (σν + κν) ,

5
r (σν + κν)

)
(4.225)

Kanschat [131] propose aussi d’utiliser :

δK ≈
{

0.3hK pour κν + σν < 1
0 pour κν + σν � 1 (4.226)
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L’utilisation de cette expression permet de vérifier la condition (4.221) dès lors que les mailles sont
suffisamment petites. Cette expression est également utilisée par [146].

Le même auteur suggère aussi l’expression suivante [130] :

δK = ChK
hK

hK + κν + σν
(4.227)

La remarque peut cependant être faite que hK a la dimension d’une longueur et κν et σν ont les
dimensions d’inverses de longueurs. La formulation (4.227), si elle vérifie bien la relation (4.221) pour hK
suffisamment petit, n’est donc pas correcte du point de vue dimensionnel.

Ces expressions semblent être obtenues de façon empirique, sans que les études ayant mené à ces
formulations ne soient mentionnées. La seule contrainte existant sur δ est le respect de la condition
(4.221).

Le lien peut être fait avec la formulation initiale de la méthode de Petrov-Galerkin, pour des phéno-
mènes de transport avec peu de diffusion, comme cela a déjà été étudié dans le paragraphe 4.2.2. [204] se
base ainsi sur des expressions données par [39] en 1982 lorsqu’il présente la méthode de Petrov-Galerkin
pour des écoulements de fluide.

En 2D, [204] propose d’utiliser δ = ξuξhξ + ηuηhη
2 avec :

ξ = coth (αξ)−
1
αξ

, η = coth (αη)− 1
αη

(4.228)

αξ = uξhxi
2D , αη = uηhη

2D (4.229)

Où D représente un terme de diffusivité.

4.4 Mise en place sur un cas test
Nous présentons dans cette partie un cas test de la littérature afin de valider notre approche basée

sur les éléments finis pour la résolution du problème des transferts radiatifs.
Nous considérons ici le rayonnement entre deux plaques planes parallèles dont les températures sont

supposées connues et constantes. Le problème est alors résolu en régime permanent. Il s’agit du cas dont la
solution analytique en luminance a été présentée dans le paragraphe 4.3.3. La connaissance de la luminance
peut alors permettre de connaître le champ de température à l’intérieur du milieu semi-transparent, en
l’absence de diffusion thermique. En effet, à l’équilibre, les pertes et gains radiatifs s’équilibrent et le
terme source radiatif devient nul.

La résolution de l’équation de transfert radiatif avec la méthode des éléments finis en itérant la
température T par T ← T + δSrad permet d’aboutir, pour un coefficient δ bien choisi, à une solution
numérique au problème.

La température de la plaque 1 est égale à T1 = 500 K. Celle de la plaque 2 vaut T2 = 300 K. La
longueur D est telle que l’épaisseur optique τD = 1.

Le maillage utilisé est constitué de tétraèdres dont l’assemblage permet d’obtenir un maillage structuré
tel que représenté sur la figure 4.21. Pour tenir compte du fait que les plaques soient infinies, des conditions
limites particulières sont utilisées sur les faces latérales : La valeur de la luminance en un nœud sur ces
faces est égale à la valeur au nœud correspondant de la face opposée.

Les résultats obtenus sont présentés sur la table 4.3 et représentés sur les figures 4.22a et 4.22b. Les
valeurs des quatre études de la littératures étant très proches, une moyenne a été considérée pour la
représentation graphique.

Les résultats obtenus avec l’application de la méthode des éléments finis sont très proches de ceux
obtenus à partir de méthodes basées sur l’utilisation d’une solution analytique exacte. Une différence
significative apparaît néanmoins aux extrémités du domaine, en τ = 0 et en τ = 1, mais avec une erreur
relative inférieure à 1 %.

Il n’y a ici pas de problèmes d’instabilités numériques dues à la nature hyperbolique de l’équation
de transfert radiatif. En effet, pour que de telles instabilités numériques apparaissent, il faudrait que
des discontinuités spatiales de la luminance interviennent. Or, en considérant deux plaques infinies, les
problèmes de discontinuités spatiales pour une direction donnée ne se posent pas.
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Figure 4.21 – Température de givrage en fonction de la température de rosée

Table 4.3 – Position des résultats en température pour le cas test avec la méthode des éléments finis

τ cette étude [98] [208] [206] d’après [208] [107]
0 469.69 471.03 471.29 471.21 471.31
0.1 462.58 463.29 462.79 462.82 462.83
0.2 455.54 456.01 455.54 455.56 455.57
0.3 448.41 447.76 448.38 448.39 448.39
0.4 441.09 441.73 441.05 441.06 441.07
0.5 433.45 433.75 433.43 433.45 433.45
0.6 425.40 424.67 425.39 425.41 425.42
0.7 416.77 417.57 416.76 416.78 416.79
0.8 407.37 406.70 407.30 407.32 407.33
0.9 396.89 395.75 396.50 396.49 396.50
1.0 385.13 382.36 381.80 382.04 382.83

4.4.1 Synthèse
Cette partie a permis d’introduire les transferts radiatifs. Après une description de ce phénomène,

une mise en équation à été effectuée en s’appuyant sur la notion de luminance énergétique.
Une description des méthodes utilisées pour résoudre ce problème a été présentée avec une focalisation

sur la méthode des éléments finis. Celle-ci, utilisée pour la discrétisation en espace, a été associée à la
méthode des ordonnées discrètes pour la discrétisation directionnelle. Comme pour les transferts radiatifs,
la stabilisation de Petrov-Galerkin a été mise en œuvre et un système discrétisé à la fois en direction et
en espace a été obtenu.

La résolution d’un cas test de façon numérique suite à l’implémentation de la méthode des éléments
finis a finalement permis de valider cette approche.

4.5 Choix de la méthode de discrétisation spatiale
Les études bibliographiques menées pour chacun des trois phénomènes physiques mettent en évidence

la possibilité d’utiliser deux méthodes pour la discrétisation spatiale : les éléments finis et les volumes
finis. Ces méthodes permettent notamment d’utiliser un maillage quelconque et donc de considérer le
même maillage pour les trois problèmes. Il n’est alors pas nécessaire de réaliser des interpolations entre
des grandeurs définies pour l’un ou l’autre de ces phénomènes.

L’approximation d’une fonction par décomposition sur une base a été introduite pas Ritz en 1908
[201] et Galerkin en 1915 [85] puis la méthode des éléments finis actuelle a été présentée en 1955 par
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Figure 4.22 – Comparaison entre les températures obtenues avec la méthode des éléments finis et la
moyenne de quatre études (gauche) et erreur relative (droite)

Argyris [7].
Les éléments finis sont largement documentés pour l’utilisation en diffusion thermique et pour les

problèmes elliptiques et paraboliques [90, 225, 264] mais nécessitent une stabilisation pour les problèmes
hyperboliques comme cela a été montré pour la convection hydraulique et les transferts radiatifs.

Les volumes finis proviennent du besoin de méthodes numériques plus adaptées à la résolution des
équations de mécanique des fluides. Cette méthode a été introduite en 1971 par McDonald [161] puis
développée à partir des années 1980, d’où des développements théoriques plus récents et moins nombreux.
Comme la méthode des éléments finis, elle permet l’utilisation d’un maillage quelconque mais présente
en plus l’avantage d’être moins coûteuse en ressources de calculs.

Cependant, la méthode des volumes finis est surtout utilisée pour des équations hyperboliques et il
existe assez peu de développements de cette méthode pour des équations paraboliques comme l’équation
de la chaleur. Dans le cadre de cette thèse, la diffusion thermique intervient dans tous les problèmes et
notamment pour l’étude des matériaux à changement de phase. Le choix a donc été fait de privilégier la
méthode des éléments finis malgré le besoin de ressources supplémentaires dû à l’utilisation de la diffusion
numérique.
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Chapitre 5

Modélisation multiphysique des
routes solaires hybride (RoSHy)

Au cours du précédent chapitre, chacun des trois phénomènes physiques intervenant à l’intérieur de
la structure - diffusion thermique, convection hydraulique et transferts radiatifs - a été décrit indépen-
damment des autres, comme cela avait déjà été le cas au cours du chapitre 3 pour chacune des conditions
environnementales susceptibles d’affecter la structure sur un plan thermique.

Connaissant l’évolution des conditions environnementales, et en particulier la température de l’air,
le rayonnement atmosphérique ainsi que le rayonnement solaire en fonction du temps, l’évolution des
échanges énergétiques entre le système et son environnement peut être connue (cf chapitre 3). La connais-
sance du comportement énergétique du système au travers de la diffusion thermique, de la convection
hydraulique et des transferts radiatifs permet alors de déterminer des grandeurs physiques comme la
température ou la luminance énergétique (cf chapitre 4).

L’objectif est maintenant d’associer tous ces phénomènes physiques et en particulier de coupler les
modélisations présentées au cours du chapitre 4 afin d’établir les performances énergétiques de la structure.
Pour cela, une connaissance de la température à l’intérieur de la structure, et notamment de son évolution,
est nécessaire.

Un couplage est ainsi mis en place afin de connaître l’évolution de la température à l’intérieur de
la structure en prenant en compte simultanément les phénomènes qui s’y produisent. La connaissance
de la température et de son évolution pourra permettre, au chapitre suivant, le calcul des performances
énergétiques de la route solaire hybride.

Nous décrivons donc d’abord les schémas spatiaux et temporels de résolution des équations au dérivées
partielles avant de présenter le couplage numérique entre les trois phénomènes, qui repose sur un couplage
fort entre diffusion thermique et convection hydraulique et sur un couplage faible entre diffusion thermique
et transferts radiatifs : l’énergie absorbée par le milieu semi-transparent est traduite dans la diffusion
thermique à l’aide d’un terme source.

5.1 Résolution spatiale
La discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis de chacun des phénomènes physiques

effectuée dans le chapitre 4 a permis d’obtenir des systèmes s’écrivant sous la forme [C]Ẋ + [K]X = F .
Les matrices [C] et [K] ainsi que le vecteur source F sont obtenus à partir de fonctions d’interpolation
linéaires, ce qui permet notamment de simplifier l’obtention de la matrice [K] et en particulier du terme
de diffusion dans le cas du rajout de diffusion numérique avec la méthode de Petrov-Galerkin.

Les expressions de ces matrices pour le cas de fonctions d’interpolations linéaires sont données dans
les annexes B.2 et B.1.

Une précision à l’ordre 1 est ainsi obtenue pour la résolution spatiale.
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5.2 Schéma de résolution temporel
Comme pour la dépendance spatiale ou directionnelle traitée dans le précédent chapitre, nous intro-

duisons dans cette partie une discrétisation temporelle. Le domaine temporel est compris ici entre t = 0
et t = ta l’horizon temporel. Les nœuds de ce maillage sont notés (tn), n ∈ [0, N ] avec t0 = 0 et tN = ta.
Nous notons aussi ∆tn = tn+1 − tn le pas de temps. Lorsque celui-ci est constant, il est noté ∆t et on a
alors tn = n∆t.

Nous travaillons ici sur un système d’équations semi-discrétisé s’écrivant sous la forme :[
C
]
Ṫ +

[
K
]
T = F (5.1)

L’objectif est, connaissant Tn la solution en t = tn, de déterminer la température Tn+1 au pas de
temps suivant. Pour cela, il est nécessaire de discrétiser l’équation (5.1) en temps.

Pour cela, comme pour les discrétisations en espace réalisées précédemment, la formulation faible du
système (5.1) peut être établie, pour toute fonction w ∈ H1([0, ta]) :∫ ta

t=0

([
C
]
Ṫ +

[
K
]
− F

)
wdt = 0 (5.2)

En particulier, sur l’élément [tn, tn+1], on a :∫ tn+1

t=tn

([
C
]
Ṫ +

[
K
]
− F

)
wdt = 0 (5.3)

5.2.1 θ-schéma
En première approximation, on peut considérer que T peut être interpolée au premier ordre entre

t = tn et t = tn+1 :

T (t) = Tn + t− tn
∆t

(
Tn+1 − Tn

)
(5.4)

Cela revient à considérer une dérivée temporelle de la température constante sur l’intervalle [tn, tn+1] :

Ṫ = 1
∆t
(
Tn+1 − Tn

)
(5.5)

On considère une base de fonctions linéaires ϕ sur chaque élément de [0, ta] dans H1([0, ta]). Sur
l’élément [tn, tn+1], les fonctions de base s’écrivent alors ϕ1 = t−tn

∆t et ϕ2 = 1 − ϕ1. On a donc, sur cet
élément temporel :

T = ϕ1Tn+1 + ϕ2Tn (5.6)

En injectant (5.6) dans (5.3) et en développant, on obtient :

1
∆t

∫ tn+1

tn

wdt
(
Tn+1 − Tn

)
+
∫ tn+1

tn

ϕ1wdt
(
KTn+1 − Fn+1)+

(
1−

∫ tn+1

tn

ϕ1wdt
)

(KTn − Fn) = 0

(5.7)

En notant θ =
∫ tn+1
tn

ϕ1wdt∫ tn+1
tn

wdt
, et en considérant une fonction w de norme usuelle non nulle sur [tn, tn+1],

on obtient le schéma de résolution pour le θ-schéma :

(C + θ∆tK)Tn+1 = (C − (1− θ) ∆tK)Tn + ∆t
(
θFn+1 + (1− θ)Fn

)
(5.8)

Le coefficient θ dépend alors de la fonction test choisie w.
En considérant les relations donnant T et Ṫ ((5.4) et (5.5)) à un instant tn + α∆t (θ ∈ [0, 1]) et en

les réinjectant dans la formulation forte (5.1) du problème, le même schéma de résolution temporelle est
obtenu, avec θ = α. Le problème est alors équivalent au choix d’une fonction test w = δ(t + α∆t), avec
δ l’impulsion de Dirac, et le calcul de θ donne θ = α.
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La méthode des éléments finis temporels peut aussi être appliquée. Dans ce cas, l’assemblage des ma-
trices conduit à la résolution d’un système matriciel de la forme

[
A
] [
T
]

=
[
F
]
. Cependant, la précision,

pour une interpolation linéaire n’est que d’ordre 1 alors que la taille du système matriciel à inverser est
N fois plus élevée que pour les méthodes itératives.

Une interpolation bilinéaire peut aussi être mise en place pour obtenir une précision d’ordre 2 avec,
dans ce cas, une base de fonctions sur l’élément considéré constituée de (ϕ1, 1− ϕ1, ϕ1(1− ϕ1). Dans ce
cas, on a :

T = ϕ1Tn+1 + (1− ϕ1)Tn + ϕ1(1− ϕ1)T̃n+1 (5.9)

Avec T̃ une variable interne. La relation (5.7) se réécrit alors :

1
∆t

∫ tn+1

tn

wdt
(
Tn+1 − Tn

)
+
∫ tn+1

tn

ϕ1wdt
(
KTn+1 − Fn+1)+

(
1−

∫ tn+1

tn

ϕ1wdt
)

(KTn − Fn)

+
∫ tn+1

tn

d
dt (ϕ

1(1− ϕ1))wdtMT̃n+1 +
∫ tn+1

tn

ϕ1(1− ϕ1)wdtKT̃n+1 = 0(5.10)

En développant l’équation (5.10) et en notant θ̃ =

∫ tn+1

tn

(ϕ1)2wdt∫ tn+1

tn

wdt
, on a :

(C + θ∆tK)Tn+1+(1−2θ)(CT̃n+1)+(θ−θ̃)(KT̃n+1) = (C − (1− θ) ∆tK)Tn+∆t
(
θFn+1 + (1− θ)Fn

)
(5.11)

Le choix d’une fonction w telle que θ̃ = θ = 0.5 permet d’annuler le terme (1 − 2θ)(CT̃n+1) + (θ −
θ̃)(KT̃n+1) rajouté par rapport au cas d’une interpolation linéaire. On retrouve alors le même système
itératif que pour le θ-schéma mais avec une précision d’ordre 2 : il s’agit de la méthode de Crank-Nicolson,
inconditionnellement stable.

Deux autres valeurs de θ sont privilégiées dans la littérature :
— θ = 0 : il s’agit du schéma d’Euler explicite. La température à t = tn+1 dépend explicitement de

la température à t = tn. Ce schéma est stable sous conditions.
— θ = 1 : schéma d’Euler implicite. Il est inconditionnellement stable.
Le θ-schéma peut s’écrire sous la forme Tn+1 = ATn + F avec A = (C + θ∆tK)−1(C − (1− θ)∆tK)

Pour être stable, il faut que les valeurs propres de la matrice A soient toutes de valeur absolue inférieure
ou égale à 1. En écrivant A sous forme scalaire, on a alors la condition :∣∣∣∣ c̃− (1− θ)∆tk̃

c̃+ θ∆tk̃

∣∣∣∣ ≤ 1 (5.12)

Cette condition est nécessairement vérifiée si θ ≥ 0.5. Le schéma numérique est alors inconditionnel-
lement stable. Dans le cas θ < 0.5, une condition supplémentaire doit être respectée : α∆t ≤ 2

1−2θ avec
α = k̃

c̃ la diffusivité.
Ainsi, dans le cas d’un élément linéique de longueur h, on a c̃ =

∫ h
0 c(x/h)2dx = 1

3ch et k̃ =∫ h
0 k/h2dx = k

h soit α = k̃
c̃ = 3k

ch2 et le pas de temps doit vérifier :

∆t ≤ 2
1− 2θ

ch2

3k (5.13)

5.2.2 Méthode de Runge-Kutta
Cette méthode propose d’utiliser une formulation intégrale pour établir la solution au pas de temps

n+ 1 connaissant la solution au nème pas. Pour cela, nous considérons ici le problème suivant :{
x′(t) = f(t, x(t))
x(t0) = x0 connu

(5.14)
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La solution exacte en t = tn+1 peut s’écrire sous forme intégrale :

x(tn+1) = x(tn) +
∫ tn+1

tn

f(t, x(t))dt (5.15)

L’intégrale peut être approximée à l’aide d’une somme :∫ tn+1

tn

f(t, x(t))dt ≈
q∑
i=1

bif(tn + ci∆t, x(tn + ci∆t)) (5.16)

Où les bi vérifient
∑q
i=1 bi = 1 et ci ∈ [0, 1] pour tout i. Les x(tn + ci∆t) étant inconnus, ils sont

calculés de la façon suivante :

x(tn + ci∆t) = x(tn) +
∫ tn+ci∆t

t=tn
f(t, x(t))dt (5.17)

En utilisant de nouveau une somme, le terme intégral se réécrit :∫ tn+ci∆t

t=tn
f(t, x(t))dt ≈

i−1∑
j=1

aijf(tn + cj∆t, x(tn + cj∆t)) (5.18)

Avec
∑
j aij = ci

Le terme f(tn + cj∆t, x(tn + cj∆t)) est ainsi supposé connu, pour tout j < i. La méthode de Runge-
Kutta est donc une méthode itérative : la première itération, pour c1 = 0, consiste à initialiser l’algorithme
en partant de la connaissance de x(tn). À la deuxième itération, connaissant x(tn + c1∆t) et a21, x(tn +
c2∆t) peut être estimé à partir des relations (5.17) et (5.18). De même, à la ième itération, i ≤ q,
connaissant les x(tn + cj∆t), j < i et les aij , ces deux relations permettent d’obtenir x(tn + ci∆t).

Finalement, connaissant tous les x(tn + ci∆t), i ∈ [|1, q|], l’utilisation de (5.15) et (5.16) permet
d’obtenir x(tn+1). Ce schéma nécessite plus de calculs que le θ-schéma mais la précision peut être accrue
tout en conservant un schéma explicite. Pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4, les coefficients sont
les suivants

c =
[
0 1/2 1/2 1

]
(5.19)

b =
[
1/6 1/3 1/3 1/6

]
(5.20)

a =


0 0 0 0

1/2 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1 0

 (5.21)

Cela signifie que l’intégrale est approchée par la quadrature de Simpson :

x(tn+1) = x(tn) + 1
6

(
f(tn, x(tn)) + 4f(tn + δt

2 , x(tn + δt

2 )) + f(tn + ∆t, x(tn + ∆t))
)

(5.22)

Afin de réduire l’erreur sur l’estimation du terme f(tn + δt
2 , x(tn + δt

2 )), celui-ci est estimé d’une part
par la méthode d’Euler explicite et d’autre part par la méthode d’Euler implicite. Les erreurs de ces deux
méthodes étant de signes opposés et proches, l’erreur en est réduite :

4f(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 )) = 2fe(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 )) + 2fi(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 )) (5.23)

fe(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 )) = f(tn + ∆t
2 , x(tn) + ∆t

2 f(tn, x(tn))) (5.24)

fi(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 )) = f(tn + ∆t
2 , x(tn) + ∆t

2 fe(tn + ∆t
2 , x(tn + ∆t

2 ))) (5.25)
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Cette méthode étant explicite, le choix du pas de temps est conditionné à la taille du maillage h dans
le cas où f n’est pas contractante [67]. Si ce n’est pas le cas, la condition de CFL à imposer s’écrit sous
la forme :

∆t = Ch2p2p− 1 (5.26)

Où C est une constante indépendante du maillage dépendant de la fonction f et p est l’ordre du
schéma. Il est à noter que pour le schéma d’Euler explicite, qui correspond à un schéma de Runge-Kutta
d’ordre 1, on a, d’après le paragraphe 5.2.1, C = 2c

3k dans le cas 1D. Pour les cas 2D et 3D, une expression
plus générale est donnée par [119].

5.2.3 Utilisation des polynômes de Lagrange
Au lieu de considérer des dérivées, il est possible, pour déterminer Tn+1, d’utiliser plusieurs valeurs

de T calculées précédemment : Tn, Tn−1, ... sans faire apparaître explicitement les dérivées.
Au lieu de considérer une base des fonctions polynomiales de degré 1 de H1([tn, tn+1]), une base des

fonctions polynomiales de degré p de H1([tn−p+1, tn+1]) peut être utilisée. En particulier, cette base peut
s’appuyer sur les polynômes de Lagrange `j , j ∈ [| − p+ 1, 1|] :

T (t) =
1∑

j=1−p
`j(t)Tn+j , ∀t ∈ [tn−p+1, tn+1] (5.27)

Avec :

`j(t) =
1∏

k=1−p
k 6=j

t− tn+k

tn+j − tn+k
(5.28)

La forme faible (5.3) se réécrit alors, pour toute fonction w ∈ H1([tn, tn+1]) :

∫ tn+1

tn

 1∑
j=1−p

( ˙̀
jC + `jK

)
Tn+j − `jFn+j

w(t)dt (5.29)

Ainsi, à l’ordre 2, c’est-à-dire en utilisant Tn et Tn−1 pour calculer Tn, on a :

`1 = (t− tn−1)(t− tn)
(tn+1 − tn−1)(tn+1 − tn) (5.30)

`0 = (t− tn−1)(t− tn+1)
(tn − tn−1)(tn − tn+1) (5.31)

`−1 = (t− tn)(t− tn+1)
(tn−1 − tn)(tn−1 − tn+1) (5.32)

les calculs d’intégrales permettent d’obtenir :

(
1

∆t (
1
2 + θ1)C + 1

2(θ1 + θ2)K
)
Tn+1 +

(
−2θ2

∆t C + (1− θ2)
)
Tn

+
(

1
∆t (−

1
2 + θ1)C + 1

2(−θ1 + θ2)K
)
Tn−1

−
(

1
2(θ1 + θ2)Fn+1 + (1− θ2)Fn + 1

2(−θ1 + θ2)Fn−1
)

= 0 (5.33)

Avec :
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θ1 =

∫ tn+1

tn

t− tn
∆t wdt∫ tn+1

tn

wdt
(5.34)

θ1 =

∫ tn+1

tn

(
t− tn

∆t

)2
wdt∫ tn+1

tn

wdt
(5.35)

5.2.4 Utilisation des séries de Taylor
Des méthodes permettent l’intégration temporelle en s’appuyant sur des séries de Taylor. Le terme

Tn+1 s’écrit alors :

Tn+1 = Tn +
∞∑
i=1

∆ti
i! (Tn)(i) (5.36)

En tronquant la série à l’ordre p puis en intégrant de la même manière que pour la formulation faible
(5.3), ou en considérant la formulation forte en t = tn+1 et en écrivant les séries de Taylor pour les
dérivées successives, un schéma d’ordre p peut être obtenu [264]. Cependant, ces méthodes nécessitent la
connaissance à l’instant initial de ces dérivées successives, ce qui n’est pas le cas pour notre problème.

5.2.5 Synthèse

Plusieurs schémas de discrétisation temporelle ont été décrits dans cette section. Étant donné que nous
considérons, en espace, des éléments finis linéaires, et donc une précision d’ordre 1, il n’est pas nécessaire
d’avoir une précision accrue en temps. Dans un but de simplicité algorithmique, nous choisissons pour la
suite d’utiliser un schéma de Crank-Nicolson, inconditionnellement stable, et ayant une précision d’ordre
2.

Il est à noter que ce schéma d’ordre 2 en temps est ici associé à un schéma d’ordre 1 en espace.
Cependant, le choix de ce schéma ne modifie pas la complexité de la résolution numérique par rapport à
un schéma d’ordre 1 comme le schéma d’Euler implicite.

5.3 Mise en place des couplages multiphysiques
Nous présentons maintenant le couplage multiphysique qui a été mis en œuvre afin de déterminer

l’évolution de la température dans la structure de route solaire hybride.
Pour cela, nous supposons que les données extérieures (température de l’air, rayonnement atmosphé-

rique, coefficient d’échange), les propriétés thermiques internes (capacité et conductivité thermique), les
propriétés du milieu poreux (conductivité hydraulique, porosité) et les propriétés optiques (absorption,
diffusion, émissivité) sont connues.

Connaissant tous ces paramètres, les équations de la diffusion thermique (4.20), de la convection
hydraulique (4.95) et des transferts radiatifs (4.219) peuvent être utilisées et permettent de déterminer la
température ou la luminance énergétique. Le couplage entre ces équations, pour obtenir simultanément
ces grandeurs physiques, est maintenant décrit.

5.3.1 Couplage entre la diffusion thermique et la convection hydraulique
Les équations de la diffusion thermique et de la convection hydraulique peuvent être couplées en

émettant l’hypothèse que le champ de température pour la phase solide est continu entre le milieu poreux
et le milieu non poreux. Dans ce cas, la diffusion thermique et la convection hydraulique permettent
d’obtenir un seul système d’équations s’écrivant, après application de la méthode des éléments finis, sous
la forme :
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[[
C̃s + C̃sp

] [
0
][

0
] [

Cfp
]]


 ∂Ts∂t∂Tsp
∂t

[
∂Tfp
∂t

]
+

[[
K̃s + K̃sp + Ãp

] [
−Âp

][
−ÂTp

] [
Kfp +Ap + Up

]][ TsTsp
]

[
Tfp
]


=
[[
F̃s + F̃sp

][
Ffp
] ]

(5.37)

avec s la référence au milieu non poreux solide, sp la phase solide dans le milieu poreux, fp la phase
fluide dans le milieu poreux. Les notations ·̃ et ·̂ correspondent à des adaptations des tailles des
matrices et vecteurs.

5.3.2 Couplage entre la diffusion thermique et les transferts radiatifs
Nous présentons dans ce paragraphe le couplage entre les transferts radiatifs et la diffusion thermique.

Pour cela, nous introduisons d’abord la méthode de Rosseland, bien documentée dans la littérature, puis
décrivons la méthode qui a été mise en place dans le cadre de cette thèse.

Méthode de Rosseland

Cette méthode permet d’imposer un couplage fort entre l’équation de transfert radiatif et l’équation
de la diffusion thermique. Le problème des transferts radiatifs est intégré dans l’équation de la diffusion
thermique sous la forme d’un terme de conduction thermique supplémentaire. La résolution de l’équation
de diffusion thermique ainsi obtenue permet d’obtenir le champ de température à l’intérieur du domaine
sans avoir à déterminer explicitement le champ de luminance dans le milieu.

L’équation permettant le couplage rayonnement/conduction s’obtient à partir de l’équation de la
chaleur :

ρc
∂T

∂t
= ∇· (ke∇T ) (5.38)

Où ke est la conductivité effective, qui vérifie ke = k+kr, avec k la conductivité thermique du matériau
et kr la conductivité équivalente de Rosseland.

On suppose de plus que la luminance dépend seulement d’une direction z et que le milieu étudié est
optiquement épais, c’est-à-dire que les photons ont un libre parcours moyen très inférieur aux dimen-
sions du domaine et donc que les variations locales de luminance énergétique sont très faibles. Sous ces
hypothèses, le flux radiatif ~q peut alors s’écrire sous une forme approchée :

~q =
∫
ν

∫
4π
Lνϑdϑdν (5.39)

= kr
∂T

∂z
(5.40)

Les détails des calculs sont donnés dans l’annexe C. La conductivité équivalente de Rosseland est
donnée par :

kr = 16σT 3

3βr
(5.41)

où βr est le coefficient d’extinction de Rosseland, obtenu par :

1
βr

=
∫ +∞
ν=0

∂L0
ν(T )
∂T

1
βν

dν∫ +∞
ν=0

∂L0
ν(T )
∂T dν

(5.42)

Cette méthode ne peut cependant s’utiliser que pour des milieux optiquement épais, donc pour des
épaisseurs optiques � 1 [114], à cause de l’approximation faite au premier ordre sur les faibles variations
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spatiales de la luminance. Dans le cadre de cette thèse, avec un revêtement semi-transparent d’une
épaisseur de l’ordre du centimètre, les propriétés optiques (coefficients de diffusion et d’absorption) ne
sont pas, a priori, suffisamment élevées pour que le milieu puisse être considéré comme optiquement épais
et cette méthode, aisée à mettre en place, ne pourra pas être utilisée.

Méthode de Runge-Kutta

Le but est ici de coupler deux systèmes d’équations, le premier étant celui de la diffusion thermique
et convection hydraulique de l’équation (5.43) et le second celui des transferts radiatifs (5.44) issu du
système (4.219). L’énergie absorbée provenant du rayonnement S(L, T ) est donnée par le paragraphe
4.3.2.

[
C
]
Ṫ +

[
K
]
T =

[
F (t)

]
+
[
S(L(t, T ))

]
(5.43)[

Γ
]
L =

[
B(T )

]
+
[
F(t)

]
(5.44)

Où
[
B(T )

]
représente les émissions internes (opérateur provenant du terme κL0(T ) de l’ETR) et[

F(t)
]
les contributions externes au rayonnement (rayonnements atmosphérique et solaire).

L’utilisation d’un θ-schéma en schéma temporel permet d’obtenir :

(C + θ∆tK)Tn+1 = (C − (1− θ)∆tK)Tn+∆t
(
θ(Fn+1 + S(tn+1, L

(Tn+1)) + (1− θ)(Fn + S(tn, L(Tn)))
)

(5.45)
À cause de la non linéarité de l’opérateur B vis à vis de la température, la relation (5.45) ne permet

pas d’obtenir Tn+1 de façon immédiate à cause de la nature implicite du θ-schéma. Il est donc préférable
d’utiliser un schéma explicite. Par exemple, un schéma de Runge-Kutta à l’ordre 2 peut être utilisé :

Tn+1 = Tn + ∆t
2 (k1 + k2) (5.46)

k1 = C−1 (−KTn + F (tn) + S(L(tn, Tn), Tn)) (5.47)
k2 = C−1 (−K(Tn + ∆tk1) + F (tn + ∆t) + S(L(tn + ∆t, Tn + ∆tk1), Tn + ∆tk1)) (5.48)

Ce schéma numérique est appliqué à un cas test de la littérature. Nous considérons deux plaques planes
parallèles infinies de températures données séparées par un milieu semi-transparent de température initiale
T0 = 0 K et étudions l’évolution de la température à l’intérieur de ce milieu. Contrairement au premier
cas test présenté dans le paragraphe 4.4, nous nous plaçons ici en régime dynamique, avec des diffusions
optique et thermique non nulles.

milieu semi-transparent
σν , κν

D

s
T2, ε2ν , ρ2ν

T1, ε1ν , ρ1ν

Figure 5.1 – Cas étudié : deux plaques planes encadrant un milieu semi-transparent

Deux cas, avec deux valeurs de diffusion optique, sont étudiés par Tsai [238] : dans le premier, l’albédo
de diffusion (rapport entre le coefficient de diffusion et celui de d’extinction) est égal à 0.1. Dans le second,
il est pris égal à 0.9. Pour les deux cas, le coefficient d’extinction vaut 2 m−1, de telle sorte que l’épaisseur
optique du domaine situé entre les deux plaque vaut 2.

[238] utilise des paramètres adimensionnés : N = kβ

4n2σT 3
1

pour le paramètre de conduction-radiation

et ξ = kβ2t

ρc
pour le temps adimensionné. Les valeurs suivantes sont utilisées : N = 0.01 et ξ = 0.01.
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En plus de cela, nous fixons des valeurs de conductivité et de capacité unitaires : k = 1 W.m−1.K−1 et
ρc = 1 J.m−3.K−1.

Les valeurs calculées pour ce cas test sont les suivantes :
— tfin = 2.5× 10−3 s
— T1 = 959 K
— T2 = 0 K
La distance optique τ vaut 0 au niveau de la plaque 1 et vaut 2 au niveau de la plaque 2. La température

initiale est supposée nulle entre les deux plaques. C’est l’apport radiatif de la plaque 1 qui va permettre
de chauffer progressivement l’espace entre les deux plaques. La conduction thermique permet ensuite de
diffuser davantage la chaleur.

Concernant les conditions numériques, 32 directions sont considérées (octaèdre raffiné une fois) et
5000 pas de temps sont effectués. Le maillage comporte 9504 éléments et 1600 nœuds.

Les résultats issus de la simulation numérique, donnés en température adimensionnée, c’est-à-dire la
température rapportée à T1 = 959 K, et comparés avec ceux de [238] sont présentés sur la table 5.1 et
sur les figures 5.2 et 5.3.

Table 5.1 – Position des résultats de température adimensionnée (T/T1) comparés entre [238] et la
méthode des éléments finis en température adimensionnée avec de la diffusion

ω = 0.1 ω = 0.9
τ/τ0 [238] EF [238] EF
0 1 1 1 1

0.05 0.6209 0.6709 0.5167 0.5252
0.15 0.2778 0.2738 0.0948 0.0928
0.25 0.1785 0.1756 0.0542 0.0515
0.35 0.1284 0.1278 0.0466 0.0441
0.5 0.0817 0.0812 0.0372 0.0351
0.65 0.0534 0.0526 0.0291 0.0274
0.75 0.0406 0.0397 0.0242 0.0227
0.85 0.0308 0.0299 0.0194 0.0180
0.95 0.0179 0.0170 0.0114 0.0104
1.0 0 0 0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1

τ

T
/T

1

ω = 0.1

[238]
cette étude

(a) Résultats

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4

6

8

τ

ε r
[%

]

ω = 0.1

(b) Écart relatif

Figure 5.2 – Comparaison entre les résultats de [238] et ceux issus de l’utilisation de la méthode des
éléments finis pour ω = 0.1
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Figure 5.3 – Comparaison entre les résultats de [238] et ceux issus de l’utilisation de la méthode des
éléments finis pour ω = 0.9

Les différences entre les résultats donnés par Tsai [238] et ceux obtenus avec la méthode des éléments
finis font apparaître des différences, principalement près des plaques, et en particulier au niveau de la
plaque 1. Ces différences peuvent s’expliquer par la discrétisation qui a dû être réalisée pour utiliser
la méthode des éléments finis. 32 directions ont ici été prises en compte, un maillage à seulement 20
directions donnant des écarts globalement plus importants.

Simplification du problème

Dans le cadre de l’étude de la route solaire hybride, les propriétés optiques du matériau semi-
transparent sont telles qu’il peut être considéré comme opaque aux grandes longueurs d’ondes, au-delà des
principales longueurs d’ondes du rayonnement solaire. En effet, l’objectif du revêtement semi-transparent
est de permettre au rayonnement solaire de pénétrer à l’intérieur de la structure tout en réduisant les
pertes par rayonnement afin de créer un effet de serre. Pour cela, il est préférable que la couche de surface
soit opaque pour le rayonnement ambiant et peu absorbante pour le rayonnement solaire.

Comme cela avait été montré dans le tableau 4.2, moins de 1% du rayonnement solaire a lieu pour
des fréquences inférieures à 70 × 1012 Hz alors que plus de 99 % du rayonnement pour un corps à une
température de 300 K se produit en-dessous de cette valeur. Ainsi, si le matériau est bien choisi, les
transferts radiatifs ne se produisent pour que des fréquences supérieures à des valeurs de l’ordre de 1014

Hz. Pour ces valeurs de fréquences, le rayonnement émis par le matériau à une température autour de
250 à 350 K est alors inférieur à des valeurs allant de 1 % de 200 à 900 W.m-2, ce qui est très inférieur
aux contributions du rayonnement solaire, de l’ordre de 102 à 103 W.m-2.

Dans l’équation de transfert radiatif, pour les plages de semi-transparence du matériau, on a alors
L0(T )� L en présence de rayonnement solaire. L’équation de transfert radiatif se réécrit alors :

ϑ·∇L(s, ϑ) = −(κν + σν)L(s, ϑ) + σν
4π

∫
4π
pνLν(s, ϑ′)dϑ′ (5.49)

L’injection de ce terme source dans l’équation de la diffusion permet de réécrire le système (5.43) et
(5.44) sous la forme simplifiée suivante :

[
C
]
Ṫ +

[
K
]
T =

[
F (t)

]
+
[
S(L)

]
(5.50)[

Γ
]
L =

[
F(t)

]
(5.51)

La luminance énergétique devient alors indépendante de la température du milieu et ne dépend plus,
dès lors, que des apports extérieurs supposés ici connus et des propriétés optiques du milieu. La luminance
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énergétique devient donc une fonction du temps. De plus, les contributions extérieures proviennent des
rayonnements solaire et atmosphérique, or ce dernier possède un spectre proche de celui de l’émission d’un
corps à la température du ciel. La quasi totalité des fréquences d’émission du rayonnement atmosphérique
appartient donc aux plages d’opacité du matériau semi-transparent. Comme pour l’émission propre, le
rayonnement atmosphérique reçu est ainsi négligeable devant le rayonnement solaire. La source radiative
F de l’équation (5.51) est alors une fonction linéaire de la densité de flux solaire :

F(Φsol) = Φsol

1W.m-2 ×F(1) (5.52)

Le terme source S est adapté de la relation (4.176) :

S(L) =
∫
ν>νc

κν

∫
S2

Lν(s, ϑ)dϑdν (5.53)

Où νc représente une fréquence de coupure, liée aux propriétés optiques du matériau. Le terme source
S est donc une fonction linéaire de la luminance énergétique, qui est elle même une fonction linéaire
des apports extérieurs provenant du rayonnement solaire. Ce terme S décrit alors la façon selon laquelle
le rayonnement solaire est absorbé dans le milieu semi-transparent et la répartition spatiale de cette
absorption. On a :

S(Φsol) = Φsol

1W.m-2S(1) (5.54)

La connaissance du terme source pour une densité de flux solaire unitaire permet alors l’obtention du
terme source pour toute valeur de densité de flux solaire et un seul calcul de la luminance énergétique
devient alors nécessaire.

L’utilisation du θ-schéma, avec θ = 0.5 (schéma de Crank-Nicolson) devient alors possible et permet
de retrouver un schéma temporel à l’ordre 2 :

(C + θ∆tK)Tn+1 = (C − (1− θ)∆tK)Tn + ∆t
(
θ(Fn+1 + S(Ln+1)) + (1− θ)(Fn + S(Ln))

)
(5.55)

Soit, en prenant en compte la linéarité vis à vis de la densité de flux solaire :

(C + θ∆tK)Tn+1 = (C − (1− θ)∆tK)Tn

+θ∆t
(
Fn+1 + Φsol(tn+1)S(L(Φsol = 1))

)
+(1− θ) (Fn + Φsol(tn)S(L(Φsol = 1))) (5.56)

L’utilisation d’un schéma de Crank-Nicolson, en plus de réduire le nombre de calculs, permet aussi
d’avoir un schéma inconditionnellement stable, tout en maintenant l’ordre de la précision temporelle.

5.3.3 Couplage multiphysique
En vue de coupler la diffusion thermique, la convection hydraulique et les transferts radiatifs, nous

utilisons le système issu du couplage de la diffusion thermique et de la convection hydraulique (5.37) et
le système issu du couplage entre la diffusion thermique et les transferts radiatifs (5.50) et (5.51).

Les sources thermiques issues de l’absorption du rayonnement peuvent être injectées dans la partie
solide non poreuse (correspondant à la couche de surface) du système (5.37) et on a :

[[
C̃s + C̃sp

] [
0
][

0
] [

Cfp
]]


 ∂Ts∂t∂Tsp
∂t

[
∂Tfp
∂t

]
+

[[
K̃s + K̃sp + Ãp

] [
−Âp

][
−ÂTp

] [
Kfp +Ap + Up

]][ TsTsp
]

[
Tfp
]


=

[Fs + S(L)
][

Fsp
][

Ffp
]

 (5.57)

[
Γ
]
L = Φsol

[
F(1)

]
(5.58)
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L’application d’un schéma de Crank-Nicolson permet alors de déterminer l’évolution de la température
dans la structure.

5.4 Comparaison avec la solution analytique 1D pour le cou-
plage diffusion thermique / convection hydraulique en ré-
gime permanent

Nous considérons dans ce paragraphe la solution analytique en régime permanent pour le cas de
l’écoulement dans la couche poreuse introduite dans le paragraphe 4.2.3 et la comparons avec les résultats
issus du modèle numérique.

Pour cela, nous reprenons le cas d’une couche poreuse située entre deux couches imperméables et
opaques présenté par [11] et nous reprenons en particulier les propriétés physiques qui y ont été utilisées
dans un but de réalisme. Pour la vitesse d’écoulement du fluide, nous prenons de nouveau une valeur de
référence uref = 1.82× 10−4 m.s-1.

Le modèle numérique est ici considéré comme étant bidimensionnel étant donné l’invariance du pro-
blème selon la longueur de la route.

étanchéitéscouchede surface
(BBTM, imperméable)

couche inférieure
(EME, imperméable)

couchedrainante (BBDr)

5 cm

8 cm

6 cm

4 m

Figure 5.4 – Structure étudiée

La température minimale du fluide à injecter permettant de maintenir la surface hors-gel est déter-
minée à partir de la formulation de la partie 4.2.3. La température d’injection du fluide doit vérifier la
relation (5.59) :

Tf (0) > − eL/κ
(

1
rDr/S

+ 1
rS/e + rS/c

(
1− e−L/κ

))(
rS/cTc + rS/eTe + Φ

)
(5.59)

Tf (0) > − eL/κ T∞
(
rs/a + rs/c

rp/s
+ 1− e−L/κ

)
(5.60)

Avec la température à un éloignement infini de l’injection T∞ et la longueur caractéristique κ données
par :

T∞ =
rs/aTa + rs/cTc + Φ

rs/a + rs/c
(5.61)

κ =
ρfcfhDru

(
rDr/s + rs/e + rs/c

)
rDr/s(rs/e + rs/c)

(5.62)

L étant la longueur de la chaussée, prise égale à 4 m.
La température du fluide à injecter en fonction de la température de l’air, de la vitesse du vent et de

la vitesse d’écoulement du fluide dans les deux cas, numérique et analytique, est représentée sur la figure
5.5.

Les températures d’injection du fluide sont cohérentes entre les deux résolutions du problème. La
température du fluide à injecter augmente lorsque la température de l’air diminue, augmente lorsque la
vitesse du vent augmente, et diminue lorsque la vitesse d’écoulement du fluide augmente.
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Figure 5.5 – Température d’entrée du fluide nécessaire pour conserver une température positive en
surface de la chaussée

Vw

u
uref 2uref 3uref

0.0 m.s-1 6.6 % 10.2 % 13.3 %
3.0 m.s-1 5.4 % 11.6 % 13.4 %

Table 5.2 – Écart entre les résolutions analytique et numérique pour les différentes conditions étudiées

L’écart entre les deux solutions se situe, sur les cas étudiés, entre 5.4 % et 13.4 %. Cette erreur semble
augmenter avec la vitesse d’écoulement mais assez peu dépendre du vent et pas du tout de la température
de l’air.

Une valeur moyenne des erreurs obtenue sur les différentes températures de l’air est présentée dans le
tableau 5.2.

Dans tous les cas, la température numérique est surestimée par rapport à la température analytique.
Cette différence peut provenir du fait que, avec la résolution analytique, les échanges thermiques sont
considérés uniquement dans la direction verticale. La diffusion thermique selon la direction horizontale
n’est donc pas prise en compte ce qui peut expliquer une partie de cet écart.

De plus, la température à l’intérieur des couches n’est en réalité pas constante selon l’épaisseur, comme
cela est approché avec la solution analytique, ces variations étant prises en compte avec la résolution
numérique. La température de la couche de surface obtenue avec la solution analytique 1D correspond
donc à une position située sous la surface, et donc plus près de la source thermique issue de l’écoulement
du fluide dans la couche poreuse, d’où un apport nécessaire en énergie réduit pour un maintien hors gel
par rapport à une modélisation multidimensionnelle.

5.5 Validation sur un démonstrateur

Description

Un démonstrateur de route à couche de liaison poreuse et couche de roulement opaque a été mis en
place à Égletons, en Corrèze.

Les conditions environnementales ont été mesurées et des sondes de température placées à l’intérieur
de la structure ainsi que dans les réservoirs de fluide situés en amont et en aval de la couche poreuse.
L’emplacement de ces sondes est représenté sur la figure 5.6b.
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étanchéitéscouchede surface
(BBTM, imperméable)

couche inférieure
(EME, imperméable)

couchedrainante (BBDr)

GNT

sol support

55 cm

5 cm

8 cm

6 cm

26 cm

1 m

4 m

(a) Structure du démonstrateur modélisé

T3 T4 T5

T6 T7 T8

T9 T10 T11

T12 T13
Tin

Tout

1 m 2.37 m 3.74 m

(b) Chaussée drainante avec les sondes

Les simulations sont effectuées, sauf indication contraire, sur une durée de 6 jours avec un pas de
temps égal à 10 s. Le pas de temps des mesures vaut aussi 10 s.

Les conditions extérieures relevées expérimentalement sont les suivantes :
— la température de l’air Tair (figure 5.7a)
— la température du fluide en entrée Tin (figure 5.7c, courbe bleue)
— la température du fluide en sortie Tout (figure 5.7c, courbe rouge)
— les rayonnements solaire Φsol et atmosphérique Φatm (figure 5.7b)
— la vitesse du vent Vw et le coefficient d’échange convectif h associé (figure 5.7d)
— le volume d’eau écoulé, qui permet d’obtenir la vitesse d’écoulement du fluide à l’intérieur de la

couche poreuse, représenté sur la figure 5.8.

5.5.1 Obtention de la vitesse du fluide
La vitesse du fluide à l’intérieur de la couche poreuse s’obtient à partir du volume d’eau cumulé, qui

évolue de façon quasi linéaire dans le temps. Nous le considérerons donc par la suite constant.

uref = 30200× 10−3

6× 86400× 0.08× 4 (5.63)

= 1.82× 10−4m.s-1 (5.64)

Soit un débit de 210 L.h-1, une valeur relativement proche de celles utilisées dans [10].

Analyse des données expérimentales

Les mesures de températures aux différentes sondes sont représentées par couche, sur les figures 5.9a,
5.9b et 5.9c.

L’influence de l’écoulement du fluide est visible sur ces figures à travers l’amplitude des oscillations,
en particulier au milieu et en-dessous de la couche drainante : cette amplitude s’accroît au cours de
l’écoulement, surtout entre 1 et 2.37 m de l’injection du fluide. L’augmentation de cette amplitude s’ex-
plique par les apports solaires qui apportent de l’énergie au fluide tout au long de l’écoulement pendant la
journée mais pas durant la nuit. Un autre effet visible de l’écoulement du fluide se situe dans la position
temporelle des extrema : ceux-ci sont retardés lorsqu’on s’éloigne du point d’injection du fluide.

Il peut également être observé que les maxima de température décroissent avec la profondeur : les
variations de température sont atténuées du fait de la diffusion thermique.

Ces données issues des sondes présentent cependant quelques anomalies. Comme cela est visible sur
les figures 5.9a à 5.9c, des oscillations importantes se produisent en l’espace d’un pas de temps avec des
variations pouvant dépasser 2◦C. Sur la figure 5.9a, l’amplitude des oscillations journalières augmente
entre les sondes 6 et 7 (à 1 et 2.37 m du point d’injection) avant de redescendre au niveau de la sonde
8, ce qui ne semble pas cohérent avec les observations produites pour les autres sondes situées à 3.74
m du point d’injection. Des sauts sont également présents dans le volume cumulé de fluide représenté
sur la figure 5.8 et dont un grossissement est proposé sur la figure 5.10. Le volume cumulé augmente de
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(a) Températures de l’air et de ciel (b) Densité de flux solaire

(c) Température du fluide en amont (bleu) et en aval
(rouge) de la couche poreuse

(d) vitesse du vent

Figure 5.7 – Données extérieures mesurées

Figure 5.8 – Volume de fluide cumulé sur la durée de l’expérience
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(a) Températures mesurées aux sondes 6, 7 et 8 (b) Températures mesurées aux sondes 9, 10 et 11

(c) Température mesurée aux sondes 12 et 13

Figure 5.9 – Données mesurées aux sondes

plus de façon régulière entre ces sauts, qui peuvent laisser penser qu’une fuite est présente au niveau des
étanchéités de la couche poreuse.

Comparaison du modèle numérique et des mesures expérimentales

Les caractéristiques de la chaussée (propriétés thermiques, épaisseurs des couches) correspondent à
celles utilisées par [10] et sont indiquées sur la table 5.3.

Pour davantage se rapprocher de la réalité, une couches de granulat ainsi qu’une partie du sol support
ont été rajoutés pour la modélisation en-dessous de la structure présentée par [11].

Les températures du fluide en entrée et en sortie de la couche drainante sont supposées être égales à
celles des bacs amont Tin et aval Tout.

Nous considérons, pour les conditions initiales, un gradient de température constant tel que la tam-
pérature de surface soit de 40°C et celle à 1 m de profondeur de 15°C.

Figure 5.10 – Volume de fluide cumulé sur les premières heures de la simulation
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paramètre valeur

BBTM k 2.34 W.m-1.K-1

ρc 2 144 309 J.m-3.K-1

BBDr k 1.56 W.m-1.K-1

ρc 1 769 723 J.m-3.K-1

EME k 1.76 W.m-1.K-1

ρc 2 676 728 J.m-3.K-1

GNT k 2.08 W.m-1.K-1

ρc 1 947 505 J.m-3.K-1

étanchéités k 0.75 W.m-1.K-1

ρc 1 196 000 J.m-3.K-1

eau k 0.6 W.m-1.K-1

ρc 4 181 000 J.m-3.K-1

porosité φ 0.2
émissivité ε 0.96
coefficient
d’échange
volumique

a 105 W.m-3.K-1

coefficient
d’échange
convectif

h h = 5.8 + 4.1Vw [10]

Table 5.3 – paramètres utilisés pour la simulation

Figure 5.11 – Maillage spatial

Étant donnée l’invariance du problème selon la longueur de la route, une modélisation 2D est proposée.
L’équation de la chaleur est résolue avec la méthode des éléments finis en espace et avec un schéma de
Crank-Nicolson en temporel. Le maillage utilisé pour la méthode des éléments finis est représenté sur la
figure 5.11.

La différence entre les mesures des sondes et la simulation numérique étant importante sur la base
du premier calcul, les calculs ont été refaits pour plusieurs valeurs de vitesse d’écoulement, inférieures ou
supérieures à la valeur de référence calculée précédemment 1.82× 10−4 m.s-1. Des comparaisons entre les
données simulées et les mesures pour certaines sondes sont représentées sur les courbes de la figure 5.12.

Pour la sonde 5, la température obtenue numériquement avec la vitesse de référence se rapproche de
celle issue des mesures de la sonde, en particulier lors des périodes de refroidissement. En revanche, pour
la sonde 6, située à 1 m de l’injection du fluide, au-dessus de la couche poreuse, une vitesse d’écoulement
de l’ordre de 1 × 10−4 m.s-1, deux fois inférieure environ à la vitesse de référence, permet d’obtenir de
meilleurs résultats. Cette diminution de la vitesse est amplifiée à 2.36 m du point d’injection, à la sonde
7 où l’absence d’écoulement ou une vitesse nulle donnent une meilleure correspondance avec les mesures.
Ces observations peuvent être confirmées pour d’autres sondes. Pour la sonde 12, située en-dessous de la
sonde 6, en bas de la couche poreuse, la vitesse donnant les résultats numériques se rapprochant le plus
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(a) Sonde 5 (b) Sonde 6

(c) Sonde 7 (d) Sonde 12

Figure 5.12 – Températures mesurées et calculées au niveau de quelques sondes

des mesures est à nouveau de l’ordre de 1× 10−4 m.s-1.
Afin de pouvoir comparer plus aisément les courbes, nous définissons l’écart ei à la sonde i située au

point Pi par :

ei =

√√√√ Nt∑
n=1

(Tnum(Pi, tn)− Texp(Pi, tn))2

Nt
(5.65)

avec Nt le nombre de mesures. L’écart est donné pour toutes les sondes et pour plusieurs valeurs de
vitesse d’écoulement sur la figure 5.13.

Les écarts sont relativement proches, quelle que soit la vitesse, pour les sondes 3, 4 et 5, situées en
surface. Seule une vitesse plus élevée que la vitesse de référence entraîne une augmentation sensible de
l’écart. Au niveau de la couche poreuse, les sondes 6, 9 et 12, situées à 1 m de l’injection du fluide,
donnent un écart minimal pour des vitesses d’écoulement comprises entre 0.5 et 1 fois la vitesse de
référence, avec de faibles variations de l’écart sur cet intervalle, mais une forte augmentation en-dehors.
Pour les autres sondes, à 2.36 et 3.72 m de l’injection du fluide, l’écart augmente avec la vitesse et une
vitesse d’écoulement inférieure à 0.1uref minimise cet écart.

Les mesures obtenues via les sondes correspondent donc, à 1 m du point d’injection, à une vitesse
d’écoulement de l’ordre ou un peu inférieure à la vitesse de référence calculée à partir des mesures de
volume d’eau cumulé et, à 2.36 et 3.72 m du point d’injection, à une vitesse d’écoulement quasi nulle ou
à une absence de fluide.

Ces observations indiquent donc qu’une fuite se produit à l’intérieur de la structure, vraisemblablement
entre 1 et 2.36 m du point d’injection. Cette fuite entraîne une baisse du débit dans la couche poreuse,
d’où une baisse de hauteur d’eau à l’intérieur de celle-ci ainsi qu’une baisse de vitesse.

Des simulations supplémentaires ont été réalisées afin de localiser cette fuite en faisant varier la
localisation de celle-ci, la longueur sur laquelle elle se produit, et les profils de vitesse et de hauteur d’eau.
Une fuite située à 1 m de l’entrée du fluide, avec une hauteur d’eau passant de 8 cm (saturation) à 1 cm
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Figure 5.13 – Écart selon la vitesse utilisée pour la simulation numérique

Figure 5.14 – Erreur sur les sondes selon la position de la chute de la hauteur d’eau

et une vitesse allant de 0.7uref à moins de 0.1uref. Une comparaison des différents écarts avec ce scénario
est proposée sur la figure 5.14 et sur la figure 5.4.

Ces résultats ne sont pas incompatibles avec la présence d’importantes bulles d’air empêchant le bon
écoulement du fluide.

5.6 Validation sur une maquette de route solaire hybride
Une maquette de route solaire hybride a été construite à l’occasion de la COP 21. Cette maquette,

photographiée sur la figure 5.15a et représentée schématiquement sur la figure 5.15b est constituée de
trois couches : une couche de surface semi-transparente, une couche de liaison poreuse et une couche de
base. Deux réservoirs s’ajoutent à cette structure : un en amont, qui permet l’entrée du fluide dans la
couche poreuse et un autre en aval de l’écoulement pour récupérer le fluide sortant de la route. Ce système
fonctionne en réseau fermé : le fluide arrivant dans le réservoir aval retourne ensuite dans le réservoir
amont grâce à une pompe.

Pour alimenter cette pompe, des panneaux photovoltaïques sont installés sous la couche de surface
semi-transparente. Le rayonnement absorbé permet ainsi d’activer la pompe. Une lampe halogène à 1500
W et 3000 K est située au-dessus de la maquette pour simuler le rayonnement solaire.

Le but est ici de comparer des mesures réalisées sur la maquette de route solaire hybride en fonc-
tionnement, c’est-à-dire excitée par le rayonnement de la lampe, avec les résultats issus de la simulation
numérique.
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u écart moyen ×102

pas de fluide 3.84
0 3.78

0.1uref 3.69
0.3uref 3.56
0.5uref 3.55
0.7uref 3.88
uref 4.29
2uref 5.24

u(x < 1m) = 0.7uref , h(x < 1m) = 8cm
u(x > 1m) = 0.1uref , h(x > 1m) = 1cm 2.92

Table 5.4 – Écart moyen pour les vitesses d’écoulement étudiées

(a) Maquette de route solaire hybride

couche 1 : couche de surface

couche 3 : couche de base

couche 2 : couche poreuse

7.8 cm

7.4 cm

2.4 cm

17.6 cm

55.5 cm
(b) Schéma de la maquette

Figure 5.15 – Images obtenues après calibrations

Pour obtenir les données environnementales, nécessaires au fonctionnement du modèle numérique,
une station météorologique et un pyranomètre permettent de relever l’humidité relative, la température
ambiante et la densité de flux solaire. Quatre thermocouples ont aussi été utilisés : un dans chacun des
réservoirs, un à la surface de la maquette et un dernier au niveau de l’interface entre la couche de surface
et la couche de liaison poreuse.

Pour mesurer la température à la surface de la maquette, une caméra infrarouge FLIR A65 a été
installée. Deux calibrations sont réalisées, d’abord avec un corps noir, puis en prenant en compte la scène
géométrique. À l’issue de ces calibrations, la température à la surface de la maquette peut être obtenue
[149]. Des exemples de mesures obtenues après chacune de ces calibrations sont présentées sur les figures
5.16a et 5.16b.

La vitesse d’écoulement du fluide est déterminée expérimentalement, en mesurant le volume de fluide
s’écoulant pendant une durée donnée. La vitesse d’écoulement obtenue vaut u = 3.0× 10−3 m.s-1, valeur
16 fois plus élevée que pour le démonstrateur d’Égletons. Cet important écart peut s’expliquer par le fait
que le fluide a tendance à s’écouler de façon accélérée près des bords de la maquette, n’étant alors que
peu freiné par les interactions avec la phase solide du milieu poreux.

Afin d’utiliser le modèle numérique, la densité de flux est estimée. Étant donnée la taille de la lampe
halogène, petite devant la taille de la maquette, et la distance entre la lampe et la maquette, inférieure au
mètre, la densité de flux reçue ne peut pas être considérée comme constante et doit donc être déterminée
en fonction de la position à la surface. Pour cela, la valeur retournée par le pyranomètre est corrélée
à l’aide d’une carte de calibration utilisant une interpolation bicubique avec neuf points de mesure. La
densité de flux reçue à la surface peut ainsi être calculée sur chaque élément frontière du maillage. Cette
densité de flux est représentée sur la figure 5.18.

Les propriétés thermiques de la maquette sont estimées d’après des valeurs extraites de la littéra-
ture pour des matériaux similaires et sont données dans la table 5.5. L’expérimentation a été réalisée
dans une chambre climatisée, avec maintien d’une température de l’air Ta quasi constante au cours du
temps. Le réservoir en sortie est supposé suffisamment volumineux pour que la température du fluide y
soit constante, même pendant le fonctionnement de la lampe. Le fluide entrant dans le réservoir amont

130



(a) Exemple d’image obtenue après calibration par un
corps noir

(b) Exemple d’image obtenue après calibration géo-
métrique

Figure 5.16 – Images obtenues après calibrations

Figure 5.17 – Maillage de la maquette

Figure 5.18 – Flux incident à la surface de la maquette en régime permanent
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provenant directement du réservoir de sortie, la température d’entrée du fluide est supposée constante au
cours du temps. Les valeurs de températures sont données dans la table 5.6.

couche 1 couche 2 couche 3 fluide (eau)
k [W.m−1.K−1] 0.85 1.03 1.40 0.60
ρc [J.K−1.m−3] 2.27× 106 1.84× 106 2.25× 106 4.18× 106

Table 5.5 – Propriétés thermiques du matériau [11, 68, 225]

Ta [◦C] Tf,in [◦C] hconv [W.m−2.K−1]
30 24 5.7

Table 5.6 – Conditions environnementales

L’évolution de la température au cours du temps pour un pixel de la surface de la maquette est
représentée sur la figure 5.19.

Figure 5.19 – Évolution de la température mesurée au niveau d’un pixel

Une comparaison a été réalisée entre les mesures de surface par caméra infrarouge et les résultats
issus du modèle numérique, en régime permanent, plusieurs heures après la mise en fonctionnement de
la lampe halogène. Cette comparaison est représentée sur la figure 5.20 à travers la différence entre la
température calculée et la température mesurée.

Cette figure laisse apparaître une différence moyenne sur la surface entre les mesures et les tempéra-
tures calculées de 2.98 ◦C. En se limitant à une zone située au centre de la maquette, donc éloignée des
bords, cette différence moyenne descend à 1.41 ◦C.

Cette différence est relativement faible comparée aux échelles de températures considérées ici, allant
de 20◦C pour l’air à plus de 60 ◦C pour la surface de la maquette. Cette différence peut notamment
s’expliquer par l’émissivité, qui n’est pas bien connue et est seulement estimée ici. Une telle estimation
produit un effet à la fois sur le modèle numérique et sur les mesures infrarouges. La texture de la maquette
a aussi un effet sur l’émissivité et peut la faire varier localement. Les propriétés géométriques utilisées
ainsi que les interpolations réalisées durant les mesures créent également un biais. Enfin, les panneaux
photovoltaïques situés à l’interface entre la couche de surface et la couche poreuse modifient aussi la
diffusion de la chaleur, sans que cela soit pris en compte dans le modèle numérique.
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Figure 5.20 – Évolution de la température mesurée au niveau d’un pixel

(a) Vue 3D (b) Vue de surface

Figure 5.21 – Schémas de la structure avec les inclusions

5.7 Application du modèle aux matériaux à changement de phase
En plus des chaussées étudiées précédemment, Le modèle multiphysique développé au cours de cette

thèse peut aussi être utilisé en régime dynamique pour étudier le comportement thermique de matériaux
à changement de phase [148]. Un bloc d’asphalte est ici étudié. Celui-ci comprend deux inclusions, une
de Rubitherm SP5 (matériau à changement de phase) et une d’eau salée à une concentration de 80 g de
chlorure de sodium par litre d’eau. La structure étudiée est représentée par les schémas de la figure 5.21.

Cette structure est ici placée dans une chambre climatique dont la température est contrôlée. Un
autre bloc d’asphalte, sain sans inclusions, est soumis aux mêmes conditions environnementales.

Connaissant l’évolution de la température de l’air dans l’enceinte, également mesurée par des capteurs,
le champ de température à l’intérieur des blocs d’asphalte peut être calculé puis comparé aux valeurs
mesurées grâce à des thermocouples présents à la surface des blocs ou à l’intérieur de ceux-ci.

L’étude du comportement thermique du pavé d’asphalte fait appel à la diffusion thermique ainsi
qu’aux transferts thermiques lors des changements de phase dont la modélisation a été présentée au cours
du paragraphe 4.1.4.

La distribution des variations de l’enthalpie pour le Rubitherm SP5 est donnée par le fournisseur
et est représentée sur la figure 5.22. Pour la saumure, on se retrouve dans le cas d’un mélange diphasé
dont l’étude détaillée a été faite dans le paragraphe 4.1.4. Les variations d’enthalpie ainsi calculées sont
représentées pour la saumure sur la figure 5.23.

La température de l’air est contrôlée et est représentée sur la figure 5.24.
Les effets thermiques de la présence des inclusions se font principalement ressentir près de celles-ci,

comme cela est visible sur la figure 5.25a. La différence de température avec le bloc d’asphalte sain,
représentée sur la figure 5.25b, montre que l’écart de température peut atteindre 3◦C au niveau des
inclusions contre des valeurs inférieures ou de l’ordre du degré en surface. Elle montre également la

133



−2 0 2 4 6 8 10 12
0

10

20

30

40

50

Température [°C]

∆
H

[k
J.
kg

-1
]

augmentation de la température
diminution de la température

Figure 5.22 – Variations de l’enthalpie pour le SP5 pendant son changement d’état
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Figure 5.23 – Variations de l’enthalpie pour la saumure pendant son changement d’état

libération de chaleur provoquée par le passage de l’état liquide à l’état solide du SP5.
Les effets des changement de phase au cours du temps peuvent être représentés en étudiant l’évolution

de la température le long d’un segment, ici celui situé en surface en y = 0.09 m pour x allant de 0 à 0.50
m. La différence entre le bloc d’asphalte avec les inclusions et le bloc sain est représentée sur la figure
5.26. Sur cette figure, les écarts de températures liés principalement à la présence du SP5 sont situés en
haut et ceux dûs à la saumure sont en bas. La présence des matériaux à changement de phase ne modifie
le comportement thermique que pendant le changement de phase et pendant une courte période après
celui-ci. La figure 5.26 montre également que si le SP5 subit de nombreux changements d’état plus ou
moins complets, ce n’est le cas pour l’inclusion de saumure que lorsque l’air est maintenu une dizaine
d’heures environ à −10◦C, 70 heures environ après le début de l’expérience.

Des sondes ont été placées à l’intérieur et sur le bloc d’asphalte à des positions représentées sur les
schémas de la figure 5.27. Les évolutions comparées de la température pour certaines de ces sondes sont
proposées sur la figure 5.28 et les écarts pour les sondes de surface sont présentés sur la figure 5.29. La
différence entre la température mesurée et la température issue du modèle numérique reste en-dessous
de 1.5◦C durant la quasi totalité de la durée de l’expérience.

5.8 Synthèse
Dans ce chapitre, nous avons présenté le couplage multiphysique ainsi que son utilisation dans plusieurs

cas afin de vérifier sa validité.
Le schéma de résolution du couplage multiphysique entre la diffusion thermique, la convection hy-
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Figure 5.24 – Évolution de la température de l’air au cours du temps

(a) Champ de température pour t = 25 h (b) Différence de température entre le bloc avec les
inclusions et le bloc sain

Figure 5.25 – Vues en coupe de champs de températures

draulique et les transferts radiatifs a d’abord été décrit, en introduisant la notion de schéma de résolution
temporel. Un couplage a ainsi pu être proposé en se basant sur la méthode des éléments finis en espace
et direction et sur une méthode de Runge-Kutta en temporel. Des hypothèses sur les propriétés optiques
des structures étudiées ont permis une simplification du schéma temporel et l’utilisation d’un schéma de
Crank-Nicolson.

Une comparaison entre le modèle numérique et un cas test issu de la littérature a ensuite conduit à la
validation de notre couplage entre diffusion thermique et transferts radiatifs. Des essais sur un démons-
trateur ont aussi permis la validation du couplage entre diffusion thermique et convection hydraulique.
Enfin, une maquette et les mesures qui y ont été réalisées ainsi que des essais ont amené à l’utilisation
du couplage entre les trois phénomènes, conduisant à des résultats numériques proches des résultats ex-
périmentaux. Le cas particulier du traitement des matériaux à changement de phase a aussi été décrit
sur un essai, mettant là aussi en évidence le bon fonctionnement du modèle numérique développé.

Ce modèle numérique, qui a été validé au cours de ce chapitre, peut maintenant être utilisé afin
d’évaluer les performances énergétiques des routes solaires hybrides.
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Figure 5.26 – Différence de température à la surface sur un segment entre le bloc d’asphalte avec
inclusions et le bloc sain

Figure 5.27 – Vues en coupe des positions des sondes pour le bloc d’asphalte avec inclusions (à gauche)
et pour le bloc sain (à droite)

Figure 5.28 – Évolution des températures mesurées et calculées pour les positions de certaines sondes
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Figure 5.29 – Écart entre les températures mesurées et calculées à la surface avec et sans inclusions
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Chapitre 6

Évaluation du potentiel de
récupération d’énergie

Les précédents chapitres ont permis l’élaboration d’un modèle numérique permettant le calcul du
champ de température à l’intérieur de la route solaire hybride avec un couplage multiphysique.

Dans ce chapitre, ce modèle est utilisé pour évaluer les performances énergétiques des routes solaires
hybrides dans le mode de récupération de l’énergie. Plusieurs villes, aux climats différents, sont étudiées.
La connaissance de l’évolution des conditions climatiques durant l’année permet d’utiliser le modèle
multiphysique et de calculer l’évolution du champ de température à l’intérieur de la structure au cours
du temps.

La température du fluide durant son écoulement dans la couche poreuse peut ainsi être connue, et
notamment la variation de sa température entre l’amont et l’aval de la couche poreuse, pouvant donc
amener à déterminer l’énergie absorbée par le fluide.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l’aspect récupération d’énergie grâce à l’écoulement du fluide
dans la couche poreuse même si certaines notions introduites au cours de ce chapitre seront plus largement
utilisées dans le chapitre suivant. Cette récupération d’énergie peut s’effectuer lorsque l’environnement
permet un apport en énergie suffisant pour contrer les pertes énergétiques de la structure, ce qui ne peut
être obtenu que durant une certaine période de l’année, qualifiée ici d’estivale bien que s’étendant au-delà
de l’été.

Après avoir étudié la réponse du système de route solaire hybride à une excitation, les principales
données climatiques utilisées sont décrites et un indicateur est construit à partir de celles-ci afin d’évaluer
la quantité d’énergie disponible provenant de l’environnement et de comparer celle-ci entre plusieurs
positions géographiques. Cet indicateur s’appuie sur les données climatiques et peut s’appliquer aussi
bien en été qu’en hiver pour évaluer et comparer les pertes d’énergie, cette fois en vue de préserver la
structure du gel.

Des cartes de l’énergie potentielle disponible ainsi que des apports environnementaux peuvent finale-
ment être tracées, tout comme un indicateur évaluant l’efficacité de l’échange thermique. Une comparaison
entre les différents climats et les revêtements semi-transparent et opaque est menée et une discussion est
effectuée sur ces résultats.

Le modèle développé ici peut aussi être appliqué à d’autres types de structures, notamment des milieux
présentant des inclusions de matériaux à changement de phase.

6.1 Étude de la réponse du système à une excitation
Cette section vise à caractériser l’évolution de la température du fluide et de la température de

surface suite à l’application d’une excitation thermique au système. Celle-ci consiste en un échelon sur la
température d’injection du fluide. Une étude est en particulier menée sur la distance au point d’injection
du fluide et une discussion est tenue sur la largeur de la chaussée.

La route solaire hybride étudiée mesure 4 mètres de largeur et l’épaisseur considérée est de 1.5 mètre.
Les propriétés thermiques des couches sont les suivantes :

— couche de surface : k = 0.85W.m-1.K-1, ρc = 2700× 840× 106J.m-3.K-1
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— couche poreuse : k = 1.03W.m-1.K-1, ρc = 1.84× 106J.m-3.K-1

— EME : k = 1.40W.m-1.K-1, ρc = 2.254× 106J.m-3.K-1

Des conditions environnementales constantes sont utilisées :
— température de l’air : Tair = −10◦C
— température du ciel : Tciel = −16◦C
— vitesse du vent : Vw = 3m.s-1

— densité de flux solaire : Φsol = 0W.m-2

La vitesse d’écoulement du fluide est constante, égale à 1.0 × 10−4m.s-1. La température d’injection
du fluide est d’abord maintenue constante, égale à 10◦C afin d’établir un régime permanent. Un échelon
est ensuite appliqué, faisant passer la température d’injection du fluide à 20◦C.

6.1.1 Comparaison avec la relation analytique établie pour le régime perma-
nent

Une comparaison des résultats en régime permanent établi avec la formulation analytique introduite
dans le paragraphe 4.2.3 est présentée sur les figures 6.1a et 6.1b.
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Figure 6.1 – Comparaison du modèle numérique et de la formulation analytique en régime permanent
en fonction de la distance au point d’injection du fluide

Dans les deux cas, les températures correspondent, la différence de température restant inférieure à
1◦C pour la température du fluide quel que soit l’éloignement au point d’injection, et même inférieure
à 0.1◦C entre 0.7 et 3.9 mètres pour la température de surface. Pour celle-ci, les conditions limites en
adiabaticité, qui se sont pas prises en compte dans la solution analytique, ont une influence près des
frontières verticales du domaine, en particulier près de l’injection du fluide et, dans une moindre mesure,
près de la sortie.

6.1.2 Détermination des caractéristiques de la réponse temporelle du système
Dans ce paragraphe, nous cherchons à déterminer quelles sont les caractéristiques du système, notam-

ment temporelle, en vue de pouvoir le réguler.
Un échelon est appliqué sur la température d’entrée du fluide : celle-ci passe de 10 à 20◦C, les autres

conditions restant inchangées.
La figure 6.2 représente l’évolution de la température en surface pour plusieurs distances par rapport

à l’emplacement de l’injection du fluide.
Cette figure permet d’observer que le retard du système est d’autant plus important que l’éloignement

au point d’injection est grand à cause de la durée mise par le fluide pour traverser la structure pendant
son écoulement. La réponse du système s’allonge elle aussi.

À partir des données de températures de surface, il est possible de déterminer le retard du système
en fonction de la distance au point d’injection du fluide. Nous nous basons ici sur le temps de réponse à
1 %, c’est-à-dire la durée, en une position donnée, que met le système pour que la température augmente
de 1 % de son accroissement final. L’évolution de ce retard en fonction de la position est représentée sur
la figure 6.3.
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Figure 6.2 – Température de surface en fonction du temps et de l’éloignement au point d’injection
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Figure 6.3 – Retard en fonction de la distance au point d’injection du fluide

Le retard tr peut s’interpoler de la façon suivante :

tr = 194 + 1930x1.226 (6.1)

La réponse temporelle du système en une position x donnée peut s’approcher par une somme de
systèmes du premier ordre. La température en une position donnée Tx peut être approximée de la façon
suivante, pour t > tr :

Tx(t− tr) = A (1− b1 exp (λ1t)− b2 exp (λ2t)) (6.2)

Avec 0 ≤ b1 ≤ 1, 0 ≤ b2 ≤ 1 et b1 + b2 = 1.
Les coefficients A, b1, λ1 et λ2 (ces deux derniers étant exprimés ici en s-1) peuvent être interpolés et

sont représentés sur les figures 6.4, 6.5 et 6.6.

6.1.3 Discussion des résultats
Les figures 6.3 et 6.6 montrent que l’influence d’une variation de la température d’injection du fluide

se fait ressentir en moins de trois heures sur les quatre premiers mètres de la chaussée. Cependant, le
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Figure 6.5 – Paramètres b1 et b2

temps de montée en température est beaucoup plus long, avec, à quatre mètres de l’injection, deux modes
d’intensités comparables ayant des constantes de temps d’environ 5 et 35 heures.

Cette réponse à un échelon montre donc qu’il faut plusieurs heures voire dizaines d’heures pour que le
système réponde à une sollicitation. En particulier, il sera nécessaire de tenir compte de ces constantes de
temps lors de l’établissement de loi de commande, ce qui sera l’objet du chapitre 7, même si l’intensité de
la réponse, représentée sur la figure 6.4, décroît avec la longueur de l’écoulement, ce qui peut nécessiter
une importante élévation de la température à l’injection pour une longueur d’écoulement élevée.

6.2 Données nécessaires au fonctionnement du modèle numé-
rique

Le modèle numérique permet d’établir la température à l’intérieur de la structure en fonction du
temps. Pour fonctionner, un certain nombre de données est nécessaire, comme cela est schématisé sur la
figure 6.7.

Les propriétés du système doivent ainsi être connues, en particulier les propriétés thermiques, conduc-
tivité et capacité thermique. Les propriétés optiques de la couche de surface semi-transparente et les
propriétés de l’écoulement dans le milieu poreux (coefficient d’échange, porosité, vitesse de Darcy de
l’écoulement) doivent aussi être déterminées. Pour cela, il est possible de réaliser de mesures sur le sys-
tème pour estimer ces paramètres ou de s’appuyer sur des valeurs de la littérature.

Des données extérieures au système sont aussi nécessaires. Selon le niveau de précision souhaité ainsi
que des données climatiques dont on dispose, plusieurs jeux de données peuvent être utilisés.
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Figure 6.6 – Paramètres λ1 et λ2

Les fichiers météorologiques sont ici extraits du site EnergyPlus 1 ou de MeteoNorm (version 7) 2. Ces
fichiers comprennent notamment les coordonnées géographiques du lieu étudié, le rayonnement solaire
diffus Φs, le rayonnement solaire direct reçu sur une surface normale à la direction du rayonnement ΦN,d,
le rayonnement atmosphérique, la température de l’air, la vitesse du vent et le point de rosée. Il est à noter
que les deux bases de données ne peuvent être associés, les valeurs moyennes, que ce soit en températures
ou en densités de flux étant le plus souvent plus basses pour les données issues d’EnergyPlus. En outre,
les valeurs moyennes sur un mois ou sur l’année extraites de MeteoNorm se rapprochent davantage des
valeurs données par Meteo France 3, en particulier en ce qui concerne la température moyenne.

Dans le cas où certaines de ces données sont absentes, les corrélations présentées dans le chapitre 3
permettent d’utiliser les données présentes pour estimer celles qui manquent.

Le modèle multiphysique présenté au cours du chapitre 5 et schématisé sur la figure 6.8 permet de
déterminer la luminance énergétique, et les champs de températures pour les phases fluide et solide au
cours du temps.

modèle
numérique

— conditions climatiques :
Tair, Tciel,ΦN,d,Φs, Vw

— données topologiques :
longitude, latitude, β

— temps : t

— géométrie
— propriétés thermiques :

ρ, c, k
— propriétés de l’écoulement

en milieu poreux :
hfs, afs, ~u, φ

— propriétés optiques :
σ, κ

— champ de température : T
— température du fluide : Tf
— champ de luminance : L

Données
extérieures

Données du
système

Figure 6.7 – Données du problème

Une synthèse des principales données climatiques pour quelques villes est présentée sur les figures 6.9.
Une grande variété de conditions climatiques peut ainsi être prise en compte, avec des villes ayant :
— un climat océanique frais et humide (Nord-Ouest de la France).
— un climat océanique doux et humide (bassin Aquitain).

1. données en accès libre : https://energyplus.net/weather
2. http://www.meteonorm.com/
3. http://www.meteofrance.com/climat/france
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modèle
numérique

termes sources : F,F
terme d’échange : [Ke]

capacité et conductivité : [C] et [Kr]
termes d’advection et d’échange : [U ] et [A]

raideur pour l’ETR : [Γ]

[C]Ṫ + [Ke + Kr + U + A]T = K
[Γ]L = F

T , Tf
L

Figure 6.8 – Intégration des données au schéma numérique

— un climat océanique dégradé à influences continentales (Nord-Est), frais et plus sec que le climat
océanique, avec notamment une température de ciel plus basse que pour la façade Ouest.

— un climat méditerranéen, doux, sec et plus ensoleillé qu’ailleurs
— un climat montagnard, frais et sec, dans le Massif Central et les Alpes. L’influence des Pyrénées

n’est pas représentée ici.
— l’influence de l’effet d’îlot de chaleur urbain est également visible ici pour Paris avec une tempé-

rature de l’air plus élevée qu’ailleurs et un air plus sec.
Dans ce chapitre, l’étude menée porte principalement sur la fonction de récupération d’énergie qui se

produit durant les mois les plus chauds de l’année. Les résultats présentés ici ne portent donc pas sur
l’année complète, mais sur la période allant de mai à octobre, le choix de ce dernier mois étant lié à
l’inertie thermique qui permet de conserver un sol encore relativement chaud en octobre. Une synthèse
des principales données climatiques pour cette période de l’année est présentée sur les figures 6.10.

6.3 Notion de degré jour unifié
Nous cherchons dans cette section à construire un indicateur permettant à la fois d’évaluer les pos-

sibilités de récupération d’énergie et les besoins d’apports en énergie à partir de données climatiques,
donc sans avoir besoin d’exécuter le modèle numérique, ce qui permet notamment d’apporter un outil à
l’ingénieur pour estimer les performances énergétiques.

Cet indicateur doit pouvoir s’adapter à tout type de système permettant la récupération d’énergie ou
un apport énergétique. En cela, l’indicateur doit se limiter à la prise en compte des conditions environ-
nementales sans considérer les propriétés (géométriques, thermiques ou optiques) du système.

L’indicateur construit ici s’appuie sur la notion de degré jour. Il s’agit d’intégrer la différence entre
une température déduite des données environnementales et un seuil lorsque cette différence est d’un signe
donné.

Deux types de degrés jours sont ainsi définis : les degrés jours pour la fonction de chauffage de la
structure, ou heating, lorsqu’il est nécessaire d’injecter un fluide chaud pour prévenir de la formation
de verglas à la surface, et les degrés jours de refroidissement, ou cooling, lorsque la structure évacue la
chaleur apportée par l’environnement.

Ces degrés jours sont utilisés dans la littérature principalement en agronomie et en thermique du
bâtiment. L’indice de gel utilisé pour le dimensionnement des chaussées utilise également une formulation
similaire [25].

Dans le domaine de l’agronomie, certains processus comme le développement des plantes ou la crois-
sance de leurs feuilles nécessitent une température minimale pour que des réactions enzymatiques se
produisent [163]. La croissance est alors d’autant plus importante que la température de l’air est grande
devant ce seuil de température minimale. Au contraire, au-delà d’une autre température donnée, ces
réactions peuvent ne plus se produire et la croissance sera d’autant plus faible que la température de l’air
s’élèvera et se rapprochera de ce seuil [34].

En thermique du bâtiment, une température de l’air trop élevée entraîne, au-delà d’une certaine valeur,
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(a) Température moyenne de l’air (b) Température moyenne du ciel

(c) Irradiance annuelle (d) Humidité relative moyenne

Figure 6.9 – Synthèse des données climatiques

des besoins en climatisation qui seront d’autant plus importants que la température de l’air sera élevée.
Les besoins en consommation énergétique peuvent alors s’évaluer à partir de l’intégrale de la différence
entre la température extérieure Te et une température de consigne Tcons. Les degrés jours unifiés pour la
fonction cooling s’écrivent alors :

DJUcooling =
∫
t

(Te − Tcons)+ dt (6.3)

Où ( · )+ fait référence à la partie positive : (a)+ = max (a, 0). La température de consigne s’obtient
à partir de la température souhaitée dans le bâtiment, corrigée en prenant en compte les gains provenant
des apports solaires, des occupants, de la lumière, etc..

Connaissant le coefficient de perte thermique du bâtiment, K, exprimé en W.K-1, et l’efficacité du
système de climatisation ηc, la consommation annuelle en climatisation Qc peut s’écrire [5] :

Qc = K

ηc
DJUcooling(Tcons) (6.4)

Au contraire, une température extérieure trop basse fait intervenir des besoins en chauffage, d’autant
plus importants qu’il fait froid. Il est de nouveau possible d’introduire des degrés jours unifiés, cette fois-ci
pour la fonction heating :
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(a) Température moyenne de l’air de mai à octobre (b) Température moyenne du ciel de mai à octobre

(c) Irradiance de mai à octobre (d) Humidité relative moyenne de entre mai et octobre

Figure 6.10 – Synthèse des données climatiques durant la période de récupération d’énergie

DJUheating =
∫
t

(Tcons − Te)+ dt (6.5)

Et la consommation annuelle en chauffage Qh peut s’estimer par [5] :

Qh = K

ηh
DJUheating(Tcons) (6.6)

Avec ηh l’efficacité du système de chauffage.

6.3.1 Fonctionnement en chauffage
Nous proposons dans ce paragraphe d’adapter la formulation donnée pour les DJU heating en ther-

mique du bâtiment. Contrairement au bâtiment qui voit la plupart de ses échanges thermiques se produire
avec le milieu extérieur à la température Te, et qui voit les apports solaires intégrés à la température de
consigne, il n’est pas nécessaire ici de maintenir le sous-sol à une température donnée, et l’action doit se
faire sur la surface de la route.

L’objectif est ainsi de faire en sorte que la température de la surface de la chaussée durant la période
hivernale soit supérieure à un seuil de température donné, suffisamment élevé pour que le risque de
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formation de verglas sur la route soit nul à ce seuil, ce qui reviendrait, en thermique du bâtiment, à
maintenir la partie extérieure du mur au-dessus d’un seuil.

L’énergie apportée à la structure doit permettre d’accroître, lorsque c’est nécessaire, la température
de surface pour atteindre le seuil. Il est supposé par la suite que l’énergie à apporter à la surface est
proportionnelle à cette différence lorsque la température de surface est inférieure au seuil.

La température de la surface peut être estimée connaissant les conditions environnementales, comme
cela a été fait dans le paragraphe 4.2.3. Afin de n’utiliser que des considérations climatiques, il est supposé
que la surface de la route n’échange thermiquement qu’avec l’environnement extérieur, via les échanges
radiatifs et convectifs ainsi que par les apports solaires. Les DJU représentent alors l’énergie à apporter
depuis les couches souterraines pour élever la température de la surface.

Cette température de surface, considérée ici à l’équilibre thermique, est par la suite appelée tempé-
rature équivalente car prenant en compte les températures de l’air et du ciel ainsi que la densité de flux
solaire. Elle est notée Teq et s’obtient par :

Teq = hconvTair + hradTciel + Φsolaire

hconv + hrad
(6.7)

Avec hconv le coefficient d’échange convectif, hrad = 4εσT 3
ciel le coefficient d’échange radiatif, tciel la

température du ciel, Tair la température de l’air et Φsolaire la densité de flux solaire.
La température seuil Tseuil est la température sous laquelle on souhaite que la température équivalente

ne descende pas. Elle doit être telle qu’il n’y a pas de risque de formation de verglas lorsque la surface
de la route se trouve à cette température.

Deux approches sont étudiées ici pour ce seuil de température. En première approche, on peut consi-
dérer qu’une température positive permet d’éviter l’apparition de verglas. En ajoutant un coefficient de
sécurité, on peut alors écrire ce seuil sous la forme Tseuil = a avec, par exemple, a = 4◦C.

Il est aussi possible de prendre en compte l’humidité dans le calcul de ce seuil. En effet, si l’air est
suffisamment sec, celui-ci n’est pas saturé en vapeur d’eau et il ne peut y avoir de dépôt de glace sur la
chaussée. La température de saturation en vapeur d’eau, à humidité constante, correspond alors au point
de givrage, ce qui signifie que, pour une température de surface supérieure au point de givrage, il ne peut
pas y avoir formation de verglas. Ce point de givrage a été présenté plus en détail dans le paragraphe
3.4.5. De nouveau, un coefficient de sécurité a est rajouté au point de givrage Tg. Dans le cas où le point
de givrage calculé est positif, le seuil peut être considéré comme égal au coefficient de sécurité appliqué pr
rapport au point de fusion de l’eau, d’où un second seuil s’écrivant Tseuil = min (a, Tg + a). De nouveau,
le coefficient de sécurité a = 4◦C est utilisé.

Il est à noter qu’on a, dès lors que le coefficient de sécurité est le même pour les deux approches, un
premier seuil de température supérieur ou égal au second et donc les DJU heating pour le seuil constant
sont plus élevés que ceux pour lesquels le point de givrage est considéré : la première approche nécessite
un chauffage plus important que la seconde.

6.3.2 Fonction Cooling
Dans le cadre de cette étude, deux objectifs peuvent être étudiés pour la fonction cooling. Comme

pour la fonction heating, l’objectif peut être de ne pas franchir un seuil donné, ici un maximum à ne pas
dépasser afin que la chaussée ne subisse pas une dégradation de ses performances mécaniques et de réduire
le risque d’orniérage. La formulation des degrés jours unifiés est alors similaire à celle de la prévention du
verglas, avec une température équivalente de la surface, définie par (6.7), qui doit rester inférieure à un
seuil donné. Ces degrés jours cooling représentent alors la quantité d’énergie à évacuer de la route pour
la refroidir suffisamment.

Un second objectif est celui de la récupération d’énergie. Il est supposé ici que l’énergie thermique
récupérée par le fluide durant son écoulement peut être en partie récupérée afin d’être soit directement
utilisée (réseau de chaleur urbain), soit stockée en vue d’une utilisation en hiver pour cette fois-ci réchauffer
la surface de la chaussée. Pour cela, il faut que le fluide ressorte plus chaud de la couche poreuse qu’il
n’y est rentré. Le fait que la surface soit à une température supérieure à celle du fluide permet un
apport en énergie au fluide et un échauffement de celui-ci. Nous supposons donc ici que la température de
consigne est celle du fluide, en entrée, supposée connue et que la température extérieure est la température
équivalente de surface.
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Il est à noter que ces deux derniers types de degrés jours, s’ils sont définis par des relations similaires,
ne représentent pas les mêmes échanges thermiques : dans le cas où on cherche à ne pas monter trop haut
en température, on considère des apports de l’extérieur à la couche de surface qu’il faut évacuer alors que
dans le second cas, on a affaire à une énergie disponible de l’extérieur pouvant être transmise au fluide.

Une comparaison des DJU heating, pour le chauffage de la couche de surface en hiver et des DJU
cooling pour la récupération d’énergie en été ne permet ainsi pas de comparer les besoins en chauffage
avec le potentiel de récupération d’énergie.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous focalisons sur l’aspect récupération d’énergie, donc sur les DJU
cooling. Le volet concernant la prévention du gel et l’étude des DJU heating seront l’objet du chapitre 7.

6.3.3 Évaluation des DJU cooling
Dans ce paragraphe, des valeurs de DJU sont données, établies à partir de fichiers contenant des don-

nées climatiques annuelles. Les DJU sont calculés à partir de la relation (6.3) en utilisant la température
équivalente donnée par (6.7) et une température d’injection du fluide supposée constante, égale à 13◦C,
proche de la température dans le sol.

Une synthèse des DJU cooling est représentée sur la figure 6.11. Dans les deux cas, les cartes des DJU
cooling entre les villes étudiées présentent des variations similaires à celle de la température moyenne de
l’air de la figure 6.9a.

(a) DJU cooling annuels (b) DJU cooling de mai à octobre

Figure 6.11 – Synthèse des DJU cooling

6.4 Résultats en récupération d’énergie
Il est supposé ici que l’énergie thermique récupérée par le fluide au cours de son écoulement dans la

couche poreuse peut être captée. L’hypothèse est ainsi faite que c’est l’augmentation de la température
du fluide entre son injection et sa sortie de la couche poreuse qui est à l’origine du potentiel d’apport en
énergie. Ces apports d’énergie sont ici présentés rapportés à une surface.

Cet apport potentiel surfacique noté ici E, peut ainsi être calculé de la façon suivante :

E =
∫
t

(ρc)fSu(Tf,out − Tf,in)+dt (6.8)

Avec S la section de l’écoulement, u la vitesse de l’écoulement, Tf,in la température d’injection du
fluide et Tf,out sa température à la sortie de la couche poreuse.

Les conditions climatiques horaires annuelles synthétisées au cours des précédents paragraphes sont
utilisées pour faire fonctionner le modèle numérique et permettent d’obtenir des résultats en potentiel de
récupération d’énergie. En particulier, les effets du revêtement, opaque ou semi-transparent, sont analysés.
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Le potentiel de récupération d’énergie E est représenté sous forme de carte pour les deux revêtements
sur les figures 6.12. À chaque fois, le potentiel d’énergie calculé porte sur la période allant de mai à
octobre.

(a) Couche de surface opaque (b) Couche de surface semi-transparente

Figure 6.12 – Synthèse des résultats en récupération d’énergie

En notantG l’irradiance surfacique reçue, l’efficacité du système, notée η est introduite. Cette grandeur
permet d’évaluer la fraction de l’irradiance solaire pouvant potentiellement être collectée. On a ainsi
η = E

G .
Cette efficacité est représentée pour les deux types de couches de surface sur les figures 6.13.

(a) Couche de surface opaque (b) Couche de surface semi-transparente

Figure 6.13 – Synthèse des résultats en efficacité

Pour les deux types de couches de surface, le potentiel d’énergie augmente lorsqu’on se dirige vers le
Sud, là où les températures moyennes ainsi que l’irradiance sont les plus élevées. Les variations observées
sur les cartes sont également similaires et les résultats obtenus sont cohérents avec les estimations de
DJU cooling de la carte 6.11 avec en particulier un maximum à Paris et des minima en montagne.

Les cartes d’efficacités ressemblent quant à elles davantage à celles des températures moyennes 6.10a
et 6.10b avec des valeurs plus basses en montagne et sur le Nord-Ouest de la France.

Étant donné qu’un revêtement semi-transparent permet une pénétration plus profonde du rayonne-
ment solaire dans le sol, une énergie plus importante est captée en présence d’une couche de surface
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semi-transparente, celle-ci étant d’autant plus importante que le matériau est transparent pour les prin-
cipales longueurs d’ondes du rayonnement solaire.

Les augmentations du potentiel de récupération d’énergie et de l’efficacité sont représentées sur les
figures 6.14a et 6.14b.

(a) Augmentation de E (b) Augmentation de l’efficacité η

Figure 6.14 – Amélioration des performances avec un revêtement semi-transparent

L’augmentation du potentiel de récupération d’énergie présente des similarités avec la carte de l’irra-
diance estivale 6.10c avec en particulier une augmentation plus importante le long de la façade atlantique,
du Pays Basque jusqu’à la pointe bretonne ainsi que dans le Sud-Est de la France. Ailleurs, les valeurs
sont assez homogènes même s’il peut être noté que l’accroissement de E est minimal à Paris ce qui pour-
rait indiquer une influence négative ou très faible de la température et des DJU cooling sur les variations
de E étant donné que les zones montagneuses ne semblent pas non plus se détacher des régions de plaine.

L’augmentation de l’efficacité, en moyenne de 6.7 pt, est quant à elle assez uniforme sur le pays
avec des valeurs allant de 5.7 pt à 7.8 pt, ce qui signifie que le choix d’un revêtement semi-transparent
plutôt qu’opaque permet d’avoir un gain important de potentiel de récupération d’énergie au regard de
l’irradiance. L’augmentation de l’efficacité semble une nouvelle fois être plus importante avec l’irradiance,
la façade atlantique ainsi que les régions méditerranéennes présentant des augmentations plus élevées.

Un rapprochement des résultats sur le potentiel d’énergie récupérable avec les DJU cooling peut être
effectué en représentant la grandeur E en fonction des DJU cooling pour les villes étudiées, ce qui a été
réalisé sur la figure 6.15.
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Figure 6.15 – Potentiel d’énergie récupérable fonction des DJU cooling pour les 53 villes étudiées
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Les courbes de tendance obtenues permettent d’estimer le potentiel en récupération d’énergie dans le
cas étudié ici par une corrélation linéaire :

Eopaque = 0.1645×DJUcooling − 11.07 (6.9)
Esemi-transparent = 0.1517×DJUcooling − 43.37 (6.10)

Il faut cependant noter que les résultats présentés ici ne sont valables que pour une longueur de 4 m
et un matériau semi-transparent ayant les propriétés utilisées ici. En particulier, si le fluide peut absorber
beaucoup d’énergie thermique au début de son écoulement, son échauffement fait que l’absorption d’éner-
gie se fait ensuite de moins en moins bien. Ainsi, si l’énergie potentielle totale représentée sur la figure
6.16 continue d’augmenter avec la longueur de l’écoulement, l’énergie potentielle surfacique E (figure
6.17) diminue tout comme l’efficacité de l’échangeur thermique (figure 6.18).

Ces figures ont été obtenues en relevant la température par tranches de 20 cm d’éloignement du point
d’injection du fluide puis en en déduisant les performances énergétiques.
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Figure 6.16 – Potentiel d’énergie récupérable moyen en fonction de la distance au point d’injection du
fluide
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Figure 6.17 – Potentiel surfacique d’énergie récupérable moyen en fonction de la distance au point
d’injection du fluide

La figure 6.18 fait apparaître une efficacité supérieure à 100 % sur les premiers centimètres de la route.
En effet, au cours de la période estivale, la température de l’air est le plus souvent supérieure à celle du
fluide au moins au début de son écoulement. L’air contribue ainsi en partie au chauffage du fluide.
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Figure 6.18 – Efficacité de l’échange thermique en fonction de la distance au point d’injection du fluide

Cette efficacité décroissant avec la longueur de l’écoulement, le choix d’un compromis entre l’efficacité
de l’échange thermique et le coût de l’infrastructure est donc nécessaire.

6.5 Synthèse
Au cours de ce chapitre, les conditions environnementales auxquelles le système de route solaire hybride

pourrait être soumis in situ ont été présentées et ont permis d’introduire la notion de degré jour unifié
ou DJU. Cet indicateur permet, pendant la période estivale, d’identifier les zones géographiques pouvant
apporter le plus d’énergie au système.

Le modèle numérique introduit au cours des chapitres précédents a pu être utilisé sur des données
climatiques annuelles afin d’obtenir l’évolution du champ de température dans la route solaire hybride
au cours du temps pendant l’année. De ces résultats, des données de potentiel d’énergie récupérable ont
pu être dégagées. La représentation de ces résultats a permis de mettre en évidence une similarité de la
carte obtenue avec celle des DJU cooling mais aussi d’estimer un important potentiel d’énergie.

Pour ce cas d’étude avec une longueur d’écoulement de quatre mètres, le potentiel d’énergie calculé
moyen sur la France, rapporté à l’irradiance, montre qu’environ 33 % de l’apport solaire pourrait être
collecté avec un revêtement opaque et ce chiffre est encore accru pour une couche de surface semi-
transparente, atteignant environ 39 % ici.

Il faut cependant noter que ces performances dépendent fortement de nombreux paramètres. En
plus l’influence des conditions environnementales qui a été développée dans ce chapitre, la longueur de
l’écoulement joue aussi un rôle important. Si son augmentation accroît la surface d’apports solaire, elle
réduit aussi fortement l’efficacité de l’échange thermique.
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Chapitre 7

Optimisation et contrôle commande

Après avoir étudié dans le chapitre précédent l’aspect récupération d’énergie à l’aide des routes solaires
hybrides, nous développons dans ce chapitre l’aspect prévention du gel. Pour ce faire, de l’énergie qui a pu
être stockée à la suite de la période de récupération d’énergie est apportée au système afin de réchauffer
le fluide. Au cours de son écoulement, celui-ci permet d’augmenter la température de la couche poreuse,
chaleur qui en se diffusant atteint la surface. Si le fluide est injecté suffisamment chaud, il ne peut y avoir
formation de verglas à la surface de la route.

Comme pour la chapitre précédent, des considérations climatiques sont d’abord exposées, afin de
déterminer les régions les plus susceptibles d’avoir recours à ce type de dispositif.

Le contrôle en température du fluide injecté est ensuite détaillé. À partir du modèle direct présenté
dans les chapitres précédents, un problème de minimisation est introduit, ce qui amène à l’utilisation de
la méthode de l’état adjoint. Celle-ci permet non seulement de déterminer la température d’injection du
fluide, mais aussi de reconstruire les paramètres thermiques intervenant dans l’équation de diffusion de
la chaleur.

Une application de cette méthode d’optimisation est alors proposée, en s’appuyant sur des données cli-
matiques relatives à plusieurs climats. Les performances énergétiques des routes solaires hybrides peuvent
ainsi être discutées.

7.1 Données climatiques
Les principales données climatiques en période hivernale (températures de l’air et de ciel, humidité et

irradiance) sont représentées sur les figures 7.1.
Ces cartes montrent que c’est une grande moitié Nord-Ouest de la France qui est la plus soumise au

risque de formation de verglas avec des températures moyennes plus qu’à proximité des façades maritimes.
Les zones montagneuses sont tout particulièrement concernées par ce risque avec des températures de
l’air plus basses qu’ailleurs et un écart encore plus conséquent pour les températures de ciel à cause d’un
ciel souvent plus dégagé, ce qui apparaît également sur la carte d’humidité (figure 7.1c). Celle-ci se situe
entre 80 et 85% sur une grande partie de la France, seul le Sud-Est, les zones montagneuses et dans une
moindre mesure la région parisienne conservent un taux d’humidité plus faible.

L’irradiance, à cause de la position plus basse du Soleil dans le ciel, est beaucoup plus faible que lors
de la période estivale et représente, sur ces cinq mois, environ 20 % du total annuel. Son influence sur le
champ de température de la route solaire hybride est donc fortement réduite.

7.2 Évaluation des besoins en énergie avec les DJU
Les DJU, dont le calcul a été présenté dans le paragraphe 6.3.2 sont ici calculés de deux manières, en

considérant deux différents seuils de température en-dessous desquels on ne souhaite pas que la tempé-
rature de la surface de la route descende. Dans le premier cas, ce seuil est constant, égal à un coefficient
de sécurité par rapport à 0◦C, ici choisi à Tsec = +4◦C pour prendre en compte à la fois les imprécisions
des données du problème ainsi que celles du modèle. On a alors Tseuil = Tsec.
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(a) Température moyenne de l’air (b) Température moyenne de ciel

(c) Humidité relative moyenne entre novembre et
mars

(d) Irradiance de novembre à mars

Figure 7.1 – Principales données climatiques entre novembre et mars

Dans le second cas, cette marge de sécurité est ajoutée au point de givrage Tg de telle sorte qu’on
a Tseuil = min (Tg + Tsec, Tsec). Seul le cas d’une température de givrage calculée positive permet alors
d’avoir Tseuil = Tsec.

Des données de DJU heating sont représentées sur les figures 7.2.
Les deux cartes 7.2 présentent des allures similaires, les zones présentant les valeurs de DJU heating

les plus élevées ou les plus basses étant assez similaires à chaque fois. Ces cartes présentent des similitudes
avec celles des températures de l’air et de ciel (figures 7.1a et 7.1b) avec des besoins a priori de chauffage
plus élevés dans une grande moitié Nord-Est de la France et en particulier sur les massifs montagneux.

Cependant, des variations importantes sont présentes entre ces deux cartes. La baisse, en %, des DJU
heating entre les deux seuils de température est ainsi représentée sur la figure 7.3.

Cette figure fait apparaître une différence relative plus importante entre les deux types de DJU heating
calculés lorsque le climat est sec. En particulier, si la baisse est faible pour le climat océanique de l’Ouest
de la France (de 10 à 20 %), elle est plus importante dans l’Est là où l’influence continentale se fait
ressentir (de -30 à -35 %) et est encore plus élevée en montagne avec des baisses dépassant les 60 %.
Près de la mer méditerranée, la baisse est moins sensible que pour le reste de la moitié Est de la France
mais les valeurs initiales des DJU heating étaient déjà faibles. La carte 7.3 est ainsi assez proche de celle
de l’humidité moyenne de la figure 7.1c avec une baisse plus importante dans une moitié Sud-Est de la
France, là où l’humidité est globalement la plus basse.
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(a) DJU heating annuels pour le seuil Tseuil = +4◦C (b) DJU heating annuels pour le seuil Tseuil =
min (Tg + 4,+4◦C)

Figure 7.2 – Synthèse des DJU heating

Cette baisse des DJU heating obtenue en se basant sur le point de givrage signifie que le besoin en
chauffage sera davantage réduit sur l’Est de la France et en montagne, ces besoins devenant d’autant plus
faibles que le climat est sec et donc que le point de givrage est bas. En particulier, c’est dans les zones
montagneuses, qui sont les plus soumises au risque de verglas, que l’économie apparaît comme étant la
plus importante.

7.3 Formulation du problème

7.3.1 Présentation du problème
Dans cette partie, nous cherchons à maintenir la surface de la structure hors gel en minimisant le coût

énergétique requis pour le chauffage du fluide caloporteur en entrée du système.
Pour cela, nous considérons un domaine Ω de frontière ∂Ω constitué d’une superposition de couches

solides, dont une est poreuse. Ce domaine possède un élément de frontière ΓS ⊂ ∂Ω à travers lequel des
échanges thermiques ont lieu entre le domaine et l’environnement.

La phase fluide contenue dans la couche poreuse constitue un domaine noté Ωf , de frontière ∂Ωf . Le
fluide est injecté au travers de l’élément de frontière d’entrée Γf ⊂ ∂Ωf puis s’écoule de façon gravitaire
à travers les pores de la couche poreuse (figure 7.4).

Nous nous plaçons dans le cas où la température sur la surface ΓS doit être supérieure à un seuil donné,
noté Tseuil, typiquement pour éviter les risques de gel, tout en minimisant les dépenses énergétiques. Ce
seuil de température peut évoluer en fonction du temps et correspondre au point de givrage corrigé d’un
coefficient de sécurité.

Une fonction coût est introduite et permet de prendre en compte le coût du chauffage du fluide sous
la contrainte Tsurf ≥ Tseuil.

7.3.2 Formulation du problème d’optimisation
Nous notons [0, ta] l’intervalle de temps étudié, ta étant l’horizon temporel. La température de surface

et la température d’entrée du fluide vérifient alors Tsurf ∈ L2(ΓS , [0, ta]) et Tf,in ∈ L2([0, ta])). De plus,
Tf,ref désigne une température de référence pour le fluide. Cette température de référence est celle du
stockage du fluide dans un réservoir et est telle que la dépense énergétique pour avoir une température du
fluide en entrée égale à cette valeur soit donc nulle. La température de surface Tsurf est alors la réponse
sur ΓS du système à la température d’injection du fluide. En notant f̂ la réponse du modèle thermique
à la surface, on peut noter Tsurf = f̂(Tf,in).
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Figure 7.3 – Baisse relative des DJU heating entre les deux approches
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Figure 7.4 – Domaines et frontières étudiés

L’espace des paramètres est noté U = L2([0, ta]), auquel est associé le produit scalaire usuel 〈· |· 〉U
défini, pour tout u1, u2 ∈ U , par :

〈u1|u2〉U =
∫ ta

t=0
u1(t)u2(t)dt (7.1)

Ce produit scalaire est associé à la norme notée ‖· ‖U .
La fonction coût Jenerg associée à la minimisation des dépenses énergétiques correspond alors à la

différence entre la température du fluide injecté et la température de référence Tf,ref :

Jenerg(Tf,in) = 1
2 ‖max (0, Tf,in − Tf,ref )‖2U (7.2)

Le problème de minimisation est alors le suivant :

déterminer u ∈ U tel que u = arg min
Tf,in∈U

Jenerg(Tf,in) et Tsurf ≥ Tseuil (7.3)

Le problème est reformulé en terme de problème de minimisation sans contrainte, de sorte que la
contrainte Tsurf ≥ Tseuil est réécrite en contrainte faible.

Pour cela, l’espace des mesures, noté M, est introduit ; il s’agit de l’espace contenant le champ de
température à la surface :M = L2(ΓS , [0, ta]). Le produit scalaire usuel surM est noté 〈· |· 〉M et est
défini, pour tout v1, v2 ∈M, par :

〈v1|v2〉M =
∫ ta

t=0

∫
ΓS
v1(x, t)v2(x, t)dSdt (7.4)
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La norme ‖· ‖M est associée à ce produit scalaire. Pour tout v ∈M :

‖v‖2M = 〈v|v〉M (7.5)
La fonction coût associée au terme de contrainte Jcont doit être pénalisante lorsque la température de

surface Tsurf = f̂(Tf,ref ) est inférieure au seuil Tseuil. Si Tsurf ≥ Tseuil, la pénalisation n’est pas nécessaire.
Nous proposons d’écrire ce terme sous la forme :

Jcont(Tf0) = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(Tf,in)− Tseuil
)∥∥∥2

M
(7.6)

En notant u le paramètre à minimiser, ici u = Tf,in, la fonctionnelle J à minimiser s’écrit comme la
somme du résidu en surface Jres et des dépenses énergétiques Jenerg :

J(u) = 1
2 ‖u− Tf,ref‖

2
U + λ

2

∥∥∥min
(

0, f̂(u)− Tseuil
)∥∥∥2

M
(7.7)

Où λ > 0 est une constante, permettant d’ajuster l’intensité de la contrainte.
En notant ε = 1

λ , la fonctionnelle J peut être réécrite, à une constante multiplicative près :

J(u) = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u)− Tseuil
)∥∥∥2

M
+ ε

2 ‖u− Tf,ref‖
2
U (7.8)

Le second terme de (7.8) correspond alors à un terme de Tikhonov et permet de régulariser le problème.
Le problème de minimisation s’écrit alors :

déterminer u ∈ U tel que u = arg min
Tf,in∈U

J(Tf,in) (7.9)

Ce problème peut alors être vu comme un problème de reconstruction, l’objectif étant de reconstruire
la température d’injection du fluide amenant à une température de surface supérieure ou égale au seuil
donné, avec un terme de régularisation prenant en compte les dépenses énergétiques.

7.4 Introduction aux problèmes inverses

7.4.1 Introduction
La démarche habituelle de modélisation consiste à déterminer la réponse d’un modèle à partir de

données d’entrée. Il s’agit de reproduire les relations physiques entre des causes (les entrées) et certains
effets (les sorties). Ces types de problème sont appelés problèmes directs dans la mesure où ils respectent
le principe de causalité, à savoir qu’une cause, les entrées, entraîne des effets, les sorties.

Contrairement aux problèmes directs, les problèmes inverses consistent à déterminer les causes d’un
phénomène physique à partir d’observations partielles de ses effets. L’objectif de la résolution de ces
problèmes est alors de déterminer un ensemble de données d’entrée, les paramètres habituellement connus
dans le cas du problème direct, à partir de mesures indiquant l’état du système.

Le but est alors d’utiliser le modèle de façon indirecte,à travers une procédure d’optimisation. Ceci
est schématisé sur la figure 7.5.

Une caractéristique des problèmes inverses est leur caractère mal posé [235] qui provient du non
respect de la causalité physique. Ceci renvoie à la notion d’identifiablilité d’une part, et au besoin de
régularisation d’autre part.

Un système est identifiable si la quantité d’informations disponible (les données) permet de déterminer
de façon unique la solution au problème. La solution au problème ne dépendant pas de façon continue
des données à cause du non respect du principe de causalité, la résolution du problème est instable et
il faudra faire appel à des techniques de régularisation afin d’obtenir une solution approchée de manière
stable.

De nombreux domaines font appel à des problèmes inverses. En astrophysique, les propriétés des
corps célestes (masse, composition, éventuellement taille) n’étant pas directement accessibles, ce sont des
observations (vitesse ou luminosité par exemple) qui permettent d’obtenir ces données. En médecine, de
nombreux outils utilisent tels l’IRM, le scanner, la radiographie ou l’échographie. Les climatologues sont
capables, à partir d’étude d’échantillons qui nous sont parvenus (carottes glaciaires ou prélèvements de
roches) et de modèles, de retracer l’histoire climatique, et ainsi de prévoir l’évolution future du climat.
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Figure 7.5 – Problème inverse

7.4.2 Formulation
L’objectif du problème inverse est de déterminer un ensemble de paramètres u appartenant à l’espace

des paramètres U tel que les résultats f(u) obtenus à l’aide du modèle f soient les plus proches possible
des mesures m de l’espace des mesuresM.

Il s’agit donc de déterminer u ∈ U tel que la norme ‖f(u)−m‖M soit minimale. On cherche donc :

arg min
u∈U
‖f(u)−m‖2M (7.10)

D’un point de vue mathématique, la formulation (7.10) n’assure cependant pas l’unicité de la solution
du problème à cause de la non-linéarité de f . Dans un premier temps, on considère f linéaire (f ∈
L(U ,M)) avant d’étendre les résultats au cas général.

7.4.3 Régularisation
Le problème (7.10) est alors équivalent à l’équation normale [77] :

f∗f(u) = f∗(m) (7.11)

Où f∗ est l’opérateur adjoint de f .
On peut définir l’opérateur f+, appelé inverse généralisé, tel que :

f+ = (f+f)−1f∗ (7.12)

L’équation (7.11) se réécrit alors sous la forme :

u = f+(m) = (f∗f)−1f∗(m) (7.13)

Afin d’étudier la stabilité de l’opérateur f+, nous allons utiliser la théorie spectrale et en particulier la
décomposition en valeurs singulières de l’opérateur f , [77] : il existe une suite (σn)n positive strictement
décroissante convergente vers 0 et deux familles orthogonales {vn}n et {wn}n telles que :

f(u) =
∑
n∈N∗

σn〈u; vn〉wn

f∗(m) =
∑
n∈N∗

σn〈m;wn〉vn
(7.14)

On a alors :

f∗f(u) =
∑
n∈N∗

σ2
n〈u; vn〉vn (7.15)
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L’opérateur autoadjoint f∗f peut donc se diagonaliser sur la base de ses vecteurs propres {vn}n. On
montre alors [77] :

u = f+(m) =
∑
n∈N∗

〈f∗(m); vn〉
σ2
n

vn =
∑
n∈N∗

〈m;wn〉
σn

vn (7.16)

L’équation (7.16) fait apparaître une instabilité de l’opérateur f+ à cause de la convergence vers 0
des σn.

L’équation (7.16) fait aussi apparaître des manières d’approcher ce problème des valeurs singulières
σn qui tendent vers 0 : il s’agit de la régularisation du problème inverse.

Nous allons nous intéresser par la suite à deux méthodes de régularisation qui ont été mises en œuvre
pour la résolution des deux problèmes inverses étudiés ici : thermique et électromagnétique.

La principale différence entre ces deux problèmes réside dans la possibilité d’utiliser une hypothèse
de linéarité.

La première méthode de régularisation, qui apparaît aussi comme la plus évidente à la vue de la
relation (7.16) consiste à tronquer cette série et à calculer :

uN =
N∑
n=1

〈m;wn〉
σn

vn (7.17)

Cette méthode permet de filtrer les hautes fréquences et, de cette manière, de contenir l’instabilité.
Elle est appelée troncature spectrale. C’est cette méthode qui sera utilisée pour le problème inverse élec-
tromagnétique car on peut faire l’hypothèse que ce problème est linéaire. Au contraire, le problème inverse
de thermique n’est pas linéaire et cette méthode de régularisation ne pourra donc pas lui être appliquée.

La décomposition en valeurs singulières (7.16) avait permis d’obtenir :

u =
∑
n∈N∗

1
σ2
n

〈f∗m; vn〉vn (7.18)

Nous utiliserons alors la méthode de régularisation de Tikhonov. L’idée consiste à remplacer le terme
en 1

σ2
n

par un terme filtré gε(σn) avec ε > 0, qui ne présente pas de pôle à l’origine et vérifiant [77] :
lim

n→+∞
gε(σn) > 0

lim
ε→0

gε(σn) = 1
σ2
n

(7.19)

On retrouve donc bien, pour ces types de filtres, g0(σn) = 1
σ2
n

ainsi qu’un filtrage des hautes fréquences

(qui correspondent à n→ +∞).
Le filtre de la régularisation de Tikhonov vérifie ces critères et s’écrit [234] :

gε(σn) = 1
ε+ σ2

n

(7.20)

En appelant uε la solution régularisée du problème inverse, l’équation (7.16) se réécrit alors :

uε =
∑
n∈N∗

σn
ε+ σ2

n

〈m;wn〉vn (7.21)

On peut alors réécrire également l’équation (7.13) qui devient :

uε = (f∗f + εI)−1f∗(m) (7.22)
La forme variationnelle équivalente s’énonce :

uε = arg min
u∈U

(‖f(u)−m‖2M + ε‖u‖2U ) (7.23)

La formulation variationnelle de Tikhonov consiste donc à rajouter une pénalisation permettant l’ob-
tention d’une solution de norme relativement faible. Le choix du paramètre de régularisation ε répond
alors à un compromis entre la stabilité de l’inversion (ε grand) et la fidélité de l’inversion.
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Dans le cas non linéaire, la relation (7.22) n’a plus de sens. Cependant, la relation (7.23) peut être
généralisée au cas d’un opérateur f non linéaire :

uε = arg min
u∈U

(‖f(u)−m‖2M + ε‖u− u0‖2U ) (7.24)

où u0 est une estimation a priori des paramètres et permet d’obtenir des résultats locaux de conver-
gence [77].

7.5 Résolution du problème de minimisation avec la méthode
de l’état adjoint

Dans cettte section, nous cherchons à résoudre le problème de minimisation (7.9) de la fonctionnelle
J donnée par (7.8).

Pour calculer cette température d’injection du fluide, un problème de reconstruction est introduit
en s’appuyant sur le modèle numérique présenté au cours des précédents chapitres ainsi que sur des
méthodes de résolution de problèmes de minimisation. La méthode de l’état adjoint est ainsi introduite
et une généralisation à d’autres problèmes de minimisation est présentée.

Nous nous plaçons ici dans le cas général de problèmes non linéaires. Nous proposons ainsi d’utiliser
l’algorithme de Levenberg-Marquardt pour déterminer la solution au problème de minimisation suivant :

u = arg min
ũ∈U

J(ũ) (7.25)

Pour cela, la fonctionnelle associée au problème linéaire tangent est introduite. Elle permet notam-
ment d’exprimer les effets de faibles variations des paramètres u sur la fonctionnelle J . Cette nouvelle
fonctionnelle J̃u, définie au voisinage de u, s’obtient à partir de J et peut s’écrire sous la forme :

J̃u(δu) = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)∥∥∥2

M
+ ε

2 ‖u+ δu− Tf,ref‖2U + ν

2 ‖δu‖
2
U (7.26)

Avec f̂ ′(u) ∈ L(U ,M) la dérivée de Gâteaux du modèle direct en u et ν le paramètre d’amortissement
de Levenberg-Marquardt.

L’application de l’algorithme de Levenberg-Marquardt prévoit, à chaque itération sur celui-ci, de
minimiser cette fonctionnelle afin de déterminer l’incrément δu tel que :

δu = arg min
δũ∈U

J̃u(ũ) (7.27)

L’incrément δu obtenu permet alors d’ajuster de façon itérative la valeur des paramètres u. Pour
calculer cet incrément, le problème adjoint est ici introduit, en présentant d’abord les problèmes direct
et linéaire tangent.

7.5.1 Problème direct
Le problème direct a été présenté dans les chapitres précédents. Sous l’hypothèse d’une couche de

surface semi-transparente, quasi opaque aux longueurs d’ondes du rayonnement ambiant, le problème
direct s’écrit, en reprenant les notations introduites dans le chapitre 4 :
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(1− φ) ρc∂T

∂t
−∇· (k∇T ) =

{
h (Tf − T ) sur Ωf
q sur Ω \ Ωf

T (t = 0) = T0{
k∇T ·~n = Φ +

∑
i hi(θi − T ) sur ΓS

k∇T ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS
φ (ρc)f

∂Tf
∂t

+ (ρc)f ~u·∇Tf −∇· (kf∇Tf ) = h (T − Tf )
Tf (t = 0) = T 0

f{
Tf = Tf,in sur Γf0

kf∇Tf ·~n = 0 sur ∂Ωf \ Γf0

(7.28)

Avec q donné, fonction des conditions environnementales (rayonnements solaires direct et diffus),
indépendant de la température du milieu.

7.5.2 Problème linéaire tangent
Le problème linéaire tangent permet, dans le cas général, de linéariser le problème direct autour d’un

jeu de paramètres u ∈ U . Le problème direct (7.28) est alors exprimé en fonction des variations des
paramètres δu. Ici, δu = δTf,in et les variations induites par δu sur les champs de températures T et Tf
sont alors notées respectivement δT et δTf . Les autres paramètres, notamment le terme source radiatif q,
les conditions initiales T 0 et T 0

f , les conditions extérieures et les propriétés thermiques sont indépendants
de δu.

Ce problème linéaire tangent s’écrit alors :


(1− φ) ρc∂δT

∂t
−∇· (k∇δT ) =

{
h (δTf − δT ) sur Ωf
0 sur Ω \ Ωf

δT (t = 0) = 0{
k∇δT ·~n = −

∑
i hiδT sur ΓS

k∇δT ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS
φ (ρc)f

∂δTf
∂t

+ (ρc)f ~u·∇δTf −∇· (kf∇δTf ) = h (δT − δTf )
δTf (t = 0) = 0{

δTf = δTf,in sur Γf0

kf∇δTf ·~n = 0 sur ∂Ωf \ Γf0

(7.29)

Le problème linéaire tangent a la même structure que le problème direct et peut donc être résolu de
la même façon que celui-ci.

7.5.3 Application de la méthode de l’état adjoint
Il est ici envisagé d’utiliser une méthode basée sur le gradient pour minimiser la fonctionnelle J̃u

définie par (7.26), ce qui nécessite la connaissance de son gradient. Parmi les trois termes qui constituent
la fonctionnelle J̃u, les gradients des termes associés à la consommation énergétique et au terme de
Levenberg-Marquardt s’obtiennent aisément étant donné qu’il sont exprimés explicitement en fonction
de δu. Seul le gradient du terme de résidu demande une étude approfondie, effectuée dans l’annexe D.

Le gradient de la fonctionnelle peut finalement s’écrire :

J̃ ′u(δTf0)δT̃f0 = −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f0

(
kf∇T ∗f ·~n+ (ρc)f T

∗
f ~u·~n

)
dSdt

+ε〈δT̃f0|Tf0 + δTf0 − Tf,ref 〉U + µ〈δT̃f0|max (0, Tf0 + δTf0 − Tf,ref )〉U
+ν〈δT̃f0|δTf0〉U (7.30)
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Avec T ∗ et T ∗f la solution au problème adjoint défini par (7.31) :




− (1− φ) ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗) = min (0, T + δT − Tseuil)δΓS +

{
h
(
δT ∗f − δT ∗

)
sur Ωf

0 sur Ω \ Ωf
δT ∗(t = ta) = 0{
k∇δT ∗·~n = −

∑
i hiδT

∗ sur ΓS
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

−φ (ρc)f
∂δT ∗f
∂t
− (ρc)f ~u·∇δT ∗f −∇·

(
kf∇δT ∗f

)
= h

(
δT ∗ − δT ∗f

)
δT ∗f (t = ta) = 0{

δT ∗f = 0 sur Γf0

kf∇δT ∗f ·~n = − (ρc)f δT ∗f ~u·~n sur ∂Ωf \ Γf0
(7.31)

La connaissance de la solution du problème adjoint par la résolution de (7.31) permet donc de calculer
le gradient de la fonctionnelle par (7.30) et l’application de méthodes basées sur le gradient permet ensuite
la minimisation de la fonctionnelle et la reconstruction de la température d’injection du fluide Tf,in.

Ce problème adjoint est défini de façon rétrograde, c’est-à-dire que les conditions finales sont connues et
donc on cherche à déterminer T (tn) connaissant T (tn+1). Le problème reste néanmoins bien posé compte
tenu du changement de signe des termes de dérivées temporelles. Le schéma temporel peut être réécrit
pour avoir une structure similaire aux problèmes direct et linéaire tangent en effectuant le changement de
variable t← ta− t, l’équation de l’adjoint redevient alors posée pour des dates croissantes. Les techniques
de résolution du problème direct peuvent ainsi être réutilisées pour le problème adjoint.

Le problème adjoint permet d’obtenir les zones du domaine ayant l’effet le plus important sur la
fonctionnelle. Ainsi, une solution au problème adjoint proche de zéro en une date et une position donnée
signifie qu’un changement de la température en ce point et pour cette date n’aura qu’un impact négligeable
sur la fonctionnelle. Au contraire, une valeur élevée, en valeur absolue, de la solution au problème adjoint
en une date et un point donnés signifie qu’un changement des propriétés physiques aura un effet important
sur la fonctionnelle.

Le terme de contrainte sur la température de surface de la fonctionnelle agit alors comme un terme
source. Si celui-ci est partout nul, la solution au problème adjoint est elle aussi nulle et il est in-
utile de modifier les paramètres physiques du problème pour le terme de résidu. Dans le cas où ce
terme de résidu est non nul, il agit comme un terme source sur le système (7.31) au travers du terme
min (0, T + δT − Tseuil)δΓS . La diffusion de ce terme source permet alors d’observer les positions dans le
domaine et les dates pour lesquelles des modifications des paramètres du système sont susceptibles d’agir
sur le terme de résidu. Ici, pour reconstruire la température d’injection du fluide, la zone sur laquelle on
agit est la surface d’injection du fluide Γf .

En particulier, il peut être observé que, pour une date t proche de l’horizon temporel ta, le terme
source min (0, T + δT − Tseuil)δΓS du système (7.31) n’aura diffusé que sur une zone proche de la surface
ΓS . Les zones éloignées de ΓS ont alors un impact négligeable sur le terme de résidu pour ces dates
t ≈ ta. En particulier, une modification de la température d’injection du fluide pour ces dates n’aura
qu’une influence limitée sur la minimisation du terme de résidu.

7.5.4 Linéarité du problème
Le problème étudié ici est linéaire vis-à-vis du paramètre à déterminer : la réponse du système à une

somme d’ excitations sera la somme des réponses à chacune de ces excitations.
Ce n’est cependant pas vrai pour le cas général de la reconstruction d’autres paramètres physiques

comme la capacité thermique ou la conductivité thermique [40].
Les problèmes direct et linéaire tangent sont alors équivalents pour le cas étudié au cours de ce

paragraphe. Les variations du paramètre à reconstruire ici, δTf,in peuvent alors être assimilées à Tf,in +
δTf,in, et deux problèmes sont à résoudre : le problème direct (équivalent donc au problème linéaire
tangent), et le problème adjoint qui peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante (7.32), l’expression du
gradient (7.30) restant alors inchangée :
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− (1− φ) ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗) = min (0, T − Tseuil)δΓS +

{
h
(
δT ∗f − δT ∗

)
sur Ωf

0 sur Ω \ Ωf
δT ∗(t = ta) = 0{
k∇δT ∗·~n = −

∑
i hiδT

∗ sur ΓS
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

−φ (ρc)f
∂δT ∗f
∂t
− (ρc)f ~u·∇δT ∗f −∇·

(
kf∇δT ∗f

)
= h

(
δT ∗ − δT ∗f

)
δT ∗f (t = ta) = 0{

δT ∗f = 0 sur Γf0

kf∇δT ∗f ·~n = − (ρc)f δT ∗f ~u·~n sur ∂Ωf \ Γf0
(7.32)

7.5.5 Minimisation de la fonctionnelle
Nous reprenons dans ce paragraphe l’expression de la fonctionnelle J̃u donnée par (7.26). En prenant

en compte la linéarité du problème, le paramètre de régularisation de Levenberg-Marquardt n’est pas
nécessaire (ν = 0) et on a :

J̃ ′u(Tf,in)δT̃f,in = −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f,in

(
kf∇δT ∗f ·~n+ (ρc)f δT

∗
f ~u·~n

)
dSdt+ ε〈δT̃f,in|Tf,in − Tf,ref 〉U

Et donc, sous forme de produit scalaire :

J̃ ′u(Tf,in)δT̃f,in = 〈δT̃f,in|
(
kf∇δT ∗f ·~n+ (ρc)fδT ∗f ~u·~n

)
+ ε(Tf,in − Tf,ref )〉U (7.33)

Connaissant les solutions des problèmes direct (7.28) et du problème linéaire tangent (7.29), le pro-
blème adjoint (7.31) peut être résolu.

Les techniques d’optimisation habituelles, gradient à pas constant ou variable, gradient conjugué,
etc. peuvent alors être mises en œuvre pour minimiser la fonctionnelle J̃u et obtenir ainsi l’incrément
δTf,in à rajouter à Tf,in à chaque itération sur l’algorithme de Levenberg-Marquardt. La prise en compte
de la linéarité du problème permet de n’avoir à utiliser que le gradient conjugué, sans l’algorithme de
Levenberg-Marquardt.

7.6 Contrôle de l’état de santé de la couche poreuse : extension
à la reconstruction de plusieurs paramètres

Dans le paragraphe 7.5, l’utilisation de la méthode de l’état adjoint pour le calcul de la température
d’injection du fluide afin de préserver la structure de route solaire hybride de la formation de verglas en
surface a été présentée.

Cette stratégie de contrôle de la structure peut être étendue au contrôle de l’état de santé de celle-ci,
et notamment pour vérifier que les performances de l’échangeur thermique se maintiennent au cours du
temps. Une instrumentation de la chaussée permet ainsi d’obtenir des mesures de surface et celles-ci
peuvent permettre de déterminer la position et la nature d’éventuels défauts ou dégradations survenus à
l’intérieur de la structure et notamment au niveau de la couche poreuse, tels que de l’encrassement et du
colmatage des pores. L’écoulement du fluide peut en effet charrier des particules qui peuvent, à terme,
bloquer localement l’écoulement du fluide dans les pores en les colmatant et réduire ainsi les performances
du système.

Le problème du contrôle en température de la structure peut ainsi être étendu au contrôle de l’en-
crassement de la couche poreuse. Pour cela, nous cherchons ici à caractériser des défauts présents dans
la structure, à partir de mesures de surface, en reconstruisant un ou plusieurs paramètres physiques du
système.
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7.6.1 Présentation du problème
Nous cherchons dans cette partie à reconstruire un jeu de paramètres u0 dans un domaine Ω connais-

sant les mesures réalisées en des points xk ∈ Ω, ces points étant dans la pratique souvent situés sur les
frontières ∂Ω du domaine étudié.

Un domaine entièrement solide est ici considéré, sans écoulement de fluide donc, mais l’étude menée
ici peut être adaptée à d’autres phénomènes physiques.

Ω
xk

Figure 7.6 – Représentation du cas étudié

Ce domaine, représenté sur la figure 7.6 est soumis, sur une partie ΓS ⊂ ∂Ω de ses frontières, à des
interactions avec l’environnement sous la forme d’échanges et d’apports thermiques. L’hypothèse est faite
que, sur le reste des frontières, ∂Ω \ ΓS , il n’y a pas d’échanges ni d’apports.

Nous rappelons que le problème direct est défini par le système d’équations (7.34), dans lequel les
propriétés thermiques ρc, k, le coefficients d’échanges hi, i ∈ [|1, Nh|], les températures extérieures Ti, la
température initiale T 0 ainsi que les termes sources internes q et externes Φ sont connus.

ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q

T (t = 0) = T 0{
k∇T ·~n =

∑Nh
i=1 hi (Ti − T ) + Φ sur ΓS

k∇T ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.34)

L’objectif du problème inverse ici étudié est de déterminer des paramètres physiques parmi ρc, k,
q, hi, Ti, Φ, T 0 afin que l’application du modèle permette d’approcher au plus près les températures
mesurées θk(t) aux points xk. Ces paramètres à reconstruire appartiennent à l’espace des paramètres U .
Pour ce cas général, il est d’abord supposé que tous ces paramètres sont reconstruits simultanément :
u = {ρc, k, q, T 0, {hi}, {Ti},Φ}.

Afin d’obtenir ces paramètres, comme pour l’obtention de la température d’injection du fluide dans le
paragraphe précédent, une fonctionnelle est minimisée. Celle-ci est constituée de deux termes : un terme
de résidu et un terme de régularisation. Pour cela, les notations suivantes sont introduites :

— M est l’espace des mesures, dans lequel sont définies les mesures : M = L2({xk}, [0, ta]). Nous
définissons le produit scalaire usuel 〈· |· 〉M par, pour tout a, b ∈M :

〈a|b〉M =
∑
k

∫ ta

t=0
a(xk, t)b(xk, t)dt (7.35)

La norme associée est notée ‖· ‖M . Pour tout θ ∈M :

‖θ‖2M =
∑
k

∫ ta

t=0
θ(xk, t)2dt (7.36)

— U est l’espace des paramètres, dans lequel sont définis les paramètres à reconstruire.
Dans cette partie, nous considérons pour les paramètres ayant une dépendance spatiale (ρc, k,
q, T 0) comme faisant partie de l’espace de Sobolev H1(Ω), un tel choix étant nécessaire afin de
garantir que le problème soit bien posé et d’obtenir une solution régulière et lisse [177]. Ce choix
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d’un espace de Sobolev est lié à des conditions de régularité que l’utilisation d’un espace de contrôle
de type L2 ne permet pas d’assurer. Les paramètres ρc, k, q, hi, Ti et Φ sont supposés également
dépendre du temps. L’espace des paramètres est alors tel que :
— u1 = ρc ∈ U1 = H1(Ω)× L2([0, ta])
— u2 = k ∈ U2 = H1(Ω)× L2([0, ta])
— u3 = q ∈ U3 = H1(Ω)× L2([0, ta])
— u4 = T 0 ∈ U4 = H1(Ω)
— u5 = {hi} ∈ U5 =

(
L2([0, ta])

)Nh
— u6 = {Ti} ∈ U6 =

(
L2([0, ta])

)Nh
— u7 = Φ ∈ U7 = L2([0, ta])
Le produit scalaire usuel 〈· |· 〉U est défini sur U par, pour tout a, b ∈ U :

〈a|b〉U =
7∑
i=1
〈ai|bi〉Ui (7.37)

Avec :
— pour i ∈ {1, 2, 3} : 〈ai|bi〉Ui

=
∫ ta
t=0
(∫

Ω aibidΩ + α2 ∫
Ω∇a

T
i ·∇bidΩ

)
dt

— pour i = 4 : 〈ai|bi〉Ui
=
∫

Ω aibidΩ + α2 ∫
Ω∇a

T
i ·∇bidΩ

— pour i ∈ {5, 6} : 〈ai|bi〉Ui =
∑Nh
j=1

∫ ta
t=0 aij biijdt

— pour i = 7 : 〈ai|bi〉Ui
=
∫ ta
t=0 aij biijdt

Et α 6= 0, le cas α = 0 correspondant à une norme dans L2.
L’utilisation du produit scalaire dans H1 lors de l’application de la méthode de l’état adjoint
permet l’ajout d’un filtre passe-bas en espace, réduisant ainsi, selon la définition de la norme
choisie sur U et le paramètre α, les variations sur de faibles longueurs du gradient [44, 195]. Le
choix de cet espace de Sobolev, au lieu de L2, permet d’établir une régularisation de Tikhonov du
premier ordre en espace [36], prenant donc en compte, en plus de la solution elle-même, les effets
de son gradient pour la régularité.
La norme associée est notée ‖· ‖U . Pour tout u ∈ U :

‖u‖2U =
∑
i

‖ui‖2Ui
=
∑
i

〈ui|ui〉Ui (7.38)

Fonctionnelle à minimiser

La fonctionnelle à minimiser doit prendre en compte :
— un terme de résidu, de façon à ce que les mesures de températures soit les plus proches possibles

des températures calculées par le modèle. Ce terme de résidu s’écrit :

1
2
∑
k

∫ ta

t=0
(T (xk, t)− θk(t))2 dt = 1

2‖T − θ‖
2
M (7.39)

— un terme de régularisation de Tikhonov, pour s’assurer que le processus de minimisation ne fait
pas diverger la solution (voir aussi le paragraphe 7.4.3). Ce terme s’écrit sous la forme ‖u−u0‖2U .

— un terme de pénalisation des contraintes, optionnel, peut aussi être ajouté afin de prendre en
compte des informations supplémentaires sur les paramètres à reconstruire lorsqu’on en dispose
[147]. On suppose que ces informations sur les paramètres à reconstruire peuvent s’écrire sous la
forme d’une contrainte en égalité Gu = c avec G ∈ L (U ,C ) et c ∈ C l’espace des contraintes. En
notant ‖· ‖C une norme sur C associée à un produit scalaire 〈· |· 〉C , ce terme de contrainte
peut s’écrire µ2 ‖Gu− c‖

2
C .

Le terme de pénalisation peut avoir plusieurs origines. Par exemple :
— Les paramètres à reconstruire peuvent avoir une valeur connue (ou proche d’une certaine valeur)

sur certains éléments. Ce cas peut être utilisé pour la reconstruction des propriétés thermiques.
La matrice G pourra alors être une matrice creuse avec un nombre de ligne égal au nombre
de connaissances a priori (une pour chaque élément dont on connaît la valeur du paramètre).
Pour un nombre N d’éléments et des valeurs connues c2, c3, cN−2 et cN sur les éléments 2, 3,
N − 2 et N , la matrice G et le vecteur c pourront s’écrire :
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G =


0 1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 0 0 · · · 1 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 1


c =

[
c2 c3 cN−2 cN

]T
(7.40)

— Des parois ou des zones du domaine étudié peuvent avoir les mêmes propriétés, sans qu’on
connaisse les valeurs des paramètres concernés. Par exemple, si l’élément 2 est adjacent aux
éléments 1 et 3 et que ces trois éléments ont les mêmes propriétés thermiques, tout comme
l’élément N adjacent aux éléments N − 3, N − 2 et N − 1 on pourra par exemple écrire :

G =



−1 1 0 0 · · · 0 0 0 0
1 0 −1 0 · · · 0 0 0 0
0 −1 1 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 0 · · · −1 1 0 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 1 0
0 0 0 0 · · · 0 0 −1 1
0 0 0 0 · · · 1 0 0 −1
0 0 0 0 · · · −1 0 1 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 0 1


c =

[
0 0 0 0 0 0 0 0 0

]T

(7.41)

— Il est aussi possible pour d’autres types de reconstructions d’avoir des relations mettant en
jeu des sommes de paramètres. C’est le cas par exemple lorsqu’on cherche à reconstruire les
densités de flux thermiques (flux solaire ou d’échanges convecto-radiatif) connaissant la somme
de ces composantes [40].

Le coefficient µ permet alors d’ajuster la sévérité des contraintes et ne doit ni être trop petit
pour que le terme de pénalisation ne devienne pas négligeable devant celui de fidélité, ni être trop
grand, ce qui rendrait le terme de fidélité négligeable devant celui de pénalisation, et le problème
reviendrait alors à résoudre l’équation Gu = c. Il est donc nécessaire de trouver un compromis
entre ces deux situations.

La fonctionnelle à minimiser s’écrit donc :

J(u) = 1
2‖T − θ‖

2
M + ε

2‖u− u0‖2U + µ

2 ‖Gu− c‖
2
C (7.42)

Le problème n’est ici pas linéaire et il est proposé de le résoudre avec l’algorithme de Levenberg-
Marquardt. Cet algorithme itératif à pour but de linéariser localement la fonctionnelle autour d’un premier
jeu de paramètres, de minimiser cette nouvelle fonctionnelle à l’aide de méthodes usuelles basées sur le
gradient (gradient conjugué par exemple ici) et enfin de rajouter la solution obtenue au jeu de paramètres
utilisé précédemment afin d’obtenir le jeu de paramètres initialisant l’itération suivante de l’algorithme.

La fonctionnelle localement linéarisée s’écrit alors :

Ju(δu) = 1
2‖T (u) + δT (δu)− θ‖2M + ε

2‖u+ δu− u0‖2U + µ

2 ‖G(u+ δu)− c‖2C + ν

2‖δu‖
2
U (7.43)

Le dernier terme, ν2‖δu‖2U , est le terme de Levenberg-Marquardt. Il permet de pénaliser une variation
trop importante de l’incrément sur la solution numérique.

Application de la méthode de l’état adjoint

Afin de calculer le gradient de la fonctionnelle linéarisée Ju, et en particulier le gradient du terme
de résidu, le problème adjoint (7.45) est obtenu à partir de la formulation faible du problème linéaire
tangent (7.44), lui-même déduit du problème direct (7.34). Ces deux problèmes sont obtenus de façon
similaire à ce qui a été réalisé pour le problème d’optimisation de la température d’injection du fluide
dans le paragraphe 7.5.

Contrairement à l’optimisation de la température d’injection du fluide étudiée dans le paragraphe
précédent, le problème n’est pas linéaire par rapport aux paramètres à reconstruire, en particulier ρc,
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k et {hi}. Il est pas nécessaire de résoudre le problème linéaire tangent qui ne peut plus s’assimiler au
problème direct.

Le problème linéaire tangent s’écrit alors (7.44).


ρc
∂δT

∂t
−∇· (k∇δT ) = δq − δρc∂T∂t +∇· (δk∇T )

δT (t = 0) = δT 0{
k∇δT ·~n =

∑
i hi (δTi − δT ) + δΦ +

∑
i δhi (Ti − T )− δk∇T ·~n sur ΓS

k∇δT ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.44)

Le problème adjoint s’écrit (7.45).
−ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗) =

∑
k (T (xk, t) + δT (xk, t)− θk(t)) δxk

δT ∗(t = ta) = 0{
k∇δT ∗·~n = −

∑
i hiδT

∗ sur ΓS
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.45)

La formulation faible du problème linéaire tangent (7.44) permet de nouveau d’obtenir une expression
sous la forme d’une intégrale dans L2(Ω) pour le gradient du terme de résidu de la fonctionnelle :

∑
k

∫ ta

t=0
δT̃ (xk, t) (T (xk, t)− θk(t)) dt =

∫
Ω×[0,ta]

(
δq̃ − δρ̃c∂T

∂t

)
δT ∗dΩdt

−
∫

Ω×[0,ta]
(δk̃∇T ) ·∇δT ∗dωdt

+
∫

Ω
ρcδT̃ 0δT ∗(t = 0)dΩ

+
∫
∂Ω×[0,ta]

(
δΦ̃δT ∗ +

∑
i

hiδT̃iδT
∗

)
dΓdt

+
∫
∂Ω×[0,ta]

∑
i

δh̃i(Ti − T )δT ∗dΓdt (7.46)

Contrairement à l’optimisation de la température d’injection du fluide, pour laquelle l’espace U était
constitué de fonctions L2, ce qui permettait de faire apparaître à ce stade le produit scalaire défini sur
U , ici, le fait que U = H1(Ω) requiert une modification de la formulation du problème.

D’après [153] repris par [177], le fait que les T (xk, · ) − θk soient définis dans L2([0, ta]) permet de
considérer la relation (7.46) comme une relation de transposition pour δT ∗(t = 0). δT ∗(t = 0) est alors
défini de manière unique comme appartenant au dual de H1(Ω), noté ici (H1(Ω))∗

Pour faire apparaître le produit scalaire dans H1(Ω), nous pouvons introduire w ∈ H1(Ω) image de
δT ∗(t = 0) par l’isomorphisme de Riesz I :

w = I −1δT ∗(t = 0) (7.47)

Soit :

〈δT ∗(t = 0), δT̃ 0〉(H1(Ω))∗,H1(Ω) = 〈w|δT̃ 0〉H1(Ω) (7.48)

Avec 〈· , · 〉(H1(Ω))∗,H1(Ω) le produit de dualité entre (H1(Ω))∗ et H1(Ω).
On a donc la relation explicite suivante entre w et δT ∗(t = 0) :∫

Ω
wδT̃ 0dΩ + α2

∫
Ω
∇w·∇δT̃ 0dΩ =

∫
Ω
δT̃ 0δT ∗(t = 0)dΩ (7.49)

La relation (7.49) peut se réécrire, après une intégration par parties en espace :
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∫
Ω
wδT̃ 0dΩ + α2

∫
∂Ω
δT̃ 0∇w·~ndS − α2

∫
Ω

∆wδT̃ 0dΩ =
∫

Ω
δT̃ 0δT ∗(t = 0)dΩ (7.50)

La relation (7.50) est la forme faible, pour le cas α 6= 0, de l’équation (7.51) :{
−α2∆w + w = δT ∗(t = 0) sur Ω
∇w·~n = 0 sur ∂Ω (7.51)

Le cas α→ 0 correspond alors à w = δT ∗(t = 0) et on retrouve le cas où l’espace considéré est L2(Ω),
le terme de condition limite n’apparaissant plus dans la formulation faible (7.50).

Le gradient du terme de résidu de la fonctionnelle s’écrit alors, en reprenant (7.46) :

〈δT̃ |T − θ〉M = 〈δρ̃c|∂T
∂t
w〉U1 + 〈δk̃|∇T ·∇w〉U2 + 〈δq̃|w〉U3 + 〈δT̃ 0|ρcq〉U4

+
∑
i

〈δh̃i|(Ti − T )w〉U5 +
∑
i

〈δT̃i|hiw〉U6 + 〈δΦ̃|w〉U7 (7.52)

D’où le gradient de la fonctionnelle complète, par rapport à chacun des paramètres :

J ′u(δu)δρ̃c = 〈δρ̃c| − ∂T

∂t
w + ε(ρc+ δρc− ρc0) + µ(ρc)c + νδρc〉U1 (7.53)

J ′u(δu)δk̃ = 〈δk̃| − ∇T ·∇w + ε(k + δk − k0) + µkc + νδk〉U2 (7.54)
J ′u(δu)δq̃ = 〈δq̃|w + ε(q + δq − q0) + µqc + νδq〉U3 (7.55)

J ′u(δu)δT̃ 0 = 〈δT̃ 0|ρcw + ε(T 0 + δT 0 − T 0
0 ) + µT 0

c + νδT 0〉U4 (7.56)
J ′u(δu)δh̃i = 〈δh̃i|(Ti − T )w + ε(hi + δhi − hi,0) + µhi,c + νδhi〉U5 (7.57)
J ′u(δu)δT̃i = 〈δT̃i|hiw + ε(Ti + δTi − Ti,0) + µTi,c + νδTi〉U6 (7.58)
J ′u(δu)δΦ̃ = 〈δΦ̃|w + ε(Φ + δΦ− Φ0) + µΦc + νδΦ〉U7 (7.59)

Où l’indice c fait à chaque fois au terme de contrainte pour le paramètre α considéré : αc = GT (Gα+
Gδα− c).

7.6.2 Application à la reconstruction de propriétés physiques dans une paroi
par couplage avec une méthode basée sur l’électromagnétisme

Dans ce paragraphe, la méthode de l’état adjoint est appliquée à la reconstruction d’inclusions dans des
parois en évaluant les valeurs de conductivité et de capacité thermique. Pour cela, en plus de la méthode
thermique, il est proposé d’utiliser aussi une méthode de reconstruction basée sur de l’électromagnétisme
afin de réduire le domaine de recherche des inclusions [147].

Cette méthode reposant sur l’électromagnétisme se base sur des mesures réalisées avec un Ground
Penetrating Radar ou GPR. À partir de ces mesures, une grandeur est reconstruite permettant d’estimer
la localisation d’un éventuel défaut. Celle-ci est ensuite affinée avec la méthode thermique et les propriétés
du défaut peuvent être reconstruites.

Calcul du champ électrique

Le GPR est un appareil qui est déplacé au-dessus d’une paroi afin de repérer des inclusions dans le sol.
À chaque déplacement du GPR, celui-ci émet un signal électromagnétique pendant une brève période de
l’ordre de la nanoseconde. Ce signal se déplace ensuite dans le sol. En présence de variations des propriétés
électriques du sol, et notamment de la perméabilité électrique, une partie du signal électromagnétique est
déviée et est notamment renvoyée vers la surface où le GPR enregistre ce signal réfléchi.

La propagation du signal électromagnétique dans le sol est régie par les équations de Maxwell [192] :
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∇× ~E = −∂
~B

∂t
(7.60)

∇× ~H = ∂ ~D

∂t
+ ~Jc + ~Js (7.61)

∇· ~D = ρ (7.62)
∇· ~B = ρm (7.63)

Avec ~E le champ électrique (en V.m-1), ~H le champ magnétique (en A.m-1), ~Jc la densité de courant
(en A.m-2) induite par le champ électrique, ~Js la densité de courant induite par la source électrique, ~B
la densité de flux magnétique (en Wb), ~D la densité de flux électrique (en C), ρ la densité électrique de
charge (en C.m-1) et ρm la densité magnétique de charge (en H.m-1.s-1).

Ces équations montrent que les charges électriques et magnétiques sont des sources de champs élec-
trique et magnétique et que les variations temporelles d’un des deux champs entraîne le déplacement de
charges et donc des variations spatiales de l’autre champ.

En plus des équations de Maxwell, des lois de comportement, analogues à la loi de Fourier pour la
diffusion thermique, sont utilisées :

~Jc = σ ~E (7.64)
~D = ε ~E (7.65)
~B = µ ~H (7.66)

Avec σ, ε et µ respectivement les tenseurs de conductivité électrique (en S.m-1), de permittivité
électrique (en F.m-1) et de perméabilité magnétique (en H.m-1). Pour des matériaux isotropes, comme
cela est supposé ici, des tenseurs sont des scalaires. De plus, l’hypothèse est faite que ces matériaux sont
non magnétiques et donc que leur perméabilité magnétique est égale à celle du vide µ0 = 4π × 10−7

H.m-1.
Dans le cadre de l’utilisation du GPR, l’objectif est de reconstruire le champ de permittivité électrique

ε. Pour cela, il est possible de s’appuyer sur des mesures réalisées in situ. Ici, ces mesures sont obtenues
numériquement en calculant l’évolution du champ électrique à la suite de l’excitation électrique générée
par le GPR.

La source électrique ~Js émise par le GPR se propageant dans la paroi étudiée, les équations de Maxwell
sont résolues numériquement à l’aide de l’algorithme de Yee, basé sur des différences finies avec le logiciel
libre GPRMax [93].

Reconstruction du champ de permittivité électrique

Le champ électrique mesuré par le GPR provient des variations des propriétés électriques rencontrées
dans leurs milieux de propagation par les ondes électromagnétiques. Pour estimer ces variations, une
fonction de contraste χ est introduite et c’est cette grandeur qui sera ensuite calculée [193, 218] :

χ = εeq − εeqs
εeqs

(7.67)

Avec εeq la permittivité équivalente donnée par :

εeq = ε0εr − j σ

2πf (7.68)

Avec ε0 la permittivité diélectrique du vide (ε0 = 8.854× 10−12 F.m-1) et εr la permittivité relative.
La perméabilité diélectrique du sol, en l’absence d’inclusions, εeqs vérifie de façon similaire :

εeqs = ε0εb − j σb2πf (7.69)

Où l’indice b fait référence aux propriétés électriques, supposées connues, du sol.
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La présence de valeurs non nulles de la fonction de contraste χ indique donc la présence de zones
ayant des propriétés électriques différentes de celles du sol, et donc d’inclusions. Le champ électrique
peut alors se décomposer en deux composantes : une partie incidente Einc, due aux réflexions des ondes
électromagnétiques au niveau de variations connues des propriétés électriques, et une partie diffuse Es,
due aux variations des propriétés électriques autour des valeurs initialement supposées : E = Einc + Es.

Le champ électrique diffus vérifie alors la relation [192] :

Es(x) = ks

∫
x′∈Ω

Ge(x, x′)E(x, x′)χ(x′)dΩ (7.70)

Avec Ge la fonction externe de Green et ks le nombre d’onde.
L’équation (7.70) fait ainsi dépendre le champ diffus Es du champ total dans lequel se trouve aussi le

champ diffus. Le problème inverse d’électromagnétisme est ainsi non linéaire et mal posé, ce qui nécessite
l’emploi d’une méthode de régularisation pour obtenir une solution stable. La non-linéarité du problème
peut aussi entraîner l’apparition de fausses solutions ou artefacts à cause de minima locaux.

Pour linéariser le problème et rendre moins complexe le calcul d’une solution, l’approximation de Born
est utilisée sur l’équation (7.70). Le principe est d’effectuer une approximation au premier ordre sur le
champ électrique. Au lieu d’avoir E = Einc + Es(χ,E) avec Es donné par la relation (7.70), le champ
total est estimé par E = Einc + Es(χ,Einc), ce qui revient à faire l’approximation E ≈ Einc. Dans ce
cas, l’équation (7.70) devient [152, 193, 217] :

Es(x) = ks

∫
x′∈Ω

Ge(x, x′)Einc(x, x′)χ(x′)dΩ (7.71)

Pour obtenir la fonction de contraste χ, l’opérateur linéaire défini par (7.71) fait l’objet d’une décom-
position en valeurs singulières. Le système singulier {σn, un, vn} est ainsi introduit, avec {σn} les valeurs
singulières rangées dans l’ordre décroissant, {un} la base des fonctions dans l’espace des inconnues et
{vn} la base des fonctions dans l’espace des données. La régularisation de la solution est effectuée en
effectuant une troncature de la décomposition en valeurs singulières [152, 193, 217] :

χ =
N∑
n=1

1
σn
〈Es|vn〉un (7.72)

Avec 〈· |· 〉 le produit scalaire usuel dans l’espace des données etN l’indice de la troncature spectrale,
fixé de façon à assurer un compromis entre la précision et la stabilité de la solution.

Pour obtenir une première localisation d’éventuelles inclusions avec le GPR, une fonction de contraste
normalisée χ̂ est considérée [218] :

χ̂ = |χ|
max |χ| (7.73)

La fonction de contraste normalisée χ̂ est nulle là où la permittivité diélectrique est égale à celle du
sol et différente de 0 dans les régions susceptible de comprendre un défaut. Pour repérer ces zones, un
seuil Tm est introduit pour obtenir une fonction caractéristique Ur définie par [218] :

Ur(x) =
{

1 si χ̂ ≥ Tm
0 sinon

(7.74)

En première approche, un seuil Tm = 0.5 peut être choisi.

Reconstruction thermique

L’objectif est maintenant de reconstruire les propriétés thermiques de capacité thermique ρc et de
conductivité thermique k dans la paroi de façon à localiser et à caractériser d’éventuelles inclusions ou
défauts.

Les notations du paragraphe 7.6 sont reprises. On note ainsi u = {k, ρc} ∈ U l’espace des paramètres.
Pour effectuer la reconstruction thermique, des mesures de températures sont données et les conditions

environnementales sont supposées connues. La méthode de l’état adjoint détaillée dans le paragraphe 7.6
est réutilisée.
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Le problème direct s’écrit, d’après (7.34) :
ρc
∂T

∂t
−∇· (k∇T ) = q

T (t = 0) = T 0{
k∇T ·~n =

∑Nh
i=1 hi (Ti − T ) + Φ sur ΓS

k∇T ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.75)

Pour le problème linéaire tangent, on a, en adaptant (7.44) :
ρc
∂δT

∂t
−∇· (k∇δT ) = −δρc∂T∂t +∇· (δk∇T )

δT (t = 0) = 0{
k∇δT ·~n =

∑
i hi (δTi − δT ) +−δk∇T ·~n sur ΓS

k∇δT ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.76)

Le problème adjoint est donné par (7.45) :
−ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗) =

∑
k (T (xk, t) + δT (xk, t)− θk(t)) δxk

δT ∗(t = ta) = 0{
k∇δT ∗·~n = −

∑
i hiδT

∗ sur ΓS
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

(7.77)

Une fonctionnelle J à minimiser est ainsi introduite :

J(u) = 1
2‖T − θ‖

2
M + ε

2‖u− u
0‖2U (7.78)

Avec u0 les propriétés thermiques supposées connues en l’absence d’inclusions dans la paroi. Le pro-
blème n’est ici pas linéaire par rapport aux inconnues u et l’algorithme de Levenberg-Marquardt est
utilisé. À chaque itération sur cet algorithme, la fonctionnelle localement linéarisée Ju est introduite par :

Ju(δu) = 1
2‖T + δT − θ‖2M + ε

2‖u+ δu− u0‖2U + ν

2‖δu‖
2
U (7.79)

Le gradient de Ju s’obtient à partir des relations (7.80) et (7.81) :

J ′u(δu)δρ̃c = 〈δρ̃c|∂T
∂t
δT ∗ + ε(ρc+ δρc− ρc0) + νδρc〉U (7.80)

J ′u(δu)δk̃ = 〈δk̃|∇T ·∇δT ∗ + ε(k + δk − k0) + νδk〉U (7.81)

Les propriétés thermiques sont supposées constantes au cours du temps. Les expressions (7.80) et
(7.81) se réécrivent, en adaptant les paramètres ε et ν, sous la forme :

J ′u(δu)δρ̃c =
∫
t

∫
Ω
δρ̃c

∂T

∂t
δT ∗dΩdt+

∫
Ω
δρ̃c

(
ε(ρc+ δρc− ρc0) + νδρc

)
dΩ (7.82)

J ′u(δu)δk̃ =
∫
t

∫
Ω
δk̃∇T ·∇δT ∗dΩdt+

∫
Ω
ε(k + δk − k0) + νδkdΩ (7.83)

Couplage des deux méthodes de reconstruction

Il est possible de reconstruire les propriétés thermiques sans avoir recours à la reconstruction par
GPR. Cependant, pour la recherche de défauts de petites dimensions devant celles du domaine, une
telle reconstruction nécessiterait de nombreuses mesures de températures ainsi que des moyens de calculs
importants. La reconstruction par le GPR permet l’apport d’informations a priori qui vont être intégrées
à la reconstruction thermique.
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Le problème ici considéré est supposé être bidimensionnel. La notation x utilisée précédemment pour
situer un point dans l’espace est maintenant remplacée par les coordonnées cartésiennes (x, z).

Au lieu d’effectuer une reconstruction sur un domaine pouvant être grand, la reconstruction par le
GPR permet de réduire le domaine d’étude initial. À partir de la fonction de contraste Ur, des sous-
domaines D1, D2 et D3 dont définis et représentés sur la figure 7.7.

l1x l1x

l2x l2x

l2z+

l2z−

l1z+

l1z−

D2

D3

D1

Ur = 1

z

x

Figure 7.7 – Sous-domaines pour le problème de thermique

Le premier sous-domaine D1 correspond à la zone contenant les points dont la fonction caractéristique
vaut 1. C’est donc le sous-domaine le plus susceptible d’abriter les inclusions ou défauts détectés par le
GPR.

Le deuxième sous-domaine D2 contient les points du domaine initial les plus éloignés de la zone où la
fonction caractéristique est égale à 1. Il est supposé qu’il n’y a pas d’inclusions dans ce sous-domaine et
les paramètres thermiques y sont alors connus et donc non reconstruits.

Le troisième sous-domaine, D3 est localisé entre les deux autres sous-domaines. Une inclusion peut
être présente dans D3 mais la probabilité pour que cela soit le cas est plus faible que pour D1 étant donné
l’éloignement plus important de la zone où on a Ur = 1.

Les sous-domaines D1, D2 et D3 sont définis à partir de la zone A où sont présents les points (x, z)
tels que Ur(x, z) = 1.

Le sous-domaine D1 est constitué des points (x, z) tels que :

∃(x0, z0) ∈ A tel que
{
|x− x0| ≤ l1x
−l1z− ≤ z − z0 ≤ l1z+

(7.84)

Le sous-domaine D2 est constitué des points (x, z) tels que :

∃(x0, z0) ∈ A tel que
{
|x− x0| ≥ l2x
z0 − z ≥ l2z− ou z − z0 ≥ l2z+

(7.85)

Le sous-domaine D3 comprend les points du domaine d’étude qui ne sont présents ni dans D1 ni dans
D2.

Les longueurs l1x, l2x, l1z−, l1z+, l2z− et l2z+, positives, sont représentées sur la figure 7.7 et doivent
vérifier les conditions suivantes : 

l1x ≤ l2x
l1z− ≤ l2z−
l1z+ ≤ l2z+

(7.86)

En raison des changements des propriétés électriques rencontrées par les ondes électromagnétiques, la
partie basse de l’inclusion peut être mal localisée [193]. Pour prendre en compte cet effet, les conditions
suivantes sont rajoutées : {

l1z+ ≤ l1z−
l2z+ ≤ l2z−

(7.87)
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Dans le cas où D3 6= ∅, le produit scalaire usuel 〈· |· 〉D3 est défini sur ce sous domaine, associé à
la norme ‖· ‖D3 .

La reconstruction par le GPR a permis l’apport d’informations à travers la fonction caractéristique
Ur. Ces informations a priori sont intégrées à la reconstruction thermique de la façon suivante :

— Le sous-domaine D2 est éloigné de la localisation a priori du défaut. L’hypothèse est faite qu’aucun
défaut ne se trouve sur le sous-domaine D2. Par conséquent, les propriétés thermiques u sont
supposées connues et égales à celle du milieu u0 :

∀(x, z) ∈ D2, u(x, z) = u0(x, z) (7.88)

— Le sous-domaine D3 est situé entre D1 où le GPR a permis de reconstruire des inclusions, et D2 où
il a été supposé qu’il n’y a pas d’inclusions. L’hypothèse est faite que les propriétés thermique dans
D3 sont proches de celles connues du milieu. Cependant, la possibilité est laissée d’avoir finalement
des propriétés thermiques reconstruites différentes pour faire apparaître des inclusions qui auraient
été mal localisées ou identifiées avec le GPR. Pour cela, un terme de contrainte est ajouté à la
fonctionnelle J de (7.79) permet d’imposer une contrainte faible sur les propriétés thermiques. Ce
terme s’écrit alors :

µ

2 ‖u− u
0‖2D3

(7.89)

Soit U ′ le sous-espace de U tel que, pour tout (x, z) ∈ D2 et tout u ∈ U ′, u(x, z) = u0(x, z). Le
problème d’optimisation devient alors : trouver u ∈ U ′ telle que :

u = arg min J(v)
v∈U ′

(7.90)

Avec :

J(u) = 1
2‖T (u)− θ‖2M + ε

2‖u− u
0‖2U + µ

2 ‖u− u
0‖2D3

(7.91)

La fonctionnelle localement linéarisée Ju s’en déduit :

Ju(δu) = 1
2‖T (u)− θ‖2M + ε

2‖u− u
0‖2U + µ

2 ‖u− u
0‖2D3

(7.92)

Le gradient de Ju s’obtient à partir de (7.82) et (7.83) par :

J ′u(δu)δρ̃c =
∫
t

∫
Ω
δρ̃cδT ∗dΩdt+

∫
Ω
ε
(
ρc+ δρc− ρc0

)
+ νδρcdΩ

+
∫
D3

δρ̃c
(
ρc+ δρc− ρc0

)
dΩ (7.93)

J ′u(δu)δk̃ =
∫
t

∫
Ω
δk̃∇T ·∇δT ∗dΩdt+

∫
Ω
ε
(
k + δk − k0)+ νδkdΩ

+
∫
D3

δk̃
(
k + δk − k0) dΩ (7.94)

Cas test numérique

La méthode de couplage est appliquée à un cas test schématisé sur la figure 7.8. Un domaine calcaire
comprend une inclusion de bois.

Les propriétés thermiques des matériaux sont issues de [74, 92] et sont données dans la table 7.1.
les données du GPR sont obtenues en utilisant le code GprMax en considérant une excitation de

type Ricker ayant une fréquence principale de 1300 MHz.Les données sont assemblées le long d’une ligne
à la surface allant de x = 0.1 à 1.9 m avec un pas de 3 cm. Le domaine où s’effectue la reconstruction
est le même que celui utilisé pour le modèle direct. La discrétisation s’effectue avec des éléments carrés
de 1.4 cm de longueur en espace et des intervalles fréquentiels de 30 MHz d’amplitude entre 100 et 2600
MHz.
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Figure 7.8 – Sous-domaines pour le problème de thermique

matériaux ρc [J · K−1 · m−3 ] k [W · m−1 · K−1 ] εr σ [S · m−1 ]
calcaire 2420× 855 2.22 8 0.01
bois 600× 1900 0.15 5 10−8

Table 7.1 – Propriétés électriques et thermiques des matériaux

La décomposition en valeurs singulières est réalisée avec un seuil fixé à -30 dB, c’est-à-dire que seuls
sont conservés les modes ayant des niveaux d’énergie supérieurs à 0.0316 fois la plus grande valeur
singulière.

La fonction de contraste et le fonction caractéristique obtenues sont représentées sur les figures 7.9a
et 7.9b.

(a) Fonction de contraste normalisée (b) Fonction caractéristique

Figure 7.9 – Reconstruction par le GPR

Pour définir les sous-domaines de la reconstruction thermique, les longueurs utilisées sont données sur
la table 7.2.

À partir de la fonction de contraste représentée sur la figure 7.9b, les sous-domaines de la reconstruction
thermique sont établis et représentés sur la figure 7.10.

Pour effectuer la reconstruction thermique, le modèle thermique direct est d’abord utilisé. Les excita-
tions thermiques proviennent d’apports convectifs (via la température de l’air Tair, en ◦C) et radiatifs (via
la température de ciel Tciel, en ◦C, et du rayonnement solaire Φsol, en W.m−2). Les excitations utilisées
ici ont une période d’une journée et vérifient :

Tair = 12 + 5 sin (ωt− φ) (7.95)
Tciel = −5 + 12 sin (ωt− φ) (7.96)

Φsol = 250× 1
2 (sin (ωt− φ) + | sin (ωt− φ)|) (7.97)

Les mesures sont obtenues numériquement à la surface supérieure du domaine pendant cinq jours, cette
durée permettant aux excitations thermiques d’atteindre les défauts puis d’être détectées à la surface. Le
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paramètre l1x l1z+ l1z− lx l1z+ l1z−
longueur [m ] 0.1 0.05 0.8 0.1 0.05 0.8

Table 7.2 – Longueurs utilisées pour générer les sous-domaines

Figure 7.10 – Sous-domaines pour la reconstruction thermique

coefficient d’échange radiatif est pris égal à 10 W.m−2.K−1. Un bruit blanc gaussien d’amplitude égale à
0.5◦C est ajouté aux mesures provenant du modèle direct.

La reconstruction thermique basée sur l’utilisation de la méthode de l’état adjoint et sur les sous-
domaines issus des informations a priori de la reconstruction par GPR permet d’obtenir les champs de
conductivité et de capacité thermiques représentés sur les figures 7.11.

(a) Conductivité thermique (b) Capacité thermique

Figure 7.11 – Propriétés thermiques reconstruites avec les informations a priori apportées par le GPR

Pour analyser ces résultats de façon quantitative, une approche a été développée pour identifier les
contours des anomalies ainsi reconstruites. Pour cela, les valeurs des paramètres reconstruits ainsi que
leurs gradients sont analysés. Un élément du maillage fait partie d’une inclusion si les deux paramètres
reconstruits sont éloignés d’au moins a % par rapport aux propriétés du milieu en l’absence d’inclusions.
Ce critère permet d’exclure des inclusions tous les éléments ayant des propriétés reconstruites proches
des valeurs du milieu. Le seuil a = 10 % est choisi ici.

Il est aussi supposé que les paramètres reconstruits présentent des variations importantes au niveau
des bords des éventuelles inclusions. L’hypothèse est ainsi faite que les normes des gradients des deux
paramètres sont plus élevées sur les bords des inclusions qu’ailleurs dans le domaine. De cette manière,
il est supposé qu’un point (x, z) appartient au contour d’une inclusion s’il vérifie :{‖∇k(x,z)‖

k0(x,z) ≥ b
‖∇ρc(x,z)‖
ρc0(x,z) ≥ b

(7.98)

Après calculs, les contours fermés vérifiant (7.98) sont conservés et l’intérieur de ceux-ci constituent les
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inclusions reconstruites. À ce niveau, il n’est procédé à aucun filtrage sur la taille des zones défectueuses
reconstruites afin de conserver la possibilité de reconstruire plusieurs inclusions.

Pour obtenir ainsi une première estimation de ces contours, le paramètre b est initialisé à une valeur
nulle. Il est ensuite incrémenté jusqu’à ce que des variations significatives dans la taille ou le nombre des
inclusions surviennent. En-dessous de cette valeur critique b0, il peut être observé que l’un au moins des
contours principaux qui existent pour b ≥ b0 n’est pas clos. Ici, un coefficient b = 0.5 a été choisi de
manière empirique.

Les figures 7.11 permettent ainsi d’aboutir aux inclusions représentées sur la figure 7.12.

Figure 7.12 – Reconstruction de l’inclusion avec les informations a priori

Sans les informations a priori du GPR, la reconstruction thermique peut-être effectuée de la même
façon, sans utiliser de sous-domaines. Les résultats en conductivité et en capacité thermiques reconstruites
sont présentés sur les figures 7.13.

(a) Conductivité thermique (b) Capacité thermique

Figure 7.13 – Propriétés thermiques reconstruites sans les informations a priori apportées par le GPR

Par rapport aux figures 7.11, les propriétés thermiques reconstruites semblent plus diffuses et des arté-
facts apparaissent près des la surface. La reconstruction des inclusions, présentée sur la figure 7.14 montre
ainsi un défaut reconstruit de dimensions beaucoup plus importantes que précédemment en particulier
pour l’étendue verticale. Des inclusions apparaissent également près de la surface.

De la même manière, les effets sur la qualité de la reconstruction d’inclusions d’air ou d’acier à la
place de l’inclusion de bois sont étudiés. Les propriétés thermiques de ces composants sont données sur
la table 7.3 [74, 92].

Les positions des défauts reconstruits sont représentés sur les figures 7.15 pour l’inclusion d’air et sur
les figures 7.16 pour l’inclusion d’acier.

Ces figures montrent que, à chaque fois, la localisation et la forme de l’inclusion sont mieux identifiées
lorsqu’on dispose d’informations a priori. La surface de l’inclusion reconstruite est, là encore, plus proche
de ce qui est attendu en ayant effectué une première reconstruction, quelle que soit la nature de l’inclusion.

En effet, dans le cas étudié ici, le défaut est relativement éloigné de la surface, ce qui entraîne des
sous-domaines D1 et D3 également relativement éloignés de la surface. Les artéfacts visibles proches de

175



Figure 7.14 – Reconstruction de l’inclusion sans informations a priori

matériaux ρc [J · K−1 · m−3] k [W · m−1 · K−1] εr σ [S · m−1]
air 1.225× 1006 0.0242 1 0
acier 8055× 480 15.1 1 1.11× 106

Table 7.3 – Propriétés électriques et thermiques de l’air et de l’acier

la surface visibles sur les figures 7.14, 7.15a et 7.16a ne peuvent ainsi pas apparaître, étant alors situés
dans le sous-domaine D2 où les propriétés thermique sont fixes.

Le bruit ajouté aux données thermiques générées n’a pas d’influence sur la majeure partie du domaine
d’étude étant donné que la fréquence élevée de ce bruit l’empêche de se propager en profondeur, le
phénomène de diffusion thermique agissant comme un filtre passe-bas. Le couplage des deux méthodes
permet ainsi de réduire grandement les effets de bord et ainsi d’améliorer la qualité de la reconstruction.

Les tables 7.4 donnent les valeurs moyennes des paramètres sur les inclusions reconstruites ainsi que
les erreurs commises sur les paramètres thermiques et sur l’aire du défaut reconstruit.

Les erreurs sur les capacités thermiques reconstruites sont améliorées par le couplage, sauf pour
l’inclusion d’air où l’erreur relative, bien que réduite, reste très importante. Les erreurs sur les valeurs
reconstruites pour la conductivité thermique restent élevées mais il faut noter que les conductivités
thermiques des inclusions, à l’exception de celle de l’acier, sont beaucoup plus basses que celles du milieu
environnant. Ainsi, pour l’inclusion d’air, la conductivité thermique de l’inclusion est très basse et des
petites erreurs numériques ont un grand effet sur l’erreur relative. Cependant, les valeurs reconstruites
sont cohérentes : les valeurs reconstruites sont bien supérieures à celles du calcaire pour l’inclusion d’acier
et inférieures pour les deux autres. Enfin, la forme de l’inclusion est à chaque fois mieux reconstruite,
et la surface attribuée à l’inclusion est plus proche de ce qui est attendu. Ainsi, les résultats obtenus
montrent que cette approche permet non seulement se connaître la présence d’une inclusion comme cela
est le cas pour la reconstruction thermique seule, mais aussi d’avoir une meilleure estimation de la forme
et des propriétés thermiques.

Perspective d’application au système de route solaire hybride

La méthode de couplage qui a été introduite dans cette section pourrait être appliquée aux routes
solaires hybrides, notamment pour détecter les origines d’une baisse des performances énergétiques, celles-
ci ayant un impact sur la température mesurée à la surface. Plusieurs phénomènes se produisant dans
la couche poreuse peuvent en particulier être visés : son encrassement, qui réduit le débit de fluide et
modifie les échanges, une fuite ainsi que la présence de poches d’air qui y seraient piégées lors de la mise
en service.
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(a) Sans informations a priori (b) Avec les informations a priori

Figure 7.15 – Reconstruction de la position de l’inclusion d’air avec et sans les informations a priori du
GPR

(a) Sans informations a priori (b) Avec les informations a priori

Figure 7.16 – Reconstruction de la position de l’inclusion d’acier avec et sans les informations a priori
du GPR

7.7 Application de la méthode de l’état adjoint pour le contrôle
en température

Dans cette section, la méthode de l’état adjoint présentée au cours des paragraphes précédents est
appliquée au contrôle de la structure en température sur trois cas d’étude afin de démontrer la possibilité
de son utilisation pour prévenir du gel en surface de chaussée.

Dans un premier temps, les conditions environnementales sont supposées évoluer de façon sinusoïdale
et donc périodique.

Dans un deuxième temps, le cas de l’optimisation de la température d’injection du fluide durant l’hiver
sur une période de quelques jours sera traité en se basant sur des données environnementales mesurées.

Enfin, cette méthode sera adaptée à une utilisation au cours d’une saison hivernale complète, en
prenant notamment en compte l’actualisation des prévisions météorologiques.

7.7.1 Application de la méthode de l’état adjoint à des conditions environ-
nementales sinusoïdales

Nous étudions la mise hors gel d’une structure ayant une longueur de 1.2 mètre selon la direction de
l’écoulement. Les conditions environnementales sont hivernales : la température de l’air Ta varie entre
-10 et +5◦C et la densité de flux solaire n’excède pas 200 W.m-2. Le vent est supposé nul.

Les évolutions de ces conditions environnementales en fonction du temps sont représentées sur les
figures 7.17a et 7.17b.

La température de surface obtenue est représentée sur la figure 7.18.
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Matériau ρC ρc k k S S0

bois (sans GPR) 1.89× 106 1.14× 106 2.00 0.15 0.63 0.10
bois (avec GPR) 1.05× 106 1.14× 106 1.00 0.15 0.30 0.10
air (sans GPR) 1.83× 106 1.23× 103 1.78 0.0242 0.46 0.10
air (avec GPR) 7.59× 105 1.23× 103 0.820 0.0242 0.41 0.10
acier (sans GPR) 2.24× 106 3.87× 106 2.40 15.1 0.71 0.10
acier (avec GPR) 2.94× 106 3.87× 106 2.87 15.1 0.29 0.10

Matériau erreur(ρc) [%] erreur(k) [%] err(S) [%]
bois (sans GPR) 66 1233 530
bois (avec GPR) −7.9 566 200
air (sans GPR) 1.5× 105 7255 360
air (avec GPR) 6.2× 104 3288 310
acier (sans GPR) −42 −84 610
acier (avec GPR) −24 −81 190

Table 7.4 – Propriétés des inclusions reconstruites

(a) Flux solaire et atmosphérique (b) Températures de l’air et du ciel

Figure 7.17 – Évolutions des conditions environnementales en fonction du temps

La température de surface descend durant la nuit et peut descendre sous le seuil de température. Afin
de réduire les risques de gel sur la surface, nous cherchons la température d’entrée du fluide telle que la
température de surface soit supérieure à Tseuil = 4◦C. Trois scenarii sont pour cela étudiés :

— Dans le premier cas, le fluide est injecté à une température constante, égale à 8◦C, température
ne permettant pas de vérifier la condition d’une température de surface supérieure à +4◦C.

— Dans le deuxième cas, la température d’injection du fluide reste constante mais est augmentée afin
que la température de surface reste supérieure au seuil à tout moment. L’application du modèle
direct pour différentes températures d’injection du fluide permet d’obtenir rapidement la tempé-
rature d’injection telle que la température de surface reste supérieure à +4◦C. La température
d’injection du fluide ainsi obtenue est de 17.5◦C.

— Dans le trosième cas, la méthode de l’état adjoint est appliquée avec minimisation de la fonction-
nelle présentée précédemment. Contrairement au premier scenario, la température d’injection du
fluide est alors fonction du temps, mais permet, là encore, d’obtenir une température de surface
supérieure ou égale à +4◦C.

Les températures d’injection du fluide ainsi obtenues sont représentées sur la figure 7.19a ; les tempé-
ratures de surface sont représentées sur la figure 7.19b.

Si le scénario avec une température d’injection du fluide constante, égale à 17.5◦ permet bien de
vérifier la condition Tsurf ≥ Tseuil, la température de surface ne s’approche de Tseuil que ponctuellement.

L’utilisation de la méthode de l’état adjoint permet au contraire à la température de surface de venir
tangenter Tseuil pendant toute la période où les apports énergétiques extérieurs sont insuffisants.

Cette différence entre ces deux scenarii est illustrée par la figure 7.20. Celle-ci représente les écarts
de température d’injection du fluide selon que cette température est constante ou non et permet donc
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Figure 7.18 – Température de surface sans régulation de la température d’injection du fluide

(a) Températures d’injection du fluide pour les diffé-
rents scenarii

(b) Températures de surface pour les différents scena-
rii

Figure 7.19 – Résultats avec les trois scenarii
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Figure 7.20 – Température d’injection du fluide avec et sans loi de commande

Figure 7.21 – Températures de l’air et de ciel et densité de flux solaire

d’illustrer les écarts de dépenses énergétiques pour le chauffage du fluide entre ces scenarii.
La surface colorée en vert représente ainsi le gain en température d’entrée du fluide lorsque la régula-

tion par la méthode de l’état adjoint est appliquée, et celle en rouge représente le déficit. Par rapport au
scénario d’origine, avec une température d’injection du fluide constante égale à 8◦C, la régulation avec
la méthode de l’état adjoint nécessite une dépense énergétique de 3.64 kWh sur une journée, pour une
longueur d’écoulement de 1.2 m et une largeur de 1 m. Sans commande, cette dépense énergétique monte
à 7.62 kWh. La régulation permet donc, dans ce cas d’étude, une économie d’environ 52 % de l’énergie
dépensée pour le chauffage du fluide.

7.7.2 Cas de l’optimisation de la température d’injection sur une période de
quelques jours

Nous considérons ke scénario correspondant aux conditions environnementales relevées à Nancy du 5
au 12 février 1989 d’après les données de Energy Plus. Les évolutions des températures de l’air et du ciel
ainsi que le rayonnement solaire sont représentées sur la figure 7.21.

La température de l’air, positive pendant les deux premiers jours, décroît ensuite pour descendre jus-
qu’à -7◦C. La température de la surface de la chaussée, représentée sur la figure 7.22 en bleu, descend alors
jusqu’à environ -3◦C. Un chauffage est nécessaire pour maintenir la température de surface supérieure
au seuil de +4◦C qui a été fixé.

L’algorithme du gradient conjugué a été mis en place ici sur la durée des données. Il reste possible de
maintenir une température d’entrée du fluide constante, de façon à maintenir la surface à une température
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Figure 7.22 – Température minimale de surface avec et sans loi de commande

Figure 7.23 – Température d’injection du fluide avec loi de commande et avec maintien d’une tempéra-
ture d’injection égale à 40.5◦C
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Figure 7.24 – Température minimale de surface avec et sans loi de commande

supérieure au seuil de 4◦C, comme cela est représenté avec la courbe verte de la figure 7.23. Cependant, la
pertinence d’un tel maintien de la température d’entrée du fluide pose question. En effet, il ne semble pas
nécessaire de chauffer le fluide jusqu’à 40.5◦C durant les deux premiers jours étant données les conditions
climatiques. Ce maintien à une température constante est d’autant plus discutable que la durée de la
simulation est longue : les épisodes de grand froid n’occupent pas toute la durée de l’hiver et maintenir
une température d’entrée du fluide élevée durant les périodes de relative douceur peut être évité.

En comparant néanmoins pour ce cas les dépenses énergétiques liées au chauffage du fluide en entrée,
qui s’élèvent à 72 kWh.m-2 avec maintien d’une température constante ou à 23 kWh.m-2 avec l’utilisation
de l’état adjoint, un gain de 68 % est apporté par l’utilisation d’une loi de commande.

Il est à noter que la largeur de la chaussée étudiée (ou longueur de l’écoulement) est de deux mètres,
ce qui nécessite une température d’entrée pouvant monter ici jusqu’à 50◦C environ. Pour des largeurs
plus importantes, la température d’entrée du fluide devrait encore être augmentée (voir aussi la relation
(4.122) à ce propos), ce qui poserait des problèmes de surchauffe de la structure près de l’entrée du fluide.
Il est donc peu envisageable d’utiliser ce type de solution de lutte contre le verglas pour des routes de
largeur importante. Les dimensions peuvent cependant correspondre à celles de trottoirs.

Une solution à ce problème de température d’injection de fluide trop élevée peut venir du seuil
de température considéré. En effet, en considérant non pas un seuil de température constant, ici égal
à 4◦ mais en prenant en compte le point de givrage avec un seuil de température vérifiant Tseuil =
min (Tg + 4,+4◦C), il n’est plus nécessaire de chauffer au cours des périodes de froid sec. Les évolutions
des températures d’injection du fluide pour les deux seuils de températures sont données sur la figure
7.24. Au lieu de monter jusqu’à 50◦, la température maximale du fluide injecté atteint seulement 25◦ en
prenant en compte l’humidité au travers du point de givrage. Le besoin en énergie pour chauffer le fluide
depuis sa température de réservoir, égale à 13◦C, est alors réduit de plus de 90 %.

La température de surface, représentée en rouge sur la figure 7.22, est alors parfois négative, mais
reste supérieure au nouveau seuil de température, représenté en gris.

Une autre remarque peut être faite pour des dates proches de l’horizon temporel, la température
d’injection du fluide tend vers la température du fluide sans chauffage. En effet, une augmentation de
la température d’injection du fluide à proximité de l’horizon temporel ne peut entraîner qu’un effet
négligeable sur la température de surface et n’a donc presque aucune influence sur le terme de résidu tout
en impactant le terme de consommation énergétique. La condition Tsurf ≥ Tseuil peut ainsi ne pas être
vérifiée à l’approche de l’horizon temporel lorsque les conditions climatiques y sont défavorables. Ici, la
simulation se terminant par une journée ensoleillée, cet effet n’intervient pas.

7.7.3 Mise en place d’une stratégie d’optimisation de la température d’entrée
du fluide avec actualisation des prévisions météorologiques

Dans ce paragraphe, une saison hivernale complète est étudiée, avec actualisation des données cli-
matiques de façon quotidienne. Des bilans énergétiques peuvent ainsi être effectués et des comparaisons
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Figure 7.25 – Conditions climatiques sur quarante jours à Nancy

entre plusieurs villes être menées.

Stratégie d’optimisation

Les prévisions météorologiques sont établies pour des horizons temporels allant au plus, généralement,
jusqu’à dix jours. Cependant la fiabilité de ces prévisions diminue généralement après quelques jours, bien
avant cet horizon temporel.

Le système pouvant avoir une largeur de l’ordre d’un à deux mètres, et les vitesses d’écoulement étant
de l’ordre de 10−4m.s-1, une durée de l’ordre de six heures est nécessaire pour que le fluide injecté en
entrée atteigne la sortie. En plus de cela, la montée en température, à la suite par exemple de l’application
d’un échelon, demande encore plusieurs heures (cf section 6.1). Il est donc nécessaire de disposer d’au
moins un ou, mieux, de deux jours de prévisions météorologiques pour donner au système un temps de
réponse suffisant.

Nous proposons ici d’utiliser la démarche suivante :
— Connaissant l’état thermique du système à un instant donné tn et disposant des prévisions météo-

rologiques pour les jours suivants, sur une durée ∆ta donnée qui correspond à l’horion temporel
de ces prédictions, la méthode de l’état adjoint est appliquée. La température du fluide nécessaire
pour empêcher la formation de glace à la surface est ainsi calculée en appliquant une marge de
sécurité entre tn et tn + ∆ta.

— La durée d’actualisation des prédictions météorologiques est notée ∆tm, avec ∆tm ≤ ∆ta. Le
modèle direct est alors appliqué de tn jusqu’à la mise à jour des prévisions de l’évolution des
conditions climatiques à tn+∆tm, à partir de l’évolution calculée de la température d’injection du
fluide sur cette période. Le nouvel état thermique du système à tn+1 = tn + ∆tm est ainsi connu.

Le choix de ∆tm < ∆ta avec une différence au moins de l’ordre du temps de réponse du système permet
d’éviter le phénomène mentionné dans le paragraphe 7.7.2 lorsqu’il n’y a presque pas de chauffage pour
des dates t proches de l’horizon temporel tn + ∆ta.

Ici, ∆tm = 24 h et ∆ta = 72 h, ce qui signifie qu’on suppose connaître les conditions climatiques pour
trois jours et que celles-ci sont actualisées toutes les 24 heures.

Application à une saison d’hiver

Un exemple de données climatiques, à Nancy sur 40 jours, est présenté sur la figure 7.25.
L’application de la loi de commande basée sur la méthode de l’état adjoint permet de calculer la

température du fluide injecté pour empêcher la température de surface de descendre en-dessous d’une
température seuil. Deux seuils sont considérés, le premier constant, égal à 4◦C et le second basé sur
le point de givrage avec un coefficient de sécurité de 4◦C. Ce maintien au-dessus du seuil est obtenu
tout en minimisant les dépenses énergétiques nécessaires au chauffage du fluide et en tenant compte de
l’actualisation des prévisions météorologiques. Ici, les données météorologiques sont les mesures, dont on
suppose disposer sur quatre jours.
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Figure 7.26 – Température d’injection du fluide avec et sans loi de commande

Figure 7.27 – Température minimale de la surface avec et sans loi de commande

Les températures d’injection du fluide, avec et sans loi de commande, sont présentées sur la figure
7.26. Les températures de surface sont représentées sur la figure 7.27. Lorsque la loi de commande est
mise en œuvre, la température minimale de surface est à chaque fois maintenue à un niveau préservant la
structure de la formation de verglas. La condition Tsurf ≥ 4◦C n’est pas toujours pleinement respectée à
cause de la contrainte faible qui est appliquée, mais la température de surface ne descend que de quelques
dixièmes de degrés en-dessous du seuil.

Lors du principal épisode de froid, aux alentours du 35ème jour, la température de l’air descend en-
dessous de -10◦C pendant la nuit, nécessitant une température d’injection du fluide de l’ordre de 60◦C
pour maintenir la température de surface au-dessus du deuil de 4◦C sur toute la largeur de la chaussée, ici
de deux mètres. Cependant, cette période correspond à un air certes froid, mais aussi sec, pour lequel le
point de givrage se situe autour de -10◦C alors que la température de surface, sans chauffage, ne descend
pas en-dessous de -5◦C. Il n’y a donc pas de risque de givrage durant cette période et le chauffage
nécessaire s’en trouve réduit en prenant comme référence le point de givrage, avec une température
maximale d’injection du fluide n’excédant pas 35◦C.

Ce paragraphe traite de la mise en application de la loi de commande. Des résultats sur l’année sont
étudiés dans le paragraphe 7.8.
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7.8 Résultats pour plusieurs zones climatiques
Comme pour la fonction de récupération d’énergie, les données météorologiques de plusieurs zones

climatiques ont été utilisées pour estimer le chauffage nécessaire. Comme pour l’application de la loi de
commande sur quarante jours, l’actualisation des données climatiques s’effectue toutes les 24 heures.

À chaque fois, il est supposé que la température du fluide disponible est constante, Tr = 12◦C et que
ce fluide peut être ensuite réchauffé lorsque cela est nécessaire.

L’énergie nécessaire pour le chauffage du fluide Ec est supposée pouvoir être calculée de façon similaire
à ce qui a été fait pour la récupération d’énergie avec la relation (6.8) :

Ec =
∫
t

(ρc)fSu(Tf,in − Tr)dt (7.99)

La température d’injection du fluide ne peut pas descendre en-dessous de la température du fluide
contenu dans le réservoir Tr. En effet, le terme de Tikhonov pénaliserait une telle descente alors que cela
ne peut avoir qu’un effet négatif sur la condition de seuil de température. Il n’est donc pas nécessaire de
considérer la partie positive ici.

Dans les paragraphes précédents, pour plus de lisibilité, un seul seuil de température, constant, avait
été considéré pour la température de surface. Ici, une comparaison entre un seuil de température constant
comme précédemment et un seuil de température basé sur le point de givrage est en plus proposée. Les
seuils sont notés Tseuil,c = 4◦C et Tseuil,g = min (Tg + 4, 4◦C).

Plusieurs villes ont été étudiées et les résultats obtenus sont présentés sur la table 7.5.

ville Ec(Tseuil,c) Ec(Tseuil,g) écart [%]
Aix-en-Provence 156.3 56.4 -63.9

Madrid 140.9 16.3 -88.5
Nancy 397.0 110.0 -72.3
Rennes 112.2 87.0 -22.5

Table 7.5 – Synthèse des résultats en apport d’énergie pour la prévention du gel

La table 7.5 montre que, pour des climats secs, utiliser le point de givrage comme référence pour
le seuil de température minimale permet une importante économie d’énergie, notamment à Madrid ou
Nancy. Pour des climats plus océaniques, comme à Rennes, le point de givrage se rapproche davantage de
la température de l’air et la différence entre les deux seuils de température est réduite, ce qui entraîne une
diminution plus faible de l’énergie consommée. Il faut de plus noter que, dans ce cas, deux paramètres
doivent être mesurés et prédits, comme par exemple la température de l’air et l’humidité pour obtenir le
point de givrage, contrairement au cas du seuil constant, ce qui rajoute de l’incertitude au seuil obtenu.

7.9 Étude d’un dispositif de chauffage électrique
Nous présentons dans cette section l’utilisation d’un chauffage non plus basé sur un apport de chaleur

par un fluide, mais par effet Joule. Dans ce cas, des câbles sont enfouis à l’intérieur de la structure et un
courant électrique circule lorsque cela se révèle nécessaire, encore une fois dans l’objectif de préserver la
structure de l’apparition de verglas en surface.

Pour cela, la structure étudiée est d’abord introduite puis une régulation du chauffage est proposée,
d’abord sans contraintes supplémentaires, puis en tenant compte des spécificités d’un chauffage par une
solution électrique.

7.9.1 Présentation de la structure étudiée
La structure a pour objectif de permettre la circulation de moyens de transport guidés ou pas sur

pneumatiques.
La géométrie étudiée est présentée sur la figure 7.28. Toutes les cotes sont indiquées en mm.
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Figure 7.28 – Position du problème

Figure 7.29 – Réponse en température normalisée suite à un échelon de puissance

L’objectif est de faire en sorte que le verglas ne puisse pas se former sur la surface Γg, en rouge sur
la figure 7.28 où circulent les pneus du matériel roulant en appliquant un chauffage électrique par effet
Joule au niveau des câbles qui constituent le sous-domaine Ωc.

7.9.2 Réponse temporelle du système
Comme cela a été réalisé pour la route solaire hybride lors du paragraphe 6.1, un échelon sur la

puissance du système est appliqué à la structure de la figure 7.28 et la réponse temporelle est analysée
afin d’en dégager des constantes de temps.

Après que le système soit mis en régime permanent établi avec un système électrique éteint, une
mise en puissance est effectuée. La température est obtenue numériquement au cours du temps sur la
surface à préserver du gel. L’évolution de la température moyenne sur cette zone normalisée, définie par
θ = 1

S

∫
Γg

T−T (t=0)
T (t=+∞)−T (t=0)dS, est représentée sur la figure 7.29.

La réponse temporelle ainsi obtenue peut être assimilée à un système d’ordre 2, par :

θ(t) = 1−
(

0.246× exp
(

−t
1.05× 105

)
+ 0.754× exp

(
− −t

1.25× 104

))
(7.100)

Deux constantes de temps peuvent ainsi être obtenues : τ1 = 29.2 h et τ2 = 3.48 h. Le système réagit
donc plus rapidement que la route solaire hybride, même si le temps de réponse à 95 % vaut encore 46.5
h. Le retard du système est négligeable et la réponse du système débute en moins de six minutes en
considérant une réponse à 1 %.
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7.9.3 Commande du système par l’application de la méthode de l’état adjoint
Les transferts thermiques dans la structure sont régis par la diffusion thermique ainsi que par l’apport

électrique par effet Joule. Cet apport se traduit par un terme source q fonction de l’activation ou non du
chauffage par effet Joule, donc du temps et tel que q = 0 en dehors du sous-domaine constitué des câbles.
L’équation de la diffusion thermique s’écrit alors :

ρc
∂T

∂t
−∇· [k∇T ] = q (7.101)

La structure est soumise à des échanges avec son environnement à travers la frontière supérieure du
domaine notée ΓS :

k∇T ·~n = hconv(Tair − T ) + hrad(Tciel − T ) + Φs (7.102)
Les autres frontières sont supposées adiabatiques. Il est aussi fait l’hypothèse que la source thermique

est uniforme dans tout le câble électrique, et donc qu’elle ne dépend pas de l’éloignement au centre du
câble ni de la position suivant la longueur du câble.

Comme pour préserver la route solaire hybride du verglas en surface, un problème de minimisation
est introduit et certaines notations sont de nouveau utilisées :

— M désigne l’espace des mesures, dans lequel sont définies les températures sur la surface à préserver
du gel Γg : M = L2(Γg, [0, ta]). Cet espace est muni du produit scalaire usuel 〈· |· 〉M défini,
pour tout a, b ∈M , par :

〈a|b〉M =
∫ ta

t=0

∫
Γg
a(x, t)b(x, t)dΓdt (7.103)

La norme associée est notée ‖· ‖M .
— U est l’espace des paramètres, dans lequel se trouve la variable q à déterminer. q étant supposé

constant sur Ωc, on a U = L2([0, ta]). Cet espace est muni du produit scalaire usuel 〈· |· 〉U ,
défini par, pour tout a, b ∈ U :

〈a|b〉U =
∫ ta

t=0
a(t)b(t)dt (7.104)

La norme associée est notée ‖· ‖U .
La fonctionnelle J à minimiser est constituée de deux termes : un terme de résidu correspondant

à la pénalisation appliquée dans le cas d’une température trop basse sur Γg et un terme de Tikhonov
permettant d’assurer à la fois la régularisation du problème et la minimisation de la consommation
énergétique. La fonctionnelle J s’écrit ainsi :

J(q) = ‖min (0, T (q)− Tseuil)‖2M + ε

2‖q‖
2
U (7.105)

Le problème est linéaire par rapport à q et il n’est pas nécessaire de résoudre le problème linéaire
tangent, alors équivalent au problème direct. Le problème adjoint, d’inconnue δT ∗ s’écrit : −ρc

∂δT∗

∂t −∇· (k∇δT ∗) = min (0, T − Tseuil)δΓg{
k∇δT ∗·~n = − (hconv + hrad) δT ∗ sur Γs
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ Γs

(7.106)

Le gradient de la fonctionnelle se déduit alors de (7.56) et on a :

J ′(q)δq̃ = 〈δq̃|δT ∗ + εq〉U (7.107)

7.9.4 Conditions environnementales
Les conditions environnementales utilisées ici sont représentées sur la figure 7.30.
Ces conditions environnementales laissent apparaître une succession de périodes de gel avec donc

un risque d’avoir une température négative à la surface. En l’absence de fonctionnement du système,
la température de la surface peut être calculée numériquement. Pour chaque instant, la température
minimale de la zone à préserver du gel est représentée sur la figure 7.31.
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Figure 7.30 – Conditions environnementales

Figure 7.31 – Température minimale de la surface cible
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(a) Câbles extérieurs en fonctionnement (terme source
q1)

(b) Câbles centraux en fonctionnement (terme source
q2)

Figure 7.32 – Fonctionnement des câbles électriques

La température minimale de la surface présente globalement les mêmes variations que la température
de l’air. Cependant, étant donnée la température de ciel, la surface se refroidit davantage durant la nuit
et sa température décroît jusqu’à -5◦C pour le septième jour. En journée, le rayonnement solaire permet
une élévation plus importante de la température et de passer au-dessus du seuil de 4◦C. Il est à noter que,
au cours de toutes les simulations numériques présentées ci-après, l’émissivité du béton est supérieure à
la réalité. En conséquence, la température calculée en journée et en soirée est plus élevée que ce qu’elle
serait en réalité. Cependant, le fait que cette valeur d’émissivité soit surévaluée de la même manière pour
toutes les simulations rend valable les comparaisons entre elles.

7.9.5 Ajout de contraintes sur l’utilisation des câbles électriques
Le terme source à calculer doit vérifier plusieurs contraintes. Si le terme source est uniforme à l’intérieur

de chaque câble, ceux-ci ne fonctionnent de plus pas indépendamment les uns des autres : les deux
câbles extérieurs fonctionnent simultanément et il en est de même pour les deux câbles centraux. Ce
fonctionnement est schématisé sur la figure 7.32.

7.9.6 Contrainte fréquentielle
Afin de ne pas réduire la durée de vie du système, il est préférable d’éviter des cycles d’allumage

/ extinction trop rapprochés. Une période notée ∆τ doit séparer une mise en fonctionnement d’une
extinction du système et inversement. Il est par ailleurs supposé que le temps de réaction du système
électrique suite à une mise en fonctionnement ou à un arrêt du système est très faible devant les constantes
de temps thermiques.

Dans un premier temps, seule la contrainte fréquentielle sur la vitesse des oscillations du terme source
est prise en compte. En notant τn = (n− 1)∆τ , le terme source q doit alors être constant sur chacun des
intervalles. On note de plus Nτ l’indice tel que τNτ < ta ≤ τNτ+1.

Le paramètre q est alors contenu dans le sous espace de U = L2([0, ta]) constitué des fonctions
constantes sur chaque intervalle [τn, τn+1], n ∈ [|1, Nτ ]. En notant qn la valeur de q sur l’intervalle
[τn, τn+1], l’expression du gradient de la fonctionnelle (7.107) peut se réécrire :

∂J

∂q
=

Nτ∑
n=1

∫ τn+1

t=τn
(δT ∗ + εq) dt =

Nτ∑
n=1

∫ τn+1

t=τn
δT ∗dt+ ε∆τqn (7.108)

q appartient ici à un sous-espace de l’espace des paramètres utilisé précédemment. Ainsi, nécessai-
rement, la valeur de la fonctionnelle associée à cette solution davantage contrainte sera plus élevée que
précédemment. En particulier, si on considère que la contrainte Tsurf ≥ Tseuil est respectée, la différence
se produit alors sur le terme de Tikhonov qui représente également la consommation énergétique du
système. L’ajout de la contrainte fréquentielle ne peut ainsi qu’augmenter la consommation en énergie
même si celle-ci est compensée par une augmentation de la durée de vie du système.

La résolution du problème avec la méthode de l’état adjoint est effectuée. L’évolution des deux termes
sources et la température minimale à la surface sont représentées sur la figure 7.33.

Le terme source q1 correspond aux câbles externes, tels que représentés sur la figure 7.32a et le terme
source q2 aux câbles centraux, schématisés sur la figure 7.32b.
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Figure 7.33 – Température minimale de la surface cible et termes sources avec la méthode de l’adjoint

Cette figure montre que la principale contribution au chauffage provient ici des deux câbles extérieurs
et que la loi de commande permet d’assurer le maintien hors gel de la structure.

Cette contribution peut être représentée en montrant l’évolution de la température de la surface à
préserver du gel Γg en fonction du temps, comme cela est réalisé avec la figure 7.34. Cette figure permet
de montrer la température en fonction du temps (en abscisse) et de la position sur Γg, la position x = 0
correspondant à la position la plus à gauche sur la figure 7.28. Les câbles électriques sont alors situés en
x = 13 cm, x = 31 cm, x = 49 cm et x = 67 cm. C’est au niveau des bords du domaine à préserver du
gel que la température est la plus basse.

Figure 7.34 – Température minimale de la surface cible et termes sources avec la méthode de l’adjoint

7.9.7 Contrainte sur la valeur du terme source
Le système électrique nécessite plusieurs adaptations sur la loi de commande. En particulier, ce système

est supposé fonctionner avec une puissance égale à une valeur donnée. Cela revient à considérer un terme
source pouvant prendre deux valeurs : 0 dans le cas où le système n’est pas en marche ou q0, donnée, en
fonctionnement. La valeur de q0 doit alors être suffisante pour empêcher la formation de glace même sous
des conditions environnementales très défavorables, mais aussi pas trop élevée pour éviter un chauffage
trop important.

Contrairement aux problèmes précédents, le problème peut être résolu de façon exacte, étant donné
qu’il existe ici un nombre fini de valeurs de paramètres possibles. La solution au problème se trouve
nécessairement parmi les 2Nτ combinaisons de valeurs pour q. Cependant, des périodes d’allumage de
l’ordre de l’heure pour une application sur des périodes de l’ordre de la journée entraîne environ 16
millions de combinaisons possibles.
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fonctionnement consommation [kWh.m−1]
adjoint 13.0

tout ou rien (2× 106 W.m−3) 6.98
tout ou rien (1× 106 W.m−3) 5.44
tout ou rien (5× 105 W.m−3) 3.39

Table 7.6 – Consommation énergétique totale au cours de la période d’une semaine étudiée

Les câbles électriques étant placés près de la surface, à 3 cm de profondeur, les constantes de temps du
système sont faibles et la température de surface est rapidement impactée par l’allumage de l’alimentation
électrique.

Il est donc envisageable de mettre en place une loi de commande pour une mise en fonctionnement du
système lorsque la température sur la zone à préserver du gel descend en-dessous du seuil de température,
sans considérer de modèle inverse.

Ainsi, dès que la température de surface passe en-dessous du seuil de température, le chauffage est
activé, puis désactivé après une heure au moins de fonctionnement et lorsque la température de surface
repasse au-dessus du seuil. Les résultats en température de surface et en activation du système de chauffage
sont donnés sur la figure 7.35.

Figure 7.35 – Température minimale de la surface cible et termes sources avec un régulateur tout ou
rien (tor : fonctionnement en tout ou rien, sc fonctionnement sans loi de commande)

Sur cette figure, les périodes coloriées en vert indiquent le fonctionnement du système, avec un terme
source égal à 2 × 106 W.m−3 et les températures représentées Ttor et Tsc sont respectivement les tem-
pératures minimales sur la zone à préserver du gel avec une commande de type tout ou rien et sans
commande, avec un maintien hors fonctionnement du système.

Avec cette valeur de terme source, le système parvient à préserver la structure de la formation de
gel, même si la condition d’une température de surface supérieure au seuil de 4◦C n’est pas toujours
respectée étant donné que le système ne s’active qu’après que la température de surface soit descendue
en-dessous de cette valeur de température. La température en surface augmente rapidement, repassant
au-dessus du seuil en quelques heures au plus. Cependant, le terme source provenant du chauffage par
effet Joule est plus élevé que lors de l’application de la méthode de l’état adjoint. Ce terme source plus
élevé permet un chauffage plus rapide de la surface, en augmentant plus rapidement la température sur
les bords du domaine à préserver du gel, mais aussi en montant davantage la température du reste de la
surface, comme cela est représenté sur la figure 7.36.

La température de surface peut ainsi atteindre 80◦C en surface ce qui peut dégrader la structure. De
plus, la consommation en énergie nécessaire pour le chauffage est alors fortement accrue, passant de 13.0
à 20.9 kWh.m-1.

D’autres valeurs de terme source peuvent être considérée. Les résultats obtenus en consommation
d’énergie sont ainsi donnés sur la table 7.6 pour d’autres valeurs de terme source en fonctionnement en
tout ou rien.

Le fonctionnement avec la méthode de l’adjoint permet une économie d’énergie de 38 % par rapport au
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Figure 7.36 – Température minimale de la surface cible et termes sources avec un régulateur tout ou
rien, les périodes de fonctionnement sont représentées en vert

terme source maximal utilisé en fonctionnement tout ou rien. Avec un terme source réduit, il est possible
d’obtenir une réduction de la consommation en énergie, mais cela se fait au détriment de la condition
sur le seuil de température en surface. Il faut en effet rappeler que la solution obtenue par l’adjoint a
été établie en minimisant une fonctionnelle prenant en compte à la fois cette condition de seuil et la
consommation énergétique. Une consommation énergétique inférieure à celle obtenue avec la méthode de
l’adjoint entraîne ainsi une condition sur le seuil de température moins respectée.

Les résultats obtenus en température avec des termes source égaux à 1×106 W.m−3 et 5×105 W.m−3

sont ainsi présentés sur les figures 7.37a et 7.37b.

(a) Terme source égal à 1 × 106 W.m−3 en fonction-
nement

(b) Terme source égal à 5 × 105 W.m−3 en fonction-
nement

Figure 7.37 – Température minimale sur la surface en fonctionnement en tout ou rien pour deux valeurs
de terme source

Les températures de surface sont représentées sur les figures 7.38a et 7.38b.
Lorsque la valeur du terme source diminue, la température de la surface diminue également. Le

maximum de température est donc plus bas, un peu au-delà de 50◦C avec une source de 1× 106 W.m−3

et même inférieure à 30◦C pour une source de 5×105 W.m−3. Cependant, cette réduction de la montée en
température empêche le système de respecter la condition sur le seuil de température minimal. La durée
passée en-dessous augmente avec la réduction du terme source et le gel peut même apparaître puisque la
température de surface peut descendre en-dessous de 0◦C. L’augmentation de la durée de fonctionnement
ne permet pas de combler la différence avec le seuil de température tant que les apports solaires durant
la journée n’interviennent pas.

Les fonctionnements en tout ou rien et basé sur l’adjoint sans contrainte en valeurs sont comparés sur
les figures 7.39a et 7.39b.

Le fonctionnement en tout ou rien s’avère ainsi adapté seulement si l’intensité des épisodes de froid est
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(a) Terme source égal à 1 × 106 W.m−3 en fonction-
nement

(b) Terme source égal à 5 × 105 W.m−3 en fonction-
nement

Figure 7.38 – Température de surface en fonctionnement en tout ou rien pour deux valeurs de terme
source

(a) Comparaison des termes sources (b) Températures minimales de surface

Figure 7.39 – Comparaison des résultats en terme source et en température de surface pour les fonc-
tionnement sans commande (indice sc), avec l’adjoint (indice co), et en tout ou rien (indice tor)

à peu près la même à chaque fois. Si ce n’est pas le cas, une période de gel de faible intensité entraînera
une importante consommation en énergie et donc un chauffage trop important et, pour un épisode de
forte intensité, le chauffage ne sera pas suffisamment important pour protéger la surface du gel.

La méthode de l’adjoint apparaît adaptée étant donné que, par rapport à un fonctionnement en
tout ou rien, elle permet d’anticiper les risques de gel pourvu que les épisodes de froid soient prévus et
de moduler la fréquence selon les câbles électriques. Le problème de l’utilisation ici de cette méthode
provient de raisons techniques et du fait qu’il soit préférable d’avoir un fonctionnement seulement à
pleine puissance. Cependant, le lissage opéré sur les variations du terme source et donc sur la puissance à
fournir au système peut permettre l’utilisation de variateurs de puissance. Une adaptation de la méthode
de l’état adjoint en tout ou rien pourrait aussi être proposée.

7.10 Synthèse
Ce chapitre a permis d’introduire le contrôle / commande en température du système de route solaire

hybride en utilisant le modèle multiphysique introduit au cours des chapitres précédents.
La méthode de l’état adjoint a été présentée, d’abord dans le cas particulier du contrôle de la tempé-

rature d’injection du fluide afin de préserver la structure du gel en surface. Les effets de l’humidité sur le
besoin en chauffage du fluide a notamment été mis en évidence : un climat sec durant l’hiver demande
une consommation en chauffage moins importante que pour un climat humide pour des conditions de
températures similaires. La formulation traditionnelle de la méthode de l’état adjoint a notamment été
modifiée en introduisant une condition en inégalité et non plus en égalité sur le terme de résidu. La
solution obtenue permet alors à la fois de remplir la condition de prévention du gel et de minimiser la
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consommation en énergie.
L’approche par la méthode de l’état adjoint a ensuite été généralisée à la reconstruction de paramètres

et une application a été présentée à l’identification de défauts dans une paroi. Une méthode basée sur
l’électromagnétisme et le GPR a ainsi pu être couplée à la reconstruction thermique afin d’améliorer la
qualité des résultats obtenus.

La méthode de l’état adjoint a enfin été appliquée à un système de chauffage électrique en modifiant
la formulation de l’adjoint pour ajouter des contraintes sur la fréquence des oscillations ainsi que sur les
valeurs prises par le terme source. Les résultats obtenus ont de nouveau mis en évidence la possibilité
d’utiliser la méthode de l’état adjoint en se basant sur le modèle direct multiphysique. Une commande
basée sur un fonctionnement en tout ou rien a été testée numériquement. Les résultats ont montré la
possibilité d’une telle utilisation, mais aussi les limites d’une telle méthode, notamment en terme de
risque d’usure prématurée de la structure par un réchauffement excessif de la température de surface ou
d’augmentation importante de la consommation électrique.

194



Conclusions et perspectives

Ces travaux de thèse ont permis de rassembler les développements et résultats portants sur les routes
solaires hybrides afin de déterminer leurs performances énergétiques.

Une présentation du cadre de cette thèse, qui s’inscrit dans une volonté de développer des routes
à énergie positive, capables de récupérer de l’énergie provenant du rayonnement solaire, mais aussi de
prévenir de la formation de verglas ou de l’accumulation de neige sur les routes, a d’abord été effectuée.

Une étude bibliographique exhaustive a ensuite été menée. Dans un premier temps, une description
des dispositifs existants déjà, dans le but de récupérer de l’énergie et/ou de chauffer la surface a été
conduite. Le principe de route solaire hybride a alors pu être introduit et ses avantages ont pu être
décrits, en particulier le fait de conserver une structure multicouche et donc la possibilité de préserver
les techniques de construction traditionnelles tout en ayant la possibilité d’ajouter de nouvelles fonctions
(récupération d’énergie ou mise hors gel de la surface).

Afin d’estimer numériquement les performances énergétiques de ces structures de routes solaires hy-
brides, des modèles multiphysiques ont été étudiés et développés. Ils combinent les trois phénomènes qui
se produisent dans la structure : diffusion thermique (avec ou sans changement d’état), convection hy-
draulique et transferts radiatifs. Une analyse bibliographique des paramètres environnementaux a permis
de définir et de déterminer les apports, les pertes et les échanges du système avec son environnement
à partir de la connaissance de certaines données climatiques. Le traitement numérique de la diffusion
thermique, de la convection hydraulique et des transferts radiatifs a ensuite été décrit. En particulier, les
méthodes de modélisation des transferts radiatifs ont été détaillées. La méthode des éléments finis a ainsi
été adaptée pour résoudre chacun de ces trois problèmes indépendamment en ajoutant, lorsque cela a été
nécessaire, un terme de stabilisation.

Pour assembler ces trois problèmes, une méthode de couplage a été développée et mise en place. Des
cas test provenant de la littérature ainsi que des résultats d’expérimentations ont permis de valider le
modèle numérique multiphysique étudié et développé.

Des simulations annuelles s’appuyant sur ce modèle numérique ont été réalisées. Pour cela, des données
météorologiques horaires sur une année pour une cinquantaine de villes en France ont été exploitées.
L’utilisation du modèle multiphysique a permis l’obtention dans un premier temps des performances de
la structure en mode récupération d’énergie. Ces résultats ont été synthétisés et ont permis d’élaborer
plusieurs cartographies pour la France. Un lien entre la notion de Degrés Jours Unifiés en cooling et
l’énergie pouvant potentiellement être récupérée via l’apport du fluide en énergie thermique a notamment
pu être mis en évidence. Les zones climatiques présentant une irradiation élevée ainsi qu’une température
élevée en été sont particulièrement propices à l’utilisation de routes solaires hybrides. Cependant, des
zones moins ensoleillées permettent aussi un apport potentiel en énergie non négligeable. L’efficacité
du système a été évaluée et a permis d’établir qu’entre 26 et 39 % de l’irradiance solaire pouvait être
récupérée pour une chaussée de quatre mètres de largeur et un revêtement opaque (pour une température
d’entrée de fluide caloporteur fixée à 13°C).

L’apport de la couche de surface semi-transparente (effet de serre) a aussi pu être mis en exergue
puisque, avec les propriétés optiques utilisées, il apparaissait un gain de 6.7 pt sur l’efficacité du sys-
tème, signifiant ainsi une augmentation moyenne de l’énergie potentiellement récupérable de 6.7 % de
l’irradiance solaire.

Le fonctionnement de la route solaire dans son mode hivernal a enfin été traité. Il s’agissait dans un
premier temps de contrôler le système en température de surface en agissant sur la température du fluide
caloporteur injecté dans la couche poreuse dans le but d’empêcher la formation de verglas en surface.

Pour cela, une approche reposant sur des travaux en loi de commande optimale et plus particulièrement
sur la méthode de l’état adjoint a été développée. Un problème d’optimisation a été introduit afin de
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minimiser la consommation énergétique lors de la mise hors gel du système. Des modifications de la
formulation usuelle de ces problèmes ont notamment été effectuées pour les adapter au problème de seuil
de température minimale à la surface.

Des cas d’étude ont été mis en place et ont permis de valider l’approche et notamment de mettre
en évidence le rôle prépondérant de la teneur en eau de l’air ambiant à une température donnée sur la
formation de verglas, et par conséquent sur le besoin en énergie pour le chauffage. En effet, la prise en
compte du point de givrage plutôt que de la valeur +4◦C et 80% permet de réduire le seuil de température
nécessitant l’activation du système de chauffage, avec des dépenses énergétiques d’autant plus réduites que
le climat est sec durant la période hivernale, ce qui est par exemple le cas dans les régions montagneuses
ou soumises à des influences continentales.

Cette approche reposant sur la méthode de l’état adjoint a été étendue à la reconstruction de pro-
priétés thermiques afin de pouvoir détecter des défauts dus au vieillissement de la structure, tels que de
l’encrassement dans la couche poreuse. En particulier, un couplage avec une reconstruction par GPR a
été introduite afin de réduire le domaine d’étude et d’améliorer les résultats obtenus.

Le fonctionnement d’un autre système antigel basé sur un chauffage par effet Joule a enfin été étudié,
là aussi en mettant en place la méthode de l’état adjoint et en rajoutant certaines contraintes de fonc-
tionnement. Le rôle des constantes de temps du système a été mis en évidence, des lois de commande
simplifiées pouvant alors être mises en place pour un système réagissant rapidement.

Cette thèse a ainsi pu montrer la faisabilité, sur un plan énergétique, de la mise en place des routes
solaires hybrides. Celles-ci sont potentiellement capables de récupérer une importante quantité d’énergie
pendant la période estivale. L’utilisation d’une solution de stockage permettrait ensuite de restituer cette
énergie et des lois de commande rendraient possible un chauffage optimal de la surface de la route de
façon à empêcher la formation de verglas. Le modèle numérique multiphysique développé au cours de
cette thèse a permis d’obtenir des résultats quantitatifs et pourra être utilisé dans la modélisation d’autres
systèmes.

Des systèmes tels que des échangeurs tubulaires intégrés à la chaussée, pouvant également être em-
ployés en été, pourraient également permettre de récupérer de l’énergie sur le même principe que la route
solaire hybride. Une extension du modèle développé ici pourrait être proposée pour traiter ces systèmes.

Les systèmes étudiés au cours de ce mémoire ne se limitent cependant pas à la chaussée en elle-même
et d’autres équipements interviennent. L’énergie apportée par le rayonnement solaire au fluide au cours
de la période estivale doit ainsi être stockée. Des réservoirs peuvent être intégrés à la structure à cet
effet et pourraient prendre la forme de couches de sable ou d’aquifères. Le stockage joue ainsi un rôle
primordial dans le fonctionnement de ces systèmes réversibles et une bonne connaissance des phénomènes
se produisant dans ces réservoirs permettrait de mesurer la faisabilité de l’installation de ces structure et
notamment les lieux et climats les plus pertinents pour de telles infrastructures. Une étude encore plus
globale du système pourrait ainsi être menée, en considérant tous les composants du système.

Enfin, tous les phénomènes climatiques n’ont pas été pris en compte pour la modélisation thermique
de la structure. En particulier, les hydrométéores (pluies, chutes de neige) modifient les pertes et gains
énergétiques de la structure et connaître l’écoulement des eaux à la surface de la route, la fonte de la glace
ainsi que la façon dont s’effectue l’évaporation de l’eau permettraient une amélioration de la précision
du modèle thermique. Pour aller plus loin, une étude pourrait aussi être menée pour des conditions
climatiques encore plus variées, notamment en étendant cette étude à l’Europe. L’obtention de données
plus précises sur les propriétés optiques de la couche de surface permettrait aussi d’affiner les résultats.

Pour finir, une étude mécanique pourrait aussi être réalisée pour prendre en compte des facteurs
tels que la circulation des véhicules et notamment des poids-lourds sur le comportement de la structure.
Le vieillissement de la chaussée lors de son usage doit ainsi être pris en compte. Celui-ci peut en effet
entraîner l’apparition de défauts dans la chaussée et ainsi réduire les performances énergétiques de ces
systèmes.
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Annexe A

Solution en régime permanent pour
la convection hydraulique

Nous présentons dans cette annexe la modélisation permettant d’obtenir la solution analytique uni-
dimensionnelle pour la convection hydraulique dans le cas d’un régime permanent établi présentée dans
le paragraphe 4.2.3.

Trois milieux sont considérés et interagissent thermiquement entre eux : la couche de surface solide,
la couche poreuse solide et le fluide. Les grandeurs liées à la couche de surface sont indicées s, celles liées
à la couche poreuse p et celles liées au fluide f . En plus de ces trois milieux dont on cherche à connaître
la température, deux milieux extérieurs de températures connues sont considérés : le ciel indicé c et l’air
indicé a.

On note qi/j le flux de chaleur surfacique orienté du milieu i vers le milieu j, Ti la température du
milieu i, hi l’épaisseur du milieu i ∈ {s, p}

Le flux de chaleur surfacique qi/j peut s’écrire sous la forme :

qi/j = ri/j × (Ti − Tj) (A.1)

Le coefficient d’échange surfacique ri/j peut s’écrire de différentes façons :
— Dans le cas de l’échange entre la couche de surface et l’air extérieur, le coefficient d’échange peut

être assimilé au coefficient d’échange convectif :

rS/e = hconv (A.2)

— Dans le cas de l’échange entre la couche de surface et le ciel, le flux échangé s’écrit εσ(T 4
c − T 4

S) =
εσ(T 2

c + T 2
S)(Tc + TS)(Tc − TS). Le coefficient d’échange peut alors s’écrire :

rS/c = εσ(T 2
c + T 2

S)(Tc + TS) (A.3)

— Dans le cas de l’échange entre deux couches solides i et j, on exprime le flux thermique dans chacune
des couches. On note Tij la température à l’interface entre les deux couches, Ti0 la température à
l’extrémité de la couche i qui n’est pas en contact avec la couche j, Tj0 la température à l’extrémité
de la couche j qui n’est pas en contact avec la couche i. On a alors :

qi/j ≈
ki
hi

(Ti0 − Tij)

qi/j ≈
−kj
hj

(Tj0 − Tij)
(A.4)

On a donc :

Ti0 − Tj0 =
(
hi
ki

+ hj
kj

)
qi/j (A.5)

On suppose de plus que les températures Ti et Tj au milieu des couches i et j sont égales à la
moyenne des températures aux extrémités de ces deux couches :
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Ti ≈

Ti0 + Tij
2

Tj ≈
Tj0 + Tij

2

(A.6)

On a alors Ti0 − Tj0 = 2(Ti − Tj) et donc :

qi/j = 2
hi
ki

+ hj
kj

(Ti − Tj) = 2kikj
hikj + hjki

(Ti − Tj) (A.7)

D’où :

ri/j = 2kikj
hikj + hjki

(A.8)

Et en particulier :

rDr/S = 2kDrkS
hDrkS + hSkDr

(A.9)

— Dans le cas de l’échange entre le fluide et le matériau poreux, on suppose le coefficient rf/Dr très
grand devant les autres coefficients d’échange (cas de l’équilibre thermique local).

Remarque
On a la symétrie pour le coefficient d’échange : ri/j = rj/i.

Conservation de l’énergie pour le fluide
En une position s et à un instant t, la conservation de l’énergie appliquée au fluide permet d’écrire :

d
dt [ρfcfhDrφTf (s, t)] = qDr/f (A.10)

Soit :

ρfcfhDrφ

[
∂Tf
∂t

+ ∂s(t)
∂t

∂Tf
∂s

]
= qDr/f (A.11)

La vitesse de Darcy s’écrit u = φ
∂s(t)
∂t

, et le flux qDr/f = rDr/f (TDr − Tf ). On a donc :

ρfcfhDrφ
∂Tf
∂t

+ ρfcfhDru
∂Tf
∂s

+ rDr/f (Tf − TDr) = 0 (A.12)

Conservation de l’énergie pour la couche drainante
On a :

d
dt [ρDrcDrhDr(1− φ)TDr(s, t)] = qf/Dr + qS/Dr (A.13)

Et donc :

ρDrcDrhDr(1− φ)∂TDr
∂t

+ rf/Dr(TDr − Tf ) + rS/Dr(TDr − TS) = 0 (A.14)
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Conservation de l’énergie pour la couche de surface
La couche de surface subit des échanges thermiques avec la couche drainante, l’air extérieur et le ciel.

Elle reçoit également une densité de flux solaire notée Φ. On a donc :

d
dt [ρScShSTS(s, t)] = qDr/S + qe/S + qc/S + Φ (A.15)

Puis :

ρScShS
∂TS
∂t

+ rDr/S(TS − TDr) + rS/e(TDr − TS) + rS/c(TDr − Tc) = Φ (A.16)

Les relations (A.12), (A.14) et (A.16) peuvent s’écrire sous la forme d’un système matriciel :

ρfcfhDrφ 0 0
0 ρDrcDrhDr(1− φ) 0
0 0 ρScShS

 ∂

∂t

 TfTDr
TS

+

ρfcfhDru 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∂

∂s

 TfTDr
TS


+

 rDr/f −rDr/f 0
−rDr/f rDr/f + rDr/S −rDr/S

0 −rS/Dr rS/Dr + rS/e + rS/c

 TfTDr
TS


=

 0
0

rS/eTe + rS/cTc + Φ

 (A.17)

D’où, en régime permanent :

ρfcfhDru 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∂

∂s

 TfTDr
TS

+

 rDr/f −rDr/f 0
−rDr/f rDr/f + rDr/S −rDr/S

0 −rS/Dr rS/Dr + rS/e + rS/c

 TfTDr
TS


=

 0
0

rS/eTe + rS/cTc + Φ

 (A.18)

Les deux dernières lignes de (A.18) permettent d’obtenir :[
TDr
TS

]
= 1

∆

[
rDr/S + rS/e + rS/c rDr/S

rDr/S rDr/f + rDr/S

] [
rDr/fTf

rS/eTe + rS/cTc + Φ

]
(A.19)

Avec :

∆ = (rDr/f + rDr/S)(rDr/S + rS/e + rS/c)− r2
Dr/S (A.20)

On a donc :

TDr = 1
∆
[
(rDr/S + rS/e + rS/c)rDr/fTf + rDr/S(rS/cTc + rS/cTc + Φ)

]
(A.21)

D’où :

rf/Dr((Tf − TDr) =
rf/Dr

∆

[
Tf
(
∆− rf/Dr(rDr/S + rS/e + rS/c)

)
−rDr/S

(
rS/eTe + rS/cTc + Φ

) ]
(A.22)

On peut effectuer la simplification :

∆− rf/Dr(rDr/S + rS/e + rS/c) = rDr/S
(
rS/e + rS/c

)
(A.23)
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D’autre part, la première ligne du système (A.18), régissant les échanges thermiques impliquant le
fluide, permet d’écrire :

ρfcfhDru
∂Tf
∂s

+ rDr/f (Tf − TDr) (A.24)

En réinjectant (A.22) dans (A.24), on a :

ρfcfhDru
∂Tf
∂s

+
rf/Dr

∆ rDr/S
(
rS/e + rS/c

)
Tf =

rf/Dr

∆ rDr/S
(
rS/cTc + rS/cTc + Φ

)
(A.25)

La température du fluide Tf dans la relation (A.25) ne dépend plus que de l’éloignement à la section
d’injection s et des conditions extérieures. On peut réécrire (A.25) sous la forme :

κ
∂Tf
∂s

+ Tf =
rS/eTe + rS/cTc + Φ

rS/e + rS/c
(A.26)

Avec κ la longueur caractéristique :

κ = ∆ρfcfhDru
rf/DrrDr/s(rs/e + rs/c)

(A.27)

On reprend l’hypothèse selon laquelle rf/Dr est très grand devant les autres coefficients d’échanges.
Le coefficient ∆ se réécrit alors :

∆ ≈ rf/Dr
(
rDr/S + rS/e + rS/c

)
(A.28)

Et κ se réécrit :

κ =
ρfcfhDru

(
rDr/s + rs/e + rs/c

)
rDr/s(rs/e + rs/c)

(A.29)

La température du fluide s’obtient en résolvant l’équation (A.26) :

Tf (s) = Tf (0) e−s/κ +T∞
(

1− e−s/κ
)

(A.30)

Avec :

T∞ =
rS/eTe + rS/cTc + Φ

rS/e + rS/c
(A.31)

La deuxième ligne de l’équation (A.19) permet d’écrire :

TS = 1
rf/Dr

(
rDr/S + rS/e + rS/c

) [rDr/SrDr/fTf +
(
rDr/f + rDr/S

) (
rS/eTe + rS/cTc + Φ

)]
(A.32)

L’hypothèse rDr/f grand devant les autres coefficients d’échange permet d’obtenir la température en
surface en fonction de l’éloignement à l’injection de fluide :

Ts(s) =
rDr/STf (s) + rS/eTe + rS/cTc + Φ

rDr/S + rS/e + rS/c
(A.33)
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Annexe B

Méthode des éléments finis -
Obtention des matrices

Dans cette annexe, nous présentons des éléments qui n’ont pu être développés dans le corps du
manuscrit concernant la méthode des éléments finis. La première partie concerne l’obtention du système
matriciel pour l’équation de transfert radiatif. La seconde partie traite du calcul des matrices rencontrées
dans le cadre de la diffusion thermique, de la convection hydraulique et des transferts radiatifs pour le
cas d’une interpolation linéaire.

Sommaire
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B.1 Détail de l’obtention du système linéaire de l’équation de
transfert radiatif

Nous présentons dans cette partie le calcul des matrices du système final permettant de déterminer
la luminance énergétique (4.219).

Pour cela, nous repartons de la formulation faible après application de la méthode de Petrov-Galerkin
(4.218).

L’écriture des produits scalaires donne :

∫
Ω

[
wkϑk ·∇Lν,k(s) + wk (κν + σν)Lν,k(s)− σν

NS∑
l=1

ωlkLν,l(s)
]

(ϕ+ δϑk ·∇ϕ) dΩ

+
∫

Γϑk
[wkLν,k(s)− wkgint,k(s)]ϕ|~n·ϑk|dσ

=
∫

Ω
wkκνL

0
ν(T (s))(ϕ+ δϑk ·∇ϕ)dΩ +

∫
Γk
wkgext,k(s)ϕ|~n·ϑk|dσ

(B.1)
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Avec ωij = wiwjpν(ϑi, ϑj)
4π .

On note (ϕj) une base de WΩ. Lν,k, Bν et gk peuvent être décomposés sur cette base en :

Lν,k =
NΩ∑
j=1

Ljν,kϕ
j , ∀k ∈ [|1, NS |] (B.2)

L0
ν =

NΩ∑
j=1

L0,j
ν ϕj (B.3)

gk =
NΩ∑
j=1

gjkϕ
j , ∀k ∈ [|1, NS |] (B.4)

On pose :

T ij
k =

∫
Ω
ϑk ·∇ϕj(s)

(
ϕi(s) + δϑk ·∇ϕi(s)

)
dΩ +

∫
Γϑk

ϕjϕi|~n·ϑk|dσ (B.5)

M ij
k (v) =

∫
Ω
v
(
ϕi + δϑk ·∇ϕi

)
ϕj(s)dΩ , ∀v ∈WΩ , ∀v ∈WΩ (B.6)

Qij
k =

∫
Γϑk

ϕjϕi|~n·ϑk|dσ (B.7)

Rij
kl(v) =

∫
Γϑk

vmax (~n·ϑl, 0)ϕjϕi|~n·ϑk|dσ , ∀v ∈WΩ (B.8)

L’équation (B.1) se réécrit alors :

NΩ∑
j=1

[
wkM

ij
k (κν + σν)Ljν,k + wkT

ij
k Ljν,k −

NS∑
l=1

ωklM
ij
k (σν)Ljν,l −

NS∑
l=1

wkwl
π

Rij
kl(ρν)Ljν,l

]

=
NΩ∑
j=1

[
wkM

ij
k (κ)L0,j

ν + wkQ
ij
k g

j
ext,k

]
, ∀(i, k) ∈ [|1, NΩ|]× [|1, NS |] (B.9)

On note :
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Th =

w1T1
. . .

wNSTNS

 (B.10)

Mh(κν) =

w1M1(κν)
. . .

wNSMNS (κν)

 (B.11)

Sh(σν) =

w1M1(σν)
. . .

wNSMNS (σν)

−
 ω11M1(σν) · · · ω1NSM1(σν)

... . . . ...
ωNS1MNS (σν) · · · ωNSNSMNS (σν)


(B.12)

Qh =

w1Q1
. . .

wNSQNS

 (B.13)

Rh(ρν) =


w2

1
π

R11(ρν) · · · w1wNS
π

R1NS (ρν)
... . . . ...

wNSw1

π
RNS1(ρν) · · ·

w2
NS

π
RNSNS (ρν)

 (B.14)

D’où le système à résoudre :

(Th +Mh(κν) + Sh(σν)−Rh(ρν))Lν = Mh(κν)Bν +QhG (B.15)

Avec le vecteur des inconnues Lν :

Lν =
[
Lj=1
ν,k=1 L2

ν,1 · · · LNΩ
ν,1 L1

ν,2 · · · LNΩ
ν,NS

]T
(B.16)

B.2 Expressions des matrices éléments finis dans le cas de fonc-
tions d’interpolation linéaires

L’implémentation de notre outil de résolution de couplages multiphysiques a nécessité le calcul des
matrices éléments finis. Les expressions de ces matrices éléments finis pour des fonctions d’interpolation
linéaires sur chaque élément du maillage sont présentées ci-après.

Nous nous plaçons dans l’espace WΩhn ⊂ WΩ constitué des NΩ fonctions polynomiales ϕ de degré n
sur le maillage et telles que :

∀(i, j) ∈ [|1, NΩ|]2 , ϕi(xj) = δij (B.17)

Pour simplifier les notations, nous écrivons : aij = ai − aj .

B.2.1 Fonctions d’interpolation linéaires
Nous nous intéressons ici au cas de fonctions d’interpolation linéaires : (ϕi) est une base orthogonale

du sous-espace de WΩ constitué des fonctions linéaires sur les éléments du maillage.
On appelle matrice élément fini élémentaire une matrice élément fini obtenue à partir d’une intégration

sur un élément Ωe ou un élément frontière Γe du maillage. Ces matrices sont notées
[
AΩe

]
ou
[
A∂Ωe

]
.

Les matrices éléments finis sont alors obtenues en sommant les matrices éléments finis élémentaires
sur les éléments du maillage. Par exemple, pour un terme s’écrivant de façon générique 〈ψϕj |ϕi〉Ωe ou
〈ψϕj |ϕi〉Γe :
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t

sP1 P2

P3

(a) Repère (s, t)

t

s

u

P1 P2

P3

P4

(b) Repère (s, t, u)


ΨΩ,ij =

∑
e

ΨΩe,ij =
∑
e

〈ψφj |φi〉V e

Ψ∂Ω,ij =
∑
e

Ψ∂Ωe,ij =
∑
e

〈ψφj |φi〉Γe
(B.18)

Avec 〈· , · 〉Ωe et 〈· , · 〉Γe définis par :
〈a, b〉Ωe =

∫
Ωe
abdΩ

〈a, b〉Γe =
∫

Γe
abdΓ

(B.19)

Nous nous plaçons sur des éléments linéiques, triangulaires ou tétraédriques normalisés, représentés
sur les figures B.1a et B.1b.

L’espace des fonctions linéaires sur l’élément e est alors de dimension 4 pour un élément 3D, de
dimension 3 pour un élément 2D et de dimension 2 pour un élément 1D. Une base orthogonale de cet
espace peut s’écrire, dans le repère associé à l’élément e :

{
ϕ1
e(s)

ϕ2
e(s)

}
=
{

1− s
s

}
pour un élément 1D

ϕ1
e(s, t)

ϕ2
e(s, t)

ϕ3
e(s, t)

 =


1− s− t

s

t

 pour un élément 2D


ϕ1
e(s, t, u)

ϕ2
e(s, t, u)

ϕ3
e(s, t, u)

ϕ4
e(s, t, u)

 =


1− s− t− u

s

t

u

 pour un élément 3D

(B.20)

Pour tout point (x, y) appartenant à un élément 2D, on a :{
x− x1
y − y1

}
= s

{
x21
y21

}
+ t

{
x31
y31

}
(B.21)

Où s et t vérifient les conditions : 
s ≥ 0
t ≥ 0
s+ t ≤ 1

(B.22)
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La matrice jacobienne [J ], qui permet de passer du repère lié à l’élément (s, t) au repère cartésien
(x, y) vérifie : {

x− x1
y − y1

}
=
[
J
]{s

t

}
(B.23)

D’où l’expression de la matrice jacobienne sur l’élément considéré :

[
J
]

=
[
x21 y21
x31 y31

]
(B.24)

Il est à noter que la surface (algébrique) de l’élément Ae vérifie alors Ae = det(J)
2 .

En 1D, on a alors
[
J
]

=
[
x21
]
et la longueur (algébrique) Le de l’élément vérifie Le = det(J).

De même, en 3D, on a :

[
J
]

=

x21 y21 z21
x31 y31 z31
x41 y41 z41

 (B.25)

Et le volume algébrique de l’élément Ve vérifie Ve = det(J)
6 .

Les coordonnées (s, t) ou (s, t, u) s’obtiennent en inversant la matrice jacobienne :

J−1 = 1
6Ve



∣∣∣∣y31 z31
y41 z41

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣y21 z21
y41 z41

∣∣∣∣ ∣∣∣∣y21 z21
y31 z31

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣x31 z31
x41 z41

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x21 z21
x41 z41

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣x21 z21
x31 z31

∣∣∣∣∣∣∣∣x31 y31
x41 y41

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣x21 y21
x41 y41

∣∣∣∣ ∣∣∣∣x21 y21
x31 y31

∣∣∣∣

 (B.26)

En particulier, les termes de gradient ∇N i
e s’obtiennent par :

∇ϕi = J−1 [∇sϕie] (B.27)

Avec, en 3D :

[
∇sϕie

]
=

[
∂ϕie(s, t, u)

∂s

∂ϕie(s, t, u)
∂t

∂ϕie(s, t, u)
∂u

]T
(B.28)

=

−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1

 (B.29)

En 2D :

[
∇sϕie

]
=

[
∂ϕie(s, t)

∂s

∂ϕie(s, t)
∂t

]T
(B.30)

=
[
−1 1 0
−1 0 1

]
(B.31)

En 1D :

[
∇sϕie

]
=

[
∂ϕie(s)
∂s

]T
(B.32)

=
[
−1 1

]
(B.33)
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B.2.2 Cas de la diffusion thermique et de la convection hydraulique
Les systèmes d’équations issus de l’application de la méthode des éléments finis s’écrivent sous la

forme générale, pour la diffusion thermique et la convection hydraulique :[
C
] [

∂T
∂t

]
+
[
K
] [
T
]

=
[
F
]

(B.34)

Avec :
—
[
C
]
la matrice de capacité thermique : Cij = 〈ρcϕj |ϕi〉Ω

—
[
K
]
la matrice de conductivité thermique. Elle est constituée de quatre composantes, une première

provenant de la diffusion thermique, une deuxième issue de l’advection, une troisième provenant de
l’échange avec une autre phase et une quatrième de pertes aux frontières : Kij = 〈k∇ϕj |∇ϕi〉Ω +
〈~u·∇ϕj |ϕi〉Ω + 〈aϕj |ϕi〉Ω + 〈

∑
k hkϕ

j |ϕi〉Γ
—
[
F
]
le vecteur source. Il est constitué de deux composantes, une première provenant des sources

internes et une seconde provenant des apports extérieurs : Fi = 〈q|ϕi〉Ω + 〈Φ +
∑
k hkθk|ϕi〉Γ

Matrice masse

La matrice masse C peut s’écrire de façon générique 〈ρcϕj |ϕi〉Ω =
∑
e〈ρcϕj |ϕi〉Ωe . Une intégration

sur l’élément Ωe permet d’obtenir :

〈ρcϕj |ϕi〉Ωe =
∫

Ωe
ρcϕjϕidΩ (B.35)

=



∫ 1−t−u

s=0

∫ 1−u

t=0

∫ 1

u=0
ρcϕjeϕ

i
e|det(J)|dudtds en 3D∫ 1−t

s=0

∫ 1

t=0
ρcϕjeϕ

i
e|det(J)|dtds en 2D∫ 1

s=0
ρcϕjeϕ

i
e|det(J)|ds en 1D

(B.36)

Soit, dans le cas où ρc est constant et égal à une valeur (ρc)e sur l’élément Ωe :

〈ρcϕ|ϕ〉Ωe = Le
6 (ρc)e

[
2 1
1 2

]
pour un élément 1D

〈ρcϕ|ϕ〉Ωe = Ae
12 (ρc)e

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 pour un élément 2D

〈ρcϕ|ϕ〉Ωe = Ve
20(ρc)e


2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

 pour un élément 3D

(B.37)

matrice raideur

La matrice raideur K est constituée de trois composantes : le terme de diffusion 〈k∇ϕj |∇ϕi〉Ω, le
terme de transport 〈~u·∇ϕj |ϕi〉Ω et le terme de pertes vers l’extérieur 〈

∑
k hkϕ

j |ϕi〉Γ.
— Première composante : 〈k∇ϕj |∇ϕi〉Ω =

∑
e〈k∇ϕj |∇ϕi〉Ωe . On a :

〈k∇ϕj |∇ϕi〉Ωe =
∫

Ωe
k∇ϕj ·∇ϕidΩ (B.38)

=
(∫

Ωe
k
([
J−1] [∇sϕe])T [J−1] [∇sϕe]dΩ

)
ij

(B.39)

(B.40)
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Pour une valeur constante de k sur l’élément Ωe et pour des fonctions d’interpolations linéaires,
on a :

〈k∇ϕ|∇ϕ〉Ωe =


|Le|

([
J−1

] [
∇sϕe

])T
ke

([
J−1

] [
∇sϕe

])
en 1D

|Ae|
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
ke

([
J−1

] [
∇sϕe

])
en 2D

|Ve|
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
ke

([
J−1

] [
∇sϕe

])
en 3D

(B.41)

— Deuxième composante : 〈~u·∇ϕj |ϕi〉Ω. On a :

〈~u·∇ϕ|ϕ〉Ω =
∫

Ωe
(ϕe)T~u

[
∇sϕe

]
(B.42)

Soit, après calculs, pour une vitesse ~u constante sur l’élément Ωe et une interpolation linéaire :

〈~u·∇ϕ|ϕ〉Ω =



|Le|

[
1/2
1/2

]
~ue

[
J−1

] [
∇sϕe

]
en 1D

|Ae|

1/3
1/3
1/3

 ~ue [J−1
] [
∇sϕe

]
en 2D

|Ve|


1/4
1/4
1/4
1/4

 ~ue [J−1
] [
∇sϕe

]
en 3D

(B.43)

— Troisième composante : 〈aϕj |ϕi〉Ω. Ce terme est identique à celui de la matrice C avec a à la
place de ρc. Pour une interpolation linéaire et un coefficient d’échange a constant sur l’élément
considéré, on a donc :

〈aϕ|ϕ〉Ωe = Le
6 ae

[
2 1
1 2

]
pour un élément 1D

〈aϕ|ϕ〉Ωe = Ae
12 ae

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 pour un élément 2D

〈aϕ|ϕ〉Ωe = Ve
20ae


2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

 pour un élément 3D

(B.44)

— Quatrième composante : 〈
∑
k hkϕ

j |ϕi〉Γ =
∑
e〈
∑
k hkϕ

j |ϕi〉Γe . On a :

〈
∑
k

hkϕ
j |ϕi〉Γe =

∫
Γe

∑
k

hkϕ
jϕidΓ (B.45)

Soit, après calculs, pour des coefficients kk constants sur les frontières Γe de Ωe et pour des
fonctions d’interpolations linéaires :

〈
∑
k

hkeϕ|ϕ〉Γe =



∑
k hk pour un élément Ωe 1D, de frontière Γe 0D

|LΓe |
∑
k hke

[
1
3

1
6

1
6

1
3

]
pour un élément Ωe 2D, de frontière Γe 1D

|AΓe |
∑
k hke


1
6

1
12

1
12

1
6

1
12

1
12

1
12

1
12

1
6

 pour un élément Ωe 3D, de frontière Γe 2D

(B.46)
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Vecteur source

Le vecteur source peut s’écrire de façon générique 〈q|ϕi〉Ω + 〈Φ +
∑
k hkθk|ϕi〉Γ. Pour la première

composante, le terme source interne, on a :

〈q|ϕi〉Ωe =
∫

Ωe
qϕidΩ (B.47)

Soit, après calculs, et pour un terme q constant sur l’élément Ωe et une interpolation linéaire :

〈q|ϕi〉Ωe =



|Le|qe

[
1/2
1/2

]
en 1D

|Ae|qe

1/3
1/3
1/3

 en 2D

|Ve|qe


1/4
1/4
1/4
1/4

 en 3D

(B.48)

Pour les apports externes, avec des coefficients hk, des températures extérieures θk et une densité de
flux Φ constants, on a :

〈Φe +
∑
k

hkeθk|ϕi〉Γe =



Φ +
∑
k hkθk pour un élément Ωe 1D, de frontière Γe 0D

|LΓe | (Φe +
∑
k hkeθk)

[
1/2
1/2

]
pour un élément Ωe 2D, de frontière Γe 1D

|AΓe | (Φe +
∑
k hkeθk)

1/3
1/3
1/3

 pour un élément Ωe 3D, de frontière Γe 2D

(B.49)

B.2.3 Ajout de la diffusion numérique - Méthode de Petrov-Galerkin
Dans ce paragraphe, les matrices éléments finis correspondant à l’ajout de la diffusion numérique sont

données. Il est rappelé que, lors de l’application de la méthode de Petrov-Galerkin, la fonction test ϕi
correspondant à une des composantes d’une base de l’espace de fonction considéré, est remplacée par
ϕi + δ~u·∇ϕi avec ~u la vitesse liée au phénomène d’advection et δ un coefficient permettant d’ajuster la
diffusion numérique.

Les matrices issue des termes 〈· |ϕi〉Ω ont été déterminées au cours du paragraphe précédent. L’étude
porte donc ici sur les termes 〈· |δ~u·∇ϕi〉Ω. La vitesse est à chaque fois donnée sous la forme d’un vecteur
ligne.

Matrice capacité

Le terme de la matrice capacité provenant de la diffusion numérique s’écrit, sous la forme générique
〈ρcϕj |δ~u·∇ϕi〉Ω =

∑
e〈ρcϕj |δ~u·∇ϕi〉Ωe .

Une intégration sur l’élément Ωe permet d’obtenir :



〈ρcϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Le|(ρc)e
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
2

1
2

]
pour un élément 1D

〈ρcϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ae|(ρc)e
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
3

1
3

1
3

]
pour un élément 2D

〈ρcϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ve|(ρc)e
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
4

1
4

1
4

1
4

]
pour un élément 3D

(B.50)
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Matrice capacité

Le terme de la matrice capacité provenant de la diffusion numérique s’écrit, sous la forme générique
〈∇· (k∇ϕj)|δ~u·∇ϕi〉Ω.

Pour des éléments linéaires, comme c’est le cas ici, ce terme est nul. Pour des éléments bilinéaires, ce
terme peut être négligé [229].

Matrice d’advection

Le terme générique est 〈~v·∇ϕj |δ~u·∇ϕi〉Ω =
∑
e〈~v·∇ϕj |δ~u·∇ϕi〉Ωe . Deux vitesses sont consi-

dérées ici : ~u et ~v pour se placer dans un cas plus général.
Une intégration sur l’élément Ωe permet d’obtenir :



〈~v·∇ϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Le|
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT~v

([
J−1

] [
∇sϕe

])
pour un élément 1D

〈~v·∇ϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ae|
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT~v

([
J−1

] [
∇sϕe

])
pour un élément 2D

〈~v·∇ϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ve|
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT~v

([
J−1

] [
∇sϕe

])
pour un élément 3D

(B.51)

Matrice d’échange

Le terme générique pour la matrice d’échange est 〈aϕj |δ~u·∇ϕi〉Ω =
∑
e〈aϕj |δ~u·∇ϕi〉Ωe .

Une intégration sur l’élément Ωe permet d’obtenir :



〈aϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Le|a
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
2

1
2

]
pour un élément 1D

〈aϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ae|a
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
3

1
3

1
3

]
pour un élément 2D

〈aϕ|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ve|a
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT
[

1
4

1
4

1
4

1
4

]
pour un élément 3D

(B.52)

Vecteur source

Le vecteur source possède le terme générique suivant : 〈q|δ~u·∇ϕi〉Ω =
∑
e〈q|δ~u·∇ϕi〉Ωe .

Après intégration sur Ωe, on obtient :

〈q|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Le|q
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT pour un élément 1D

〈q|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ae|q
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT pour un élément 2D

〈q|δ~u·∇ϕ〉Ωe = δ|Ve|q
([
J−1

] [
∇sϕe

])T
~uT pour un élément 3D

(B.53)

B.2.4 Cas des transferts radiatifs
Nous donnons dans cette partie les expressions des matrices éléments finis pour le cas des transferts

radiatifs pour des fonctions de base linéaires. Les expressions des matrices dans le cas général sont données
dans la section B.1

On suppose que les différents coefficients (absorption, diffusion, réflexion, émissivité pour les transferts
radiatifs) sont constants sur chaque élément.

Les nœuds du maillage utilisé sont notés xi, i ∈ [|1, NΩ|].
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Tenseur M

On a, sur l’élément e :

M ij
ek(v) =

∫
Ωe
v
(
N i + δϑk ·∇N i

)
N jdΩ (B.54)

Le paramètre v étant supposé constant sur l’élément, et en effectuant un changement de variables, on
a :

M ij
ek(v) = 6|Ve|v

[∫ 1

s=0

∫ 1−s

t=0

∫ 1−s−t

u=0
N i
e(s, t, u)N j

e (s, t, u)dsdtdu (B.55)

+δϑkJ−1 [∇sN i
] ∫ 1

s=0

∫ 1−s

t=0

∫ 1−s−t

u=0
N j
edsdtdu

]
(B.56)

On a alors :

Mek(v) = |Ve|v



1
10 +

δϑkJ
−1

[−1
−1
−1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[−1
−1
−1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[−1
−1
−1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[−1
−1
−1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[1
0
0

]
4

1
10 +

δϑkJ
−1

[1
0
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[1
0
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[1
0
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
1
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
1
0

]
4

1
10 +

δϑkJ
−1

[0
1
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
1
0

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
0
1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
0
1

]
4

1
20 +

δϑkJ
−1

[0
0
1

]
4

1
10 +

δϑkJ
−1

[0
0
1

]
4


(B.57)

Tenseur Q

Qij
ek =

∫
Γek

N j
eN

i
e|~ne ·ϑk|dσ (B.58)

= max (−~ne ·ϑk, 0)
∫

Γe
N j
eN

i
edσ (B.59)

Avec Γe l’élément frontière. Γek est un élément frontière tel que ~n·ϑk < 0.
L’élément frontière est une face d’un élément tétraédrique. Le repère (s, t, u) est placé de telle sorte que

l’élément frontière Γe soit placé dans le plan u = 0. Pour cela, les noeuds P1, P2 et P3 sont définis comme
étant les sommets de l’élément tétraédrique appartenant à la frontière et P4 est le sommet n’appartenant
pas à la frontière.

On a alors, pour chaque élément frontière :

Qek = Ae max (−~n·ϑk, 0)


1/6 1/12 1/12 0
1/12 1/6 1/12 0
1/12 1/12 1/6 0

0 0 0 0

 (B.60)

Avec Ae l’aire de la surface de l’élément frontière Γe en contact avec l’extérieur du domaine. Cette
aire peut s’obtenir par :
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Ae = |
−−−→
P1P2 ∧

−−−→
P1P3|

2 (B.61)

= 1
2

√
(y21z31 − z21y31)2 + (z21x31 − x21z31)2 + (x21y31 − y21x31)2 (B.62)

Tenseur T

On a :

T ij
ek =

∫
Ωe
ϑk ·∇ϕj

(
ϕi + δϑk ·∇ϕi

)
dΩ +

∫
Γek

ϕjϕi|~n·ϑk|dσ (B.63)

=
∫

Ωe
ϑk ·∇ϕj

(
ϕi + δϑk ·∇ϕi

)
dΩ + Qij

ek (B.64)

Connaissant Qij
ek, nous cherchons donc T ij

ek −Qij
ek :

T ij
ek −Qij

ek = ϑkJ
−1 [∇sN j

e

] [∫
Ωe
N i
edΩ + δϑkJ

−1 [∇sN i
e

]
|Ve|
]

(B.65)

On a alors :

T ij
ek = |Ve|ϑkJ−1 [∇sN j

e

](1
4 + δϑkJ

−1 [∇sN i
e

])
+ Qij

ek (B.66)

Tenseur R

On a :

Rij
ekl(v) =

∫
Γek

vmax (~n·ϑl, 0)N j
eN

i
e|~n·ϑk|dσ (B.67)

= vmax (~n·ϑl, 0) max (−~n·ϑk, 0)
∫

Γe
N j
eN

i
edσ (B.68)

Finalement :

Rekl(v) = Aevmax (~n·ϑl, 0) max (−~n·ϑk, 0)


1/6 1/12 1/12 0
1/12 1/6 1/12 0
1/12 1/12 1/6 0

0 0 0 0

 (B.69)
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Annexe C

Couplage entre les transferts
radiatifs et la diffusion thermique :
description de la méthode de
Rosseland

La méthode de Rosseland permet, sous certaines hypothèses, de traiter le couplage entre la diffusion
thermique et les transferts radiatifs. Elle a été présentée dans le paragraphe 5.3.2 et nous décrivons ici
les détails des calculs et hypothèses permettant d’établir la conductivité équivalente de Rosseland.

L’obtention de ce terme de conductivité équivalente de Rosseland se fait à partir de l’équation de
transfert radiatif en 1D. En considérant que la luminance ne dépend pas des variables spatiales x et y,
et en considérant un chemin infinitésimal ds, l’équation de transfert radiatif s’écrit :

∂Lν
∂s

= − (κν + σν) + κνL
0
ν(T ) + σν

4π

∫
4π
pν(ϑ̃, ϑ)Lν(z, ϑ̃)dϑ (C.1)

Ce chemin infinitésimal est orienté d’un angle θ par rapport à la direction ~ez. En notant µ = cos θ,
on a ds = dz

µ
On note de plus, pour les apports radiatifs le long de ce chemin :

Sν = 1
κν + σν

(
κνL

0
ν(T ) + σν

4π

∫
4π
pν(ϑ̃, ϑ)Lν(z, ϑ̃)dϑ

)
(C.2)

L’équation (C.1) peut alors se réécrire, en fonction de z :

Lν = Sν −
µ

κν + σν

∂Lν
∂z

(C.3)

On suppose le milieu étudié optiquement épais, c’est-à-dire que les photons ont un libre parcours moyen
très inférieur aux dimensions du domaine. Le système est alors proche de l’équilibre thermodynamique
local et les variations locales de la luminance sont très faibles. On peut alors, en première approche, faire
l’approximation dLν

dz � Sν0. On a alors :

Lν ≈ Sν (C.4)

Étant donnée l’absence de dépendance en direction dans la relation (??), on a, pour le terme de
diffusion :

σν
4π

∫
4π
pν(ϑ̃, ϑ)Lν(z, ϑ̃)dϑ ≈ Sν (C.5)

La définition de Sν par (C.2) permet d’obtenir l’approximation :
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Lν = Sν = L0
ν(T ) (C.6)

En réinjectant cette approximation dans l’équation (C.3), on obtient une approximation au premier
ordre :

Lν = L0
ν(T )− µ

κν + σν

∂L0
ν(T )
∂z

(C.7)

À partir de la définition du flux radiatif (4.175), il est possible de définir le flux radiatif monochro-
matique sous la forme :

~qν =
∫

4π
Lνϑdϑ (C.8)

En injectant la relation (C.7) dans la définition du flux radiatif monochromatique (C.8), on obtient :

~qν =
∫

4π

(
L0
ν(T )− µ

κν + σν

∂L0
ν(T )
∂z

)
ϑdϑ (C.9)

En considérant le fait que le flux radiatif est orienté selon ~ez, puis en effectuant le changement de
variable ϑ·~ez en µ, on obtient, en prenant de plus en compte le fait que Bν(T ) soit isotropique et donc
que son intégration sur la sphère unité produit une grandeur nulle :

qν = −2π
κν + σν

∂L0
ν(T )
∂z

∫ 1

µ=−1
µ2dµ (C.10)

= − 4π
3 (κν + σν)

∂L0
ν(T )
∂z

(C.11)

L0
ν(T ) ne dépend de la variable z que par les variations de la température T . On a donc :

qν = −4π
3βν

∂L0
ν(T )
∂T

∂T

∂z
(C.12)

En intégrant sur les fréquences ν, le flux total s’écrit :

q = −4π
3

∂T

∂z

∫ +∞

ν=0

∂L0
ν(T )
∂T

1
βν

dν (C.13)

Où βν fait référence au coefficient d’extinction : βν = κν + σν . À partir de l’équation (C.13), il est
possible de définir le coefficient d’extinction moyen de Rosseland βr tel que :∫ +∞

ν=0

∂L0
ν(T )
∂T

1
βν

dν = 1
βr

∫ +∞

ν=0

∂L0
ν(T )
∂T

dν (C.14)

On a de plus :
∫ +∞
ν=0 L

0
ν(T )dν = σ

πT
4. D’où :∫ +∞

ν=0

dL0
ν(T )
∂T

dν = ∂

∂T

∫ +∞

ν=0
L0
ν(T )dν = 4σT 3

π
(C.15)

On a donc, pour le flux radiatif :

q = − 16
3βr

σT 3 ∂T

∂z
(C.16)

Le flux radiatif peut donc s’écrire sous la forme q = −kr ∂T∂z avec kr la conductivité équivalente de
Rosseland définie par :

kr = 16σT 3

3βr
(C.17)
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Annexe D

Application de la méthode de l’état
adjoint

Dans cette annexe, les détails de l’application de la méthode de l’état adjoint au problème de mini-
misation présenté dans le paragraphe 7.5 sont donnés. En particulier, l’obtention du problème adjoint à
partir du problème de minimisation et des problèmes direct et linéaire tangent est décrite.

Les notations introduites au cours de la section 7.5 sont réutilisées ici.
Il est rappelé que la fonctionnelle à minimiser comprend trois termes (voir l’équation (D.1)) dont seul

le premier ne fait pas apparaître explicitement le terme δu. Le but de cette annexe est de déterminer le
gradient de ce premier terme.

J̃u(δu) = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)∥∥∥2

M
+ ε

2 ‖u+ δu− Tf,ref‖2U + ν

2 ‖δu‖
2
U (D.1)

D.1 Rappel des problèmes direct et linéaire tangent
Le problème direct s’écrit :


(1− φ) ρc∂T

∂t
−∇· (k∇T ) =

{
h (Tf − T ) sur Ωf
q sur Ω \ Ωf

T (t = 0) = T0{
k∇T ·~n = Φ +

∑
i hi(θi − T ) sur ΓS

k∇T ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS
φ (ρc)f

∂Tf
∂t

+ (ρc)f ~u·∇Tf −∇· (kf∇Tf ) = h (T − Tf )
Tf (t = 0) = T 0

f{
Tf = Tf,in sur Γf0

kf∇Tf ·~n = 0 sur ∂Ωf \ Γf0

(D.2)

Le problème linéaire tangent s’écrit :
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(1− φ) ρc∂δT

∂t
−∇· (k∇δT ) =

{
h (δTf − δT ) sur Ωf
0 sur Ω \ Ωf

δT (t = 0) = 0{
k∇δT ·~n = −

∑
i hiδT sur ΓS

k∇δT ·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS
φ (ρc)f

∂δTf
∂t

+ (ρc)f ~u·∇δTf −∇· (kf∇δTf ) = h (δT − δTf )
δTf (t = 0) = 0{

δTf = δTf,in sur Γf0

kf∇δTf ·~n = 0 sur ∂Ωf \ Γf0

(D.3)

D.2 Détermination du gradient du terme de résidu
Pour simplifier les notations, les termes faisant apparaître explicitement δu (termes de consommation

énergétique (ou de Tikhonov) et de Levenberg-Marquardt) sont omis dans ce paragraphe. Nous cherchons
donc à minimiser la fonctionnelle (D.4).

J̃u(δu) = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)∥∥∥2

M
(D.4)

Dans un premier temps, la différentielle de cette fonctionnelle est calculée, en utilisant un produit
scalaire. L’opérateur adjoint est ensuite introduit pour faire apparaître explicitement le terme δu dans la
fonctionnelle.

D.2.1 Réécriture de la fonctionnelle à minimiser
La différentielle s’écrit δJ̃u = J̃ ′(δu)δũ et vérifie, pour δũ ∈ U :

J̃ ′u(δu)δũ = 〈∇J̃u(δu)|δũ〉U (D.5)
= J̃u(δu+ δũ)− J̃u(δu) +O(‖δũ‖2U ) (D.6)

En revenant à la définition de J̃u dans (D.4), la relation (D.6) se réécrit :

J̃ ′u(δu)δũ = 1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu+ f̂ ′(u)δũ− Tseuil
)∥∥∥2

M

−1
2

∥∥∥min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)∥∥∥2

M
(D.7)

En développant les produits scalaires, il vient :

J̃ ′u(δu)δũ = 1
2

∫ ta

t=0

∫
ΓS

[
min

(
0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu+ f̂ ′(u)δũ− Tseuil

)2

−min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)2]

dSdt (D.8)

Notons r = f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil et A la grandeur telle que :

A = 1
2

[
min

(
0, r + f̂ ′(u)δũ

)2
−min (0, r)2

]
(D.9)

Quatre cas sont alors possibles pour le terme A :
— r + f̂ ′(u)δũ > 0 et r > 0 : dans ce cas, on a A = 0 et donc :

A = f̂ ′(u)δũmin
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)

(D.10)
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— r + f̂ ′(u)δũ < 0 et r < 0 : dans ce cas, on a :

A = 1
2

[ (
f̂(u) + f̂ ′(u)δu+ f̂ ′(u)δũ− Tseuil

)2
−
(
f̂(u) + f̂ ′(u)δuδũ− Tseuil

)2 ]
(D.11)

Soit, en développant :

A = f̂ ′(u)δũ
(
f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil

)
+O

(∥∥∥f̂ ′(u)δu
∥∥∥2

M

)
(D.12)

D’où, en prenant en compte le fait que f̂ ′(u) ∈ L(U ,M) :

A = f̂ ′(u)δũmin
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)

+O
(
‖δu‖2U

)
(D.13)

— r + f̂ ′(u)δũ < 0 et r > 0 : on a alors :

A = 1
2

(
f̂(u) + f̂ ′(u)δu+ f̂ ′(u)δũ− Tseuil

)2
(D.14)

En développant, il vient :

A = 1
2

[ (
f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil

)2

+ 2f̂ ′(u)δũ
(
f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil

)
+O

(
‖δu‖2U

) ]
(D.15)

Étant données les conditions r + f̂ ′(u)δũ < 0 et r > 0, on a donc :

f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil = O
(∥∥∥f̂ ′(u)δu

∥∥∥2

M

)
(D.16)

La relation (D.15) se réécrit donc :

A = f̂ ′(u)δũmin
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)

+O
(
‖δu‖2U

)
(D.17)

— Le cas r + f̂ ′(u)δũ > 0 et r < 0 se traite de la même manière que le précédent.
Dans tous les cas, on retrouve donc la même relation et (D.8) peut se réécrire :

J̃ ′u(δu)δũ =
∫ ta

t=0

∫
ΓS
f̂ ′(u)δũmin

(
0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil

)
dSdt (D.18)

=
∫ ta

t=0

∫
Ω
f̂ ′(u)δũmin

(
0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil

)
δΓSdΩdt (D.19)

= 〈f̂ ′(u)δũ|min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)
〉M (D.20)

(D.21)

D.2.2 Introduction du problème adjoint

f̂ ′(u) étant inconnue, l’idée ici est d’introduire l’opérateur adjoint de f̂ ′(u) afin de faire apparaître
une expression du gradient explicite par rapport aux paramètres δũ. Notons f̂ ′(u)∗ l’opérateur adjoint
de f̂ ′(u), la relation (D.20) peut se réécrire sous une forme faisant apparaître explicitement δũ :

J̃ ′u(δu)δũ = 〈δũ|f̂ ′(u)∗min
(

0, f̂(u) + f̂ ′(u)δu− Tseuil
)
〉M (D.22)

Pour cela, nous partons de la formulation variationnelle du problème linéaire tangent (D.3) afin de
faire apparaître le terme de droite de la relation (D.19). On a, pour tout w,wf ∈ L2(Ω, [0, ta]) :
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∫ ta

t=0

∫
Ωf

[
(1− φ) ρc∂δT

∂t
−∇· (k∇δT )− h (δTf − δT )

]
wdΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
Ω\Ωf

[
(1− φ) ρc∂δT

∂t
−∇· (k∇δT )

]
wdΩdt = 0 (D.23)

∫ ta

t=0

∫
Ω

[
φ (ρc)f

∂δTf
∂t

+ (ρc)f ~u· δTf −∇· (kf∇δTf )− h (δT − δTf )
]
wfdΩdt = 0 (D.24)

Des intégrations par parties en temps (une pour les termes capacitifs) et en espace (une pour le terme
d’advection, deux pour les termes de diffusion) et l’utilisation des conditions limites permettent d’obtenir,
pour tout w,wf ∈ L2(Ω, [0, ta]) :

−
∫ ta

t=0

∫
Ω

(1− φ) ρc∂w
∂t
δTdΩdt−

∫ ta

t=0

∫
Ω
∇· (k∇w) δTdΩdt−

∫ ta

t=0

∫
Ωf
h (δTf − δT ) dΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
ΓS

(
k∇w·~n+

∑
i

hiw

)
δTdSdt+

∫ ta

t=0

∫
∂Ω\ΓS

k∇w·~ndSdt

+
∫

Ω
(1− φ) ρcδT (ta)w(ta)dΩ = 0 (D.25)

−
∫ ta

t=0

∫
Ωf
φ (ρc)f

∂wf
∂t

δTfdΩdt−
∫ ta

t=0

∫
Ω

(ρc)f ~u·∇wfδTfdΩdt

−
∫ ta

t=0

∫
Ωf
∇· (kf∇wf ) δTfdΩdt−

∫ ta

t=0

∫
Ωf
h (δT − δTf ) dΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
Γf

(
kf
(
δT̃f,in∇wf − wf∇δTf

)
·~n+ (ρc)f δT̃f,inwf~u·~n

)
dSdt

+
∫ ta

t=0

∫
Ωf
δTf

(
kf∇wf ·~n+ (ρc)f ~u·~nwf

)
dSdt = 0 (D.26)

En additionnant (D.25) et (D.26), on a :

∫ ta

t=0

∫
Ωf
δT

(
− (1− φ) ρc∂w

∂t
−∇· (k∇w)− h (wf − w)

)
dΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
Ω\Ωf

δT

(
− (1− φ) ρc∂w

∂t
−∇· (k∇w)

)
dΩdt∫ ta

t=0

∫
Ωf
δTf

(
−φ (ρc)f

∂wf
∂t
− (ρc)f ~u·∇wf −∇· (kf∇wf )− h (w − wf )

)
dΩdt

+
∫

Ω
δT (ta) (1− φ) ρcw(ta)dΩ +

∫
Ωf
δTf (ta)φ (ρc)f wf (ta)dΩ

+
∫ ta

t=0

∫
ΓS
δT (k∇w·~n+ (hconv + hrad)w) dSdt+

∫ ta

t=0

∫
∂Ω\ΓS

δTfk∇w·~ndSdt

−
∫ ta

t=0

∫
Γf
wfkf∇δTf ·~ndSdt+

∫ ta

t=0

∫
∂Ωf\Γf

δTf

(
kf∇wf ·~n+ (ρc)f wf~u·~n

)
dSdt

= −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f,in

(
kf∇wf ·~n+ (ρc)f wf~u·~n

)
dSdt (D.27)

230



Le système (D.27) permet de faire apparaître le modèle adjoint en prenant des fonctions tests telles
que w = δT ∗ et wf = δT ∗f :




− (1− φ) ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗) = min (0, T + δT − Tseuil)δΓS +

{
h
(
δT ∗f − δT ∗

)
sur Ωf

0 sur Ω \ Ωf
δT ∗(t = ta) = 0{
k∇δT ∗·~n = −

∑
i hiδT

∗ sur ΓS
k∇δT ∗·~n = 0 sur ∂Ω \ ΓS

−φ (ρc)f
∂δT ∗f
∂t
− (ρc)f ~u·∇δT ∗f −∇·

(
kf∇δT ∗f

)
= h

(
δT ∗ − δT ∗f

)
δT ∗f (t = ta) = 0{

δT ∗f = 0 sur Γf0

kf∇δT ∗f ·~n = − (ρc)f δT ∗f ~u·~n sur ∂Ωf \ Γf0
(D.28)

D.2.3 Minimisation du terme de résidu
Sans l’ajout du terme d’erreur min (0, T + δT − Tseuil)δΓS , la solution δT ∗ = 0 et δT ∗f = 0 est la

solution évidente. C’est l’ajout de ce terme qui permet de prendre en compte le résidu dans la résolution
du problème de l’adjoint [124]. En effet, en remplaçant w et wf respectivement par δT ∗ et δT ∗f dans
(D.27) et en injectant les conditions limites, on a :

∫ ta

t=0

∫
Ωf
δT

(
− (1− φ) ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗)− h

(
δ∗f − δT ∗

))
dΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
Ω\Ωf

δT

(
− (1− φ) ρc∂δT

∗

∂t
−∇· (k∇δT ∗)

)
dΩdt

+
∫ ta

t=0

∫
Ωf
δTf

(
−φ (ρc)f

∂δT ∗f
∂t
−∇·

(
kf∇δT ∗f

)
− h

(
δ∗ − δT ∗f

))
dΩdt

= −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f,in

(
kf∇δT ∗f ·~n+ (ρc)f wf~u·~n

)
dSdt (D.29)

En injectant les équations sur Ω et Ωf de (D.28), on obtient :

∫ ta

t=0

∫
Ω
δT min (T + δT − Tseuil)δΓSdΩdt

= −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f,in

(
kf∇δT ∗f ·~n+ (ρc)f wf~u·~n

)
dSdt (D.30)

On a donc l’expression du gradient du terme de résidu, en reprenant (D.20) :

J̃ ′u(δTf0)δT̃f,in = −
∫ ta

t=0

∫
Γf
δT̃f,in

(
kf∇δT ∗f ·~n+ (ρc)f δT

∗
f ~u·~n

)
dSdt (D.31)
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Annexe E

Résolution des problèmes
d’électromagnétisme

Dans cette annexe, nous présentons la résolution des problèmes direct et inverse en électromagnétisme.
Ces problèmes interviennent dans le cadre du couplage entre la méthode de reconstruction basée sur
l’utilisation d’un GPR et celle d’une méthode thermique. Ce couplage a été détaillé dans le paragraphe
7.6.2.

Les équations régissant le déplacement des ondes électromagnétiques sont rappelées [192] :

∇× ~E = −∂
~B

∂t
(E.1)

∇× ~H = ∂ ~D

∂t
+ ~Jc + ~Js (E.2)

∇· ~D = ρ (E.3)
∇· ~B = ρm (E.4)

Avec ~E le champ électrique (en V.m-1), ~H le champ magnétique (en A.m-1), ~Jc la densité de courant
(en A.m-2) induite par le champ électrique, ~Js la densité de courant induite par la source électrique, ~B
la densité de flux magnétique (en Wb), ~D la densité de flux électrique (en C), ρ la densité électrique de
charge (en C.m-1) et ρm la densité magnétique de charge (en H.m-1.s-1).

Ces équations montrent que les charges électriques et magnétiques sont des sources de champs élec-
trique et magnétique et que les variations temporelles d’un des deux champs entraînent le déplacement
de charges et donc des variations spatiales de l’autre champ.

La densité de courant, la densité de flux électrique et la densité de flux magnétique sont données par
des lois de comportement analogues à la loi de Fourier pour la diffusion thermique :

~Jc = σ ~E (E.5)
~D = ε ~E (E.6)
~B = µ ~H (E.7)

E.1 Hypothèses effectuées
Les hypothèses effectuées permettant la résolution directe du problème sont les suivantes [92] :
— Les milieux simulés sont linéaires et isotropes.
— L’antenne d’émission est une source linéaire en deux dimensions et un dipole idéal de Hertz en

trois dimensions (la linéarité en deux dimensions résulte alors de l’invariance du problème dans la
direction verticale).

— Les paramètres ne dépendent pas de la fréquence d’excitation.
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E.2 Excitation utilisée
Le signal électrique I circulant dans le GPR s’écrit sous la forme normalisée :

I = −2ζ
√

e1/(2ζ)e−ζ(t−χ)2
(t− χ) (E.8)

Figure E.1 – Excitation de type ricker

Il s’agit de la dérivée première d’une fonction gaussienne unitaire avec :
— ζ = 2π2f2

— χ = 1
f

— f la fréquence principale du signal
f est prise de telle sorte que le signal électromagnétique est suffisamment important lorsqu’il est

mesuré après avoir été réfléchi afin que ces mesures ne soient pas trop perturbées par le bruit (les hautes
fréquences se propagent mal dans le sol) et que la précision soit bonne (les basses fréquences rendent la
reconstruction peu précise).

E.3 Conditions aux limites
Pour que les simulations réalisées soient correctes, il faudrait considérer un domaine infini sur lequel

les ondes électromagnétiques pourraient se propager indéfiniment, sans interagir avec les frontières non
physiques correspondant aux bords du domaine modélisé. Les conditions aux limites doivent donc être
telles que l’onde numérique puisse se propager comme elle le ferait si le domaine était infini.

Deux types de conditions aux limites sont proposées par le logiciel GprMax : la méthode PML
(Perfectly Matched Layer) et la méthode de Higdon.

La méthode PML crée un matériau virtuel au niveau des frontières du domaine qui va absorber les
ondes électromagnétiques et donc empêcher leur réflexion.

La méthode de Higdon repose sur des opérateurs différentiels linéaires construits afin de réduire
l’amplitude de l’onde électromagnétique au niveau des frontières. On a alors, pour une frontière située en
x = 0 [111] :  p∏

j=1

(
(cosαj)

∂

∂t
− c ∂

∂x

)u = 0 (E.9)

Où u est l’inconnue (ici u = [ ~E, ~H]), c la vitesse des ondes (c = c0√
µrεr

) et les αj <
π

2 des angles

d’incidence. Lorsque des ondes ont un angle d’incidence αj , la relation (E.9) est satisfaite. Dans le cas
contraire, le coefficient de réflexion s’écrit, pour une onde d’incidence θ [111] :
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r = −
p∏
j=1

(
cosαj − cos θ
cosαj + cos θ

)
(E.10)

Il faut alors choisir les αj de façon à minimiser ce coefficient de réflexion. Il est cependant déconseillé
de modifier les paramètres par défauts de GprMax [92].

En général, la méthode PML permet d’obtenir de meilleurs résultats que la méthode de Higdon. En
effet, les ondes électromagnétiques se réfléchissant contre les bords du domaine étudié ont une amplitude
bien plus faible, dans le cas général, avec la méthode PML, comme on peut le voir en comparant les
amplitudes sur la figure E.2.

Figure E.2 – Onde électrique subissant une condition limite de Higdon (en haut) ou une condition PML
(en bas). À droite, l’onde est observée 5 ns après ce qui est représenté à gauche

Par ailleurs, l’onde qui s’est réfléchie sur les bords verticaux du domaine n’est visible que pour la
condition de Higdon. Cette condition limite ne donne des meilleurs résultats que lorsque la propagation des
ondes électromagnétiques se fait dans une direction privilégiée. Cela n’étant pas le cas ici, une condition
limite de type PML est donc utilisée.

E.4 Résolution du problème direct
En combinant les équations (E.1) et (E.2) avec les lois de comportement (E.5), (E.6) et (E.7), le

système suivant est obtenu : 

∂ ~E

∂t
= 1
ε

(~∇× ~H − σ ~E + ~Js)

∂ ~H

∂t
= − 1

µ
~∇× ~E

~E(t = 0) = ~E0

~H(t = 0) = ~H0

(E.11)

Avec ~E0 et ~H0 les conditions initiales connues.
En projetant sur chacun des axes, on a :
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∂Ex
∂t

= 1
ε

(∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
− σEx + Jsx) (E.12)

∂Ey
∂t

= 1
ε

(∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
− σEy + Jsy ) (E.13)

∂Ez
∂t

= 1
ε

(∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
− σEz + Jsz ) (E.14)

∂Hx

∂t
= 1

µ
(∂Ey
∂z
− ∂Ez

∂y
) (E.15)

∂Hy

∂t
= 1

µ
(∂Ez
∂x
− ∂Ex

∂z
) (E.16)

∂Hz

∂t
= 1

µ
(∂Ex
∂y
− ∂Ey

∂x
) (E.17)

En deux dimensions, on peut ne conserver que les équations (E.12), (E.13) et (E.17). On obtient alors :

∂Ex
∂t

= 1
ε

(∂Hz

∂y
− σEx + Jsx) (E.18)

∂Ey
∂t

= 1
ε

(−∂Hz

∂x
− σEy + Jsy ) (E.19)

∂Hz

∂t
= 1

µ
(∂Ex
∂y
− ∂Ey

∂x
) (E.20)

Le système de six équations est résolu à l’aide de l’algorithme de Yee [259]. Cet algorithme définit un
maillage sur lequel chacune des composantes Ex, Ey, Ez de ~E est entourée de quatre composantes de ~H
et vice-versa. Les positions des composantes sont données sur la figure E.3.

Figure E.3 – Cellules de Yee ([92, 259])

Une telle configuration permet de représenter les deux champs ~E et ~H dans la mesure où l’existence
de chacune des composantes de ces champs est due à des variations spatiales des composantes de l’autre
champ dans le plan de cette composante. Ainsi, la composante Ex par exemple est induite par des
variations dans le plan x = cte de Hy et Hz, ce qu’on retrouve sur la figure E.3.

On note ∆x, ∆y et ∆z les pas du maillage respectivement selon x, y et z et ∆t le pas de temps. Les
points (x, y, z) appartenant au maillage ont des coordonnées vérifiant x = i∆x, y = j∆y et z = k∆z avec
i, j et k des entiers. Pour simplifier les notations, la valeur d’un paramètre u au point (i∆x, j∆y, k∆z)
à l’instant t = n∆t (n ∈ N∗) sera notée u|ni,j,k.

Les composantes de ~E et ~H sont alors définies aux points suivants :
— Ex en (i+ 1

2 , j, k)

235



— Ey en (i, j + 1
2 , k)

— Ez en (i, j, k + 1
2)

— Hx en (i, j + 1
2 , k + 1

2)

— Hy en (i+ 1
2 , j, k + 1

2)

— Hz en (i+ 1
2 , j + 1

2 , k)
Le calcul de ~E et ~H dans le temps se fait alternativement : connaissant les valeurs de ~E et ~H à

l’instant n∆t et auparavant, ~E est déterminé à l’instant n∆t+ ∆t
2 . Les données permettent alors le calcul

de ~H à l’instant n∆t+ ∆t et ainsi de suite.
L’algorithme de Yee utilise des différences centrées, ce qui permet une précision à l’ordre 2. Les dérivées

d’une variable u s’écrivent alors :

∂u|ni,j,k
∂x

=
u|n
i+ 1

2 ,j,k
− u|n

i− 1
2 ,j,k

∆x +O(∆x2) (E.21)

∂u|ni,j,k
∂y

=
u|n
i,j+ 1

2 ,k
− u|n

i,j− 1
2 ,k

∆y +O(∆y2) (E.22)

∂u|ni,j,k
∂z

=
u|n
i,j,k+ 1

2
− u|n

i,j,k− 1
2

∆z +O(∆z2) (E.23)

∂u|ni,j,k
∂t

=
u|
n+ 1

2
i,j,k − u|

n− 1
2

i,j,k

∆t +O(∆t2) (E.24)

L’équation (E.12) discrétisée s’écrit :

Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k
− Ex|

n− 1
2

i+ 1
2 ,j,k

∆t =

1
ε
i+ 1

2 ,j,k

(Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k
−Hz|n

i+ 1
2 ,j−

1
2 ,k

∆y −
Hy|n

i+ 1
2 ,j,k+ 1

2
−Hy|n

i+ 1
2 ,j,k−

1
2

∆z

− σ
i+ 1

2 ,j,k
Ex|n

i+ 1
2 ,j,k

− Jsx

)
(E.25)

Ex|n
i+ 1

2 ,j,k
ne peut pas être obtenu directement car ~E n’est pas calculé à l’instant n×∆t. Pour obtenir

ce terme, on utilise une moyenne arithmétique, qui permet de conserver la précision à l’ordre 2 en temps :

Ex|n
i+ 1

2 ,j,k
=
Ex|

n− 1
2

i+ 1
2 ,j,k

+ Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k

2 +O(∆t2) (E.26)

En regroupant les termes en Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k
ainsi que ceux en Ex|

n− 1
2

i+ 1
2 ,j,k

, on obtient :

 1
∆t +

σ
i+ 1

2 ,j,k

2ε
i+ 1

2 ,j,k

Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k
=

 1
∆t −

σ
i+ 1

2 ,j,k

2ε
i+ 1

2 ,j,k

Ex|
n− 1

2
i+ 1

2 ,j,k

+ 1
ε
i+ 1

2 ,j,k

Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k
−Hz|n

i+ 1
2 ,j−

1
2 ,k

∆y −
Hy|n

i+ 1
2 ,j,k+ 1

2
−Hy|n

i+ 1
2 ,j,k−

1
2

∆z − Jsx

 (E.27)
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Après quelques manipulations sur l’équation (E.27), on obtient l’expression finale du champ électrique
Ex à l’instant

(
n+ 1

2
)

∆t :

Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k
=

1−
σ
i+ 1

2 ,j,k
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j,k

1 +
σ
i+ 1

2 ,j,k
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j,k

Ex|
n− 1

2
i+ 1

2 ,j,k
+ 1

1 +
σ
i+ 1

2 ,j,k
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j,k

× ∆t
ε
i+ 1

2 ,j,k
×

Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k
−Hz|n

i+ 1
2 ,j−

1
2 ,k

∆y −
Hy|n

i+ 1
2 ,j,k+ 1

2
−Hy|n

i+ 1
2 ,j,k−

1
2

∆z − Jsx

 (E.28)

Le même raisonnement sur les autres composantes de ~E et sur ~H permet d’obtenir l’ensemble des
équations du modèle numérique :

Ey|
n+ 1

2
i,j+ 1

2 ,k
=

1−
σ
i,j+ 1

2 ,k
∆t

2ε
i,j+ 1

2 ,k

1 +
σ
i,j+ 1

2 ,k
∆t

2ε
i,j+ 1

2 ,k

Ey|
n− 1

2
i,j+ 1

2 ,k
+ 1

1 +
σ
i,j+ 1

2 ,k
∆t

2ε
i,j+ 1

2 ,k

× ∆t
ε
i,j+ 1

2 ,k
×

Hx|n
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2
−Hx|n

i,j− 1
2 ,k−

1
2

∆z −
Hz|n

i+ 1
2 ,j+

1
2 ,k
−Hz|n

i− 1
2 ,j+

1
2 ,k

∆x − Jsy

 (E.29)

Ez|
n+ 1

2
i,j,k+ 1

2
=

1−
σ
i,j,k+ 1

2
∆t

2ε
i,j,k+ 1

2

1 +
σ
i,j,k+ 1

2
∆t

2ε
i,j,k+ 1

2

Ez|
n− 1

2
i,j,k+ 1

2
+ 1

1 +
σ
i,j,k+ 1

2
∆t

2ε
i,j,k+ 1

2

× ∆t
ε
i,j,k+ 1

2

×

Hy|n
i+ 1

2 ,j,k+ 1
2
−Hy|n

i− 1
2 ,j,k+ 1

2
∆x −

Hx|n
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2
−Hx|n

i,j− 1
2 ,k+ 1

2
∆y − Jsz

 (E.30)

Hx|n+1
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2

= Hx|n
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2

+ ∆t
µ
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2


Ey|

n+ 1
2

i,j+ 1
2 ,k+1

− Ey|
n+ 1

2
i,j+ 1

2 ,k

∆z −
Ez|

n+ 1
2

i,j+1,k+ 1
2
− Ez|

n+ 1
2

i,j,k+ 1
2

∆y

 (E.31)

Hy|n+1
i+ 1

2 ,j,k+ 1
2

= Hy|n
i+ 1

2 ,j,k+ 1
2

+ ∆t
µ
i+ 1

2 ,j,k+ 1
2


Ez|

n+ 1
2

i+1,j,k+ 1
2
− Ez|

n+ 1
2

i,j,k+ 1
2

∆x −
Ex|

n+ 1
2

i+ 1
2 ,j,k+1

− Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k

∆z

 (E.32)
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Hz|n+1
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k

= Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k

+ ∆t
µ
i+ 1

2 ,j+
1
2 ,k


Ex|

n+ 1
2

i+ 1
2 ,j+1,k

− Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j,k

∆y −
Ey|

n+ 1
2

i+1,j+ 1
2 ,k
− Ey|

n+ 1
2

i,j+ 1
2 ,k

∆x

 (E.33)

Pour le cas bidimensionnel, seules les équations (E.28), (E.29) et (E.33) sont conservées et s’écrivent :

Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j
=

1−
σ
i+ 1

2 ,j
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j

1 +
σ
i+ 1

2 ,j
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j

Ex|
n− 1

2
i+ 1

2 ,j

+ 1

1 +
σ
i+ 1

2 ,j
∆t

2ε
i+ 1

2 ,j

× ∆t
ε
i+ 1

2 ,j
×

Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2
−Hz|n

i+ 1
2 ,j−

1
2

∆y − Jsx

 (E.34)

Ey|
n+ 1

2
i,j+ 1

2
=

1−
σ
i,j+ 1

2
∆t

2ε
i,j+ 1

2

1 +
σ
i,j+ 1

2
∆t

2ε
i,j+ 1

2

Ey|
n− 1

2
i,j+ 1

2

+ 1

1 +
σ
i,j+ 1

2
∆t

2ε
i,j+ 1

2

× ∆t
ε
i,j+ 1

2

×

−Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2
−Hz|n

i− 1
2 ,j+

1
2

∆x − Jsy

 (E.35)

Hz|n+1
i+ 1

2 ,j+
1
2

= Hz|n
i+ 1

2 ,j+
1
2

+ ∆t
µ
i+ 1

2 ,j+
1
2


Ex|

n+ 1
2

i+ 1
2 ,j+1

− Ex|
n+ 1

2
i+ 1

2 ,j

∆y −
Ey|

n+ 1
2

i+1,j+ 1
2
− Ey|

n+ 1
2

i,j+ 1
2

∆x

 (E.36)

Le champ électrique peut ainsi être obtenu au cours du temps, comme cela est représenté sur les
figures E.4 pour la propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu calcaire.

E.5 Résolution du problème inverse d’électromagnétisme
Le but est ici d’obtenir la fonction de contraste χ(x, y, z), déjà définie dans le paragraphe 7.6.2. Cette

fonction de contraste vaut 0 sur le domaine étudié lorsque la permittivité de ce matériau au point considéré
est égale à une permittivité de référence, et est non nulle dans le cas contraire, en présence d’un défaut
dans le domaine.
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Figure E.4 – Propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu calcaire homogène

Le problème direct d’électromagnétisme étant, contrairement au problème de thermique, linéaire, il
n’est pas nécessaire d’utiliser une méthode s’appliquant aux problèmes non linéaires telle que l’algorithme
de Levenberg-Marquardt.

Le modèle direct s’appuie sur les équations de Maxwell. Dans le cas de matériaux isotropes, et en
utilisant les lois de comportement (E.5), (E.6) et (E.7), on a le système :

~∇× ~E = −µ∂
~H

∂t

~∇× ~H = ε
∂ ~E

∂t
+ σ ~E + ~Js

~∇· ε ~E = ρ

~∇·µ ~H = 0

(E.37)

Une relation entre la fonction de contraste χ et le champ électrique mesuré peut être établie. Ici, un
cas bidimensionnel simplifié est considéré, dans le plan (x, z). La source de courant ~Js d’intensité I0 est
dirigée selon l’axe y et est supposée concentrée en un point (x0, z0) dans l’air. La source s’écrit alors :

~Js = I0δ(x− x0)δ(z − z0)~ey (E.38)

Cette hypothèse permet d’avoir un champ électrique ~E orienté selon ~ey et qui s’écrit alors :

~E = E(x, z)~ey (E.39)

Le champ magnétique ~H est alors orienté selon ~ex et ~ez.
On suppose de plus que le domaine n’est pas chargé électriquement : ρ = 0. De plus, la perméabilité

magnétique, notée µb vaut µ0 pour z < 0 (air) et µb pour z > 0 (dans le sol). On se place dans le domaine
fréquentiel, dans lequel les équations de Maxwell s’écrivent :

~∇× ~E = −jωµb ~H

~∇× ~H = jωε ~E + I0δ(x− x0)δ(z − z0)~ey

~∇· ε ~E = 0

~∇·µb ~H = 0

(E.40)

ε peut être décomposé en deux parties pour faire apparaître les effets de la présence d’inclusions :

ε(x, z) = εinc + ∆ε(x, z) (E.41)

Où εinc est la permittivité (complexe) dans le domaine dans le cas où il n’y a aucune inclusion. La
variation ∆ε(x, z) due à la présence d’inclusions dans le domaine peut être liée à la fonction de contraste
par la relation :

χ(x, z) = ∆ε
ε

(E.42)
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Comme pour ε, ~E et ~H sont aussi décomposés en deux parties : la première ( ~Einc ou ~Hinc) est celle
qui serait obtenue sans inclusion (champ incident) et la seconde ( ~Es ou ~Hs) est la composante due à la
présence d’inclusions (champ diffus) :

~E = ~Einc + ~Es (E.43)
~H = ~Hinc + ~Hs (E.44)

Cette distinction entre champ diffus et champ incident est représentée sur les figures E.5.

Figure E.5 – Décomposition d’une onde en une partie incidente et une partie diffuse (à gauche le champ
électrique total, au milieu le champ incident et à droite le champ diffus)

Les équations de Maxwell se réécrivent alors :

~∇× ~Einc + ~∇× ~Es = −jωµb ~Hinc − jωµb ~Hs

~∇× ~Hinc + ~∇× ~Hs = jωεb ~Einc + jωεb ~Es + jω∆ε ~E + I0δ(x− x0)δ(z − z0)~ey

~∇· εb ~Einc + ~∇· εb ~Es + ~∇· ∆ε ~E = 0

~∇·µb ~Hinc + ~∇·µb ~Hs = 0

(E.45)

L’absence de charges électriques ainsi que les définitions des différents termes de la troisième équation
du système (E.45) impliquent que chacun de ces termes est nul. On peut alors, par linéarité du système
(E.45), écrire les équations de Maxwell pour l’onde incidente et l’onde diffuse. Le système d’équations
portant sur l’onde diffuse comprend tous les termes prenant en compte la présence d’une inclusion dans
le domaine alors que le système portant sur l’onde incidente comprend seulement les termes pour lesquels
l’inclusion n’intervient pas :



~∇× ~Einc = −jωµb ~Hinc

~∇× ~Hinc = jωεb ~Einc + I0δ(x− x0)δ(z − z0)

~∇· εb ~Einc = 0

~∇·µb ~Hinc = 0

~∇× ~Es = −jωµb ~Hs

~∇× ~Hs = jωεb ~Es + jω∆ε ~E

~∇· εb ~Es = 0

~∇·µb ~Hs = 0

(E.46)

Le champ électromagnétique diffus peut être considéré comme une onde électromagnétique étant
donné qu’il vérifie des équations analogues à celles de Maxwell. La source électrique engendrant ce champ
provient alors du terme source équivalent :

~Jeq(x, z) = jω∆ε ~E (E.47)
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Ce terme est donc généré non pas directement par la source électrique du GPR, mais par les inclusions
du domaine. Ces inclusions deviennent des sources pour l’onde diffuse lorsqu’elles sont atteintes par l’onde
directe provenant de la source électrique issue du GPR. Ce sont donc les ondes issue de ces nouvelles
sources (sources secondaires) qui vont constituer la partie réfléchie de l’onde provenant de la source
primaire.

Une analyse de l’onde diffuse permet d’obtenir une relation liant le champ électrique de l’onde diffuse
à la variation de permittivité ∆ε, et par conséquent à la fonction de contraste φ. Pour cela, le champ
électrique provenant de la source élémentaire ~Jeq est calculé. Étant donné que cette source est répartie
sur une zone, au contraire de la source primaire, concentrée en un point dans le plan (x, z), il est possible
de l’écrire sous la forme d’une intégrale de sources infinitésimales :

~Jeq(x, z) =
∫∫

D

~Jeq(x′, z′)δ(x− x′)δ(z − z′)dx′dz′ =
∫∫

D

d ~Jeq (E.48)

En notant d ~Es(x, x′, z, z′) et d ~Hs(x, x′, z, z′) les champs électrique et magnétique en un point (x, z)
quelconque dus à la présence d’une source infinitésimale en un point (x′, z′) ∈ D , le système de (E.46)
portant sur le champ électromagnétique diffus se réécrit, grâce à la linéarité des équations de Maxwell :

~∇× d ~Es(x, x′, z, z′) = −jωµbd ~Hs(x, x′, z, z′)

~∇× d ~Hs(x, x′, z, z′) = jωεbd ~Es(x, x′, z, z′) + Jeq(x′, z′)δ(x− x′)δ(z − z′)~ey

~∇· εbd ~Es(x, x′, z, z′) = 0

~∇·µbd ~Hs(x, x′, z, z′) = 0

(E.49)

Avec :

~Es(x, z) =
∫∫

D

d ~Es(x, x′, z, z′) (E.50)

~Hs(x, z) =
∫∫

D

d ~Hs(x, x′, z, z′) (E.51)

Pour simplifier les notations, nous écrirons par la suite d ~Es et d ~Hs lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïtés.
En appliquant un rotationnel à la première équation du système (E.49), et en prenant en compte la

deuxième équation, on a :

~∇× ~∇× d ~Es = −jωµb
(
jωεbd ~Es + Jeq(x′, z′)δ(x− x′)δ(z − z′)~ey

)
= k2

bd ~Es − jωµbJeq(x′, z′)δ(x− x′)δ(z − z′)dx′dz′~ey (E.52)

Avec k2
b = ω2µbεb.

Le double rotationnel peut être lié au Laplacien vectoriel par la relation :

~∆~v = ~∇
(
~∇·~v

)
− ~∇× ~∇× ~v,∀~v (E.53)

Donc :

~∆d ~Es = ~∇
(
~∇· d ~Es

)
− ~∇× ~∇× d ~Es (E.54)

La troisième équation de (E.49) donne de plus ~∇· d ~Es = 0, εb étant une fonction constante par
morceaux. En projetant la relation (E.54) sur ~ey et en développant l’expression du Laplacien, on obtient :

∂dEs
∂x

+ ∂dEs
∂z

+ k2
bdEs = jωµbJeq(x′, z′)δ(x− x′)δ(z − z′)dx′dz′ (E.55)

Pour obtenir une expression donnant explicitement dEs, une transformée de Fourier est effectuée sur
la relation (E.55). Cette transformée de Fourier s’effectue selon la variable x, ce qui engendre une équation
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différentielle portant sur la variable z pour laquelle il est possible de déterminer des conditions sur des
zones vérifiant z = cte, comme c’est par exemple le cas au niveau de la surface z = 0.

La transformée de Fourier d’une fonction f(x, z) selon la variable x s’écrit :

f̂(u, z) =
∫ +∞

−∞
f(x, z)e−juxdx (E.56)

La transformée inverse s’obtient par :

f(x, z) = 1
2π

∫ +∞

−∞
f̂(u, z)ejuxdu (E.57)

De plus, la transformée de Fourier de la dérivée partielle selon x de f est donnée par la relation
(valable pour une fonction de carré intégrable, comme c’est le cas pour dEs) :

f̂ ′(u, z) =
∫ +∞

−∞

∂f

∂x
(x, z)e−juxdx

= juf̂(u, x) (E.58)

On a donc :

~∇dÊs = judÊs~ex + ∂dÊs
∂z

~ez (E.59)

Puis :

∆dÊs = −u2dÊs + ∂2dÊs
∂z2 (E.60)

Ainsi, la transformée de Fourier selon x de la relation (E.55) donne :

∂2dÊs
∂z2 + k2

zdÊs = jωµbJeq(x′, z′)e−jux
′
δ(z − z′)dx′dz′ (E.61)

Avec :

k2
z = k2

b − u2 =
{

k2
z0 = k2

0 − u2 = ω2µ0ε0 − u2 pour z < 0

k2
zs = k2

s − u2 = ω2µsεs − u2 pour z > 0
(E.62)

Trois régions sont considérées :
— z < 0 : l’air
— 0 < z < z′ : l’intervalle entre l’interface air/sol et la source secondaire
— z > z′ : en-dessous de la source secondaire
Dans chacune des trois régions, il n’y a aucune source et le milieu est homogène. L’équation (E.61)

se réduit alors à :

∂2dÊs
∂z2 + k2

zdÊs = 0 (E.63)

La solution s’obtient sur chacun de ces intervalles. Le champ électrique étant nul à l’infini, dÊs peut
être écrit sous la forme :

dÊs =


dAejkz0z pour z < 0

dBejkzsz + dCe−jkzsz pour 0 < z < z′

dDe−jkzsz pour z > z′

(E.64)

Il faut alors déterminer dA, dB, dC et dD en prenant en compte quatre conditions indépendantes.
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Première condition : La première condition provient de la continuité du champ électrique tangent à
l’interface air/sol :

dÊs|z=0− = dÊs|z=0+ (E.65)

D’où :

dA = dB + dC (E.66)

Deuxième condition : Elle provient de la continuité de la composante tangentielle du champ magné-
tique à l’interface air sol. Le système d’équation (E.49) permet d’obtenir :

d ~Hs = j

ωµb
~∇× dÊs

= j

ωµb

(
−∂dÊs

∂z
~ex + judÊs~es

)
(E.67)

L’équation portant sur la composante en ~ez a déjà été traitée. En utilisant la composante selon ~ex ,
on obtient :

1
µ0

∂dÊs
∂z

∣∣∣∣∣
z=0−

= 1
µs

∂dÊs
∂z

∣∣∣∣∣
z=0+

(E.68)

Et donc :

kz0dA
µ0

= kzsdB
µs

− kzsdC
µs

(E.69)

Troisième condition : Le champ électrique est continu au niveau du point source :

dÊs|z=z′− = dÊs|z=z′+ (E.70)

D’où :

dBejkzsz
′
+ dCe−jkzsz

′
= dDe−jkzsz

′
(E.71)

Quatrième condition : Enfin, l’intégration de l’équation (E.61) autour du point source donne :

∂dÊs
∂z

∣∣∣∣∣
z=z′+

− ∂dÊs
∂z

∣∣∣∣∣
z=z′−

= jωµsJeq(x′, z′)e−jux
′
dx′dz′ (E.72)

Et donc :

− kzsdDe−jkzsz
′
−
(
kzsdBejkzsz

′
− kzsdCe−jkzsz

′
)

= ωµsJeq(x′, z′)e−jux
′
dx′dz′ (E.73)

On a donc le système d’équations suivant :

dA = dB + dC

µs
µ0

kz0
kzs

dA = dB − dC

dD − dBe2jkzsz′ − dC = 0

dD + dBe2jkzsz′ − dC = −ωµs
kzs

ejkzsz′e−jux′Jeq(x′, z′)dx′dz′

(E.74)

La résolution de ce système permet d’obtenir :
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dA = −ω µ0µs
µ0kzs + µskz0

e−jkzsz′e−jux′Jeq(x′, z′)dx′dz′

dB = −ωµs2kzs
e−jkzsz′e−jux′Jeq(x′, z′)dx′dz′

dC = −ωµs2kzs
µ0kzs − µskz0
µ0kzs + µskz0

e−jkzsz′e−jux′Jeq(x′, z′)dx′dz′

dD = −ωµs2kzs

[
µ0kzs − µskz0
µ0kzs + µskz0

e−jkzsz′ + ejkzsz′
]

e−jux′Jeq(x′, z′)dx′dz′

(E.75)

L’équation (E.64) peut alors se réécrire :

dÊs =



−ω µ0µs
µ0kzs + µskz0

e−jkzsz′e−jux′ejkz0zJeq(x′, z′)dx′dz′, z < 0

−ωµs
2kzs

e−jux′
[
e−jkzs(z′−z) + µ0kzs − µskz0

µ0kzs + µskz0
e−jkzs(z+z′)

]
Jeq(x′, z′)dx′dz′, 0 < z < z′

−ωµs
2kzs

e−jux′
[
e−jkzs(z−z′) + µ0kzs − µskz0

µ0kzs + µskz0
e−jkzs(z+z′)

]
Jeq(x′, z′)dx′dz′, z > z′

(E.76)

En regroupant les deux dernières équations du système, on a :

dÊs(u, x′, z, z′) =



−ω µ0µs
µ0kzs + µskz0

e−jkzsz′e−jux′ejkz0zJeq(x′, z′)dx′dz′, z < 0

−ωµs
2kzs

e−jux′
[
e−jkzs|z−z′| + µ0kzs − µskz0

µ0kzs + µskz0
e−jkzs(z+z′)

]
×Jeq(x′, z′)dx′dz′, z > 0

(E.77)

Pour obtenir dÊs(x, x′, z, z′), on effectue une transformée de Fourier inverse selon x :

dEs(x, x′, z, z′) =



−ωµ0µs
2π Jeq(x′, z′)dx′dz′

∫ +∞

−∞

e−jkzse−ju(x′−x)

µ0kzs + µskz0
du, z < 0

−ωµs
4π Jeq(x′, z′)dx′dz′

∫ +∞

−∞

e−ju(x′−x)

kzs

×
[
e−jkzs|z−z′| + µ0kzs − µskz0

µ0kzs + µskz0
e−jkzs(z+z′)

]
du, z > 0

(E.78)

En reprenant l’expression de Jeq(x′, z′) donnée par l’équation (E.47) et en intégrant la relation (E.78)
sur le domaine D , on obtient l’expression complète du champ électrique diffus :

Es(x, z) =
∫∫

D

dEs(x, x′, z, z′) (E.79)

=




−jω2µ0µs

2π

∫∫
D

∆ε(x′, z′)E(x′, z′)dx′dz′

×
∫ +∞

−∞

e−jkzsz′ejkz0ze−ju(x′−x)

µ0kzs(u) + µskz0(u) du
, z < 0


−jω2µs

4π

∫∫
D

∆ε(x′, z′)E(x′, z′)dx′dz′
∫ +∞

−∞

e−ju(x′−x)

kzs(u)

×
[
e−jkzs(u)|z−z′| + µ0kzs(u)− µskz0(u)

µ0kzs(u) + µskz0(u)e−jkzs(u)(z+z′)
]

du
, z > 0

(E.80)
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En réintroduisant la fonction de contraste χ = ∆ε
εb

, on a :

Es(x, z) =




−jµ0k

2
s

2π

∫∫
D

∆χ(x′, z′)E(x′, z′)dx′dz′

×
∫ +∞

−∞

e−jkzsz′ejkz0ze−ju(x′−x)

µ0kzs(u) + µskz0(u) du
, z < 0


−jk2

s

4π

∫∫
D

∆χ(x′, z′)E(x′, z′)dx′dz′
∫ +∞

−∞

e−ju(x′−x)

kzs(u)

×
[
e−jkzs(u)|z−z′| + µ0kzs(u)− µskz0(u)

µ0kzs(u) + µskz0(u)e−jkzs(u)(z+z′)
]

du
, z > 0

(E.81)

Avec :

k2
s = ω2µ0µs (E.82)

Onde incidente : Le champ électrique Einc se calcule de la même manière que Es : comme pour le
champ diffus, une source électrique est présente dans les équations de Maxwell. La seule différence dans le
calcul a lieu lors de l’intégration sur un domaine, qui n’est pas nécessaire dans le cas de l’onde incidente
étant donné que la source est concentrée en un point, et non pas répartie au niveau des défauts comme
c’est le cas pour l’onde diffuse.

On a alors, pour une source située en (xs, zs) :

Einc(x, xs, z, zs) =



{
−ωI0µ0µs

2π

∫ +∞

−∞

e−jkzs(v)zejkz0(v)zse−jv(xs−x)

µskz0(v) + µ0kzs(v) dv, z < 0
ωI0µ0

4π

∫ +∞

−∞

e−jv(xs−x)

kz0(v)

×
[
e−jkz0(v)|z−zs| + µskz0(v)− µ0kzs(v)

µskz0(v) + µ0kzs(v)e−jkzs(v)(z+zs)
]

dv
, z > 0

(E.83)

En un point (x, z) du domaine étudié D , on a alors un champ électrique E(x, xs, z, zs) induit par une
source située en (xs, zs) qui s’écrit :

E(x, xs, z, zs) = Einc(x, xs, z, zs) + Es(x, xs, z, zs) (E.84)

= Einc(x, xs, z, zs)

+k2
s

∫∫
D

χ(x′, z′)E(x′, xs, z′, zs)Gi(x, x′, z, z′)dx′dz′ (E.85)

Au niveau de l’antenne de réception du GPR, située en (x0, z0) ∈ Σ, on a alors :

E(x0, xs, z0, zs) = Einc(x0, xs, z0, zs) + k2
s

∫∫
D

χ(x′, z′)E(x′, xs, z′, zs)Ge(x0, x
′, z0, z

′)dx′dz′ (E.86)

Avec Gi et Ge les fonctions internes et externes de Green qui s’écrivent :

Gi(x, x′, z, z′) = −j
4π

∫ +∞

−∞

e−ju(x′−x)

kzs

×
[
e−jkzs|z−z

′| + µ0kzs − µskz0
µ0kzs + µskz0

e−jkzs(z+z
′)
]

du (E.87)

Ge(x0, x
′, z0, z

′) = −jµ0

2π

∫ +∞

−∞

e−jkzsz′ejkz0ze−ju(x′−x0)

µ0kzs + µskz0
du (E.88)
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Avec (x, z), (x′, z′) ∈ D et (x0, z0) ∈ Σ.
Cependant, le champ électrique reçu au niveau du récepteur dans les premiers instants qui suivent

l’émission de l’onde est filtré. En effet, ce champ ne représente que la réflexion des ondes émises sur
l’interface entre le sol et l’air, ce qui n’apporte aucune information. Aussi, étant donné que l’onde incidente,
suite à cette réflexion sur l’interface, ne revient pas au niveau du récepteur, puisque cette onde n’est pas
soumise à des variations de permittivité, on peut écrire, dans le domaine temporel :

E(x0, xs, z0, zs, t > δ) = Es(x0, xs, z0, zs, t) (E.89)
Avec δ la durée correspondant à la réception des ondes après leur réflexion sur le sol. À cause de ce

filtrage qui fait que les données de E obtenues avant l’instant δ ne sont pas prise en compte, on a alors,
pour les valeurs de E mesurées dans le domaine fréquentiel :

E(x0, xs, z0, zs) = Es(x0, xs, z0, zs) (E.90)
Le champ mesuré à la surface s’écrit donc :

Es(x0, xs, z0, zs) = k2
s

∫∫
D

χ(x′, z′)E(x′, xs, z′, zs)Ge(x0, x
′, z0, z

′)dx′dz′ (E.91)

Avec E(x′, xs, z′, zs) obtenu avec la relation (E.84).

Approximation de Born : La relation (E.91) montre que Es s’exprime en fonction de E donc en
fonction de Es, ce qui provient du fait que l’onde émise initialement par la source du GPR est réfléchie
plusieurs fois par les inclusions du domaine D . En reprenant les expressions données par (E.84) et (E.91),
il est possible d’écrire Es sous la forme d’une série :

Es = k2
s

∫∫
D

χEincGedx′dz′

+k4
s

∫∫
D

χGe

(∫∫
D

χEincGidx′′dz′′
)

dx′dz′

+...+ k2n
s

∫∫
D

(
χGe

∫∫
D

χEincGi

(
...(∫∫

D

χEincGidxndzn
)
...

)
dx′′dz′′

)
dx′dz′ + ... (E.92)

L’idée est alors de tronquer cette série. Pour cela, l’approximation de Born est utilisée [35]. Cette
approximation a été développée initialement pour la mécanique quantique. Elle consiste à ne prendre en
compte que l’onde incidente et les ondes diffusées par une seule réflexion sur le défaut, ce qui revient donc
à négliger les termes en k2n

s pour n ≥ 2 devant les autres termes.
On obtient alors finalement :

Es = k2
s

∫∫
D

χEincGedx′dz′ (E.93)

Es(x0, xs, z0, zs) est mesuré en différents points (x0, z0) ∈ D et pour chacun de ces points, on obtient
Es pour une fréquence donnée. En effet, Es est une fonction de ks, qui dépend de ω qui lui-même peut être
relié à la fréquence. Il est ainsi possible d’écrire les mesures réalisées par le GPR sour la forme Es(Pi, fj)
où Pi est le ième point de Σ étudié et fj la jème fréquence. Il est donc possible d’écrire Es sous la forme
d’un vecteur {Es} construit à partir des Es(Pi, fj).

De même, en établissant un maillage de points Qk (typiquement un maillage constitué de rectangles
(x1 +k1∆x, z2 +k2∆z)) dans le domaine D dont on cherche à connaître la fonction de contraste, on peut
construire un vecteur {χ} à partir des χ(Pk).

Notons alors P l’ensemble des points Pi, F l’ensemble des fréquences fj et Q l’ensemble des points
Qk ainsi que Ni, Nj et Nk leurs tailles respectives.

Par linéarité de la relation (E.93), et connaissant Einc(Pi, fj , Qk) à partir de l’équation (E.83), on
peut écrire :
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{Es(Pi, fj)} = [A ({Pi, fj} , Qk)] {χ(Qk)} (E.94)

Où [A([Pi, fj ], Qk] est une matrice à (Ni ×Nj) lignes et Nk colomnes.
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Titre : Conception et étude d’infrastructures de transports à énergie positive : de la modélisation 
thermomécanique à l’optimisation de tels systèmes énergétiques 
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Résumé :  Dans le cadre de la transition 
énergétique, le recours aux énergies renouvelables 
devant être privilégié, nous proposons d'étudier les 
performances énergétiques des routes solaires 
hybrides. 
    Une étude exhaustive des conditions climatiques 
permet d'établir les gains et pertes en énergie de 
ces systèmes puis un modèle numérique est 
élaboré pour coupler diffusion thermique, 
convection hydraulique et transferts radiatifs par la 
méthode des éléments finis avec la possibilité de 
changements d'états. Ce modèle est implémenté 
dans un noyau Matlab et appliqué à des données 
météorologiques annuelles pour différentes villes 
afin d'établir le potentiel énergétique et de le 
cartographier. Une analyse des résultats au regard 
du climat permet de mettre en évidence un lien 
entre ce potentiel et la notion de degré jour unifié, 
adaptée de la thermique  
 

du bâtiment, permettant ainsi à l'ingénieur d'estimer 
rapidement le potentiel énergétique à partir de 
données climatiques. 
    En fonctionnement hivernal, l'objectif est de 
prévenir la formation de verglas sur les routes. Une 
stratégie de contrôle en température basée sur l’état 
adjoint est mise en place. Une analyse climatique 
est de nouveau menée et permet de tenir compte 
de l'humidité pour établir le besoin en chauffage. 
D'autres solutions de mise hors gel, basées sur un 
chauffage électrique, ont aussi été modélisées et 
soumises à ces stratégies de contrôle afin de mettre 
en évidence la possibilité d'un gain énergétique 
significatif. Ces lois de commande ont été étendues 
aux problèmes de reconstruction de propriétés dans 
le milieu et une application combinant cette 
approche thermique avec une approche basée sur 
l'électromagnétisme est proposée. 

 

Title :  Design and study of positive energy transport infrastructure: from thermomechanical modelling to 
the optimisation of such energy systems 

Keywords : coupling ; diffusion ; convection ; radiation ; finite element method ; control ; thermic ; roads 

Abstract:  In the context of the energy transition, with 
the use of new energies as a priority, we propose to 
study the energy performance of solar hybrid roads. 
    An exhaustive study of climatic conditions makes it 
possible to establish the energy gains and losses of 
these systems, then a numerical model is developed 
to couple thermal diffusion, hydraulic convection and 
radiative transfers by the finite element method with 
the possibility of state changes. This model is 
implemented in a Matlab core and applied to annual 
meteorological data for different cities to establish 
and map energy potential. An analysis of the results 
with regard to climate makes it possible to highlight a 
link between this potential and the notion of a unified 
degree day, adapted from the building's thermal 
energy, thus allowing the engineer to quickly estimate  

the energy potential based on climatic data. 
    During winter operation, the objective is to 
prevent from black ice occurring on the roads. A 
temperature control strategy based on the adjoint 
state method is implemented. A climate analysis is 
again carried out to take humidity into account to 
determine heating needs. Other frost protection 
solutions, based on electric heating, were also 
modelled and subjected to these control strategies 
in order to highlight the possibility of significant 
energy savings. These control laws have been 
generalized to problems of property reconstruction 
in a background and an application combining this 
thermal approach with an electromagnetism-based 
approach is proposed. 
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