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Introduction générale

La simulation numérique est aujourd’hui un outil indispensable et incontournable dans
de nombreux domaines qu’ils soient appliqués (industrie) ou de recherche. Même si la com-
plexité des problèmes résolus numériquement augmente régulièrement, la modélisation de
problèmes multi-physiques (plusieurs lois d’évolution, des couplages entre différents corps
ou matières, des constantes de temps différents) présente de nombreuses difficultés. Dans ce
travail on s’intéresse à la validation d’outil numérique permettant de traiter un problème mul-
tiphysique particulier, celui du problème d’interaction fluide/structure (IFS). Le fluide (new-
tonien et incompressible) s’écoule autour ou dans une structure. Ce type de problème est no-
tamment présent dans de nombreux domaines, tels que le transport : aérien (réduction de la
traînée, amélioration des turbo-réacteurs, étude de la flottabilité des appareils lors de crash. . .),
maritime (réponse du navire aux fortes mers, manœuvrabilité. . .) ou terrestre (étude des écou-
lements autours des camions et diminutions de la traînée, aérodynamisme. . .). Le secteur de
l’énergie est également un domaine dans lequel les problèmes d’IFS sont présents. En effet, en
cherchant à augmenter sa productivité, ce secteur pousse de plus en plus loin son besoin de
compréhension des phénomènes physiques, citons les éoliennes (instabilité en bout de pâles,
optimisation de l’implantation des éoliennes entre elles. . .), les hydroliennes (influence des
particules en suspension sur l’hydrolienne et inversement. . .), le transport de cette énergie et
l’amarrage des structures flottantes offshores (vibration des câbles d’ancrage, des câbles élec-
triques, des risers ). Le secteur médical est également intéressé par la modélisation de l’écoule-
ment du sang et de ces interactions avec les parois des différents organes.

Un des points limitant le développement des technologies citées est le manque de com-
préhension et de fiabilité des modèles prenant en compte un bouclage complet de l’interaction :
le fluide agit sur le solide et le solide agit sur le fluide. Cet aspect, facile à sentir, est numérique-
ment très complexe à poser correctement et à résoudre de façon satisfaisante particulièrement
en dynamique. Parmi les phénomènes qui cristallisent ces difficultés, il faut noter ceux des
vibrations induites par des tourbillons.

Un point commun des exemples cités précédemment est celui des instabilités des écou-
lements en présence d’obstacles fixes et/ou mobiles. Ce type de problématique est connu et
observé depuis Léonard de Vinci (1452 - 1519). Afin d’aller vers une modélisation des IFS, et
particulièrement du phénomène vibratoire évoqué, un certain nombre de points doivent être
abordés pour comprendre les enjeux et les problématiques rencontrés. Parmi ceux-ci, nous fixe-
rons quelques bases à propos de la mécanique du fluide, de l’étude de l’instabilité et des mé-
thodes de résolution parmi lesquels se trouve la méthode que nous employons, la Méthode
Asymptotique Numérique (MAN). Enfin une explication de l’IFS sera proposée pour présenter
le projet vers lequel l’équipe cherche à se développer, projet qui sous-tend la thèse.

Mécanique du fluide. Lors de l’écoulement d’un fluide à faible vitesse autour d’un d’obs-
tacle fixe, un écoulement rampant se produit, le fluide fait le tour du solide immergé (figure
1(a)). Cela est dû au fait que la partie visqueuse du fluide domine les termes d’inertie. Une
quantification de ce rapport est réalisée en adimensionnant la vitesse. Cela fait intervenir les
paramètres physiques du fluide et une dimension caractéristique de l’écoulement, dans ce cas,
le diamètre D du cylindre. Le nombre de Reynolds, ce nombre adimensionnel, est donné par :

Re “
ρDu8
µf

(1)

1
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2 Introduction générale

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 1 – Différents types d’écoulement pour des nombres de Reynolds de plus en plus éle-
vés : (a) Re “ 1 [Stojković et al., 2002] ; (b) Re “ 40 [Stojković et al., 2002] ; (c) Re “ 140
[Van Dyke & Van Dyke, 1982] ; (d) u8 “ 50 m{s [Moreau & Bernard, Moreau & Bernard].

où ρ est la masse volumique du fluide, µf est la viscosité dynamique et u8 est la vitesse du
fluide hors du champs de perturbation du solide.

Si pour la même expérience, la vitesse augmente et dépasse un seuil, l’inertie du fluide
prend de l’importance. Il y a alors formation de tourbillons de recirculation dans le sillage du
solide (figure 1(b)). La longueur de ces tourbillons augmente avec la vitesse. Au delà d’une
certaine vitesse, une instabilité dans la couche limite entraîne le décrochage périodique alterné
des vortex (figure 1(c)). Ce régime, connu sous le nom d’allée de von Karman, a aussi de nom-
breuses variantes avec les vortex qui se décrochent en une paire de vortex contrarotatif ou un
mélange de ces deux types de lâchers. Si la vitesse de l’écoulement augmente encore, celui-
ci devient turbulent (figure 1(d)). Dans ce travail, ce dernier régime (turbulent) ne sera pas
analysé, seuls seront considérés les écoulements à faibles vitesses, inférieures à la transition
vers un écoulement turbulent. Ainsi les lâchers tourbillonnaires entraînent une dissymétrie de
l’écoulement autour du solide et donc une contrainte résultante pouvant déformer ou déplacer
celui-ci. Puisque le lâcher tourbillonnaire est périodique, les efforts sur le solide le sont aussi, il
y a donc un mouvement vibratoire du solide. Ce phénomène est auto-entretenu et, si la vitesse
ne diminue pas, le phénomène se poursuit. Cette manifestation de l’interaction fluide-structure
est connue sous le nom anglais de VIV (Vortex-Induced Vibrations) et est à l’origine d’une ca-
tastrophe bien connue : l’effondrement du pont de Tacoma [Courty & Kierlik, 2008].

De nombreux autres domaines présentent ce type d’instabilité. Citons par exemple les
crayons de combustible de réacteurs nucléaires ou encore l’aéronautique avec le battement des
ailes d’un avion. La connaissance précise des vitesses de transition entre les différents régimes
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Introduction générale 3

s’avère être une information primordiale lors de la phase de conception d’un système. Elle per-
met ainsi d’éviter aux structures des sollicitations trop importantes pouvant à terme conduire
à leur destruction.

Les systèmes d’interaction fluide-structures peuvent également être sujets à d’autres types
d’instabilité que celle caractérisant la transition d’un écoulement stationnaire vers un écoule-
ment périodique en temps. La transition de l’écoulement d’un état symétrique vers un état non
symétrique traduit également l’apparition d’une instabilité. On peut cependant remarquer que
les solutions non symétriques après bifurcation sont stables, ce qui n’est pas le cas de la solution
post-bifurcation symétrique qui elle, est instable. Ce type d’instabilité représente un bifurcation
stationnaire de type fourche.

Mathématique et Instabilité. Un système dynamique non-linéaire (par exemple, un cylindre
dans un écoulement figure 1 ) peut être décrit par l’équation suivante :

BU
Bt
“ GpU, λq (2)

où U est le vecteur des inconnues, λ est le paramètre de contrôle et G est la fonction non-
linéaire du problème. Classiquement, le problème est discrétisé en temps. Pour chaque pas de
temps, un problème non-linéaire dépendant plus ou moins fortement des solutions au(x) pas
précédent(s) (en fonction des schémas utilisés) doit être résolu. Une fois le problème temporel
résolu, il est possible de voir la solution passer d’un état stationnaire à un état périodique en
temps (comme décrit précédemment) et converger vers un cycle limite. Cette transition est une
bifurcation d’Andronov-Hopf-Poincaré dite de Hopf et schématisée sur la figure 2. La valeur
critique λc est la valeur du paramètre de contrôle pour laquelle la solution perd sa stabilité. Sur
la figure 2, cette transition correspond à l’intersection entre le segment et la surface enveloppe
des cycles limites.

Pour notre problème d’interaction fluide-structure, cette valeur correspond au nombre
de Reynolds critique de l’écoulement à la bifurcation de Hopf. Le décrochement d’un vortex
change la forme de l’écoulement au voisinage du solide, cette modification a une influence sur
les coefficients de portance et de traînée. Puisque le décrochement est périodique et alterné, les
coefficients aéro ou hydrodynamiques deviennent aussi périodiques. Le coefficient de portance
a une périodicité identique à celle du décrochement, tandis que la traînée est influencée de la
même façon par les lâchers du vortex du haut et du bas, il a donc une fréquence double à
celle du décrochement. La fréquence de décrochement des tourbillons est une information très
documentée. Elle servira de référence pour le calcul de la solution temporelle ainsi que pour
les méthodes numériques que nous proposerons pour déterminer les bifurcations de Hopf.

Le système (2) permet, en ajoutant une hypothèse supplémentaire, de chercher les so-
lutions stationnaires. Cependant, si le système est stationnaire, il n’y a pas de variation des

champs inconnus par rapport au temps (
B‚

Bt
“ 0). L’équation (2) devient alors :

GpU, λq “ 0 (3)

Pour certaines valeurs du paramètre de charge λ et pour un écoulement présentant une symé-
trie, la solution perd également son unicité. La solution passe d’un état stationnaire stable et
symétrique à un ensemble de solutions stationnaires satisfaisant l’équation (2), c’est une bifur-
cation de type fourche [Seydel, 2009]. Dans la plupart des cas, il y a deux solutions stables pour
lesquelles l’écoulement est non-symétrique, et une solution symétrique instable.
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FIGURE 2 – Schéma d’une bifurcation de Hopf. Les axes sont centrés sur la valeur du paramètre
de chemin critique λc, d’après [Seydel, 2009].
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FIGURE 3 – Schéma d’une bifurcation stationnaire.

La valeur critique du paramètre de contrôle λc à la perte d’unicité de la solution est égale-
ment une information importante et nécessaire à la compréhension des phénomènes physiques
étudiés. Nous proposerons dans ce travail, des méthodes numériques permettant de détermi-
ner avec précision ces valeurs critiques.

Méthodes numériques La résolution numérique de l’équation (2) se fait habituellement par
une méthode de prédiction-correction. L’étape de la prédiction utilise une approximation de
la solution. Cette approximation peut être réalisée de plusieurs manières possibles. La correc-
tion permet de diminuer l’écart entre la solution recherchée et l’approximation du prédicteur.
Cette méthode itérative est généralement une correction de Newton qui corrige la solution jus-
qu’à une précision souhaitée et définie par l’utilisateur. L’analyse des bifurcations peut être fait
de plusieurs manières ne nécessitant pas obligatoirement la résolution complète des équations
pour chaque pas de la discrétisation temporelle pour l’équation (2) ou pour chaque valeur du
paramètre de contrôle pour l’équation (2.2). Un calcul numérique des valeurs propres peut être
réalisé pour obtenir le point singulier et obtenir les paramètres à la bifurcation, sans connaître
pour autant l’ensemble du diagramme de bifurcation. La méthode asymptotique numérique,
qui peut être vue comme un prédicteur d’ordre élevé, permet de suivre, en fonction du para-
mètre de contrôle, l’écoulement stationnaire et ainsi construire le diagramme de bifurcation.

Une importante gamme d’outils numériques pour la modélisation (Méthode des diffé-
rences finis, des volumes finis, des éléments finis. . .) existe. Dans ce travail, certains choix ont
été fais en privilégiant les techniques d’analyse des bifurcations. Ces choix sur la modélisation
retenue et sur les méthodes de calculs seront détaillés par la suite.
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Contrainte imposée à l’interface
fluide/structure

Déformation de la structure :
mécanique du solide

Ecoulement du fluide :
mécanique des fluides

Déplacement et/ou déformation de
l’interface fluide-structure

FIGURE 4 – Schéma de l’interaction fluide-structure.

Interaction fluide-structure Aujourd’hui, simuler numériquement la déformation d’un so-
lide, non couplé avec un fluide et soumis à des chargements extérieurs est une tâche relati-
vement aisée si la loi de comportement considérée n’est pas trop complexe (en élasticité par
exemple). De la même manière, simuler l’écoulement d’un fluide (sans couplage également)
est relativement facile. Au contraire, modéliser et simuler un problème d’interaction fluide-
structure demeure un problème présentant plusieurs difficultés. Ainsi la solution du problème
solide (le déplacement) est indispensable pour déterminer par exemple les conditions aux li-
mites que l’on doit imposer au milieu fluide. Ce dernier impose des conditions de chargement
extérieur (sous forme de pression par exemple) au solide qui va alors se déplacer ou se défor-
mer générant ainsi un nouveau domaine fluide. Le couplage entre les milieux fluide et solide
peut être considéré comme fort au sens où chaque modification de l’état de l’un des deux mi-
lieux va générer une modification de l’autre et ainsi de suite. Cette boucle de "rétro-action" est
schématisée sur la figure 4. La difficulté intrinsèque à ce type de problème d’interaction est la
gestion de l’interface entre les deux milieux. Cette interface est le lieu physique où vont être
échangées toutes les informations (déplacement, pression. . .) nécessaires à la bonne résolution
du problème. Cette difficulté "physique" se traduit naturellement en difficulté de modélisation
lorsque l’on souhaite résoudre numériquement un problème d’interaction fluide-structure.

Dans la littérature, différentes études montrent des résultats de simulations et d’expé-
riences se rapprochant des couplages permettant la modélisation de phénomène de VIV. Ainsi
Placzek et al. [Placzek et al., 2009] proposent une étude numérique présentant différentes étapes
allant vers une simulation de VIV. Ils partent de la simulation de l’écoulement autour d’un cy-
lindre rigide et fixe. Ils simulent ensuite le cylindre forcé à vibrer verticalement selon un fré-
quence f0 et une amplitude A. Leurs simulations présentent les zones de synchronisation de
la fréquence de décrochement tourbillonnaire fs sur la fréquence d’oscillation du cylindre f0.
Cette zone est mise en avant par Koopmann [Koopmann, 1967]. Enfin ils simulent l’écoulement
autour d’un cylindre rigide monté élastiquement. Dans ce cas, le cylindre est libre de se dépla-
cer selon la direction transverse à l’écoulement. Les auteurs étudient l’influence de la rigidité
de la liaison sur le comportement simulé de l’écoulement fluide.

Enfin, une très grande part des travaux menés sur cette thématique est synthétisée dans
l’ouvrage de Paidoussi et al. [Païdoussis et al., 2010]. Cet ouvrage présente un état de l’art sur
les instabilités générées par des écoulements transverses autour de structures immergées en se
focalisant sur les problématiques liées au galop, au flottement, au lâcher de tourbillons (VIV),
aux conditions de verrouillage ou aux vibrations induites dans le sillage d’objets immergés.

Objectifs
L’objectif principal de cette thèse est d’étendre le domaine d’application de la MAN en

vue de préparer le résolution des problèmes d’interaction fluide-structure.
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Jusqu’à présent, en mécanique des fluides, les méthodes basées sur la MAN ont été appli-
quées en grande partie pour l’analyse de bifurcation. Les résultats ont montré une grande ro-
bustesse et une efficacité accrue de la méthode par rapport aux méthodes classiques (telles que
l’analyse aux valeurs propres ou les techniques de prédiction-correction de Newton-Raphson).

La question se pose de savoir si les méthodes basées sur la MAN permettent l’analyse
de bifurcation pour des problèmes d’écoulements fluides autour d’obstacles solides immergés,
pouvant se déplacer ou se déformer. Ainsi, dans cette thèse, le cas académique d’un écoule-
ment bidimensionnel incompressible d’un fluide visqueux newtonien autour d’obstacles ri-
gides, fixes ou mobiles, est étudié.

Ce problème, bien que relativement "simple" et longuement étudié, impose d’apporter
des réponses aux questions suivantes. En lien avec les méthodes numériques envisagées, il
s’agit d’identifier la méthode permettant de décrire le couplage fluide/structure (1er verrou) et
de l’associer aux techniques basées sur la MAN (2e verrou). Cette association doit permettre
de retrouver les résultats de référence pour des écoulements classiques, tels que l’écoulement
dans une conduite avec expansion ou autour d’un cylindre fixe (3e verrou). Des applications
aux cas où l’obstacle est mobile doivent être proposées (4e verrou). Enfin, il faut vérifier que
les algorithmes proposés soient au moins aussi performants que les méthodes classiques (5e

verrou).

Organisation du manuscrit
Ce mansucrit de thèse est organisé autour de cinq chapitres selon le plan suivant.

Dans le premier chapitre, les équations modélisant le problème sont présentées. Ainsi,
les équations de Navier-Stokes pour un écoulement bidimensionnel incompressible d’un fluide
visqueux newtonien sont rappelées. Puis, les équations du mouvement pour un solide rigide
placés dans un tel écoulement sont proposées. Enfin, une synthèse des techniques permettant
de décrire l’interaction fluide/structure est présentée. Dans le cadre de cette thèse, les modèles
proposés sont restreints au cas des écoulements laminaires, à faible nombre de Reynolds.

Les deux chapitres suivants constituent des synthèses bibliographiques sur l’analyse de
bifurcation et l’intégration temporelle du système couplé étudié.

Le deuxième chapitre est dédié aux méthodes d’analyse de bifurcation. Après avoir rap-
pelé les méthodes classiques d’analyse de bifurcation, une présentation des algorithmes basés
sur la MAN est proposée. En particulier, ces techniques permettent de déterminer les bifurca-
tions simples stationnaires (brisure de symétrie) et de Hopf (passage d’une solution station-
naire à une solution périodique en temps).

Le troisième chapitre porte sur l’intégration temporelle des équations du mouvement
du système couplé étudié. A cet effet, une présentation des algorithmes classiques, de leurs
avantages et inconvénients est proposée. Une attention particulière est portée à une solution
non-conventionnelle associant un développement en série, une technique d’homotopie et une
discrétisation temporelle.

Le quatrième chapitre présente les algorithmes élaborés pour résoudre le problème posé.
A cet effet, une discrétisation spatiale associant la méthode des éléments finis à une méthode
de frontières immergées (MFI) est établie. Plusieurs niveaux de précision sont possibles selon
que la méthode MFI repose sur une méthode de pénalisation seule ou qu’elle soit associée à
une méthode Ghost-Cell. Cette discrétisation est ensuite associée aux techniques MAN pour
la détection des bifurcations et le suivi des solutions post-bifurcation. Enfin, un intégrateur
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temporel, basé sur la discrétisation précédente et associant des techniques de perturbation et
d’homotopie, est proposé.

Le cinquième et dernier chapitre présente les résultats numériques obtenus avec les algo-
rithmes mis au point. Ces résultats permettent d’étudier la performance (efficacité, précision,
robustesse) des algorithmes proposés et leur sensibilité par rapport à certains paramètres nu-
mériques tels que la finesse du maillage éléments finis, la valeur de pénalisation pour décrire
les solides, la forme et la position relative de l’interface fluide/solide par rapport au maillage.

Enfin, une conclusion est proposée dans laquelle les principaux résultats obtenus sont
rappelés. De plus, des recommandations sur le bon usage des algorithmes mis au point sont
proposées. Enfin, en guise de perspectives, des réflexions sont menées pour améliorer les algo-
rithmes proposés.

Financement du travail
Ce travail de thèse a été financé par deux organismes :

— la DGA (Direction Générale de l’Armement) a financé la moitié de la thèse
— La région Bretagne, à travers la bourse ARED (Allocation de REcherche Doctorale) a

financé l’autre moitié
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1
Modélisation du fluide, du solide et de leur

interaction

Dans ce chapitre les modèles retenus et étudiés dans le cadre de cette thèse sont présentés.

Ainsi, la modélisation du fluide en écoulement repose sur les équations de Navier-Stokes,
établies pour un fluide incompressible et newtonien et présentées, dans un premier temps, dans
leur forme locale (ou forme forte). Dans un second temps, afin d’anticiper sur la résolution
numérique basée sur une discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis, la forme
faible (ou forme intégrale) des équations de Navier-Stokes est présentée. En particulier, un
formalisme spécifique et particulièrement bien adapté au cadre de cette étude est établi.

Un bref rappel des équations du mouvement d’un solide est effectué afin de présenter les
différentes situations dans lesquelles un solide peut être amené à interagir au sein d’un fluide.

Enfin, dans la mesure où la résolution des problèmes d’IFS fait appel majoritairement
aux méthodes numériques, un panorama des techniques permettant la gestion du couplage
fluide-solide est dressé. Cette présentation, la plus exhaustive possible, doit permettre d’iden-
tifier la technique la mieux adaptée à l’étude des instabilités pour un écoulement en présence
d’obstacles solides.

1.1 Modélisation de l’écoulement

L’écoulement incompressible et isotherme d’un fluide newtonien est décrit par les équa-
tions de Navier-Stokes. Les hypothèses ainsi que la manière dont ces équations sont obtenues,
sont présentées selon un formalisme eulérien.

L’équation locale de la conservation de la masse, en l’absence de puits ou de source,
s’écrit :

Bρ

Bt
`∇.pρuq “ 0 (1.1)

où ρ désigne la masse volumique du fluide et u le vecteur vitesse.

Pour un écoulement incompressible isotherme d’un fluide homogène, la masse volu-
mique ρ est constante, l’équation de continuité (i.e. conservation de la masse) devient :

∇.u “ 0 (1.2)

Traditionnellement, un écoulement est incompressible est une approximation correspondant
au cas où la vitesse de l’écoulement est faible devant la vitesse des ondes acoustiques dans
le fluide, c’est-à-dire si le nombre de Mach Ma est faible devant l’unité [Candel, 1990]. En
pratique,la condition Ma ă 0, 3 est souvent utilisée.

11
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L’équation de conservation de la quantité de mouvement est établie pour un volume de
contrôle Ω au sein du fluide. L’application du principe fondamental de la dynamique à cet
élément de volume conduit à :

B

Bt

ż

Ω
ρu dω `

ż

Ω
ρpu.∇qu dω “

ż

Ω
ρf dω `

ż

Γ
Σ.n dγ (1.3)

où f représente les forces à distance, Σ est le tenseur des contraintes au sein du fluide et n
désigne le vecteur normal sortant du domaine fluide ω de frontière γ.

Le tenseur des contraintes Σ peut se décomposer en deux termes [Sini, 2006] : le terme
de pression et celui relatif à la viscosité du fluide.

Au repos, le fluide doit se comporter comme un fluide parfait (pas de viscosité) ; sa loi de
comportement doit également refléter son isotropie. Le premier terme du tenseur des contrain-
tes Σ est une partie sphérique, la pression hydrostatique p et le second, une partie déviatorique
appelée le tenseur des contraintes visqueuses T :

Σ “ ´pId `T (1.4)

où p, Id et T désignent, respectivement, la pression hydrostatique, le tenseur identité (de di-
mension 3x3) et le tenseur des contraintes visqueuses.

Le principe d’objectivité, le choix d’une forme linéaire pour le tenseur des contraintes et
le second principe de la thermodynamique imposent un tenseur des contraintes visqueuses T
de la forme :

T “ 2µfDpuq ` pκf ´
2

3
µf qTrpDpuqqId (1.5)

où µf est la viscosité dynamique (constante en espace et en temps) et κf est la viscosité en vo-
lume [Candel, 1990]. Celle ci est négligée car très faible devant la viscosité dynamique ([Taillet
et al., 2008] p.523) (hypothèse de Stokes). Dans l’équation (1.5), le terme Dpuq désigne le ten-
seur des taux de déformation, qui correspond à la partie symétrique du gradient du champ des
vitesses dans le fluide :

Dpuq “
1

2

´

grad u` pgrad uqT
¯

(1.6)

Sachant que TrpDpuqq “ divpuq, les hypothèses précédentes nous permettent d’établir la
loi de comportement d’un fluide Newtonien :

Σ “ ´pId ´
2

3
µf divpuqId ` 2µfDpuq (1.7)

Le volume de contrôle étant arbitraire, il en découle que la formule (1.3) est vraie quel
que soit le volume. L’intégrande est donc identiquement nul. De plus, en utilisant (1.7) dans
(1.3), ainsi que l’hypothèse d’incompressibilité, on obtient :

ρ
Bu
Bt
` ρpu.grad qu` grad p´ 2µfdiv

´

Dpuq
¯

“ ρf (1.8)

Finalement, le problème consiste à chercher le vecteur u et le scalaire p solutions des
équations locales de Navier-Stokes :

$

’

&

’

%

Bu
Bt
` pu.grad qu`

1

ρ
grad p´ 2νdiv

`

Dpuq
˘

“ f dans Ω x r0, T s

divpuq “ 0 dans Ω x r0, T s

(1.9a)

(1.9b)
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munies des conditions aux limites et initiales :
#

u “ ud sur Γ x r0, T s
Upt “ 0q “ U0 dans Ω

(1.10a)
(1.10b)

Dans l’équation (1.9a), le terme ν désigne la viscosité cinématique telle que ν “
µf
ρ

. Cette équa-

tion modélise la conservation de la quantité de mouvement écrite dans sa forme divergente.

Une autre forme dite Laplacienne de l’équation est possible (utilisée par exemple par
[Mizushima & Akinaga, 2003; Persillon & Braza, 1998; Placzek et al., 2009]) :

ρ
Bu
Bt
` ρpu.grad qu` grad p´ µf∆u “ ρf (1.11)

La formulation faible de l’équation (1.11) ne respecte le principe d’objectivité qu’avec
une gestion particulière des frontières [Limache et al., 2007, 2008]. Dans ce cas, un terme sup-
plémentaire apparaît dans la forme faible de l’équation de conservation. Sans cette correction,
les résultats obtenus avec ces deux formulations peuvent ne pas coïncider.

1.1.1 Forme faible des équations de Navier-Stokes

Dans le cadre de cette thèse, la méthode des éléments finis est retenue. Celle-ci consiste à
trouver une solution approchée au problème établi par la forme faible des équations de Navier-
Stokes. Dans ce paragraphe, seules les principales étapes de cette technique de discrétisation
spatiale sont rappelées. Le lecteur intéressé peut se référer aux nombreux travaux [Azaïez et al.,
2011; Cochelin et al., 2007; Hughes et al., 1989; Limache et al., 2008; Zienkiewicz & Taylor, 2000]
qui précisent la forme faible des équations de Navier-Stokes .

Soient les champs virtuels δv et δq, respectivement appelées champs virtuels de vitesse
et de pression, appartenant à l’ensemble V “

!

δv P H1pΩq | δv “ 0 sur pΓq
)

de fonctions
possédant les propriétés de régularité suffisante [Azaïez et al., 2011] s’annulant sur le contour
Γ et satisfaisant :

ż

Ω

´

ρ
Bu
Bt
` ρpu.grad qu` grad p´ 2µfdiv

´

Dpuq
¯

´ ρf
¯

δv dω “ 0 dans pΩq (1.12)
ż

Ω
divu.δq dω “ 0 dans pΩq (1.13)

Les fonctions recherchées étant dérivées, celles-ci doivent être continues et bornées. Il faut
donc que la fonction cherchée u et la fonction test δv aient leurs dérivées dans L2pΩq, l’espace
des fonctions f : Ω Ñ R tel que :

‖f‖L2 :“

ˆ
ż

Ω
}fpxq}2 dx

˙

1

2
ă `8

On introduit la fonctionnelle Ap‚, ‚q telle que :

Apu; δvq “ ´

ż

Ω
2µf div

´

Dpuq
¯

.δv dω
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Comme δv appartient à l’ensemble V des fonctions cinématiquement admissibles (c.-à-d. s’an-
nulant sur le contour), il vient après intégration par partie :

Apu; δvq “

ż

Ω
2µfDpuq : grad δv dω `

ż

Γ
2µfDpuq.nδv dγ

looooooooooomooooooooooon

0 car δv P V

“

ż

Ω
2µfDpuq : grad δv dω (1.14)

où le symbole ‚ : ‚ désigne le produit tensoriel doublement contracté. Le tenseur des taux de
déformations étant symétrique, il est possible d’écrire [Azaïez et al., 2011] :

Apu; δvq “
ż

Ω
2µfDpuq : Dpδvqdω (1.15)

De même, partant de l’équation d’incompressibilité (1.13), on pose :

Bpu; δqq “

ż

Ω
divu.δq dω (1.16)

Le terme de pression de l’équation (1.12) est calculé à l’aide d’une intégration par partie :
ż

Ω
grad p δv dω “ ´

ż

Ω
p divδv dω

“ ´Bpδv; pq (1.17)

L’ensemble des fonctionnelles peut être regroupé dans un opérateur linéaire L. Il prend
en compte les termes liés à la diffusion, à la pression et à la conservation de la masse. Si le

vecteur inconnu mixte U “

´ u
p

¯

est défini comme la concaténation du vecteur vitesse et de

la pression, l’opérateur L est défini par :

LpUq “ Lpu, p; δv, qq “ Apu; δvq `Bpu; δqq ´Bpδv; pq (1.18)

Le terme de convection de l’équation (1.12) est isolé dans un opérateur quadratique Q :

QpU; Uq “ Qpu,u; vq “
ż

Ω
ρpu.∇qu.δv dω (1.19)

Enfin le terme d’inertie des équations de Navier-Stokes s’écrit :

M 9U “

ż

Ω
ρ
Bu
Bt
δv dω (1.20)

Ainsi, les équations de Navier-Stokes pour l’écoulement incompressible d’un fluide new-
tonien peuvent s’écrire sous la forme intégrale suivante :

#

M 9U` LpUq `QpU,Uq “ λFd dans Ω x r0;T s

Upt “ 0q “ U0 dans Ω

(1.21a)
(1.21b)

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



1.2 Modélisation du solide 15

Dans le cas de conditions aux limites de type Dirichlet, une vitesse λud est imposée sur
le bord du domaine Γ. Le scalaire λ désigne l’intensité de la vitesse imposée ud sur le bord Γ.
La prise en compte de cette vitesse fait apparaître, dans la formule intégrale, un terme sup-
plémentaire qui s’apparente à un vecteur force λF [Cochelin et al., 2007; Zienkiewicz & Taylor,
2000]. Cette vision, abusive dans le domaine continu, a l’avantage de s’adapter aux méthodes
mises en place par la suite (perturbation, continuation) et de faire apparaître explicitement le
paramètre de contrôle λ dans les équations à résoudre.

1.2 Modélisation du solide

Pour la structure, les variables "de travail" sont les vecteurs position X̄s et déplacement
Ūs ainsi que les tenseurs de déformation ¯̄εpŪsq et de contrainte de Cauchy ¯̄σ.

En notant ρs et a les champs des masses volumiques et des accélérations du milieu maté-
riel solide à l’instant t, ainsi que b le champ des forces à distance, les équations du mouvement
sont :

divx ¯̄σpx̄, tq ` ρspx̄, tqb´ ρspx̄, tqa “ 0 @t, @x̄ P Ωt (1.22)

munies des conditions aux limites suivantes :
Bus
Bt

“ uf sur Γ (1.23)

¯̄σsns “ ¯̄σfnf sur Γ (1.24)

Les équations précédentes sont définies à l’instant t, par rapport à la configuration maté-
rielle actuelle Ωt.

Les équations du mouvement peuvent être définies, d’un point de vue lagrangien, par
rapport à la configuration matérielle initiale Ω0. Dans ce cas, il vient :

divXp
¯̄F pX̄, tq ¯̄ΠpX̄, tqq ` ρspX̄, 0qb´ ρspX̄, 0qa “ 0 @t, @X̄ P Ω0 (1.25)

Dans cette équation, X̄ désigne le vecteur position d’une particule P0 repérée dans la
configuration initiale, ¯̄F est la transformation linéaire tangente définie au point P0 et à l’instant
t fixé et ¯̄Π désigne le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.

Cette approche est retenue pour observer les transformations mécaniques d’un solide
placé dans un écoulement, notamment lorsque la rigidité du solide est faible devant les efforts
créés par le fluide. Ainsi il est possible de suivre les modes de déformation d’un cylindre creux
à parois minces placé dans un écoulement [Paidoussis & Helleur, 1979] (figure 1.1) ou d’étudier
un écoulement dans une conduite souple telle qu’un vaisseau sanguin.

Si le solide est indéformable, les distances entre les particules restent constantes au cours
de la transformation mécanique. Dans ce cas, le premier terme dans les équations (1.22) et
(1.25) ’disparaît’. Le mouvement est défini à partir de la trajectoire d’un seul point du solide,
en général son centre d’inertie G. Dans ce cas, en notant le torseur des actions mécaniques
extérieures T e et le torseur dynamique T d, le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

T epG, tq “ T dpG, tq @t (1.26)

Dans le cas de problème plans où l’obstacle est placé dans un écoulement transverse, la
dynamique du solide s’écrit simplement :

ÿ

f e “ msa @t (1.27)
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16 CHAPITRE 1 : Modélisation du fluide, du solide et de leur interaction

FIGURE 1.1 – 3e mode de déformation d’un cylindre mince soumis à un écoulement transverse.
Les déformations en phase et en opposition de phase sont superposées [Paidoussis & Helleur,
1979].

L’expression du membre de gauche dépend des hypothèses retenues et prend en compte,
en général, une force extérieure F et une force exercée par la liaison (visco)élastique de para-
mètres ks et cs sensée modéliser la rigidité du cylindre (figure) :

F ` ksus ` cs
Bus
Bt

“ msa @t (1.28)

Pour la problématique des vibrations induites par vortex, la classification de Paidoussis
et al. [Païdoussis et al., 2010], montre que l’expression de F peut être plus ou moins raffinée.

Une première approche consiste à imposer un mouvement rigide au cylindre définit par
F ptq “ a sinpωtq. Ce type d’approche s’explique, expérimentalement, par une mise en œuvre
plus simple comparativement au cas du cylindre en mouvement libre [Al-Jamal & Dalton, 2004;
Cagney & Balabani, 2013].

Un modèle plus élaboré consiste à évaluer la force qu’exerce le fluide sur le cylindre par
l’expression suivante :

F ptq “
1

2
ρu2
8DCL

ˆ

A

D

˙

sinp2πSt
u8
D
tq (1.29)

Selon cette expression, la force dépend du diamètre D du cylindre, de la vitesse u8 en
amont de l’écoulement, du coefficient de portance CL et du nombre de Strouhal St. Cependant,
un tel modèle ne peut décrire le phénomène de synchronisation des fréquences et surestime le
déplacement du cylindre.

L’approche la plus systématique consiste à calculer les efforts générés par les contraintes
fluides sur la surface latérale du cylindre [Koumoutsakos & Leonard, 1995; Moubachir & Zole-
sio, 2006]. Si ce dernier ne possède qu’un degré de liberté selon la direction e2 d’un référentiel
cartésien alors l’expression de la force est :

F ptq “ ´

ż

Γ
pσpuf , pq ¨ nq ¨ e2 (1.30)

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



1.3 Définition de l’interaction fluide-structure (IFS) et présentation des algorithmes de calcul
associés 17

Fluide
u, p

Structure
us, σij , εij

Γ
Interface fluide/structure

Ωf Ωs

Déplacements

Forces

FIGURE 1.2 – Schématisation générale d’un problème de couplage mécanique fluide/structure,
d’après [Souli & Sigrist, 2009].

où n désigne la normale sortante au cylindre.

1.3 Définition de l’interaction fluide-structure (IFS) et présentation
des algorithmes de calcul associés

Dans le cadre de cette thèse, l’interaction fluide-structure est étudiée selon les hypothèses
suivantes [Souli & Sigrist, 2009] :

— il n’y a pas d’échange de matière entre les milieux solide et fluide,
— seul un échange d’énergie mécanique a lieu entre les milieux solide et fluide,
— les milieux solide et fluide ne sont pas miscibles (les phases sont distinctes).

Sous ces hypothèses, le mécanisme de l’IFS est représenté schématiquement selon la fi-
gure 1.2. Au niveau de l’interface Γ, il y a un échange réciproque d’énergie mécanique. Ainsi,
le fluide exerce des efforts sur la structure en mouvement et, réciproquement. Le solide grâce
à sa transformation mécanique (déplacement et/ou déformation) dessine une nouvelle confi-
guration d’écoulement. Il y a donc une influence mutuelle des dynamiques solide et fluide.

La description de l’interface est d’une importance majeure dans les problèmes d’IFS. En
effet les décrochements tourbillonnaires trouvent leurs origines dans l’instabilité de la couche
limite. Il est donc nécessaire de modéliser convenablement cette couche, et donc l’interface sur
laquelle la couche limite s’appuie.

1.3.1 Modélisation Arbitrairement Lagrangien-eulérien

En mécanique des fluides, il existe deux façons de décrire l’écoulement, lagrangienne ou
eulérienne. Elles ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients.

En effet, la méthode eulérienne décrit l’évolution des grandeurs à travers un maillage
fixe. Ce type d’approche est largement utilisé en mécanique des fluides. Le maillage étant fixe,
les problèmes d’interface mouvante (par exemple entre fluides de propriétés différentes, ou
encore pour des surfaces libres ou des domaines variables) sont résolus en passant par une
définition précise de la frontière.

A l’inverse, la description lagrangienne utilise un maillage qui suit l’évolution des par-
ticules, y compris celles des frontières. Cette approche est traditionnellement utilisée en mé-
canique des solides faiblement déformables. Lors de grandes transformations, la description

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



18 CHAPITRE 1 : Modélisation du fluide, du solide et de leur interaction
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déplacement maillage

FIGURE 1.3 – Exemple en 1D des déplacements des particules et des nœuds en description
lagrangienne (a), eulérienne (b) et ALE (c). D’après [Donea et al., 2004].

lagrangienne peut être conservée, mais le maillage subit des déformations qui altèrent les ar-
rangements géométriques des mailles. Le maillage est alors distordu et la fiabilité des résultats,
voire la convergence des calculs ne sont plus assurées. Il faut alors remailler le domaine afin de
régénérer des mailles dont la forme géométrique est convenable.

La modélisation de l’interaction fluide structure regroupe par définition un fluide et un
(ou des) solide(s) qui ont chacun une description privilégiée. Afin de profiter des avantages res-
pectifs des deux méthodes précédentes, la méthode Arbitrairement Lagrangien-eulérien (ALE)
a été développée.

Dans la méthode ALE, il y a les domaines solide, fluide et le maillage. Ce dernier peut
suivre le mouvement d’un des domaines (approche lagrangienne (figure 1.3(a))) ou décrire
l’évolution des particules qui le traverse (approche eulérienne (figure 1.3(b))). Le domaine sup-
plémentaire, le maillage, est ajouté puisque les transformations (déplacement et/ou déforma-
tion) du solide entraîne une déformation du maillage. Il faut donc que le maillage puisse être
déplacé de façon indépendante des deux autres domaines (figure 1.3(c)).

Afin de formuler mathématiquement les différents déplacements, des référentiels dis-
tincts sont établis. Une configuration matérielleRX et une configuration spatialeRx permettent
de décrire respectivement les approches lagrangienne et eulérienne. Enfin une configuration de
référence RX est établie afin de prendre en compte le maillage dont les points de la grille ont
des coordonnées de référence X .

La vitesse de déplacement de la grille est donnée par une vitesse vm telle que :

vm “ vmpX , tq “
Bx
Bt

ˇ

ˇ

ˇ

X
(1.31)

En utilisant cette définition, la vitesse convective, c, est la différence entre la vitesse des points
matériels (vitesse des particules coïncidentes avec les nœuds de coordonnées x à l’instant t) et
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celle du maillage. Cette vitesse est la vitesse convective du maillage définie par :

c “ v´ vm (1.32)

Equations de Navier-Stokes pour la formulation ALE. Afin de résoudre les équations de
Navier-Stokes , dans la formulation ALE, il faut remplacer la vitesse de convection du fluide v
par la vitesse convective c. Le fluide étant isotherme et à masse volumique constante, l’équation
de conservation de la masse n’est pas modifiée. Par contre, l’équation de conservation de la
quantité de mouvement s’écrit :

ρ
Bu
Bt

ˇ

ˇ

ˇ

X
` ρpc.grad qu` grad p´ µf∆u “ ρf (1.33)

Le choix de la formulation n’a d’influence que sur les deux premiers termes alors que
les trois derniers sont écrits en formulation eulérienne. De plus, la méthode ALE est bien un
mélange des formulations lagrangienne et eulérienne puisque les équations sont retrouvées
lorsque respectivement la vitesse convective du maillage c, est nulle (la vitesse matérielle et la
vitesse du maillage sont identiques), ou la vitesse du maillage vm est nulle (la vitesse convective
du maillage est identique à la vitesse matérielle).

Les équations de Navier-Stokes sont donc exprimables dans le formalisme ALE. Cepen-
dant, les déplacements du maillage ne sont pas des données d’entrée. Ces inconnues supplé-
mentaires doivent être déterminées en résolvant une équation supplémentaire. Cette résolution
doit être la plus performante possible puisque cette mise à jour du maillage est à faire à chaque
pas de temps. L’algorithme de résolution a donc une grande influence sur les performances de
la méthode ALE.

Deux types de gestion sont fréquemment utilisés pour la vitesse du maillage afin d’opti-
miser (temps versus précision des calculs) le maillage : l’adaptation ou la régulation du maillage.

La première consiste à déplacer les nœuds vers les zones à fort gradient de solution. Ce
déplacement ne change pas le nombre de nœuds et donc la table des connectivités. Ainsi, les
opérations algébriques (telles que celles utilisées pour construire les matrices tangente et de
masse, par exemple) ne sont pas modifiées et les temps de calcul ne sont pas augmentés. Une
fonction erreur est calculée et le maillage est adapté de façon à rendre cette fonction erreur
distribuée équitablement sur le domaine. Cette fonction erreur peut être, par exemple, le saut
d’une variable entre deux éléments [Donea et al., 2004].

La seconde méthode propose, avec les mêmes avantages, de déplacer les nœuds du
maillage pour minimiser l’erreur dûe à la discrétisation. Le suivi de la frontière par des mar-
queurs lagrangiens permet de séparer les degrés de liberté du système entre ceux qui sont
purement lagrangien (solide) et ceux purement eulérien (fluide) [Liu & Chang, 1984]. Cette
technique a été améliorée par [Huerta & Liu, 1988] en permettant, par l’ajout d’une équation
sur la frontière, de ne pas résoudre d’équation dans le solide. Les maillages du solide et de
la frontière sont connus et le maillage de la partie fluide peut être calculé par différentes mé-
thodes comme le "transfinite mapping", le "Laplacian smoothing" ou le lissage de maillage. Ces
méthodes sont décrites dans [Donea et al., 2004].

L’imposition des conditions à la frontière va permettre de modéliser la physique de
l’écoulement. Ainsi, le contact fluide/structure est de type collant, il n’y a donc pas de vitesse
relative entre le fluide à proximité du solide et le solide lui-même. Il y a également continuité
des pressions, ainsi la pression dans le fluide permet de connaître la contrainte extérieure au
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solide. Numériquement, la prise en compte de ces conditions de continuité est simple et natu-
relle puisque les conditions aux limites s’appliquent toujours sur le même groupe de nœuds
appartenant à l’interface. C’est sur ce dernier que les conditions de type Dirichlet, Neumann
ou Robin s’appliquent.

Dans le cas particulier d’un écoulement autour d’un cylindre rigide et mobile, des études
expérimentales [Williamson & Roshko, 1988] montrent que le déplacement du cylindre sous
certaines sollicitations peut aller jusqu’à une fois son diamètreD. Afin de s’approcher de condi-
tions de modélisation les plus précises possibles, il faut que la première couche de noeuds soit
à une distance de 0, 001D de la frontière [Franke et al., 1990]. La problème du remaillage est
donc inévitable. Cette étape de remaillage est très coûteuse en temps de calcul, et d’autant plus
lorsque des problèmes en trois dimensions sont considérés.

La méthode ALE est une des méthodes les plus utilisées pour résoudre les problèmes
en IFS. Pour de plus amples détails, le lecteur pourra se référer aux nombreux travaux dispo-
nibles dans la littérature [Hirt et al., 1997; Hughes et al., 1981; Longatte et al., 2003]. Il existe
d’autres méthodes à grille fixe pour la résolution des problèmes en IFS. Cependant, le fait que
le maillage ne suive pas l’interface nécessite l’introduction d’une variable supplémentaire afin
de distinguer les domaines solide et fluide au sein des équations et de suivre leur évolution
respective.

1.3.2 Méthode des marqueurs lagrangiens

Dans les problèmes d’IFS, il est fondamental d’avoir accès à l’évolution de l’interface
entre le solide et le fluide. Il existe principalement deux méthodes : le suivi et la capture de
l’interface. Le suivi consiste à mailler la frontière par des marqueurs lagrangiens sans masse
[Hyman, 1984]. Ces marqueurs reliés entre eux par des éléments de type segment en 2D et
triangle en 3D permettent une connaissance précise de la frontière au cours du temps et ce
même, pour des interfaces de taille inférieure à une maille du maillage cartésien.

Ainsi, le marqueur lagrangien i de coordonnées xi est déplacé à la vitesse Vi du fluide,
obtenue par interpolation des vitesses nodales de la grille eulérienne. Ce déplacement se fait
selon l’équation de transport :

dxi
dt
“ Vi (1.34)

Il y a donc un transfert d’information d’une grille à l’autre, avec la problématique d’identifier
l’élément dans lequel le marqueur lagrangien se situe.

L’équation de transport est intégrée pour simuler le déplacement de la frontière au cours
du temps. Cette approche marqueur par marqueur doit respecter la conservation du volume
pour les simulations d’écoulement à masse volumique constante. Cette conservation est testée
et corrigée si besoin après l’étape de transport. Les marqueurs subissent alors un déplacement
supplémentaire selon la normale à l’interface afin de respecter la conservation du volume.

Dans certains cas d’écoulement, les marqueurs advectés peuvent ne plus être uniformé-
ment répartis le long de l’interface. Il en découle dans le pire des cas une mauvaise représen-
tation de la frontière. Il faut donc prévoir d’enlever des éléments ou d’en ajouter en modifiant
la table des connectivités, selon des critères tels que le pas de l’élément de frontière comparé
au pas du maillage ou encore la représentation de la valeur de la courbure locale. De même,
si la distance entre deux marqueurs n’appartenant pas au même élément est inférieure à une
certaine valeur "seuil" [Tavares et al., 2017], un changement de topologie doit avoir lieu. Ainsi,
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si des marqueurs trop proches appartiennent à la même frontière, il y a alors rupture et la
frontière est séparée en deux pour modéliser la division d’un domaine. A l’inverse, si des mar-
queurs trop proches sont de deux frontières distinctes, il y a coalescence, et les deux frontières
n’en formeront plus qu’une. Dans tous les cas, les tables de connectivité doivent être remises à
jour.

En conclusion, les grandes transformations d’interface peuvent entraîner la distorsion
des marqueurs et contraindre les pas de discrétisation temporelle à de très faibles valeurs. Selon
la finesse des maillages, l’étape de ré-homogénéisation des marqueurs le long de l’interface et
la phase de correction peuvent être coûteuses en temps de calcul. Ces raisons font que les
méthodes de capture de frontière peuvent être privilégiées.

1.3.3 Méthode de la Level-Set

La méthode de capture de frontière consiste à construire celle-ci par l’isovaleur d’une
fonction scalaire telle que la densité, la fraction volumique ou la concentration de matière.
Proposée par Osher et Sethian [Osher & Sethian, 1988], la méthode de la Level-Set (MLS) est
une des méthodes les plus utilisées.

1.3.3.1 Equation de la fonction de la Level-Set

Cette méthode consiste à ajouter une information en chaque nœud d’un maillage pour
décrire la position d’une interface Γ séparant deux domaines Ω1 et Ω2. Pour ce travail de thèse,
la méthode est présentée et appliquée pour des problèmes bidimensionnels. Mais l’extension
à des géométries tridimensionnelles est directe et ne pose aucune difficulté particulière. L’en-
semble des informations nodales supplémentaires peut être vu comme une courbe de niveau
modélisée par une fonction régulière φ . L’interface Γ est, par choix, l’isovaleur nulle de la
fonction φ [Osher & Sethian, 1988] telle que :

Γ “
 

x P R3, φpxq “ 0
(

Une définition souvent utilisée pour la fonction Level-Set est la distance signée entre le
point considéré et la frontière telle que :

φpxq “

$

&

%

´dpx,Γq si x P Ω1

0 si x P Γ
`dpx,Γq si x P Ω2

(1.35)

avec la fonction dpx,Γq, la distance entre le point de coordonnées x et la frontière Γ. Ainsi la
fonction φ est définie sur l’ensemble du domaine Ω (Ω “ Ω1 Y ΓY Ω2).

Par convention, le choix est fait de prendre φpxq négative pour tout x dans le domaine Ω1

(@x P Ω1, φpxq ă 0), domaine modélisant la partie solide du problème. Par construction, le do-
maine Ω2 est le domaine fluide et la valeur de sa fonction Level-Set est positive (@x P Ω2, φpxq ą 0).

Si le fluide a une vitesse u, alors l’équation de transport :

Bφ

Bt
` u.∇φ “ 0 (1.36)

régit l’évolution de la fonction φ au cours du temps.
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Ω1

Γ

Ω2

FIGURE 1.4 – Domaines solide Ω1 et fluide Ω2 séparés par la frontière Γ (selon la convention
retenue dans cette thèse).

(a) (b)

FIGURE 1.5 – Valeur de la fonction Level-Set avant (a) et après redistanciation (b) dans le cas
d’une cavité entrainée avec une interface circulaire au centre du domaine.

La méthode de la Level-Set permet de capturer le déplacement de l’interface, ainsi que
tous les changements topologiques [Osher & Fedkiw, 2001].

1.3.3.2 Propriétés de la Level-Set

L’utilisation de la distance signée comme fonction de la Level-Set offre une interprétation
physique et visuelle de l’interface. Mais l’utilisation de l’équation de transport dans le cas d’un
champ de vitesse u non-constant entraine un déplacement des isovaleurs avec des vitesses
différentes au sein du domaine. Cette variation des vitesses pour une même courbe de niveau
fait perdre la caractéristique de distance signée (voir figure 1.5(a)). Il faut donc réévaluer les
valeurs de la fonction Level-Set dans le domaine avec l’équation eikonale :

|∇φ| “ 1 (1.37)

Cette redistanciation s’appuie sur l’isovaleur nulle de la fonction Level-Set et réévalue les dis-
tances (figure 1.5(b)). Cette équation permet de conserver les propriétés de la fonction Level-Set
définie par la distance signée et donc de pouvoir appliquer les propriétés de la Level-Set s’ap-
puyant sur un champ de valeur linéaire.
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Solution compète maillage embarqué isolé maillage de l’arrière plan

frontière solide Γ

frontière fluide-fluide

FIGURE 1.6 – Présentation schématique de la méthode XFEM. D’après [Shahmiri et al., 2011].
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FIGURE 1.7 – Présentation des différents sous-domaines de la méthode XFEM. D’après [Shah-
miri et al., 2011].

Parmi les propriétés de la Level-Set liées au choix de la fonction distance signée, le calcul
de la normale unitaire sera utilisé par la suite. Ainsi la normale sortante n du domaine Ω1 est
définie à l’interface par :

n “
∇φ
|∇φ|φ“0

(1.38)

Cette expression est en accord avec la convention de signe (1.35) de la fonction Level-Set.

1.3.4 Méthode des éléments finis étendus (XFEM)

L’étape de remaillage de l’ensemble des nœuds est une étape longue et coûteuse en temps
de simulation. Une solution consiste à utiliser un maillage fixe en arrière plan et un maillage
embarqué fluide ceinturant le solide et suivant ses déformations et/ou déplacements (maillage
embarqué isolé de la figure 1.6). La bordure extérieure du maillage embarqué délimite une
région dans laquelle les éléments de la grille de fond sont désactivés. Cela est possible par
l’utilisation de fonctions d’approximation étendues dans les éléments. Le maillage embarqué
permet la prise en compte pour la frontière Γ avec le solide de conditions aux limites modélisant
l’écoulement collant avec la même facilité que lors d’une simulation ALE. L’ajout d’un maillage
embarqué nécessite de prendre en compte le couplage entre ce maillage et le maillage de fond.
Ce couplage fluide-fluide à l’interface Γff est basé sur une formulation qui permet d’assurer la
continuité des contraintes (1.39a) au passage de l’interface ainsi que la continuité des vitesses
(1.39b).

#

Σbnb “ ´Σene sur Γff

ub “ ue sur Γff
(1.39a)

(1.39b)

La vitesse du fluide dans le domaine Ω´ ( figure 1.7) est définie comme étant nulle. Cela
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impose l’utilisation de fonctions d’approximation enrichies permettant d’annuler la solution.
Une fonction vitesse discrétisée peut alors être définie par :

ub,hpx, tq “
ÿ

I

NIpxqũ
b
Iptq `

ÿ

J

NJpxqΦ̌pxqǔ
b
Jptq (1.40)

avec la représentation nodale classique des degrés de liberté ũbI , les degrés de liberté supplé-
mentaires ǔbJ sont multipliés par la fonction d’enrichissement Φ̌pxq. L’exposant "h" indique la
discrétisation de la fonction. Cette fonction représente la discontinuité entre les domaines Ω`

et Ω´. Elle est définie par la fonction de Heaviside :

Φ̌pxq “

"

1 dans Ω`

0 dans Ω´

La fonction d’approximation enrichie est détaillée dans [Shahmiri et al., 2011; Yvonnet
et al., 2008], le lecteur pourra y trouver des informations complémentaires.

Cette technique a permis de nombreuses études, comme la simulation de l’écoulement
autour d’un cylindre en 3D [Shahmiri et al., 2011] ou chargé en nanoparticules [Yvonnet et al.,
2008].

1.3.5 Méthode des frontières immergées

En 1972, Peskin [Peskin, 1972] propose une méthode pour simuler les mécanismes car-
diaques en utilisant une grille fixe, donc non-adaptée à la géométrie du cœur. Depuis, la mé-
thode des frontières immergées MFI (Immersed Boundaries Method (IBM) en anglais) regroupe
toutes les méthodes traitant d’un obstacle immergé dont certaines sont éloignées de la méthode
originelle de Peskin. Elles répondent à certaines conditions : elles sont toutes utilisées sur une
grille cartésienne et utilisent un terme de forçage.

Les applications de la méthode concernant les interactions fluide-structure seront dé-
taillées dans ce manuscrit. Cependant, d’autres applications ont été développées pour mo-
déliser des interactions liquide/liquide, liquide/gaz, ainsi que pour étudier le processus de
solidification [Sussman et al., 1994; Tryggvason et al., 2001].

Comme il a été discuté précédemment, la gestion numérique de la frontière est un point
délicat de l’IFS, en particulier l’imposition des conditions de non-glissement et de continuité
des contraintes. La connaissance des numéros d’identification des noeuds composant la fron-
tière comme en ALE permet de savoir sur quels nœuds les conditions de bord doivent être ap-
pliquées. Les MFI n’ayant pas cette possibilité, le terme de forçage joue ce rôle afin de prendre
en compte les phénomènes d’interaction. Il y a de nombreuses techniques permettant la prise en
compte de l’interface. Elles peuvent être classées en deux familles, selon qu’elles introduisent
le terme de forçage avant ou après la discrétisation.

Ce chapitre a été construit selon le papier de Mittal et Iaccarino [Mittal & Iaccarino, 2005]
présentant de façon très claire les différentes méthodes d’MFI.

Afin de distinguer ces deux familles, partons des équations de Navier-Stokes (présentées
au chapitre 1.1) :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Bu
Bt
` pu.grad qu`

1

ρ
grad p´ 2νdiv

`

Dpuq
˘

“ f dans Ω x r0, T s

divpuq “ 0 dans Ω x r0, T s
u “ ud sur Γ x r0, T s

(1.41a)

(1.41b)
(1.41c)
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La technique de forçage continu consiste à prendre en compte l’effet de la frontière par
l’ajout d’une force fb dans l’ équation (1.41a). Cette dernière peut donc se réécrire :

Bu
Bt
` pu.grad qu`

1

ρ
grad p´ 2νdiv

`

Dpuq
˘

“ f` fb

La discrétisation spatiale des équations (1.41) conduit à un système algébrique du type :
“

Lpuq
‰ 

U
(

“
 

f
(

`
 

fb
(

Avec
“

Lpuq
‰

l’opérateur discret des équations de Navier-Stokes,
 

U
(

les inconnues du pro-
blème,

 

f
(

le vecteur des forces extérieures et
 

fb
(

le vecteur issu de la discrétisation du terme
de forçage.

La technique du forçage discret ne prend en compte la frontière qu’une fois la discréti-
sation spatiale du domaine effectuée. Le système discrétisé de l’équation de (1.41) se présente
sous la forme suivante :

“

L1puq
‰ 

U
(

“
 

f
(

Les termes de forçage sont alors ajoutés sur les nœuds choisis afin de prendre en compte l’in-
terface et de la décrire le plus précisement possible. Le système discret devient :

“

L1puq
‰ 

U
(

“
 

f
(

`
 

rb
(

avec
 

rb
(

le vecteur force provenant de l’imposition des conditions d’interface.

1.3.5.1 Forçage continu

Méthode de Peskin Dans la méthode proposée par Peskin, le flux de sang est modélisé par
les équations de Navier-Stokes et les parois du cœur en action sont modélisées par des fibres
élastiques dont la position est suivie par un marqueur lagrangien. Ce problème est discrétisé et
résolu sur un maillage fixe.

L’interaction entre le fluide et les fibres est transmise par la contrainte mécanique (notée
Fk) et la déformation des fibres. Le comportement mécanique des fibres suit une loi constitutive
du type loi de Hooke. La contrainte mécanique créée par les fibres élastiques sur le fluide est
modélisée et prise en compte dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement du
fluide par la force localisée fm telle que :

fmpx, tq “
ÿ

k

Fkptqδp}x´ Xk}q (1.42)

avec δ la fonction Dirac et Xk les coordonnées du marqueur lagrangien pkq. La grille fixe et les
marqueurs lagrangiens n’étant pas coïncidents dans le cas général, il faut répartir la force sur
le fluide environnant ; il faut donc que la force due à la k-ième fibre soit introduite comme une
force volumique dans l’équation du fluide. Cette projection de la force sur plusieurs nœuds
provoque un saut spatial dû à la fonction Dirac qui est par définition un opérateur de localisa-
tion ayant une très forte discontinuité spatiale. La fonction Dirac peut être discrétisée en une
"approximation de la fonction Dirac" δh à l’aide d’une fonction continue par morceaux, d’une
fonction trigonométrique ou de fonctions plus évoluées. Il s’agit d’un point crucial de la mé-
thode [Mittal & Iaccarino, 2005], et explique les nombreuses propositions faites pour modéliser
cette fonction (voir la figure 1.8).

Il est possible de modéliser un solide rigide avec la méthode de Peskin. On peut consi-
dérer le solide comme élastique avec des constantes d’élasticité, comme le module de Young,
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FIGURE 1.8 – Exemple en 1D de différentes approximations de la fonction Dirac. D’après [Do-
nea et al., 2004].

très élevées. Il est également possible de remplacer la loi de comportement élastique par une
loi modélisant le solide relié élastiquement à sa position d’équilibre. La force de rappel est alors
définie par :

Fkptq “ ´κ
`

Xkptq ´ Xekptq
˘

(1.43)

avec κ la constante de raideur du ressort et Xek la position du k-ième marqueur lagrangien à
l’équilibre. Cette méthode est sensible au paramètre κ puisqu’une forte valeur implique un
problème de stabilité [Mittal & Iaccarino, 2005], tandis qu’une faible valeur conduit à des effets
élastiques incorrects.

D’autres modélisations sont possibles en utilisant la méthode de Peskin ou certains de
ses raffinements. Pour de plus amples détails, le lecteur pourra se référer à [Beyer & Leveque,
1992; Lai & Peskin, 2000].

Méthode de Pénalisation Peskin et Printz [Peskin & Printz, 1993] s’aperçoivent que, sous
certaines conditions, le fluide passe entre les marqueurs lagrangiens et entraîne une non-con-
servation du volume. Cette fuite est due à l’opérateur utilisé pour l’équation de conservation
de la masse qui altère le champ de vitesses. Ils ont alors proposé une solution pour construire
un opérateur de divergence qui conserve mieux le volume. Sans cet opérateur, le solide est phy-
siquement traversé par le fluide. Une autre solution pour assurer la conservation du volume
est proposée par Arquis et Caltagirone [Arquis & Caltagirone, 1984]. Leur solution consiste à
utiliser une seule et même équation en ajoutant un terme de pénalisation dépendant du milieu
[Arquis & Caltagirone, 1984]. Le domaine est considéré comme un milieu poreux dont l’im-
perméabilité est très grande dans le solide et négligeable dans le fluide. Cette approche par
porosité correspond dans le solide à l’équation de Brinkman pour laquelle on ajoute une force
du type :

F “
1

K
u

Conformément à [Angot et al., 1999], l’équation de Navier-Stokes / Brinkman peut s’écrire :

ρ
Bu
Bt
` ρpu.grad qu` grad p´ 2µfdiv

´

Dpuq
¯

“ ρf` ρ
χs
K

u dans pΩq
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avec K la perméabilité du milieu poreux supposé isotrope, dont la valeur tend vers zéro dans
le solide et est infinie dans le fluide [Mittal & Iaccarino, 2005], et χs la fonction indicatrice du
solide telle que :

χs “

"

1 dans le solide
0 dans le fluide

Dans cette modélisation, le solide est fixe. Cependant, l’étude de Arquis et Caltagirone
[Arquis & Caltagirone, 1984] ouvre la voie d’un modèle prenant en compte le déplacement du
solide. L’équation peut alors être réécrite :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

ρ
Bu
Bt
` ρpu.grad qu` grad p´ 2µfdiv

´

Dpuq
¯

“ ρf` ρ
χs
K
pub ´ uq dans Ω x r0, T s

divpuq “ 0 dans Ω x r0, T s
u “ ud sur Γ x r0, T s

(1.44a)

(1.44b)
(1.44c)

avec ub la vitesse que l’on souhaite imposer au fluide dans le solide. Cette vitesse, pour respec-
ter une vitesse relative nulle entre le fluide et le solide, est également la vitesse du solide. Le
système d’équations (1.44) représente les équations de Navier-Stokes pénalisées.

Angot et al. [Angot et al., 1999] proposent un autre type de pénalisation portant sur l’en-
semble des termes linéaires. Cette pénalisation serait théoriquement plus efficace mais les ré-
sultats numériques sont en contradiction avec ce point [Angot et al., 1999]. De plus, l’obtention
de la convergence de la méthode n’est pas garantie [Bost, 2008].

1.3.5.2 Forçage discret

Les méthodes MFI en forçage continu sont relativement simples à mettre en œuvre et
les résultats qu’elles apportent à des nombres de Reynolds bas ou modérés sont pertinents.
Cependant, l’approximation de la masse de Dirac provoque une frontière diffuse qui nuit à la
modélisation fine des couches limites, zones d’origine de la perte de stabilité de l’écoulement
lors du passage d’un régime stationnaire vers un régime instationnaire ou lors de la transition
laminaire/turbulent. Les méthodes dont le terme de forçage est introduit après la discrétisation
spatiale permettent de mieux définir les frontières et donc de palier à ces problèmes.

La méthode Ghost-Cell La première étape de la méthode est d’identifier, grâce à la frontière,
les éléments solides qui ont au moins un voisin fluide. Ces éléments sont appelés les "éléments
fantômes" (voir la figure 1.9). De même, les nœuds dont au moins un nœud voisin est dans le
domaine fluide, sont identifiés et appelés "noeuds fantômes".

L’idée générale est d’établir une équation pertinente pour chaque nœud fantôme pour
satisfaire de façon implicite les conditions d’interface de non-glissement. Il faut donc imposer
u “ ub dans le solide et plus particulièrement sur sa frontière.

Fadlun et al. [Fadlun et al., 2000] sont les premiers à présenter cette technique. Ils uti-
lisent une discrétisation par différence finie centrée. Cette approximation est restée la princi-
pale méthode de discrétisation spatiale lors de l’utilisation de la méthode Ghost-Cell (MGC).
Les auteurs cités dans ce paragraphe utilisent tous cette technique.

Tseng et Ferziger [Tseng & Ferziger, 2003] présentent le cas le plus simple en 2D. Les
principales étapes de la méthode sont rappelées ici. Dans un premier temps, on introduit la va-
riable ϕ qui représente une inconnue nodale du problème (la méthode étant identique quelque
soit la variable de l’écoulement considérée, une inconnue muette est utilisée). La MGC consiste
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˝ ˝
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FIGURE 1.9 – L’isoligne zéro de la Level-Set (en vert) permet de distinguer les éléments so-
lides (en magenta) des éléments fluides (en blanc). Les cellules fantômes ont leur nœud central
représenté par un b.

à déterminer la valeur ϕ pour le nœud fantôme G (voir figure 1.9) qui permet de respecter une
vitesse relative nulle en O (voir figure 1.9), point où la condition d’interface doit être respectée.
Ce point O peut être le milieu de la cellule ou tel que ~GO soit normal à la frontière [Majumdar
et al., 2001]. Tseng et Ferziger proposent que la valeur ϕ soit obtenue par extrapolation en uti-
lisant les nœuds dans le voisinage de l’interface. L’approche la plus simple est de prendre les
nœuds fluides les plus proches (X1 et X2) afin de minimiser les instabilités numériques [Tseng
& Ferziger, 2003]. En 2D, une interpolation spatiale linéaire est un premier élément de réponse :

ϕ “ c0 ` c1x` c2y (1.45)

Les coefficients c0, c1 et c2 sont déterminés en fonction de la variable ϕ définie sur les trois
nœuds X1, X2 et O :

tCu “ rBs´1ϕ (1.46)

avec :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

CT “ tc0, c1, c2u : vecteur des coefficients inconnus
ϕT “ tϕ0, ϕ1, ϕ2u : valeur de la variable aux points O,X1etX2

“

B
‰

“

« 1 x|0 y|0
1 x|1 y|1
1 x|2 y|2

ff

: matrice d’interpolation de Vandermonde

Mais cette technique provoque des instabilités numériques lorsqu’un des points fluides
est trop proche de l’interface. Deux solutions ont alors été proposées. La première est de dépla-
cer localement l’interface afin qu’elle passe par le point G [Gibou et al., 2002]. La seconde [Ma-
jumdar et al., 2001] consiste à ne plus faire l’extrapolation entre les points X1, X2 et O pour
trouver la valeur de la variable en G, mais de faire l’interpolation entre les points X1, X2 et O
pour trouver la vitesse au point I , symétrique de G par rapport au point O (voir figure 1.9). De
la valeur interpolée de ϕI , on en déduit ϕG “ 2ϕO ´ ϕI .
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FIGURE 1.10 – Problème généré par la présence de points images multiples. D’après [Mittal
et al., 2008].

Cette interpolation, présentée dans le cas 2D, peut être étendue au cas 3D. De plus, on
peut utiliser des degrés d’interpolation plus élevés. Une autre alternative proposée par Ma-
jumdar et al. [Majumdar et al., 2001] consiste à obtenir la valeur de ϕI par une interpolation
différenciée selon les directions normale et tangente à la frontière. Ainsi, en 2D et selon l’équa-
tion (1.47), une interpolation linéaire selon les directions tangentes (coordonnée t) et une inter-
polation quadratique selon la direction normale (coordonnée n) sont utilisées. Cette approche
permet de ne pas négliger la physique des couches limites lorsque le nombre de Reynolds est
grand. Cependant, ne pas prendre en compte les couches limites est acceptable pour les écou-
lements laminaires [Iaccarino & Verzicco, 2003].

ϕ “ c0 ` c1n
2 ` c2nt` c3n` c4t (1.47)

Néanmoins, Mittal et al. ont mis en évidence que la recherche du point image pouvait
mener à des incohérences lorsque le point image n’est pas unique (figure 1.10) et ont proposé
un algorithme robuste pour résoudre ce genre de conflit [Mittal et al., 2008].

La démarche présentée permet d’imposer des conditions en vitesse de type Dirichlet. La
même approche permet d’imposer des conditions de type Neumann. Dans ce cas, il faut cher-
cher ϕ en X1 et X2 selon l’équation (1.45) mais la variable d’écoulement en O est [Hovnanian,
2012] :

Bϕ

Bn
px|O, y|Oq “ c1cospθ0q ` c2sinpθ0q (1.48)

L’équation (1.46), dont la matrice
“

B
‰

a été adaptée, permet de calculer les coefficients de l’in-
terpolation. Finalement, en associant les conditions de Dirichlet aux conditions de Neumann,
il est possible de mettre en place des conditions "mixtes" de type Robin.

La méthode Cut-Cell Les MFI proposées précédemment sont présentées dans l’ordre selon
lequel les méthodes minimisent la perte de volume. Cependant, cette fuite est due à l’altération
de l’incompressibilité du champ de vitesse lors de l’interpolation. Il faut donc changer de mé-
thode pour pouvoir garantir cette conservation stricte lorsque les conditions de l’écoulement
ne permettent plus de négliger cette perte. La méthode Cut-Cell en volumes finis permet de
satisfaire ce point [Ye et al., 1999].

Cette méthode introduite par Clarke et al. [Clarke et al., 1986] utilise une grille carté-
sienne. La description des variables de l’écoulement s’effectue au centre de la maille (grille
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FIGURE 1.11 – Exemple de remodelage des cellules coupées par la frontière selon la méthode
Cut-Cell (d’après [Ye et al., 1999]).

colocalisée) ou non (grille décalée ou grille MAC). La méthode Cut-Cell (ou méthode à grille
cartésienne) est décrite dans le cas d’une grille colocalisée bidimentionnelle selon la procédure
de Ye et al. [Ye et al., 1999].

Les mailles coupées par la frontière sont identifiées. Les intersections de l’interface et des
faces de l’élément sont identifiées. La frontière peut alors être vue comme une courbe continue
par morceaux constituée par un ou plusieurs segments de droite. L’étape suivante consiste à
remodeler les cellules coupées, il y a alors deux possibilités. Soit le centre de la cellule est dans
la partie fluide et la cellule est tronquée de sa partie solide. Soit le centre est dans le solide et,
dans ce cas, la partie fluide de la cellule est absorbée par une cellule fluide voisine. Il en résulte
que les cellules ont à présent des formes trapézoïdales.

Malgré la variabilité des dimensions et des orientations des faces du trapèze, il faut calcu-
ler les flux (masse, convection, diffusion et gradient de pression) au travers des mailles. Cette
étape est cruciale puisqu’elle ne doit pas faire chuter la précision globale de la méthode et
qu’elle concerne, en général, les zones de couches limites où prennent naissances les instabili-
tés de l’écoulement. Dans une partie purement fluide, les flux et le gradient de pression entre
les mailles se calculent à l’interface par une approximation linéaire. Ce n’est plus aussi simple
pour les faces du trapèze dont le centre ne coïncide pas avec le centre de la cellule (cas des flux
représentés par une flèche grisée sur la figure c et d de 1.11 ). La solution proposée est d’utiliser,
pour toute variable ϕ de l’écoulement, une interpolation polynomiale en prenant des points de
référence bien choisis : deux centres de mailles de chaque coté de l’interface sur laquelle le flux
est recherché (les points 3 et 4 en aval de frSW s et 1 et 2 en amont sur la figure 1.12(b)), et les
points de frontières (points 5 et 6 sur la fig. 1.12(b)).

Pour une interpolation quadratique, la variable d’écoulement ϕ est donnée par (1.49)
pour les six points utilisés et les valeurs sont stockées dans le vecteur ϕT “ tϕ1, ϕ2, . . . , ϕ6u.

ϕpx, yq “ c0 ` c1x` c2y ` c3xy ` c4x
2 ` c5y

2 (1.49)

Il faut alors résoudre le système (1.50) pour obtenir les valeurs des coefficients permettant de
calculer le flux fSW .

tCu “ rCs´1ϕ (1.50)
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FIGURE 1.12 – (a) recherche du flux fSW ; (b) points utilisés pour l’interpolation (d’après [Ye
et al., 1999]).

avec
“

C
‰
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Ye et al. [Ye et al., 1999] ont utilisé cette technique pour de nombreux types d’écoulement
(cylindre dans un écoulement infini ou confiné, réseau de cylindres disposés de façon aléatoire,
pâles de turbine en série). Udaykumar et al. [Udaykumar et al., 2001] propose une adaptation
de la méthode pour un solide en mouvement dans un écoulement.

Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter différentes méthodes pour la prise en compte de l’in-
teraction fluide structure. Le choix qui est fait pour la suite doit permettre de répondre aux
objectifs de modélisation : modélisation de structure (solide) mobile soumise à des sollicita-
tions de type VIV, étude des instabilités (stationnaire ou périodique) du fluide en interaction
avec un solide éventuellement déformable. Ces deux objectifs doivent être atteints en 2D ou en
3D par la méthode des éléments finis. Ces objectifs de modélisation sont couplés à des objectifs
sur les méthodes numériques : les calculs doivent utiliser la MAN et être économe en temps et
en place mémoire.

Le premier choix porte sur une grande classe de modélisation : grille fixe ou mobile. Si
la méthode ALE permet de simuler avec précision les interactions fluide structure, y compris
pour les structures se déplaçant, elle nécessite dans ce cas une étape de remaillage dont le coût
en terme de temps de calcul est important en 2D, et devient prépondérant en 3D. Au sein des
techniques à grille fixe, la méthode XFEM offre une modélisation précise des phénomènes que
l’on veut étudier. Cependant, les projections entre le maillage embarqué et le maillage de base
peuvent avoir un coût non-négligeable. De plus, si le solide se déforme, le maillage embarqué
doit être actualisé et des problématiques de remaillage ou d’adaptation du maillage peuvent
se poser. La méthode Cut-Cell semble être une gageure à coder en 3D et n’est donc pas rete-
nue pour cette étude. La méthode de pénalisation est réputée pour être simple à implémenter et
permet de modéliser des structures mobiles dans des écoulements tout en garantissant une pré-
cision globale d’ordre 2. Cependant, elle est également connue pour ne pas garantir la conser-
vation de la matière, surtout pour les écoulements à haut nombre de Reynolds. Nos simulations
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étant pour des nombres de Reynolds faibles à modérés, cette modélisation est acceptable. Une
discrétisation spatiale par éléments finis crée une distinction entre éléments fluides et solides.
Cette distinction naturellement ’binaire’ conduit à représenter l’interface fluide/solide par une
ligne discontinue (frontière en escalier). Pour améliorer cette représentation, la méthode Ghost-
cell va être ajoutée. Ainsi, la condition de non-glissement sera placée précisément à la frontière
sans dépendance à la position du maillage.

Les modélisations qui ont été retenues utilisent une information supplémentaire pour
connaître la position du/des solides. Cette information vient de la méthode de suivi ou de
capture de la frontière. La méthode de capture de frontière et plus particulièrement la méthode
de la Level-Set va être utilisée. Cependant, la technique des marqueurs lagrangiens est aussi
utilisée car elle présente l’avantage d’être facile d’emploi pour décrire la présence d’un solide
indéformable immobile ou en mouvement forcé. Ceci n’est plus le cas lorsqu’il faut suivre
l’obstacle en déplacement libre car la technique réclame alors des temps de calcul prohibitifs
[Tanguy et al., 2004].

Dans les prochains chapitres, des propositions pour associer toutes ces méthodes aux
méthodes d’analyse de bifurcation sont formulées.
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2
Méthodes numériques pour l’analyse de

bifurcation

Comme il a été évoqué dans l’introduction, de nombreux types de bifurcation existent.
Et parfois pour un même modèle, différentes instabilités apparaissent à différentes valeurs du
nombre de Reynolds. Il est donc important de pouvoir les détecter et les distinguer.

Une instabilité est physiquement observable grâce à la transition entre un régime stable
ou symétrique ou stationnaire ou laminaire qui devient, lors de l’augmentation du paramètre
de contrôle, respectivement instable, asymétrique, instationnaire ou turbulent. Cette observa-
tion ne montre que le passage d’un état à l’autre. La vision plus mathématique de l’instabilité
linéaire est l’apparition de valeur(s) propre(s) particulière(s) de la matrice Jacobienne de l’équa-
tion régissant le phénomène.

La distinction du type d’instabilité rencontrée est donnée par la typographie des va-
leurs propres (une seule valeur propre positive, un couple de valeurs propres purement imagi-
naires. . .).

Deux types de bifurcations sont étudiés dans cette thèse. Les bifurcations stationnaires
simples, et plus particulièrement celles entraînées par une perte de symétrie de l’écoulement.
Le second type de bifurcation étudiée est de type Hopf. Pour détecter ces instabilités, large-
ment étudiées, des techniques numériques spécifiques doivent être choisies. Il est à remarquer
cependant que quelque soit le type d’instabilité étudiée, les méthodes numériques utilisées ap-
partiennent toutes à deux familles de méthodes : directes ou indirectes. Les méthodes directes
consistent à résoudre un système d’équations non linéaires dont les solutions sont les points
de bifurcation. En général, la méthode utilisée est une méthode de Newton. Les méthodes di-
rectes permettent d’obtenir des valeurs exactes (à une qualité de résidu près) des paramètres
critiques de l’écoulement. En général, ce n’est pas le cas des méthodes dites indirectes, qui
permettent d’estimer ces paramètres critiques. Pour cette dernière famille de méthodes, citons
par exemple le suivi d’un indicateur (déterminant de la matrice tangente, plus petite valeur
réelle d’une valeur propre de la matrice Jacobienne, indicateur de bifurcation. . .). Grâce à ces
techniques, un encadrement des paramètres critiques est obtenu. Le calcul des valeurs exactes
nécessite souvent des temps de calculs importants.

Dans le cas de la bifurcation stationnaire, le diagramme de bifurcation s’appuie sur les
techniques de continuation de branches solutions [Cadou, 1997; Cochelin, 1994; Jawadi et al.,
2013], de détection de bifurcation [Cochelin & Medale, 2013], de calcul des branches tangentes
émanant du point de bifurcation [Medale & Cochelin, 2015; Vannucci et al., 1998]. Ces tech-
niques ont été utilisées avec succès dans la recherche de points de bifurcation stationnaire
d’écoulement en deux dimensions [Guevel et al., 2011] ou en trois dimensions [Guevel et al.,
2017; Medale & Cochelin, 2015]. Ces techniques sont à classer dans la famille des méthodes in-
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directes. Cependant, contrairement par exemple à des techniques telles que celles qui consistent
à détecter le changement de signe du déterminant de la matrice tangente, ces méthodes basées
sur les techniques de perturbation conduisent à des valeurs précises des paramètres critiques
de l’écoulement.

La détection numérique des instabilités de Hopf est habituellement réalisée de plusieurs
manière : par l’analyse des valeurs propres et suivi de celles-ci, par l’utilisation d’un indicateur
[Ben Saadi, 1995; Cadou, 1997], par la résolution d’un système non-linéaire prenant en compte
l’équation stationnaire, et les équations dynamiques complexes [Jackson, 1987], par analyse
de type Stuart-Landau des écoulements post-bifurqués [Schumm et al., 1994; Sohankar et al.,
1998], par une étude de la stabilité asymptotique au cours du temps (écoulement perturbé qui
tend vers un retour à sa stabilité ou non) [Agnaou et al., 2016], par la résolution du problème
instationnaire [Goodrich et al., 1990]. Ces techniques n’utilisent pas les mêmes outils pour dé-
terminer les paramètres critiques à la bifurcation. Dans la partie consacrée à l’analyse de bi-
furcations de Hopf, les deux grandes familles de méthodes utilisées seront décrites en détail.
On peut cependant remarquer que dans cette thèse, le calcul de points de bifurcation de Hopf
est réalisé en associant une méthode indirecte (un indicateur de bifurcation) et une méthode
directe (résolution d’un système d’équations non linéaires grâce à une méthode de Newton).
Nous qualifierons par la suite cette association comme méthode hybride.

2.1 Analyse de bifurcation stationnaire

L’analyse de bifurcation stationnaire est la recherche du paramètre de charge (nombre de
Reynolds) au-delà duquel l’écoulement perd par exemple sa symétrie. Pour ce faire, l’équation
de Navier-Stokes est résolue pour déterminer la branche solution stationnaire. Parallèlement,
des algorithmes de recherche de singularité sont utilisés pour déterminer leur apparition le
long de cette branche solution.

La première étape est donc de partir d’un point initial solution et de mettre en place une
méthode de continuation. Classiquement, une méthode de type prédicteur-correcteur (MPC)
est utilisée pour la résolution des équations stationnaires de Navier-Stokes [Dijkstra et al., 2014;
Seydel, 2009]. La prédiction est réalisée par le couplage d’un prédicteur dans la direction tan-
gente à la solution connue et la technique de type longueur d’arc (par exemple la méthode de
Riks [Riks, 1979]). Cette dernière permet une meilleure prédiction dans le cas de point limite
mais la longueur est choisie a priori, ce qui peut poser problème dans certains cas. Il faut par
exemple choisir une longueur suffisamment faible pour garantir la convergence de la méthode.
La solution obtenue grâce à la prédiction est corrigée par un méthode de type Newton. Par cal-
culs successifs, la solution va s’approcher de la solution du problème non-linéaire. L’association
de la prédiction correction permet d’obtenir une suite de points solutions.

Ensuite, à chaque pas de continuation il est possible de chercher les valeurs critiques
auxquelles apparaissent les phénomènes instables ou asymétriques. Pour cela, différentes tech-
niques peuvent être mises en place. Une recherche de la singularité en utilisant les proprié-
tés des valeurs propres à la bifurcation est une possibilité. Il est alors nécessaire de calculer
les valeurs propres de la matrice tangente associée au problème [Alleborn et al., 1997]. Une
autre méthode de recherche indirecte de la bifurcation est la méthode de l’indicateur. Celle-ci
a été utilisée à de nombreuses reprises et correspond en une recherche particulière de valeurs
propres [Cadou et al., 2012; Guevel et al., 2011].

Une autre technique, répondant à la définition de stabilité asymptotique, consiste à per-
turber le système dont le régime est établi pour une valeur du nombre de Reynolds. L’écou-
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lement va retrouver son équilibre sur la branche la plus stable pour ce nombre de Reynolds.
Si l’écoulement est modifié, la valeur critique du nombre de Reynolds est dépassée [Huang &
Hwang, 2010]. Cette technique nécessite une résolution temporelle pour chaque régime testé,
elle est donc très coûteuse en temps de calcul.

Les méthodes asymptotiques numériques sont une alternative aux méthodes de prédic-
tion-correction pour calculer les branches solutions et présentent l’avantage de déterminer les
solutions de manière continue[Cochelin, 1994]. Elles utilisent également une méthode de type
longueur d’arc mais sa longueur est calculée a posteriori, lui assurant une plus grande flexibilité
dans la taille des pas. Enfin cette méthode de continuation peut être aisément couplée au calcul
de l’indicateur de bifurcation. La continuité de l’indicateur et des solutions permet d’obtenir
une valeur précise du nombre de Reynolds à la bifurcation. Une autre technique proposée par
Cochelin et Médale [Cochelin & Medale, 2013] utilise les informations déjà calculées pour le
calcul de la continuation pour trouver la valeur critique, le type de bifurcation et les tangentes
aux branches post-bifurquées. Cette technique repose sur l’analyse du comportement de la
solution polynomiale au voisinage d’une bifurcation. En effet, le domaine de validité de cette
dernière est limité par le rayon de convergence qui est en quelque sorte la distance à la première
singularité du problème (point de bifurcation, point limite, ...). Ainsi lorsque la solution MAN
approche un point singulier, une accumulation de pas est constatée. Dans leur article [Cochelin
& Medale, 2013], les auteurs ont montré que la série originale était composée de deux séries :
une première représentant une solution "propre" (ne contenant pas de pollution relative à la
présence de la singularité) et une seconde qui pour une bifurcation stationnaire est une suite
géométrique. Les auteurs ont également montré que la raison de cette suite géométrique est
exactement l’inverse de la distance au point singulier. Une simple analyse des termes de la série
originale permet d’accéder aux paramètres critiques de l’écoulement (nombre de Reynolds,
champs de vitesses. . .). Cette technique peut être considérée comme une méthode indirecte au
sens où elle ne résout pas un problème non linéaire dont la solution est exactement la solution
à la singularité. Elle permet cependant d’obtenir des valeurs "exactes" des paramètres critiques.

2.2 Détection d’une bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf caractérise la transition entre une solution stationnaire stable et
une solution périodique en temps. D’un point de vue mathématique, cette instabilité se pro-
duit lorsque deux valeurs propres complexes conjuguées, de l’opérateur tangent du problème
étudié, traversent l’axe des imaginaires (figure 2.1).

Numériquement, la recherche d’une bifurcation de Hopf consiste en la recherche d’une
solution au problème dynamique de la forme U “ Us `

`

UR ` iUI
˘

.eiωt :

BU
Bt
“ GpU, λq (2.1)

où UR et UI désignent les parties réelle et imaginaire de l’inconnue et ω désigne la pulsation
de l’écoulement périodique.

Soit pUc, λcq un point stationnaire, solution de :

GpUc, λcq “ 0 (2.2)

Notons les n valeurs propres ζk de la Jacobienne du système (2.1) de la façon suivante :

ζkpλq “ αkpλq ` iβkpλq k P rr1, nss (2.3)
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αpλq

βpλq

ˆ

ˆ

ωc

´ωc

FIGURE 2.1 – Schéma de l’évolution des valeurs propres dans le plan complexe lors d’une bi-
furcation de Hopf.

S’il existe une valeur de λc telle que :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ζ1pλcq “ ζ̄2pλq “ iωc

αipλcq ă 0 i P rr3, nss

dα1pλcq

dλ
‰ 0

(2.4a)
(2.4b)

(2.4c)

Alors le point pUc, λcq est un point de bifurcation de Hopf. Il y a alors naissance d’un cycle
limite périodique en temps de pulsation ωc. Les grandeurs caractéristiques de l’écoulement
peuvent être définies sous la forme de nombres adimensionnels, nombre de Reynolds Rec et
nombre de Strouhal Stc, par les relations suivantes :

Re “
ρuxD

µ
(2.5)

St “
ωD

2πux
(2.6)

où ux désigne la composante horizontale de la vitesse au point considéré

Il est à noter que sur le diagramme figure 2 présentant une bifurcation de Hopf, et contrai-
rement au diagramme figure 3 présentant une bifurcation stationnaire, il n’y a pas coexistence
de plusieurs solutions stationnaires. Pour une valeur du nombre de Reynolds Re, il y a une
solution stationnaire pour Re ă Rec et une seule solution périodique en temps pour Re ą Rec.

2.2.1 Méthode directe

La recherche d’une bifurcation de Hopf par une méthode directe (en général, par un
algorithme de Newton ou une méthode de point fixe) consiste à résoudre le problème non-
linéaire suivant :

H
`

Us,UR,UI , ω, λs
˘

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

RpUs, λsq

BR

BU
.UR ` ωUI

BR

BU
.UI ´ ωUR

N
`

UR,UI
˘

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“ 0 (2.7)
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dans lequel Us et λs désignent, respectivement, le champ de vitesse/pression et le paramètre
de contrôle (équivalent au nombre de Reynolds) qui sont solutions des équations de Navier-
Stokes stationnaires. Comme le nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations,
deux conditions de normalisation sont ajoutées (notées symboliquement N

`

UR,UI
˘

dans les
équations (2.7)).

Le problème non-linéaire (2.7) est obtenu grâce à une méthode de perturbation (stabi-
lité linéaire). La solution du problème précédent est généralement obtenue par une méthode
itérative telle que celle de Newton dont la convergence dépend fortement des valeurs initiales.

De plus, le calcul par cette méthode peut être long. En effet, la taille du système à résoudre
est trois fois plus importante que celle du système stationnaire. Le temps demandé pour la fac-
torisation de l’opérateur tangent associé au problème (2.7) est égal à 27 fois le temps requis
pour la factorisation de l’opérateur associé au problème stationnaire (dans le cas d’une discré-
tisation spatiale des équations de Navier-Stokes ). Une amélioration du processus est obtenue
par [Jackson, 1987] qui propose d’effectuer la résolution du système linéaire obtenu par la mé-
thode de Newton en utilisant des étapes de substitution. Ceci conduit à la résolution de deux
systèmes linéaires, dont les tailles sont respectivement égale et double à celle du problème sta-
tionnaire. Les temps de factorisation de ces matrices étant moindres, le temps de calcul d’une
itération de la méthode de Newton est donc moins important que lorsque l’on résout numé-
riquement le problème défini par les équations (2.7). Malgré cette amélioration, les temps de
calcul pour déterminer précisément une bifurcation de Hopf restent importants et dépendent
fortement de la solution initiale.

2.2.2 Méthode indirecte

La méthode indirecte consiste à suivre, au moyen d’un indicateur (déterminant de la ma-
trice tangente, fonction scalaire additionnelle...), l’évolution des valeurs propres de l’opérateur
tangent le long de la branche solution stationnaire et d’identifier pour quel(s) nombre(s) de
Reynolds deux des valeurs propres traversent l’axe des imaginaires.

Cette technique, employée en général avec des systèmes discrets à grands nombres d’in-
connues (et, dans le cadre de la mécanique des fluides, avec des opérateurs non-symétriques),
génère des calculs potentiellement prohibitifs [Jackson, 1987] : il faut, pour chaque solution sta-
tionnaire, calculer les valeurs propres de l’opérateur tangent du système augmenté et vérifier
si un couple de ces valeurs propres a traversé l’axe des imaginaires.

Une méthode alternative et basée sur la MAN introduite progressivement par [Ben Saadi,
1995; Cadou, 1997; Tri, 1996], consiste à ajouter une fonction réelle scalaire au second membre
des équations de Navier-Stokes instationnaires. Rechercher une bifurcation de Hopf revient à
déterminer les paramètres de l’écoulement pour lesquels cette fonction s’annule. La fonction
scalaire étant une inconnue supplémentaire, une condition de normalisation est ajoutée afin
d’obtenir un problème bien posé.

Proposée dans sa forme initiale, cette méthode est identique au suivi des valeurs propres
en terme d’efforts de calculs : pour chaque solution stationnaire, il faut calculer l’évolution
d’un indicateur en fonction de la pulsation et s’assurer qu’il soit nul. Procéder à l’analyse de
bifurcation réclame donc de lancer un grand nombre de calculs (pour de nombreuses valeurs
du nombre de Reynolds) et d’identifier le nombre de Reynolds critique Rec correspondant à la
valeur d’indicateur la plus proche de zéro.

Une amélioration de ce procédé consiste à mieux exploiter les informations contenues
dans l’indicateur de bifurcation. Cette amélioration a conduit aux travaux [Brezillon et al., 2010;
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FIGURE 2.2 – Courbe de l’indicateur de bifurcation de Hopf pour plusieurs valeurs du nombre
de Reynolds.

Girault et al., 2012] et à l’élaboration de la méthode hybride. Cette dernière consiste à coupler
la méthode directe à la méthode de l’indicateur.

2.2.3 Méthode hybride

La méthode hybride propose de calculer un indicateur de bifurcation en fonction de la
pulsation ω pour une solution stationnaire Us obtenue à une valeur du nombre de ReynoldsRe
(voir figure 2.2). Ce calcul n’a que peu de chance d’être évalué à la valeur du Reynolds critique
Rec. La recherche des valeurs minimales de l’indicateur donne une pulsation ωi pouvant être
au voisinage de la pulsation critique. Les grandeurs de l’écoulement sont évaluées à la valeur
ωi de la pulsation. Ces champs, le paramètre de contrôle et la pulsation sont introduits ensuite
comme point initial pour résoudre le système (2.7) par une méthode itérative. A la convergence,
la vitesse Uc, les modes réel VR

c et imaginaire VI
c , le paramètre de contrôle λc et la pulsation ωc

sont obtenus.

Conclusion

Dans cette thèse consacrée à la résolution numérique d’un problème d’IFS, la méthode
numérique retenue pour déterminer précisèment les points de bifurcation de Hopf est la mé-
thode hybride (couplage indicateur de bifurcation et méthode directe). En effet, cette dernière
permet de déterminer de manière automatique (sans analyse de l’utilisateur) les valeurs cri-
tiques des nombres de Reynolds et de Strouhal.

Cette méthode est également choisie car les temps de calculs demandés sont plus faibles

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



2.2 Détection d’une bifurcation de Hopf 41

que les autres techniques.

Les étapes et les explications dans le cadre spécificique à l’IFS seront données à la sec-
tion 4.5.
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3
Résolution des équations de Navier-Stokes

instationnaires

L’analyse des bifurcations permet de connaître les points critiques pour lesquels les écou-
lements changent. Les écoulements post-critiques, dans le cas de la bifurcation stationnaire,
peuvent être simulés par suivi de branche en partant du point critique. En revanche, dans le cas
de bifurcation de Hopf, une technique différence est nécessaire pour suivre l’écoulement à des
régimes d’écoulement supérieur au nombre de Reynolds critique Rec. En effet, l’écoulement
devient périodique en temps, il est donc nécessaire de le prendre en compte dans la simula-
tion. Cette prise en compte a une conséquence sur le coût en temps de calcul. Ainsi une partie
de la recherche porte sur le matériel et les logiciels qui optimisent le temps de calcul par la
parallélisation des tâches sur plusieurs processeurs. Un autre axe de recherche est l’utilisation
de modèles réduits. Ainsi, la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) [Allery
et al., 2004] ou la Proper Generalized Decomposition (PGD) [Chinesta et al., 2011] permettent
de réaliser des simulations sur des modèles de taille réduite, tout en gardant les principales (au
sens de l’énergie) structures de l’écoulement.

Un autre point limitant est la stabilité du schéma numérique, stabilité d’autant plus dure
à assurer que les équations sont non-linéaires. Lors de la résolution des équations d’IFS, une
fois la discrétisation choisie, deux approches sont possibles. Ces deux approches sont largement
étudiées afin d’améliorer ces types de solveurs. Une approche directe propose de résoudre
au même instant t les équations solide et fluide en utilisant une formulation garantissant la
compatibilité à l’interface [Tezduyar et al., 2006]. Une seconde approche considère une résolu-
tion itérative du problème. Ainsi, des méthodes à pas de temps fixes alternant une résolution
fluide puis une résolution solide, avec éventuellement des sous-itérations pour améliorer la
convergence ont été testées [Farhat et al., 1997; Piperno, 1995]. Des techniques implicites avec
sous-itérations sont annoncées pour éviter certains problèmes d’instabilité numérique dû à de
l’amortissement numérique. Cette approche semble donner des résultats particulièrement bons
y compris pour les problèmes non-linéaires [Longatte et al., 2009; Sigrist & Abouri, 2006].

L’approche itérative a été privilégiée pour son implémentation plus facile dans un code
de calcul [Longatte et al., 2009]. De plus l’approche itérative implicite semble pouvoir être utili-
sée sur des pas de temps plus grand, au vu des conditions de stabilité [Longatte et al., 2009]. Gé-
néralement, la résolution se fait par une méthode de prédicteur-correcteur comme par exemple
une méthode de Newton [Azaïez et al., 2011]. D’autres études proposent d’utiliser des solveurs
d’ordre élevé basés sur l’utilisation d’une technique d’homotopie et de perturbation [Baguet
& Cochelin, 2011; Braikat et al., 2002; Jamal et al., 2002]. Cette méthode a été utilisée pour
résoudre les équations instationnaires de Navier-Stokes et une amélioration est proposée par
[Guevel, 2016]. Cette amélioration s’appuie sur un critère de pseudo-résidu pour éviter des
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calculs qui n’apportent que des informations redondantes lors de la méthode d’homotopie.

Conclusion

La résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires adaptées à la méthode des
frontières immergées est réalisée selon une approche itérative. Les équations de Navier-Stokes
sont intégrées temporellement selon un schéma implicite. Enfin la méthode de résolution choi-
sie utilise les méthodes s’appuyant sur la MAN, les méthode d’homotopie et de perturbation.
Les améliorations proposées par Guevel [Guevel, 2016] sont utilisées dans l’approche IFS. Les
détails de la technique permettant de construire la routine numérique de résolution sont don-
nés à la section 4.6 en adaptant les opérateurs à la MFI.
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4
Mise au point des algorithmes spécifiques

L’ensemble des techniques présentées jusqu’alors nous paraissent être les plus perti-
nentes pour résoudre les problèmes d’IFS que nous souhaitons aborder. Ces techniques n’ont, à
notre connaissance, pas été utilisées ensemble. La résolution du problème d’IFS nécessite donc
des aménagements de ces techniques numériques afin de mettre au point des algorithmes per-
formants. La logique des développements et des choix qui ont été faits dans ce travail sont
expliqués dans ce chapitre.

4.1 Prise en compte de l’IFS par une discrétisation spatiale par la mé-
thode des éléments finis test

4.1.1 Gestion de la frontière

Les maillages utilisés dans ce travail sont des maillages cartésiens, donc structurés (agen-
cement répétitif des cellules), homogènes (tous les éléments ont le même nombre d’arêtes) et
conformes (pas de sommet au milieu de l’arête d’un autre élément).

Dans ces maillages, rien ne distingue la partie solide de la partie fluide (figure 4.1(a)). La
distinction entre un élément solide ou fluide d’un maillage provient de la valeur de la fonction
Level-Set (LS)(nœud solide ayant un nœud voisin fluide) qui est définie comme une donnée
supplémentaire du maillage. La frontière est représentée par une ligne continue, affine par mor-
ceaux, joignant l’ensemble des marqueurs lagrangiens. (figure 4.1(b)). La valeur de la fonction
Level-Set est la distance la plus courte entre le nœud du maillage considéré et les marqueurs
de la frontière. Le signe affecté à cette distance est donné en fonction de la normale sortante de
la frontière.

La discrétisation de la frontière doit être suffisamment fine pour que les nœuds les plus
proches aient une valeur de LS tendant vers la distance de ce nœud à la frontière (figure sché-
matisant le maillage lorsque ce n’est pas le cas 4.2(a)).

Le nombre de marqueurs lagrangiens pour définir la frontière est très important. L’utili-
sation de la distance entre un nœud du maillage et un marqueur plutôt que la vraie distance
entre un nœud du maillage et une courbe introduit un défaut. Celui-ci peut être minimisé par
un pas ∆xf entre marqueurs au moins 13 fois plus petit que le pas ∆x du maillage. Cette condi-
tion permet de descendre sous les 4 % d’erreur relative 1 pour la représentation de la position
de la frontière dans l’élément (contre une erreur relative supérieure à 16 % pour ∆xf “

1
3∆x).

Si cette condition n’est pas respectée, la frontière entre les domaines fluide et solide est défor-

1. L’erreur est la différence entre la courbe réelle et la courbe discrétisée
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(a) (b)

FIGURE 4.1 – Exemple de maillage utilisé : (a) maillage de base ; (b) maillage de la frontière (pas
à l’échelle).
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FIGURE 4.2 – Mise en évidence du problème de la discrétisation de la frontière : (a) maillage
de la frontière trop grossier ; (b) maillage donnant les mêmes valeurs de LS pour une distance
entre le nœud et la vraie courbe frontière.
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mée (voir figure 4.3(a)). Par contre, la même simulation respectant le critère permet une bonne
description de l’interface (voir figure 4.3(c)). Pour tous les résultats de simulation, présentés
dans ce manuscrit, la condition ∆xf ď 13∆x est respectée.

Malgré le respect de la condition précédente, il est nécessaire d’avoir un maillage cohé-
rent avec la géométrie de la frontière. Ainsi, les changements de forme brusques de la frontière
ont besoin d’une plus grande finesse de maillage pour que la fonction LS puisse correctement
représenter la géométrie (voir l’exemple de la figure 4.4).

La valeur de la LS pour tous les nœuds du maillage de base est déterminée lors de l’ini-
tialisation du calcul. Le champ de la LS est construit à partir du maillage de la frontière dont
les nœuds sont vus comme des marqueurs lagrangiens. Il est à noter que pour les calculs sta-
tionnaires, la frontière est immobile et non déformée, la valeur de la LS aux nœuds n’est donc
pas modifiée.

Le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour réactualiser la position du solide
est calculé pour discriminer deux approches : la méthode par les marqueurs lagrangiens et celle
par la méthode Level-Set. Un maillage de 1 600 nœuds et une discrétisation de la frontière de
1 000 marqueurs lagrangiens sont considérés.

Pour un problème bidimensionnel, il y a deux inconnues nodales par nœud (les compo-
santes ux et uy de la vitesse fluide 2) et l’opérateur tangent est une matrice de dimension : p2 x
1 600q x p2 x 1 600q “ 3 2002.

Si l’utilisation des marqueurs lagrangiens est privilégiée, la nouvelle position des mar-
queurs est calculée (4 000 opérations élémentaires : calcul du déplacement ajouté à la position
actuelle selon les deux directions pour les 1 000 marqueurs) en fonction du temps t ainsi que de
la cinématique du solide. Il faut ensuite chercher pour chaque nœud le marqueur lagrangien
le plus proche (donc 1 600 x 1 000 calculs de distance 3 ) et faire le produit scalaire entre le vec-
teur de position relative du marqueur au nœud avec la normale sortante du solide définie au
marqueur (donc 1 600 produits scalaires 4) pour définir la nouvelle valeur de la LS sur tous les
nœuds. Cela conduit à un nombre d’opérations élémentaires égal à 9 608 800.

La seconde approche nécessite de créer artificiellement un vecteur ub qui représente un
champ uniforme de vitesse sur l’ensemble du domaine. Ce champ a pour composantes, pour un
nœud, les composantes vx et vy de la vitesse imposée au solide. Il faut ensuite résoudre l’équa-
tion (1.36) de convection de la Level-Set φ à la vitesse de convection ub. Ceci nécessite alors,
en supposant les opérateurs déjà assemblés, et en considérant toujours le cas 2D, 2

3x3 2003 opé-
rations pour la décomposition LU et 2 x 3 2002 opérations pour la descente-remontée [Ciarlet,
1982; Schatzman, 1991]. Le champ de la LS réactualisé est obtenu en 21 865 813 334 opérations
élémentaires au minimum.

La technique mixte des marqueurs lagrangiens pour recalculer à chaque étape le champ
de la LS est donc utilisée pour les calculs stationnaires et instationnaires. Ce champ d’informa-
tion nodale est utilisé dans les méthodes de la pénalisation et de la Ghost-Cell couplées à la
MEF.

2. La pression est condensée au niveau élémentaire lors de la discrétisation spatiale et disparaît du vecteur
inconnu.

3. Un calcul de distance comprend la racine carré de la somme du carré de deux soustraction
(d “

a

px2 ´ x1q2 ´ py2 ´ y1q2) soit 6 opérations.
4. Un produit scalaire comprend la somme des produits des coordonnées (a “ x2x1`y2y1) soit 3 opérations.
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 4.3 – Qualité de la frontière en fonction du nombre de marqueurs lagrangiens utilisé :
(a) ∆xf “

1
1,9∆x, frontière grossière au point de pénaliser des éléments qui ne devraient pas

l’être ; (b) ∆xf “
1

7,8∆x ; (c) ∆xf “
1
48∆x.
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(a) (b)

(c)

FIGURE 4.4 – Précision de la frontière en fonction du maillage : (a) maillage grossier (25x25) ;
(b) maillage intermédiaire (57x57) ; (c) maillage fin (117x117).

4.1.2 Méthodes de Pénalisation et Ghost-Cell adaptées aux éléments finis

4.1.2.1 Méthode de Pénalisation

Lors de l’implémentation de la méthode de pénalisation, une première version directe-
ment inspirée de la bibliographie basée sur la méthode de différences finies a été utilisée. Selon
cette méthode, une cellule est pénalisée entièrement en fonction de la position du nœud central
de l’élément [Tseng & Ferziger, 2003]. Ainsi, si le nœud central est dans le domaine fluide alors
la cellule n’est pas pénalisée (voir figure 4.5(b)). Dans le cas contraire, la cellule, dont le nœud
central est solide, est pénalisée (voir figure 4.5(c)). L’utilisation du signe de la fonction Level-Set
permet de réaliser facilement ce test.

L’équation de Navier-Stokes pénalisée fait intervenir la fonction indicatrice du solide χs
qui permet de distinguer les zones à pénaliser ou non. En fonction de la position, la zone est
solide ou fluide et n’a pas les mêmes propriétés. Cette vision, conforme à l’équation, ne prend
pas en compte les règles de la méthode des éléments finis. En effet, il n’est pas possible de
simuler le comportement d’un élément ne possédant pas les mêmes propriétés sur tous les
nœuds sauf par l’utilisation l’opérateur moyennant la discontinuité.

Habituellement dans les codes de calculs, un module de pénalisation moyennant les
contributions de chaque nœud est utilisé. La moyenne des valeurs de perméabilité nodales
est calculée pour déduire une valeur de perméabilité élémentaire. Cette approche pénalise en-
core fortement un élément dont un seul nœud est hors du domaine solide et ne résout que très
partiellement le problème de la discrétisation en escalier d’un solide courbe.

Une évolution testée pour cette thèse est de modifier le critère de pénalisation. Ainsi,
les éléments coupés peuvent ne plus être pénalisés (comportement fluide) mais la condition
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FIGURE 4.5 – Schéma de la pénalisation de l’élément en fonction de la frontière.

de non-glissement est assurée par la méthode Ghost-Cell. Afin de quantifier l’amélioration, il
faut pouvoir comparer les deux méthodes. Techniquement, lors de l’initialisation, les éléments
fluides sont affectés d’un identifiant de matériau correspondant au fluide, les éléments solides
sont affectés comme solide, selon le critère classique. Si le choix est fait d’utiliser la méthode
proposée, alors les éléments coupés par l’isovaleur zéro de la fonction Level-Set sont affectés
d’un identifiant de matériau 3 dont les caractéristiques matériaux sont identiques au matériau
fluide. Cette astuce permet d’identifier très rapidement tous les éléments finis qui nécessitent
un calcul particulier de l’opérateur élémentaire Lχs . L’utilisation de cette méthode est référen-
cée en utilisant le sigle "+" en fin de l’abréviation de la méthode.

4.1.2.2 Méthode Ghost-Cell

La méthode Ghost-Cell a été développée en différences finies, mais elle peut être im-
plémentée en éléments finis [Mittal & Iaccarino, 2005]. La méthode Ghost-Cell ainsi que les
modifications nécessaires à son utilisation avec la MEF sont maintenant présentées.

L’idée fondamentale de cette méthode consiste en l’imposition de la variable ϕ sur un
nœud solide proche de la frontière pour que la valeur de la variable sur la frontière respecte
strictement les conditions de couplage fluide-structure.

Dans le cas d’un solide de forme géométrique "complexe", la frontière ne passe pas né-
cessairement par un nœud. Il faut alors faire une extrapolation du champ de vitesse afin de
trouver la vitesse à imposer aux nœuds fantômes et ainsi forcer la condition de non-glissement
à l’interface.

Dans ce cas, l’algorithme de la méthode Ghost-Cell proposé par Tseng et al. [Tseng &
Ferziger, 2003] présente les étapes suivantes :

1. détection de l’interface et repérage de l’ensemble des cellules fantômes ;

2. extrapolation de la vitesse des nœuds fantômes ;

3. résolution des équations de Navier-Stokes .
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FIGURE 4.6 – (a) Zone fantôme : selon Tseng et al. avec les hachures de couleur rouge, dans
cette étude en bleu ; (b) les nœuds fantômes détectés selon les deux méthodes (zoom du coin
supérieur gauche).

Détection de l’interface et repérage de l’ensemble des cellules fantômes Cette étape consi-
ste à trouver les éléments "solides" (valeur de la LS négative au nœud central) suffisamment
proches de la frontière pour que leur élément voisin soit un élément "fluide" [Tseng & Ferziger,
2003]. Les éléments respectant ce critère (éléments en bleu dans la figure 4.6(a)) sont nommés
les éléments fantômes et leur numéro d’identification est enregistré dans une liste. Cette re-
cherche nécessite de savoir quel est l’élément voisin et de vérifier s’il est "solide" ou "fluide".
Ce type d’algorithme entraîne plusieurs boucles sur l’ensemble du domaine ce qui n’est pas
optimal pour le temps de calcul.

Une méthode alternative consiste à tester si la frontière coupe les éléments (valeur de
la LS d’au moins un nœud de signe opposé aux autres nœuds de l’élément) et ne conserver
dans une liste que les numéros d’identification des éléments coupés par la frontière (éléments
hachurés en rouge dans la figure 4.6(a)).

Ces listes nous permettent d’identifier les nœuds "fantômes" (NF)(nœud solide ayant
un nœud voisin fluide) proches de la frontière en classant (étape nommée "tri des noeuds de
l’élément k" dans l’algorithme 4.12) les valeurs de la fonction Level-Set des nœuds de l’élément
sélectionné et en prenant les n premiers nœuds (les 3 premiers pour le schéma 4.6(b)). Les listes
d’éléments sont différentes mais les NF ainsi trouvés sont identiques quelque soit la méthode
d’identification utilisée. Grâce à la méthode proposée, les NF sont obtenus en n’utilisant que
des informations locales pour chaque élément. On évite ainsi la recherche des éléments voisins.

Extrapolation spatiale de la vitesse des nœuds fantômes. Cette seconde étape consiste à
extrapoler les vitesses du fluide aux nœuds les plus proches du NF afin de définir la vitesse à
imposer au NF pour respecter la condition de Dirichlet u “ ub sur la frontière réelle. Il a été vu,
dans la partie 1.3.5.2, que certaines configurations produisent des instabilités et qu’il faut mettre
en place des techniques particulières pour les éviter. La méthode de [Tseng & Ferziger, 2003]
(schématisée sur la figure 4.7(a)) est retenue puisqu’elle conserve la forme de la géométrie. Il
faut donc, pour chaque NF, chercher le point O, point reconstruit, sur lequel la condition de
non-glissement est imposée et le point I , point où l’interpolation est effectuée.

Les valeurs de la variable ϕ aux points I (de coordonnées XI “ XG ` 2φG.n ) et O (de
coordonnées XO “ XG ` φG.n ) permettent de calculer la valeur ϕG “ 2ϕO ´ ϕI qu’il faut
appliquer au NF. Cette formule peut être vue comme une variation linéaire de ϕ [Majumdar
et al., 2001] ou comme une moyenne enO des grandeurs obtenues enG et I [Mittal et al., 2008].
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FIGURE 4.7 – Représentation des techniques proposées par Tseng et al. [Tseng & Ferziger, 2003]
(·-·-· : l’approximation linéaire de la frontière) : (a) utilisation du point I image du nœud fan-
tôme G ; (b) déplacement local de la frontière avec deux segments (····). Image d’après [Tseng
& Ferziger, 2003].
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FIGURE 4.8 – L’isoligne zéro de la Level-Set (en vert) permet de distinguer les éléments solides
(en bleu) des éléments fluides (en blanc). Les cellules fantômes ont un nœud central représenté
par b. Les nœuds représentés par � sont utilisés pour l’interpolation de la vitesse au point I .
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Pour une discrétisation spatiale 2D, une formule d’interpolation bilinéaire classique en
deux dimensions est utilisée :

ϕ “ c0xy ` c1x` c2y ` c3 (4.1)

Les coefficients c0, c1, c2 et c3 que l’on cherche, pour le cas général du nœud fantôme G1,
sont déterminés en fonction de la grandeur ϕ évaluée aux quatre nœuds N1, N2, N3 et N4 (voir
figure 4.8) et sont solutions du système suivant :

C “ rBs´1ϕ (4.2)

où CT “ tc1, c2, c3, c4u est le vecteur des coefficients inconnus, ϕT “ tϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4u est le vec-
teur des valeurs de la variable aux nœuds Nipi “ rr1, 4ssq et

“

B
‰

est la matrice de Vandermonde
telle que :

“

B
‰

“

»

—

—

–

x|1y|1 x|1 y|1 1
x|2y|2 x|2 y|2 1
x|3y|3 x|3 y|3 1
x|4y|4 x|4 y|4 1

fi

ffi

ffi

fl

avec x|i et y|i les coordonnées spatiales des nœuds considérés. Cette matrice, et son inverse,
sont valables quelle que soit la variable du NF considérée. Il est donc avantageux de n’inverser
“

B
‰

qu’une fois par NF.

Pour avoir les nœuds utiles à l’interpolation, il faut prendre les quatre nœuds fluides les
plus proches du point I d’interpolation. Notons que dans un certain nombre de cas la matrice
“

B
‰

n’est pas inversible. La raison dépend du degré d’interpolation choisi. Ainsi pour l’interpo-
lation bilinéaire, la matrice est numériquement non-inversible lorsque trois des quatre points
sont alignés ou lorsqu’une des coordonnées de deux points est nulle. Ces situations produisent
soit un déterminant nul, soit une matrice mal-conditionnée. Des solutions de substitution ont
donc été mises en place pour ces cas particuliers. Lorsque le point I est dans une zone proche
du nœud central, trois des quatre nœuds utiles sont alignés. Vu la forme de la zone dans lequel
le point I entraîne un problème (figure 4.9), il est plus simple de tester l’alignement des nœuds
que de mettre en place un ensemble de conditions évitant de prendre les nœuds. Si les nœuds
sont alignés, l’algorithme permet de sélectionner les nœuds qui forment les sommets du quart
de l’élément.

Une autre situation problématique est schématisée sur la figure 4.8. Si un des nœuds (ici
le nœudN4 autour du point image du NFG1) est trop proche de la frontière (ici : |φN4 | ă 10´8),
alors le nœud est considéré comme étant sur la frontière et par conséquent ϕN4 “ ϕO. De
même, si un nœud de l’interpolation est solide (φN4 ą 0 dans le cas du NF G2), alors le nœud
de l’interpolation est rejeté sur la frontière en prenant les variables ϕO pour l’interpolation.

Un autre avantage au couplage MGC et MEF est l’utilisation de la répartition des infor-
mations sur plusieurs nœuds. Cela entraîne plus de nœuds à traiter pour imposer la méthode
Ghost-Cell à chacun. Mais cela permet d’imposer la condition de non-glissement en davantage
de points le long de la frontière, et donc d’avoir une meilleure description de l’interface. Cette
caractéristique est illustrée sur la figure 4.10. Cependant, l’utilisation des NF par élément peut
entraîner deux calculs de la vitesse à imposer au NF, un calcul pour chaque élément auquel le
NF appartient. Ces calculs sont équivalents et conduisent au même résultat puisque le NF n’a
qu’une seule normale à la Level-Set et qu’il n’y a qu’un seul point image I . Mais il faut s’as-
surer que, dans la liste des conditions limites regroupant les nœuds et les vitesses a imposer,
le traitement du forçage n’est effectué qu’une seule fois par nœuds (en réalité une fois pour
chaque degré de liberté).
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FIGURE 4.9 – Lieu du point I pour lequel les nœuds de l’interpolation sont alignés.

‚

‚

‚

‚
‚

‚

‚

‚

‚x

x

x x

x

x

x

xx

(a)

‚

‚

‚

‚
‚
‚
‚
‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚

‚
‚
‚
‚
‚

‚

‚

‚x x
x
x
x x

x
x
x
x x x x x

x
x x

x
x

x
x x

x
x
x x

(b)

FIGURE 4.10 – Lieux d’imposition de la condition de non-glissement ‚ et leur NF x, selon la
méthode des différences finies (a) et selon la méthode des éléments finis (b).
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FIGURE 4.11 – Décalage due à la technique entre le pas sur lequel est calculé la vitesse de NF et
celui pour lequel les conditions sont imposées.

Bien que la forme de la frontière soit mieux dessinée, l’algorithme de résolution des équa-
tions de Navier-Stokes n’est pas modifié.

Résolution des équations de Navier-Stokes . La méthode de résolution des équations qui a
été choisie dans ce travail, la MAN, repose sur une seule étape de "prédiction" d’ordre élevé.
Il n’est donc pas possible d’utiliser les résultats de la prédiction pour calculer les vitesses à
imposer au NF lors de possibles corrections comme dans [Bergmann et al., 2014]. Les vitesses
imposées Uj

GpU
j
Iq (voir figure 4.11) sont utilisées comme un forçage des conditions limites clas-

siques pour le pas MAN suivant, dont l’interpolation en I donne une vitesse Uj`1
I . Ce décalage

n’est pas très élégant puisqu’il introduit une circulation (puisque Uj`1
O ‰ 0) le long de la fron-

tière. Cependant certains résultats semble montrer que cette approche est admissible.

En effet, lors des calculs stationnaires, la vitesse du solide est nulle donc les variables ϕO
le sont aussi. L’erreur portera principalement sur la vitesse imposée qui sera plus faible que la
vitesse nécessaire pour avoir une condition de non-glissement exacte.

Lors du suivi de branche des solutions, la taille des pas MAN diminue à l’approche d’une
bifurcation. Cette diminution de la taille du pas fait que la différence entre ce que l’on impose au
NF et ce que l’on devrait imposer est faible. De plus lorsque l’indicateur détecte une bifurcation,
l’algorithme calcule de nouveau cet indicateur en partant de la moitié du pas. Cela permet
d’augmenter la fiabilité des valeurs critiques que nous obtenons.

Lors des simulations instationnaires, le calcul des valeurs aux NF se fait à chaque début
de pas de temps en utilisant les vitesses du pas de temps précédent. Cette approximation est
couramment utilisée pour l’intégration temporelle des équations du mouvement en IFS (cou-
plage faible entre solveurs ’solide’ et ’fluide’).

La méthode Ghost-Cell présentée conduit à la résolution d’un système algébrique dont
les dimensions et la structure n’ont pas changé malgré la prise en compte de conditions supplé-
mentaires. Il est donc possible d’appliquer les méthodes basées sur la MAN (prédiction d’ordre
élevé, continuation, indicateur de bifurcation, analyse de série, ...) pour des problèmes IFS, les
opérateurs algébriques ayant la même structure avec ou sans les techniques d’IFS proposées.

4.1.2.3 Algorithme complet

L’algorithme dans lequel les méthodes de la Level-Set, de pénalisation et de Ghost-Cell
sont déployées est présenté en Algo 4.12.
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sigle méthodes employées
TB modèle utilisant des frontières classiques pour décrire le solide
LP Solide localisé par la méthode de la Level-Set et pénalisé dans l’équa-

tion de Navier-Stockes/Brinkman
LPG Ajout de la méthode Gost-Cell à la méthode LP

LPG+ Méthode LPG, mais les élément coupés par la frontière ne sont pas pé-
nalisés (cf. $4.1.2.1)

TABLE 4.1 – sigles décrivant les méthodes étudiées et leurs significations.

Dans le cas de l’analyse de bifurcation stationnaire, la recherche des points G,O, I , et
des nœuds de l’interpolation Ni et donc la matrice B et son inverse sont toujours identiques.
Il est donc possible de stocker toutes ces informations pour gagner du temps de calcul au pas
suivant. Cela se fait au détriment de la place mémoire disponible pour modéliser des maillages
plus fins et/ou des résolutions avec des séries ayant des ordres plus élevés. De plus la simplicité
des tâches en question n’entraîne aucune incidence sur le temps de calcul.

4.1.3 Synthèse des méthodes proposées

Plusieurs méthodes ont été présentées. La partie résultat présentera les capacités de ces
différentes méthodes. Afin de synthétiser l’écriture pour parler d’une méthode, des sigles vont
être utilisés. Ceux-ci sont donnés avec leur signification dans le tableau 4.1.

4.2 Analyse de bifurcation stationnaire

Les branches solutions stationnaires sont calculées par la MAN qui associe une tech-
nique de discrétisation spatiale et une méthode de perturbation. La MAN permet d’obtenir
une branche solution continue par morceaux, plutôt que point à point comme le fait une mé-
thode de type prédiction-correction.

4.2.1 Méthode de perturbation

L’équation stationnaire que l’on cherche à résoudre par la MAN est l’équation de Navier-
Stokes-Brinkman stationnaire pour un fluide newtonien incompressible et un solide pénalisé
respectant les conditions limites de type Dirichlet sur le contour extérieur du domaine et sur le
contour du solide au sein de l’écoulement. Le problème consiste à trouver U solution de :

$

&

%

LpUq `QpU,Uq ` LχspUq “ λF dans pΩq
u “ ud sur pΓdq
u “ ub sur pΓbq

(4.3)

où U désigne le vecteur mixte des inconnues vitesse et pression, λ est le paramètre de contrôle,
Lχs est l’opérateur linéaire dû à la pénalisation du solide, L est celui regroupant les opérateurs
linéaires de l’équation de Navier-Stokes , et Q est l’opérateur quadratique. Le paramètre λ peut
être identifié, dans le cas de la mécanique des fluides, comme étant le nombre de Reynolds
Re. La solution est cherchée comme une série entière tronquée à l’ordre N en fonction d’un
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Initialisation

Gestion de la LS

Recherche d’un élément
coupé par la frontière

Tri des noeuds élément k

Détermination du NF Gj
Nombre NNF de

NF demandé

Recherche de la
normale à la frontière

Recherche de
Ij et Oj

Recherche des noeuds
Ni fluides proches de Ij

Construction de B

Inversion de B

Construction de ϕ

Calcul de ϕI et ϕG

Mémorisation parmi
les conditions limites

Boucle sur les NF
de l’élement
j “ j ` 1

j “ NGN

?

éléments
coupés

non-traités
?

Tri des
conditions limites

Construction de Kt

en prenant en compte Lχs

Prise en compte des
conditions limites

Résolution

passage élement suivant
k “ k ` 1

NPmax atteint
?

stationnaire
?

boucle sur les
pas de résolution
NP “ NP ` 1

Boucle sur les
degrés de liberté

non

non

non

non

oui

FIGURE 4.12 – Algorithme de résolution associant les méthodes Level-Set, de pénalisation et de
Ghost-Cell à la MEF.
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paramètre de chemin a au voisinage d’un point U0 solution de l’équation :
#

Upaq “ U0 ` aU1 ` a
2U2 ` a

3U3 ` ¨ ¨ ¨ ` a
NUN

λpaq “ λ0 ` aλ1 ` a
2λ2 ` a

3λ3 ` ¨ ¨ ¨ ` a
NλN

(4.4a)

(4.4b)

En posant, X “
´ U
λ

¯

, l’inconnue du problème s’écrit :

Xpaq “ X0 `

N
ÿ

i“1

aiXi (4.5)

Afin d’avoir un problème bien posé, il faut également définir le paramètre de chemin a.
Bien que d’autres choix existent [Cochelin, 1994], le pilotage par longueur d’arc est ici retenu.
Il permet de passer les points limites sans traitement particulier. La définition du paramètre de
chemin est :

a “
1

s2
pxu´ u0, u1y ` pλ´ λ0qλ1q (4.6)

avec x‚, ‚y le produit scalaire et s2 est la longueur de la prédiction tangente. Pour ce travail de
thèse, la valeur de s est fixée telle que s2 “ 1.

Les inconnues définies à l’équation (4.5) sont injectées dans les équations (4.3) et (4.6). Par
identification des puissances de a, un ensemble de systèmes linéaires ayant le même opérateur
tangent L0

t est obtenu :

Ordre 1 :
"

L0
t pU1q “ λ1F

xu1, u1y ` λ
2
1 “ 1

(4.7)

Ordre k P rr1, N ss :

$

&

%

L0
t pUkq “ λkF´

k´1
ř

i“1
Q pUi,Uk´iq

xuk, u1y ` λkλ1 “ 0

(4.8)

où l’opérateur tangent L0
t est défini par :

L0
t p‚q “ Lp‚q `Q pU0, ‚q `Q p‚,U0q ` Lχsp‚q (4.9)

Le problème au 1er ordre correspond à la linéarisation du problème au point régulier X0.
Ainsi, la résolution d’un système à l’ordre k permet de calculer la valeur du second membre
du système à l’ordre k ` 1, et par résolution successive l’ensemble des termes de la série est
calculé.

4.2.2 Calcul du domaine de validité

La série calculée précédemment n’est valide que sur un certain domaine. Dans cette thèse,
une estimation amax du domaine de validité est donnée par [Cochelin, 1994] :

amax “

ˆ

η
}u1}

}uN}

˙

1

N ´ 1 (4.10)

où η est une tolérance utilisateur et } ‚ } désigne la norme euclidienne. Cette estimation se
fonde sur l’écart relatif entre deux solutions d’ordre de troncature consécutif pN ´ 1q et pNq.
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λ

U

‚

a ă 0
a ą 0‚

Uj
0

‚
Uj`1
pos

‚
Uj`1
neg

λj`1
neg λj0 λj`1

pos

FIGURE 4.13 – Schéma d’un morceau de branche approximé par la MAN dans son domaine de
validité r´amax; amaxs.

λ

U

‚

‚

Xj0
Xj1

Xjpamaxq

9X
j
pamaxq

FIGURE 4.14 – Schématisation des tangentes en début et fin de pas dans le cas d’un point limite.

Tous les termes de la série étant connus, l’évaluation de amax s’effectue pour un coût CPU
marginal. Cependant, cette estimation ne garantit pas à la solution de minimiser le résidu.

Les termes de série étant connus ainsi que le domaine de validité de la série, nous pou-
vons calculer, par la définition (4.5), la branche continue dans l’intervalle r´amax; amaxs (voir
figure 4.13).

Le point d’arrivée Xj`1 est un point régulier, solution de l’équation 4.3. Ce point peut
servir de nouveau point de départ pour l’évaluation d’un nouveau morceau de branche.

La tangente au point final est donnée par la dérivée de la série. Par exemple, la dérivée
de la série en fin de parcours positif de amax est déterminée par l’expression suivante :

9Xpamaxq “
dXpaq
da

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a“amax

“

N
ÿ

i“1

iai´1
maxXi (4.11)

Selon le signe de amax, deux directions d’avancement sont donc possibles. Le sens de
parcours du paramètre de chemin est choisi tel que le produit scalaire entre la tangente Xj`1

1 au

nouveau point de départ Xj`1
0 et la tangente en fin de pas 9X

j
pamaxq de la branche précédente

soit positif (voir figure 4.14).
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‚

‚
‚

‚
‚‚
‚‚‚

X0
0

X1
0 X2

0

X3
0 Xc

‚‚
‚‚‚‚‚‚‚

a1
max

FIGURE 4.15 – Schéma d’une partie de branche avant et après un point critique, mise en évi-
dence de l’accumulation de pas.

4.2.3 Méthode de continuation

Le morceau de branche solution évalué à partir de Xj0 et valide jusqu’en Xjp˘amaxq est
une solution régulière de l’équation. En considérant un sens de parcours positif (amax ą 0),
un nouveau point de départ Xj`1

0 est obtenu en évaluant, au pas de continuation j, la série en
amax :

Xj`1
0 “ Xjpamaxq “ Xj0 `

N
ÿ

i“1

aimaxXi (4.12)

La technique basée sur une seule prédiction d’ordre élevé et la définition retenue pour
évaluer le domaine de validité ne permettent pas de corriger l’éventuelle accumulation d’er-
reurs. Il peut être intéressant d’avoir recours à une méthode de correction, telle que l’algorithme
de Newton pour corriger la prédiction d’ordre élevé et obtenir ainsi une solution dont l’erreur
serait inférieure à la tolérance requise.

La technique décrite permet donc de calculer une branche solution depuis un point ré-
gulier que l’on prend comme point de départ de la branche. Le calcul continue et s’il croise une
bifurcation, les imprécisions numériques feront qu’une des branches post-bifurquées sera privi-
légiée. Afin de détecter cette bifurcation et déterminer l’ensemble des branches post-bifurquées,
il faut mettre en place un méthode numérique permettant de calculer avec précision ce point
singulier (bifurcation). Dans ce travail, nous proposons d’utiliser un indicateur de bifurcation.

4.3 Détection des points de bifurcation stationnaire simple

Dans ce travail de thèse seules les bifurcations stationnaires par brisure de symétrie sont
étudiées. Le cas général sera présenté pour ne pas perdre en généralité avant de mettre en
avant les simplifications dues à la symétrie. La bifurcation stationnaire arrive lorsqu’une valeur
propre réelle du système linéarisé autour d’un point fixe stable traverse l’axe des imaginaires
pour λ “ λc.

A l’approche d’une bifurcation, le domaine de validité de la série diminue : la valeur de
amax est de plus en plus petite. Il en résulte visuellement une accumulation de pas MAN au
voisinage du point critique comme sur la figure 4.15.

Cette accumulation de pas ne permet pas de définir précisément les paramètres critiques
(vitesse critique Uc et nombre de Reynolds λc ) de la bifurcation mais informe visuellement de
la probable proximité d’une singularité.

Dans le cadre de cette thèse, deux indicateurs basés sur la MAN sont retenus. Le premier
indicateur repose sur le concept d’analyse de stabilité et de réponse du système à une perturba-
tion. Le second indicateur tire profit des développements asymptotiques des inconnues à des
ordres élevés pour analyser les termes de série et détecter ainsi l’émergence d’une bifurcation.
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4.3.1 Indicateur de bifurcation

L’indicateur de bifurcation repose sur la perturbation du système étudié (analyse de sta-
bilité linéaire). Celle-ci se présente sous la forme d’un second membre µf où µ, un scalaire, est
l’indicateur de bifurcation et f est un vecteur aléatoire. Déterminer une bifurcation consiste à
déterminer les paramètres Uc et λc pour lesquels l’indicateur devient nul, soit µ “ 0. Ce type
d’indicateur a été utilisé avec succès pour des problèmes de mécanique du solide [Boutyour
et al., 2004; Vannucci et al., 1998]. Cette approche a été étendue à l’étude des écoulements sta-
tionnaires en mécanique des fluides [Cadou, 1997; Cadou et al., 2006; Guevel, 2016].

Soit
`

U, λ
˘

une solution régulière des équations de Navier-Stokes -Brinkman 4.3. La per-
turbation µf est introduite dans cette équation et l’incrément de réponse ∆U dû à cette pertur-
bation est recherché :

LpU`∆Uq `Q pU`∆U,U`∆Uq ` LχspU`∆Uq “ λF` µf (4.13)

En séparant les variables U et λ d’une part, et ∆U et µ d’autre part, et en ne considérant que les
réponses à la perturbation du 1er ordre, le système linéarisé "perturbé" s’écrit :

Ltp∆Uq “ µf (4.14)

où Ltp‚q “ Lp‚q `Q pU, ‚q `Q p‚,Uq ` Lχsp‚q désigne l’opérateur tangent.

Lorsque l’indicateur de bifurcation µ est nul, le problème à résoudre est un problème aux
valeurs propres dont la solution fondamentale pUc, λcq correspond à la bifurcation stationnaire.

Les inconnues ∆U et µ sont cherchées sous la forme de séries tronquées à l’ordre N :
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

∆Upaq “ ∆U0 `

N
ÿ

i“1

ai∆Ui

µpaq “ µ0 `

N
ÿ

i“1

aiµi

(4.15a)

(4.15b)

En introduisant les développements (4.15) dans l’équation (4.14), et par identification des
puissances de a, un ensemble de systèmes linéaires est obtenu :

Ordre 0 :
"

L0
t p∆U0q “ µ0f

u “ ud sur Γ
(4.16)

Ordre k P rr1, N ss :

$

&

%

L0
t p∆Ukq “ µkf´

k´1
ř

i“1
Q̃ pUi,∆Uk´iq

u “ ud sur Γ

(4.17)

avec Q̃ pa, bq “ Q pa, bq `Q pb, aq.

Pour que le problème soit bien posé, une équation supplémentaire est requise. Dans cette
étude, cette équation est donnée par l’égalité suivante [Cadou et al., 2012] :

}∆U} “ }∆Uinit
0 } (4.18)

dans laquelle ∆Uinit
0 désigne la solution obtenue pour une valeur initiale de l’indicateur choisie

habituellement égale à 1 (i.e. µinit0 “ 1). D’autres relations supplémentaires sont proposées
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λ

Uy

λ

µ

0

1

FIGURE 4.16 – En haut : schéma d’une bifurcation stationnaire simple ; En bas : évolution de
l’indicateur de bifurcation en fonction du paramètre λ (nombre de Reynolds) : en rouge : [Ca-
dou, 1997] ; en vert, indicateur classique.

[Cadou et al., 2012, 2006; Vannucci et al., 1998]. Cependant la relation (4.18), bien que non-
linéaire, permet d’éviter certaines instabilités numériques [Cadou, 1997].

Pour tous les autres pas de continuation, l’indicateur à l’ordre zéro s’écrit :

µ0 “

d

x∆Uinit
0 ,∆Uinit

0 y

x∆U0,∆U0y
(4.19)

La condition supplémentaire aux ordres de troncature supérieurs à zéro s’écrit :

k
ÿ

i“0

x∆Uk´i,∆Uky “ 0 (4.20)

L’expression (4.17) permet de décomposer l’inconnue, ∆Uk, sous la forme :

∆Uk “ µk∆U0 `∆U˚k (4.21)

où ∆U˚k est solution de l’équation :

L0
t p∆U˚kq “ ´

k
ÿ

i“1

Q̃ pUi,∆Uk´iq , k P rr1, N ss (4.22)

En reprenant la condition (4.18), les termes d’ordre k de la série de l’indicateur sont :

µk “ ´
2x∆U˚k,∆U0y `

řk´1
i“1 x∆Uk´i,∆Uiy

2x∆Uinit
0 ,∆U0y

, k P rr1, N ss (4.23)

Il est donc possible de calculer l’indicateur de bifurcation lors d’un pas MAN, car celui-ci
est continu le long de ce pas. En prenant la valeur de l’indicateur en fin de pas MAN et en
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l’utilisant comme valeur initiale µ0 du pas suivant, il est possible de calculer l’indicateur de
bifurcation pour n’importe quelle valeur du paramètre λ. Cette fonction continue par morceau
permet d’obtenir la valeur critique λc pour laquelle l’indicateur est nul (voir figure 4.16). Le
calcul de cet indicateur ne demande pas beaucoup de temps de calculs par rapport à la déter-
mination de la solution stationnaire de l’équation de Navier-Stokes par la MAN (voir section
4.2). En effet, l’opérateur tangent utilisé pour calculer les termes de série de l’indicateur (équa-
tions (4.16) et (4.17)) est le même que celui utilisé pour déterminer la solution stationnaire des
équations de Navier-Stokes (équations (4.7) et (4.8)). Seuls les seconds membres sont différents
entre ces deux systèmes linéaires. Numériquement, cela implique qu’une seule triangulation
de matrice tangente par pas MAN est nécessaire. En conclusion, le calcul de l’indicateur de
bifurcation demandera "k" (l’ordre de troncature des approximations polynomiales) résolu-
tions supplémentaires de système linéaire par rapport au calcul de la solution stationnaire.
Numériquement, le calcul de l’indicateur ne nécessite que k opérations de descente/remontée
et aucune factorisation supplémentaire.

4.3.2 Analyse des termes de série et détection d’une progression géométrique

L’indicateur de bifurcation est un moyen simple et peu coûteux en temps de calculs pour
déterminer précisément les bifurcations stationnaires. Il existe cependant une technique alter-
native encore plus efficace. Ainsi, l’analyse des termes d’une série issus d’une méthode de
perturbation apporte des informations sur le type de singularité rencontrée ainsi que sur sa
proximité par rapport au point initial X0. Ces propriétés mathématiques sur l’analyse des sé-
ries ont été utilisées par Cochelin et Médale [Cochelin & Medale, 2013] pour la recherche des
bifurcations stationnaires simples. Dans leur étude, ces auteurs ont montré que la série est "pol-
luée" par des termes qui émanent d’une suite géométrique dont la raison est liée à la distance
à la singularité. Les auteurs montrent de plus que la multiplicité m de la progression géomé-
trique a une valeur qui dépend du type de singularité. En particulier, les auteurs ont montré
que m “ ´1 pour une bifurcation stationnaire simple. Depuis, la technique a été utilisée avec
succès à de nombreuses reprises [Guevel, 2016; Jawadi et al., 2013; Medale & Cochelin, 2015].

4.3.2.1 Série géométrique

La série obtenue par (4.7) et (4.8), à l’approche d’une bifurcation stationnaire, peut être dé-
composée en deux séries : une série optimale tX̂iuoptimale et une série géométrique tXiugéometrique :

tXiu “ tX̂iuoptimale ` tXiugéometrique pour i “ rr1, N ss (4.24)

Dans leur étude [Cochelin & Medale, 2013], les auteurs montrent que la série issue d’un

calcul MAN peut être réécrite en utilisant la raison
1

α
de la série géométrique et le facteur

d’échelle aNXN :

Xpaq “ X0 ` apX̂1 ` α
N´1XN q ` a2pX̂2 ` α

N´2XN q ` ¨ ¨ ¨ ` aNXN

“ X0 ` aX̂1 ` a
2X̂2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

N´1X̂N´1 `

„

a

α
`

´ a

α

¯2
` ¨ ¨ ¨ `

´ a

α

¯N


αNXN

Les termes de la série optimale sont regroupés et la somme des termes entre crochets est
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réécrite :

Xpaq “ X0 `

N´1
ÿ

i“1

aiX̂i `

»

–

a

α

1´
a

α

fi

flαNXN (4.25)

Cette écriture met en évidence la singularité de la solution en a “ α. Le paramètre α est
l’inverse de la raison de la progression géométrique. Il correspond à la distance séparant la sin-
gularité de la solution initiale X0. Plus le morceau de branche en cours Xpaq est proche du point
de singularité, plus le dernier terme de l’eq. (4.25) est dominant. La série est alors parasitée par
ce terme ce qui réduit drastiquement son domaine de validité, et conduit ainsi à l’accumulation
des pas de continuation MAN au voisinage de la singularité (comme illustrée sur la figure 4.15).
Ce dernier terme permet de définir la présence d’une suite géométrique dans la série calculée
initialement. La série optimale, débarrassée de l’influence de la série géométrique, possède un
domaine de validité plus grand que la série initiale. Dans la suite, nous montrons comment
détecter la progression géométrique et, lorsqu’elle existe, comment la retirer pour conserver la
série optimale et profiter des propriétés évoquées. Cette méthode présente donc trois intérêts :
détecter la singularité (grâce à la raison de la suite géométrique), "nettoyer" la série initiale
en ne conservant pour le calcul de la solution stationnaire que la série optimale et ainsi éviter
les accumulations de pas au voisinage de la bifurcation (diminuant ainsi les temps de calculs),
mais également déterminer plus facilement les vecteurs du sous-espace associé à la bifurcation.

4.3.2.2 Détection de la progression géométrique

A l’approche d’une bifurcation, une série géométrique vient "parasiter" la série calculée
par la MAN. En prenant une série évaluée suffisamment près de la bifurcation, l’importance
de la suite géométrique sur la suite optimale est de plus en plus forte. Si l’ordre de troncature
est suffisamment élevé pour que la suite géométrique apparaisse, N “ 30 selon [Cochelin &
Medale, 2013], les quatre derniers termes XN´3,XN´2,XN´1 et XN répondent aux deux critères
suivants :

N´2
ÿ

p“N´3

˜

|αp|
1

N´p

|αN´1|
´ 1

¸2

ă εgpa , avec αp “
xXp,XNy
xXN ,XNy

(4.26)

N´1
ÿ

p“N´3

˜

}XKp }
}Xp}

¸

ă εgpc , avec XKp “ Xp ´ αpXN (4.27)

avec εgpa et εgpc des tolérances choisies par l’utilisateur. Dans ce travail, celles-ci ont été choisies
respectivement égales à 10´6 et 10´3. Le premier critère peut s’apparenter à un test de propor-
tionnalité entre les différents ordres, puisque la suite géométrique qui va apparaître principa-
lement pour les derniers termes uniformise les normes de ces derniers. Le second critère peut
être vu comme un test de colinéarité, si la suite existe pour les derniers termes, ils doivent être
colinéaires entre eux.

Si les critères (4.26) et (4.27) sont respectés, alors un point de bifurcation simple de type
fourche est détecté à une distance αc “ αN´1 du point X0 de la série. Cette distance peut être
supérieure ou inférieure au domaine de validité de la série, il faut donc utiliser la série optimale
pour déterminer la solution stationnaire des équations de Navier-Stokes .
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Re

Uy

FIGURE 4.17 – Schéma d’une bifurcation stationnaire simple en bleu ; schéma d’une bifurcation
stationnaire simple perturbée.

4.3.2.3 Construction de la série optimale

En utilisant la raison géométrique 1
αc

et le facteur d’échelle αNc XN , il est possible de cal-
culer les termes de la série optimale tels que :

X̂i “ Xi ´ αN´ic XN , pour i P rr1, N ´ 1ss (4.28)

La solution nettoyée (4.28) n’est plus dépendante du défaut dû à la bifurcation. Le pa-
ramètre critique λc et la solution Uc à la bifurcation stationnaire sont calculés en prenant la
distance à la singularité comme paramètre de chemin dans la série nettoyée :

Xc “ Xpa “ αcq “ X0 `

N´1
ÿ

i“1

αicX̂i (4.29)

4.4 Suivi des solutions post-bifurquées

Une fois la solution à la bifurcation obtenue, il peut être intéressant de calculer les solu-
tions post-bifurquées. En théorie, l’opérateur tangent évalué au point de bifurcation est singu-
lier. Dans la pratique, l’imprécision numérique fait que la solution ne passe jamais exactement
par le point critique (illustration d’un bifurcation stationnaire simple perturbé à la figure 4.16)
et la matrice tangente n’est donc pas singulière. L’opérateur tangent étant inversible, une solu-
tion aux problèmes (4.7) et (4.8) est obtenue, celle-ci pouvant être imprécise (imprécision due
par exemple au mauvais conditionnement de la matrice ou encore aux paramètres du calcul).
La branche ainsi suivie est une des trois branches post-critiques, sans que l’on sache à l’avance
laquelle est suivie. En modifiant certains paramètres numériques (finesse de la discrétisation
spatiale, ordre de troncature N et précision η de la MAN) il est possible de reconstruire l’en-
semble du diagramme de bifurcation. Cette technique est longue, non-exhaustive et certains
calculs peuvent être redondants.

Une alternative plus précise existe. Celle-ci se base sur la théorie de la bifurcation et
l’analyse de stabilité [Seydel, 2009].

Le calcul des branches post-bifurquées nécessite de déterminer les vecteurs associés au
sous-espace spécifique de l’opérateur tangent évalué au point singulier [Seydel, 2009]. Ceux-ci
permettent de calculer les tangentes des deux branches de l’instabilité hydrodynamique par
une réduction de Lyapunov-Schmidt [Guevel et al., 2011].
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En disposant de la solution et du paramètre critique à la bifurcation grâce aux tech-
niques présentées précédemment, il est possible de les utiliser comme point initial pour une
méthode de perturbation, comme proposé initialement dans [Azrar et al., 1993] et adapté dans
le contexte de la mécanique du fluide par [Guevel, 2016; Guevel et al., 2011]. Les points princi-
paux de la méthode sont rappelés dans les paragraphes suivants.

4.4.1 Sous-espace de la matrice singulière

Pour les équations de Navier-Stokes , la matrice associée à l’opérateur tangent Lct évalué
au point de bifurcation Xc n’est pas symétrique. Par conséquent, le noyau de cet opérateur et
celui de son adjoint (noté Lct

˚) sont différents. Ces noyaux sont de dimension 1 dans le cas
de bifurcation simple. Dans le cadre de cette étude, l’adjoint est le transposé de l’opérateur
tangent, puisque les coefficients de l’opérateur tangent sont tous réels. Si on note Φ le mode
droit de bifurcation et Ψ le mode gauche de bifurcation, alors on peut poser les définitions
suivantes :

KerpLctq “ tΦu , Φ P Ω , xΦ,Φy “ 1 (4.30)

KerpLct
˚
q “ KerpLct

T
q “ tΨu , Ψ P Ω , xΨ,Φy “ 1 (4.31)

On définit également la solution particulière W, le vecteur unique tel que :

LctpWq “ F , W P Ω , xW,Φy “ 0 (4.32)

Puisque la solution particulière est telle que LctpWq “ F, alors F appartient à l’image de
l’opérateur tangent. Sa projection sur le sous-espace complémentaire orthogonal du noyau de
l’opérateur, c’est-à-dire sur le mode gauche Ψ, est nulle :

xΨ,Fy “ 0 (4.33)

En fonction des techniques utilisées, les besoins et les informations déjà connus ne sont
pas les mêmes. Ainsi [Vannucci et al., 1998] et [Guevel et al., 2011], le mode de bifurcation est
obtenu directement grâce à l’indicateur de bifurcation. De plus, dans [Vannucci et al., 1998], la
solution au point singulier est dérivée pour obtenir la solution particulière W, le mode gauche
n’est pas utilisé puisque le problème considéré est symétrique. Par contre, dans [Guevel et al.,
2011], l’écriture d’un système augmenté (opérateur régulier) est nécessaire pour calculer la so-
lution particulière W et le mode gauche Ψ. Une autre technique proposée par [Medale & Co-
chelin, 2015] permet le calcul du mode gauche Ψ par la méthode de la puissance itérée inverse.

4.4.1.1 Obtention des modes de bifurcation et de la solution particulière

Pour le calcul des branches post-bifurquées émanant du point critique, les vecteurs des
sous-espaces de l’opérateur tangent sont nécessaires. L’approche proposée par [Guevel et al.,
2011] est présentée ci-dessous. Le mode droit de bifurcation est obtenu par l’utilisation du
dernier terme de la série MAN au point de bifurcation donné par les critères (4.26) et (4.27) de
la progression géométrique. Le mode droit de bifurcation est donc :

Φ “ ∆Upacq (4.34)
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La définition (4.31) du mode gauche n’est pas utilisable directement. La définition algé-
brique du noyau permet de réécrire la définition sous cette autre forme :

Lct
T
pΨq “ 0 , Ψ P Ω , xΨ,Φy “ 1 (4.35)

Cette nouvelle forme permet de voir une similitude dans l’équation du mode gauche et
celle de la solution particulière. L’opérateur tangent évalué au point critique est singulier. Une
solution consiste à construire un système augmenté en ajoutant une condition [Azrar et al.,
1993; Vannucci et al., 1998]. Une seule condition est suffisante puisque le rang du noyau est
un. Pour la solution particulière, la solution appartient au sous-espace complémentaire ortho-
gonal du noyau de l’opérateur (xW,Φy “ 0). Pour le mode gauche, la condition porte sur la
normalisation de celui-ci vis-à-vis du mode droit de bifurcation.

La solution particulière est obtenue en résolvant numériquement le système augmenté
suivant :

„

Lct Φ

ΦT 0

ˆ

W
κ

˙

“

ˆ

F
0

˙

(4.36)

De la même façon, le mode gauche est obtenu par la résolution du système suivant :
„

Lct
T Φ

ΦT 0

ˆ

Ψ
κ

˙

“

ˆ

0
1

˙

(4.37)

Dans ces deux systèmes algébriques, κ est un multiplicateur de Lagrange. Une fois ces
systèmes résolus, les vecteurs Φ,Ψ,W nécessaires à la construction des branches post-bifur-
quées sont connus.

4.4.2 Détermination des branches post-bifurquées

Pour une bifurcation stationnaire simple, deux branches se croisent au point de bifur-
cation [Brezzi et al., 1982]. Ces deux branches solutions tXb1i u et tXb2i u sont cherchées sous la
forme d’une représentation polynomiale avec le point critique comme point initial :

Xbii paq “ Xc `
N
ÿ

j“1

ajXbij , pour i “ 1, 2 (4.38)

En injectant l’équation précédente dans l’équation (4.3), et en identifiant suivant les puissances
du paramètre de chemin a, les termes de la série sont calculés grâce aux systèmes linéaires
suivants :

Ordre 1 :

#

LctpU
bi
1 q “ λbi1 F

xubi1 , u
bi
1 y ` λ

bi
1

2
“ 1

(4.39)

Ordre k P rr2, N ss :

#

LctpU
bi
k q “ λbik F´

řk´1
j“1 Q

´

Ubi
j ,U

bi
k´j

¯

xubik , u
bi
1 y ` λ

bi
k λ

bi
1 “ 0

(4.40)

Cependant, l’opérateur tangent évalué au point critique est singulier et la solution n’est
plus unique. La technique de réduction de Lyapunov-Schmidt permet de déterminer les diffé-
rentes solutions émanant de ce point singulier. En s’appuyant sur les travaux de [Guevel et al.,
2011], nous présentons les principales étapes de cette réduction faisant appel aux vecteurs Φ,Ψ
et W. Déjà utilisée dans une étude antérieure [Guevel et al., 2011], les principales étapes de la
réduction de Lyapunov-Schmidt sont rappelées.
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4.4.3 Équation algébrique de bifurcation

Dans le cas d’une bifurcation stationnaire simple, la réduction de Lyapunov-Schmidt per-
met de décomposer chacune des tangentes dans le sous-espace vectoriel engendré par le noyau
de l’opérateur tangent Φ et son complémentaire orthogonal W. Les tangentes Xbi1 sont donc des
combinaisons linéaires du mode de bifurcation Φ et de la solution particulière W. Ainsi, à
l’ordre 1 de la série, la réduction permet d’écrire :

Ubi
1 “ λbi1 W` ηbi1 Φ (4.41)

avec λbi1 et ηbi1 deux réels à déterminer. Le calcul de ces paramètres se fait en projetant le
deuxième ordre de la série (eq. (4.40)) sur le mode gauche de bifurcation Ψ. Pour rappel, ce
deuxième ordre est solution du problème linéaire :

LctpU
bi
2 q “ λ2F´Q

´

Ubi
1 ,U

bi
1

¯

(4.42)

En utilisant la propriété (4.33), la projection conduit à l’équation suivante :

xΨ,Q
´

Ubi
1 ,U

bi
1

¯

y “ 0 (4.43)

La décomposition (4.41) est insérée dans l’eq. (4.43), les paramètres inconnus sont alors solution
de l’équation de bifurcation algébrique :

ab

´

λbi1

¯2
` bbλ

bi
1 η

bi
1 ` cb

´

ηbi1

¯2
“ 0 (4.44)

avec les coefficients définis par :

$

’

&

’

%

ab “ xΨ,Q pW,Wqy
bb “ xΨ,Q pΦ,Wq `Q pW,Φqy

cb “ xΨ,Q pΦ,Φqy

(4.45a)
(4.45b)
(4.45c)

La recherche de la solution de cette équation (4.44) passe par le calcul du discriminant
∆ “ b2b ´ 4 ab cb. Si ce discriminant est positif, la singularité est une bifurcation stationnaire
simple.

Dans le cas général, si ηbi1 ‰ 0 et ab ‰ 0 la résolution de cette équation du second ordre
conduit à la solution suivante :

tbi “
λbi1
ηbi1

“
´bb ` p´1qi

b

b2b ´ 4abcb

2ab
(4.46)

En prenant en compte l’équation (4.39) et la condition (4.32), le paramètre ηbi1 est donné par :

ηbi1 “
1

b

tbi
2
xW,Wy ` xΦ,Φy ` tbi2

(4.47)

D’où, l’expression de λbi1 :
λbi1 “ ηbi1 .t

bi (4.48)
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4.4.4 Développement d’ordre supérieur des solutions post-bifurquées

Pour les deux tangentes calculées précédemment, il faut calculer les termes d’ordre su-
périeur. Le terme de série Ubi

k est également décomposé selon une réduction de Lyapunov-
Schmidt sous la forme :

Ubi
k “ λbik W` ηbik Φ`Vbi

k (4.49)

Le terme Vbi
k est dans le complémentaire orthogonal du noyau de l’opérateur tangent singulier.

Il est obtenu en injectant l’expression (4.49) dans l’équation (4.40) ce qui conduit au système
suivant :

$

&

%

LctpV
bi
k q “ ´

k´1
ř

j“1
Q
´

Ubi
j ,U

bi
k´j

¯

xVbi
k ,Φy “ 0

(4.50)

Ce système est identique au système (4.36). D’un point de vue numérique, il semble judicieux
de profiter de la matrice déjà factorisée lors du calcul de la solution particulière W.

L’ensemble des vecteurs de la réduction de Lyapunov-Schmidt étant connu, il faut injec-
ter l’équation (4.49) dans la première équation de (4.40) et projeter sur le mode gauche Ψ. La
deuxième partie de (4.40) permet d’évaluer λbik et ηbik avec le système suivant :

„

xΨ, Q̃
`

W,Ubi
1

˘

y xΨ, Q̃
`

Φ,Ubi
1

˘

y

xW,Ubi
1 y ` λ

bi
k xΦ,Ubi

1 y

ˆ

λbik
ηbik

˙

“

ˆ

´gk
xVbi

k ,U
bi
1 y

˙

(4.51)

en utilisant la définition de gk suivante :
$

’

&

’

%

g2 “ xΨ, Q̃
`

Vbi
2 ,U

bi
1

˘

y

gk “ xΨ, Q̃
`

Vbi
k ,U

bi
1

˘

y `
k´1
ř

j“2
xΨ,Q

´

Ubi
j ,U

bi
k´j`1

¯

y pour k ą 2
(4.52)

Lorsque les coefficients sont obtenus, il est possible de calculer le terme de la série Ubi
k

en utilisant l’équation (4.49). Lorsque l’ensemble des termes est connu, le domaine de validité
doit être calculé de la même façon que pour le suivi de branche classique. Les deux branches
solutions tXb1i u et tXb2i u sont évaluées en leurs amax et´amax respectifs. Les solutions de l’écou-
lement en ces quatre points sont mémorisées. Elles peuvent servir de point solution régulier
pour une méthode de continuation pour suivre la branche désirée par l’utilisateur.

4.4.4.1 Remarque

En fin de pas, après la construction des branches dont les opérateurs sont évalués au
point critique, si les test (4.26) et (4.27) est réalisé, il est possible que le critère détecte une bifur-
cation. Si la raison de la progression géométrique est négative, c’est l’influence de la bifurcation
obtenue précédemment (la bifurcation est en amont du pas de continuation actuel) qui se fait
encore sentir. Cette influence est due, comme à l’approche, par l’apparition d’une suite géomé-
trique dans les termes de série. Il est alors possible de ne conserver que les termes de la série
optimale pour augmenter le domaine de validité et ainsi avoir un premier morceau de branche
post-bifurquée plus long. Un "nettoyage" post-bifurcation de la série est alors réalisé.

4.4.5 Cas particulier de la bifurcation stationnaire simple avec brisure de symétrie

Les résultats présentés jusqu’ici sont valables pour les bifurcations stationnaires simples.
Un cas particulier simplifie certains calculs dans le cas d’une bifurcation stationnaire simple
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Re

Ux

‚
Uc Xbs1

Xba1

FIGURE 4.18 – Schéma d’une bifurcation fourche stationnaire, et des tangentes associées au
point de bifurcation.

pour un écoulement dont la géométrie et les conditions limites sont symétriques. Ce type
de problème est caractérisé par la formule Gp´u, λq “ ´Gpu, λq, G définissant l’équation de
Navier-Stokes stationnaire (2.2). La bifurcation susceptible d’intervenir sur ces écoulements est
spécifique, on parle de bifurcation par brisure de symétrie ou de bifurcation fourche. Dans ce
cas, la bifurcation présente un comportement particulier : l’une des deux branches d’une bifur-
cation est symétrique tandis que l’autre est antisymétrique. L’analyse numérique de bifurcation
profite de ces caractéristiques qui simplifient le calcul des branches solutions post-bifurcation.
Les domaines de calcul et les conditions aux limites adoptées dans cette thèse font que les
bifurcations étudiées relèvent de cette spécificité.

4.4.5.1 Termes d’ordre 1

Si les coefficients ab et cb définis à l’équation (4.45) s’annulent alors la bifurcation est
une bifurcation fourche. Dans ce cas, les tangentes sont orthogonales entre elles [Seydel, 2009;
Werner & Spence, 1984]. Par conséquent, les tangentes à la branche antisymétrique Xba1 et à la
branche symétrique Xbs1 sont colinéaires respectivement à la solution particulière W et au mode
de bifurcation Φ (voir figure 4.18).

De plus, lors d’une brisure de symétrie, le noyau de l’opérateur tangent évalué au point
critique est singulier et antisymétrique [Brezzi et al., 1982]. Le mode de bifurcation Φ est alors
exactement la tangente de la branche antisymétrique.

En utilisant la réduction de Lyapunov-Schmidt (4.41), les propriétés des vecteurs des
sous-espaces (4.32) et (4.31) et le système au premier ordre (4.39), les deux tangentes peuvent
être obtenues.

La tangente de la branche antisymétrique, notée Xba1 , est donnée par :

Xba1 “

"

Uba
1

λba1

*

“

"

Φ
0

*

(4.53)

La tangente de la branche symétrique, notée Xbs1 , est donnée par :

Xbs1 “
"

Ubs
1

λbs1

*

“

"

λbs1 W
λbs1

*

(4.54)

avec λbs1 “
1

a

xW,Wy ` 1
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‚
Uc

‚

Ubsp´absmaxq
‚

Ubspabsmaxq

‚

Ubap´abamaxq

‚

Ubapabamaxq

‚ ‚‚

‚

‚

FIGURE 4.19 – Schéma d’une bifurcation fourche stationnaire simple avec les quatre points
réguliers solutions du problème.

4.4.5.2 Termes d’ordre supérieur

Le système (4.51) peut être simplifié du fait de l’orthogonalité des tangentes. Pour la
branche symétrique, en utilisant en premier lieu la tangente symétrique, les coefficients λbik et
ηbik impliqués dans la réduction de Lyapunov-Schmidt se calculent par les formules simplifiées
suivantes :

λbsk “ ´
xVbs

k ,Wy
xW,Wy ` 1

(4.55a)

ηbsk “ ´
gbsk
bb

(4.55b)

avec la formule de gk donnée par l’équation (4.52).

Pour la branche antisymétrique, l’utilisation de la tangente Xba1 conduit aux expressions
suivantes :

λbak “ ´
gbak
bb

(4.56a)

ηbsk “ 0 (4.56b)

Le coefficient nul pour la branche symétrique simplifie la formule (4.49) qui devient :

Uba
k “ λbak W`Vba

k (4.57)

Les séries tXbai u et tXbsi u sont alors entièrement calculées. Il est donc possible de la même
façon que pour le cas général d’évaluer le domaine de validité des séries et d’évaluer les solu-
tions en respectivement˘abamax et˘absmax. Ces quatre points constituent des solutions régulières
qui pourront servir de point d’initialisation d’une méthode de continuation comme schématisé
sur la figure 4.19.

4.5 Analyse de bifurcation de Hopf

4.5.1 Définition et construction de l’indicateur de bifurcation

La recherche du point de bifurcation de Hopf est à l’intersection de la partie stationnaire
et de la partie périodique en temps. La solution au point critique répond à l’équation station-
naire (4.58) et à l’équation instationnaire (1.21) :

$

&

%

LpUsq `QpUs,Usq ` LχspU
sq “ λsF dans pΩq
u “ ud sur pΓdq
u “ ub sur pΓbq

(4.58)
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$

&

%

M 9U` LpUq `QpU,Uq ` LχspUq “ λFd dans pΩq x r0;T s
u “ ud sur pΓdq x r0;T s
u “ ub sur pΓbq x r0;T s

(4.59)

où le couple pUs, λsq est solution du problème stationnaire. La solution est recherchée comme
une perturbation ∆V à une solution stationnaire Us (U “ Us`∆V). L’équation (4.59) peut donc
se réécrire en ne conservant que le premier ordre en ∆V de la façon suivante :

$

&

%

M 9∆V ` Lst p∆Vq “ 0 dans pΩq
∆V “ 0 sur pΓdq
∆V “ 0 sur pΓbq

(4.60)

avec Lst défini à l’équation (4.9).

La recherche d’une bifurcation de Hopf consiste en la recherche d’un couple pλc, ωcq, de
la solution stationnaire Us et du mode ∆V solutions des équations (4.58) et (4.60).

Pour la résolution, la perturbation ∆V est cherchée sous la forme d’une fonction pério-
dique en temps, définie par :

∆Vptq “ ∆V.eiωt (4.61)

avec ω la pulsation de l’écoulement périodique, et i le nombre complexe tel que i2 “ ´1. Le
mode ∆V est également complexe.

L’introduction de (4.61) dans l’équation (4.60) conduit au système suivant :

"

iωM∆V` Lst p∆Vq “ 0

∆V “ 0 sur Γ

(4.62a)
(4.62b)

Le mode complexe peut être séparé en sa partie réelle et sa partie imaginaire, autrement
dit ∆V “ ∆VR ` i ∆VI . La perturbation en vitesse de l’écoulement stationnaire introduit
une perturbation en force que l’on va noter µf. Dans ce second membre de l’équation (4.63), le
scalaire µ désigne l’intensité d’un vecteur force aléatoire f. Ce scalaire µ est notre indicateur de
bifurcation de Hopf.

L’indicateur de bifurcation µf est introduit en tant que second membre dans l’équation
(4.63),où µ est un scalaire et f est un vecteur aléatoire non nul. L’indicateur a la propriété d’être
toujours positif et nul à la singularité [Ben Saadi, 1995; Cadou, 1997; Tri, 1996].

Le système complexe à résoudre se présente sous le forme suivante :
$

’

&

’

%

„

KtpUsq ´ωM
ωM KtpUsq

ˆ

∆VR

∆VI

˙

“

ˆ

µf
0

˙

∆V “ 0 sur Γ

(4.63a)

(4.63b)

Le système précédent permet de mettre en évidence que l’indicateur est bien nul à la
bifurcation. En effet, le système précédent est équivalent à un problème aux valeurs propres
lorsque le scalaire µ est nul. Trouver une bifurcation de Hopf consiste donc à déterminer les va-
leurs de la solution stationnaire Us et de la pulsation ω pour lesquelles l’indicateur est nul. Dans
ce cas, la solution pUs, ω,∆VR,∆VIq satisfait exactement un problème aux valeurs propres. On
note que la taille de ce système est deux fois supérieure à celle du système défini pour le pro-
blème stationnaire (4.58). En passant par la méthode des éléments finis, l’opérateur tangent Lt
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(resp. M) prend sa forme discrète Kt (resp. M). La matrice de l’équation (4.63a) sous forme
discrète sera notée LtpUs, ωq.

Pour être précis, l’indicateur µ est fonction de deux paramètres µpλ, ωq. La mise en place
numérique d’un indicateur µ et d’un mode ∆V développés en séries entières de deux para-
mètres (λ et ω) est très lourde. Dans la suite, seul un développement selon la pulsation ω est
réalisé [Cadou, 1997].

Numériquement, cela signifie que l’indicateur est calculé pour un nombre de Reynolds
fixé. Pour cette valeur de Reynolds, on détermine l’évolution de l’indicateur en fonction de la
pulsation ω. Comme il y a peu de chances d’obtenir une valeur nulle de l’indicateur pour cette
valeur de Reynolds choisie, la détermination d’une bifurcation de Hopf à l’aide de l’indica-
teur de bifurcation nécessite plusieurs calculs d’indicateurs réalisés pour plusieurs valeurs du
nombre de Reynolds.

Cette précision apportée, et pour simplifier l’écriture, l’indicateur de bifurcation µpλ, ωq
est noté simplement µ.

Les inconnues pµ,∆Vq sont cherchées comme des expansions polynomiales à l’ordre p de
la pulsation ω à partir de la solution connue pµ0,∆V0q :

#

∆Vpωq “ ∆V0 ` ω∆V1 ` ¨ ¨ ¨ ` ω
p∆Vp

µpωq “ µ0 ` ωµ1 ` ¨ ¨ ¨ ` ω
pµp

(4.64a)
(4.64b)

En identifiant selon les puissances du paramètre ω, la séquence de systèmes linéaires
suivant peut être définis :

Ordre 0 :

$

’

’

&

’

’

%

KtpUsq.∆V0 “ f
µ0 “ 1
∆V0 “ 0 sur pΓdq
∆V0 “ 0 sur pΓbq

(4.65)

Ordre 1 :

$

’

’

&

’

’

%

KtpUsq.∆V1 ` iM.∆V0 “ µ1f
x∆V1,∆V0y “ 0
∆V1 “ 0 sur pΓdq
∆V1 “ 0 sur pΓbq

(4.66)

Ordre k P rr2, pss :

$

’

’

&

’

’

%

KtpUsq.∆Vk ` iM.∆Vk´1 “ µkf
2x∆Vk,∆V0y `

řk´1
r“0x∆Vk´r,∆Vry “ 0

∆Vk “ 0 sur pΓdq
∆Vk “ 0 sur pΓbq

(4.67)

Pour chaque ordre, le vecteur complexe peut être calculé, ainsi à l’ordre zéro on écrit :

Ordre 0 :

$

’

’

&

’

’

%

∆V0 “ rKtpUsqs
´1 .f

µ0 “ 1
∆V0 “ 0 sur pΓdq
∆V0 “ 0 sur pΓbq

(4.68)

Comme le vecteur f est choisi réel, alors le vecteur ∆V0 l’est aussi. Cela permet d’obtenir plu-
sieurs propriétés intéressantes sur l’indicateur et sur le vecteur ∆V, avec la distinction des
ordres paire et impaire. De plus pour, le premier calcul, la solution initiale pµ0,∆V0q est in-
connue (seule est connue la valeur de la pulsation initiale, généralement choisie égale à zéro).
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Il faut donc pour résoudre le premier problème, fixer la valeur initiale de l’indicateur, soit µ0.
Dans ce travail, on a choisi arbitrairement de prendre µ0 “ 1.

Le problème linéaire à l’ordre 1 s’écrit :

Ordre 1 :

$

’

’

&

’

’

%

∆V1 “ ´i rKtpUsqs
´1 M.∆V0

µ1 “ 0
∆V1 “ 0 sur pΓdq
∆V1 “ 0 sur pΓbq

(4.69)

A l’ordre 1, le vecteur ∆V1 est entièrement imaginaire.

Ordre 2 :

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

∆V2 “ µ2∆V0 `∆V˚2

µ2 “
´x∆V1,∆V1y ´ 2x∆V˚2 ,∆V0y

2x∆V0,∆V0y

∆V2 “ 0 sur pΓdq
∆V2 “ 0 sur pΓbq

avec ∆V˚2 “ rKtpUsqs
´1M.∆V1

(4.70)

A l’ordre 2, le vecteur ∆V2 est entièrement réel.

Le calcul peut être généralisé pour les ordres supérieurs, selon qu’ils sont paires ou im-
paires :

Ordre k paire P rr2, pss :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆Vk “ µk∆V0 ` rKtpUsqs
´1 M.∆Vk´1

µk “
´2x∆V˚k,∆V0y ´

řk´1
r“1x∆Vk´r,∆Vry

2x∆V0,∆V0y

∆Vk “ 0 sur pΓdq
∆Vk “ 0 sur pΓbq

(4.71)

Ordre k impaire P rr2, pss :

$

’

’

&

’

’

%

∆Vk “ i rKtpUsqs
´1M.∆Vk´1

µk “ 0
∆Vk “ 0 sur pΓdq
∆Vk “ 0 sur pΓbq

(4.72)

En introduisant les termes calculés selon (4.69-4.72) dans le développement en série (4.64a)
et (4.64b), les inconnues p∆V, µq peuvent s’écrire (pour un ordre de troncature p paire) :

$

’

&

’

%

∆V “

ˆ

∆V0

0

˙

` ω

ˆ

0
i∆V˚1

˙

` ¨ ¨ ¨ ` ωp´1

ˆ

0
i∆V˚p´1

˙

` ωp
ˆ

∆Vp

0

˙

µ “ µ0 ` ω
2µ2 ` ω

4µ4 ` ¨ ¨ ¨ ` ω
pµp

(4.73a)

(4.73b)

La série étant calculée, son domaine de validité doit être déterminé à l’aide d’un critère
identique à celui utilisé lors du calcul de la solution stationnaire par la MAN.

4.5.2 Méthode de continuation sur l’indicateur

Le domaine de validité des séries (4.73) est déterminé comme précédemment et estimé
par la pulsation ωmax :

ωmax “

ˆ

ε
}∆V1}

}∆Vp}

˙

1

p´ 1 (4.74)
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Les séries ∆V et µ étant évaluées en ωmax, un nouveau point-solution pω0,∆V0, µ0q est
obtenu et sert de point de départ pour un nouveau pas de continuation :

pω0,∆V0, µ0q Ñ
`

ωmax,∆Vpωmaxq, µpωmaxq
˘

(4.75)

Toutefois, une attention particulière doit être apportée à la nouvelle définition de µ0 pour
que la nouvelle branche solution coïncide avec la fin de la précédente. Un changement de va-
riable permet de définir la pulsation ω comme un incrément de pulsation ω̂ depuis une pulsa-
tion initiale ω0 :

ω “ ω0 ` ω̂ (4.76)

En prenant l’incrément ω̂ comme nouveau paramètre de perturbation, les inconnues
pµ,∆Vq peuvent être trouvées, grâce à une expansion polynomiale, par les systèmes suivants :

Ordre 0 :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

µ0 “

d

x∆Vi
0,∆Vi

0y

x∆V˚0 ,∆V˚0y
∆V0 “ µ0∆V˚0

avec ∆V˚0 “ L´1
t pU

s, ω0q.f

(4.77)

avec ∆Vi
0 la solution initiale au premier pas de la méthode, solution de l’équation (4.68). La

forme des différents systèmes semble proche des systèmes de (4.68) à (4.71) surtout en ce qui
concerne le calcul de ∆V˚k . Mais lors du premier pas, les formes complexes sont découplées,
d’où l’utilisation de KtpUsq qui permet d’avoir une matrice de la taille du système initial. Alors
que lors des pas suivants, le couplage des formes nécessite l’utilisation de la matrice LtpUs, ω0q

dont la taille est deux fois celle du problème initial.

Ordre 1 :

$

’

’

&

’

’

%

µ1 “ ´
x∆V˚1 ,∆V0y

x∆V˚0 ,∆V0y

∆V1 “ µ1∆V˚0 `∆V˚1
avec ∆V˚1 “ iL´1

t pU
s, ω0q.M.∆V0

(4.78)

Ordre k P rr2, pss :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆Vk “ µk∆V0 `∆V˚k

µk “
´2x∆V˚k,∆V0y ´

řk´1
r“1x∆Vk´r,∆Vry

2x∆V˚0 ,∆V0y

∆Vk “ µk∆V˚0 `∆V˚k
avec ∆V˚k “ iL´1

t pU
s, ω0q.M.∆Vk´1

(4.79)

Pour un pas de continuation, une seule inversion de matrice est nécessaire. La résolution
de systèmes algébriques fait appel soit aux méthodes itératives (algorithme CG, PCS, GMRES,
. . .) soit aux méthodes directes (LU, Cholesky, . . .). Dans la littérature, il est indiqué que les
méthodes itératives sont mieux adaptées pour la résolution de systèmes à grand nombre d’in-
connues. Cependant, dans le cadre de la thèse où les méthodes font appel à la MAN, le même
opérateur tangent est utilisé pour calculer tous les termes de la série : le recours à un solveur
direct semble donc plus pertinent (une seule triangulation de matrice pour le calcul de tous les
ordres). Ceci est d’ailleurs confirmé par [Cadou et al., 2006].

4.5.3 Exploitation de l’indicateur de bifurcation

Comme nous l’avons vu, un indicateur doit être calculé pour chaque valeur du nombre
de Reynolds, sans connaître a priori la valeur critique de ce paramètre. Il est fort peu probable
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de mener un calcul pour lequel l’indicateur soit strictement égal à zéro pour une valeur de la
pulsation. Au mieux, il est possible d’avoir une estimation des paramètres critiques en sélec-
tionnant, parmi les indicateurs calculés pour différentes valeurs du nombre de Reynolds, la
solution qui conduit à la valeur de l’indicateur la plus proche de zéro. De plus, le calcul de
l’indicateur est coûteux en temps de calculs, chaque pas de continuation demandant la factori-
sation d’un nouvel opérateur tangent. La stratégie adoptée consiste donc à exploiter au mieux
les informations contenues dans un indicateur et de déterminer les valeurs de la pulsation pour
lesquelles l’indicateur est minimum.

L’indicateur étant défini comme une série polynomiale, ses dérivées successives par rap-
port à la pulsation sont facilement calculées :

dµ

dω̂
“ µ1 ` 2ω̂µ2 ` ¨ ¨ ¨ ` pω̂

p´1µp (4.80)

d2µ

dω̂2
“ 2µ2 ` 6ω̂µ3 ` ¨ ¨ ¨ ` ppp´ 1qω̂p´2µp (4.81)

La recherche des minimums locaux de l’indicateur µ consiste à déterminer les valeurs ωi
pour lesquelles la dérivée première est nulle et la dérivée seconde est positive. En pratique, un
algorithme de Bairstow est utilisé pour déterminer les racines du polynôme (4.80). Ainsi, pour
chaque valeur ωi trouvée, le 5-uplet ΛT

i “
`

Us,VR,VI , λ, ω
˘

i
est évalué et pris comme valeur

initiale pour la seconde étape de résolution, présentée ci-dessous.

4.5.4 Itération de Newton

L’algorithme de Newton est un algorithme itératif très performant si la solution initiale
est dans le voisinage de la solution à obtenir. Ainsi, chaque 5-uplet Λi identifié précédemment
constitue un point probable depuis lequel une itération de Newton peut converger vers la so-
lution du problème.

Pour l’itération de Newton, les inconnues sont exprimées sous forme incrémentale :

Λ “ Λi `∆Λ (4.82)

où ∆Λ désigne l’incrément du vecteur des inconnues.

Comme il a été souligné, les indicateurs sont calculés pour des nombres de Reynolds
fixés, il est donc probable que le nombre de Reynolds critique soit différent des nombres aux-
quels les indicateurs ont été calculés (cf. figure 4.20 ). Il faut donc que l’algorithme de Newton
corrige également le nombre de Reynolds à travers le paramètre de charge λ et la solution
stationnaire Us.

La décomposition (4.82) est introduite dans (4.58) et (4.62), le problème à résoudre est :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Litp∆Uiq ´∆λ “ Rs

Litp∆VRq `Q
`

VR
i ,∆Us

˘

`Q
`

∆Us,VR
i

˘

´ ωiM∆VI ´∆ωMVI
i “ RR

Litp∆VIq `Q
`

VI
i ,∆Us

˘

`Q
`

∆Us,VI
i

˘

` ωiM∆VR `∆ωMVR
i “ RI

∆VR “ 0 sur pΓdq Y pΓbq
∆VI “ 0 sur pΓdq Y pΓbq

(4.83)

où Lit est l’opérateur tangent évalué en Ui, et Rs, RR et RI sont, respectivement, le résidu
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FIGURE 4.20 – Représentation des indicateurs de bifurcation de Hopf en fonction du nombre
de Reynolds et de la pulsation.

statique, et le résidu "dynamique" réel et le résidu "dynamique" imaginaire :

Rs “ ´LitpU
s
i q ´Q pUs

i ,U
s
i q ´ λsF

RR “ ´LitpV
R
i q ´Q

`

VR
i ,U

s
i

˘

´Q
`

Us
i ,V

R
i

˘

` ωiMVI
i

RI “ ´LitpV
I
i q ´Q

`

VI
i ,U

s
i

˘

´Q
`

Us
i ,V

I
i

˘

´ ωiMVR
i

(4.84)

Afin de bien poser le problème, des conditions de normalisation sont ajoutées :
#

xl,VRy “ 0

xl,VIy “ 0

(4.85a)

(4.85b)

avec l un vecteur constant choisi arbitrairement. Ces normalisations facilitent la mise en œuvre
de la méthode mais peuvent mener à des point limites [Brezillon et al., 2010; Jepson, 1981;
Poliashenko & Aidun, 1995]. Les itérations de Newton permettent d’obtenir, à une tolérance
près, les valeurs de Λc à la bifurcation (cf. figure 4.21 ).

L’algorithme de Newton s’arrête si le critère sur le vecteur résidu suivant est respecté :

}GpΛq} ă ε (4.86)

où } ‚ } désigne la norme euclidienne.

A la fin de l’itération de Newton, une fois que la convergence de tous les 5-uplet Λi
sélectionnés a été testée, un nouvel indicateur est calculé pour un autre nombre de Reynolds.
Ce nouveau calcul fournit de nouvelles valeurs initiales à l’algorithme de Newton. Dans la
référence [Brezillon et al., 2010], les auteurs ont montré que les solutions initiales Λi obtenues
pour différentes valeurs de nombre de Reynolds permettaient à l’algorithme de Newton de
converger vers la solution associée à la bifurcation de Hopf même si l’indicateur est calculé
pour un nombre de Reynolds "relativement" loin de la valeur critiqueRec . Ainsi, cette méthode
de résolution s’affranchit de devoir calculer des solutions à des nombre de Reynolds très proche
de la valeur critique Rec et permet d’identifier, à moindre coût, pour un calcul d’indicateur
plusieurs solutions initiales qui convergent vers la bifurcation.

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



78 CHAPITRE 4 : Mise au point des algorithmes spécifiques

 2
 2.5

 3
 3.5

 4

 40 41 42 43 44 45 46

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

Re=40.1414
Re=41.6882
Re=43.5842
Re=45.4799
de Re=45.48
de Re=41.69
point critique
point critique

indicateur de
bifurcation

µ

nombre de Reynolds Re pulsation ω

itération de Newton partant
itération de Newton partant

FIGURE 4.21 – Représentation de quatre courbes indicateur de bifurcation de Hopf en fonction
du nombre de Reynolds et de la pulsation au voisinage de la solution critique. La convergence
de Newton depuis deux valeurs initiales est schématisée.

4.6 Résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires avec
prise en compte de l’IFS test

On rappelle ici que la discrétisation spatiale proposée dans le cadre ce cette thèse repose
sur la méthode des éléments finis associée à une méthode des frontières immergées. Cette der-
nière permet de décrire la présence d’obstacle (mobile ou non) au sein du fluide.

Dans ce chapitre, il est proposé un solveur temporel basé sur les développements asymp-
totiques pour la résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires.

Nous cherchons à résoudre ce problème en utilisant les méthodes développées dans le
contexte de la Méthode Asymptotique Numérique. Une technique d’homotopie et une tech-
nique de perturbation seront utilisées. Un schéma d’intégration temporelle sera également uti-
lisé. Braikat et al. [Braikat et al., 2002] montrent que l’ordre dans lequel ces étapes sont effectuées
est capital pour l’efficacité de la résolution. [Cochelin & Compain, 2000] propose un algorithme
commençant par l’homotopie puis la perturbation et enfin la discrétisation temporelle. Une
autre séquence envisagée commence par la discrétisation, suivie de l’homotopie puis de la per-
turbation. Cette séquence, notée tHP, est proposée par [Jamal et al., 2002]. Une version à ordre
adaptatif, permettant un gain de temps, est proposée par [Guevel, 2016]. Pour la thèse, nous
avons retenu la méthode tHP à ordre adaptatif dont les principales étapes sont rappelées.

On rappelle que l’équation du mouvement d’un fluide incompressible et newtonien,
en présence d’un solide rigide dont la vitesse est ub, est modélisée pas les équations de Na-
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vier–Stokes/Brinkman suivantes :

$

&

%

M 9U` LpUq `QpU,Uq ` LχspU´ ubq “ F dans pΩq x r0;T s
u “ ud sur pΓdq x r0;T s
u “ ub sur pΓbq x r0;T s

(4.87)

où Lχs est l’opérateur dû à la pénalisation du solide, et F est le vecteur pseudo-force provenant
de l’imposition des conditions aux limites sur Γd conformément à l’équation (1.21).

Dans le cadre d’une méthode de perturbation, un changement de variable est réalisé sur
le vecteur inconnu U :

Upx, tq “ U0px, t0q `Vpx, tq (4.88)

pour lequel U0 est un vecteur défini à l’instant initial t0, et V :“ Vpx, tq est le nouveau vecteur
inconnu à l’instant t dépendant du temps et de l’espace. Notons 9V l’accélération qui est connue
au temps initial. La solution à l’instant initial t “ t0 est le couple

`

U0, 9V
˘

.

L’équation du mouvement (4.87) peut être réécrite sous la forme suivante :

M 9V ` L0
t pVq `QpV,Vq “ F0 (4.89)

avec la définition de l’opérateur tangent :

L0
t p‚q “ Lp‚q `QpU0, ‚q `Qp‚,U0q ` Lχsp‚q (4.90)

et le second membre :

F0 “ F´ LpU0q ´QpU0,U0q ´ LχspU0 ´ ubq (4.91)

4.6.1 Solveur d’ordre élevé par association Homotopie/Perturbation

Une étape de discrétisation spatiale est réalisée sur l’équation (4.89). Dans le cadre de
cette thèse, il est choisi d’appliquer successivement la méthode d’homotopie puis la méthode
de perturbation sur les équations discrètes, conformément aux travaux menés par [Braikat
et al., 2002; Guevel, 2016; Jamal et al., 2002]. Dans la suite de l’exposé, on note Vn la valeur
discrète de V à l’instant tn : Vn « Vptnq

4.6.1.1 Discrétisation temporelle

L’intégration temporelle est réalisée en utilisant un θ-schéma, dont l’implémentation est
relativement simple. De plus, il est inconditionnellement stable si 1

2 ď θ ď 1 [Jedrzejewski,
2006]. La discrétisation de 9V par le θ-schéma est [Azaïez et al., 2011] :

9Vn`1 “
1

θ∆t
pVn`1 ´Vnq ´

1´ θ

θ
9Vn (4.92)

L’équation (4.92) est injectée dans l’équation (4.89), dans laquelle l’inconnue est le vecteur
Vn`1 [Jamal et al., 2002]. Le problème non-linéaire à résoudre devient :

K0
t Vn`1 `QpVn`1,Vn`1q “ Fp (4.93)

avec :
K0
t “

”

1
θ∆tM` L0

t

ı

Fp “ F0 `
1
θ∆tM

´

Vn ` p1´ θq∆t 9Vn

¯
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4.6.1.2 Méthode de l’homotopie

La méthode de l’homotopie consiste à passer continûment d’un problème difficile à ré-
soudre à un problème dont la solution est plus facile à déterminer. Pour définir cette transfor-
mation, l’équation (4.93) est modifiée en introduisant un paramètre ε dont la valeur est com-
prise entre 0 et 1 :

K0
t Vn`1 ` εQpVn`1,Vn`1q “ Fp (4.94)

Ainsi, le problème facile (ici linéaire) est obtenu pour ε “ 0 et le problème initial (plus difficile
car non-linéaire) à résoudre est défini quand ε “ 1.

4.6.1.3 Méthode de la perturbation

Comme il a été vu précédemment, la méthode de perturbation consiste à chercher l’in-
connue sous la forme d’une représentation polynomiale. L’inconnue Vn`1 est cherchée sous la
forme d’un série tronquée à l’ordre N en fonction du paramètre d’homotopie ε :

Vn`1pεq “
N
ÿ

i“1

εiWtiu
n`1 (4.95)

Le vecteur Wtiu
n`1 est le i-ème terme de série au pas de temps n ` 1. L’accélération 9Vn`1 est

calculée par la formule (4.92).

En introduisant la représentation polynomiale (4.95) dans l’équation (4.94), et en identi-
fiant par puissance de ε, le système non-linéaire devient un ensemble de systèmes linéaires :

$

&

%

K0
t Wt0u

n`1 “ Fp

K0
t Wtku

n`1 “ FQtku , k P rr1, N ss

(4.96a)

(4.96b)

avec

FQtku “ ´

k´1
ÿ

i“1

Q
´

Wtiu,Wtk´1´iu
¯

Comme dans les chapitres précédents, on tire avantage que l’opérateur tangent K0
t soit

conservé pour tous les ordres k de résolution.

Pour chaque terme d’ordre k, le calcul du domaine de validité de la série est réalisé avec
le critère développé par [Baguet & Cochelin, 2003] :

εtkumax “

˜

η

}FQtk`1u}

¸

1

k ´ 1
(4.97)

Cette définition est basée sur la qualité de la solution car les auteurs [Baguet & Cochelin, 2003]
montrent que le second membre FQtk`1u est une bonne estimation du résidu Rtk`1u

n`1 . Le critère
porte donc sur un écart avec la solution.

Tant que εtkumax ă 1, un ordre k supplémentaire est déterminé grâce à la résolution du
système linéaire (4.96) afin d’améliorer la qualité de la solution et donc d’augmenter le domaine
de validité du paramètre d’homotopie ε. Si εtkumax ě 1 alors l’incrément en vitesse Vn`1 est
calculé avec ε “ 1, ainsi que l’incrément en accélération 9Vn`1. Cette adaptation de l’ordre de
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εmax ą 1
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εmax ă 1

εmax ą 1
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GC
εmax ă 1
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1
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0
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p p` 1 p` 2 
Kp
t

Kp`1
t

FIGURE 4.22 – Principe de fonctionnement de la méthode tHP [Guevel, 2016] adapté à l’IFS.

troncature selon une précision souhaitée permet un gain de temps par le non-calcul des N ´ k
ordres [Guevel, 2016].

Le comportement de l’algorithme lors d’une résolution est schématisé sur la figure 4.22.
Au pas de temps p, la matrice tangente Kp

t est assemblée. Si le test sur le critère de validité est
vérifié au premier ordre, on peut calculer avec la même matrice tangente les vecteurs Wt0u

p`1 et

Wt1u
p`1 pour tester le critère. Si celui-ci n’est pas validé, le vecteur d’ordre supérieur est calculé

et le critère évalué. Il peut alors être validé (comme sur le schéma) et il est possible de passer au
pas de temps suivant. S’il n’est toujours pas validé, on recommence avec un ordre de troncature
incrémenté (p “ p ` 1) tant que celui-ci ne dépasse pas l’ordre maximal N . Si ce dernier est
atteint et que le critère n’est pas validé, il faut assembler une nouvelle matrice tangente avec
les solutions de vitesse et d’accélération du dernier pas validé (en bleu sur le schéma).

4.6.2 Spécificités de l’algorithme liées à la prise en compte de l’IFS

La prise en compte du solide par la méthode de la pénalisation apparaît à chaque ordre
dans la matrice tangente K0

t . L’imposition des vitesses due à la méthode Gost-Cell sur la fron-
tière Γb, et l’imposition des conditions aux limites sur Γd ne se font que sur le premier ordre.
En effet, l’équation (4.95) montre que l’imposition ne doit pas se faire à chaque ordre.

Lorsque le solide est pris en compte pour une modélisation IFS, il reste la gestion du dé-
placement de la frontière à réaliser. Dans l’état actuel, le solide est soit fixe, soit en déplacement
forcé. Dans ce dernier cas, et comme il a été vu au paragraphe 4.1.1, la résolution de la mé-
thode de la Level-Set n’est pas implémentée afin de diminuer le nombre d’opérations. Ainsi, la
gestion de la frontière n’est réalisée qu’en début de chaque pas de temps.

L’algorithme associé à cette méthode est représenté à la figure 4.23.

4.7 Incorporation des algorithmes dans une solution logicielle

Afin de résoudre les problèmes d’IFS considérés dans cette thèse, le code de calcul EVE,
développé au laboratoire depuis de nombreuses années, est utilisé. Ce logiciel est dédié à la
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Initialisation :
utilisation U0, 9V pour t “ 0

tÐ ∆t

Gestion de la LS
Méthode de la GC

Assemblage de Lst ,M,Fs

K0
t “

”

1
θ∆tM` Lst

ı

Factorisation de K0
t

k Ð 0

Calcul de l’ordre k
de la série MAN :

Wtku
n`1

εmax ě 1

k ď N

Vn Ð
řk
i“1 Wtiu

n`1
9Vn Ð

1
θ∆tpVn`1 ´Vnq ´

1´θ
θ

9Vn

tÐ t`∆t

Gestion de la LS

Méthode de la GC

Solide
bouge

?

k Ð k ` 1

U0 Ð U0 `Vn
9Vn Ð 9Vn

oui

non

oui

non

oui

Nouvel ordre

non

Nouvelle solution initiale

FIGURE 4.23 – Algorithme de la méthode tHP avec ordre adaptatif et prise en compte de l’IFS.
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‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

‚ ‚ ‚

4

4 4

FIGURE 4.24 – Elément fini mixte vitesse/pression de type Q9/3 à neuf nœuds (symbole ’‚’
pour l’évaluation des vitesses) et trois points d’intégration (symbole ’4’ pour l’évaluation de
la pression).

simulation par éléments finis en utilisant une méthode de Galerkin. Les premiers développe-
ments du code datent de 1980 et portent sur les problèmes de calcul des structures en 2D. Les
méthodes MAN sont incorporées dans le code et permettent la résolution des équations de
Navier-Stokes [Cadou, 1997]. Les indicateurs de bifurcation stationnaire et de Hopf [Brezillon
et al., 2010] ainsi que les méthodes de résolution en instationnaire tHP sont ajoutées [Guevel,
2016]. L’ensemble de ces développements permet d’utiliser le code EVE pour l’élaboration et la
mise en œuvre de procédures numériques spécifiques à l’analyse des écoulements en IFS.

Ce code de calcul utilise, pour la résolution des équations de la mécanique des fluides, des
éléments mixtes vitesse/pression. Ces éléments utilisent une interpolation quadratique com-
plète sur neuf nœuds en vitesse et une interpolation linéaire sur trois nœuds en pression (figure
4.24). Ces éléments, nommés Q9/3 dans [Zienkiewicz & Taylor, 2000], respectent la condition
LBB [Zienkiewicz & Taylor, 2000]. Les discontinuités en pression, stabilisées par l’utilisation
d’un interpolation linéaire, autorisent une condensation de la pression (au niveau élémentaire)
pour l’équation de la conservation de la masse. Cette condition s’exprime alors comme une
pseudo-incompressibilité, et l’équation de la condition de continuité s’exprime :

divu “
1

k
p (4.98)

avec k P R le paramètre de pénalisation de la pression. Ce paramètre peut être choisi arbi-
trairement grand, ou pris selon un rapport d’une grandeur physique (viscosité ou nombre de
Reynolds par exemple). Dans le cadre de cette thèse où seules de petites valeurs du nombre de
Reynolds sont considérées, le paramètre est fixé pour l’ensemble des simulations à une valeur
k “ 107.

Un avantage de cette méthode est la possibilité de résoudre le problème uniquement en
vitesse, et donc d’avoir un degré de liberté de moins. Cette particularité est intéressante d’un
point de vue numérique avec des opérateurs algébriques de moindres tailles.

Le logiciel utilise une méthode de décomposition LU pour la résolution des systèmes
linéaires. Compte tenu de la taille des opérateurs, la préconisation générale est d’utiliser une
méthode itérative pour gagner du temps et pour économiser de la place mémoire. Cependant il
a été démontré que l’utilisation de la librairie MUMPS (dans le cas de l’expansion soudaine en
2D et 3D) était plus rapide dans les deux cas que deux solveurs itératifs utilisés (BiCGStab+ILUt
pour le 2D et BiCGStab(l “ 4) pour le 3D) [Guevel et al., 2017]. La comparaison concernant la
place nécessaire en mémoire est moins évidente. Pour le 2D la tendance dépend du précon-
ditionneur utilisé, mais la place nécessaire à l’utilisation de MUMPS est du même ordre de
grandeur que BiCGStab+ILUt. Alors que pour les problèmes 3D, le solveur BiCGStab(l “ 4)
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est plus intéressant que MUMPS. Le solveur itératif BiCGStab(l “ 4) est utilisé car le solveur
itératif BiCGStab+ILUt utilisant un prédontionneur de type ILut (décomposition incomplète
de Choleski) demande trop de place mémoire.

Pour plus d’information concernant le logiciel EVE ou sur la condensation de la pression,
le lecteur est invité à se référer à [Cadou, 1997; Cadou et al., 2001; Cochelin et al., 2007; Guevel,
2016; Guevel et al., 2011].

Conclusion

Les développements de la méthode asymptotique numérique permettant de prendre en
compte la présence d’un solide au sein d’un écoulement ont été présentés. De plus, au sein
du logiciel de calcul choisi, les implémentations nécessaires à cette modalisation ont été mises
en place. Ainsi, la méthode de la pénalisation et la méthode Ghost-Cell sont intégrées et sont
compatibles avec les fonctions déjà existantes dans le logiciel.

Une procédure permettant de simuler au cours du temps des problèmes d’interaction
fluide-structure grâce à une méthode de perturbation a été expliquée. Cette procédure s’appuie
sur des techniques qui ont fait, chacune dans leur domaine, leurs preuves. Cette procédure a
été implémentée dans le logiciel du laboratoire, EVE.

Dans le chapitre suivant, nous allons tester la fiabilité, la robustesse et les limites de ces
méthodes grâce à quelques exemples numériques.

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



Troisième partie

Résultats numériques

85

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



5
Etudes numériques et Validation

Dans les chapitres précédents, des méthodes de résolution de problèmes non-linéaires
stationnaires ou instationnaires ainsi que des algorithmes d’analyse numérique de bifurcation
ont été présentés.

Ces algorithmes reposent sur l’utilisation conjointe d’une méthode de perturbation (MAN)
et d’une discrétisation spatiale particulière. Celle-ci associe une discrétisation par éléments fi-
nis (pour le domaine de calcul fluide) à une méthode de frontières immergées (pour la prise en
compte des obstacles solides et l’interaction fluide-structure).

L’objectif de ce chapitre est donc d’évaluer la précision et la robustesse des algorithmes
proposés. En particulier pour la méthode MFI, l’apport de la méthode Ghost-Cell à la méthode
de pénalisation est évalué. De plus, une étude sur l’influence des paramètres numériques tels
que la valeur de la pénalisation K, la finesse du maillage et les paramètres de calcul MAN, est
proposée.

A cet effet, l’analyse de bifurcation stationnaire est réalisée sur le cas académique de
l’écoulement bidimensionnel d’un fluide incompressible visqueux dans une conduite avec ex-
pansion et contraction [Mizushima et al., 1996]. Il s’agit d’un écoulement qui présente deux
bifurcations stationnaires [Guevel et al., 2011; Mullin et al., 2003].

L’analyse de bifurcation de Hopf est réalisée pour le problème de l’écoulement bidimen-
sionnel d’un fluide incompressible autour d’un cylindre, soit de forme carrée, soit de forme
circulaire. Pour ces deux problèmes, une bifurcation de Hopf existe [Agnaou et al., 2016; Ca-
dou, 1997; Wissink, 1995].

Enfin, l’algorithme d’intégration temporelle est testé sur le cas de l’écoulement autour
d’un cylindre circulaire. Dans ce cas, deux configurations sont envisagées et testées. Dans un
premier temps, le cas de l’obstacle fixe est considéré. Puis, afin d’aborder la problématique de
l’IFS, le cas d’un obstacle mobile soumis à un mouvement vertical sinusoïdal est étudié.

5.1 Bifurcation stationnaire

5.1.1 Description du cas d’étude

Le cas d’étude retenu est celui présenté par Mizushima et al. [Mizushima et al., 1996].
Il s’agit d’étudier l’écoulement incompressible 2D d’un fluide newtonien dans une conduite
présentant une expansion suivie d’une contraction (voir la figure 5.1). Cet écoulement a été
étudié pour de nombreux ratios d’aspect géométrique. Le modèle considéré dans cette thèse
possède un ratio d’aspect E “ H{h “ 3 et A “ l{L “ 3{8.

87
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h H
ˆ
P1

l L L

FIGURE 5.1 – Géométrie de la conduite avec expansion soudaine suivie d’une contraction sou-
daine.

Les valeurs numériques (supposées constantes) du fluide considéré sont ρf “ 10 g{cm´3

et µ “ 1 Pa.s. Le solide n’est distingué du fluide que par son paramètre de pénalisation. Sa
masse volumique est prise telle que

ρf
ρs
« 1 pour pouvoir obtenir un couplage fort [Baumgart-

ner et al., 2015].

Les conditions aux limites retenues tout au long de cette étude sont des conditions de
type Dirichlet. Ainsi, un profil de vitesse parabolique d’intensité λudmax selon la direction x est
appliqué sur le bord Γe de la conduite. Le paramètre λ permet de régler (automatiquement)
l’intensité de la vitesse imposée. Des conditions de vitesse nulle sont appliquées sur toutes les
parois de la conduite à l’exception de Γe et de Γs. Enfin, aucune condition explicite de sortie (ni
en vitesse, ni en pression) n’est appliquée sur le bord Γs (voir figure 5.2). La condition est donc
régit par le condition implicite de la modélisation éléments finis portant sur la pression.

Dans ces conditions, en utilisant la longueur h{2 comme longueur caractéristique, le
nombre de Reynolds suivant est défini :

Re “
ρhλudmax

2µ
(5.1)

Dans la suite de l’étude, plusieurs modèles sont comparés. Un modèle "True Boundary"
(TB) nous sert de référence. Celui-ci se base sur une discrétisation spatiale par éléments finis
conforme au domaine de calcul représenté par la conduite. Les autres modèles font appel à
la méthode des frontières immergées. Dans ce cas, les parois de la conduite ne coïncident pas
forcément aux limites du domaine de calcul, ce dernier étant un rectangle, discrétisé par des
éléments finis selon un maillage cartésien réglé. On rappelle que les obstacles immergés (ici les
parois de la conduite) sont modélisés par l’isovaleur zéro de la fonction Level-Set.

Le maillage de référence (TB) et la partie fluide du maillage cartésien utilisé pour les
premiers tests possèdent 24 337 nœuds et 5 964 éléments. Ces maillages bien que grossiers, ont
une structure identique, ce qui va permettre de focaliser l’analyse sur les méthodes et non
sur la discrétisation spatiale. De plus, l’isovaleur zéro de la fonction Level-Set est définie pour
coïncider avec les faces des éléments finis.

L’ordre de troncature N et la tolérance η sont des paramètres MAN qui ont une influence
mais qui sont aujourd’hui maîtrisés. Ainsi, depuis les travaux [Cochelin & Medale, 2013; Gue-
vel, 2016] on sait qu’un nombre relativement important de termes de série (de l’ordre de 30 à
40) est nécessaire pour l’analyse de bifurcation. De même, afin d’obtenir des diagrammes de
bifurcation suffisamment précis, la valeur de η ne doit pas être trop élevée. Ainsi, les études
précédentes basées sur la MAN ont montré qu’un compromis précision/coût de calcul doit
être trouvé. Les résultats numériques, présentés dans la suite de ce paragraphe et en accord
avec les conclusions des travaux précédents, ont été obtenus en fixant les paramètres MAN
aux valeurs suivantes : N “ 30 et η “ 10´7.
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Γe Γs

Γd

(a)

Γe Γs

Γd

Γb

(b)

FIGURE 5.2 – Frontière de la conduite avec expansion soudaine suivie d’une contraction sou-
daine : (a) Domaine utilisé pour la condition de bord de type Dirichlet, dit "True Boundary"
(TB) ; (b) Domaine de calcul utilisé pour les méthodes MFI (frontière immergée en rouge).

(a)

(b)

FIGURE 5.3 – (a) Maillage avec condition de bord de type Dirichlet, dit "True Boundary" (TB) ;
(b) maillage du domaine de calcul utilisé pour les méthodes MFI (frontière immergée en rouge).
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Rec1 Rec2 RecPL

[Mizushima et al., 1996] 41, 1 X 111, 0
[Guevel et al., 2011] 41, 75 105, 96 112, 0

[Guevel, 2016] 41, 7 106, 5 111, 2
EVE + MAN + TB 41, 72 106, 14 111, 48

EVE + MAN + TBfin 41, 76 106, 39

TABLE 5.1 – Valeurs du nombre de Reynolds pour les deux bifurcations stationnaires (B1 et B2)
et pour le point limite (PL).

5.1.2 Résultats de référence

D’après la littérature [Guevel et al., 2011; Mizushima et al., 1996], l’écoulement est d’abord
symétrique jusqu’à la première bifurcation stationnaire (pour une valeur du nombre de Rey-
nolds Rec1). En ce point, la solution perd son unicité et trois solutions émergent. Une solution
correspond à un écoulement instable et symétrique. Deux autres solutions correspondent à
des écoulements stables et symétriques l’un de l’autre par rapport à l’axe horizontal (x). Le
parcours de ces branches solutions, à mesure que le nombre de Reynolds augmente, conduit
à la seconde bifurcation stationnaire (pour un nombre de Reynolds Rec2), où les solutions se
rejoignent. Au délà de cette bifurcation, une seule solution, stable et symétrique, existe.

Les résultats "de référence" sont obtenus avec le modèle "True Boundary" (TB). Ainsi,
pour la configuration de la conduite retenue (E “ 3, A “ 8{3), deux bifurcations sont obtenues
pour des nombres de Reynolds critiques, Rec1 “ 41, 72 et Rec1 “ 106, 14, très proches de ceux
obtenus dans la littérature [Guevel et al., 2011; Mizushima et al., 1996]. Une comparaison des
résultats est proposée dans la table 5.1. Un maillage beaucoup plus fin, noté "TB fin", a été testé
(quatre fois plus de nœuds). La précision apportée (er ă 0, 3 %) sur les nombres de Reynolds
critiques ne justifie pas l’utilisation d’un maillage si fin qui augmente significativement la taille
des opérateurs.

De plus, en relevant la composante de la vitesse selon la direction y au point P1 (voir
figure 5.1), le diagramme de bifurcation de la figure 5.5 est obtenu. Celui-ci est très proche du
diagramme présenté par [Guevel et al., 2011] (voir figure 5.4) et correspond au comportement
attendu.

5.1.3 Résultats avec l’algorithme LP

Une analyse de bifurcation est réalisée en utilisant cette fois-ci le modèle de frontières
immergées. La frontière entre le fluide et la conduite est modélisée par la méthode Level-Set
(L). Le solide est pris en compte dans l’équation par la méthode de la pénalisation (P) avec
un coefficient de pénalisation K “ 10´2. En revanche, la méthode Ghost-Cell n’est pas utilisée
dans ce premier test.

La recherche des bifurcations est effectuée en utilisant le critère de détection d’une suite
géométrique (eq. (4.26) et eq. (4.27)). Le diagramme de bifurcation obtenu est présenté figure
5.6 et correspond quasi-parfaitement au diagramme de référence.

Pour obtenir ce diagramme, le calcul a nécessité 10 pas de continuation pour décrire la
branche asymétrique et 12 pas pour la branche symétrique. On note l’accumulation de pas à
l’approche des points singuliers (ici : deux points de bifurcation et un point limite) ce qui est
cohérent avec le comportement de la MAN observé dans les études antérieures [Cadou, 1997;
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FIGURE 5.4 – Diagramme de bifurcation dans le cas de l’expansion-contraction E “ 3 et
A “ 8{3 selon Guevel et al. [Guevel et al., 2011].
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FIGURE 5.5 – Diagramme de bifurcation dans le cas de l’expansion-contraction E “ 3 et
A “ 8{3 en utilisant le méthode TB.
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FIGURE 5.6 – Diagramme de bifurcation dans le cas de l’expansion-contraction E “ 3 et
A “ 8{3 en utilisant le méthode de la Level-Set, pénalisation (K “ 10´2) (LP).

Cochelin, 1994; Guevel et al., 2011].

Il est intéressant de constater que les extrémités des branches asymétriques qui émanent
du premier point de bifurcation se superposent aux morceaux de branches asymétriques, qui
émanent du second point de bifurcation, obtenus lors de l’étape de construction des branches
post-bifurquées. Il y a donc une cohérence entre les solutions obtenues par suivi de branche et
celles obtenues par les modes de bifurcation Φ et Ψ et la solution particulière W.

Ces vecteurs spécifiques Φ, Ψ et W associés à la vitesse et obtenus aux points de bifur-
cation sont représentés sur les figures 5.7 et 5.8. La similitude de ces vecteurs avec les résultats
proposés par Guevel [Guevel, 2016] est remarquable.

En complément, et à titre d’illustration, la représentation par lignes de courant des écou-
lements pour les trois points singuliers est proposée en figure 5.9.

L’évolution des termes de série, au cours de la continuation, est proposée sur les figures
5.10 et 5.11. La figure 5.10 représente les champs de vitesse (à chaque ordre MAN) pour un
nombre de Reynolds Re “ 19, 2, c’est-à-dire pour une solution "loin" de la première bifurca-
tion. La figure 5.11, quant à elle, représente ces mêmes champs de vitesse pour un nombre de
Reynolds Re “ 41, 8 pour une solution "proche" de la bifurcation.

Ainsi, ces figures montrent bien, qu’à l’approche de la bifurcation, il y a émergence dans
les termes de série (termes d’ordre supérieur à 8) d’une "solution" qui est très similaire au mode
de bifurcation. L’analyse des termes de série consiste donc à repérer cette émergence (qui peut
être considérée comme une "signature" de la bifurcation) au sein de la série afin de détecter
plus efficacement la bifurcation.

Ces résultats, extrêmement semblables aux résultats de [Guevel, 2016], montrent claire-
ment que la technique LP ne perturbe pas l’analyse des termes de série et permet de détecter
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 5.7 – Vecteurs Φ,Ψ et W associés à la vitesse u pour la première bifurcation ; (a) Magni-
tude du mode de bifurcation ΦB1 ; (b) Magnitude du mode gauche ΨB1 ; (c) Magnitude de la
solution particulière WB1 . Cas E “ 3 et A “ 8{3 - Méthode LP (K “ 10´2, N “ 35, η “ 10´6).

Rec1 Rec2
[Guevel et al., 2011] 41, 75 105, 96
EVE + MAN + TB 41, 72 106, 14
EVE + MAN + LP 41, 78 106, 116

EVE + MAN + LPG 41, 73 106, 184

TABLE 5.2 – Valeurs du nombre de Reynolds pour les deux bifurcations stationnaires (B1 et B2).

les solutions singulières (points limites et de bifurcation).

5.1.4 Résultats avec l’algorithme LPG

L’algorithme associant la pénalisation à la méthode Ghost-Cell est évalué en choisissant
les paramètres numériques suivants : un coefficient de pénalisation K “ 10´6, un nombre
d’ordre MAN N “ 35, une précision η “ 10´6. Au vu du maillage cartésien et des frontières
parallèles au maillage, le nombre de NF par élément est choisi à NNF “ 3.

Dans ce test, la frontière entre le fluide et le solide est coïncidente avec les arêtes des
éléments : il n’y a donc aucun décalage et la frontière immergée ne coupe aucun élément fini.

Les nombres de Reynolds obtenus avec l’algorithme sont présentés dans le tableau 5.2.
Ces valeurs sont très proches de celles de référence ainsi que de celles obtenues en utilisant la
méthode LP. De même, la représentation de l’écoulement par lignes de courant, les vecteurs
spécifiques Φ,Ψ et W et les champs de vitesse normés pour les termes de séries sont visuelle-
ment identiques aux représentations pour la méthode LP.

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



94 CHAPITRE 5 : Etudes numériques et Validation

(a)

(b)

(c)

FIGURE 5.8 – Vecteurs Φ,Ψ et W associés à la vitesse u pour la deuxième bifurcation ; (a) Ma-
gnitude du mode de bifurcation ΦB2 ; (b) Magnitude du mode gauche ΨB2 ; (c) Magnitude
de la solution particulière WB2 . Cas E “ 3 et A “ 8{3 - Méthode LP (K “ 10´2, N “ 35,
η “ 10´6).

Magnitude de la vitesse rm.s´1s

B2

PL

B1

FIGURE 5.9 – Champs de vitesse et lignes de courant pour les points singuliers (bifurcations
primaire et secondaire et point limite). Cas E “ 3 et A “ 8{3 - Méthode LP (K “ 10´2,
N “ 35, η “ 10´6).
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u25 u26 u27
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FIGURE 5.10 – Champs de vitesse normés pour tous les termes de séries sur la branche fonda-
mentale à Re “ 19, 2.
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FIGURE 5.11 – Champs de vitesse normés pour tous les termes de séries sur la branche fonda-
mentale à l’approche d’une bifurcation à Re “ 41, 8.
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FIGURE 5.12 – Nombre de Reynolds critique pour la première (en bas) et pour la seconde bifur-
cation stationnaire (en haut).

Les grandeurs globales ne présentent pas de différence significative entre la méthode LP
et la méthode LPG. Cependant, la méthode de pénalisation peut entraîner des "fuites" numé-
riques. Il faut donc regarder localement l’influence de chacune des méthodes sur la qualité des
frontières qu’elles modélisent.

5.1.5 Influence du paramètre de pénalisation

Dans ce paragraphe, l’influence du paramètre de pénalisation K est étudiée. Tous les
autres paramètres numériques sont fixés aux valeurs suivantes : N “ 35, η “ 10´6, 66 810 de-
grés de libertés ( soit 33 405 nœuds). La frontière est coïncidente avec les arêtes des éléments.
Certains auteurs [Angot et al., 1999; Caltagirone & Vincent, 2001] proposent une valeur de pa-
ramètre de pénalisation la plus faible possible (K “ 10´7). Cependant, les premiers résultats
obtenus par les algorithmes MAN+LP et MAN+LPG avec des valeurs de pénalisation beau-
coup plus élevées (K “ 10´2) sont déjà très satisfaisants. La question est de savoir si ce critère
de valeur de K très faible est valable pour les méthodes proposées.

Ainsi, pour les deux méthodes MAN+LP et MAN+LPG, l’évolution des nombres de Rey-
nolds critiques Rec1 et Rec2 en fonction de la valeur du paramètre K est proposée sur la figure
5.12. Premièrement, plus la valeur de K est faible, plus les nombres de Reynolds critiques
tendent vers leur valeur de référence. Ceci tend à confirmer le constat établi ci-dessus. Deuxiè-
mement, il existe un seuil, identifié à K “ 10´3, au-delà duquel diminuer la valeur de K n’ap-
porte pas de réelle différence pour les paramètres critiques de l’écoulement. Ceci est valable
pour les deux méthodes proposées.

Par conséquent, en se basant uniquement sur des grandeurs "globales" (c.-à-d. le nombre
de Reynolds critique), il n’est pas nécessaire de prendre une valeur de K trop faible. Pour
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FIGURE 5.13 – Flux traversant la frontière verticale de la partie convergente pour deux para-
mètres de perméabilité (K “ 10´4 et K “ 10´6) et ce pour les méthodes LP et LPG.

approfondir l’analyse, le flux et la circulation du vecteur vitesse à travers et le long des parois
immergées sont étudiés qualitativement (figure 5.13) et quantitativement (figure 5.14). Sur cette
figure 5.14, l’influence du paramètre K est significative pour la modélisation LP. Il devient
nécessaire de diminuer très fortement la valeur deK pour bloquer tout flux à travers les parois.
Ainsi, pour une valeur K “ 10´3, le flux est faible mais non nul, quand, pour les valeurs
K “ 10´4, K “ 10´5 et K “ 10´6, le flux peut être considéré comme nul.

Ceci confirme donc la nécessité pour les méthodes MAN+LP et MAN+LPG d’utiliser une
valeur de K très faible. Ainsi, pour le reste des simulations, la valeur K “ 10´6 est retenue car
elle est considérée comme suffisamment faible pour décrire les frontières immergées et limiter
les flux du vecteur vitesse à travers les parois.

5.1.6 Influence du maillage

Jusqu’à présent, le maillage utilisé comporte 33 405 nœuds et les frontières immergées
sont coïncidentes avec les bords des éléments. Pour cette étude, nous conservons les paramètres
numériques suivants : K “ 10´6, N “ 35, η “ 10´6.

Premièrement, l’influence du maillage sur la valeur des nombres de Reynolds critiques
est étudiée. A cet effet, trois maillages de plus en plus raffinés ont été générés (maillage struc-
turé, homogène, conforme à maille rectangulaire a

b “ 1, 05 ; 1, 07 ; 1, 06 respectivement pour
M1, M2 et M3).

Les nombres de Reynolds critiques obtenus pour ces trois maillages sont présentés dans
le tableau 5.3. Quelle que soit la méthode, les nombres de Reynolds critiques pour la première
et la seconde bifurcation n’évoluent que très faiblement par rapport à la taille des éléments.
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FIGURE 5.14 – Flux à travers les parois verticales et circulation le long des parois horizontales
de la partie convergente du modèle.
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Rec1 Rec2
taille de l’élément dx LP LPG LP LPG

0,5555 41,784 41,786 106,116 106,114
0,3333 41,764 41,764 106,386 105,764
0,2632 41,770 41,770 106,413 105,413

TABLE 5.3 – Nombre de Reynolds pour les deux bifurcations stationnaires (B1 et B2) en fonction
de la taille de l’élément dx et de la méthode (LP ou LPG).
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FIGURE 5.15 – Flux traversant la frontière verticale de la partie convergente pour deux maillages
(M1 et M3) et ce pour les méthodes LP et LPG.

Ainsi, pour les maillages étudiés, une indépendance des résultats "globaux" par rapport à la
finesse du maillage est constatée.

Une étude des flux au travers des parois verticales immergées du convergent (voir fi-
gure 5.15) confirme cette indépendance des méthodes MAN+LP et MAN+LPG par rapport à
la finesse du maillage. En effet, pour la méthode MAN+LP, les flux sont quasi-identiques quel
que soit le maillage retenu. Pour la méthode MAN+LPG, les flux sont quasi-nuls et aucune
différence ne peut être observée.

5.1.7 Influence de la position de la Level-Set par rapport aux éléments finis

Le paramètre le plus influent sur les résultats semble être la position de la frontière im-
mergée, décrite par la Level-Set, par rapport aux bords des éléments finis.

Jusqu’à présent, cette frontière et les bords des éléments sont coïncidents. Cependant,
dans le cas général, il n’y a aucune raison pour que cette coïncidence persiste. Dans ce cas, la
Level-Set ’coupe’ les éléments finis et des décalages entre la frontière et les bords des éléments
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apparaissent. Il est donc intéressant d’étudier l’influence d’un tel décalage sur l’analyse de
bifurcation et la précision des résultats obtenus.

De plus, cette étude permet d’évaluer la capacité de la méthode Ghost-Cell à recons-
truire une frontière immergée sur laquelle la condition cinématique de couplage s’applique. En
effet, lorsqu’il y a coïncidence, la condition cinématique (ici vitesse nulle aux parois) est impo-
sée naturellement au niveau élémentaire par imposition des vitesses nodales, les nœuds étant
positionnés exactement sur l’isovaleur zéro de la Level-Set. Lorsqu’il n’y a plus coïncidence,
la méthode Ghost-Cell permet la ’reconstruction’ de la frontière et l’application stricte de la
condition cinématique de couplage.

Comme il a été souligné par Tsui et Wang [Tsui & Wang, 2008] dans leur étude sur l’écou-
lement dans une conduite avec expansion soudaine, le ratio d’expansion E a une grande in-
fluence sur la valeur du nombre de Reynolds critique. Les auteurs montrent que cette valeur
passe d’environ 132 à 36 lorsque le ratio d’aspect évolue de 2 à 4.

Par conséquent, dans cette étude de l’écoulement dans une conduite présentant une ex-
pansion/contraction, il est fort probable que toute modification de la hauteur h en entrée de
conduite va avoir une influence sur le nombre de Reynolds critique. En particulier, lorsqu’elle
ne coïncide pas avec le maillage, la Level-Set coupe les éléments et, selon que l’élément est pé-
nalisé (considéré comme solide) ou non (considéré comme fluide), la hauteur h de la conduite
est modifiée (voir l’illustration figure 5.16).

Comme il a été décrit précédemment, l’utilisation de la méthode de pénalisation classique
utilise le signe de la fonction Level-Set pour pénaliser le solide ou ne rien faire dans le cas
du fluide. Un faible décalage de la position de la frontière au sein de l’élément peut changer
le signe de la Level-Set du nœud central de l’élément. Ce changement de signe modifie la
pénalisation de l’élément et déplace la frontière effective de la taille de l’élément. Ce décalage
modifie le diamètre de la conduite en amont et en aval de la chambre d’expansion et donc le
rapport d’aspect est modifié. Cette modification change la physique globale de l’écoulement,
dont les nombres de Reynolds critiques sont des indicateurs.

Indépendamment de la technique utilisée (LP, LPG ou LPG+), la taille dx de l’élément
a une forte influence. Ainsi, le changement de signe de la Level-Set du nœud central pour un
maillage M1 (33 nœuds dans une section du canal d’entrée) fait passer le ratio d’aspect effectif
de E “ 2, 87 à E “ 3, 13, alors que le ratio passe de E “ 2, 95 à E “ 3, 05 pour un maillage
M3 (75 nœuds dans une section du canal d’entrée). La figure 5.17 montre la convergence vers
la valeur cible des maillages plus fins et illustre l’influence très importante du ratio d’aspect
E sur la valeur du nombre de Reynolds critique selon la position relative de la frontière par
rapport aux éléments finis (DVCVvert1 ou DCCVvert2).

Le maillage M3 est utilisé pour comparer les différentes techniques entre elles. Toutes
choses égales par ailleurs, les résultats sont présentés à la figure 5.18 en fonction de la position
de la frontière dans l’élément.

La méthode Gost-Cell corrige le défaut de diamètre hydraulique effectif. Cela permet
d’avoir des résultats au moins aussi bons avec le maillage DVCVvert1, et allant jusqu’à 2, 5 %
d’amélioration. Cependant, cette amélioration n’est pas confirmée pour un maillage DVCV-
vert2. Dans ce cas, les nœuds utilisés pour l’interpolation de la vitesse au point I appartiennent
à un élément fini entièrement pénalisé. Les vitesses nodales sont donc très faibles et, par consé-
quent, la vitesse imposée au nœud G l’est aussi. Ceci ne permet pas d’imposer la condition de
vitesse nulle à la position attendue de la frontière.

La méthode LPG+ qui considère les éléments coupés par la frontière comme des éléments
fluides permet de corriger les défauts de la méthode LPG, dans le cas d’élément DVCVvert2.
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FIGURE 5.16 – Visualisation de la position de la frontière par rapport aux éléments pour l’étude
paramétrique, les points roses sont les neuf nœuds d’un élément ; (a) frontière et bords des élé-
ments coïncidents ; (b) frontière empiétant sur l’élément de moins de la moitié de la hauteur
(DVCVvert1) ; (c) frontière empiétant sur l’élément de plus de la moitié de la hauteur (DVCV-
vert2).
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FIGURE 5.17 – Nombre de Reynolds critique du premier point singulier en fonction de la taille
de l’élément pour la technique LP.
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FIGURE 5.18 – Nombre de Reynolds critique en fonction de la méthode employée et de la posi-
tion de la frontière dans l’élément : (a) second point singulier ; (b) premier point singulier.
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FIGURE 5.19 – Ecoulement dans le canal de sortie (en son milieu) pour différentes méthodes
dans le cas d’un maillage DVCVvert2 à gauche et DVCVvert1 à droite.

En effet, les résultats de la méthode LPG+ dans ce cas sont très bons, tant vis-à-vis des nombres
de Reynolds critiques que de la modélisation de l’écoulement de type Poiseuille (voir figure
5.19) dans le canal de diamètre h.

Sur la figure 5.19, l’imposition de la vitesse sur les NF dans le solide est mise en évidence
et corrige les défauts de la méthode de pénalisation seule. Il faut cependant retenir que les
vitesses fluides non-nulles obtenues dans le solide ne sont pas réalistes.

5.1.8 Synthèse des résultats

L’association des méthodes de frontières immergées (méthodes de pénalisation et Ghost-
Cell) à une méthode de perturbation d’ordre élevé (MAN) permet de procéder à l’analyse de
bifurcation stationnaire d’écoulements. Trois méthodes ont été évaluées (LP, LPG et LPG+). Les
méthodes LP et LPG permettent d’isoler les valeurs critiques avec une marge d’erreur pou-
vant être considérée comme importante. De plus, les résultats sont sensibles à la discrétisation
spatiale utilisée. Finalement, la méthode LPG+ apporte plus de précision tout en rendant les
résultats obtenus moins sensibles aux maillages utilisés.
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FIGURE 5.20 – Domaine utilisé pour l’étude de la bifurcation de Hopf : (a) Description de la
géométrie ; (b) nom des conditions limites.

5.2 Bifurcation de Hopf

5.2.1 Description des cas d’étude

Le cas d’étude retenu pour l’étude des instabilités de type Hopf est l’écoulement 2D d’un
fluide incompressible newtonien autour d’un cylindre fixe. Les cylindres à base carrée et cir-
culaire sont étudiés. La géométrie du problème (dans le cas d’un obstacle de forme carrée) est
présentée à la figure 5.20. Elle respecte les conditions préconisées par Persillon et Braza [Per-
sillon & Braza, 1998] afin que les valeurs du nombre de Strouhal et du coefficient de traînée
soient indépendantes de la taille du domaine supposé infini. Ainsi, HD “ 22 et L2

D “ 34 sont
les conditions minimisant la taille du domaine, tout en évitant la surestimation des paramètres
caractéristiques de l’écoulement. D’autres auteurs privilégient un nombre de degrés de liberté
raisonnable en assumant des valeurs caractéristiques erronées, celles-ci étant influencées par les
effets de blocage du domaine de calcul restreint. Afin d’évaluer la pertinence des algorithmes
développés dans cette thèse et d’éviter tout biais dans les valeurs caractéristiques, les domaines
de calcul retenus par la suite répondent aux préconisations de [Persillon & Braza, 1998].

Les valeurs des grandeurs du fluide sont les mêmes que celles utilisées dans le cas sta-
tionnaire (ρf “ 10 g{cm´3 et µ “ 1 Pa.s). De même les masses volumiques du fluide et du
solide sont supposées identiques

ρf
ρs
“ 1.

Le domaine étant supposé infini, une condition de Dirichlet en vitesse est imposée sur
le bord Γe. L’intensité de la composante horizontale (selon x) de la vitesse imposée est λud.
Aucune condition (ni en vitesse, ni en pression) n’est appliquée explicitement sur le bord Γs (fi-
gure 5.20(b)). La condition est donc régit par le condition implicite de la modélisation éléments
finis portant sur la pression.

Pour le modèle TB, une condition de Dirichlet de non-glissement ux “ uy “ 0 est appli-
quée sur la frontière Γd de l’obstacle. Pour les modèles à frontières immergées, les méthodes de
Level-Set et Ghost-Cell s’appliquent sur la frontière Γb sur laquelle une condition de Dirichlet
de non-glissement est aussi appliquée.

Le nombre de Reynolds est défini en utilisant la longueur caractéristique D qui corres-
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Γb

(a)

Γd

(b)

FIGURE 5.21 – maillages utilisés pour la simulation d’un écoulement infini autour d’un cy-
lindre : (a) maillage classique, True Boundary (TB) ; (b) maillage pour les MFI proposées.

pond, selon le cas, soit au diamètre (cercle) soit au côté (carré) du cylindre :

Re “
ρDλud
µ

(5.2)

Les paramètres de la MAN sont tels que N “ 40 et η “ 10´15. Ces paramètres assez
contraignants permettent d’avoir une solution stationnaire précise. Le calcul de l’indicateur
de bifurcation de Hopf est réalisé pour 10 valeurs différentes du nombre de Reynolds dans
l’intervalle r40; 60s. Les paramètres MAN sur l’indicateur de bifurcation de Hopf sont N “ 30
et η “ 10´6. Enfin la méthode de Newton a convergé si le résidu stationnaire est inférieur à
εs “ 10´4 et si les résidus dynamiques réel et imaginaire sont inférieurs à εd “ 10´8.

5.2.2 Résultats de référence

La bifurcation de Hopf pour l’écoulement autour d’un cylindre de base carrée et circulaire
est largement étudiée.

Dans le cas de l’obstacle carré, une grande variation des valeurs critiques est constatée.
La valeur obtenue selon l’équation de Stuart-Landau est Rec “ 47 ˘ 2 [Schumm et al., 1994;
Sohankar et al., 1998] [SND98, SBM94].

Une autre méthode basée sur la stabilité asymptotique conduit aux valeurs du nombre de
Reynolds critique suivantes :Rec “ 46˘1 [Agnaou et al., 2016; Lankadasu & Vengadesan, 2008]
et Rec “ 53 [Kelkar & Patankar, 1992]. Cette dernière estimation est surévaluée à cause d’un
taux de blocage (β “ D{H) supérieur à ceux retenus dans les autres études. En effet, Sohankar
et al. [Sohankar et al., 1997] montrent que, pour un taux de blocage inférieur à 5 %, les erreurs
dues à la taille du domaine de calcul et aux conditions aux limites sur les valeurs critiques
de l’écoulement sont vraiment faibles. Une synthèse de ces résultats issus de la littérature est
proposée au tableau 5.4.

Dans le cas de l’obstacle circulaire, les valeurs critiques Rec du nombre de Reynolds sont
plus cohérentes malgré une sensibilité au taux de blocage élevée [Kumar & Mittal, 2006]. Ainsi,
les méthodes expérimentale (Rec “ 47, 90), numérique par calcul direct (Rec “ 46, 184) et par
calcul d’indicateur (Rec “ 45, 98) ont été utilisées. Une synthèse de ces résultats est proposée
dans le tableau 5.5.

Pour la discrétisation spatiale, Franke et al. [Franke et al., 1990] montrent que la distance
entre la frontière Γd et la première rangée de nœuds doit être faible (ymax{D “ 0, 004 pour
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β Rec St

[Sohankar et al., 1997] ! 1 % 47˘ 2 X
EVE + MAN + TB 4, 5 % 44,23 0,108

[Sohankar et al., 1998] 5 % 51, 2˘ 1, 0 0, 115
[Kelkar & Patankar, 1992] 14, 2 % 53˘ 2 X

TABLE 5.4 – Nombre de Reynolds et de Strouhal en fonction du taux de blocage pour un cy-
lindre carré.

méthode Rec St

[Jackson, 1987] méthode directe 46, 184 0, 137
[Williamson, 1989] expérimental 47, 90 0, 122

[Brezillon et al., 2010] MAN + padé 45, 98 0, 137
Présente étude EVE + MAN + TB 46, 07 0, 122

TABLE 5.5 – Nombre de Reynolds et Strouhal pour un cylindre circulaire.

l’obstacle carré et ymax{D “ 0, 001 pour l’obstacle circulaire) sous peine de modifier les valeurs
des nombres de Reynolds Rec et de Strouhal Stc critiques. De même que pour l’exemple de
l’obstacle carré, ces auteurs montrent qu’un raffinement de grille d’un facteur 2 modifie de 5 %
la valeur du nombre de Strouhal critique.

Pour ce travail, les ressources informatiques disponibles au laboratoire ont nécessité la
recherche d’un compromis entre la taille du domaine de calcul, la finesse de la discrétisation
spatiale et la précision des résultats. Ainsi, pour l’écoulement autour d’un obstacle carré, les
simulations ont été réalisées avec un taux de blocage de 4, 5 % et un rapport ymax{D “ 0, 016.
Pour le cas d’un obstacle circulaire, le rapport ymax{D “ 0, 0056 a été choisi. Par conséquent,
les résultats présentés par la suite sont affectés d’une certaine imprécision due à ces limitations
techniques.

Malgré ces limites, l’algorithme de recherche d’une bifurcation de Hopf est appliqué pour
un problème dont le maillage est conforme aux obstacles (modèle TB).

Dans le cas de l’obstacle carré, les valeurs critiques suivantes sont obtenues :Rec “ 44, 237
et Stc “ 0, 108. Ces valeurs sont en accord avec celles de la littérature (voir tableau 5.4). Pour
obtenir ces résultats, un calcul d’indicateur est effectué pour la valeur Re “ 44, 04 du nombre
de Reynolds. Un minimum est obtenu (Remin “ 44, 04 et ωmin “ 3, 00) et est utilisé comme
solution initiale pour l’algorithme itératif de Newton. La convergence est obtenue en trois ité-
rations.

Dans le cas du cylindre à base circulaire, les valeurs critiques suivantes sont obtenues :
Rec “ 46, 067 et Stc “ 0, 122. Ces valeurs sont aussi en accord avec celles de la littérature
(voir tableau 5.5). Pour obtenir ces résultats, trois calculs d’indicateur sont effectués pour des
valeurs du nombre de Reynolds suivantes : Re “ 40, 13, 41, 36, 42, 60. Pour chaque indicateur,
un minimum est sélectionné (ωmin “ 3, 025, 3, 1346, 3, 2428) et utilisé comme solution initiale
pour l’algorithme itératif de Newton. La convergence est obtenue, quelle que soit la valeur
initiale, en cinq itérations.

5.2.3 Résultats avec les méthodes LP et LPG

Les méthodes LP et LPG ont été appliquées aux deux écoulements autour d’obstacles
fixes, de forme carrée et circulaire.
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Re ω statut Rec ωc
42, 15 2, 953 CV (6 iter) 47, 2979 3, 3627
45, 122 0 NCV
45, 122 3, 1915 CV (4 iter) 47, 2979 3, 3627
48, 0879 0 NCV

TABLE 5.6 – Point initial et résultats de l’algorithme de Newton pour le cylindre à base carrée
- méthode LPG. Les symboles NCV et CV signifient respectivement la non convergence ou la
convergence de la méthode de Newton en (‚) itérations.

Dans cette étude, les paramètres numériques suivants sont fixés. La valeur de la pénalisa-
tion K est égale à 10´6. Les maillages utilisés nécessitent 19 952 éléments, soient 80 385 nœuds.

Pour l’écoulement autour d’un carré, la méthode LP permet d’obtenir les paramètres cri-
tiques suivants : Rec “ 45, 618 (er “ 3, 0 %) et Stc “ 0, 109. Ces valeurs sont cohérentes avec
celles de la littérature (tableau 5.4). Pour déterminer ces paramètres critiques, trois calculs d’in-
dicateurs pour les valeurs suivantes du nombre de Reynolds Re “ 45, 59, 49, 0, 52, 43 ont été
réalisés. Les valeurs initiales retenues pour l’algorithme itératif de Newton sont : ωmin “ 3, 11,
3, 36, 3, 59. La convergence est obtenue pourRe “ 45, 59. A titre d’illustration, la figure 5.22 pré-
sente le champ de vitesse à la bifurcation ainsi que les modes réel et imaginaire de bifurcation.

Pour ce même problème, la méthode LPG permet d’obtenir les valeurs critiques sui-
vantes : Rec “ 47, 298 (er “ 0, 5 %) et Stc “ 0, 112. Ces valeurs sont bien meilleures que
celles obtenues avec la méthode LP et plus cohérentes avec les valeurs de référence (tableau
5.5). Dans ce cas, nous avons choisi de réaliser quatre calculs d’indicateurs de bifurcation pour
lesquels deux solutions initiales ont permis la convergence de l’algorithme de Newton (voir
tableau 5.6). Pour information, le champ de vitesse et les modes de bifurcation ne présentent
aucune distinction notable avec ceux obtenus par la méthode LP. A priori, pour ce problème,
si le maillage et la Level-Set sont coïncidents, alors la méthode LPG est plus précise que la
méthode LP.

Considérons à présent le problème de l’écoulement autour d’un obstacle circulaire fixe.
La méthode LP, appliquée à ce problème, permet d’obtenir les résultats suivants : Rec “ 47, 54
et Stc “ 0, 122. Ces résultats sont très proches (er “ 3, 2 %) de ceux issus de la littérature (voir
tableau 5.5). Visuellement, le champ de vitesse à la bifurcation ainsi que les modes de bifur-
cation (réel et imaginaire) présentés à la figure 5.23 sont proches des représentations publiées
[Cadou et al., 2006; Jackson, 1987]. Pour ce calcul, l’analyse de bifurcation a été réalisée grâce
à 6 calculs d’indicateurs et 10 valeurs initiales ont été retenues pour l’algorithme de Newton.
Parmi ces valeurs, 4 ont convergé vers une même valeur critique (voir tableau 5.7).

L’application de la méthode LPG au problème considéré n’est pas aussi évidente. Dans
ce cas, avec les paramètres de calculs retenus, la valeur obtenue du nombre de Reynolds cri-
tique est Rec “ 68, 54. Cette valeur est évidemment bien trop élevée et impose d’analyser plus
finement le fonctionnement des algorithmes.

5.2.4 Sensibilité des méthodes au paramètre de pénalisation

La sensibilité des méthodes LP et LPG au paramètre de pénalisation est évaluée en consi-
dérant le problème de l’écoulement autour d’un obstacle carré.

Suite à l’analyse de bifurcation stationnaire, il est admis que la valeur du paramètre de
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 5.22 – Ecoulement autour d’un cylindre à la bifurcation Re “ 44, 33 : (a) magnitude
de la vitesse ; (b) partie réelle du mode complexe ; (c) partie imaginaire du mode complexe -
Méthode LP (K “ 10´6, N “ 30, η “ 10´6).
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 5.23 – Ecoulement autour d’un cylindre à la bifurcation Re “ 47, 539 : (a) magnitude
de la vitesse ; (b) partie réelle du mode complexe ; (c) partie imaginaire du mode complexe -
Méthode LP (K “ 10´6, N “ 30, η “ 10´6).
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Re ω statut Rec ωc
41, 26 0 NCV
41, 26 1, 756 NCV
41, 26 3, 102 CV (6 iter) 47, 539 3, 656
42, 88 0 NCV
42, 88 1, 908 NCV
42, 88 3, 248 CV (6 iter) 47, 539 3, 656
44, 50 3, 392 CV (6 iter) 47, 539 3, 656
46.11 0 NCV
47, 73 0 NCV
47, 73 3, 67 CV (4 iter) 47, 539 3, 656

TABLE 5.7 – Point initial et résultats de l’algorithme de Newton pour le cylindre à base circulaire
- méthode LP. Les symboles NCV et CV signifient respectivement la non convergence ou la
convergence de la méthode de Newton en (‚) itérations.

paramètre de LP LPG
pénalisation K Rec St Rec St

10´4 44, 33 0, 110 44, 36 0, 108
10´5 44, 28 0, 109 48, 77 0, 109
10´6 45, 618 0, 110 47, 298 0, 112

TABLE 5.8 – Nombre de Reynolds et nombre de Strouhal en fonction du paramètre de pénali-
sation K pour les modélisations LP et LPG.

pénalisation K ne doit pas être trop élevée. Ainsi, pour cette étude, les simulations sont réa-
lisées pour les trois valeurs de pénalisation suivantes : K “ 10´4, 10´5 et 10´6. Les résultats,
synthétisés dans le tableau 5.8, montrent une dépendance des valeurs critiques Rec et Stc à la
valeur de K. Pour les deux méthodes LP et LPG, la valeur la plus faible de K permet d’obtenir
la valeur la plus élevée du nombre de Reynolds critique Rec ainsi que la valeur la plus élevée
pour le nombre de Strouhal critique Stc. On note que la méthode Gost-Cell permet d’obtenir
des valeurs du nombre de Reynolds critique Rec plus élevées que celles obtenues avec la mé-
thode LP. Finalement, l’étude confirme qu’une valeur la plus faible possible du paramètre de
pénalisation K est nécessaire pour procéder à l’analyse de bifurcation de Hopf d’un écoule-
ment.

Cependant, cette étude ne permet pas de mettre en évidence un comportement différent
des méthodes LP et LPG. En particulier, depuis les travaux de Sohankar et al. [Sohankar et al.,
1998, 1997] et de Franke et al. [Franke et al., 1990], les paramètres de simulation (tels que le taux
de blocage, la discrétisation spatiale et en particulier dans les zones de points anguleux) ont
une grande importance sur les résultats numériques. C’est la raison pour laquelle une étude
sur l’influence de la Level-Set est menée.

5.2.5 Sensibilité des méthodes à la position de la Level-Set

Jusqu’à présent, le maillage et la Level-Set définissant l’interface fluide-solide sont coïn-
cidents. Afin de mettre en évidence l’influence de la fonction Level-Set, trois configurations de
maillage (voir la figure 5.24) sont testées pour le problème de l’écoulement autour d’un obstacle
carré.
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FIGURE 5.24 – Position relative de la frontière au sein de l’élément pour l’étude de l’influence
de la position de la Level-Set.

La configuration ’CARcoin’ correspond à la discrétisation de référence où l’iso-valeur
zéro de la Level-Set est coïncidente avec le bord des éléments finis de l’interface fluide-solide.
La configuration ’CARagr1’ correspond à la situation où l’iso-valeur zéro de la fonction Level-
Set ’coupe’ l’élément fini tout en garantissant au nœud central d’appartenir au domaine fluide
(l’élément fini n’étant pas pénalisé). Enfin, la configuration ’CARagr2’ correspond au cas où
l’iso-valeur zéro de la fonction Level-Set ’coupe’ l’élément fini tel que le nœud central appar-
tient au domaine solide. Dans ce cas, la configuration correspond exactement à la modélisation
proposée par Tseng et al. [Tseng & Ferziger, 2003].

Les maillages utilisés comportent sensiblement le même nombre de nœuds (de 33 000 à
36 000). Cette différence provient de l’adaptation du maillage aux configurations testées.

Les résultats de l’analyse de bifurcation de Hopf réalisée pour ces trois configurations
sont présentés à la figure 5.25. Pour les deux méthodes LP et LPG, les valeurs critiques les plus
proches des valeurs de référence sont obtenues pour la configuration ’CARagr1’, cas où il y a le
moins de différence. Dans cette configuration, la méthode LPG conduit aux meilleurs résultats.

Par contre, les analyses de bifurcation conduites avec la configuration ’CARagr2’ ne per-
mettent absolument pas de retrouver les résultats de référence. Les éléments coupés étant consi-

déré comme solide, le cylindre est de dimensionDapparent « D`2
dx

2
. Il est donc normal d’avoir

une valeur différente. Dans le cas ’CARagr2’, la méthode LPG+ n’apporte aucune amélioration.
Une représentation de l’écoulement autour de l’obstacle dans les trois configurations est pro-
posée sur la figure 5.26. Il est observé notamment que la configuration ’CARagr2’ ne permet
pas d’imposer la condition cinématique de couplage à l’interface (voir figure 5.26(c)).

Finalement, cette étude met en évidence l’influence de la position de l’interface (repré-
sentée par l’iso-valeur zéro de la Level-Set) par rapport aux éléments finis. En particulier, la
méthode Gost-Cell, censée reconstruire exactement l’interface indépendamment du maillage,
ne le permet pas. Une analyse critique de cette méthode est réalisée dans le paragraphe suivant.
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FIGURE 5.25 – Valeur caractéristique critique en fonction de la méthode employée et de la posi-
tion de la frontière dans l’élément : (a) Nombre de Reynolds critique ; (b) Nombre de Strouhal
critique.
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(a) (b)

(c)

FIGURE 5.26 – Ecoulement autours du cylindre à base carrée pour plusieurs cas de figure : (a)
LPG CARagr1 ; (b) LPG CARagr2 ; (c) LPG+ CARagr2.

5.2.6 Analyse critique de la méthode Gost-Cell

Deux causes, probables, du dysfonctionnement de la méthode Ghost-Cell dans la recons-
truction des interfaces sont avancées.

Tout d’abord, dans le cas de l’écoulement autour d’un obstacle de forme carrée, une ob-
servation de l’écoulement révèle un champ de vitesse aberrant au voisinage des points angu-
leux (figure 5.26(c)). Une explication à ce dysfonctionnement porte sur la détermination des
points O et I , en particulier, l’impossibilité de construire un unique vecteur normal sortant
n en un point anguleux (figure 5.27). Ce problème fait écho à l’étude de Mittal et al. [Mittal
et al., 2008] qui met en évidence les situations problématiques dans l’application de la méthode
Ghost-Cell.

Plus vraisemblablement, après de nombreux essais menés sur l’écoulement autour d’un
obstacle circulaire (pour lequel il n’y a aucun point anguleux), il apparaît que l’application de
la condition cinématique de couplage provoque des instabilités numériques.

En effet, lors de la procédure de continuation, le champ de vitesse au pas précédent (j´1)
est utilisé pour appliquer la condition cinématique de couplage au pas actuel (j). Comme au-
cune procédure de correction portant sur la condition cinématique n’est présente dans l’al-
gorithme (seul le champ de vitesse ’fluide’ est corrigé dans la procédure de Newton pour la
détermination des bifurcations de Hopf), des erreurs sont introduites au niveau de l’interface
et s’amplifient au fur et à mesure des pas de continuation MAN. Pour s’en convaincre, la ré-
partition spatiale des résidus pour l’écoulement autour de l’obstacle circulaire est représentée
(figure 5.28). Sur cette figure, une comparaison des résidus obtenus avec les méthodes LP et
LPG est proposée. Les résidus obtenus avec la méthode LPG sont bien plus élevés que ceux
obtenus avec la méthode LP et concentrés notamment autour de l’obstacle. Ces erreurs, n’étant
jamais corrigées, vont s’amplifier et empêcher la convergence vers la solution du problème.
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FIGURE 5.27 – Schéma montrant le problème de situation non-classique : (a) Les points ‚ sont
les points O classiques donnant la normale attendue. Les points ‚ montrent les deux positions
auxquelles le points O et sa condition de non-glissement peuvent-être affectés ; (b) les vitesses
imposées (en rouge) basées sur les vitesses du fluide (en bleu) donnent une conditions de non-
glissement aux points ‚ mais imposent des conditions incohérentes pour le pas suivant (en
noir).

(a) (b)

FIGURE 5.28 – Carte des résidus autour du cylindre : (a) méthode LP à Re “ 27, 5 ; (b) méthode
LPG à Re “ 30, 3 - (K “ 10´6, N “ 30, η “ 10´6).
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5.2.7 Synthèse de l’analyse de bifurcation de Hopf

L’analyse de bifurcation de Hopf est réalisée sur l’écoulement autour d’obstacles fixes,
de formes carrée et circulaire. Les études numériques montrent que la méthode LP, avec une
valeur de pénalisation faible (par ex.K – 10´6), permet de retrouver les valeurs critiques de bi-
furcation. Les résultats relatifs aux méthodes LPG et LPG+ sont moins satisfaisants. Ils révèlent
l’impossibilité d’appliquer correctement les conditions cinématiques de couplage au niveau de
l’interface. Bien que la méthode Ghost-Cell permette de ’reconstruire’ l’interface, l’algorithme
proposé ne permet pas d’appliquer les valeurs de vitesses nodales adéquates. Une amplifica-
tion des erreurs autour de l’interface est observée (via la répartition spatiale des résidus) car
ces dernières ne sont pas corrigées au cours du calcul réalisé par la MAN.
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5.3 Simulation d’un écoulement instationnaire autour d’un obstacle
circulaire fixe ou mobile test

5.3.1 Description du cas d’étude

Dans ce paragraphe, l’algorithme tHP, présenté au chapitre 4.6, est évalué dans le cas
d’un écoulement autour d’un obstacle de forme circulaire pouvant, ou non, se déplacer.

Le domaine de calcul est identique à celui retenu pour l’analyse de bifurcation de Hopf
(voir figure 5.20)

Sur les bords du domaine de calcul, les conditions aux limites sont identiques (λud.x
sur Γe et pas de contraintes sur Γs). Les conditions d’interactions fluide-structure autour du
cylindre sont gérées soit par l’algorithme LP, soit par l’algorithme LPG.

Les paramètres numériques utilisés sont un ordre de troncature N “ 55 (ordre maximal
car l’algorithme est adaptatif) et une précision utilisateur choisie comme étant égale à η “ 10´6.
L’intégration temporelle utilise un pas de temps ∆t “ 10´2 et un paramètre θ “ 0, 6 pour le
θ-schéma.

Des ’sondes’ numériques sont placées en différents points du domaine de calcul afin de
suivre l’évolution temporelle du champ des vitesses dans le sillage du cylindre. En particu-
lier, la sonde B au nœud de coordonnées

´ x

D
;
y

D

¯

« p0, 75; 0, 0q permet de calculer le nombre
de Strouhal St et de comparer les valeurs obtenues avec celles disponibles dans la littérature
([Brajon-Socolescu, 1996; Braza et al., 1986; Guerouache, 2000] pour le cylindre fixe et [Gue-
rouache, 2000; Placzek et al., 2009] pour le cylindre en mouvement). Par la suite, le nombre de
Strouhal est obtenu par application d’une transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Trans-
form) sur l’évolution temporelle de la composante verticale de la vitesse uy mesurée au point
B et d’une durée de 30 secondes. La durée totale des simulations est fixée à Tmax “ 50 s.

Pour tester l’algorithme d’intégration temporelle tHP, la procédure suivante est adop-
tée. Une solution stationnaire Us, correspondant à un écoulement à un nombre de Reynolds
Re “ 100, est d’abord calculée selon l’algorithme de perturbation/continuation présenté pré-
cédemment. Une fois la solution initiale Us obtenue, l’algorithme tHP est utilisé jusqu’à l’éta-
blissement d’un régime périodique.

Cet algorithme est appliqué pour les problèmes du cylindre fixe et mobile et en utilisant
l’une des méthodes mises au point ( méthode LP, LPG ou LPG+) pour tenir compte de l’IFS.

5.3.2 Cylindre fixe en milieu infini

5.3.2.1 Régime stationnaire

Pour les trois méthodes LP, LPG et LPG+, la procédure de perturbation/continuation
jusqu’à un nombre de Reynolds Re “ 100 est évaluée. A cet effet, la longueur de recirculation
Lr des tourbillons derrière le cylindre est mesurée au cours de la continuation. La longueur
de recirculation correspond à la distance, derrière le cylindre, où la composante horizontale de
la vitesse, mesurée sur l’axe de symétrie y “ 0, devient nulle (voir la figure 5.29). Dans cette
étude, la longueur de recirculation Lr est adimensionnée par le diamètre D du cylindre. Les
résultats de référence sont synthétisés dans le tableau 5.9.

Pour cette étude, les mesures des longueurs de recirculation sont effectuées en fin de pas
de continuation et ces derniers ne correspondent pas obligatoirement aux valeurs du nombre
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FIGURE 5.29 – Détermination de la longueur de recirculation.
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FIGURE 5.30 – Longueur de recirculation adimensionnelle en fonction de la valeur du nombre
de Reynolds pour les maillages M1 et M2 et les méthodes LP et LPG, comparée aux valeurs de
[Guerouache, 2000] et [Braza et al., 1986].
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Re 10 15 20 25 30 35 40 45

[Guerouache, 2000] 0, 262 0, 595 0, 927 1, 256 1, 581 1, 900 2, 211 2, 524
[Brajon-Socolescu, 1996] 0, 263 0, 579 0, 895 1, 211 1, 527 1, 843 2, 159 2, 475

[Braza et al., 1986] - - 0, 93 - - - 2, 060 -

TABLE 5.9 – Longueur de recirculation adimensionnelle Lr
D en fonction de la valeur du nombre

de Reynolds.

Méthode loi d’évolution proposée Res
[Guerouache, 2000] Lr{D “ 6, 4662.10´2Re´ 0, 37120 5, 74

M1 LPG Lr{D “ 6, 9328.10´2Re´ 0, 427773 6, 17
M1 LP Lr{D “ 5, 20454.10´2Re´ 0, 301983 5, 80
M2 LP Lr{D “ 7, 28658.10´2Re´ 0, 4286 5, 88

TABLE 5.10 – Longueur de recirculation adimensionnelle Lr
D en fonction du nombre de Rey-

nolds.

de Reynolds indiquées dans le tableau 5.9. Pour être plus précis, le diagramme de la figure 5.30
est proposé. A partir des données tracées, il est possible d’établir une régression linéaire reliant
la distance Lr à la valeur du nombre de Reynolds Re. Plusieurs modèles sont proposés dans le
tableau 5.10 selon la méthode et le maillage retenus.

Sachant que les résultats de la littérature offrent une grande dispersion, les longueurs
obtenues selon les méthodes LP sur le maillage M2 (80 863 nœuds) et LPG sur le maillage
M1 (53 863 nœuds) sont du bon ordre de grandeur. L’intersection de la droite provenant de la
régression coupe l’abscisse en un point appelé nombre de Reynolds seuil Res. L’écoulement
est rampant pour une valeur du nombre de Reynolds inférieure à Res. Au-delà de cette valeur,
l’écoulement présente des tourbillons de recirculation derrière le cylindre.

Pour le maillage M1, la méthode LPG donne de meilleurs résultats que la méthode LP
sur l’évolution. Les résultats obtenus avec la méthode LP appliquée au maillage M2 sont aussi
très satisfaisants.

5.3.2.2 Régime instationnaire

La transition d’un écoulement stationnaire vers un écoulement périodique en temps est
caractéristique d’une bifurcation de Hopf. Physiquement, l’instabilité est provoquée par le dé-
crochage de la couche limite visqueuse autour du cylindre. Puis, les tourbillons sont advectés et
atténués par diffusion visqueuse au sein de l’écoulement. Numériquement, la transition d’une
solution stationnaire vers la solution périodique nécessite un grand nombre d’itérations et en-
traîne un coût de calcul élevé. C’est ce coût de calcul qu’il faut diminuer en utilisant le plus
possible la même matrice tangente KUs

t et en limitant ainsi le nombre de factorisations de cet
opérateur.

Application de la méthode LP La méthode LP, utilisée conjointement avec le maillage M2,
permet d’obtenir l’évolution temporelle de la vitesse uy au point sonde B présentée à la figure
5.31.

Une autre façon de voir cette transition est présentée à la figure 5.31(b). Ce portrait de
phase montre la composante verticale de l’accélération 9uy en fonction de la composante verti-
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FIGURE 5.31 – Transition de l’état initial stationnaire à l’état périodique : (a) Vitesse selon y au
point sonde B ; (b) Cycle limite au point sonde B - Méthode LP (K “ 10´6, N “ 35, θ “ 0, 6,
dt “ 10´2).

cale de la vitesse uy au point sonde B.

Lorsque le régime périodique est établi, une FFT de l’évolution temporelle de uy au point
B est effectuée (voir figure 5.32) et permet d’obtenir le nombre de Strouhal St.

Pour information, le champ de vitesse et les lignes de courant autour du cylindre sont
proposés à la figure 5.33. Sur cette figure, on note la présence de points anguleux au niveau
de l’interface fluide-solide due à la méthode LP qui ne permet pas une définition précise de
l’interface. En complément, la norme du champ de vitesse est représentée à la figure 5.34. Sur
cette figure, l’allée de von-Karman est bien décrite, même si une atténuation rapide des tour-
billons en aval du domaine est observée. Malgré le défaut de définition exacte de l’interface
fluide-solide, ces résultats sont cohérents avec ceux de la littérature.

Pour vérifier la précision de la méthode LP, l’évolution du nombre de Strouhal St en fonc-
tion du nombre de Reynolds Re est proposée à la figure 5.35. Cette évolution, non linéaire par
rapport au nombre de Reynolds, est en bon accord avec les évolutions issues de la littérature.

5.3.3 Application des méthodes LPG et LPG+

L’étude précédente dédiée à l’analyse de bifurcation de Hopf autour du cylindre circu-
laire a montré que les méthodes LPG et LPG+ échouaient dans la détection de la bifurcation.
En particulier, l’application des conditions cinématiques de couplage avec la solution au pas j
pour la résolution des équations de Navier-Stokes pour le pas suivant j ` 1 semble provoquer
des instabilités numériques.

Aussi, dans le contexte de l’algorithme tHP et en considérant des pas de discrétisation
temporelle faible (∆t “ 0, 01 s), il est possible que les méthodes LPG et LPG+ ne souffrent pas
de ce ’décalage’ des solutions entre les étapes d’imposition des conditions d’IFS et de résolution
des équations de Navier-Stokes.

Malheureusement, la méthode tHP fait appel à une continuation sur le paramètre d’ho-
motopie ε. Ceci conduit aux mêmes disfonctionnements des méthodes LPG et LPG+ rencontrés

Calcul par la méthode asymptotique numérique des instabilités en interaction fluide-structure Antoine Monnier 2018



5.3 Simulation d’un écoulement instationnaire autour d’un obstacle circulaire fixe ou
mobile test 121

Fréquence du signal f

FIGURE 5.32 – Transformée de Fourier du signal périodique uypBq - Méthode LP (K “ 10´6,
N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).

FIGURE 5.33 – lignes de courant pour un écoulement à Re “ 100 et à l’instant t “ 50, 00 s -
méthode LP (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).

FIGURE 5.34 – Norme de la vitesse pour un écoulement à Re “ 100 et à l’instant t “ 50, 00 s -
méthode LP (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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FIGURE 5.35 – Nombre de Strouhal St en fonction du nombre de Reynolds Re.

précédemment.

Tout d’abord, la norme du champ de vitesse, calculée selon les méthodes LPG et LPG+
obtenue à la première itération temporelle à partir d’une solution initiale (obtenue avec la mé-
thode LP) est tracée sur les figures 5.36(b) et 5.36(c). Ces résultats semblent montrer une struc-
ture d’écoulement cohérente autour du cylindre. En particulier, on note la définition précise
de la forme circulaire de l’obstacle ainsi que l’imperméabilité de l’interface sans intrusion de
lignes de courant venant du domaine fluide extérieur.

Malheureusement, pour des temps de simulation plus élevés (voir les figures 5.37), quelle
que soit la méthode utilisée, l’écoulement autour du cylindre n’est plus correct. De plus, si
l’évolution de la norme du champ de vitesse est étudiée entre les deux instants consécutifs
(t “ 17, 84 s et t “ 17, 85 s en LPG, t “ 17, 94 s et t “ 17, 95 s en LPG+), alors le problème
de ’décalage’ énoncé précédemment est très clairement mis en évidence. En effet, le champ de
vitesse devient fortement erroné à l’instant même où la matrice tangente est actualisée (voir le
chronogramme (a) des figures 5.38 et 5.39 pour les méthodes LPG et LPG+ respectivement).

5.3.4 Cylindre mobile en mouvement forcé

5.3.4.1 Forçage à la fréquence du lâché tourbillonnaire

Le même domaine que précédemment est utilisé pour simuler le déplacement forcé de
l’obstacle rigide. Le cylindre subit un déplacement vertical dont la fréquence et l’amplitude du
déplacement sont choisis par l’utilisateur :

ubptq “
"

0
2Aπ cosp2πftq

(5.3)

Pour comparer avec les simulations d’autres auteurs, ces grandeurs sont adimensionnées,
ainsi la fréquence d’excitation est divisée par la fréquence de décrochement tourbillonnaire fs
du cylindre fixe, et l’amplitude du déplacement du cylindre A est divisée par le diamètre D.
Dans cette étude, les valeurs de A et de f sont choisies telles que les ratios f{fs et A{D soient
égaux, respectivement à 1 et 0, 25.

Une simulation est réalisée en utilisant les mêmes paramètres numériques que précédem-
ment et la méthode LP. Ce cylindre se déplace dans un fluide dont l’écoulement est caractérisé
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 5.36 – Norme de la vitesse autour du cylindre circulaire : (a) initialisation par la mé-
thode LP ; (b) méthode tHP et LPG après la 1re itération utilisant la MGC ; (c) méthode tHP et
LPG+ après la 1re itération utilisant la MGC - (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 5.37 – Norme de la vitesse autour du cylindre circulaire à deux instants consécutifs :
1er ligne selon la méthode LPG (a) t “ 17, 84 ; (b) t “ 17, 85 ; 2e ligne selon la méthode LPG+ (c)
t “ 17, 94 s ; (d) t “ 17, 95 s - (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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FIGURE 5.38 – Comportement de l’algorithme en fonction du temps autour de l’instant
t “ 17, 84 s ; (a) nombre de factorisation de matrice ; (b) nombre d’ordre MAN nécessaire ;
(c) Composantes de la vitesse au point sonde B - méthode LPG (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6,
dt “ 10´2).
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FIGURE 5.39 – Comportement de l’algorithme LPG+ en fonction du temps ; (a) nombre de fac-
torisation de matrice ; (b) nombre d’ordre MAN nécessaire ; (c) Composantes de la vitesse au
point sonde B - méthode LPG+ (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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FIGURE 5.40 – Norme de la vitesse autour du cylindre circulaire à cinq instants au cours d’une
période d’oscillation du cylindre.

par une valeur du nombre de Reynolds Re “ 100.

La figure 5.40 montre l’écoulement à plusieurs instants pris durant une période du mou-
vement. Ces images ont un profil qui correspond à ce que [Guerouache, 2000] montre pour un
cas p1, 0 ; 0, 5q se plaçant dans la zone de synchronisation [Placzek et al., 2009]. On constate que
les écoulements à l’instant t0 et à l’instant t0 ` T sont parfaitement identiques. Le sillage est
donc parfaitement synchronisé sur la fréquence d’oscillation. Comme identifiée dans [William-
son & Roshko, 1988], cette émission de deux tourbillons par cycle de mouvement est désignée
sous le terme de mode "2S".

L’évolution temporelle de la composante verticale de la vitesse uy au point sonde B est
donnée à la figure 5.41. Le déplacement du cylindre y est affiché pour montrer la synchronisa-
tion.

Une analyse du signal de la composante verticale de la vitesse uy au point sonde B donne
un spectre où la fréquence de forçage f et donc de décrochement tourbillonnaire fs est pré-
sente. Le spectre est en revanche assez bruité. De plus, il est loin des spectres que Placzek et
al. [Placzek et al., 2009] présentent pour des simulations de la zone de synchronisation dont
l’amplitude A{D est la même et le rapport f{fs “ r0, 9, 1, 1s.
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FIGURE 5.41 – Vitesse uy au point sonde B et déplacement du cylindre - méthode LP p1, 0 ; 0, 25q,
(K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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f “ fs “ 1, 61Hz

FIGURE 5.42 – Vitesse uy au point sonde B et déplacement du cylindre - méthode LP p1, 0 ; 0, 25q,
(K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).
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FIGURE 5.43 – comportement de l’algorithme en fonction du temps ; (a) nombre de factorisa-
tion ; (b) nombre d’ordre MAN nécessaire ; (c) valeur du paramètre d’homotopie ε ; (d) Compo-
santes de la vitesse au point sonde B - méthode LP (K “ 10´6, N “ 55, θ “ 0, 6, dt “ 10´2).

Pour information, le fonctionnement de l’algorithme tHP est présenté (voir figure 5.43).
Lorsque l’ordre de troncature maximal est atteint (t “ 0, 1 de 5.43(b)) et ne permet toujours
pas de valider le critère d’homotopie (ε ą 1, figure 5.43(c)), une nouvelle matrice est évaluée
et factorisée (5.43(a)). Avec cette nouvelle matrice, une série à 11 termes est nécessaire pour
valider le critère d’homotopie. La figure 5.43(a) montre que la matrice est factorisée seulement
trois fois pour t “ 0, 25 s ce qui entraîne un gain de temps de calcul.

Conclusion

Dans ce chapitre, les algorithmes d’analyse de bifurcation et d’intégration temporelle
associant les MFI et la MAN ont été testés.

L’analyse de bifurcation stationnaire est réalisée pour un écoulement 2D dans une con-
duite avec expansion soudaine suivie d’une contraction soudaine. Dans ce problème, la con-
duite est modélisée pour les MFI proposées. Les résultats montrent que la méthode LP, avec
un paramètre de pénalisationK bien choisi, permet de déterminer les bifurcations. Cependant,
une dépendance des résultats au maillage est mise en évidence et un flux traversant l’interface
fluide-solide, au niveau des obstacles, est observé. L’ajout de la méthode Ghost-Cell corrige
ces défauts en imposant exactement les conditions de couplage (continuité des vitesses) selon
les hypothèses retenues (pas d’échange d’énergie autre que mécanique, phases distinctes, pas
d’échange de matière). Seule la méthode LPG+ autorise des résultats indépendants de la posi-
tion de la frontière au sein de l’élément. La méthode LPG+ considère les éléments coupés par
la frontière fluide-solide comme des éléments fluides. Ceci a pour effet que les vitesses nodales
ne sont pas pénalisées au niveau de l’interface. Par conséquent, il est possible de calculer un
champ de vitesse (respectant exactement la condition de couplage) à partir d’une interpola-
tion spatiale où toutes les vitesses nodales proches de l’interface ont la même importance. La
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méthode LPG+ conduit à des résultats en parfait accord avec ceux de la littérature.

L’analyse de bifurcation de Hopf est réalisée pour l’écoulement autour d’obstacles 2D
de forme carrée et circulaire. La méthode LP, correctement calibrée, permet de déterminer des
nombres de Reynolds et de Strouhal critiques qualitativement corrects, cohérents avec les va-
leurs de la littérature. Les méthodes LPG et LPG+ sont beaucoup plus sensibles et délicates
à utiliser. A ce jour, les simulations basées sur les méthodes LPG et LPG+ ne permettent pas
une convergence des algorithmes. En particulier, les résidus calculés au niveau des interfaces
fluide-solide mettent en évidence un conflit entre les champs de vitesse utilisés, respectivement,
pour la résolution des équations de Navier-Stokes et pour imposer les conditions de couplage.

L’analyse transitoire d’un écoulement autour d’un cylindre rigide et de forme circulaire
est menée avec le solveur tHP. Deux situations ont été considérées : le cas où le cylindre est fixe
et celui où le cylindre est mobile. Pour ce cas, un mouvement forcé est imposé au cylindre. La
méthode de résolution consiste à effectuer la continuation d’une solution stationnaire jusqu’à
un écoulement de nombre de Reynolds Re “ 100. Puis cette solution est utilisée comme solu-
tion initiale pour le solveur tHP. Une observation de la réponse transitoire jusqu’à un régime
périodique établi est menée. La méthode LP permet de calculer une telle évolution. L’utilisa-
tion des méthodes LPG et LPG+ pour décrire l’interface fluide-solide, bien que les interfaces
soient correctement ’représentées’ (définition exacte de la forme de l’obstacle, pas de flux en-
trant), conduit aux mêmes problèmes que ceux observés pour l’analyse de bifurcation. Avec ces
méthodes, il n’est pas encore possible d’obtenir une solution périodique et d’atteindre le cycle
limite.
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Conclusion générale et perspectives

Le contexte général de cette thèse s’inscrit dans le développement d’algorithmes spéci-
fiques pour la résolution de problèmes non-linéaires et l’analyse de bifurcation.

Parmi tous les algorithmes, la MAN fait l’objet de nombreuses études. Il s’agit d’une mé-
thode de perturbation d’ordre élevé qui est utilisée, notamment, pour l’analyse de bifurcation,
tant dans le domaine du calcul des structures qu’en mécanique des fluides. Associée à une
procédure de continuation et à des techniques spécifiques (comme le calcul d’indicateurs ou
l’analyse des termes de série), la MAN permet de déterminer les bifurcations avec précision et
robustesse et de suivre des solutions post-bifurcation.

Ainsi, dans le cadre de cette thèse, il a été décidé d’appliquer la MAN à des problèmes
d’instabilité en interaction fluide-structure.

La première étape a consisté en l’identification des techniques numériques utilisées pour
décrire l’IFS. Pour repérer le solide en interaction avec le fluide dans une grille fixe, une mé-
thode de Level-Set est introduite. Le choix s’est porté sur une méthode de pénalisation des
équations de Navier-Stokes (méthode LP). Afin d’améliorer la description de l’interface fluide-
solide, une technique de frontières immergées basée sur la méthode Ghost-Cell est proposée
(méthodes LPG et LPG+).

L’ensemble de ces techniques, dédiées à l’IFS, est associé à une discrétisation spatiale par
éléments finis et des solveurs basés sur la MAN. Les adaptations, nécessaires à cette association,
ont été réalisées notamment par l’introduction, dans la formulation faible des équations de
Navier-Stokes, d’un opérateur dédié à la pénalisation et des conditions aux limites définissant
l’interface fluide-solide.

En complément, un solveur transitoire (solveur tHP) basé sur la MAN a été proposé.
Celui-ci associe, dans cet ordre, une discrétisation temporelle des équations du mouvement,
une homotopie et une perturbation. Ce solveur tHP permet d’optimiser l’utilisation de l’opé-
rateur tangent sur plusieurs pas de temps diminuant ainsi les temps de simulation.

Tous ces algorithmes ont été testés sur des problèmes académiques afin de vérifier le
bien-fondé de l’association MAN-MFI. A cet effet, plusieurs analyses de bifurcation (station-
naire, Hopf) d’écoulement autour d’obstacle fixe sont réalisées. Une étude systématique de
l’influence, sur les résultats, des paramètres numériques tels que la finesse du maillage, la va-
leur de la pénalisation ou la position de l’interface par rapport au maillage, a été réalisée.

Les principaux résultats obtenus au cours de la thèse sont les suivants.

L’analyse de bifurcation stationnaire (par brisure de symétrie) conduit à de bons résul-
tats pour les trois méthodes proposées. En particulier, la méthode d’analyse des termes de série
pour déterminer la bifurcation est applicable dans un contexte d’IFS. De plus, pour la méthode
LP, l’importance du paramètre de pénalisationK est mise en évidence. Une valeur deK la plus
faible possible permet de minimiser le flux du fluide à travers l’interface solide. L’ajout de la
méthode Gost-Cell permet de supprimer ce flux et d’imposer strictement la condition d’impé-
nétrabilité. Enfin la méthode LPG+ permet d’obtenir de très bons résultats indépendamment
de la position de la frontière au sein de l’élément.

L’analyse de bifurcation de Hopf est menée sur l’écoulement autour d’un cylindre fixe à
base carrée et circulaire. Cette étude se révèle beaucoup plus sensible à la finesse du maillage
autour du solide. La méthode LP permet d’obtenir de bons résultats quelle que soit la forme du
cylindre. La méthode LPG permet d’obtenir des résultats au moins aussi bons que la méthode
LP pour l’écoulement autour du carré. Malgré un apport positif de la méthode Ghost-Cell, les
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méthodes LP et LPG ne permettent pas de s’affranchir de la dépendance à la position de la
frontière au sein de l’élément. La méthode LPG+, quant à elle, ne permet pas d’obtenir des
résultats cohérents.

Enfin, l’analyse transitoire par le solveur tHP d’un écoulement autour du cylindre cir-
culaire (considéré fixe puis en mouvement forcé) est réalisée. Cette étude montre que la mé-
thode LP permet d’obtenir une solution périodique stable. Les résultats obtenus sont cohérents
qualitativement avec ceux de la littérature. Malheureusement, les méthodes LPG et LPG+ ne
permettent pas d’obtenir de solution.

Les résultats obtenus avec la méthode LPG montrent que la méthode Ghost-Cell apporte
des améliorations pour la description de l’IFS. Malheureusement, à l’issue de cette thèse, le
couplage de cette méthode à la MAN reste perfectible. En effet, la MAN peut être vue comme
un prédicteur d’ordre élevé et permet, théoriquement, de s’affranchir d’une étape de correc-
tion (coûteuse en temps avec l’assemblage d’un nouvel opérateur tangent) à la fin d’un pas de
continuation. Cependant, la méthode Ghost-Cell, en faisant appel à un champ de vitesse cal-
culé au pas précédent pour imposer les conditions cinématiques au pas de continuation actuel,
engendre des instabilités numériques.

Une des stratégies envisageable consisterait à ajouter une étape de correction en fin de
pas MAN et à résoudre le système algébrique ’augmenté’ suivant :

„

Kt CT

C 0

ˆ

∆X
∆Λ

˙

“

ˆ

´RpXiq

d´ CXi

˙

(5.4)

Dans ce système, Λ est un multiplicateur de Lagrange, X “ pU, λq est le vecteur inconnu,
Kt désigne l’opérateur tangent associé aux équations de Navier-Stokes / Brinkman, C désigne
l’opérateur booléen désignant tous les degrés de liberté impliqués dans les contraintes ciné-
matiques (conditions aux limites de Dirichlet et conditions IFS), R désigne le vecteur résidu
associé aux équations de Navier-Stokes / Brinkman et d est le vecteur des contraintes et des
conditions cinématiques imposées.

Après convergence, le vecteur obtenu constitue la solution aux équations de Navier-
Stokes / Brinkman qui respecte toutes les conditions aux limites imposées.

Ainsi formulé, ce problème se ramène à la recherche de point-selle et constitue un pro-
blème classiquement rencontré en optimisation ou en mécanique des solides avec la gestion
des contacts [Angot et al., 2012; Mercier et al., 2017].

Dans cette thèse, la perturbation ne s’applique qu’aux équations de Navier-Stokes. L’en-
semble des systèmes linéaires obtenus après identification (selon les puissance du paramètre
de chemin) satisfont les conditions de Dirichlet mais ne prennent pas en compte les conditions
cinématiques de couplage. Une amélioration possible consisterait à appliquer la perturbation
sur les champs de vitesse ’fluide’ et d’ ’interface’. Dans ce cas, le problème est le suivant :

"

RpU, λq “ 0 dans Ω
CU “ d sur Γ

(5.5)

constitué des équations de Navier-Stokes / Brinkman RpU, λq “ 0 et vérifiant les conditions
CU “ d sur les frontières extérieures du domaine et immergées.

Un système algébrique de même nature que le précédent serait obtenu. Mais cette ap-
proche permettrait d’appliquer naturellement la continuation sur les conditions de couplage et
aurait l’avantage d’éviter une étape de correction en fin de pas.
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L’analyse de bifurcation de Hopf s’est révélée d’une grande sensibilité. Bien que la mé-
thode fasse appel à une étape de correction, la prise en charge des conditions de couplage est
restée problématique. En effet, les corrections ne s’appliquent que sur le champ des vitesses
’fluide’. Il y a un découplage entre ce champ et le champ des vitesses défini à l’interface fluide-
solide. Dans ces conditions, il est fort peu probable d’obtenir une correction qui soit solution
des équations de Navier-Stokes et qui vérifie en même temps la condition de couplage. Une
amélioration consisterait à reformuler le problème pour incorporer une correction sur les com-
posantes de vitesse impliquées, par la méthode Ghost-Cell, dans la condition de couplage.
Encore une fois, un système ’augmenté’ devrait être mis en place pour calculer les corrections
nécessaires aux calculs des bifurcations de Hopf.

L’application du solveur transitoire tHP peut être étendue en incorporant l’évolution de
la Level-Set dans un système de type MAN instationnaire. Ainsi, l’équation (5.6) peut être écrite
dans un formalisme symbolique (équation (5.7)) cohérent avec le chapitre 4.6.

Bφ

Bt
` u.∇φ “ 0 (5.6)

9φ`Qpu, φq “ 0 (5.7)

En utilisant l’intégration temporelle par le θ-schéma, l’homotopie et la technique de per-
turbation φn`1 “

řN
i“0 ε

iϕ
tiu
n`1, l’équation s’écrit :

1

θ∆t

N
ÿ

i“0

ϕ
tiu
n`1 ` εQ

˜

N
ÿ

i“0

εiWtiu
n`1,

N
ÿ

i“0

εiϕ
tiu
n`1

¸

“
1

θ∆t
φn `

1´ θ

θ
9φn (5.8)

avec Wtiu
n`1 venant du système (4.96). Par identification des puissances de ε, un ensemble de

systèmes linéaires est obtenu :

Ordre 0 :
1

θ∆t
ϕ
t0u
n`1 “

1

θ∆t
φn `

1´ θ

θ
9φn (5.9)

Ordre k P rr1, N ss :
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ϕ
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ÿ
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n`1, ϕ

tk´1´ru
n`1

¯

(5.10)

En résolvant le système (4.96) et l’équation (5.10) en même temps, l’ensemble des termes
du second ordre de l’équation (5.10) sont connus. L’équation de la Level-Set et les équations
de Navier-Stokes peuvent donc être résolues en même temps. Afin que la fonction Level-Set
conserve sa signification de distance signée et respecte l’équation eikonale (1.37), une étape de
correction sur la Level-Set est nécessaire. Pour la méthode LP, le respect de ces contraintes n’est
pas indispensable car seul le signe de la valeur nodale de la Level-Set est utilisé.

Afin de diminuer les temps de calcul ou d’envisager des simulations plus complexes
(plusieurs solides, solides déformables, écoulement 3D), des techniques de réduction de mo-
dèles devront être associées. Dans ce cas, les verrous scientifiques sont nombreux. Dans le cadre
de l’interaction fluide-structure, la génération de bases n’est pas ’triviale’ car celles-ci doivent
tenir compte de dynamiques distinctes (une dynamique par phase, fluide et solide) et avec des
domaines de calcul en évolution permanente [Bourguet et al., 2011; Shinde et al., 2016]. A cela
s’ajoute la difficulté d’établir le processus, au cours de la continuation, permettant d’alterner
les calculs entre le modèle ’haute-fidélité et le modèle réduit.
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Résumé

Ce travail de thèse est une contribution à l’analyse de bifurcation des
écoulements fluides avec prise en compte des interactions fluide-
structure.
Les phénomènes d’instabilité en interaction fluide-structure appa-
raissent dans de nombreux domaines de la vie courante ou indus-
triels comme, par exemple : le flottement d’un drapeau dans le vent
ou bien l’écoulement au sein d’échangeurs thermiques sur les sites
de production d’énergie, l’écoulement autour des cables sous-marins
pour l’extraction de matières premières ou la fixation des plateformes
off-shores, l’écoulement autour des structures aéronautiques ou na-
vales. Dans ces situations, un phénomène complexe de vibration des
structures induite par vortex peut se produire.
L’objectif de la thèse est de proposer un algorithme permettant l’ana-
lyse de stabilité de tels systèmes. Ainsi, le couplage original d’une
méthode de perturbation d’ordre élevé (Méthode Asymptotique Nu-
mérique - MAN) à une discrétisation spatiale permettant la prise en
compte des interactions fluide-structure est proposée. A cet effet, une
description purement eulérienne du mouvement est retenue. L’inter-
action fluide-structure est décrite au moyen d’une méthode de fron-
tières immergées (MFI) à forçage continu (méthode de pénalisation)
et discret (méthode Ghost-Cell). La présence d’obstacles au sein de
l’écoulement est obtenue au moyen de la méthode de Level-Set.
En complément, un intégrateur temporel des équations du mouve-
ment associant la MAN, la MFI et une technique d’homotopie est
proposé.
L’ensemble de ces algorithmes est appliqué à des problèmes d’écou-
lement incompressible, à faible nombre de Reynolds, d’un fluide vis-
queux newtonien en présence d’obsctales solides rigides (fixes ou
mobiles).
L’analyse de stabilité des écoulements dans une conduite avec ex-
pansion/contraction soudaine (bifurcation stationnaire), ou autour
d’un cylindre (bifurcation de Hopf) sont traités.
L’analyse transitoire d’un écoulement autour d’un cylindre rigide et
mobile est également proposée.
Les résultats obtenus permettent d’évaluer la précision et la perfor-
mance des algorithmes proposés. Ainsi, les résulats de cette thèse
permettent de conclure sur le bien-fondé de l’approche et constituent
une première étape vers l’analyse de stabilité d’écoulements en pré-
sence de structures complexes, représentatifs de situations réelles.

Abstract

This thesis is a first contribution to the bifurcation analysis of fluid
flows by taking into account fluid-structure interactions.
Instability with fluid-structure interactions appears in many areas of
everyday life or industry such as, for example: flag floating in the
wind, flow within heat exchangers for energy production, flow around
submarine cables for the extraction of raw materials or the fixing of
off-shore platforms, flow around aeronautical or naval structures. In
these situations, complex vortex-induced vibrations of the structures
can occur.
The aim of the thesis is to propose an algorithm allowing stability
analysis of such systems. Thus, an original coupling of a high order
perturbation method (Numeric Asymptotic Method - MAN) to a spatial
discretization ables to take into account fluid-structure interactions is
proposed. For this purpose, a purely Eulerian description of the mo-
tion is retained. The fluid-structure interaction is described using an
immersed boundary method (IBM) with continuous forcing (penaliza-
tion method) and discrete (Ghost-Cell method) forcing. The presence
of solids within the flow is obtained by means of the Level-Set me-
thod.
In addition, a time integrator of the motion equations associating
MAN, IBM and homotopy technique is proposed.
All these algorithms are applied to analyse incompressible flows, at
low Reynolds number, of a Newtonian viscous fluid in the presence
of rigid solids (fixed or moving).
Stability analysis of flows in a channel with sudden expansion /
contraction (stationary bifurcation), or around a cylinder (Hopf bifur-
cation) are carried out.
The transient analysis of a flow around a moving rigid cylinder is also
proposed.
Our results make it possible to evaluate the accuracy and the perfor-
mance of the proposed algorithms. Thus, the thesis results allow to
conclude on the validity of the proposed approach. Finally, this the-
sis work constitutes a first step towards flow stability analysis in the
presence of complex structures, representative of real situations.
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