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Introduction

« Rodolphe, avec Madame Bovary,
causait rêves, fantasmes et
magnétisme. »

G. Flaubert, Madame Bovary

À l’instar de Rodolphe et d’Emma, nous parlons dans cette thèse de magné-
tisme, et plus spécifiquement des glaces de spin. Aux lecteurs déjà déçus, précisons
que rêves et fantasmes ne sont pas en reste. Il n’est pas nécessaire pour cela de
s’éloigner du sujet : frustration des interactions, violation de la troisième loi de la
thermodynamique et entropie de point zéro, défauts topologiques, fractionnalisa-
tion des degrés de liberté de spin, émergence de monopôles magnétiques, cordes de
Dirac, structure de jauge U(1), fragmentation du champ d’aimantation... Existe-
t-il un magnétisme plus excitant que celui des glaces de spin ?

Nous consacrons le chapitre 1 à leur présentation. Avant cela, nous souhaitons
introduire ici quelques concepts généraux concernant les matériaux magnétiques
frustrés dont elles font partie.

La modélisation de nombreux matériaux magnétiques, en particulier des glaces
de spin, repose sur l’existence d’un magnétisme à l’échelle atomique. Les atomes
ou les ions constituant un solide peuvent porter un moment magnétique, que nous
appelons spin. Ces derniers constituent des degrés de liberté du matériau, et dans
le cas le plus simple ils n’ont que deux valeurs possibles, qu’on note ↑ et ↓. Dans
un cas simple encore, les spins sont soumis à deux effets :

I d’une part ils interagissent entre eux. La minimisation de l’énergie d’interac-
tion tend alors à imposer un certain agencement entre les spins. On distingue
principalement les interactions ferromagnétiques, qui favorisent les configu-
rations pour lesquelles les spins ont la même valeur, par exemple pour deux
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spins
↑ ↑ et ↓ ↓

et les interactions antiferromagnétiques qui favorisent au contraire les confi-
gurations avec des spins de valeurs différentes, comme c’est le cas pour

↑ ↓ et ↓ ↑

Bien sûr il existe toute une zoologie d’interactions possibles, la seule contrainte
étant qu’elles soient compatibles avec les symétries du système ;

I et d’autre part la température encourage la maximisation de l’entropie, c’est-
à-dire du désordre.

En conséquence, la compétition énergie / entropie conduit généralement à un
système désordonné à haute température où l’entropie domine, appelé phase pa-
ramagnétique, et à un système ordonné à basse température, où c’est au contraire
l’énergie qui l’emporte. Ceci est illustré en figure 1. Le passage de la phase haute
température vers la phase basse température peut se faire par un crossover, qui
correspond à une évolution continue de toutes les grandeurs caractéristiques du
système, ou par une transition de phase. Dans le second cas les fonctions thermo-
dynamiques présentent une discontinuité ou une divergence. Ce phénomène est
remarquable puisqu’il se manifeste à une température très précise. Pour le fer,
la température de la transition entre la phase paramagnétique et la phase ferro-
magnétique, appelée température critique, est Tc = 1043 K. Ainsi, pour Tc + ε
(avec ε > 0), il y a en moyenne autant de spins ↑ que de spins ↓, alors que ce
n’est plus le cas à Tc − ε : on parle de brisure spontanée de symétrie puisque
rien ne dicte quelle configuration, ↑ ou ↓, doit l’emporter sur l’autre. Les brisures
spontanées de symétrie tiennent une place centrale dans de nombreux domaines
de la physique moderne : physique statistique bien sûr, mais aussi physique des
particules et même cosmologie.

Frustration
Après avoir discuté brièvement les idées élémentaires du magnétisme, nous

souhaitons aborder le concept de frustration des interactions. Nous avons pour
le moment justifié qu’à basse température les interactions dictent les arrange-
ments des spins. Il existe cependant des matériaux qui, du fait généralement d’un
désordre spatial, voient certaines paires de spins interagir de manière ferroma-
gnétique, et d’autres de manière antiferromagnétique. On parle dans ce cas de
désordre de lien et cela conduit parfois à des situations où les interactions ne
peuvent pas être toutes satisfaites, comme dans la figure 2 à gauche. Ces maté-
riaux sont regroupés sous le nom « verres de spin », par analogie avec le désordre
structurel du verre de silice par exemple. Dans ce cas, la minimisation de l’énergie
à basse température ne permet pas au système de s’ordonner. Sur la figure 2 à
gauche toujours, le spin ?, s’il est ↑, satisfait l’interaction ferromagnétique avec
son voisin du dessus mais pas l’interaction antiferromagnétique avec son voisin de
gauche ; et la situation est inversée s’il est ↓. Dans les deux cas le bilan énergétique

2
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est le même : seule une des deux interactions est satisfaite. Si elles sont de même
amplitude, ce spin peut ainsi fluctuer entre ses deux états sans coût énergétique,
il est complètement libre. L’énergie la plus basse possible, qu’on appelle niveau
fondamental, est atteinte pour plusieurs états et on dit alors de ce dernier qu’il
est dégénéré. C’est un fait généralisable :

la frustration conduit à la dégénérescence du niveau fondamental.

La frustration des interactions peut aussi apparaître à cause de la géométrie
du réseau cristallin. Par conséquent il existe aussi des matériaux homogènes, donc
sans désordre, qui y sont sujets. On parle dans ce cas de frustration géométrique.
C’est le cas d’un réseau triangulaire qui supporte des interactions antiferroma-
gnétiques, voir figure 2 à droite ; et c’est en fait le cas de tous les matériaux
avec des interactions antiferromagnétiques à plus proches voisins sur un réseau
non-bipartite 1. Au contraire, des interactions ferromagnétiques paraissent a priori
impossible à frustrer : il suffit que tous les spins soient dans le même état et alors
les interactions sont forcément satisfaites peu importe la géométrie du réseau.

Pourtant, il a été découvert en 1997 un matériau dont les interactions sont fer-
romagnétiques mais qui sont néanmoins frustrées. Il s’agit de Ho2Ti2O7 et c’est
le premier exemple d’une glace de spin ! Dans ce type de matériau, les moments
magnétiques sont placés sur un réseau constitué de tétraèdres, voir figure 3. Du
fait des symétries de ce réseau, les spins ont toujours deux états ↑ et ↓, mais ils ne
pointent pas tous dans la même direction. À cause de cela, les interactions ferroma-
gnétiques sont effectivement frustrées. Sur la figure 3, les deux spins précisés sont
orientés au mieux, et les deux autres ont plusieurs choix possibles. Au maximum,
sur les six interactions dans un tétraèdre, seules quatre peuvent être satisfaites.
Il en résulte six configurations de même énergie minimale, pour lesquelles il y a
deux spins entrants et deux spins sortants du tétraèdre. L’entropie par tétraèdre,
qui reflète le nombre de micro-états accessibles, est donc non nulle à température
nulle : c’est un cas de violation de la troisième loi de la thermodynamique.

Puisque ferromagnétiques, les glaces de spin sont particulières dans la famille
des matériaux magnétiques frustrés géométriquement. Elles partagent cependant
les caractéristiques générales de ce phénomène. En particulier, elles supportent
des excitations fractionnalisées et déconfinées.

Fractionnalisation et déconfinement
Nous mettons de côté les matériaux frustrés désordonnés, c’est-à-dire les verres

de spin, pour aborder maintenant des propriétés générales de la frustration géo-
métrique.

Plus précisément, nous souhaitons introduire les notions de fractionnalisation
et de déconfinement des excitations élémentaires. Pour cela, nous les discutons
dans un premier temps sur des cas unidimensionnels non frustrés, avant de revenir
dans un second temps sur les glaces de spin. Ces deux notions sont indissociables,

1. Un réseau bipartite est un réseau qui peut-être séparé en deux sous-réseaux tels que les tous
les sites d’un des sous-réseaux n’a pour plus proches voisins que des sites de l’autre sous-réseau.
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Interactions

antiferromagnétiques

Interactions

ferromagnétiques

Figure 1 – Illustration de deux comportements typiques des matériaux
magnétiques. Sur la figure on ne considère que des interactions à plus proches
voisins. La température est suggérée par la flèche centrale, les basses températures
se situant à gauche. En haut, les interactions ferromagnétiques font que tous les
spins s’alignent dans le même sens à basse température. En bas, les interactions
sont antiferromagnétiques et le sens des spins est inversé entre deux voisins. Les
configurations haute température à droite sont désordonnées.

??
Figure 2 – Systèmes frustrés. Les interactions ferromagnétiques correspondent
aux traits pleins et les interactions antiferromagnétiques aux traits pointillés. Elles
sont supposées de même amplitude. (Gauche) La frustration des interactions pro-
vient d’un désordre des liens, parfois ferromagnétiques et parfois antiferromagné-
tiques. (Droite) La frustration est ici due à la géométrie du réseau triangulaire qui
est non-bipartite, et aux interactions antiferromagnétiques. Dans les deux cas, le
spin ? peut fluctuer entre ses deux états sans coût énergétique.
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?
?

Figure 3 –Un tétraèdre de la glace de spin. Les directions des spins pointent
vers le centre du tétraèdre. Les interactions sont toutes ferromagnétiques (liens
verts foncés). Du fait que les spins n’ont pas tous la même direction, ces interac-
tions sont frustrées. Au mieux, sur les six configurations, seules quatre peuvent
être satisfaites.

l’une n’ayant de sens qu’à travers l’autre. Sur la figure 4, nous avons représenté
en haut un système ferromagnétique où tous les spins pointent dans le même
sens, c’est donc l’état de plus basse énergie. Imaginons maintenant qu’on ajoute
de l’énergie dans ce système. Pour cela, on crée un « défaut » ou une « excitation
locale » c’est-à-dire un spin ↓ (deuxième ligne). En faisant cela, on brise deux
liaisons. Retournons maintenant plusieurs spins voisins. À chaque retournement,
on restaure une liaison pour en détruire une autre, si bien que le bilan énergé-
tique de ces retournements successifs est nul : une fois que les deux liaisons sont
brisées, elles sont libres de se séparer à l’infini. On peut alors les voir comme deux
« quasi-particules » indépendantes. Pour résumer, une excitation locale des degrés
de liberté de spin est fractionnée en deux excitations « déconfinées ». C’est un phé-
nomène remarquable : pour décrire un tel système à basse énergie, on peut donc
complètement oublier les spins initiaux et regarder seulement ces quasi-particules,
qui peuvent être créées par paires, se déplacer de site en site et s’annihiler deux
à deux (par le processus inverse de leur création). Par ailleurs, le fait qu’elles ne
puissent être annihilées que deux par deux leur confère un statut particulier : on
parle de défauts topologiques.

La figure 5 fournit une autre illustration de fractionnalisation et de déconfi-
nement, qui s’avère utile pour transposer ensuite la discussion sur les glaces de
spin. On a cette fois des dipôles magnétiques alignés. Les interactions sont en-
core ferromagnétiques et par conséquent ils pointent tous dans le même sens dans
l’état fondamental (ligne du haut). Ces dipôles sont promus en deux charges de
signes opposés, une à chacune de leurs extrémités. Entre les dipôles, la charge est
donc nulle par construction. La création d’un défaut par le retournement d’un
spin conduit par contre à l’apparition de deux charges nettes, qui sont ensuite
libres de se déplacer sans coût énergétique.

Qu’en est-il des systèmes de dimension supérieure ? La figure 6 reprend le
système de la figure 4 et permet de voir que la description par des excitations
fractionnalisées perd son intérêt : après la création d’un défaut, le retournement
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• •

• •

Figure 4 – Fractionnalisation et déconfinement à une dimension. Les in-
teractions sont ferromagnétiques à plus proches voisins. La première ligne illustre
le système dans son état fondamental. Dans la deuxième ligne on retourne un
spin. Cette excitation se fractionne en deux quasi-particules déconfinées.

Figure 5 – Une autre illustration de la fractionnalisation et du déconfi-
nement à une dimension. Les dipôles initiaux sont promus en deux charges de
signes opposés qui se placent entre les sites des dipôles. Dans une configuration
fondamentale, la charge nette entre deux dipôles est nulle par construction. La
nucléation d’un défaut crée deux charges qui sont déconfinées.
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successif des spins voisins nécessite un coût énergétique puisqu’on brise les inter-
actions avec la chaîne supérieure. En d’autres termes les excitations ne sont plus
déconfinées (et la situation serait pire à 3D). Le concept de fractionnalisation des
degrés de liberté semble donc limité au cas 1D, ce qui le rendrait très marginal et
difficile à obtenir expérimentalement. Pourtant, en regardant la figure 4 de plus
près, on observe que les spins (en gris) qui ont été retournés par le passage de
la quasi-particule (en vert) sont... retournés ! Il saute alors aux yeux que, si les
quasi-particules se déplacent à coût énergétique nul, c’est parce que la configu-
ration ... ↓↓↓↓↓ ... est aussi un état fondamental du système ferromagnétique. Le
passage de la quasi-particule fait passer les spins d’une configuration locale fonda-
mentale à une autre. Dès lors, les systèmes frustrés, du fait de la dégénérescence
extensive de leur niveau fondamental, c’est-à-dire de leurs nombreuses configura-
tions d’énergie minimale, sont d’excellents candidats pour abriter des excitations
fractionnalisées déconfinées. Évidemment, c’est le cas des glaces de spin.

Par la même promotion que celle de la figure 5, les spins des glaces de spin
peuvent être transformés en deux charges de signes opposés. La construction en
figure 7 permet de voir qu’alors les configurations fondamentales contenant deux
spins entrants et deux spins sortants conduisent à une charge nette nulle au centre
des tétraèdres. Le retournement d’un des spins brise cet équilibre et fait apparaître
une charge. Ces charges, une fois créées, sont libres de se déplacer à coût énergé-
tique nul (voir figure 8), puisque le passage d’une charge change la configuration
d’un tétraèdre mais le laisse dans un autre état fondamental (deux spins entrants
et deux spins sortants). C’est précisément un phénomène de fractionnalisation et
de déconfinement.

À ce stade, nous avons entraperçu que les glaces de spin, du fait de la frustra-
tion de leurs interactions, abritent des quasi-particules déconfinées qui résultent
de la fractionnalisation de ses degrés de liberté originels. Beaucoup de choses ont
été laissées de côté cependant : si ces charges sont déconfinées, sont-elles vrai-
ment indépendantes ? Nous n’avons considéré que des interactions entre spins
plus proches voisins. En réalité, ils interagissent aussi à plus longue portée, par
interaction dipolaire ; et également, il se trouve que les charges sont aussi soumises
à une interaction effective d’origine entropique. Ces interactions additionnelles se
réduisent toutes les deux à des interactions effectives coulombiennes entre charges,
proportionnelles à 1/r, avec r la distance entre deux charges, et au produit Q1Q2,
où Q1 et Q2 sont les charges effectives des défauts, que nous introduisons au cha-
pitre 1.

Émergence d’une théorie électrostatique
On peut en fait aller plus loin. Partant d’un système de spins, nous avons

présenté une théorie effective en terme de « défauts » parmi des configurations
fondamentales où chaque tétraèdre possède deux spins entrants et deux spins
sortants. Du point de vue mésoscopique, une telle configuration est caractérisée
par un champ d’aimantation ~M vérifiant

~∇ · ~M = 0
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•
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Figure 6 – Confinement des excitations à 2D. La situation est à comparer
à celle de la figure 4. Le déplacement des quasi-particules brise de plus en plus
d’interactions entre plus proches voisins à mesure qu’elles s’éloignent l’une de
l’autre. La séparation des deux défauts jusqu’à l’infini coûte donc une énergie
infinie : il n’y a pas de déconfinement.

Figure 7 – Construction des charges dans les glaces de spin. Les spins, qui
sont des dipôles ponctuels, sont promus en deux charges au centre des tétraèdres.
(Gauche) Dans les configurations fondamentales avec deux spins entrants et deux
spins sortants, la charge au centre d’un tétraèdre est alors nulle par construction.
(Droite) Le retournement d’un spin conduit à l’apparition d’une charge nette.
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Figure 8 – Fractionnalisation et déconfinement des défauts dans les
glaces de spin. Le retournement d’un spin depuis une configuration fondamen-
tale conduit à la création de deux défauts topologiques. Ces deux défauts sont
déconfinés puisque les retournements successifs de spins ont lieu sans coût éner-
gétique, le passage d’un défaut faisant passer un tétraèdre d’une configuration
fondamentale à une autre.

puisqu’avec deux spins entrants et deux spins sortants, le bilan de flux magné-
tique est nul. Cette relation est l’exact pendant de celle vérifiée par le champ
électrostatique ~E en l’absence de charge électrique

~∇ · ~E = 0

Par ailleurs, les défauts des glaces de spin brisent la condition de divergence nulle,
tout comme les charges électriques brisent celle du champ électrique

~∇ · ~E = ρ

ε0

Enfin, ils interagissent, comme les charges électriques, à travers un potentiel cou-
lombien comme nous l’avons évoqué. Cette similarité remarquable débouche sur
un résultat encore plus remarquable : en fait, c’est toute l’électrostatique qui
émerge dans les glaces de spin, à la différence que les degrés de liberté sont d’ori-
gine magnétique. C’est cette analogie qui conduit naturellement à parler, pour
désigner les charges dans les glaces de spin, de monopôles magnétiques. En allant
encore plus loin, on peut construire une véritable électrodynamique quantique
complète dans ces systèmes [Benton et al., 2012].

Dynamique des systèmes frustrés
Après avoir évoqué la phénoménologie propre à la frustration géométrique des

glaces de spin, nous souhaitons mentionner quelques aspects dynamiques.
Les premiers systèmes frustrés étudiés ont été les verres de spin, à partir des

années 70. Leur dynamique s’est révélée particulièrement intéressante et présente
de nombreuses similarités avec celles des verres structuraux. Le protocole le plus
élémentaire pour observer cette dynamique est de tremper le système, c’est-à-
dire de diminuer brutalement sa température, ce qui les amène loin de l’équilibre
thermodynamique. La relaxation vers l’équilibre après la trempe est alors spécifi-
quement difficile pour ces systèmes, du fait de la frustration des interactions. Plus
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précisément, de nombreux états de basse énergie sont séparés de l’état fondamen-
tal par des barrières énergétiques de hauteurs très variables, ce qui se révèle dans
la dynamique par une multitude de temps caractéristiques d’ordres de grandeurs
très différents. À l’échelle d’une expérience de laboratoire, le système évolue pour
cette raison continûment, en gardant une trace de son histoire et sans jamais at-
teindre l’équilibre. On parle de vieillissement pour caractériser ce processus lent
et éternel.

Bien que l’origine de leur frustration soit différente de celle des verres de
spin, les glaces de spin partagent, en partie, quelques propriétés dynamiques avec
ceux-ci. Nous en présentons certaines au chapitre 1. Partant de ce constat, l’idée
d’utiliser des outils propres à l’étude de la dynamique des verres de spin, comme
la violation du théorème de fluctuation-dissipation, pour étudier la dynamique
des glaces de spin apparaît naturellement. Elle est à la base de cette thèse, dans
laquelle nous nous sommes attachés à caractériser plusieurs régimes hors équilibre
des glaces de spin par la détermination de rapports de fluctuation-dissipation, que
nous introduisons au chapitre 2. Les études numériques que nous détaillons ont
vocation à motiver cette approche pour les études expérimentales. De nombreux
échanges avec l’équipe d’Elsa Lhotel et Carley Paulsen à l’institut Néel à Grenoble
ont pour cette raison ponctué notre travail.

Plan de la thèse
Cette thèse se décompose en cinq chapitres.

Le premier constitue une introduction partielle à la physique des glaces de spin.
On y présente notamment le dumbbell model, qui est la formalisation rigoureuse
des charges magnétiques en interaction coulombienne que nous avons discutées
dans cette introduction. Les diagrammes de phase de plusieurs modèles y sont
détaillés. Quelques résultats expérimentaux sur les dynamiques des glaces de spin
sont également abordés.

Le deuxième chapitre développe les outils numériques et mathématiques qui
sont utilisés dans les chapitres ultérieurs. D’abord, on décrit l’algorithme employé
dans nos simulations numériques. Ensuite, on justifie la méthode du cumulant de
Binder que nous avons utilisée afin de localiser le point critique entre la phase
fluide et la phase fragmentée dans le dumbbell model avec un potentiel chimique
alterné. Le protocole de Kibble-Zurek et les relations de fluctuation-dissipation, à
la base de cette thèse, sont enfin explicités. Le chapitre termine sur la démonstra-
tion des expressions des fonctions auxiliaires nécessaires à l’obtention des fonctions
de réponse qui apparaissent dans les relations de fluctuation-dissipation.

Le troisième chapitre construit le diagramme de phase du dumbbell model en
température, potentiel chimique et potentiel chimique alterné. Une structure à
doubles ailes est mise en évidence. Cette structure permet de délimiter la zone
de la phase fragmentée, observée expérimentalement par [Lefrançois et al., 2017]
récemment. Du fait des interactions coulombiennes à longue portée, cette phase
est séparée des phases fluide et antiferromagnétique par de véritables transitions
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de phase du premier ordre. Le chapitre se conclut sur la localisation d’un point
critique terminal d’une ligne de transition du premier ordre dans un plan de poten-
tiel chimique constant, et un parallèle est établi entre ce point et le point critique
terminal du diagramme du dipolar spin ice model sous un champ magnétique
[111].

Le quatrième chapitre présente deux études de la dynamique autour du point
critique obtenu au chapitre 3. L’une considère le protocole de Kibble-Zurek consis-
tant à faire varier périodiquement un paramètre extérieur autour de sa valeur
critique. Le ralentissement de la dynamique du système au point critique se tra-
duit par un retard à la consigne qui débouche sur l’obtention de cycles d’hysté-
résis. Une loi d’échelle permet l’effondrement des cycles sur une unique courbe
maîtresse. On montre que les exposants critiques conduisant à cet effondrement
sont ceux du modèle d’Ising 3D. L’autre étude repose sur la détermination du
rapport de fluctuation-dissipation dans le régime de relaxation vers l’équilibre
après une trempe sur le point critique. La limite aux temps longs du rapport de
fluctuation-dissipation est compatible avec la valeur X∞ = 0,38 du modèle d’Ising
3D. La pertinence expérimentale d’une approche par la violation du théorème de
fluctuation-dissipation est motivée en fin de chapitre.

Le cinquième et dernier chapitre concerne l’étude d’un régime fortement hors
équilibre découvert et interprété par [Castelnovo et al., 2010]. Dans ce régime,
des paires de monopôles plus proches voisins sont piégées dans des configurations
dite non-contractibles du fait des interactions coulombiennes. La dynamique est
alors gouvernée uniquement par ces paires liées. Nous la caractérisons par des
températures effectives pour trois observables d’intérêt, à savoir l’aimantation,
la densité de charges et l’énergie. Les températures effectives correspondantes
sont discutées et interprétées dans le langage du dumbbell model. Une étude
expérimentale est également motivée.
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Chapitre 1. Glaces de spin classiques

Ce premier chapitre a pour seule vocation de fournir un bagage minimal pour
lire le reste de cette thèse. Pour cette raison, il est partiel. Plusieurs revues sur
les glaces de spin sont parues : [Diep, 2004] (chapitre 7), [Lacroix et al., 2011]
(chapitre 12), [Castelnovo et al., 2012], [Gardner et al., 2010], auxquelles on peut
ajouter les thèses de L. Jaubert [Jaubert, 2009] et V. Kaiser [Kaiser, 2014].

On commence par décrire ce que sont les glaces de spin classiques (réseau
et degrés de liberté) avant d’introduire les trois modèles utilisés pour leur des-
cription : le dipolar spin ice model, le nearest neighbor spin ice model et enfin
le dumbbell model que nous avons implémenté dans nos simulations numériques
tout au long de cette thèse. Sont présentés ensuite les diagrammes de phase de
ces modèles auxquels nous ferons référence notamment dans le chapitre 3 lorsque
nous compléterons celui du dumbbell model. La dernière partie discute plusieurs
expériences qui ont été menées pour étudier la dynamique de l’aimantation dans
ces systèmes. Les caractéristiques communes avec les verres de spin sont mises
en avant pour justifier l’étude, dans les chapitres 4 et 5, de deux régimes hors
équilibre du dumbbell model par des outils habituellement propres à l’étude des
systèmes vitreux.

1.1 Généralités sur les glaces de spin

1.1.1 Présentation
Les glaces de spin sont des composés de terres rares dont la formulation chi-

mique générale est R2M2O7 [Gardner et al., 2010], [Zhou et al., 2012], avec R3+

un ion de terre rare (principalement Dy et Ho), M4+ un ion métallique (le plus
souvent Ti, mais aussi Sn et Ge) et O2− l’ion oxygène. Elles sont fabriquées en
laboratoire à partir des oxydes de terre rare R2O3 et des oxydes MO2 [Rami-
rez et al., 1999], [Prabhakaran et Boothroyd, 2011]. Les premières glaces de spin
découvertes sont le titanate d’holmium Ho2Ti207 [Harris et al., 1997] et le tita-
nate de dysprosium Dy2Ti2O7 [Ramirez et al., 1999]. Des cristaux de ces deux
matériaux sont montrés en figure 1.1.

La structure cristallographique des glaces de spin est Fd3m : les ions de terre
rare et les ions métalliques sont disposés sur deux réseaux pyrochlores s’inter-
pénétrant. Les ions de terre rare portent un moment magnétique, mais les ions
métalliques Ti4+, Sn4+ et Ge4+ ainsi que O2− ne sont pas magnétiques. Ces der-
niers ne sont donc pas pris en compte dans la modélisation des glaces de spin,
c’est pourquoi nous ne représentons que le réseau des terres rares en figure 1.2.

Dans cette thèse nous nous référons exclusivement à Dy2Ti2O7, qui est la seule
glace de spin, avec Ho2Ti207, disponible sous forme de monocristaux.

1.1.2 Modélisation
Intéressons-nous pour débuter à la modélisation des moments magnétiques des

ions de terre rare.
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1.1. Généralités sur les glaces de spin

Figure 1.1 – Photographie de cristaux de Ho2Ti207 (gauche) et
Dy2Ti2O7 (droite). Les cristaux ont été taillés en sphère par un bijoutier lon-
donien afin d’avoir un bon contrôle sur le champ de désaimantation. Ce dernier
a en effet la propriété d’être homogène et proportionnel au champ appliqué pour
cette géométrie. La photographie est empruntée à [Bovo et al., 2013].

Prenons le cas de Dy2Ti2O7. Les spins sont portés par les ions Dy3+, de
structure électronique [Xe] 4f9. Les règles de Hund [Blundell, 2001] indiquent alors
que ces ions ont un moment orbital L = 5 et un moment intrinsèque S = 5/2 soit
un moment angulaire total J = 15/2 dans leur état fondamental, donnant lieu à
2 J + 1 = 16 états de spin possibles.

Du fait des champs cristallins dans le réseau pyrochlore, la dégénérescence de
ces 16 états est levée. Deux états dégénérés constituent le niveau fondamental.
Les 14 autres états ont une énergie supérieure à 383 K [Rosenkranz et al., 2000].
Aux températures qui nous intéressent, sous 10 K, les 14 niveaux excités ne jouent
aucun rôle et le doublet fondamental confère une nature Ising-1/2 aux moments
magnétiques.

Par ailleurs, la grande valeur de J conduit à un moment magnétique effectif µ
très élevé

µ = gJ
√
J (J + 1)µB (1.1)

avec le facteur de Landé gJ donné par [Blundell, 2001]

gJ = 3
2 + S (S + 1)− L (L+ 1)

2 J (J + 1) = 4
3 (1.2)

où la deuxième égalité concerne le cas de Dy3+, soit finalement

µ = 10,6µB (1.3)

Cette grande valeur est à comparer au moment magnétique des ions dans les
matériaux ferromagnétiques habituels, voir tableau 1.1. Pour cette raison les spins
Ising sont en très bonne approximation classiques au sens où l’état du système
est un produit d’état à un spin.

Enfin, du fait des symétries du réseau pyrochlore, l’anisotropie Ising des spins
est locale [Bramwell et Harris, 1998] : ils pointent le long d’un axe local [111]. On
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Figure 1.2 – Réseau pyrochlore des ions de terre rare dans les glaces
de spin. Le réseau pyrochlore est un réseau de tétraèdres réguliers partageant
leurs coins. Sur ce réseau, un spin a 6 plus proches voisins. Il y a deux types
de tétraèdres : ceux pointant vers le bas (appelés down) et ceux pointant vers le
haut (up). Le centre des tétraèdres constitue un réseau diamant qui est bipartite :
ce sont deux réseaux cubiques à faces centrées (cfc) imbriqués. Les tétraèdres up
sont sur un sous réseau cfc et les down sur l’autre. Un tétraèdre up a 4 tétraèdres
down pour plus proches voisins. La cellule élémentaire cubique du réseau est
représentée en noir. Elle contient 16 spins et 8 tétraèdres (4 up et 4 down). Pour
Ho2Ti207 et Dy2Ti2O7, la distance entre spins plus proches voisins est rnn =
3,54 Å et la distance entre les centres de deux tétraèdres plus proches voisins est
a =

√
3/2 rnn = 4,33 Å. On dessine en bleu une boucle minimale de 6 spins.

représente en figure 1.3 un tétraèdre dont les spins sont numérotés. Ces derniers
ont pour direction

~S1 = σ1√
3

∣∣∣∣∣∣
+1
+1
+1

~S2 = σ2√
3

∣∣∣∣∣∣
−1
−1
+1

~S3 = σ3√
3

∣∣∣∣∣∣
−1
+1
−1

~S4 = σ4√
3

∣∣∣∣∣∣
+1
−1
−1

(1.4)

où nous avons introduit les pseudo-spins σi valant ±1, et plus précisément +1 si
le spin rentre dans le tétraèdre et −1 s’il en sort. Après avoir détaillé la nature
des degrés de liberté, nous discutons les interactions qui s’exercent sur eux.

Tout d’abord, les interactions d’échange 1 entre spins plus proches voisins sont
antiferromagnétiques, avec une constante de couplage très faible |J | ∼ 1 K [Harris
et al., 1997] (à comparer à J ∼ 1000 K dans le fer, voir tableau 1.1).

Il faut aussi remarquer que l’interaction dipolaire entre les spins, d’ordinaire
1. On parle de super-échange parce que les interactions entre spins sont véhiculées par les

ions oxygène.
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1 2

3
4

Figure 1.3 – Un tétraèdre du réseau pyrochlore habillé de ses quatre
spins. Les spins pointent le long des axes locaux [111]. La configuration repré-
sentée comporte deux spins entrants et deux spins sortants (on l’appelle dans le
reste de cette thèse 2in/2out). La direction des quatre spins est explicitée par
l’équation (1.4), dans laquelle sont aussi introduits les pseudo-spins σi valant +1
si le spin entre dans le tétraèdre (spins 1 et 2) et −1 si il en sort (spins 3 et 4).

faible dans les matériaux ferromagnétiques est ici du même ordre de grandeur que
l’interaction d’échange puisque

µ0 µ
2

4π r3
nn
≈ 1,41 K (1.5)

avec µ = 10µB et rnn = 3,54 Å pour Dy2Ti2O7.
La prise en compte de ces deux interactions conduit au dipolar spin ice model

que nous introduisons dans la partie suivante.

Frustration des interactions
Avant cela, on peut anticiper que l’interaction effective totale (échange et dipo-

laire) à plus proches voisins est ferromagnétique. Lorsqu’on oublie les interactions
à longue portée, cela conduit, de manière inattendue, à la frustration des degrés
de liberté de spin. Les systèmes frustrés sont en effet généralement antiferroma-
gnétiques ; mais pour les glaces de spin, l’anisotropie locale [111] des spins frustre
au contraire les interactions ferromagnétiques. C’est donc une situation très parti-
culière, et cette particularité explique pourquoi les glaces de spin sont les premiers
matériaux ferromagnétiques frustrés découverts.

La conséquence de cette frustration est un niveau fondamental extensivement
dégénéré, dont la structure est telle que chaque tétraèdre possède deux spins en-
trants et deux spins sortants. C’est l’exact pendant de celle de la glace hexagonale
d’eau, où chaque atome d’oxygène a pour voisins deux hydrogènes proches et deux
hydrogènes éloignés. Ces configurations ont été formalisées par [Bernal et Fowler,
1933] sous le nom de « règles de la glace ». C’est l’apparition d’une telle struc-
ture, propre à la glace, dans un système de spins, qui a inspiré [Harris et al., 1997]
pour baptiser cette famille de matériaux... glaces de spin. L’analogie entre la glace
d’eau et la glace de spin est illustrée en figure 1.4.

Le niveau fondamental dégénéré est caractérisé par une entropie de point zéro
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Tc (K) µ/µB

Fe 1043 2,22
Co 1394 1,71
Ni 631 0,60

Table 1.1 – Valeurs des températures de Curie et des moments magné-
tiques de quelques matériaux ferromagnétiques. La température de Curie
représente en ordre de grandeur l’amplitude de l’interaction d’échange J . Dans
les matériaux ferromagnétiques habituels, cette dernière vaut ainsi typiquement
102 voire 103 K ; et le moment magnétique porté par les ions métalliques est de
l’ordre du magnéton de Bohr µB . Ces valeurs sont à comparer au cas des glaces
de spin : pour celles-ci en effet, les ordres de grandeurs en jeu sont respectivement
J ∼ 1 K et µ ∼ 10µB . L’interaction d’échange est donc 100 fois plus faible que
dans les matériaux ferromagnétiques et l’interaction dipolaire en µ2 est 100 fois
plus élevée. Les valeurs sont extraites de [Blundell, 2001].

(par oxygène, ou par spin dans le cas des glaces de spin) non nulle, calculée 2

par [Pauling, 1935], et mesurée dans le cas de la glace d’eau par [Giauque et
Stout, 1936] 3. L’entropie résiduelle du titanate de dysprosium a été quant à elle
mesurée soixante ans plus tard par [Ramirez et al., 1999]. Pour autant, cette
entropie non nulle à « température nulle » ne rentre pas en contradiction avec la
troisième loi de la thermodynamique : notamment, il a été montré numériquement
que le rétablissement des interactions dipolaires à longue portée favorise un ordre
magnétique sous T ≈ 100 mK [Melko et Gingras, 2004], et l’entropie par spin
tombe donc à zéro sous cette température. Cet ordre est cependant inatteignable
expérimentalement car les échantillons montrent un gel des spins sous T ≈ 0,5 K
[Snyder et al., 2001], [Snyder et al., 2004] (voir figure 1.17 en fin de chapitre).
Les plus basses températures atteintes pour des mesures d’équilibre sont à notre
connaissance celles de [Giblin et al., 2018], qui ont mesuré la capacité calorifique
jusqu’à 0,35 K.

Les degrés de liberté et leurs interactions ayant été précisés, nous explicitons
dans la partie suivante les trois modèles communément utilisés pour rendre compte
de la physique des glaces de spin classiques.

1.1.3 Le dipolar spin ice model
Après avoir discuté les interactions en jeu dans la modélisation des glaces de

spin, on est amené à considérer trois modèles :

2. calcul que nous détaillons dans la suite.
3. Pauling et Giauque sont tous deux lauréats du prix Nobel, le premier en chimie en 1954

puis pour la paix en 1962, et le deuxième en chimie en 1949.

18



1.1. Généralités sur les glaces de spin

Figure 1.4 – Illustration des règles de la glace. (Droite) Dans une configu-
ration d’énergie minimale, les ions oxygène de la glace hexagonale sont entourés
de quatre ions H+, deux proches (constituant des liaisons plutôt covalentes H2O)
et deux éloignés (plutôt liaisons hydrogène). Ce sont justement les « règles de la
glace » de [Bernal et Fowler, 1933]. (Gauche) L’analogie avec la glace de spin est
directe : chaque tétraèdre a deux spins entrants (équivalents aux protons proches)
et deux spins sortants (équivalents aux protons éloignés) dans une configuration
fondamentale. Le réseau des ions oxygène et des centres des tétraèdres est dans
les deux cas un réseau diamant.

I le dipolar spin ice model, par construction le plus complet puisqu’il prend
en compte les deux interactions d’échange et dipolaire exactement ;

I le nearest neighbor spin ice model, qui découle du précédent par troncature
des interactions dipolaires aux plus proches voisins. Il permet de dégager
l’essentiel de la physique de ces matériaux, à savoir la frustration, l’entro-
pie de point zéro, le comportement à haute et basse température au dessus
100 mK typiquement, ainsi que le comportement sous des champs magné-
tiques ;

I et enfin le dumbbell model, qui est en un sens une approximation du dipolar
spin ice model, mais dont l’élégance s’impose à travers la fractionnalisation
des degrés de liberté de spin et l’émergence de monopôles magnétiques.

Nous considérons chacun de ses trois modèles successivement. Les diagrammes de
phase correspondants sont le sujet de la partie suivante.

Le dipolar spin ice model
Comme le nearest neighbor spin ice model et le dumbbell model, le dipolar

spin ice model (DSIM) repose sur la modélisation précédente : des spins Ising-1/2
selon des axes locaux [111] répartis sur un réseau pyrochlore. La spécificité de ce
modèle réside dans son hamiltonien [Siddharthan et al., 1999]

H = −J
∑
〈i,j〉

~Si · ~Sj +D r3
nn
∑
i>j

[
(~Si · ~Sj)(~rij · ~rij)− 3(~Si · ~rij)(~Sj · ~rij)

|~rij |5

]
(1.6)

avec J = −3,45 K pour Dy2Ti2O7 [Zhou et al., 2012]. La constante de couplage
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J (K) D (K) Jeff (K)

Dy2Ti2O7 -3,72 1,41 1,11
Ho2Ti2O7 -1,65 1,41 1,80

Table 1.2 – Valeurs des constantes de couplages pour Dy2Ti2O7 et
Ho2Ti2O7. Les moments magnétiques et la distance entre plus proches voi-
sins sont similaires dans le titanate de dysprosium et le titanate d’holmium, la
constante de l’interaction dipolaire est donc identique dans les deux cas. L’in-
teraction d’échange à plus proches voisins est antiferromagnétique (et donc, en
elle-même, non frustrée) mais l’interaction dipolaire à plus proches voisins conduit
à une interaction totale effective Jeff ferromagnétique. Les valeurs sont extraites
de [den Hertog et Gingras, 2000] et [Bramwell et al., 2001].

dipolaire est définie par

D ≡ µ0 µ
2

4π r3
nn

(1.7)

Elle vaut 1,41 K dans les deux cas de Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7, pour lesquels
µ = 10µB et rnn = 3,5 Å [Gardner et al., 2010]. Ces valeurs sont résumées dans le
tableau 1.2. La physique de ce modèle se comprend en examinant préliminairement
celle du nearest neighbor spin ice model.

Le nearest neighbor spin ice model
Le nearest neighbor spin ice model (NNSIM) s’obtient directement en tron-

quant le couplage dipolaire aux plus proches voisins. Du fait des directions des
spins (voir équation (1.4)), on montre en calculant les produits scalaires que, pour
deux spins appartenant au même tétraèdre,

~Si · ~Sj = −1
3 σiσj (1.8)

avec σi les pseudo-spins. De plus, le terme dipolaire limité aux plus proches voisins
s’exprime lui aussi exactement comme le terme d’échange, c’est-à-dire comme un
produit de pseudo-spins

H = −J
∑
〈i,j〉

~Si · ~Sj +D r3
nn
∑
〈i,j〉

[
(~Si · ~Sj)(~rij · ~rij)− 3(~Si · ~rij)(~Sj · ~rij)

|~rij |5

]
(1.9)

= J

3
∑
〈i,j〉

σi σj + 5D
3
∑
〈i,j〉

σi σj (1.10)

si bien qu’en terme des σi, l’hamiltonien du NNSIM s’écrit

H = Jeff
∑
〈i,j〉

σiσj où Jeff = JNN +DNN (1.11)
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1.1. Généralités sur les glaces de spin

E

−2Jeff

0

+6Jeff

Figure 1.5 – Diagramme énergétique des 16 configurations possibles
d’un tétraèdre isolé. Les interactions d’échange et dipolaire s’accordent pour
favoriser un ordre antiferromagnétique pour les pseudo-spins. Cela conduit à la
frustration des interactions, et à la dégénérescence du niveau fondamental. L’éner-
gie minimale est en effet obtenue pour les 6 configurations dans lesquelles il y a
deux spins entrants et deux spins sortants (2in/2out). Les premiers états excités
correspondent aux quatre configurations ayant trois spins entrants et un sortant
(3in/1out) et inversement (1in/3out). Enfin les configurations les plus énergé-
tiques sont celles avec 4 spins entrants (4in) et 4 spins sortants (4out). L’écart
énergétique entre le fondamental et les configurations 4in et 4out est quatre fois
celui entre le fondamental et le premier niveau excité.

avec
JNN = J

3 et DNN = 5D
3 (1.12)

Pour le titanate de dysprosium, les valeurs numériques sont

JNN = −1,24 K, DNN = 2,35 K et Jeff = 1,11 K (1.13)

et on retrouve celles pour Ho2Ti2O7 dans le tableau 1.2. Par l’introduction des
pseudo-spins, on transforme un système ferromagnétique multi-axial (anisotro-
pie locale [111] des spins) en un système antiferromagnétique uniaxial, qui a été
introduit et étudié pour la première fois par [Anderson, 1956]. Dans l’hamilto-
nien (1.11), les interactions entre pseudo-spins apparaissent antiferromagnétiques
puisque la constante de couplage Jeff est positive. Sur le réseau pyrochlore, elles
sont donc frustrées 4. Pour un seul tétraèdre, soit quatre spins, le calcul de l’énergie
des 24 = 16 configurations permet de dresser le diagramme en figure 1.5.

4. Pour éviter toute confusion, rappelons que les interactions entre spins sont frustrées si
elles sont ferromagnétiques, et les interactions entre pseudo-spins sont frustrées si elles sont
antiferromagnétiques.
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Chapitre 1. Glaces de spin classiques

Figure 1.6 – Retournements successifs de trois spins. Dans la configura-
tion de gauche, les quatre tétraèdres sont dans un état fondamental 2in/2out. Le
retournement d’un spin conduit alors nécessairement à la création de 2 charges
Qα = 2 et Qβ = −2, le coût énergétique de ce retournement de spin dans le
NNSIM est donc 4 Jeff . Ensuite, les deux autres retournements de spin déplacent
la charge bleue mais n’en créent pas d’autre, les tétraèdres précédemment occu-
pés retrouvant une configuration 2in/2out. Ces mouvements se font ainsi à coût
énergétique nul.

D’après ce diagramme, les niveaux fondamentaux d’un tétraèdre sont ceux
comportant deux spins entrants et deux spins sortants. On les appelle 2in/2out.
Dans ces configurations, sur les six interactions entre spins d’un tétraèdre, quatre
sont satisfaites tandis que deux ne le sont pas. Les premiers niveaux excités cor-
respondent aux configurations 3in/1out et 1in/3out, et les configurations les plus
énergétiques sont 4in et 4out. L’écart énergétique entre les niveaux 2in/2out et
4in ou 4out est quatre fois plus important que celui entre les états 2in/2out et les
états 3in/1out ou 1in/3out. L’extrapolation de ces résultats (obtenus sur un seul
tétraèdre) au réseau tout entier se détermine en remarquant qu’on peut factoriser
l’hamiltonien (1.11) sur les tétraèdres α grâce à l’introduction de la somme

Qα = σα,1 + σα,2 + σα,3 + σα,4 (1.14)

où l’indice α indique que les pseudo-spins sont ceux appartenant au tétraèdre α ;
on aboutit à

H = Jeff

2
∑
α

Q2
α − 2N0 Jeff (1.15)

avec N0 le nombre de tétraèdres. Cette réécriture permet de comprendre que,
dans le nearest neighbor spin ice model, le niveau fondamental est obtenu pour
n’importe quelle configuration telle que pour chaque tétraèdre on ait Qα = 0,
c’est-à-dire qu’il soit 2in/2out. Il correspond en fait à l’hamiltonien d’un gaz de
charges libres sur réseau, les charges simples Qα = ±2 (3in/1out et 1in/3out)
ayant un potentiel chimique 2 Jeff et les charges doubles Qα = ±4 (4in et 4out)
un potentiel chimique quatre fois supérieur 8 Jeff . Grâce à cette description, on
comprend que les seuls retournements de spin ayant un coût énergétique sont
ceux qui font apparaître des charges. Nous indiquons une suite typique de trois
retournements de spin en figure 1.6, dont les deux derniers se font par conséquent
à coût énergétique nul dans le NNSIM.
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1.1. Généralités sur les glaces de spin

Si l’état fondamental ne correspond pas à un ordre à longue portée, la condition
locale 2in/2out pour chaque tétraèdre conduit néanmoins à des corrélations à
courte portée : en terme de champ d’aimantation ~M(~r), elle peut être traduite
par la condition

~∇ · ~M = 0 (1.16)

qui indique que ~M est à flux conservatif, tout comme l’est le champ électrique ~E
dans le vide. Par analogie avec l’électrostatique, on introduit un champ de jauge
~Q telle que

~M = ~∇× ~Q (1.17)

La phase correspondante à un tel champ est appelée phase de Coulomb et possède
des propriétés remarquables [Henley, 2010]. Notamment, on observe la trace de
ces corrélations à courte portée dans les motifs de diffusion de neutrons où se
dessinent les pinch points caractéristiques, voir figure 1.7. À ce stade, on peut
anticiper deux résultats ultérieurs :

I premièrement, la contrainte locale 2in/2out, conduit, comme nous l’avons
mentionné, aux pinch points, qui rendent compte globalement de corréla-
tions de type dipolaire : pour cette raison, l’ajout des interactions dipolaires
à longue portée dans la modélisation résulte en un changement minime du
comportement du NNSIM. En particulier, dans le DSIM, la dégénérescence
des états fondamentaux du NNSIM n’est levée que sur une largeur d’environ
100 mK. Remarquons cependant que l’écrantage des interactions dipolaires
dans la phase 2in/2out n’a rien d’évident et est en fait majoritairement dû
à la géométrie du réseau pyrochlore [Isakov et al., 2005], [den Hertog et
Gingras, 2000] ;

I deuxièmement, la structure de jauge U(1) de l’état fondamental, similaire
à celle de l’électrostatique du vide, laisse entrevoir une analogie entre les
excitations dans la glace de spin et les charges électriques dans le vide.

Nous souhaitons mentionner également que le passage de la phase paramagné-
tique à haute température à la phase 2in/2out à basse température ne se manifeste
pas par une transition de phase, mais seulement par un crossover. Notamment, la
capacité calorifique présente un pic de Schottky mais aucune divergence. Malgré
cette absence de transition de phase, la phase 2in/2out possède des propriétés to-
pologiques intéressantes. La dégénérescence de ses états fondamentaux fait qu’on
peut imaginer des retournements de spin à coût énergétique nul : il suffit de re-
tourner une boucle fermée de spins. La plus petite boucle possible contient 6 spins
(voir figure 1.2). Les fluctuations des spins dans la phase 2in/2out sont donc col-
lectives. Ce comportement justifie le nom de paramagnétisme collectif [Villain,
1979] pour la phase à basse température. Une trace de ces fluctuations concomi-
tantes se trouve dans la susceptibilité magnétique qui présente un crossover entre
deux lois de Curie, la constante de Curie à basse température étant le double de
celle à haute température [Jaubert et al., 2013]. Ces lois de Curie ont d’ailleurs
pu être mesurées expérimentalement par [Bovo et al., 2013]. Un autre exemple où
ces boucles jouent un rôle essentiel est celui de la glace de spin dans un champ
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Figure 1.7 – Motif de diffraction de neutrons expérimental dans la di-
rection (h,h,l) pour Ho2Ti2O7. On repère des « pinch points » (par exemple en
(−1,− 1,1)) qui rendent compte des corrélations spin/spin très particulières dans
les glaces de spin. Plus spécifiquement, ils ont pour origine les corrélations de type
dipolaire dans la phase de Coulomb 2in/2out, voir [Henley, 2010]. La structure
de la phase 2in/2out est donc déjà dipolaire, ce qui laisse imaginer que l’ajout
des interactions dipolaires à longue portée ne modifie que très peu la physique du
système. Il est remarquable que ce motif survit à plus haute température où les
tétraèdres ne sont plus dans des configurations 2in/2out. Cela s’explique notam-
ment par la fragmentation du champ d’aimantation que nous détaillons plus loin.
La figure est empruntée à [Fennell et al., 2009].
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magnétique [100]. Dans ce cas, l’état fondamental à fort champ vérifie encore la
condition 2in/2out mais les boucles s’ordonnent par une transition particulière
dite de Kasteleyn [Jaubert et al., 2009], qui rend compte de la compétition entre
l’énergie de Zeeman due au champ magnétique et l’entropie des boucles.

Rôle des interactions dipolaires à longue portée
Après avoir discuté le nearest neighbor spin ice model et ses propriétés, nous

revenons au dipolar spin ice model. Ce modèle est connu pour améliorer la descrip-
tion du motif de diffraction de neutrons [Bramwell et al., 2001] et de la capacité
calorifique [den Hertog et Gingras, 2000]. Il est néanmoins surprenant de consta-
ter que l’ajout d’interactions à longue portée ne modifie que peu la physique du
NNSIM. La raison tient en ce que, comme nous l’avons mentionné précédemment,
le NNSIM présente déjà des corrélations de type dipolaire du fait des contraintes
locales 2in/2out et de la non-divergence du champ d’aimantation [Isakov et al.,
2005], mais c’est avant tout la géométrie du réseau pyrochlore qui est capitale [den
Hertog et Gingras, 2000]. Dans le DSIM, les interactions dipolaires sont écrantées
dans les états fondamentaux, ce qui justifie que la dégénérescence des états fonda-
mentaux du NNSIM est levée faiblement : la largeur de bande des états 2in/2out
dans le DSIM est seulement environ 100 mK, bien inférieure aux énergies des
défauts 3in/1out et 1in/3out (environ 2 K). Pour cette raison la phase 2in/2out
existe encore dans le diagramme des phases du DSIM figure 1.10. Néanmoins,
contrairement au NNSIM, les interactions dipolaires finissent par ordonner le sys-
tème sous T ≈ 100 mK [Melko et al., 2001]. Dans la maille cubique conventionnelle
du réseau pyrochlore, c’est un ordre (2π/a, 0, 0). Il apparaît par une transition de
phase du premier ordre.

Nous souhaitons maintenant introduire le dumbbell model qui est le modèle
que nous avons utilisé dans toutes nos simulations numériques.

1.1.4 Le dumbbell model
Le dumbbell model développé par [Castelnovo et al., 2008] confère un nouveau

point de vue sur les glaces de spin. L’analogie avec l’électrostatique est pleinement
utilisée : en électrodynamique, la divergence du champ électrique correspond à la
présence d’une charge électrique d’après l’équation de Maxwell-Gauss. De même
dans les glaces de spin, la divergence du champ d’aimantation, c’est-à-dire les états
3in/1out et 1in/3out, ainsi que 4in et 4out, indique une charge, dont l’origine est
magnétique, qu’on est alors tenté d’appeler monopôle magnétique. Notons tout de
suite que cette expression ne renvoie pas à une violation de l’équation de Maxwell-
flux ~∇· ~B = 0, mais seulement à ~∇· ~M 6= 0. Dans le NNSIM, l’hamiltonien (1.15)
est celui d’un gaz de charges libres sur réseau dans l’ensemble grand-canonique, les
charges pouvant apparaître ou disparaître selon les retournements de spins sous-
jacents. Cette situation évolue dans le dumbbell model : les charges topologiques
(et entropiques [Henley, 2010]) acquièrent en plus le statut de charge magnétique.

L’avancée majeure en faveur de l’appellation « monopôle magnétique » a été
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Figure 1.8 – Promotion des spins en haltères. Les dipôles ponctuels µ sont
étendus à deux charges q = ±µ/a avec a la distance entre les centres de deux
tétraèdres plus proches voisins. (Gauche) Dans un configuration 2in/2out, par
construction, la charge nette au centre du tétraèdre est nulle. (Droite) Dans une
configuration 3in/1out (resp. 1in/3out), la charge nette au centre est Q = 2 q =
2µ/a (resp. −2µ/a). Pour un tétraèdre 4in (resp. 4out), elle vaut 4µ/a = 2Q
(resp. −4µ/a).

faite par [Castelnovo et al., 2008]. Ces auteurs ont observé numériquement dans le
DSIM que l’énergie d’une paire de charge éloignée d’une distance r était propor-
tionnelle à 1/r, les corrections étant de l’ordre de 1/r5. L’ajout des interactions
à longue portée se traduit donc dans le langage des charges en une interaction
coulombienne. Les charges du NNSIM sont ainsi promues dans le DSIM en de
véritables monopôles déconfinés (le coût énergétique pour en séparer deux de-
puis deux sites voisins jusqu’à l’infini est fini) en interaction coulombienne. Il faut
maintenant réussir à traduire l’hamiltonien de spin du DSIM (équation (1.9)) en
un hamiltonien de charges en interaction coulombienne.

Construction du dumbbell model
L’idée majeure est de promouvoir les dipôles ponctuels du DSIM en dipôles

de taille a, avec a la distance entre les centres de deux tétraèdres adjacents. Ces
dipôles portent à leur extrémité une charge magnétique q donnée par

q = µ

a
(1.18)

Cette transformation est illustrée en figure 1.8.
Dans une configuration 2in/2out (cas de la figure 1.8 à gauche), la charge

magnétique nette au centre est rigoureusement nulle par construction. On peut
alors anticiper que, dans le dumbbell model, la dégénérescence des états fonda-
mentaux du NNSIM n’est pas levée contrairement au cas du DSIM. Pour une
configuration 3in/1out (resp. 1in/3out), la charge nette au centre du tétraèdre
est Q = 3 q − q = 2 q (resp. −2 q) et pour un tétraèdre 4in (resp. 4out) elle
vaut 4 q = 2Q (resp. −2Q). Les interactions des spins plus proches voisins dans
le DSIM donnent un coût énergétique à la création des configurations 3in/1out,
1in/3out, 4in et 4out. Dans le dumbbell model, cela correspond à un potentiel
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chimique ν qu’on détermine comme étant

ν = −2 J
3 −

8
3

(
1 +

√
2
3

)
D (1.19)

avec ν ≈ − 4,35 K pour Dy2Ti2O7. Le jeu de paramètres (J,D) du DSIM devient
ainsi dans le dumbbell model (ν,Q) (voir le Supplementary Information de [Cas-
telnovo et al., 2008]), et les degrés de liberté passent des spins sur un réseau
pyrochlore à des charges sur les centres des tétraèdres du réseau pyrochlore, qui
constituent un réseau diamant. L’hamiltonien du dumbbell model est finalement

H = − ν N1 − 4 ν N2 + µ0

4π
∑
i>j

QiQj
|~rij |

(1.20)

avec Qi = 0, ±Q, ± 2Q la charge magnétique nette sur le site i, et N1 et N2 le
nombre total de charges ±Q et ±2Q ; ou encore

H = − ν
∑
i

n2
i + µ0Q

2

4π
∑
i>j

ni nj
|~rij |

(1.21)

avec ni = 0, ± 1, ± 2 l’occupation du site i, telle que la charge en i est niQ.
Il faut cependant remarquer que si l’hamiltonien des spins du DSIM a été tra-

duit dans le formalisme du dumbbell model en un hamiltonien de charges, dans
le dumbbell model la dynamique des charges est contrainte par les retournements
des spins sous-jacents. Le dumbbell model est donc plus qu’un électrolyte symé-
trique, c’est pourquoi on parle de magnétolyte [Kaiser, 2014]. En particulier, nous
étudierons dans le chapitre 5 un régime hors équilibre gouverné par l’impossibi-
lité d’une annihilation de deux charges de signes opposés sur sites plus proches
voisins, le spin commun à ces deux tétraèdres étant « dans le mauvais sens ».

Si la description des glaces de spin en terme de charges a déjà été construite
dans le NNSIM, elle acquiert un statut bien plus élégant dans le dumbbell mo-
del. L’émergence de monopôles magnétiques comme excitations élémentaires d’un
système de spins, et a fortiori d’une théorie de jauge U(1) d’électrodynamique,
est particulièrement exotique et précède de nombreuses autres découvertes de ce
type : par exemple, un système Heisenberg antiferromagnétique sur réseau Ka-
gomé voit émerger quant à lui non pas une électrodynamique mais une chromo-
dynamique [Cépas et Ralko, 2011].

Nous avons à ce stade introduit les trois modèles permettant la description de
la physique des glaces de spin. Le point de vue des charges, à opposer au point
de vue des spins, s’avère particulièrement fructueux pour la compréhension des
différentes phases thermodynamiques qu’hébergent ces modèles. Les diagrammes
de phase en question sont le sujet de la partie suivante.

1.2 Thermodynamique des glaces de spin
Dans cette partie on présente les diagrammes des phases des différents modèles

exposés précédemment. Avant cela, on revient sur l’entropie de point zéro du
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NNSIM et du dumbbell model. Les mesures de [Ramirez et al., 1999] sur le titanate
de dysprosium ont été décisives dans l’intérêt porté aujourd’hui sur les glaces de
spin.

1.2.1 Entropie de point zéro
Nous avons déjà évoqué l’entropie de point zéro du nearest neighbor spin

ice model. Elle rend compte des mesures expérimentales de [Ramirez et al., 1999],
montrées en figure 1.9 et plus récemment [Pomaranski et al., 2013] et [Giblin et al.,
2018]. On présente ci-dessous le calcul de cette entropie dans l’approximation des
tétraèdres indépendants, en adaptant le calcul de Pauling [Pauling, 1935] pour la
glace d’eau au cas des glaces de spin.

On obtient le nombre de configurations dans l’état fondamental WP par le
raisonnement suivant : on part de N spins (donc N/2 tétraèdres), et chaque spin
possède deux états « + » ou «− », ce qui conduit à 2N configurations possibles en
tout. Un tétraèdre contient quatre spins, il a donc 24 = 16 états possibles au total,
dont seulement 6 correspondent à une configuration respectant les règles de Bernal
et Fowler (2in/2out). Seule une fraction 6/16 des états d’un tétraèdre appartient
ainsi au niveau fondamental. En supposant les tétraèdres indépendants, on peut
alors écrire

WP = 2N
(

6
16

)N/2
=
(

3
2

)N/2
(1.22)

et l’entropie par spin est

SP (T = 0 K) = kB
2 ln

(
3
2

)
≈ 0,203 kB (1.23)

tandis que l’entropie par tétraèdre est deux fois plus importante. Ce calcul ap-
proximatif a été amélioré par [Nagle, 1966], qui obtient

W = (1,50685 ± 0,00015)N/2 (1.24)

ce qui permet de voir que le résultat de Pauling, qui repose sur l’approximation
que tous les tétraèdres sont indépendants, conduit à une erreur de seulement 4 %
et le rend donc légitime.

Cette entropie a été mesurée expérimentalement pour Dy2Ti2O7 par intégra-
tion de la capacité calorifique [Ramirez et al., 1999], les mesures sont présentées
en figure 1.9.

Les mesures à basse température sont cependant difficiles, et l’expérience de
Ramirez a été contestée par [Pomaranski et al., 2013], ces derniers auteurs ayant
observé l’entropie chuter sous la limite de Pauling, ce qui indiquerait finalement
que les états fondamentaux ne seraient pas la totalité des états 2in/2out. Les
hypothèses sont alors nombreuses : ordre à longue portée [Melko et al., 2001],
ou mécanisme d’ordre par le désordre gouverné par des fluctuations quantiques
[Savary et al., 2012], ou crossover vers un liquide de spin quantique [McClarty
et al., 2015]. Très récemment cependant, l’existence de l’entropie de Pauling a été
rétablie par [Giblin et al., 2018].
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Figure 1.9 – Entropie en fonction de la température pour Dy2Ti2O7.
Ces données expérimentales proviennent de [Ramirez et al., 1999]. À haute tem-
pérature, les spins peuvent être considérés indépendants et l’entropie par spin est
kB ln 2. Si le système s’ordonne à basse température, l’entropie par spin doit tom-
ber à 0. En traçant S(T )−S(0) en fonction de T , les auteurs ont observé à haute
température la saturation de l’entropie à une valeur proche de kB(ln 2−1/2 ln 3/2),
ce qui montre que l’entropie à T = 0 K est non nulle et vaut approximativement
(kB/2) ln (3/2), qui est l’entropie de Pauling [Pauling, 1935].

1.2.2 Diagrammes de phase
Les diagrammes des phases des trois modèles DSIM, NNSIM et dumbbell

model sont présentés dans cette partie.

Diagramme de phase du dipolar spin ice model
L’hamiltonien (1.9) contient deux termes qui donnent lieu à un diagramme de

phase bidimensionnel (JNN/DNN, T/DNN). Ce diagramme de phase a été exten-
sivement étudié par [Melko et Gingras, 2004]. Il est reproduit en figure 1.10.

On remarquera, pour JNN/DNN < −0,91, une transition de phase du second
ordre vers l’ordre à longue portée 4in et 4out lorsque la température diminue.
En effet, dans l’état fondamental un tétraèdre 4in a forcément pour voisins des
tétraèdres 4out, et de proche en proche on comprend qu’il n’y a alors que 2 états
possibles : les tétraèdres up sont soit tous 4in, soit tous 4out (et inversement pour
les tétraèdres down). Cette phase est appelée all-in/all-out. Lorsque la tempé-
rature est fixée et que JNN/DNN diminue, la transition vers cette phase est du
premier ordre. La phase 2in/2out est bien présente pour JNN/DNN > −0,91, mais
elle disparaît pour T . 100 mK pour laisser place, par une transition du premier
ordre, à un ordre longue portée gouverné par les interactions dipolaires, appelé
ordre de Melko.
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Figure 1.10 – Diagramme des phases du dipolar spin ice model. À haute
température le système est paramagnétique. Pour des interactions à plus proches
voisins globalement antiferromagnétique JNN/DNN & −1, la phase basse tem-
pérature est la phase 2in/2out. Dans le cas ferromagnétique JNN/DNN . −1
l’ordre local est 4in et 4out. Cela conduit à un ordre à longue portée. La figure
est empruntée à [Melko et Gingras, 2004]. Les simulations numériques des au-
teurs ont permis de préciser la frontière entre les deux phases basse température
JNN/DNN|tr = −0,91 à T = 0 K. De plus, ils ont montré l’existence d’une tran-
sition de phase du premier ordre vers un ordre à longue portée, qu’on appelle
maintenant ordre de Melko, stabilisé par l’interaction dipolaire, cette dernière le-
vant la dégénérescence des configurations 2in/2out. Sur la figure, les cercles vides
représentent une transition de phase du second ordre entre la phase paramagné-
tique et l’ordre à longue portée 4in et 4out. Les carrés vides donnent le maximum
de la capacité calorifique lors du passage de la phase paramagnétique vers la phase
2in/2out. Il s’agit d’un pic de Schottky et non d’une divergence, il n’y a pas de
transition de phase. Les losanges vides sont sur la ligne de transition du premier
ordre 2in/2out vers l’ordre de Melko. Les cercles pleins indiquent les lignes de
métastabilité autour de la transition du premier ordre entre 2in/2out ou ordre de
Melko vers 4in et 4out.
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1.2. Thermodynamique des glaces de spin

Diagramme de phase du nearest neighbor spin ice model
L’hamiltonien (1.11) avec Jeff = JNN +DNN conduit au diagramme de phase

en figure 1.11 [Guruciaga et al., 2014]. Lorsque JNN/DNN < −1, l’interaction
entre les pseudo-spins est ferromagnétique et les configurations 4in et 4out sont
favorisées, on retrouve la phase all-in/all-out déjà rencontrée dans le DSIM. Dans
le langage des spins, cette transition est ainsi plutôt claire, mais on peut remarquer
que dans le langage des charges, elle correspond à une cristallisation ionique des
doubles monopôles. En effet, le réseau diamant des centres des tétraèdres est
bipartite puisqu’il est constitué de deux sous-réseaux cubiques à faces centrées
imbriqués ; et dans la phase all-in/all-out, l’un des deux sous-réseaux ne contient
que des charges +2Q et l’autre que des charges −2Q. La cristallisation des charges
est surprenante car d’après l’hamiltonien du NNSIM (1.15) ces dernières sont
indépendantes. [Guruciaga et al., 2014] ont dissipé cette surprise en montrant que
cette transition est gouvernée par l’entropie. Plus précisément, il est impossible
d’avoir un tétraèdre 4in voisin d’un autre tétraèdre 4in. En d’autres termes, les
configurations sous-jacentes des spins conduisent à une répulsion infinie de deux
doubles monopôles de même signe sur sites voisins, et c’est cette répulsion qui
conduit à la transition.

La particularité du NNSIM par rapport au DSIM est que la transition de
la phase fluide d’états fondamentaux 2in/2out vers la phase all-in/all-out est
uniquement du second ordre, même aux plus basses températures. La conséquence
est que le point critique que nous étudions au chapitre 3 dans le dumbbell model
n’existe pas dans le NNSIM.

Diagramme de phase du dumbbell model
Le diagramme de phase présenté en figure 1.12 a été établi par [Brooks-Bartlett

et al., 2014]. Il correspond à l’hamiltonien du dumbbell model (1.21) sans charge
double et est construit par la valeur de la capacité calorifique en niveaux de rouge.
La phase basse température et bas potentiel chimique est, du fait de l’absence
des charges doubles, la phase fragmentée (que nous détaillons plus loin dans ce
chapitre), et non pas la phase all-in/all-out. De même que dans le diagramme du
DSIM en figure 1.10, la transition entre la phase fluide et la phase (partiellement)
ordonnée est du second ordre à bas potentiel chimique et du premier ordre à basse
température, les deux lignes de transitions se rejoignant en un point tricritique.
Le formalisme du dumbbell model est très éclairant pour comprendre la transition
du premier ordre à basse température : elle correspond en fait à la compétition
entre d’une part l’énergie coulombienne qui tend à faire cristalliser les charges, et
d’autre part le coût de création des charges c’est-à-dire le potentiel chimique. À
température nulle cette compétition s’écrit

N0
αu(a)

2 − ν N0 = 0 (1.25)

où α est la constante de Madelung du réseau diamant, u(a) l’énergie coulombienne
entre deux charges de signes opposés plus proches voisines, et N0 le nombre de
sites.
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Figure 1.11 – Diagramme de phase des modèles dipolar spin ice et nea-
rest neighbor spin ice. On retrouve sur cette figure le diagramme du dipolar
spin ice model qu’on a déjà présenté en figure 1.10 (ici la transition vers l’ordre de
Melko est invisible dans les simulations de single spin flips). La nouveauté ici est
le diagramme du nearest neighbor spin ice model : la transition entre les phases
désordonnées (paramagnétique ou 2in/2out) et ordonnée 4in et 4out est entière-
ment du second ordre et termine à T = 0 K exactement sur JNN/DNN|tr = −1. La
comparaison avec les figures 1.10 ou 1.12 montrent que les interactions à longue
portée modifient considérablement le diagramme de phase : la transition du se-
cond ordre se termine sur un point tricritique et se poursuit par une transition
du premier ordre. La figure est empruntée à [Guruciaga et al., 2014].
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1.2. Thermodynamique des glaces de spin

Figure 1.12 – Diagramme de phase du dumbbell model sans charge
double. La figure, empruntée à [Brooks-Bartlett et al., 2014], représente la va-
leur de la capacité calorifique dans le diagramme (µ∗, T ∗). Les deux grandeurs
sont adimensionnées par l’interaction coulombienne de deux charges sur sites plus
proches voisins u(a) = 3,07 K. Les phases sont respectivement : (I) phase frag-
mentée, cristal de charges simples ; (II) fluide de monopôles haute densité ; (III)
fluide de monopôles basse densité. La ligne de transition du second ordre se mani-
feste par la divergence de la capacité calorifique : dans les simulations numériques
elle apparaît par un maximum piqué en rouge sur la figure. Elle se termine sur un
point tricritique en (µ∗ = 0,78;T ∗ = 0,13). Les zones (I) et (III) sont séparées par
une ligne du premier ordre, invisible dans ce graphique de capacité calorifique.
Le pic de Schottky entre les phases (II) et (III) se manifeste par contre par une
rougeur diffuse.
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Chapitre 1. Glaces de spin classiques

Le rétablissement des charges doubles dans ce diagramme laisserait le voisinage
de ce point tricritique inconnu mais la phase all-in/all-out remplacerait la phase
fragmentée à basse température et bas potentiel chimique.

On peut par ailleurs déjà anticiper la similarité de ce diagramme des phases
avec celui du modèle de Blume-Capel S = 1 [Blume et al., 1971]. Cette consta-
tation nous permettra dans le chapitre 3 d’établir le diagramme des phases du
dumbbell model avec les charges doubles et avec un potentiel chimique alterné
qui joue le rôle d’un champ ordonnant.

Avant de revenir sur la phase fragmentée du diagramme 1.12, on présente le
diagramme de phase de la glace de spin sous champ [111], que nous utiliserons
dans le chapitre 3.

1.2.3 Glaces de spin sous champ magnétique [111]
Du fait de la géométrie cubique de la maille conventionnelle du réseau py-

rochlore, les glaces de spin réagissent différemment selon la direction du champ
magnétique appliqué [Harris et al., 1998]. Nous présentons ici seulement son com-
portement dans le cas d’un champ suivant la direction [111].

Vu depuis cette direction, le réseau pyrochlore est la superposition successive
de plans triangulaires et de plans kagomé. Les spins des plans triangulaires sont
complètement couplés au champ magnétique H111 puisqu’ils pointent justement
eux-aussi selon la direction [111]. Dans la maille cubique conventionnelle du réseau
pyrochlore (figure 1.2), on peut voir que cela concerne un spin par tétraèdre. Les
trois autres spins du tétraèdre appartiennent à une couche Kagomé. Ils ne pointent
pas dans la direction [111] et, du fait du facteur géométrique résultant, ne sont
couplés qu’à H111/3.

À mesure que le champ H111 augmente, les spins des plans triangulaires com-
mencent à s’aligner dans la direction de H111, tandis que les trois autres s’ar-
rangent pour maintenir la condition locale 2in/2out. Cela conduit sur la figure
1.13 (gauche) au plateau à 1/3. La phase correspondante est appelée glace Ka-
gomé car les spins des plans Kagomé ne sont pas ordonnés mais respectent la
contrainte locale 2in/1out ou 1in/2out. L’entropie par tétraèdre de cette phase
est [Hiroi et al., 2003] :

SKagomé = kB ln (1,17) (1.26)

Elle correspond à l’entropie de dimères sur un réseau en nid d’abeille [Udagawa
et al., 2002]. Pour H111 suffisamment grand, les spins des plans Kagomé finissent
par s’aligner eux aussi dans la direction du champ. La contrainte 2in/2out est
alors brisée et les spins présentent un ordre total : c’est le plateau à 1/2. Plus
précisément, les tétraèdres prennent des configurations 3in/1out pour les tétra-
èdres up et 1in/3out pour les tétraèdres down. La densité de charges passe ainsi
de 0 à 1, voir figure 1.13 à droite. Dans cet état, les charges et les spins sont donc
complètement ordonnés et on parle de phase saturée.

Dans le cas du nearest neighbor spin ice model, le passage de la phase Kagomé
à la phase saturée se fait par un crossover sans transition de phase. Au contraire,
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Figure 1.13 – Aimantation (gauche) et densité de charges (droite) en
fonction du champ magnétique H111 pour plusieurs températures. Don-
nées que nous avons obtenues par simulations numériques du nearest neighbor
spin ice model, pour un système de 8192 spins. L’aimantation présente deux pla-
teaux, à 1/3 et 1/2, correspondant respectivement à l’aimantation dans la phase
glace Kagomé et dans la phase saturée. Entre ces deux phases, la densité passe
de 0 à 1. Il n’y a aucune transition de phase dans le nearest neighbor spin ice
model, il ne s’agit donc que de crossovers, contrairement au cas du dipolar spin
ice model, voir figure 1.14.

dans le dipolar spin ice model, il donne lieu à une transition du premier ordre, qui
a été observée pour la première fois par [Sakakibara et al., 2003]. Le diagramme
de phase (H111, T ) pour ce modèle est présenté en figure 1.14 [Hamp et al., 2015].
On y observe que la ligne du premier ordre se termine par un point critique, situé
pour le titanate de dysprosium en

Tc = 0,59 K et Hc = 0,86 T (1.27)

Ce point est lié par sa nature à celui que nous déterminerons dans le chapitre 3
dans le diagramme température / potentiel chimique alterné lorsque nous étudie-
rons la phase fragmentée, que nous introduisons ci-dessous.

1.2.4 Phase fragmentée

La phase fragmentée est une phase dans laquelle les états fondamentaux sont
3in/1out et 1in/3out. À T = 0 K, les charges s’organisent selon un cristal ionique
de charges simples, les monopôles + se plaçant sur un des deux sous-réseaux
cubiques à faces centrées et les monopôles − sur l’autre. La phase fragmentée cor-
respond donc à un ordre total des charges, mais, à la différence de la phase saturée
qu’on trouve dans le diagramme de phase (H111, T ) discutée précédemment, elle
ne correspond pas à un ordre des spins. Pour cette raison elle a une entropie par
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Figure 1.14 – Diagramme de phase du dipolar spin ice model sous un
champ magnétique [111]. À bas champ, le champ magnétique oriente les spins
des couches triangulaires du réseau, qui pointent dans la direction globale [111].
Les spins des couches Kagomé sont moins couplés au champ (facteur géomé-
trique 1/3) puisqu’ils ne pointent pas dans sa direction. L’interaction spin/spin
domine et impose de conserver l’ordre local 2in/2out : c’est la phase glace Ka-
gomé. À fort champ, le champ magnétique l’emporte et oriente aussi les spins des
couches Kagomé, donnant lieu à la phase saturée qui est parfaitement ordonnée (et
par conséquent d’entropie nulle). Cette phase correspond à un cristal de charges
simples mais diffère de la phase fragmentée du diagramme du dumbbell model
en figure 1.12 : sous champ [111], les charges et les spins acquièrent un ordre à
longue portée, tandis que dans la phase fragmentée les charges cristallisent mais
la partie non-divergente du champ d’aimantation n’est pas ordonnée et continue
de fluctuer. La figure est empruntée à [Hamp et al., 2015].
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tétraèdre non nulle [Sikora et al., 2011]

Sfrag = kB ln (1,30) (1.28)

qui correspond à une entropie de dimères sur réseau diamant, et plus précisément,
elle correspond au pavage du réseau diamant par le spin de « taille 3 » liant deux
sites du réseau, qui apparaît dans l’équation (1.31) ci-dessous. Avant d’arriver à
cette équation il est intéressant de remarquer que l’approximation des tétraèdres
indépendants ne permet pas d’obtenir cette entropie. En effet, en reproduisant un
calcul « à la Pauling » de l’équation (1.22), on est amené à dire que, puisqu’un
tétraèdre possède 4 configurations correspondant à une charge simple + (ou −),
le nombre de microétats pour une configuration d’un cristal de charge est

W = 2N
(

4
16

)N/2
= 1 (1.29)

ce qui donne une entropie nulle ! L’entropie de la phase cristal (1.28) provient en
fait d’un calcul sur des boucles de spin qu’on ne détaille pas.

Le nom « phase fragmentée » a été introduit par [Brooks-Bartlett et al., 2014]
qui ont décrit la fragmentation du champ d’aimantation ~M en une partie de
divergence nulle et une partie maximalement divergente. En pratique, on opère
une décomposition de Helmholtz

~M = ~Mm + ~Md = ~∇ψ + ~∇× ~Q (1.30)

où la partie ~Mm = ~∇ψ correspond aux charges et ~Md = ~∇ × ~Q à un paysage
2in/2out sous-jacent. Dans le cas d’un état respectant les règles de la glace, on a
~∇ · ~M = 0 et ~M = ~Md. Dans une configuration all-in/all-out, on a au contraire
~M = ~Mm. Dans le cas général, le champ d’aimantation est partagé entre ces deux
extrêmes. Pour l’exemple, prenons un tétraèdre 3out/1in. Ses quatre pseudo-spins
sont

(−1,− 1,− 1, 1) = 1
2

{
(−1,− 1,− 1,− 1) + (−1,− 1,− 1, 3)

}
(1.31)

La décomposition correspond à une configuration 4out superposée à une configura-
tion de divergence nulle (et il faut remarquer qu’il ne s’agit pas d’une configuration
2in/2out).

L’intérêt d’une telle description réside dans le fait qu’il est possible de décrire
une phase où la partie de divergence maximale est ordonnée mais pas la partie
de divergence nulle : c’est justement la phase fragmentée. Cette phase s’insère
entre les deux cas limites évoqués initialement : champ total de divergence nulle
(phase fluide 2in/2out) et champ total de divergence maximale (phase cristal all-
in/all-out). Par ailleurs, le fait que toute configuration puisse être décomposée
de la sorte laisse entrevoir pourquoi le motif de diffraction de neutrons persiste
à des températures pour lesquels les états excités sont conséquemment peuplés :
d’après la décomposition d’Helmholtz, il y a toujours (sauf dans le cas totalement
ordonné all-in/all-out) une partie du champ d’aimantation qui est de divergence
nulle et dont la signature sont les pinch points caractéristiques.
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Figure 1.15 – Diagramme de phase du nearest neighbor spin ice model
en présence d’un champ magnétique local hloc. Le champ magnétique local
se couple linéairement aux pseudo-spins et favorise une configuration locale fer-
romagnétique 4in ou 4out (AIAO). L’interaction d’échange Jeff favorise quant à
elle un ordre 2in/2out. La compétition des deux se traduit par ce diagramme de
phase : à bas champ hloc, l’interaction d’échange gagne et la phase est 2in/2out
(2I20). À fort champ, celui-ci domine et impose l’ordre longue portée 4in et 4out.
À champ intermédiaire, les deux interactions se satisfont du compromis 3in/1out
et 1in/3out (3I10-1I30) : c’est la phase fragmentée. Il est très important de remar-
quer que ce diagramme ne contient aucune transition de phase, mais seulement
des crossovers entre ces régimes. Nous montrerons dans le chapitre 3 que l’ajout
des interactions coulombiennes à longue portée dans le cadre du dumbbell model
conduit cette fois à des transitions de phase du premier ordre se terminant par
des points critiques du second ordre. Figure empruntée à [Lefrançois et al., 2017].
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Obtention de la phase fragmentée
La phase fragmentée a été observée expérimentalement dans l’iridate d’hol-

mium Ho2Ir2O7 [Lefrançois et al., 2017]. Dans ce matériau, les ions Ir4+ sont
magnétiques (contrairement à Ti4+), et ceux-ci s’ordonnent all-in/all-out 5 sous
T ≈ 140 K. Le champ magnétique résultant hloc de ces moments agit sur ceux
portés par Ho3+ et tend à leur imposer une configuration all-in/all-out également.
À cela s’opposent les interactions d’échange à plus proches voisins, qui sont quant
à elles minimisées dans les configurations 2in/2out. Cette réflexion amène natu-
rellement à considérer le diagramme des phases dans le plan (T/Jeff , hloc/Jeff)
représenté en figure 1.15. Dans le cas de Ho2Ir2O7, la compétition entre les deux
termes énergétiques se satisfait du compromis 3in/1out et 1in/3out. Dans son
état fondamental, Ho2Ir2O7 supporte donc un cristal de charges simples, mais les
interactions en jeu ne lèvent pas la dégénérescence des différentes configurations
des spins. L’ordre des charges n’est donc pas accompagné par un ordre des spins :
il s’agit bien de la phase fragmentée telle qu’on l’a décrite précédemment. Notons
qu’à proprement parler, les contraintes 3in/1out et 1in/3out conduisent à un ordre
partiel des spins qui se révèle par la présence de pics de Bragg dans les motifs de
diffusion de neutrons dont l’amplitude est le quart de celle qu’on aurait dans la
phase all-in/all-out [Lefrançois et al., 2017].

Le diagramme des phases obtenu par [Lefrançois et al., 2017] a été calculé
dans le NNSIM avec le champ local hloc. Dans ce cas, les différentes phases ne
sont pas séparées par des transitions de phases mais seulement par des crossovers.
Nous verrons dans le chapitre 3 que, du fait des interactions à longue portée, la
situation est radicalement différente pour le dumbbell model.

Nous clôturons ici cette zoologie des diagrammes de phase des glaces de spin
pour décrire quelques propriétés de la dynamique des degrés de liberté à basse
température.

1.3 Dynamique dans les glaces de spin
Dans cette partie nous évoquons deux aspects dynamiques de la glace de spin

à basse température : d’abord la corrélation temporelle de l’aimantation puis la
similarité avec les systèmes vitreux dans des protocoles field cooled / zero field
cooled.

1.3.1 Dynamique à basse température
Les glaces de spin sont des systèmes qui, bien qu’étant non désordonnés

contrairement aux verres de spin, présentent des états de basse énergie d’une
certaine complexité du fait de la frustration des interactions. La dynamique des
degrés de liberté de spin est pour cette raison subtile ; notamment, à basse tem-
pérature, les mécanismes entrant en jeu dans la thermalisation de ces systèmes
n’ont pas une interprétation directe. C’est ce que nous souhaitons discuter ici.

5. Rappelons que le réseau des ions métalliques est aussi un réseau pyrochlore.
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En première approximation, les fonctions d’autocorrélation temporelle de l’ai-
mantation peuvent être ajustées par un comportement exponentiel [Snyder et al.,
2004]

C(t) ∼ exp
(
− t
τ

)
(1.32)

où la constante de temps τ(T ) est tracée en figure 1.16. Cette dernière admet des
ajustements exponentiels dans différentes zones de températures.

De ceci on tire deux informations. D’une part le temps microscopique de re-
tournement d’un spin dans les glaces de spin classiques est particulièrement grand,
proche de la milliseconde, alors qu’il est plutôt de l’ordre de la picoseconde voire
moins dans les systèmes magnétiques habituels. En conséquence la dynamique
est lente et les glaces de spin sont des matériaux de choix pour observer, par
exemple, des régimes comme le ralentissement critique à l’approche d’un point
critique. Cela a motivé l’étude du mécanisme de Kibble-Zurek au point critique
du diagramme 1.14 de [Hamp et al., 2015], étude que nous reproduisons dans le
chapitre 4 pour le dumbbell model en présence d’un potentiel chimique alterné.

D’autre part, [Jaubert et Holdsworth, 2009], [Jaubert et Holdsworth, 2011]
ont montré que la barrière énergétique en jeu, pour des températures entre 3 K et
1 K typiquement, est de l’ordre de 2 K, c’est-à-dire non pas le coût de retourne-
ment d’un spin depuis un état 2in/2out (création de deux monopôles de charges
opposées plus proches voisins) mais celui de création d’un seul monopôle dans le
NNSIM (2 Jeff), donc plus particulièrement d’un monopôle libre. L’interprétation
vient du fait que pour ces températures, la densité de monopôles est conséquente
(déjà 2% à T = 1 K) et qu’alors les interactions coulombiennes à longue portée
sont écrantées. À plus basse température, on s’attend à ce que la barrière éner-
gétique en jeu soit directement le potentiel chimique ν = −4,35 K dans le cas de
Dy2Ti2O7. Ce n’est pourtant pas ce qui est mesuré [Revell et al., 2012].

Nous proposons une discussion plus approfondie des mécanismes de relaxation
à basse température dans le chapitre 5.

1.3.2 Comportement vitreux
Pour clore ce chapitre introductif nous souhaitons évoquer un aspect de la

dynamique des glaces de spin qui a motivé cette thèse.
Malgré l’absence de désordre, les glaces de spin présentent un comportement

similaire à celui des verres de spins dans plusieurs cas. Nous ne mentionnons
que les expériences de protocole field cooled / zero field cooled [Snyder et al.,
2001], [Snyder et al., 2004], [Matsuhira et al., 2000], [Matsuhira et al., 2011].
Lors de ce protocole un échantillon est refroidi en présence (ou non) d’un champ
magnétique. Une fois à basse température, un champ magnétique est appliqué
(ou maintenu pour la partie field cooled) et l’échantillon est réchauffé. Lors de
ce réchauffement on mesure l’aimantation (ou la susceptibilité magnétique) en
fonction de la température. Des résultats expérimentaux sont présentés en figure
1.17.
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Figure 1.16 – Temps de corrélation τ de l’aimantation en fonction de
la température dans Dy2Ti207. Les croix sont les valeurs expérimentales ob-
tenues par [Snyder et al., 2004]. On observe trois régimes : à haute température,
τ décroît lorsque la température T augmente. Dans un régime intermédiaire, τ
est quasiment constant et la dynamique ne semble pas gouvernée par la tempéra-
ture. Ce régime est associé à une dynamique par effet tunnel à travers la barrière
énergétique due au champ cristallin, voir [Ehlers et al., 2003]. Les cercles bleus
(resp. les triangles roses) sont les valeurs obtenues numériquement par [Jaubert
et Holdsworth, 2009] pour le dipolar spin ice model (resp. le dumbbell model).
La ligne rouge est l’autocorrélation spin/spin analytique dans le nearest neighbor
spin ice calculée par les mêmes auteurs. Il s’agit d’une loi Arrhénius avec une
barrière énergétique ∆E = 2 Jeff , c’est-à-dire le coût correspondant à la création
d’un monopôle, et non le coût associé au retournement d’un spin entre deux tétra-
èdres 2in/2out. La correspondance (sans paramètre d’ajustement) entre les points
expérimentaux (ou numériques) et cette loi d’Arrhénius est un plaidoyer fort pour
la fractionnalisation des degrés de liberté de spin en monopôles. Par ailleurs, la
différence entre la ligne rouge du nearest neighbor model et les triangles roses
du dumbbell model (voir insert) témoigne du rôle de l’attraction coulombienne à
basse température. Cette dernière modifie la densité de monopôles et ralentit leur
diffusion.
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Chapitre 1. Glaces de spin classiques
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Figure 1.17 – Dépendance en température de l’aimantation (DC) pour
deux glaces de spin. (Gauche) Ho2Sn2O7 à 1 kOe, figure empruntée à [Matsu-
hira et al., 2000]. (Droite) Dy2Ti2O7 à 500 0e, figure empruntée à [Snyder et al.,
2004]. FC et ZFC signifient respectivement field cooled et zero field cooled. Pour
les deux figures, l’hystérésis apparaît autour de T ≈ 0,6 K. Ce comportement est
typique des verres de spin. Dans le cas des glaces de spin cependant, on observe
des différences notables par rapport aux verres de spin, notamment l’aimanta-
tion de Ho2Sn2O7 continue d’augmenter dans le protocole FC sous la séparation
FC/ZFC, alors qu’elle reste généralement constante dans les verres de spin.

Le rôle du champ magnétique est d’orienter les degrés de liberté. Dans la
partie zero-field cooled, À basse température, du fait de la frustration, ceux-ci ne
parviennent pas à s’équilibrer lorsque le champ est appliqué : ils sont gelés dans
une configuration obtenue en refroidissant sans champ. L’aimantation après le
refroidissement sous champ apparaît par conséquent différente de celle après le
refroidissement sans champ. Les deux courbes se rejoignent pour une température
de dégel Tg de l’ordre du demi Kelvin dans les glaces de spin classiques habituelles,
voir figure 1.17.

Ce comportement est couramment observé dans les verres de spin puisque
c’est une signature de l’entrée dans un régime hors équilibre : la température
Tg est de l’ordre de celle de la transition vitreuse [Binder et Young, 1986]. Il
pourrait par contre être beaucoup plus surprenant dans les glaces de spin qui sont
des matériaux cristallins parfaitement ordonnés structurellement. Néanmoins, les
deux types de matériaux présentent une frustration de leurs états fondamentaux,
pour des raisons de désordre dans l’intensité et les signes des couplages dans les
verres de spin, et du fait de l’anisotropie locale des moments magnétiques dans les
glaces de spin. Malgré cette différence de cause, la frustration explique l’existence
de cet effet dans les glaces de spin.

Notons que d’autres similarités existent. [Kassner et al., 2015] ont interprété
les corrélations temporelles spin/spin à basse température dans le titanate de
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1.3. Dynamique dans les glaces de spin

dysprosium faiblement dopé comme une exponentielle étirée

C(t) ∼
(

exp
(
− t
τ

))β
(1.33)

où l’exposant β retranscrit une distribution continue de temps de relaxation (et
non un temps unique contrairement à (1.32)), également caractéristique d’un sys-
tème vitreux.

Ce sont ces ponts entre glaces de spin et verres de spin qui ont motivé cette
thèse. Dans les chapitres suivants, et en particulier dans les chapitres 4 et 5, nous
nous sommes attachés en effet à étudier deux régimes hors équilibre, à savoir le
ralentissement critique lors d’une trempe sur un point critique de la transition
phase fluide / phase fragmentée puis le régime des paires liées [Castelnovo et al.,
2010] de la phase fluide ; cela en utilisant un outil spécifique à l’étude des verres
de spin : la violation du théorème de fluctuation-dissipation, que nous présen-
tons dans le chapitre suivant consacré aux méthodes numériques et aux outils
mathématiques employés tout au long de la thèse.
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Chapitre 2. Méthodes numériques et outils mathématiques

Ce chapitre résume les méthodes numériques mises en place dans cette thèse.
Toutes les parties sont indépendantes. Dans la première partie, on explicite la
dynamique de Metropolis qui a été utilisée dans toutes nos simulations. Les parties
suivantes se rapportent quant à elles à des outils auxquels nous avons eu recours.
Dans l’ordre, on discute la méthode du cumulant de Binder qui a servi à localiser le
point critique discuté au chapitre 3 ; puis on présente les lois d’échelle de Kibble-
Zurek qui nous ont permis d’étudier la dynamique autour de ce point critique
dans le chapitre 4 ; et viennent enfin les relations de fluctuation-dissipation et la
méthode de calcul des fonctions de réponse exploitées dans les chapitres 4 et 5.

2.1 Simulations numériques
Les simulations numériques élaborées lors de notre étude concernent un sys-

tème de type glace de spin évoqué au chapitre 1. Le réseau est un réseau pyro-
chlore, les degrés de liberté sont des spins Ising-1/2 classiques pointant suivant un
axe local [111]. On utilise la cellule conventionnelle cubique du réseau pyrochlore
présentée dans le premier chapitre, contenant 16 spins et 8 tétraèdres (4 up et
4 down). La taille des systèmes simulés varie entre L = 6 (soit 16 × L3 = 3456
spins) et L = 16 (soit 65536 spins).

2.1.1 Algorithme Monte Carlo
On utilise dans toute cette thèse des simulations numériques Monte Carlo. Le

principe de ces simulations est détaillé dans les excellents ouvrages de [Landau et
Binder, 2005], de [Krauth, 2006] et de [Newman et Barkema, 1999]. L’idée maî-
tresse derrière ces simulations est de calculer des quantités thermodynamiques à
l’équilibre efficacement, c’est-à-dire sans chercher à calculer exactement la fonc-
tion de partition du système considéré.

Pour un système de N spins Ising S = 1/2 par exemple, chaque spin peut être
dans deux états Sz = ±1/2. Le nombre de configurations ν total est alors 2N et
la fonction de partition (prise ici canonique pour l’exemple) s’écrit

Z =
∑
{ν}

e−βH(ν) (2.1)

avec β = 1/(kB T ), T la température du thermostat, et H l’hamiltonien du sys-
tème. La somme courant sur toutes les configurations, il s’agit pour N = 100 spins
d’additionner 2100 ≈ 1030 termes ce qui n’est pas réaliste. Pour dépasser cette dif-
ficulté, on utilise des algorithmes Monte Carlo permettant de ne sélectionner que
des termes qui contribuent significativement à la fonction de partition : on parle
d’échantillonnage d’importance.

La difficulté n’est pas surmontée pour autant : en pratique, il est impossible
d’échantillonner des configurations avec une densité de probabilité aussi compli-
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2.1. Simulations numériques

quée que
ων = 1

Z
e−βH(ν) (2.2)

puisque Z est inconnu. On a alors recours à une marche aléatoire dans l’espace
des configurations.

Construction de l’algorithme
Dans une très vaste majorité des cas, la marche aléatoire utilisée constitue une

chaîne de Markov, c’est-à-dire un processus sans mémoire. Pour ces processus,
partant d’une configuration ν, on passe à la configuration µ avec une probabilité
Pν→µ qui ne dépend que des états ν et µ. En particulier, elle ne dépend pas des
états précédents, d’où l’appellation.

Il faut alors construire les probabilités Pν→µ telles qu’elles permettent effecti-
vement de visiter les configurations selon leur probabilité thermique ω. Il y a trois
règles à respecter pour cela :

I la non-périodicité,
I l’ergodicité,
I et le bilan détaillé.

D’abord, la non-périodicité demande à l’algorithme de ne pas pouvoir s’enfermer
dans une suite de configurations qui se répéterait éternellement. Ensuite, l’er-
godicité exprime que chaque configuration du système peut théoriquement être
visitée par l’algorithme : elle se rapporte en fait à une condition d’irréductibilité
du système.

Bilan détaillé
Enfin, le bilan détaillé est la condition essentielle, puisqu’il lie la physique

(les ω) et l’algorithme (les P ). Il s’écrit

ων Pν→µ = ωµ Pµ→ν quelque soit ν et µ. (2.3)

Il traduit que la probabilité d’être dans la configuration ν et d’aller en µ doit être
la même que celle d’être en µ et d’aller en ν.

Explicitons l’origine de ce bilan détaillé. En prenant un point de vue dyna-
mique, l’équation régissant la probabilité πν(t) d’être en ν à l’instant t s’écrit
comme une équation maîtresse

dπν(t)
dt =

∑
µ

{πµ Pµ→ν − πν Pν→µ} quelque soit ν. (2.4)

Passé le régime stationnaire, πν(t) est indépendante du temps, et on la souhaite
bien sûr égale à la probabilité thermique ων . On aboutit ainsi à la condition de
bilan global : ∑

µ

{ωµ Pµ→ν − ων Pν→µ} = 0 quelque soit ν. (2.5)
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Chapitre 2. Méthodes numériques et outils mathématiques

Réaliser un algorithme basé sur ce bilan global est compliqué 1, c’est pourquoi on
lui préfère le bilan détaillé où chaque terme est identiquement nul.

Nous venons de montrer que la condition de bilan détaillé assure que l’algo-
rithme, après avoir convergé, permettra de visiter l’espace des configurations en
respectant les poids de Boltzmann ων . Dès lors, il ne reste plus qu’à construire
les taux de transition Pν→µ.

À ce propos, une quantité impressionnante d’algorithmes ont été conçus, étu-
diés et utilisés pour des objectifs différents. On peut distinguer les algorithmes
de clusters ( [Swendsen et Wang, 1987], [Wolff, 1989]), efficaces pour les systèmes
qui développent des corrélations spatiales à longue portée, comme par exemple
les systèmes critiques ; et les algorithmes de single-spin flips (heatbath ou Glau-
ber [Glauber, 1963], et surtout Metropolis [Metropolis et al., 1953] 2). Nous avons
utilisé dans cette thèse l’algorithme de Metropolis.

2.1.2 Taux de transition de Metropolis

Notre étude s’intéresse à la dynamique du dumbbell model dans deux situa-
tions : à l’approche d’un point critique (chapitre 4) et dans le régime hors équilibre
des paires non-contractibles (chapitre 5). Il faut donc choisir un algorithme qui
reproduit une dynamique « physique ». Or, la marche aléatoire de l’algorithme
dans l’espace des phases n’a aucune raison de correspondre à la dynamique réelle
du système. Cependant, si l’origine du retournement des spins dans les glaces de
spin reste à ce jour une question ouverte, il est raisonnable d’envisager qu’un algo-
rithme de single spin flips conduit à une dynamique plus réaliste qu’un algorithme
de clusters. En effet, un algorithme de single spin flips est à la fois local et sto-
chastique. En conséquence, sur des temps longs devant les temps microscopiques,
il produit une dynamique diffusive similaire à la dynamique expérimentale. D’où
l’idée d’utiliser l’algorithme de Metropolis. Il s’avère que cet algorithme permet
effectivement de reproduire correctement les fonctions d’autocorrélation tempo-
relle de l’aimantation pour Dy2Ti2O7 [Jaubert et Holdsworth, 2011], [Jaubert et
Holdsworth, 2009]. C’est donc celui-ci qui est utilisé dans cette thèse.

Comme mentionné, l’algorithme de Metropolis est un algorithme de single
spin flips, où une étape Monte Carlo correspond à N tentatives successives de
retournement d’un spin choisi aléatoirement, avec N le nombre de spins.

Le taux de transition de Metropolis est

Pν→µ = min
(
1, exp−β∆E ) (2.6)

si la configuration µ diffère de ν seulement par le retournement d’un spin, et il vaut
0 sinon. ∆E = E(µ)−E(ν) est la différence d’énergie entre les configurations après

1. mais faisable ! Voir par exemple [Michel et al., 2014].
2. qui a été introduit pour des disques rigides, mais dont le domaine d’application s’est

considérablement étendu.
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et avant le retournement, où E est l’énergie du dumbbell model (voir chapitre 1)

E = −µ
∑
α

n2
α + µ0Q

2

4π
∑
α6=β

nα nβ
rαβ

(2.7)

Cette énergie contient un terme d’interaction coulombien à longue portée qui
mérite un traitement particulier.

2.1.3 Méthode d’Ewald
La nécessité de calculer l’énergie coulombienne (sans troncature) pose pro-

blème en pratique. La technique de sommation d’Ewald [Ewald, 1921] est une des
méthodes pour s’en affranchir. C’est celle que nous utilisons. Sa forme adaptée au
traitement d’un potentiel coulombien est notamment explicitée dans [Frenkel et
Smit, 2001]. Son application à l’étude des glaces de spin est détaillée par exemple
dans [Jaubert, 2009]. Discutons-la brièvement.

Numériquement, le système est de taille finie et possède N = L3 cellules cu-
biques conventionnelles. Pour se rapprocher d’un système thermodynamique où
N → ∞, on utilise des conditions aux bords périodiques. L’interaction coulom-
bienne étant à longue portée, on ne peut pas la tronquer aux bords et il faut tenir
compte des répliques périodiques du système. Par conséquent, l’énergie coulom-
bienne U du système de charges qi s’écrit, dans sa version magnétique adaptée au
dumbbell model,

U = 1
2
∑
i 6=j

µ0 qi qj
4π rij

(2.8)

Elle se décompose plus précisément selon

U = 1
2

N∑
i=1

qi Ui avec Ui =
N∑
j=1

qj uij (2.9)

et

uij =
′∑
n

µ0

4π |rij + nL| (2.10)

où l’indice ′ indique que le terme j = i est pris nul lorsque n = 0, c’est-à-dire
lorsque i et j désigne exactement le même spin. Le but est de calculer uij mais la
somme directe définie par l’équation (2.10) ne converge que très lentement. C’est
ici qu’intervient la méthode d’Ewald. Elle consiste à remplacer la série (2.10) par
une somme de deux séries convergeant beaucoup plus rapidement. Pour cela, on
habille les charges ponctuelles réelles d’une enveloppe gaussienne de charge totale
exactement opposée, et on soustrait la série des enveloppes ainsi ajoutées. Cela
est illustré en figure 2.1.

La première série, comportant les charges réelles et les enveloppes gaussiennes,
converge rapidement dans l’espace réel. C’est en fait la raison de l’introduction
des enveloppes : elles écrantent les charges, rendant la contribution des charges
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= +

Figure 2.1 – Illustration de la méthode d’Ewald. Les charges ponctuelles
réelles sont habillées d’une enveloppe gaussienne de charge totale opposée. La
première des deux séries est alors rapidement convergente dans le domaine réèl
puisque les charges sont écrantées par le nuage gaussien. La deuxième série, ne
comportant que les nuages gaussiens de charge opposée, se calcule facilement dans
l’espace réciproque. La largeur des gaussiennes est un paramètre libre α, qu’on
prend égal à 2 dans nos simulations.

éloignées négligeable. La deuxième série ne comportant que les gaussiennes inver-
sées se calcule dans le domaine de Fourier 3, et on montre qu’elle est, elle aussi,
rapidement convergente. Les deux séries peuvent donc finalement être tronquées,
alors que la série originelle ne le pouvait pas. Plus précisément, la vitesse de
convergence est gouvernée par la largeur des gaussiennes α, qui est un paramètre
libre de la méthode. En pratique, le choix de α résulte d’un compromis car il a un
impact opposé sur les deux séries : un α grand donnera une série dans l’espace réel
convergeant rapidement mais une série dans l’espace réciproque convergeant len-
tement, et inversement. Dans nos simulations nous utilisons α = 2. Remarquons
également que le cas n = 0 et j = i déjà mentionné est particulier et nécessite
d’être lui aussi rajouté (pour effectuer la transformée de Fourier) puis soustrait,
ce qui donne lieu à l’énergie « d’auto-interaction » mentionnée dans [Frenkel et
Smit, 2001] et [Jaubert, 2009].

Application de la méthode d’Ewald
La méthode d’Ewald permet ainsi de calculer uij . Pour calculer l’énergie cou-

lombienne U totale, on utilise les équations (2.10). Dans les simulations numé-
riques, cette étape est réalisée au tout début pour initialiser l’énergie coulombienne
à partir de la configuration initiale des charges.

Il faut remarquer qu’ensuite, l’algorithme de Metropolis ne nécessite pas de
re-calculer à chaque fois U , mais seulement de la ré-actualiser. Puisque le retour-
nement d’un spin modifie uniquement les charges des deux tétraèdres auxquels il
appartient, alors si on note ces deux tétraèdres 1 et 2, il suffit de modifier les N

3. Rappelons que la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne.
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2.2. Localisation d’un point critique

Ui par
Ui → Ui + ∆q1 u1i + ∆q2 u2i (2.11)

où ∆q1 (resp. ∆q2) est la différence de charge sur le site 1 (resp. 2) entre les
configurations après et avant le retournement du spin.

2.2 Localisation d’un point critique
On est amené dans cette thèse à déterminer la position d’un point critique.

On utilise pour cela une méthode basée sur les effets de taille finie. Les détails
propres à la recherche du point critique du dumbbell model dans le diagramme
de phase (T,∆) à ν = −4,35 K se trouvent dans le chapitre 3. Dans cette partie,
on se contente de dégager l’idée générale de la méthode.

2.2.1 Système de taille finie
Un point critique se manifeste analytiquement par le point de divergence de

la susceptibilité (par exemple). Il est bien connu que cette divergence n’existe que
dans un système thermodynamique où N →∞.

Pour illustrer notre propos, on note ϕ le paramètre d’ordre de la transition et T
le paramètre de contrôle. La phase haute température se caractérise par 〈ϕ〉 = 0,
tandis que dans la phase basse température on a 〈ϕ〉 = ±ϕ0. Par ailleurs, en toute
rigueur, un système de taille L finie peut passer de ϕ0 à −ϕ0 pour T < Tc s’il
est observé suffisamment longtemps : par conséquent 〈ϕ〉L = 0 quelque soit la
température.

Pour des raisons identiques, il n’y a pas de divergence de la susceptibilité. On
observe un simple passage par un maximum dont la position n’est en général pas
celle du point critique. La dépendance en L de cette position est explicitée par
(voir [Landau et Binder, 2005])

Tc(L) = Tc + λL−1/ν (1 + b L−w
)

(2.12)

où λ et b sont des constantes non universelles, ν l’exposant critique des corrélations
spatiales et w un exposant qui rend compte de l’influence de la taille du système.

La taille L finie des systèmes lors des simulations pose donc problème. L’idée
est de la prendre en compte grâce à des lois d’échelle, en l’incorporant parmi les
paramètres de contrôle.

2.2.2 Lois d’échelle
Le système possède une longueur typique intrinsèque : c’est la longueur de

corrélation ξ(T ). Les effets de taille finie sont négligeables lorsque L � ξ(T ),
mais proche du point critique ξ(T ) → ∞ et aucune taille de système ne peut
satisfaire ce critère.
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En utilisant la théorie des effets de taille finie, on propose une loi d’échelle
pour la distribution de probabilité du paramètre d’ordre [Plischke et Bergersen,
2006]

P(ϕ;L) = Ly P
(
ϕLy, L/ξ(T )

)
(2.13)

Cette loi d’échelle provient essentiellement de la normalisation des distributions
et du fait que la susceptibilité (qui représente la largeur typique des distributions)
vérifie une loi d’échelle avec la taille du système [Lopes-Cardozo et Holdsworth,
2016]. La valeur moyenne du carré du paramètre d’ordre est alors

〈ϕ2〉L =
∫ ∞
−∞

dϕϕ2 P(ϕ; L) (2.14)

= Ly
∫ ∞
−∞

dϕϕ2 P
(
ϕLy, L/ξ(T )

)
(2.15)

ce qui conduit après le changement de variable u = ϕLy à

〈ϕ2〉L = L−2y
∫ ∞
−∞

duu2 P
(
u, L/ξ(T )

)
(2.16)

L’intégrale est fonction de L/ξ(T ) uniquement. Le calcul est exactement similaire
pour la valeur moyenne de la puissance quatrième du paramètre d’ordre :

〈ϕ2〉L = L−2y I2(L/ξ(T )) (2.17)

〈ϕ4〉L = L−4y I4(L/ξ(T )) (2.18)

où on a introduit les intégrales

Ik(L/ξ(T )) =
∫ ∞
−∞

duuk P
(
u,L/ξ(T )

)
(2.19)

2.2.3 Cumulant de Binder
On construit le cumulant de Binder B4(T ) comme le rapport d’une moyenne

sur le carré de l’autre [Binder, 1981]. Il s’écrit

B4(T ) = 〈ϕ
4〉L

〈ϕ2〉2L
= I4(L/ξ(T ))
I2(L/ξ(T ))2 (2.20)

On introduit aussi souvent la quantité

U4(T ) = 1− B4(T )
3 (2.21)

Ce cumulant permet de remonter à la température critique. À T = Tc, puisque
ξ(Tc) =∞, il vaut

B4(Tc) = I4(0)
I2(0)2 (2.22)
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ϕ

P(ϕ)

0
ϕ

P(ϕ)

0 +ϕ0−ϕ0

Figure 2.2 – Comportement typique des distributions du paramètre
d’ordre. Dans la phase haute température, la distribution est gaussienne centrée
autour de 0 (gauche). Dans la phase ordonnée à température nulle, le paramètre
d’ordre vaut ±ϕ0 (droite).

Il est donc indépendant de la taille du système. La méthode de Binder pour
déterminer la température critique Tc s’en déduit :

I pour plusieurs tailles de système, mesurer le cumulant de Binder pour plu-
sieurs températures ;

I tracer les courbes des cumulants en fonction de la température pour les
différentes tailles de système ;

I déterminer le point de croisement des courbes. Il a lieu à T = Tc.
Cette méthode est illustrée dans la figure 2.3. Plus particulièrement, on peut
étudier la valeur du cumulant de Binder à haute et basse température. D’une
part, dans une phase haute température, le paramètre d’ordre est distribué selon
une loi gaussienne centrée en zéro d’après le théorème central limite puisque les
degrés de liberté y sont indépendants, voir figure 2.2 à gauche. Par propriété de
la loi gaussienne, on a

〈ϕ4〉L = 3〈ϕ2〉2L (2.23)

soit B4 = 3 (et U4 = 0). D’autre part, dans le cas limite d’une température nulle,
la distribution est doublement piquée sur deux valeurs symétriques ϕ0 et −ϕ0,
voir figure 2.2 à droite. Cela conduit à

〈ϕ4〉L = ϕ4
0 et 〈ϕ2〉L = ϕ2

0 (2.24)

soit B4 = 1 (et U4 = 2/3 ≈ 0,667), d’où le comportement schématique de B4(T )
donné en figure 2.3.

Intuitivement, plus le système est grand plus le passage entre les valeurs à
basse et haute température est raide, conduisant à un lieu de croisement des
courbes à T = Tc. À titre indicatif, pour le modèle d’Ising 3D le cumulant de
Binder à la température critique vaut 1,60 (et U4 ≈ 0,465) [Fenz et al., 2007].
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Figure 2.3 – Comportement typique du cumulant de Binder pour diffé-
rentes tailles de système. (a) Schéma. Par propriété de la distribution gaus-
sienne, il vaut 3 à haute température. À température nulle, il vaut 1. Les courbes
associées aux différentes tailles de systèmes se croisent à Tc. (b) Comportement
de U4 pour le modèle d’Ising 3D, qui permet de localiser kBTc/J = 4,511 (insert).
Figure empruntée à [Lopes Cardozo, 2015].
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2.3 Lois d’échelle de Kibble-Zurek
Le chapitre 4 de ce manuscrit se consacre à l’étude de la dynamique du dumb-

bell model autour d’un point critique. La criticalité d’un système se manifeste
par un ralentissement de sa dynamique, qu’il est possible d’explorer par différents
outils. Physiquement, le temps typique d’évolution du système diverge au point
critique. Numériquement, la taille finie du système coupe cette divergence mais
la présence de ce ralentissement permet d’amener le système hors équilibre, soit
par des trempes (que nous étudierons par les relations de fluctuation-dissipation),
soit par des changements continus d’un paramètre extérieur. Si la variation de
ce paramètre est suffisamment rapide, le système n’a pas le temps de s’équili-
brer et présente par conséquent un retard qui se traduit par de l’hystérésis. Nous
consacrons cette partie à la présentation de cette deuxième méthode. Les détails
spécifiques à notre étude du dumbbell model sont explicités dans le chapitre 4.

2.3.1 Loi d’échelle dynamique
La dynamique d’un système sur un point critique est caractérisée par un ralen-

tissement critique. Pour quantifier ce dernier, on introduit le temps de corrélation
(ou de relaxation) τ . Par exemple, pour un processus dont la fonction de corréla-
tion temporelle C(t) est exponentielle, τ apparaît par

C(t) ∼ e−t/τ (2.25)

De manière similaire, dans la fonction de corrélation spatiale C(r) apparaît la
longueur de corrélation ξ par

C(r) ∼ e−r/ξ (2.26)
Au point critique, ξ et τ divergent tous les deux.

Exposant critique dynamique z
L’exposant critique dynamique z relie τ et ξ par

τ = ξz (2.27)

C’est un nouvel exposant qui s’ajoute aux habituels exposants thermodynamiques.
Il dépend de la classe d’universalité du système, mais aussi de la dynamique
de celui-ci. Pour le modèle d’Ising 3D avec un algorithme single spin flip, on
a z = 2,0 [Wansleben et Landau, 1991].

Pour une observable ϕ conjuguée à un paramètre extérieur ∆, on a

ξ ∼ λ−νσ avec λ = ∆−∆c

∆c
(2.28)

L’exposant νσ est différent de l’exposant ν reliant ξ à (T − Tc)/Tc. Il s’exprime
par

νσ = ν

β δ
(2.29)
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et vaut νσ = 0,40 pour le modèle d’Ising 3D. Le temps de corrélation diverge
finalement selon

τ = λ−zνσ (2.30)

qui exprime le ralentissement critique du système : τ diverge par une loi de puis-
sance d’exposant −zνσ pour λ→ 0. En pratique dans les simulations, le système
est fini donc la longueur de corrélation est au maximum la taille L du système,
et le temps de corrélation s’en trouve tronqué également.

2.3.2 Mécanisme de Kibble-Zurek
Le mécanisme de Kibble-Zurek a été introduit par Kibble [Kibble, 1976],

[Kibble, 1980] pour l’étude de la formation de structures dans l’univers primordial,
puis par [Zurek, 1985] qui a proposé d’observer expérimentalement cette forma-
tion dans l’hélium-4 critique. Le mécanisme concerne les systèmes présentant une
brisure spontanée de symétrie et son application dépasse le cadre de la cosmologie
qui l’a vu naître. Plus précisément, il repose sur la perte d’adiabaticité du système
lorsqu’un paramètre extérieur λ varie trop vite en comparaison de son temps de
relaxation, qui est de plus en plus long à l’approche d’un point critique.

Application pour un système critique
Pour amener le système hors équilibre et révéler sa criticalité, on fait varier

λ en fonction du temps selon une loi linéaire [Dziarmaga, 2010], [del Campo et
Zurek, 2014], [Hamp et al., 2015] :

λ(t) ∼ t

τQ
(2.31)

Plus spécifiquement, on parcours des cycles de durée 4 τQ en alternant entre deux
phases, de décroissance entre [−τQ,τQ] de telle sorte que le paramètre critique
λ = 0 est atteint en t = 0, puis de croissance, et ainsi de suite. Centrer λ = 0 en
t = 0 permet de mesurer la « distance » au paramètre critique par le temps |t|.

Notamment, pour |t| grand, le système est loin du point critique donc n’est
pas sujet au ralentissement critique et s’équilibre suffisamment vite pour suivre la
variation de λ. Au contraire, lorsque |t| diminue et devient de l’ordre de grandeur
du temps de corrélation τ , alors λ passe par 0 (en un temps |t|) avant que le
système n’ait le temps de relaxer vers l’équilibre (en un temps τ). Le critère

t ∼ τ (2.32)

permet de dégager le temps typique de « sortie de l’équilibre », noté tKZ, comme

tKZ ∼ λ−zνσ ∼
(
tKZ

τQ

)−zνσ
soit tKZ ∼ τ

zνσ
1+zνσ
Q (2.33)

La figure 2.4 permet d’illustrer ce processus de perte d’adiabaticité. Sous le temps
tKZ, le système ne peut plus suivre la consigne et tombe hors équilibre. Proche
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t

τ

0−tKZ +tKZ

(1) (2)(2)

Figure 2.4 – Illustration du mécanisme de Kibble-Zurek. On trace le temps
de corrélation τ (trait vert plein) en fonction de l’écart du paramètre extérieur à
sa valeur critique λ représenté par le temps t (dans le protocole de Kibble-Zurek, λ
est en effet directement proportionnel au temps t). Le temps de corrélation diverge
selon τ = λ−zνσ . Entre tKZ et −tKZ (zone (1)), le temps τ que met le système
pour s’équilibrer devient plus grand que le temps qu’il reste au paramètre exté-
rieur λ pour atteindre sa valeur critique 0. Le système tombe donc hors équilibre
dans cette zone. À l’extérieur de celle-ci, dans la zone (2), le système s’équilibre
suffisamment vite pour suivre la variation de λ et l’évolution est adiabatique.

de δ = 0 (soit t = 0), il accuse un retard par rapport à la consigne, avant de
retrouver l’équilibre au temps −tKZ de l’autre côté du point critique. Le système
parcourt donc un cycle d’hystérésis, dont la largeur (en temps) est en ordre de
grandeur 2 tKZ.

Cycle d’hystérésis
L’étude des cycles d’hystérésis ainsi obtenus permet l’estimation des exposants

z et νσ. Pour cela, en suivant [Hamp et al., 2015], on utilise la loi d’échelle [Chan-
dran et al., 2012]

〈ϕ(t)〉 ∼ 1
t
δ/z
KZ

G
(

t

tKZ

)
(2.34)

où δ = 3−1/νσ. Si on note ∆ϕhyst la différence entre les valeurs de ϕ sur les deux
branches du cycle d’hystérésis à λ donné, alors les tracés de tδ/zKZ ∆ϕhyst(t) en fonc-
tion de t/tKZ pour plusieurs τQ s’effondrent sur une seule courbe maîtresse pour
des exposants νσ et z bien choisis. L’application de cette méthode au dumbbell
model est reportée au chapitre 4.
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2.4 Les relations de fluctuation-dissipation
2.4.1 Le théorème de fluctuation-dissipation à l’équilibre

Le théorème de fluctuation-dissipation (FDt) relie, dans sa forme statique,
une susceptibilité à la variance thermodynamique d’une observable à l’équilibre
thermique. Il se démontre par simple dérivation de la fonction de partition dans
l’ensemble canonique [Plischke et Bergersen, 2006], et est par conséquent un théo-
rème très général. En pratique, il est notamment utilisé dans les simulations numé-
riques pour obtenir une susceptibilité sans avoir à appliquer un champ extérieur.
Par exemple, il permet d’écrire la susceptibilité magnétique par spin et la capacité
calorifique par spin [Newman et Barkema, 1999] comme

χ = ∂〈m〉
∂h

= N
〈m2〉 − 〈m〉2

kB T
(2.35)

cV = 1
N

∂〈E〉
∂T

= 1
N

〈E2〉 − 〈E〉2

kB T 2 (2.36)

où m = (1/N)
∑
i Si. La formulation générale pour une observable A conjuguée

au champ f est
T
∂〈A〉
∂f

= 〈A2〉 − 〈A〉2 (2.37)

où on a pris kB = 1. Le théorème est en fait généralisable dans le cas dynamique,
où la valeur des observables est suivie temporellement. Pour une observable A,
conjuguée à un champ f avec une susceptibilité χA, le théorème de fluctuation-
dissipation s’écrit [Livi et Politi, 2017], [Crisanti et Ritort, 2003] :

TχA(t, tw) = T
∂〈A(t)〉
∂f(tw) (2.38)

=
(
〈A(t)A(t)〉 − 〈A(t)〉〈A(t)〉

)
−
(
〈A(tw)A(t)〉 − 〈A(tw)〉〈A(t)〉

)
(2.39)

Le cas statique se retrouve dans la limite t − tw → ∞. Dans ce cas, la corré-
lation 〈A(tw)A(t)〉 est simplement 〈A(tw)〉〈A(t)〉 car A(tw) et A(t) deviennent
indépendants. On a alors

TχA(t) ≈ 〈A2(t)〉 − 〈A(t)〉2 = 〈A2〉 − 〈A〉2 (2.40)

puisqu’à l’équilibre la moyenne à t est la moyenne thermodynamique. On retrouve
bien l’équation (2.37).

Théorème de fluctuation-dissipation (FDt)
Il est d’usage de diviser l’équation (2.39) par 〈A(t)A(t)〉 − 〈A(t)〉〈A(t)〉. Le

théorème de fluctuation-dissipation prend alors la forme

T χ̃A(t, tw) = 1− C̃A(t, tw) (2.41)
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Figure 2.5 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’ai-
mantation, pour le dumbbell model avec une dynamique de Metropolis. Le pa-
ramètre est le temps total t. Le temps d’attente tw est fixé. Les points résultent
d’une moyenne sur 5 000 configurations initiales. La taille du système est L = 6
soit N = 16L3 = 3456 spins. Les mesures sont à l’équilibre thermodynamique à
1 K.

avec
χ̃A(t, tw) = χA(t, tw)

〈A(t)A(t)〉 − 〈A(t)〉〈A(t)〉 (2.42)

et
C̃A(t, tw) = 〈A(tw)A(t)〉 − 〈A(tw)〉〈A(t)〉

〈A(t)A(t)〉 − 〈A(t)〉〈A(t)〉 (2.43)

Le tracé paramétrique de T χ̃A(t, tw) en fonction de 1 − C̃A(t, tw) (« FD plot »)
donne ainsi une droite de pente 1. Il faut noter qu’à l’équilibre, la fonction de
réponse et la fonction de corrélation sont en fait des fonctions à un temps seule-
ment : t− tw. Le choix de t ou tw comme paramètre de tracé est donc équivalent.
La figure 2.5 donne l’exemple d’un FD plot pour l’aimantation, obtenu par une
simulation Metropolis du dumbbell model à l’équilibre.

2.4.2 Fluctuation-dissipation hors équilibre
On a observé dans de nombreux systèmes désordonnés l’existence d’un quasi-

théorème de fluctuation-dissipation [Crisanti et Ritort, 2003]. Ces systèmes sont
caractérisés par un temps de relaxation extrêmement grand : ils n’atteignent donc
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jamais l’équilibre mais évoluent continûment. On parle de vieillissement du sys-
tème. Dans ces phases de vieillissement, on remarque parfois que la fonction de
réponse est proportionnelle à la fonction de corrélation, au moins sur certains
intervalles de temps. En définissant le ratio de fluctuation-dissipation XA(t, tw)
tel que

T χ̃A(t, tw) = XA(t, tw)
(

1− C̃A(t, tw)
)
, (2.44)

on obtient un ratio XA constant lors des phases de proportionnalité, ce qui amène
à définir des températures effectives Teff,A par

Teff,A = T

XA
(2.45)

Ces observations empiriques n’ont de justifications théoriques que dans des sys-
tèmes modèles [Bouchaud et al., 1997]. Dans les systèmes plus complexes où les
approches analytiques sont inaccessibles, l’étude du ratio XA(t,tw) est donc un
outil de choix pour caractériser la dynamique hors équilibre. Ce concept offre en
effet l’espoir 4 d’avoir une approche thermodynamique, en décrivant par une seule
grandeur Teff,A la complexité de régimes hors équilibre.

Concept de température effective
La notion de température effective reste subtile, et sa signification est évidem-

ment plus délicate que dans le cas de l’équilibre thermodynamique, où X = 1 et
Teff = T , avec T la température du thermostat. Pour attribuer sereinement le nom
de « température » à Teff , il est souhaitable qu’elle respecte quelques propriétés :

I Teff,A doit être indépendante de l’observable A considérée. On souhaite ef-
fectivement parler de la température du système, et par conséquent obtenir
une température différente pour chaque observable ne permet pas de mimer
l’approche thermodynamique d’équilibre, où toutes les observables donnent
bien sûr la même température. Cette exigence est néanmoins sévère. Elle
n’est notamment pas respectée dans le régime des paires liées que nous
étudions au chapitre 5. On la relâche parfois en se contentant de condi-
tions moins sévères, comme par exemple l’indépendance de Teff,A au champ
appliqué [Crisanti et Ritort, 2003]. Dans cette thèse nous avons considéré
seulement le champ conjugué à l’observable étudiée, par conséquent nous
n’avons pas vérifié cette propriété.

I Teff représente les fluctuations. À l’équilibre thermodynamique, les fluctua-
tions d’une observable autour de sa valeur moyenne sont entièrement ca-
ractérisées par la température (c’est justement le théorème de fluctuation-
dissipation statique). Dans notre cas hors équilibre, on souhaite la même
chose, à savoir que les fluctuations d’une observable sont reliées à Teff .
Lorsque Teff est obtenue, comme c’est le cas dans notre étude, par le rapport
de fluctuation-dissipation, cette propriété est vérifiée par construction.

4. Cet espoir est en pratique trop optimiste. La thermodynamique hors équilibre dans sa
généralité est un domaine qui échappe pour l’instant à toute formalisation.
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Paramétrisation des FD plots
Comme mentionné précédemment, les fonctions de corrélation et de réponse,

sont a priori fonctions des deux temps t et tw, qui sont respectivement le temps
total et le temps d’attente. À l’équilibre thermodynamique, elles sont en fait
fonction d’un seul temps t − tw. Un FD plot d’équilibre peut donc être tracé
en utilisant comme paramètre au choix t ou tw. Hors équilibre, la situation est
différente et les deux temps t et tw ont deux significations bien distinctes :

I t est le temps total, correspondant au temps qui s’écoule expérimentalement,

I tandis que tw est en pratique le temps à partir duquel on mesure les cor-
rélations et parallèlement le temps à partir duquel on démarre le champ
conjugué pour mesurer ensuite la réponse.

Les FD plots hors équilibre peuvent donc être tracés en fixant tw et en utili-
sant comme paramètre le temps total t variable ; ou bien en fixant t et en uti-
lisant comme paramètre le temps d’attente tw variable. Les deux situations ne
conduisent a priori pas au même FD plot. Au chapitre 5, dans l’étude du dumb-
bell model dans le régime des paires liées, les deux cas mènent en fait aux mêmes
températures effectives ; mais ce n’est pas le cas pour la dynamique au point cri-
tique de la transition entre la phase glace de spin et la phase fragmentée, étudiée
au chapitre 4.

Applications
Les FD plots s’avèrent un outil de choix pour l’étude des systèmes hors équi-

libre, numériquement mais aussi expérimentalement. La figure 2.6 montre un
exemple d’une étude expérimentale dans le verre de spin CdCr1.7In0.3S4 où on
observe le FD plot quitter le comportement d’équilibre.

Il faut également remarquer que les dynamiques lentes et vieillissantes peuvent
s’observer à l’approche d’un point critique, où les corrélations se développent à
des échelles qui divergent et donnent lieu à un ralentissement critique. Alors, les
relations de fluctuation-dissipation peuvent aussi être utilisées pour l’étude de ces
régimes. Une illustration se trouve dans les travaux de [Mayer et al., 2003]. Ces
auteurs utilisent la dynamique Metropolis pour le modèle d’Ising 2D au point
critique. Un de leur résultat est reproduit en figure 2.7.

2.5 Calcul de fonctions de réponse sans champ

L’étude de la dynamique du dumbbell model que nous proposons repose sur
la violation du théorème de fluctuation-dissipation, reliant l’autocorrélation tem-
porelle d’une observable à sa réponse à son champ conjugué. C’est cette fonction
de réponse qui nous intéresse ici.
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Figure 2.6 – Étude expérimentale de la relation de fluctuation-
dissipation dans le verre de spin CdCr1.7In0.3S4. Le FD plot est tracé pour
le temps d’attente t′ fixé. Le théorème de fluctuation-dissipation est indiqué par
la droite en trait-pointillés. On observe qu’il quitte le comportement d’équilibre.
La figure est extraite de [Hérisson et Ocio, 2002]. Les auteurs révèlent que la
température effective extraite par la pente de la partie hors équilibre n’a pas
d’interprétation simple.

Figure 2.7 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’ai-
mantation dans le modèle d’Ising 2D. Obtenu numériquement avec une dy-
namique de Metropolis. Le système subit une trempe depuis une température
infinie sur la température critique d’Onsager. Les trois courbes correspondent à
trois temps d’attente différents. Le paramètre pour le tracé est le temps total.
La pente des FD plots est X∞ = 0,34, à distinguer de X∞ = 0,38 pour Ising
3D [Prudnikov et al., 2015] que nous mentionnons au chapitre 4. Les trois courbes
sont décalées verticalement pour plus de clarté. La figure est empruntée à [Mayer
et al., 2003].

62



2.5. Calcul de fonctions de réponse sans champ

2.5.1 Mesure d’une fonction de réponse

Un exemple d’observable pourrait être l’aimantation m, conjuguée au champ
magnétique h, au sens où il paraît dans l’hamiltonien un terme −hm :

H = H0 − hm (2.46)

Sa fonction de réponse est la susceptibilité χm :

χm(t, tw) = ∂ 〈m〉(t)
∂ h(tw) (2.47)

où h(tw) rappelle que le champ a été appliqué à partir du temps tw. Dans le cas
général, on s’intéresse à une observable A conjuguée au champ f , l’hamiltonien
s’écrivant alors H = H0 − f A. L’évolution temporelle du champ f est

f =
{

0 si t < tw
ε si t > tw

(2.48)

La méthode standard pour déterminer la réponse est alors d’utiliser une approxi-
mation de différence finie :

χ(t, tw) = ∂〈A(t)〉ε
∂f

≈
ε→0

1
ε

{
〈A(t)〉ε − 〈A(t)〉0

}
t>tw

(2.49)

qui nécessite le calcul de deux valeurs moyennes 〈A(t)〉ε et 〈A(t)〉0, où il est
entendu que 〈·〉 désigne une moyenne sur un ensemble de configurations initiales
différentes, correspondant respectivement à l’hamiltonien H et H0. Deux jeux de
simulations sont ainsi nécessaires. Par ailleurs, le choix de ε doit répondre à deux
critères antagonistes :

I il doit être suffisamment petit pour que la différence finie corresponde à la
dérivée, c’est-à-dire que le système reste dans son domaine linéaire,

I il doit être suffisamment grand pour que les deux valeurs moyennes, avec et
sans champ, puissent être distinguées du bruit numérique dans les simula-
tions.

Le deuxième critère est arbitraire puisque les fluctuations de 〈A(t)〉 dépendent du
nombre de configurations initiales considérées, mais est néanmoins bien présent
en pratique.

Par ailleurs, si à l’équilibre la fonction de réponse est une fonction à un temps
t − tw, elle est bien une fonction à deux temps dans notre étude hors équilibre
[Bouchaud et al., 1997]. On peut alors vouloir étudier χ(t− tw, tw) en fonction de
t à tw fixé, ou bien χ(t− tw, tw) en fonction de tw à t fixé. Le second cas nécessite,
avec la méthode standard, la simulation d’un ensemble de configurations initiales
pour chacun des tw. Le temps de simulation est alors prohibitif.
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Intérêt d’une méthode sans champ
De manière pragmatique, une méthode n’utilisant pas de champ appliqué a au

moins deux avantages. Premièrement, elle n’est pas sujette au compromis sur ε.
Deuxièmement, et surtout, elle nécessite une seule simulation pour obtenir les
corrélations et les réponses en fonction de tw à t fixé, au lieu d’une simulation
par tw si un champ est appliqué. Une telle méthode est donc particulièrement
intéressante.

La méthode sans champ que nous avons implémentée a déjà été employée
par [Chatelain, 2003], [Berthier, 2007] et [Ricci-Tersenghi, 2003]. Nous la résumons
ci-dessous.

2.5.2 Mesure par la méthode sans champ
L’idée de cette méthode est de calculer une fonction auxiliaire RA(t, tw) pen-

dant les simulations, telle que la fonction de réponse recherchée s’exprime par

χ(t, tw) = 〈A(t)RA(t, tw)〉 (2.50)

Cette fonction auxiliaire est construite en considérant la dynamique Metropolis.
Si P

(
{σ} → {σ′}

)
est la probabilité de passer de la configuration de spin {σ} à

la configuration {σ′}, alors

〈A(t)〉 =
∑
c. i.

A(t)P
(
{σ(tw)} → {σ(t)}

)
(2.51)

où la somme porte sur les différentes configurations « initiales », c’est-à-dire à tw.
La réponse est par définition

χ(t, tw) = 〈A(t)〉
f

=
∑
c. i.

A(t) ∂

∂f
P
(
{σ(tw)} → {σ(t)}

)
(2.52)

En utilisant le fait que la dynamique se fait par des retournements individuels de
spins avec le taux de transition de Metropolis, on peut écrire

P
(
{σ(tw)} → {σ(t)}

)
=

t∏
t′=tw

W(t′ → t′ + 1) (2.53)

avec W(t → t + 1) la probabilité de l’évolution du temps t au temps t + 1.
Remarquons qu’on utilise explicitement ici le fait que l’algorithme de Metropolis
réalise une chaîne de Markov dans l’espace des phases. Les probabilités s’écrivent

W(t→ t+ 1) =


0 si le mouvement n’est pas valide
1 si ∆H < 0
e−β∆H si ∆H > 0 et le spin flip est accepté
1− e−β∆H si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

(2.54)
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La réponse s’obtient en dérivant dans un premier temps (2.53) par rapport à f ,

∂

∂f
P
(
{σ(tw)} → {σ(t)}

)
= P

(
{σ(tw)} → {σ(t)}

) t∑
t′=tw

∂

∂f
lnW(t′ → t′ + 1)

(2.55)
puis en injectant dans un second temps cette formule dans (2.52) :

χ(t, tw) =
∑
c. i.

A(t)
( t∑
t′=tw

∂

∂f
lnW(t′ → t′ + 1)

)
P
(
{σ(tw)} → {σ(t)}

)
(2.56)

On identifie finalement la fonction auxiliaire R(t, tw) vérifiant (2.50) comme étant

R(t, tw) =
t∑

t′=tw

∂

∂f
lnW(t′ → t′ + 1) (2.57)

On remarque que la somme court sur tous les temps : même si un retournement
de spin est refusé, la fonction R doit être modifiée.

2.5.3 Observables utilisées
Afin d’expliciter la méthode sur les observables que nous avons étudiées dans

cette thèse, il est nécessaire d’établir l’expression de W(t′ → t′ + 1). Celle-ci
s’obtient en considérant l’hamiltonien

− βH = −βH0 + β f A (2.58)

On calcule alors

∂

∂f
lnW(t′ → t′ + 1) =


+β∆A si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆A
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon
(2.59)

où ∆A est la différence entre la valeur de A après le retournement du spin et la
valeur avant.

Nous nous intéressons dans la suite aux quatre observables suivantes : le para-
mètre d’ordre φ de la brisure de symétrie Z2 de la transition entre la phase glace
de spin et la phase fragmentée dans le chapitre 4 ; et l’aimantation S, la densité
de charges |n| et l’énergie totale E dans le chapitre 5.

Paramètre d’ordre φi
Le champ conjugué est un potentiel chimique local alterné ∆i. L’hamiltonien

devient
− βH = −βH0 + β∆i φi (2.60)
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donc

∂

∂∆i
lnW(t′ → t′ + 1) =


+β∆φi si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆φi
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon
(2.61)

où il est entendu dans le cas du retournement du spin que le paramètre d’ordre
vaut φi après le retournement. L’observable étant locale, la moyenne 〈.〉 est une
moyenne sur les configurations initiales et sur tous les tétraèdres de chaque confi-
guration. Lors de la simulation, il y a ainsi N/2 (N le nombre de spins) fonctions
auxiliairesRφi à calculer. Il faut également remarquer qu’un retournement de spin
modifie l’occupation de deux tétraèdres, il y a donc deux fonctions auxiliaires à
modifier par tentative de retournement de spin. La réponse s’obtient par

χφ(t, tw) = 〈φi(t)Rφi(t, tw)〉 (2.62)

Aimantation Si
Le champ conjugué est le champ magnétique local hi. L’hamiltonien devient

− βH = −βH0 + β hi Si (2.63)

et

∂

∂hi
lnW(t′ → t′ + 1) =


+β∆Si si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆Si
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon
(2.64)

où il est entendu dans le cas du retournement du spin que celui-ci vaut Si après
avoir été retourné. L’observable étant locale, la moyenne 〈.〉 est une moyenne
sur les configurations initiales et sur tous les spins de chaque configuration. Lors
des simulations, il y a encore N (le nombre de spins) fonctions auxiliaires RSi à
calculer. La réponse s’obtient par

χS(t, tw) = 〈Si(t)RSi(t, tw)〉 (2.65)

Densité de charges |ni|
Le champ conjugué est le potentiel chimique local νi. L’hamiltonien devient

− βH = −βH0 + β νi |ni| (2.66)

et

∂

∂νi
lnW(t′ → t′ + 1) =


+β∆|ni| si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆|ni|
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon
(2.67)
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où il est toujours entendu dans le cas du retournement du spin que la densité
vaut |ni| après le retournement. L’observable étant locale, la moyenne 〈.〉 est
une moyenne sur les configurations initiales et sur tous les tétraèdres de chaque
configuration. Lors de la simulations, il y a N/2 (N le nombre de spins) fonctions
auxiliaires R|ni| à calculer. Il faut également remarquer qu’un retournement de
spin modifie l’occupation de deux tétraèdres, il y a donc deux fonctions auxiliaires
à modifier par tentative de retournement de spin. La réponse s’obtient par

χQ(t, tw) =
〈
|ni|(t)R|ni|(t, tw)

〉
(2.68)

Énergie E
Le champ conjugué est noté α sans dimension. L’hamiltonien devient

− βH = −βH0 + β αH0 = −β (1− α)H0 (2.69)

et

∂

∂α
lnW(t′ → t′ + 1) =


+β∆H si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆H
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon
(2.70)

La réponse s’obtient par

χE(t, tw) = 〈E(t)RE(t, tw)〉 (2.71)

et cette fois la moyenne 〈·〉 ne porte que sur les configurations initiales, puisque
l’énergie est une observable globale.

Ce chapitre nous a permis de discuter les outils que nous utilisons tout au long
de cette thèse. En particulier on applique dans le chapitre suivant la méthode du
cumulant de Binder pour obtenir la localisation d’un point critique terminal dans
le diagramme température / potentiel chimique alterné du dumbbell model.
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Chapitre 3. Transitions de phase multiples dans les glaces de spin

Dans ce chapitre on étudie le diagramme de phase du dumbbell model grâce
à un parallèle avec le modèle de Blume-Capel. On commence par montrer que
ce dernier constitue une approximation de champ moyen du dumbbell model.
Le parallèle permet ensuite de comprendre l’influence d’un potentiel chimique
alterné et d’aboutir au diagramme de phase température / potentiel chimique
/ potentiel chimique alterné dans lequel on retrouve la phase fragmentée mise
à jour expérimentalement dans l’iridate Ho2Ir2O7 [Lefrançois et al., 2017]. Ce
diagramme est donc construit puis étudié numériquement jusqu’à l’obtention d’un
point critique par la méthode du cumulant de Binder, ceci afin de permettre au
chapitre 4 l’étude de la dynamique autour de ce point critique.

3.1 Analogie avec le modèle de Blume-Capel S = 1
En se basant sur le diagramme de phase du dumbbell model de [Brooks-

Bartlett et al., 2014], on développe une analogie avec le modèle de Blume-Capel
S = 1 afin de comprendre comment la phase fragmentée s’y insère.

3.1.1 Diagramme de phase du dumbbell model
L’hamiltonien du dumbbell model sans charge double, étudié dans [Brooks-

Bartlett et al., 2014], s’écrit

H = µ0Q
2

8π
∑
i 6=j

ni nj
rij
− ν

∑
i

n2
i (3.1)

avec ni = 0, + 1 ou −1 le nombre de charges sur le site i. ν < 0 est le potentiel
chimique associé aux charges. Il vaut ν = −4,35 K pour Dy2Ti207. Les sites sont
ceux d’un réseau diamant (ce sont les centres des tétraèdres du réseau pyrochlore,
voir chapitre 1).

Étude énergétique à T = 0 K
L’interaction coulombienne sur ce réseau bipartite favorise la création d’un

cristal ionique dont l’énergie se calcule comme

E = µ0Q
2

8π
∑
i

∑
j 6=i

(−1)zj
rij

 (3.2)

où zj est pair sur le sous réseau du site i et impair sur l’autre. La somme dans les
parenthèses est purement géométrique et ne dépend que du réseau. Si la distance
entre plus proches voisins sur le réseau diamant des charges est a, elle vaut∑

j 6=i

(−1)zj
rij

= −α
a

(3.3)
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avec α = 1,638 la constante de Madelung du réseau diamant ; et par conséquent

E = −µ0Q
2

8π a N0 α (3.4)

si il y a N0 = N/2 sites en tout (et donc N spins). On remarque que l’énergie
d’interaction de deux charges opposées plus proches voisines est

u(a) = −µ0Q
2

4π a (3.5)

Elle vaut |u(a)| = 3,07 K pour Dy2Ti207 [Castelnovo et al., 2008]. L’énergie du
cristal se réécrit donc finalement comme

E = −1
2 N0 α |u(a)| (< 0) (3.6)

La compétition de cette énergie avec le potentiel chimique −ν N0 (> 0) conduit
à un état fondamental de type cristal ionique (phase fragmentée) pour

ν > νl = −α |u(a)|
2 ≈ −2,514 K (3.7)

et à un état fondamental vide de charge (glace de spin) pour ν < νl.

Diagramme de phase
La prise en compte de la température fournit le diagramme de phase du dumb-

bell model sans charge double qui a été présenté au chapitre 1 et est reproduit
schématiquement en figure 3.1. Dans ce diagramme, un gaz de charges (phase
fluide) est séparé du cristal de charges par une ligne critique se terminant sur un
point tricritique d’où démarre une ligne de transition du premier ordre.

On rappelle que la phase cristalline correspond à la phase fragmentée puisque
l’ordre cristallin des charges ne se traduit pas par un ordre des spins. La paramètre
d’ordre φ est la brisure de symétrie Z2 du cristal : les charges ni = +1 peuvent
apparaître sur un sous-réseau ou l’autre, et inversement pour les charges ni = −1.

Le modèle minimal pour obtenir un tel diagramme de phase est le modèle
de Blume-Capel [Blume et al., 1971], [Cardy et al., 1996], [Campa et al., 2014],
[Plischke et Bergersen, 2006]. Nous présentons son application à notre étude ci-
dessous.

3.1.2 Approximation par un modèle de Blume-Capel
Présentation du modèle

Le modèle de Blume-Capel est un modèle minimal présentant un point tricri-
tique. L’hamiltonien s’écrit

H = J
∑
〈i,j〉

Si Sj − ν
∑
i

S2
i (3.8)
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|ν|

T

2eme ordre

1er ordre

|νl|
φ = ±1

φ ≈ 0 φ = 0

Figure 3.1 – Schéma du diagramme de phase du dumbbell model sans
charge double. Le paramètre d’ordre φ décrit la brisure de symétrie Z2 de la
formation du cristal ionique sur le réseau diamant bipartite, voir équation (3.19).
À haute température et à haut potentiel chimique (en valeur absolue) la phase
est un gaz de charges. Le cristal de charges est séparé de la phase gazeuse par une
ligne critique (en trait plein) se terminant en un point tricritique, d’où descend
une ligne de transition du premier ordre (en pointillés). Dans ce diagramme, les
composés Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7 ont un potentiel chimique très à droite de la
ligne de transition du premier ordre.

avec Si = 0,+ 1,− 1 les degrés de liberté positionnés sur un réseau diamant, que
nous appellerons spin ou charge indépendamment. Afin d’éviter toute confusion,
il faut remarquer que ces spins ont pour correspondance dans le dumbbell model
les monopôles magnétiques, et n’ont rien à voir avec les spins 1/2 sur le réseau
pyrochlore. J > 0 est une interaction antiferromagnétique et ν < 0 le potentiel
chimique. Le réseau diamant étant bipartite les interactions antiferromagnétiques
ne sont pas frustrées et favorisent l’apparition d’un ordre antiferromagnétique
dont l’énergie magnétique est

E = −1
2 N0 J z (3.9)

avec z le nombre de plus proches voisins et N0 le nombre de sites. Ce calcul permet
par comparaison avec l’équation (3.6) d’obtenir la traduction

α |u(a)| ↔ J z (3.10)

entre le dumbbell model et le modèle de Blume-Capel. De manière similaire à
l’équation (3.7), la compétition entre l’interaction antiferromagnétique et le po-
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Dumbbell model Blume-Capel

degrés de liberté ni = 0,± 1 Si = 0,± 1
Interaction Coulombienne Antiferro
potentiel chimique −ν ni −ν Si
Énergie typique α |u(a)| J z

Phase |ν| grand glace de spin ni = 0 Si = 0
Phase |ν| petit phase fragmentée ni = ±1 antiferro Si = ±1
Entropie |ν| grand N0 kB ln(1,5) (Pauling) 0
Entropie |ν| petit N0 kB ln(1,3) 0

Table 3.1 – Analogie entre le dumbbell model sans charge double et
le modèle de Blume-Capel S = 1. Les degrés de liberté sont sur un réseau
diamant où N0 est le nombre de sites. L’interaction est à longue portée dans
le dumbbell model et à plus proches voisins dans le modèle de Blume-Capel.
Dans les deux modèles, la phase à |ν| petit brise la symétrie Z2 du cristal io-
nique/antiferromagnétique. Dans le dumbbell model, les phases à grand et petit
ν sont extensivement dégénérées ; les entropies résultantes sont discutées au cha-
pitre 1. La valeur de l’entropie résiduelle de la phase fragmentée N0 kB ln(1,3)
provient de [Sikora et al., 2011].

tentiel chimique −ν N0 (> 0) donne un cristal antiferromagnétique si

ν > −J z2 (3.11)

et un état fondamental Si = 0 pour tout i sinon.
L’analogie entre le dumbbell model sans charge double et le modèle de Blume-

Capel S = 1 est résumé dans le tableau 3.1.

3.1.3 Étude en champ moyen du modèle de Blume-Capel
On souhaite ici formuler une version de type « champ moyen » du modèle de

Blume-Capel introduit précédemment. Ce modèle a été extensivement étudié :
un traitement pédagogique se trouve dans [Campa et al., 2014]. Néanmoins, nous
avons tenu à prendre en compte l’entropie de Pauling de la phase glace de spin
du dumbbell model pour notre étude du modèle de Blume-Capel. L’incorporation
de cette entropie, sans changer qualitativement le diagramme de phase, déplace
le point tricritique par rapport au modèle académique.
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Paramétrisation
Le réseau diamant est bipartite puisqu’il s’agit de deux réseaux cubiques à

faces centrées imbriqués. Nous notons ces deux sous-réseaux A et B. Il y a en
tout N0 sites et NA = NB = N0/2 sont les nombres de sites sur A et B. Les
degrés de liberté sur ces sites sont Si = 0, + 1 ou −1. On a donc, dans une
approche de champ moyen, six quantités

N+
A , N

−
A , N

0
A et N+

B , N
−
B , N

0
B (3.12)

où N+
A est le nombre de spin Si = +1 sur A etc., à partir desquelles on construit

les moyennes
%+
A, %

−
A, %

0
A et %+

B , %
−
B , %

0
B (3.13)

où %+
A = N+

A /NA etc. Ces moyennes vérifient quatre équations :

1 = %+
A + %−A + %0

A (3.14)

1 = %+
B + %−B + %0

B (3.15)

%+
A + %+

B = %−A + %−B (3.16)

%0
A = %0

B (en moyenne thermodynamique) (3.17)

Les deux premières équations (3.14) et (3.15) concernent le remplissage des sites
A et B, la troisième (3.16) exprime l’électroneutralité globale et la quatrième
(3.17) rend compte de la symétrie des sous-réseaux A et B qui n’est pas brisée en
l’absence de charge. On peut donc construire 6− 4 = 2 quantités indépendantes :
ce sont la densité % et le paramètre d’ordre φ de la brisure de symétrie Z2. On les
définit par

% = %+
A + %−A = %+

B + %−B (3.18)

% φ = %+
A − %

−
A = %−B − %

+
B (3.19)

ce qui donne dans l’autre sens

%+
A = %

(
1 + φ

2

)
= %−B (3.20)

%−A = %

(
1− φ

2

)
= %+

B (3.21)

%0
A = 1− % = %0

B (3.22)

Lorsque le paramètre d’ordre φ est positif, les charges + sont majoritaires sur
le sous-réseau A et les charges − sur le sous-réseau B, et inversement lorsque φ
est négatif.
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Construction de l’énergie du modèle Blume-Capel en champ moyen
L’hamiltonien (3.8) peut être réécrit en champ moyen avec la procédure habi-

tuelle [Chaikin et Lubensky, 2000]. On commence par séparer les sommes sur les
réseaux A et B :

H = J
∑
i∈A

Si

∑
j∈B
j nn i

Sj

− ν
∑
i∈A

S2
i +

∑
j∈B

S2
j

 (3.23)

où « j nn i » précise que la somme porte sur les sites j plus proches voisins de
i ; et on fait une approximation de champ moyen en remplaçant Sj par sa valeur
moyenne (N+

B −N
−
B )/NB dans le terme d’interaction

H ≈ J z
∑
i∈A

Si

(
N+
B −N

−
B

NB

)
− ν

(
(N+

A +N−A ) + (N+
B +N−B )

)
(3.24)

= J z (N+
A −N

−
A )
(
N+
B −N

−
B

NB

)
− ν

(
(N+

A +N−A ) + (N+
B +N−B )

)
(3.25)

= −1
2 J z N0 %

2 φ2 − ν N0 % (3.26)

Finalement
H

N0 J z
= −1

2 %
2 φ2 + ν % (3.27)

avec ν = −ν/(J z) > 0.

Construction de l’entropie
L’entropie s’obtient quant à elle à partir du nombre de microétats ω corres-

pondant à des nombres N+
A , N

−
A , N

+
B et N−B de charges sur les réseaux A et B

indépendants.

ω =
(
NA
N+
A

)(
NA −N+

A

N−A

)(
NB
N+
B

)(
NB −N+

B

N−B

)
(3.28)

= NA!
N+
A !N−A !N0

A!
· NB !
N+
B !N−B !N0

B !
(3.29)

L’entropie S = kB lnω est alors

S

N0 kB
= −%

(
1 + φ

2

)
ln
(
%

(
1 + φ

2

))

− %
(

1− φ
2

)
ln
(
%

(
1− φ

2

))
− (1− %) ln (1− %) (3.30)
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Pour tenir compte de l’entropie de Pauling qui est présente dans le dumbbell
model mais pas, a priori, dans celui de Blume-Capel, on ajoute à la main une
entropie pour les sites vides. Chacun des N0 (1 − %) sites vides contribue à hau-
teur de kB ln(2/3) dans l’approximation de Pauling, conduisant à une entropie
additionnelle

S0

N0 kB
= − (1− %) ln 3

2 (3.31)

L’entropie s’écrit finalement comme

S

N0 kB
= −%

(
1 + φ

2

)
ln
(
%

(
1 + φ

2

))

− %
(

1− φ
2

)
ln
(
%

(
1− φ

2

))
− (1− %) ln

(
3
2(1− %)

)
(3.32)

Ajoutons que la phase fragmentée possède elle aussi une entropie que nous
avons ignorée dans notre étude. Dans l’approximation de Pauling, elle est en effet
nulle (voir chapitre 1). Malgré ce fait, elle reste du même ordre de grandeur que
l’entropie de Pauling (voir tableau 3.1) et son absence dans notre modélisation
constitue une faiblesse.

Construction de l’énergie libre
On obtient l’énergie libre Ω du modèle modifié de Blume-Capel en champ

moyen par Ω = H− T S soit

Ω
N0 J z

= −1
2 %

2 φ2 + ν %+ T

{
%

(
1 + φ

2

)
ln
(
%

(
1 + φ

2

))

+ %

(
1− φ

2

)
ln
(
%

(
1− φ

2

))
+ (1− %) ln

(
3
2(1− %)

)}
(3.33)

avec T = (kB T )/(J z). Avant de déduire le diagramme de phase propre à cette
énergie libre, mentionnons les deux principaux écueils de celle-ci :

I comme précédemment mentionné, l’entropie de la phase fragmentée n’a pas
été prise en compte,

I mais surtout, nous n’avons pas non plus incorporé l’énergie coulombienne
de la phase fluide.

Par conséquent on peut s’attendre à ne pas pouvoir reproduire quantitativement
le diagramme de phase de [Brooks-Bartlett et al., 2014].

3.1.4 Obtention du diagramme de phase de Blume-Capel
À partir de l’énergie libre Ω (équation (3.33)), on peut étudier le diagramme

de phase correspondant par une approche « à la Landau ». Le paramètre d’ordre
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3.1. Analogie avec le modèle de Blume-Capel S = 1

φ est nul dans la phase gazeuse, et continu sur la ligne critique (transition du
second ordre). On peut alors effectuer un développement limité 1 de Ω en φ ∼ 0.
L’annulation du terme d’ordre 2 donne la ligne critique, tandis que l’annulation
simultanée des termes d’ordre 2 et 4 conduit à l’obtention des coordonnées du
point tricritique.

Pour cela, on commence par trouver la densité moyenne %eq(φ) en minimisant
Ω par rapport à %. On aboutit à

%eq(φ) = 1

1 + 3
4 eβ ν

√
1− φ2

(3.34)

où on a introduit β = 1/T , et on étudie ensuite Ω∗(φ) = Ω(%eq(φ),φ). On déter-
mine l’équation de la ligne critique à partir de

d2 Ω∗
dφ2

∣∣∣∣
φ=0

= 0 (3.35)

qui conduit à

0 = 4
3
(
1− β

)
+ eβ ν (3.36)

On calcule au passage la température critique pour ν = 0 : elle vaut T = 4/7.
Quant au point tricritique, il est solution de

d2 Ω∗
dφ2

∣∣∣∣
φ=0

= 0 et d4 Ω∗
dφ4

∣∣∣∣
φ=0

= 0 (3.37)

soit
0 = 4

3
(
1− βt

)
+ eβt νt (3.38)

et
0 = 32 + 3 eβt νt

(
52 + 33 eβt νt − 48βt

)
(3.39)

dont on extrait
βt = 3 et νt = 1

3 ln 8
3 (3.40)

ou encore
T t = 0,3333... et νt = 0,3269... (3.41)

Remarquons que le modèle de Blume-Capel conventionnel (sans entropie pour
les sites vides) conduit quant à lui à un point tricritique en

T t = 0,3333... et νt = 0,4621... (3.42)

1. Il n’y a que des termes pairs par symétrie Z2 de la cristallisation.
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Figure 3.2 – Diagramme de phase du modèle de Blume-Capel en champ
moyen avec un entropie de Pauling pour les sites vides. L’obtention des
lignes de transition est détaillée dans le texte. On reproduit qualitativement le
diagramme du dumbbell model sans charge double de [Brooks-Bartlett et al.,
2014], présenté au chapitre 1 et schématisé en figure 3.1. La localisation du point
tricritique est par contre mauvaise malgré la prise en compte de l’entropie des
sites vides.

Obtention de la ligne du premier ordre
La ligne du premier ordre est obtenue numériquement par minimisation de

l’énergie libre Ω∗ en fonction de φ. Notons que les états métastables correspondant
à des minima locaux de l’énergie libre amènent des difficultés numériques à basse
température. Cette partie a pour cette raison été obtenue par raccordement avec
νl = 1/2 (équation (3.7)). Le diagramme complet est présenté en figure 3.2 :
comme attendu d’un modèle de champ moyen, on reproduit correctement l’aspect
qualitatif du diagramme du dumbbell model sans charge double (figure 3.1).

Diagramme de phase
Une analyse quantitative montre par contre que notre modèle modifié de

Blume-Capel est insuffisant pour retrouver le point tricritique de [Brooks-Bartlett
et al., 2014]. Dans cet article en effet, ce point est localisé, en utilisant la traduc-
tion J z ↔ α |u(a)|, en

T = 0,07 et νt = 0,47 (3.43)

78



3.1. Analogie avec le modèle de Blume-Capel S = 1

à comparer aux valeurs (3.41) que nous avons obtenues. L’explication réside dans
le fait que les interactions coulombiennes dans la phase fluide sont absentes dans
notre modélisation. Cette énergie supplémentaire tend à rendre la phase fluide
plus attractive et repousse le point tricritique vers les basses températures. Notre
approche simplifiée montre ici sa limite. Par manque de temps, nous n’avons pas
cherché à introduire ces interactions coulombiennes dans la phase fluide. Une
bonne approche pour tenir compte de celles-ci pourrait être de se reposer sur la
théorie de Debye-Hückel [Fisher et Levin, 1993], [Castelnovo et al., 2011], [Kaiser,
2014], [Kaiser et al., 2018].

Remarquons que la phase cristalline du dumbbell model sans charge double est
la phase fragmentée : elle possède une entropie non nulle (voir tableau 3.1), dont
on ne tient pas compte dans notre approche. Cette entropie supplémentaire tend
à stabiliser la phase cristal et permet donc à celle-ci de survivre à des tempéra-
tures plus élevées, repoussant ainsi la ligne critique vers les hautes températures.
Cet effet ne permet donc pas de se rapprocher des valeurs du dumbbell model
(équation (3.43)), c’est pourquoi nous pensons que c’est principalement l’absence
des interactions coulombiennes dans la phase fluide qui devrait être implémentée
dans un travail futur.

Une conséquence d’un νt plus faible qu’attendu est que la ligne de transition
du premier ordre est assez oblique dans le diagramme 3.2 alors qu’elle est très
verticale dans le dumbbell model.

3.1.5 Effet d’un champ couplé au paramètre d’ordre
Il est connu qu’un point tricritique est le point de convergence de trois lignes

critiques (d’où son nom) [Plischke et Bergersen, 2006]. Nous en observons déjà
une sur la figure 3.2. Pour observer les deux lignes critiques supplémentaires, il
convient de coupler directement le paramètre d’ordre φ à un champ extérieur
ordonnant ∆ par un terme −∆ % φ dans l’hamiltonien. Ce champ brise explicite-
ment la symétrie Z2 du cristal, une configuration +φ n’ayant plus la même énergie
qu’une configuration −φ. L’hamiltonien devient

H
N0 J z

= −1
2 %

2 φ2 + ν %−∆ % φ (3.44)

avec ∆ = ∆/(J z). Dans cet hamiltonien (3.44), ∆ apparaît comme un potentiel
chimique alterné : sur le sous-réseau A le potentiel chimique effectif des charges +
est ν + ∆, tandis qu’il vaut ν −∆ sur le sous-réseau B, et inversement pour les
charges −. À T = 0, le calcul de l’énergie dans une configuration de cristal parfait
(% = 1 et φ = ±1) et dans une configuration vide de charge (% = 0 et φ = 0)
permet d’obtenir les frontières (de premier ordre) de ces phases :

− 1
2 + ν ±∆ = 0 soit ∆ = ±

(
ν − 1

2

)
(3.45)

Cette condition est schématisée en figure 3.3.
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ν

∆

φ = +1
φ = 0

φ = −1

Figure 3.3 – Diagramme de phase du modèle de Blume-Capel à T = 0
avec un potentiel chimique alterné qui brise la symétrie ±φ. La phase
vide de charge φ = 0 est séparée des phases antiferromagnétiques φ = +1 et
φ = −1 par des lignes du premier ordre. L’obtention des lignes de transition est
détaillée dans le texte, voir équation (3.45).

L’extension au cas T 6= 0 est connue [Blume et al., 1971] : ces lignes du
premier ordre deviennent des surfaces qui se terminent par une ligne critique,
comme représenté en figure 3.4.

Il faut noter que les surfaces critiques qui apparaissent pour ∆ 6= 0 ne ter-
minent pas à mesure que ν augmente : déjà à T = 0, la balance énergétique entre
les phases vide de charges et cristal de charges est donnée par l’équation (3.45) et
se prolonge donc indéfiniment.

Ensuite, la nature de la transition est particulière : le champ ∆ brise expli-
citement la symétrie A/B des deux sous-réseaux. La transition est donc de type
liquide-gaz sur chacun des deux réseaux mais n’est pas, à proprement parler, une
transition liquide-gaz sur le réseau total puisqu’elle brise la symétrie Z2 de celui-
ci ; or, une transition liquide-gaz conserve par définition la symétrie totale : elle ne
se traduit que par une augmentation de la densité. Pour cette raison la transition
à ∆ 6= 0 est une transition liquide-gaz pour une symétrie moindre, c’est-à-dire non
pas la symétrie de translation du réseau diamant, mais cette même symétrie ré-
duite de la symétrie Z2 des sous-réseaux A/B. On peut remarquer d’ailleurs que,
du fait de la nature « ionique » du système, la transition liquide-gaz conservant
la symétrie totale du réseau diamant n’existe pas. Un champ ∆ 6= 0 impose donc
le partitionnement en deux sous-réseaux cubiques à faces centrées, mais ce parti-
tionnement n’affecte pas l’énergie coulombienne entre les deux réseaux. Lorsque
T augmente, la ligne critique, qui traduit principalement une compétition entro-
pie/énergie coulombienne, n’est que peu affectée par l’augmentation simultanée
de ν et ∆. On pourrait écrire dans la limite ν →∞ et ∆→∞ (partitionnement
totale des charges + sur le sous-réseau A et des charges − sur le sous-réseau B)
que la température critique Tc est proportionnelle à α |u(a)| (donc indépendante
de ν et ∆), c’est pourquoi la ligne critique ne se termine jamais.

L’analogie entre le dumbbell model sans charge double et le modèle de Blume-
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ν

T

∆

•

(2)

(2)

(1)

Figure 3.4 – Diagramme de phase du modèle de Blume-Capel S = 1
température / potentiel chimique / potentiel chimique alterné brisant
explicitement la symétrie ±φ. Le point tricritique apparaît comme le point
de rencontre de trois lignes critiques, d’où son nom. Les surfaces désignent des
frontières du premier ordre. Elles sont délimitées par des lignes de transition du
second ordre. La phase gazeuse est notée (1), les deux phases cristal sont notées
(2) mais se distinguent par la valeur du paramètre d’ordre (positif pour ∆ > 0,
et négatif pour ∆ < 0).

Capel S = 1 nous a été fructueuse pour retrouver le diagramme de phase du
dumbbell model sans charge double et établir l’effet d’un potentiel chimique al-
terné. Dans la partie suivante nous étendons ce parallèle entre le dumbbell model
et le modèle de Blume-Capel dans le cas où les charges doubles sont prises en
compte.

3.2 Vers le diagramme de phase tridimensionnel
du dumbbell model

On souhaite désormais réintroduire les charges doubles d’une part, et incor-
porer d’autre part le champ local hloc de l’article de [Lefrançois et al., 2017]
comme paramètre extérieur. On se basera pour cela sur l’analogie avec le modèle
de Blume-Capel développé précédemment, en la motivant pour le cas S = 2.
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Chapitre 3. Transitions de phase multiples dans les glaces de spin

3.2.1 Modèle de Blume-Capel S = 2
L’ajout des charges doubles est clair puisqu’il suffit de promouvoir les degrés

de liberté S = 1 du modèle de Blume-Capel en des degrés S = 2. Autrement dit,
les sites peuvent maintenant être occupés par des spins Si = 0,±1,±2. L’analogie
vers l’occupation ni = 0,±1,±2 des tétraèdres dans le dumbbell model est directe.
On est donc amené à introduire les dix quantités

N++
A , N−−A ,N+

A , N
−
A , N

0
A et N++

B , N−−B ,N+
B , N

−
B , N

0
B (3.46)

qui vérifient le même type d’égalités que (3.14) (et suivantes). On écrit maintenant
la densité % et le paramètre d’ordre φ par

% = 1
N0

(
N++
A +N−−A +N−−B +N++

B +N+
A +N−A +N−B +N+

B

)
(3.47)

φ = 1
N0

(
2
(
N++
A −N−−A +N−−B −N++

B

)
+N+

A −N
−
A +N−B −N

+
B

)
(3.48)

Cette définition n’est pas tout à fait l’équivalent de (3.19) mais elle correspond à la
grandeur φ que nous avons utilisée dans nos simulations numériques. Par construc-
tion, φ vaut toujours 0 dans la phase gazeuse où la symétrie de cristallisation n’est
pas brisée, et elle est proche de ±1 dans les phases de cristal antiferromagnétique
±1 et désormais proche de ±2 dans les phases de cristal antiferromagnétique ±2.

Comparaison des interactions
L’interaction antiferromagnétique (ou son pendant coulombien dans le dumb-

bell model) est quatre fois plus forte entre deux spins Si = ±2 qu’entre deux
spins Si = ±1. Par ailleurs, par construction du dumbbell model [Castelnovo
et al., 2008], le potentiel chimique associé aux charges doubles est quatre fois ce-
lui associé aux charges simples (c’est aussi le cas pour le modèle de Blume-Capel
S = 2, d’après l’hamiltonien (3.8)).

Par conséquent, en l’absence d’un champ ∆, les deux phases de cristal Si = ±1
et Si = ±2 sont exactement dégénérées à T = 0 (et ν = νl), puisque les deux
termes énergétiques (antiferromagnétique et potentiel chimique) évoluent dans le
même rapport. Le diagramme de phase de Blume-Capel S = 2 est donc identique
à celui de Blume-Capel S = 1 (figure 3.1) à T = 0 et ∆ = 0.

Pour T 6= 0, la différence notable est que la phase cristalline est une phase
φ = ±2 (dans le langage de la glace de spin, c’est un ordre all-in/all-out, complè-
tement ordonné) du fait de l’excès d’énergie coulombienne allant de paire avec la
présence d’une charge double, comme anticipé par [Brooks-Bartlett et al., 2014].
Le voisinage précis du point tricritique dans le dumbbell model reste cependant
une question ouverte puisque l’étude de ces auteurs a été faite sans les charges
doubles. Notamment, dans le modèle académique (sans entropie de Pauling) de
Blume-Capel S = 2, il existe une petite fenêtre de phase cristal S = 1 [Lara et
Plascak, 1998], ce qui est illustré sur le diagramme schématique en figure 3.5.
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ν

T

ν l

S = ±1

S = 0

S = ±2

Figure 3.5 – Schéma du diagramme de phase du modèle académique de
Blume-Capel S = 2. Pour le modèle académique (i.e. sans entropie de Pauling)
de Blume-Capel S = 2, la phase S = 1 est stabilisée dans une petite portion près
du point tricritique (voir [Lara et Plascak, 1998]). Dans le dumbbell model on
s’attend à ce que cette portion n’existe pas, par similarité avec le diagramme de
phase du dipolar spin ice model [Guruciaga et al., 2014]. Cette différence entre le
dumbbell model et le modèle de Blume-Capel académique est attribuée à l’exis-
tence de l’entropie de Pauling dans le premier, qui stabilise la phase fluide et
repousse le point tricritique vers les petits ν.

Cette fenêtre n’existe pas dans le diagramme de phase du dipolar spin ice mo-
del (voir chapitre 1 et [Melko et Gingras, 2004], [Guruciaga et al., 2014]), c’est
pourquoi nous ne l’attendons pas non plus dans le dumbbell model.

3.2.2 Potentiel chimique alterné
Nous souhaitons maintenant discuter le diagramme de phase (T, hloc) de [Le-

françois et al., 2017], présenté au chapitre 1. Pour l’iridate Ho2Ir2O7 étudié dans
cet article, les ions Ir4+ sont magnétiques (au contraire de Ti4+ dans les tita-
nates Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7) et s’ordonnent all-in/all-out sous T ≈ 140 K. Le
champ magnétique hloc résultant de cet ordre agit localement sur les moments
des ions Ho3+ et tend à leur imposer également un ordre all-in/all-out. Le terme
correspondant dans l’hamiltonien est

− hloc
∑
i

Si (3.49)

où Si est le pseudo-spin. Pour un tétraèdre en configuration 2in/2out,
∑
Si = 0

donc l’énergie correspondante est nulle. Pour une configuration 3in-1out (resp.
1in-3out), elle vaut −2hloc (resp. +2hloc) ; puis −4hloc (resp. +4hloc) pour la
configuration 4in (resp. 4out). On remarque ainsi que l’énergie due à hloc a toutes
les caractéristiques d’un potentiel chimique alterné comme nous l’avons introduit

83



Chapitre 3. Transitions de phase multiples dans les glaces de spin

précédemment : elle est deux fois plus forte dans un tétraèdre 4in ou 4out (donc sur
une charge double) que dans un tétraèdre 3in/1out ou 1in/3out (charge simple).
hloc se couple ainsi linéairement à la charge pour un tétraèdre donné. Par ailleurs,
si hloc favorise un ordre 4in sur un tétraèdre up, alors il favorise 4out sur les
tétraèdres down : hloc est en fait directement couplé au paramètre d’ordre φ.

Dans le dumbbell model, la prise en compte du champ hloc des ions Ir4+

conduit donc à l’hamiltonien

H = µ0Q
2

8π
∑
i 6=j

ni nj
rij
− ν

∑
i

n2
i −∆

∑
i

ni (3.50)

où ∆ = 2hloc, qui se traduit naturellement dans le modèle de Blume-Capel par

H = J
∑
〈i,j〉

Si Sj − ν
∑
i

S2
i −∆

∑
i

Si (3.51)

dont la version champ moyen est en tout point similaire à l’équation (3.44), à ceci
près que les degrés de liberté sont maintenant de type S = 2.

3.2.3 Diagramme de phase à T = 0 K
On devine le diagramme de phase du dumbbell model avec les charges doubles

et en présence d’un potentiel chimique alterné de manière similaire au cas sans
charge double étudié précédemment. La comparaison des énergies des configura-
tions vides de charge (% = 0 et φ = 0), cristal de charges simples (% = 1 et φ±1) et
cristal de charges doubles (% = 1 et φ = 2) donne les limites de phase à T = 0. La
limite de phase entre la phase gazeuse et le cristal de charges simples est donnée
par

− 1
2 + ν ±∆ = 0 soit ∆ = ±

(
ν − 1

2

)
(3.52)

et la limite entre le cristal de charges simples et le cristal de charges doubles par

− 1
2 + ν ±∆ = −2 + 4 ν ± 2 ∆ soit ∆ = ±3

(
ν − 1

2

)
(3.53)

Ces limites sont schématisées sur la figure 3.6. Pour nos simulations sur Dy2Ti2O7
avec ν = −4,35 K et |u(a)| = 2,888 K, on obtient

∆ = 1,98 K (3.54)

pour la transition à T = 0 K entre la phase fluide et la phase fragmentée, et

∆ = 5,95 K (3.55)

pour la transition entre la phase fragmentée et la phase ordonnée all-in/all-out.
Ces valeurs sont à comparer à celles obtenues numériquement en figure 3.10,
qui sont respectivement de 2 K et 6 K. Le calcul de champ moyen fournit donc
une excellente estimation des potentiels chimiques alternés aux transitions du
dumbbell model à température nulle.
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ν

∆

φ = +2
φ = 0

φ = +1

φ = −2

φ = −1

Figure 3.6 – Schéma du diagramme de phase du dumbbell model avec
un potentiel chimique alterné à T = 0 K. La phase φ = 0 correspond à la
phase fluide des glaces de spin (2in/2out). Les phases φ = ±1 sont les phases
fragmentées (3in/1out et 1in/3out). Enfin les phases φ = ±2 sont des cristaux de
charges doubles, et les configurations associées en terme des spins sont all-in/all-
out. Dans cette phase, les charges et les spins sont complètement ordonnés et il
n’y a pas d’entropie résiduelle associée. L’obtention des lignes de transition est
détaillée dans le texte.

3.2.4 Diagramme de phase tridimensionnel

Le diagramme de phase tridimensionnel température / potentiel chimique /
potentiel chimique alterné du dumbbell model se devine à partir du diagramme
à T = 0 montré en figure 3.6 par analogie avec la construction du diagramme
de phase du modèle de Blume-Capel S = 1 de la figure 3.4. Des cinq lignes du
premier ordre émergent des surfaces du premier ordre se terminant par des lignes
critiques, voir figure 3.7.

Pour ∆ = 0, le scénario le plus simple serait l’existence d’un point pentacri-
tique où les cinq lignes critiques se rejoindraient. Néanmoins, nous n’avons pas
exploré le voisinage de ce point pour le dumbbell model et nous ne pouvons pas
conclure. Plusieurs autres scénarios sont envisageables. Dans le modèle de Blume-
Capel S = 2 par exemple, nous avons déjà mentionné une zone d’existence de la
phase S = 1 pour ∆ = 0 [Lara et Plascak, 1998] ; dans un autre domaine, celui du
ferromagnétisme itinérant, [Kaluarachchi et al., 2017] rendent compte d’un dia-
gramme de phase à double ailes (voir figure 3.8) dans lequel les ailes se rejoignent
pour un champ ordonnant ∆ 6= 0.
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ν

T

∆

•

(3)

(3)

(2)

(2)
(1)

Figure 3.7 – Schéma du diagramme de phase du dumbbell model avec
un potentiel chimique alterné. (1) correspond à la phase fluide des glaces
de spin, (2) aux phases fragmentées et (3) aux phases all-in/all-out. Les surfaces
correspondent à des transitions du premier ordre, et les lignes plus foncées à
des transitions du second ordre. Ce diagramme de phase est élaboré à partir de
celui du modèle de Blume-Capel S = 1 (voir texte). Les cinq lignes critiques se
rejoignent, selon le scénario le plus simple, sur un point pentacritique. Il faut
noter que le voisinage du point pentacritique n’est pas trivial dans un système de
Blume-Capel S = 2 [Lara et Plascak, 1998]. Nous ne l’avons pas exploré dans le
cas du dumbbell model, c’est pourquoi les lignes sont pointillées à son approche.
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Figure 3.8 – Diagramme (T,P,H) de LaCrGe3. Les lignes rouges sont les
lignes de transition du second ordre. Les surfaces bleues correspondent à des
transitions du premier ordre. La pression P joue le rôle du potentiel chimique ν
tandis que le champ magnétique H joue celui du champ ordonnant ∆. Les ailes
séparant les différentes phases à H 6= 0 se rejoignent en des points critiques d’ailes
(WCP) différents du point tricritique (TCP). Figure empruntée à [Kaluarachchi
et al., 2017].

3.2.5 Diagramme de phase à ν constant
Une coupe du diagramme de phase du dumbbell model figure 3.7 à ν constant

donne le diagramme (T ,∆) en figure 3.9 à gauche.
Il est similaire au diagramme (T, hloc) de [Lefrançois et al., 2017] (figure 3.9

à droite), à une différence (majeure) près : dans cet article les auteurs utilisent
le nearest neighbor spin ice model. Dans ce cas le diagramme de phase à ∆ = 0
(ou hloc = 0) ne contient pas de point tricritique et pas de ligne de transition
du premier ordre (voir chapitre 1) ; le diagramme de [Lefrançois et al., 2017] re-
présente des crossovers entre les différentes phases. Au contraire, dans le cas du
dumbbell model que nous étudions, la présence des interactions coulombiennes à
longues portée conduisent, comme nous l’avons longuement discuté, à un point
multicritique et une ligne de transition du premier ordre dans le plan ∆ = 0. Hors
de ce plan, cette ligne de premier ordre se poursuit en des surfaces de premier
ordre qui donnent lieu à des véritables transitions de phase dans un plan à ν
constant. Ainsi, si dans leur aspect les diagrammes de phases du nearest neighbor
spin ice et du dumbbell model sont similaires dans les phases qu’ils comportent,
les changements de phase sont radicalement différents puisqu’il y a dans un cas
des crossovers, et dans l’autre des lignes de transitions du premier ordre termi-

87



Chapitre 3. Transitions de phase multiples dans les glaces de spin

T

∆

φ = +2

•

•

φ = 0

φ = +1

Figure 3.9 – Diagramme de phase pour ν fixé. (Gauche) Schéma d’une
coupe (T ,∆) du diagramme de phase du dumbbell model construit à partir de
celui du modèle de Blume-Capel S = 2. Les lignes représentent des transitions
du premier ordre terminant sur un point critique. (Droite) Diagramme de phase
(T, hloc) du nearest neighbor spin ice model, figure empruntée à [Lefrançois et al.,
2017]. Dans ce second cas, les phases ne sont pas séparées par des transitions de
phase mais seulement par des crossovers.

nant sur des points critiques. L’existence des points critiques, que nous établirons
numériquement dans la suite, est donc spécifique au dumbbell model.

Le point critique qui nous intéresse dans la suite est le point terminal de la
ligne de transition entre les phases φ = 0 et φ = +1. Sur cette ligne du premier
ordre la relation de Clausius-Clapeyron s’applique :

d∆tr(T )
dT = − ∆S

N0 ∆φ (3.56)

où ∆tr(T ) est le potentiel chimique sur la ligne de transition. En supposant en
première approximation les entropies constantes, on a ∆S = SPauling − Sfrag. On
pose de même ∆φ ∼ 1 pour aboutir à

∆c −∆tr(T = 0) = Tc

(
SPauling − Sfrag

)
(3.57)

= Tc

(
ln 1,5− ln 1,3

)
(3.58)

= 0,14Tc (3.59)
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La valeur de ∆tr(T = 0) est estimée par (3.52) pour ν = −4,35 K :

∆tr(T = 0) = |ν| − 1
2 α |u(a)| ≈ 2,0 K (3.60)

Par ailleurs, dans la partie 3.3, on détermine par le croisement des cumulants de
Binder que Tc ≈ 0,37 K ce qui conduit, à

∆c ≈ ∆tr(T = 0) + 0,05 K (3.61)

ou encore
∆c −∆tr(T = 0)

∆tr(T = 0) ≈ 2% (3.62)

On s’attend ainsi par ce calcul à une ligne de transition presque horizontale.

Dans la partie suivante nous explorons numériquement le diagramme de phase
du dumbbell model afin d’établir la pertinence de la construction que nous venons
de développer par analogie avec le modèle de Blume-Capel.

3.2.6 Exploration numérique du diagramme de phase du
dumbbell model

On étudie numériquement le dumbbell model grâce à des simulations single
spin flip Metropolis (voir chapitre 2). L’hamiltonien considéré (équation (3.50)), en
plus du terme coulombien et du potentiel chimique habituel du dumbbell model,
contient un potentiel chimique alterné.

Une première exploration du diagramme de phase à potentiel chimique ν =
−4,35 K fixé commence par le tracé de la valeur moyenne de φ en fonction de
∆ pour plusieurs températures, montré en figure 3.10. On obtient graphiquement
2,00 K < ∆c < 2,14 K pour la transition entre la phase glace de spin et la phase
fragmentée à T = 0,3 K. Cela est en très bon accord avec la valeur attendue analy-
tiquement à T = 0 par (3.60).

La distribution du paramètre d’ordre à ∆ = 2,05 K et T = 0,3 K (voir fi-
gure 3.10) est en faveur d’une transition de phase du premier ordre puisqu’elle
laisse apparaître une probabilité non nulle vers φ = 0, ce qui témoigne d’une
métastabilité de la phase fluide, propre à une transition du premier ordre.

On souhaite déterminer dans la suite la localisation du point critique terminal
de cette transition.

3.3 Localisation du point critique
Nous gardons en tête que le but de cette thèse est d’explorer la dynamique

hors équilibre du dumbbell model. Le régime des paires liées sera introduit et
étudié au chapitre 5. Avant cela, au chapitre 4, on s’intéresse au ralentissement
de la dynamique au voisinage d’un point critique. C’est pourquoi on souhaite
établir précisément la localisation d’un de ces points dans le diagramme de phase
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Figure 3.10 – Exploration numérique du diagramme de phase du dumb-
bell model. Les deux figures sont obtenues par simulations Metropolis sur un
système de 8192 spins. Elles sont en accord avec des transitions du premier ordre se
terminant sur un point critique. (Gauche) Tracé de la valeur moyenne de φ en fonc-
tion du potentiel chimique alterné ∆ pour plusieurs températures, à ν = −4,35 K
fixé. À basse température, on observe deux discontinuités marqués de φ. À plus
haute température, les discontinuités disparaissent. (Droite) Distribution norma-
lisée du paramètre d’ordre φ pour ν = −4,35 K, T = 0,3 K et ∆ = 2,05 K. Cette
distribution montre un pic à φ = +1 et une contribution à φ ≈ 0 typique d’un
état métastable aux abord d’une transition du premier ordre.

du dumbbell model établi précédemment. Par ailleurs, à la fin de cette partie,
nous évoquons la similarité entre le diagramme de phase 3.9 et celui dans un
champ magnétique selon l’axe [111]. Pour établir une comparaison entre les deux,
on choisit de fixer ν = −4,35 K dans notre étude : c’est la valeur du potentiel
chimique de Dy2Ti2O7.

3.3.1 Point critique
On cherche donc la localisation du point critique entre les phases glace de spin

φ = 0 et fragmentée φ = 1 dans le diagramme (T,∆) à ν = −4,35 K fixé, et
on utilise pour cela la méthode du croisement des cumulants de Binder dont le
principe est décrit au chapitre 2. La difficulté réside ici dans le fait d’avoir, en plus
de la température, le potentiel chimique alterné à déterminer. Notamment, cette
difficulté n’apparaît pas dans le modèle d’Ising 3D puisque le champ magnétique
critique est Hc = 0. Notre estimation de la localisation s’est donc déroulée par
itérations successives.

Pour commencer, en notant φc la valeur du paramètre d’ordre au point cri-
tique, le cumulant de Binder B4(T,∆) est défini par

B4(T,∆) = 〈ϕ4〉
〈ϕ2〉2

(3.63)
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Figure 3.11 – Croisement des cumulants de Binder pour φ− φc. Données
obtenues par des simulations Metropolis pour le dumbbell model avec ν = −4,35 K
et ∆ = 2,03745 K. Les droites sont des ajustements linéaires des points. Le
meilleur croisement, montré sur la figure, a été obtenu pour φc = 0,42.

où ϕ = φ−φc. L’utilisation de ϕ dans le cumulant introduit une nouvelle grandeur
à déterminer : φc. Cette inconnue supplémentaire complique la localisation du
point critique. Un procédé pour s’en affranchir a été proposé par [Hamp et al.,
2015]. Lors de l’étude du dipolar spin ice model sous champ magnétique [111], ces
auteurs ont utilisé la définition (que nous traduisons dans notre situation)

BHamp
4 (T,∆) = 〈(φ− 〈φ〉)4〉

〈(φ− 〈φ〉)2〉2
(3.64)

qui suppose 〈φ〉 ≈ φc, c’est-à-dire que 〈φ〉 ne varie pas beaucoup autour du point
critique. Cette méthode ne donnait hélas aucun croisement des cumulants dans
notre cas, 〈φ〉 variant trop conséquemment. C’est pourquoi notre procédure diffère
de la leur : nous commençons par obtenir ∆c, puis seulement ensuite φc et Tc
simultanément, avant de vérifier l’autoconsistance des trois paramètres.

La valeur de ∆c est d’abord estimée par le ∆ donnant le maximum de suscep-
tibilité à T fixée. Il s’avère en fait peu dépendant de la valeur de T et sa valeur
est

∆c = 2,03745± 0,00005 K (3.65)

Le potentiel chimique critique ∆c ainsi fixé, on trace B4(T,∆c) en fonction de T
pour trois tailles de système : 8192, 16000 et 27648 spins. Par estimations suc-
cessives, on localise d’abord Tc ≈ 0,367 K puis on ajuste φc afin d’obtenir le
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Figure 3.12 – Distribution normalisée du paramètre d’ordre φ au point
critique (Tc,∆c) à ν = −4,35 K. Données obtenues pour un système de 8192
spins.

croisement des trois courbes, figure 3.11. On en extrait

Tc = 0,36752± 0,00001 K (3.66)

B4(Tc,∆c) = 2,03± 0,01 (3.67)

φc = 0,42 (3.68)

L’erreur sur Tc est évaluée par la différence des abscisses des points de croisement
des droites pour les différentes tailles de système. Il en va de même pour l’erreur sur
B4. Nous n’avons pas cherché à estimer l’erreur sur φc, la valeur φc = 0,42 étant
celle donnant le meilleur croisement des trois droites. La valeur de B4 obtenue est
particulièrement élevée en comparaison de celle attendue pour le modèle d’Ising
3D (B4(Tc, Hc) = 1,60 [Fenz et al., 2007]) et de celle obtenue par [Hamp et al.,
2015] pour le dipolar spin ice model (B4(Tc, Hc) = 1,86). Nous avons remarqué
néanmoins que cette valeur dépend fortement de φc. Lorsque nous imposons celui-
ci à φc = 0,5, le croisement des droites est moins bon mais on peut l’estimer à
Tc = 0,3672 K et B4 = 1,65 (données non reproduites).

Distribution du paramètre d’ordre au point critique
Au point critique (Tc,∆c), une simulation numérique fournit la distribution

du paramètre d’ordre en figure 3.12, à partir de laquelle on obtient notamment

〈φ〉 = 0,49 (3.69)
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qui nous a servi à vérifier l’autoconsistance de nos résultats, par comparaison
avec la distribution de l’aimantation pour le modèle d’Ising 3D au point critique
[Lopes Cardozo, 2015], [Lopes-Cardozo et Holdsworth, 2016]. Nous attribuons la
différence avec notre estimation φc = 0,42 à un effet de taille finie.

3.3.2 Comparaison avec le point critique sous champ [111]
Nous souhaitons dans cette partie décrire les similarités entre deux transitions

cousines : celle sous champ [111] et celle sous champ local hloc. Ces deux transi-
tions sont du type liquide-gaz (dans le sens où on considère qu’elles maintiennent
seulement la symétrie réduite des deux sous-réseaux). Dans un diagramme tem-
pérature / champ ordonnant, elles correspondent à des lignes de transition du
premier ordre qui se terminent sur des points critiques. Les phases à fort et faible
champ sont rappelées dans le tableau 3.2. Dans le cas du champ local hloc, il s’agit
respectivement des phases glace de spin et fragmentée. Dans le cas du champ [111],
ce sont des phases glace Kagomé et saturée.

Le point critique pour Dy2Ti2O7 dans le cas d’un champ extérieur [111] est,
d’après [Hamp et al., 2015],

Tc ≈ 0,59 K et Hc ≈ 0,86 T (3.70)

Nous avons par ailleurs établi que dans le cas d’un champ local hloc, ce point
est localisé en

Tc ≈ 0,37 K et ∆c ≈ 2,04 K (3.71)

où on a interprété le champ local comme un potentiel chimique alterné exprimé
en unité de kB . On peut comparer ces deux points critiques en remarquant que
la transition depuis la glace Kagomé vers la phase saturée correspond au retour-
nement d’un spin faiblement couplé au champ extérieur [111], voir figure 3.13.

En terme de champ magnétique H selon l’axe [111], la variation d’énergie due
au retournement de ce spin est

∆E = 10µB ×
H

3 × 2 (3.72)

car le moment porté par le spin est 10µB , il n’est couplé à H que faiblement car il
ne pointe pas dans la direction [111], ce qui conduit à un facteur géométrique 1/3,
et il passe de +1 à −1. En terme de potentiel chimique alterné ∆, cette variation
d’énergie correspond à la création de deux charges de signes opposés sur un site
de chacun des deux sous-réseaux, soit

∆E = 2 ∆ kB (3.73)

La comparaison des deux conduit à

∆c = 10
3
µB
kB

Hc (3.74)
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Chapitre 3. Transitions de phase multiples dans les glaces de spin

Champ extérieur [111] Champ local hloc

Phase à petit champ glace Kagomé glace de spin
Phase à grand champ phase saturée phase fragmentée
Entropie à petit champ N0 kB ln(1,17) N0 kB ln(1,50)
Entropie à grand champ 0 N0 kB ln(1,30)

Table 3.2 – Comparaison des transitions de phase sous champ extérieur
[111] et sous champ local. L’entropie de la glace Kagomé est tirée de [Hiroi
et al., 2003], celle de la glace de spin est l’entropie de Pauling, celle de la phase
fragmentée est tirée de [Sikora et al., 2011]. Les transitions sont toutes deux des
transitions liquide-gaz (pour les symétries de translations du réseau réduites de
Z2). Elles sont donc des transitions cousines, mais entre quatre phases différentes.

Figure 3.13 – Schéma d’une paire de tétraèdres dans une phase Kagomé
(gauche) et saturée (droite). Les spins entièrement couplés au champ H [111]
sont grossis. Les autres spins sont couplés à H/3, du fait qu’ils ne pointent pas
dans la direction [111]. Le schéma permet d’établir un lien entre la localisation
des points critiques des transitions sous champ [111] et sous champ local hloc.
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3.3. Localisation du point critique

Pour Hc ≈ 0,9 T, on obtient ∆c ≈ 2,0 K ce qui correspond effectivement à la
valeur que nous avons établie et justifie que les deux transitions sont voisines dans
leur nature : la cristallisation des charges est la même dans les deux cas.

Néanmoins, malgré cette similarité, les phases en jeu sont très différentes. La
transition de cristallisation que nous étudions conduit à un ordre des charges,
mais pas à un ordre des spins. Pour rappel, dans le vocabulaire de la fragmenta-
tion, le champ d’aimantation est écrit par une décomposition de Helmholtz (voir
chapitre 1)

~M = ~∇ψ + ~∇× ~Q (3.75)

Le champ de divergence nulle (ou de jauge) ~∇ × ~Q n’est pas affecté par cette
transition de cristallisation, seul le champ ~∇ψ s’ordonne. Au contraire, sous un
champ magnétique [111], la transition conduit à un ordre total : ordre des charges
et ordre des spins, d’où l’entropie nulle de cette phase.

Après avoir déterminé dans ce chapitre la localisation d’un point critique
comme étant

Tc = 0,36752 K et ∆c = 2,03745 K, (3.76)

nous étudions la dynamique autour ce celui-ci dans le chapitre 4.
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Chapitre 4
Dynamique du dumbbell model au
point critique (Tc,∆c)
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Chapitre 4. Dynamique du dumbbell model au point critique (Tc,∆c)

Après avoir déterminé au chapitre précédent la position du point critique ter-
minal de la transition entre la phase fluide et la phase fragmentée dans le dia-
gramme (T,∆) pour ν = −4,35 K donnée par

Tc = 0,36752 K et ∆c = 2,03745 K, (4.1)

on se concentre ici sur la dynamique autour de ce point. Pour rappel le diagramme
de phase est schématisé en figure 4.1.

Dans un premier temps, on suit le travail de [Hamp et al., 2015] sur le méca-
nisme de Kibble-Zurek au point critique du dipolar spin ice model sous un champ
magnétique [111], en l’appliquant dans notre cas au point critique (Tc,∆c).

Dans un second temps, on s’attache à utiliser un outil habituellement propre
à l’étude des systèmes désordonnés, à savoir le rapport de fluctuation-dissipation,
pour caractériser un régime de relaxation vers l’équilibre. Pour cela le système est
trempé à ∆c fixé depuis une température T = 1000 K jusqu’au point critique à
Tc.

Avant de rentrer dans les détails de notre travail, nous souhaitons souligner que
les glaces de spin sont des matériaux particulièrement attirants pour l’étude des
phénomènes critiques dynamiques. En effet, nous avons déjà mentionné dans le
premier chapitre que le temps typique de retournement d’un spin est relativement
élevé dans ces systèmes (de l’ordre de la microseconde τ0 = 1µs [Snyder et al.,
2004]), en comparaison de systèmes magnétiques plus communs. On peut alors
estimer le temps de relaxation τ au point critique par le raisonnement qui suit.

Pour commencer, l’échelle spatiale microscopique a est quant à elle de l’ordre
de la distance entre deux spins plus proches voisins dans le réseau pyrochlore :
a ≈ 3 Å. On utilise alors la définition de l’exposant critique dynamique z introduit
dans le chapitre 2, qui relie le temps caractéristique de corrélation τ à la longueur
caractéristique de corrélation ξ par

τ

τ0
=
(
ξ

a

)z
. (4.2)

Dans le présent chapitre nous établissons que z = 2 pour le dumbbell model au
point critique (Tc,∆c) avec une dynamique de single spin flip.

Ensuite, il est raisonnable de supposer une longueur de corrélation au point
critique de l’ordre de 103 a dans les expériences. Tout ceci nous permet d’aboutir
à l’estimation d’un temps de corrélation critique

τ ≈ 1 s. (4.3)

Cette valeur apparaît effectivement grande lorsqu’elle est comparée à celle qu’on
obtient dans un système ferromagnétique habituel, pour lequel le temps de re-
tournement d’un spin est typiquement la picoseconde τ0 = 10−12s, ce qui conduit
à

τferro ≈ 1µs. (4.4)
Pour cette raison, le ralentissement critique est plus facilement accessible expéri-
mentalement dans les glaces de spin, c’est pourquoi elles constituent un matériau
de choix dans l’étude des phénomènes critiques dynamiques.
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Figure 4.1 – Schéma du diagramme de phase du dumbbell model dans
le plan ν = −4,35 K. On s’intéresse dans ce chapitre à la dynamique du système
autour du point critique (T c,∆c) entre la phase fluide φ = 0 et la phase fragmentée
φ = +1.

4.1 Dynamique autour du point critique
Pendant cette thèse nous avons étudié numériquement la dynamique single

spin flip du dumbbell model autour du point critique (Tc,∆c). Dans cette première
partie nous présentons la fonction de d’autocorrélation temporelle du paramètre
d’ordre afin d’obtenir les temps caractéristiques du système.

Dans un système thermodynamique la longueur de corrélation diverge au point
critique, si bien que celui-ci n’atteint jamais l’équilibre si on le trempe sur ce point.
En pratique dans les simulations numériques, la longueur de corrélation est bornée
par la taille linéaire L du système : dans le cas d’un système 3D où le nombre de
spins est proportionnel à L3, comme c’est le cas pour le dumbbell model, cet effet
de taille finie est particulièrement contraignant.

4.1.1 Corrélation temporelle
Nous étudions l’évolution temporelle du paramètre d’ordre φ déjà introduit au

chapitre précédent. Ce paramètre d’ordre témoigne de la brisure de la symétrie
Z2 de la cristallisation ionique des charges sur le réseau diamant bipartite. Pour
rappel, sa définition est

φ = 1
N0

∑
i

φi où φi = εi ni (4.5)

avec N0 le nombre de sites du réseau diamant, εi la signature des deux sous-
réseaux cubiques à faces centrées (ε = +1 sur un des sous-réseaux et −1 sur
l’autre) et ni = 0, ± 1, ± 2 l’occupation du site i.
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Figure 4.2 – Autocorrélation temporelle du paramètre d’ordre local
φi pour le dumbbell model avec une dynamique de single spin flip
Metropolis (adimensionnée, voir équation (4.6)) à l’équilibre, pour différentes
températures et un potentiel chimique alterné fixé à ∆c. Le comportement est
typiquement une loi de puissance jusqu’à la troncature exponentielle due à la
longueur de corrélation. La longueur de corrélation est bornée par la taille du
système, ici 27648 spins, qui correspond à un temps de corrélation de l’ordre de
103 étapes Monte Carlo, voir équation (4.8).

En figure 4.2 sont tracées les autocorrélations temporelles d’équilibre de ce pa-
ramètre d’ordre à ∆c pour différentes températures au voisinage du point critique.
Elles sont définies par

Cφ(t) = 〈φi(0)φi(t)〉 − 〈φi(0)〉 〈φi(t)〉
〈φ2
i (0)〉 − 〈φi(0)〉2 (4.6)

À proprement parler, il s’agit de la corrélation de φi et non de φ. L’intérêt d’utiliser
une observable locale est qu’il en découle une meilleure statistique, les moyennes
〈·〉 portant sur les configurations initiales et sur chacun des sites de ces configu-
rations, ce qui rajoute un facteur 103 voire 104 pour les plus gros systèmes. En
faisant cela, on supprime la contribution des termes croisés 〈φi φj〉.

On observe sur cette figure une loi de puissance indicative de corrélations
critiques ainsi qu’un temps typique de décorrélation de l’ordre de τ = 103 étapes
Monte-Carlo. Le ralentissement critique est donc significatif sur une échelle de
temps modeste ; mais, comme nous l’avons mentionné, du fait de la taille finie
du système, il paraît difficile d’obtenir mieux. Un raisonnement similaire à (4.2)

100



4.1. Dynamique autour du point critique

conduit en effet, en écrivant à nouveau
τ

τ0
=
(
ξ

a

)z
(4.7)

à un temps caractéristique de relaxation

τ ≈ 2× 103 étapes Monte Carlo (4.8)

car dans les simulations 1 τ0 = 1 et ξ = L ×(4 a) : la longueur de corrélation maxi-
male est la taille du système L en nombre de cellules conventionnelles cubiques
de côté environ 4 a. La plus grande valeur de L raisonnablement atteignable dans
nos simulations est L = 12, le système contenant alors N = 16L3 = 27648 spins.
Ainsi, du fait de la taille finie du système, on ne peut donc espérer observer la
dynamique critique que sur une fenêtre de quelques milliers d’étapes Monte Carlo.
Malgré cela, la figure 4.2 présente toutes les caractéristiques attendues :

I pour T > Tc, la chute de la corrélation est de plus en plus tardive à mesure
qu’on se rapproche du point critique à Tc, la dynamique est de plus en plus
lente comme attendu pour le phénomène de ralentissement critique ;

I avant la chute de la corrélation, on observe une loi de puissance, c’est-à-
dire une droite dans ce graphique log/log. La corrélation présente donc un
comportement typique en

C(t) ∼ e−t/τ
tα

(4.9)

avec τ le temps de corrélation et α un exposant qu’on peut estimer grâce à
ces courbes à α ≈ 0,5 ;

I le système présente la dynamique la plus lente pour T = Tc, et le temps
typique de chute de la corrélation est de l’ordre de 103 étapes Monte Carlo, ce
qui correspond bien à l’échelle attendue du fait de la taille finie du système.

On peut néanmoins faire quelques remarques supplémentaires. Notamment,
pour une température inférieure à Tc (dans la figure, c’est la courbe isolée pour
T = 0,36 K), la dynamique est clairement différente. Cela s’explique par le fait que
le système est alors dans la phase cristal, contrairement au cas des températures
supérieures à Tc pour lesquelles le système est dans la phase fluide.

On remarque d’ailleurs sur la courbe correspondant à la température critique
une petite convexité, comme sur la courbe pour T < Tc. On est alors tenté de pen-
ser que la température critique obtenue au chapitre précédent est légèrement sous-
estimée. Cette convexité disparaît dans le bruit des mesures pour T = 0,3685 K.
Pour cette température la zone linéaire (en échelle logarithmique) est plus nette,
c’est pourquoi nous l’utiliserons dans la partie sur les rapports de fluctuation-
dissipation.

Ayant discuté les temps caractéristiques en jeu dans nos simulations par les
fonctions d’autocorrélation temporelle d’équilibre, nous abordons dans la partie
suivante l’étude des cycles d’hystérésis autour de ce point critique.

1. Une étape Monte Carlo correspond à N tentatives de retournement de spin avec N le
nombre de spins.

101



Chapitre 4. Dynamique du dumbbell model au point critique (Tc,∆c)

4.2 Hystérésis et loi d’échelle de Kibble-Zurek
Dans cette partie nous suivons la procédure développée par [Hamp et al., 2015].

Celle-ci se base sur le mécanisme de Kibble-Zurek présenté dans le chapitre 2. Le
principe est de tremper le système à travers le point critique à différentes vitesses.

Origine du cycle d’hystérésis
L’hystérésis est un phénomène connu autour des transitions de phase du pre-

mier ordre. Dans ce cas, lorsque le système est suffisamment proche de la ligne de
transition, la phase qui n’est pas la phase d’équilibre est métastable et est séparée
de la phase d’équilibre par une certaine barrière énergétique, de plus en plus basse
à mesure qu’on s’éloigne de la ligne de transition. Un système piégé dans l’état
métastable peut franchir la barrière en question par fluctuations thermiques. Ceci
prend un certain temps, d’autant plus long que la barrière est haute, et explique
que le système accuse un retard par rapport à la consigne lorsqu’on cherche à
lui faire traverser la ligne de transition. En faisant des allers-retours de part et
d’autre de cette ligne, on obtient un cycle d’hystérésis.

Ici, l’origine de l’hystérésis est tout autre. Si le système accuse un retard, c’est
à cause du ralentissement critique, cette fois propre aux transitions de phase du
second ordre. Il s’explique par le fait que le système doit développer des corré-
lations sur des échelles de plus en plus grandes à mesure qu’on l’approche du
point critique. L’effet de ce retard est le même : on obtient également un cycle
d’hystérésis ; mais le fait que l’origine de ce retard provienne de la criticalité du
système laisse espérer qu’il puisse y avoir une universalité dans ce phénomène et
a fortiori des lois d’échelle pour le caractériser. C’est l’idée derrière le protocole
de Kibble-Zurek.

4.2.1 Cycle d’hystérésis
En pratique, on effectue des variations cycliques de ∆ autour de ∆c à tempé-

rature T = Tc fixée. Le temps d’un cycle est noté 4 τQ : plus τQ est petit, plus les
cycles sont rapides et plus le système tombe hors équilibre « loin » (en terme de
(∆−∆c)/∆c) du point critique.

En toute rigueur, on construit le protocole de Kibble-Zurek en faisant varier ∆
linéairement en temps. Dans cette thèse nous avons fait varier ∆ sinusoïdalement
pour des raisons pratiques, sans que cela n’affecte ni le principe ni l’interprétation
du protocole. Dans nos simulations, la loi horaire de ∆ est

∆(t) = ∆c

(
1 + α sin

(
π t

2 τQ

))
(4.10)

avec α = 0,1 de sorte que ∆max = 1,1 ∆c ≈ 2,24 K et ∆min = 0,9 ∆c ≈ 1,83 K.
Pour 500 configurations initiales équilibrées à (Tc,∆c), on effectue une simulation
de durée 5 τQ, chacune des configurations parcourant alors les cinq portions de
cycle

∆c → ∆max → ∆c → ∆min → ∆c → ∆max (4.11)
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Figure 4.3 – Hystérésis du paramètre d’ordre φ à T = Tc pour ∆ variant
sinusoïdalement autour de ∆c, pour différentes périodes d’oscillation (un cycle
dure 4 τQ). La taille de système est 8192 spins. Le point noir est indicatif, il a pour
abscisse ∆c et pour ordonnée φ = 0,5. Les données sont des moyennes sur 500
configurations initiales.

Le résultat est présenté en figure 4.3. Le système développe une hystérésis
lorsqu’il tombe hors équilibre pour un temps tKZ défini par (voir le chapitre 2)

tKZ = τ
zνσ

1+zνσ
Q (4.12)

soit, en convertissant en terme de potentiel chimique alterné

∆(tKZ) = ∆c

(
1 + α sin

(
π

2 τ
− 1

1+z νσ
Q

))
(4.13)

qui correspond à un écart à ∆c d’autant plus grand que τQ est petit.
Comme mentionné précédemment, l’origine de cette hystérésis est la dyna-

mique critique du système. Pour cette raison on s’attend à une universalité du
phénomène qui se traduirait par une loi d’échelle. C’est ce qui est exploré ci-
dessous.

4.2.2 Loi d’échelle de Kibble-Zurek
L’étude des cycles d’hystérésis ainsi obtenus permet l’estimation des exposants

critiques z et νσ en exploitant la loi d’échelle (voir chapitre 2)

〈φ(t)〉 ∼ 1
t
δ/z
KZ

G
(

t

tKZ

)
(4.14)
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Figure 4.4 – Loi d’échelle de Kibble-Zurek pour les cycles d’hystérésis.
On trace en fonction de t/tKZ l’écart entre les valeurs du paramètre d’ordre φ
entre la montée et la descente pour un potentiel chimique alterné ∆ donné, renor-
malisé par tδ/zKZ . Nous avons utilisé les exposants du modèle d’Ising 3D avec une
dynamique de single spin flip Metropolis : νσ = 0,4 et z = 2,0. En pratique, ce
sont les valeurs qui conduisent au meilleur effondrement des différentes courbes.

où δ = 3−1/νσ. En notant ∆φhyst la différence entre les valeurs de φ sur les deux
branches du cycle d’hystérésis à (∆−∆c)/∆c donné, les tracés de la fonction

t
δ/z
KZ ∆φhyst = F

(
t

tKZ

)
(4.15)

pour plusieurs τQ s’effondrent sur une seule courbe maîtresse pour des exposants
νσ et z bien choisis. C’est effectivement ce que nous observons dans la figure 4.4.

Dans cette figure, les données pour τQ = 104 étapes Monte Carlo ont été
supprimées, puisqu’il est visible sur la figure 4.3 qu’il y a trop peu de points
dans la partie présentant une hystérésis. Pour les cinq autres valeurs de τQ, elles
s’effondrent sur une seule courbe lorsque nous utilisons les exposants propres à la
classe d’universalité du modèle d’Ising 3D avec une dynamique de single spin flip
Metropolis, à savoir [Wansleben et Landau, 1991]

νσ = 0,4 et z = 2,0 (4.16)

Ces valeurs sont à comparer à celles obtenues par [Hamp et al., 2015] pour le di-
polar spin ice model sous champ magnétique [111]. Ces auteurs trouvent après un
ajustement des données respectivement νσ = 0,42 et z = 1,85, qui sont également
des valeurs compatibles avec celles d’Ising 3D.
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À ce stade nous avons trouvé, à l’instar de [Hamp et al., 2015], une loi d’échelle
de Kibble-Zurek pour un point critique terminal dans les glaces de spin, mais cette
fois pour la cristallisation de monopôles sous potentiel chimique alterné. Une autre
différence réside dans l’utilisation du dumbbell model plutôt du dipolar spin ice
model. La similarité des résultats est un argument de plus pour apprécier la per-
tinence du dumbbell model à décrire la physique des glaces de spin. Nous sommes
néanmoins conscients que le point critique (Tc,∆c) est moins accessible expé-
rimentalement que celui sous champ magnétique [111]. Dans la partie suivante,
nous introduisons une autre méthode permettant de caractériser la criticalité d’un
système : l’étude du rapport de fluctuation-dissipation après une trempe sur le
point critique. Si nous menons cette étude pour le point (Tc,∆c), nous souhaitons
souligner qu’elle est tout à fait adaptable au point (Tc, H111

c ).

4.3 Relation de fluctuation-dissipation
Nous proposons dans cette nouvelle partie un point de vue indépendant du

précédent sur la dynamique lors d’une trempe sur le point critique. Nous nous
intéressons désormais au rapport de fluctuation-dissipation lors de cette évolution.
Ce dernier a été introduit dans le chapitre 2, nous présentons ici sa détermination
grâce au calcul de l’autocorrélation temporelle du paramètre d’ordre φ et de la
réponse de ce paramètre d’ordre à son champ conjugué, à savoir le potentiel
chimique alterné ∆. L’obtention de cette réponse a nécessité l’utilisation d’une
méthode de calcul, dite « sans champ » [Ricci-Tersenghi, 2003], [Berthier, 2007],
[Chatelain, 2003], que nous avons détaillée également dans le chapitre 2.

Ce type d’étude est habituellement utilisé pour caractériser la dynamique des
systèmes désordonnés qui présentent un vieillissement marqué [Bouchaud et al.,
1997]. Cependant il a été parfois appliqué également à l’étude de systèmes cri-
tiques, un exemple étant le travail de [Mayer et al., 2003]. C’est cette approche
que nous souhaitons reproduire pour le dumbbell model.

4.3.1 Trempe sur le point critique
Après avoir présenté les fonctions d’autocorrélation temporelle de φ à l’équi-

libre pour plusieurs températures autour du point critique, nous observons main-
tenant cette même corrélation lors d’une trempe depuis (T = 1000 K,∆c) vers
(T = 0,3685 K,∆c), pour plusieurs temps d’attente tw depuis la trempe. Plus
précisément, on calcule

Cφ(t, tw) = 〈φi(tw)φi(t)〉 − 〈φi(tw)〉 〈φi(t)〉
〈φ2
i (tw)〉 − 〈φi(tw)〉2 (4.17)

et on la trace en fonction de t− tw pour plusieurs tw. La trempe est instantanée :
les 500 configurations initiales sont équilibrées à (T = 1000 K,∆c), puis la tempé-
rature du thermostat est fixée à T = 0,3685 K et la simulation démarre. Ce choix
de température finale est justifié par le fait qu’à l’équilibre à cette température, la
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Figure 4.5 – Autocorrélation temporelle du paramètre d’ordre φ pour
le dumbbell model avec une dynamique de single spin flip Metropolis
(adimensionnée, voir équation 4.17) pendant une trempe de (T = 1000 K,∆c) à
(T = 0,3685 K,∆c), pour différents temps d’attente tw depuis la trempe. Pour tw
petit, le système est encore « chaud » et la corrélation tombe rapidement à zéro.
À l’inverse, dès que tw est de l’ordre de 103 étapes Monte Carlo, la corrélation
devient indépendante de tw et on retrouve la dynamique d’équilibre, voir figure
4.2.

corrélation en figure 4.2 ne présente plus de partie convexe. La dynamique corres-
pond alors mieux à ce qu’on attend d’une dynamique critique, en comparaison de
celle à la température critique Tc obtenue dans le chapitre précédent. Les données
sont tracées en figure 4.5. Dans cette figure on retrouve encore le fait que le temps
typique de relaxation au point critique est de l’ordre de 103 étapes Monte Carlo.
En effet, pour tw supérieur à cette valeur, la corrélation ne dépend plus de tw et
on retrouve la corrélation d’équilibre de la figure 4.2.

Nous comparons dans la partie suivante ces corrélations à la fonction de ré-
ponse de l’observable φ lors de la variation de son champ conjugué ∆, afin d’abou-
tir au rapport de fluctuation-dissipation.

4.3.2 Rapport de fluctuation-dissipation
Ayant pour but d’obtenir le rapport de fluctuation-dissipation pour caractéri-

ser le régime critique du dumbbell model, on est amené à calculer la fonction de
réponse

χφ(t, tw) = ∂〈φi〉(t)
∂∆i(tw) (4.18)
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4.3. Relation de fluctuation-dissipation

et on utilise pour cela la méthode sans champ introduite au chapitre 2. Pour rappel
cette méthode permet d’obtenir la fonction de réponse comme une corrélation

χφ(t, tw) = 〈φi(t)Rφi(t, tw)〉 (4.19)

avec 〈·〉 une moyenne sur les configurations initiales et les différents sites de cha-
cune de celles-ci, et Rφi la fonction auxiliaire définie par

Rφi(t, tw) =
t∑

t′=tw

Zφi(t′) (4.20)

où la somme porte sur toutes les tentatives de retournement de spin, et

Zφo(t′) =


+β∆φi si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆φi
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon

(4.21)

avec H l’hamiltonien du système. Le théorème de fluctuation-dissipation hors
équilibre (voir chapitre 2) s’écrit par conséquent, après division par 〈φ2

i (t)〉 −
〈φi(t)〉2, comme

T
〈φi(t)Rφi(t, tw)〉
〈φ2
i (t)〉 − 〈φi(t)〉2

= f

(
1− 〈φi(tw)φi(t)〉 − 〈φi(tw)〉 〈φi(t)〉

〈φ2
i (t)〉 − 〈φi(t)〉2

)
(4.22)

qu’on réécrit
T χ̃φ = f(1− C̃φ) (4.23)

où la réponse χ̃φ est donnée par

χ̃φ(t, tw) = 〈φi(t)Rφi(t, tw)〉
〈φ2
i (t)〉 − 〈φi(t)〉2

(4.24)

et la corrélation C̃φ par

C̃φ(t, tw) = 〈φi(tw)φi(t)〉 − 〈φi(tw)〉 〈φi(t)〉
〈φ2
i (t)〉 − 〈φi(t)〉2

(4.25)

qui n’est pas identique à la corrélation normalisée de l’équation (4.17). En l’état, le
théorème de fluctuation-dissipation relie deux grandeurs à deux temps t et tw. Le
tracé paramétrique de la réponse en fonction de la corrélation peut ainsi être tracé
en utilisant l’un ou l’autre de ces deux temps comme paramètre. Hors équilibre,
ces deux temps ne jouent pas le même rôle et le choix n’est pas anodin. Afin de
comparer nos résultats à ceux de la littérature, notamment [Mayer et al., 2003]
et [Prudnikov et al., 2015], on choisit d’utiliser tw comme paramètre. Le temps t
est alors fixé, et on présente les résultats dans la figure 4.6 pour plusieurs temps t.
Les valeurs de t sont choisies telles qu’elles permettent la chute de la corrélation
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Figure 4.6 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour le pa-
ramètre d’ordre φ. Le paramètre de tracé est le temps d’attente tw.
Le système de 27648 spins subit une trempe de (T = 1000 K,∆c) sur (T =
0,3685 K,∆c). Les données sont des moyennes sur 500 configurations initiales.
La limite des grands tw (corrélation petite) donnent des rapports de fluctuation-
dissipation étudiés en figure 4.7.

à zéro, c’est pourquoi elles sont supérieures au temps caractéristique d’équilibre
du système. Pour des valeurs de t plus grandes que 3× 106 étapes Monte Carlo,
l’écart au théorème de fluctuation-dissipation (en noir sur la figure) est de plus
en plus repoussé vers les corrélations nulles et par conséquent les données sont
difficilement exploitables.

Sur la figure 4.6, on observe que l’équilibre est atteint à grande corrélation
entre t et tw (1− C̃ petit), donc pour les tw grands comme attendu. La trace de la
partie hors équilibre se trouve au contraire dans la zone correspondant aux petites
corrélations. Un grossissement est proposé en figure 4.7. Une étude de cette zone
permet l’extraction du rapport de fluctuation-dissipation X∞ défini par (voir par
exemple [Mayer et al., 2003])

X∞ = lim
tw→∞

lim
t→∞

X(t,tw) (4.26)

où X(t, tw) est la pente du tracé paramétrique à t au point tw. Pour chacune des
données correspondant à différents t, on obtient les valeurs reproduites dans le
tableau 4.1. Ces valeurs sont compatibles avec le rapport de fluctuation-dissipation
du modèle d’Ising 3D au point critique X∞ = 0,38 (avec un algorithme heatbath)
[Prudnikov et al., 2015]. Il est intéressant de constater ceci après avoir montré dans
la partie précédente que le comportement critique dynamique du dumbbell model
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Figure 4.7 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour le
paramètre d’ordre φ. Le paramètre de tracé est le temps d’attente
tw. Le système de 27648 spins subit une trempe de (T = 1000 K,∆c) sur
(T = 0,3685 K,∆c). Sont tracés en traits pleins colorés des droites de pente
X∞ = 0,38 qui est la valeur du rapport de fluctuation-dissipation du modèle
d’Ising 3D avec une dynamique qui ne conserve pas le paramètre d’ordre (al-
gorithme heatbath) [Prudnikov et al., 2015]. Des ajustements de nos données
conduisent aux valeurs de X∞ présentées dans le tableau 4.1.

obéit à un exposant critique dynamique z identique à celui du modèle d’Ising 3D
avec le même type de dynamique. Ce sont ainsi deux indices concomitants pour
affirmer que le dumbbell model pourrait appartenir à la classe d’universalité du
modèle d’Ising 3D.

Par ailleurs, même si l’étude présentée concerne une trempe à T = 0,3685 K,
nous avons vérifié parallèlement que la même étude sur une trempe au point
critique Tc = 0,36752 K conduit à des résultats en tout point similaires.

Approche expérimentale
Nous avons déjà souligné que les glaces de spin sont des matériaux de choix

pour l’étude des dynamiques critiques, du fait des temps microscopiques singuliè-
rement longs. Si l’approche par le protocole de Kibble-Zurek proposée par [Hamp
et al., 2015] est pertinente, nous souhaitons également, pour conclure ce cha-
pitre, argumenter en faveur de l’autre type d’approche que nous avons proposé,
à savoir l’étude du rapport de fluctuation-dissipation. Comme nous l’avons déjà
mentionné, le point critique que nous étudions est difficilement atteignable expé-
rimentalement, puisque le potentiel chimique ν et le potentiel chimique alterné ∆
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t (éMC) X∞

3× 105 0,26± 0,05
5× 105 0,28± 0,03
1× 106 0,44± 0,02
3× 106 0,37± 0,02

Table 4.1 – Rapport de fluctuation-dissipation pour plusieurs temps
t en étapes Monte Carlo (éMC). Ces rapports sont extraits de la figure
4.7 par un ajustement linéaire de la portion pour 1 − C̃ proche de 1. L’erreur
est estimée en faisant varier la plage d’ajustement. Les valeurs sont compatibles
avec le rapport de fluctuation-dissipation du modèle d’Ising 3D au point critique
X∞ = 0,38 [Prudnikov et al., 2015].

dépendent principalement de la chimie des composés et ne sont par conséquent
pas modifiables facilement. L’augmentation de la pression est envisageable mais
celle-ci a une influence limitée et c’est pourquoi nous proposons également de
mener une étude similaire, non pas sur un point critique (Tc,∆c), mais sur le
point critique (Tc, H111

c ). Dans ce cas le paramètre d’ordre est directement lié à
l’aimantation, et par conséquent sa corrélation et sa réponse sont mesurables par
les procédés standards.

Une telle approche serait novatrice puisque les matériaux magnétiques habi-
tuels ont des temps microscopiques si petits que leur criticalité est masquée par
les temps expérimentaux de la trempe. Puisque dans ce chapitre nous avons pré-
senté de forts indices qui montrent que le dumbbell model appartient à la classe
d’universalité d’Ising 3D, c’est la criticalité de toute cette classe de modèles qui
est accessible expérimentalement par l’étude des glaces de spin.

Classe d’universalité
Nous souhaitons discuter ici l’appartenance du dumbbell model à la classe

d’universalité du modèle d’Ising 3D. Il y a deux effets principaux à observer.
D’un côté, la cristallisation de monopôles brise la symétrie Z2 des sous-réseaux,
c’est pourquoi on peut attendre effectivement que le système soit dans la classe
d’universalité du modèle d’Ising 3D. De l’autre côté, les interactions à longue
portée motiveraient plutôt des exposants critiques de champ moyen [Fisher, 1994].
Pour les liquides de Coulomb, la question a été tranchée en faveur de l’universalité
d’Ising [Luijten et al., 2002] ; mais pour ces derniers la symétrie du système est
continue (et non discrète comme c’est le cas pour le dumbbell model qui est un
modèle sur réseau). Pour une symétrie continue les interactions à longue portée
sont écrantées par des corrélations de type Debye-Hückel qui ne brisent pas la
symétrie continue. Le cas du dumbbell model est différent : sur réseau, c’est la
brisure de la symétrie Z2 qui écrante les interactions longue portée (on peut penser
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notamment au calcul de Madelung pour l’énergie du cristal ionique parfait) ; ce
qui est un argument de poids en plus pour justifier la classe d’universalité d’Ising ;
et c’est effectivement celle que nous avons déterminée dans ce chapitre.

Le chapitre suivant s’intéresse à une autre dynamique hors équilibre, propre à
la phase fluide.
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∆ = 0 K après une trempe
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On consacre ce dernier chapitre à l’étude d’un régime hors équilibre exhibé
par [Castelnovo et al., 2010]. Il concerne la phase glace de spin à potentiel chimique
alterné ∆ nul, qu’on trouve par exemple dans les glaces de spin conventionnelles
Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7.

Dans la première partie on présente le mécanisme microscopique conduisant
à l’apparition de ce régime, ainsi que les temps caractéristiques associés. Les par-
ties suivantes inscrivent ce chapitre dans la continuité des chapitres précédents
puisqu’on caractérise ce régime hors équilibre par la violation des relations de
fluctuation-dissipation. Les températures effectives qui ressortent de cette étude
sont discutées, en commençant par leur robustesse face à des changements de pa-
ramètres extérieurs (température et potentiel chimique), puis leur signification,
et pour finir leur pertinence expérimentale.

5.1 Régime des paires non-contractibles
Le régime hors équilibre en question s’obtient par piégeage de charges sur des

tétraèdres voisins dans des configurations, dites non-contractibles, où le retourne-
ment du spin central ne conduit pas à l’annihilation de celles-ci. Ce régime, qu’on
appelle « régime des paires liées » (ou « des paires non-contractibles »), s’obtient
après une trempe thermique sous T 6 0,2 K. Le potentiel chimique ν et le po-
tentiel chimique alterné ∆ n’ont pas d’influence sur cette température puisque,
comme nous le verrons, le piégeage des charges est lié à l’interaction coulombienne
entre celles-ci.

Avant d’aborder l’étude de ces trempes, on débute ce chapitre par une dis-
cussion préliminaire sur la dynamique du dumbbell model dans la phase glace de
spin à l’équilibre à basse température.

5.1.1 Glaces de spin à basse température
On étudie le dumbbell model avec ∆ = 0 K et ν = −4,35 K (qui correspond

au cas de Dy2Ti2O7), toujours par un algorithme de single spin flip Metropolis.
La dynamique du système se reflète dans le comportement de l’autocorrélation
temporelle normalisée des spins à l’équilibre. Cette corrélation CS(t) s’exprime
par

CS(t) = 〈Si(0)Si(t)〉 − 〈Si(0)〉 〈Si(t)〉
1− 〈Si(0)〉2 (5.1)

où 〈·〉 désigne une moyenne sur les configurations initiales et sur les spins dans
chacune des configurations. Elle est montrée en figure 5.1 pour plusieurs tempé-
ratures. Son comportement est exponentiel, et la constante de temps τ associée
suit une loi d’Arrhénius

τ = τ0 e∆E/T (5.2)

avec ∆E la barrière énergétique typique à l’échelle microscopique. On obtient τ
par un ajustement exponentiel des fonctions de corrélation de la figure 5.1, puis
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5.1. Régime des paires non-contractibles
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Figure 5.1 –Autocorrélation temporelle de l’aimantation pour le dumb-
bell model avec une dynamique de single spin flip Metropolis (adimen-
sionnée, voir équation (5.1)) à l’équilibre, pour différentes températures. Le com-
portement est très bien ajusté par une loi exponentielle, avec une constante de
temps τ qui suit une loi d’Arrhénius, voir figure 5.2. Sous T = 0,4 K, la dyna-
mique devient trop lente pour que nous puissions équilibrer le système en un temps
raisonnable. La figure résulte d’une moyenne sur 10000 configurations initiales.

on trace ln τ en fonction de 1/T dans la figure 5.2. L’ajustement de ces points par
une droite permet l’obtention de

∆E = 6,7 K et τ0 ≈ 10−2 étapes Monte Carlo (5.3)

Cette barrière énergétique typique est en accord avec le résultat de [Jaubert
et Holdsworth, 2011]. Dans ce papier, les temps de corrélation obtenus expéri-
mentalement par [Snyder et al., 2004] sont ajustés par une loi d’Arrhénius avec
∆E = 6,66 K. Bien que la gamme de températures que nous avons explorée
(de 1 K jusqu’à 0,4 K) concerne des températures plus petites que celle étudiées
dans [Jaubert et Holdsworth, 2011] (entre 2 K et 1 K), nous obtenons une valeur
de ∆E similaire.

Remarquons cependant que cette valeur de ∆E ne correspond pas au retour-
nement d’un spin appartenant à deux tétraèdres 2in/2out. Ce dernier conduit en
effet à la création de deux charges de signes opposés sur des sites voisins : l’énergie
en jeu est donc

− 2 ν + u(a) ≈ 5,6 K (5.4)

où u(a) = −3,07 K est l’énergie potentielle coulombienne de deux charges de signes
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Figure 5.2 – Comportement Arrhénius de la constante de temps expo-
nentielle de l’autocorrélation temporelle de l’aimantation à l’équilibre
thermique. La constante de temps τ est obtenue par un ajustement exponen-
tiel des fonctions d’autocorrélation temporelle figure 5.1. On a ensuite ajusté ces
constantes de temps par une loi d’Arrhénius. Cet ajustement permet de dégager
une barrière énergétique typique ∆E = 6,7 K, cohérente avec la valeur obtenue
précédemment par [Jaubert et Holdsworth, 2011].

opposés séparées de a = 4,3 Å, la distance entre deux sites du réseau diamant des
centres des tétraèdres.

Interprétation de la barrière ∆E = 6,7 K
Cette barrière énergétique est actuellement mal comprise. Elle s’insère entre

deux régimes :
I à (très) basse température, on attend théoriquement 1 à ce que le coût d’une

excitation élémentaire dans le système soit celui de la création d’une charge
dans le dumbbell model : c’est donc directement le potentiel chimique −ν =
4,35 K ;

I à plus haute température (au dessus de 1 K, au début du plateau du régime
tunnel [Jaubert et Holdsworth, 2011] discuté au chapitre 1), la densité de
charges est plus importante, l’interaction coulombienne est écrantée et on
retrouve une physique du nearest neighbor spin ice model où le coût de
création d’une charge est 2 Jeff = 2,2 K. Dans le formalisme des charges,
cela revient à un potentiel chimique effectif νeff différent de ν du fait des

1. Aucune mesure expérimentale ne rend compte de cette barrière à notre connaissance.
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5.1. Régime des paires non-contractibles

interactions coulombiennes écrantées

νeff = ν − kB T ln γ (5.5)

avec γ un coefficient d’activité [Kaiser et al., 2018].
Un autre point de vue sur ces deux régimes est de dire que les charges sont
confinées par les interactions coulombiennes à basse température (physique du
dumbbell model), alors qu’elles sont déconfinées du fait de l’écrantage à plus
haute température (et on retrouve une physique du nearest neighbor spin ice
model). On s’attend par ce raisonnement au passage d’une loi d’Arrhénius avec
∆E = 2,2 K vers une autre loi d’Arrhénius avec ∆E = 4,3 K. Dans une gamme
de températures intermédiaires, une troisième loi d’Arrhénius avec une barrière
effective ∆E = 6,7 K [Jaubert et Holdsworth, 2011] est difficilement interprétable.
Une piste proposée repose sur une analogie avec les liquides surfondus, et utilise
une loi de Vogel–Tammann–Fulcher plutôt qu’une loi d’Arrhénius [Kassner et al.,
2015].

Aux températures qui nous intéressent dans la suite (typiquement T = 0,1 K),
une extrapolation de l’équation (5.2) suggère un temps typique

τ(1 K) = 3× 1027 étapes Monte Carlo (5.6)

ce qui montre que les degrés de liberté de spins équilibrés à cette température
ont une dynamique extrêmement lente. Sur une échelle de temps accessible (108

étapes Monte Carlo), les spins sont ainsi gelés à l’équilibre.
Étudions maintenant l’évolution du système après une trempe thermique. Par-

tant d’une configuration équilibrée à haute température (par exemple 1 K) où la
densité de charges est 2× 10−2 par tétraèdre, on trempe le système à T = 0,1 K.
Le déplacement des charges déjà existantes ne nécessite pas de coût énergétique
important. Au contraire même, le rapprochement d’une charge + et d’une charge
− est favorable énergétiquement du fait de l’attraction coulombienne. A priori,
les charges se rapprochent donc jusqu’à s’annihiler. La création d’une paire de
charges coûte 5,6 K (équation (5.4)) et sa probabilité dans une dynamique de
Metropolis est exponentiellement faible

e−5,6/0,1 ≈ 10−25 (5.7)

Pour des simulations de 3456 spins pendant 108 étapes Monte Carlo, ce processus
n’intervient jamais. Ainsi, après la disparition de toutes les charges déjà existantes
par diffusion / annihilation, le retournement d’un spin est si improbable que le
système est mort 2.

Cette phase de diffusion / annihilation dure pendant un temps typique inver-
sement proportionnel à la densité initiale (voir [Castelnovo et al., 2010]), c’est-à-
dire une centaine d’étapes Monte Carlo pour un système initialement thermalisé

2. Il faut mentionner néanmoins que cela est dû à la dynamique par single spin flip. La
frustration des états fondamentaux permet en effet des mouvements collectifs de spins (la boucle
minimale comprenant 6 spins) à coût énergétique nul.
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Chapitre 5. Dynamique du dumbbell model à ∆ = 0 K après une trempe
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Figure 5.3 – Densité de charges par tétraèdre pour le dumbbell model
en fonction du temps après une trempe. Le temps est en étapes Monte Carlo.
Les configurations initiales de 3456 spins (et 1728 sites) sont équilibrées à 1 K.
Elles subissent une trempe thermique à la température T au temps t = 0. La dyna-
mique est un algorithme de single spin flip de Metropolis. Les courbes sont moyen-
nées sur 10000 configurations initiales. La densité de monopôles doubles est nulle
à ces températures dans nos simulations, il s’agit donc uniquement de monopôles
simples. Les plateaux correspondent au régime des paires non-contractibles. Pour
notre taille de système il y a en moyenne une à quatre paires non-contractibles
dans le système. Le temps typique de fin du plateau est correctement reproduit
par une loi d’Arrhénius avec une barrière énergétique ∆E = 1,47 K. Cela est
discuté ultérieurement dans le texte.
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5.1. Régime des paires non-contractibles

Figure 5.4 – Schéma d’une paire non-contractible. Le retournement du spin
central conduit pour le tétraèdre du bas à une configuration 4in et pour celui du
haut à une configuration 4out, et non à des configurations 2in/2out. Pour cette
raison on qualifie la paire de « non-contractible ». Du fait de la création de doubles
monopôles, le retournement a un coût énergétique d’environ ∆E = 17 K, et sa
probabilité est très faible : à T = 0,1 K, il vaut e−∆E/T ≈ 10−74. Par ailleurs,
la séparation spatiale des charges par le retournement d’un spin voisin nécessite
d’aller contre l’attraction coulombienne. Par conséquent la paire de charges est
piégée pendant un temps associé à la barrière coulombienne ∆E = 1,47 K, voir
[Castelnovo et al., 2010]. On estime alors que le temps typique d’annihilation de
la paire est e∆E/T ≈ 106 étapes Monte Carlo à T = 0,1 K, ce qui correspond au
temps de sortie du plateau sur la figure 5.3.

à 1 K. C’est effectivement ce qui est observé en figure 5.3 pour T = 0,3 K. Dans
cette figure, nous avons tracé la densité de charges par tétraèdre en fonction du
temps pour plusieurs températures de trempe. On remarque qu’à plus basse tem-
pérature cependant, la densité de charges présente un plateau observé et compris
par [Castelnovo et al., 2010], qui est le sujet de ce chapitre.

5.1.2 Paires non-contractibles
Les plateaux observés dans la figure 5.3 résultent d’une situation microscopique

identifiée par Castelnovo et al.
Lors du processus de diffusion des charges, celles-ci peuvent se retrouver pié-

gées dans la configuration explicitée en figure 5.4, dite non-contractible.
Dans cette configuration, le retournement du spin commun aux deux tétraèdres

conduit en effet à la création de deux doubles charges (4in et 4out). À titre
indicatif, l’énergie en jeu dans le retournement du spin est

− 8 ν + 4u(a)−
(
− 2 ν + u(a)

)
≈ 17 K (5.8)

et sa probabilité dans une dynamique de Metropolis est

e−17/0,1 ≈ 10−74 (5.9)
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Chapitre 5. Dynamique du dumbbell model à ∆ = 0 K après une trempe

Figure 5.5 –Mécanisme minimal conduisant à l’annihilation d’une paire
non-contractible. Il comporte cinq retournements de spin. L’éloignement spatial
des pôles est cinétiquement bloqué par l’attraction coulombienne. La barrière
coulombienne associée à la séparation maximale des charges lors de ce mécanisme
est ∆E = 1,47 K, que le système franchit par fluctuations thermiques. La figure
est empruntée à [Castelnovo et al., 2010].

ce qui le rend inexistant dans nos simulations.
L’annihilation de cette paire de charges nécessite donc une séparation spa-

tiale puis une nouvelle approche par un spin différent. Le mécanisme minimal
est présenté en figure 5.5, il requiert le retournement successif de 5 spins ; mais
l’attraction coulombienne de deux charges les bloque cinétiquement. La barrière
coulombienne associée vaut 1,47 K, estimée à partir de l’écartement spatial maxi-
mal entre les deux charges lors du processus minimal en figure 5.5. Le système
la franchit par fluctuation thermique. L’origine du plateau pour la densité de
charges à basse température de trempe s’explique entièrement par cette barrière
coulombienne.

En traitant le franchissement de cette barrière comme le retournement d’un
seul spin, son poids de Boltzmann à T = 0,3 K est

e−1,47/0,3 ≈ 7× 10−3. (5.10)

Dans une dynamique Metropolis, il est suffisamment probable pour avoir lieu
en un temps similaire à celui de diffusion / annihilation des autres charges. Il
n’apparaît ainsi pas de plateau pour la densité de charge en fonction du temps.
Au contraire, pour T = 0,1 K, ce poids devient

e−1,47/0,1 ≈ 4× 10−7 (5.11)

ce qui est approximativement l’ordre de grandeur de l’inverse du nombre d’étapes
Monte Carlo nécessaire à la disparition du plateau à cette température, voir figure
5.3.
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Figure 5.6 – Énergie moyenne par tétraèdre pour le modèle dumbbell en
fonction du temps (en étapes Monte Carlo). Les conditions sont les mêmes
que celles de la figure 5.3. L’énergie du système est gouvernée par l’énergie propre
des paires non-contractibles (et non par les interactions à longue portée), ce qui
explique la similarité entre le comportement de l’énergie et celui de la densité de
monopôles en figure 5.3.

5.1.3 Dynamique dans le régime des paires non-contractibles
Dans la suite du chapitre on s’intéresse à trois observables, à savoir les spins,

la densité de charges et l’énergie. Dans la partie suivante, nous les étudierons
par leur fonction de corrélation. On commence ici par analyser leur trace tempo-
relle. Précisons que, par continuité avec les chapitres précédents, nous utilisons
le dumbbell model pour nos simulations, à la différence de l’article [Castelnovo
et al., 2010] dans lequel les simulations sont basées sur le dipolar spin ice model.

On montre en figure 5.6 l’énergie en fonction du temps dans les mêmes condi-
tions que celles de la figure 5.3. On observe que l’énergie présente un comporte-
ment très similaire à celui de la densité de charge.

Cela est attendu dans le nearest neighbor spin ice model puisque l’énergie y est
exactement proportionnelle au nombre de charges. Cependant le dumbbell model
contient en plus du terme de potentiel chimique un terme coulombien à longue
portée, qui ne semble pas affecter le comportement de l’énergie ici. Nous pouvons
expliquer cela. Dans le régime des paires liées, les seules charges existantes sont
piégées par paires non-contractibles. Ces paires sont a priori réparties aléatoire-
ment dans le système puisqu’une fois piégées elles ne peuvent pas se déplacer.
Pour une trempe depuis 1 K, le densité de paires non-contractibles se lit sur les
plateaux la figure 5.3. Elle est de l’ordre de 5 × 10−3. Dans nos simulations de
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Chapitre 5. Dynamique du dumbbell model à ∆ = 0 K après une trempe

3456 spins, soit N = 1728 tétraèdres, on attend ainsi environ quatre paires pié-
gées. Ce nombre faible justifie une approximation dipolaire de l’interaction entre
deux paires. La distance typique entre elles est L = aN1/3 et l’énergie est par
conséquent 3, en ordre de grandeur,

µ0 µ
2

π L3 ≈ 3× 10−3 K (5.12)

où µ = 10µB est le moment magnétique associé aux spins. Cette énergie est trois
ordres de grandeur plus faible que l’énergie intrinsèque des paires liées de 5,6 K,
ce qui explique a posteriori que l’énergie d’interaction entre paires est négligeable
devant leur énergie propre et que l’énergie totale a le même comportement que la
densité de charges.

Le régime des paires liées est donc grossièrement représenté par un gaz de
paires liées sans interaction. Le seul mécanisme en jeu est la fluctuation des spins
voisins de ces paires liées, qui à terme conduit à l’annihilation de celles-ci, en un
temps typique correspondant à une barrière d’attraction coulombienne à franchir
par fluctuation thermique. Il est remarquable que ce régime s’interprète si aisé-
ment en terme de charges magnétiques alors que son interprétation dans le langage
des spins est beaucoup moins directe. Par ailleurs, ce régime est entièrement dicté
par l’interaction coulombienne à longue portée. C’est elle qui ralentit la séparation
spatiale des charges. En un sens, l’existence des plateaux dans les simulations du
dipolar spin ice model est un plaidoyer pour la pertinence du dumbbell model.

En gardant en tête notre volonté de caractériser cette dynamique fortement
hors équilibre par la violation du théorème de fluctuation-dissipation, nous exami-
nons dans la prochaine partie les fonctions de corrélation des observables densité
de charges et énergie.

5.2 Vieillissement et corrélations hors équilibre

La dynamique du dumbbell model dans le régime des paires non-contractibles
se manifeste notamment dans les fonctions de corrélation des observables. Nous
avons vu que la vaste majorité des spins était complètement gelée aux tempéra-
tures de trempe qui nous intéressent, les seuls spins dynamiques étant ceux au
voisinage des paires liées. Étant peu nombreux, leur trace dans la fonction d’au-
tocorrélation temporelle de l’aimantation est minime et cette dernière n’évolue
pas. C’est pourquoi dans cette partie nous nous concentrerons uniquement sur la
densité de charges et l’énergie.

3. Par construction du dumbbell model la charge magnétique est en effet Q = 2µ/a (voir
[Castelnovo et al., 2008] et chapitre 1).
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5.2. Vieillissement et corrélations hors équilibre

5.2.1 Vieillissement
On définit les fonctions de d’autocorrélation temporelle normalisées de la den-

sité de charges et de l’énergie par

CQ(t, tw) = 〈|ni|(tw) |ni|(t)〉 − 〈|ni|(tw)〉 〈|ni|(t)〉
〈|ni|2(tw)〉 − 〈|ni|(tw)〉2 (5.13)

avec ni = 0, ± 1, ± 2 l’occupation des tétraèdres par des charges positives ou
négatives, et

CE(t, tw) = 〈E(tw)E(t)〉 − 〈E(tw)〉 〈E(t)〉
〈E2(tw)〉 − 〈E(tw)〉2 . (5.14)

Dans l’équation (5.13), l’observable est la densité de charge en nombre, d’où l’uti-
lisation (ici et dans la suite du chapitre) de |ni|.

Ces deux corrélations sont tracées en figures 5.7 pour plusieurs temps d’attente
tw, la trempe thermique de 1 K à T = 0,12 K étant effectuée à t = 0. L’abscisse
est le temps t − tw écoulé depuis le temps d’attente. Les deux corrélations, pour
la densité et l’énergie, sont à nouveau très similaires comme nous aurions pu
l’attendre suite à nos remarques quant au fait que l’énergie totale est dominée
par l’énergie propre des paires liées. D’après la figure 5.3, pour T = 0,12 K les
paires liées s’annihilent en un temps typique de 105 étapes Monte Carlo (la densité
de charges par tétraèdre passe sous 10−4 à ce temps). Ce temps correspond à celui
pour lequel la corrélation tombe à 0 pour un temps d’attente tw long, ce qui montre
que la dynamique dans le régime des paires liées n’est gouvernée que par un seul
temps caractéristique.

Le vieillissement du système s’étudie par les courbes correspondant à un temps
d’attente plus petit. La corrélation fait ressortir deux temps caractéristiques : l’un
lié à la disparition des paires contractibles, et l’autre lié à celle des paires non-
contractibles. Commençons par la courbe pour tw = 0. L’abscisse est alors direc-
tement le temps total depuis la trempe. À l’équilibre à 1 K, un système de 3456
spins contient en moyenne une trentaine de charges. Après la trempe, les charges
se déplacent par le processus de diffusion/annihilation discuté précédemment. La
dynamique associée est rapide et cela se traduit sur la fonction d’autocorrélation
temporelle par une chute à 0 elle aussi rapide, en un temps typique de 10 étapes
Monte Carlo qui est à mettre en regard du temps typique pour rentrer dans le
régime des paires liées, voir les plateaux de la figure 5.3. Les courbes suivantes,
pour tw = 2 jusqu’à tw = 12 étapes Monte Carlo capturent la même physique :
sur l’exemple de tw = 2, on atteint pour la corrélation un plateau en 10 étapes
Monte Carlo qui correspond à nouveau à l’entrée dans le régime des paires liées.
Pour tw & 10, les paires contractibles ont disparu et la dynamique est entièrement
dictée par l’annihilation des paires non-contractibles. La chute de la corrélation
vers 0 se fait aux alentours d’un temps typique de 105 étapes qui correspond bien
pour T = 0,12 K au temps d’annihilation des paires liées. En d’autres termes, le
vieillissement du système est trivial en ce sens qu’il est déjà entièrement capturé
par les fonctions à un temps figure 5.3 et 5.6.
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Figure 5.7 – Autocorrélation temporelle après la trempe pour plusieurs
temps d’attente tw. (Gauche) Pour la densité de charges. (Droite) Pour l’éner-
gie. Les autocorrélations sont normalisées, voir les expressions (5.13) et (5.14). Le
temps en abscisse est en étapes Monte Carlo. La trempe a lieu pour t = 0. Dès
que tw dépasse 100 étapes Monte Carlo (qui est le temps nécessaire au système
pour atteindre le régime des paires liées), toutes les courbes deviennent similaires :
la corrélation devient indépendante du temps d’attente tw, comme dans un cas
d’équilibre. Pour la figure, le système de 3456 spins est initialement à 1 K et la
température de la trempe est T = 0,12 K. Les courbes sont obtenues par moyenne
sur 1000 configurations initiales.

Remarquons que la disparition des paires liées ne concerne qu’un petit nombre
de spins : le processus en jeu peut être qualifié de local. Cette situation est donc
assez éloignée d’un comportement vitreux, où on s’attend à un système qui évo-
lue vers l’équilibre de plus en plus lentement, les échelles spatiales en jeu étant
de plus en plus grandes, et les échelles énergétiques très étendues. Dans notre
cas, la dynamique est seulement dictée par un blocage cinétique des charges et
une activation thermique des spins 4. La seule échelle énergétique est la barrière
coulombienne de séparation des charges liées, que nous souhaitons maintenant
mesurer.

5.2.2 Corrélations dans le régime des paires non-contractibles
Nous observons sur la figure 5.7 qu’une fois le régime des paires liées atteint,

pour tw > 100, la corrélation est indépendante du temps d’attente tw (dans la
mesure où celui-ci est tel que 105 − tw ≈ 105). En conséquence il est légitime de
considérer les corrélations à un temps

CQ(t− tw) = 〈|ni|(tw) |ni|(t− tw)〉 − 〈|ni|(tw)〉 〈|ni|(t− tw)〉
〈|ni|2(tw)〉 − 〈|ni|(tw)〉2 (5.15)

4. On entend par là que les seuls spins susceptibles de fluctuer sont ceux à proximité des
paires liées.
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Figure 5.8 – Autocorrélation temporelle dans le régime des paires liées.
(Gauche) Pour la densité de charges. (Droite) Pour l’énergie. L’autocorrélation est
normalisée, voir les équations (5.15) et (5.16). Elles correspondent aux corrélations
obtenues pour un temps d’attente tw = 2000 étapes Monte Carlo, en fonction du
temps, pour différentes températures de trempe. Les courbes sont obtenues par
moyenne sur 1000 configurations initiales. Les corrélations suivent correctement
un comportement exponentiel, les constantes de temps associées sont données en
figure 5.9. Elles vérifient une loi d’Arrhénius avec un barrière énergétique ∆E
compatible avec celle de [Castelnovo et al., 2010].

et
CE(t− tw) = 〈E(tw)E(t− tw)〉 − 〈E(tw)〉 〈E(t− tw)〉

〈E2(tw)〉 − 〈E(tw)〉2 (5.16)

tracées pour plusieurs températures de trempe dans les figures 5.8. En pratique
on a pris pour ces figures tw = 2000 étapes Monte Carlo.

Plus la température de trempe est basse moins les fluctuations thermiques sont
importantes, ce qui allonge le temps nécessaire au franchissement de la barrière
coulombienne. Les corrélations sont correctement ajustées par une loi exponen-
tielle ce qui permet l’extraction d’une constante de temps τ pour chacune des
deux observables densité et énergie. Ces constantes de temps vérifient une loi
d’Arrhénius, voir figure 5.9.

Les barrières énergétiques obtenues sont ∆E = 1,3 K pour la densité de
charges et ∆E = 1,2 K pour l’énergie. Elles sont cohérentes avec la valeur 1,47 K
proposée par [Castelnovo et al., 2010]. Notons que ces auteurs décrivent en fait
une distribution de barrières énergétiques d’écart-type de 0,1 K attribué à la pré-
sence d’autres paires non-contractibles dans le système. Le faible écart entre nos
valeurs et celle des auteurs est de l’ordre de cet élargissement.

À ce stade nous avons retrouvé dans le dumbbell model toute la physique du
régime hors équilibre des paires liées, déjà observé dans le cas du dipolar spin ice
model. C’est un résultat en soi remarquable puisque dans le cadre du dipolar spin
ice model les états 2in/2out voient leur dégénérescence levée et donnent lieu à une
largeur de bande d’environ 0,1 K (voir chapitre 1), qui est de l’ordre de grandeur
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Figure 5.9 – Comportement Arrhénius de la constante de temps ex-
ponentielle de l’autocorrélation temporelle dans le régime des paires
liées. (Gauche) Pour la densité de charges. (Droite) Pour l’énergie. La constante
de temps τ est obtenue par un ajustement exponentiel des fonctions d’autocorré-
lation temporelle figure 5.8. On a ensuite ajusté ces constantes de temps par une
loi Arrhénius. Cet ajustement permet de dégager une barrière énergétique typique
∆E = 1,3 K pour la densité de charges (resp. 1,2 K pour l’énergie), en accord
raisonnable avec la barrière énergétique ∆E = 1,47 K qui dicte la disparition des
paires non-contractibles, voir [Castelnovo et al., 2010].

des températures que nous utilisons. Le fait que cette levée de dégénérescence
n’ait pas d’impact sur les temps typiques de corrélation confirme la pertinence du
dumbbell model dans le cadre du régime des paires liées.

La suite du chapitre concerne notre contribution à l’étude de cette physique.
Plus particulièrement, nous apportons un point de vue inédit sur la dynamique
des glaces de spin dans le régime des paires liées. Après l’avoir précédemment
abordé par les fonctions de corrélation, nous présentons dans la partie suivante
les graphiques de fluctuation-dissipation qui nous ont permis d’aboutir à des tem-
pératures effectives pour les trois observables d’intérêt : les spins, la densité de
charges et l’énergie.

5.3 Relations de fluctuation-dissipation dans le
régime des paires liées

Cette partie contient notre contribution à l’étude du régime des paires liées.
Nous y exposons l’obtention de graphiques de fluctuation-dissipation (réponse vs.
corrélation) et la mesure de températures effectives par le rapport de fluctuation-
dissipation, les principes généraux de ces méthodes et leur intérêt ayant été dé-
taillés au chapitre 2. Nous avons pour cela implémenté la méthode sans champ
(voir chapitre 2 également), qui permet de calculer les fonctions de réponse sans
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5.3. Relations de fluctuation-dissipation dans le régime des paires liées

avoir à appliquer un champ extérieur. Grâce à celle-ci, les fonctions de réponses
des différentes observables d’intérêt peuvent être calculées dans la même simu-
lation en construisant les fonctions auxiliaires dont nous rappelons la définition
pour une observable A :

RA(t, tw) =
t∑

t′=tw

ZA(t′) (5.17)

où la somme porte sur toutes les tentatives de retournement de spin, avec

ZA(t′) =


+β∆A si ∆H > 0 et le spin flip est accepté

− β∆A
eβ∆H−1 si ∆H > 0 et le spin flip est rejeté

0 sinon

(5.18)

avec A l’observable étudiée et H l’hamiltonien du système. L’application aux trois
observables Si, |ni| et E est explicitée au chapitre 2 (à nouveau nous étudions la
densité de charges en nombre d’où l’utilisation de |ni| et non ni). En pratique,
malgré cette méthode novatrice, le calcul des fonctions de réponse est plus difficile
que celui des corrélations, ce qui explique l’augmentation du nombre de configura-
tions initiales utilisées : nous sommes passé à 40000 pour les moyennes statistiques
(au lieu de 1000 pour les corrélations précédemment présentées).

L’obtention des fonctions de réponse permet leur comparaison aux fonctions
de corrélation à un temps (figure 5.8) dans des graphiques dits de fluctuation-
dissipation. Nous explicitons ces derniers successivement pour les trois obser-
vables, en commençant par la densité de charges.

5.3.1 Densité de charges
Pour la densité de charges, le graphique de fluctuation-dissipation est le tracé

paramétrique de f telle que

T
〈|ni|(t)R|ni|(t, tw)〉
〈|ni|2(t)〉 − 〈|ni|(t)〉2

= f

(
1− 〈|ni|(tw) |ni|(t)〉 − 〈|ni|(tw)〉 〈|ni|(t)〉

〈|ni|2(t)〉 − 〈|ni|(t)〉2

)
(5.19)

qu’on réécrit
T χ̃Q = f(1− C̃Q) (5.20)

où la réponse χ̃Q est donnée par

χ̃Q(t, tw) =
〈|ni|(t)R|ni|(t, tw)〉
〈|ni|2(t)〉 − 〈|ni|(t)〉2

(5.21)

et la corrélation C̃Q par

C̃Q(t, tw) = 〈|ni|(tw) |ni|(t)〉 − 〈|ni|(tw)〉 〈|ni|(t)〉
〈|ni|2(t)〉 − 〈|ni|(t)〉2

(5.22)
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Figure 5.10 –Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour la den-
sité de charges. Le paramètre est le temps d’attente tw. Le temps d’attente
débute à tw = 500 étapes Monte Carlo après la trempe. Le temps total est fixé
t = 3,6× 105 étapes Monte Carlo. Les points résultent d’une moyenne sur 40000
configurations initiales de 3456 spins. La température de trempe est T = 0,1 K.
On distingue deux régimes. Pour les temps d’attente longs (corrélation proche
de 1), le rapport de fluctuation-dissipation X = 2,23 est obtenu par un ajuste-
ment linéaire des dix premiers points. Ils correspondent aux temps entre tw = 105

et 3,6 × 105 étapes Monte Carlo. La température effective correspondante est
Teff = T/X ≈ 0,04 K. Pour les temps d’attente courts (corrélation faible), le rap-
port de fluctuation-dissipation X = 2,97 est obtenu par un ajustement linéaire des
80 derniers points. Ils correspondent aux temps entre tw = 500 et 2× 104 étapes
Monte Carlo. La température effective correspondante est Teff = T/X ≈ 0,03 K.

Remarquons que nous étudions la densité locale |ni| et non la densité globale
ρ = (1/N0)

∑
i |ni|. Dans les fonctions de corrélations, les deux ne sont pas si-

milaires puisque le deuxième choix contient des termes croisés 〈|nj ni|〉, absents
dans l’équation (5.22). Nous avons en fait étudié les deux quantités et remarqué
qu’elles conduisent au même rapport de fluctuation-dissipation. Pour des raisons
de statistiques meilleures, nous ne présentons que les résultats pour l’observable
locale |ni|.

Ici la réponse χ̃Q représente la réponse de la densité de charges à un change-
ment de potentiel chimique, qui est le champ conjugué à cette observable.

Hors équilibre, les fonctions de réponse et de corrélation sont a priori des
fonctions des deux temps t et tw. Ces deux temps ne jouent pas du tout le même
rôle, et par conséquent le tracé paramétrique de la réponse en fonction de la

128
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Figure 5.11 –Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour la den-
sité de charges. Le paramètre est le temps total t. Le temps d’attente tw
est fixé (tw = 500 étapes Monte Carlo). Le temps total maximal est t = 8× 105.
Les points résultent d’une moyenne sur 10000 configurations initiales. La tempé-
rature de trempe est T = 0,1 K. Le rapport de fluctuation-dissipation X = 2,37
est obtenu par un ajustement linéaire des points jusqu’à l’abscisse 0,6. La tem-
pérature effective est Teff = T/X ≈ 0,04 K, identique à celle obtenue aux temps
longs en utilisant le temps d’attente tw comme paramètre, voir figure 5.10.

corrélation dépend a priori du choix du temps utilisé comme paramètre. Nous
présentons les résultats associés à chacun de ses deux choix. Le graphique de
fluctuation-dissipation est tracé en figure 5.10 avec tw comme paramètre ; et en
figure 5.11 avec t comme paramètre. Notons que la méthode sans champ est
déterminante pour le choix de tw comme paramètre : sans elle, il faudrait un
jeu de simulation par tw puisqu’alors un champ extérieur doit être appliqué à
chaque tw.

Commençons par discuter la figure 5.10 avec tw comme paramètre. On ob-
serve deux zones de linéarité, conduisant chacune à deux rapports de fluctuation-
dissipation proches. Par un ajustement linéaire des courbes nous les mesurons à
X = 2,23 aux temps d’attente courts et X = 2,97 aux temps d’attente longs, avec
une incertitude ±0,01 estimée en faisant varier la zone d’ajustement.

Aux temps longs la température effective de la densité de charges (voir cha-
pitre 2) est

Teff,Q = T/X ≈ 0,04 K (5.23)
Les charges apparaissent plus « froides » qu’à l’équilibre, ce qui reflète l’idée
qu’elles sont piégées par paires. À l’équilibre en effet, la densité de charges à cette

129



Chapitre 5. Dynamique du dumbbell model à ∆ = 0 K après une trempe

température est extrêmement faible mais dans un système thermodynamique très
grand (beaucoup plus grand que dans nos simulations) le nombre de charges n’est
pas nul. Puisque les charges se déplacent à bas coût énergétique, une seule charge
libre peut décorréler fortement la densité locale ni sur beaucoup de sites. Au
contraire, dans un système de taille finie, de telles charges libres n’existent pas
et seules les charges liées sont susceptibles de (peu) fluctuer par retournement
des spins aux alentours. Par ce raisonnement, ces dernières apparaissent ainsi
effectivement plus froides que des charges libres à l’équilibre.

Pour cette raison, les systèmes que nous simulons numériquement sont dou-
blement hors équilibre :

I la densité de charges est plus élevée qu’à l’équilibre thermodynamique du
fait des charges liées qui survivent grâce à une contrainte géométrique ;

I les seules charges existantes sont les charges liées : aucune charge libre
n’existe dans un système aussi petit (3456 spins pour nos simulations).

Le deuxième point souligne le fait que la disparition des charges liées n’est pas
un retour vers l’équilibre pour lequel on retrouverait le théorème de fluctuation-
dissipation X = 1, mais un crossover vers un système complètement mort, cor-
respondant à un système thermodynamique d’équilibre à température nulle.

Dans la figure 5.10, aux temps d’attente courts (corrélation petite) la tempé-
rature effective est estimée à

Teff,Q = T/X ≈ 0,03 K (5.24)

laissant suggérer des charges encore plus « froides » qu’aux temps longs. Cela
s’explique par le fait que partant d’un temps d’attente petit, les charges liées
ont le temps de disparaître, laissant place à un régime de plus en plus mort à
mesure que celles-ci s’annihilent. De nouveau nous retrouvons l’idée que la petite
taille du système dans nos simulations interdit l’existence de charges libres à
cette température, et par conséquent la densité |ni| ne peut évoluer que grâce
aux charges liées. Lorsque celles-ci n’existent plus, le système est mort et n’évolue
plus.

Cela se confirme par le fait que le crossover entre les deux régimes, temps
d’attente longs et temps d’attente courts, a lieu justement pour un temps typique
de 105 étapes Monte-Carlo qui correspond au décrochage depuis le plateau des
figures 5.3 et 5.6.

Il est néanmoins rassurant de constater que cette valeur est en accord avec celle
obtenue en utilisant t comme paramètre, figure 5.11. Le rapport de fluctuation-
dissipation dans ce cas est X = 2,37 ; et il conduit à une température effective
similaire Teff,Q = T/X ≈ 0,04 K. Cela nous conforte dans notre discussion pré-
cédente sur les fonctions de corrélation, où nous avions justifié qu’elles sont des
fonctions à un temps t − tw dans le régime des paires liées. Pour cette raison on
pouvait s’attendre à obtenir le même rapport X pour t et tw comme paramètre ;
et c’est effectivemment ce que nous avons vérifié.
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Figure 5.12 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’éner-
gie. Le paramètre est le temps d’attente tw. Les conditions sont les mêmes
que pour la figure 5.10. La température effective pour l’énergie est Teff = T/X ≈
−0,14 K.

Jusqu’à maintenant, nous avons observé un comportement similaires entre les
observables énergie et densité de charges, qu’il s’agisse de leur trace temporelle ou
de leur fonction de corrélation. Dans la partie suivante nous montrons qu’il n’en
est rien pour les fonctions de réponse.

5.3.2 Énergie
Les graphiques de fluctuation-dissipation pour l’énergie sont obtenus en tra-

çant

T
〈E(t)RE(t, tw)〉
〈E2(t)〉 − 〈E(t)〉2 = f

(
1− 〈E(tw)E(t)〉 − 〈E(tw)〉 〈E(t)〉

〈E2(t)〉 − 〈E(t)〉2

)
(5.25)

qu’on réécrit
T χ̃E = f(1− C̃E) (5.26)

où les notations sont similaires à celles des équations (5.21) et (5.22). La réponse
correspond ici à la réponse de l’énergie à une variation de température (à l’équi-
libre, ce serait la capacité calorifique). Les deux courbes résultantes du choix de
tw ou t comme paramètre sont représentées en figure 5.12 et 5.13 respectivement.
Elles concernent la même trempe que précédemment, de 1 K à T = 0,1 K.

L’énergie étant une observable globale, les statistiques sont plus mauvaises que
pour la densité de charges (ou les moyennes statistiques portent sur les configura-
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Figure 5.13 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’éner-
gie. Le paramètre est le temps total t. Les conditions sont les mêmes que pour
la figure 5.11. La température effective pour l’énergie est Teff = T/X ≈ −0,17 K,
identique à celle obtenue à t fixé figure 5.12.

tions initiales et sur les sites du réseau diamant des centres des tétraèdres) ; mais
nous n’avons pas pu augmenter le nombre de configurations initiales utilisées, les
temps de simulations étant déjà conséquents pour 40000 configurations initiales.

Malgré les statistiques inférieures, on observe raisonnablement un comporte-
ment linéaire. Le rapport de fluctuation-dissipation est estimé à X = −0,7 lorsque
tw est utilisé comme paramètre, et à X = −0,6 lorsque t l’est. L’incertitude sur
ces rapports est estimée à ±0,1 en déplaçant la zone d’ajustement linéaire. Les
deux valeurs conduisent respectivement aux températures effectives

Teff,E = T/X ≈ −0,17 K et Teff,E = T/X ≈ −0,14 K (5.27)

qui sont similaires, ce qui conforte une nouvelle fois que la dynamique hors équi-
libre dépend ici seulement d’un temps t− tw.

Il est remarquable que la température effective soit ici négative. C’est pourquoi
nous réservons une discussion sur la signification d’une telle température négative
(dans notre contexte) pour la partie suivante. Ici, nous l’expliquons d’un point
de vue pragmatique en soulignant que plus la température de trempe est élevée,
moins il y a de charges piégées. L’affirmation est intuitive et s’observe dans la
figure 5.3 : les différents plateaux sont de plus en plus hauts 5 à mesure que la
température de trempe diminue. Or, nous avons déjà mentionné que l’énergie est

5. L’échelle logarithme n’est pas la plus adéquate pour cette observation.
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5.3. Relations de fluctuation-dissipation dans le régime des paires liées

dominée par l’énergie propre des paires liées. Par conséquent moins il y a de paires
liées plus l’énergie totale dans ce régime est faible. Ceci permet de conclure que
plus la température de trempe augmente, plus l’énergie diminue. C’est impossible
à l’équilibre puisque cela correspondrait à une capacité calorifique négative. Hors
équilibre cependant, c’est une conséquence du fait que la dynamique d’annihi-
lation des charges dans le régime des paires liées est cinétiquement bloquée. La
réponse de l’énergie à une augmentation de température est donc négative. Dans
le langage des relations de fluctuation-dissipation, on obtient une température
effective négative.

Malgré un comportement temporel et des corrélations très similaires, nous
avons constaté ici une différence notable entre le comportement de la densité de
charges et de l’énergie, ce qui justifie a posteriori leur étude individuelle.

L’aimantation avait été laissée de côté car sa fonction de corrélation n’évoluait
que très peu dans le régime des paires liées, de l’ordre de 1%. Nous nous sommes
néanmoins intéressé à ses graphiques de fluctuation-dissipation.

5.3.3 Le cas de l’aimantation
Toujours pour la même trempe de 1 K à 0,1 K, les graphiques de fluctuation-

dissipation sont les tracés de

T
〈Si(t)RSi(t, tw)〉

1− 〈Si(t)〉2
= f

(
1− 〈Si(tw)Si(t)〉 − 〈Si(tw)〉 〈Si(t)〉

1− 〈Si(t)〉2

)
(5.28)

ou encore
T χ̃S = f(1− C̃S) (5.29)

où les notations sont similaires à celles des équations (5.21) et (5.22). Remarquons
que nous étudions Si et non M = (1/N)

∑
i Si. Dans les fonctions de corrélation,

les deux ne sont pas similaires puisque le deuxième choix contient des termes
croisés 〈Sj Si〉, absents dans notre cas. Nous avons en fait étudié les deux quantités
et remarqué qu’elles conduisent au même rapport de fluctuation-dissipation. Pour
des raisons de statistiques meilleures, nous ne présentons que les résultats pour
l’observable locale Si.

La réponse désigne ici le changement d’aimantation dans l’axe [100] suite
à l’application d’un champ magnétique selon le même axe. Les courbes corres-
pondantes sont exposées en figure 5.14 avec tw comme paramètre et en figure
5.15 avec t. Les rapports de fluctuation-dissipation obtenus sont respectivement
X = 0,68 et X = 0,71 avec une incertitude ±0,02 estimée en faisant varier la zone
d’ajustement. Ces deux valeurs conduisent à des températures effectives similaires

Teff,S = T/X ≈ 0,15 K et Teff,S = T/X ≈ 0,14 K (5.30)

dans la zone de linéarité. On remarque cependant dans les deux cas une concavité
des données, assez marquée lorsque t est utilisé comme paramètre.

Les degrés de liberté de spins sont donc plus « chauds » qu’à l’équilibre puisque
X < 1. Cette constatation est en adéquation avec la physique du régime des paires
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Figure 5.14 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’ai-
mantation. Le paramètre est le temps d’attente tw. Les conditions sont
les mêmes que pour la figure 5.10. La température effective pour l’aimantation
est Teff = T/X ≈ 0,15 K. La dynamique des spins n’est gouvernée que par les
quelques spins aux alentours des paires liées, tous les autres étant gelés. La corré-
lation ne diminue donc que très peu lorsque le système quitte le régime des paires
non-contractibles.

liées discutée en début de chapitre. En effet, à l’équilibre à 0,1 K, le nombre moyen
de charges peut être estimé par le facteur de Boltzmann

eν/T ≈ 10−19 (5.31)

avec ν = −4,35 K. Dans une simulation numérique de 1728 sites, il est raisonnable
d’estimer qu’il n’y a donc aucune charge. Or, dans une configuration vide de
charge, le retournement d’un spin conduit à la création de deux charges de signes
opposés sur sites voisins pour une énergie totale −2 ν+u(a) = 5,6 K déjà évaluée
(équation (5.4)). La probabilité de ce retournement par étape Monte Carlo à
T = 0,1 K est donc de l’ordre de

e−(−2 ν+u(a))/T ≈ 10−25. (5.32)

En comparaison, le retournement d’un spin au voisinage d’une paire liée, expli-
cité en figure 5.16, a un coût énergétique uniquement lié à l’énergie potentielle
coulombienne à fournir pour séparer les charges d’une distance de l’ordre de celle
entre deux sites plus proches voisins

u(2a)− u(a) = −1
2 u(a) = 1,53 K (5.33)
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Figure 5.15 – Tracé paramétrique de fluctuation-dissipation pour l’ai-
mantation. Le paramètre est le temps total t. Les conditions sont les
mêmes que pour la figure 5.11. La température effective pour l’aimantation est
Teff = T/X ≈ 0,14 K, identique à celle obtenue à tw figure 5.14. La courbe pré-
sente une concavité assez marquée à temps long, qui correspondrait à des spins
de plus en plus chauds.

La probabilité de ce retournement par étape Monte Carlo est alors

e−(u(2a)−u(a))/T ≈ 10−6 (5.34)

sans commune mesure avec l’équation (5.32). Dans le régime des paires liées, les
spins au voisinage de ces dernières fluctuent donc beaucoup plus qu’à l’équilibre.
Le fait qu’une telle différence de probabilité ne se traduise que par un facteur 3/2
entre la température effective et la température du thermostat est dû au petit
nombre de paires liées et donc au petit nombre de spins effectivement susceptibles
de fluctuer.

5.4 Températures effectives
Après avoir obtenu les graphiques de fluctuation-dissipation pour nos trois ob-

servables d’intérêt et en avoir extrait les températures effectives correspondantes,
nous établissons dans cette dernière partie la robustesse (ou non) de ces tempé-
ratures effectives suite à un changement de la température de trempe T ou du
potentiel chimique ν, avant de discuter l’intérêt et la pertinence expérimentale de
celles-ci.
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Figure 5.16 – Retournement d’un spin au voisinage d’une paire non-
contractible. Le retournement du spin ne nécessite pas la création de charge. Son
coût énergétique provient donc uniquement de la séparation spatiale des charges
sur une distance typique de l’ordre de la distance entre sites plus proches voisins
a = 4,3 Å, soit ∆E ≈ −u(a)/2 = 1,53 K. La probabilité d’un tel retournement par
étapes Monte Carlo est estimée à 10−6, considérable devant celle du retournement
d’un spin loin d’une paire liée, évaluée à 10−25.

5.4.1 Robustesse des températures effectives

Afin d’établir la robustesse d’une description de la dynamique dans le régime
des paires liées par le rapport de fluctuation-dissipation X, nous avons évalué sa
variation lorsque la température de trempe est changée. Les résultats sont résumés
dans le tableau 5.1.

Si le rapport de fluctuation-dissipation X = T/Teff est similaire pour les dif-
férentes températures de trempe pour les spins et la densité de charges, ce n’est
clairement pas le cas pour l’énergie.

Ceci est également constaté lorsque c’est le potentiel chimique qui est changé.
Dans ces seconds jeux de simulations numériques, les configurations initiales sont
équilibrées à 1 K et à ν = −4,35 K; −2,60 K; −2,52 K respectivement, et la
trempe est à nouveau une trempe thermique de 1 K à 0,1 K. Les potentiels
chimiques utilisés sont tous dans la zone de la phase fluide du dumbbell model
puisqu’à T = 0 K, le potentiel chimique à la transition de cristallisation est en
effet νl = −2,514 K (voir chapitre 3). Les résultats sont compilés dans le tableau
5.2.

Le rapport de fluctuation-dissipation X s’avère donc constant pour les spins
et les charges dans le diagramme (T, ν). C’est pourquoi nous affirmons que cette
étude rend légitime la notion de température effective pour ces observables, celle-
ci ne dépendant pas des paramètres de la trempe pourvu que le système entre
dans le régime des paires liées.

Ce n’est néanmoins pas le cas pour l’énergie, ce qui nous amène à considé-
rer la description de cette observable par une température effective comme étant
non pertinente. Malgré cela, le signe négatif de Teff,E est intéressant en lui-même
et sera discuté dans la suite. Remarquons également que plus la température de
la trempe est élevée, plus le régime des paires liées est court (voir figure 5.3).
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Observables Teff (T = 0,1 K) Teff (T = 0,12 K) Teff (T = 0,15 K)
Énergie −1,7T −0,4T −0,2T
Spins 1,4T 1,3T 1,2T

Charges 0,42T 0,42T 0,45T

Table 5.1 – Températures effectives pour différentes températures de
trempe avec ν = −4,35 K. Les températures effectives sont obtenues par un
ajustement linéaire des graphiques de fluctuation-dissipation avec t variable et tw
fixé. Les conditions sont similaires à celles de la figure 5.11. Les incertitudes sur
les températures effectives sont obtenues en faisant varier la zone d’ajustement.
Elles sont évaluées à ±0,2T pour l’énergie, à ±0,1T pour les spins (la courbe
présente une concavité marquée aux temps longs) et à ±0,04T pour les charges.

Observables Teff (ν = −4.35 K) Teff (ν = −2,60 K) Teff (ν = −2.52 K)
Énergie −1,7T −0,2T −0,2T
Spins 1,4T 1,5T 1,5T

Charges 0,42T 0,44T 0,44T

Table 5.2 – Températures effectives à différents potentiels chimiques
après une trempe à T = 0,1 K. Les températures effectives sont obtenues par
un ajustement linéaire des graphiques de fluctuation-dissipation avec t variable et
tw fixé. Les conditions sont similaires à celles de la figure 5.11. Les configurations
initiales sont équilibrées T = 1 K et à ν. La valeur ν = −2,52 K est juste au
dessus du potentiel chimique de la transition de cristallisation νl = −2,514 K,
voir chapitre 3. Les incertitudes sur les températures effectives sont obtenues en
faisant varier la zone d’ajustement. Elles sont évaluées à ±0,2T pour l’énergie, à
±0,1T pour les spins (la courbe présente une concavité marquée aux temps longs)
et à ±0,04T pour les charges.
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En augmentant la température de la trempe, le piégeage de ces paires finit par
disparaître (pour T > 0,2 K typiquement), et par conséquent l’énergie doit re-
trouver une réponse positive à l’augmentation de température. L’augmentation
progressive de XE à mesure que T augmente dans le tableau 5.1 se comprend
alors comme un retour vers une valeur positive de XE .

On dresse dans la suite un rapide bilan général de notre étude du régime des
paires liées par les relations de fluctuation-dissipation.

5.4.2 Mesures expérimentales
La notion de température effective, quelque soit la manière par laquelle elle est

introduite (dans notre cas, par le rapport de fluctuation-dissipation), dépeint la
volonté d’avoir une approche thermodynamique d’un régime hors équilibre. Une
telle approche est alléchante : toute la complexité du système serait encapsulée
dans un petit nombre de grandeurs intensives qui suffiraient à prédire son évolu-
tion. C’est bien évidemment perdu d’avance : à ce jour la thermodynamique hors
équilibre résiste à toute formalisation universelle.

Faut-il pour autant abandonner cette approche ? Loin de nous l’idée d’apporter
un quelconque argument à ce débat ; nous nous contentons ici de réaffirmer le
bien-fondé de nos résultats pour les spins et la densité de charges.

Les simulations numériques montrent d’abord la robustesse de Teff,S et Teff,Q
aux changements de température et de potentiel chimique, ce qui, en premier lieu,
légitime l’introduction de ces quantités. En second lieu, nous nous attendons donc
expérimentalement à des températures effectives similaires pour différentes glaces
de spin, par exemple Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7.

Ensuite, nous avons discuté l’interprétation de ces températures effectives, qui
traduisent bien la physique microscopique associée à l’existence de ces paires liées.
Nous aurions pu souhaiter obtenir la même température effective pour chacune
des observables, afin de pouvoir parler de « la » température du système. Nous
pensons au contraire que le fait d’avoir

Teff,S > T > Teff,Q (5.35)

témoigne du sens physique de ces températures effectives : les spins au voisinage
des paires liées fluctuent beaucoup plus qu’ils ne le feraient à l’équilibre. Quant
aux charges, elles sont certes plus nombreuses qu’à l’équilibre mais sont piégées par
paires. En comparant leurs fluctuations à celles d’une charge libre qui existerait
à cette température, elles apparaissent effectivement plus froides.

Il est par ailleurs connu que dans le domaine des systèmes désordonnés, la pré-
sence de plusieurs types de degrés de liberté ayant des temps d’évolution d’ordres
de grandeur différents (comme c’est le cas des charges et des spins dans le régime
des paires liées) conduit à des températures effectives elles aussi différentes. À
chaque échelle de temps, c’est-à-dire à chaque type de degrés de liberté, on asso-
cie sa température effective. On peut par exemple citer en guise d’illustration les
travaux sur les gels de [Russo et Sciortino, 2010]. L’observation de Teff,S 6= Teff,Q
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constitue ainsi une nouvelle similarité entre les glaces de spin et les systèmes
vitreux.

En conséquence, il nous paraît pertinent d’envisager que si le régime des paires
liées est atteignable expérimentalement, la mesure des rapports de fluctuation-
dissipation serait un outil de choix pour le caractériser.

Mesure expérimentale
Dans le cas de l’aimantation, la mesure indépendante de la réponse et de la

corrélation des spins a déjà été réalisée dans d’autres systèmes, notamment pour
des matériaux de type verres de spin [Hérisson et Ocio, 2002], voir chapitre 2.
Dans le cas du régime des paires liées, la difficulté provient principalement de la
trempe à effectuer. Mentionnons que la technique de trempe par avalanche mise
au point à Grenoble par [Paulsen et al., 2014] semble indiquée pour cela.

Pour la densité de charges, [Castelnovo et al., 2010] indique déjà que la densité
pourrait être mesurée par résonance magnétique nucléaire sur les ions oxygène.
La présence d’une structure de spin 3in/1out (par exemple) crée un champ ma-
gnétique local sur les ions oxygène différent de celui d’une structure 2in/2out. Le
déplacement chimique dans une expérience de RMN rendrait compte de cette dif-
férence d’environnement magnétique. Notons qu’obtenir la réponse χ̃Q nécessite
de faire varier le potentiel chimique, ce qui pourrait être réalisé en comprimant
l’échantillon : en pratique la variation est alors faible mais correspondrait juste-
ment à la « perturbation » qu’il faut appliquer pour mesurer la réponse linéaire
apparaissant dans les relations de fluctuation-dissipation.

La troisième observable d’intérêt, l’énergie, paraît, à notre connaissance, hors
de portée expérimentale.

5.4.3 Quelle signification pour la température effective né-
gative de l’énergie ?

Si la notion de température effective pour l’énergie ne s’est pas montrée robuste
aux changements de température de trempe et de potentiel chimique, le signe
négatif de celle-ci mérite un aparté.

Nous avons déjà souligné que ce signe négatif traduit la réponse négative de
l’énergie face à une augmentation de la température : plus cette dernière est élevée,
moins il y a de paires de charges non-contractibles piégées lors de la trempe.
Cette physique présente des similarités avec celle du modèle de Fredrickson et
Andersen [Fredrickson et Andersen, 1984], introduit pour des systèmes vitreux.
L’étude du rapport de fluctuation-dissipation pour l’énergie dans ce modèle a
été conduite par [Mayer et al., 2006] et conduit effectivement à une température
négative, voir la reproduction en figure 5.17.

Modèle de Fredrickson et Andersen
Ce modèle est un modèle de gaz sur réseau cubique. L’occupation du site i est
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Figure 5.17 – Exemple d’un rapport de fluctuation-dissipation négatif
dans le modèle de Fredrickson et Andersen. Le modèle introduit par [Fre-
drickson et Andersen, 1984] correspond à des spins Ising avec une dynamique
« facilitée », où un spin ne peut se retourner que si un certain nombre de ses
voisins le sont déjà. Cette dynamique activée thermiquement montre des simila-
rités avec celle du régime des paires non-contractibles, où les spins ne peuvent
fluctuer qu’à proximité des charges. Notamment, les deux dynamiques présentent
un rapport de fluctuation-dissipation négatif, voir [Mayer et al., 2006]. La figure
est empruntée à cette dernière référence.

notée ni et vaut 0 ou 1. L’hamiltonien H du système est

H =
∑
i

ni (5.36)

Sa dynamique est imposée par les règles suivantes :
I l’évolution se fait par des changements locaux d’occupation ni = 1 → 0 ou
ni = 0→ 1 ;

I elle obéit à un bilan détaillé se basant sur l’hamiltonien H ;
I elle est contrainte par le fait qu’un site i ne peut changer d’occupation que

si au moins l’un de ses voisins est dans l’état ni = 1.
La dernière règle peut être mise en correspondance avec le fait que, dans le régime
des paires liées, un spin peut fluctuer seulement si il est au voisinage directe d’une
paire liée (voir figure 5.16).

Ce modèle repose donc sur une dynamique contrainte et constitue un des
modèles les plus élémentaires pour décrire des systèmes vitreux présentant des
hétérogénéités dynamiques. Il conduit, comme nous l’avons rappelé, à un rapport
de fluctuation-dissipation négatif, et appuie la ressemblance entre le comporte-
ment des glaces de spin et celui de systèmes vitreux, déjà observée dans d’autres
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contextes (notamment [Snyder et al., 2004], [Matsuhira et al., 2000]). Il ne doit
cependant pas faire oublier que les glaces de spin ne sont pas des matériaux
désordonnés, et relèvent donc d’une physique tout à fait différente. Ce lien entre
systèmes vitreux désordonnés et glaces de spin homogènes est l’une des particula-
rités les plus intéressantes des glaces de spin. Il s’agit d’ailleurs de la motivation
principale de toute cette thèse.

Températures négatives
Mentionnons que la notion de température négative est elle aussi sujette à de

nombreuses discussions. Celle-ci apparaît naturellement pour les systèmes possé-
dant un spectre borné. Dans ce cas en effet, l’entropie est une fonction croissante
puis décroissante de l’énergie, et alors à haute énergie

1
T

= ∂S

∂E
< 0. (5.37)

C’est en particulier le cas pour un système de particules à deux niveaux sans
interaction par exemple. Selon ce point de vue, une température négative est une
propriété d’équilibre parfaitement définie.

Un autre point de vue est que l’obtention d’une température négative est en
fait liée à une inversion de population. Avoir un niveau excité plus peuplé que
le niveau fondamental revient bien à avoir une température négative lorsqu’on
regarde les facteurs de Boltzmann. C’est d’ailleurs dans ce contexte qu’elle a été
introduite pour la première fois par [Ramsey, 1956]. Il faut cependant remarquer
que dans ce cas on parle d’une propriété hors équilibre, l’inversion de population
étant obtenue par pompage.

Une querelle récente a été initiée par [Dunkel et Hilbert, 2013]. Ces auteurs
considèrent en effet que la notion de température négative ne devrait pas être
acceptée puisqu’il s’agit d’un artefact dû à une mauvaise (selon eux) définition de
la thermodynamique, et qu’il serait préférable de se baser sur l’entropie de Gibbs
SG définie par

SG(E,N) = kB ln ΩN (E) (5.38)
avec ΩN (E) le nombre de microétats d’énergie inférieure à E pour un système de
N particules, plutôt que sur celle de Boltzmann SB définie par

SB(E,N) = kB lnωN (E) (5.39)

avec ωN (E) le nombre de microétats d’énergie égale à E pour un système de N
particules.

Une réponse est parue argumentant pour la pertinence physique des tempé-
ratures négatives pour les systèmes sujets à une inversion de population, voir
[Schneider et al., 2014], qui a elle-même donné lieu à une autre réponse [Dunkel
et Hilbert, 2014].

Dans notre étude, l’augmentation de l’énergie lorsque la température de trempe
diminue est clairement identifiée comme l’origine du signe négatif de la tempéra-
ture effective associée. La question de savoir si cela indique un spectre énergétique
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borné supérieurement du fait des contraintes cinétiques ou thermiques reste à dé-
battre.
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Dans cette thèse, nous nous sommes concentrés sur deux régimes hors équilibre
des glaces de spin : le premier concernant la dynamique autour d’un point critique
et le deuxième axé sur le régime des paires liées, qui a été découvert par [Cas-
telnovo et al., 2010]. Pour cela, nous nous sommes reposés sur des simulations
numériques basées sur l’algorithme de single spin flip de Metropolis.

L’étude du régime critique a préalablement nécessité la construction du dia-
gramme de phase complet température / potentiel chimique / potentiel chimique
alterné du dumbbell model dans le chapitre 3. Le diagramme obtenu, avec sa
structure à doubles ailes, situe la phase fragmentée observée expérimentalement
par [Lefrançois et al., 2017] entre deux plans de transitions de phase du premier
ordre, terminant par des lignes critiques, qui se rejoindraient, selon le scénario le
plus simple, en un point pentacritique. Ce diagramme diffère de celui du nearest
neighbor spin ice model, où les interactions à longue portée ne sont pas prises en
compte. Dans ce cas en effet, le passage d’une phase à l’autre se fait à travers de
simples crossovers. La présence de véritables transitions de phase témoigne donc
du rôle des interactions coulombiennes dans la description des glaces de spin. Ex-
périmentalement, la variation du potentiel chimique nécessaire au déplacement
dans le diagramme peut être obtenue par la mise sous pression des échantillons,
notamment de l’iridate d’holmium qui présente un potentiel chimique alterné non
nul. Un telle expérience pourrait déboucher sur la découverte de nouveaux points
critiques dans les glaces de spin.

Une fois le diagramme de phase construit, nous avons déterminé l’emplacement
du point critique terminal entre la phase fluide et la phase fragmentée dans le plan
(T,∆) à ν = −4,35 K fixé. Nous avons obtenu

Tc = 0,36752 K et ∆c = 2,03745 K

Bien qu’il diffère par les phases en jeu, ce point critique présente une similarité
avec celui du dipolar spin ice model sous champ [111], les deux correspondants
à une transition de cristallisation ionique. Pour cette raison, les études sur la
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dynamique critique que nous avons présentées au chapitre 4 pourraient donner
lieu à des expériences similaires sur cet autre point critique, si la mise sous pression
ne permet pas d’atteindre celui en potentiel chimique alterné.

L’étude du premier régime hors équilibre a été détaillée dans le chapitre 4.
Deux protocoles ont été analysés pour cela. D’abord, la variation périodique du
potentiel chimique alterné autour de sa valeur critique ∆c à température Tc fixée
a permis l’obtention de cycles d’hystérésis, qui ont été caractérisés par une loi
d’échelle. Cette loi d’échelle conduit à l’effondrement des cycles sur une unique
courbe maîtresse pour les exposants critiques

νσ = 0,40 et z = 2,0

qui correspondent aux valeurs du modèle d’Ising 3D avec une dynamique de single
spin flip.

Ensuite, nous avons conduit l’étude de la relaxation du système après une
trempe thermique depuis une haute température sur le point critique, en déter-
minant pour cela le rapport de fluctuation-dissipation limite X∞. Les valeurs à
temps longs que nous avons obtenues sont à nouveau compatibles avec celle du
modèle d’Ising 3D

X∞ = 0,38.

C’est un deuxième indice fort pour l’appartenance du dumbbell model à la classe
d’universalité d’Ising 3D que nous avons ici mis en exergue.

Par ailleurs, notre approche constitue la première utilisation des relations de
fluctuation-dissipation pour l’étude des glaces de spin. Cette approche ayant déjà
été menée expérimentalement pour d’autres systèmes magnétiques comme des
verres de spin [Hérisson et Ocio, 2002], nous sommes confiants dans le fait qu’elle
soit également un outil expérimental prometteur dans le cas des glaces de spin.

Enfin, le deuxième régime hors équilibre qui a retenu notre attention est celui
des paires liées. Ce régime est caractéristique de la phase fluide, et nous l’avons
étudié dans le cas ∆ = 0 K. Tout d’abord, l’obtention des temps de corrélation
à l’équilibre du dumbbell model à basse température, jusqu’à T = 0,4 K, a per-
mis de retrouver la barrière énergétique d’Arrhénius de [Jaubert et Holdsworth,
2009] correspondant à une transition entre deux régimes à haute et basse den-
sité de charges. Ensuite, l’utilisation de trempes thermiques depuis 1 K vers une
température T inférieure à 0,2 K conduit à l’annihilation de toutes les charges
hormis celles piégées dans des paires non-contractibles. La dynamique du système
est alors entièrement gouvernée par ces charges survivantes. Le régime qui en dé-
coule a été étudié à travers la violation des relations de fluctuation-dissipation.
Pour les trois observables d’intérêt (aimantation, densité de charges et énergie),
les réponses aux champs conjugués respectifs de ces observables se sont avérées
proportionnelles à leurs corrélations. Ce résultat remarquable a permis l’extrac-
tion de températures effectives différentes pour chacune des observables dans ce
régime. Pour l’aimantation et la densité de charges, le rapport de fluctuation-
dissipation s’est montré robuste à des changements de paramètres extérieurs, ce
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qui permet d’écrire pour l’aimantation

Teff = 1,4T

et pour la densité de charges
Teff = 0,42T.

Les températures effectives donnent lieu à des interprétations directes dans le
langage du dumbbell model, ce qui constitue un plaidoyer en faveur de ce modèle.
Des approches expérimentales pour leur mesure dans le cas de l’aimantation et
de la densité de charges ont été discutées.

Nous pensons que ces deux travaux nous permettent de plaider, pour conclure
cette thèse, en faveur de la pertinence de la détermination des relations de fluctuation-
dissipation pour étudier, notamment expérimentalement, la dynamique des glaces
de spin et des pyrochlores de terres rares en général.
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Abstract :
Spin ices, such as Dy2Ti2O7 and Ho2Ti2O7, are materials exhibiting exotic magnetic
properties. They were the first frustrated ferromagnetic crystalline compounds to
be discovered. The frustration leads to the fractionnalisation of the spin degrees of
freedom and the emergence of magnetic monopoles, whose physics is formalised in the
dumbbell model.

In this thesis, we study the full phase diagram of this model in analogy with the
S=2 Blume-Capel model. We identify in this diagram the fragmented phase observed
experimentally in Ho2Ir2O7, and we localise the critical point of the transition between
the spin ice phase and the fragmented phase.

In a second part, we show numerically that the dynamics of this system at the
critical point belongs to the 3D Ising university class. We use for this two tools :
the Kibble-Zurek scaling law and the fluctuation-dissipation ratio. For the latter, it
has been necessary to introduce a novel method to measure response functions. We
also emphasize that these tools are specifically interesting for spin ice materials, as the
unusually long microscopic time scale (1 µs) should make it possible to experimentally
observe out-of-equilibrium phenomena related to critical slowing down.

In a third part, we use the violation of the fluctuation-dissipation theorem to
characterise a strongly out-of-equilibrium regime of spin ice - a thermal quench from
high to low temperature, where degrees of freedom are kinetically blocked because of
the Coulombic attraction between the monopoles.

Résumé :
Les glaces de spin, comme Dy2Ti2O7 et Ho2Ti2O7, sont des matériaux présentant
un magnétisme particulièrement exotique. Ils constituent les premiers composés cris-
tallins ferromagnétiques frustrés à avoir été découverts. Cette frustration permet la
fractionnalisation des degrés de liberté de spin et l’émergence de monopôles magné-
tiques, dont la physique est formalisée par le modèle des haltères.

Dans cette thèse, nous étudions dans un premier temps le diagramme de phase
de ce modèle grâce à un parallèle avec le modèle de Blume-Capel S = 2. On identifie
dans ce diagramme la phase fragmentée observée expérimentalement dans Ho2Ir2O7,
et on localise le point critique de la transition entre la phase glace de spin et la phase
fragmentée.

Dans un second temps, on montre numériquement que la dynamique du système
autour de ce point critique appartient à la classe d’universalité du modèle d’Ising
3D. On utilise pour cela deux outils : les lois d’échelle de Kibble-Zurek et le rapport
de fluctuation-dissipation. L’obtention de ce dernier a nécessité l’introduction d’une
méthode novatrice pour le calcul des fonctions de réponse. Nous soulignons égale-
ment que ces outils sont spécifiquement intéressants dans le cas des glaces de spin où
les temps microscopiques sont de l’ordre de 1 µs, rendant le ralentissement critique
observable expérimentalement.

Dans un troisième temps, nous employons à nouveau la violation du théorème
de fluctuation-dissipation pour caractériser un régime fortement hors équilibre de la
phase glace de spin, où les degrés de liberté sont cinétiquement bloqués du fait de
l’attraction coulombienne entre les monopôles.
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