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✶✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✺
✶✷✳✶ P❛rt ■ ✲ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ r✉♥♦✛ ✢♦✇s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✶✷✳✶✳✶ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✶✷✳✶✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✈✐✐✐



❈♦♥t❡♥ts

✶✷✳✶✳✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ♦♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s
r❡❣✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✶✷✳✷ P❛rt ■■ ✲ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✳ ✳ ✶✺✻
✶✷✳✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✶✷✳✷✳✷ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦✈❡r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✺✾

✐①



❆❜str❛❝t

❖♥ ✉♥st❡❛❞② ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ❢❧♦✇s✿

❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥

r✉♥♦❢❢ ❢❧♦✇s ❛♥❞ t♦ ✉♥st❛❜❧❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠✉❞❢❧♦✇

st✉❞✐❡s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❡❛✲
t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ s❧♦♣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ r❛✐♥✱ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ r✉♥♦✛ ✢♦✇
✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✇❡tt✐♥❣ t❤❡ s♦✐❧ s✉r❢❛❝❡✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ ❝♦✲
❤❡s✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ❝❧❛② ❛♥❞ s❛♥❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t✱
t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s s♠❛❧❧ ✇❛t❡r ✢♦✇s ♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❣r❡❛t❡r
str❡❛♠s✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❦❡❡♣s ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠✐①t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥♦♥✲♣❡r♠❛♥❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ ❛♥
♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ r✉♥♦✛ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ ♠♦❜✐❧❡
❜❡❞✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②
✐♥s♣❡❝t t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤✐s
❛♣♣❛r❛t✉s ✐s ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦♥ t❤❡
s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢♦✇s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛✲
t✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t
tr❛♥s♣♦rt✳ ❆ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ✜①❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❛✈❡s ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ s♠❛❧❧❡r q✉❛♥✲
t✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡❞ s❡❞✐♠❡♥t✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✢♦✇s ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛♥❞
t❤✐s t❤❡s✐s ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛♣♣❧② ❛ ✜rst✲♦r❞❡r r♦❧❧✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡②
❧❛♠✐♥❛r ✢✉✐❞ ✢♦✇ t♦ ❛ r❡❣✐st❡r❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❝❛s❡✲st✉❞② ❡✈❡♥t✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤ts ✇✐t❤✐♥ ✽✪ ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❛✈❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❞✳
❘❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❋▲❯❊◆❚✳ ❆
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡✲st✉❞② ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❆s ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈❡♥t ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠

✭❤②❞r❛✉❧✐❝✲s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❛s❡✳

❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt

✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❞✢♦✇s✳

①





❘❡s✉♠♦

❊s❝♦❛♠❡♥t♦s ♥ã♦✲♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ❞❡ s✉♣❡r❢í❝✐❡ ❧✐✈r❡ ✿ ✉♠❛

❝♦♥tr✐❜✉✐çã♦ ♣❛r❛ ♦ ❡st✉❞♦ ❞♦ tr❛♥s♣♦rt❡ ♥ã♦ ❡st❛❝✐♦♥ár✐♦

❞❡ s❡❞✐♠❡♥t♦s ❡♠ ❡s❝♦❛♠❡♥t♦s s✉♣❡r❢✐❝✐❛✐s ❡ ♣❛r❛

✐♥st❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❡♠ ❝♦rr✐❞❛s ❞❡ ❧❛♠❛s

❉❡♥tr♦ ❞❛ t❡♠át✐❝❛ ❞❡ r✐s❝♦s ♥❛t✉r❛✐s✱ ♠❛✐s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ♥♦ ❝♦♥t❡①t♦ ❞❛s ❝♦rr✐✲
❞❛s ❞❡ ❧❛♠❛✱ ❡st❛ t❡s❡ s✉r❣❡ ❞❛ ♥❡❝❡ss✐❞❛❞❡ q✉❡ ❡①✐st❡ ♥❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❡♠ ♠❡❧❤♦r
s❡ ❝♦♥❤❡❝❡r ❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s t❡♠♣♦r❛✐s ❞❡st❡s ❡✈❡♥t♦s✳ ❆ ❝❤✉✈❛✱ ❢♦♥t❡ ❞❛ ✈❛③ã♦
❧✐q✉✐❞❛✱ ❝♦♥❞✉③ ❛♦s ❡s❝♦❛♠❡♥t♦s s✉♣❡r✜❝✐❛✐s✱ r❡s♣♦♥sá✈❡✐s ♣❡❧❛ r❡❞✉çã♦ ❞❛ ❝♦✲
❡sã♦ ❞♦ ♠❛t❡r✐❛❧ s❡❞✐♠❡♥t❛r ❞♦ s♦❧♦ ✭❛r❡✐❛ ❡ ❛r❣✐❧❛✮ ❡ s❡✉ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❡ tr❛♥s♣♦rt❡✳
❊♠ ❧♦❝❛✐s ❞❡ t♦♣♦❣r❛✜❛ í♥❣r❡♠❡✱ ❞❡ ♠♦♥t❛♥t❡ ❛ ❥✉s❛♥t❡✱ ❛ ✈❛③ã♦ só❧✐❞❛ ❞♦ ❡s✲
❝♦❛♠❡♥t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦❞❡✱ ❡✈❡♥t✉❛❧♠❡♥t❡✱ ❡✈♦❧✉✐r ❞❡✈✐❞♦ às ❝♦♥tr✐❜✉✐çõ❡s ❧❛t❡r❛✐s
❞❡ ♣❡q✉❡♥♦s ❡s❝♦❛♠❡♥t♦s✱ ❛❧t❡r❛♥❞♦ ♥ã♦ só ❛s ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s r❡♦❧ó❣✐❝❛s ❞♦ ✢✉✐❞♦
❡ ❞✐♥â♠✐❝❛s ❞♦ ❡s❝♦❛♠❡♥t♦✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠❛♥t❡r ❛té q✉❡ ♦ tr❛♥s♣♦rt❡ só❧✐❞♦ ❛t✐♥❥❛
❡❧❡✈❛❞❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛çã♦ ♥❛ ❝♦♠♣♦s✐çã♦ ❞♦ ✢✉✐❞♦✳

◆❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ♣❛rt❡ ❞❡st❛ t❡s❡✱ ✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦ ❞❡ s✉♣❡r❢í❝✐❡ ❧✐✈r❡ ❢♦✐ ♣r♦❥❡t❛❞♦
♣❛r❛ r❡♣r♦❞✉③✐r ❡s❝♦❛♠❡♥t♦s s✉♣❡r✜❝✐❛✐s s♦❜r❡ ✉♠ ❢✉♥❞♦ ♠ó✈❡❧✱ ❝♦♠ ♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡
❡st✉❞❛r ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ♥ã♦✲♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ❞♦ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ s❡❞✐♠❡♥t♦s✳ ❯♠ s✐st❡♠❛
❞❡ ♠❡❞✐çã♦ ❢♦✐ ♣r♦❥❡t❛❞♦ ❡ ❝♦♥str✉í❞♦ ❝♦♠ ♦ ✐♥t✉✐t♦ ❞❡ ♠❡❞✐r q✉❛s❡ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡❛♠❡♥t❡ ❛ ✈❛③ã♦ s♦❧✐❞❛ ❡ s✉❛s ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❝♦♠ ❛s ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ❤✐❞rá✉❧✐❝❛s ❞♦
❡s❝♦❛♠❡♥t♦✳ ❊st❡ ❛♣❛r❛t♦ é t❛♠❜é♠ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ♦❜s❡r✈❛r ❛ ✐♥✢✉ê♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥✲
st❛❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ s✉♣❡r❢í❝✐❡ ❧✐✈r❡ s♦❜r❡ ♦ tr❛♥s♣♦rt❡✳ ❯♠ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s
é ❛♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡ ❛♥❛❧✐s❛❞♦ ❡ ♠♦str❛ q✉❡ ❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♦♥❞❛s ♣♦❞❡✱ ❡♠ ♠é❞✐❛✱
r❡❞✉③✐r ❛ q✉❛♥t✐❞❛❞❡ t♦t❛❧ ❞❡ s❡❞✐♠❡♥t♦s tr❛♥s♣♦rt❛❞❛✳

◆❛ s❡❣✉♥❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡st❛ t❡s❡✱ ❛ ❞✐♥â♠✐❝❛ ❞❡ ❡s❝♦❛♠❡♥t♦s ❝♦♠ ❡❧❡✈❛❞❛ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛çã♦ ❞❡ s❡❞✐♠❡♥t♦s é ❡st✉❞❛❞❛✳ ◆❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦✱ ❡①❡❝✉t❛✲s❡ ❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❡ ✉♠
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r✐♠❡✐r❛ ♦r❞❡♠ ❞❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣❛r❛ ✢✉✐❞♦s ❞❡ r❡♦❧♦❣✐❛ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡②
♣❛r❛ s✐♠✉❧❛r ✉♠ ❡✈❡♥t♦ ♥❛t✉r❛❧ r❡❣✐str❛❞♦ ♥❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❖s r❡s✉❧t❛❞♦s ❛♣r❡s❡♥✲
t❛❞♦s ♠♦str❛♠ q✉❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣♦❞❡r✐❛♠✱ ❞❡ ❢❛t♦✱ s❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛❞❛s ♥♦ ❡✈❡♥t♦ ❡
q✉❡ ❛ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠é❞✐❛ ♦❜s❡r✈❛❞❛ ♣♦❞❡r✐❛ t❡r s✐❞♦ ❡st✐♠❛❞❛ ❝♦♠ ✽✪ ❞❡ ✐♥❝❡rt❡③❛✳
❆ss✐♠✱ ✉♠ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛✐s ❝♦♠♣❧❡①♦ ♣❛r❛ ❛ s♦❧✉çã♦ ❞♦ ♣❡r✜❧ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡ é ♣r♦✲
♣♦st♦✱ ❛❞✐❝✐♦♥❛♥❞♦ ❛ ♣♦r♦s✐❞❛❞❡ ❞♦ s♦❧♦ ❛♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❘❡s✉❧t❛❞♦s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ sã♦
❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❝♦♠ s✐♠✉❧❛çõ❡s ♥✉♠ér✐❝❛s✳ ❯♠❛ ❛♥á❧✐s❡ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ é ❡❢❡t✉❛❞❛ ❡ ♦
❝❛s♦ ❞❡ ❡st✉❞♦ é ♥♦✈❛♠❡♥t❡ ❛✈❛❧✐❛❞♦✳

❈♦♠♦ ❝♦♥❝❧✉sã♦ ❣❡r❛❧ ❞♦ tr❛❜❛❧❤♦✱ ❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ❢❡♥ô♠❡♥♦s ♥ã♦✲❡st❛❝✐♦♥ár✐♦s

❞✉r❛♥t❡ ❛ ❡✈♦❧✉çã♦ ❡s❝♦❛♠❡♥t♦ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✖ ❝♦rr✐❞❛ ❞❡ ❧❛♠❛ ❛❢❡t❛ ❛ ❞✐♥â♠✐❝❛

❣❧♦❜❛❧ ❞♦ s✐st❡♠❛ ❛❝♦♣❧❛❞♦ ❤✐❞rá✉❧✐❝❛✲tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ s❡❞✐♠❡♥t♦s✱ q✉❛♥❞♦ ❝♦♠✲

♣❛r❛❞♦ ❛♦ ❝❛s♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❆ss✐♠✱ ❛ ✈❡r✐✜❝❛çã♦ ❞❡ q✉❡ t❛✐s ❢❡♥ô✲

♠❡♥♦s ♣♦❞❡♠ ❛♣❛r❡❝❡r ❞❡✈❡ ❝♦♥st✐t✉✐r ♣❛rt❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t♦s ❡♥❣❡♥❤❛r✐❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧✲

①✐✐



❘❡s✉♠♦

♠❡♥t❡ q✉❛♥❞♦ ❡st❡s✱ ❡♠ s✐t✉❛çõ❡s ❞❡ ❝❛tástr♦❢❡s✱ ❡♥✈♦❧✈❡♠ ❞❛♥♦s ❛ ✐♥❢r❛❡str✉t✉r❛s

❝✐✈✐s ❡ q✉❛s❡ s❡♠♣r❡ ♣❡r❞❛s ❞❡ ✈✐❞❛s✱ ❝♦♠♦ é ♦ ❝❛s♦ ❞❛s ❝♦rr✐❞❛s ❞❡ ❧❛♠❛✳

①✐✐✐





❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❉❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✿

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ét✉❞❡s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡

sé❞✐♠❡♥ts ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t r✉✐ss❡❧❛♥t ❡t ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡

❝♦✉❧é❡s ❞❡ ❜♦✉❡ ♥♦♥✲♥❡✇t♦♥✐❡♥♥❡

❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧

❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✲ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s ❡t ❧❡s r✐sq✉❡s ❛ss♦❝✐és

▲❡s ❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
✈✉❧♥ér❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠été♦✲
r♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡✴❣é♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛♥t❤r♦♣✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡✱ ✜♥❛♥❝é❡
♣❛r ❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❜rés✐❧✐❡♥✱ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❧✐é ❛✉①
r✐sq✉❡s ♥❛t✉r❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ❇rés✐❧ ❛ été ❧✬❤ôt❡ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s t❡❧s q✉❡ ❞❡s ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❣❧✐ss❡♠❡♥ts ❞❡
t❡rr❛✐♥ ✭P✐♥❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❆ ❧❛ s❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❧✉✐❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦✐s ❞❡ ❞é❝❡♠✲
❜r❡ ❡t ❞❡ ❢é✈r✐❡r✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡rr❛ ❞♦ ▼❛r✱ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♠♦♥t❛❣♥❡✉s❡
à ❢♦rt❡ ❞é❝❧✐✈✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❞é♣❛rt❡♠❡♥ts ❞✉ ❙✉❞✲❖✉❡st ❜rés✐❧✐❡♥✱ ❛
s✉❜✐ ✉♥ t②♣❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡✿
❧❡s ❝♦✉❧é❡s ❞❡ ❜♦✉❡✳ ▲❡s ❝❛t❛str♦♣❤❡s q✉✐ ② ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❡
❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❜rés✐❧✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉✬❡st s✉❜✐ ❧❡ ♣❛②s✳ ❆ t✐tr❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❡❧ ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦t✐èr❡ ❞✉ ❞é✲
♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦ ❡♥ ✷✵✶✶ ✭●✉✐❞✉❣❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❡t ❞❡ ❙ã♦ P❛✉❧♦
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
s♦♥t ét✉❞✐és✳

▲❡s ❝♦✉❧é❡s ❞❡ ❜♦✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❡✉① ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t✿

• ❞ést❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ s❛t✉ré ❞✬❡❛✉✱ ❡t ❧✐q✉é❢❛❝t✐♦♥ ❛❜r✉♣t❡ ❞✉
s♦❧✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❢r♦♥t ❞❡ ♠❛ss❡ à ❤❛✉t ❞é❜✐t ✢✉✐❞❡❀

• ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❣r❛❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱
q✉✐ ♣❡✉t✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞û à ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❛✤✉❡♥ts✱
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡ très ❝❤❛r❣é ❡♥ sé❞✐♠❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❝♦✉❧é❡s ❞❡ ❜♦✉❡ ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❈❡ t②♣❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✿
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

■ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡♥s✐té s✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡s❝❛r♣é❡✳ ▲❛ s❛t✉✲
r❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✉ s♦❧ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ③♦♥❡❀

■■ ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥❝❛✈❡s ❞✉ ❜❛ss✐♥ ér♦❞❡ ♣❡✉ à ♣❡✉ ❧❡
s♦❧✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s r❛✈✐♥❡s✱ ❡t tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ✈❡rs
❧✬❛✈❛❧ ❡t ❧❡s ❛✤✉❡♥ts ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts❀

■■■ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✱ ❧❡s r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬ér♦❞❡r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts❀

■❱ très ❡♥ ❛✈❛❧✱ ❛✉ ♣✐❡❞s ❞❡ ❧❛ ♠♦♥t❛❣♥❡✱ ❧❡s ❛✤✉❡♥ts s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❡t
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥ts très ❝❤❛r❣é ❡♥ sé❞✐♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❞és♦r♠❛✐s ❛♣♣❡❧é ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❧❡s r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥ts ❝♦♠✲
♣r✐s ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ■■ ❡t ■■■ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
t✉r❜✉❧❡♥t ❞✬❡❛✉ ❝❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠♦r✲
❞✐❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rté ♣❛r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞✐q✉❡r❛✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡ ♣❛ss❡r❛✐t ✭❣r❛❞✉❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡
sé❞✐♠❡♥ts✮✱ ❡t à q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❧✬ét❛♣❡ ■❱ s❡r❛✐t ❛❜♦✉t✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s✉❥❡t ❛❝t✉❡❧ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡
✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é✈♦✐❧é✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♥❛t✉r❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ ❞❡ ❝❡s
é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡ ❞❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥t❡s✳
❈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❡t ❧❡✉r ❡✛❡ts ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♠❛ss❡ s♦❧✐❞❡ tr❛♥s♣♦rté❡✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ■❱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡♥s❡✱
♦ù ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞✐✈❡r❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡❛✉✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❡t s♦♥
é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐ ❞✬❛♣rès ❞❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠✐①t✉r❡
❡❛✉✲sé❞✐♠❡♥ts✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❈♦✉ss♦t✱
✶✾✾✹❀ ❆♥❝❡②✱ ✷✵✵✼✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡t
❛✐♥s✐ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦✉ s❡s ✈✐t❡ss❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡✉① ét✉❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts à ❛♠é❧✐♦r❡r
❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✿ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❞✉ tr❛♥s♣♦rt sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts r✉✐ss❡❧❛♥ts ❡♥ ré❣✐♠❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❡t ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦♥❞❡s ❀ ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✲♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉❧é❡s ❞❡
❜♦✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ✐♥st❛❜❧❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✈♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡
❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✲ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧

▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❡
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❛❞❛♣té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❡♥ sé❞✐♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♠✐①t✉r❡ ✢✉✐❞❡✲sé❞✐♠❡♥ts✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t✱ t✉r❜✉❧❡♥t ♦✉ ❧❛♠✐♥❛✐r❡✱ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥✢✉✲
❡♥❝é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
à ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts✳ ❉❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s t❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✱ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡t ❞❡ ❙❤✐❡❧❞s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❝❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✢✉✐❞❡s ❡t sé❞✐♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ✭é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠✐♥❝❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t✱ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❞❡ sé❞✐♠❡♥ts✮ ❡t ❧❡s ❝♦✉❧é❡s ❞❡ ❜♦✉❡ ✭é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧❛♠✐♥❛✐r❡ à ❢♦rt❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♦✉ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❥❡✉ s♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✐❞❡
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐①t✉r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❞✬❛♣rès ❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ❆♥❝❡② ✭✶✾✾✾✮✮✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♥❡ ♣ré✈♦✐t ♣❛s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t à
❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ♣❛ss❛❣❡✴é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s✳ ❈❡ ♣❛ss❛❣❡ s❡♠❜❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉ ❝❤❡♥❛❧✳ ❉✬❛♣rès ❇❡r③✐ ❛♥❞ ❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦ ✭✷✵✶✸✮✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛
❞é❝❧✐✈✐té ❞✉ ❝❤❡♥❛❧✱ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t rô❧❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❞✉ ❞é❜✐t
❡t ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s à ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✉♥ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st s♦✉✈❡♥t r❡❧✐é ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ss❡✿ ❧❡s r♦❧❧ ✇❛✈❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✐♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s q✉✐ s❡ ❢♦r♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✳ ❈❡s ♦♥❞❡s
✈✐❡♥♥❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ✭❉❛✈✐❡s✱ ✶✾✾✵❀ ❈♦❧♦♠❜✐♥✐ ❛♥❞
❙t♦❝❝❤✐♥♦✱ ✷✵✵✺❀ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ❱❛❦✐❧✱ ✷✵✶✷✮ ❡t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❡t à ❧❛ sé❝✉r✐té
❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❡t ❞❡s ❜✐❡♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

Pr❡♠✐èr❡ P❛rt✐❡ ✲ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ❛✉

r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ tr❛♥s♣♦rt✳ ▲❡s r✉♣t✉r❡s ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✭❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦ ❛♥❞ ❈❛♣❛rt✱ ✷✵✵✷✮✱
❧✬✐♠♠✐♥❡♥❝❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ✭❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✉ ❧✐t ♠♦❜✐❧❡
✭❈♦❧♦♠❜✐♥✐ ❛♥❞ ❙t♦❝❝❤✐♥♦✱ ✷✵✵✺✮ ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭❑r❛♥❡♥✲
❜✉r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ s♦♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s
✐♥❞✐❝❡s ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t s✉r tr❛♥s♣♦rt ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
❡♥❥❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✭❆♠✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✲ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❯♥ ❜❛♥❝ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❛ été ❝♦♥ç✉ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❧♦rs ❞❡ ❝❡ t❤ès❡✳ ❈❡
❜❛♥❝ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥t r✉✐ss❡❧❛♥ts ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❡s
♣r♦♣r✐étés ✭❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡✮✳ ▲❡ ❝❤❡♥❛❧ ❛ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✉♥ ❢♦♥❞ r✉❣✉❡✉① ✜①❡ ♦ù ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡t
❛tt❡✐♥t ✉♥ ré❣✐♠❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❢♦♥❞ ✜①❡✱ ✉♥ ❧✐t ♠♦❜✐❧❡ ❡st ✐♥✲
st❛❧❧é✱ ♦ù ❧❡ sé❞✐♠❡♥t✲t❡st ❡st ❞✐s♣♦sé✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t ét❛❜❧✐ ❛rr✐✈❡
❛✐♥s✐ ❛✉ ❧✐t ♠♦❜✐❧❡ ❡t tr❛♥s♣♦rt❡ ❧❡s ❣r❛✐♥s ✈❡rs ❧✬❛✈❛❧✱ ♦ù ✉♥ ♣✐è❣❡ ❡st ♣❧❛❝é✳
❈❡ ♣✐è❣❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❡t ❧❡✉r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ♣❧✉s ✜♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞✉ tr❛♥s♣♦rt
s♦❧✐❞❡ s♦♥t ❢❛✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❡✲
❧♦❝✐♠étr✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ tr❛❝❡✉rs ✭P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr②
✖ P■❱✮ ♣❡r♠❡t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés t✉r❜✉❧❡♥t❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭P❛r✲
t✐❝❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ✖ P❚❱✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣✐è❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦✉r♥✐t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜✐t s♦❧✐❞❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ s②stè♠❡ P❚❱ ❛ été
❝♦♥ç✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r❛♣♣♦rtés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣❛r ❋r❡② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ P❚❱ ♣❡r♠❡t ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣✐é❣é❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞é❜✐t s♦❧✐❞❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✵ ❡t ✹✳✷✹✮✳ P♦✉r
ét✉❞✐❡r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❡rt✉r❜és ✭é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♦ù ✐❧ ② ❛ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬♦♥❞❡s
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✮✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❜❛tt❡✉r ❛ été ✐♥st❛❧❧é ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❝❤❡♥❛❧✱
✐❧ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥trô❧é❡s✳ ❯♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛✐♥s✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❡t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ s♦♥t é✈❛❧✉és✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✲ ▼❡s✉r❡s s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts

❯♥❡ sér✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡st ♣rés❡♥té❡ ♦ù ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉
tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ s♦♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✳ ❚r♦✐s ét✉❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ♠❡♥é❡s✿
❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❙❤✐❡❧❞s❀ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡s
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①❀ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ♣❛s ♣❡rt✉r❜é✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦②❡♥♥❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s
♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦✐s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
✭▼❡②❡r✲P❡t❡r ❛♥❞ ▼ü❧❧❡r✱ ✶✾✹✽❀ ❲♦♥❣ ❛♥❞ P❛r❦❡r✱ ✷✵✵✻✮ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭P❙❉✮ ♣❡r♠❡t tr♦✉✈❡r ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✳ P♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣r♦❝❤❡s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ✭Sh < 2.5Shc✮✱ ♦♥ ❛♣❡rç♦✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s P❙❉ à ❧❛ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡ −1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛✐t ❡♥ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ♣ré✈♦②❛✐❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r ❝❤❛rr✐❛❣❡ ❡st ❝♦♥trô❧é
♣❛r ❧❡s str✉❝t✉r❡s t✉r❜✉❧❡♥t❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✭q✉✐ ♦♥t ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ −1✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❛ss❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
−5/3 ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❙❤✐❡❧❞s ♣❧✉s ❢♦rts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❧✐t ♠♦❜✐❧❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✲
✉r❡s ✺✳✶✹ ❡t ✺✳✶✺✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❝❤❛rr✐❛❣❡✱ ❝❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
❞✉ ❧✐t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡✳

▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡
❞❡ ❧♦✐ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜✐t s♦❧✐❞❡ ♠♦②❡♥ q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡s
r❡❧✐❡ ❛✉① ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
❛♥❛❧②s❡ ♣♦rté❡ s✉r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜✐t s♦❧✐❞❡✱ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧♦✐♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ tr❛♥s♣♦rt ✭Sh > 4Shc✮✱
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡st à ♣❡✉ ♣rès ❝♦♥st❛♥t ❡t s✉✐s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❜❛tt❡✉r ♣❧❛❝é ❡♥ ❛♠♦♥t✱ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐✲
❜r❡ ❡st ❣é♥éré❡ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sés ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛s ♣❡rt✉r❜é✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♠❛ss❡
tr❛♥s♣♦rté❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✳ P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❙❤✐❡❧❞s ❞♦♥♥é✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♣❡rt✉r❜é ❛ ✉♥ ❞é❜✐t s♦❧✐❞❡ ♠♦②❡♥ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡s❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ t②♣❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞é❝r♦✐t ❡t
❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳ ▲❡s ❞❡♥s✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♥✲
t❡♥s✐tés ❡t ❛✉① ❧♦✐ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛s ♣❡rt✉r❜é✳
❊❧❧❡s ❝♦rr♦❜♦r❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ ❣❛r❞❡♥t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❉❡✉①✐è♠❡ P❛rt✐❡ ✲ ▲❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❡♥s s✉r

✉♥ s♦❧ ♥❛t✉r❡❧

❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ❡♥❣❛❣é ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ s❡ s❡r✈✐r❛ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✭▼❛✲
❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
t②♣❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❜♦✉❡✉① ✭♠✐①t✉r❡ ❡❛✉ ❡t sé❞✐♠❡♥ts✮
❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❡♥♥❡s t②♣❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡②✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s
❡st ❢❛✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♠❡s✉ré ❡t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r
❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✵✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à ✉♥
é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐t✳
❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ r❤é♦❧♦❣✐q✉❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
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❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s♦♥t r❛♣♣❡❧és ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ♣❧✉❣✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳
❯♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡ q✉❡❧q✉❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡❀ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s❀ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ✐♥st❛❜❧❡✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❱✉ q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✈♦♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ s✐t❡ ❞✬❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡st ❞é❝r✐t ❡♥
♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s❡r♦♥t ❞é❝✐s✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♦❜✲
t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡st✐♠és✱ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐✲
❜r❡ s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣❛r ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✵✮✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♣r♦♣r✐étés r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st é✈❛❧✉é✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s
♦♥❞❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡t q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❡♥ ré❣✐♠❡
♣❡r♠❛♥❡♥t ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐
❞✐t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♠❡s✉ré❡s ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✽✪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ r♦✲
❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣ré✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛✲
t✉r❡❧✳ ❉❡r♥✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛ été ♣r♦❞✉✐t ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✮ ♣♦✉r ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✈✐✲
s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ss❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✲ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡

❆♣rès ❛✈♦✐r ✈ér✐✜é ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉rs✉✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♠❡♥é à ✐♥té❣r❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t à s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦♥✲♥❡✇t♦♥✐❡♥ t②♣❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ♣♦r❡✉①
♥✬ét❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❡❛✈❡rs ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ✭✶✾✻✼✮ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇✲
t♦♥✐❡♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡✳ ●râ❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ t②♣❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ❞❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ♦♥t ♣û êtr❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r✐s❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❈❤❤❛❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❘❛♦ ❛♥❞ ▼✐s❤r❛ ✭✷✵✵✹✮ ❡t P❛s❝❛❧ ✭✷✵✵✻✮
♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❧♦✐s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❡①✐❣é❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s

①①✐



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ❞ét❛✐❧❧é✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱
❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✼✱ ✈ér✐✜❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡s
✢✉✐❞❡s ❞❡ r❤é♦❧♦❣✐❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
s✉r ❋▲❯❊◆❚ ♦♥t été ❢❛✐t❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t r❡s♣❡❝té ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r Pr✐♥♦s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡t ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▲❡s ✢✉✲
✐❞❡s t❡st ✉t✐❧✐sés ❛✈❛✐❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ré❡❧s q✉✐ r❡♣r♦❞✉✐s❛✐❡♥t ❧❡s ♠✐①t✉r❡s
❞❡ ❈❛r❜♦♣♦❧ ✉t✐❧✐sés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮ ❡t
▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉① ✾✳✷✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡
♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉① ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣ré✈✉❡ ♣❛r ❧❡
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ❢♦♥❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❧✉❣ ✭u(z = z0)✮ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ❢♦♥❞
✭u(z = 0)✮ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✶ ❡t ✺✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡s ❛♥❛❧②✲
s❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❢❛✐t❡s à ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♣♦r♦s✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❝♦♠❜✐♥é ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té ❡t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés r❤é♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✲ ❘❡t♦✉r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬❆❝q✉❛❜♦♥❛

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦r♦s✐té ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ❞✬❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✐té✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣♦r♦s✐té
s♦♥t ❛ss✉♠és à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ h0 X q0 ❡st ❝♦♠♣❧été❡✳ ❱✐s✲
à✲✈✐s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣♦r♦s✐té ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬❆❝q✉❛❜♦♥❛✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ q✉✐ s❡r❛✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✐♥✲
❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✿ ér♦s✐♦♥ ♣❛r r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡t
✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❛
été ❞✐s❝✉té❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡t

①①✐✐



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

✉♥✐❢♦r♠❡ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s ❞✉ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t r✉✐ss❡❧❛♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rs
❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt s♦❧✐❞❡ ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts
tr❛♥s♣♦rtés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ét✉❞✐é❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥ ❧✐t ❞❡ sé❞✐♠❡♥t ♣❧❛t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣♦✉r
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ t②♣❡ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡ ❛
été ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés t②♣❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ré❡❧ r❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ ♠❡♥é à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à
♣ré✈♦✐r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❡t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞✉ ❢♦♥❞ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡t ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ♠✐❡✉①
r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥❣❡r❡✉① ❛✜♥
❞❡ ♠✐❡✉① ♣ré❞✐r❡ ❡t ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✲ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s tr❛♥✲
s✐t♦✐r❡s ❞❛♥s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s ❞❡ t②♣❡ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡t✲
t❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s
s✉❣❣❡st✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱
t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès
❍❡②♠❛♥ ✭✷✵✶✹✮✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳
▲♦rs ❞✬✉♥ ❡ss❛✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❛♥❛❧②sé ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❡t ✢✉❝t✉❛♥t ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❧é❡ ❞❡ ❜♦✉❡✱ ❧❛
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❡♠♣❧♦②é
♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ré❡❧s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡r❛✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡✛❡ts ❝♦♠♠❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡t ❧❛
♣♦r♦s✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣é♦♠étr✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞❡

①①✐✐✐



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

✈❛❧✐❞❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲♥❡✇t♦♥✐❡♥
s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ♣♦r❡✉① ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡ ❡♠♣❧♦②é❡✳

①①✐✈



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ P❤♦t♦s ❢r♦♠ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ❧❛r❣❡st ♥❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❢r♦♠ ❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ❆♥❝❡② ✭✶✾✾✾✮
✉s✐♥❣ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐①t✉r❡ φv✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠✲
❜❡rs✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ s✉❝❤ ♥✉♠❜❡rs✱ s❡❡ ❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ❆♥❝❡② ✭✶✾✾✾✮✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇✳ ■♥❝r❡❛s❡
✐♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t r❡♣r❡s❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ●r❛② s❤❛❞❡ r❡♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts ✐♥ ✢✉✐❞ ♠✐①t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✹ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ st❡❡♣ s❧♦♣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞
❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ t②♣❡✳ ❋r♦♠ ❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ▼❡✉♥✐❡r ✭✶✾✾✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r✉♥♦✛ ✢♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ✷✳✺✭❛✮✿ r✉♥♦✛
♦♥ ♣❛✈❡❞ str❡❡t❀ ✷✳✺✭❜✮✿ r✉♥♦✛ ♦♥ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥❀ ✷✳✺✭❝✮✿ r✉♥♦✛ ✐♥
✈❡❣❡t❛❜❧❡ ❛r❡❛❀ ✷✳✺✭❞✮✿ r✉♥♦✛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✻ ▲❛✇ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❱♦♥ ❑ár♠á♥ ✭✶✾✸✵✮✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡s r❡♣✲
r❡s❡♥t ✈✐s❝♦✉s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❧♦❣ ❧❛✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r♦❞✉❝❡
❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✼ ❈r✐t✐❝❛❧ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛❣❛✐♥st ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ✷✳✼✭❛✮✱ ✈❛♥ ❘✐❥♥ ✭✶✾✽✹✮ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❤✐❡❧❞s
✭✶✾✸✻✮❀ ❛♥❞ ✷✳✼✭❜✮ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❢r♦♠ P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✽ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡
❜❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✾ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❡❞ s❧♦♣❡ ❢♦r ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✇❛t❡r✳ ■♥ t❤❡ ✉♣✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✱ s❦❡t❝❤
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❇❡r③✐ ❛♥❞ ❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t
♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❥✉♠♣s✳ ❋♦r s✉❝❤ r❛t✐♦ ❡q✉❛❧s t♦ ✶✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

①①✈



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶✵ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ✷✳✶✵✭❛✮✿
♠✉❞ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ❡✈❡♥t ♦❢ ▼❛r✐❛♥❛ ❞✐str✐❝t✱ ▼✐♥❛s ●❡r❛✐s st❛t❡✱ ❇r❛③✐❧✱
✺t❤ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✺❀ ✷✳✶✵✭❜✮✿ ❧❛❤❛r ✢♦✇ ❢r♦♠ ❧❛t❡ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✺ ✐♥
❘í♦ ▲❛❣✉♥✐❧❧❛s✱ ❢♦r♠❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆r♠❡r♦✱ ❈♦❧♦♠❜✐❛❀ ✷✳✶✵✭❝✮✿ ❝♦♥✲
❝r❡t❡ ❜❡❡♥ ♣♦✉r❡❞❀ ✷✳✶✵✭❞✮✿ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♠✉❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✐❧ ✐♥❞✉str②❀ ✷✳✶✵✭❡✮✿
❝♦r♥st❛r❝❤ ♠✐①t✉r❡ s✉❜❞✉❡ t♦ str❡ss ❢r♦♠ s♣❡❛❦❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✢♦✇s✳ ✷✳✶✷✭❛✮✿ s❡❛
✇❛✈❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❤♦r❡❀ ✷✳✶✷✭❜✮✿ t✐❞❛❧ ❜♦r❡ ❛t
❱❛②r❡s✱ ●✐r♦♥❞❡✱ ♣❤♦t♦ ❢r♦♠ ❏❛❝q✉❡s ❉❛ss✐❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜s✐t❡❀ ✷✳✶✷✭❝✮✿
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♦♥ ❝❧❡❛♥ ✇❛t❡r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛t ❚✉r♥❡r r❡s❡r✈♦✐r✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦
❈♦✉♥t②✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ♦♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✹✱ ✷✵✵✺✱ ❢r♦♠ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢
❱✐❝t♦r ▼✐❣✉❡❧ P♦♥❝❡❀ ✷✳✶✷✭❞✮✿ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✭❈❤❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✸ ❖♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ✇❛✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✹ ❋r♦♠ ❘✐❝❤❛r❞ ❛♥❞ ●❛✈r✐❧②✉❦ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✭❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❇r♦❝❦✬s
✭❇r♦❝❦✱ ✶✾✻✼✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭❞♦ts✮ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s✳
❖♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ▲❛❣r❛❣❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❖♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ✇❛✈❡ ♣r♦✜❧❡ s❝❛❧❡
t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✶✺ ❋r♦♠ ◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐ ✭✶✾✾✹✮✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦✜❧❡s ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s s♦❧✉t✐♦♥
✭❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss✮ ❢♦r
❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡① ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ n = 0.4 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✶✻ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✢♦✇ ✐♥❞❡① ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐♥❡s✮✳ ❙②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮✿ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ♥♦ r♦❧❧
✇❛✈❡s ✇❡r❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s tr✐❛♥❣❧❡s s❤♦✇ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✢♦✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦ ❛♥❞ ❈❛♣❛rt ✭✷✵✵✷✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
❞❛♠✲❜r❡❛❦ ❡✈❡♥t ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ♦✈❡r ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❡✈❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❜❥❡❝t ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳ ✹✷

✸✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss
❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ♦♥❧②
❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ✢♦✇ ❛♣♣❧✐❡s ❡♥♦✉❣❤ str❡ss t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜♠❡r❣❡❞
✇❡✐❣❤t✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❡❧♦❝✐t② uc✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❝❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✇❤❡♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✐s
❝❧♦s❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
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http://archaero.com/mascaret.htm
http://ponce.sdsu.edu/chow_froude_and_vedernikov.html


▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡✛❡❝ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳ ✸✳✸✭❛✮✿ P✐❝t✉r❡
❢r♦♠ ❉❛✈✐❡s ✭✶✾✾✵✮ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t ✇❛✈❡s
✐♥t❡r❛❝t❀ ✸✳✸✭❜✮✿ st❛❜✐❧✐t② ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥t✐✲❞✉♥❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
❢r♦♠ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✢♦✇ ✐♥st❛❜✐❧✐t②
✭❈♦❧♦♠❜✐♥✐ ❛♥❞ ❙t♦❝❝❤✐♥♦✱ ✷✵✵✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✹ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✳ ❉❛r❦ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✶ ✹✳✶✭❛✮✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦t t♦ s❝❛❧❡❀ ✹✳✶✭❜✮✿
t♦♣ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ ✭❈◆ ✲
❣❧♦❜❛❧✮ ❛♥❞ P■❱ s②st❡♠ ✭P■❱ ✲ ❧♦❝❛❧✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✸ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳
❆ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❝r♦ss❡s ❛ ❘❖■ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥
✐s r❡❝♦r❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧s t♦ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳
✭❉❆◆❚❊❈ ❉②♥❛♠✐❝s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✹ ❍✐st♦❣r❛♠ ❢♦r s❡❞✐♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▲✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❝✉♠✉✲
❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝✐r❝❧❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ●r❛② ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
❜r❛♥❞ ♥❡✇ ❣❧❛ss s♣❤❡r❡s✱ ❞❛r❦ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ✉s❡❞ ♦♥❡s✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱
▼❊❱ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✇✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝✉t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♣✳ ✳ ✺✺

✹✳✻ ❘❛✇ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✼ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✳ ✹✳✼✭❛✮✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❣r❛②✲
s❝❛❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥❀ ✹✳✼✭❜✮ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♠❛❣❡❀ ✹✳✼✭❝✮
❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ s❤❛❞♦✇s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✽ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❘❖■✳ ❖♣❡♥ ❝✐r❝❧❡ ❞❡♥♦t❡s ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ✐♥ t✐♠❡ st❡♣ tk−1 ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❞❡♥♦t❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ∆t s❡❝♦♥❞s
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✹✳✾ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✶✵ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝r❡❛t❡❞ t♦ t❡st P❚❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
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✹✳✶✶ ❆rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ t②♣❡ A ❝r❡❛t❡❞ t♦ t❡st P❚❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡♣❡♥✲
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✹✳✶✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❘❖■ ∆yROI✳
✹✳✶✷✭❛✮✿ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r✉♥❀ ✹✳✶✷✭❜✮✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❣❜✶✲✸✳ ✻✸

✹✳✶✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ✉s✐♥❣
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡r② t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡
r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r
❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐♠✲
❛❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❨❡❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ tr✐❛♥❣❧❡s s❤♦✇
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r✳ ✻✹

✹✳✶✺ P✐❝t✉r❡s s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡
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✹✳✶✻ ❙♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❙✐❣♥❛❧
✐s s❡❝t✐♦♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ✳ ✻✺

✹✳✶✼ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ ❛s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ●r❛② s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ r❡❞ s❤❛❞❡❞
③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✶✽ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ s❡❝t✐♦♥❡❞
✐♥✿ ✹✳✶✽✭❛✮ qIIIs ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❛♥❞ ✷✺ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✹✳✶✽✭❜✮ qIVs ✱ ❢r♦♠ ✷✭
s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✶✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ qsW r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥❀ qsPTV

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
t❤r♦✉❣❤ P❚❱ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ st❛rt t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ❛ss❡rt✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ss❡rt✐✈❡♥❡ss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✷✵ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ P❚❱ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❡❞✐✲
♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❙♦❧✐❞ ❛rr♦✇s ✐❧❧✉str❛t❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✳
❉❛s❤❡❞ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤✲
♦❞s u∗CN ❛♥❞ u∗PIV✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❡q✉❛❧✲
✐t② u∗PIV = u∗CN✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✷ ❆✈❡r❛❣❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ 〈v̄〉(y) ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P■❱ s②st❡♠ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ ePIV ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② 〈ū〉(y) ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ 〈uRMS〉(y) ❢♦r r✉♥s ❣❜✶ t♦ ❣❜✽✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✹ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▲✐♥❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✿ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s u+ = κ−1 log y+ + 5 ❢♦r ❧♦❣
r❡❣✐♦♥❀ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s u+ = y+ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

①①✈✐✐✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✺ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r r✉♥s ❣❜✶ t♦ ❣❜✽✳ ▲✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆♥t♦♥✐❛ ❛♥❞ ❑r♦❣st❛❞ ✭✷✵✵✶✮✳
✺✳✺✭❛✮✿ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s u+RMS❀ ❞❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t r✉♥
❣❜✶✱ ❛♥❞ ❣r❛② ❧✐♥❡✱ r✉♥ ❣❜✽✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳ ✺✳✺✭❜✮✿ ✈❡rt✐❝❛❧
t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s v+RMS❀ ❞❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✻ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ (u′, v′) ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✺✳ ❙❤❛❞❡s
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ✭

√
u′2 + v′2✮❀ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✼ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 〈u〉(y0) ❛♥❞ u∗PIV✳ ✺✳✼✭❛✮✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u∗PIV ❛♥❞ 〈ū〉(y0)✳✺✳✼✭❜✮✿ ❍✐❣❤❧✐❣❤t ❢♦r y0 =
0.70 ♠♠ ✐♥ ❉❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✜rst✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✳
❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✽ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② u∗(t) ❢♦r P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❣❜✺✱ ✉s✐♥❣ y0 = 0.46✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✾ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ u∗F ❢♦r P■❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥
❣❜✺ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❤❡✐❣❤ts y0✿ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❝❧♦s❡ y0 = 2.25D
✭✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✮❀ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❞ y0 = 9D ✭✐♠❛❣❡ t♦
t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s −1 s❧♦♣❡❀ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ −5/3 s❧♦♣❡✳ Re =
5625❀ Fr = 0.87❀ Sh = 0.060✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✶✵ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ●r❛② ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ qIIIs ❛♥❞ ❣r❛② sq✉❛r❡s
qIVs ✳ ❉❛r❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍♦r✲
✐③♦♥t❛❧ ✉s❡s ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ Sh− Shc✳ P✉r♣❧❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t
✜t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✶✶ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛❣❛✐♥st Sh✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡✲
❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r u′∗RMS/u∗ =
19%✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✉s❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r u′∗RMS/u∗✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✶✷ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✶✲✹ ✭qIIIs ✮✱
✇✐t❤ Sh = 0.079; Fr = 1.10;Ro = 2.90✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts
−5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✺✳✶✸✭❛✮ ❣❜✶✲✷
✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤ Sh = 0.068; Fr = 1.16;Ro = 3.12❀ ✺✳✶✸✭❛✮ ❣❜✶✲✷ ✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤
Sh = 0.075; Fr = 1.20;Ro = 2.99✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3
s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❙❤❛❞❡❞ ②❡❧❧♦✇ ③♦♥❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✶✹ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷✱ ✇✐t❤
Sh = 0.159; Fr = 1.54;Ro = 2.05✳ ✺✳✶✹✭❛✮✿ ♥♦ ❜❡❞❢♦r♠s ❝❛♣t✉r❡❞❀
✺✳✶✹✭❜✮❀ ❜❡❞❢♦r♠s ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts
−5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❤❛❞❡❞ ②❡❧❧♦✇ ③♦♥❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

①①✐①



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✶✺ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✹✲✶✱ ✇✐t❤
Sh = 0.285; Fr = 2.66;Ro = 1.53✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3
s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✶✻ ❘❡s✉❧ts s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇s✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ✜t ❢r♦♠ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✼ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇✳
❙t❡❛❞② ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❞✐s✲
t✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❜② ❣r❛② ♦♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶✽ ❘❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ u∗F ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ❛♥❞ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r y0 = 0.70 ♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✶✾ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✭▼❛❝✐❡❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❚♦♥✐❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✷✵ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st Sh✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r
❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s ✭s♦❧✐❞ ❛♥❞
❞❛s❤❡❞✮ ♣r❡s❡♥t ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❢♦r u′∗RMS/u∗ ✐♥ ❞✐st✉r❜❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✶ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✺✳✷✶✭❛✮ ❣❜✇✺
✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤ Sh = 0.063; Fr = 0.79;Ro = 3.24❀ ✺✳✷✶✭❜✮ ❣❜✇✷ ✭qIVs ✮✱
✇✐t❤ Sh = 0.198; Fr = 1.60;Ro = 1.83❀ ❛♥❞ ✺✳✷✶✭❝✮ ❣❜✇✹ ✭qIVs ✮✱ ✇✐t❤
Sh = 0.399; Fr = 2.34;Ro = 1.29✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3
s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✶ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✜♥❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❧✐♠✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞
♠❛② s❧✐❣❤t❧② ✈❛r② ✇✐t❤ ✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ✭❋r♦♠ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✷✮✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✶ ❉✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✜♥❞s
t❤r♦✉❣❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦♣❡r s❡t ♦❢
✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧
✈❡r✐✜❡s ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✼✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ✢♦✇✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥t ❜❛s❡❞ ✢♦✇ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s h0 ❛♥❞ u0✱ ✇❤❡r❡ u∞ ✐s ✢♦✇
❢r❡❡str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ ✇❤❡♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λw✱ ✇❛✈❡ ❝❡❧❡r✐t② c
❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆h✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✼✳✸ ❋r♦♠ ●❡♥❡✈♦✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✼✳✸✭❛✮✿ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ♠♦♥✐t♦r✲
✐♥❣ s✐t❡✳ ✼✳✸✭❜✮✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❞❡✲
❜r✐s ✢♦✇s ♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❀ ❛ ✲ r❡❣✐♦♥ ✶✱ s♦✉r❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠
♠❛r❧s ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ❜ ✲ r❡❣✐♦♥ ✷✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❛r❧s ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ❝ ✲
r❡❣✐♦♥ ✸✱ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✼✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ st❛t✐♦♥ ✸✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤
✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♦♥ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ✶✾✾✽✱ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✵✮✳ ❍✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✇❛✈❡ tr❛✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳✶✶✵

✼✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ∆h ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❜② ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆he = 1.05 ♠✳ ❚❤❡ st❛r ✐♥❞✐❝❛t❡s
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼✳✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss τ0 ♦♥ ✇❛✈❡s ♣r♦✜❧❡s h(t)✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✼ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❈✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞
③♦♥❡ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳
qacqua r❡♣r❡s❡♥ts s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡
❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡✲
❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✽✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✐s ♥♦✇
✢♦✇✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✾✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡♣❡❛ts ✐ts ♣❛tt❡r♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✲
❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✾✳✷ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥ ◗✶■✸❋✸✳ ■♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧ ✐s ❧♦✲
❝❛t❡❞ ❛t y = 0✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ ✭y = hp✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣ ❤❡✐❣❤t
✭y = y0✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r❡❞ ❛♥❞ ♣❧✉❣ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✾✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❉❛r❝✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② upnum ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② Up✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❡r❢❡❝t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✾✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❢♦r t❡sts ❝❛s❡s ◗✶■✸ ❛♥❞ ◗✶■✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✺ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s✳ ❱❡❧♦❝✐t② u(y) ✐s s❝❛❧❡❞ t♦ ♠❡❛♥
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✾✳✻ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s uB ❛♥❞ uy0 s❝❛❧❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

①①①✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✾✳✼ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣❡r✲
❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✾✳✽ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳
✾✳✽✭❛✮✿ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ U |Y=0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ n ❛♥❞
γ✱ ❢♦r C∗ = 0❀ ✾✳✽✭❜✮✿ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② Ū ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ C∗

❛♥❞ γ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✾✳✾ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❍❡rs❝❤❡❧✲
❇✉❧❦❧❡② ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ♦✈❡r ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦✈❡r ✢❛t
✜①❡❞ ❜❡❞s✿ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r Ū/Ū |γ=0 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ C∗✱ ❛s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ n ❛♥❞ γ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✶ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳
❈✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ qacqua r❡♣r❡s❡♥ts
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✲
✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇
❤❡✐❣❤t ✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✶✵✳✷ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳
❈✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ qacqua r❡♣r❡s❡♥ts
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✲
✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇
❤❡✐❣❤t ✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✵✳✸ ❘❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭u0 ❛♥❞ h0✮ ❢r♦♠ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ♣♦r♦✉s ❡✛❡❝t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✵✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✵✳✹✭❛✮✿ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r χ❀ ❛♥❞ ✶✵✳✹✭❜✮✿ ♣♦r♦s✐t② p✱ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t✐♦ ✭u0/u0|γ=0✮ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♦❢ ♣♦r♦s✐t②
γ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

①①①✐✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✶✳✶ ❊♥❡r❣② ❜✉❞❣❡t ❢♦r ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇✳ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✢♦✇
❂ Ē+ ē✳ ❚♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ✭❆✮ ✈♦❧✉✲
♠❡tr✐❝ ✭❣r❛✈✐t② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮❀ ✭❇✮ ♣r❡ss✉r❡❀ ✭❈✮ ✈✐s❝♦✉s❀ ✭❉✮ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❛t✉r❡✿ ✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡❀
✭❝✮ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡
♥♦t❡❞ ❜② φ̄ ❛♥❞ ϕ̄✳ ∆ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥
❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈❤❛ss❛✐♥❣ ✭✷✵✵✵✮✱ ✇✐t❤ ❛✉t❤♦✲
r✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈é♣❛❞✉ès✲❊❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ t❤❡s✐s✳ ❘❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦t ❛✉t❤♦r✐③❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

①①①✐✐✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ▼✐①t✉r❡ ✢♦✇s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷ ❱❛❧✉❡s ❢♦r Frmin ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t②♣❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✭✶✾✹✺✮❀ ❈❤♦✇ ✭✶✾✺✾✮❀
P♦♥❝❡ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ϑ ❛♥❞ ϕ ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞❀ f(γ) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
♣♦r♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✭t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ P❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ✐ts❡❧❢ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t②✱ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✺✳✶ ❉❛t❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤
✜①❡❞ ❜❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✷ ▲♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ u∗F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✸ ❉❛t❛ s✉♠♠❛r② ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ❜❡❞
✐♥ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✹ ❉❛t❛ s✉♠♠❛r② ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ❜❡❞
✐♥ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✼✳✶ ❲❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦❞❡❧✳ ∗✿ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❢♦r ❝♦❧✉♠♥❀ +✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✼✳✷ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✶❉ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✸ ❖✉t♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✴♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶❉ ♠♦❞❡❧
t♦ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝❛s❡✲s❝❡♥❛r✐♦ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ✶✾✾✽✳ ❘❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ✭❢r♦♠ ❆ t♦ ❊✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✇❛✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✹ ❖✉t♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✴♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞
✇❛✈❡ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠✉❞✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❤❡✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s❡❛r❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✭❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✾✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

①①①✐✈



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✾✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞s ✇❡r❡ ❝❛r❜♦♣♦❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❜② ▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s
✭✷✵✵✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✾✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❯♥✐❢♦r♠ ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡rs✳ ◆♦t❡✿
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛r❜♦♣♦❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿
❋✶✱ ▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ❝❛r❜♦♣♦❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✵✳✶✸✪❀ ❋✷✱ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s
✭✷✵✵✶✮✱ ❛t ✵✳✵✽✪❀ ❛♥❞ ❋✸✱ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮ ❛t ✵✳✶✵✪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
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◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

●r❡❡❦ ❧❡tt❡rs

❙②♠❜♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❯♥✐ts

α ▼♦♠❡♥t✉♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✲
∆h ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♠
∆t ❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠

P■❱✴P❚❱ s②st❡♠
♠

∆tkesc ▼❡❛♥ ❡s❝❛♣❡ t✐♠❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ st❛♠♣ tk s
∆~rki ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡i ❛t t✐♠❡ st❛♠♣ tk ♠
(∆xROI ,∆yROI) ❙✐③❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭P■❱✴P❚❱✮ ♠
θ ❈❤❛♥♥❡❧ s❧♦♣❡ ◦

γ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣♦r♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✲
γ̇ ❋❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡ −1

κ ❱♦♥ ❑ár♠á♥ ❝♦♥st❛♥t ✲
λw ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♠
µ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② P❛s
µB ❇✐♥❣❤❛♠ ✢✉✐❞ ♣❧❛st✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② P❛s
µ P♦✇❡r✲❧❛✇ ✢✉✐❞ ♣❧❛st✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② P❛sn

ν ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② P❛s
ξ ▼♦❜✐❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r r♦❧❧✲✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s
✲

ρ ❋❧✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❦❣♠−3

ρs ❙♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡♥s✐t② ❦❣♠−3

σij ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r P❛
τ0 ❋❧✉✐❞ ②✐❡❧❞ str❡ss P❛
τb ❇♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss P❛
τij ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r P❛
φm ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛ss ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥

♠✐①t✉r❡
✪

φv ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ ♠✐①t✉r❡

✪

χ P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✲

❙②♠❜♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❯♥✐ts

c ❋r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠s−1

C∗ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ②✐❡❧❞ str❡ss ✲
D ❙♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r ♠
D∗ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r ✲
fw ❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❍③
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◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

fs ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭P■❱ ❛♥ P❚❱ ♠❡❛s✉r❡s✮ ❍③
Fi ●❡♥❡r✐❝ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠−2

Fr ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ✲
Frmin ▼✐♥✐♠✉♠ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✲
gi ●r❛✈✐t② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠s−2

h ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ♠
h0 ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♠
kI , kK P❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ♠✱ ♠n+1

Kn ❈♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥❞❡① P❛sn

l0 ❈❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ♠
lt ❍♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ✇✐❞t❤ ♠
L0 ❈❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ♠
Lt ❍♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ❧❡♥❣t❤ ♠
mk

i ▼❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡i ❛t t✐♠❡ st❛♠♣ tk ❦❣
M(tk) ❚♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t✐♠❡ st❛♠♣ tk ❦❣
n ❋❧♦✇ ✐♥❞❡① ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✲
p ❇❡❞ ♣♦r♦s✐t② ✲
P ❋❧✉✐❞ ✢♦✇ ♣r❡ss✉r❡ P❛
q ❋❧♦✇ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠2s−1

Q ❋❧♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠3s−1

q∗ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✲
qs ❙♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❦❣♠−1s−1

Qs ❙♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❦❣s−1

~rki P♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡i ❛t t✐♠❡ st❛♠♣ tk ♠
Rh ❍②❞r❛✉❧✐❝ r❛❞✐✉s ♠
R2 ❈♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛ ✜t ✲
Re ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✲
s ❉❡♥s✐t② r❛t✐♦ ρs/ρ ✲
Sh ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ✲
Shc ❈r✐t✐❝❛❧ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ✲
u∗ ❋r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠s−1

u∗c ❈r✐t✐❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠s−1

u∞ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♠s−1

uB ❇♦tt♦♠ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♦r s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② uB = u(y = 0) ♠s−1

ui ❱❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭(u, v, w) ❢♦r i = 1 : 3✮ ♠s−1

(us, vs) P❛rt✐❝❧❡s ✈❡❧♦❝✐t② ♠s−1

t ❚✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s
tk ❉✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❛♠♣ ❛t ✐♠❛❣❡ k ❢r♦♠ P❚❱ ♠❡❛s✉r❡s s
Tw P❡r✐♦❞ ♦❢ ❢r❡❡✲sr✉❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s s
xi ❙♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭(x, y, z) ❢♦r i = 1 : 3✮ ♠
y0 P❧✉❣ ❤❡✐❣❤t ✐♥ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s ♠
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◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

◆♦t❛t✐♦♥

❙②♠❜♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

eX ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t X
X ′ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡
X+ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ✇❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
XCN Pr♦♣❡rt②✴♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ s②st❡♠
XPIV Pr♦♣❡rt②✴♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ P■❱ s②st❡♠
XPTV Pr♦♣❡rt②✴♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❚❱ s②st❡♠
XRMS ❘♦♦t✲♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
XW Pr♦♣❡rt②✴♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
Xp Pr♦♣❡rt②✴♠❡❛s✉r❡ ✐♥✴♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
X̄ ❚✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
〈X〉 ❙♣❛t✐❛❧✲❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x
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✶





❈❤❛♣t❡r ✶

◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

❉❡❜r✐s ✢♦✇s ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✉❞s❧✐❞❡s✱ ♠✉❞✢♦✇s✱ ♦r ❞❡✲
❜r✐s ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s✮ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡♥s❡ r❛✐♥❢❛❧❧ ♦♥ ✇❛✲
t❡r s❛t✉r❛t❡❞ s♦✐❧✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② st❛rt ♦♥ st❡❡♣ ❤✐❧❧s✐❞❡s ❛s s♦✐❧
s❧✉♠♣s ♦r s❧✐❞❡s t❤❛t ❧✐q✉❡❢② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t♦ s♣❡❡❞s ❛s ❣r❡❛t ❛s
✸✺ ♠✐❧❡s ✭✺✻ ❦♠✮ ♣❡r ❤♦✉r✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s t❤❛t st❛rt ❤✐❣❤
✐♥ ❝❛♥②♦♥s ❝♦♠♠♦♥❧② ❢✉♥♥❡❧ ✐♥t♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡② ♠❡r❣❡✱
❣❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ tr❛✈❡❧ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r s♦✉r❝❡✳

❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉r✈❡② ❋❛❝t ❙❤❡❡t ❋❙✲✵✼✶✲✵✵
▼❛② ✷✵✵✵

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ ❤✉♠❛♥ s♦❝✐❡t✐❡s✳
❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧✴❣❡♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❢✲
❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛♥t❤r♦♣✐❝ ❛❝t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❛♠❛❣❡s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② s♦❝✐❡t②✳ ❚❤❡②
❡♠❡r❣❡ ❛s ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❡✈❡♥ts✱ r❡s✉❧t ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs
s✉❝❤ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣✱ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ♠✐s❣✉✐❞❡❞ ✉r❜❛♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❛✛❡❝t ❡✈❡r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❡ ✭❇✉rt♦♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❇r❛③✐❧✱ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s
✢♦♦❞s ❛♥❞ ❧❛♥❞s❧✐❞❡s ②❡❛r ❛❢t❡r ②❡❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❛✐♥② s❡❛s♦♥ ✭P✐♥❤♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸✮✳ ■♥ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤❡❛st r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t
❡✈❡♥t ❛❧s♦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✿ ♠✉❞✢♦✇s✳ ■t ✉s✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❛✐♥② s❡❛✲
s♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r ❙❡rr❛ ❞♦ ▼❛r✱ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❛♥❣❡ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤♦r❡
✭●✉✐❞✐❝✐♥✐ ❛♥❞ ◆✐❡❜❧❡✱ ✶✾✽✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡
❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❧❛♥❞s❧✐❞❡s ❛♥❞ ♠✉❞✢♦✇s ❛r❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❛t❤
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✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞s✳

❆s ♠❛tt❡r ♦❢ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤❡❛st ❘❡❣✐♦♥ ♦❢
❇r❛③✐❧✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❛r♠ s❡❛s♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❙♦✉t❤
❆t❧❛♥t✐❝ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❩♦♥❡ ✲ ❙❆❈❩ ✭❩♦♥❛ ❞❡ ❈♦♥✈❡r❣ê♥❝✐❛ ❞♦ ❆t❧â♥t✐❝♦
❙✉❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❤❛③❛r❞♦✉s ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳ ■t
❛♣♣❡❛rs ♠♦st❧② ❧❛t❡ s♣r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ s✉♠♠❡r ❛♥❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ♠♠ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❝❧♦✉❞✐♥❡ss ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
❛❝r♦ss ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛①✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ◆♦rt❤✇❡st✲❙♦✉t❤❡❛st ♠❛♥♥❡r ♦✈❡r
❙♦✉t❤ ❆♠❛③ô♥✐❛✱ ❙♦✉t❤❡❛st ❛♥❞ ❲❡st✲❈❡♥t❡r ❇r❛③✐❧✐❛♥ r❡❣✐♦♥s r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❆t❧❛♥t✐❝ ❖❝❡❛♥✳

✭❛✮ ❈❛r❛❣✉❛t❛t✉❜❛✱ ✶✾✻✼✳ ✭❜✮ ❚❡r❡só♣♦❧✐s✱ ✷✵✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ P❤♦t♦s ❢r♦♠ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ❧❛r❣❡st ♥❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞s✳

❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❙❆❈❩ ❤❡❧♣s ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❙♦✉t❤❡❛st r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦✉♥t❛✐♥s
r❛♥❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙❡rr❛ ❞♦ ▼❛r ❜❧♦❝❦s t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s✳ ❊①❛❝t❧② ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦✬s st❛t❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ♠❛ss✐✈❡
❤❛③❛r❞ t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ✷✵✶✶✳ ❍❡❛✈② r❛✐♥s ✭✷✵✵ t♦ ✸✵✵ ♠♠ ✐♥ ❥✉st ❢❡✇ ❤♦✉rs✮
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦❤❡s✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ s♦✐❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡♥♦r✲
♠♦✉s ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠✉❞❞② ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ✢♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❤✐❧❧s ❛♥❞ ❞❡✈❛st❛t❡ ❛r❡❛s
❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♠✐s✲♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t❤r♦♣✐❝ ❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛t❡♠❡♥t r❡❧❡❛s❡❞
❜② ❈✐✈✐❧ ❉❡❢❡♥s❡ ♦❢ ❘✐♦ ❞❡ ❏❛♥❡✐r♦ ❙t❛t❡✱ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✽t❤✱ ✽✳✼✼✼ ❤♦♠❡❧❡ss✱
♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ t❤♦✉s❛♥❞ ❞✐s❧♦❞❣❡❞✱ ✾✺✵ ❞❡❛❞ ❛♥❞ ✹✸✵ ♠✐ss✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ✇❡r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✭●✉✐❞✉❣❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐s ❧❛st ❡✈❡♥t ✐s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡
❧❛r❣❡st ❇r❛③✐❧✐❛♥ ♥❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❈❛r❛❣✉❛t❛t✉❜❛ ❝✐t②✱ ✐♥
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✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛r❝❤ ✶✾✻✼✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡✱ ❙ã♦ P❛✉❧♦ st❛t❡ ♥♦rt❤❡r♥ ❝♦❛st ❢❛❝❡❞ ❛ ❧♦♥❣
r❛✐♥② ♣❡r✐♦❞❀ r✐✈❡rs ♦✈❡r✢♦✇❡❞ ❛♥❞ ✇❡r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞r❛❣ tr❡❡s ❛♥❞
❝✐✈✐❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ✢♦♦❞❡❞ ③♦♥❡s❀ ♠✉❞ ❛♥❞ r♦❝❦s ❢❡❧❧ ❞♦✇♥ t❤❡ ❤✐❧❧s ♦♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❛♥❞s❧✐❞❡s ❜✉r②✐♥❣ ❡♥t✐r❡ ❤♦✉s❡s✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧♦ss❡s ❛♥❞ ❞❡❛t❤ ♦❢ ✺✵✵ ♣❡♦♣❧❡ ✭❘❡❜❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ t❤✉s ♣♦✐♥t✲
✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ s✉❝❤ ♠❛tt❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤
❞✐s❛str♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥✳ ❇♦t❤ ❡✈❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❈♦rr❡❝t❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤
❡✈❡♥ts ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs t♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ r✐s❦s ❛♥❞ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❛r❣✉✲
♠❡♥ts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳

▼✉❞✢♦✇s ❛r❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ✐♥t❡♥s❡ r❛✐♥✲
❢❛❧❧ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② st❛rt ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ♠♦✉♥t❛✐♥s ✇❤❡r❡ s❧♦♣❡s ❛r❡
str♦♥❣❡r✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✢♦✇✐♥❣ ✢✉✐❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts ✭t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t
✈✐s❝♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✢♦✇✐♥❣ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✐❧✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② s❡❞✐♠❡♥t ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❣✐♥s ✭s✐❧t✱ ❝❧❛②
❛♥❞ s❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ s❧♦♣❡s✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② r❛♣✐❞ ✢♦✇ ✇✐t❤
❤✐❣❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✺ ♠✴s ✭✶✽
❦♠✴❤✮✱ ✉♣ t♦ ✶✵ ♠✴s ✭✸✻ ❦♠✴❤✮ ✭❍✉♥❣r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ✮✳

❆s ❢❛r ❛s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❣r❛✈✐t②✲❞r✐✈❡♥ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❛r❡ ❢❛r t♦ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢
✢♦✇ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ t♦♦❧s ❢♦r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♠✉❞✢♦✇s✱ ♠✉❞ ✢♦♦❞s ❛♥❞ ❞❡✲
❜r✐s ✢♦✇✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ♠✉❞✢♦✇s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✭❖❧✐✈❡✐r❛ ❛♥❞ ❇r✐t♦✱ ✶✾✾✽❀ ❈❤❛♠❜♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✿

• s✉❞❞❡♥ ✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ s♦✐❧ ❛❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛✐❧ ♦❢ s❧♦♣❡s✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ♦♥❝❡❀

• ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ ✐♥t♦ tr✐❜✉t❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞✱ ❢r♦♠
✉♣str❡❛♠ t♦ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ❜❛s✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❥♦✐♥ ❣r❡❛t❡r str❡❛♠s ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡r♦s✐♦♥✱ t❤✉s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ str❡❛♠
♦❢ ♠✉❞❞② ♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤❡ ✜rst✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ❤❡r❡ s✉❞❞❡♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇✱ ❝❛♥ ❜❡
❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ❡✈❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✢✉✐❞ ✐s s✉❞❞❡♥❧②
r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈❡s r❛♣✐❞❧② ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
♠✉❞✢♦✇ ❤❛✈❡ ❛ s❧♦✇❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛t✉r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✲
✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞

✺



✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❆s ❛ ❤②❞r♦✲❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❞✢♦✇s ❢♦r♠❛t✐♦♥✿

• r❛✐♥❢❛❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②❀

• s♦✐❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s❀

• t♦♣♦❣r❛♣❤②✳

❘❛✐♥❢❛❧❧ ✐s t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♠✉❞✲
✢♦✇s✱ ❧❛❤❛r ✢♦✇s✱ ❛♥❞ ❧❛♥❞s❧✐❞❡s✳ ❋♦r ❧❛♥❞s❧✐❞❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ st❛❜❧❡ s♦✐❧
❧❛②❡r s❛t✉r❛t❡s ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❞✉r✐♥❣ ❛ r❛✐♥② ❡✈❡♥t✱ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✢✉✐❞✐t②✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✢✉✐❞✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ s♦✐❧ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧
❛♥❞ ♠♦✈❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡✈❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ s✉❞❞❡♥❧② ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✢♦✇✳ ❘❛✐♥❢❛❧❧ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ r✉♥♦✛ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✢♦✇
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥ts ✐♥ s♦✐❧✳ ❋♦r s✉❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤
✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦✈❡r ❛ s❛t✉r❛t❡❞ s♦✐❧✱ ❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ■✈❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥
❛♥② ❝❛s❡✱ ♥❛t✉r❛❧ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✉s❡ ✭❛r❛❜❧❡ ✜❡❧❞s✱ ♣❛st✉r❡s✱ s♦✐❧
s❡❛❧✐♥❣✱ ❡t❝✳✮ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t ✢♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t ✐ss✉❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t ♣r♦♣❡r s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✶✳✷ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❢♦✉r
♠❛✐♥ st❛❣❡s✿

■ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② r❛✐♥❢❛❧❧ ♦✈❡r ❛ st❡❡♣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ■♥❝r❡❛s❡❞ ✇❛t❡r ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❜② s♦✐❧ ❛♥❞ ❢❛st s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❧❡❛❞s r❛♣✐❞❧② t♦ r✉♥♦✛❀

■■ ✐♥✐t✐❛❧ r✉♥♦✛ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛r❡❛s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❛♥❞
❡r♦❞❡s ✐ts ✇❛② ❞♦✇♥ ✐♥ ❣✉❧❧✐❡s✱ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ✜♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞♦✇♥✲
str❡❛♠✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❣r❡❛t❡r tr✐❜✉t❛r✐❡s❀

■■■ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r✉♥♦✛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡r♦❞❡ t❤❡ s♦✐❧✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ s♦❧✐❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❢♦r♠✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡s r❛✈✐♥❡s ❛♥❞✴♦r ❝r❡❡❦s❀

■❱ r❛✐♥❢❛❧❧ ♣❡❛❦ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr✐❜✉t❛r✐❡s
❢♦r♠s ♦❢ ❛ ♠❛✐♥ str❡❛♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s❡❞✐♠❡♥t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ♠✉❞✢♦✇✳

✻





✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

❋r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r✉♥♦✛ ✢♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ❛s t✉r❜✉❧❡♥t
✢♦✇ ♦❢ ❛❧♠♦st ❝❧❡❛♥ ✇❛t❡r✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✲
str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❡✈❡♥ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭❝♦♥✈❡① ❛r❡❛s✮✱ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ t❤✐♥
❛♥❞✴♦r ♥❛rr♦✇✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✢♦✇ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✭❙tr❛❤❧❡r✱ ✶✾✺✷✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❧♦♣❡✱
♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡
♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✿ s❡❞✐♠❡♥t ❝❛♥ r❡st ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭❜❡❞ ❧♦❛❞✮✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❥✉♠♣ ❛♥❞✴♦r ♣r♦❥❡❝t ✐ts❡❧❢
✐♥t♦ t❤❡ ✢♦✇ ✭s❛❧t❛t✐♦♥✮✱ ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❛✇❛② ❜② ✢♦✇ ✭s✉s♣❡♥s✐♦♥✮✳
❋♦r r✉♥♦✛✱ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞
s❛❧t❛t✐♦♥✱ s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❛✐s✐♥❣ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❤❡♥ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs ♦✈❡r ❝❧❛②❡② s♦✐❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❣✉❧❧✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ✐♥ ✢✉✐❞ ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✽✪ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱
t❤✉s ❦❡❡♣✐♥❣ ✐t ❛s ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✭●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳

■♥ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✱ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠✉❞✢♦✇ ✉s✉❛❧❧② ❞✐✈❡r❣❡ ✐ts ✈✐s❝♦✉s
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❛❞❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♠♦r❡ s❡❞✐♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✢♦✇✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤
✈❡❧♦❝✐t② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇s✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧❛♠✐♥❛r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❛❣❡ ✭❈♦✉ss♦t✱ ✶✾✾✹❀
❈♦✉ss♦t ❛♥❞ P✐❛✉✱ ✶✾✾✹✮✳

❙♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ♠❛② ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t s✉❝❤
❛s✿

• ♠✉❞✢♦✇ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s
s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡ ✭r❛✐♥❢❛❧❧✱ s♦✐❧ ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛♣❤②✮ ❝♦♥✈♦❧✉t❡ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦ t♦
s♣❡❛❦ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈❡♥t❀

• ♦♥❝❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✜♥❛❧
st❛❣❡ ❡✈❡♥t ✭✢♦✇ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮❀

❚❤❡ ✜rst ❛❞❞r❡ss❡❞ q✉❡st✐♦♥ ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ❢♦r s✉❞❞❡♥❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡✈❡♥ts ✐❢ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛✲
t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❞✢♦✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ s♦✐❧ ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤②✮✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦✐❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇
♠✉❝❤ ✇❛t❡r ✇✐❧❧ ✢♦✇ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❡❡♣❛❣❡ ♦❢

✽



✶✳✷✳ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

✇❛t❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✐❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ ♠♦❞❡❧s
♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❞✐s❧♦❞❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✇✐❧❧
❢♦r♠ ❛ ✏❝♦♥t✐♥✉♦✉s✑ ✢✉① ♦❢ ♠✉❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛s✐♥ ✭▲✉♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ●♦♠❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ✈❛♥ ❆s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡✈❡♥ts s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✏✇❡❛❦❡r✑✱
✇✐t❤ ❛ ✢♦✇ t❤❛t ❤❛s ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt s❡❞✐♠❡♥t
♠❛t❡r✐❛❧ ✭●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❞✉r✐♥❣
r✉♥♦✛ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇
❢❛st ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✭❢r♦♠ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❧❡❛♥ ✇❛t❡r t♦ ❧❛♠✐♥❛r
♠✉❞❞② ✢✉✐❞ ✢♦✇✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ♠❛tt❡r ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭s♦ ✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✮✱ ❜✉t
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❢♦r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ❛r❡ st✐❧❧ ❛ ♠❛tt❡r
♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ t❤✐s ✇♦r❦ t❛❦❡s ♣❛rt ♦♥ s✉❝❤
♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✳

■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❡✈❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭s✉❝❤ ❛s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✲
✐t② ♦❢ ❡✈❡♥ts ✭❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢❡✇ ✇♦r❦s s❡❡♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉❝❤
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇
✇❤❛t ✢✉✐❞ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t❡
❤♦✇ ✢♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡✱ t❤✉s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t t❤❡② ♠✉st ❜❡ ♣r✐♠❛r✐❧② q✉❛♥✲
t✐✜❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ♠✉st r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♠✐①t✉r❡s ♠✉st ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
t❤❛t s✉❝❤ ♠✉❞❞② ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ✇❛t❡r✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ✢✉✐❞ ✐ts❡❧❢✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t t♦ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❯s✉❛❧❧② ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢
✉♥st❡❛❞② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉♥♦✛ st❛❣❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ♠❛♥②
❛r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞✐✲
♥❡ss✳ ❚❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇s ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ■t ✐s
❦♥♦✇♥ t❤❛t s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉❡ t♦ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ t✉r❜✉✲
❧❡♥t ✢♦✇s ❞♦ ♣r❡s❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❋r❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❆♥❝❡②
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐st✉r❜❡❞ ✭❜②
t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ r❛✐♥✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐✳❡✳
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐✲
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✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

❝❛❧ ❧❛✇s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✢♦✇s✱ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❞♦❡s♥✬t ❤❛♣♣❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r
❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥s ❞❡✈❡❧♦♣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ s✉❞❞❡♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐t ❛s ❛
❞❛♠ ❜r❡❛❦ ✢♦✇✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❜r✉♣t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡
❞♦✇♥str❡❛♠✳

❙♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦t❤
s❝❡♥❛r✐♦s✱ r✉♥♦✛ ❛♥❞ ♠✉❞✢♦✇✳ ❚❤✐s ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡✱ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s st❡❡♣ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✉r❣❡s✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✐♥ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r♠✱
✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ❙✉❝❤ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r ♥❛t✉r❛❧❧② ✐❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞
r❛♥❞♦♠ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢♦✇ ❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r♦♣❡r
r❛♥❣❡✳ ▲♦✇✴❤✐❣❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✴❞❛♠♣❡❞ ✉♥t✐❧ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❛❢t❡r tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❙✉❝❤ ✇❛✈❡s
r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❛♠❡ ❝❛❧❧❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤❡s❡ ✇❛✈❡s
❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❥✉♠♣s✱ ✐✳❡✳ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✈✐❛❧ t♦ t♦rr❡♥t✐❛❧
✢♦✇✳ ❲✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥✱ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ✐♥✲
❞✉❝❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r✐s❦s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥❡❛r❜② ❝✐✈✐❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳
❲❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ r✉♥♦✛✱ ❧❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t r♦❧❧ ✇❛✈❡s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛♣♣❡❛r✱
✐❢ t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ ♦r ❤♦✇ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✉❧❧✐❡s ❛♥❞ r❛✈✐♥❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ✢♦✇
❜✉t ❤♦✇ s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ str✉❝t✉r❡ st✐❧❧ r❡sts ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ▼✉❝❤ ♠♦r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ♠✉❞✢♦✇s✳
❩❛♥✉tt✐❣❤ ❛♥❞ ▲❛♠❜❡rt✐ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠✉❝❤ ♦❢ ✇❤❛t ✐s
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t s✉❝❤ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤♦✇❡✈❡r ✐s✿ ✜rst✱
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②❀ s❡❝♦♥❞✱
❛ss♦❝✐❛t❡ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ✇✐t❤ r✐s❦s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❡♥❞❛♥❣❡r❡❞ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♣r♦♦❢ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ♦♥
❇r❛③✐❧✐❛♥ t❡rr✐t♦r②✱ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❧✐❦❡ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞✱ ❈❤✐♥❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞
❛♥❞ ■t❛❧② ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥✜r♠❡❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❣❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡ tr❛✐♥s ♦♥
♠✉❞✢♦✇s ♦✈❡r ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ✭❩❛♥✉tt✐❣❤ ❛♥❞ ▲❛♠❜❡rt✐✱ ✷✵✵✼✮✳
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✶✳✸✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ t❤❛t ✐♥t❡r❡st ♥♦t ♦♥❧②
❇r❛③✐❧✐❛♥ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✶ ❜✉t ✇♦r❧❞ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✿ ❤♦✇ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❢r♦♠ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s✮ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✉❞✢♦✇❄ ❯♣str❡❛♠✱ ✇❤❡♥ r✉♥♦✛ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡✱ ❤♦✇ t✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt❄ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✭s♣❡✲
❝✐❛❧❧② r♦❧❧ ✇❛✈❡s✮ ❝❤❛♥❣❡ ✭♦r ♥♦t✮ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❞②♥❛♠✐❝s❄ ❆♥❞ ❞♦✇♥✲
str❡❛♠✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❞✢♦✇ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❝❛♥ ✇❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ♣r❡❞✐❝t r♦❧❧ ✇❛✈❡s
♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡s✲
t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ s✉❝❤ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✉❞✢♦✇ ❡✈❡♥t✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✲
✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤♦s❡
❡✈❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤✉s ♦♣t✐♠✐③❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡s✐❣♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ r❡✲
❞✉❝❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧♦ss❡s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❜r✐♥❣s ❛ ✇♦r❦ t❤❛t ✇✐❧❧ tr② t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❜② t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✿

• ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ ♠♦✲
❜✐❧❡ ❜❡❞ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ s✉r❢❛❝❡s ✐♥✲
st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❀

• ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ st✉❞② r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ❛ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❞✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✢♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥
❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ tr② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ s✉❝❤
♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥ s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❜r✐♥❣s t❤❡♥ t✇♦ ♣❛rts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r t❤❡ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❜r✐♥❣s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛

✶❈♦♥s❡❧❤♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❉❡s❡♥✈♦❧✈✐♠❡♥t♦ ❈✐❡♥tí✜❝♦ ❡ ❚❡❝♥♦❧ó❣✐❝♦ ✲ ❈◆Pq ✲ ✐s t❤❡
❇r❛③✐❧✐❛♥ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ■♥st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s s❝❤♦❧❛rs❤✐♣

✶✶



✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❢❧♦✇s ❛♥❞ r✐s❦s

♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ✇❛t❡rs❤❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐t❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛ss❡ss t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ♦♥ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡rr♦r✳ ❆ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ ✇❡
❜r✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦✳

✶✷



❈❤❛♣t❡r ✷

P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♣❛rt✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
♠✉❞✢♦✇s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❛t st❛❦❡ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡
r✉♥♦✛✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❡❞❀ ❛♥❞ ♠✉❞✢♦✇✱ ❛ ✢♦✇
♦❢ ❛q✉❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s♦❧✐❞ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❡♦♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s✿

• r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❀

• s❧♦♣❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ θ ❞❡❣r❡❡s❀

• ❧♦♥❣ ✇❛✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✲ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ L0 ✐s
♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ l0 ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ h0 ♦♥❡s ✭L0 ≫ l0 ≫
h0✮❀

• ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✇❛❧❧s✶ ✲ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❧❡♥❣t❤ l0 ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡ ✭l0 ≫ h0✮❀

❙❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢♦✇ ❛r❡✿ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ Q ✭♠3s−1✮❀
♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ✭♠✮❀ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ✭♠s−1✮❀ s♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ✭♠2s−1✮✱

q = Q/l0 = h0u0✳ ✭✷✳✶✮

✶❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✷✵ t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✳

✶✸



✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

l0

h0

L

θ

x

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❈❤❛ss❛✐♥❣✱ ✷✵✶✵✮✿

∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂xi

= 0❀ ✭✷✳✷❛✮

∂ρui

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xj

= ρFi +
∂σij

∂xj

✱ ✭✷✳✷❜✮

✇❤❡r❡ i, j = 1, 2, 3 ❛r❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
xi❀ t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ui ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞❀ Fi ❛r❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s❀ σij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r❀
❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✳

❙✐♥❝❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❜♦❞② ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t②✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ gi✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡✳ ❋❧✉✐❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♦♥ ♥♦r✲
♠❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r❡ss✉r❡
P ✭s❝❛❧❛r✮✱ t❤❛t ❛❝ts ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❜② t❤❡ ✈✐s✲
❝♦✉s ❢♦r❝❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② τij ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣②✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✿

σij = −Pδij + τij✱ ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ δij ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞❡❧t❛ ✭✉♥✐t t❡♥s♦r✮ s✉❝❤ t❤❛t δij ✐s ✶ ✐❢ i = j ❛♥❞
✵ ✐❢ i 6= j✳

❋❧✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s φv ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠✐①t✉r❡✱ s♦ t❤❛t ρ(φv) ❛♥❞ τij(φv)✱
❜✉t t❤❡♥ ❛❣❛✐♥✱ φv ✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❡rt✐❛❧
❢♦r❝❡s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0✮ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s✱ ♦♣♣♦s✐♥❣
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✭❉✮ t♦ r❡❣✐♦♥ ✭❇✮ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♥♦t q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ▼❛♥② ❡✛❡❝ts ❝♦✉❧❞
❜❡ ♣r❡s❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦✐❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞✴♦r ✢♦✇
❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤✉s ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t r❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❛♥② t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r
✇❤✐❝❤ s♦♠❡❤♦✇ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳ ❙✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡✈❡♥ts r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✐s t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞
✢♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ str❡ss t❡♥s♦r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s ❡q✉❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∂ui

∂xi

= 0❀ ✭✷✳✹❛✮

∂ui

∂t
+ ui

∂uj

∂xj

= −1

ρ

∂P

∂xi

+ gi +
1

ρ

∂τij
∂xj

✳ ✭✷✳✹❜✮

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✉❞✢♦✇✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ ✇❛t❡rs❤❡❞✱ ❛s ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡s ✷✳✸✭❛✮✱ st❛rt✐♥❣ ♦♥❡ ❡♥❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r✉♥♦✛ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ❡♥❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠✉❞✢♦✇ st❛❣❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡✱ ❞✐s❝❤❛r❣❡
✐♥ t❤❡ str❡❛♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✢♦✇ ❡r♦s✐♦♥ ❝❛✲
♣❛❝✐t② ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ s❡❞✐♠❡♥ts ❡♥tr❛✐♥❡❞✳
❲❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✷✳✸✭❜✮✳ ❆
❝❧❡❛r ✇❛t❡r ✢♦✇✱ t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✐❛♥✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡✐r
♠♦✈❡♠❡♥t✱ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s✉✛❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ❝❛✲
♣❛❝✐t② ✭❛✛❡❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✴tr❛♥s♣♦rt✮✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t
♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✭❝❤❛♥❣✐♥❣ φv✮✱ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠✐①t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t st❛❦❡✳ ❙✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ▼❡✉♥✐❡r✱ ✶✾✾✻❀ ●r❛❢
❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳ ■❢ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡
❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥✳

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥ts t♦
t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ s❡❞✐♠❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✱ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❈♦✉ss♦t ❛♥❞ ▼❡✉♥✐❡r ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ❈❡❧✐❦ ❛♥❞
❘♦❞✐ ✭✶✾✾✶✮ ✐s ❧♦✇✱ s❡❞✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚✇♦✲♣❤❛s❡
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✷✳✷ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❖♥ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ❤②❞r❛✉❧✐❝s✱ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ st✉❞② t❤❛t
❤❛✈❡ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s q✉❛♥t✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ✢♦✇ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❜❡❞❢♦r♠ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ t❤❛t ♠❛tt❡r ♦❢ st✉❞②✳

❋❧♦✇s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦✈❡r ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ❛r❡ ❛ ❝♦♠✲
♠♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❘❛✐♥ ♣♦✉r✐♥❣ ♦✈❡r
s❡❞✐♠❡♥t❛r② ♦r ♥♦♥✲s❡❞✐♠❡♥t❛r② s♦✐❧s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
✢♦✇ ♣❛t❤s✱ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ s♠❛❧❧ ❤❡✐❣❤t ✭< ✶✵ ♠♠✮✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts
✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✢♦✇ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r✉♥♦✛ ❛♥❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
✢♦✇ ♦❢ ✇❛t❡r ❝②❝❧❡ ♦♥ ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✱ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✢♦✇
✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦r ♥❛t✉r❛❧✱ ❝❤❛♥❣❡❞ ♦r ♥♦t ❜②
❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✷✳✷✳✶ ❋❧♦✇ ❤②❞r❛✉❧✐❝s

❘✉♥♦✛s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t✉r❜✉❧❡♥t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣
s❡❞✐♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t❛♥ts✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡❞✲
✐♠❡♥ts ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠
❜❡❞ ❧♦❛❞ ✭❢♦r ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡ s❛♥❞s✮✱ ♣r❛✐s❡ s❛❧t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣t❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s
✭❢♦r ✜♥❡ s❛♥❞s ❛♥❞ s✐❧t✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ r❡❛❝❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡ ✭❢♦r ❝❧❛②
❛♥❞ ♣♦❧❧✉t❛♥ts✮✳

❋♦r r✉♥♦✛ ✢♦✇s✱ s❤❛❧❧♦✇ ❝❧❡❛r ✇❛t❡r ✢♦✇ ♦❝❝✉rs ♦✈❡r ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡
✢✉✐❞ ❜❡✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✐❛♥✱ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r ✐s✿

τij = µ

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

✱ ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✸✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✢✉✐❞✿

Re =
4ρh0u0

µ
✳ ✭✷✳✻✮

❋♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✱ Re > 2000✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❜❡❢♦r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞

✸❚❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥✴❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ∂ui/∂xi = 0

✶✽



✷✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r✉♥♦✛ ✢♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ✷✳✺✭❛✮✿ r✉♥♦✛ ♦♥
♣❛✈❡❞ str❡❡t❀ ✷✳✺✭❜✮✿ r✉♥♦✛ ♦♥ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥❀ ✷✳✺✭❝✮✿ r✉♥♦✛ ✐♥ ✈❡❣❡t❛❜❧❡ ❛r❡❛❀
✷✳✺✭❞✮✿ r✉♥♦✛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ③♦♥❡✳

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s t✉r❜✉❧❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✏s✐♠♣❧✐✜❡❞✑ ✐♥t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0❀ ✭✷✳✼❛✮

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

(

∂P

∂x

)

+ gx + ν

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

❀ ✭✷✳✼❜✮

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −1

ρ

(

∂P

∂y

)

+ gy + ν

(

∂2v

∂y2
+

∂2y

∂y2

)

❀ ✭✷✳✼❝✮

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ v ❛r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛♥❞ ν = µ/ρ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

ui(xj, t) = ūi(xj, t) + u′
i(xj, t)✱ ✭✷✳✽✮

✶✾



✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

✇❤❡r❡ ūi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ u′
i t❤❡ ✢✉❝t✉✲

❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r② ✭❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✱
✶✾✼✾✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❱♦♥ ❑ár♠á♥✱ ✶✾✸✵✮
✐s r❡❛❝❤❡❞ s♦ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ū(y)✱ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♠❡❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t y✳ ■♥ t❤❛t t❤❡♦r②✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✿ ♦♥❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦♠❡s ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✭✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ✲ s♠❛❧❧
s❝❛❧❡✴♠♦❧❡❝✉❧❛r✮✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s❀ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡
✈✐s❝♦s✐t② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧② t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❧♦❣✲
❧❛✇ r❡❣✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡❧♦❝✐t② u∗ ❝❛❧❧❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ✇❤❡r❡

u∗ =

√

τb
ρ
✱ ✭✷✳✾✮

❛♥❞ τb ✐s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s✴❜♦tt♦♠✳ ❲❤❡♥ ✐♥ st❡❛❞② ❛♥❞
♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢❛t ❜❡❞✱ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✳
❚❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❝♦❧✉♠♥✿

τb = ρgh0 sin θ✳ ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛s✿

u+ =
u

u∗

❀ ✭✷✳✶✶❛✮

y+ =
u∗

ν
y✳ ✭✷✳✶✶❜✮

✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

❚❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ u(y) ❛ss✉♠❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤
③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❋♦r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞s
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

u+ = y+✱ ✭✷✳✶✷✮

❛♥❞ ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❣✐♦♥ ✭❧♦❣✲❧❛✇ r❡❣✐♦♥✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

u+ =
1

κ
log y+ +B✱ ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ κ = 0.41 ✐s t❤❡ ✈♦♥ ❑ár♠á♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ B ✐s ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss✳

✷✵
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u+ = z+

u+ = -1log z+ + B 

z
+

u
+

viscous sublayer buffer layer
log-law
region

inner layer outer layer

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ▲❛✇ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❱♦♥ ❑ár♠á♥ ✭✶✾✸✵✮✳ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡s
r❡♣r❡s❡♥t ✈✐s❝♦✉s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❧♦❣ ❧❛✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ t②♣✐❝❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳

✷✳✷✳✷ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❲❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ t❤❡ ❜❡❞✱ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❜❡❞❢♦r♠ ♣r❡s❡♥❝❡✳ ❇❡❞ s❡❞✲
✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ρs ❛♥❞ t❤❡✐r s✐③❡ ✭❞✐✲
❛♠❡t❡r✮ D✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✢♦✇ ♦♥ ❜❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦r
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✢♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❞✱ ✢♦✇ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ st❛t✐❝
st❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ tr❛♥s♣♦rt s❡❞✐♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐t✳
❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ st❛t❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s✉❜♠❡r❣❡❞ ✇❡✐❣❤t
✭❙❤✐❡❧❞s✱ ✶✾✸✻✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❛ ♠✐♥✐♠✉♠ str❡ss ✈❛❧✉❡ ♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ τc ✭♦r ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
u∗c ✭❆r♠❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ●r❡❣♦r❡tt✐✱ ✷✵✵✺✮✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙❤✐❡❧❞✬s
♥✉♠❜❡r Sh ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✿

Sh =
τb

(ρs − ρ)gD
> Shc, ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙❤✐❡❧❞✬s ♥✉♠❜❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Shc✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❤❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥❝❡♣t
✐s t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② vs✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦

✷✶



✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈r✐t✐❝❛❧ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛❣❛✐♥st ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ✷✳✼✭❛✮✱ ✈❛♥ ❘✐❥♥ ✭✶✾✽✹✮ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❤✐❡❧❞s ✭✶✾✸✻✮❀ ❛♥❞
✷✳✼✭❜✮ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❢r♦♠ P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮✳

❝❛❧❧❡❞ ♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♠✐♥❡♥❝❡
♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❘❡❝❡♥t ✇♦r❦s ✭P❛♣❤✐t✐s✱ ✷✵✵✶❀ ❇❡❤❡s❤t✐ ❛♥❞ ❆t❛✐❡✲❆s❤t✐❛♥✐✱
✷✵✵✽✮ ✉s❡ t❤❡ ♠♦✈❛❜✐❧✐t② ♥✉♠❜❡r ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r
D∗✱

D∗ = D

(

g(s− 1)

ν2

)
1

3

✱ ✭✷✳✶✺✮

t♦ st✉❞② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮ t❤❛t ❝♦✈❡rs ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

Shc =
0.273

1 + 1.2D∗

+ 0.046(1− 0.57e−0.02D∗)✱ ✭✷✳✶✻✮

❢♦r 0.1 < Re∗ < 104✱ ✇❤❡r❡ Re∗ = u∗D/ν✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❡❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝✉r✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❛r❡✿

Shc =
0.165

0.7 + 1.2D∗

+ 0.03(1− 0.57e−0.02D∗)✱ ✭✷✳✶✼❛✮

Shc =
0.380

1.2 + 1.2D∗

+ 0.07(1− 0.57e−0.02D∗)✱ ✭✷✳✶✼❜✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✷✷



✷✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲✢♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦
❜❡❞ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② vs ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s✿

v2s =
ν

3

(s− 1)gD

Cd

✱ ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ s = ρs/ρ ❛♥❞ Cd ✐s t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❙✐♠♣❧❡r ❛♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡
r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✭❩❤✐②❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

vs =
ν

D
D3

∗

[

38.1 + 0.93D12/7
∗

]−7/8
✳ ✭✷✳✶✾✮

■❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❝❦ ✐♥ t❤❡ ❜❡❞✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞✳ ■❢ ❢r✐❝t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣r❡❛t❡r ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✉r♣❛ss t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ st❛② ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❞✲
❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ❋♦r ❣r❡❛t❡r s❤❡❛r str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❤✐❣❤❡r ❥✉♠♣s ✭s❛❧t❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣
s✉s♣❡♥❞❡❞ ✭s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞✮ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ❛✇❛② ❜② ✢♦✇ ✭❇❛❣♥♦❧❞✱ ✶✾✻✻✮ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✽✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ s❤❡❛r ✈❡❧♦❝✐t②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤♦✇ tr❛♥s♣♦rt ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥✳

τb

vs

τc

y

bedload

suspension

wash load

u(y)
ρ, μ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡
❜❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✱ ✐✳❡✳ ✈❡r② ❜r♦❛❞
❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r vs/u∗ > 1✱ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❤✐❣❤
❡♥♦✉❣❤ s♦ s♠❛❧❧❡r s❡❞✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ r♦❧❧✐♥❣✱ s❧✐❞✐♥❣ ♦r ❥✉♠♣✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧
❤♦♣s✳ ❋♦r vs/u∗ < 1✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛❦❡ ❧♦♥❣ ❥✉♠♣s✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦
t❤❡ ❜❡❞✱ ❜✉t tr❛✈❡❧ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✢♦✇✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡
✢♦✇ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
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✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✈❡r✲
t✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❋♦r vs/u∗ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ✢♦✇ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ✐s ❣r❡❛t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛✈❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✢♦✇✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞ ♦r ✇❛s❤ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❘♦✉s❡ ♥✉♠❜❡r✿

Ro =
vs
κu∗ ✱ ✭✷✳✷✵✮

s♦♠❡t✐♠❡s ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✿

• Ro > 2.5 ✲ ❜❡❞❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt❀

• 1.5 < Ro < 2.5 ✲ ✉♣ t♦ ✺✵✪ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞❀

• 0.8 < Ro < 1.2 ✲ ✉♣ t♦ ✶✵✵✪ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞❀

• Ro < 0.8 ✲ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞✳

❙♦✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs❡❞ ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐❛♠❡t❡r D✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲
✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ ❙❤✐❡❧❞✬s ♥✉♠❜❡r ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♦♥s ♦❢
tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✭❇✮ ❛♥❞ ✭❉✮ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿

• ❛t ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡✱ ❜❡❞ ❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❆ t❤✐♥ s❤❡❡t ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡❞✳ ❋❧✉✐❞ ❦❡❡♣s ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② ✢♦✇✳ ❋❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ φc ❛♥❞ ♥♦ ✢✉✐❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

• ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❡❛r r❛t❡s✱ s✉s♣❡♥❞❡❞ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳
P❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡✳ ◗✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ st✐❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ✢✉✐❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳

• ❛t ❤✐❣❤❡r s❤❡❛r r❛t❡s✱ s❡❞✐♠❡♥ts ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ y✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡❛❝❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱
s♦♠❡t✐♠❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛❝❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡ φc✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣
✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳

P❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❛t❡r✲s❡❞✐♠❡♥t
♠✐①t✉r❡✱ ●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r ✭✷✵✵✵✮ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡
✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✷✹



✷✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▼✐①t✉r❡ ✢♦✇s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳
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✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳✳
✳

●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♦❢ ✇❛t❡r✲s❡❞✐♠❡♥t ♠✐①t✉r❡

◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
φv ≪ 1✪

✲ ❇❡❞ ❧♦❛❞ s❡❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rt
❛♥❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥

◗✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
φv < 8✪

✲ ❙❡❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rt ♦♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t❡❞ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞
✲ ❚✉r❜✐❞✐t② str❡❛♠s

◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠✐①t✉r❡
φv > 8✪

✲ ❙❡❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rt ♦♥ ❤②♣❡r✲
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞
✲ ▼✉❞ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s

• ❋❧♦✇ ♠✐①t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✐❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭s❡❞✐♠❡♥ts✮ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ ✐✳❡✳ φv ≪ 1✪✳ ❇❡❞ ❛♥❞ s✉s♣❡♥❞❡❞
❧♦❛❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜② t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
❢r❡q✉❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ ♦♥ ✇❛t❡r str❡❛♠s✳

• ❋❧♦✇ ♠✐①t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❛s q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧♦✇✱ φv < 8✪✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞
t✉r❜✐❞✐t② str❡❛♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✢♦✇ ♠✐①t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✐❢ φv > 8✪✳ ◆♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
♦♥❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥✳ P❛rt✐✲
❝❧❡s ✇✐❧❧ r❡st s✉s♣❡♥❞❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❙❡❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❤②♣❡r❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠✉❞ ✢♦✇s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❤②♣❡r❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
t✉r❜✐❞✐t② str❡❛♠s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜② ❛ ❣r❡❛t ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❛t❡ ♦❢ ✜♥❡
s❡❞✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❧♦✇ st❡❡♣ ✇❛t❡r ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ♦♥ r❛✐♥② s❡❛s♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛r❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t♦r✲
r❡♥t✐❛❧ ❧❛✈❛s ♦♥ ✈❡r② st❡❡♣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ θ > 15◦✱ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛
✈❛st ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢r♦♠ ❝♦❤❡s✐✈❡ ✜♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦s
♦❢ r♦❝❦ ✭∼ ✶ ♠3✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢❛st✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦♥ ✇❛t❡r✲s❡❞✐♠❡♥t ♠✐①t✉r❡s ❢♦r φv > 5%✱ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✽✪
❢r♦♠ ●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r ✭✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛♥❞
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❇❡r③✐ ❛♥❞
❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦ ✭✷✵✶✸✮✿ ❝❤❛♥♥❡❧ st❡❡♣♥❡ss ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t
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✷✳✸✳ ▲❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ❛♥❞ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s

♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ t❤✉s ♣♦✐♥t✐♥❣
♦✉t ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✢✉✐❞✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✢♦✇s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ❛r❡ ②❡t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✲
❞❡rst♦♦❞ ❜② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ Pr❡s❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❛tt❡rs✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✱ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ♦♣❡♥ t❛s❦ t❤❛t ✐♥t❡r❡st ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❋r♦♠
❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✢✉✐❞s t❤❛t ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥
r❤❡♦❧♦❣②✱ ✇❤❡r❡ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t✐♦ ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✭µ✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
✷✳✶✵✭❛✮✿ ♠✉❞ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ❡✈❡♥t ♦❢ ▼❛r✐❛♥❛ ❞✐str✐❝t✱ ▼✐♥❛s ●❡r❛✐s st❛t❡✱ ❇r❛③✐❧✱ ✺t❤
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✺❀ ✷✳✶✵✭❜✮✿ ❧❛❤❛r ✢♦✇ ❢r♦♠ ❧❛t❡ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✺ ✐♥ ❘í♦ ▲❛❣✉♥✐❧❧❛s✱
❢♦r♠❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆r♠❡r♦✱ ❈♦❧♦♠❜✐❛❀ ✷✳✶✵✭❝✮✿ ❝♦♥❝r❡t❡ ❜❡❡♥ ♣♦✉r❡❞❀ ✷✳✶✵✭❞✮✿
❞r✐❧❧✐♥❣ ♠✉❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✐❧ ✐♥❞✉str②❀ ✷✳✶✵✭❡✮✿ ❝♦r♥st❛r❝❤ ♠✐①t✉r❡ s✉❜❞✉❡ t♦ str❡ss
❢r♦♠ s♣❡❛❦❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥✳

✷✼



✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✢✉✐❞s s❤♦✇ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss✳ P♦❧②♠❡r ♠✐①t✉r❡s ✭❣❡❧s✮✱ ✇❛t❡r ♠✐①✲
t✉r❡s ♦❢ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❝❡♠❡♥t✱ ♠✉❞✮✱ ❡♠✉❧s✐♦♥s✱ s♦❧s ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❛r❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ✢✉✐❞s ✭❇❛❧♠❢♦rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✵✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✐♥ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤♦s❡ ✢✉✐❞s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱

τxy = τ0 +Kn

(

∂u

∂y

)n

, ❢♦r τ > τ0✱ ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ τ0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ②✐❡❧❞ ✭❢♦r♠❛❧❧② ✢✉✐❞ ②✐❡❧❞ str❡ss✮✱ Kn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥❞❡① ❢♦r ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t✐♦✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✇❛t❡r✲
s♦❧✐❞ ♠✐①t✉r❡s ✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ❡①✲
❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❡t❝
✭▼✉❡❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s
r❛t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ❜②
s✐♠♣❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❢♦r n = 1✱ ❇✐♥❣❤❛♠ ✢✉✐❞s ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞❀ ❢♦r τ0 = 0✱ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✢✉✐❞s ❛r❡ ✜t❀ ❢♦r n = 1, τ0 = 0✱ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
②✐❡❧❞ str❡ss st✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭❇❛r♥❡s✱ ✶✾✾✾❀ ❘❛❥❛❣♦♣❛❧✱ ✷✵✵✻❀ ❖✈❛r❧❡③ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ♠❛♥②
❦✐♥❞ ♦❢ ✢✉✐❞s✳

❋♦r s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛
♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ✭❍❛❧❞❡♥✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❇✉r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✺✮ t♦
❜❡tt❡r ✜t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ✢✉✐❞✿

Re =
8ρu2

0

τ0 +Kn(2u0/h0)n
✱ ✭✷✳✷✷✮

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞② ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❤❡✐❣❤t ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s u0 ❛♥❞ h0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢r♦♠
❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷❛ ❛♥❞ ✷✳✷❜✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇

✷✽



✷✳✹✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❝♦❧♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳

✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0❀ ✭✷✳✷✸❛✮

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
+ g sin θ +

1

ρ

∂τxy
∂y

❀ ✭✷✳✷✸❜✮

0 = −1

ρ

∂P

∂y
− g cos θ✳ ✭✷✳✷✸❝✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡r t❤❛t
r❡❧❛t❡s ②✐❡❧❞ str❡ss ✇✐t❤ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦♥ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐s ✢♦✇ ②✐❡❧❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss✿

C∗ =
τ0

ρgh0 sin θ
✳ ✭✷✳✷✹✮

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡r ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❇✐♥❣❤❛♠ ♥✉♠❜❡r ✭❢♦r
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✐♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡♥ ✢♦✇s✮✳ ■t ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✢✉✐❞ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ ❢♦r❝❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✳

✷✳✹ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s

❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ✐♥s♣✐r❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ♦♥ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✳ ❋r♦♠ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛♥❞
t✐❞❛❧ ❜♦r❡s✱ t♦ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦♥ s✉❝❤
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❡❛❞② ❛♥❞
♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ✢♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤

✷✾



✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✢♦✇s✳ ✷✳✶✷✭❛✮✿ s❡❛
✇❛✈❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❤♦r❡❀ ✷✳✶✷✭❜✮✿ t✐❞❛❧ ❜♦r❡ ❛t ❱❛②r❡s✱
●✐r♦♥❞❡✱ ♣❤♦t♦ ❢r♦♠ ❏❛❝q✉❡s ❉❛ss✐❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜s✐t❡❀ ✷✳✶✷✭❝✮✿ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♦♥ ❝❧❡❛♥
✇❛t❡r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛t ❚✉r♥❡r r❡s❡r✈♦✐r✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ❈♦✉♥t②✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ♦♥ ❋❡❜r✉✲
❛r② ✷✹✱ ✷✵✵✺✱ ❢r♦♠ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ ❱✐❝t♦r ▼✐❣✉❡❧ P♦♥❝❡❀ ✷✳✶✷✭❞✮✿ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✭❈❤❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳

❙❤♦r❡ ❡r♦s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✇❛✈❡s ✭✈❛♥ ❞❡r ❆ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❑r❛♥❡♥❜✉r❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸✮ ❛♥s t✐❞❛❧ ❜♦r❡s ✭❈❤❛♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛tt❡r ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
✐♥ ❝♦❛st❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s r♦❧❧
✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ❝❧❡❛♥ ✇❛t❡r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❜✉t ❛❧s♦
♦♥ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s ❛t ❤✐❣❤ st❡❡♣♥❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ②❡t q✉❡st✐♦♥s t♦ ❜❡
❛♥s✇❡r❡❞✳

❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ t❛r❣❡t✳ Pr♦✲
✜❧❡ h(x, t)✱ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② c✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λw✱ ✇❛✈❡ ♣❡r✐♦❞ Tw ❛♥❞
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✷✳✹✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆h r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✸✳

θ

y

x

z

h0

u0

g

ρ, n, Kn, τc

λ
Δh c

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❖♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ✇❛✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✉s✉❛❧❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✭❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛♥❞r❡✱ ✷✵✵✹✮✿

∂h

∂t
+

∂(hu)

∂x
= 0❀ ✭✷✳✷✺✮

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ g cos θ

∂h

∂x
= g sin θ − Cf f (u, h) +

1

h

∂

∂x

(

hνt
∂u

∂x

)

✱ ✭✷✳✷✻✮

✭✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡ α r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱

α =
1

h0u2
0

∫ h0

0

u2(y) dy✱ ✭✷✳✷✽✮

Cf f (u, h) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❞r❛❣✱ ✇✐t❤ Cf ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ f (u, h) ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ νt t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t ✢♦✇ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s
❝❛❧❧❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❤♦❝❦ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ✭❋✐❣✉r❡s
✷✳✶✷✭❝✮ ❛♥❞ ✷✳✶✷✭❞✮✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐s
t❤❡ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r Fr✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s ✢♦✇ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✿

Fr =
u0√

gh0 cos θ
✭✷✳✷✾✮
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✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

❚❤❡ s❧♦♣❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ✇❛✈❡s✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❢r♦♠ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✭✶✾✹✺✮❀ ❈❤♦✇ ✭✶✾✺✾✮❀ P♦♥❝❡ ✭✶✾✾✶✮✱
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡✈❡r② st❛❣❡ ♦❢ ♠✉❞✢♦✇s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜②
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ♦♥ s✉❝❤ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡② r❡q✉✐r❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠
✢♦✇ ✭▼♦♥t✉♦r✐✱ ✶✾✻✶✱ ✶✾✻✸✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ✐t ♠✉st
❡①✐st ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡♥❣t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✲
✈❡❧♦♣✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❞❡✜♥❡ s✉❝❤ ❧❡♥❣t❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♣♦✐♥ts ❛♥❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛♥ ❛ttr❛❝t♦r ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✮ ✐s t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛st❡r ✐t ✇✐❧❧
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✐t ✭❍✇❛♥❣ ❛♥❞ ❈❤❛♥❣✱ ✶✾✽✼❀ ◆❡❡❞❤❛♠ ❛♥❞ ▼❡r❦✐♥✱ ✶✾✽✹✮✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❋✐♦r♦t ✭✷✵✶✷✮❀ ❋✐♦r♦t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮
❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✾✶✵
❜② ❈♦r♥✐s❤ ✭✶✾✸✹✮✱ ❏❡✛r❡②s ✭✶✾✷✺✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ✐♥
❝❧❡❛♥ ✇❛t❡r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r Fr > 2❀ ❜❡❧♦✇
t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❛❞❛♣t❡❞
❜② ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✭✶✾✹✺✮ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r
♠♦r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❞❛t❛✱ ❉r❡ss❧❡r✬s ♠♦❞❡❧ ✭❉r❡ss❧❡r✱ ✶✾✹✾✮ tr✐❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❍✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡❝✉❧✐❛r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♥♦
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t s❤♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❤❡
✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t✐❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② t❤❡ s❤♦❝❦ ♣♦✐♥t✳
❉r❡ss❧❡r✬s ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐❢② ♣r❡✈✐♦✉s ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✺ ❛♥❞ ✷✳✷✻ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉r❜✉✲
❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭νt = 0✮✳ ❆❧s♦✱ ♣❛r❛♠❡t❡r
α = 1 ♠❡❛♥✐♥❣ ❢✉❧❧② t✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦✜❧❡✱ ♥♦ s❤❡❛r❡❞ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ f (u, h) = u2/h✿

∂h

∂t
+

∂(hu)

∂x
= 0❀ ✭✷✳✸✵✮

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ g

∂h

∂x
cos θ = g sin θ − Cf

u2

h
. ✭✷✳✸✶✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧②
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✷✳✹✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❱❛❧✉❡s ❢♦r Frmin ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t②♣❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❱❡❞❡r♥✐❦♦✈ ✭✶✾✹✺✮❀ ❈❤♦✇ ✭✶✾✺✾✮❀ P♦♥❝❡ ✭✶✾✾✶✮✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ϑ ❛♥❞ ϕ ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ✢✉✐❞❀ f(γ) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✭t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ P❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ✐ts❡❧❢ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t②✱ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
♦t❤❡r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚②♣❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❙❤❛♣❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ Frmin

▲❛♠✐♥❛r ✭❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡②✮✭▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ ϑ/(αϑ2
− 2αϑϕ+ ϕ2)0.5

▲❛♠✐♥❛r ✫ P♦r♦✉s ❜❡❞ ✭P♦✇❡r✲❧❛✇✮✭P❛s❝❛❧✱ ✷✵✵✻✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ n/(2n+ 1)0.5f (γ)
▲❛♠✐♥❛r ✭P♦✇❡r✲❧❛✇✮✭◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ n/(2n+ 1)0.5

▲❛♠✐♥❛r ✭◆❡✇t♦♥✐❛♥✮✭■s❤✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✹✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 1/(3)0.5

▲❛♠✐♥❛r ✭◆❡✇t♦♥✐❛♥✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 1/2
▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✷✺✪ t✉r❜✉❧❡♥t ▼❛♥♥✐♥❣✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 3/5
▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✷✺✪ t✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❡③②✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 8/13

▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✺✵✪ t✉r❜✉❧❡♥t ▼❛♥♥✐♥❣✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 3/4
▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✺✵✪ t✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❡③②✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 4/5

▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✼✺✪ t✉r❜✉❧❡♥t ▼❛♥♥✐♥❣✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 1
▼✐①❡❞ ▲❛♠✐♥❛r✲❚✉r❜✉❧❡♥t ✭✼✺✪ t✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❡③②✮ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 8/7

❚✉r❜✉❧❡♥t ▼❛♥♥✐♥❣ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 3/2
❚✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❡③② ❍②❞r❛✉❧✐❝ ✇✐❞❡ 2

❚✉r❜✉❧❡♥t ▼❛♥♥✐♥❣ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r 3
❚✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❡③② ❚r✐❛♥❣✉❧❛r 4

❆♥② ■♥❤❡r❡♥t❧② st❛❜❧❡ ∞

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡✱ ✉s✐♥❣ ξ = x − ct✱
s♦ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✭◆♦❜❧❡✱ ✷✵✵✹✮✿

∂

∂ξ
(h(c− u)) = 0❀ ✭✷✳✸✷✮

∂

∂ξ

(

hu (c− u) +G
h2

2

)

= GhS − Cfu
2✱ ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ G = g cos θ ❛♥❞ S = tan θ✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂h

∂ξ
= −h (GS − Cf (ch−K)2/h3)

(K/h)2 −Gh
✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡ K = h(c− u) ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❘✐❝❤❛r❞ ❛♥❞ ●❛✈r✐❧②✉❦✱ ✷✵✶✷✮
✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭❇r♦❝❦✱ ✶✾✻✼✮✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✹✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r♦❧❧ ✇❛✈❡s s✉❜❥❡❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
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✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❯s✉❛❧❧② ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✢♦✇
❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡✲❝♦✉♣❧❡❞
s②st❡♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s r❡❣✐♠❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s s❡❡♠s t♦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❈♦❧♦♠❜✐♥✐
❛♥❞ ❙t♦❝❝❤✐♥♦✱ ✷✵✵✺✮✳ ❲❛✈❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✭❉❛✈✐❡s✱ ✶✾✾✵❀ ❆r♠❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ❘❡❝❝❤✐❛✱ ✷✵✵✻✮✱ ❜✉t ♥♦ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❢r♦♠ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ❱❛❦✐❧
✭✷✵✶✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❝❛❧❧❡❞ ❝②❝❧✐❝ st❡♣s
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ✐♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s r❡❣✐♠❡✱ ❜✉t t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❡♥❞ ✉♣ st❛❜✐❧✐③✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇✱ t❤✉s ✇♦r❦✐♥❣ ❛s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙♦♠❡ s✐♠✐✲
❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢
s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ ✢♦✇ t♦ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤
✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤♦s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦♥❡ t♦
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ s♦❧✐❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t
✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥ts tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❋r♦♠ ❘✐❝❤❛r❞ ❛♥❞ ●❛✈r✐❧②✉❦ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✭❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❇r♦❝❦✬s ✭❇r♦❝❦✱ ✶✾✻✼✮
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭❞♦ts✮ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ▲❛❣r❛❣❡❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❖♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ✇❛✈❡ ♣r♦✜❧❡ s❝❛❧❡ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✳

❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ✢♦✇s ✐♥ ❧❛♠✐♥❛r r❡❣✐♠❡✱ ■s❤✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✹✮ s❤♦✇❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥
✢♦✇ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ Frmin = 0.5774...✱ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❏✉❧✐❡♥ ❛♥❞ ❍❛rt❧❡② ✭✶✾✽✻✮✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st ✶✵ ②❡❛rs✱ s❡✈✲
❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ♠✉❞ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s✱
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✷✳✹✳ ❋r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❞❞✐♥❣ ✉♣ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❛r✲
❜✐tr❛r② t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✈❛♥ ❆s❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛♥✲
❞r❡✱ ✷✵✵✹❀ ❩❛♥✉tt✐❣❤ ❛♥❞ ▲❛♠❜❡rt✐✱ ✷✵✵✼✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s ❉r❡ss❧❡r
✭✶✾✹✾✮ ❜✉t ♥♦✇ ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣②✱ ◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐ ✭✶✾✾✹✮
❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✇❛✈❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✢✉✐❞ ✢♦✇s
❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s❤♦❝❦s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s
s❤♦✇❡❞ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ■s❤✐❤❛r❛✬s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❞❡① ✭n✮ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✱
Frmin = n/(2n+1)

1

2 ✳ ❲❤❡♥ n = 1 ✭◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✮✱ ■s❤✐❤❛r❛✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤✉s r❡❛ss✉r✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❋r♦♠ ◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐ ✭✶✾✾✹✮✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦✜❧❡s ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss✮ ❢♦r ❛
❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡① ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ n = 0.4 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r✳

◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✬s ♠♦❞❡❧ ❜r♦✉❣❤t ♥♦t ♦♥❧② ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❜✉t ❛❧s♦ ♠❡❛♥ ✈❡rt✐✲
❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❛t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❡r♦s✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ s✉❝❤ ✢♦✇s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠✉❞❞②
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✷✳ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇

♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ✇❛t❡r✲❝❧❛② ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❜❡st ✜ts t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ②✐❡❧❞ str❡ss ✭τ0✮✱ ✢♦✇ ✐♥❞❡① ✭n✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝② ✐♥❞❡① ✭Kn✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮
❢♦r ❇r❛③✐❧✐❛♥ ❝❧❛② ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ✇❛t❡r❀ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s❤♦✇s
t❤❡ str♦♥❣ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ✈❛❧✉❡✳ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r
t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ ❤❡ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ q✉❛❧✲
✐t❛t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❛t ❜❡❧♦✇ t❤❛t ✈❛❧✉❡✱ ♥♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❡♥❝❤✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❞♦✲
♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✭■s❤✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✹❀ ◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹✮✱
❝♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛❧s♦ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st❛❜✐❧✲
✐t② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡❀ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ ❜❡❞❀ ❜❡❞ s❝♦✉r❀
❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣♦r♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥ ✢❛t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② r♦❝❦s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥ts ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ P❛s❝❛❧ ✭✷✵✵✻✮ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡✈✐s✐t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ◆❣ ❛♥❞
▼❡✐ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ r❡❞❡✜♥❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r
γ✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✢♦✇ ✐♥❞❡① ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐♥❡s✮✳ ❙②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮✿ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ♥♦ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s
tr✐❛♥❣❧❡s s❤♦✇ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✢♦✇✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙✉r❢❛❝❡ r✉♥♦✛s ❛r❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥tr❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤♦s❡ ✢♦✇s✱ s❡❞✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ s❛♥❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✐♥ ❜❡❞❧♦❛❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦ ✉♥✐❢②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇✱ st✉❞✐❡s ❢r♦♠ t❤❡
❧❛st ❝❡♥t✉r② ✭❊✐♥st❡✐♥✱ ✶✾✺✵❀ ❇❛❣♥♦❧❞✱ ✶✾✼✼✮ ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❞ ❛s ✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❢♦r r❡❝❡♥t ✇♦r❦s✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡✛♦rts ❡♠♣❧♦②❡❞ s♦ ❢❛r ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ✈❛st s❡t ♦❢ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜r♦❛❞❧②
✉s❡❞ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❞✉r✐♥❣ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ t❤♦s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡
♣r♦❜❧❡♠s ✭♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✮ s✉❝❤ ❛s t✐❞❛❧ ❜♦r❡s✱ ❞❛♠✲❜r❡❛❦ ❛♥❞
s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s❄ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠
✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐ts❡❧❢✱
t❤✉s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❛❦✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛
❞❛♠✲❜r❡❛❦✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❢r♦♠ ❋r❛❝❝❛r♦❧❧♦ ❛♥❞ ❈❛♣❛rt ✭✷✵✵✷✮✳ ❙✐♠✲
♣❧✐✜❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❡r♦s✐♦♥❛❧ ❜♦r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡② ❛r❡ tr❛♥s✐t♦r② ❡✛❡❝ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥
t✐♠❡✱ t❤✉s r❡♥❞❡r✐♥❣ st❡❛❞②✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠✲
♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳
❲❤❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠♠✐♥❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
✐♥t❡r♠✐tt❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ t❤✉s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
♠❡❛♥ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss
❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ✢♦✇
❛♣♣❧✐❡s ❡♥♦✉❣❤ str❡ss t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜♠❡r❣❡❞ ✇❡✐❣❤t✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❡❧♦❝✐t② uc✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡
♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✇❤❡♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳

♣❤❛s❡s s♦❧✉t✐♦♥ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✭❆✉❞✉ss❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞
❱❛❦✐❧✱ ✷✵✶✷✮✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐✲
♠❡♥t ❛r❡ ❛t st❛❦❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

❍②❞r❛✉❧✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛st s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✇❤❡r❡ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥✬t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡✐r ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❞✐✣❝✉❧t ♦r ♠✐s✲❧❡❛❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❘❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ❢r♦♠ ❖❝❡❛♥♦❣r❛♣❤② ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ s❤♦r❡ ❡r♦✲
s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s t♦ t❤❡✐r ♣r♦❜❧❡♠s✳
❘❡s❡❛r❝❤❡r ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt t♦
❡♠♣❧♦② ✇❛✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♣❤❛s❡ ❧❛❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞
♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭✈❛♥ ❘✐❥♥✱ ✷✵✵✼❀ ❑r❛♥❡♥✲
❜✉r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛st✲
♠♦✈✐♥❣ st❡❡♣ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❙❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳
❚❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt r❛t❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❜✉t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✭❉❛✈✐❡s✱ ✶✾✾✵✮✳ ❖♥ ❤✐❣❤❧②✲
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✢♦✇s✱ ❉❛✈✐❡s ✭✶✾✾✵✮ ❤❛✈❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ✇❛✈❡s ❝❤❛♥❣❡❞
❤♦✇ tr❛♥s♣♦rt ♦❝❝✉rr❡❞✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥
❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❛✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦r
❧♦✇✲❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✢♦✇s ✭❆r♠❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ❘❡❝❝❤✐❛✱ ✷✵✵✻✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✱ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t
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❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭❈♦❧♦♠❜✐♥✐ ❛♥❞ ❙t♦❝❝❤✐♥♦✱
✷✵✵✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠
✭♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✲✢♦✇✮✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❞ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ❧♦✇ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❋r♦✉❞❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t♦t❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s❡❡♠s
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❜② r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣r❡s❡♥❝❡✱ ♥❡✐t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♥♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ✈❛❧✉❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡✐r
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐sts ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt s❡❞✐♠❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❡✛❡❝ts
❜❡t✇❡❡♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳ ✸✳✸✭❛✮✿ P✐❝t✉r❡ ❢r♦♠
❉❛✈✐❡s ✭✶✾✾✵✮ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t ✇❛✈❡s ✐♥t❡r❛❝t❀ ✸✳✸✭❜✮✿
st❛❜✐❧✐t② ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥t✐✲❞✉♥❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✢♦✇ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭❈♦❧♦♠❜✐♥✐ ❛♥❞ ❙t♦❝❝❤✐♥♦✱ ✷✵✵✺✮✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✹ ❜② t❤❡ ❞❛r❦ ❧✐♥❡✿ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρ
❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ν ✢♦✇s ❞♦✇♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇✐t❤ ✇✐❞t❤ l0 ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ L0✱ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♦❢ θ✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐s st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠✱
✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✈✐s❝♦✉s ♦♥❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✲
❣❧❡❝t❡❞✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧✐❡s ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞
♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρs ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r D✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✢♦✇ t♦
tr❛♥s♣♦rt s❡❞✐♠❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ τb✱
♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② u∗ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✮✱ ♦r ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳
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❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ s❤♦✉❧❞
♥♦✇ r❡❛❞✿

q∗(t) ∝ A(Sh(t)− Shc)
B✱ ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛r❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q∗(t) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ Sh(t) ✭t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ✈❛❧✉❡ Shc ❛♥❞ ✇✐t❤ B 6= 1✮✳ ❙♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ q∗(t) ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✇❤❡♥
Sh(t)/Shc ≫ 1 ✇❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦♥ ♠❡❛♥ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s ✭❣r❛✈✐♠❡tr✐❝✱ ♣✳❡✳✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r Sh(t)/Shc ≈ 1✱
❛ str♦♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ✐s ❛t st❛❦❡ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✐ts
✐♥❡rt✐❛❧ ♥♦♥✲♠♦✈❡♠❡♥t st❛t❡ t♦ ♠♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t
♦❢ Sh(t) ✭❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡
t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s✱ t❤✉s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭t♦ r❡s♣❡❝t ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❘❡❝❦✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❝❦✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✇ t❤❛t
✇❤❡♥ Sh/Shc < 2.5 s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt s❤♦✇s ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✐♠❡✱
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t✲
t♦♠ s❤❡❛r str❡ss✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ r✉♥♦✛ ✢♦✇s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r str❡ss ♠❡❛s✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ 10−2 P❛s❝❛❧s
✭❆♠✐r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡
♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✴❞✐s❝❧♦s❡❞✳

❚♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞② ❢✉rt❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✉♥❞❡rt❛❦❡♥✿ ✐❞❡♥t✐❢② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞✴♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡✲
❧♦❝✐t②❀ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❉❡s♣✐t❡ ❣r❡❛t ❡✛♦rts t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s②st❡♠❛t✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ♣r♦✈❡ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❲♦r❦s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇
❑✉❤♥❧❡ ❛♥❞ ❙♦✉t❤❛r❞ ✭✶✾✽✽✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr② t♦ st✉❞② t❤❡ s♦✉r❝❡
♦❢ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s✐❣♥❛❧✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ✭∼ ♠✐♥✉t❡✮✱ r❡❧❛t✐♥❣ t❤♦s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
✭t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ s❝❛❧❡s✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❜✐❛s❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱
✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t✐♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ✢♦✇s ❛♥❞
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❞ ❧♦❛❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❋r❡② ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤♦s❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs❡❞ s❡❞✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❣r❡❛t❡r
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

✹✻



❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛
s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ ✢♦✇
❞②♥❛♠✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇❤❡♥ s❡❞✐♠❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡❞ ✭❜❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ s❛❧t❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✮ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡
❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳

❚♦ st✉❞② ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② s②st❡♠ ✭P■❱✮ ✇❛s
❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
♦✈❡r t✐♠❡ ✭❖✉❧❞ ❆❤♠❡❞♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❘❛❞✐❝❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮✳ ❋♦r t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❛♥❞ tr❛♣ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ❍♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮❀ ●✉✐❣♥✐❡r ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦r✐❣✐♥s ♦❢
s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t
❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❜r✐♥❣s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❝❤❛♣t❡r ✺
t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✿ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡❀
s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧❀ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ❢♦r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s
✇❤❡♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇✳

✹✼





❈❤❛♣t❡r ✹

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

✹✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

✹✳✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢✉♠❡

❆ s♠❛❧❧ P❧❡①✐❣❧❛s ✢✉♠❡ ✭✵✳✷ ♠ ✇✐❞❡ ✲ l0✱ ✷✳✵ ♠ ❧♦♥❣✮ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦✈❡r ❛
t✐❧t✐♥❣ ❞❡s❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❲❛t❡r ✢♦✇ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠ ✉s✐♥❣
❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ r❡s❡r✈♦✐r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭Q = 0.4 ❧✴s ♠❛①✐♠✉♠✮✳
■♥❧❡t ✢♦✇ ✇❛s s✉❜❞✉❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥②❧♦♥ ❣r✐❞s ✇❤❡r❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣♦s❡ ✜①❡❞
t✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ✢♦✇✱ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s ✭✶✵ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱
✷ ❝♠ ❧♦♥❣✮ ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❣r✐❞s✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ✐♥❧❡t s❡❝t✐♦♥✱ ✢♦✇
♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✿ ❛ ✜①❡❞ ❜❡❞ ♦❢ ✶✳✸✺ ♠❡t❡r ❧♦♥❣
✇✐t❤ t❡st s❡❞✐♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡❞❀ ❛ t❡st ③♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ✢♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✷ ❝♠ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❜❡❞❀ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ♦❢ Lb = 0.38 ♠❡t❡r
❧♦♥❣ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ❡✈❡♥❧② s♣r❡❛❞ ✭♣♦r♦s✐t② p = 0.39✮❀ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
s❛♥❞ tr❛♣ ✵✳✸✵ ♠❡t❡r ❧♦♥❣ ✭Lt✮ ✇❤❡r❡ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞❀ ❛♥❞
t❤❡ ♦✉t❧❡t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳✷ ❋❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✇❡r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡st ③♦♥❡✿ ❆ ❣r❛❞✉❛t❡❞
❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ ✭❈◆✮ ❛♥❞ ❛ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② s②st❡♠ ✭P■❱✮✳ ❚❤❡
❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✢♦✇✳
▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡❞ h0CN ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤✉s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
▼❡❛s✉r❡s ❢r♦♠ P■❱ s②st❡♠ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❛ ✷❉ ♣❧❛♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r

✹✾





✹✳✶✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

• ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ Q ✲ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✉❝❦❡t✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞
❛ ❝❤r♦♥♦♠❡t❡r❀

• ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ h0CN❀

❚❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇❛s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ❦♥♦✇♥✱ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ eQ
❛t ±1 − 3%✳ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ δh0

=
±0.25mm✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0CN✿

u0CN =
Q

l0h0CN

✱ ✭✹✳✶✮

✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ eu0
= ±1− 7%✳

❋♦r ❛ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✢♦✇✱ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
❤②❞r♦st❛t✐❝✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss r❡❛❞s✿

τb = ρgh0CN sin θ✱ ✭✹✳✷✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❚❤❡ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ ♦❢ u∗ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ eu∗CN

= ±1− 20%✳ ●❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✢♦✇✿ ❘❡②♥♦❧❞s ✭❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✷✳✻✮✱ ❙❤✐❡❧❞s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✮ ❛♥❞ ❋r♦✉❞❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✾✮ ♥✉♠❜❡rs✱
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳

▲♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✲ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② s②st❡♠ ✭P■❱✮

❚❤❡ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥
✐♥t❡♥s❡ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❙✉❝❤ ❡q✉✐♣♠❡♥t
♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦❢ ♣❛❝❦s ♦❢ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❢♦r s✉❜✲③♦♥❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✐♠❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛s
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❧❛s❡r
♣✉❧s❡ ✭❚✐♠❡ ❇❡t✇❡❡♥ P✉❧s❡s ✲ ❚❇P✮✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s t❤❡♥ ❛s✲
s✉♠❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ P■❱ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❘❖■ ✭✻✹ ① ✶✻ ♦r ✶✷✽ ① ✸✷ ♣✐①❡❧s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
s❡❡❞✐♥❣ q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ✶✻✻✹ ① ✶✷✽✵ ♣✐①❡❧s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✶✶✳✶✷ ♠♠ ① ✾✳✵✸ ♠♠✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇❛s s❡❡❞❡❞
✇✐t❤ s✐❧✈❡r✲❝♦❛t❡❞ ❤♦❧❧♦✇ ❣❧❛ss s♣❤❡r❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❛r♦✉♥❞ ✶✵ µ♠✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐♥ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡✲❤❡❛❞
▲❛s❡r❣❧♦✇ ❧❛s❡r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❧❡♥s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ✇❛s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛

✺✶



✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳
❆ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❝r♦ss❡s ❛ ❘❖■ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐s r❡❝♦r❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ♦❢ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧s t♦ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ✭❉❆◆❚❊❈ ❉②♥❛♠✐❝s✮

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✸✷ ♥♠ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉❧s❡❞ ❛t ✼ ❍③✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✲✶✺ ♠❏ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ s✉✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ s❡❡❞✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❢r♦♠ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤
❛ ✷✵✹✽ ① ✷✵✹✽ ♣✐①❡❧ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ❢r♦♠ ❉❛♥t❡❝ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❞✉r✐♥❣ ✶✵✵✲✸✵✵
µs ♦❢ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ t✐♠❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✭❚❇P✮ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0CN✳

❈r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ✜rst❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡s ✭❑❡❛♥❡ ❛♥❞ ❆❞r✐❛♥✱
✶✾✾✸✮ ❜② s♦❢t✇❛r❡ ❉②♥❛♠✐❝❙t✉❞✐♦ ✭❉❛♥t❡❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❆✴❙✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♣❡❛❦
❛♥❞ r❛♥❣❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐❣♥❛❧✴♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ✉s❡❞ ✇❛s ✶✳✷✳ ❘❛♥❣❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡st✐♠❛t✐✈❡ ♦❢
♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0CN✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝✲
❝❡♣t❡❞ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ −0.20u0CN t♦ 1.75u0CN ❛♥❞ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢r♦♠
−0.50u0CN t♦ 0.50u0CN✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜✐❛s✱ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✈❡❝t♦rs ✇❡r❡
✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ (u, v)✱ ✇✐t❤ u = u(x, y, t) t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ❛♥❞ v = v(x, y, t) t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥✱ ✇❡

✺✷



✹✳✶✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❧❡❛st ✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ y ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵✵✵✳ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
ePIV ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛s s✉❣❣❡sts ✭▲❛③❛r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋♦r ♦✉r ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦✉♥t✐♥❣✱ ePIV = 4.5%✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❛s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
x✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥
✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y✳ ❊❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t (u, v) ✇❛s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✿

u(x, y, t) = ū(x, y) + u′(x, y, t)❀ ✭✹✳✸✮

v(x, y, t) = v̄(x, y) + v′(x, y, t)❀ ✭✹✳✹✮

ū(x, y) =
1

Nt

∑

t

u(x, y, t)❀ ✭✹✳✺✮

u′(x, y, t) = u(x, y, t)− ū(x, y)❀ ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ Nt ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ t♦ ✜♥❛❧ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆❢✲
t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② 〈ū〉(y) ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x✿

〈ū〉(y) = 1

Nx

∑

x

ū(x, y)✱ ✭✹✳✼✮

✇✐t❤ Nx ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✈❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ③♦♥❡ ❛❧♦♥❣ x✳ ❱❡✲
❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ uRMS(x, y) ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

uRMS(x, y) =

√

1

Nt

∑

t

u′2(x, y, t)✱ ✭✹✳✽✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✿

〈uRMS〉(y) =
1

Nx

∑

x

uRMS(x, y)✳ ✭✹✳✾✮

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼❡❛♥
✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t❤r♦✉❣❤
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ 〈ū〉(y) ❛♥❞ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ h0PIV
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❛♥❞ u0PIV✳

❚❤❡ ✢♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② 〈ū〉(y) ✇❛s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✶❜ ❛♥❞ ✷✳✶✶❛✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
u∗CN✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✇❛s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t✉r❜✉✲
❧❡♥t ✢♦✇s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② u∗PIV ✇❛s
r❡✜♥❡❞✳ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
u+
RMS(y) = 〈uRMS〉(y)/u∗PIV ❛♥❞ v+RMS(y) = 〈vRMS〉(y)/u∗PIV✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ st✉❞② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♦✈❡r
t✐♠❡✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧s♦ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❆ ♠❡t❤♦❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❖✉❧❞ ❆❤♠❡❞♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✇❛s ❤❡r❡ ❛❞♦♣t❡❞
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t
s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❖✉❧❞ ❆❤♠❡❞♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✇♦r❦
♣r♦✈❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡♦❧✐❛♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡❞✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ 〈ū〉(y)✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y0 ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ 〈u〉(y0, t) ✇❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②
u∗PIV✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✹✳✶✳✸ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❡st✲s❡❞✐♠❡♥t ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ✇✐t❤ ♠❡❛♥
❞✐❛♠❡t❡r D50 = ✷✵✵µ♠ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺✵ ❛♥❞ ✷✺✵ µ♠✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
ρs ♦❢ ✷✹✸✵ ❦❣✴♠3✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❢❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② vs ∼ 0.02
♠s−1✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✶ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❞❡
t❤r♦✉❣❤ ❧❛s❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✿ ❜r❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ❛♥❞
✉s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍✐st♦❣r❛♠s s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t✐❝❡❞
♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐③❡✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❙❤✐❡❧❞s ✭Shc✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭P❛♣❤✐t✐s✱ ✷✵✵✶✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✻✷ ✭u∗c = 0.013 ♠✴s✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐ts ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✺✼
❛♥❞ ✵✳✵✽✽ ✭✲✾✪❀ ✰✹✵✪✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋♦r t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✇❡r❡
❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞✿ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢❛❜r✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t❀ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✲
✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ❍♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❢r♦♠ ●✉✐❣✲

✶❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t✿ ❚❤❛♥❦s t♦ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ▼❡t❛②❡r ❛♥❞ ❙✐❤❛♠ ❑❛❧✐♠✲❇❡r♥❛r❞ ❢♦r t❤❡✐r
s✉♣♣♦rt ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s✳
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●❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✲ ❚♦t❛❧ ♠❛ss ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✭❲✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦♥ ✇❡✐❣❤✐♥❣ t❤❡ s❡❞✲
✐♠❡♥t ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥✲
st❛❧❧❡❞ ❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t❧❡t✱ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ♥♦t tr❛♣♣❡❞ ✇❡r❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♣♣❡❞ ♠❛ss t♦ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡
Q̄sW ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❜② t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥✳

✹✳✶✳✹ ▲♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✲ P❛rt✐❝❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ❙②st❡♠
✭P❚❱✮

❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♣ ❤❛❞ ❛ s♠❛❧❧ ✇✐❞t❤ ✭✹✳✶✭❜✮✱ lt = 3.9 ♠♠✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ tr❛♣ ✇❡r❡ ❧♦❝❛❧✳ P❛rt✐❝❧❡s ♥♦t tr❛♣♣❡❞ ✇❡r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢❛❜r✐❝ ✇❛s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ tr❛♥s♣♦rt❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s✳ P❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ♦✈❡r ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣✱ s❧✐❞✐♥❣ ♦r s❛❧t❛t✐♥❣✱
✇✐t❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣✲
t❡r ✷✳ ▼✐♥✐♠✉♠ s❛♥❞ tr❛♣ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦♥❣❡st
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ x✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Ldep✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
♣❛rt✐❝❧❡s ❤✐❣❤❡st ❥✉♠♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙♦✱

Ldep ∝ u0

vs
h0✳ ✭✹✳✶✵✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❜❡❞ ❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t s❝❛❧❡s ✇✐t❤
♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r D ✭❋♦✉rr✐èr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥✿

Ldep ∝ u0

vs
D✳ ✭✹✳✶✶✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 = 0.2 ♠s−1✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ✐s r♦✉❣❤❧② ✷ ♠♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ❞r❛✇❜❛❝❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♣ ✭Lt = 0.30 ≫ Ldep = 0.002 ♠✮✳

P❛rt✐❝❧❡s ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❜② ✢♦✇ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ tr❛♣✱ ❢❡❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤♦♥❡②✲
❝♦♠❜ ❛♥❞ ❛rr✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜②
❛ ❞✐✛✉s❡❞ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❙❤❛❞✲
♦✇s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷✵✹✽ ① ✷✵✹✽ ♣✐①❡❧ ❈❈❉ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞
❝❛♠❡r❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ✶✵✵ ❢r❛♠❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡ ❛ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ ∆t = 10 ♠s✳ ❊①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ✇❛s s❡tt❧❡❞ ❛t ✶ ♠s✳ ❘❛✇ ✐♠✲
❛❣❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ■♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❤❡♥

✺✻





✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✳ ✹✳✼✭❛✮✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❣r❛②✲
s❝❛❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥❀ ✹✳✼✭❜✮ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♠❛❣❡❀ ✹✳✼✭❝✮ ❜✐♥❛r②
✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ s❤❛❞♦✇s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ k t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ pki ✇❛s
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~rki ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐❛♠❡t❡r Dk

i ✳ ❇❛s❡❞
♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ∆~rki = ~rki − ~rk−1

i ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ st❡♣
t✐♠❡ ∆t✱ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ~vki ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

(uk
i , v

k
i ) =

∆~rki
∆t

✳ ✭✹✳✶✹✮

✺✽





✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

✇❤❡r❡ v̄ks ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t②✿

v̄ks =
1

Np

Np
∑

i

vksi ✳ ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s✿

Qs(t
k) =

1

∆yROI

M(tk)v̄ks ✳ ✭✹✳✷✵✮

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

eqs =
√

emp
2 + evs

2 + e∆yROI
2 ✭✹✳✷✶✮

❲❡✐❣❤t❡❞✲♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✈❡❧♦❝✐t②

❙✐♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽✮✱ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞✲♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s✿

v̄s =
1

M(tk)

Np
∑

i

mk
i v

k
si

✭✹✳✷✷✮

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

Qs(t
k) =

1

∆yROI

M(tk)v̄kss =
M(tk)

∆yROIM(tk)

Np
∑

i

mk
i v

k
si
✱ ✭✹✳✷✸✮

Qs(t
k) =

1

∆yROI

Np
∑

i

mk
i v

k
si
✳ ✭✹✳✷✹✮

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✹✳✶✳✺ ❲❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r

❯♣str❡❛♠ t❤❡ ✜①❡❞ ❜❡❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥②❧♦♥ ❣r✐❞s ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦❜st❛❝❧❡s✱
❛ ✇❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s②st❡♠ ✇❛s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛
♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞✳ ❚❤✐s s♦❧❡♥♦✐❞ ✇❛s ❛ss❡♠❜❧❡❞

✻✵



✹✳✷✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

Flowfw

nylon

grid

Aw

Dw

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s②st❡♠ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞✳

t♦ ❛ r♦❞ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r Dw t❤❛t ❞✐st✉r❜❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛t t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fw✳ ❚❤❡ r♦❞ ❡♥t❡rs ❛♥❞ ❡①✐ts t❤❡ ✢♦✇ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♣t❤
Aw✱ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✳ ❚❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s♦ ✐t ✇❛s ♥♦t ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ♦t❤❡rs ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fw ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐s ♣r❡s❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✿

fw >
u0 +

√
gh0

Lb

✳ ✭✹✳✷✺✮

✹✳✷ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✹✳✷✳✶ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt t❡st

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ P❚❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✱ ❛ s❡t
♦❢ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✏♣❛rt✐❝❧❡s✑ ❛♥❞ t❤❡✐r
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤♦s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ❡①❡♠♣❧✐✜❡s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ♦♥❧②
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r
s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❢♦r t❤❡ t❡sts t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ✐s t❛❦❡♥
❛s ρs = 1 ✭♠❛ss ❂ ✈♦❧✉♠❡✮✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ∆yROI

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s❝❛❧❡s ♦❢ t✐♠❡ st❡♣ ∆t ❛♥❞ ❘❖■✳ ❙✉❝❤ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② s❡❞✐♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ✭❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✐③❡✮✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ∆yROI✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦
s❡❡ ❤♦✇ tr❛♥s♣♦rt r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❛s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ vs∆t✳
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✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝r❡❛t❡❞ t♦ t❡st P❚❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ∆yROI ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✐♠✲
❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❡❛❝❤ s❡r✐❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ s❡r✐❡s ❛t
✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞ ✭∆t = 1 s✮✳ P❛rt✐❝❧❡s ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ✭✶✷ ♣✐①❡❧s✮
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✷✵ ♣✐①❡❧s✴s✮✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ❢r❡❡③❡ ✈✐❞❡♦✱ ❜✉t ✐♥
❢❛❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r② ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞
str❛✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✷ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r
s❡❝♦♥❞ ❡♥t❡r t❤❡ ❘❖■✱ t❤❡♥ q = 24 ♣✐①❡❧s✴s✳

✭❛✮ tk✳ ✭❜✮ tk+1 = tk +∆t✳ ✭❝✮ tk+2 = tk + 2∆t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ t②♣❡ A ❝r❡❛t❡❞ t♦ t❡st P❚❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦♥ ❘❖■ s✐③❡✳

▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ∆ROI ✈❛r② ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❡✈❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❘❖■ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡
t✐♠❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✭∆yROI > 3vs∆t✮ ❣✐✈❡♥
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ∆t✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥s ✭❣❜✶✲✸✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡

✷❘❡♠❛r❦✿ ∆yROI ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ s♦ t❤❛t ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ s❧✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♠✐ts✳
❙✉❝❤ st❡♣ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡✳

✻✷



✹✳✷✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭∆yROI > 10vs∆t✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❘❖■ ∆yROI✳
✹✳✶✷✭❛✮✿ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r✉♥❀ ✹✳✶✷✭❜✮✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❣❜✶✲✸✳

❆s t❤❡ ❘❖■ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❡✛❡❝t t❤❛t ✇❛s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✇❛s ❛ s♠♦♦t❤❡r s✐❣♥❛❧ ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✱ ❛s ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝❤♦s❡ ∆yROI ≈ 12vs∆t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❖■✳
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✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

✹✳✷✳✷ ●r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡s

◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢♦r t❡st✲s❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r
✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r ❣r❛✐♥✲s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡r② t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛s❡r ❣r❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❨❡❧❧♦✇
❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ tr✐❛♥❣❧❡s s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
❝♦rr❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② ♣r❡s❡♥t ❜✐❛s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛ ❤❛❧♦ ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r
❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ P❉❋✸

✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t s✉❝❤ ❜✐❛s✱
✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡

✸Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
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✹✳✷✳ ❈r✐t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r✱
❜❡❢♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ t❤✉s ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ P❉❋ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ P✐❝t✉r❡s s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

✹✳✷✳✸ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥❛❧s

❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ s✐❣♥❛❧s t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q(t) ❛s s❤♦✇♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳ ●✐✈❡♥
❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡s❡♥t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤✉s ♠✉st ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❙✐❣♥❛❧
✐s s❡❝t✐♦♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳

■♥ ❡✈❡r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥✱ ✉♣ t♦ ❢♦✉r st❛❣❡s ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✿

■ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✭♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ tr❛♥s♣♦rt✮✳ ❚❤✐s st❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t
✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r✉♥✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭P■❱ ❛♥❞ P❚❱✮ ❛r❡ t✉r♥❡❞
♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞❛♠ ✐s r❡❧❡❛s❡❞✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛♥❞
s❧♦♣❡s✱ ✢♦✇ t❛❦❡s t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉s✉❛❧❧② s❤♦rt t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♦❧✐❞
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✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

tr❛♥s♣♦rt ❤❛♣♣❡♥s✳

■■ ❉❛♠✲❜r❡❛❦ tr❛♥s♣♦rt ✭✜rst s✉r❣❡ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥ts✮✳ ❚❤✐s st❛❣❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❞❛♠✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ s❧♦♣❡✱ t❤✐s ✇❛✈❡
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳

■■■ ❙t❡❛❞② tr❛♥s♣♦rt ✲ qIIIs ✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✇❛✈❡✱ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t
tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ✧st❡❛❞②✧✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ✐s ✢❛t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r
str❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ✜①❡❞
❜❡❞✳ ▼❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ❝❛♥ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳
❋♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s✱ t❤✐s ♣❛rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

■❱ ◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s♣♦rt ✭❜❡❞❢♦r♠✮ ✲ qIVs ✳ ❋❧♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐❝t❛t❡
✇❤❡t❤❡r ❜❡❞❢♦r♠s s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡②
✇✐❧❧ tr❛✈❡❧✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ❞✉♥❡s ❛♥❞ r✐♣♣❧❡s t♦ ❢❛❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛♣✱
❞r❛st✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ♠♦❞✲
❡r❛t❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤✐s st❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛rt ■■■✱
✇❤❡♥ ❜❡❞❢♦r♠s st❛rt t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ tr❛♣✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rts ■■■ ❛♥❞ ■❱ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❧②
t❤❡ ♣❛rt ■❱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❢t❡r ♣❛rt ■■✳

❆s ✐t ✐s✱ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣✐✈❡♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ st❛❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡❧② ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s♣♦rt ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t✿

qsc(t) =
1

Nt

Nt
∑

i=1

qs(t)✳ ✭✹✳✷✻✮

❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t✇♦ t✐♠❡ st❛♠♣s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ t✇♦ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✿ ♦♥❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡
✭♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮❀ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ t✐♠❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✇❛s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ s❤❛❞❡
③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ qsc✳ ■❢ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s qsc ❝r♦ss✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❞
t✐♠❡ st❛♠♣ ❝❤♦s❡♥ s❡❧❡❝t ❛ qIIIs ③♦♥❡ ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ s❤♦✇s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❞ t✐♠❡st❛♠♣s✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞
✸✵ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ●r❛② s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
♠❡❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜❡❞❢♦r♠s ✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❙♦✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ ❡♥❞ t✐♠❡st❛♠♣s✱ qsc ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✉♥t✐❧ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇❡r❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✳ ❩♦♥❡ ■■ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❛♥❞ ✷✺
s❡❝♦♥❞s✱ ❛♥❞ ③♦♥❡ ■❱ ❢r♦♠ ✷✺ s❡❝♦♥❞s ❢♦r✇❛r❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s t✐♠❡ st❛♠♣s ✇❡r❡
❢♦✉♥❞✱ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❜r♦❦❡♥ ❛♣❛rt ✐♥ t❤❡ st❛❣❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳

✹✳✷✳✹ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❚♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❢r♦♠ ❣r❛✈✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞ P❚❱ ♠❡t❤♦❞s✮✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❙✉❝❤ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ❘❖■✳

❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡①♣❧♦r❡ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✷✵✮ ♠✉st ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞✿

❆ ✲ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛❧❧ s✐❞❡ ❜② s✐❞❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ s❤❛❞♦✇ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♦♥
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❛t❡ ❜②
❝♦✉♥t✐♥❣ ❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤✉s s♠❛❧❧❡r ♠❛ss✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✢✉①❀

❇ ✲ ✇❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤✱ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡
♣❛t❤ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤✉s ❛ s♠❛❧❧❡r ✢✉①✳
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✭❜✮ ✿ qIVs

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷ s❡❝✲
t✐♦♥❡❞ ✐♥✿ ✹✳✶✽✭❛✮ qIIIs ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❛♥❞ ✷✺ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✹✳✶✽✭❜✮ qIVs ✱ ❢r♦♠ ✷✭
s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❆ ❛♥❞
❇ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱

∆̄r = v̄s∆t, ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ v̄s ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r❡❡ ❢❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ tr❛♣ ✭vs ≈ 4 ❝♠✴s✮✳
❲❤❡♥ ✐♥ ❜❡❞❧♦❛❞✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ ♠♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♣
✭∆xROIsb = 5 ♠♠✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ qsW
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥❀ qsPTV

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❤r♦✉❣❤ P❚❱ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥
st❛rt t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛ss❡rt✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ss❡rt✐✈❡♥❡ss✳

tk

x

y

A B

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ P❚❱ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❡❞✲
✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❙♦❧✐❞ ❛rr♦✇s ✐❧❧✉str❛t❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❉❛s❤❡❞
❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

t❤❡ ❘❖■✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡✿

Nplim =
∆xROIsb∆yROI

(vs∆t)2
✳ ✭✹✳✷✽✮
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✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❧✐♠✐t ❞✐s❝❤❛r❣❡ Qslim ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❛t ♥✉♠❜❡r✿

Qslim =
Nplimm̄pv̄s
∆yROI

✳ ✭✹✳✷✾✮

❋♦r ♦✉r ❝❛s❡✱ qslim ≈ 3.26 ❣♠−1s−1✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜tt✐♥❣ ❛ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ qslim ✱ ✇❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

qsPTV
= 1.576qsW ✱ ✭✹✳✸✵✮

✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R2 = 0.94✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t qslim ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✉s❡✿

q(t)corrected = 1.576

(

qsW
qsPTV

)

q(t)✳ ✭✹✳✸✶✮

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ❞♦
♥♦t ❛ss✉r❡ ♣r♦♣❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳

✼✵



❈❤❛♣t❡r ✺

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s❡❞✐♠❡♥t

tr❛♥s♣♦rt

✺✳✶ ❋❧♦✇ ❤②❞r❛✉❧✐❝s ♦❢ st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✇❡r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ Q ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ θ ✭s❡❡
t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥ (Q; θ) t✇♦ s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✢♦✇
♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ P■❱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ♦♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶ ♣♦✐♥t ♦✉t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥
❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥✱ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s✲
♣♦rt ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳

✺✳✶✳✶ ❇❛s❡ ✢♦✇

❊❛❝❤ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥❝② t♦ ♦✉r ❣♦❛❧s✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡t✲
t❡r r❡♣r❡s❡♥t ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙❤✐❡❧❞s
♥✉♠❜❡r Shc ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ s❧♦♣❡ ✇❡r❡
✜①❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t ♥♦ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞❀ s❧♦♣❡ ✇❛s t❤❡♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ s✉✣❝✐❡♥t ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢
❣r❛✐♥s ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t u∗CN ✇❛s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ u∗c ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮
s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❞❡s♣✐t❡ ❣r❡❛t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❛❝t ♥❡❡❞❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✢♦✇ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ s♦ t❤❛t✿

h0 = h0CN❀ ✭✺✳✶✮

u0 = u0CN✳ ✭✺✳✷✮

✼✶
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❉❛t❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❜❡❞✳

❘✉♥ q ✭❧♠−1s−1✮ θ ✭r❛❞✮
❈♦♥t❛❝t ◆❡❡❞❧❡ P■❱ ❙②st❡♠

Re Fr Sh
u0CN ✭♠s−1✮ h0CN ✭♠♠✮ u∗CN ✭♠s−1✮ u0PIV ✭♠s−1✮ h0PIV ✭♠♠✮ u∗PIV ✭♠s−1✮
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❣❜✺ ✶✳✺✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✷✸ ✻✳✽ ✵✳✵✶✸ ✵✳✷✸ ✻✳✺ ✵✳✵✶✽ ✺✻✷✺ ✵✳✽✼ ✵✳✵✻✵
❣❜✻ ✶✳✺✹ ✵✳✵✶✷✻ ✵✳✸✸ ✹✳✼ ✵✳✵✷✹ ✵✳✸✻ ✹✳✷ ✵✳✵✷✻ ✺✻✹✵ ✶✳✺✹ ✵✳✷✵✺
❣❜✼ ✶✳✺✷ ✵✳✵✷✷✻ ✵✳✸✽ ✹✳✵ ✵✳✵✸✵ ✵✳✹✷ ✸✳✺ ✵✳✵✸✵ ✺✺✸✵ ✶✳✾✸ ✵✳✸✶✻
❣❜✽ ✶✳✺✸ ✵✳✵✸✷✻ ✵✳✹✶ ✸✳✽ ✵✳✵✸✺ ✵✳✹✼ ✸✳✵ ✵✳✵✸✸ ✺✻✼✵ ✷✳✶✸ ✵✳✹✷✽
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✺✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

✺✳✶✳✷ ❚✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s

P■❱ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠❡❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ |〈v̄〉(y)| ∼ 0.001 ♠✴s < ePIV ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✱ ❛s s❤♦✇s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❙♦✱ ♦♥❧② ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ū(x, y) ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❘❡②♥♦❧❞s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻✮✳ Pr♦✜❧❡s ❢♦r 〈ū〉(y)
❛♥❞ 〈uRMS〉(y) ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ s❤♦✇ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r
t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❡sts✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢
〈uRMS〉(y) ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ✶ ♠♠ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❢r✐❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ 〈v̄〉(y) ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P■❱ s②st❡♠
♣r❡❝✐s✐♦♥ ePIV ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✺✳

❚❤r♦✉❣❤ ✐♥♥❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡✲
✜♥❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✜t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣✱ ✶✾✼✾✮ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✮
❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r✱ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s❡❞✲
✐♠❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✳

❙✐♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❤❛✈❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭2000 < Re <
6000✮✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❧❛t✐✈❡
r♦✉❣❤♥❡ss ✭r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❞✐♠❡♥ts ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✮
❛♥❞ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛❦❡s ✭❇❡r❣str♦♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇✐❣✐❧❧♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❆❣❡❧✐♥✲
❝❤❛❛❜ ❛♥❞ ❚❛❝❤✐❡✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇❡r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆♥✲

✼✹
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② 〈ū〉(y) ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ 〈uRMS〉(y) ❢♦r r✉♥s ❣❜✶ t♦ ❣❜✽✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳
▲✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✿ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s u+ = κ−1 log y+ + 5 ❢♦r ❧♦❣ r❡❣✐♦♥❀
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s u+ = y+ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r✳

t♦♥✐❛ ❛♥❞ ❑r♦❣st❛❞ ✭✷✵✵✶✮ ✇♦r❦ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s✿

u+
RMS = A exp

(

− y+

Re∗

)[

1− exp

(

−y+

B

)]

+ Cy+ exp

(

−y+

B

)

❀ ✭✺✳✹✮
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v+RMS = 1.14 exp

(−0.76y

h0

)

✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ A = 2✱ B = 8✱ ❛♥❞ C = 0.34✳ Re∗ = u∗PIVh0/ν ✐s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ✉s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r r✉♥s ❣❜✶ t♦ ❣❜✽✳ ▲✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆♥t♦♥✐❛ ❛♥❞ ❑r♦❣st❛❞ ✭✷✵✵✶✮✳ ✺✳✺✭❛✮✿
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s u+RMS❀ ❞❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t r✉♥ ❣❜✶✱ ❛♥❞ ❣r❛②
❧✐♥❡✱ r✉♥ ❣❜✽✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳ ✺✳✺✭❜✮✿ ✈❡rt✐❝❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s v+RMS❀
❞❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✇♦r❦ ❢r♦♠ ✭❆♥t♦♥✐❛
❛♥❞ ❑r♦❣st❛❞✱ ✷✵✵✶✮ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✭❛✮✮✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦❜❡② t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇ ✉s❡❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t✐❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✭❜✮✮✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇ ❤❡r❡
✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢✉❧❧
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
✈♦rt✐❝❡s✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥
✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❘❖■✳

✺✳✶✳✸ ❋r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y0 ✇❛s
❝❤♦s❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r 〈uRMS〉 ✐s ❢♦✉♥❞✱ ❢❛r

✼✻



✺✳✶✳ ❋❧♦✇ ❤②❞r❛✉❧✐❝s ♦❢ st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ (u′, v′) ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✺✳
❙❤❛❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ✭

√
u′2 + v′2✮❀

❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r✳ ❋r♦♠ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ 〈ū〉(y0) ❛♥❞ u∗PIV t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢r♦♠ ❜❛s❡ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇s ✺✳✼✭❜✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✿

u∗PIV = F{〈ū〉(y0)} = a〈ū〉(y0) + b✱ ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ a = 0.0703 ❛♥❞ b = 0.0048✱ s❤♦✇s ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss✱ ✇✐t❤ ❛
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R2 = 0.99✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱
❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡r✐❡s ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ u∗(t) ❜❛s❡❞ ♦♥
〈u〉(y0, t)✿

u∗(t) = F{u(x, y0, t)} = a〈u〉(y0, t) + b✳ ✭✺✳✼✮

❈♦♥st❛♥ts a ❛♥❞ b ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧♦♦❦✉♣ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ❞❡r✐✈❡❞✿

u∗F =
1

Nx

1

Nt

∑

x

∑

t

u∗(x, t)✱ ✭✺✳✽✮
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✭❛✮
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 〈u〉(y0) ❛♥❞ u∗PIV✳ ✺✳✼✭❛✮✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u∗PIV ❛♥❞ 〈ū〉(y0)✳✺✳✼✭❜✮✿ ❍✐❣❤❧✐❣❤t ❢♦r y0 = 0.70 ♠♠ ✐♥
❉❛r❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✜rst✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✾✺✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ▲♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ u∗F ✳

y0 ✭♠♠✮ y0/D ❛ ❜

✵✳✹✻ ✷✳✸ ✵✳✵✽✼✸ ✵✳✵✵✸✽
✵✳✼✵ ✸✳✺ ✵✳✵✼✵✷ ✵✳✵✵✹✽
✵✳✾✸ ✹✳✻ ✵✳✵✻✼✷ ✵✳✵✵✹✵
✶✳✶✻ ✺✳✽ ✵✳✵✻✹✾ ✵✳✵✵✸✺
✶✳✸✾ ✼✳✵ ✵✳✵✻✸✹ ✵✳✵✵✸✷
✶✳✻✷ ✽✳✶ ✵✳✵✻✷✶ ✵✳✵✵✸✵
✶✳✽✺ ✾✳✸ ✵✳✵✻✵✾ ✵✳✵✵✷✾
✷✳✵✾ ✶✵✳✹ ✵✳✵✺✾✻ ✵✳✵✵✸✵

❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ u∗PIV✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ s✐♥❝❡ u∗F ∼ u∗PIV ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✶✳

❙♦✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y0✳ ❚❤❡♥
❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦✉❧❞ t❤❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ u∗(t)✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r u∗(t) ✉s✐♥❣ s✉❝❤ r❡❧❛t✐♦♥✳

P❤②s✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ s❡❡♠❡❞ ❝♦rr❡❝t✳ ❲❤❡♥
t✉r❜✉❧❡♥t ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ♣❛ss❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❡s✱ ❢♦r❝❡s ❢❡❧t ❜② s❡❞✐✲

✼✽



✺✳✶✳ ❋❧♦✇ ❤②❞r❛✉❧✐❝s ♦❢ st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② u∗(t) ❢♦r P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❣❜✺✱ ✉s✐♥❣ y0 = 0.46✳

♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✈❛r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤♦s❡ ✈♦rt✐❝❡s✳ ❖❜✈✐✲
♦✉s❧② t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✢♦✇s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t st❛♥❞ ✭s✐♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s♥✬t ③❡r♦
❝r♦ss✐♥❣✳✮✳

❍❛✈✐♥❣ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t✐♠❡✱ ✇❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ✭❖♣♣❡♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❙❝❤❛❢❡r✱ ✷✵✵✾✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
u∗(t) t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t✷✳ ❚❤❡ P❙❉ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧
t❤❛t ❤❡❧♣s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡s ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛
❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❡s ✭❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮ t♦ s♠❛❧❧
✈♦rt✐❝❡s ✭❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✱ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝❛❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ ❜② ✈✐s❝♦s✐t② ♦❝❝✉rs✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❈❤❛ss❛✐♥❣✱ ✷✵✵✵✮✱
t❤✐s ❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t −5/3 ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✮ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s✳

❋r♦♠ ♦✉r ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞
♦❜t❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ y0 = 0.46 ♠♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ P❙❉ ❢♦r u∗(t)
✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r y0✿ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢❛r
❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭−5/3✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✢♦✇ ✐s ❢✉❧❧② t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s s✉❝❤ ❞❡❝❛② ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ t♦ −1 ✭❘❛❞✐❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

✷❚❤❡ P❙❉ Px(f) ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ x(i) ✇✐t❤ Nx ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

Px(f) =
1

fsNx

∣

∣

∣

∣

∣

Nx
∑

i=1

x(i)e−2πjfi/Nx

∣

∣

∣

∣

∣

2

✳
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✺✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ u∗F ❢♦r P■❱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r✉♥ ❣❜✺ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❤❡✐❣❤ts y0✿ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❝❧♦s❡ y0 = 2.25D ✭✐♠❛❣❡ t♦
t❤❡ ❧❡❢t✮❀ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❞ y0 = 9D ✭✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡
✐♥❞✐❝❛t❡s −1 s❧♦♣❡❀ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ −5/3 s❧♦♣❡✳ Re = 5625❀ Fr = 0.87❀ Sh = 0.060✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ✐s
tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❡s✱ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ −5/3 ❞❡❝❛②✱ t❤✉s r♦✉❣❤❧②
✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤♦s❡ s❝❛❧❡s ✢♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢✉❧❧② t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷ ❍③ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♥♦✐s❡ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ P❙❉s✳ ❆r♦✉♥❞ ✶ ❍③✱ ❢♦r y0 = 0.46
♠♠ ✭= 2.25D✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② s♠♦♦t❤s ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ t❤❡ −1 ❞❡❝❛②
✇❤✐❧❡ ❢♦r y0 = 1.85 ♠♠ ✭= 9.3D✮ t❤❡ ❞❡❝❛② ❦❡❡♣s t❤❡ −5/3 ❞❡❝❛② ✉♥t✐❧
r❡❛❝❤ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛s ❝❧♦s❡r ✇❡
❣❡t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❧❛r❣❡r
❡❞❞✐❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐♥ t❤❡ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✇❛❧❧ ✢♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✽✵



✺✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❉❛t❛ s✉♠♠❛r② ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ❜❡❞ ✐♥
st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❘✉♥ Sh Fr Ro
❚r❛♥s♣♦rt ▼❡❛s✉r❡s ✭❣♠−1s−1✮

q̄WP
✸ q̄sW q̄IIIsPTV q

′III
sPTVRMS

q̄IVsPTV q
′IV
sPTVRMS

❣❜✶✲✷ ✵✳✵✻✽ ✶✳✶✻ ✸✳✶✷ ✵✳✵✹✵ ✵✳✵✻✺ ✵✳✵✷✼±4% ✵✳✵✸✸ ✖ ✖
❣❜✶✲✸ ✵✳✵✼✺ ✶✳✷✵ ✷✳✾✾ ✵✳✶✶✵ ✵✳✶✼✾ ✵✳✸✼✷±8% ✵✳✶✽✽ ✖ ✖
❣❜✶✲✹ ✵✳✵✼✾ ✶✳✶✵ ✷✳✾✵ ✵✳✶✽✽ ✵✳✷✵✹ ✵✳✸✹✾±8% ✵✳✷✸✷ ✖ ✖
❣❜✷✲✶ ✵✳✶✺✽ ✶✳✺✺ ✷✳✵✺ ✷✳✾✼✾ ✶✳✶✽✼ ✶✳✼✷✷±6% ✵✳✻✽✾ ✹✳✽✻✾±6% ✵✳✻✾✼
❣❜✷✲✷ ✵✳✶✺✾ ✶✳✺✹ ✷✳✵✺ ✸✳✵✶✻ ✶✳✽✾✻ ✶✳✽✽✼±6% ✵✳✺✵✵ ✸✳✸✺✹±6% ✶✳✻✺✸
❣❜✸✲✶ ✵✳✷✸✼ ✷✳✵✷ ✶✳✻✽ ✼✳✽✵✽ ✷✳✺✸✼ ✖ ✖ ✽✳✽✸✼±6% ✷✳✽✸✵
❣❜✹✲✶ ✵✳✷✽✺ ✷✳✻✻ ✶✳✺✸ ✶✶✳✹✾✺ ✻✳✺✹✽ ✖ ✖ ✶✸✳✸✾✽±6% ✹✳✵✷✺

✺✳✷ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡♥ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❜② ❛
t✉r❜✉❧❡♥t r✉♥♦✛ ✢♦✇ ✇✐t❤♦✉t s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇❛✈❡s✳

✺✳✷✳✶ ▼❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❚❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t t❤❛t ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛❢t❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♠✉st ❢♦❧❧♦✇✿

• ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ✉♣ t♦ t✇♦ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢
tr❛♥s♣♦rt q̄s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ③♦♥❡ qIIIs ❛♥❞ qIVs ❀

• ❢♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ③♦♥❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❧② qIVs ✐s ❦❡♣t❀

• ❢♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✱ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶✳

❙❡✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ s❤♦✇ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞

tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ t❤✉s q✉❛❧✐❢②✲
✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ q′sPTVRMS

✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛①✐s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Sh− Shc ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤❛♥ t❤♦s❡

✽✶



✺✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❢♦r q̄sPTV✳ ❚❤❡ ✜t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❜② t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

q∗ = 7.93(Sh− Shc)
1.8✱ ✭✺✳✾✮

❛♥❞ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❲♦♥❣ ❛♥❞ P❛r❦❡r ✭✷✵✵✻✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥
✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ Shc ✜ts t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇ ❣✐✈❡♥ ❜② ❲♦♥❣ ❛♥❞ P❛r❦❡r ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ▼❡②❡r✲P❡t❡r ❛♥❞ ▼ü❧❧❡r ✭✶✾✹✽✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ●r❛② ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ qIIIs ❛♥❞ ❣r❛② sq✉❛r❡s qIVs ✳ ❉❛r❦
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✉s❡s ✉♣♣❡r ❛♥❞
❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ P❛♣❤✐t✐s ✭✷✵✵✶✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ Sh−Shc✳
P✉r♣❧❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ✜t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✺✳✷✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♥❡❛r ❜❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t s❡❞✐♠❡♥t ❡♥✲
tr❛✐♥♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦r✲
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ❧❛✇ F ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
✐♥t❡♥s✐t② u′

∗RMS✳ ❚♦ ❛ss✉r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❡ ✐♥s♣❡❝t u∗ ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y0 = 0.70 ♠♠✳

❆ s✐♠♣❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r✲
♠✉❧❛s t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧❛✇ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ♠❡❛♥ tr❛♥s♣♦rt✿

q∗ = A(Sh− Shc)
B = A′(u2

∗ − u2
∗c)

B❀ ✭✺✳✶✵✮

✽✷



✺✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

t❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✿

∂q∗
∂u∗

= 2A′Bu∗

(u2
∗ − u2

∗c)
B

u2
∗ − u2

∗c

✱ ✭✺✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡♥ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
dq∗
q∗

=
2Bu∗

u2
∗ − u2

∗c

du∗✱ ✭✺✳✶✷✮

dq∗
q∗

= 2B
u2
∗

u2
∗ − u2

∗c

du∗

u∗

= 2B
Sh

Sh− Shc

du∗

u∗

✳ ✭✺✳✶✸✮

■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ t❡r♠ dq∗/q∗ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ du∗/u∗ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t du∗ ∝ u′

RMS ❛s u∗ ∝ u0✳ ❙♦✿

dq∗
q∗

∼ q′∗RMS

q̄∗
❀ ✭✺✳✶✹❛✮

du∗

u∗

∼ u′
∗RMS

u∗

✳ ✭✺✳✶✹❜✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
q′∗RMS

q̄∗
= 2B

Sh

Sh− Shc

u′
∗RMS

u∗

✳ ✭✺✳✶✺✮

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠♠✐♥❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt
✭Sh ≈ Shc✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢♦r
s✉✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ Sh t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❋♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s
✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ q′∗RMS/q̄∗ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✿

q′∗RMS

q̄∗
= 2B

u′
∗RMS

u∗

✳ ✭✺✳✶✻✮

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ 14% < u′
∗RMS/u0 < 22%✱ ♣♦ss✐❜❧② ♦✈❡r

❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ✺✳✺✭❛✮✳ ❙♦✱

0.43 <
q′∗RMS

q̄∗
< 0.65✱ ✭✺✳✶✼✮

❛ss✉♠✐♥❣ B = 3/2✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r q′∗RMS ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳

❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r
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Eq 5.15

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛❣❛✐♥st Sh✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞
r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✳
❚❤❡ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r u′∗RMS/u∗ = 19%✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
✉s❡s ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r u′∗RMS/u∗✳

u′
∗RMS/u∗ = 19%✳

❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣r❡❛t❡r ❢♦r
✢♦✇ Sh ≈ Shc t❤❛♥ Sh ≫ Shc✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❲♦r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❢♦r ❝❧♦s❡ t♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❞❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝② ♦❢
s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt
✭❊✐♥st❡✐♥✱ ✶✾✺✵❀ ❆♥❝❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ▼❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳
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✺✳✷✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❋♦r ❤✐❣❤ Sh✱ Sh > 0.2✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✶✺✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ❢♦r
Sh ≈ 4Shc✱ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ s❤❡❛r str❡ss t♦ ❧❡❛❞ tr❛♥s♣♦rt ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡✳

✺✳✷✳✸ ❙♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❆s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ s✐❣♥❛❧ q(t) ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳
❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
✢♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❋✐rst❧② ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❜❛s❡ t❡st ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ t❡st t❤❛t ✐s ✜rst ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✶✲✹✱ ❢♦r qIIIs ❛s ♣r❡s❡♥ts ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✱ ✐♥ ❣r❛② t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P❙❉ ✭f > 10 ❍③✮✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥✲
❡r❣② ✐s ❧♦✇✱ t✇♦ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♠❛❧❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ t❤❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤✐s ♣❛rt ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦ ❤❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤❛t ❢♦r
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ −1 s❧♦♣❡ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❆r♦✉♥❞ ✶ ❍③ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡❡♠s
t♦ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛❞♦♣t✐♥❣ −5/3 ❞❡❝❛② ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥
t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣② ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✮✳ ❚✇♦ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❢♦r ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❡r❡
st✉❞✐❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡✐r P❙❉ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣❜✶✲✹ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦
❣❜✶✲✷ ❛♥❞ ❣❜✶✲✸✳ ❋♦r Sh s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ Shc✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥✲
t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❞✳ ❙♦✱ ♥❡❛r t♦ ❜❡❞ ✢♦✇ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✢♦✇ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s
tr❛♥s❢❡r t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛②
−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣❜✶✲✷✱ ✺✳✶✸✭❛✮ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ −5/3 s❧♦♣❡ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✳ ❲❤✐❧❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s st✐❧❧ s❡❡♠ t♦ ♣r❡s❡♥t −1✱ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✸ ❍③
✭②❡❧❧♦✇ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥✮ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ✜t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛❧♠♦st ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸ ❍③✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② s❡❡♠s t♦ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ −5/3
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✶✲✹ ✭qIIIs ✮✱
✇✐t❤ Sh = 0.079; Fr = 1.10;Ro = 2.90✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3 s❧♦♣❡
❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❞❡❝❛②✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✳✷ ❛♥❞ ✸ ❍③✮✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❋♦r ❛ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤❡♥✲
❡✈❡r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❝t✐♦♥❡❞ ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t P❙❉
❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭●✉✐❣♥✐❡r✱ ✷✵✶✹✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
t❤❛t ✇❤❡♥ ❜❡❞❢♦r♠s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞✱ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ❤♦✇ t❤❡
s❡❞✐♠❡♥t ✐s ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ❜♦t❤ P❙❉ ❢r♦♠ qIIIs ❛♥❞ qIVs ❛r❡
♣❧♦tt❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ qIIIs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥ qIVs ✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ P❙❉✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
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✭❛✮ ✿ ❣❜✶✲✷
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✭❜✮ ✿ ❣❜✶✲✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✺✳✶✸✭❛✮
❣❜✶✲✷ ✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤ Sh = 0.068; Fr = 1.16;Ro = 3.12❀ ✺✳✶✸✭❛✮ ❣❜✶✲✷ ✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤
Sh = 0.075; Fr = 1.20;Ro = 2.99✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞
r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❤❛❞❡❞ ②❡❧❧♦✇ ③♦♥❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳

❛s ✇❡❧❧ t❤❛t t❤❡ −1 s❧♦♣❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt
❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❞❢♦r♠s ✭qIIIs ✮✳ ❲❤❡♥ ❜❡❞❢♦r♠s ✭❞✉♥❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮
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✭❛✮ ✿ qIIIs
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✭❜✮ ✿ qIVs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✷✲✷✱ ✇✐t❤
Sh = 0.159; Fr = 1.54;Ro = 2.05✳ ✺✳✶✹✭❛✮✿ ♥♦ ❜❡❞❢♦r♠s ❝❛♣t✉r❡❞❀ ✺✳✶✹✭❜✮❀
❜❡❞❢♦r♠s ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞
❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳ ●r❛② ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❤❛❞❡❞ ②❡❧❧♦✇ ③♦♥❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳

r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ P❙❉ ✜❣✉r✐♥❣ ♥♦✇
t❤❡ −5/3 ❞❡❝❛② ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ −1 ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷ ❍③✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✹✲✶✱ ✇✐t❤
Sh = 0.285; Fr = 2.66;Ro = 1.53✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞
❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ♥♦✇ ❛❧s♦ r❡❛❝❤✐♥❣ ✈❡r② ❤✐❣❤
❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡rs ✭Fr > 2✮✱ ❜❡❞❢♦r♠s ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❧❡♥❣t❤ ✭❜❡❞❢♦r♠s ❝♦✉❧❞
♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣✮❀ ♦r ♣❧❛♥❡✲❜❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ▲♦♦❦✐♥❣ t♦ t❤❡ P❙❉
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥ ❣❜✹✲✶✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ P❙❉ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s✐❣♥❛❧ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❜❡t✇❡❡♥
−1 ❛♥❞ −5/3 s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳

✺✳✸ P✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✉r❜ t❤❡ r✉♥♦✛
✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✷✳✺ ❍③✳ ❋r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭λ ≈ 15 ❝♠✮ ✜t ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❜❡❢♦r❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇s✱ s♦ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
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✺✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❉❛t❛ s✉♠♠❛r② ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s ❜❡❞ ✐♥
❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❘✉♥ Sh Fr Ro
❚r❛♥s♣♦rt ▼❡❛s✉r❡s ✭❣♠−1s−1✮

q̄WP
✹ q̄sW q̄IIIsPTV q

′III
sPTVRMS

q̄IVsPTV q
′IV
sPTVRMS

❣❜✇✶ ✵✳✵✺✵ ✵✳✼✾ ✸✳✻✹ ✖ ✵✳✶✶✶ ✵✳✷✺✸±7% ✵✳✸✽✽ ✖ ✖
❣❜✇✷ ✵✳✶✺✽ ✶✳✺✶ ✷✳✵✺ ✷✳✾✼✾ ✵✳✼✺✹ ✖ ✖ ✶✳✺✻✽±6% ✶✳✹✺✾
❣❜✇✹ ✵✳✷✾✹ ✷✳✹✼ ✶✳✺✵ ✶✷✳✷✽✾ ✼✳✻✶✺ ✽✳✻✻✷±6% ✷✳✹✺✾ ✖ ✖
❣❜✇✺ ✵✳✵✻✸ ✵✳✼✾ ✸✳✷✹ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✺✻±7% ✵✳✵✺✶ ✖ ✖
❣❜✇✻ ✵✳✶✾✽ ✶✳✻✵ ✶✳✽✸ ✺✳✷✷✾ ✶✳✾✶✾ ✖ ✖ ✹✳✸✵✹±6% ✸✳✺✵✵
❣❜✇✽ ✵✳✸✾✾ ✷✳✸✹ ✶✳✷✾ ✷✷✳✷✺✼ ✶✹✳✶✼✷ ✖ ✖ ✶✻✳✸✹✺±6% ✺✳✹✹✻

✺✳✸✳✶ ▼❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛ ✜t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ✐♥ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❜②
t❤❡ st❡❛❞② ✢♦✇✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥
❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ♣✉❧s❛t✐♥❣
✢♦✇s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ st❡❛❞② ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q∗ ❛♥❞
Sh ✐s ♥♦✇

q∗ = 4.57(Sh− Shc)
1.8✱ ✭✺✳✶✽✮
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7.93(Sh Sh
c
)     - Steady flow
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Solid discharge (Disturbed flow)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❘❡s✉❧ts s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇s✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥t ✜t ❢r♦♠ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s tr❛♥s♣♦rt r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ P■❱ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✮ s❤♦✇ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
✐♥❝r❡❛s❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ♥♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❛s
❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ u∗F ✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❡❛♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ u∗(t)✱ ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇✳ ❋✐❣✉r❡
✺✳✶✽ s❤♦✇s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ u∗F ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✷✪ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ❜❡❞✱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✺✪ ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇✳
❙t❡❛❞② ✢♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❜②
❣r❛② ♦♥❡s✳

❆ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss
✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲♦r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ ✭◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹❀ ❚♦♥✐❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇s✳ ❘❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✾ s❤♦✇ ✇❛✈❡s ❤❡✐❣❤t✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❜♦t✲
t♦♠ s❤❡❛r str❡ss ♦✈❡r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♥❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❞❡♥♦t❡s ❜❛s❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥
s❡❡ t❤❛t ✇❛✈❡s ✐♥❞✉❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
r❡❞✉❝❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❞✉❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭ < 1✮✱ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❘❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ u∗F ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ❛♥❞ st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢♦r y0 = 0.70 ♠♠✳

❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✾✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✇❛✈❡✱ ✈❛❧✲
✉❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❜❛s❡ ✢♦✇ s❤❡❛r str❡ss✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤✐s ❡✛❡❝t
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤✉s ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✢♦✇ ✐s ❞✐st✉r❜❡❞✳

✺✳✸✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡❞✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ F ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙✉❝❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ ❝❤❛♣t❡r ❜❡❢♦r❡
t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ 12% < u′
∗RMS/u0 <

22% s♦✱

0.36 <
q′∗RMS

q̄∗
< 0.65✱ ✭✺✳✶✾✮

❛ss✉♠✐♥❣ B = 3/2✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ s❤♦✇s t❤❛t q′∗RMS ❢♦r ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇s ♣r❡✲
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✭▼❛❝✐❡❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❚♦♥✐❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢✉✐❞s✳

s❡♥t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✾✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣✲
r❡s❡♥ts ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r u′

∗RMS/u∗ = 17%✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡s✉❧ts
❜✉t ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r u∗(t) ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✺✳✸✳✸ ❙♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ P❙❉ ❢r♦♠ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st✉r❜❡❞ ✢♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✮
s❤♦✇s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ st❡❛❞② ✢♦✇s✿ ❢♦r ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ✭✺✳✷✶✭❛✮✮✱
❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ −1 s❧♦♣❡ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s❀ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❙❤✐❡❧❞s
♥✉♠❜❡r✱ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢♦❧❧♦✇s −5/3 s❧♦♣❡✳ ■♥ t❤♦s❡ P❙❉ ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✭②❡❧❧♦✇ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡✮✳
❚❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢♦✇ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✷✳✺ ❍③✮ ✐s ♥♦t
♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s♣❡❝tr✉♠✳
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Eq 5.15 - Non-disturbed flow

Eq 5.15 - Disturbed flow

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❢♦r st❡❛❞② ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❡❞
✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st Sh✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s
♥✉♠❜❡r ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❞✐s✲
t✉r❜❡❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡s ✭s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞✮ ♣r❡s❡♥t ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❢♦r
✈❛❧✉❡s ❢♦r u′∗RMS/u∗ ✐♥ ❞✐st✉r❜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✺✳✷✶✭❛✮
❣❜✇✺ ✭qIIIs ✮✱ ✇✐t❤ Sh = 0.063; Fr = 0.79;Ro = 3.24❀ ✺✳✷✶✭❜✮ ❣❜✇✷ ✭qIVs ✮✱ ✇✐t❤
Sh = 0.198; Fr = 1.60;Ro = 1.83❀ ❛♥❞ ✺✳✷✶✭❝✮ ❣❜✇✹ ✭qIVs ✮✱ ✇✐t❤ Sh = 0.399; Fr =
2.34;Ro = 1.29✳ ❉♦tt❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts −5/3 s❧♦♣❡ ❛♥❞ r❡❞ ❧✐♥❡ −1 s❧♦♣❡✳
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❋r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✲♠♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭■✈❡rs♦♥✱ ✶✾✾✼✮✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❛t ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛ss✲♠♦✈❡♠❡♥ts ❡✈❡♥ts✱ ♠✉❞✢♦✇s ❛r❡
♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❧❛st
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✢✉✐❞s ✐♥ ♠✉❞✢♦✇s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ✇❛t❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❞✐♠❡♥t
✭●r❛❢ ❛♥❞ ❆❧t✐♥❛❦❛r✱ ✷✵✵✵✮✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞s ✐♥ t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡q✉✐r❡s ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦✉♥❞ ♦♥ s♦❧✐❞✲❧✐q✉✐❞
❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❝♦❤❡s✐✈❡ ♦r ♥♦♥❝♦❤❡s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❡①❛❝t❧② q✉❛♥t✐❢② s❤❡❛r r❛t✐♦ s✉✛❡r❡❞
❢r♦♠ ✢✉✐❞ ❞✉❡ t♦ str❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ♥♦t ✉s✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼✉❞✢♦✇s ❛r❡ ♠✐①✲
t✉r❡s ✇❤✐❝❤ s❡❞✐♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♠❛✐♥❧②
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥
❞✐s♣❡rs✐✈❡ t✉r❜✉❧❡♥t str❡ss ❛r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r❛✐♥ ❝♦♥✲
t❛❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤♦s❡ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
t❤✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♠✉❞ ✢♦♦❞s ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r ❞❡❜r✐s ✢♦✇ ❡✈❡♥ts ✭❈♦✉ss♦t
❛♥❞ ▼❡✉♥✐❡r✱ ✶✾✾✻✮✳ ❆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♠✐①t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r♦♣❡r❧② q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❢❛❝t♦r✱ s♦ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦♥ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❢❛✲
✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st ✶✵ ②❡❛rs✱ s❡✈❡r❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ♠✉❞ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s✱ ❛❞❞✐♥❣
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✉♣ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ r❤❡✲
♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✈❛♥ ❆s❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ❇❛❧♠❢♦rt❤ ❛♥❞ ▼❛♥❞r❡✱ ✷✵✵✹❀ ❩❛♥✉tt✐❣❤ ❛♥❞ ▲❛♠❜❡rt✐✱ ✷✵✵✼✮✱ t♦ ♦♣✲
t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡✳ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ❢♦r
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▲❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t②✳

❚❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡✈❡♥t ❢r♦♠ ✶✾✾✽ ✐s ♦♥❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠✉❞✲❞❡❜r✐s ✢♦✇ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞✳ ■t ✇❛s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ❛s ❛ ❞❡❜r✐s ✢♦✇ ❡✈❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ t✉r❜✉❧❡♥t t❡r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡sts
♦♣❡♥ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛s ❛ ♠✉❞✢♦✇✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❈♦✉ss♦t
❛♥❞ ▼❡✉♥✐❡r ✭✶✾✾✻✮❀ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✷✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ♠✉❞ ❛♥❞
❞❡❜r✐s ✢♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s❤❡❛r✲t❤✐♥♥✐♥❣ ②✐❡❧❞ str❡ss ✢✉✐❞s✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✳ ■❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st ✐♥❞✐❝❛t❡❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ s♦♠❡t✐♠❡s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡① r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱
♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭▼✉❡❧❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ ♥❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇
❣♦♦❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ st✉❞②
❤♦✇ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♣♦r♦s✐t②✮ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ✶✾✾✽✱ ❛t ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦
r❡❧❛t❡❞ ❜② ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✵✮ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞② t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢❛st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ s❡❡♠❡❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛
✇❛✈❡ tr❛✐♥ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✉s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❛s s❡❛r❝❤❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜♦tt♦♠ ✇❛s ♣♦r♦✉s✳ ❲❡
❢♦✉♥❞ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✲
✐❞s ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❋▲❯❊◆❚
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✢♦✇s ♦✈❡r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠
❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✵✵



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✜♥❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❧✐♠✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❛② s❧✐❣❤t❧② ✈❛r② ✇✐t❤
✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ✭❋r♦♠ ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✷✮✳

❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❤♦✇ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❜❡❞✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❞ ♣♦r♦s✐t② ✇❛s s♠❛❧❧❡r
t❤❡ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞✳

✶✵✶





❈❤❛♣t❡r ✼

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦

♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦

✼✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s

❚❤❡ ✷❉ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✭▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❣✐✈❡s✱ ❛s r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ r❡s✉❧ts✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
s❡t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❜❛s❡
✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❯s✉❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ st❛❣❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❣❛t❤❡r✐♥❣✿ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉✲
t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡r s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥♣✉t ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛r❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✸❛✱ ✷✳✷✸❜ ❛♥❞ ✷✳✷✸❝✮✳ ❙❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

✶✵✸





✼✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s

✈✐s❝♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋❧♦✇ ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❧❛♠✐♥❛r ✭Re < 2000✮✱ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ st❡❛❞② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠✱
❛t ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ u(y) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ❛♥❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✿

u(y) =







(

2n+1
n+1+nC∗

)

u0

[

1−
(

1− y
h0(1−C∗)

)
n+1

n

]

❢♦r 0 < y < y0
(

2n+1
n+1+nC∗

)

u0 ❢♦r y0 < y ≤ h0

✱ ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ y0 ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r❡❞ ✢✉✐❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♣❧✉❣ ③♦♥❡ ✭y0 = h0(1−
C∗)✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ✢✉✐❞ ❧❛②❡r t❤❛t ❛ss✉♠❡s ❝♦♥st❛♥t ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♣❧✉❣ ③♦♥❡✮✳
▲♦♦❦✐♥❣ t♦ t❤❡ y0 < y < h0✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② u∞ = u(y = h0) ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✷✿

u∞ =

(

2n+ 1

n+ 1 + nC∗

)

u0 ✭✼✳✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✿

α =
1

u2
0h0

∫ h0

0

u(y)2 dy =

(

2n+ 1

3n+ 2

)(

n(4n+ 3)C∗ + 2(n+ 1)2

(nC∗ + n+ 1)2

)

✳ ✭✼✳✸✮

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳ ❚❤❡
❝❧♦s❡r t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♣❧✉❣ ③♦♥❡❀ ❢♦r ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✱
t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳✷✱ ❝❧❛ss✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
❢♦r ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✭h0✮ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✭u0✮✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❧❡ss s②st❡♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭s❡❡ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✱ ❛
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛❧✐❦❡ s②st❡♠✿

∂h∗

∂t∗
+

∂h∗u∗

∂x∗
= 0❀ ✭✼✳✹❛✮

h

(

∂u∗

∂t∗
+ αu∗∂u

∗

∂x∗

)

+
h∗

Fr2
∂h∗

∂x∗
+ (1− α)u∗∂h

∗

∂t∗
=

= h∗ − C∗ − (1− C∗)

[

h∗u∗ (1− C∗)(n+ 1 + nC∗)

(h∗ − C∗)(nh∗ + h∗ + nC∗)

]n

✱ ✭✼✳✹❜✮

✶✵✺



✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡

❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦

❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ∗ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

x∗ = x/L0; y∗ = y/h0; t
∗ = tu0/L0; u∗ = u/u0✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭ξ = x − ct✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡s ❛t t❤❡✐r s♣❡❡❞ c ✭❏✉❧✐❡♥ ❛♥❞ ❍❛rt❧❡②✱ ✶✾✽✻✮ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

c

u0

= α +

√

α2 − α +
1

Fr2
✳ ✭✼✳✺✮

❚❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✱ ❝✉❧♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ r♦❧❧
✇❛✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h ✭t❤❡
s✉♣❡rs❝r✐♣t t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s②st❡♠ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r s❛❦❡ ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮✿

∂h

∂ξ
=

h− C∗ − (1− C∗)
[

(1+c(h−1))(1−C∗)(n+1+nC∗)
(h−C∗)((n+1)h−C∗)

]n

(α− 1)2c2 − α(1−c)2

h2 + h
Fr2

✱ ✭✼✳✻✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤✲▼♦✉❧t♦♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❢t❡r s♦❧✈❡❞✱ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
∆h❀ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λw❀ ❛♥❞ ❝❡❧❡r✐t② c✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❧② ❡①✐sts ✇❤❡♥ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ Frmin✱ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❚r♦✇❜r✐❞❣❡✱
✶✾✽✼❀ ❈♦✉ss♦t✱ ✶✾✾✹❀ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✿

Frmin =
ϑ

√

ϕ2 − 2αϕϑ+ αϑ2
✱ ✭✼✳✼✮

✇❤❡r❡✿

ϑ = n(1− C∗)❀ ✭✼✳✽❛✮

ϕ =
(n+ 1)(2n+ 1)

(n+ 1 + nC∗)
✳ ✭✼✳✽❜✮

◆♦t❡ t❤❛t Frmin ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s
❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❙♦✱ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② st❡♣ ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ✐♥❞✐❝❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λw ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆h
♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❛✈❡s ✭❉r❡ss❧❡r✱ ✶✾✹✾❀

✶✵✻



✼✳✷✳ ❙✐t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹❀ ▲✐✉ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹❀ P❛s❝❛❧✱ ✷✵✵✻✮✳ ❖♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❛❞♦♣t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ❞✐✲
r❡❝t❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t♦ ❤❛③❛r❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t st❛❦❡✳ ❆❧❧ st❡♣s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐✈❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛♥❞ ♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t
❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✴♠❡❛s✉r❡❞ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❛❣❡ ✭✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✮ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
❧❡ss ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
s♦ t❤❛t ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✼✳✶✱ ✼✳✷✱ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✺✱ ❛s s❤♦✇♥
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳

✼✳✷ ❙✐t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✵✮❀ ●❡♥❡✈♦✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❞✐❞ ❛ ✈❛st ✇♦r❦ r❡❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❉♦❧♦♠✐t❡s r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
s✐t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡♥t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤♦s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤♦ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐t❡✳

❚❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉♦❧♦♠✐t❡s ♠♦✉♥t❛✐♥s✱ ◆♦rt❤✲
❡❛st ■t❛❧②✱ ❙♦✉t❤❡❛st ❢r♦♠ ❈♦rt✐♥❛ ❞✬❆♠♣❡③③♦ ❝✐t②✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡
❇♦✐t❡ r✐✈❡r ✈❛❧❧❡②✳ ▼♦r♣❤♦♣❡❞♦❧♦❣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♠❛ss✲
♠♦✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ②❡❛r ❞✉r✐♥❣ r❛✐♥② s❡❛s♦♥✳
❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s✱
❛s s❤♦✇s ✼✳✸✭❛✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ■t❛❧✐❛♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠✲
♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ✉♣str❡❛♠ r❡❣✐♦♥ ✭r❡❣✐♦♥ ✶✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❧✐♠❡st♦♥❡ r♦❝❦
❜❛s✐♥✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✸✵◦ st❡❡♣♥❡ss✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭r❡❣✐♦♥ ✷✮✱ t❤❡ s✉♣❡r✲
✜❝✐❛❧ s♦✐❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② r♦❝❦ ❛♥❞ ❣r❛✈❡❧ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❡❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
✶✽◦✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ ✭r❡❣✐♦♥ ✸✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❝❤❡s ❇♦✐t❡ r✐✈❡r✱ ❝r♦ss✐♥❣ r♦❛❞
❘♦♠❛✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ✼◦ st❡❡♣♥❡ss✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✶✻✸✷
♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ t❤❛t ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✐t ✢♦✇❡❞
❞♦✇♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❣r❛✈❡❧ ✭✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✷✵ ♠♠✮ ❛♥❞ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥ts ✭s❛♥❞
❛♥❞ ❝❧❛② ✲ ❞✐❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❞❣❡ r♦❝❦s
❛♥❞ ❜♦✉❧❞❡rs ✉♣ t♦ ✷ ♠❡t❡r ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❋❧✉✐❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r♦❝❦ ✇✐t❤ ❞✐❛♠✲

✶✵✼



✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡

❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦

❡t❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵ ♠♠ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✷✽✪ ♦❢ t♦t❛❧ ♠✐①t✉r❡ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②
♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❣❡s ❢r♦♥t✳

❉✉r✐♥❣ ✢♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ t♦ ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ❛♥ ❡r♦s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s r❡♠❛r❦❡❞ ❜② ✢✉✐❞ s❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ♣❛st ❡✈❡♥ts ✭❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱
✷✵✵✵✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s♦✐❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❡r♦❞❡❞✳ ❯♣str❡❛♠✱ r♦✉❣❤❧② ✻✵✪
♦❢ ✢✉✐❞ ♠✐①t✉r❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❣r❛✈❡❧ ✇❤✐❧❡ r♦✉❣❤ s❛♥❞s ✭❢r♦♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✻✺ µ♠ ❛♥❞ ✷ ♠♠✮ ❛♥❞ ✜♥❡s ✭s✐❧t ❛♥❞ ❝❧❛② ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✻✺ µ♠✮ ❤❛✈❡ ✸✺✪ ❛♥❞ ✺✪ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❧❡♥❣t❤✱ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥ts q✉❛♥t✐t② ❛r❡ ❣r❡❛t❡r✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✷✵✪ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞
♠✐①t✉r❡✳ ❉♦✇♥str❡❛♠✱ ✜♥❡ s❡❞✐♠❡♥ts r❡❛❝❤ ✸✵✪ ♦❢ ♠✐①t✉r❡✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t
❝❤❛♥♥❡❧ ❡r♦❞✐❜✐❧✐t②✱ ❛s s❤♦✇s ✼✳✸✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❋r♦♠ ●❡♥❡✈♦✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ✼✳✸✭❛✮✿ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ♠♦♥✐✲
t♦r✐♥❣ s✐t❡✳ ✼✳✸✭❜✮✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s
♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❀ ❛ ✲ r❡❣✐♦♥ ✶✱ s♦✉r❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ✉♣str❡❛♠ ♠❛r❧s ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧❀
❜ ✲ r❡❣✐♦♥ ✷✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❛r❧s ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ❝ ✲ r❡❣✐♦♥ ✸✱ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡❛✳

❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣r❛✐s❡❞ ♣❧✉✈✐♦♠❡tr②✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ✇❛✈❡s ✈❡❧♦❝✐t② ✭❣❡♦✲
♣❤♦♥❡s✮✱ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✭✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✮✱ ✢♦✇ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✮ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣❛✉❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞
t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✢♦✇
❞✐s❝❤❛r❣❡✮✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ s✐t❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱
s❤♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ ✐♥♣✉t ❢♦r ♠♦❞❡❧✳

✶✵✽



✼✳✸✳ ❊✈❡♥t s❛♠♣❧❡

✼✳✸ ❊✈❡♥t s❛♠♣❧❡

❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦❢ ✶✾✾✽✱ ♦♥ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❜r✐s ✢♦✇ ❡✈❡♥t ♦❝✲
❝✉rr❡❞ ♦♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜②
✭❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛ t❡st ❝❛s❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ♣❧✉✈✐♦♠❡t❡r ❛t ✐♥❧❡t st❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛✐♥
t❤❛t ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t r❡❛❝❤❡❞ ✷✺ ♠♠ ❞✉r✐♥❣ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛
✜rst s✉r❣❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❛❢t❡r ✹✺ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ r❛✐♥✱ ✇❤❡♥ r❛✐♥❢❛❧❧ r❡❛❝❤❡❞ ✷✵ ♠♠✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❛s ✽✵✵✵✲✾✵✵✵ ♠3✳

❙t❛rt✉♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❜❡❞ ♠♦❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ✶✾✾✽✿ t❤❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t r❡❣✐st❡r❡❞
♣r❡s❡♥t ❛ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✲❧✐❦❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ✶✺ s✉r❣❡s ✭❛s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ✭❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✮ ♦❢ ♠✉❞ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣
✸✺ ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst s✉r❣❡✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❣❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❢♦r♠❡❞ ❛ r♦❧❧ ✇❛✈❡s✲❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥✳

❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✐♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞
s❡❡♠s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝❡❧❡r✐t② ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐✲
t✐❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭❉✐ ❈r✐st♦ ❛♥❞
❱❛❝❝❛✱ ✷✵✵✺✮ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ♦r r❛♥❞♦♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❞✐st✉r❜❡❞ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s
♥♦t✐❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ ✇❛✈❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♠❡✳

❚♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❣❛t❤❡r❡❞
t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②
❆✱ ❇✱ ❈✱ ❉ ❛♥❞ ❊ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡rs ✇❛✈❡s✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ tr❛✐♥ ❛t ✶✸✵✽ s❡❝♦♥❞s✳

✶✵✾





✼✳✹✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❣❛t❤❡r✐♥❣

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❋r❡♥❝❤ t♦rr❡♥t✐❛❧ ❧❛✈❛ ❜② ❈♦✉ss♦t ✭✶✾✾✹✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❞✐✣❝✉❧t②
t♦ ♣r❡❞✐❝t r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥❞❡① Kn ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✶✵✵✵ P❛sn ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✇♦r❦s✳

❋r❡❡str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t② u∞ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ t❤r♦✉❣❤
✈✐❞❡♦ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❱❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst s✉r❣❡ ❛♥❞ ❜❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✐♥ ✭t < 900 s✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ♠❡❛♥ ❢r❡❡str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❛s
❛❜♦✉t ✸✳✹✻ ♠s−1✳ ❲❛✈❡ ❝❡❧❡r✐t② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ♦♥ ❧❡❢t s✐❞❡
♦❢ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✇❛t❡r ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❧✐❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ❡r♦❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✭❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❜♦tt♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❧♦st✮✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✭♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞
♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮ ✇❛s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ✭✢✉✐❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❝❡❧❡r✐t✐❡s✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✉❝❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✼✳✷✱ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ❱❛❧✉❡s ❢♦r u0 ❛♥❞ h0 ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
✇❛✈❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✱ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✇❛✈❡s
❝❡❧❡r✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ u0 = u∞

❛♥❞ α = 1✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ ❧♦♦♣ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❲❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦❞❡❧✳ ∗✿ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢♦r ❝♦❧✉♠♥❀
+✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✳

❲❛✈❡ ❚✐♠❡ ✭s✮
❋r♦♠ ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❯s✐♥❣ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮
c ✭♠s−1✮ ∆h ✭♠✮ h0 ✭♠✮ u0 ✭♠s−1✮ Kn ✭P❛sn✮ α

❆ ✽✾✺ ✻✳✻✼ ✶✳✺✽ ✶✳✶✾ ✷✳✽✽ ✽✵✽ ✶✳✵✾
❇ ✾✽✷ ✺✳✽✵ ✶✳✷✽ ✵✳✻✷ ✷✳✾✸ ✸✵✸ ✶✳✵✽
❈ ✶✵✼✺ ✼✳✻✾ ✶✳✵✼ ✷✳✵✺ ✷✳✽✺ ✶✼✸✻ ✶✳✶✵
❉ ✶✶✹✷ ✺✳✽✽ ✶✳✵✻ ✵✳✻✼ ✷✳✾✸ ✸✹✷ ✶✳✵✾
❊ ✶✶✼✺ ✺✳✺✻ ✵✳✼✺ ✵✳✹✾ ✷✳✾✼ ✷✵✻ ✶✳✵✽

▼❡❛♥ ✻✳✸✷∗ ✶✳✶✺∗ ✵✳✾✹+ ✷✳✽✾+ ✺✼✷+ ✶✳✵✾+

❚♦ ❛ss✉♠❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♦r ❡①♣❡❝t❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣❛tt❡r♥ t♦ tr❛✈❡❧ ❛❧♦♥❣ ❆❝✲
q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❤❡r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❡①♣❡❝t❡❞✑ ✇❛✈❡✳ ❆s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❆❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s

✶✶✶



✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡

❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦

❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✶❉ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡rs ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss P❛r❛♠❡t❡rs

u0 ✭♠s−1✮ ✷✳✽✾
h0 ✭♠✮ ✵✳✾✹ n ✵✳✸✵
c ✭♠s−1✮ ✻✳✸✷ Fr ✵✳✾✺
θ ✭◦✮ ✼ C∗ ✵✳✶✷
φv ✭✪✮ ✹✸ Frmin ✵✳✷✶
τ0 ✭P❛✮ ✷✵✵ 36 < Re < 740

✼✳✺ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆he ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s❤♦✇✐♥❣ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s❡r✐❡s ✇❛✈❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✴✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡✿ e∆h = (∆he −∆h)/∆h✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❖✉t♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✴♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶❉ ♠♦❞❡❧
t♦ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝❛s❡✲s❝❡♥❛r✐♦ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st ✶✼t❤✱ ✶✾✾✽✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ✭❢r♦♠ ❆ t♦ ❊✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛♥
✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❛✈❡ c ✭♠s−1✮ ∆h ✭♠✮ e∆h✪

❊①♣❡❝t❡❞ ✻✳✸✷ ✶✳✵✺

❆ ✻✳✻✼ ✶✳✺✽ ✲✷✹
❇ ✺✳✽✵ ✶✳✷✽ ✲✸✻
❈ ✼✳✻✾ ✶✳✵✼ ✹✽
❉ ✺✳✽✽ ✶✳✵✻ ✲✶✾
❊ ✺✳✻✵ ✵✳✼✺ ✲✻

▼❡❛♥ ✻✳✸✷ ✶✳✶✺ ✲✽

✶✶✷



✼✳✻✳ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ♠❡❛♥ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡ tr❛✐♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ♣r♦♣❡r s❝❛❧❡ ♦❢ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✽✪✳ ❚♦ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✱ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳

✼✳✻ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✢✉✐❞ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦♥ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ ✇❛✈❡✬s
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s❡❞✐✲
♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❜❡❞ ❡r♦s✐♦♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞
✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✭❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ✷✵✵✵✮✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✱ ❢♦r ✇❡❛❦ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝ts ✭s♠❛❧❧❡r
②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ✐♥❞❡① ✢♦✇✮✱ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
❢♦r str♦♥❣ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝ts ✭❣r❡❛t❡r ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✐♥❞❡①
✢♦✇✮✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♥♦t✐❝❡❞✳

❈❤♦♦s✐♥❣ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡s ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❝❛♥ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ✐♥❞❡① ✢♦✇✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ❧❡ss ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡
r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✷✵✪ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❛s❡✱ ✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✱ ❛s t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ✻✪ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s
❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✇❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ❞❛t❛ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✴♣❡r✐♦❞✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳

✼✳✼ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ❛ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t t♦♦❧

❋r♦♠ ❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❛❧❧♦✇s ❢✉rt❤❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦s ❛t st❛❦❡ ❞✉r✐♥❣
❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱

✶✶✸





✼✳✼✳ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ❛ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t t♦♦❧
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss τ0 ♦♥ ✇❛✈❡s ♣r♦✜❧❡s h(t)✳ Pr♦✜❧❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✳

s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❇❡rt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮❀

• ▲❛♠✐♥❛r✱ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇

q0N =
ρg sin θ

3µ
h3
0N ✭✼✳✶✵✮

❢♦r µ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ µ = 200
P❛s✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❛r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② r❡♣♦rt❡❞ ❜② ●❡♥❡✈♦✐s ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✵✮✳

• ▲❛♠✐♥❛r✱ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇

q0NN =

(

n

n+ 1

)(

nC∗ + n+ 1

2n+ 1

)

[

ρg sin θ

Kn

(

h0NN − τ0
ρg sin θ

)n+1
]

1

n

h0NN ;

✭✼✳✶✶✮
❢r♦♠ ▼❛❝✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦❞❡❧✳ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❢♦❧❧♦✇ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻❀

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❤❡r❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✭❈❤é③②✲
▼❛♥♥✐♥❣✲❙tr✐❝❦❧❡r✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞
❞✐s❝❤❛r❣❡ q0✱ h0 ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✢✉✐❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡✈❡♥t ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶ ✭qacqua = 2.72 ♠2s−1✮✱ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❝❛♥
r❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞

✶✶✺



✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✿ t❤❡

❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦

❢♦✉r t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✼✳✼✳ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛✛❡❝t❡❞
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ❛s s❤♦✇s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛r✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r
t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞✱ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥✈✐s❝✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
s❛❢❡❧② ❡st✐♠❛t❡ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❈✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞ ③♦♥❡
s❤♦✇s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ qacqua r❡♣r❡s❡♥ts
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s
t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r
✐♥❞✐❝❛t❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞
♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s
t♦ ❜❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❋♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢♦✇s✱ ❧♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡✳ ❋♦r Fr > 2✱ qRWCh

>
0.002 ♠2s−1✱ t❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞✲t✉r❜✉❧❡♥t ❝✉r✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❙✉❝❤ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞

✶✶✻



✼✳✼✳ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ❛ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t t♦♦❧

✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇s✿ qRWN
> 1.07❀ ❛♥❞ qRWNN

> qmin = 0.35 ♠2s−1✳
❚❤✐s ❢❛❝t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡
♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ qacqua✳ ❙✐♥❝❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥✈✐s❝✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦
♣r♦♣❡r❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦
♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇s ♣r❡s❡♥t ✇❛✈❡s
t❤❛t ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✱ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❡✈❡♥t ♦❢ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ✐♥ ✶✾✾✽✳
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❈❤❛♣t❡r ✽

❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t r❡❝❡♥t❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✢✉✐❞s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ♦♥ t❤❛t ♠❛tt❡r
✭❙❛❜✐r✐ ❛♥❞ ❈♦♠✐t✐✱ ✶✾✾✺❀ ❙♦❝❤✐✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ②✐❡❧❞ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧②
❛ss✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✭♠✐①t✉r❡✱ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦✐❞ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛t
❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦❣❣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦✐❞s ❜② ♠❛♥② ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦✈❡r t✐♠❡ ✭❍❡r③✐❣
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✵✮✱ t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✐❧ ✐♥❞✉str② ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡rs✱ ②✐❡❧❞ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✲
✐❞s ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣♦r♦✉s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❤♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣② ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡
❞✉❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖♣❡♥✲
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ♦r ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✜①❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❛rr❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❝♦✉❧❞ s♦♠❡❤♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐ss✉❡s
❜✉t ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ✢♦✇s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✳

❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✸❛✱ ✷✳✷✸❜
❛♥❞ ✷✳✷✸❝✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✢✉✐❞ ✐s

✶✶✾





✽✳✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

=
χ

k
1

n+1

(u− up)✳ ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ ξ ✐s ❛ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✈♦✐❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ k ✐s t❤❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳

❚❤❡ s❤❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s t❤❡
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❉❛r❝✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② up✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✈❛r② ♦♥❝❡
✐t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❙♦✿

vp = v, ❢♦r y = 0✳ ✭✽✳✷✮

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❢r♦♠ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ t❤♦s❡ ❛✉t❤♦rs
♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛r❝②✬s ▲❛✇ t♦ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✢✉✐❞s ❜❛s❡❞ ♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ♣♦❧②♠❡r✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❛r❜♦♣♦❧ ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ❛❞✈✐s❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ❛♥❞ ❉❛r❝✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠

−∂pp
∂x

=
τ0
kI

+
Kn

kK
un
p ✱ ✭✽✳✸✮

✇❤❡r❡ kI ❛♥❞ kK ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛r❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs
r❡❧❛t✐♥❣ s❤❛♣❡✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r❡s ❛♥❞ ✈♦✐❞s ♦❢ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳ ❇♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r kI ✇❡ ❝❛❧❧ ❤❡r❡ ✐♥❡rt✐❛❧
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣② ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❡ ❝❛❧❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✿ ✐ts ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧
t♦ ❛❧❧♦✇ ✢✉✐❞s t♦ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✭❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞
r❤❡♦❧♦❣②✱ ❛s s❤♦✇s ❊q✉❛t✐♦♥s ✽✳✹ ❛♥❞ ✽✳✺ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣♦r♦s✐t②✿

kI =
D

4
❀ ✭✽✳✹✮

kK =
Dn+1

4(6 + 2/n)n
✱ ✭✽✳✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛s ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦r♦s✐t②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✺ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

✶✷✶



✽✳ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧

♣♦✐♥ts ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❛♥❞ ▼✐❞❞❧❡♠❛♥ ✭✶✾✻✺✮ t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✻✿

kK =
6

25

(

np

3n+ 1

)n [
pD

3(1− p)

]n+1

✳ ✭✽✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❉❛r❝②✬s ▲❛✇ ❢♦r ◆❡✇t♦♥✐❛♥
✢✉✐❞s✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✢✉✐❞s ❞♦
♥♦t ♣r❡s❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦❣❣✐♥❣✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠
❈❤❡✈❛❧✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❞♦ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ✜t ✇❤❡♥ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛❜❧❡ s✐③❡ ❛r❡ ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ P❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❤❛✈❡ ♠❡❛♥
❞✐❛♠❡t❡r ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣♦r❡ s♣❛❝❡✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ❝❧♦❣❣✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦❝❤❛♥✲
♥❡❧s ❤❛♣♣❡♥s✱ ❛♥❞ ♣♦r♦s✐t② ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇
❢♦r ❛ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✢✉✐❞✱

up = −
(

kK
Kn

)1/n
[

(

∂Pp

∂x
+

τ0
kI

)1/n

− ρg sin θ

]

❀ ✭✽✳✼✮

∂up

∂x
+

∂vp
∂y

= 0❀ ✭✽✳✽✮

∂Pp

∂y
= −ρg cos θ✱ ✭✽✳✾✮

✇❤❡r❡ Pp r❡♣r❡s❡♥t t♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ Pp = P ❢♦r
y = 0✳ ❍②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛♥❞ s❝❛❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛♥❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❡❞ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥s✐❞❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❝❛❧❡

P0 ∼ Kn

(

u0

h0

)n
L0

h0

✳ ✭✽✳✶✵✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✽✱ ✇❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❜❡✿

Up ∼
(

kK
un
0

hn+1
0

− Ωf

)
1

n

✱ ✭✽✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Ωf = kK
kI

τ0
Kn

✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦ ✢✉✐❞ ✢♦✇✳

❋♦r ♠❛tt❡r ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✢✉✐❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ②✐❡❧❞ str❡ss✱
s♦ τ0 = 0✳ ❚❤❡♥ Ωf = 0 ❛♥❞ Up ❜❡❝♦♠❡s✿

Up ∼
(

kK
un
0

hn+1
0

)
1

n

=
k
1/n
K

h
1+1/n
0

u0✳ ✭✽✳✶✷✮

✶✷✷



✽✳✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❆s ♣♦r❡ s❝❛❧❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✢♦✇ s❝❛❧❡ ✭hn+1
0 ≫ kK✮✱ t❤❡♥ kK/h

n+1
0 ≪

1✱ ❛♥❞✿
Up ≪ u0✳ ✭✽✳✶✸✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✭♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✮ ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

=
χ

k
1

n+1

K

u❀ v|y=0 = 0✳ ✭✽✳✶✹✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t r✉❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛✇✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r ❛st❡r✐s❦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✺✿

u0

h0

∂u∗

∂y∗

∣

∣

∣

∣

y∗=0

= u0
χ

k
1

n+1

K

u∗|y∗=0 →

∂u∗

∂y∗

∣

∣

∣

∣

y∗=0

=
1

(1− C∗)γ
u∗|y∗=0✳ ✭✽✳✶✺✮

✇❤❡r❡ u∗ = u/u0✱ y∗ = y/h0✱ γ = k
1

1+n

K /(χy0) ❛♥❞ (1− C∗) = y0/h0✳

✽✳✷✳✷ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ u(y)

❋♦r ❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❛t s❤❡❛r r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s s❤♦✇s ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✻✳

∂u

∂y
=

(

ρg(h0 − y) sin θ − τ0
Kn

)
1

n

✳ ✭✽✳✶✻✮

❚❤❡♥✱ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✻ ❢♦r u✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✜♥❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

u(y) =

(

n

n+ 1

)

[

1−
(

1− y

y0

)
n+1

n

+

(

n+ 1

n

)

γ

]

(

ρg sin θ

Kn

yn+1
0

)
1

n

✱

✭✽✳✶✼✮
✇❤❡r❡

γ = k
1

1+n

K /χy0✳ ✭✽✳✶✽✮

❖♥ t❤❡ ♣❧✉❣ r❡❣✐♦♥ ✭y0 < y < h0✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ uy0 =
u(y = y0) ♥❛♠❡❧② ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✾✮✿

uy0 = u(y = y0) =

(

n

n+ 1

)[

1 +

(

n+ 1

n

)

γ

](

ρg sin θ

Kn

yn+1
0

)
1

n

✱ ✭✽✳✶✾✮

✶✷✸



✽✳ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧

✇❤❡r❡ y0 = h0− τ0/(ρg sin θ) ✐s t❤❡ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
❛s y0 = h0(1− C∗)✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦r♦✉s ❜♦tt♦♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇s ✢♦✇ t♦ ✏s❧✐♣✑ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❩❤✉✱ ✷✵✵✽✮✳ ❆t t❤❡
❜♦tt♦♠ ✭z = 0✮✱

uB = u(y = 0) = γ

(

ρg sin θ

Kn

yn+1
0

)
1

n

✱ ✭✽✳✷✵✮

✇❤❡r❡ uB ✐s t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

✽✳✷✳✸ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0

❚❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡✿

u0 =
1

h0

∫ h0

0

u(y) d y =
1

h

[
∫ y0

0

u(y) d y +

∫ h0

y0

u(y) d y

]

✳ ✭✽✳✷✶✮

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s✿

u0 =

(

n

n+ 1

)[

1 + n+ nC∗

2n+ 1
+

(

n+ 1

n

)

γ

](

ρg sin θ

Kn

yn+1
0

)
1

n

✳ ✭✽✳✷✷✮

✽✳✸ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ ❜❡❞s ✭♥♦♥✲♣♦r♦✉s✮ ❜② ♠❛❦✐♥❣ γ = 0✳
❆❧s♦✱ ❢♦r ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① r❤❡♦❧♦❣✐❡s s✐♠♣❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥s✳

✽✳✸✳✶ ❇✐♥❣❤❛♠ r❤❡♦❧♦❣②

❋♦r ❛ ❇✐♥❣❤❛♠✲t②♣❡ r❤❡♦❧♦❣②✱ ✢✉✐❞ ♣r❡s❡♥ts ②✐❡❧❞ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

τ = τ0 + µB

(

∂u

∂y

)

, ❢♦r τ > τ0✱ ✭✽✳✷✸✮

✇❤❡r❡ µB ✐s t❤❡ ❇✐♥❣❤❛♠ ♣❧❛st✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ τ0 t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❛s ✇❡
❦♥♦✇✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✷✸ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t n = 1✳

✶✷✹



✽✳✸✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡✿

u0 =

(

2− C∗

6
+ γ

)(

ρg sin θ

µB

)

y20✳ ✭✽✳✷✹✮

❛♥❞ γ = k
1

2

K/(χh0)✳
❋♦r ❛ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s ❜❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

u0 =

(

2− C∗

6

)(

ρg sin θ

µB

)

y20✳ ✭✽✳✷✺✮

✽✳✸✳✷ P♦✇❡r ❧❛✇ r❤❡♦❧♦❣②

❋♦r ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇✲t②♣❡ r❤❡♦❧♦❣②✱ ♥♦ ②✐❡❧❞ ❡①✐sts ❤♦✇❡✈❡r ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

τ = µn

(

∂u

∂y

)n

✱ ✭✽✳✷✻✮

✇❤❡r❡ µn ✐s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ n✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✢♦✇ ✐♥❞❡①✳ ❈♦♠✲
♣❛r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✷✻ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t τ0 = 0✳

▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡✿

u0 =

(

n

2n+ 1
+ γ

)(

ρg sin θ

µn

hn+1
0

)
1

n

✱ ✭✽✳✷✼✮

❛♥❞ γ = k
1

1+n

K /(χh0)✳
❋♦r ❛ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s ❜❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

u0 =

(

n

2n+ 1

)(

ρg sin θ

µn

hn+1
0

)
1

n

✳ ✭✽✳✷✽✮

✽✳✸✳✸ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②

❋♦r ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥✲t②♣❡ r❤❡♦❧♦❣②✱ ♥♦ ②✐❡❧❞ ❡①✐sts ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s
❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s✿

τ = µ

(

∂u

∂y

)

✱ ✭✽✳✷✾✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✷✾ ✇✐t❤ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✷✳✷✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t τ0 = 0 ❛♥❞ n = 1✳

✶✷✺



✽✳ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧

▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡✿

u0 =

(

1

3
+ γ

)(

ρg sin θ

µ

)

h2
0✱ ✭✽✳✸✵✮

❛♥❞ γ = k
1

2

K/(χh0)✳
❋♦r ❛ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s ❜❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

u0 =
ρg sin θ

3µ
h2
0✳ ✭✽✳✸✶✮

✶✷✻



❈❤❛♣t❡r ✾

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ ❋▲❯❊◆❚ ❝©✶ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❝❛r❜♦♣♦❧ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r st❡❛❞② ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ✭P❛t❛♥❦❛r ❛♥❞ ❙♣❛❧❞✲
✐♥❣✱ ✶✾✼✷❀ ❱❡rst❡❣ ❛♥❞ ▼❛❧❛❧❛s❡❦❡r❛✱ ✶✾✾✺✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✲✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡✲❧✐♥❦❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✲❝♦♥s✐st❡♥t ✭❙■▼✲
P▲❊❈✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❱❛♥❉♦♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❘❛✐t❤❜②✱ ✶✾✽✹✮✳ Pr❡ss✉r❡ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ st❛❣❣❡r✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ✭P❘❊❙❚❖✮
r♦✉t✐♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s❝❛❧❛r ✇❛s
✉s❡❞ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ❤✐❣❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✭❍❘■❈✮ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✭❯❜❜✐♥❦ ❛♥❞ ■ss❛✱
✶✾✾✾✮✳ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ♠❡s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr✐❧❛t❡r❛❧
♣♦❧②❣♦♥s✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t②
t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❞❡♥s❡ ✭≈ 10−4♠ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❝❡❧❧ ❣r✐❞s✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛r❜♦♣♦❧ ♣❤❛s❡ ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥ ❢r❡❡ ✢♦✇✮ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❢♦r t❤❡ ❛✐r ♣❤❛s❡ ✭✭≈ 10−2♠✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✉s✐♥❣ P❛✲
♣❛♥❛st❛s✐♦✉ ✭✶✾✽✼✮ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿

τ = τ0
(

1− e−mγ̇
)

+Knγ̇
n ✭✾✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t m ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ str❡ss t♦ r❡s♣❡❝t
t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ = ∂u

∂y
✳ ❙✉❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t ✐s s❡t ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶❋▲❯❊◆❚ ✻✳✸✳✱ ❯s❡r✬s ●✉✐❞❡✱ ❋❧✉❡♥t ■♥❝♦r♣♦r❛t❡✱ ✷✵✵✽✳

✶✷✼





✾✳✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✳

●❡♦♠❡tr②

hp ✺✳✺ ❝♠
Lp ✸✳✵ ❝♠
D ✶✳✵ ❝♠
φ ✵✳✼✼✶✺

❚❛❜❧❡ ✾✳✷✿ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞s ✇❡r❡ ❝❛r❜♦♣♦❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❜② ▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮✳

❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s

▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮
❚❡st ✢✉✐❞ ✭❋✮ ✶ ✷ ✸

❈❛r❜♦♣♦❧ s♦❧✳ ❛t ✵✳✶✸✪ ✵✳✵✽✪ ✵✳✶✵✪
ρ ✭❦❣✴♠3✮ ✶✵✶✻ ✶✵✶✻ ✶✵✶✻

n ✵✳✹✹ ✵✳✺✵ ✵✳✹✺
Kn ✭P❛sn✮ ✸✳✸✻ ✶✳✹✵ ✸✳✼✺
τ0 ✭P❛✮ ✹✳✷✻ ✸✳✵✵ ✶✵✳✵✵

✾✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❋❧♦✇ ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐s♦❝♦♥t♦✉r ❢♦r ✵✳✺ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❱❡✲
❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❛s t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❤❡❧♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ✭❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✲ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷❀ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡r ✲ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✾❀ ❛♥❞ C∗ ✲ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✾✳✷ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥ ◗✶■✸❋✸✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ③❡r♦✳ ❖♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❛♥❞
♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✱ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
P❧✉❣ ✢♦✇ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
②✐❡❧❞ ✢✉✐❞s✳

✾✳✷✳✶ ❋❧♦✇ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠

◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❉❛r❝✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ✭upnum✮ ❤❛❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣r❡❛t❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡✲

✶✷✾
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❚❛❜❧❡ ✾✳✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❯♥✐❢♦r♠ ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡rs✳ ◆♦t❡✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛r❜♦♣♦❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿ ❋✶✱ ▲❡✐t❡ ✭✷✵✵✾✮ ❝❛r❜♦♣♦❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✵✳✶✸✪❀ ❋✷✱ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮✱ ❛t ✵✳✵✽✪❀ ❛♥❞ ❋✸✱ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✵✶✮ ❛t ✵✳✶✵✪✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥ uin ✭♠✴s✮ hin ✭♠✮ θ ✭◦✮ kK ✭♠n+1✮ kI ✭♠✮ u0 ✭♠s−1✮ h0 ✭❝♠✮ upnum
Up Re Fr C∗
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◗✶■✷❋✷ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✷ ✶✳✶·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✺✻ ✸✳✾✶ ✷✳✵·✶✵−4 ✶✳✷·✶✵−4 ✻✵ ✵✳✾✷ ✵✳✷✷
◗✶■✸❋✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✸ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✹✵ ✺✳✺✸ ✽✳✾·✶✵−5 ✶✳✺·✶✵−5 ✶✽ ✵✳✺✹ ✵✳✸✺
◗✶■✹❋✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✹ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✹✽ ✹✳✺✼ ✶✳✷·✶✵−4 ✸✳✸·✶✵−5 ✷✷ ✵✳✼✷ ✵✳✸✷
◗✶■✺❋✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✺ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✺✺ ✸✳✾✻ ✶✳✺·✶✵−4 ✻✳✵·✶✵−5 ✷✺ ✵✳✽✾ ✵✳✷✾
◗✶■✻❋✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✻ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✻✷ ✸✳✺✷ ✶✳✾·✶✵−4 ✾✳✽·✶✵−5 ✷✾ ✶✳✵✻ ✵✳✷✼
◗✶■✼❋✸ ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✼ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✻✾ ✸✳✶✾ ✷✳✷·✶✵−4 ✶✳✺·✶✵−4 ✸✷ ✶✳✷✸ ✵✳✷✻
◗✷■✸❋✸ ✵✳✷✺ ✵✳✶✶ ✸ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✹✽ ✺✳✼✽ ✽✳✽·✶✵−5 ✶✳✺·✶✵−5 ✷✹ ✵✳✻✹ ✵✳✸✸
◗✷■✹❋✸ ✵✳✷✺ ✵✳✶✶ ✹ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✺✽ ✹✳✼✾ ✶✳✷·✶✵−4 ✸✳✹·✶✵−5 ✷✾ ✵✳✽✹ ✵✳✸✵
◗✷■✺❋✸ ✵✳✷✺ ✵✳✶✶ ✺ ✶✳✺·✶✵−4 ✷✳✺·✶✵−3 ✵✳✻✻ ✹✳✶✸ ✶✳✺·✶✵−4 ✻✳✸·✶✵−5 ✸✹ ✶✳✵✺ ✵✳✷✽
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❉❛r❝✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② upnum ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② Up✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❡t❡r χ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✽ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r ❛ ✐♥t❡r♥❛❧ ✢♦✇ ✭♥♦
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✮✱ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r♦❞s ✐♥ ♦✉r ♣♦r♦s✐t② ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆s ✇❡❧❧ ❢♦r ♦♥ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞
✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ❣❡♦♠✲
❡tr②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡s
❢r♦♠ ❜♦t❤ r❡s✉❧ts ✇❛s s♦✉❣❤t✱ ✈❛r②✐♥❣ χ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✽✳ ❆
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ χ = 0.191 ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦s ✭0.1 < χ < 4✮ ✭❇❡❛✈❡rs ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤✱ ✶✾✻✼❀ P❛s❝❛❧✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛s s❤♦✇s ✾✳✹ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s
◗✶■✸ ❛♥❞ ◗✶■✹✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❡sts ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❝✉r✈❡s ✐s s✐♠✐❧❛r t❤✉s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤♦s❡
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♦r ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t②
uB = u(y = 0) s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✢♦✇ ❛♥❞✴♦r ✢✉✐❞ ❛♥❞✴♦r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✷✵✮✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿
❜♦tt♦♠ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② uB❀ ❛♥❞ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② uy0 ✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts
❛ ✹✳✽✪ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✶✱ t♦✇❛r❞s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✵✳✸✪ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✾✾✱ t❤✉s ♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ ❛ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❧✉❣ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❋♦r ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t②✱
♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡❧❛t❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
✢♦✇✴♣♦r♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✮✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s✳ ❱❡❧♦❝✐t② u(y) ✐s s❝❛❧❡❞ t♦
♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0✳

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ ✭✢♦✇ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ♣♦r♦s✐t② str✉❝t✉r❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮
♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ✢❛✇✳ ❋❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦
s❤❛♣❡ ✢♦✇ ♠❛❝r♦ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤✉s ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
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t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣r❡s❡♥t✳
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Perfect fit

❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s uB ❛♥❞ uy0 s❝❛❧❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✾✳✷✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t② uB✱ ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✺✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✱ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r✉♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❣r❡❛t
✈❛❧✉❡s ❢♦r (1 − C∗)−1γ−1 ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ❧❡ss r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ✭s♠❛❧❧ C∗✮ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦r♦s✐t② ✭❣r❡❛t
γ✮✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✜ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞♦♣t❡❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ❜❡tt❡r
✜t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❤❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❖t❤❡r ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✶✸✹





✾✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❞ ♣♦r♦s✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋♦r s❤❡❛r t❤✐♥♥✐♥❣ ✢✉✐❞s ✭n < 1✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ ♣♦r♦s✐t②✳

❲❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t✐❝❡❞✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② Um ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ ❢r❡❡str❡❛♠ ✈❡✲
❧♦❝✐t② t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r C∗✱ ❛s s❤♦✇s ✜❣✉r❡ ✾✳✽✳ ❚❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉❣ ③♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛t❡r ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞
str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡❞✐♠❡♥t ♣❛r✲
t✐❝❧❡s✱ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ t❤✉s ♦❜str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r
✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢✉✐❞s
s✉❝❤ ❛s ❡♠✉❧s✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡❧s✱ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❙✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭q = u0h0✮ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s ❜❡❞
✭γ = 0✮✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✾✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Ū |γ=0✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✐s
♣r❡s❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾ s❤♦✇s t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✢✉✐❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇ ②✐❡❧❞ str❡ss ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ②✐❡❧❞
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❧✉❣ ③♦♥❡ ✐s ❢♦r♠❡❞✱ t❤✉s ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦r♦s✐t②✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡
❧❛st ♣✐❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳

✶✸✻





✾✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✾✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❍❡rs❝❤❡❧✲
❇✉❧❦❧❡② ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ♦✈❡r ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦✈❡r ✢❛t ✜①❡❞ ❜❡❞s✿
❝♦♥t♦✉rs ❢♦r Ū/Ū |γ=0 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ C∗✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ n ❛♥❞ γ✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✵

❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❆❝q✉❛❜♦♥❛

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ t❡st
❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ❝❛♥ ❜❡ r❡✈✐s✐t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❆❝✲
q✉❛❜♦♥❛ ❡✈❡♥t ♦❢ ✶✾✾✽✳

✶✵✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❣❛t❤❡r✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✱
t❤❡ ♣r♦♣❡r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦r♦✉s
❜❡❞✱ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✿ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❞ p❀ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐✲
❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❜❡❞ D50❀ ❛ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r χ ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❞s t❤❛t ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ r❡✲
❣✐♦♥✳

❆s ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❑❛s❡♥♦✇ ✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦❧♦♠✐t❡s
❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶✾✶ ❛♥❞ ✵✳✸✷✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ s❧♦♣❡
❞❡♣♦s✐t r❡❣✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ❞♦❧♦♠✐t❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦✐❧
✇❛s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❣r❛✈❡❧s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❝❤♦s❡ p = 0.4✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

■t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ r❡✲
❣✐♦♥ ✇❛s ❝❛r✈❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♣❛st ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ts
r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦r ❡✈❡♥ ❧❛t❡r ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛♥ s❡❞✲
✐♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❛♠❡t❡r✳ ✭●r❡❣♦r❡tt✐ ❛♥❞ ❋♦♥t❛♥❛✱ ✷✵✵✽✮ r❡❧❛t❡❞

✶✸✾



✶✵✳ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ ❆❝q✉❛❜♦♥❛

♠❛♥② ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ✇❛s ❞♦♥❡
✐♥ ❆✉❣✉st ✷✵✵✵ ✭❛❢t❡r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t
t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❛s D50 = 0.137 ♠❡t❡r✳

❚❤❡ ✈♦✐❞ s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r χ ✐s t❤❡ ♠♦st ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♠♦♥❣ ❛❧❧✳
■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✜①❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✹ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ♥♦ ♣r❡❝✐s❡
♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ②❡t✳ ❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢
χ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r t❤❡
✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s s❤♦✇♥✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ χ = 0.25✳

✶✵✳✷ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡✈❡♥t

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣❛t❤❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❝❤❛♣t❡r ✼ ❛♥❞ ♥♦✇ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦
❛ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣② ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✮✳

■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0✱ ❢♦r ❛ s❛♠❡ ✢✉✐❞
t②♣❡✱ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✐s s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✭s♠❛❧❧❡r s❤❡❛r❡❞ ③♦♥❡✮ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ qacqua ✇❤❡r❡ γ = 0.03✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ♠❡❛♥
✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ✐s ❛❜♦✉t ✺✪ ❢r♦♠ ♣♦r♦✉s t♦ ✜①❡❞ ❜❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❧❡ss r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s
❢❡❧t ❜② ✢♦✇✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ✇❤❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s
❜❡❞✳ ❙✉❝❤ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✵✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✺✪✳

❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r γ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✽✮✳ ❆s ❜❡❞ ♣♦r♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ h0 ✐♥❝r❡❛s❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧ γ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✳✶ ❛♥❞ ✶✵✳✷ ♥♦✇ ✉s✐♥❣
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✢♦✇✐♥❣
♦✈❡r ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❢♦r ✜①❡❞ ❜❡❞ ✭γ = 0✮✳

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♣♦r♦s✐t② γ ✇♦✉❧❞ ✈❛r② ❢r♦♠ ✵✳✵✷ t♦ ✵✳✷
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♠♦t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❡❛♥
✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼✪✱ ❛s s❤♦✇s ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✳ ❙✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
t❤✉s r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ✉♥♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❆s ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✵✱ t❤❡

✶✹✵
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t h0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❈✉r✈❡s
r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ qacqua r❡♣r❡s❡♥ts s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛
❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t
✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✳

♣♦r♦s✐t② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t
✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤✮ ❢♦r ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡
t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✐❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s χ✱ p ❛♥❞ D50✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❡❛♥
✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ ♥♦✇ ♦♥❧② u0✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs χ ❛♥❞ p
♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ♣r❡s❡♥ts ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✳ ❋r♦♠ ❜♦t❤ ❣r❛♣❤✐❝s✱ ✇❡
♥♦t❡ t❤❛t ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❛♥❣❡✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ γ ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✭❤✐❣❤ p✱
t❤❛♥ ❤✐❣❤ kK✮ ❛♥❞ ❢♦r ❧♦✇ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✉♣ t♦ ✶✻✪
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Newt  Laminar & porous bed µ
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= 200 Pas

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ▼❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② u0 ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q0 ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❈✉r✈❡s
r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥s ❧❛✇s✳ ❙❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ s❤♦✇s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❢♦r
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ qacqua r❡♣r❡s❡♥ts s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛
❝r❡❡❦ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ qmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❣✐✈❡♥ t❤❡
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❤❡♦❧♦❣②✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❜❛r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t
✉s✐♥❣ ❝❛s❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ❢♦r ❧❡ss ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✳

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦r ✜①❡❞ ❜❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✵✳✹✭❛✮✿ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r χ❀ ❛♥❞ ✶✵✳✹✭❜✮✿ ♣♦r♦s✐t② p✱ ✐♥ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t✐♦ ✭u0/u0|γ=0✮ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♦❢ ♣♦r♦s✐t② γ✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✶

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉♥st❡❛❞② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦♥ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧s
✢♦✇s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❤❛③❛r❞s ♥❛♠❡❞ ❛s ♠✉❞✢♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❢♦❝✉s❡❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♠✉❞✢♦✇✿ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r✉♥♦✛ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❞✢♦✇ ✐ts❡❧❢✳

❋♦r t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✱ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❢♦r s♦♠❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
t♦♦❧ ❢♦r s❡❞✐♠❡♥t ❞✐s❝❤❛r❣❡ st✉❞② ✐♥ t✐♠❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢♦✇ ❢r✐❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❛❡♦❧✐❛♥ tr❛♥s♣♦rt ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✢♦✇
❢r✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ r❡❣❛r❞✲
✐♥❣ ♠❡❛♥✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❞❡♣❡♥❞ ❛❧♠♦st ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ✢♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❆s
❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥
s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞
tr❛♥s♣♦rt ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r❡s❡♥❝❡
❛❝t✉❛❧❧② ❞✐♠✐♥✐s❤ ❡r♦s✐♦♥ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r♦❧❧✲✇❛✈❡s
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❛s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t
❡✈❡♥t r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
t♦ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣r❡❛t❧②
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♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦
✇❡❧❧ ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♥❛t✲
✉r❛❧ ❡✈❡♥t✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t s✉❝❤ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r✐s❦ ③♦♥❡s✱ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥ s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡
❛s ♣♦r♦s✐t② ❡✛❡❝t ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤❛t
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡♥ r❡❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦r♦s✐t②
❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t✳

✶✶✳✶ ❘✉♥♦✛ ✢♦✇s ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt

✶✶✳✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❛ t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❢r✐❝✲
t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❛t❤❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜✉t ♥♦t ❛ r❡❛❧
t✐♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts
✉s❡❢✉❧♥❡ss ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧
✐ss✉❡ ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✿ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ✉♥✐❢♦r♠ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❛♥❞ ✢✉✐❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛♥✳ ■❢ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠✲
❛❣❡s ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr❛st ❧❡✈❡❧✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞
s❤❛❞♦✇ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❢ ♥♦ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr❛st ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐♠❛❣❡s r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❡rr♦r ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇♦r❦s ✐♥ ♠♦st ♦❢

✶✹✽



✶✶✳✶✳ ❘✉♥♦✛ ✢♦✇s ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt

t❤❡ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣❡r❧②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳

❙♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳
❚❤♦s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳

✶✶✳✶✳✷ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ✢♦✇

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s✐❣♥❛❧s✿ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛❣❛✐♥st ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r❀ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡❀
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳

❚❤❡ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ st❡❛❞② s♦❧✐❞
❞✐s❝❤❛r❣❡✱ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇s ♦❢ ✭▼❡②❡r✲P❡t❡r
❛♥❞ ▼ü❧❧❡r✱ ✶✾✹✽✮ ❛♥❞ ✭❲♦♥❣ ❛♥❞ P❛r❦❡r✱ ✷✵✵✻✮✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t
tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ tr❛♥s♣♦rt✱ t❤❛t r❡✲
❧❛t❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ❛ str♦♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡
t♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ✢♦✇s ✭Sh ≈ Shc✮✳ ❙❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ tr❛♥s✲
♣♦rt ✇✐t❤ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ✐♠♠✐♥❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ✭Sh ≈ Shc✮ ❛♥❞ t❤❡② r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡
❢♦r Sh > 4Shc✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡♥ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ ❙❤✐❡❧❞s
♥✉♠❜❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥st❛♥t ❣✐✈❡♥ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt
❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❇♦t❤ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧❛✇ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ s❡❞✐♠❡♥t
tr❛♥s♣♦rt ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✳ ❲❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❛t t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥
❛✛❡❝t t❤❡ ✇❛② s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t✐♠❡✿

• ❜❡❞❢♦r♠s❀

• t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s❀

✶✹✾



✶✶✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ P❙❉s s❤♦✇ t❤❛t s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣❧② t♦ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✿ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♦♥❧② t✉r❜✉❧❡♥❝❡ s❡❡♠s t♦ ❛✛❡❝t t❤❡
❜❡❞❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt✱ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭t❤✉s ❧❛r❣❡ t✐♠❡
s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡q✉❛❧s t♦−1✳
❚❤✐s s❧♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s
❝❧♦s❡ t♦❡ ❜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❜❡❞❢♦r♠s ❛♣♣❡❛r✱ t❤❡② s❡❡♠ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡
✢♦✇ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝❛② ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ −5/3 ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s
❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
♦♥❧② ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s ✭❘❛❞✐❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❜❡❞❢♦r♠s ❝❛♥ ❛❧t❡r t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡✱
♠❛❦✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞②♥❛♠✐❝s✳
❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ●✉✐❣♥✐❡r ✭✷✵✶✹✮ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❜❡❞❢♦r♠s st❛rts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✳

✶✶✳✶✳✸ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇s

❋♦r t❤❡ ✉♥st❡❛❞② tr❛♥s♣♦rt ✇❤❡♥ ✢♦✇ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ✜rst
❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭Re✱ Fr ❛♥❞ Sh✮✱ ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❝❧❡❛r❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡✱ ✐✳❡✳ ✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s ✐ts ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❢♦r♠✱ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✺
♦r ✶✳✽✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ✜rst ❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✢♦✇ ♠❡❛♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❞✉❝❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
✢♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s s❤♦✇❡❞ ❣r❡❛t❡r ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t ♥♦t
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❦❡♣t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❞✐❞
♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✭◆♦❜❧❡✱
✷✵✵✹❀ ◆❣ ❛♥❞ ▼❡✐✱ ✶✾✾✹❀ ❚♦♥✐❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❧❛❣✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡✱ ❧✐❦❡ ❛
✇❛✈❡ tr❛✐♥✱ ❤❛✈❡ ❛ tr♦✉❣❤ ♣❡r✐♦❞ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣❡r✐♦❞✳ ❙✉❝❤ ❡✛❡❝t
✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ st❡❛❞② ✢♦✇✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛❧❧❡❣❡❞❧②

✶✺✵



✶✶✳✶✳ ❘✉♥♦✛ ✢♦✇s ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✿ ❊♥❡r❣② ❜✉❞❣❡t ❢♦r ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇✳ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
✢♦✇ ❂ Ē + ē✳ ❚♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ✭❆✮ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
✭❣r❛✈✐t② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮❀ ✭❇✮ ♣r❡ss✉r❡❀ ✭❈✮ ✈✐s❝♦✉s❀ ✭❉✮ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t✱
✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❛t✉r❡✿ ✭❜✮ ♣r❡ss✉r❡❀ ✭❝✮ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t❡❞ ❜② φ̄ ❛♥❞ ϕ̄✳ ∆ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈❤❛ss❛✐♥❣ ✭✷✵✵✵✮✱
✇✐t❤ ❛✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈é♣❛❞✉ès✲❊❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ t❤❡s✐s✳ ❘❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦t ❛✉t❤♦r✐③❡❞✳

❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✮✳ ■❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡ss ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✇❛❧❧
❢r✐❝t✐♦♥ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ ❉ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✮ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✳

❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ♣r♦✈❡❞✱ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✿ ♠❡❛♥ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇
♣r♦♣❡rt✐❡s❀ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✲
t✐❡s ♦❢ ✢♦✇✳ ❋r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❛t u′

∗RMS ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛s s❤♦✇♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✳
❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt ❞♦ ♥♦t ❜r✐♥❣

❛♥② ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ ✇❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s✲
❝✉ss❡❞✿ ❢♦r ❧♦✇ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ −1 ❞❡❝❛② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t✐❝❡❞❀ ❢♦r ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛r② ❛♥❞ str♦♥❣ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ −5/3 ❞❡❝❛② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❙♦♠❡
s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ ③♦♥❡s ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ✭❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ❜✉t s✐♥❝❡
✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥✜r♠ ✐ts ♦r✐❣✐♥✳ ◆♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ P❙❉ t❤❛t

✶✺✶



✶✶✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❛❞ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ s✐♥❝❡ ♥♦
♣❡❛❦ ♦♥ ✇❛✈❡s ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛s
✇❡ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ✢♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✿ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ✢♦✇ ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛❥❡❝t♦✲
r✐❡s ✭❝❧♦s❡ t♦ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞✳

✶✶✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥

♠✉❞✢♦✇s

✶✶✳✷✳✶ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ t❡st✲❝❛s❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ✭❍✉♥❣r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❆s t❤❡ ❝✐t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇s✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❯❙●❙ ✭❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②✮✱ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②
❛ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛t❡ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ✇❛t❡r✴s♦❧✐❞ s❡❞✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ ❡✈❡♥t ✭❝❤❛♣t❡r ✻✮ ✐s ♥♦t
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs t❤❛t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛♥❞
❝♦rr❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❡❜r✐s ❛♥❞
♠✉❞ ✢♦✇s ❛r❡ ♥♦t ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ ❛ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇❡❞
t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞ t♦ t❡st t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ◗✉❛♥t✐❢② t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✇♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ r❡♥❞❡r✐♥❣
✐t ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❝r❡❡❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✐ts ✉s❡❢✉❧✲
♥❡ss ✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❡❛♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②
♦❢ ✽✪ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r
✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①t✉r❡ ❜② ❛ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛s r❤❡♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧s ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐①t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆s s✐③❡ ♦❢ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❛tr✐① ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ❞✉st ❛♥❞ ❝❧❛② ✭≈ 1µ♠✮ t♦ r♦❝❦ ❛♥❞
❜♦✉❧❞❡rs ✭≈ 1 ♠✮✱ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛✈❡r❛❣❡❞
✐♥t♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤❡❛r✐♥❣ ❧❛✇s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡②
r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✢✉✐❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

✶✺✷



✶✶✳✷✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ♠✉❞✢♦✇s

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✉❝❤ ♠❛tt❡r ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ♦❢ ✸✵✪ ❢♦r t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ ❡✈❡♥t✳

✶✶✳✷✳✷ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ♠♦❞❡❧
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜❡❧❞ st✉❞✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ②❡t r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♠✐s✲
❧❡❛❞ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ✜①❡❞ ❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆t
t❤✐s t✐♠❡✱ ✢✉✐❞ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✢♦✇ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦✐❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❡❞✱
❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ r♦❝❦s ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
♣r❡s❡♥t ❛ ❜♦tt♦♠ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ◆♦ ❜❡❞❢♦r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ ❜❡❞ ✐s ✢❛t✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡
♦❢ ❧❛♠✐♥❛r ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ♦❢ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❍❡rs❝❤❡❧✲
❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣② ♦✈❡r ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡✳
❆ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♦r✲
❞❡r ♦❢ ✶✵✪ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t② uB✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r χ
st✐❧❧ r❡sts ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛s ♥♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇
♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭h0 ❛♥❞
u0✮ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐♥❞❡① n ✐s ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ♣r♦♣❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞
t❤✐s ✢♦✇ ✐♥❞❡① ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ②✐❡❧❞ str❡ss τ0 ❛❝ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦tt♦♠ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦tt♦♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♥♦♥✲③❡r♦ ❞✉❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ✢♦✇✮
✇✐t❤ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
s❤❡❛r❡❞ r❡❣✐♦♥✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣❧✉❣ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❛ r❛t❤❡r t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ✇❛❧❧s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✢✉✐❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✭✐♥✲
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✶✶✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❝r❡❛s✐♥❣ ②✐❡❧❞ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❞❡① ✢♦✇✮✳ ❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❞✐r❡❝t✱
❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
✢♦✇ ❤❡✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s ❜❡❞ ✇❤❡♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ t❡st✲❝❛s❡✱ ✇❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛
♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✱ t❤❡ ♣♦r♦s✲
✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ✭✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✮✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❜❡
♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❛❢❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✭t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✮ t❤❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦r♦s✐t②✳ ❲❤❛t st✐❧❧ r❡sts ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s ❤♦✇ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧t❡r❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭P❛s❝❛❧✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❡
❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✐✳❡✳ r♦❧❧
✇❛✈❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❧♦✇❡r ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t
❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❤❡✐❣❤t✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛s t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇s
❜② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ ❛s ❘❡②♥♦❧❞s ❛♥❞ ❋r♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
♣❡♥❞ ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✈❡r✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s
✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❝✐✈✐❧ str✉❝t✉r❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣
✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ✉♣♦♥ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

✶✺✹



❈❤❛♣t❡r ✶✷

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s ✇♦r❦ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ ❤♦✇ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✶✷✳✶ P❛rt ■ ✲ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ r✉♥♦✛ ✢♦✇s

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞
♣r♦✈❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r st✉❞②✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦✉❣❤t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✷✳✶✳✶ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❆ P■❱ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❚❱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ r❛t❡ ✭✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ tr❛♥s♣♦rt✮ ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❢✉rt❤❡r
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡t❡❝t ❤♦✇ ✢♦✇ ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛r❡ r❡✲
❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt
✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❧❛✇ ✐♥ t✐♠❡s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
t❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s P❤❉ ❛♥❞ s❤♦✇♥ t❤❛t q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞

✶✺✺



✶✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s✐❣♥❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✭✐♠❛❣❡s✮✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

✶✷✳✶✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡✈❡♥ts

P❚❱ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ s❛♠❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛ss ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛rr✐✈❛❧ ❡✈❡♥ts✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♥❡✇❛❧
♦r r❡♥❡✇❛❧✲r❡✇❛r❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳

✶✷✳✶✳✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r str❡ss ♦♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s r❡❣✐♠❡

❆ ♣r♦♣❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠
s❤❡❛r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❜❡❞ s❡❡♠s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s
♣r♦❥❡❝t ✐s ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❇r❛③✐❧✐❛♥ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣✳

✶✷✳✷ P❛rt ■■ ✲ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

✶✷✳✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ st✉❞② ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t
✐s ②❡t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❆❝q✉❛❜♦♥❛ t❡st
❝❛s❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐ts ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦t❤❡rs t❡st ❝❛s❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ♣r♦✈❡ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ▼❛ss ♠♦✈❡♠❡♥ts
❡✈❡♥ts ❛❧❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❧♦❜❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠✉st
❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✶✺✻



✶✷✳✷✳ P❛rt ■■ ✲ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

❚✉r❜✉❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ♦❢
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s②st❡♠ s♦ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈✐t② r❛♥❣❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ◆♦t
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉t ❛❧s♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
♥♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ✇✐t❤ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞ ❛ss✐st t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❡♥t
❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❤❡r❡ st✉❞✐❡❞✳

✶✷✳✷✳✷ ◆♦♥✲◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦✈❡r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✇❛s t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ s❧♦♣❡✮
✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛s ♥♦t t❡st❡❞✱ t❤✉s ❞❡✲
♠❛♥❞✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r✉♥s ♦♥ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ♠❛tt❡r s♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❢♦r ②✐❡❧❞ ✢✉✐❞s ✢♦✇✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ♣♦r♦✉s ❜❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦r
❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ✐❢ s♦✳

❚❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥s❡rt t❤❡ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✢✉✐❞ ✢♦✇
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝✉❧♠✐♥❛t❡
♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❢♦r r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✇❛✈❡s
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳

✶✺✼
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▼✳ ❆❣❡❧✐♥❝❤❛❛❜ ❛♥❞ ▼✳ ❋✳ ❚❛❝❤✐❡✳ P■❱ ❙t✉❞② ♦❢ ❙❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ ❘❡❛tt❛❝❤❡❞
❖♣❡♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ❋❧♦✇ ❖✈❡r ❙✉r❢❛❝❡ ▼♦✉♥t❡❞ ❇❧♦❝❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞s
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✸✵✭✻✮✿✵✻✶✷✵✻✱ ✷✵✵✽✳

▼✳ ❆♠✐r✱ ❱✳ ■✳ ◆✐❦♦r❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚✳ ❙t❡✇❛rt✳ Pr❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ s❡❞✐♠❡♥t
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ♦♣❡♥✲❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✿ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② st✉❞②✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✼✺✼✿✹✺✽✕✹✾✼✱ ✷✵✶✹✳ ■❙❙◆ ✵✵✷✷✲✶✶✷✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✼✴
❥❢♠✳✷✵✶✹✳✹✾✽✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥♦✉r♥❛❧s✳❝❛♠❜r✐❞❣❡✳♦r❣✴❛❜str❛❝t❴
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❈✳ ❆♥❝❡②✳ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ✢♦✇s✿ ❆ r❡✈✐❡✇✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✹✷✭✶✲✸✮✿✹✕✸✺✱ ▼❛r✳ ✷✵✵✼✳ ■❙❙◆ ✵✸✼✼✵✷✺✼✳

❈✳ ❆♥❝❡②✱ P✳ ❈♦✉ss♦t✱ ❛♥❞ P✳ ❊✈❡sq✉❡✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✈❡r②
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❛ st❡❛❞② s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❘❤❡♦❧♦❣②✱ ✹✸✿✶✻✼✸✕✶✻✾✾✱ ✶✾✾✾✳

❈✳ ❆♥❝❡②✱ ❚✳ ❇ö❤♠✱ ▼✳ ❏♦❞❡❛✉✱ ❛♥❞ P✳ ❋r❡②✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✹✭✶✮✿✵✶✶✸✵✷✱ ❏✉❧②
✷✵✵✻✳ ■❙❙◆ ✶✺✸✾✲✸✼✺✺✳

❈✳ ❆♥❝❡②✱ ❛✳ ❈✳ ❉❛✈✐s♦♥✱ ❚✳ ❇ö❤♠✱ ▼✳ ❏♦❞❡❛✉✱ ❛♥❞ P✳ ❋r❡②✳ ❊♥tr❛✐♥♠❡♥t
❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛rs❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r str❡❛♠ ❞♦✇♥ ❛ st❡❡♣
s❧♦♣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✺✾✺✭❆✉❣✉st✮✱ ✷✵✵✽✳ ■❙❙◆ ✵✵✷✷✲✶✶✷✵✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✼✴❙✵✵✷✷✶✶✷✵✵✼✵✵✽✼✼✹✳

❘✳ ❆✳ ❆♥t♦♥✐❛ ❛♥❞ P✳✲r✳ ❑r♦❣st❛❞✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs
♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✽✭✷✮✿
✶✸✾✱ ✷✵✵✶✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴st❛❝❦s✳✐♦♣✳♦r❣✴✶✽✼✸✲✼✵✵✺✴✷✽✴✐❂✷✴❛❂❆✵✻✳

❆✳ ❆r♠❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ❈✳ ●r❡❣♦r❡tt✐✳ ■♥❝✐♣✐❡♥t s❡❞✐♠❡♥t ♠♦t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ s❧♦♣❡s
✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✶✭✶✷✮✿✶✕✽✱ ✷✵✵✺✳
■❙❙◆ ✵✵✹✸✶✸✾✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✷✾✴✷✵✵✺❲❘✵✵✹✵✵✶✳
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❆✳ ❆r♠❛♥✐♥✐ ❛♥❞ ◆✳ ❘❡❝❝❤✐❛✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ♦✈❡r✲
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✢♦✇✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢✿ ■◆❚❊❘P❘❆❊❱❊◆❚ ✷✵✵✻✿ ❞✐s❛st❡r
♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s✱ s❧♦♣❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ❧❛♥❞s❧✐❞❡s✱ ◆✐✐❣❛t❛✱ ❏❛♣❛♥✱
✷✵✵✻✳ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❆❝❛❞❡♠② Pr❡ss✱ ■♥❝✳ ❋r♦♥t✐❡rs s❝✐❡♥❝❡ s❡r✐❡s✳

❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ❈✳ ❈❤❛❧♦♥s✱ ❖✳ ❉❡❧❡str❡✱ ◆✳ ●♦✉t❛❧✱ ▼✳ ❏♦❞❡❛✉✱ ❏✳ ❙❛✐♥t❡✲♠❛r✐❡✱
❏✳ ●✐❡ss❡❧♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❛❞❛❦❛✳ ❙❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✿ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t✕❊①♥❡r ❛♥❞ t❤r❡❡ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❊❙❆■▼✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✵✱ ✷✵✶✷✳

❘✳ ❆✳ ❇❛❣♥♦❧❞✳ ❆♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠
❣❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ P❤②s✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙t✉❞✐❡s ♦❢ ❘✐✈❡r✱ ♣❛❣❡ ✹✷✳
❲❛s❤✐♥❣t✐♦♥ ❉❈✱ ✶✾✻✻✳

❘✳ ❆✳ ❇❛❣♥♦❧❞✳ ❇❡❞ ❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt ❜② ♥❛t✉r❛❧ r✐✈❡rs✳ ❲❛t❡r ❘❡s♦✉r❝❡s
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✸✭✷✮✿✸✵✸✕✸✶✷✱ ✶✾✼✼✳
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❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❱✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✲
✈✐❡✇ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✹✻✭✶✮✿✶✷✶✕✶✹✻✱ ✷✵✶✹✳ ■❙❙◆ ✵✵✻✻✲✹✶✽✾✳ ❞♦✐✿
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❍✳ ❆✳ ❇❛r♥❡s✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✖ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦r ✧παντα ρǫι✧ ✖ ❡✈❡r②t❤✐♥❣
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❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡s✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡
r❡❣✐♠❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋✿ ❊❛rt❤ ❙✉r✲
❢❛❝❡✱ ✶✶✾✭✶✷✮✿✷✻✺✸✕✷✻✼✸✱ ✷✵✶✹✳

●✳ ❞✳ ❋✳ ▼❛❝✐❡❧✱ ❏✳✲P✳ ❱✐❧❛✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❛rt✐♥❡t✳ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲♥❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇s✳ ■♥ ❆♥❛✐s ❞♦ ❈♦♥❣r❡ss♦ ❇r❛s✐❧❡✐r♦ ❞❡ ❊♥❣❡♥❤❛r✐❛
▼❡❝â♥✐❝❛ ✲ ❈❖❇❊▼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✱ ❇❛✉r✉✱ ✶✾✾✼✳

●✳ ❞✳ ❋✳ ▼❛❝✐❡❧✱ ❍✳ ❑✳ ❙❛♥t♦s✱ ❛♥❞ ❋✳ ❖✳ ❋❡rr❡✐r❛✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ✇❛t❡r ❝❧❛② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠✉❞✢♦✇s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
✐♥ ❝❛♥❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✶✿✻✹✕✼✹✱ ✷✵✵✾✳

●✳ ❞✳ ❋✳ ▼❛❝✐❡❧✱ ❋✳ ❖✳ ❋❡rr❡✐r❛✱ ❛♥❞ ●✳ ❍✳ ❋✐♦r♦t✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥
♥♦♥✲♥❡✇t♦♥✐❛♥ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇r❛③✐❧✐❛♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢
▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✸✺✿✷✶✼✕✷✷✾✱ ✷✵✶✸✳ ■❙❙◆ ✶✻✼✽✲✺✽✼✽✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✹✵✹✸✵✲✵✶✸✲✵✵✷✺✲②✳

❏✳✲P✳ ▼❛❧❡t✱ ❆✳ ❘❡♠❛îtr❡✱ ❖✳ ▼❛q✉❛✐r❡✱ ❈✳ ❆♥❝❡②✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲♦❝❛t✳ ❋❧♦✇ s✉s✲
❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛r❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t♦rr❡♥t
❤❛③❛r❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❇❛r❝❡❧♦♥♥❡tt❡ ❇❛s✐♥ ✭❆❧♣❡s✲❞❡✲❍❛✉t❡✲Pr♦✈❡♥❝❡✱
❋r❛♥❝❡✮✳ ■♥ ❚❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❜r✐s✲❋❧♦✇ ❍❛③❛r❞s ▼✐t✲
✐❣❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r ✶✾✾✻✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶✕✸✻✷✱ ✷✵✵✸✳

❊✳ ▼❡②❡r✲P❡t❡r ❛♥❞ ❘✳ ▼ü❧❧❡r✳ ❋♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❜❡❞✲❧♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❍②❞r❛✉❧✐❝
❙tr✉❝t✉r❡s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ♣❛❣❡s ✸✾✕✻✹✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ✶✾✹✽✳
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❈✳ ▼♦♥t✉♦r✐✳ ▲❛ ❢♦r♠❛③✐♦♥❡ s♣♦♥t❛♥❡❛ ❞❡✐ tr❡♥✐ ❞✬♦♥❞❡ s✉ ❝❛♥❛❧✐ ❛ ♣❡♥✲
❞❡♥③❛ ♠♦❧t♦ ❢♦rt❡✿ s✐♥t❡s✐ ❞✐ r✐❝❡r❝❤❡ t❡♦r✐❝❤❡ ❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦♥❡ ❞✐ r✐s✉❧✲
t❛t✐ s♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐✳ ■st✐t✉t✐ ■❞r❛✉❧✐❝✐✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ ◆❛♣♦❧✐✱ ❋❛❝♦❧tà ❞✐ ■♥✲
❣❡❣♥❡r✐❛✳ ■♥st✐t✉t✐ ■❞r❛✉❧✐❝✐✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ ◆❛♣♦❧✐✱ ✶✾✻✶✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿

✴✴❜♦♦❦s✳❣♦♦❣❧❡✳❢r✴❜♦♦❦s❄✐❞❂✽❧❯❢❝❣❆❆❈❆❆❏✳

❈✳ ▼♦♥t✉♦r✐✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛s♣❡❝t ♦❢ ✢♦✇ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ t❤❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝s ❉✐✈✐s✐♦♥✱ ✽✾✿✷✻✹✕✷✼✸✱ ✶✾✻✸✳

❙✳ ▼✉❡❧❧❡r✱ ❲✳ ▲❧❡✇❡❧❧✐♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼✳ ▼❛❞❡r✳ ❚❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♦❢
s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ P❤②s✲
✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✾✭✹✮✿✷✾✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✾✳

❉✳ ❏✳ ◆❡❡❞❤❛♠ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ▼❡r❦✐♥✳ ❖♥ r♦❧❧ ✇❛✈❡s ❞♦✇♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞
❝❤❛♥♥❡❧✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆✱ ✸✾✹✿✷✺✾✕✷✼✽✱ ✶✾✽✹✳

❈✳ ❖✳ ◆❣ ❛♥❞ ❈✳ ❈✳ ▼❡✐✳ ❘♦❧❧ ✇❛✈❡s ♦♥ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❧❛②❡r ♦❢ ♠✉❞ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s
❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ✢✉✐❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✻✸✿✶✺✶✕✶✽✸✱ ✶✾✾✹✳

P✳ ◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ❉✳ P✳ ❈❛❧❧❛❣❤❛♥✳ ❙❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥s ❢♦r s❤❡❡t ✢♦✇ ✉♥❞❡r ✇❛✈❡s✳ ✹✼✿✸✹✼✕✸✺✹✱ ✷✵✵✸✳

P✳ ◆♦❜❧❡✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t st❛❜✐❧✐té ❞❡ r♦❧❧✲✇❛✈❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡✱ ✸✸✽✭✶✵✮✿✽✶✾✕✽✷✹✱ ♠❛②
✷✵✵✹✳ ■❙❙◆ ✶✻✸✶✵✼✸❳✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝r♠❛✳✷✵✵✹✳✵✸✳✵✶✾✳ ❯❘▲ ❤tt♣✿

✴✴❧✐♥❦✐♥❣❤✉❜✳❡❧s❡✈✐❡r✳❝♦♠✴r❡tr✐❡✈❡✴♣✐✐✴❙✶✻✸✶✵✼✸❳✵✹✵✵✶✹✷✻✳

❆✳ ▼✳ ❞✳ ❙✳ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❛♥❞ ❙✳ ◆✳ ❆✳ ❞✳ ❇r✐t♦✳ ●❡♦❧♦❣✐❛ ❞❡ ❊♥❣❡♥❤❛r✐❛✳ ❆ss♦✲
❝✐❛çã♦ ❇r❛s✐❧❡✐r❛ ❞❡ ●❡♦❧♦❣✐❛ ❞❡ ❊♥❣❡♥❤❛r✐❛ ✲ ❆❇●❊✱ ❙ã♦ P❛✉❧♦✱ ✶✾✾✽✳

❆✳ ❱✳ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❘✳ ❲✳ ❙❝❤❛❢❡r✳ ❉✐s❝r❡t❡✲❚✐♠❡ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳
Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ Pr❡ss✱ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱ ◆❏✱ ❯❙❆✱ ✸r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✾✳
■❙❇◆ ✵✶✸✶✾✽✽✹✷✺✱ ✾✼✽✵✶✸✶✾✽✽✹✷✷✳

◆✳ ❖ts✉✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥✱ ❛♥❞ ❈②✈❡r♥❡t✐❝s✱ ❙▼❈✲✾✭✶✮✿✻✷✕✻✻✱ ✶✾✼✾✳

❉✳ ❖✉❧❞ ❆❤♠❡❞♦✉✱ ❛✳ ❖✉❧❞ ▼❛❤❢♦✉❞❤✱ P✳ ❉✉♣♦♥t✱ ❛✳ ❖✉❧❞ ❊❧ ▼♦❝t❛r✱
❛✳ ❱❛❧❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❑✳ ❘✳ ❘❛s♠✉ss❡♥✳ ❇❛r❝❤❛♥ ❞✉♥❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ▼❛✉r✐✲
t❛♥✐❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✉♥❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❞✉♥❡ s❛♥❞ ✢✉①❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✿ ❊❛rt❤ ❙✉r❢❛❝❡✱ ✶✶✷✭✷✮✿✶✕✶✽✱ ✷✵✵✼✳ ■❙❙◆ ✷✶✻✾✾✵✶✶✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✷✾✴✷✵✵✻❏❋✵✵✵✺✵✵✳
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●✳ ❖✈❛r❧❡③✱ ❙✳ ❈♦❤❡♥✲❆❞❞❛❞✱ ❑✳ ❑r✐s❤❛♥✱ ❏✳ ●♦②♦♥✱ ❛♥❞ P✳ ❈♦✉ss♦t✳ ❖♥
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲
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Résumé

L’objectif général de cette thèse est l’étude de d’écoulement 

instationnaire du type coulée de boue dans des canaux naturels. La 

pluie, source du débit liquide, entraine le ruissellement, responsable 

du mouillage du sol, de la réduction de sa cohésion et de l’érosion 

des petites particules de sédiments. A partir de là, le transport de 

sédiments peut augmenter avec le débit et la pente du sol jusqu’à 

ce que la concentration en particules atteignent des niveaux très 

importants dans la composition du luide.

Dans une première partie, un banc expérimental a été conçu pour 

simuler des écoulements ruissellants sur un lit mobile. Un système 

de mesure a été inventé et implémenté pour mesurer le débit solide 

instantané et le frottement instantané. Ces systèmes sont utilisés pour 

étudier l’effet des ondes de surface libre sur le transport de sédiments. 

Ces données sont employées pour corréler les charactéristiques entre 

l’écoulement et le transport solide. L’analyse des résultats permet 

d’observer que pour un écoulement moyen donné, la présence des 

ondes réduit la quantité moyenne des sédiments transportés.

Dans une deuxième partie, la dynamique des écoulements très 

concentrés est étudiée grâce à un modèle de roll waves de première 
ordre pour les écoulements laminaires des luides de type Herschel-
Bulkley. Les résultats présentés indiquent que des roll waves sont 
certainement présentes dans un événement naturel publié et pris 

comme cas d’étude. Les propriétés des ondes prédites sont estimées 

avec un écart de 8% par rapport à l’amplitude moyenne mesurée. 

Finalement, la solution théorique pour le proil de vitesse est modiiée 
pour prendre en considération l’effet de la porosité. La solution 

mathématique est comparée à des simulations faites avec FLUENT. 

Une analyse paramétrique est effectuée, et la comparaison avec le cas 

d’étude déjà publié est améliorée.

En conclusion générale, les phénomènes instationnaires qui peuvent 

apparaitre lors de l’évolution d’une coullée de boue affectent la 

dynamique générale du système couplé (écoulement-transport 

sédimentaire) par rapport au cas permanent et uniforme. Vériier que 
ce type de phénomènes peut apparaître lors d’un événement naturel 

comme les coulées de boue doit être une étape importante d’un projet 

d’ingénierie, ain de limiter les risques de dommages.

Abstract

This thesis was motivated by the need to better understand time-
dependent features related to mudlow evolution on natural sloped 
channels. Basically, the research is focused on events that are 

conined in channels formed due to the topography. The rain, source of 
the liquid discharge, generates the runoff low which is responsible for 
wetting the soil surface, promoting reduction of soil cohesiveness and 
erosion of small particles such as clay and sand. From this point, the 

sediment transport can increase as small water lows merge and form 
greater streams. The scenario keeps its evolution until it reaches high 

concentration of particles in the luid mixture.

In the irst part, to study the non-permanent feature of sediment 
transport, an open-channel experiment was designed for simulating 
runoff low over a mobile bed. A measurement system was designed 
and constructed to instantaneously inspect the solid discharge of 

particles and the low friction at the bed. This apparatus is further used to 
explore the inluence of free-surface waves on the sediment transport. 
Hydraulic properties of lows are qualitatively and quantitatively studied 
and data are used to correlate characteristics of low and sediment 
transport. A set of experimental runs is presented and explored. 

Analysis of results shows that for ixed low conditions, waves induce 
an overall smaller quantity of transported sediment.

In a second part, the dynamics of high concentrated lows is addressed 
and this thesis attempts to apply a irst-order roll-wave model for 
Herschel-Bulkley laminar luid low to a registered natural event. 
Results presented point out that roll waves could have occurred during 
this already published case-study event. Simulations could predict 

wave heights within 8% on uncertainty with respect to the mean 
amplitude of measured waves. Finally a new theoretical solution for 
the velocity proile is proposed taking into account the porosity of the 
bed. Results are then compared with numerical simulation performed 
in FLUENT. A parametric analysis is employed and the case-study is 

once again evaluated.

As general conclusion, the non-permanent phenomena that can appear 

during the evolution of a mudlow event affect the overall dynamics of 
the coupled system (hydraulic-sediment transport) in comparison to the 

steady and uniform case. Verifying that such phenomena could appear 

should indeed be an important part in hydraulic engineering projects, 

especially when dealing with lives, which is the case of mudlows.
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