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Introduction

Le contexte d’étude

On considére A une algébre sur un corps K commutatif de dimension vectorielle finie. L’espace
vectoriel dual A* des K-formes sur A hérite d'une structure de A-module ou la forme a - £ avec
a € Aetl e A" est définie par (a - ¢)(x) = ¢(ax) pour tout x € A. Sous certaines conditions,
il arrive que A et A* soient A-isomorphes. L’existence d’une structure de A-module libre pour
A* est conditionnée a 'existence de générateurs libres pour le A-module Ann(kerd) o § est le
morphisme : AQ A — A, x®y > xy. Le lien entre un générateur de A* appelée forme dualisante
et d’un générateur libre de Ann(ker d) appelé bezoutien généralisé peut étre précisé comme suit.

Soit ai,...,a, une K base de A. Si £ est une forme dualisante sur A alors il existe une base
(bl, c. ,bn) telle que (ai E)(b]) = 04,5 ou (51',]' =1lsit= j et 51'7]' =0si1t 7éj et B = Z?:l a; ®bl
est un bezoutien généralisé.

Réciproquement si B est un bezoutien généralisé alors B s’écrit sous la forme ) "' | a; ® b; ou
(b;) est une base de A. C’est I'unique forme linéaire telle que Y ;" | £(a;)b; = 1.

Dans le cas ou K est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et A est donné comme
quotient de l'algébre K[X,...,X,] = K[X] par une famille de n polynémes F = (F1,...,F,)
en intersection compléte on montre alors que Bez, I'image du bezoutien de (Fi,..., F,) dans
le quotient K[X,Y]/(F(X), F(Y)), est un bezoutien généralisé. La démonstration est donnée
dans [13] et dans [10]. On appelle symbole de Kronecker, la forme dualisante associée. Si K = C,
le symbole de Kronecker s’identifie au résidu classique [7]. On montre que les deux notions
coincident pour des zéros simples. La preuve du cas général repose sur le théoréme de Bezout
local. Le schéma de la preuve est décrit dans [14].

Description du travail conduit dans la thése

En suivant I'approche développée dans [14], nous définissons le symbole de Kronecker dans le
tore pour une famille (f1,..., f,) de n polynémes de Laurent en n variables ayant un nombre
de fini de zéros communs dans le tore (C*)". La démarche reprend celle initiée par Cattani et
Dickenstein dans [4] pour le calcul du résidu global dans le tore. Le théoréme 4 dans [4] fait le
lien entre le résidu global défini par les fi et le résidu torique d’une famille de n + 1 polynémes
homogeénes Fy, ..., F, pour une certaine variété torique liée aux fi. Les travaux présentés par
Khovanskii dans [9] montrent que, si les fi sont réguliers par rapport a leurs polytopes de
Newton, la variété torique Xp, ou P est la somme de Minkowski des polynémes de Newton
des fi, fournit une compactification du tore dans laquelle les fermetures des zéros des fi sont
sans intersection en dehors du tore. Nous donnons dans le chapitre 4 proposition 4.2 une autre
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démonstration de ce résultat basée sur des calculs élémentaires.

On considére donc une famille générique de n polynémes de Laurent fi,..., f, dans 'anneau
C[11, Tfl, ..., T, Ti71] possédant un nombre fini de zéros dans le tore et de polytopes de Newton
Py. Le polytope P, somme de Minkowski, est de dimension n d’aprés la condition sur les zéros
communs des f. La variété torique Xp définie par le polytope P admet un éventail complet.
L’homogénéisation des fi par rapport aux diviseurs de Cartier invariants par le tore et sans points
de base définis par les polytopes P, donne n polyndémes homogénes dans ’anneau de coordonnées
homogeénes de Xp. Les polynémes Fj, ont un nombre fini de zéros dans Xp, contenus dans le
tore.

Nous savons qu’une variété torique définie par un éventail peut étre représenté comme quotient
géométrique ou quasi-géométrique d’une variété affine par un sous-groupe G du tore de la variété.
Ainsi Xp ~ (C*\ Z)/G ou s est le nombre de facettes de P ou encore le nombre de rayons de
son éventail dual et Z le lieu des zéros des mondmes impropres associés aux cones de 1’éventail.
Dans le cas simplicial, les points de X p s’identifient aux orbites des points de C*\ Z sous I'action
de G. On montre au chapitre 2 que tout point de X p dans un ouvert affine U, C Xp ot o est un
cone de dimension n est représenté par un nombre fini de systémes de coordonnées homogénes
privilégiés. Ces systémes de représentation permettent de définir le symbole de Kronecker dans
le tore & partir du symbole de Kronecker affine dans U, .

Lorsque I’éventail dual de P n’est pas simplicial, nous définissons le symbole de Kronecker dans
le tore en réalisant un éclatement simplicial de la variété Xp. Nous cherchons donc & obtenir
des expressions explicites des morphismes toriques qui traduisent le raffinement de Xp en un
éventail simplicial.

Au chapitre 3, deux méthodes de raffinement d’un éventail non simplicial en un éventail simpli-
cial sont envisagées. La premiére nécessite d’introduire de nouveaux rayons et permet de raffiner
un éventail qu’il soit simplicial ou non. La seconde méthode consiste & compléter 1’éventail en
n’ajoutant que des cones de dimension supérieure ou égale & deux. En représentant la variété
Xp par le quotient d'une variété affine par un groupe réductif G, on constate que la seconde
possibilité laisse le groupe G invariant puisqu’aucun rayon nouveau n’est apporté a ’éventail
initial. Les polyndémes homogénes Fj obtenus en homogénéisant les polynoémes de Laurent fi
sur la variété X p sont alors conservés sur la variété éclatée. De plus, le morphisme d’éclatement
restreint aux tores des deux variétés est égal a I'identité. En revanche, le premier type d’éclate-
ment modifie les deux éléments du quotient : les ouverts affines qui recouvrent la variété et le
groupe G qui détermine la graduation sur 'anneau de coordonnées homogénes associé & Xp.

Afin de pouvoir suivre les polyndémes Fj, dans I'anneau de coordonnées homogénes de la variété
éclatée, nous étudions, dans un premier temps, certains morphismes d’éclatement pour lesquels
nous obtenons une forme explicite sur les espaces de coordonnées homogénes. Nous commencons
par considérer les morphismes définis entre deux variétés toriques simpliciales traduisant le
raffinement d’un éventail par ajout d’un rayon. On suppose que le rayon est engendré par un
vecteur primitif qui posséde une décomposition entiére (et de fait positive) selon les vecteurs
primitifs de son cone minimal (le terme « minimal » étant défini au sens de l'inclusion).

Le résultat obtenu dans le cas de 'ajout d’un rayon de ce type se généralise a r rayons. La
situation examinée est la suivante. La variété initiale X est une variété torique simpliciale définie
par un éventail Y. Soient 71,...,ns les vecteurs primitifs qui engendrent les rayons de X. Les
vecteurs primitifs ns41, ..., ns4r, qui engendrent les rayons ajoutés pour raffiner X, sont choisis
dans le support de X et & coordonnées entiéres dans leurs cones minimaux. La variété éclatée

vi
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Y est définie par 1'éventail ¥’ qui est un raffinement simplicial de ¥. Chaque vecteur 71,
admet alors une décomposition unique telle que nsy; = 2521 a;nj ol «;; € N* sin; est un
vecteur qui engendre le cone minimal de 1,4, et a;; = 0 sinon. Le morphisme torique induit
par le raffinement de ¥ en Y’ est caractérisé sur les espaces de coordonnées homogénes par
I’application polynomiale

m: (Y., Ysy) HYSO:zlyl’” HYsCi;Ys

L’application 7 passe au quotient et définit un morphisme torique @ de Y sur X qui est un
isomorphisme sur les tores des variétés. Lorsque r > 1, il existe plusieurs éventails simpliciaux
¥ correspondant au raffinement de ¥ par adjonction des r rayons engendrés par 7511, . . ., Nsir-
Cependant tous les morphismes toriques induits sont décrits par la méme application 7 sur les
espaces de coordonnées .

L’expression de m nous permet de montrer la conservation du symbole de Kronecker entre les
ouverts affines des deux variétés simpliciales se correspondant par le morphisme 7. La preuve
est réalisée au chapitre 4 en utilisant les outils de calcul connus sur les symboles de Kronecker
affines.

D’une maniére générale, les morphismes toriques définissant un raffinement simplicial d’un éven-
tail conservent certains diviseurs sans points de base : tout diviseur de Cartier invariant par le
tore et sans points de base dans la variété initiale a un antécédent dans ’éclatement qui est
encore un diviseur de Cartier, invariant par le tore et sans points de base. Ce résultat nous
fournit les homogénéisations des fi dans la variété éclatée. Plus précisément, si 7% désigne le
morphisme dual du morphisme torique 7 défini entre les variétés Y et Xp alors 7*(F}y) est le
polynéme homogéne sur Y obtenu par homogénéisation de fi relativement au diviseur de la
variété Y, T-invariant et sans points de base de polytope P;. On prouve ainsi que, si P est
premier, (c’est-a-dire si son éventail dual est simplicial) le symbole de Kronecker, défini dans les
ouverts affines des variétés, est conservé entre la variété Xp et son éclaté construit en raffinant
I’éventail dual de P quel que soit le raffinement envisagé.

Si P n’est pas premier, le symbole de Kronecker dans le tore est défini dans un éclatement
simplicial de la variété X p. La définition est justifiée par le fait que les symboles de Kronecker
calculés dans les éclatements simpliciaux de Xp sont tous égaux.

Le symbole de Kronecker dans le tore que nous construisons, coincide avec le résidu global dans
le tore. La preuve est donnée dans le cas ol les polynémes F}, ont des racines communes simples.

En pratique, il n’est pas nécessaire que 1’éventail soit simplicial pour déterminer le symbole de
Kronecker. Puisque celui-ci est calculé dans un ouvert affine U, défini par un céne o de dimension
maximale, il suffit d’obtenir par éclatement de la variété initiale, un ouvert U, qui soit une variété
affine simpliciale. En particulier, si I’éventail dual de P présente un cone maximal o simplicial,
le calcul du symbole de Kronecker peut s’effectuer directement dans I'ouvert U, .

Le chapitre 5 fournit plusieurs exemples de calculs du symbole de Kronecker dans le tore pour
des polytopes P premiers et non premiers en dimension 2 et 3.

Le dernier chapitre vise & généraliser la construction du symbole de Kronecker dans le tore en
définissant un symbole de Kronecker torique dans une variété projective X caractérisée par un
polytope P premier relativement a une famille 7 = (Fp, ..., F),) de n+ 1 polynémes homogenes
pour le degré défini par le groupe de Chow. Soit Ay un diviseur invariant par le tore représentant

vil
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du degré de Fy, alors Fj, est 'homogénéisation par rapport & Ay d’un polyndéme de Laurent f
de polytope de Newton Pj.

Les conditions vérifiées par les polynémes Fj, sont les suivantes :
— les F}. sont sans zéros communs dans X,

— toute famille 7; = (Fo, ..., Fr_1, Frq1,. .., F,) admet un nombre fini de zéros dans le tore
de X,

— les diviseurs Ay, sont des diviseurs de Cartier sans points de base et Pa, le polytope défini
par le diviseur Ay est égal a P et la somme de Minkowski des P, est un polytope de
dimension maximale d’un diviseur de Cartier invariant par le tore et sans points de base.

La définition s’étend au cas ot P n’est pas premier en considérant comme dans le cas précédent,
un raffinement simplicial de I’éventail de X.

viii



Chapitre 1

Symbole de Kronecker affine

Ce chapitre introductif rassemble les principaux résultats qui conduisent a la définition du sym-
bole de Kronecker affine et présente in fine les régles de calcul sur le symbole de Kronecker affine
qui seront utilisées & partir du chapitre 4. Les résultats énoncés sans démonstration sont prouvés
dans [10] ou [13].

1.1 Algeébres de Gorenstein

Dans cette section, A désigne une K-algébre commutative et unitaire, de dimension finie sur un
corps K commutatif et A, 'ensemble des formes K-linéaires sur A.

Le K-espace vectoriel A dispose d'une structure naturelle de A-module. Pour tout (a, ) € Ax A,
on définit a-A € A par (a-\)(z) = A(az). L'espace A®x A a une structure d’anneau et peut étre
muni également d’une structure de A-module. Pour tout a € A et pour z € A Qg A, I'élément
a -z est défini comme suit : a-x = (a® 1)z.

L’application ¢ : ARk A — A

Zai®bi'—>zaibi

est un A-morphisme et son noyau ker d est engendré comme A-module par les éléments de la
forme a ® 1 — 1 ® a avec a € A.

Lemme 1.1. Pour tout v € A®g A, = >0 1 a; ®b; ot (a;) et (b;) sont deuz familles de
vecteurs linéairement indépendants de A.

Preuve. Soit x € Ak A alors © = Zij a; ® Bj, a;, B; € A. On peut extraire de la famille (5;),
une sous-famille libre (8));=1,....s tel que z = 37", o’ ® f8; avec a; # 0 pour tout j =1,...,s.
On construit par induction deux familles libres qui décomposent  dans A Qg A.

/
J
Si (a;) j=1,....,n+1 est une famille libre, on poursuit la construction avec les familles libres (043-) j=1,...,n+1

et (ﬁj)j:l,...,&

On suppose que (o) j=1,..n soit libre, n < s.
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Sinon aj, 1 = Y %) Aja; alors Z”H o @ By = Z;L 1 0 @ (B + AjBn)-
On pose 5; = Bj + A\jBny1 pour tout j = 1,...,n. La famille (ﬁ])], j=1n—-1n+1s est
encore une famille libre.

Au terme de la récurrence, on obtient deux familles libres respectivement (a;) et (b;) tel que
x:Z§:1aj®bj,p§s. O

Proposition 1.1. L’application K-linéaire > :
A®g A — Homg(A4, A)
r— 2" e A A®id)(z) e A
est un tsomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve. Supposons que > ne soit pas injectif. Soit & un élément non nul de ker>. D’aprés
le lemme 1.1, z = Y7 1 @i © bj o (a;) et (b;) sont deux familles de vecteurs linéairement
indépendants. Il existe A € A tel que A(a1) =1 et A(a;) =0 pour 1 < i < p puisque les vecteurs
(a;) forment une famille libre.

Alors z"(A) = b1 = 0 ce qui contredit le fait que (b;) est une famille libre. Le morphisme > est
donc injectif et par suite bijectif puisque les deux espaces ont la méme dimension finie. O

L’ensemble HomA(A, A) des applications A-linéaires de A dans A a une structure naturelle de
A-module.

De méme, I'ensemble Anngg, 4(kerd) des éléments de A ®x A, annulateurs de kerd a une
structure de A-module héritée de celle de A Qk A.

On montre alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. L’application > induit un isomorphisme de A-modules entre Ann g, 4(ker d) et
HomA(A, A)

Preuve. Soitz=>"  a; ®b € Ak A.

x € Annggga(kerd) <= Vaec A, z(a®1-1®a)=0
<—Vac A, Zaal®b —Zal@)ab

< Va€ A, Zaaz®b Zaz®ab
= Vae A, V)€ A, Z)\aaibi:Z)\aiab
= Vac A VAEA, D ((a-M(a)bi=a) Mai)b

—=VYaecA Vre A P(a-))=alz>(\)
<~ 2" € Homy (A, A).

La preuve ci-dessus montre également que (a - z)” = a - 2. L’application > est donc un A-
isomorphisme entre les A-modules Homy (A4, A) et Annyg, 4 (ker 6). O

2
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Toute forme linéaire A € A définit une forme K-bilinéaire et symétrique ® sur A telle que
V(a,b) € A%,  ®y(a,b) = A(a - b).

Définition 1.1. On dit que A est une forme dualisante de A si la forme bilinéaire ®, est non
dégénérée.

Définition 1.2. L’algébre A est une algébre de Gorenstein ou encore de Frobenius si elle admet
une forme dualisante.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des algébres de Gorenstein.

Théoréme 1.2. Soit A une K-algébre commutative et unitaire de dimension finie. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

a) 1l existe une forme dualisante sur A.
b) A et A sont A-isomorphes.

c) Il existe un élément B € Ann g, a(kerd) tel que B = Z?Zl a; ®b; ou (a;) et (b;) sont des
K-bases de A.

Preuve.

a<b Soient A € A et @, la forme bilinéaire associée a . L’élément A induit un A-morphisme
oy + A— A ; a+— a- )\ La non-dégénérescence de ¥, équivaut a l'injectivité du K-
morphisme @) et donc a sa bijectivité puisque A et A sont des espaces vectoriels de dimension
finie.

b= c Soit ¢ un A-isomorphisme entre A et A et A = ¢(1). Soit (a1, ..., aq) une base de A alors
(p(ar) =ar-A,...,o(aq) = aq-\) est une base de A car ¢ est en particulier un K-isomorphisme.

On considére (b1, ..., bq) la base duale (au sens classique) de (a1 - A,...,aq- ) ie (a;- A)(bj) =
8ij, V(i,7) € [1,d]?* alors (bj) est la base duale de (a;) par rapport a la forme dualisante X et

d d
VaeA, a=) ((a;-N(a)b; =) Maia)b.
=1 =1
d d
De méme a= Z (b; - N)(a)a; = Z A(bja)a;
=1 =1

On pose B = Z?:l a; ® bj. Montrons que B € Ann g, 4(kerd).

3
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Pour touta € A, (a®1)B aa; @ b;

I
,M&

s
I
—

I
.M&

N
I
—

d
Z /\(aaibj)aj & bi
J=1

IS

d
aj & (Z )\(aazb])bz>
1 =1

<
Il

a; abj

[
M=

<.
I
—

=B(l1®a).

D’ou B € Ann g, a(kerd).

c=b Soit B = Z;-i:l a; @ b; € Annyg, 4(ker §) avec (a;) et (b;) deux bases de A. D’apreés le
théoréme 1.1, B” est un A-morphisme entre A et A. On considére (a}) la base de A duale de

(ai) (i.e aj(a;) = d;,5) alors B”(a;) = b;, pour tout ¢ € [1;d]. B” est donc un isomorphisme entre

A et A. La forme dualisante associée a 'élément B € Ann g, 4(ker§) est A = (B”)~1(1). O

Corollaire 1.1. Soit A une K-algébre commutative et unitaire de dimension finie.
Soit A une forme dualisante sur A et (aq,...,aq) une base de A.

L’élément By = Z?:l a; ®b; ot (aj-\)(b;) = ;5 engendre le A-module libre Ann g, a(ker ). De
plus, le morphisme BY est un isomorphisme qui engendre HomA(/i, A) comme A-module libre.

Preuve. Si A est une forme dualisante, A est un module libre de rang 1 d’out Homy (A4, A) et
par suite Ann g, 4(ker d) sont des A-modules libres de rang 1.

La famille (a1 - A,...,aq - A) est une base de A et par définition des (b;), (by,...,bq) est sa
base duale (au sens classique). Par conséquent, les bases (a;) et (b;) sont duales par rapport
a A. La preuve b = ¢ du théoréme 1.2 montre que By € Anngg,a(kerd). Par suite, B} €

Hom (A, A). Or B5(\) = 3% Mai)bi = X% (a; - A)(1)bi = 2% b¥(1)b; = 1 donc B est un
A-isomorphisme.

Soit ¢ € Homu (A, A) défini par (X)) = a. On a ¢(\) = aBY(\) = (a- BY)(\) dou x = a- B}
et BY engendre Hom (A, A). Comme Hom (A, A) et Anngg, 4 (kerd) sont A-isomorphes, By
engendre Ann g, 4(ker d). O

Remarque 1.1. Soit A une forme dualisante sur A et By € Annag, a(kerd) tel que BS(X). Pour
toute K-base (aq,...,aq) de A, on a

d
By=Y a;®Bi(a) on aila)=d.
=1

On dispose d’'une réciproque du corollaire 1.1 qui permet de conclure & une correspondance
bijective entre formes dualisantes sur A et générateurs du A-module Anngg, 4(kerd). Cette

4
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correspondance sera utilisée dans la partie 1.3 pour construire une forme dualisante a partir
d’un générateur de Annyg, 4(kerd).

Proposition 1.2. Si Annag, a(kerd) est un A-module libre de rang 1 engendré par B alors
(B*)~1(1) est une forme dualisante sur A.

Preuve. Soit B un générateur de Ann 4g, 4 (ker 8) alors le morphisme B> engendre Hom 4(A, A)
car le morphisme > est un A-isomorphisme de Ann g, 4(ker d) sur Homy4 (A, A).
Montrons que B> est bijectif.

~

Si B” n’est pas bijectif, B*(A) est un idéal propre de A inclus dans un idéal maximal M;. Comme
A est une K-algébre de dimension vectorielle finie, A est un anneau noethérien de dimension
de Krull égale a 0. L’idéal nul admet donc une décomposition primaire minimale de la forme
[Ti_, M7 ot les M; sont les idéaux maximaux de A avec M1 [Lizs Mi* # 0. On peut donc

construire un élément a € A\ {0} tel que aB”(A) = 0 alors a- B> = (a - B)> = 0 et par suite
a - B =0 ce qui contredit ’hypothése.

Donc B est bijectif. La A-linéarité de B” assure que A = (B”)~!(1) engendre A comme A-
module et X\ est une forme dualisante sur A par le théoréme 1.2. O

Définition 1.3. L’élément By € Anngg,4(kerd) associé & une forme dualisante A € A est
appelé le bezoutien généralisé de A.

On termine cette section par la définition du jacobien généralisé.

Définition 1.4. Soit trgx € A 1a fonction « trace » qui, & un élément a € A, associe la trace
de 'endomorphisme défini par la multiplication de a dans A. Si A est une forme dualisante, il
existe J) € A tel que tr g = Jy - A. L’¢élément J est appelé le jacobien généralisé de .

Proposition 1.3. Soit A une forme dualisante sur A. On considére (a1, ...,aq) une base de A
et (b1,...,bq) sa base duale par rapport a \ alors

Jy=>_ aib; = 5(B).

i

Preuve. Soit a € A, pour tout ¢ on a aa; = Z;l:l A(aa;bj)a; d’ou

d d
trag(a) = Maabi) = Ma- Y aibi) = (O aibi) - Ma).
=1 =1

=1

La seconde égalité vient directement. O

1.2 Passage du local au global

Toute K-algébre de dimension finie A est isomorphe au quotient K[ X7, ..., X,,]/I d’un anneau de
polynoémes par un idéal O-dimensionnel. L’idéal I admet dans K[X7, ..., X,,] une décomposition
primaire minimale I = Q1 N ... N Qg ou V/@Q; = M;, un idéal maximal de K[X7,..., X})]

5
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contenant I. De plus, si K est une cloture algébrique de K et Zg(I) = {&,..., &} M; =
<X1 — gi,la ce, Xy — gi,n> N K[Xl, e 7Xn])
Pour tout ¢ = 1,...,d, on considére A; le transporteur de l'idéal Q;/I dans 'idéal nul de A i.e

Ai={a€A|lag=0,Yq e Q;/I}.

Théoréme 1.3. Pour tout i, l’idéal A; est une sous-algébre de A. De plus,
A= A
i

D’aprés le théoréme 1.3, f 1 € A se décompose de maniére unique dans les sous-algébres A;. 11
existe un unique (ey,...,eq) € A1 X ... x Ajgtel que 1 =e; + ...+ ¢4 dans A. On a alors

14 ... deg=1=12=e2+... +e2+2 Z €;€;.
1<i<j<d

Comme A; N A;j = 0 pour tout i # j, on en déduit que e;e; = 0 et €? = e; pour tout i # j. Toute
algebre finie admet donc une base d’idempotents orthogonaux.

Proposition 1.4. La sous-algébre A; est égale a Ae; et e; est son élément neutre.

Remarque 1.2. La base d’idempotents orthogonaux (e, ..., eq) associée aux éléments &1, ..., &,
de Zg(I) vérifie

o1 sioi=g
e’(gj)_{o sioi# 7.

Proposition 1.5. La sous-algébre A; est un anneau local d’idéal mazimal M;/1.
Remarque 1.3. Toute forme linéaire A\ € A donne une forme linéaire e;- A € A; et A\ = Z‘ij:l e A

Proposition 1.6. Soit B € A® A alors B € Annag, a(kerd) si, et seulement si, B = By +
<-4 Bg avec B; = (e; ®e;)B € Anny, gy a, (ker 0;) et ker §; est le Aj-module de A; ® A; engendré
par les éléments (a; @ 1 — 1 ® a;) de A; @ A;.

Preuve. La décomposition A = @?:1 A; induit la décomposition suivante A ® A = @” A ®
Aj, 1,5 =1,...,d et la famille (ei)gzl d’idempotents orthogonaux de A donne la famille (e; ®
e)ij» 4,J =1,...,d d'idempotents orthogonaux de A® A. Un élément B € A® A se décompose
donc sous la forme B = szzl B(e; ® ej) = Z‘ij:l B;j, Bij€ A ® Aj.

Soit B € Annyg, a(kerd), alors (e ® 1)B = (1 ® e;)B. On obtient Z?Zl By = Z?:l B, ), car
er - e; = 0 pour ¢ # k. On en déduit par unicité de la décomposition dans la somme directe
>0 Brj =3\ Bix = Biy. Dot B=3Y"0_| By

Or By = (ex®ex)B = (e,®1)(1®eg)B = (e2®1)B = (e,®1)-B = (1®ey)- B. Ainsi pour tout
acA, (a®1)Byy=(ae,®1)B = (1®aer)B = (1®a)By. Donc By, € Anng, g, 4, (ker dy).
Réciproquement, soit B = Zgzl By, avec By, € Anng, g, 4, (kerdy) alors By = (e ® ex)B. On
vérifie aussitot que B € Annyg, 4(ker d). O

Proposition 1.7. Un élément B est une base du A-module Ann g, a(ker d) si, et seulement si,
pour tout k =1,...,d, By = (e ®er)B = ey - B est une base du Ap-module Anny, g, 4, (ker d).

6
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Preuve. On a montré a la proposition 1.6 que Anngg, 4(kerd) = Zi:l Anng, g, a, (ker o).
Par conséquent, Ann g, 4(ker §) = @Y_, Anny, e, 4, (ker 8) car Ann(ker dy) C Ay @k Ay

Supposons que B est une A base de Anngg, a(kerd) alors ey - B € Anng, g, a, (ker dx). Soit
x € Anng, g, 4, (kerdx), on a x € Anngg, a(ker d) par suite z = a- B avec a € A. Comme ej, ® ey,
est I’élément unité de 'anneau Ay ® Ag, v = (e Q@ ex)r = (e @ )x = e - x = a - (ex - B). Soit
ay, € Ay, tel que ay - (ex - B) = 0 alors ager, = 0 et donc a; = 0 car ay, € Ay.

Réciproquement, on considére B = zzzl By, ot By, est une Aj-base de Anny, g, 4, (ker dj). Soit
x € Ann g, a(ker d) alors z = Z1§k§dak'Bka ai € Ag. On a ay - By = ai - (e, - B) = (apex) - B.
Dou = = (E1§kgdakek) - B. Soit a € tel que a - B = 0 alors ae, - B = 0 par unicité de
la décomposition et ae, = 0 car ey - B est une base de Anny, g, 4, (kerd;) et finalement a =
> aep = 0. On en déduit que B est une A-base de Annyg, a(kerd). O

Corollaire 1.2. L’algébre A est de Gorenstein si, et seulement si, les sous-algébres locales
Aq,..., Ay sont de Gorenstein.

Preuve. Le corollaire 1.2 est une conséquence directe de la proposition 1.7 et du théoréme 1.2.
O

Si A est de Gorenstein et A une forme dualisante associée au générateur B de Anngg, 4 (ker o)
alors A = (B”)~!(1). Par suite,

d d
= B =D ((er - B)) Hex) =

k=1 k=1 k=1

M&

Ak

ol Ay, est la forme dualisante associée au générateur By, = eg-B du Ag-module Ann g, g, a, (ker o).

Nous terminons cette section en donnant la relation entre deux générateurs de Annyg, 4(kerd)
et les formes dualisantes correspondantes.

Proposition 1.8. Soient By et By deuzr générateurs de Ann g, a(ker 6) associés respectivement
aux formes dualisantes \1 et Ao alors il existe a € A inversible tel que By = a-By et Ao = a1

Preuve. Puisque Annyg, a(kerd) est un A-module libre de rang 1, il existe a € A inversible
tel que By = a - By alors Ay = (B5)71(1) = ((a- B1)*) Y1) = (a- BY)~Y(1) = a1 - (BY) (1),
Dot Ao = a1 )\, O

1.3 Intersection compléte

Nous considérons le cas particulier d’'une K-algébre de dimension finie est donnée par le quotient

de 'anneau K[X7, ..., X,;] par une famille de n polynémes en intersection compléte.
Définition 1.5. Les polynémes (fi,..., f,) de K[X1,...,X,] sont en intersection compléte si
la variété Zz(fi,..., fi) est de dimension 0.
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Remarque 1.4. Comme dimg (K[X]/(f1,..., fn)) < 400 <= dim(Zg(f1,..., fn)) = 0, les po-
lynomes (f1,..., fn) forment une intersection compléte si K[X1,..., X,]|/(f1,..., fn)) est une
K-algébre de dimension finie..
Définition 1.6. Soit A un anneau commutatif, unitaire.
Une suite (aq,...,a,) d’éléments de A est dite réguliére si

i) L’idéal (ai,...,a,) est propre,

ii) L’élément a; n’est pas un diviseur de 0 dans A et pour tout 7 € [1,7 — 1], a;4+1 n’est pas

un diviseur de 0 dans A/(aq,...,a;).

Remarque 1.5. Le caractére de régularité n’est pas conservé lorsqu’on permute les termes de
la suite. La suite (X,Y (1 — X), Z(1 — X)) est réguliére dans K[X, Y, Z]. En revanche, la suite
Y(1-X),Z(1—-X),X) ne l'est pas. Eneffet, YZ(1-X)e Y(1 - X)) et Y ¢ (Y(1 - X)).

Dans certaines conditions, la propriété de régularité est conservée par permutation des termes.

Proposition 1.9. Soit (a1, ...,a,) une suite réguliere dans A contenue dans le radical de Jacob-
son de A (i.e Uintersection des idéaux mazimauzx de A). Alors toute permutation de (ai,...,a,)
est une suite régulicre.

Corollaire 1.3. Dans un anneau local, toute suite obtenue en permutant les termes d’une suite
réguliere est réguliére.

On introduit une notion moins exigeante que celle de suite réguliére qui ne dépend pas de 'ordre
des éléments de la suite.
Définition 1.7. Une suite (aq,...,a,) d’éléments de A est une suite quasi-réguliére si
i) L’idéal (aq,...,a,) est propre,
ii) Pour tout idéal maximal M contenant (ai,...,a,), la suite (ai,...,a,) est réguliére dans
A le localisé de A par M.

Remarque 1.6. Toute suite réguliére est quasi-réguliére.

On considére (ay,...,a,) et (b1,...,b,), deux suites quasi-réguliéres de A, vérifiant (by,...,b,) C
(ai,...,ar). On note (a; ;) des éléments de A tels que b; = Y., «; ja;. Le théoréme de Wiebe
décrit le lien entre deux suites quasi-réguliéres de méme longueur liées par une relation matri-
cielle.
Théoréme 1.4 (Théoréme de Wiebe).
i) La classe de det(ay ;) dans B = A/(bi,...,b,) est indépendante du choix des o ;.
i) Annpg(det(a;;)B) = (a1,...,a,)B.
iii) Anng((a1,...,a,)B) = det(a; ;)B.

Preuve. La preuve du théoréme est donnée dans [10] p.219-220. O

Proposition 1.10. Soit A un anneau local noethérien et a un élément de A non-diviseur de 0
et non inversible alors dimg A/aA = dimgp A — 1.

8
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Preuve. On montre que l'idéal aA n’est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux de

A.

Le résultat est immeédiat si A est intégre. Si A n’est pas intégre, on considére (Py,..., P,) les
idéaux premiers minimaux de A. Supposons que a € P;, on considére b € [| ki P; alors ab € V0
et donc il existe n € N* tel que a™b" = 0 mais alors a est un diviseur de 0 ce qui contredit
I’hypothése. Par conséquent, a ¢ P; quel que soit i = 1,...,7.

En relevant une chaine d’idéaux premiers maximale au-dessus de a A, on obtient dimg, A/aA <
dimKruH A—1.

On montre ensuite que dimgyy A/aA > dimgy 4 — 1.

Soient P, ) deux idéaux premiers vérifiant ) C P C aA. Quitte & quotienter A par @), on peut
supposer que Q = 0 et A intégre. 7

Siy € P alors il existe ¢ € A, y = ca. Comme a ¢ P, ¢ € P et P est premier, P = aP.

Soit (g1, .., gr) un systéme de générateurs de P. Quel que soit i, g; € aP. On obtient le systéme
linéaire : g; = ) %_, abijgj avec b € Aeti,j=1,...,r.
On note G la matrice colonne formée des g; et B la matrice r x r formée des éléments ab;;. On

obtient ’égalité matricielle (I — B)G = 0 ou I est la matrice identité de dimension r et 0 la
matrice colonne nulle de dimension 7.

Les formules de Cramer donnent det(I — B)g; = 0. Il existe donc = € aA tel que (1 —z)P = 0.
Comme A est intégre, on en déduit que x = 1. D’ot 1 € aA mais a est non inversible d’ou la
contradiction. Par suite, dimgu; A/aA > dimgya A — 1 ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 1.11. Soit A une algébre de type finie intégre sur un corps K. Les éléments
(f1,- -+, fn) forment une suite quasi-réguliére dans A si, et seulement si, U'anneau A/{f1,..., fn)
est de dimension de Krull égale a 0.

Preuve. Comme A est intégre, dimg,n A = dimgra Ay o M est un idéal maximal de A.
On raisonne alors par récurrence en appliquant la proposition 1.10 4 un anneau local A tel

que M D (f1,..., fn)- O

En particulier, les polynémes (f1, ..., fn) de K[X] = K[X1, ..., X,] sont en intersection compléte
si, et seulement si, la suite (f1,..., f,) est quasi-réguliére.

1.4 Symbole de Kronecker et Bezoutien

On suppose dans cette section que la famille f = (f1,..., f,) forme une intersection compléte
dans K[X] = K[X},..., X,]. La K-algebre A = K[X]/(f) est donc de dimension finie.
Pour tout h € K[X], on définit la matrice bezoutienne relative aux polynémes (h, fi,..., fn) :
h Oih ... Onh
i O0fi . Ohhi
fn O1fn .. Onfn
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ou

W(X1s.o o, XisYiets oo V) — W(X1, .., Xio1, Vi, ..., Yy)

Xi—Y; '
Le déterminant de cette matrice est appelé bezoutien de h relativement a la famille f et a la
suite d’indéterminées X et sera noté Bez(h; f; X). On notera encore Bez(f) = Bez(1; f; X) et
Bez(h; f; X) la classe de Bez(h; f; X)) dans A ® A.

Proposition 1.12. L’élément Bez(1; f; X) appartient & Annag, a(kerd) et le A-morphisme
(Bez(1; f; X))" réalise un isomorphisme entre A et A.

Oih(X,Y) =

Définition 1.8. La forme dualisante associée au générateur Bez(h; f; X) de Annag, 4(ker o)
est appelée symbole de Kronecker et sera notée I( - ; f; X). Sa définition dépend de l'ordre
des polynémes dans la suite f et de I'ordre des variables dans la liste X. De méme, on notera
I.( - ; f;X), le symbole de Kronecker local sur I'anneau local A, associé¢ a la racine z € K
commune & f.

1.4.1 Symbole de Kronecker dans le cas de racines simples

On suppose dans ce paragraphe que le corps K est algébriquement clos et que les racines com-
munes a la famille de polyndémes f sont simples.

Proposition 1.13. Soient f = (f1,---, fn) une famille de polynémes en intersection compléte.
On note Z(f) U'ensemble fini des racines communes de f.

Si les racines (;nZ(f) sont simples alors

1-( -
5fX) =) J;C( )
CeZ(f)

ou Jacy est le jacobien associé a la famille f et 1¢ l'évaluation au point ¢ telle que pour tout

a € A=K[X]/(f), 1¢(a) = a(q).

Dans le cas ot K = C et ou tous les zéros de f sont simples, le symbole de Kronecker coincide
avec le résidu analytique. La coincidence entre le résidu analytique et le symbole de Kronecker
reste vraie si les racines sont multiples. Pour se ramener au cas des racines simples, on opére
une déformation de la famille polynomiale via 'introduction d’une nouvelle variable, le lecteur
intéressé pourra se reporter a [14].

1.5 Reégles de calcul

Nous présentons dans cette derniére partie, les différentes régles de calcul qui seront utilisées
dans les calculs du symbole de Kronecker.

1.5.1 Loi de transformation

Soient f = (fi,...,fn) et g = (g1,-..,9n) deux applications polynomiales qui définissent deux
suites quasi-régulieres de K[ X] et telles que

n

Vie{l,...,n} gz:Z aijfj.

Jj=1

10
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On note A la classe de det(a;;);,; dans A = K[X]/(f). La régle de Cramer implique que pour tout
i, det(a; ;) fi € (g) et donc la multiplication par A définit un morphisme entre A et K[X]/(g).

Théoréme 1.5.
Vhe A, I(h;f;X)=I1(Ah;g;X)

Corollaire 1.4. Le symbole de Kronecker est une fonction alternée des composantes (fi,. .., fn)
de f.

1.5.2 Changement de ’ordre des variables

On suppose que le corps de base est algébriquement clos.

Proposition 1.14. Soit o une permutation de I’ensemble {1,...,n} et Xy = (X;01), -+ Xo(m))-
Alors si sgn(o) désigne la signature de la permutation o,

VheA, I(h;f;X)=sgn(o)l(h;[;Xo).

Preuve. On montre la proposition dans le cas ol les racines sont simples. Il suffit de prouver
I’égalité pour une transposition (7,j) avec 1 < i < j < n.

1c(h
Pour tout h € A, 17 [3X) =2 ez JESf(z)

La transposition des variables X; et X; change le signe de Jacy(¢) pour tout ¢ € Z(f) et donc
I(h; f;X)=—l(h;f;Xs) pouro=(ij)

On conclut dans le cas général, en déformant la famille f de telle fagon qu’au voisinage d’un
zéro ( tous les zéros soient simples. O

1.5.3 Ajout ou retrait de variables

Soient f = (f1,..., fn) une suite quasi-réguliere de K[X] = K[X1,...,X,] et (g1,...,9p) une
suite d’éléments de K[Y] = K[Y1, ..., Y] telle que la suite ( f, g) soit quasi-réguliére dans K[.X, Y.
On désigne par Jacy (g) le jacobien de g calculé en les variables Y.

Pour tout x € Z(f), on note Z(gs) = {y € KP | g(z,y) = 0} et u(gz)(y) la multiplicité de y
comme zéro de la famille de polynémes g, = g(z,Y). On écrit de la méme fagon un polynéme
dans ’anneau de polynémes ou dans I’anneau-quotient considéré.

Théoréme 1.6. Pour tout h € K[X],

I(hJacy(9) : f,0: X, Y) = > (L(h;f;X)x Y plg=)y)

z€Z(f) Y€Z(9z)

ot I, désigne le symbole de Kronecker local en x.
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Chapitre 2

Variétés toriques

Ce chapitre présente les résultats sur les variétés toriques utiles aux développements des cha-
pitres suivants. Les variétés toriques considérées sont des variétés complétes, déterminées par un
éventail complet. Notre étude se limitera au cas des variétés toriques complexes. Les résultats
énoncés sans preuve sont démontrés dans ([11], §1 & §6). Le lecteur trouvera également dans [3],
[6] et [15] le support théorique nécessaire.

2.1 Premiéres définitions et propriétés

2.1.1 Tores et variété toriques

Soit V' une variété affine et C[V] l’algébre associée. Pour tout f € C[V]\ {0}, ouvert de Zariski
Vi={p e V| f(p) # 0} est une variété affine. Si f # 0, V; = Spec(C[V]y). En particulier, si V'
est irréductible , C[V]; = {fim € C(V) | g e C[V],m e N}.

L’ensemble (C*)" = C" \ Z(X;---X,) est un ouvert de Zariski de la variété affine C". Son
algebre de fonctions est C(X1, ..., Xu]x,.x, = C[XT', ..., X;F']. Les éléments de cette algebre
sont appelés polynomes de Laurent. La variété affine (C*)™ forme également un groupe pour la
multiplication composante par composante. Cette structure de groupe est compatible avec la
structure de variété sur (C*)™ ce qui signifie que le produit et l'inverse sont des morphismes de
variétés.

Définition 2.1. Un tore T' de dimension n est une variété affine isomorphe a (C*)™. La structure
de groupe considérée sur T est la structure de groupe de (C*)™ héritée par isomorphisme.

Les caractéres d’un tore T' désignent les morphismes de variétés y : T" — C* qui sont aussi des
homomorphismes de groupes.

Les groupes & un paramétre de T' désignent les morphismes de variétés A : C* — T qui sont
aussi des homomorphismes de groupes.

Un n-uplet m = (myq,...,my) € Z" donne un caractére ™ de (C*)" défini par x"(t1,...,tn) =
ty" -+ -t Tous les caractéres définis sur (C*)™ sont de cette forme.

De méme, tous les sous-groupes & un paramétre sur (C*)" sont déterminés par un n-uplet
u = (ug,...,uy) € Z"™ qui fournit le sous-groupe a un paramétre A* : C* — (C*)™ défini par
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CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES

AU(t) = (t"1,...,t"). Les caractéres comme les sous-groupes a un paramétre de (C*)” forment
un groupe isomorphe a Z".

Les caractéres d’un tore 7" isomorphe & (C*)™ forment un groupe abélien libre M de rang n. De
méme, les sous-groupes a un paramétre du tore 1" forment un groupe abélien libre N de rang n.

Soient A un sous-groupe & un paramétre et y un caractére de T . La composition y o A donne un
caractére de C* et donc un morphisme t — t* pour k € Z. On peut alors définir un appariement
(,): M x N — Z défini par (x,\) = k. Ainsi M = Hom(N,Z). Si T = (C*)", I'appariement
est simplement le crochet de dualité usuel sur Z".

La donnée d’un isomorphisme de 7" sur (C*)" induit sur N et M deux bases duales et raméne la
description des caractéres et des sous-groupes & un paramétre de 1" a la description des caractéres
et des sous-groupes a un paramétre de (C*)™.

L’égalité T'= N ®z C* conduit & noter Ty le tore associé au groupe abélien libre N.

Les groupes M et N seront le plus souvent envisagés dans leurs espaces vectoriels naturels et
donc considérés en tant que réseaux.

Définition 2.2. Une variété torique est une variété irréductible V' contenant un tore Ty ~ (C*)™
qui est un ouvert de Zariski de V' et dont la loi de groupe se prolonge a une action algébrique
de T sur V ce qui signifie que I’application de Ty x V sur V est un morphisme de variétés.

Exemple 2.1. 1) C", (C*)", P" sont des variétés toriques.

2) La courbe plane Z(z3 — y?) C C? est une variété torique dont le tore est {(t2,¢3) | t €
C*} ~ C*. L’isomorphisme est donné par le paramétrage : ¢t — (£2,13).

2.1.2 Variétés affines toriques

Il existe différentes caractérisations d’une variété torique affine : variété définie par une paramé-
trisation rationnelle, lieu des zéros d’un idéal torique, spectre d’une C-algébre engendrée par un
semi-groupe affine. Nous nous intéressons a la derniére qui conduit & une caractérisation simple
des variétés toriques affines normales.

Nous commengons par préciser la notion de C-algébre de type fini engendrée par un semi-groupe.

Définition 2.3. Un semi-groupe affine S est un semi-groupe commutatif inclus dans un réseau
et engendré par un nombre fini d’éléments ce qui signifie qu’il existe un ensemble fini & C S tel
que S =N& ={>" coamm|ay, € N}

Définition 2.4. Etant donné un semi-groupe affine S C M, 'algébre C[S] engendrée par le
semi-groupe S est ’espace vectoriel sur C engendré par S, la multiplication dans ’algébre étant
induite par I'opération de semi-groupe de S.

Soit S le semi-groupe affine engendré par & = {xi,...,xs} C M o M est le réseau des
caractéres du tore Tyy. Si M ~ Z", on peut identifier & a un ensemble {m;, ..., ms} C Z". Dans
ces conditions, 'algébre C[S] est l'algébre de type fini C[X™1, ..., X™s].

Théoréme 2.1. Soit V une variété affine de dimension n. La variété V est torique si, et
seulement si, il existe un semi-groupe affine S d’un réseau de rang n tel que V = Spec(C[5]).
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Exemple 2.2.
1) Le semi-groupe affine N* C Z" engendre I'anneau de polynémes a n indéterminées et donc
C™ = Spec(C|N"]).
2) Siey,...,e, est une base du réseau M de rang n alors M est engendré comme semi-groupe
par 'ensemble {+ej,...,+e,}. On obtient ainsi Ty = Spec(C[x™1, ..., xT]).

Une variété torique irréductible V qui contient le tore Ty comme ouvert de Zariski vérifie Ty = V
et C[V] C C[M]. Par conséquent, 'algebre de type finie C[V] est engendrée par un nombre fini
de caractéres de Ty qui s’étendent sur V.

2.1.3 Cones

La géométrie des cones polyhédraux convexes joue un réle particulier dans le domaine de la
géométrie torique. Elle permet sous certaines hypothéses de donner une interprétation duale
du semi-groupe S qui engendre I'algébre associée & la variété. Dans le cas d’une variété algé-
brique, l'interprétation duale fournit une description des ouverts affines de la variété et de leur
recollement & partir de la combinatoire d’un éventail.

Nous rappelons les définitions et les résultats principaux nécessaires a notre étude.
Définition 2.5. Soit NV un réseau et on note Ng = N ®z R 'espace vectoriel associé & .

Un coéne polyhédral convexe et rationnel de Np est une partie o de Nr de la forme o =
{>ucg At | Ay > 0} ot E est un sous-ensemble fini de N. La dimension du cone est égale
a la dimension de I'espace vectoriel qu’il engendre.

Remarque 2.1. Tous les cones considérés seront des cones polyhédraux convexes et rationnels.
Pour simplifier ’expression, on appellera cone, un céne polyhédral convexe et rationnel.

Soit M le réseau dual de N. On note Mr = M ®z R I'espace vectoriel dual sur R associé & M.
On considére un coéne o C Ng.

Définition 2.6. Le cone dual de o noté o est défini par

oV ={mée Mg | (m,u) >0, Vu o}

Soit m € Mg, m # 0, Hy, = {u € Nr | (m,u) = 0} est un hyperplan d’appui de o si 0 C H,}
ou H ={u € Ng | (m,u) > 0}.
Remarque 2.2. L’hyperplan H,, est un hyperplan d’appui si et seulement si m € " \ {0}.

Définition 2.7. Soit o un coéne, 7 C o est une face de o sl existe m € ¢V tel que 7 = o N H,y,.
De plus, si m = 0, H,;, = Ngr. Un cone est donc une face de lui-méme. Une facette désigne une
face de codimension 1, un rayon une face de dimension 1.

L’ensemble des faces d’un coéne o de dimension p sera noté o(p).

Les rayons d’un céne sont des demi-droites. Puisque les cones sont rationnels, il existe pour
chaque rayon p de o un unique vecteur u, qui engendre p N N. Les vecteurs (u,),cq(1) forment
les générateurs minimaux de o. Par définition, ils sont primitifs ce qui signifie que, dans une
base de N, les coordonnées d'un vecteur (u,) sont premiéres entre elles.

Soit ¢ un cone. On a les propriétés suivantes :
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a) Toute face de o est un cone.
b) Une intersection de deux faces de o est une face de o.
c¢) Une face d’une face de o est encore une face de o.

d) Soit 7 une face de 0. Si uy, ug € o et uy + ug € 7 alors uy, ugy € 7.

On distingue une catégorie particuliére de cones pour lesquels 0 est une face. Ces cones sont
appelés cones fortement convexes. la propriété suivante en donne une caractérisation duale.

Proposition 2.1. Soit 0 C Ng ~ R" un cone.

o est fortement conveze si et seulement si dim(cV) = n.

Si o est un cone dans N, 'ensemble S, = o N M forme un semi-groupe de M. D’aprés le
lemme de Gordan, ce semi-groupe est engendré par une partie finie, c’est donc un semi-groupe
affine. De plus, S, est saturé c’est-a-dire S, = cone(.A) N ZS, ou A est une partie génératrice
finie de S, .

Proposition 2.2. Soient 0 C Ngp ~ R" et S, = 0V N M le semi-groupe associé a o. Alors
U, = Spec(C[S,]) est une variété affine torique.

De plus, dim(U,) = n < o est fortement conveze.

Nous terminons cette section en donnant une caractérisation des variétés toriques affines nor-
males. On rappelle qu'une variété affine est normale si son anneau C[V] est intégralement clos.

Théoréme 2.2. Soit V' une variété affine torique de tore Ty . Alors on a les équivalences sui-
vantes :

a) V est normal.
b) V = Spec(Clo¥ N M]) o o un céme fortement conveze.

En particulier, T est la variété torique associée au cone fortement convexe réduit a 0.

Finalement, la donnée d’une variété torique affine se réduit a celle d’un réseau et d’un cone.
Toutefois la correspondance entre variétés toriques affines normales et couple (N, o) ot 0 C Ny
n’est pas univoque.

Exemple 2.3. Soit N le réseau Z2 et soit N le réseau contenant N défini par {(%, %) | (a,b) €
72, a+b=0 mod 2}. On considére o = cone((2,—1);(0,1)) et o’ = come((0,1);(1,0)). On a
UN,c = Un' . En considérant les réseaux duaux et les cones duaux, la caractérisation a partir
du couple (N, o) correspond & la paramétrisation ¢ : (s,t) + (s, st, st?), celle donnée & partir
de (N’,0') correspond & la paramétrisation ¢’ : (s,t) +— (s2, st,t?).

Il peut sembler plus approprié de définir une variété torique affine & partir du réseau M et
du cone o : cela permet de déterminer directement le semi-groupe affine qui génére 'algébre
associée, les générateurs du semi-groupe fournissant une paramétrisation de la variété. En fait, la
géométrie du cone dans N joue un role crucial : elle décrit le recollement des ouverts affines dans
le cas d’une variété algébrique abstraite et caractérise, en particulier, les diviseurs irréductibles
invariants sous l’action du tore.

On a ainsi le résultat suivant :
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Proposition 2.3. Soit 7 est une face d’un cone o, il existe m € 0¥ N M tel que 7 = o N Hy,.
Si o est fortement convexe alors ’algébre C[TV N M] est la localisation de Clo¥ N M| en x™ €
Clo¥ N M), c’est-a-dire C[t¥ N M] = Clo¥ N M]ym et U. = Spec(C[rY N M],m) est une variété
affine qui est un ouvert de U, = Spec(C[rY N M]).

En particulier si T est une face commune de deux cones o et o’ on a les relations

UO’QUTQUO'/'

2.1.4 Variétés toriques normales

Nous nous intéressons dans la suite aux variétés toriques normales sans facteurs toriques. Ces
variétés sont caractérisées par un éventail de dimension maximale dans I’espace vectoriel ambiant.
Le recollement dans la variété abstraite des ouverts affines (définis par des cones fortement
convexes) est décrit par la géométrie de 1’éventail constitué d’une collection de cones.

Variétés toriques définies par un éventail

Définition 2.8. Un éventail ¥ est une collection finie de cones fortement convexes telle que
I'intersection de deux cones de ¥ est une face de chacun d’eux.

Ainsi si o et ¢/ sont deux cones d’un éventail 3, I'intersection 7 = o N o’ est encore un cone de
Y et il existe m € 0¥ N (—a’V)N M tel que 7 = o N Hy, = 0/ N Hyy,.

On obtient alors

U, 2 Spec(CloY N M],m) = U, = Spec(C[(¢")" N M] ) C U,

x(—m)

Le recollement de deux variétés affines U, et Uy, 0,0’ € X, s’effectue le long de la variété torique
définie par leur face commune. On obtient une variété abstraite X, définie par ’éventail X.

Proposition 2.4. Soit ¥ un éventail dans Nr. La variété Xx, est une variété torique normale
et séparée.

La réciproque est vraie. C’est une conséquence du théoréme de Sumihiro.

Définition 2.9. Une variété torique normale est sans facteurs toriques si la dimension maximale
des cones de I'éventail est égale a celle de la variété.

Exemple 2.4. On considére I'éventail ¥ dans Ng2 ot N = Z? muni de la base canonique
e1 = (1,0) et e2 = (0, 1),

00
01

02
FIGURE 2.1 — L’éventail de P2

17



CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES

Y. est constitué de trois cones de dimension 2 : og = cone(ey, e2), 01 = cdne(eg, —e; — €3),09 =
cone(—e; — eg, €1).

La variété Xy, est recouverte par les ouverts affines U,, = Spec(C[Sy,]) ~ Spec(Clz, y]), Uy, =
Spec(C[S,,]) =~ Spec(Clz~1, 27 "y]), Uy, = Spec(C[Ss,]) = Spec(Clay ",y ')).

Exemple 2.5. La variété torique Hs correspondant a 1’éventail de la figure 2.2 est constituée

de 4 cones ot les cones de dimension 1 sont engendrés respectivement par les vecteurs primitifs

1 0 0 —1
07772 17§n3 _17774 3

La variété est obtenue par recollement des quatre variétés affines :

m

T4

04

2
01

03

02

3
FIGURE 2.2 — L’éventail de la surface d’Hirzebruch Hs

Définition 2.10. Soit o0 € N un céne fortement convexe.

Le céne o est lisse ou régulier si les générateurs minimaux de o forment une Z-base de V.
Le cone o est simplicial si ses générateurs minimaux sont linéairement indépendants sur R.
Un éventail ¥ est lisse (resp. simplicial) si chacun de ses cones est lisse (resp. simplicial).
Un éventail est complet si son support |X| coincide avec l'espace vectoriel Ng.

La propriété "X est complet" caractérise les variétés toriques compactes.

Variétés toriques compactes définies par un polytope

Un polytope rationnel de I'espace affine réel Mg est 'enveloppe convexe d’'un nombre fini de
points a coordonnées entiéres de Mp. Sa dimension est celle du plus petit sous-espace affine
qui le contient. Si le polytope est de dimension maximale, il peut s’écrire comme intersection
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des demi-espaces définies par les hyperplans d’appui qui portent les facettes de P. On notera
P(n — 1) P'ensemble des facettes de P.

Chaque facette F' de P est définie par un vecteur primitif rentrant up, normal a F'. Si P est un
polytope de dimension maximale, on a

P={me Mgr| (m,ur)+ar >0, VF € P(n—1)}.

Un polytope P de dimension maximale donne un éventail dual Xp de support égal & N : la
facette F' qui définit le vecteur primitif rentrant up correspond au rayon engendré par up. Un
sommet s de P définit un cone de dimension n — 1 engendré par les normales aux facettes de P
qui contiennent s.

2.1.5 Morphismes toriques

Soient Xy, et Xy, deux variétés toriques. Un morphisme de variétés entre Xy, et Xy, est un
morphisme torique s’il induit un morphisme de groupes entre les tores des deux variétés.

Dans ce cas, I'action du tore sur la variété est conservée par le morphisme.

Proposition 2.5. Un morphisme torique ¢ entre les variétés Xy, et Xy, est défini par un
homomorphisme qg entre les réseaur respectifs N1 et No compatible avec les éventails Y1 et .
Cela signifie que Uapplication linéaire ¢r entre (N1)r et (No)r induite par ¢ vérifie la propriété
susvante :

Vo € X1, QER(O'l) C oy € .

On dispose pour les morphismes toriques d’une caractérisation des morphismes propres & partir
des éventails des variétés.

Théoréme 2.3. Soit ¢ : Xy, — X5, un morphisme torique. Le morphisme ¢ est propre si et
seulement si g (|Za| = |21

2.2 La construction du quotient

La construction de la variété P” comme quotient de I'espace affine C**! par 'action du groupe
C* ot I'action de groupe est la multiplication de C sur C"*!. Cette construction se généralise
aux variétés toriques définies par un éventail. Nous limitons notre description aux variétés to-
riques sans facteurs toriques pour lesquelles les vecteurs primitfs de I’éventail engendrent I’espace
vectoriel Ng.

2.2.1 Diviseurs invariants par le tore.

La variété Xy est définie par un éventail de dimension maximale. A chaque rayon p de I’éventail
est associé le diviseur irréductible D,. Le groupe des diviseurs Ty-invariants est le groupe abélien

libre D), ,,5:(1) ZD,-

Les propriétés remarquables sont fondées sur ’existence d’une suite exacte :

0-M— @ ZD, — Cl(Xz) — 0,
pinS(1)
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ot la premiére application envoie x™ sur ((m, e,)),ex(1) et la seconde appelée "degré" donne la
classe du diviseur dans le groupe de Chow Cl(Xy).

Comme Homyz(—, C*) est un foncteur exact & gauche et que C* est divisible, la suite :

1 — Homg(Cl(Xy), C*) — Homz( € ZD,,C*) — Homg(M,C*) — 1
pin3(1)
est encore une suite exacte.
En posant G = Homyz(Cl(Xy),C*) et en observant que

Homz( € ZD,,C*) = Homg (2", C*) ~ (C*)*1)
pinS(1)

et Homz(M,C*) ~ Ty, on obtient la suite exacte :
1= G— (C)V 5Ty — 1.
Proposition 2.6. Le groupe G C (C*)E(l) ainst défini est isomorphe au produit d’un tore et
d’un groupe abélien fini. En particulier, il est réduit.
Le groupe C1(Xy) est le groupe des caractéres de G.

Si (e1,...,en) désigne une base de M, alors G est défini par les équations :

G={(t,) € (™| ] t5 =1, pourl<i<n}.
pEX(1)

2.2.2 Quotient géométrique et quotient quasi géométrique.

Nous rappelons a présent quelques résultats relatifs au quotient d’une variété par un groupe.

Soient X et Y deux variétés (non nécessairement toriques) et soit G un groupe dont 'action sur
X est compatible avec sa structure de variété. L’action de G sur la variété induit une action sur
les anneaux du faisceau Ox (U) ou U est un ouvert de X. Soit g € G et f € Ox(U), g- f est
définie par g - f(g - x) = f(x) pour tout z € U.

On note Ox (U)% I’anneau des éléments de Ox (U) laissés invariants par G.
Définition 2.11. Le morphisme 7 : X — Y constant sur les G-orbites est appelé bon quotient
catégorique s’il vérifie les propriétés suivantes :

a) Pour tout ouvert U de Y, Oy (U) est isomorphe a Ox (71 (U))%.

b) Si V est un fermé de X, G-invariant, alors (V') est fermé dans Y.

c) Si V1 et V, sont deux fermés G-invariants et disjoints alors w(V7) et m(V2) sont disjoints

Puisque le faisceau Oy est entiérement déterminé par G et Ox, on notera Y = X /G

Théoréme 2.4. Soit m un bon quotient catégorique alors :
a) 7 est surjective.

b) La topologie sur'Y est la topologie induite par .
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c) La propriété de bon quotient catégorique du morphisme T est conservée par restriction a
un ouvert non vide de X.

d) V(z,y) € X%, n(x)=7n(y) =G z2nG-y#0.

Si G est un groupe algébrique affine (c’est-a-dire un sous-groupe de GL,(C)) agissant algébri-
quement sur une variété X et si 7 est un bon quotient catégorique de X — X // G alors les points
de X // G sont en bijection avec les orbites fermées dans X. Le cas le plus favorable est obtenu
lorsque les G-orbites sont fermées signifiant que ’ensemble des G-orbites dans X est en bijection
avec les points de X // G. Le bon quotient catégorique est alors appelé quotient géométrique et

X // G est noté X/G.

S’il existe U un ouvert de Zariski dense dans X /G tel que 7 |=—1(u) SOit un quotient géométrique
alors le bon quotient géométrique est appelé un quasi quotient géométrique.

Définition 2.12. On dit qu'un groupe algébrique affine est réduit si son sous-groupe maximal
résoluble et connexe est un tore.

Le théoréme suivant assure ’existence d’un bon quotient catégorique lorsque G est réduit et X
est une variété affine

Théoréme 2.5. Soit G un groupe réduit qui agit algébriquement sur une variété affine X =
Spec(R) alors RE ’ensemble des éléments de R invariants sous 'action de G est une algébre de
type fini et le morphisme : X — Spec(R®) induit par Uinclusion RS C R est un bon quotient
catégorique.

2.2.3 Reéalisation d’une variété torique comme quotient d’une variété affine.

Nous revenons au cas des variétés toriques normales sans facteurs toriques.

Le groupe GG défini dans la suite exacte :
1—G— (C)D 5Ty — 1.

est un groupe réduit. L’action sur de G sur X est induite par 'action algébrique de Ty sur X.
Nous disposons du groupe G, de I'espace affine C=M) qui se déduisent tous deux des rayons de
I’éventail.

Chaque cone o € ¥ définit un monome dit « non pertinent » % = [1,¢001) zp- L'idéal B(X)
désigne 'idéal engendré par les monomes non pertinents. Par définition de I’éventail, on a B(X) =
(z° | o € ¥(n)). Le lieu des zéros de B(X) dans C*() est note Z(X).

On déduit de I'éventail ¥, un éventail X’ pour lequel C¥(M) \ Z(X) est une variété torique. Soit
{e,) | p € 2(1)} la base canonique du réseau Z*(1). Pour tout cone o € ¥, on considére le cone
o' = cone(e,, € o(1)) alors la collection des cones o’ forme un éventail %' dans R*(1),

Proposition 2.7. La variété affine C=() \ Z(X) est une variété torique d’éventail ¥'. De plus,
Vapplication de 7>V dans N qui envoie ep sur u, définit un morphisme torique m : =M \
Z(X) = Xy qui est constant sur les G-orbites.

Théoréme 2.6. Soit X5 une variété torique sans facteurs toriques et w : C*D\ Z(¥) — X5
le morphisme torique donnée a la proposition précédente alors :

21



CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES

a) 7 est un quasi quotient géométrique sous l’action de G et donc

(C*N\z(x) )G

b) m est un quotient géométrique si et seulement si 3 est simplicial.

Preuve. Nous présentons quelques éléments de la preuve du a). L’application de réseaux
donnée & la proposition 2.7 se dualise en Papplication de M — Z>() qui envoie m € M sur
((m,up)) € Z*D) . Par conséquent, le morphisme torique 7, : Uy — U, qui est la restriction de
7 a7 1 (U,) donne le morphisme dual de C-algebres 7% : CloV N M] — Clx,, p € X(1)]; défini
par 7o (x") = [l ex xfom’u"). On montre alors que les caractéres de C[M] qui sont définis sur
U, sont en bijection avec les monémes G-invariants de Clz,, p € X(1)],,. O

2.3 L’anneau de coordonnées homogénes

Définition 2.13. On appelle anneau de coordonnées homogenes de la variété torique Xy (sans
facteurs toriques), I'anneau S = Clz,, p € X(1)]. Cet anneau contient I'idéal des monémes non
pertinents.

L’anneau S est un anneau gradué par le groupe de Chow Cl(Xy). Un monéme Hpmz(l) xgp
a pour degré [¥,b,D,] ot D, est le diviseur irréductible T- invariant associé au rayon p. La
graduation définie sur S est liée au groupe G = Homyz(Cl(Xyx),C*). Un polynéme f est un
polynéme homogéne de degré a = ¥,a,D,, si et seulement Vg € G, Vo € C*N), f(gz) = g*f(z)
ot a= (ap).

2.3.1 Correspondance entre sous-variétés fermées et idéaux homogénes.

On sait que dans un espace projectif, un idéal homogéne définit une variété projective. Ce fait
se généralise aux variétés toriques.

Cas simplicial Le quotient géométrique permet dans ce cas d’identifier un point p de Xy, et
sa classe selon G. Un point x = (7,),ex(1) tel que m(z) = p est appelé systéme de coordonnées
homogénes de p. Si x est un zéro d’un polynéme homogéne f dans C>1)\ Z(X) alors f(g.z) =0
pour tout g € G. L’équation f = 0 a donc un sens dans la variété Xsy.

Proposition 2.8. Soient Xy une variété torique et S son anneau de coordonnées homogénes
alors le lieu des zéros dans Xx, d’un idéal homogéne de S définit une sous-variété fermée de Xy,
et toute sous-variété fermée de Xx. s’obtient comme lieu des zéros d’un idéal homogéne de S.

On obtient une version torique du théoréme des zéros de Hilbert.

Proposition 2.9. Soit X5, une variété torique simpliciale d’anneau de coordonnées homogénes
S. L’idéal B(X) désigne l'idéal engendré par les mondémes non pertinents. Si I est un idéal
homogéne de S et V(I) son lieu des zéros dans Xy, alors

V()=0<3leN BX)'CI.
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Proposition 2.10. [l existe une relation biunivoque entre les sous-variétés fermées de Xx, et
les idéaux radicaux homogénes de S inclus dans lidéal B(X).

Cas non simplicial Dans le cas non simplicial, la correspondance entre idéaux homogénes
et sous-variétés fermées subsistent mais la bijection entre idéaux radicaux homogénes et sous-
variétés fermées est perdue.

Proposition 2.11. Soient Xy, une variété torique et S son anneau de coordonnées homogenes.
Si I est un idéal homogéne alors

VI)={peXs|3zen'(p), flx) =0 Vfel}

est une sous-variété fermée de Xx. De plus, toutes les sous-variétés fermées de Xy, s’obtiennent
de cette fagon.

Nous présentons un exemple qui illustre la perte de 'injectivité entre I’ensemble des sous-variétés
fermées de Xy et celui des idéaux radicaux homogénes contenus dans B(X).

Exemple 2.6. On considére le cone o = cone(eq, e2, €1 +e€3,e2+e€3). On a Cc=M) =4 etZ(X) =
(). Un calcul direct donne G' = {(g,9,9%,g7!), g € C*} ~ C*. Par conséquent,

U, = Spec(C[aﬁl,xQ,xg,m]G) = Spec(C[z1x3, T124, T2T3, T2T4]).

On en déduit 'expression de m, 7(x1, 2, 3, 4) = (T123, 124, Tax3, Toxy). Les idéaux radicaux
(x1,29), (w3, m4) €t (w1, T2, T3, 24) caractérisent la méme sous-variété fermée de Xy, réduite au
point {0}.

2.3.2 Coordonnées homogénes.

Dans le cas des variétés simpliciales, on peut distinguer des systémes privilégiés de coordonnées
homogénes.

Proposition 2.12. Soient Xx, une variété torique définie par un éventail ¥ de dimension n et
o € X(n). Soit (e7,...,e) une base de M réseau dual de N qui définit le tore T de la variété
Xs.

a) Tout point de U, C Xx. admet un systeme de coordonnées homogenes (x,),ex(1) tel que
x, =1 pour p ¢ o(1).

b) Sio est simplicial, le nombre de systémes de coordonnées homogénes de cette forme est au
plus égal a |det((e},up))| ot u, est le vecteur primitif du rayon p € o(1). En particulier,
tout point de U, appartenant ¢ T a exactement |det({e],u,))| systémes de coordonnées
de cette forme.

Preuve.

On note s = card(X(1)), (u1, ..., us) les vecteurs primitifs des rayons de X(1) et (uy,...,up) p >
n, les vecteurs primitifs des rayons de o(1).

Les systémes de coordonnées homogénes d'un point de U, = Spec(C[X1, ..., X ]x,) / G sont de
la forme (x1,...,xs) tels que H;:p—l—l xzj # 0.
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On prouve l'existence d'un élément (g1,...,9s) € G tel que g; = T L pour j > p.

S

P
-1 ~1 (efuy) (efu;) :
(G152 Ops Tpigseees g ) €EG = ng 7= H z; 0 Vi=1,...,n.
Jj=1 Jj=p+1

Or o € X(n), pour une indexation convenable les vecteurs primitifs (u1,...,u,) forment une
base de R".

eru;
On pose encore y; = [[7_, 4 i)

J et on fixe g; = 1 pour n < j < p, on obtient alors :
* g (€7 uj)
" et S e H;L:1|gj|<e“u]> = ‘H;:p—f—l z; |
. ei sUj _ ei sUj
Vi=1,...,n ng = Ha;j — -
=1 j=p+1 — e;u;
’ = 2j=ilelug) arg(gy) = arg([ oy ;) (mod 2m)
Le systéme a donc au moins une solution ce qui montre I’assertion a).

On suppose que o est simplicial alors p = n.

Soit p € Xy, d’aprés a), il existe un systéme de coordonnées homogénes de la forme z =
(1,...,@pn,1,...,1). Comme o est simplicial, ’ensemble des coordonnées homogenes de p se
réduit a la classe G - z. Par conséquent, un systéme de coordonnées homogenes =’ = (zf, ..., z})
du point p vérifie la propriété a:; = 1 pour j > n s'il existe g = (g1,.--,9n,1,...,1) € G tel que
=g x

n
G1seeergns L ) €C = [[o" =1, i=1,...,n
7j=1

Vi=1,...,n

= I lggllm) =1
et
>oioiler,uj)arg(g;) =0 (mod 27)

Le premier systéme est de Cramer de déterminant det({e},u;)); j=1,..n # 0. Il admet donc une
solution unique. Le nombre de systémes de coordonnées homogénes de la forme souhaitée est
donc le nombre de solutions du second systéme.

Le systéme vérifié par les arguments des g; se traduit par 1'égalité matricelle : PO = 27K ou
P est la matrice de passage de la base canonique de N a la base ((u1,...,uy), © la matrice
unicolonne des arguments des g; et K une matrice unicolonne a coefficients entiers.

Soit A la réduite de Smith de P, P = LAR, A est une matrice diagonale & coefficients entiers
et L, R sont deux matrices Z -inversibles. L’égalité matricielle PO = 27K est équivalente au
systétme AQ' = 271K’ ot © = RO et K’ = L™K, K’ est encore une matrice a coefficients
entiers. On considére le systéme A©®" = 0 [27] ou 0 désigne la matrice nulle unicolonne de
dimension n. Ce systéme admet exactement det A solutions modulo 2. Comme det A = det P =
det(ug, ..., up), on en déduit 'assertion b).

Dans le cas d’un cone régulier (ou lisse), on a 'unicité d’un tel systéme de coordonnées homo-
genes.

O
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2.3.3 Faisceau associé a un diviseur 7y-invariant.

Soit D est un diviseur de Weil sur la variété normale Xs. Le faisceau Ox (D) est le faisceau
qui associe a 'ouvert U C Xy, 'anneau de fonctions

{f € C(Xx)" | (div(f) + D)y = 0} U {0}

Proposition 2.13. 5i D est Tn-invariant,D == Zpez(l) ap,D,, on a la description suiante
des sections globales comme sous-espace vectoriel de C[M] :

F(XxvﬁXE(D)) = @ (C'Xm
x™€l(X5,0x (D))

= @ C-x™.

X"EPD

Pp est le polyhédre (non nécessairement borné) intersection des demi-espaces définis par les
inéquations (m,u,) + a, > 0 avec u, le vecteur primitif qui engendre p.

Remarque 2.3. Si Xy, est une variété torique compacte alors Pp est un polytope (éventuellement
réduit a I'ensemble vide) et les sections globales des faisceaux Ox, (D) sont des sous-espaces de
dimension finie de C[M].

Les sections globales peuvent étre encore décrites a un isomorphisme prés & l'aide des compo-
santes homogénes S, de I'anneau gradué S .

Proposition 2.14. Si D est Ty-invariant et a = [D], alors

I'(Xs, Oxy (D)) ~ S,.

L’isomorphisme entre les espaces I'( Xy, Ox (D)) et S, est donnée par I’application

X" = H xfjm’u">.
pEX(1)

Définition 2.14 (Homogénéisation d’'un caractére par un diviseur). Soit D un diviseur T-

invariant et a = [D] son degré. L’homogénéisation du caractére x™, m € Pp, par le diviseur D

est le mondme de HpEZ(l) x,gm’u”) qu’on écrira encore 2{m,D)

2.4 Polynomes de degré sans points de base et polyndmes de
degré amples

On s’intéresse aux diviseurs de Cartier T-invariants sans points de base et aux diviseurs de
Cartier Ty-invariants amples qui jouent un réle central dans cette étude. Nous en donnons une
caractérisation simple & partir de leur polytope associé dans le cas d’'une variété torique compléte.

Nous commencons par rappeler quelques résultats sur les diviseurs de Cartier 1T y-invariants dont
I’ensemble est noté CDivry. Soit Xy une variété torique normale et sans facteurs toriques.

De la suite exacte courte
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0—-M— @ ZD,— Cl(Xz) —0,
pinS(1)

on déduit pour les diviseurs de Cartier Ty-invariants, la suite exacte courte

M — CDivry — Pic(X) =0

ot Pic(X) est le groupe de Picard de la variété Xs.

Ainsi les diviseurs de Cartier Tn-invariants engendrent le groupe de Picard.

2.4.1 Caractérisation des diviseurs de Cartier Ty-invariants.

Théoréme 2.7. Soit D = ZpEE(l) ap,D, un diviseur de Cartier Tx-invariant d’une variété
torique normale Xy, alors D est le diviseur d’un caractére sur tout ouvert affine U,, o € X.

De plus, si X5, est sans facteurs toriques
V.o € ¥(n),A'm, € M, Dy, =div(xm,)
le point m, est entiérement déterminé par les équations (mqy,u,) = a,, p € o(1).

Si la variété torique est simpliciale, la seconde proposition du théoréme revient & énoncer que la
solution du systéme de Cramer

(Mo, up) = ap, Vpea(l)
est dans les entiers.

Définition 2.15. On dit qu’'un diviseur de Weil est Q-Cartier s’il existe un multiple entier
positif de ce diviseur qui soit de Cartier

Proposition 2.15. Soit X une variété torique normale simpliciale.

Tout diviseur de Weil sur la variété Xy, est Q-Cartier.

Preuve. Soit D un diviseur de Weil, D admet un diviseur équivalent D’ T-invariant. D’autre-
part, pour tout o C X, det(u,) eq(1) - D' U, est le diviseur d'un caractére. On note Yyax la sous-
collection de X constituée des cones de dimension maximale. Le diviseur (]] ves., (det(up) peg(l)))-
D' est de Cartier. Le diviseur équivalent ([T, cx.  (det(up)peo(1))) - D est aussi de Cartier ce
qui achéve la démonstration. O

Ce résultat admet une réciproque.

Proposition 2.16. Soit Xx, une variété torique normale. Si tout diviseur de Weil sur Xy est
Q-Cartier alors Xy, est simpliciale.

Preuve. Soit n la dimension de la variété Xy. Puisque Xy est sans facteurs toriques, on montre
que Vo € ¥(n), 'ensemble (u,,p € o(1)) forme une base de Ng. Soit U, l'ouvert affine corres-
pondant au cone o dans X(n). On note (p1, ..., pn) les rayons du cone o. le groupe B ¢, 1) ZD,
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décrit I’ensemble des diviseurs Ty-invariants sur U,. Soit k, € N* tel que k, - D, soit de Cartier
sur Xy et par conséquent sur U,. Par suite, le morphisme

n
M — Pk, - D,
j=1

m — (Ko (M, up,)s oo kp, (M, )
est surjectif. Si le réseau N est rapporté a la base (e,...,e,) et le réseau M a la base duale
(e],...,ey) alors le morphisme ci-dessus est caractérisé par la matrice M = ({e], kp, u,;)ij). De
plus, det M # 0.
Ona M = ([[j_, ky,)'P ou P est la matrice des coordonnées de (uy,, ..., up,) dans la base
(é1,...,en). Donc (up,, ..., up,) est une base de I'espace vectoriel Ng.

|

2.4.2 Diviseurs sans points de base.

Un diviseur de Cartier D sur une variété normale X est déterminé localement par un couple
(Ui, fi) ou U; est un ouvert affine de X, f; € I'(U;, Ox) et D|y, = div(f;). Si f € T'(X, 0(D))
alors f - fi € I'(X, Ox) et f;j/fi € T'(UiNUj, Ox) est une fonction de transition entre U; x C
et U; x C, la fonction f est donc une section globale d'un fibré en droites dont les fonctions de
transition sont les f;/f;. On montre le résultat suivant.

Théoréme 2.8. Le faisceau O (D) d’un diviseur de Cartier D sur une variété normale est le
faisceau des sections d’un fibré en droites.

Définition 2.16 (Sections globales sans point de base). L’espace vectoriel T'(X, &(D)) des
sections globales du faisceau &'(D) est sans points de base si pour tout point p € X, il existe s
une section globale telle que s(p) # 0.

Définition 2.17. Un diviseur de Cartier D d’une variété normale X est sans points de base si
I'(X, 0(D)) est sans points de base.

Si D est sans points de base et D' ~ D alors D’ est sans points de base. Il est donc possible de
définir un degré sans points de base.

Dans le cas d’une variété torique Xy, définie par un éventail complet ¥, il existe une caracté-
risation simple des diviseurs de Cartier Ty-invariants sans points de base a ’aide du polytope
associé.

Théoréme 2.9. Soient X une variété torique définie par un éventail complet 3 et D un diviseur
de Cartier, Tn-invariant sur X. Pour tout o € ¥(n), D|y, = div(x—m, ) alors D est sans points
de base si et seulement si {m, | 0 € £(n)} est ’ensemble des sommets du polytope Pp.

Définition 2.18. Soit Xy, une variété torique normale, compléte et .S son anneau de coordonnées
homogeénes alors P € S est de degré sans points de base s’il est ’homogénéisation d’un caractére
par un diviseur sans points de base.
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Un diviseur de Carier T-invariants sur une variété torique compléte définit un plongement
de la variété sur un espace projectif. On rappelle que si Xy est une variété compléte et D =
> pes(1) @pDp un diviseur Ty-invariant alors les sections globales du faisceau (D) forment un
C-espace vectoriel de dimension finie engendrée par les caractéres x,, ot m € M N Pp. Soit s le
nombre de points & coordonnées entiéres contenus dans le polytope Pp alors le plongement ¢p
est défini comme suit

X —ps!

P (X1 (D), - - s Xms (D))

Localement sur I'ouvert U,, le plongement est donné par

U, — ps—1

P> (Xemo (P)Xm1 (D), -+ s X (p) Xoms (D))

o D|y, = div(x—m,. De plus si D est sans points de base et m, est I'un des sommets du
polytope Pp puisque D est sans points de base.

2.4.3 Diviseurs amples.

Définition 2.19. Soit D un diviseur de Cartier Ty-invariant sur une variété torique normale
et compléte.

Le diviseur D ou le faisceau &(D) est trés ample si D est sans points de base et 1’application
¢p est un plongement fermé.

Le diviseur D ou le faisceau &(D) est ample si kD est trés ample pour une entier k > 0.

Soit P un polytope rationnel de dimension maximale dans Mk ~ R"™ et donné par les hyperplans
limitants définis par les vecteurs primitifs ng qui forment des normales rentrantes aux facettes

P ={m e Mg | (m,nr) > —ap pout toute facette F'}.

Proposition 2.17. Soient Xp la variété torique et Dp le diviseur associés a P. Alors Dp est
ample et sans points de base et pour tout n > 2, kDp est trés ample pour tout k > n — 1.

Proposition 2.18. Soit Xy une variété torique normale et compléte et soit D un diviseur de
Cartier Ty -invariant sur Xs:.

Si D est ample alors D est sans points de base et Xs; = Xp,,.
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Chapitre 3

Eclatement d’une variété torique

Il est possible de décrire I’éclatement d’une variété torique & partir des systémes de coordonnées
homogénes de ses points. Nous établissons dans cette partie, ’expression analytique d’un éclate-
ment d’une variété torique et étudions son effet sur un certain type de diviseurs invariants sous
I’action de son tore. Nous commencons par donner la définition du raffinement d’un éventail
associé a une variété torique.

Le but est de réaliser ’éclatement d’une variété torique non simpliciale en une variété torique
simpliciale.

3.1 Raffinement d’un éventail

Définition 3.1. Soit NV un réseau et soit X un éventail dans 'espace vectoriel N ® R, on dit
qu'un éventail ¥’ raffine I’éventail ¥ si

a) tout cone de X’ est contenu dans un cone de X

b) 3] = [&].

Proposition 3.1. Soient X et 3 deux éventails dans N QR alors [’éventail X' est un raffinement
de ¥ si et seulement si

i) les cones de o de dimension maximale sont réunions de cones mazimauz de Y.
s |y
i) || =¥

Preuve.
1) On montre que les propositions a) et b) impliquent les propositions i) et ii).
On note n la dimension de I’éventail ¥. Soient o € ¥(n) un céne de dimension maximale et

Uo/co o' la réunion des cones de I'éventail ¥ contenu dans o. Cette réunion est non vide
o'ex’
puisqu’elle contient au moins le cone minimal de |X|. On prouve que Into C |J,/c, 0’ ce
o'ex’
qui montre que 0 =Into = |J,/c, 0.
o'ex’
Sil existe p € Int o tel que p ¢ |J,/, 0, le point p est contenu dans un cone of, € ¥'(n)
o’'ey’!
car |X| = |¥'| et de plus of, ¢ 0. D’apreés a), il existe og € X(n) tel que o, C o alors

oo # o et p € oy.
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Or (Int o) Nog = () par définition d’un éventail. D’ou

Into C U o
o'Co

o'eX’

2) Pour établir la réciproque, il suffit de montrer que tout cone de dimension n de ¥’ est
inclus dans un cone de méme dimension de I'éventail X. Soit o(, € ¥'(n), il existe o € X(n)

tel que IntoyNo # P car |X| =Y. Oro = ,c, o, dou
o’ex’(n)

(Into() No = (Into})) N (Uprce0’) = Ugrco (Int oy N o).
Comme (Int o)) No # 0, il existe o’ C o tel que (Int o)) N o’ # () alors o, = o’ car ¥’ est

un éventail.

O

Puisque le réseau N est identique pour les éventails X et ¥/, I'identité de IV dans N est compatible
avec les éventails ¥/ et ¥ par définition de ¥’ et induit un morphisme torique entre les variétés
toriques Xy et Xx.

Il existe toutefois plusieurs fagons de raffiner un éventail selon que I’on ajoute ou pas des rayons a
I’éventail. Nous examinons dans la suite, un cas particulier de raffinement qui consiste & ajouter
des cones de dimension 1. L’étude des subdivisions étoilées s’inspire pour une large part de
[11] chapitre 11.

Définition 3.2. Soit ¥ un éventail dans Ng et n € || N N, un vecteur primitif. On définit la
subdivision étoile ¥*(7) qui comprend les cones suivants :

a) o €Xsindgo.

b) cone(n,7)sing¢reXet {n}UT CoeX.

Proposition 3.2. La subdivision ¥*(n) est un éventail qui raffine ¥. De plus, ¥*(n)(1) =
(1) U py o py = cone(n).

Preuve.

1) On montre que X*(n) est un éventail.

Soit cone(n, 7) un cone de X*(n) du type b). Comme {n}Ur C o € X et n ¢ Vect(r), cNVect(r) =
T et par suite, dim(cone(n, 7)) = dim7 + 1.

On commence par prouver que les faces des cones de la subdivision sont des cones de la sub-
division. La propriété est clairement vérifiée le cas des cones de type a. Considérons un cone
de type b. Il est de la forme cone(n, 7). Soit & une face de cone(n, 7). Il existe un hyperplan
H,, = {u € Ng, (u,m) = 0} ou m # 0 et m € cone(n,7)" tel que 6 = H,, N cone(n, ).
Puisque 7 C cone(n, ) et cone(n) C cone(n,7), on a les inclusions cone(n,7)¥ C 7V et
cone(n, )V C come(n)¥ donc m € 7V et (m,n) > 0.

Si (m,n) = 0 alors n € Hy, et 6 = cone(H,, N7,m). Or m € 7V donc H,, N7 est une face de 7
et par suite un cone de ¥ alors cone(H,, N7,n) € £*(n). Si (m,n) >0, = Hy, N7 € ¥*(n).

On prouve a présent que l'intersection de deux cones de ¥*(n) est une face de chacun d’eux.
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La propriété est clairement vérifiée lorsqu’il s’agit de 'intersection de deux cones de type a. Il
reste & examiner deux cas.

i) On considére le cas ou 7 n’est contenu que dans I'un des deux cones. Soient o un cone
de type a et cone(r,n) un cone de type b. On a I'égalité cone(r,n) No = 7 No. En effet,
I'inclusion 7 N o C coéne(r,n) N o est immédiate. Réciproquement, soit u € cone(r,n) N o,
u s’écrit u = ug + an avec ug € T et a > 0. Soit ¢’ un cone de ¥ contenant 7 et 7. D’une
part ug et n appartiennent a ¢/, d’autre part u € o N o’ qui est une face de o’. donc ug et
an appartiennent également a la face c Mo’ de ¢’. D'odt e =0 car ) ¢ o et donc u € 7. La
conclusion vient en remarquant que 7 N o est une face de o et de cone(r,n).

ii) Soient cone(r,n) et cone(re,n), deux cones de type b. On montre que codne(ri,n) N
cone(r,n) = cone(r; N 12, 7).
L’inclusion cone(r; N m2,n C cone(r,n) N cone(m,n) est directe. Réciproquement, soit
u € cone(ry,n) N cone(ma,n), u = u; + a;n avec u; € 7; et o > 0, i = 1,2. Supposons
a1 > ag alors ug = u; + (a1 — ag)n € cone(ry,n). D’aprés i), ug € 71 N 1o et donc
u = ug + agn € cone(r1 N 72,m). On observe enfin que 71 N 72 est une face de cone(r,n) et
cone(a,n).

2) L’éventail ¥*(n) raffine X.

I1 suffit de montrer que tout cone de 3(n) contenant 7 est une réunion de cones de ¥*(n) puisque
les autres cones de dimension n sont gardés dans ¥*(n).

Soit 0 € X, n € o et soit u € . On considére les générateurs minimaux (m;)i_; de ov. Pour
tout m;, (m;,n) > 0. On pose alors
<mivu>

AMu) = min .
() (mim)>0 (i, 1)

Il existe i tel que (m;,n) > 0 car n # 0 et donc A(u) est bien défini.
De plus, u — A(u)n appartient & o. En effet, pour tout i, (m;,u — A(u)n) > 0.
Si (mj,u)y = 0, (m;,u — An) = 0; sinon (m;,u — An) = (mmﬁ(% — A) > 0, par définition

(mim
<mj vu>

de A(u). Pour le générateur m; tel que A(u) = (mmy O a (mj,u—An) =0 dot u— A(u)n

est Hy,; Mo qui est une face de o. Cette face ne contient pas 7 car (m;,n) > 0. On obtient
u € cone(Hp,; No,n) ce qui achéve la démonstration de 2).

3) X*(n)(1) = X(1) U py.
Il suffit de remarquer que p;, = céne(0,n) et qu’il existe o € ¥ contenant 7). Par suite, p, € X*(n).
Les autres rayons de ¥ sont des cones de type a donc dans ¥*(n)(1). O

Remarque 3.1.

1) Le vecteur n peut étre ou non un vecteur primitif de I’éventail initial.

2) L’éventail ¥*(ns4+1) est un raffinement de 1’éventail . Les rayons de ¥*(nsy1) forment
I'ensemble (1) U py,,,. De plus, si 7 est le cone minimal de ¥ contenant 741 alors tout
cone engendré par 1541 et une facette de 7 est un coéone de X*(ns41).
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3) On observe que la construction du nouvel éventail ¥*(ns41) qui raffine ¥ en ajoutant le
vecteur primitif 7,41 n’affecte que le céne minimal de 7,41 dans X et les cones de ¥ qui le
contiennent. Ainsi parmi les cones de ¥ conservés dans ¥*(ns41) se trouvent les cones de
T et tous les cones de X distincts de 7 et de méme dimension que 7.

3.2 Raffinement d’un éventail non simplicial en un éventail sim-
plicial

On rappelle qu’un éventail est simplicial si tous ces cones sont simpliciaux.

Les raffinements étoilés suggérent deux modes de raffinement d’un éventail non simplicial en un
éventail simplicial suivant que des cones de dimension 1 sont ajoutés ou pas a I’éventail initial.

On note X I’éventail initial et ¥/ I'éventail simplicial qui raffine X et que I’on construit ci-dessous.

3.2.1 Meéthode 1 : ajout de rayons a I’éventail

La méthode consiste a remplacer les cones non simpliciaux par des éventails constitués de cones
simpliciaux en considérant d’abord les cénes non simpliciaux de plus petite dimension. On pro-
céde donc par induction.

Les cones de dimension inférieure ou égale a 2 sont simpliciaux.

On considére la suite finie des cones (o4) ol ¢ indexe les cones non simpliciaux de I’éventail
initial ¥ en respectant I'ordre donné par les dimensions ce qui signifie que ¢; < g2 = dim(oy,) <
dim(cg,). On construit ainsi une suite finie de raffinements (¥£,) telle que ¥g = ¥ et ¥y =
35 (Nstq+1) OU Nsyqy1 est un vecteur primitif dans Int(o,). D’aprés la remarque 3.1, I'éventail
Yg+1 = X5(Ns+q+1) substitue au cone o441, un éventail de cones de méme dimension que celle
de 0441 sans modifier les cones de ¥, qui sont de dimension égale ou inférieure a dim(og41).
Ainsi en remontant dimension par dimension on obtient, au terme d’un nombre fini d’itération
strictement inférieur au nombre de cones dans X, un éventail simplicial qui est un raffinement
des éventails successifs obtenus dans le processus et, en particulier, de ¥y = X.

3.2.2 Meéthode 2 : ¥(1) = ¥/(1)

On montre le résultat suivant

Proposition 3.3. Tout éventail ¥ admet un raffinement X' vérifiant les propriétés suivantes :
a) X est simplicial et X' (1) = X(1).
b) ¥ contient tous les cones simpliciauz de 3.

Preuve. La preuve s’opére par récurrence finie sur le nombre de diviseurs D,, p € 3(1) qui ne

sont pas Q-Cartier sur la variété Xy.

Soit Eyx; = {p € ¥(1), D, n’est pas Q-Cartier}). On pose r = |Ex|.

Si r = 0 alors tous les diviseurs irréductibles D, associés aux rayons de ¥ sont Q-Cartier. Or

tout diviseur de Weil sur Xy, est équivalent & un diviseur de Weil Ty-invariant et les diviseurs
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D,, p € ¥(1) engendrent les diviseurs de Weil Ty-invariants donc tout diviseur de Weil est Q-
Cartier sur Xy, par conséquent la variété Xy est simpliciale ce qui signifie que X est un éventail
simplicial.

Sir > 0 on prend p; € X(1) tel que D, n’est pas Q-Cartier et on considére la subdivision
¥*(np,) ol 7n,, désigne le vecteur primitif qui engendre p;. L’éventail ¥*(n,, ) garde les mémes
rayons que .

On montre que D, est Q-Cartier sur la variété Xy(n,)- 11 suffit de déterminer un entier k > 0
tel que, pour tout o € X*(1,,) de dimension maximale, kD, |, = div(x~"7). On rappelle que
les cones de ¥*(1),,) sont de deux types : il s’agit des cones de ¥ ne contenant pas p; et des
cones de la forme cone(r, p1) ol p; et 7 sont deux faces d’un méme cone de ¥ et p; n’est pas un
rayon de 7. Soit o un cone de dimension maximale de X*(1,,). Si p1 ¢ o(1) alors Dy, |; =0
et my = 0 € M sinon o = cone(r, p1) avec 7 une facette d'un cone de dimension maximale de
Y. Puisque p1 ¢ 7, le vecteur primitif 7,, n’est pas un vecteur de Vect(7) sinon tout hyperplan
contenant 7 contiendrait également p; et p; serait dans 7. On considére une base de Vect(7)
constituée de vecteurs primitifs 7,/, p" € o(1). Il existe un unique m € Mg vérifiant (m,n,) =0
pour tout p’ € o(1) et (m,n,) = 1. Par suite il existe un entier k, > 0 tel que ks - m = my, € M
et koDp, |y, = div(x~"). Soit k le ppcm des entiers k. Le diviseur kD,, est un diviseur de
Cartier surXs«(,, ).

De plus, tout diviseur irréductible qui est Q-Cartier dans la variété Xy reste Q-Cartier dans
X5 (np,)- Soit D, un diviseur irréductible et £ € N tel que kD, soit de Cartier dans Xy. Il
existe my, € M tel que kDP‘UU = div(y — —my) lorsque o est un cone de X. Dans le cas d’un
cone de type b, o = cone(r, p1). Les cones 7 et p1 sont contenus dans un cone ¢’ de 3. 1l existe
mgr € M tel que kDp|,;, = div(x™™"). Comme 7 et p; sont des faces de o' (ici p1 € X(1)),
kDp|y = div(x ") et kDp‘Up1 = div(x ™).

On obtient donc EZ*(npl) C Ex. Par conséquent, on obtient un éventail simplicial ¥’ au terme
d’une séquence finie de subdivisions étoilées.

Il reste & prouver que ¥/ contient les cones simpliciaux de . On sait que ¥’ est un raffinement
de ¥ satisfaisant 3'(1) = X(1). Soit o € ¥ un cone simplicial. Si ¢/ € ¥/ avec ¢/ C o alors
¥/(1) = ¥(1) donne o'(1) C o(1) et donc o’ est une face de o puisque o est simplicial. Comme
¥ est un raffinement de 3, o = | oY 0'Co o’. Par conséquent, I'un des cones ¢’ de cette union
est égal a o. O

Remarque 3.2. La premiére méthode permet aussi de raffiner des éventails déja simpliciaux
ce qui n’est pas le cas de la seconde. En particulier, la premiére méthode peut étre utilisée
pour raffiner un éventail simplicial en éventail régulier c’est-a-dire un éventail ot chaque coéne
de dimension maximale est engendré une Z-base du réseau N. En effet, 'ajout d’'un rayon
engendré par le vecteur primitif vecteur 7,41 a U'intérieur de cone(ny, . . ., 7, ) consiste a substituer
au cone(ni,...,n,) 'éventail formé des cones cone(ni,...,Mj,...,Mn,Mnt1) OU j = 1,...,n.
Alors Vol(ni,...,nn) = Z?ZlVol(m,...,ﬁ},...,nn+1). Par suite, |det(ni,..., %5, ...,Mnt1)] <
| det(n1, ..., )| pour tout 7 = 1,...,n. Comme les déterminants considérés sont entiers et non
nuls, il est clair qu’au terme d’un nombre fini d’itérations on obtient que tous les déterminants
des vecteurs primitifs associés aux cones inclus dans cone(ny, ..., n,) sont égaux a +1.
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3.3 Morphisme d’éclatement entre deux variétés toriques

Dans la partie 3.3, on construit de fagon explicite, un morphisme d’éclatement qui s’exprime
en fonction des coordonnées homogénes. L’explicitation du morphisme d’éclatement est donnée
dans un cas particulier qui permet néanmoins d’éclater une variété torique non simpliciale en une
variété simpliciale, dans le cas ot ¥’ est obtenu par ajout de rayons choisis de maniére adaptée.

Un vecteur primitif choisi a l'intérieur de I’éventail 3 d’une variété torique s’exprime comme
combinaison linéaire & coefficients rationnels et positifs des vecteurs primitifs qui engendrent les
rayons du cone qui le contient.

Pour tout cone o de I’éventail, nous considérons les vecteurs primitifs qui sont combinaisons
linéaires a coefficients entiers des vecteurs primitifs qui définissent o(1).

3.3.1 Morphisme d’éclatement

Soit X une variété torique sans facteurs toriques, d’éventail X. Dans cette partie, on supposera
que la variété X est simpliciale. Les vecteurs 7;, j = 1, ..., s, désignent les vecteurs primitifs qui
engendrent les rayons de Y. La variété Y est donnée par 1’éventail simplicial ¥’ qui correspond
a l’éventail obtenu en raffinant ¥ par ’ajout d’un rayon contenu dans son support selon la
construction précédente. Dans la suite, tout vecteur primitif "ajouté" & I’éventail sera choisi de
fagon & posséder une décomposition entiére dans son céone minimal. Le rayon de vecteur primitif
Nspl = Z;Zl ajn; appartient donc a I'intérieur d’un cone de dimension p, 1 < p < n de I'éventail
2. On suppose que les p premiers vecteurs 7); engendrent ce cone ce qui induit les conditions
suivantes sur les coefficients a;j : o > 0si 1 < j <pet a; =0 pour j > p, les o; sont entiers.

On rappelle qu’'une variété torique simpliciale peut s’interpréter comme le quotient géométrique
d’une variété affine par un sous-groupe du tore maximal de la variété torique. Ainsi il existe
Z € C? et G un sous-groupe du tore de X tel que

X=(C"\2)/G.

L’ensemble Z est le lieu d’annulation des monémes impropres Xz = []
la variété X .

pdo Xpr 0 € X(n) pour

Le groupe G est le sous-groupe de (C*)* défini par les s uplets (u1,...,us) de (C*)® vérifiant
les n équations : H;f:l thﬂj)

canonique du réseau M dual de N.

=1 pourtout i =1,...,n, ou les vecteurs (e;) forment la base

Un point de X correspond de maniére biunivoque a la classe d'un point de C® \. Z modulo G.

De méme, la variété torique Y s’exprime sous la forme du quotient
((Cs-l—l ~ Z/)/G/
ou Z' est le lieu d’annulation des monomes Y avec o € ¥/(n) et G’ le groupe défini par

s+1
(AL Asgn) € (C*)*+L, H )\;46"77“> =1, pourtouti=1,...,n.
7j=1

La caractérisation du groupe G’ s’obtient uniquement & partir des vecteurs primitifs des rayons
de Y et ne dépend pas des cones de dimension supérieure ou égale a 2 dans X'.
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Proposition 3.4. On considére nsyq1 un vecteur primitif dans le support de 3 tel que ns41
admet une décomposition entiére dans o, son cone minimal (i.e le plus petit cone de ¥ qui le
contienne). On pose o = cone(ny,...,Ng) et Ns+1 = Z;-lzl a;n;, a; € N*. Il existe un unique
s-uplet (aq,...,as) € N® tel que nsy1 = ijl a;n; en fitant a; =0 pour j > p.

Le morphisme w :

(CH1NZ) — (C°\2)
(ylu ey ys-‘rl) — F(yla v 7y8+1) = (y?—}-lyla v 7y?j-1y5)

définit le morphisme torique ™ de Y sur X correspondant au raffinement de ¥ en X'.

Preuve. Pour tout (y1,...,ys) € C°, 7(y1,...,¥s,1) = (y1,...,ys) donc 7 est surjective.
L’application polynomiale 7 définie de C**! sur C® est aussi un morphisme de groupes de
(C*)**! sur (C*)*. Par conséquent, 7 est un morphisme torique.

On a7(G') = G. En effet, pour tout (g1,...,9s) € G, 7(g1,...,9s,1) = (91,---,9s) et (g1,-..,9s,1) €
G’ donc G C 7(G’). De plus, pour tout i =1,...,n,

s+1

(917-~-795+1)€G <:>H 62777]>:1
7=1

<—> H ezﬂ?g g+1)<€i72521 on;) =1

S

— H el,nj H (g;+1)aj)<ei777j> -1

J=1

= T el gy =1
j=1

D’ou 7(G’) C G.

On vérifie que 7 est bien défini de (C*T! \ Z’) sur (C* \ Z).

Soit y = (Y1, .-, ¥ys+1) € (C5T1 L Z'). 1l existe un cone o’ € ¥'(n) tel que yz = 1,400 yp soit
non nul.

Si ns+1 n’engendre pas de rayon de ¢’, on peut toujours supposer que o’ est déterminé par les n
s+1

premiers vecteurs primitifs (11, ..., n,) quitte a réindexer les rayons de X, alors Yz =[] it Y;
et donc y5 = Hjﬂ1 41 Y; est non nul. Comme 7,41 n’est pas un rayon de ¢, le cone ¢’ appartient
aussi a ¥(n) et X, = HJ _pi1 X Le s-uplet (ygy y1, ..., Yot ys) vérifie H] gl ys+1y] # 0 d’ou
7(y); est non nul et 7(y) € ((Cs N Z).

Si 7511 engendre un rayon dans o', il est possible d’indexer les rayons de l’éventail tel que
o' =cone(ni, ..., Mn-1,MNs+1), Yo = H] n Yj et done ysr = [[5_,, y; est non nul. Puisque X est
un raffinement de ¥, il existe o 6 E( ) tel que ¢’ C o avec o = cone(ny,...,n,) en indexant les
rayons de ¥ de fagon convenable. Alors 7(y)s = Hj:n 1 y?jlyj = Hj:n 41 Y4, par définition des
Q;.

Montrons que 7 est surjective de C*T1 . Z’ sur C* . Z.
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Soit x = (z1,...,x5) € C° N Z; il existe 0 € X(n) tel que x5 # 0. On suppose que o =
cone(ny, ..., n,). Par suite x5 = Hj:n +12j # 0. Comme précédemment, on distingue deux cas
selon que le vecteur 7,41 appartienne ou pas au cone o.

Si ns+1 ¢ o alors o est un cone de X'(n) et 'élément y = (x1,...,x5,1) est un antécédent de

(21,...,25) dans C5T1 \( Z’. En effet, on vérifie directement que 7(y) = = et ys = HjJr;H yj =

Hj’:n—i—l zj # 0.

Sing41 € o, on considére 7 C o le cone minimal contenant 7,41. On peut poser 7 = cone(ny, ..., np)
avec 2 < p < n. Pour tout i € [1,p], le cone o, engendré par (n1,...,7i,--.,Mn,Ns+1) est dans
¥'(n) par construction de 'éventail ¥'. S’il existe 7, 7 € [1, p] tel que z; soit non nul alors I’élément
(Y1, Yst1) = (z1,...,%s, 1) est bien un antécédent de (x1,...,zs) car Yy = H‘;:nﬂ Yj XY =
H§:n+1 xj X x; # 0. Sinon tous les x;, pour ¢ variant de 1 a p, sont nuls et le (s + 1)-uplet
(Y1, ..., Yst1) défini par y; = 1 pour j € [1,p], y; = z; pour j € [p+1,s] et ys;1 = 0 vérifie
(Y1, -y Yst1) = (1,...,x5) et Ys; # 0 pour tout ¢ variant de 1 a p.

Il existe donc une application 7 qui fait commuter le diagramme :

cti\z 5 C\Z
{ \

(CH\ 2) /6" 5 (C*\ 2)/G

L’application 7 est continue de Y sur X car la topologie sur les quotients géométriques est donnée
par la topologie quotient. On vérifie également que toute fonction réguliére sur Uy, o € X(n)
donne une fonction réguliére sur Uy, o’ € ¥/'(n) et o' C 0. En effet, les fonctions réguliéres sur
)

U, sont combinaisons linéaires des fonctions []5_, X;m’nj avec (m,n;) > 0 pour tout j € I, ou

I, est I’ensemble des indices qui indexent les vecteurs primitifs de o. Or 7* (szl X ;m’nj >) =

HSHY ™03 avec (m,n;) > 0 pour tout j € I, avec o/ € ¥’ et 0/ C o. Par conséquent,
<Hj:1 Xj m)) est une fonction réguliére de 'ouvert U,.

Enfin ce morphisme est torique puisqu’il forme un morphisme de groupes entre les tores des

deux variétés Ty ~ (C*)¥T1 /G et Ty ~ (C*)*/G. O

Remarque 3.3. En adaptant la démonstration précédente & un cone de dimension inférieure ou
égale a n, on montre que la restriction de 7 & un ouvert affine U/, ¢/ C ¥’ réalise un morphisme
sur Iouvert affine U, ot ¢ D ¢’ et ¢ et ¢’ de méme dimension.

Proposition 3.5. Le morphisme d’éclatement 7 réalise un isomorphisme du tore de Y sur le
tore de X.

Preuve. Soient Ty et T'x les tores respectifs des varletes X et Y. On sait que Ty =~ (C"‘)S+1 /G
et Tx ~ (C*)*/G. Soient X, u/ € (C*)**!, 7(N)(x(i))~! € G implique que N (i)~ € 771(@).
D’aprés la preuve de la proposition 3.2, 771(G) = &/, d'ou (C*)**! /G’ ~ (C*)*/G. O
3.3.2 Composée de deux morphismes d’éclatement

La variété torique X est toujours supposée simpliciale définie par 1’éventail . Les vecteurs ns1
et nst2, choisis dans le support de X, sont deux vecteurs primitifs distincts qui engendrent des
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rayons ajoutés a 3. Nous commencons par raffiner 3 en introduisant le rayon engendré par 7,41
pour former I’éventail X1 puis le rayon engendré par 749 pour constituer I’éventail 39 résultant
des deux raffinements donnés dans cet ordre. On suppose que 7541 admet une décomposition a
composantes entiéres selon les vecteurs primitifs de son céone minimal dans X. De méme, 1z
admet une décomposition & composantes entiéres selon les vecteurs primitifs de son céne minimal
dans ;. Du fait de la nature simpliciale des éventails, les décompositions de 7541 et 7512 dans
leur cone minimal sont uniques.

Si nsy1 et Ms42 ont méme cone minimal dans l'éventail 3, il apparait aussitdot que la variété
obtenue a l'issue des deux éclatements successifs dépend de l'ordre dans lequel les éclatements
sont réalisés puisque les cones générés selon la méthode décrite au § 3 sont différents. Toutefois
I'expression de la composée des morphismes entre les espaces de coordonnées homogénes ne
dépend pas de 'ordre dans lequel les éclatements sont envisagés.

L’unicité des décompositions dans les cones minimaux fournit, en complétant les combinaisons li-
néaires par des composantes nulles, un unique s-uplet (o, ..., as) € N¥ tel que 7541 = Zj.:l a;n;
. s+1 , .
et un unique s + 1-uplet (y1,...,vs11) € N*F1 tel que ne0 = ijl vjn; car les éventails ¥ et
31 sont simpliciaux. L’expression de 1541 montre que 1542 admet également une décomposition
entiére selon les vecteurs primitifs d’un cone de ¥ : ng40 = Zj‘:l Bjn; ou Bj = v + Ysy10.
Les relations entre les coefficients s’obtiennent par identification en considérant 1'unicité de la
décomposition d'un vecteur dans son coéne minimal. Si 7541 n’est pas un vecteur générateur du
cone minimal de 7542 dans ¥; alors ys41 = 0 et les décomposions entiéres et positives de ns42
dans ¥ et X7 coincident.

Proposition 3.6. Le morphisme 7w défini entre les espaces de coordonnées homogénes a pour
exTpPTression :

_ (B Bs s
(21, -+ 2542) = (Zgp0Zep 1215 - - - » Zoq0%en1%s)-

Preuve. Le premier éclatement consiste & ajouter aux vecteurs primitifs de 1'éventail Y, le
vecteur 7,41, le second éclatement ajoute le vecteur 7,49 & 'éventail 3;. On obtient la composée
des deux morphismes d’éclatement :

Xy, X, Xy, N Xy,
z2=(21,..y2542) — Y= (Y1,..,Yst1) — == (T1,...,Zs)

Les morphismes v et x sont définis par ¥ (y1, ..., ¥s+1) = (Yot 1¥1s - - Ysi1¥s) et X (21, - . -, 2s42) =
(2l 0215 - ,zzigl Zs41) -

Par suite,
— 71 Vs+1
w © X(zlu s 728-1—2) - ‘70(2:54,-2217 s 725_?-2 ZS+1)
_ o mtenys+1 o Vs FtQsVs+1
- (Zs+2 ZerlZl? ] Zs+2 Zsjlzs)
O déduit _ B1 aq Bs Qs
n en déduit que o x(21,. .., 2512) = (ZeioZet 121, -5 ZetoZet1Zs)- O

Remarque 3.4. L’expression de ¢ o x ne dépend que des décompositions de 7nsy1 et ns1o dans
I’éventail initial.
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3.3.3 Extension au cas de r vecteurs

La variété torique X est définie par I’éventail simplicial ¥ dont les rayons sont engendrés par
les vecteurs primitifs 71, ..., 7ns. On construit 'éventail ¥ en raffinant ¥ par ajouts successifs de
r rayons engendrés respectivement par les vecteurs primitifs 7541, ..., 9s+r. On forme ainsi une
suite de r éventails simpliciaux, X1, ..., 3, = ¥/ qui sont des raffinements de ¥ = ¥y et on ¥;11
est un raffinement de ;. A I'étape i, le vecteur 754, est choisi dans || et posséde une décompo-
sition entiére dans son cone minimal relativement & 3;_1. On sait que les décompositions dans
les cones minimaux sont uniques car la suite d’éventail est constituée d’éventails simpliciaux.
Chaque vecteur 754; posséde une décomposition unique : 1s4; = Z;J:”l_l Bs+ijn; ot Berij €N
et fBs44; = 0 si n; n’engendre pas le cone minimal de 7,4; relativement a I'éventail ;1.

Proposition 3.7. Pour touti =1,...,r, le vecteur ns4; admet une unique décomposition entiére
et positive dans son cone minimal relativement a X : nsq; = ijl Qs 1j-

L’éclatement de Xy en Xsv est caractérisé par le morphisme w défini sur les espaces de coor-
données homogeénes par :

S+r s+r
_ s
T(T1y ooy Tgy Tsglyevey Tsgr) = x - ; Ts)
Jj=s+1 Jj=s+1

Preuve. Le théoréme se prouve par induction sur le nombre de vecteurs ajoutés a 1’éventail.
C’est une conséquence directe de la proposition précédente. a

3.3.4 Généralisation

Le résultat précédent se généralise & une famille de r vecteurs primitifs possédant une décompo-
sition entiére et positive dans leurs cones minimaux de X. Soit ¥’ un raffinement simplicial de
3 obtenu en ajoutant r rayons de vecteurs primitifs 7541, ..., 9s+r. Comme précédemment, on

S
note Nsti = Y51 Cstiyj 1j-
Théoréme 3.1. L’éclatement de Xx. en Xy est caractérisé par le morphisme © défini entre les
espaces de coordonnées homogénes par :

T '
_ Q54,1 AXsti,s
71'(.%'1,...,$5,$5+1,...,x5+r)—(H.%'j ml,...,ij Ts)

Preuve. On envisage les variétés toriques sous la forme d’un quotient géométrique Xy, =
(C°\N2)/G et Xsv = (CT"  Z")/G'". Le lieu Z’ dépend du raffinement choisi.

On a 7(G’) = G. En effet, soit (A1,...,Asr) € (C*)*T" et i € [0,n] alors
s+1

H)\j(.em 1 e— H)\ ey} o H )\Sik =1 @sthg ) _ 1

= IDy T o =

k=1j=1

s r (esm;)
<:>H<HA§;;’”A> =1.
j=1 \k=1
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Soit (y1,...,Ystr) € CT"  Z" alors il existe o/ € ¥’ tel que [Tj¢1, v # 0. Comme Y/ raffine
Y, il existe o € ¥ tel que ¢’ C 0. Soit X5 = ngfla X le polynome non convenable associé au
cone o de X.

On considére (z1,...,25) = (Y1, ..., Ys4r). Par définition de 7, z; = [[}_, yosi™y;. Soit j & I,
alors j ¢ I/ car o’ C o d’out y; # 0. Soit i € [1,7], si ns4; ¢ o’ alors ys4; # 0, si ns4; € o’ alors

asyi; = 0 pour tout j ¢ I,. On obtient donc Hjezfo xj # 0.

Il existe donc une application 7 continue par définition des topologies sur les quotients qui fait
commuter le diagramme :

(OSNGA N CsZ
l {

C+ 26 S (Ci 2)/G

Comme dans la proposition 3.2, on vérifie que si f est une fonction réguliére sur U,, o € X(n)
alors f o7 est une fonction réguliére sur U,: avec o/ € ¥ et ¢/ C 0. Donc 7T est un morphisme
de variétés qui est torique car il réalise un homomorphisme entre les groupes de (C*)*t" /G’ et

(C*)*/G. 0

Remarque 3.5. soit F' est un polynéme de degré donné par le diviseur Ty-invariant D =
ijl b;D; avec D; le diviseur irréductible de Xy associé a n; alors 7*(F') = F o 7 est un poly-
nome homogene de degré donné par le diviseur IT*(D) = > %, b; D+ 71 (37 asijbi) Dy

Remarque 3.6. Le morphisme 7 est un isomorphisme de (C*)**"/G’ sur (C*)*/G qui envoie
(tl,...,tn) = (tl,...,tn,l,...,l) sur (tl,...,tn) = (tl,...,tn,l,...,l).

Remarque 3.7. Le morphisme 7 est le morphisme torique propre induit par le raffinement de X
en Y.

3.4 Morphisme d’éclatement entre deux variétés toriques, cas
non simplicial

Dans cette section, I’éventail de la variété torique X n’est plus supposé simplicial. Le caractére
simplicial assure l'unicité de la décomposition (& composantes positives ou nulles) d’un vecteur
du support de I’éventail selon les vecteurs primitifs de son coéne minimal. On dispose ainsi d’une
correspondance biunivoque entre un vecteur primitif dans I’éventail et le morphisme 7 construit
a la partie précédente. Dans le cas non simplicial, un vecteur primitif admet a priori plusieurs
décompositions et chaque décomposition conduit & définir un morphisme 7 différent.

On commence par 1’étude d’un exemple.

Exemple 3.1. Dans R3 rapporté a sa base canonique (eq, es, e3), on considére le cone o engendré
p Pp q y €2, ) g

par mp = e1, N2 = €2, 3 = €2 + e3 et Ny = e1 + e3. La variété torique affine U, est définie par

I’éventail constitué de o et de ses faces. Dans le cas d’un éventail réduit & un cone, le lieu non

convenable est réduit a (). Le groupe G associé a la variété U, agit sur C*. C’est ’ensemble des
éléements (A1, A2, A3, A1) de (C*)* vérifiant les équations :

MM =1 MAd3=1 A\ =1
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D'oit G = {(A A"\ AL X e T} ~ .

L’éventail de U, n’est pas simplicial. On ajoute a o le rayon engendré par le vecteur primitif
N5 = e1 + e2 + e3. Le vecteur 75 a plusieurs décompositions en composantes positives suivant
{n1,m2,m3,M4} = M5 = M1 + M3 = M2 + 1N, qui définissent respectivement deux morphismes 7; et
79 de C° sur C%. On a

(Ysy1, Y2, Y53, Ya)
(Ysy1, Y2, Y53, Ya)

o (Y1, Y2, Y3, Y4, Ys5)

=
T2 ¢ (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5)

On note p la projection de C* sur le quotient catégoriel C* / G. On montre que po m = p o 7.

Si ys # 0 alors (ysy1, Y2, Y5y, y4) = (Us: U5 Y5 U5 ) - (U1, YsY2, Y3, Ysya)-

Les points (ysy1, Y2, Y5Y3, y4) et (ysy1,y2, Ysys, ya) sont dans la méme orbite selon G et donc
définissent le méme point dans U,.

On suppose que y5 = 0. Pour tout ¢t € C*, (t,t71,¢,t71) € G. L’action de (t,t~1,¢,t7!) sur
(y1,0,y3,0) donne le quadruplet (ty1, 0, tys,0) deméme (¢t~1,¢,¢71,)-(0,92,0,54) = (0,tys,0,tys).
On en déduit les égalités des limites :

lim ¢ - =lim ¢ 1. = .
lim ¢ (y1,0,93,0) lim ¢ (0,92,0,94) = (0,0,0,0)

D’ou G - (y1707y310) naG- (073/2>O>y4) 7& @ et donc p(y1707y370) = P(0792707y4)-

3.4.1 Morphisme d’éclatement

On reprend les notations de la partie précédente. Le vecteur primitif ns1q engendre le rayon
ps+1 ajouté a X(1). Soit 7 le cone minimal de ¥ contenant 7,41. On suppose que 7541 admet
deux décompositions & composantes positives selon les vecteurs primitifs qui engendrent 7. On

peut supposer que (11,...,7p), p < n engendrent 7. Ainsi 1,11 = Z?Zl a;n; = E§:1 Bjn; ou
les coefficients a; et 8; sont des entiers positifs ou nuls.

Soient 7, et mg les applications de C*T1\ Z' sur C*\ Z définis respectivement par les coefficients

(aj) et (B;)-

Proposition 3.8. On note p la projection de (C*\ Z) sur le quotient quasi-géométrique (C*\
Z) || G. On a Uégalité p o moy = p o mg.

Par conséquent, le morphisme T ne dépend pas de la décomposition choisie pour le vecteur Msy1.

Preuve. Par définition des morphismes 7, et mg, on a
71—04(3/17 e 73/5) = (y?j—lylﬂ e 7y?j:1yp7 yp+17 e 7y5>

et Trﬁ(yb s 73/8) = (ysﬁ_lt,_lylv ceey (ysﬁilyp7 Yp+1, - - - 7ys)-

Si Ys+1 7& 07
comme Z?zl(ﬁj —ay)n; =0, I'élément g = (yfj&al, e yf_’ﬁa”, 1,...,1) e G.

Or (yf-li,-lylv e 7y5-]|)-1yp7 yp+17 e 7y8) =4g- (y?j_Wh e 7y?-{]i1yp7 yp+17 ey ys) donc les deux
s-uplets sont la méme classe sous ’action de G.
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Si Ys+1 = 07

on vérifie que les adhérences des classes correspondant a (ygt,y1, .. ,y?ﬁlyp, Yptls--sYs)
et (yfj_lyl, e (yfilyp, Yp+1, - - -, Ys) Ont une intersection non vide. Dans ce cas, les deux s-
uplets définissent le méme point dans le quotient. L’élément g = (¢51721 . tF—a 1. 1)

appartient & G. On montre donc que

. o . (0%
Wi g (Yt oYY Yprts -0 Ys) = Mg - (U0, - Y laYps Yt -5 Us)-

L’égalité se vérifie en distinguant suivant les valeurs des coefficients (o) et (5;) :

si aj = B alors tﬁj*o‘jy?ilyj = tai*ﬁjyfilyj

st aj #
=3 . . . Bi—a, X o= Bj .
soit aj et B; non nuls alors t%7~ %y ¥ y; = 1%y y; =0
soit a;j = 0 ou B; = 0, disons a; = 0 et 3; # 0 alors tafﬁjyfilyj =0 et
lim;_q tﬁj—o‘jy?ilyj =0.

Par suite, poma(y1,...,Ys+1) =P oY1, .-, Yst1)- a

Dans le cas non simplicial, les points de la variété ne s’identifient plus aux classes obtenues
sous l'action du groupe G. Deux orbites correspondent & un méme point de la variété si leurs
adhérences ne sont pas disjointes.

On note p’ le morphisme qui définit le quotient quasi-géométrique (C**1\ Z’) / G'. Pour tout
point M € (C*+1\ Z') J G’ il existe y € (C5T1\ Z’), on définit 7 le morphisme d’éclatement par
7(M) =7 op'(y) = pon(y). La proposition 3.8 montre que lapplication 7 est bien définie.

Proposition 3.9.

Yy eCI\Z, Wy €G-y  por(y)=pon(y).

Preuve. On considére une décomposition du vecteur primitif sy dans son céne minimal 7 :
Ns+1 = 2521 a;n; ot aij = 0 pour j, 1 ¢ 7. Soit 7, le morphisme défini par cette décomposition
de MNs+1-

Soit y = (y1,...,ys) € CFIN\Z'. Un élément y' = (3}, ...,.) est dans G’y s'il existe s+1 entiers
(a1,...,asy1) vérifiant Z‘;i} a;jn; = 0 tels que pour tout 7, j € [1,s + 1], ¢} = limiot®y;.
Alors 7(y') = limeo m(t*y1, . . ., 1% +1ys41) car les coefficients (a)7_; sont positifs ou nuls. Or
T(ty, .. 1% ygyq) = (¢4, L. %) s (y). Dlou w(y') = limy o w(t%, ..., t%+1) - 7w(y). Par

conséquent m(y') € G - 7(y). O

Théoréme 3.2. Soit 1,11 un vecteur primitif dans le support de ¥ et soit o = cone(ny, ..., np)
son cone minimal. On suppose que Ns41 = Z§:1 a;n; tel que aj € N. On pose aj = 0 pour
J > p, on obtient ainsi la décomposition Ns41 = Z§:1 a;nj avec o € N.

On considére I’éventail X' obtenu en raffinant le cone o € X en un éventail par ajout du rayon
engendré par nsi1. Soit Y la variété torique associée a Y, soit Z(resp.Z') le lieu des zéros
communs aux mondmes impropres définis par X (resp.y’ ).

Le morphisme m de C¥T1 X Z" sur C¥ N Z tel que w(y1, ..., Ys+1) = (Yobi¥1s-- - Ys31Ys), définit
un morphisme torique ™ de Y sur X indépendant de la décomposition de nsy1 dans o.
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Preuve. La proposition 3.9 montre I'existence de 'application 7. D’aprés la proposition 3.8, 7
est indépendante de la décomposition choisie pour ns+1. Enfin Papplication 7 est un morphisme
torique d’aprés la preuve de la proposition 3.2. O

Un coéne o non simplicial de ¥ peut étre raffiné sans ajouter de nouveaux rayons a 1’éventail
initial. Dans ce cas, le morphisme torique 7 entre les variétés Y et X est défini par I'application
(Y1, -y Ys) = (y1,-..,ys) définie de C* . Z’ sur C* \ Z.

Nous terminons cette section en établissant ’expression de m pour la composée de deux mor-
phismes d’éclatement. On reprend les notations de la proposition 3.6. Deux vecteurs primitifs
Ns+1 €t Nsy2 sont ajoutés successivement & I’éventail X d’une variété torique X non simpliciale.
La variété obtenue au terme des deux éclatements successifs dépend de 'ordre dans lequel les
éclatements ont été opérés et des éventails qui ont été substitués aux cones minimaux de 741
et ns12. De plus, 'expression des morphismes sur les espaces de coordonnées dépend des décom-
positions a composantes entieres et positives choisies pour les vecteurs 741 et ns42. Néanmoins
le résultat obtenu a la proposition 3.6 dans le cas simplicial reste valide. L’éventail 3 est raffiné
en introduisant le rayon engendré par 7541 pour former un éventail ¥; puis le rayon engendré
par 7nsy2 pour former un éventail 3. On suppose que 7541 admet une décomposition a com-
posantes entiéres et positives selon les vecteurs primitifs de son coéne minimal dans X et que
Ns+2 admet une décomposition & composantes entiéres et positives selon les vecteurs primitifs
de son cone minimal dans >3;. Par conséquent 1,42 admet également une décomposition entiére

et positive selon les vecteurs primitifs de son cone minimal dans 3. On pose 1sy1 = Zj-:l a;n;

et Nsy2 = 3 5 Bjn; avec oy, B € N.
Proposition 3.10. On note successivement my et wo les morphismes obtenus par l’ajout de ns41

respectivement nsyo pour une décomposition positive de nsy1 et Nsy+2. Comme dans la proposition
précédente, p est la projection de C*\ Z sur (C*\ Z) JJ G alors :

_ _ B1 oa Bs o
pom oma(21,...,2512) =POMaOMI(21, .-+, Z542) = P(Zgy0Zeq121,- -+ Zet0Zet1%s)-

Preuve.

On montre que pom o ma(z1,...,2542) = p(zfiZzg}rlzl, ... ,szz?jlzs). La preuve de I'égalité
pomaomi(21,...,2s42) = p(zf}rQZ?Jlrlzl, ... ,zferzsajlzs) procéde d’un raisonnement identique.
Soit 7 le cone minimal de ¥ contenant le vecteur 7541 dans son intérieur, ns41 admet une
décomposition positive dans 7. En posant 7 = cone(ni,...,np), il existe des entiers positifs
ou nuls (aj)§:1 tels que Ns41 = Z§:1 a;n;. Une telle décomposition s’étend sous la forme
Ns+1 = Z;Zl ajnj o a; = 0 pour j > p. L’éventail 31 désigne I’éventail formé apres I'ajout de
Ns4+1 a 'éventail 3.

Si ns41 n’appartient pas au cone minimal de ¥ contenant nsyo alors le cone minimal de 3
contenant 7549 reste inchangé ce qui signifie que toute décomposition positive de 7542 a une
composante nulle suivant 7s11. Ainsi si 510 = Z‘;:l Bjn; est une décomposition positive de

Ns4+2 dans X alors ngyo = ng Bjn;j avec Bs11 = 0 est une décomposition positive de 1,42 dans
>1. la composée des deux morphismes d’éclatement 7o o 1 a pour expression :

_ a1fst1+P1 o asBsr1+B8s _a.
T2 O 771(217 ce ey Rsy Rs+1, ZS+2) - (Zs+25 Zs—il-lzl? A 23—13—25 szs—is-lzs)

Si ns41 est I'un des vecteurs primitifs qui engendrent le cone minimal de 7542 dans ;1 alors
Ns+2 = Z?:l B;'nj + Byy1ms+1 avec ﬁ; eN.
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Deux cas se présentent.

Si zg12 # 0, la relation vectorielle ?:1(63 — Bj)nj + Biiins+1 = 0 implique que I'élément

B1—P1 BIP—/Bp B +1
M0 M1 (Zgtg »---sZeqn oLy, 12,550, 1) € G.
7a16f+175£+61 7apﬁ(+176/ +6p
Donc (2,5 * yererZgig P, 1) e G
. a1Bl, 1+ asBl ., +p5 X
Par suite, les s-uplets (z, o""" "2 21, 200" 20 2) et (zfjﬂzg‘ilzl,...,zfin?jlzs)

sont dans la méme orbite selon G.

Si 2542 = 0, on montre que les systémes de coordonnées (zji?”ﬁﬁl Zgd 1215 zjig”ﬁﬁs Zg21%s)
et (zfjﬂz;’ilzl, e zf $0%g712s) définissent le méme point puisque les adhérences des deux orbites
ne sont pas disjointes. En effet, pour t € C*, (t*a16~;+1753+61, e ,t*aPBQH*ﬁ;*BP, 1,...,1) et
(ta1/35+1+61—ﬂ1’ o 0B BB 1) sont dans G. On vérifie alors que pour tout j € [1, s],

a;Bl 1+ B! ' B. Bj

B
limg %0415 5 Zg11%s

_ 1 o
= limg ¢ 2%5+1%s-

— Siq;Biy + B = Bj ousi a;B 4 + B # Bj avec a;Bi iy + B # 0 et B; # 0, 'égalité est
immédiate.

— Si By + B # Bj avec ;B4 + B; = 0 ou B; = 0, supposons ;8. + 85 =0et B; #0

ey r_B. Bi o . Bl g BB o . .
alors 1P+ =5 z§i2zsilzs =0 et limg % 7Fn ’832812“’1 241125 = 0 ce qui achéve

la preuve.

3.4.2 Effet d’un morphisme d’éclatement sur un diviseur

Les notations sont reprises des parties antérieures. la variété torique X est défini par 1’éventail
complet 3. Les vecteurs 11, ...,ns désignent les vecteurs primitifs qui engendrent les rayons de
2 et le diviseur D; est le diviseur irréductible associé au rayon engendré par n;. L’éventail X est
raffiné par 'ajout de r vecteurs primitifs ns41,...,ns4+r. Un raffinement de ¥ obtenu par ajout
de ns41, - - ., Ns+r définit une variété torique compléte Y. Les vecteurs nsyq, 1 <4 < r, admettent
une décomposition entiére et strictement positive selon les vecteurs primitifs d'un céne de X
de dimension supérieure ou égale a 2. Pour tout 1 < ¢ < r, on pose Ns4; = Z§:1 (544,57 OU
as4i,; > 0. On note 7* le morphisme dual induit par 7 entre les anneaux de polynémes gradués
S et S’ relatifs aux variétés toriques X et Y.
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Effet de I’éclatement sur le polytope d’un diviseur

Soit D = ijl b;D; un diviseur Ty-invariant. On considére szl X ;m’nj " un monome de
degré [D]. En calculant son image par 7*, on obtient

m <mv77j>+bj
(L) <11 (HYY)
7=1

7j=1

— H <H }/S—::—Zj ,77] +b )) }/J<m’77]>+bj

s

J 1 Qs+, J’7]>+ZJ 1 Qs+i,50; Y<m77]j>+bj
H s+z H J

j=1

m,MNs+i +Z] 1 Qs+, J v, m 77] b
H i I, '

7j=1

Inry * 2 N S / T n / N It / /
Le diviseur 7*(D) est égala 7, b;Di+> 14 (ijl Oés+i’jbj> Dy ; oules diviseurs Dy,..., D},
sont les diviseurs irréductibles, associés aux rayons de ’éventail ¥/ de Y.
Remarque 3.8. L’image d’un diviseur Tn-invariant par le morphisme 7* est un diviseur Th-
invariant pour la variété Y.

Proposition 3.11. Les diviseurs D et w*(D) ont méme polytope dans N @ R.

Preuve. Les variétés toriques X et Y ont méme dimension et leurs éventails respectifs sont
des éventails complets dans N @ R. par suite, les polyhédrons associés aux diviseurs D et 7*(D)
sont des polytopes. L'inclusion Pr«(py C Pp est immédiate.

Le polytope Pp est défini par I'intersection des demi-espaces d’inéquations (m,n;)+b; >0, 1 <
Jj<s.

Soit m € Pp, (m, Msti) +bsi = (M, 3051 Qi) +2 251 Qspigby = D251 Qi ((m, my)+b5) >
Odjol\lmEpﬁ*(D). O

Effet de I’éclatement sur un diviseur sans points de base

Théoréme 3.3. L%image par ©* d’un diviseur de Cartier Ty-itnvariant et sans points de base
est un diviseur de Cartier Ty-invariant et sans points de base.

Preuve.

Soit D = >2%_; b;D; un diviseur sans points de base de la varié¢t¢ X. Le diviseur 7(D) =
D=1 oD+ >0 (Z?Zl Qi bj) D) ; est un diviseur Ty-invariant de Y et Pr.py = Pp
d’aprés la proposition précédente.

On montre que 7*(D) est un diviseur de Cartier sans points de base de Y.

Soit ¥’ un raffinement de ¥ obtenu par ajout des vecteurs nsi1,...,Nsr €t soit o’ € 3'(n).
Puisque Y est un raffinement de X, il existe 0 € 3(n) contenant le cone o’. Pour une in-
dexation convenable des vecteurs primitifs de X, on peut poser o = coéne(n,...,mp), p > n

44



CHAPITRE 3. ECLATEMENT D’UNE VARIETE TORIQUE

et Nst1,...,Nst¢ les vecteurs primitifs qui engendrent o’ distincts de 1, ...,n,. Le diviseur D
est un diviseur de Cartier, sans points de base de X, il existe donc un sommet v € Pp tel que
(v, 77]-> +b; = 0 pour tout 1 < j < p. Soit 1 <@ <t <7, le vecteur 7,4, est contenu dans le cone o
done i = D5y sty avec asyij > 0. D00 (v, Msi) +bsi = D5y ajsi((m,m) +b5) = 0.
Par conséquent, v € Pp«(p) vérifie les équations (v,7,) + b, = 0 pour tout p € o’(1). Le point v
est un sommet de Pr«(p) car Pp = Pr(p). D’ou 7* (D) est de Cartier sans points de base.

O

3.4.3 Eventail dual d’un polytope d’un diviseur sans points de base

Nous examinons & présent la relation entre 1’éventail d’une variété torique compléte et I’éventail
dual d’un polytope entier de dimension n associé & un diviseur de Cartier 7T-invariant et sans
points de base de la variété. Un polytope entier de dimension n désigne un polytope convexe de
R™ non contenu dans un hyperplan et dont les sommets appartiennent au réseau Z" des points
a coordonnées entiéres.

Nous supposons que le polytope Pp est de dimension maximale ce qui assure ’existence d’un
éventail dual a Pp. La variété torique X reste définie par un éventail ¥ complet dans N QR ~ R,

Théoréme 3.4. Soit D = ijl bjD; un diviseur Ty-invariant dont le polytope Pp est de
dimension n.

Si D est de Cartier sans points de base alors ¥ est un raffinement de ’éventail dual de Pp.

Preuve.
Il suffit de prouver que tout céne maximal de X est contenu dans un céne de X p.
Le polytope Pp posséde un éventail dual complet car Pp est de dimension maximale.

On note {m,...,ns} les vecteurs primitifs définissant les rayons de X. Par définition, Pp =
{m e R™ (m,n;)+b; >0, j =1,...,s}. Une facette de Pp s’obtient comme intersection
du polytope avec I'un des hyperplans d’équation (m,n;) + b; = 0. Par conséquent, les vecteurs
primitifs qui sont des normales rentrantes aux facettes de Pp constituent un sous-ensemble de
{m,...,ns}. Les rayons de I'éventail ¥ p, sont donc des rayons de X.

Soit ¢ un cone de X(n). Comme D est un diviseur de Cartier Ty-invariant, le cone o € ¥(n)
définit un unique point m, € M tel que (mq,7n,) = —b, pour tout p € o(1). De plus, &
est complet et D un diviseur sans points de base, le point m, coincide donc avec un sommet
de Pp. Par conséquent, pour tout m € Pp, pour tout p € o(1), (m — mg,n, > 0. Do
cone(PpNM —mg,) C o¥. Or cone(Pp N M —mg) = (0}, )" ot (0')m, est le cone de dimension
n de I'éventail ¥, associé a my. On conclut que o C o7, € Xp(n).

O

Remarque 3.9. Lorsque la variété torique X est définie par un polytope P de dimension maxi-
male, le théoréme 3.4 peut s’interpréter de fagon duale sur les polytopes P et Pp. Le polytope
Pp forme alors une dégénérescence de P. Cela signifie que certains hyperplans d’appui de P ne
sont plus hyperplans d’appui pour Pp. Dans ce cas, l'intersection de 'hyperplan d’appui de P
avec Pp ne forme plus une facette mais une face de dimension strictement inférieure a n. Ainsi
I’élimination d’un rayon de ¥ dans I’éventail dual de Pp qui traduit la réunion de plusieurs cones
de X donne sur le polytope Pp, ’élimination de la facette associée au rayon.
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Remarque 3.10. Le théoréme 3.4 suppose que le polytope du diviseur D est de dimension maxi-
male. Toutefois si le polytope de D n’est pas de dimension maximale, on obtient un résultat
similaire : si D est un diviseur sans point de base d’une variété torique définie par un éventail
> alors ’éventail généralisé, dual du polytope Pp est un raffinement de . Cependant les cones
duaux ne sont plus fortement convexes (0 n’est plus le cone minimal) et forment un éventail dit
dégénére (Cf [11] Prop. 6.2.5).

Proposition 3.12. Soient D et D’ deuz diviseurs Ty -invariants d’une variété torique compleéte.
Si D+ D' est un diviseur de Cartier sans points de base tel que Ppyp = Pp + Pps alors

D et D' sont deuz diviseurs de Cartier sans point de base.

Preuve. Soient D =377 ja;Djet D'=3%7%_,b;D;, D+ D"=377_(a; +b;)D;.

Soit o € X(n). Le diviseur D+ D’ est de Cartier et sans points de base, il existe donc un sommet
v de Ppypr tel que (v,7,) + (a, +b,) = 0 pour tout p € o(1). Or Ppypr = Pp + Pj,, par suite
v =mg+m, ot my € Pp et m,, € Pp. On a (my+ml,n,)+(a,+b,) =0 et (mgy,n,) +a, >0,
(ml,mp) + b, > 0 pour tout p € o(1) dou Vp € (1), (m,n,) +a, =0et (m',n,) +b, =0 ce
qui montre que D et D’ sont de Cartier.

On considére les applications affines définies respectivement sur Pp et Pps inclus dans R™.

Prb — R PD/ — R

m. Zpea(1)<m777p> +ap “ m' Zpea'(l)<m/7 Mp) + bp.
Par définition de Pp et Ppr, le minimum de ces applications est 0. Il est atteint en m, pour la
premiére et m, pour la seconde. Comme les (1,), p € o(1) forment une famille génératrice de
R"”, le minimum n’est atteint qu’en seul point qui est nécessairement un sommet. Les points m,

et m/. sont donc respectivement des sommets de Pp et Ppy. O

Théoréme 3.5. Soit D = 77 a;D; et D' = 7% 1 b;D;, deux diviseurs de Cartier Ty -
invariants sans points de base de X. On suppose que Ppr décompose Pp, c’est-a-dire qu’il existe
un polytope Q tel que Ppr + Q = Pp alors le diviseur D" = D — D' = 3%_,(a;j — bj)D; est un
diviseur de Cartier sans points de base et Ppr + Ppr = Pp.

Preuve. Pp + Ppr C Pp. En effet, soient m’ € Pp et m” € Ppn, pour tout 1 < j < s,
(m/,nj)+b; > 0et (m",n;)+ (a; —b;) > 0 par suite (m’+m”,n;) +a; > 0. Do m’+m” € Pp.

On prouve l'inclusion Pp C Ppr + Ppr. Soit m” € Q. Le diviseur D’ est de Cartier sans
points de base, pour tout j = 1,...,s il existe m;- € Ppr tel que <m;,nj> +b; = 0. Le point
m"+m/; € Q+Pp d’otm”+m’; € Pp. Onadonc (m"+m’,1;)+a; > 0soit (m,n;)+(a;j—b;) > 0.
On en déduit m” € Pp» d’ot Pp = Ppr + Q C Ppr + Ppo.

On vérifie que le diviseur D" est sans point de base. Soit o € X(n). Le diviseur D est de Cartier
sans points de base, il existe un sommet m, de Pp qui vérifie (m,,7n,) + a, = 0 pour tout
p € o(1). Le point my, = m, +ml ou m/ € Pp: et m!, € Pps. En reprenant les arguments de
la preuve de la proposition 3.12, on montre que (m/,n,) + (a, — b,) = 0 pour tout p € o(1) et
ml est un sommet de Ppr. O

Lemme 3.1. Soit P = Conv(m;,i = 1,---,s) et P' = Conv(m},j=1,---,7) alors P+ P' =
Conv(m; +m}), i=1,--,setj=1,---,7).
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Preuve. Soit m € P et m’' € P’ alors m = >0 aym; avec ) ;_ ;= Let m' = Y%, Bjm)
avec y_ 3; = 1. Le calcul de m + m/ donne directement :

S T T S
it = 3o () o 3 (Yo
i=1 j=1 j=1 i=1

= oiB(mi +m'y)

Z’?j

avec ), ;3 = 1.
D'ou P+ P C Conv(m; + mii=1,...,8;5=1,...,7).

L’inclusion dans 'autre sens est immédiate. |

Théoréme 3.6. Soit D = Z§:1 a;D; un dwiseur de Cartier Ty-invariant sans points de base.

On considére P et QQ deux polytopes convexes & sommets entiers tels que P + QQ = Pp alors il
existe D' et D" des diviseurs sans point de base tel que P = Pp/, Q = Ppn et D = D' + D"

Preuve. On nomme 7y,...,7ns les vecteurs primitifs des rayons qui donnent les diviseurs
irréductibles D;. On définit comme suit les diviseurs Ty-invariants D’ et D" associés res-
pectivement aux polytopes P et Q : D' = Z;zl bjDj et D" = ijl ¢;Dj ou pour tout
1<j<s, bj=-—mingepnp(m,n;) et c¢; =—ming,ecqonm(m,n;).

On considére les applications affines définies respectivement sur les polytopes P et () dans R™.

P — R Q@ — R

m —  (m,n;) +0b; ot m  —  (m,n;) +c¢j.
Ces applications atteignent leur minimum en un sommet qui est de coordonnées entiéres et ce
minimum est 0 d’aprés les définitions de b; et c;.

Sim € P, on a pour tout j, (m,n;) +b; > 0. De méme si m € @ alors (m,n;) +¢; > 0 d’ou
P C Ppret Q C Ppn.

Montrons que D = D"+ D". Soit m un point de la facette de Pp associée a la normale 7; alors
(m,n;) + a; = 0. Le point m se décompose en une somme m’' +m” ou m’ € P et m” € Q. La
définition des constantes b; et ¢; assure que (m/,n;)+b; > 0 et (m”,n;)+¢; > 0. Par conséquent
(m,n;j) +bj+¢; >0 et donc b; + ¢; > aj;.

Par ailleurs, il existe mg € P et m € Q tels que (mq,n;) +b; = 0 et (m1,n;) + ¢; = 0. 11 suit
que (mo+mi1,n;)+bj+c; = 0. Le point mg+my est dans P donc a; > bj+c¢; d’ott a; = bj +¢;.
On en déduit D = D' + D”. L’égalité D = D’ + D" conduit aussitot & Ppr + Ppr C Pp.

Montrons que D" et D" sont des diviseurs de Cartier sans points de base. Soit o un cone maximal
de I'éventail engendré par les vecteurs primitifs (n;,...,7,), p > n. Comme D est sans point de
base, il existe un unique sommet m, de Pp tel que (m4,n;) = —a; pour tout j variant de 1 a p.
D’apreés le lemme précédent, le sommet m, admet une décomposition m, = m, +m! ou m/ et
m{ sont respectivement des sommets de P et Q. Les inclusions P C Pps et QQ C Pp» impliquent
que m,, € Pps et m]] € Ppr . Donc (m/,,n;) = —bj et (m!,n;) = —c; pour tout 1 < j < p. On
vérifie que m. et m/. sont uniques puisque les points m/ et m/ appartiennent a n hyperplans
indépendants.
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Comme X est un éventail complet et D’ un diviseur de Cartier sans points de base, Pp: est
I'enveloppe convexe des points m/ ot o € X(n). On en déduit que Pp, C P et par suite
Ppr = P. De la méme fagon, on obtient Ppr = Q). O

Théoréme 3.7 (Généralisation). Soit D un diviseur de Cartier T -invariant et sans points de
base.

On suppose que Pp = ZZ:1 Py, alors il existe Dy, ..., Dy des diviseurs Ty -invariants sans points
de base tels que P, = Pp, et D =% 1_| Dy.

Preuve. Le résultat s’obtient par induction sur q. O

En considérant certains types de raffinements d’éventail, ceux obtenus en ajoutant de nouveaux
rayons, nous avons pu caractériser le morphisme torique induit par le raffinement par un mor-
phisme de variétés affines sous réserve que les vecteurs primitifs des rayons adjoints soient choisis
avec une décomposition entiére et positive dans 1’éventail initial.

L’expression du morphisme entre les espaces de coordonnées homogénes ne s’étend pas au cas
général. Cependant il reste possible pour certains degrés d’exprimer I'image d’un polynome
homogéne par le morphisme dual. Le théoréme suivant constitue une réciproque du théoréeme 3.4.

Théoréme 3.8. Soit Xp la variété torique projective associée & un polytope entier P C R™ de
dimension n. Soit ¥ un éventail qui raffine X.p ’éventail dual de P. On note S et S’ les anneauz
de coordonnées homogeénes respectifs des variétés Xp et Xx.

a) Il existe D un diviseur de Cartier sans points de base sur la variété Xy, tel que S|p,) =~ S['D].

b) Pour tout diviseur de Cartier Dy invariant par le tore et sans points de base sur Xp, il
existe Dy un diviseur de Cartier, invariant par le tore et sans points de base sur Xy tel
que Sip,) = SfDQ].

Preuve. Lessommets de P déterminent par dualité les cones de ¥ p(n). A un sommet v de P, on
associe le cone polyhédral convexe C, = come(Z" NP —v) et son cone dual o, = CUV . Les cones o,
décrivent les cones de dimension n de £ p. On obtient ainsi ¥ p(n) = {0, ottvest un sommet de P}.
D’autre part, le diviseur Dp défini par P est un diviseur de Cartier invariant par le tore et ample
sur la variété Xp. Par conséquent, Dp|y, = div |v,, (x7¥) pour tout sommet v de P. On définit
le diviseur D sur Xs de la maniére suivante :

Quel que soit 7 € X(n), il existe un unique sommet v de P tel que 7 C o, car ¥ raffine Xp, on
pose D|y, = div |y, (x ).

On vérifie que D est un diviseur de Cartier sans points de base sur Xs.

Soit 7, 7" € X(n) et v,v’ les sommets de P tels que 7 C ¢, et 7/ C ¢,s. Par définition de D, on
a Dy, = div|y,(x7") et Djy, = div |y, (x™"). Si 7 N7 # {0}, il existe p € 7(1) N 7'(1) C
cy(1) Ney(1). Sip est un rayon de X p engendré par le vecteur primitif 7, il vient aussitot que
(v,mp,) = (v',m,) car Dp est un diviseur de Cartier sur Xp sinon le céone minimal de Xp qui
contient p est inclus dans le cone ¢, N¢,. Le vecteur 7, se décompose selon les vecteurs primitifs
des rayons de ¢, N ¢,y Comme (v,7,) = (v',1,) pour tout p’ € ¢,(1) N ¢y (1). On obtient par
linéarité (v,n,) = (v/,n,). Le diviseur D est donc un diviseur de Cartier, invariant par le tore
sur Xs.
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Le polytope P est défini comme intersection des demi-espaces définis par ses hyperplans d’appui.
Les vecteurs primitifs qui définissent les normales rentrantes aux facettes engendrent les rayons
de X p. On a donc

P={meR", VpeXp(l) (m,n,) +b,>0}

avec b, = —min,,ep(m,n,) = —(v,n,) pour tout sommet v appartenant a la facette définie par
7,. Le diviseur Dp associé a P s’écrit Dp = ZpEEp(l) b,D,.

Pour montrer que D est sans points de base, il suffit de prouver que P = Pp. On détermine 'ex-
pression de D dans la base de diviseurs irréductibles D,, p € ¥(1) afin d’obtenir les inéquations

qui définissent le polytope Pp. On pose D = ZpGE(l) ch;)

Pour tout p € (1), il existe un sommet v de P tel que p C ¢,. On observe deux cas distincts.
Sipe€cy(l) (ie peXp(1)), ¢, = —(v,m,) = b, par définition de D.

Sip ¢ ¢y(1), le cone minimal de X p qui contient p est inclus dans le cone ¢,. Le vecteur primitif
1, admet une décomposition positive en fonction des vecteurs 7, p' € ¢,(1). On pose 7, =
Zp/eovu) ay ny avec oy € QF. Ona ¢y, = —(v,1p) = —(v, ZP/GU'U(U Qpr 1) = ZP’EO’v(l) p by

Le polytope Pp associé au diviseur D est défini par :

Pp={meR", Ype (1) (mn,)+c,> 0}

Or Xp(1) C (1) car X raffine ¥p et ¢, = b, si p € Xp(1) d'ou Pp C P.
Si p ¢ ¥p(1) I'inéquation (m,n,) + ¢, > 0 est équivalente a

(m, Zp,e%m AN ) + 2 e, 1) @by = 0 qui s’obtient a partir des inéquations qui définissent
P puisque o,y > 0. Par conséquent, P = Pp. Le diviseur D est donc sans points de base puisque
ses données locales sont les sommets du polytope Pp .

L’égalité des polytopes P et Pp prouve aussi que les espaces vectoriels SfD} et S(p,] sont iso-
morphes.

Pour prouver la partie b), on commence par définir le diviseur Dy dans Xy. Soit 7 € X(n), il
existe 0 € X p(n) tel que 7 C o et v un sommet de Pp, tel que D1|y, = div |y, (x 7). On définit
Ds|y, =div |y, (x™"). On montre de la méme fagon qu’au a) que Dj est un diviseur de Cartier
pour la variété Xs. Si D1 = zpezp(l) a,D,, le polytope Pp, est défini par les intersections des
demi-espaces d’inéquations : (m,n,) +a, > 0 ou p € Xp(1).

On pose Dy = Zpez(l) ch;. D’apreés la définition de D, quel que soit p € (1), il existe
o € ¥ p(n) et un sommet v de Pp, tel que ¢, = —(v, 7,). Le vecteur primitif 77, admet une décom-
position positive et rationnelle dans son cone minimal contenu dans o d’oti 7, = | pea(1) Qpp' o'
ol apy € QF si bien que ¢, = =37 1) ¥ppr (v, ). Or pour tout p’ € (1), on a —(v,7,) =
ay. On en déduit comme au a) que Pp, est défini par les mémes inéquations que Pp, car
2p(1) € X(1) et les inéquations (m,n,) + 3 yeqp1) Qppr @p 2 0, p € (1) \ Ep(1) se déduisent
des inéquations (m,7,) +a, >0, p' € o(1). Par suite, Pp, = Pp,. Il vient aussitot que D; est
sans points de base et que S[’D2] ~ Sipy)- O

Soit 7 le morphisme torique induit par le raffinement de X p en 3. On considére D; un diviseur
de Cartier invariant par le tore et sans points de base sur X p. D’apreés le théoréme 3.8, le diviseur
D admet un unique antécédent Dy, diviseur de Cartier invariant par le tore et sans points de
base. On note Dy = 7*(D;) l'antécédent de Dy dans Xy. L’isomorphisme entre S[’DQ] et S[Dl]

est défini par 7* (X " Py = X {mm (D)) — x{m.D2) pour m € Pp, = Pp,.
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Corollaire 3.1. Soit F' € S un polynéme homogéne de degré sans points de base et D1 =
Zpezp(l) b,D, un représentant du degré de F'. On a

F = Z amX<m,D1) _ Z U H X[émmp)—&—bp.

’InGPD1 mEPD1 pEZP(l)

et

™ (F) = Z g X (o7 (D1) Z am, H X e (Dy) = Z cp D).

mePp, mePp, peX(1 peX(1
Alors ¢, = —mingep, (M,1,) pour tout p € X(1).

Preuve. D’aprés la définition de 7*(D1), quel que soit p € ¥(1), il existe 0 € ¥p(1) et un

sommet v de Pp, tel que ¢, = —(v,7,). Or (m,n,) > —c, pour tout m € Pr(p,) = Pp,
donc (m,7,) > —c, pour tout m € Pp,. Par suite minpyep, ((m,n,)) = —c, et finalement
_Inin'mEPD1 (<m77]p>) = _<U777p> = CP' U

Théoréme 3.9. Soit D un diviseur de Cartier Ty -invariant sans points de base d’une variété
torique X définie par un éventail complet X et soit Xp, la variété torique définie par le polytope
Pp d’éventail dual Xp,,. Alors le raffinement de l’éventail X p,, en ¥ induit un morphisme torique
propre de X sur Xp,.

Preuve. Cf. théoréme 6.2.8 p.281 dans [11]. O
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Chapitre 4

Symbole de Kronecker dans le tore

Nous définissons dans cette partie, le symbole de Kronecker dans le tore de dimension n relati-
vement & une famille f = (fi,..., f,) de polynoémes de Laurent ayant un nombre fini de zéros.
Il existe une variété torique naturelle dans laquelle il est possible d’interpréter les zéros de la
famille f : il s’agit de la variété torique projective définie par le polytope qui réalise la somme de
Minkowski des polytopes de Newton associés aux polynémes fr. On montre que les polytopes
de Newton des fj; correspondent aux polytopes de diviseurs de Cartier, invariants par le tore
de la variété torique et sans points de base. Le polynome de Laurent f; s’homogénéise ainsi en
un polyndéme Fj relativement au diviseur sans points de base déterminé par son polytope de
Newton.

Le symbole de Kronecker dans le tore est alors défini relativement aux polynémes homogénes Fj,
considérés sur un ouvert affine associé & un céone maximal de I’éventail dual de P. Cette présen-
tation suit la description du résidu dans le tore donnée dans [4] et s’appuie sur le théoréme 3.8
présentée dans [14].

4.1 Variété torique projective associée a une famille de poly-
nomes de Laurent

On considére fi,..., fn, n polynémes de I’anneau C[T1, Tfl, ..., Ty, T:71] possédant un nombre
fini de zéros communs. On nomme Pi,..., P, leurs polytopes de Newton respectifs et P la
somme de Minkowski P; + - - -4 P,. Le polytope P est donc un polytope rationnel de dimension
n. Par dualité, le polytope P définit un éventail complet ¥ dans R™.

On suppose que chaque sommet de P est 'intersection de n facettes exactement. On dit dans
ces conditions que P est premier ce qui signifie que 3 son éventail dual est simplicial.

On note 71, ...,ns les normales rentrantes aux facettes de P qui sont des vecteurs primitifs. La
variété torique X p associée & P est la variété simpliciale de dimension n définie par I’éventail 3.
Les rayons de ¥ sont engendrés par les vecteurs primitifs ;. A chaque 7; correspond un diviseur
Dj irréductible, invariant sous Paction du tore Ty ~ (C*)" de la variété Xp.

Le diviseur associé au polytope P est un diviseur de Cartier, invariant par le tore et ample pour
la variété Xp.
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Proposition 4.1. Pour tout k = 1,...,n, il existe des diviseurs de Cartier sans points de base
01,...,0p tels que P, = Ps, . De plus,

S
o = ;bijj ou by = —Tgéig]e(m,nj).

Preuve. Le diviseur associé au polytope P est sans points de base. La proposition est donc
une conséquence du théoréme 3.7 . O

On définit sur la variété torique Xp une famille de n polynémes dans 'anneau de coordonnées
homogeénes S associé & Xp et homogeénes pour le degré défini sur le groupe de Chow Cl(Xp). On
rappelle que si P posséde s facettes alors 'anneau S est ’anneau de polyndémes & s indéterminées
C[X1, ..., Xs] gradué par le degré défini par la suite exacte :

0 — M — @._,zD; “& Cxp) — o

Les diviseurs D; désignent les diviseurs irréductibles associées aux rayons de 'éventail de Xp qui
sont engendrés par les vecteurs primitifs 7; qui définissent les normales rentrantes aux facettes
du polytope P.

Ainsi on homogénéise le polynéme de Laurent fi par le diviseur d; qui est le diviseur sans point
de base défini par le polytope P.

Sifi=2> e P, apmT™, son homogénéisé par rapport au diviseur dy, s’écrit Fj, = ) P, Aoy X (10k)

o X (mdk) — I, X;mm]’Hbm_

Définition 4.1. On dit que la suite (f1, ..., f,) de polynémes de Laurent est une suite réguliére
par rapport a ses polytopes de Newton si

ZXP(Fla"'ka‘) - TXP

ou Zx,(Fi,...,Fy) désigne I'ensemble des zéros communs des polyndmes Fj dans la variété
torique Xp.
On suppose dans la suite que le systéme de polynémes de Laurent (f1,..., f,) est régulier par

rapport a ses polytopes de Newton et que les zéros communs du systéme dans (C*)" sont en
nombre fini. Par conséquent, P est un polytope de dimension n.

Proposition 4.2. Si la famille (fi,..., fn) est réguliére par rapport & ses polytopes de Newton
et si le nombre de zéros communs a (f1,..., fn) dans (C*)" est fini alors la famille (Fy, ..., Fy)
de polyndémes homogénes a un nombre fini de zéros dans Xp.

Preuve. On rappelle 'existence de la suite exacte :

0 — G — (C) % (©)" — 0.

S

ottty th) = (t1,.. . ta) et =[S vi=1,... n
j=1
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Les vecteurs (e;) désignent la base canonique de Z™.

Soit (t],...,t,) € (C*)*. On a les égalités suivantes :

Fy(th, .. t) = ) aka () bk

mePNZ"

= = anlgm Tlor
meP,NZ" Jj=1
S

= H(t;)bj Z ern, H(t;)<2?:1 mie;,n;)

j=1 meP,NZ"

5 0 (CACHD SIS 1 ) | (AR
j=1

me P NZ" j=1li=1
S .
. 1
=1 > akaH( )"
j=1 meP,NZ" i=1j=1

s

_ H(t;)bj feltr, ... tn).

J=1

Ainsi si (t1,...,t,) € (C*)" est un zéro commun aux polynémes Fi,..., F, alors tout systéme
de coordonnées homogenes (t],...,t%) de (¢1,...,ts) annulent les F et par suite (¢1,...,t,) est
aussi un zéro de f1,..., f, ce qui montre la proposition. O

Khovanskii dans [9] donne une caractérisation différente de la régularité d’une famille de poly-
némes de Laurent pour ses polytopes de Newton qui montre que cette condition est générique.

Comme précédemment P, ..., P, désignent les polytopes de Newton respectifs des fi,..., fr.
On définit pour tout élément n € R”, P! la face de P sur laquelle inf{(m,n),m € Py} est

atteint et f) = ZmeP’?mM A t™

Proposition 4.3. la famille f = (f1,..., fn) est réguliére par rapport a ses polytopes de Newton
si, et seulement si, pour tout n € (R™)*, pour tout t € (C*)",

@)=+ =fl(t) =0=Jac(f{,.... f)(t) # 0

Preuve. On remarque que si n # 0, inf,,cp, ((m,n)) est atteint sur le bord de Py en au
moins un sommet de Pj. Par suite P]Z est bien une face de P, comme intersection de P et de
I'hyperplan d’équation (m,n) — ming,ep,nz»((m,n)) avec miny,ep,nzn((m,n)) € N*.

On montre I'équivalence des propositions suivantes
(1) I existe x € Xp \ T tel que Fi(z) = 0 pour tout k.
(2) 1l existe t € (C*)", il existe n € R™ tels que

fi®)=0 et Jac(f{,....f1)(t) =

Montrons que (1) = (2). On note s le nombre de facettes de P. Soit € Xp \ T un zéro de
(F1,..., F,). Quitte a réindexer les rayons de I’éventail, on peut supposer que x est représenté
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par un systéme de coordonnées coordonnées homogenes (0,...,0,zpy1,...,2pn,1,...,1) ot pour
tout j, 0 <p < j <n, x # 0. Le point x est donc dans I'ouvert affine U, défini par
o = cone(ny, ..., n,). On rappelle que le polytope P,?j est défini par :

{me Pkanv <ma77j>+bk] :0}7 avec bkj = — min (<m>7b>)
me P NZ"™

Lemme 4.1. Pour tout k € [1,n], on a

ﬂ P £ et
1<5<p
P P
ﬂ P]?j: mEPka <maz77j>+zbk]_0
1<j<p Jj=1 Jj=1

Preuve. Ona\i<jcp, P’ € Micjcp P €t Mi<jcn P est égal a Iun des sommets de Py, car
Py est le polytope du diviseur Z‘;:l bi;D; qui est un diviseur de Cartier sans points de base
pour la variété Xp. Par conséquent, ﬂ1<j<p ng # (.

De plus, pour tout m € Py,

p
Z +Zbkj—0<:><mn]>+bkj—o 1<j<p
: ] 1

car (m,n;) + by; > 0 ce qui achéve la preuve du lemme. O

On pose n = Z] 1nj, P désigne la face de Py sur laquelle inf((m,n)) est atteint. Pour tout
m € Py, (m,n) = (m, Z] 115 > _ bgj. D’apres le lemme, (m,n) = —Z?zl by;, pour
m € Ni<j<p P . Donc 1nfm€pk(<m,17>) =— ijl by et par suite P = MNi<j<p A

Calculons Fj, en un point y de la forme (0,...,0,¥p41,---,Yn, 1,...,1).

A= S ap [ o

meP,NZ" j—l
mn Y+b
S5 I
meP!NzZ" Jj=p+l1
. ‘ . V+br; .
En effet, sim € P\ B, 3j, 1 <j <p, (m,n;) +by; > 0alors [[_y j mni) T8 _ ) sinon

m € P, alors (m,n;) +bg; =0 pour 1 < j <pet Hj:1 X;m M) HOks
De plus, y; = 1 pour j > n, d’oil

Fk(y) — Z Qo H mm ‘H)k].

mePNZ» Jj=p+1
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En observant que x = (0,...,0,2p41,...,%n,1,...,1) est un zéro de Fj, on en déduit que
(m,n;)

i +b .
On pose F(X) = Y e pmnzn @i [Tjmy X,

Le s-uplet 2’ € (C*)* vérifiant :

xg-zl pourl <j3<p
m}zxj pourp<j<mn
xg-:l pourn < j<s

est solution de I'équation F'(X) = 0.
En effet, F(2/) = e prnzn @k [Ljoy (@)™ = Fy(a) = 0.

D’aprés la preuve de la proposition 4.2, f!(t1,...,t,) = 0 pour tout k, ou t; = H;Zl(:c;)m’"j)
pour ¢ =1,...,n. Par conséquent, t = (t1,...,t,) € (C*)" est un zéro commun des f,’.
Montrons que Jac(f], ..., fn)(t) =0.

La suite exacte
0 — M — @_,ZD; 5 CQ(Xp) — O

induit un morphisme surjectif 7 de (C*)" C (C*)® sur (C*)" défini par les égalites T; =
H;?Zl(Xj)@,nj)’ pour i =1,...,n.

On anw(zy,... o)) =t

Jac(fy, ..., fi) x Jacw = Jac(m*(f]),...,7*(fn)) avec 7*(f) = f o .

0 . d o n .

T&(szl(Xj)< 1’77]>) . aan(HJ':l(Xj)( 17773>)
Jacm = :

i(l_[n (X)lenmi)) i(nn (X;)fenmi))

oX, =R ax, =114

Ty -

T,
= 22 ety ).
X, x,, detlms )

On observe que

W*(f]’g)(XlavXn) = Z Ao, H(X])<m»7lj>
j=1

mePINZ"

n
= | JIx) ™" | Fl(X1, ..., Xn, 1,00, 1)
j=1
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or*(f)y 0 L

b
DOHC 0X1 = aXl ‘H(X]) kj F]?(Xla X’rL717 71)+
ﬁ(X»)*% 0 F(X1,.. o Xn 1,00, 1)
J j 8X b ) ns b )
7j=1
o (fil) _ 9 n b n
Sl ¢ (T (X)) x (X, X, 1, 1),

0
On a 87}7 (X1,...,Xn,1,...,1) = 0 car la variable X ne figure pas dans F}'(Xi,..., X)) :

(m,n) + bgr = 0, pour m € P;'. La premiére ligne de Jac(m*(f7),...,7*(fr)) est donc nulle.
Dou Jac(m*(f)), ..., 7 (fi))(«],...,2}) = 0 et par conséquent, Jac(f{,..., fa)(t) = 0.

Réciproquement, soit ¢t € (C™")* et n € (R*)™ tel que f'(t) = 0, pour tout k. Comme X est
complet, on peut toujours supposer pour une indexation convenable que n = Z§:1 a;n;, o >0,
pour (71,...,1p) des vecteurs générateurs de rayons du cone(n,...,nn).

(mym) = 35 aj(m,my) > 30 —ajbr;. On a infiep (m,n) atteint sur P et (m,n) =
— >0 ajbi; lorsque m € (i, P . D'ou

P = ﬂPnJ ={m € P, (m,n) Za]bk]
j=1

Soit (x1,...,xy,) € (C*)" tel que w((z1,...,2,) = t.

. i) +bis
Soit Fif(X1,..., Xs) = ZmePk"mZn Akm (szl XJ<'m e kj).

Comme f}'(t) =0, 7*(f")(z1,...,2,) =0 et donc (z1,...,2p,1,...,1) est un zéro de F}.
On en déduit que (0,...,0,2p41,...,Zn, 1,..., 1) est un systéme de coordonnées homogénes d'un
point x de Xp \ Tn tel que Fj(x) = 0, pour tout k. O

Remarque 4.1. Sin =0, P = Py et f;! = f. Dans ce cas, on peut avoir fi(t) =0 pour tout k
et Jac((fx); (t)) = 0 bien que les zéros communs des F}, soient contenus dans le tore.

Il suffit de considérer le polynéme f(T) = (T — 2)2. Le polytope de Newton associé a f est
le segment [0, 2]. Soit F' ’homogénéisation de f dans P; qui est la variété torique associée au
segment [0,2] , F(X,Y) = X2 —4XY + 4Y2. On observe que F est sans zéros a I'infini alors
que f posséde une racine double.

4.2 Homogénéisation d’un polynéme de Laurent

Soient fi,..., fn € C[T,T~']. On suppose que les polynémes de Laurent fj, ont un nombre fini
de zéros communs et qu’ils sont réguliers par rapport & leurs polytopes de Newton. On suppose
également que P, somme de Minkowski des polytopes de Newton des fi, est un polytope premier.
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Le polytope P définit alors une variété projective simpliciale de dimension n, d’éventail X. Les
rayons de ¥ sont engendrés par les vecteurs primitifs 7y, ...,7ns qui sont des normales rentrantes
aux facettes de P. Chaque f fournit un polynéme homogéne Fj dans S ’anneau de coordonnées
homogeénes de Xp. D’aprés 'hypothése vérifiée par les fi, les zéros communs des polyndémes

Py, ..., F, dans la variété torique Xp sont en nombre fini et contenus dans le tore.

Un diviseur Ty-invariant D = Z;:1 a;D; ot D; est le diviseur irréductible associé¢ a 7; et un
monome de Laurent ", m € Pa, définissent le monoéme szl X j{m’m )
par rapport a D .

+a PP,
¥, homogénéisé de t™

Pour définir le symbole de Kronecker dans le tore en h € C[T,T~!], on adjoint aux polynomes
Fi,...,F,, un (n + 1)° polynéme homogeéne Fj dont la définition dépend de h et tel que les
polynémes Fy, F1, ..., F, sont sans zéros commun dans la variété Xp. Le polynéme de Laurent
h fournit alors un polynéme homogéne H de degré critique pour les polynémes (Fy, Fi, ..., F,).

Soit h(T') = >_,,cp,nn amT™ ot Py est le polytope de Newton de h. Soit mg € Int(P) N Q™. 11
existe ¢ € N* tel que (m,n;) + >, brj + q(mo, 1) +¢> ,bxj —1 € N pour tout j =1,...,s et
pour tout m € P, N M car pour tout j, (mg,n;) + > bx; est un rationnel strictement positif.
Alors

HX)= > am H X b atmon b~ ¢ g

meP,NM 7j=1
On pose alors Fy = H 1 X a(mo,n)+4 2y b . Le polynéme H est ’homogénéisé de h par rapport
au diviseur %, ((m, 77J> +Zk brj+q(mo,n;) +q >, bi; —1)D; de degré critique pour la famille
(Fo, Fy,..., F, ) De plus, les polynémes (Fy, F1,..., F,) sont sans zéros commun dans Xp car
les zéros communs des polyndémes F7, ..., F, sont dans le tore de Xp.

4.3 Symbole de Kronecker dans le tore, résidu torique et résidu
global dans le tore, cas simplicial

4.3.1 Symbole de Kronecker dans le tore, cas ou P est premier

Dans cette section, le polytope P, somme de Minkowski des polytopes de Newton définis par les
polynémes de Laurent fi,..., f,, est toujours supposé premier ce qui signifie que I’éventail dual
lui correspondant dans R™ est simplicial.

Définition 4.2. Soit h(T) = >, .cp ~pr amT™ un polynéme de Laurent. On dit que H est
I’homogénéisation de h relativement au couple (myg, q) € (Int(P) N Q") x N si

S
H(X) _ Z anm H X;mvnj>+zk bkj+‘]<m0777j>+qz;g bkjfl c S
meP,NM 7j=1

Définition 4.3. On appelle ensemble simplicial d’'une variété torique d’éventail X2, tout ensemble
I'={iy,...,ip} C{1,...,s} tel que (n;,...,7n;,) engendre un cone simplicial de X.

Si p =n, on dit que I est un ensemble simplicial maximal.

Soit I = {i1,...,i,} un ensemble simplicial maximal de Xp. On note X7 la suite d’indéterminées
(Xiyy- oy Xi)-
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Pour tout F' € S, on définit le polynéme F; € C[X;,,..., X, ] de la maniére suivante Fj(X) =
F(Xiy,. s Xip,1...,1) ot X; =1 pour j € I.

in s
Chaque fois qu’il sera possible, on omettra dans la suite de préciser la suite d’indéterminées X7
dans le souci d’alléger les notations.

19

Proposition 4.4. On considére mg un point a coordonnées rationnelles dans lintérieur de P
et g € N tels que Fo = [, X?“mO’WHZk:l bi) ¢ 8 alors

pour tout ensemble simplicial mazimal, I, Fyr est inversible modulo l'idéal (Fip, ..., Fur).

Preuve. Soit I un ensemble simplicial maximal de Xp. Comme les polynémes Fy, Fy, ..., F,
sont sans zéros communs dans Xp, les polynomes Fyr, Fig, ..., F,y) sont sans zéros dans C".
D’aprés le théoréme des zéros de Hilbert, 1 € (For, Fig,..., Fyr) de C[X]] ce qui montre la
proposition. O

Soit I un ensemble simplicial de Xp Nous définissons le symbole de Kronecker dans le tore a
'aide de la forme dualisante ¢; définie sur le quotient Ay = C[X;|/(Fi1, ..., Fur).

On note n; La famille de vecteurs (7;,,...,n;, ). Pour tout £ = 0,...,n, on définit le polynéme
aiij] S (C[X],Y[] par

Frr(Y;

LY
Oi; Frr(X1,Yr) =

119

Xijv"‘aXin) _Fkl(}/;llv"'a}/;ja
Xi; =Y
Définition 4.4. On appelle bezoutien de Fy, ..., F, relativement a I noté Bez;(Fp,..., F,)

X; X))

g+l

J J

I’expression :

For Py ... Fy
det ny OiFor Oinkir ... 0yFur
| det ]| : :
ainFoj ainFH 8inFn1
Remarque 4.2. La définition de Bezy(Fp, ..., F,) est indépendante de I'ordre d’indexation choisi

pour les vecteurs 7y et les variables X7.

Proposition 4.5. Soient my € Int PNQ et ¢ € N tels que Fy = H?:1 Xj(<mo’nj)+z’“:1 i) e g.
Alors Bez1(Fp), la classe de Bezy(Fy, ..., Fy) dans A; ® A, est un bezoutien généralisé associé
a la forme dualisante Gor - l1 ot Gor est linverse de For modulo l'idéal (Fip, ..., Fur).
Preuve. On note de la méme fagon un polynéme de C[X[] et son image dans ’anneau-quotient
Ajg.

D’aprés la proposition 4.4, Fy; est inversible dans A;. On note Gor l'inverse de Fy; dans Ay, la
forme linéaire Gor - [y € A} est une forme dualisante sur A;. De plus,

dot 81‘1F1[ 8¢1Fn1 dot
e e
BeZ]<F0) = i Fyr - det = i Fyr - B@Z[(l).

| det ny| | det ny|

8inF1] Ce &nFnI
. det ny . . . R

On en déduit que WGOI - £1 est la forme dualisante associée au bezoutien généralisé

e

det ny
Bezi(Fy) = — Fyr - Bez(1). O
o) = Jactm W
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Proposition 4.6. Soit h € C[T,T~']. On considére deur homogénéisations H et H' de h
relatives a (mo, q) et (m{,q'). Les couples d’homogénéisation (mg,q) et (m{,q') définissent res-

pectivement Fy = Z;:1 X;(<m07n,i>+2k:1 bij) et F = 23?:1 XJ{I ({mg,mi)+3"%—1 bkj) dans S.

Alors, pour tout ensemble simplicial mazimal I, HiGor = H;Gy; modulo (Fip,...,F,r) ot
Gor (resp. Gy;) est Uinverse de For (resp. Fj;) modulo (Fip, ..., Fur).

Preuve. On a H;GoFj; = H; modulo (Fiy,...,F,r) et par suite HGor = H;G{;; modulo
<F1[,...,Fn[>. O

La proposition 4.6 montre que le calcul ne dépend pas du choix du couple (mg,q) qui donne
I’homogénéisation du polynéme de Laurent dans S et fournit le polynéme Fy. La proposition
suivante montre que le calcul est aussi indépendant du choix de ’ensemble simplicial maximal.

Proposition 4.7. Soit h € C[T,T~'. On considére (mg,q) € (Int(P) N Q") x N un couple
d’homogénéisation de h qui définit les polynémes homogénes H et Fy.

Pour tout I et J ensembles simpliciauxr mazrimaux de Xp,

det nr detny
— V7 (H = —"V;(H .
et )] 1(HrGor) et J(H;Goy)

det det
‘dztiZ;Go] L5 et ﬁG&] - £y correspondent au symbole

de Kronecker torique défini dans la variété Xp relativement aux n + 1 polynémes homogeénes
Fo, ..., F, et exprimé respectivement dans les ensembles simpliciaux I et J. La proposition est
une conséquence directe du théoréme 6.1. O

Preuve. Les formes dualisantes

Définition 4.5. On appelle symbole de Kronecker dans le tore T~ (C*)" Papplication notée

det
¢7 qui a h € C[T,T~'] associe £7 (h) = Sl Cr(HiGor).
|det ny|

Proposition 4.8. Le symbole de Kronecker dans le tore (7 est une forme linéaire sur C[T, T7].

Preuve. Soient h, g € C[T, T~ 1] et soit A € C. On considére (myg, ¢) un couple d’homogénéisa-
tion de Ah + g alors (myg, q) est aussi un couple d’homogénéisation de h et de g. D’ou

det
t7(Ah+g) = det Zj‘el(()\H“‘ G)1Gor)

_ SEE Zjl (A1 ((H)1Gor) + £1((G)1Gor))

— M7 (h) +£7 (g)

O

Proposition 4.9. Le symbole de Kronecker dans le tore encore noté 7 est une forme linéaire

définie sur C[T, T~ /{f1,..., fn)-
Preuve. Il suffit de vérifier que 7 (f;,) = 0 pour tout k.
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Soit I € {1,...,n}. Soit (mo,q) € (Int(P)NQ")xN tels que > brj+q(mo, nj)+q > ) byj—1 € N
pour tout j alors (myg, ¢) est un couple d’homogénéisation de f; en le degré critique des polynéomes
Fo, Fy,..., Fy avee Fy = [ qu(moijqZk P En effet, pour tout m € Py, (m,n;) + b €

N, 7 = 1,...,s. Le polynéome ZmGPmM Qo szl X;m’mHZ’“ bsFalmom;)+aXnbes =1 o égal

4 A(X)Fp(X) avec A(X) = 1‘[§:1ij’“# PRt almo I Y L A Gop) = 0 doi la
proposition. O

4.3.2 Lien entre résidu global et symbole de Kronecker

Nous présentons les définitions et quelques propriétés énoncées sans démonstration du résidu
torique et du résidu dans le tore. Le lecteur se référera aux sources suivantes [4],[2], [5], [14]
pour les preuves et un approfondissement. Nous précisons dans le dernier paragraphe, la relation
entre ces objets et le symbole de Kronecker dans le tore.

Résidu torique

On considére X une variété torique donnée par un éventail complet ¥ dans Ng ~ R™. Le réseau
M désigne le réseau dual de N.

Définition 4.6. Soit I = {p1, ..., pn} unsous-ensemble de ¥(1). On pose dz; = dx,, A.. . Adx,,,
nr = (npp o 7npn) et ﬁ = Hp%[wp‘

On appelle forme d’Euler la n-forme  définie par :

Q= Z det(ny)zrdey.
[I|l=n

On considére wyx le faisceau des n-formes de Zariski sur X qui est 'image directe du faisceau
des n-formes sur U le lieu des points lisses de X.

Proposition 4.10. Le faisceau wx est le faisceau cohérent défini par le module gradué SSQ.

Preuve. Cf. [1] proposition 14.14. O

On observe que det(n;)dzr ne dépend pas de la fagon dont les éléments de I sont ordonnés. La
forme d’Euler est définie & £1 selon le choix de la base de .

Proposition 4.11. Le faisceau canonique wx est le faisceau défini par le S-module gradué
SQ = S(=Po) avec Bo =3 jexy1) deg(xp).

Soient Fy,...,F, € S, n+ 1 polyndmes homogénes qui ne s’annulent pas simultanément sur X.
Les ouverts U; = {x € X, Fj(z) # 0} fournissent un revétement affine & de X grace auquel on
peut déterminer le groupe H"(X,wx) par la cohomologie de Cech (H™(X,wx) ~ H"(U,wx))

car le faisceau wy est cohérent. On pose o = > ;'_ deg Fj, — By le degré critique de la famjirlg F=

—F— €
Fy--- F
wx (UpN...NUy,) qui forme une classe [wp(H)] dans H™ (U, wx). La classe [wr(H)] dépemoiZ de
Pordre des polynomes dans la famille F et si H € (Fy, ..., F,), wp(H) est un cobord. Par suite,
[wr(H)] ne dépend que de la classe de H modulo l'idéal (Fp,..., F,).

(Fo, ..., Fy). Chaque polynome H € S, donne une n forme méromorphe wp(H) =
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Définition 4.7. Soit F' = (Fy, ..., F,) une famille de n + 1 polynoémes homogénes sans zéros
dans X et o le degré critique relatif a F.

Le résidu torique est la forme linéaire Resp : S,/ (Fy, ..., Fy), — C définie par Resp(H) =
Trx([wr(H)]) ou Trx : H"(X,wx) — C est le morphisme « trace ».

Dans le cas simplicial, le résidu torique s’exprime comme somme de résidus locaux de Grothen-
dieck.

Théoréme 4.1. Soit X une variété torique compléte et simpliciale de dimension n et soit
F = (Fo,...,Fy), une famille de n + 1 polynomes homogénes sans zéros dans X. Si H € S, ot
o0 le degré critique des Fy, et Dy = {x € X, F;j(x) =0, i # k} est fini, alors

B (H/F)
ReSF(H) - (_1)k Z Resg (FO-HFkl,FkJrl"‘Fn) .

€Dy,
Preuve. La preuve est donnée dans [5] Th. 4.12. O
Jacobien torique
On considére Fy, ..., F,, n+ 1 polynémes homogénes de S, I’anneau de coordonnées homogénes

d’une variété torique compléte de dimension n (non nécessairement simpliciale). On note g le
degré critique associé aux polynémes Fj,. D’aprés la proposition 4.11, il existe J € S, tel que
n —_—
Z(—l)kadFo A...NdFy A ... NdE, = JO.
k=0
Proposition 4.12. Si I = {p1,...,pn} CX(1) et nr = (Np,,---,Mp,) une famille de n vecteurs
primitifs indépendants alors

F . F,
1 0Fy/0xy, -+ OF,/0x,
= ———det . . .
det(nr)2; : - :
0Fy/0xp, -+ OF,/0x,,
Preuve. Le lecteur pourra consulter la preuve dans [2] p.79 ou dans [11] p.370. O

Si les degrés des polynomes sont de méme degré ample, le résidu torique est entiérement défini
par sa valeur en J et Resp(J) = n! Vol(P).

Définition 4.8. L’¢lément J € S, est appelé jacobien torique des n+1 de polynémes homogenes
de la famille F'. On le note Jac” (F).

Résidu global dans le tore

Soit f = (f1,...,[n) € (C[tl,tfl, .oy tn, t-1] une famille de n polynémes de Laurent dont 1’en-

semble de ses zéros dans (C*)", est fini.

o dt dt
Soit m € Z", on note ¢y, la forme méromorphe sur le tore — ey
fl e fn 131 128
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Définition 4.9. On appelle résidu global dans le tore, la somme des résidus locaux de Grothen-
dieck.

Res? f Z Resi(dm)-

teZ
Le polytope P désigne la somme de Minkowski des polytopes de Newton des fi, et Xp la variété
torique projective associé a P.

Les polynémes Fi, ..., F, sont les homogénéisés de fi,..., f, par rapport aux diviseurs sans
points de base définis par leurs polytopes de Newton respectifs.

On suppose que les polynomes fi sont réguliers par rapport a leur polytopes de Newton alors
les polynémes F1, ..., F, vérifient la condition :

Z={xeXp,Fr(r)=0, k=1,...,n} CT ou T =~ (C*)" est le tore de Xp.
De plus, |Z| < 400 car les zéros de f1,..., f, dans (C*)" et les zéros de Fi,..., F, dans Xp

coincident.

Soit (mp,q) € Q" N (Int P) x N un couple d’homogénéisation de ¢t alors (mg,q) permet de
définir un polynéme homogéne Fy tel que Fy, FY,..., F, soient sans zéros communs dans Xp
et un polyndéme homogéne H de degré critique relativement aux degrés de la famille F' =
(F(), Fl, ce ,Fn) (Cf § 431) .

Théoréme 4.2.
Res‘]?(tm) = Resp(H).

Preuve. Cf. théoréme 4 dans [4] pages 125-127. La preuve montre que la restriction au tore

tm dt dt
de la n-forme —L A+ A Comme les zéros communs 4 la familles f
FoFy - f 1 fn
coincident avec les zeros communs de F', les sommes des résidus locaux sont égales. O

Théoréme 4.3 (Formule d’Euler-Jacobi dans le tore).
Soit f = (f1,..., fn) une famille de polynémes de Laurent avec un nombre fini de zéros dans le

tore. Soit P la somme de Minkowski des polytopes de Newton définis par les fi alors

Vm € Int(P) Res? (™) = 0.

Preuve. cf. corollaire 5 dans [4]. O

Egalité du symbole de Kronecker dans le tore et du résidu global dans le tore

On montre 1’égalité du symbole de Kronecker dans le tore et du résidu global dans le cas sim-
plicial. Via une déformation continue de la famille de polynémes, on peut se ramener au cas ol
les zéros sont simples. Le lecteur pourra trouver l'explicitation de la déformation dans |[14].

Soit f = (f1,- .., fn) une famille de polynémes dans C[T,T~!] = (C[Tl,Tl_l, eooy Ty Ti 1] posseé-
dant un nombre fini de zéros. On suppose que les fj sont réguliers par rapport a leur polytopes

de Newton. Le polytope P somme de Minkowski des polynémes de Newton des fi définit une
variété torique projective Xp de dimension n.
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On note Z l'ensemble des zéros communs des fj, alors Z s’identifie & {z € Xp, Fi(x) = ... =
F,.(z) =0} ou Fi,..., F, sont les polynémes homogenes induits par les polynomes fy.

On suppose que P est premier. La variété Xp d’éventail ¥ est donc simpliciale.

Proposition 4.13. 5i les multiplicités des zéros de f sont égales a 1, alors

tm
I =y
iz Jac” (f)(t)
ot Jac” (f) = det (T, g? ) est le jacobien affine torique.
i 1<k,i<n

Par conséquent, Resé};_”Fn)(H) =(7(T™).

Preuve.
Soit I un ensemble simplicial indexant les n vecteurs primitifs n; d'un cone o € 3(n).

Par définition de ¢7 ,

det ny
(7 (T™) =
") = Tdetmn

ot Goy est U'inverse de Fyl dans C[X;]/(Fy) avec Fy = (Fir,. .., Foy).

K(G()[H]; F[; X[)

Tout = € U, admet | det 7| systémes de coordonnées homogénes tels que z; = 1 pour i € I. La
notation zj désigne indifféremment un systéme de coordonnées d’un point de U, de la forme
z; = 1 pour i € I et le systéme (z;,i € I) € CI. On note z/(t) 'ensemble des systémes de
coordonnées xj associé au point t € Z. On a

P H(xp)
¢ (T )_Z Z(t) FO(xI)JaC(Fl,---,Fn)(l'l).

teZ zrexg
Or H et Fy(xy)Jac(Fy, ..., F,) sont des polynémes homogénes de degré critique o. D’ou

H(xy) _ H(x))
Fo(z1) Jac(Fy, ..., Fo)(z1)  Fo(@) Jac(Fy, ..., Fy)(ah)

Vte Z, Vrr,ah € x/(t)

P | detnr|H (¢)
Donc ¢7 (T )_tEZZFO(t)JaC(Fh...,Fn)(t).

H(t H
ol ®) désigne I’évaluation de FoJac(Fr, ... F)

en l'un des systémes de

Fyo(t) Jac(Fy, ..., Fp)(t)
coordonnées homogénes de ¢.
Soit 7 le morphisme surjectif de (C*)! dans (C*)" ~ T, défini par t; = I_Ije[(a:j)<e;k”7j> pour
i=1,...,netn; €nr. Labase (€)i=1,..n est la base canonique de I'espace vectoriel sous-jacent
a P. Le calcul de Jac(m) donne

Jac(m) = det(nr) H X;e:"m_l.
Jjel

63



CHAPITRE 4. SYMBOLE DE KRONECKER DANS LE TORE

On définit G, = 7*(fx) = from € (C[XI])?I‘ Soit G = (G1,...,Gy), on a
Jac(G)(X1) = Jac(f)(T) x Jac(m)(X7)
[T X5 x Jac(G)(Xr) = Jac(f)(T) x detnr x [[ T

jel i=1

HXj x Jac(G)(X) = det ny Jac” (f)(T)
jel

Soit 37 exy(1) Ok,pDp un représentant du degré de Fi. On a Fi(X7) = [];¢; X;ijk(XI).

Site Zetxy € x(t) alors gﬁ;’;(m[) =[Ljer x?k]gf(’;(xj) car Gi(zr) = [Le; xj_k“Fk(mI) =0.
<m7ni>
Par sui H(zp) _ Ijer
ar suite, =
Fo(zr) Jac(Fr, ... Fn)(zr)  [ljerzjJac(Gh, ..., Gn)(zr)
det nr Jacy(fla SRR fn)(t)
tm

Dot 67 (t™) =Y ey .
or ¥ "
I 5
2 JacZ (f1, ... ,fn))((t)
B}?(tm) = Resfy(tm) = Resy" (H). O

Jacg(fl, e fn)@)
= Res? (™) = Resp"” (H) (cf. [12] p. 16 et [4]). On en déduit que

4.3.3 Introduction d’un rayon dans l’intérieur d’un céone de dimension maxi-
male

Les hypothéses de travail et les notations sont reprises des parties antérieures. Dans cette section,
le polytope P somme de Minkowski des polytopes de Newton des f est supposé premier.

On considére 7541 un vecteur primitif intérieur & un coéne o € 3(n). On suppose que 7541
admet une décomposition entiére selon les vecteurs primitifs qui engendrent o. Soit I ’ensemble

. . . s, ~ : A 141 p— . . . *
simplicial associé a o alors 7,41 a une unique décomposition 7541 = jer QT avec o € N* ou
encore 7sy1 = Z;:1 a;n; en convenant que «; = 0 lorsque j ¢ 1.

L’ajout du rayon engendré par ns41 a 2 selon la méthode décrite au chapitre 3 donne un nouvel
éventail >’ qui définit une variété torique compléte Y (non nécessairement projective). Comme
¥ est un raffinement de 3, il existe o’ € 3'(n) tel que R - 7541 est un rayon de ¢’. On note I’
I’ensemble simplicial décrivant les indices de o’.

On note (y1,...,ys+1) € C*+1 désigne un systéme de coordonnées homogénes d’un point y de
Y et de la méme fagon (z1,...,xs) € C° un systéme de coordonnées homogénes d’un point x de
Xp , le morphisme d’éclatement de Y sur Xp est déterminé par le morphisme surjectif = défini
par

T(Y1s -5 Yst1) = (Yor1 Yl -+ Ysi1Vs)-
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Ainsi les variables x; s’expriment en fonction des variables y; a l’aide des équations polynomiales
o

Tj = Ysi1¥j-

Pour tout k = 1,...,n, on définit F}(Y1,...,Ys1) = Fyom(Y1,...,Yst1).

. . b
En reprenant les notations précédentes, Fj, = ZmEMﬂPk Gl HJ 1 X<m s i

S
j j s b
on obtient F}(Y) = Z G H}/j<mzn]>+bkj y Mo+ by

s+1
meMNPy,
On vérifie que les zéros communs des (F,g)k appartiennent au tore de Y. Soit (y1,...,¥Ys+1)
un systéme de coordonnées homogénes d’un zéro des (F}), dans Y. Par définition des Fj,
m(y1,...,Yst+1) représente un systéme de coordonnées homogeénes d’un zéro des (Fj ), dans Xp

donc 7(y1,...,yst1) € (C*)%. Or 7= 1((C*)*) = (C*)**! d’ou (y1,...,¥yst1) € (C*)*F1. De plus,
le morphisme d’éclatement induit par 7 est un isomorphisme entre les tores des variétés Y et
Xp. Par suite, les zéros communs aux (F}) sont dans le tore et en nombre fini.

On notera respectivement ¢ et £ les symboles de Kronecker affines dans C[X]/(Fir, ..., Fur)
et C[Yp]/(F{,,..., F, ). Dans les autres cas, on conviendra de noter ¢ les symboles de Kronecker
affines en précisant la famille de polynomes et les variables considérées.

Soit h =3, .« PyOM anT™ un polyndéme de Laurent et H son homogénéisé dans S relativement
au couple (mo, q).

S
H(X) = Z - HXJ{mijZk bij+a{mo.n;)+a3 2y brj =1
meP,NM j=1

On pose Fy = H Xq (mom)+a 2 b 16 polynéme Fy; est inversible dans C[X;|/(Fip, ..., Fur)
car les polynomes FOI,FH, ..., Fhr n’ont pas de zéro commun. Un calcul direct montre que
Fj = Fy o est inversible dans C[Yp]/(F|,/, ..., F. ). En effet,

S
H Yq(mo,?’b*)—l—q Zky bk:] YQ<m07775+1>+q Z;:l a; (Zk bk])
j s+1

j=1
avec q(mo, Ns+1)+q ;-1 @;j (35, brj) > 0. Onnotera G, 'inverse de Fy;, dans C[Yp/(Fip, ..., Fyp)-

Proposition 4.14. Soit h € C[T,T~'] alors pour tout couple (mg,q) tel que H et H' soient les
homogénéisés respectifs de h dans Xp et'Y, relativement a (mo,q), on a l’égalité :

det(nyr) det(ny)

2 Ap(Hp Gop) = o £1(Hy Goy).

|det(ny)| |det(nr)|
Preuve. Pour une indexation convenable des vecteurs primitifs 7; et donc des variables Xj,
on peut supposer sans perte de généralité que I = {1,...,n} et ¢/ = cone(ny) on I' =
{M,.- yMn—1,7Ms+1}. On vérifie aussitot que

det(ny) _ det(nr)
|det(nr)|  [det(nr)]
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car Ns+1 = Y5y ay1; avec ag > 0.

Soit m € Py, le mondéme de H(X) associé a m s’écrit :

S
M(X) = H Xj{mﬂinZk bij+a(mo,nj)+a 3y, brj—1

j=1
Le terme de H'(Y') induit par m est :

s+1
M’(Y) - H Yj<m’71j>+2k brj+q{mo,nj)+q > ; br;—1
7=1

avec D iy b si1 = D pq 25—y Qjbkj. L'élément M'(Y1, ..., Ysy1) est un monome de C[Y3, ..., Ysi1].
En effet, (m,n;) + >, br; + q(mo,n;) +a> 5 brj € N* et a; € N* pour tout 1 < j < n par suite
(M, Mst1) + 2k brs+1 + q(mos Ms+1) + 3 g brst1 — 1 €N
Comme les formes £ et 1 sont linéaires, il suffit de vérifier que £/ (M}, G{;/) = £1(MGor).
On a
lp (M7 Gop) = LM (Y)G(Y) 5 (Fr)i=1, (Y = Djer 3 Y).
et
Lr(M;Gor) = ((M(X)Go(X)) 5 (Fi) =1, (Xj — 1) jer 1 X).
ot G et G sont respectivement les inverses de Fy et Fp modulo les idéaux ((F})i_;, (Y;—1),cp)
et ((Fi)g=1> (Xj — D)jen)-

Pour simplifier les écritures, on note

K = (M (V)G ; (Fy)iz, (Vj = Djep 3Y)

et on prouve que

K = {(M(X)Go ; (Fi)ji=1, (Xj — 1)jer 3 X).

On introduit dans le symbole de Kronecker K, les variables Xy, ..., X a 'aide des s polyndmes
X —Ysojlej, j=1,...,s, ce qui donne :

K = ((M'(Y)GCl (B, (V) — Djep - (Xj = YY) Y. X)),

Pour tout k variant de 0 & n, on a les identités suivantes modulo 'idéal (X —Yso_lej, Jje[L,s]):

F(Y) = F(Y1,..., Y1)
=Fronm(Yy,...,Ys41)
= PV, Y Ys)
= Fr(X1,...,Xs)
= Fi(X)

et G)(Y) = Go(X).
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Le calcul du monéme M'(Y') donne :

M/(Y) _ H }/j<m’77j>+(2k bkj)_l Y;(—T'l’ns+l>+(zk br,s+1)—1 % Fé(Y)

j=1

_ H Yj(mmH(Zk bj)—1 }/8<+7n17n3+1>+(2k Y51 ajbe )1 x FL(Y)
j=1

. Hyj<m,77j)+(2kbkj)—1 }gﬁ,ns+1>+(zj:1Zkajbk,j)—lXFé(y)

j=1

_ Hyj<m,nj>+(zk big)=1 | 3= 0 (fmamg) (g b)) 3 (fmg ) =1 F)(Y)

= s+1 s+1
j=1
s S ) —
=TT (v yy) oGy B By,
j=1
(35=1 )1

Doit M'(Y) =Y,

=Y, M(X) modulo l'idéal (X; — Y. /,Y;, j € [1,s]). Par conséquent,

(ZS:: a')fl n (&% S
K=Y 77" M(X)Go; (Fi)i=1, (Y — Djep » (Xj = Y1 Y5)j-1; Y, X).

Pour j € I, Xj—if:lej = X;—Y,caraj =0 quand j € I. Par suite, Yij—1=X,—1pourje I
modulo 'idéal (X; — ijle, J €[1,s]). De plus, X, =Yy = (X, =Y Y,) + Y24 (Y, —1).

En appliquant la loi de transformation, on obtient donc

(25— @j)-1
K= K(Y;—i-lj H M(X)Go; (Fk)ﬁzl,Yn -1, (Xj - 1)j€f7
(Xj = YY), X = Y, (X = Y))imni1; Vs X)

Les variables Y sont rangées selon l'ordre (Y77, Y7). Il convient donc de modifier la place de
Y, — 1 dans la liste des polynémes données dans K.

(5 )1

K= (-1)°Y; ;3 M(X)Go; (Fi)g=1, (Xj — Djer,
(Xj - 5/:3:15/3')?;117)(11 - Yscjrnlvyn -1, (Xj - Yj)i:nH; Y,X)
D’ou
(=1 a4)-1
K = (—1)* (Y, 57 M(X)Gos (Fi)i—y, (X = Vjer,
()/s(jfly.; - X]);L;llv Yv;inl - Xn, Yn - 17 (Y? - X])j:n-I—l? Yv X)

puis en permutant les variables (X7, X7) et les variables (Y, Yy ) il vient finalement

s(s (5o a)-1 n
K=(-1) ( H)E(YSHJ v M(X)Go; (Fi)g=1, (Xj - 1)j6f7
(Yo Yy = X 52, Yo = X, Yo — 1, (Y = Xj)jniq; X, Y)
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On conclut en éliminant les variables Y et les polyndémes définissant Y. Le jacobien du sys-
) =1
teme (Y7, Y; — X)L Yoy — X, Yy — 1, (Y — X;j)izny1 est égal & anYS(E]*NJ) ou encore

j:la
s ap)-1 : )
aan(Jrlela]) . Etant donné un zéro (z1,...,z;) de la famille (Fy)}_;, le nombre de zéros

(y1,...,Ys+1) du systéme ((Y;fﬂl . xj);-‘:_ll, Yo —an, Yo —1,(Y; — mj)j':n-i—l) est exactement
Q.

On en déduit que

(25— )1 n
K= g(YsHJ HY M(X)GO ?(sz)k:p (Xj - 1)jei SX)-

4.3.4 Introduction d’un rayon dans un céne de dimension non maximale

On suppose ici que le vecteur primitif 711 est situé dans 'intérieur d’'un coéne de dimension
p < n. D’aprés la construction décrite au chapitre 3, on fixe cone(n,s) = cone(nsy1, F') un cone
de dimension p de I’éventail ¥’ obtenu par ajout de 1511 & 2.

Pour tout cone(nr) un cone de dimension n de 3 contenant cone(ny) et donc céne(n;), il existe
un coébne maximal cone(n;) de X' tel que

cone(nys) C cone(ny) C cone(ny) et I'=J U(I\J).

Proposition 4.15. Soit h € C[T,T~'] alors pour tout couple (mg,q) tel que H et H' soient les
homogénéisés respectifs de h dans Xp et'Y, relativement a (mg,q) , on a

det(nr)
|det ()]

det(nr)

f[/(H}/ {)I’) = ]det(m)\

Cr(H1Gor).

Preuve. Soit cone(n;) le cone minimal de ¥ qui contient 741 alors 7,11 = > L_; ayn; ou

J
a; € N* pour une indexation convenable des rayons. Puisque 1"\ J" = I'\ J, les rapports ﬁZEEZ;:;‘

et |§ZEEZ§ §| sont égaux. Les calculs conduits dans le cas ou cone(n;) est le cone minimal de X

contenant 7,41 se reproduisent & 'identique. Il suffit de changer I'indice n par I'indice p dans la
preuve de la proposition 4.14. O

4.3.5 Raffinement de 1’éventail dual de P par ajout de r vecteurs primitifs a
coordonnées entiéres

Le polytope P est supposé premier. On considére un éclatement simplicial de Xp réalisé en
ajoutant aux s rayons de I’éventail initial, r rayons engendrés respectivement par 7541, ..., Nstr-
On envisage le cas ou les vecteurs primitifs 7sy; admettent une décomposition entiére dans leur
cone minimal.
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Premiére méthode

On construit une suite d’éventails Y9 = Xp,..., 3, telle que ¥; est un raffinement simplicial
de ¥;_1 obtenu par ajout d’un rayon. On note ns1; le vecteur primitif qui engendre le rayon
ajouté a X;_1. On suppose que, pour tout 1 < ¢ < r; ngy; est & décomposition entiére selon
les vecteurs primitifs de son cone minimal dans ;1. Pour tout 1 < ¢ < r, on pose 7s1; =
Zj:fl Bj.s+iNjs Bjs+i € Net B4 = 05sin; n’engendre pas le cone minimal de n,4;. Par suite,
Ns+i admet une décomposition entiére et positive selon les vecteurs primitifs de son cone minimal
dans ¥ p soit ng4; = Z?=1 o stilj, js+i € Net ajsy; = 0sin; n’engendre pas le cone minimal
de nsy;. On note Y la variété obtenue a la suite des r éclatements. D’aprés la proposition 3.7, le
morphisme d’éclatement entre les variétés Y et Xp est caractérisé par 'application polynomiale

7 définie par :

s+r s+r
o Qaq,j Qs,j
ﬂ-(yla”'7y57y8+17"‘7y8+1”)_( H y] Y1, .-, H y] ys)
j=s+1 j=s+1
De plus, 7 est la composée des r applications polynomiales 7y, ..., oll m; caractérise ’ajout

du vecteur ns4; a ’éventail 3;. L’application m; est définie par :

/8 ys+1 Bs i—1,s+7
771'(3/17 s Ysy Ys+1s - 7ys+i) = (ysii+ Yt .- ,ysﬁ et ys+i71)-

On considere h =3 cp 1y amT™ un polynome de Laurent et (mo, ¢) un couple d’homogénéi-
sation de h dans S 'anneau de coordonnées homogeénes de X p alors (myg, ¢) est encore un couple
d’homogénéisation de h dans S’ 'anneau de coordonnées homogenes de Y. Soient H et H' les
homogénéisés de h dans les anneaux respectifs S et S’. Le couple (my, q) détermine le polyndéme
Foe Set Fhom € 5. On note Gor et Gy, les inverses de Fyr et (Fy o m)p dans les anneaux
quotients C[X]/(Fyr) et C[Xp]/{((Fxom)p)

Proposition 4.16. Pour tout I ensemble simplicial mazimal de ’éventail ¥x, et pour tout I’
ensemble simplicial mazimal de Xy, on a ’égalité :

det(nr)
|det(nr)]

OU T =T OO,

det(m/)

Cr(HiGors (Fe)is X1) = g e 5

Cp(HpGops (B o))k Yr)

Preuve. Il suffit de prouver I’égalité dans le cas o cone(n;) C cone(nr). La preuve se construit
par induction en reproduisant a l’étape i, si nsy; engendre un rayon du coéne o/, la preuve de la
proposition 4.15 & 'aide du changement de variables induit par ;. O

Ajout de r vecteurs primitifs & coordonnées entiéres dans Xp

On suppose que chaque vecteur introduit posséde une décomposition entiére (et positive) selon
les vecteurs primitifs de son coéne minimal dans X p. Il n’est plus possible sous cette hypothése
de suivre la suite de raffinements a I’aide des application polynomiales 7; de la proposition 4.15.

On considére Y une variété torique réalisant un éclatement simplicial de Xp par ajout des
rayons engendrés par les vecteurs primitifs 7sy1,...,7str aux s rayons de ’éventail X p. On
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suppose que tout vecteur 7544, 1 < ¢ < r, a une décomposition entiére (et strictement po-
sitive) dans son cone minimal de Yp, ns; = Z;:1 QjstiNj, Qjsri € Net ooy = 0 si
n; n'engendre pas le cone minimal de 7,,. Différents éventails simpliciaux peuvent étre ob-
tenus en raffinant X p par ajout de r rayons dés que r > 1. Cependant, d’aprés le théo-

réme 3.1, un morphisme d’éclatement simplicial de Xp correspondant & l'ajout de r rayons

engendrés par les vecteurs 7s41,...,Ms+r €st caractérisé par ’application polynomiale 7 telle
que T(Yi, ..y Ystr) = (HjiZH y?ljyl, - HjiZH y?”ys). Les polynémes Fj, o 7 restent donc

inchangés quel que soit I’éclatement considéré.

Proposition 4.17. Pour tout I ensemble simplicial maximal de ’éventail ¥x, et pour tout I’
ensemble simplicial mazimal de Xy, on a ’égalité :
det(nr) det(nr)

———=V(H (F CX) = N gt L (F N
|det(n1)‘ I< [GOI7< k[)k, I) |det(m/)] I( IGOIv(( kow)f)kv I)

Preuve. Ici encore il suffit de faire la preuve dans la situation ou I et I’ sont deux ensembles
simpliciaux maximaux respectivement de ¥, et Ly tels que cone(ny) C cone(nr). Le schéma de
la preuve est celui de la proposition 4.15.

Onpose I' = I1 Uy avec I C I et Iy, NI = (). Les ensembles I; ou Is sont éventuellement

vides. Pour une indexation convenable des vecteurs primitifs, on peut poser I = {1,...,n},
L ={1,....n—p}et L ={s+1,...,s+ptalors I' ={1,...,n—p,s+1,...,5+ p}. Les
vecteurs primitifs 7y, pour ¢ = 1,...,p ont une décomposition entiére selon 7y :
n S
Ns+i = Z Qjs+i 75 Ou encore  7si; = Z Qjs+i T
j=1 Jj=1

en posant a4 ; =0 pour n < j < s.

On vérifie Pégalité £y (HGy;) =e Ur(HiGor) pour le monéme M(X) de H et le mondme
M'(Y) de H' associé au point m de P, NZ™. Si (my, q) est un couple d’homogénéisation de h,
les mondmes M (X) et M'(Y') s’écrivent

S
M(X) _ H X;manj>+2k brj+q(mo,nj)+q >, brj—1

j=1
et

TT s by +almo s} +a Sy b1

! _ M5 k Okj T kOkji—
W) = [y

j=1
avec D iy bsti =D p_q D51 Qjs+ibj pour i =1,....7.
On a

£ (MGl = (MY s (s (Y — 1)y V)

et

Cr(MrGor) = L(M(X)Go ; (Fk)g=1, (Xj — 1)jer; X)-

oit iy et G sont respectivement les inverses de Fy et F modulo les idéaux ((F})i_, (Y;—1);cp)
et ((Fi)g=1, (X5 = Djer)-
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On note pour simplifier les écritures,

K = ((M'(Y)Gy 5 (Fg)i=1, (Y — Djer 1Y)
On prouve 'égalité
K = {(M(X)Go ; (Fi)g=1, (Xj — 1)jer ; X).
On introduit dans le symbole de Kronecker affine K les variables Xi,..., X, a l'aide des s

polynomes X; — [[;_; Y;‘fzs“Y pour j =1,...,s ce qui donne

K = (M'(Y)Go 3 (Fg(Y)i=r: (Y = Djer (X5 — H};‘f;;*’y j=1:Y, X).

Pour tout k € [0,n]. Les égalités suivantes sont vérifiées modulo (X; — [[7_, Y, /r ™'Y}, j €

[1,s]) :

FL(Y) = Fl.(Y,...,Ynsr)
= Fkoﬂ-(yl)"'ayn-i-’r‘)

= Fk<H YT, HY+Y

:Fk()zl,...,Xs)
= F(X)

et par suite G{(Y) = Go(X) modulo I'idéal (X; — [[}_, Yo' ™'Y;, j € [1,s]).

Le calcul M'(Y') donne
M/(Y) — H 1/j<mvnj>+(2k bkj)fl H s+lv775+2 Zk b, 5+z) % FO, (Y)
j=1

s
j i)— s+ S‘— JsS Lb i) —

_ Hyj<mﬂ73>+(zkbky) 1 H S+zv77+ Zg71O‘J, +ibg,j)—1 % Fé(Y)

=1

— HY](mJIJH-(Zk bk]’)—l HYSﬁ’n5+i>+(Z§:1 Zk aj,SJribkyj)fl % Fé(Y)
=1 ;
D’ou
M’(Y) — HY<m 77] Zk bkg H 8+ZJ 1 %y, 9+1 ,ﬂj)-f—(Zk bkyj)—l)

H y e T R ()
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et finalement

(mmi )+ (g brg)—1 r
I e

= H (H Yy
j=1

Donc M'(Y) =[]\, SHJ FEHITIM(X) modulo (X =TT Yol ™Yy e o]

s+i

Par suite,

0 si)—1 n
H Y 2 T 0 G (F(X))iy, (Y — 1) jep,

(X; — H VIety)s

sis Y, X).

j=1

L’indexation choisie donne I’ = {1,...,n—p,n+1,...,n+p} et donc pour tout i € [1,p], Ns+i =

(ZJ 1 @,s4i) 1 (Z; 10,s4i)—1

Y, 5 est égal & H Y.

Zj 1 Qs 15 OU @ s € N . Ainsi le monome []]_,;
modulo ((Yj —1),cp).

D’ou
(Z Qjsti)—1 n
H Y 2 N (X0 Gy s (F(X)) Py (Y = 1)ep,

(X; — H Yty)s

s+i j 17YX)

En observant que I’ = {n—p+1,...,n}UTU{s+p+1,...,s+r},ona X; —[[_ 11/;0_?;“1/] _
X; —II7, Y2 7Y; modulo (V; — 1,5 € T').

On déduit par la loi de transformation que

0 sti)—1 n
H Y 2 T (X0 Gy s (F(X)) P (Y — 1)eps

(X; HY+Y Y. X).

Soit i € [1,p]. La décomposition du vecteur primitif 7s;; dans son coéone minimal implique
que a;sy; = 0 pour tout indice j strictement supérieur & n et par suite les polynomes X; —

P LYY sont exactement les polynomes X; — Yj lorsque j € I.

Donc pour tout j € I’ et j > n,

Y;—1=X; -1 modulo I'idéal (X — HY;jf;“Y j=1,...,8).
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En utilisant & nouveau la loi de transformation, on obtient

Qjosti)—1
H Vi T M) Gl s (B X)) (Y = Dl s () = D,

(Y] )S-‘r?” X H Ya] e+zY

J s+p+1’ s+i J 1’YX)'

On remarque encore que pour j € I'NI={n—p+1,...,n},
X - H Y = (X - H YY) HYfo“ - 1),
En modifiant & nouveau la famille de polynémes, il vient par la loi de transformation
H Ve T M0 Go s (FO) s (¥ = D (5 = Djer,
(¥~ DL (X, - HY“] Y (X - HYC-?S“ (-~
(X, — HY”]S“Y 1Y, X).
et
= (~1)°( H Ve M0 Go s (R, (% = Do (5 = Djer,
(YJ j+g+p+1’ HYSO-[I:ZSHY X ] D HYSOLSH o J =p+1»
<H YY) = XY ).

Les variables Y sont ordonnées suivant (Y7, Y7). On place donc les polynoémes exprimant les Y;
dans le méme ordre qui conduit & I'égalité :

j,S i)_l
K = (—1)stertsisny H Y T (X0 Gy s (F(XO)) P (X5 = 1) et
<H1@“+Jf*% X;) Hn"ii“— Di=pr1s (VG = D1,
(H}/;O:ZSJrZYJ X )j n+1’(Y' 1)j+g+p+17XvY)'
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On élimine les variables Y; dans I’expression du symbole de Kronecker. On note § le systéme de
polynémes dépendant des variables Y dans le symbole de Kronecker précédent. Le jacobien de
S par rapport aux variables Y = (Y/,Y}) est égal a

P P
Y(Z;L:I aj,s4i)—1
[Ten-ssri [TYe5 -
i=1 i=1

A tout zéro (z1,...,xzs) de (Fy)P_, correspond exactement [[?_; ap_i st zéros au systéme S.
Par conséquent

K = ((M(X)Go : (F)fzy, (X; — jer 1 X).

4.3.6 Raffinement de 1’éventail dual de P par ajout d’un vecteur primitif a
coordonnées rationnelles

Dans le paragraphe précédent, les rayons ajoutés & ’éventail sont engendrés par des vecteurs
primitifs & décomposition entiére dans leurs cénes minimaux. On envisage ici le cas général ou
les vecteurs primitifs des rayons ajoutés & I’éventail ont une décomposition rationnelle selon les
vecteurs primitifs des rayons de leurs cones minimaux. Le théoréme 4.4 étend le résultat de la
proposition 4.17 au cas de r rayons quelconques.

Ajout d’un vecteur primitif & coordonnées rationnelles

La proposition 4.18 généralise la proposition 4.16. Le polytope P est supposé premier. Son éven-
tail dual ¥ est raffiné en ’éventail ¥’ par ajout d’un rayon de vecteur primitif 7, 1. Il n’est plus
supposé que le vecteur 7,41 admet une décomposition & coordonnées entiéres selon les vecteurs
primitifs de son cone minimal dans Y. Sous cette hypothése, il n’est plus possible de traduire
le morphisme d’éclatement par une application monomiale sur les espaces de coordonnées ho-
mogeénes. Cependant d’aprés le théoréme 3.8, les polyndémes homogénes Fj dont le degré est
représenté par un diviseur de Cartier sans points de base, définissent des polynomes homogénes
notés 7*(Fy) dans Panneau de coordonnées homogeénes de la variété Y.

Le vecteur 7541 appartient a Uintérieur d'un cone o € X(p), p < n. Puisque ¥ est simplicial,
Ns+1 admet une unique décomposition rationnelle selon les vecteurs primitifs de ¢ indexés par
I’ensemble simplicial J inclus dans I’ensemble simplicial maximal I. On peut supposer sans perte
de généralité que J = {1,...,p} et I = {1,...,n} (p < n). Il existe une unique décomposition
s
de la forme nsy1 = Z§:1 #nj avec (o, ;) € N* x N* et a; A B = 1. Soit d = ppem(f;, j =
j
ya s Y Vi
1,...,p), le vecteur ns41 s'écrit nsy1 = Z?Zl Ejnj avec 7; € N* ou encore 7511 = > 7, E]nj
en posant y; = 0 pour j > p. On note J’ un ensemble simplicial de la variété ¥ qui indexe 'un
des cones de Y/ obtenu en scindant o a 'aide du rayon engendré par 7sy1. L’ensemble simplicial
J' C I' ensemble simplicial maximal de ¥’ tel que I'\ J =1"\ J'.

Proposition 4.18. Soit h € C[T,T~!] alors pour tout couple (mg,q) tel que H et H' soient les
homogénéisés respectifs de h dans Xp et'Y, relativement a (mg,q), on a l’égalité :

74



CHAPITRE 4. SYMBOLE DE KRONECKER DANS LE TORE

det(m/)

det(nr)
—_ H .
det(nr)] £r(H; Cor)

((HY, / —
{0 Gor) = e )

Preuve. On réalise la preuve dans le cas p = n pour des raisons de commodité dans les
notations. La preuve pour p < n est similaire.

Comme ¢5r et £; sont linéaires, il suffit de montrer 1’égalité des symboles de Kronecker pour
deux monomes M’ et M correspondant a un élément m € P, N Z", o P, désigne le polytope
de Newton de h.

Etape 1 On pose K = (;/(M}, Gj;,). On a K = ((M'GH(Y); (7 (Fy)(Y))p_y, (Y — 1);’?2;“).

X<m 77J>+ kj

On rappelle que F}, = ZmEPk Alern, H] 1 pour k =1,...,n. D’aprés le théoréme 3.8,

T (F8) = Ymep, Ghm HSH Y<m MR e bi,s+1 = p > 51 Ve, € Z.

Les polynomes Fy et 7*(Fp) formés a partir de (mo, q), un couple d’homogénéisation de h, sont

respectivement Fy = [[7_; Y] yalmomi a2 bk o e Fy) = HSJrl Yq (momii T4 2k bhi 1glement e

est I'inverse de 7*(Fp) modulo l'idéal ((m (Fk)(y))k (Y — 1)5 ).

J=n
On considére la variable Y/ 511 introduite dans le symbole de Kronecker a l'aide du polynoéme
(Y:s’/Jrl) - Ls+1-

D’apreés le théoréme 1.6, K = (Y] ) M/ (Y)GH(Y); (7% (Fi) (Y))}_y, (Y — 1);;1”1, (Y, )%=

Yoy1;Y, Y, ). On pose Y/ = (V1,...,Y,, Y/ ;). On définit les s + 1 polynomes F}(Y"') par

Fk Y/ Z Akm H Y b X (Y:g’+1)<m1d775+1>+dbks+1 pour k= 17 AL

mEPk
FO (Y') = H y? (mo,m;)+a> 51 bkj x (Y] +1)q<mo7dns+1)+q22:1 dbgsi1
7j=1
On a F}(Y') = n*(Fg)(Y) modulo (Y/,;)? — Y41 pour tout k =0,...,n.
On note G(Y”) linverse de Fyy(Y") modulo ((F}(Y"))3_, (Y; — 1)j—,). On obtient donc

_ f(f[ y s+ S balmo )+ B 1

j=1
(}/Sf+1)<m,dﬂs+1>+2k dbk,s+1+q<m07d"75+1>+qzkdbk,s+1—1G6(Y/);F]::(Y) (Y 1)] m( s,—&-l) ~1;Y, S+1)

Puis
s
K = E(H Yj(m,nj>+zk bkj+q(m0,77j>+q Zk bk]‘—l o
j=1
(V7 ) (s + S dbisibalmodne )+ S s =1Go (v, FL(Y'), (Y — 1), V")

aprés élimination de la variable Y.
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Etape 2 On considére 'application polynomiale 7/ définie de C*+1 sur C* telle que

7'('/(3/1, -y Ys, yg+1) = ((y;+1)71y17 teey (y,/s+1)75y8)‘
On remarque que F}(Y') = Fion'(Y') et que [[;_; ((Y7,1)7Yj) ()2 byt atmo.my )+ 2 by~
est ’homogénéisé de ™ en le degré critique des polynomes Fy, o 7'(Y”).

La proposition 4.14 s’applique en considérant le vecteur dnsyq = Z;”Zl vi1; et les variables
X; définies par les polynomes X; — (Y7, 1)%Y;. Dot K = ¢(M(X)Go(X); (Fi(X))F_y, (X, —
1)i_115 X) et finalement K = £;(M;Gor). O

Ajout de r vecteurs primitifs & coordonnées rationnelles

Le polytope entier P somme de Minkowski des polytopes de Newton des fi est supposé premier.
On considére une variété torique Y d’éventail X/ réalisant un éclatement simplicial de Xp par

ajout des rayons engendrés par les vecteurs primitifs 7s41, . .., 7s1r aux s rayons de 1’éventail X..

Pour tout 1 < ¢ < r, on considére la décomposition de 7s4; dans son céone minimal de dimension
D aj s+z

Diy Nsti = JJ 13, Nj, (Qjsti Bjsti) € N* x N* et o545 A Bjsyi = 1 pour une indexation
j,5+1

convenable du cone minimal de 7s.;. Soit dgy; = ppem (B s4i, - - - Bpj7s+7;), le vecteur ns4; s’écrit

Neti = fj 1 ’SSH ou encore Nsq; = Zj‘:l ’S’SH avec 7 s+i = 0 si n; n’engendre pas le cone

s+1 s+1

minimal de 7s4;.

Théoréme 4.4. Soit h € C[T,T~] alors pour tout couple (mo,q) tel que H et H' soient les
homogénéisés respectifs de h dans Xp et Y, relativement a (mo,q), on a pour tout ensemble
simplicial maximal T (resp. I') de ¥ (resp. X') :

det(m/)
|det (n1)]

_ det(ng)
gI’(HI' OI’) - m EI(HI GOI).

Preuve. Nous nous limitons & présenter le schéma d’une démonstration en reconduisant les
étapes données dans la preuve de la proposition 4.18.

Etape 1 On considére le symbole de Kronecker | detgm ’;‘ (p(Hy, GYpr). On opére le changement
de variables (Y], )%+ = Y,|; en introduisant les r polynémes (Y], )%+ — Y,,; = 0 dans le

symbole de Kronecker. On substitue aux polynémes 7*(F}), les polynomes

r
)+b Nets . )
Z Al H Y m nJ kj H(}/s/_‘ri)<m:ds+zns+z>+ds+zbk,s+z pour k — 17 .

mEPk =1
F(Y H y? (mo,n;)+q 2 %=1 br; H(YS/+i)q<m0’ds+inS+i>+q > k=1 kst
Jj=1 i=1
On constate que le monome obtenu en les variables (Y1,...,Ys, Y/ |,..., Y/, est bien de degré
critique relativement aux polynémes F{, ..., F}.
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Etape 2 On considére le morphisme 7’ défini par

T T
Yo Yss Yot Uorr) = (LT Wera) " on - T T wera) " ws)-
i=1 i=1
On a Fj = Fj, on’. La preuve s’achéve en appliquant la proposition 4.17. O

4.3.7 Caractérisation du symbole de Kronecker a I’aide d’un éclatement

Les notations sont reprises des parties antérieures. Le polytope P est toujours supposé premier.
On considére ¥ un raffinement simplicial de ¥ p éventail dual de P et on note Y la variété torique
associée a Y. L’éventail 3 est obtenu par ajout d’un ensemble de rayons a X p.

Théoréme 4.5. Soit h un polyndme de Laurent et (mg,q) un couple d’homogénéisation de h.
On note H I’homogénéisé de h relativement a (mo,q) dans l’anneau de coordonnées homogénes
de Y. Le morphisme ©* désigne le morphisme dual du morphisme d’éclatement de Y sur Xp
défni par le raffinement de Xp en X.

Pour tout I ensemble simplicial maximal de Y,

07 (h) = mzmﬂf A (E)T (7 (F) )

ot 7 (Fo); ' est Uinverse de (m*(Fp))r modulo Uidéal (m*(F1)1, ..., 7" (Fy)1).

Preuve. C’est une conséquence du théoréme 4.4. O

4.4 Symbole de Kronecker, cas ou P n’est pas premier

Nous avons défini un symbole de Kronecker dans le tore (C*)" pour une famille de n polynémes
de Laurent telle que le polytope P, somme de Minkowski des polytopes de Newton des fj, est
premier.

Dans cette section, nous étendons la définition du symbole de Kronecker dans le tore au cas ou P
n’est pas premier en considérant des raffinements simpliciaux de I’éventail dual de P. En suivant
les polynémes homogénes par le morphisme d’éclatement, on obtient un symbole de Kronecker
défini dans un ouvert affine d’une variété simpliciale pour lequel il est possible de réaliser le
calcul.

Nous montrons que les symboles de Kronecker obtenus dans les éclatements simpliciaux de Xp
sont tous égaux. On établit en premier lieu que deux raffinements simpliciaux de ¥ p obtenus
avec le méme ensemble de rayons ajoutés & X p donnent des symboles de Kronecker égaux puis
que cette égalité vaut pour tout raffinement simplicial de X p.

4.4.1 Construction du symbole de Kronecker dans le cas non simplicial

Nous commencons par rappeler briévement la situation initiale.

7



CHAPITRE 4. SYMBOLE DE KRONECKER DANS LE TORE

On considére (fi,..., fy) une famille de n polynémes de Laurent dans C[T7, Tfl, oy T, T
réguliers pour leurs polytopes de Newton et possédant un nombre fini de zéros.

Pour tout k, fr = ZmEPkﬂZ" amiT™ ou Py est le polytope de Newton de fr. La somme de
Minkowski P = »}'_, Py définit la variété torique projective Xp de dimension n. Chaque po-
lytope Pj fournit sur la variété Xp, un diviseur sans points de base Ap = ijl bp; D; avec
byj = —minpep, (m,n;). L’homogénéisation des f;, dans I'anneau gradué C[Xq,...,X,] par
rapport aux diviseurs Ay donne une famille de n polynéomes homogénes

Fo= Y am H b eliClanl)

me P,NZm™ 7j=1

D’aprés les conditions vérifiées par les polynémes fi, les polyndémes Fj ont un nombre fini de
zéros communs dans X p tous contenus dans le tore de la variété.

Soit h = ZmEPh amT™ € C[Tl,Tfl, ooy Ty, T, 1 existe (mo, q) € Int P x N tel que

Vm € Py, Vj € [1, 5], (m,n;) +b; + q((mo,m;) + > _ bes) — 1 > 0.
k=1

On adjoint aux polynémes F1, ..., Fy, le polynéme Fy = H;Zl X?“moijb"), La famille Fy, ..., F,
est sans zéros dans Xp et le polynéme homogéne

S
H(X) — Z A H X;manHZZ:l bkj+Q(<m07TIj>+ZZ:1 bkj)_l
me P,NZ™ 7j=1

est de degré critique pour la famille (Fy, ..., F,).

On suppose que le polytope P n’est pas premier ce qui signifie que 1’éventail dual > p n’est pas
simplicial.

On considére Y7 et Yo deux raffinements simpliciaux de X p qui définissent respectivement les
variétés toriques simpliciales X1 et Xo. Les éventails ¥ et o sont formés en ajoutant r rayons,
r > 0 aux rayons de Y p. Les vecteurs primitifs ajoutés ne possédent pas nécessairement de
décompositions entiéres dans leur céne minimal.

On note 7y, ...,7ns les vecteurs primitifs qui engendrent les rayons de Xp et n1,..., M54y les
vecteurs primitifs qui engendrent les rayons communs de 31 et 3o. Soient 71 et o les morphismes
toriques définis respectivement par les raffinements ¥; et ¥s et 7] et 75 les morphismes duaux.

On obtient la situation suivante :

X1,%)

1
21(1) = 22(1) \ Xp

(X2,%2)

Puisque les rayons de ¥ et o sont les mémes, les groupes de Chow de X; et Xo sont égaux.
Par conséquent, 7} (Fy) = 75 (Fy) = F}, pour 0 < k < n.

Le théoréme 4.6 montre que les symboles de Kronecker calculés dans les variétés toriques X; et
Xo telles que X1 (1) = Xo(1) sont égaux.
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Théoréme 4.6. Soient I et Iy deur ensembles simpliciaur mazimauz des variétés Xx, et Xy, .
Pour tout monéme M(m) de H(m), on a

det(nh) / / , ,
N g (F NAAY — 2 pear (F A )
‘det(nh)‘g( GO,Il’ ( k,h)k’( J)]€]1> ‘d€t<7712)|€( G0,12> ( k,IQ)k7( ])]6[2)

ol G{]Ji est Uinverse de Fy 1, modulo Uidéal (F, 1,1 < k <mn) pouri=1,2.

det (7712 )

Preuve. Soit (ey,...,e,) une Z-base du réseau dual de N.
Ona (MG p,; (Fyp,), i (Yi)jen) = ((MGo L) (FR), .Y — 1,5 € [13Y)
et (MG 1,; (Fi.1,), 5 (Zi)jen) = €MGyo; (Fy),  Zj — 1,5 € Iy ; Z)

ou Gy (Y) désigne linverse de Fy(Y) modulo Iidéal ((F}(Y)),,Y; — 1,7 € I) et Gy, (Z)
linverse de Fy(Z) modulo l'idéal ((F}), ,Z; — 1,5 € I2).

Pour simplifier les écritures, on pose dans la suite

A=UM(Y)Go,(Y); (Fy), . Y; — 1,5 € ;Y)

et
B =U(M(Z)Gyo(2); (Fr),, Zj — 1,j € I2; Z).

On montre que A = B.

On note t le nombre de rayons de ¥; et ¥o. Comme les rayons des éventails 31 et Yo sont

identiques, les tores des variétés Xy, et Xy, sont tous deux isomorphes a (C*)" /G o G est le
t <€i,7lj >
=1t
Par ailleurs, I'hypothése faite sur les zéros des (F}), implique que les zéros communs aux poly-
nomes (F}), dans Xy, (respectivement Xy, ) sont dans le tore Ty des variétés Xy, et Xy, .

groupe défini par les équations [ ] =1lpourl<i<n.

On considére (y1,...,y) un zéro de la famille ((F})}_;, (Y; — 1)jef1) et (z1,...,2) un zéro de
(Fy)p_y, (Z5 — 1)]-6;2). Le t-uplet (y1,...,y:) (respectivement (z1,...,2;)) représente un sys-
téme de coordonnées homogeénes d’un zéro commun aux F] dans Xy, (respectivement dans
Xy, ). Par suite (y1,...,y:) et (21,..., 2) appartiennent a (C.Si (Y1, ..., uy0) et (21,...,2) re-
présentent un méme zéro des Fj, dans le tore alors il existe (g1,...,9:) € G tel que (21,...,2) =
(g1,---59t) - (y1,--.,y). La multiplication « - » est la multiplication terme & terme des t-uplets.

On introduit dans les symboles de Kronecker A et B, 3t nouvelles variables définies par 3t
polynoémes qui traduisent les relations entre les zéros des systémes (F,g)k,Y] — 1,5 € I et

,Z; — 1,7 € I. Les équations introduites permettent d’identifier les zéros des polyndmes
F}),,Zj —1,j € I>. Les équati introduit ttent d’identifier les zéros d lyno
F,g dans les ouverts affines de Xy, et Xy, correspondants respectivement a I; et Is.

On commence par définir les 3¢t polyndémes introduits dans A.

Soit &7 le systéme :

Yivi —1 pourj € I

= I[ - II " pour1 <i<n
J,{eim;)=>0 3, {eim;)<0

Zj = 5Yj pour1 < j <t

’yj’y;—l Pourlﬁjﬁt
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Les variables introduites par le systéme &7 sont rangées dans I'ordre suivant :

7= ijsz? 7j7j€1'2)7 Z=(Z1,.... %), o = (7}7j6j1”7§‘,j611)'

En observant que le jacobien du systéme S7 est un produit de déterminants de sous-matrices,
on obtient

t
Jac(Sy) = H Y; x Jacr, (T") nyj
jelz Jj=1
. ) . . or; ‘ .
ot Jacy, (I') est le déterminant de la matrice Oy avec 1 <i<mnetjec .
VN

Par suite Jac(S1) = Jacr, (T') x [] 7v; modulo (S1).

Jinlz

Le calcul de Jacy, (I') donne Jacy, (I') = det(nz,) x [ [, <Hj7<emj>20 ’yj{ei’nﬁ) x [1;er, 7vj modulo
(1)
D’ou Jac(S1) = det(nr,) x [, (Hj,<emj>20 7;-61"77”) modulo (Sy).

Etant donné (y1,...,y:) un zéro de ((Fy)i_y, (Yj —1)je,), le systéme S; admet | det(nyz,)| zé-
ros de la forme ((y1,...,4¢),7,7,2) puisque le point du tore T de coordonnées homogenes
(y1,...,y:) admet |det(nz,)| systémes de coordonnées homogenes dans I'ouvert affine de Xy,
correspondant a l’ensemble simplicial /5. En appliquant le théoréme 1.6, on obtient

det(nfz) ‘ (ein;)
= = {1 ]( v M(Y)Go(Y);
| det(nr, )] I T
(FIQ(Y))Z:I’ (Y] - 1)j€f1 , S15 Y, v, Z, 7/)
De la méme fagon, on introduit 3¢ nouveaux polyndémes et 3t nouvelles variables dans B.

On considére Ss le systéme de polynomes :

qu/} -1 pour j € I

riv) = II oplem— T oplew pour1 <i<n
Ji{eim;) =0 Jx(ein;)<0

YJ_V}ZJ‘ pourl <j5 <t

vy =1 pour1 < j <t.

Par un calcul similaire & celui conduit pour A, on obtient
det(nr,) 17
I .
= ST T Ot M (2)Goa(2);
’ det(nh)’ i1 i e o
i=1 j,(e;m;)>0

(FIQ(Z))ZZD (Z] - 1)j€[_2 , 823 7, ’7,7Y7’7)'

On remplace les polynémes Z; — 1 pour j € I, et les polyndomes de Sy qui ne figurent pas dans
81 par les polynémes Y; — 1 pour j € I7 et les polynomes de S; qui ne figurent pas dans Sy via
la loi de transformation.
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On exprime les seconds en fonction des polynémes du systéme ((Z; — 1)j cl ,S2). Ainsi

’yij—l:*yj(Yj—’y}Zj)+Zj(7j’y}—1)—|—Zj—1 pour j € I,

Y}‘—l:(Yj—’Y;Zj)"‘(’Y;'ZJ‘_l) pourjefl

ry=—| I " I +“"| e pour 1 <i<n
J,{ein;)=0 J,(eim;)<0

Zj — Yy = = (Y; = ;Z;) — Zj(v — 1) pour 1 < j <t

On en déduit le déterminant de la transformation ou les polynémes sont ordonnés comme ci-
dessus :

n <ei7 ) <617 >
( 1)t+ Hg 175 H’L 1 (Hj,(ei,nJ)ZOij " Hj <e“nj><0’}’j "71)
D’ou
B = (_1)t+n+t7nm E(M(Z)GO,Q(Z) H,yj H H (’Yj)<€i’nj>;
det(ns,) 1111 11
(Fk/;(Z))k’(Y )Jej 7815Z’Y Y’Y)

Lemme 4.2. Soit F(Z) un polynéme homogéne et A = 23':1 b;D; un représentant T -invariant
du degré de F.

Pour toutm € 2", F(Z) = [I'_, (7 )F(Y) modulo Uidéal (S).
Preuve. Soit m = (my,...,my,) € Z"™. On a
mﬂﬁmhzmlnu(GW) =TI (T ™)™
Donc H;Zl ,ij,nﬁ =1et H;zl 7§mﬁj>+bj = H;Zl vjj modulo (S7).

On pose F(Z) =3, cp, Om H§:1 Z;m’nijj. Alors modulo (S1)

t
F(Z) = F(’Yth-- . ,’)/tY;g E A, | | ’Yj m,n;)+b; _ | | ,yj]F<Y

mePA

On pose dans la suite y4°8 " = H;Zl fy?j.
Pour tout 0 < k < n, F(Z) = v L F/(Y) modulo (S ).

Lemme 4.3.

M(Z)Go2(Z) = v2=k=1( 48 Fi= A (V)G 1 (V) modulo (Sy).

Preuve. On observe que Z; — 1 = (Z; — v;Y;) +v;(Y; — 1) pour j € L. Dou Z; — 1 € (&)
pour tout j € Is.

On convient que F(vY') désigne le polyndéme F(y1Y7,...,%Y:).
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I suit que modulo Vidéal ((Fy(Z))k, (Y; — 1)z, »S1)

M(2)Go2(Z) = M(Z)Go2(Z)Fo(vY)Go,1(7Y)
= MOY)Go2(Z)Fo(Z)Gop(7Y)
= 1M M(Y)Goa (1Y)

De plus, Fo(7Y)Go1(7Y) = 1 modulo((F}(Z))k, (Y; — 1)
donc Go1(7Y) =y~ 450G 1(Y). On en déduit

jefl 781>
M(2)Go2(Z) = y>=1 48 Fi=DA[(Y)Go 1 (Y)  modulo (Sy).
O
La substitution des polynomes Fy(Z) par les polynomes FJ(Y) = (y/)% 7% F}(Z) donne par la

loi de transformation

_det(ny,) 1\ (eim; ‘
B= ey (IIC T MG (v

(FIQ(Y))ZZD (Z] - 1)j€[_2 , 823 2, ’7,7 Y, ’7)

‘det(nh)‘ B = ’det(%)’

= A, ce qui achéve la preuve du théoréme. O
det(nr,) det(nr,)

Finalement

Le théoréme suivant montre que le calcul du symbole de Kronecker ne dépend pas du raffinement
simplicial considéré. On considére X7 et Xo deux variétés toriques simpliciales construites en
raffinant X. Les vecteurs 11, .. ., ns désignent les vecteurs primitifs des rayons de X p. On note &}
Pensemble des vecteurs primitifs des rayons ajoutés a (1) pour former I’éventail simplicial 3¢
et & 'ensemble des vecteurs primitifs des rayons ajoutés a ¥(1) pour former I’éventail simplicial
.

Le raffinement de X p en ¥ (resp. de Xp en Xg) définit le morphisme 7 (resp. 72).

Les polynémes (F1, ..., Fy,) sont les homogénéisés des f1,..., f, € C[T,T~'] dans la variété Xp.
On rappelle que les zéros de (F1, ..., F),) dans Xp sont en nombre fini et contenus dans le tore
de Xp.

Théoréme 4.7. Soit h € C[Ty, Ty Y, ..., Ty, T;Y]. On note Hy (rep. Ha) I’homogénisé de h dans
X1 (resp. X3).

Pour tout I (resp. Iy) ensemble simplicial mazimal de [’éventail X1 (resp.X2), on a ’égalité :

det(ml) . . .
— 2 (M F . F 1 _
]det(mlﬂg(( 17T1( 0) )11, 7r1( k)ll, k ’ ,n)
det(nr,) I )
‘det(n12)|€((M2ﬂ-2(Fo)12 T (Fe)y k=1,...,n)

ot wF(Fo) ™! est Uinverse 7} (Fy) modulo idéal (} (Fg)r1,)k)-
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Preuve.

L’éventail simplicial 1o raffine ’éventail simplicial ¥; par ajout de la séquence de rayons en-
gendrés par les vecteurs de (&1 U &) \ &1 et définit la variété torique Xi9. De méme, I’éventail
simplicial Y9 raffine I’éventail simplicial Yo par par ajout de la séquence de rayons engendrés
par les vecteurs de (&1 Ué&3) \ &3 et définit la variété torique Xo;. Les variétés toriques X9 et Xo;
réalisent donc deux éclatements simpliciaux de Xp qui utilisent le méme ensemble de vecteurs
primitifs.

(X12,%12) T)Xl
212(1) = 221(1) 23 Xp
(X21,%01) ——— X, 2

D’apres la proposition 4.6, les symboles de Kronecker dans les ouverts affines des variétés X9
et Xo1 sont égaux. Par le théoréme 4.18, les symboles de Kronecker calculés pour les homogé-
néisations adéquates dans les ouverts affines des variétés simpliciales X7 et X1 sont égaux. De
méme pour les variétés Xo et Xo1. On en déduit ’égalité des symboles de Kronecker entre les
ouverts affines des variétés X; et Xs. O

Définition 4.10 (Définition du Symbole de Kronecker dans le tore, cas non simplicial). On
considére f = (fi,..., fn) une famille de n polynémes de Laurent de C[T7,T; L T, T
possédant un nombre finir de zéros et réguliére pour ses polytopes de Newton. On suppose que
la variété torique X p définie par P, somme de Minkowski des polytopes de Newton des fj, n’est
pas simpliciale. Soit 3 un raffinement simplicial de Xp qui définit la variété torique X et soit 7
le morphisme d’éclatement de X sur Xp. On note 7* le morphisme dual défini entre les espaces
de coordonnées homogénes de Xp et de X.

Soit h € C[T1, Tfl, ..o, T, Ti71] et soit (myg, q) un couple d’homogénéisation de h. On note H
I’homogénéisé de h relativement a (mg, q) dans ’anneau de coordonnées homogénes de Y.

Pour tout I ensemble simplicial de 3,

; B det(nr)
50 = faetton)

ol (7*(Fp));* est linverse de (7*(Fp)); modulo 'idéal (7*(Fy)r, ..., 7 (Fn)1).

Cr(Hy - (7 (Fo)); s (7" (F)1)-

Remarque 4.3. Le symbole de Kronecker dans le tore se calcule & partir des symboles de Kro-
necker définis dans les ouverts affines déterminés par un ensemble simplicial maximal. Le raffi-
nement de I’éventail initial se limite donc & obtenir un c6ne maximal simplicial. En particulier,
si la variété Xp n’est pas simpliciale mais présente au moins un coéne simplicial, le calcul du
symbole de Kronecker peut se calculer directement dans les ouverts affines associés aux cones
maximaux simpliciaux.

4.4.2 Egalité du symbole de Kronecker et du résidu global dans le tore dans
le cas non simplicial

Proposition 4.19. On a
7 (h) = Res? (h).
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Preuve. On se limite a envisager le cas ou les zéros des polynoémes 7*(F}),...,n*(F,) sont
simples. Le cas général s’y raméne en déformant les polynémes continiment (Cf. annexe du
chapitre 4).

D’aprés la définition, ﬁ}?(h) = detlnr) O(H - (7*(Fo)); s (7 (Fy))1). Les zéros communs des

" |det(ng)]
polynémes 7*(F}) s’identifient aux zéros communs des f dans (C*)". La preuve de la propo-
sition 4.13 peut donc étre reconduite en substituant les polynémes 7*(Fp), 7*(F1), ..., 7" (Fy)
aux polynémes Fy, F1, ..., F,. O

Remarque 4.4. L’égalité du symbole de Kronecker dans le tore et du résidu global n’est pas
fortuit. D’apreés le théoréme 4 dans [4], le résidu global peut se calculer par un résidu torique dans
une variété projective de polytope P tel que les P-homogénéisés des polyndémes de Laurent ont
leurs zéros communs dans le tore. Cette condition est vérifiée, en particulier, lorsque P est somme
de Minkowski des polytopes de Newton des polynémes de Laurent. Si la somme de Minkowski
des polytopes de Newton n’est pas un polytope premier, on considére ¥’ un raffinement simplicial
de son éventail dual, le résidu global peut alors se calculer par le résidu torique dans la variété
X' d’éventail ¥’ relativement & une famille convenable de polyndmes homogénes. Comme X’ est
simpliciale, le résidu torique dans X’ s’obtient aussi comme somme des résidus locaux. Dans le
cas oll un zéro commun est simple, il est aisé de voir que le symbole de Kronecker local est égal
au résidu torique local dans X’ (cf. début de la preuve de proposition 4.13). L’égalité dans le
cas général se déduit par déformation des familles de polyndémes.

Annexe du chapitre 4

Continuité du symbole de Kronecker local affine

Soit F' une famille de n polynémes en intersection compléte sur 'anneau de polyndémes a n indé-
terminées C[X] et A la C-algébre C[X]/(F). On considére C(e) le corps des séries de Puiseux en
la variable €. On dit que deux éléments de C(e) sont proches si leur différence est un infinitésimal
de C(g). Plus généralement deux polynémes de C(e)[X] sont proches si les coefficients de leur
différence sont des infinitésimaux de C(e).

On considére la famille F'e dans C(e)[X] une e-déformation de la famille F' ce qui signifie que
chaque polynéme F; j, de F. est proche du polyndéme Fj, de F'.

Etant donné un zéro de F' de multiplicité r, le théoréme de Bézout local assure ’existence d’une
déformation F; de F' admettant exactement r zéros isolés dans un voisinage de x. Une preuve
de ce théoréme est donnée dans [?],section I-4.3, une autre se déduit du théoréme des résidus
voir [7],Residue theorem, p.656.

Soit z un zéro de F'. On note A, 'anneau local associé a x, Ae le quotient de C(e)[X] par I'idéal
(F:) et (Ac), I'anneau multilocal qui est le produit des anneaux locaux (Ag), pour y € Z(Fe)
proche de .

On a les résultats suivants :

Proposition 4.20. La dimension du C(c)-espace vectoriel (A:)y est égale la dimension du C-
espace vectoriel A,

Soit B une liste d’éléments de C[X] qui remonte une base de A, encore notée B. Alors B. l'image
de B dans (A:)g est une base C(e)-base de (Ae)y
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Dans la base Be, la matrice de la table de multiplication de (Ag), est proche de la matrice de la
table de multiplication de A, dans la base B.

On note e, I'idempotent associé a x et e. , I'idempotent associé dans I’anneau multilocal A, ,.
On déduit de la proposition 4.20 que les coefficients du polynéme Bez(ec 4, Fr) exprimé dans la
base B. ® B. sont proches des coefficients de Bez(e,, F') exprimés dans la base B ® B.

Théoréme 4.8. Soit x un zéro de F et y les zéros de F. obtenus au voisinage de x par défor-
mation de F. Alors
Z 0y (H; F;) est proche de (,(H,F)
yeZ(Fe)

ot H désigne invariablement la classe d’un polynome H € C[X] dans les espaces quotients
correspondants.

Corollaire 4.1. Si x est de multiplicité r et la déformation F. posséde r zéros au voisinage de
x dont l’ensemble est noté Z,(F;), alors y(H, F) est proche de

H(y)
2 Jac(F:)(y)

YEZy (Fe)

Corollaire 4.2. On considére a présent € comme un parameétre complexe. La limite quand e
H
tend vers 0 de E yeZ(Fy) Wgy))(y) est gx(H, F)

Conséquence : Le symbole de Kronecker local coincide avec le résidu local puisque ces deux
objets sont continus et coincident dans le cas ot les zéros sont simples.
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Chapitre 5

Calculs

5.1

Algorithmes de calcul du symbole de Kronecker

Nous présentons un algorithme du calcul du symbole de Kronecker dans le tore largement inspiré
de celui donné dans [14]. Les notations utilisées sont reprises des chapitres précédents.

5.1.1 Algorithme de calcul du symbole de Kronecker affine

On rappelle I'algorithme qui permet de calculer le symbole de Kronecker pour tout polyndéme
h € C[Xy,...,X,] modulo I'idéal engendré par f = (f1,..., fn), un systéme de n polyndmes
de C[X1, ..., X,] en intersection compléte. Un algorithme du symbole de Kronecker légérement
différent est décrit dans [10] ou le symbole de Kronecker est désigné sous les termes de résidu
algébrique.

)

Calculer une base de Grobner Gy de lidéal (f1,..., fn) pour un ordre monomial et en
déduire une base de monomes B; de l'espace vectoriel C[X1,...,X,]/(f) de dimension
finie. On prend 1 comme premier élément de la base.

En déduire pour 'idéal (f(X), f(Y)) de C[X, Y], une base de Grébner G = (Go(X), Go(Y)).

Calculer le bezoutien du systéme f et déterminer Bez sa forme réduite par rapport a la
base G en réduisant Bez par rapport a Go(X) puis Go(Y). .

L’expression Bez(X,Y) = > xacp, ba(Y)X® donne la base Bz = (bo(Y')) duale de B; par
rapport a la forme bilinéaire induite par £(-; f; X).

Construire la matrice de passage de la base B; a la base Bs, calculer les coordonnées du
mondme 1 dans la base By et en déduire la matrice L du symbole de Kronecker dans la
base B;.

Pour un polynéme h € C[X7,...,X,], obtenir sa forme réduite selon la base de Grobner
Go, recueillir ses coordonnées H dans la base monomiale 31 puis calculer LH.
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5.1.2 Algorithme de calcul du symbole de Kronecker dans le tore
Cas simplicial

On décrit a présent un algorithme calculant le symbole de Kronecker dans le tore en un monéme
de Laurent 7™, pour un systéme de n polynéomes de Laurent (f1,. .., f,) dans C[T, T~!] réguliers
par rapport & leurs polytopes de Newton et tels que Zcwyn (f1, .., fn) < +00.

Soit P la somme de Minkowski des polytopes de Newton des f;. L’hypothése sur les zéros
communs des f; impose que P soit de dimension n. On suppose que l'éventail dual de P est
simplicial cela signifie que chaque sommet de P est intersection de n facettes exactement. Dans
certaines sources, un tel polytope est appelé polytope premier (cf. [4]).

L’algorithme est repris de [14]. Un algorithme semblable figure dans [10].

1) Déterminer le polytope P somme de Minkowski des polytopes de Newton Aq,..., A,

relatifs aux polynomes f1,..., f,, (P est de dimension n) et homogénéiser les polynémes de
Laurent fq,..., f, par rapport aux diviseurs sans points de base D1, ..., D, de polytopes
respectifs Aq,...,A,, on obtient les polynémes Fi, ..., F,,, homogénes pour le degré défini

dans la variété torique Xp donnée par le polytope P.

2) Homogénéiser le monome de Laurent 7" par rapport au diviseur associé & P (on obtient
un élément M de C(X) si m ¢ P)

3) Pour mg € Int(P) N Q et ¢ € N* tel que gmg € Z™, homogénéiser T9™ par rapport aux
diviseurs définis par les polytopes (¢ — 1)P et ¢P, on obtient respectivement les monémes
homogénes My et Fy.

4) Choisir mg puis ¢ tel que gmgy € Z™ et MoM € C[X].

5) Choisir un ensemble simplicial maximal I définissant un cone de dimension n de ’éventail
dual de P et déshomogénéiser les polyndémes homogénes obtenus aux étapes précédentes
en substituant 1 aux variables X; pour i ¢ I.

On obtient ainsi les polynémes (MoM)r, For, Fi1,. .., Fn 1.

6) Calculer le symbole de Kronecker associé au bezoutien des polynémes For, Fi,. .., Fy 1
en reprenant 'algorithme 5.1.1.

Cas non simplicial

On suppose ici que I'éventail dual de la somme de Minkowski n’est pas simplicial. Comme la
dimension du polytope de Minkowski est égale a la dimension du tore, par hypothése sur la
famille f, cela signifie qu’au moins un sommet de la somme de Minkowski est intersection de
plus de n facettes par définition de I’éventail dual.

Si 'un des cones maximaux de ’éventail dual est simplicial, le calcul peut s’effectuer dans ce
cone suivant 'algorithme 5.1.2 car le calcul du symbole de Kronecker dans la variété torique
coincide sur les ouverts affines Uy, 0 € ¥(n). Dans le cas ou aucun coéne de dimension n n’est
simplicial, on raffine I’éventail jusqu’a obtenir un cone de dimension n simplicial. Le raffinement
d’un céne de dimension n est conduit selon la méthode décrite au §.3 en raffinant les faces non
simpliciales de plus petite dimension par ajouts successifs de vecteurs primitifs & I’éventail. Dés
I’obtention d’un cone simplicial, le calcul est ramené a celui décrit dans 'algorithme 5.1.2.
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5.2 Exemples de calcul dans le cas simplicial

Nous proposons dans la suite de cette section, le calcul du symbole de Kronecker sur certains
mondmes du polytope formé par la somme de Minkowski des polytopes de Newton d’une famille
de polynémes de Laurent réguliére par rapport & ses polytopes de Newton. Dans les premiers
exemples étudiés, la somme de Minkowski fournit un polytope associé a une variété simpliciale.
Le calcul est alors effectué de deux maniéres : on calcule d’abord le symbole de Kronecker suivant
I’algorithme 5.1.2 puis les calculs sont repris en suivant ’algorithme 5.1.2.

5.2.1 Etude d’un exemple simplicial en dimension 2

Le premier exemple est di & E. Cattani et A.Dickenstein.

On considére deux polyndémes de Laurent génériques :

a al as
Ty.1T5) = — 4 —= T: T:
fi(Th, 1) T1T2+T1+T2+a3 1+ asTs + as
b b b
fo(Th,T3) = 0 4 L 22 4 bsTy + byTh + bs

Wy Tv Ty

Le polytope de Newton P commun & f] et fo est donné par la figure 1, I’éventail dual est celui
de la figure 2 :

75
\ /74 73 12

° . (17 0)
(07 0) m
m N3
N4 5
1772
[ ]
FIGURE 5.1 — Polytope FIGURE 5.2 — Eventail dual
(Dans la figure 1, la norme des vecteurs 71, ..., 75 n’est pas respectée.)

La variété torique projective définie par le pentagone P est simpliciale. Son anneau de coordon-
nées homogenes est C[X7, ..., X5]. La somme de Minkowski des deux polytopes de Newton est
le polytope 2P.

Calcul des homogénéisés de f; et de fo par rapport au diviseur Dp.
Fi = aoXYXIXI XX+ ar XX X2XFX0 4 ap X{ XOXIX2 X2
+ a3 XPXa XIXIX2 + ay X X2X3XIXY 4+ as X1 X3 X2 X, X3
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Fy = bo XY XIXIX3X3 + b XOXOX2XIX0 4 bo X1 XOXIX2 X2
+ b3 XEXS XYX) X2 + by XT XZX5XIXYD 4 bs X1 X5 X3 X, X3

La régularité des polynémes de Laurent fi, fo par rapport a P se traduit par la non-annulation
de certains déterminants d’ordre 2 en les coefficients des polynoémes fi et fo. Soit

aoby —aibg #0 5 agby — azbp # 0
azbs —agby #0 ; agby — asbz #0
alb4 - a4b1 75 0

De plus, la géométrie du polytope de Newton de fi et fo impose que les coefficients en les
mondmes des sommets soient non nuls. On a donc également la condition agaiasaszasbyobibabsby #

0.

Nous proposons de calculer la valeur du symbole de Kronecker dans le tore relativement au
systéme (f1, f2) en chaque monéme 7" pour m € 2P.

On prend mg = (0,0) € Int 2P. et ¢ = 1 qui définit le monéme homogéne
Fo=X2X3X2X2X2.

On choisit de déshomogénéiser les polynémes dans 'ouvert affine défini par le cone engendré par
71 et 2 qui donne 'ensemble d’indices I = {1,2}. D’ou

For = X?X3
Fir = ap+ a1 Xa + as X1 + a3 X7 X + as X1 X5 + a5 X1 Xo
For =bo + b1 Xo + by X1 + b3 X7 X5 + by X1 X5 + b5.X1 Xo.

On calcule ensuite Gy la base de Grébner réduite pour 'ordre monomial gradué lexicographique
inverse et on en déduit une base monomiale B; de I'espace vectoriel C/(Fir, For) :

Bi = {1, X1, X5, X1 X5, X5}.

On calcule ensuite le bezoutien du systéme (For, Fir, For) que 'on réduit via la base de Grobner
(go(:)(), gO(Y)) de <F1[(X), FQ](X), FlI(Y), FQ[(Y)> On obtient ainsi F(]] B@Z(Xl, XQ,_Yl, YQ)
oul Fyr est la réduction de Fy; par la base de Grobner Gy. Il suffit ensuite d’ordonner Fy; Bez
selon la base monomiale (1,Y7,Ys,Y1Ys, Y22) pour reconnaitre Bs, la base duale By. On forme
ensuite la matrice de passage Pjo et on détermine alors les coordonnées de 1 dans la base Bs. La
décomposition de 1 dans la base By fournit la matrice du symbole de Kronecker torique dans la

base B;.

Il y a 16 mon6émes de Laurent qui correspondent aux points entiers du polytope 2P, somme
de Minkowski des polytopes de Newton associés & f1 et fo. Les tableaux ci-aprés donnent les
images de ces 16 mondémes T par le symbole de Kronecker torique calculé a partir de 'ouvert
affine Uj.
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Le premier tableau réunit les 6 mondémes correspondant aux points intérieurs au polytope 2P.
On vérifie que le symbole de Kronecker dans le tore s’annule sur ces mondémes de Laurent
conformément & la formule d’Euler-Jacobi torique. Le second tableau regroupe les valeurs du
symbole de Kronecker pour les 10 mon6émes correspondant aux points sur le bord de 2P.

™ M | 07 (T™)

1 X3x3 0

7| XiX3| 0

T, X3X5 0

b | XX 0

T, | XPX3 0

Tyt | XEX3 0

™ M ()
b2 — a2b4
2 | X0X3 a4
! "2 | (agbs — asbs)(asbs — asbs)
1
O | XX b —ails
bl — a1b3
2 | X3x3 s
2 =2 (a1b4 — a4bl)(a3b4 — a4b3)
_ 1
'y | XEx4 o —ain
_ b4 — a4b0
T2 | XX3 il
1 142 (a1b4 — a4bl)(a0b1 — albo)
9 1
2Ty | X1 X3 o e
o by — azby
T2T52 | Xy X a
1 2 142 (aon — agbg)(aobl — albo)
A 1
Tl 1T2 2 X12X2 m
bo — agb
= Y3y azby — apbs
2 142 (aobg — (J,Qbo)(agbg, — a3b2)
_ 1
Tyt | Xix32 P ——

Le polynome Jac] (F)(X, X) est égal a :
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X2X§X5X2(a0b1 — albo) + X2X3X53X1(a0b2 — CLQbo) + XngXgXlXQ(albg — CLle)
+ (X2X§X5X22X1(a4b0 — a0b4) —+ X2X3X53X2X12(a0b3 — agbo) —+ XZXgXlXS(CMbl — a1b4)

+ X2 X2 X3 Xy (agbs — asby) + X2 X2 X3 X3 (asby — agbs).

Aprés calcul de sa forme normale, on trouve

(i (Jac}—(F); F)=5.

qui est aussi la valeur du volume normalisé (2!V(P)) du polytope P cf [2].

De plus, comme I = {1,2} est lisse, i.e la variété affine U; définie par le cone engendré par
(m1,m2) est une variété lisse, I'image par E}r de Jac] (F) donne aussi la dimension de By.

(0,1)

S
° ° M6 (0,0)

L2, N

FI1GURE 5.3 — Polytope du diviseur sans points de base

2
13 g

m

N6
T4 b

FIGURE 5.4 — Raffinement de ’éventail dual de P

Nous observons dans cette section, l'effet d’'un morphisme d’éclatement sur le symbole de Kro-
necker torique calculé précédemment.

Nous commengons par adjoindre un nouveau vecteur primitif ng = —n; — 312 & I’éventail dual
de P ou (n1,7m2) forme la base canonique de N ~ Z2. Le vecteur ng raffine le cone(nz,n4) en
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deux cones cone(ns, ng) et come(ns, n4). On note X I’éventail complet engendré par les vecteurs

primitifs 7, ...,ns . On vérifie aussitot que le vecteur ng a une décomposition entiére et positive
selon les vecteurs n3 et ny car ng = 13 + 214.
L’anneau de coordonnées homogénes de la variété torique Xy est C[X1,..., Xg| avec Xg la

nouvelle variable associée au vecteur primitif 7 qui donne encore le diviseur irréductible Dg. On
reconduit dans la variété Xy les mémes calculs que précédemment en suivant 1’algorithme 5.1.2.
On commence par homogénéiser les polynémes de Laurent f; et fo par rapport au diviseur sans
points de base D = Dp 4 3Dg

On obtient

Fi = aoXVXIXIXIXIXE + an XV X3 XEXIXOXE + ao X1 XIXIXIX2X2
+ a3 XEXAXIXIX2X0 4+ aa XTI X3 X2XIXOXE + as X{ Xa XA X[ X2 X}

Fy = bo XV XS X3 X3XA X + i XVXaXEXTXIXE + o X1 XY XIXFX2XE
+ b3 XZ2XaXIXIX2X0 4+ by XTXIX2XIXOXE + bs X1 XJ X3 X1 XX,

On choisit my = (0,1) dans lintérieur du polytope 2P et ¢ = 1 ce qui donne le polynoéme
homogéne Fy = X%X%X3X4X§’Xg?.
On prend I = {3,6}. On obtient les polynémes Fys, Fis et Fo; tels que

For = X3X¢
Fir = aoX3XI + a1 X2 X8 + ap X§ + a3 + au X3 X2 + as X3X¢
For = boX3X§ + b1 X3XE + baX§ 4 b3 + by X3 X2 + bs X3X5.

Puisque | det(n3,76) |= 4 et ¢] (Jac] (F); F) = 5, le cardinal d’une base de C[X3, Xg/(Fir, Far)
est égal & 20. On calcule une base de Groebner de 'idéal (Fiy, Fo;) pour lordre lexicographique
et on trouve une base monomiale B; du quotient C[X3, X¢]/(Fi, For) :

By = {1, X3, X2, X3, X6, XsX3, X6 X2, Xo, X2 X3, Xe X2, X3, X2 X3, X3 X2,
X§, X5X3, X5, X X3, X8, X0}

Dans les tableaux suivants, la premiére colonne liste les 16 monoémes de Laurent définis par
les points a coordonnées entiéres du polytope 2P alors que la deuxiéme colonne présentent les
monodmes correspondants dans 'anneau C[X3, X¢]. La derniére colonne fournit I'image des 16
mondmes par la forme dualisante Fo}l - £. La forme linéaire ¢ désigne le symbole de Kronecker
affine dans le quotient C[X3, X¢|/(F11, For).

Les calculs du symbole de Kronecker dans le tore obtenus & partir de la variété torique Xp
coincident avec les calculs obtenus dans la variété Xs ou X est le raffinement de 1’éventail dual
de P par ajout du rayon engendré par le vecteur primitif 7.
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™ M | £7(T™) = ¢(F;;' M)
1 X§X68 0
T XiX¢ 0
Ty X3x{! 0
Tt | x3xi! 0
Tt | Xixg 0
Ty | X2xi? 0
™ M 07(T™) = 4(Fy; My)
b2 — a2b4
T2 | X0x2 a
! 376 (agbg — agbz)(a3b4 — a4b3)
1
T, X2Xx¢ wh— o
b1 — a1b3
T2 | X4x0 a3
2 3776 (a1b4 — a4b1)(a3b4 — a4b3)
_ 1
TT | XX b —ahs
_ b4 — a4b0
-2 X4xl4 @0
1 3776 (a1b4 — a4b1)(agbl — albo)
o 1
TUTL | XX b o
o by — azby
T-27-2 | x2x16 a1
1 2 3776 (aobg — agbo)(agbl — albo)
1 1
T | Xax g3 P
bo — apb
T2 | x0x10 4390 — 4073
2 3776 (aobg — agbo)(agb3 — agbg)
_ 1
Tyt | X9XE P ——

5.2.2 Deux exemples supplémentaires en dimension 2

Nous examinons dans ces deux exemples, la situation de deux polyndémes de Laurent présentant
des polytopes de Newton distincts. Dans le premier exemple, les deux polytopes sont de dimen-
sion deux. Dans le second cas, I'un des polytopes de Newton est de dimension 2, I’autre est de
dimension 1.
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Exemple 1

On considére les polynémes de Laurent f; et fo dans C[T7,T] 1,T2,T{ 1] :

_ @ @ a
h EB+E+B
bo by
_ 22 4 be 4+ T
fo T1T2+T2+ 3 + by T

Les figures suivantes montrent les polytopes P; (en traits pleins) et P, (en pointillés) qui sont
les polytopes de Newton respectifs de fi et fo et le polytope P somme de Minkowski de P; et
P;. Les vecteurs primitifs 7, ..., 7g ne sont pas représentés en vraie grandeur.

(—1,0) (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)

(—-1,-1) (0,-1)

FIGURE 5.5 — Polytopes P; et P»

(—=1,-1) (1,-1)

FIGURE 5.6 — Polytope P

L’anneau C[X1,..., Xg] gradué par le groupe de Chow de Xp est 'anneau de coordonnées
homogeénes de la variété torique Xp.
Les polynémes homogénes :

Fi = apX3X4X5X6 + a1 X2 X3 + a2 X1 X5 X6
Fy = bo X3 X3X5 4 bo X1 X2 X5 X6 + b3 X1 Xo X3 X4 + by X7 X0 X

sont les homogénéisés respectifs de fi et fo par rapport aux diviseurs sans points de base Ay =
Dy + Dy + D3 — Dy + Dg et Ay = Dy + Do + Ds.

Conditions de régularité de fi, fo par rapport a leurs polytopes de Newton Par
définition des polytopes de Newton, les coefficients a; et b; vérifient les conditions agaias # 0 et
bob1b2bsby # 0. L’éventail complet de la variété Xp posséde six cones réguliers de dimension 2 :
o1 = cone(ny, n2), 09 = cone(nq, n3), o3 = cone(ns, ny), o4 = cone(ny,ns), o5 = cone(ns, ng), o6 =
cone(ng, 1 ).

Les polynoémes Fj et F5 ont un zéro commun dans ’ouvert affine U,, en dehors du tore s’il existe
des systémes de coordonnées homogénes de la forme (0,z2,1,1,1,1) ou (x1,0,1,1,1,1) tels que
Fi((0,22,1,1,1,1) = Fy(z1,0,1,1,1,1) = 0 ou Fy(21,0,1,1,1,1) = Fy(21,0,1,1,1,1) = 0. On
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obtient le systéme

ag+aixs =0
bo =0

qui est sans solution puisque by # 0 ou le systéme

ag+asxy =0

bo+baz1 =0
Ce systéme admet une solution si et seulement si }Zg b ‘ # 0. La discussion dans 'ouvert U,
donne la méme condition sur les coefficients de F et Fy. L’étude dans les ouverts Uy, Uy, Uy,
Uss montre qu’il n’existe pas dans ces ouverts affines, de zéros communs a Fj et F, en dehors
du tore.
le calcul du symbole de Kronecker est réalisé avec 1’ensemble simplicial I = {1,2}. On choisit
q=1et my = (0;0) alors Fy = X1 X2X3X7X5Xs. Le quotient C[X1, Xo]/(Fis, For) est de
dimension 3. Le calcul du symbole de Kronecker sur les monoémes de Laurent définis par les
points a coordonnées entiéres de P est répertorié dans le tableau ci-dessous.

™ My | £7(T™) = (Fy;" M)
1 X1 X 0
T X2Xo 0
1
T? X3 X b
—1
N, | X2X3 b
Tyt | X2 10
2 ! az(agba — azbo)
T, X1X3 0
1
Tyt X _—
2 ! a0b2 — agbo
_ 1
S P
—b
T 1 2

bo(agba — agbp)

Exemple 2
On considére les polynémes de Laurent f; et fo dans C[T1, T1_17 Ty, Ty e

fo G0 Lo a
S N N
fo=bs+ b1y
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(1,1) (0,1)
Py 05 4
-1,0 -1,0
(-1.0) (-1.0), o)
(0,0)
mi— 73
[
(_17_1) (07_1) (_17_1) 2 (07_1)
FIGURE 5.7 — Polytopes P; et P FI1GURE 5.8 — Polytope P

Les polynémes homogénes :

Fi = ag X3 X4 X5 + angXg + a2X1X52
Fy, = boXZ + b1 X1 X9

sont les homogénéisés respectifs de fi et fo par rapport aux diviseurs sans points de base Ay =
Dy + Dy+ D3 — Dy + Ds et Ay =2Dy.

L’étude des conditions de régularité de f1 et fo par rapport a leurs polytopes de Newton dans
chaque ouvert affine défini par un céne de dimension 2 montre qu’il n’existe pas de conditions
particuliéres sur les coefficients de f1 et fo hormis celles imposées par la définition des polytopes
de Newton c’est-a-dire agaias # 0 et bgby # 0.

Le calcul du symbole de Kronecker dans le tore est réalisé dans ’ouvert affine défini par ’ensemble
simplicial I = {1,2}. On prend mg = (0,0) et ¢ = 1 d’ou Fy = X1 X2X3X4X5. Les résultats
relatifs aux monémes de Laurent correspondants aux points & coordonnées entiéres du polytope
P sont présentés dans le tableau suivant.

™ M | ¢7(T™) = ((Fy,' M)
1 X1 X 0
1
~1
T X1 X3 "
_1 1
T; X, "
Tyt 1 0
_ —1
Tyt X, "
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5.2.3 Etude d’un exemple en dimension 3

Toutes les variétés toriques de dimension 2 sont simpliciales puisque les cénes de dimension
inférieure ou égale & 2 sont simpliciaux. Nous étudions ’exemple d’une variété torique projective
de dimension 3 présentant un céne non simplicial.

On considére trois polyndémes de Laurent génériques fi, fo et f3 dans D'anneau
C[Ty, To, T5, Ty 4, Ty b Ty 7Y,

fi(T) = aoTs + a1 Ty + a2Ts + asTs + asTy + as
fo(T) = boT5 + b1 Ty + boTo + b3T5 + byTy + bs
f3(T) = coTs + c1Th + coTa + e3Ts + c4Ty + ¢

Les polytopes de Newton des 3 polyndémes de Laurent sont égaux a la pyramide P de la figure 5.9.
Ces polynoémes vérifient la condition de régularité par rapport a leur polytope de Newton. On

suppose que {t € (C*)3, fi(t) = fa(t) = f3(t) = 0} est fini.

So :(0,0,1)

Sy
Sy : (0,1,0)

Sy :(1,0,0)

FIGURE 5.9 — Pyramide P

Comme les polytopes de Newton sont égaux, la variété torique Xp définie par le pyramide P
est la variété torique définie par la somme de Minkowski des polytopes de Newton de fi, fo et
f3. Les vecteurs de son éventail sont les vecteurs primitifs, normaux aux faces de P. On note
successivement 77 le vecteur normal & la face définie par les sommets (Sg, S1,S2), 2 le vecteur
normal a la face (Sp, S2,53), 13 le vecteur normal a la face (Sp, Sz, S4), n4 le vecteur normal a
la face (Sp, S4,51) et enfin 75 le vecteur normal a la base (S1, Se, 53, S4) de la pyramide.

Dans la base canonique de M ~ Z3, les vecteurs primitifs (11,72,73,74,75) ont les coordonnées
suivantes :

—1 1 1 -1 0
mi|{—1 m =1 n3|1 mna|1 75]|0
-1 —1 —1 -1 1
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FI1GURE 5.10 — Eventail dual de la pyramide 3P.

L’éventail dual de P est complet dans R3. Il est constitué de 4 cones simpliciaux de dimension 3
et d'un cinquiéme coéne non simplicial, engendré par les vecteurs primitifs (11, 12,13, 74) comme
le montre la figure 5.10.

Nous calculons le symbole de Kronecker dans le tore sur les caractéres correspondants aux points
a coordonnées entiéres de la pyramide 3P, somme de Minkowski des polytopes de Newton de
f1, f2, f3. La pyramide 3P contient 44 points du réseau dont 6 points sont & 'intérieur.

Les calculs sont réalisés de deux facons en utilisant un des cones simpliciaux de la pyramide puis
en raffinant le céne non simplicial de la pyramide par ajout d’un vecteur primitif.

Calcul dans un céne simplicial de la variété Xp

On note X; la variable associée au diviseur D; défini par le rayon de I’éventail engendré par 7;.
L’homogénéisation des polynoémes de Laurent par rapport au diviseur Dp = D1+ Do+ D3+ Dy
donne respectivement trois polynémes homogénes dans ’anneau de coordonnées homogénes
C[X1, X2, X3, X4, X5| de la variété torique Xp.

Fi(X) = aoXs + a1 X3X3 + aoa X3 X3 + a3 X7 XF + as X7 X3
Fy(X) = bo X5 + 01 X3X2 + bo X2 X7 4 b3 X7 X2 + by X7 X3
F3(X) = co X5+ 1 X3X2 + o X3X7 + 3 X7 X3 + ey XEX3.
Les conditions sur les polynémes de Laurent fi, fo, f3 sont équivalentes & ce que la famille
I, F5, F3 ait un nombre fini de racines communes dans le tore de la variété Xp.
On définit ensuite Fy en choisissant mg = (0,0,2) € 3P et ¢ = 1. D’ott Fy = X3 X2 X3X4 X2.
On considére 'ouvert affine défini par le cone engendré par 71,m4,75 et on note I = {1,4,5},
I’ensemble simplicial correspondant. On obtient les polynémes Fyr, Fiy, For, F3r € C[ X1, X4, X5]
For = X1X4X?
Fip = apXs + a1 + aaX§ + asX{ X7 + as X7
For = bo X5 + by + bo X7 + b3 X7 X7 + by X7
F3r =coX5+c1 + CQXZ + CgX%XZ + C4X12.
Le calcul de la base de Grobner réduite pour I'ordre gradué lexicographique inverse montre que

I'algeébre quotient est 1’espace vectoriel de dimension 8 engendré par les classes des monoémes :
L, Xy, Xy, X5, X1 Xy, X1 X5, X4 X5, X1 X4 X5.
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On rappelle que le calcul du symbole de Kronecker dans le tore sur la classe d’'un monéme de
Laurent modulo 'idéal (f1, fa, f3) s’obtient a partir de la forme dualisante FO_I1 - £ calculé en
un certain mondéme de 'anneau quotient C[X1, X4, X5|/(F11, For, F31). 'élément F()}l désigne
I'inverse modulo (Fiz, For, F3r) de la classe de Fyj.

L’algorithme de calcul est celui décrit au début de cette section.

Il existe 44 monomes de Laurent 7™ lorsque m € 3P N Z3. Le tableau suivant répertorie les
calculs pour les 6 points intérieurs & la pyramide qui correspondent aux monoémes de Laurent
T32, T3, 11715, T5T5, %, % et 7 autres points sur le bord dans les plans d’équation z = 1 ou z = 2.
On vérifie que le symbole de Kronecker s’annule sur les monoémes correspondants aux points a
coordonnées entiéres, intérieurs & la pyramide 3P.

<

Inventaire des points a coordonnées entiéres de la pyramide 3P On reléve 25 points
sur le bord dans le plan z = 0,

(0,3,0)

° ° ° ° ° ° ° (3,0, O)

FIGURE 5.11 — Points dans le plan d’équation z =0

5 points intérieurs et 8 points sur le bord dans le plan d’équation z = 1,

FI1GURE 5.12 — Points dans le plan d’équation z =1
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un point intérieur et 4 points sur le bord dans le plan d’équation z = 2,

FI1GURE 5.13 — Points dans le plan d’équation z = 2

enfin le point de coordonnées (0,0, 3) au sommet de la pyramide 3P.

Calcul du symbole de Kronecker dans le tore avec la variété projective de polytope
3P

m ™ M —0(Fy; M)
(0,0,2) | TPT9T? | XI1X}1X2 |0
(0,0,1) | TPTITS | X2X2X2 | 0
(1,0,1) | 141914 | XIX1X2 |0
(0,1,1) | TPTITS | X1X3X2 |0
(=1,0,1) | T;7179T) | X3X3X2 | 0
(0,-1,1) | 70T, 73 | X§X1X2 | 0
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m ™ M; | —U(Fy M)
—1
apg aip a4
(L-L1) | T3 | XPX9XZ | —|bg by by
cp €1 ¢4
1 -1
ap aip ag||ap aip a4 ag asz a4
0,-2,1) | 1,27 | X$X9X2 | —|by by bs||bo b1 bs| |bo b3 by
cp €1 c3llcg €1 ¢4 co €3 ¢4
—1
apg as a4
(-1, =1,1) | Ty "1y ' T3 | XPXEX2 | by bs by
cp €3 ¢4
—1
apg as asg
(-1,1,1) | T7'T3Ty | XPX4X2 | |bg by bs
co C2 cC3
—1
ap aip as
(1,1,1) TITyTy | XPXEXZ | by by by
cp €1 €2
—1 -1
a]; as a4|lapg ai a4 apg az a4
(0,-1,2) | TPT; T3 | XPXEX3 | |by by bal|bo b1 ba| |bo b3 ba
c1 c3 c4llcg €1 ¢4 cop €3 ¢4
—1 -1
ay a2 a4||ap a1 a4 ap a1 a2
(1,0,2) TITITS | XVX9X3 | —|by by byllbo b ba| |bo b1 bo
€1 C2 c4f|cp C1 ¢4 cp C1 C2

102




CHAPITRE 5. CALCULS

Calcul dans le céone non simplicial de la variété Xp

Nous commencons par raffiner le cone non simplicial engendré par 71,72, 73 et 14 en adjoignant
le vecteur ng = n1 + 12 + n3 a Péventail de Xp. On scinde le cone(ni,n2,m3,m4) en 4 cones
1
simpliciaux cone(ng, 11, 12), cone(ne, 13, 12), cone(ns, 13, 1m4), cone(ne, n1,14). Le vecteur ng |—1
-3
est bien primitif dans la base du réseau.
Le morphisme torique d’éclatement transforme le diviseur ample D3p de la variété Xp en le
diviseur sans points de base D = D3p 4+ 9Dg. L’éventail ¥ dual du polytope 3P est raffiné en
I’éventail X'.

FIGURE 5.14 — Eventail X'.

L’homogénéisation dans la variété Xy conduit & considérer la famille :
Fi(X) =aoXs + a1 XaX2Xg + aoa X3X7X2 4+ az X X3 X2 + as X2 X3 X}
Fy(X) = bo X5 + b1 X3 X3 X¢ +bo X3 XZXZ + b3 XPXIXE + by XPX3X4
F3(X) = co X5+ 1 X3X2Xd + o X2XIX2 + 3 XPX2XE + ea XEX2XE.
et le polynéme Fy = X1X2X3X4X52Xg’ en gardant le point mg = (0,0, 2) comme point intérieur.
On considére I'ouvert affine défini par le cone engendré par 71,14, 76 et on note I = {1,4,6}, I'en-
semble simplicial correspondant. On obtient les polynomes Fyr, Fir, For, F3r € C[X1, X4, X¢] :
For = X1 X4 X3
Fir =ao+ a1 X§ + aa X3X2 + a3 XPX3X2 + au X3P X§
For =bo + b1 X¢ +bo X3X2 + b3 XPX2XE + by X7 X
Fyr =co+ 1 Xg + caXi X2 + 3 XPXEXE + s XEXG.
Le calcul de la base de Grébner via l'ordre gradué lexicographique inverse montre que 'anneau

quotient C[X1, Xy, X¢]/(Fi1, Far, F3r) est un espace vectoriel de dimension 32 dont une base
monomiale est représentée ci-apreés figure 5.15.
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’:vi ®
. )

° °
°

s - °
o ’ °

° °
°

FIGURE 5.15 — Base monomiale de C[X1, X4, X¢]/(F11, For, F31).

Calcul du symbole de Kronecker dans le tore avec la variété Xy

m ™ M 0(Fy; M)
(0,0,2) | TPT9T? | XI1X}X2 |0
(0,0,1) | TPTITS | X2X2X§ | 0
(1,0,1) | 14191 | X1X1XE |0
(0,1,1) | T°TiT¢ | XIX3XI | o
(=1,0,1) | 771797 | X3X3XE | 0
(0,-1,1) | 70T, 73 | X§X1XE | 0
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m ™ My 0(Fy M)
-1
ag a1 Qa4
(1,-1,1) | T T8 | XEX9XE0 | — by by by
Cho C1 C4
-1 -1
ayp a1 ag|lap aip a4 apg a3z a4
0,-2,1 T2t | X4Xx0x10
(0,-2,1) 142 "13 1444 | —|bp b1 Db3||bp b1 bs bop b3 by
cp C1 C3||co C1 ¢4 cp €3 ¢4
—1
ag a3 a4
(=1, -1,1) | Ty T | XEXEXE | by b3 by
Cop C3 C4
-1
apg ag as
(-1,1,1) | TV | X2XEXE | by by b
Chp Co C3
-1
ag a] as
(1,1,1) TITS T XVXZXE | by by by
Chp €1 Co
-1 -1
a]; as a4|lapg aip a4 apg a3z a4
(0,-1,2) | TPT5'75 | XPXOXE | [by by ba||bo b1 b bp b3 by
Cl €3 C4||co C1 ¢4 cp €3 ¢4
-1 -1
ap az a4||ag ai a4 apg a1 ag
(1,0,2) T{T9TS XPXOXE | —|by by by|lbo by by bo b1 bo
c1 Cy c4|lcg €1 ¢4 co €1 C2
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5.2.4 Etude d’exemples non simpliciaux
Exemple 1

Nous envisageons a présent le cas ol la somme de Minkowski des polytopes de Newton présente
un éventail dual dont aucun céne de dimension maximale n’est simplicial. Il est nécessaire dans
ce cas de procéder a un raffinement de I’éventail dual selon la méthode indiquée.
On considére la famille de polynémes de Laurent :

fU(T) = aoTs + a1 Ty + a2To + asTy t + aaTy ' + asTy

fo(T) = boTs + biT1 + b Ty + b3y + baTy ' + bsTy !

fg(T) = CoT3 + Ty + Ty + Cng_l + C4T2_1 + C5T3_1

Chaque polynéme de Laurent admet I'octaédre P représenté dans la figure 5.16 comme polytope
de Laurent.

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

FIGURE 5.16 — Octaédre
On considére

-1 1 1 -1 -1 1 1 -1
m (=1 mn2|—-1 nm3|1 ma|1 n5|—1 mg|—1 n7 |1 mns|1.
-1 -1 -1 -1 1 1 1 1

les vecteurs primitifs normaux aux facettes de P. Comme dans les cas précédents, un vecteur
primitif 7; est associé & une variable X; et un diviseur irréductible D;.

Chaque sommet de 'octaédre est intersection de quatre facettes. Aussi tous les cones de dimen-
sion 3 de X, ’éventail dual de P, sont non simpliciaux.

L’homogénéisation des polyndémes de Laurent fi, fo, f3 par rapport au diviseur défini par ’oc-
taédre donne les polynémes Fi, Fo, F3 :

Fy =aoX2XEX2X2 + an X3 X3XEX2 4+ ap X3 X3X2X2 + a3 XiXIX2 X3
+ as XEXEX2XE + as X2 X2 X2 X3

Fy =bo X2XEX2XE + b1 Xa XaXEX? + bo X5 XTX2XE + b3 X7 X3 X2X3
+ b4 XTXFXZXE + bs XP X5 XTX7

By =coX2XEX2XE + 1 Xa XaXEX2 + coX2XIX2XE + 3 XPXIXEXE
+ e XEXEXEXE + s XEX2X2XE
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Etude des conditions de régularité On rappelle que la condition de régularité des poly-
nomes de Laurent par rapport a leur polytope de Newton f1, fo, f3 est équivalente & la condition
suivante :

{(@p.p € (1)) | Yk, Fylwpsp € B(1)) =0, Yo € S(n), [] 2o #0} € (C°
p€a(1)
ou X est I'éventail dual de P, somme de Minkowski des polyndémes de Newton de fi, fo, f3 et
I, Fy, F5 sont les homogénéisés respectifs de f1, fa, f3 par rapport au diviseur associé a P.
Nous exprimons cette condition dans le cone o engendré par les vecteurs primitifs ny, 72, 13, 4.

Un point = € U, admet un systéme de coordonnées homogenes (x1,...,z4,1,1,1). Si z n’est
dans le tore de Xp alors il existe au moins une coordonnée nulle, disons x; = 0.
Un systéme de coordonnées (0, zo, x3, 24, 1,...,1) est solution des équations F} = Fy = F3 =0

si et seulement si - -
ap + a1x5w3 + asxzry =0

bo + b1x3x3 + boaZa? =0
2,2 2,2
co + c1xyx3 + coxzry = 0

Par suite, la famille Fy, Fy, F3 est sans zéro commun dans U, si et seulement si

apg a1 az apg ag as apg as a4 apg a1 a4
bo bl bg X bo b2 b3 X b() b3 b4 X bo bl b4 75 0.
co €1 C2 Co C2 C3 Co €3 C4 Co C1 (4

Compte-tenu des symétries de l'octaédre, on en déduit que les zéros communs dans Xp des

polynémes Fi, Fo, F3 sont dans le tore si, et seulement si, pour tout triplet de facettes choisies
ai, i, Qg

dans un coéne de dimension 3 de X repérées par les vecteurs 1;,, 7i,, 73, on a |b;, by, biy| # 0.
Ciy  Ciy  Cig

Ces conditions traduisent I’hypothése de régularité des polyndémes de Laurent fi, fo, f3 par rap-

port a leur polytope de Newton.

Calcul pour 3 polynémes de Laurent particuliers Pour conduire les calculs avec Maple,
on traite un cas particulier en choisissant les coefficients de fi, fo, f3. On pose ainsi

ag=as =a3 =a4 =as =1,
bo=b1=0b5=1, by =bs =4, b3 =2,

00202204265:1, 61263:—1.

On vérifie aisément que les conditions de régularité par rapport aux polytopes de Newton sont
vérifiées.
1
On raffine l'éventail ¥ en adjoignant un neuviéme vecteur primitif ng |—1, n9 = m +
-3
ne + n3. le vecteur 19 fournit une neuviéme variable Xg et le diviseur irréductible
Dg. Le come non simplicial engendré par mnp,1m2,n3,1m4 est scindé en 4 cones simpliciaux
cone(ny, n2,M9), cone(n, N, Ny ), come(na, N3, n9) cone(ns, N4, 79). On obtient un nouvel éventail X'
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FIGURE 5.17 — Eventail X',

L’homogénéisation de f1, fo, f3 par rapport au diviseur D = Z?:l +3Dg donne les trois poly-
nomes homogeénes pour la variété torique X’ d’éventail X’

Py =X2XEX2X3 + XIXIXEX3Xg + X3XEXIXEXE + XiXiX2XEX]
+ XIX3XEXEXg + XPXIXE2XTXS

Py =X2XGXEX3+2X3X3X3X2 Xy +AX5XIXZXIXE + 2 X7 XIX2X3 X5
+AXTXIXEXE X + XTXEX5XTX$

Py =XZXEX3X3 — X3XGXEXFXg + X3XFXIX3XE — XiXiX2XE X
+ X7IXIXEXEXg + Xi X3 X3 X3 XS,

On choisit le point de coordonnées (0,0,2) pour définir le quatriéme polynéme Fy =
X1 Xo X3 Xy X2 X2 X2 X2 X3,

Le calcul du symbole de Kronecker est effectué dans 'ouvert affine correspondant au cone sim-
plicial cone(ny,n4,1n9). La suite des calculs suit I’algorithme 5.1.1.

La déshomogénéisation des polynoémes Fy, F1, FoF3 relativement & l’ensemble simplicial [ =
{1,4,9} fournit les quatre polynémes :

For =X1X4X§

Fir =X3X3X§ + XEXIX3 + X3X2+ XPX2 + X5+ 1

For =X1X3X§ - X{XIX3 + X7X3 + X7XE — Xg + 1.
Le quotient C[ X1, X4, Xo|/(F11, F2I, F3I) est de dimension 64. On donne ci-aprés une représen-
tation de la base monomiale obtenue aprés calcul de la base de Grobner de I'idéal (F'11, F21, F31)

pour l'ordre gradué lexicographique inverse.
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T4 o

x%xg

T4 ©

Le tableau ci-apres récapitule I’évaluation du symbole de Kronecker sur les monémes intérieurs
au polytope 3P. On vérifie une fois encore ’annulation du symbole de Kronecker sur les monémes
intérieurs au polytope, somme de Minkowski des polytopes de Newton des fy.
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m ™ My 0(Fy M)

(0,0,2) TWTIT? | X{X1X5 |0
(0,0,—2) | TPTIT; | X1X1X37 |0
(0,0,1) | TPTPTy | XPXFX§ |0
(0,0,—1) | TPTIT; ! | X2Xx2X34 | 0
(1,0,1) TiTIT | XIXIXE |0
(1,0,—1) | TMT9T;Y | X1X1X33 | 0
(0,1,1) Ty | XiX3XE | o
0,1,-1) | 3Tyt | X1Xx3X33 |0
(-1,0,1) | 777971} | X3X3XE | o
(=1,0,-1) | T, 1975 | X3X3XE | o
(0,-1,1) | TPT;'T3 | XPX1X§ |0
(0,—1,-1) | TP, ' Ty | X3X1XE | o
(0,0,0) | TYTYTY | XPX{Xg5' |0
(1,0,0) TITITY | X2X3X3? |0
(1,1,0) T | XiX3xdt | o
(1,-1,0) | TIT;'T9 | XPX[X5* | 0
(0,1,0) | TYTTY | XPXiX° | 0
(0,-1,0) | T, '79 | X{x2x3 | o
(-1,1,0) | T7'I3TY | XPX3X§ |0
(=1,-1,0) | ;7' 79 | XPX3X8 | o
(=1,0,0) | T7'TITY | Xixixd0 | o
(2,0,0) TPTITY | X1X1X33 |0
(0,2,0) T | XiX3X9 |0
(0,-2,0) | TPT, %79 | XPX1X33 | 0
(=2,0,0) | T72T9T9 | XPX3X9 |0

On consideére la famille générique de polynoémes de Laurent :

H(T) = ao + asT3
fo(T) = biTy + boTo + bsTy ' + baTy ' + bsTs + b T3 "
f3(T) = 1Ty + caTy + 3T+ eaTy t + 5T + ceT5

Le polytope de Newton de f; est le segment dont les extrémités ont pour coordonnées (0,0,0)
et (0,0,1). Les polynomes fy et f3 ont comme polytope de Newton, le polytope décrit a la
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figure 5.16. La somme de Minkowski des polytopes de Newton est le dodécaédre P représenté a
la figure 5.18. On suppose que f1, f2, f3 possédent un nombre fini de zéros communs dans le tore.
Par hypothése, les polynémes f1, fo, f3 sont réguliers par rapport & leurs polytopes de Newton.

(0,0,3)

(0,2,0)

FIGURE 5.18 — Somme de Minkowski des polytopes de Newton de fi1, f2 et fs

Les rayons de I’éventail dual de P sont engendrés par les vecteurs primitifs

-1 1 1 -1 -1 1
m|=1, m =1, n3|1, m| 1, n5|=1, ne|-1,
-1 -1 -1 -1 0 0
1 -1 -1 1 1 -1
nr|l, ms |1, mo|=1, mo|=1, ma|l, m2|l
0 0 1 1 1 1
qui engendrent les normales rentrantes aux facettes de P et induisent les variables X1, ..., X0

de 'espace de coordonnées homogénes. Aucun des cones de dimension 3 de la variété torique
projective Xp définie par le dodécaédre P n’est simplicial. Le polynéme de Laurent f,k =
1,...,3 de polytope de Newton P, fournit un diviseur de Cartier sans points de base Ag. On
obtient Ay = D1+ Dy + D3+ Dy et Ay = Az = D1+ Do+ D3+ Dy+ D5+ Dg+ D7+ Dg+ Dy +
Do + D11 + D12. En homogénéisant fi par rapport au diviseur Ay, k = 1,...,3 on obtient les
polynémes homogénes :

Fi = ap X1 XoX3Xy + a5 X9 X10X11X12
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Fy = b1 Xa X2XEX2X2 X + bo X3XIX2XE + b3 XPXEXEXE X2 X2+
by XIXIXEXEXEXE) 4 bs X5 X6 Xo X Xe X0 X X2y + b XP X3 X2 X2 X5 X6 X7 X35

Fy =1 Xa X2XEX2XE XY + coXEXIX2XE + 3 XPXEXEXE X2 X2+
I XPXEXEXEXEXE) + 5 X5 Xe X Xs XEXE X X3y + c6 XPXIX2XEX5X6X7 X3

On sélectionne le point mg = (0,0, 2) intérieur au dodécaédre et ¢ = 1 ce qui donne
Fo= X1 Xo X3 Xy X2 X2 X2 X2 Xg X3 X2 X2,

Le premier raffinement considéré consiste a rendre simplicial le cdne engendré par les vecteurs
primitifs 11, 12,13, m4 en ajoutant a I’éventail le cone(ny,ns). Ce type de raffinement ne modifie
pas ’homogénéisation de fi, fo, f3 puisqu’aucun rayon n’est ajouté a l’éventail. le calcul est
effectué dans 'ouvert affine indicé par ’ensemble simplicial I; = {1, 2, 3}.

Le second raffinement consiste a ajouter aux rayons de I’éventail initial le rayon engendré par
le vecteur primitif n13 = %771 + %7]3 de coordonnées (0,0, —1) dans la base canonique. Le cone
de I'éventail initial engendré par les vecteurs 11, 12,73, 74 est scindé en 4 coénes simpliciaux de
dimension 3. Le calcul est effectué dans le cone repéré par ’ensemble simplicial Iy = {1,2,13}.
Le polynéme f; est homogénéisé relativement au diviseur sans points de base D + Do + D3 +
Dy+ Dq3, fo et f3 sont homogénéisés par rapport au diviseur sans points de base Dy + Do+ D3+
Dy~ D5+ Dg+ D7+ Dg+ Dg + Do+ D11 + D1s + D13. On obtient les polynémes homogénes
G1,Go, G5 suivants sur I'éclatement de la variété Xp.

G1 = apX1 X2 X3X4X13 + a5 X9 X10X11X12

Go = XEXEXEX2XZ X X153+ o XEXIX2X2X 13 + b3 XP X3 X X3 X2XEX 13+
b XPXEX2XZXEX2 X 13 + bs X5 X6 X7 Xs Xo X2 X2 X2y + be XP X2 X2 X2 X5 X6 X7 X Xy

Gy = 1 Xa X3 XEXFXT X X153 + 2 X3 XZXZXE X3 + 3 XTI XTXE X X2 X3 X3+
G XEXIXEX2X2X2 X135 + s X5 X6 X7 Xg XEX2 X2 X2 + c6 X2 X2X2X2 X5 X6 X7 X X 2

Le calcul du symbole de Kronecker sur les monémes de Laurent déterminés par les 15 points &
coordonnées entiéres du polytope P situés dans le demi-espace ouvert z > 0 a été effectué en
utilisant les deux types de raffinement définis précédemment. Les résultats sont rassemblés dans
le tableau qui suit.
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m " My, My, 7 (T™)
(0,0,3) T3 1 1 0
(1,0,2) TP | X3X5 | XiX{y |0
(0,1,2) TiT2 X3 Xis |0
(-1,0,2) | 1772 X3 X{Xis |0
(0,-1,2) | T,'T¢ | X2X3 | X2X3Xu3 | 0
0,0, 2) T2 X1X3X3 | Xi1X5X13 |0
(2,0,1) T27)] Xixs | xix bacs — bucs
0, il3 243 24213 as(bicy — bacy)(brcg — bacy)
1
LLY | BT XX | XX G )
b103 — b301
21 T2T1 X4 X2
(0,2,1) 213 3 13 as(byrca — bacy)(bacz — byca)
) 1
(CLLY | TRT | XiXE | XX | s
(=2,0,1) | T7%T) x4 X4x2 baca — bica
y Y, 1 43 1 1<*13 as(bgcq — bycs)(bacs — bsca)
o 1
(C1L-LY) | TGS XIXE | XXX | s
(0,-2,1) Ty °T) X4x4 | xixixz hics — bacy
s ’ 2 3 122 124013 a5(b104 — b4cl)(b3c4 - b463)
1
B =11 24 yv2 2y4dy2 | -
(17 1, 1) Tl T2 TS X1 X2X3 Xl X2X13 a5(b164 — b4C1)
(0,0,1) Ty X{X3X5 | XTX3X75 | 0
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Chapitre 6

Symbole de Kronecker torique

Dans cette section, le symbole de Kronecker est étendu & une variété torique projective de
dimension n et défini pour une famille de n + 1 polynémes homogénes Fp, ..., F,, présentant des
conditions particuliéres sur les degrés et les zéros.

La définition est d’abord établie pour une variété simpliciale. Le cas non simplicial est envisagé
en raffinant I’éventail initial de facon & obtenir un éventail simplicial. La méthode suivie reprend
la méthode développée dans le chapitre 4.

6.1 Symbole de Kronecker dans une variété torique compléte

Les notations adoptées sont celles des chapitres antérieurs. On considére X une variété torique
projective définie par un polytope P convexe et rationnel de dimension n. Dans ce paragraphe,
I’éventail X associé & P est supposé simplicial. On note 71, . . ., 75 les vecteurs primitifs des rayons
de ¥. Chaque rayon donne une variable X; et un diviseur T-invariant D;. Le réseau N ~ Z"
est rapporté a la base (e1,...,e,) et N @R ~ R"™ est 'espace vectoriel support de 1’éventail
Y. L’anneau de coordonnées homogenes S = C[X1,..., X,| est gradué par le groupe de Chow,

S = @ae(n(X) Sa-
On considére une famille de n+1 polynémes homogénes dans 'anneau S, F = {Fy, ..., F,,}. Pour
tout 0 < k < n, on choisit Ag un représentant Ty-invariant du degré de Fy, Ap = 25:1 b;Dj.

S
VO0<k<n, F, = Z . H X;mvnj>+bk]’
mGPAkﬂM j=1

ot M est le réseau dual de N. En certaines occasions, on utilisera la notation donnée dans [11] :
T )+
(m,A)_ m77]+k
xtman = TT X"
j=1
On suppose que F vérifie la condition (%)) :
Condition (%))

— JF n’a pas de zéro dans X,

— pour tout k € [0,n], la famille F; = {Fo,..., Fr_1, Fxy1,..., Fy} admet un nombre fini
de zéros dans le tore de X.
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A tout ensemble simplicial maximal I, c’est-a-dire un ensemble qui indice les vecteurs primitifs
d’un cone de 3(n), correspond la famille F; ; des n polynémes Fjr, k # r, définis par Fj,;(X7) =
Fir(Xy,...,Xs)avec X; =1sij¢1.

En complétant la famille F; ; par les polynéomes X; —1, i ¢ I, on forme la famille .%; ; composée
de s polynomes. La famille . 1 a un nombre fini de zéros dans C* car X est simpliciale. L’anneau
C[X1,..., Xs]/(F 1) admet donc un symbole de Kronecker affine £.

On note encore A, 1, 'anneau quotient C[X1, ..., X |/(F1).

Proposition 6.1. L’image dans A, ;1 Q A1 du polynome

Fy alFO cee asFO
Bez = |det ()] : “- :
det(n) [Ligr Xi | R O F, . 0 F),
Xi,i%] -1 81Xi,i¢[ -1 ... GSXi,i¢I -1

est un bezoutien généralisé.

Preuve.
D’apres le théoréme des zéros de Hilbert, F,. est inversible modulo F;. La classe de Bez dans
A1 @ Ay g est donc le produit de la classe du bezoutien des n polynémes de la famille Fg ; par
un élément inversible de A, ;.

O

Remarque 6.1. La définition de Bez est indépendante de la facon dont on ordonne les indices de
I et I. La forme dualisante ¢; ; associée a la classe de Bez dans A, 1 Q) A, ne dépend donc que
du choix de la base de référence dans N.

Remarque 6.2. Les anneaux A, 1 et C[X[]|/(F; 1) ou C[X| = C[X}, j € I] sont isomorphes. On
peut donc identifier I'image de Bez dans A, 1 @) A, 1 et 'image du polynome :

For OiierFo,1

\det(n7)] | . :
1 .7 N Fr 812 Fr
det(nr) | "' wermnd

For  OiierFnr

dans C[X7]/(F7,r) @ C[X1]/(Fr1)-

Dans la suite, Bez désignera indifféremment I'image de Bez dans A,; ® A, et I'image de
For  OiierFor

det . .
M FTJ ai,iGIFr,I dans (C[X[]/(ff’ﬁ & (C[X[]/<.7:,a7[>.
det(nr) | ,

F,r  OiierFnr

Lemme 6.1. Soit A une C- algébre de dimension vectorielle finie. On suppose que A est de
Gorenstein. Si By et Bo sont deux bezoutiens généralisés de A tels que Bo = aB1 a € A alors
leurs formes dualisantes associées {1 et lo sont lides par la relation ly = a~ 4.
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Preuve.
Par définition B(¢1) = 1, d’ott (aB1)¥(a"t-£1) = 1. Or By(f2) = 1 par conséquent {3 et a1 -/;.
O

Proposition 6.2. La forme dualisante associée a Bez et définie sur A, (resp. C[X[|\(Fs.1))

est égale a Idet ()] Gyr- ou l est le symbole de Kronecker affine sur A, (resp. C[X1|\(Fs.1))

det(nr) ’
et G,r Uinverse de Fyr modulo F; 1 (resp. Fi 1).

Preuve.
C’est une conséquence du lemme précédent.
O

Théoréme 6.1. Soient I et Iy deuzx ensembles simpliciauz associés a des cones dans 3(n). Soit
r € [0,n].

Pour tout polynéme homogéne H € S, ot p = ,_,deg Fj, — Zj’:l deg X est le degré critique
de la famille F,

|det(7711)| ‘det(nb”
——A(H,G,1)) = —F—H(H,Gr1,).
det(n7,) ( nGrr,) det(nz,) ( Iz 12)
Preuve. La preuve s’inspire largement de celle donnée dans [14]. La base (e1,...,e;, ..., €p)

désigne une Z-base de M, réseau dual de N. Pour tout i, ¢ € [1,n], on pose :

Jz+ = {] € {17"'78}7 <ei777j> > O}
et
Ji = {7ed{tL,... s} <€i,77j> < 0}.

On introduit A et p deux s-uplets d’indéterminées dans l'ordre suivant :

)\:()\1—2,)\]2) 'u:(/‘[_la,ull)
. On considére alors
A;r()\) = H )\]{emﬂ et A;()\) = H )\j_<eivm'>
jeg; jer

et
M (p) = H u§-ei’m> et M (u) = H M;<ei’nj>

jegt jedy

On obtient ainsi n polyndémes respectivement en les indéterminées A et p en posant A; = A;r —
A7 et M= MIJr — M;". On définit Gy, 1, la famille constituée des 3s polynémes suivants :

XA —1 pour j € I
Ai(N) pourl <i<n
Y; — A\ X pourl <j<s
Ajpg —1 pourl < j <s.

Les conditions données sur les variables A et u montrent que les solutions du systéme en A et u
appartiennent au groupe G agissant sur ’espace de coordonnées homogénes de X.
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Lemme 6.2.

\det nr, | L(HGy; Fpopy; X) = L(HG, H AjJacy,, (M)
j=1

H Xj;Ff,]lygfl,IQ;X7 )‘fzu >‘127Y7 Mflvufl)
jEI

ol JaCAI2 (A) est le jacobien du systeme A; relativement auz \j pour j € Io.

Preuve.

Le lemme résulte de 'introduction des 3s nouvelles indéterminées : A\, Y, u & partir de 3s poly-
nomes. De plus, pour tout zéro (z,\,y, ) du systéme [F; 1., Gr, 1], ordre de multiplicité de
(A, y, ) au-dessus de x est égal a | det nr,|. En effet, une solution x de F; j, définit un point ¢ de
X nécessairement dans T d’aprés les hypothéses faites sur les racines communes de la famille
Fz. Alors tout y donné par y = Ax est encore un systéme de coordonnées homogénes de t. Le
nombre de s-uplets y vérifiant y; = 1 pour j € I et représentant t est égal & |detny,| car la
variété torique est simpliciale. O

Lemme 6.3.
H AjJacy,, (A) H X; = detny, HAf modulo 'idéal (Fsr,, Gr1,1,)
j=1 jels i=1

Preuve.

On rappelle que  A;(A\) = A7 (\) — A7 (\) = H )\ﬁ-ei’m> - H )\j_<ei’77j>.

T
jegt jeJ;

Ainsi modulo (Fy,,Gr,1,) on a A (\) = A ()\) et par suite

. ON; — (eimj)
I + 1 — 2 ') A+
pour j € I N J; 2y y i
pour j € I, N J,;~ OA; = <6i7nj>1\~7 = <ei’17j>AJr

N N N,

D’ou Jacy, (A) = detnr, [Tiey AT TTer, 1

Enfin on vérifie aisément que

S

N X [T =TTx T =1
1 =1 j=1

Jj= jeI> JEI2

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

L’égalité obtenue au lemme 1 peut donc étre réécrite de la maniére suivante :

’det 7712‘

U(HG; Frp; X) = L(HG, H NS Fon, G X, AL, A, Y, g, iry)

det NI, j=1
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De fagon analogue, on considére le systéme polynomial F7 7, défini par les polyndmes

(Fo, . .. ,f’;, .y Fn,Y; — 1 pour j € I) et Gr,1, qui regroupe les 3s polynomes suivants :
Yip; —1 pour j € I
M;(p) pourl <i<mn
X — Y pourl <j;<s
piA; — 1 pourl <j<s

En appliquant au systéme [F; 1,,Gr,1,] les lemmes 2 et 3, on obtient 1'égalité :

|det 7711’

det 1, UHG; Frp,; Y) = (HG(Y) ]1_[1 M5 Fi1y,Grots Yo g, 11> X, Afys AL)-
On a Y = AX modulo [F; 1,,G1,1,].
Dot HG,(Y) = Mes H—deg Fi 1 (X)) = w298 B 1 G (X)),

Par conséquent,

’det N, ‘ E(HGT, Fr I Y) — E(HGT(X))\Z’“#J dengM
det nr, ’

n
H M;"; Fio1, G103 Yy i1y 111> X5 Ay ALy)-
j=1
Lemme 6.4.
n n
UHG, [[AF: Fon Gnn) = CHG(X)NZk2 By T M5 Fogy Gty

J=1 J=1

Preuve.
On applique la loi de transformation qui permet de substituer la famille F; 1,(Y), G, 1, a la
famille F; r, (X)), Gr, 1, en considérant les égalités :

F(Y) = Xt Fh iy (X)) pour 0 <k<n, k#r
Yy —1=p;(Y; = N X5) + X(puid; — 1)+ X, — 1 pour j € I
Y, -1=Y; - \X;+ X0 —1 pour j € I
M;(p) = =M M; Ai(N) pour1 <i<mn
Xj = 13¥y = =3 (Y = A X5) = Xj(piA; = 1) pour 1 < j <s

Pour I'ordre choisi des polynomes, la matrice de transformation est triangulaire et son détermi-
nant est :

n S
Az de B o TT MM < T —u
i=1 j=1

qui s’écrit encore modulo Gy, p, :

n
(—1ym AT el T (041
i=1

119



CHAPITRE 6. SYMBOLE DE KRONECKER TORIQUE

Il reste ensuite a rétablir 'ordre des indéterminées (la signature de la permutation opérée sur
les indéterminées est égale a 1)et a obtenir la liste de polynomes [Fr,(Y),Gr,1,] ce qui nécessite
une permutation de signature (—1)*7". O

En conclusion, pour tout H dans S de degré critique p :

’ det N1, ‘ | det U2 ’
——2 A ((HG); Fr,, X1,) = ——L((HG})1,; Fr,, X
detnr, (HGy)n; P, Xn) = 4 0 (HGr)1p3 F1ys X1y)
ce qui achéve la démonstration du théoréme. a

Nous avons construit une forme linéaire sur la composante S, de S ou p = >} deg Fj, —
Z§:1 Xj-

La proposition suivante montre que la forme linéaire obtenue reste définie sur la composante
So/(F), de 'anneau gradué S/(F) moyennant certaines hypothéses sur les degrés des polynémes
Fy..

Soit Ay un représentant 1 y-invariant du degré de Fj. Tout polynéme Fj est I’homogénéisation
d’un polynoéme de Laurent fj, par le diviseur Ay de polytope de Newton P,.

On supposera désormais que les polynomes vérifient la condition %y et la condition %) décrite
ci-dessous.

Condition ¢
— Pour tout £ =0,...,n, A est un diviseur sans points de base et P, = Pa,,

— la somme de Minkowski des P, est un polytope ample.

Ainsi si Ay, = Z‘;:l bi; D;j pour 0 < k < n.

F, = Z am, ﬁ X}m’mekj = Z A X THAR)

mePA,NM  j=1 mePx, NM
avec agy, 7 0 pour tout sommet m de Pa,.

Proposition 6.3. Soit I un ensemble simplicial mazimal et soit r € [0, n].
|det(n1)]

det(nr)
composante de l'idéal homogéne (Fy, ..., F,) de degré p.

La forme linéaire définie sur S, par U(H[Gyr; Fp ) pour tout H € S, est nulle sur la

Preuve. Soit H € (Fy,..., Fy),, il existe une décomposition de H sous la forme Y, AgF}
ol Ag est un polynéme homogéne de degré p — deg F},. Alors

det n; det ny
UHGrr; Frp) = (A FrorGrr 3 Fr
et ] (G T = qqgen 1 YA EiGrr 3 F10)
det ny
= (A Fr
|det ny| (Arr; Fr.1)

Le diviseur A = )", . A — ijl D; est un représentant T-invariant du degré de A;. On a
A= ZmEPAﬁM am X ™2) | Le polynome A, est 'homogénéisation du polynoéme de Laurent h =
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ZmEPAﬂM amt™ par le diviseur A. D’aprés le théoréme 3.5, le diviseur E,#T Ay est un diviseur
sans points de base de polytope sz# A = Zk# Pn, . Par conséquent, Pn C Int(zk# Pa,).
Le polytope Zk# P, est de dimension maximale car la famille (Fo,..., Fr—1, Frq1,...,Fy)
admet un nombre fini de zéros dans le tore. En effet, si > ktr PAy, est de dimension strictement
inférieure a n, >, £r Pp, admet un éventail généralisé dual de cone minimal o9 # 0. Les va-
riables correspondant aux rayons contenus dans oy sont absentes de I'expression des polyndémes
(Foy...yFro1,Fry1, ..., Fy) qui possédent ainsi des zéros dans X en dehors du tore.

On pose P’ = sz# A,- D’apres le théoréme 3.9, il existe m un morphisme torique propre entre
les variétés X et Xp/ induit par le raffinement de I’éventail dual de P’ en X. Le morphisme
7 est donc un isomorphisme sur le tore. En appliquant le théoréme 3.7 & P’ = Y, . P, il
existe des diviseurs de Cartier T-invariants et sans points de base dans la variété X p/ tels que
Zk# Al = Dpr et P, = Py On définit les polynomes homogénes F}, = ZmerM A X (TAL)
alors Fj, = m*(F}]. Les diviseurs F}, s'intersectent dans le tore car les diviseurs F}, s’intersectent
dans le tore. On a donc

Ay Frp) = LA Flip)

ot A} est 'homogénéisation de h par rapport a A" =37, , A} >
simplicial maximal de I’éventail X p/. Par suite,

pex(1) D, et I' un ensemble

det ny
|det ;|

det np
LA Frp) = ﬁ (A Flor)

= Ey(h ;f(], s 7f7“71af7’+17 .. 7fn)

D’aprés la formule d’Euler-Jacobi,

7 (W5 for ooy frses fn) = 0.

det
On en déduit que cevnr ((H1Gy1); Fip) = 0. =
|det 7y

Proposition 6.4. Soit X une variété torique projective simpliciale associée au polytope P.
On considére F = {Fy,...,F,} une famille de n+1 polynomes homogénes dans S vérifiant les
conditions 6y et €1. Soit I un ensemble simplicial mazximal.

Pour tout H € S,,, pour tout r et | dans [0,n] :

U(H G Fig) = (=1)PU(H1Gpr; Fp,1)
o Gyr (resp. Gpr) est Uinverse de Fyr (resp. Fpr) modulo Fp 1 (resp. Fp.1)-
Remarque 6.3. La proposition 6.4 montre que la forme linéaire ¢~ est indépendante du choix du

polynéme F,. dans la famille F.

Preuve. Il suffit de prouver I'égalité pour deux indices consécutifs r et r + 1.

On applique la loi de transformation & chacun des symboles de Kronecker af-
fines €(-Grr, Fpp) et £(-Gri1,1,F5,) afin de les exprimer tous deux relativement a
(For.- Frovn Frp-Frpnr, Fryog ... Fyp). Ainsi

U(HiGrr;5 Frp)

UH1Gry1,15F 75 )

(HiGyr1Frrs Fors o Frig-Frr, ..o, For)

=/
=l HGr1, 1 P10 For, - Frr - Fogag, oo, Fop).

121



CHAPITRE 6. SYMBOLE DE KRONECKER TORIQUE

On a donc

CH1Gr 13 Fig) + L(HiGrya15 F g ) = CH1Grp i Frpvr s Fos - Frp - Frgar, - Fop).

D’aprés le théoréme des zéros,

—

GriFrr+GriiiFrpir =1 mod (For,...,Fer Frog,.., For)

)

et donc GT,IFT’[ + GTJFLIFTJFL[ =1 mod (F(),[, e Fr,[ . Fr+1’[, - ,Fnyj).

Dol K(H]Gr,[,‘/—'}t’]) + l(HIGT+17[7Fr/_|._\17I) = E(H[; F(),[, . 7Fr,I . Fr+171’ ey F”J)‘

Soit A un représentant du degré critique. Le polynome H est I’homogénéisation par rapport & A
d’un polynéme de Laurent h = ZmEPAﬁM amt™. De méme, pour tout k, Fj est ’homogénéisa-
tion par le diviseur Ay du polynéme de Laurent fy. Ona ¢(Hr; For,...,For-Frpig,..., Fog) =
07 (ks for..os fre fra1s- -, fn). On montre que le polytope de Newton de f, - fr41 est P.+ Priy.
Par définition de f, et fri1, fr = X ,cp, @rmt™ et fri1 = ZmePrH Ary1,mt™. Do fr - fri1 =
Yom M EP A Poya ar,marﬂ,m/tm*m/. On en déduit que le polytope de Newton de f;.- fr11 est inclus
dans P, + P,41. De plus, si s est un sommet de P, et s’ un sommet de Pry1, ars - Ay, 7# 0
d’on s+ s’ appartient au polytope de Newton de f, - fr11. Or P + P11 est Penveloppe convexe
des sommes de sommets de P, et P,11 d’aprés le lemme 3.1 ce qui prouve l'inclusion inverse.
D’aprés la condition €1, Pa, = P pour tout k et la somme de Minkowski des polytopes de
Newton des fi est un polytope ample. Alors P C Int(} ), Pa,). En appliquant la formule
d’Euler-Jacobi torique, on en déduit :

7 (s for- oo fr fratseoosfn) =0

et finalement ((H Gy 15 Fi 1) = —U(H1Gri1,15 F 5 )- =

On peut substituer & la condition % la condition %] moins forte.

Condition %!
— Pour tout £ =0,...,n, Ay est un diviseur sans points de base et P, = Pa,,

— la somme de Minkowski des Pa, est un polytope de dimension maximale d'un diviseur
sans points de base.

Il est clair que la condition %} implique la condition %] puisque tout diviseur ample est sans
points de base.

Théoréme 6.2. Soit X une variété torique projective simpliciale associée au polytope P. On
considere F = {Fy,...,F,} une famille de n+1 polynomes homogénes dans S vérifiant les
conditions 6y et €. Soit I un ensemble simplicial mazimal.

Pour tout H € S,, pour tout r et l dans [0,n] :

C(HiGrp; Frp) = (=1)P " U(HGpr; Fp 1)

o Gyr (resp. Gpr) est Uinverse de Fyr (resp. Fpr) modulo Fp 1 (resp. Fp.r1)-

1. Dans [8], le symbole de Kronecker torique est défini dans le cas simplicial avec des conditions différentes
sur les degrés des polyndomes.
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Preuve. La proposition 6.1 s’étend directement a une famille de polynémes homogénes vérifiant
les conditions 6 et %]. Le théoréme 6.3 reste également valide. Pour adapter la preuve de la
proposition 6.4 a la condition %7, on utilise un argument de méme nature que celui utilisé dans
la preuve de la proposition 6.3. La somme de Minkowski >’ P est de dimension maximale,
c’est le polytope d’un diviseur sans points de base. Par conséquent, il existe par le théoréme 3.9,
un morphisme torique propre de X sur XZZ:o p,- Le symbole de Kronecker dans X pour la
famille de polynémes FyFh, Fo, est égal au symbole de Kronecker dans Xy p, pour la famille
de polynomes Fj, remontés des Fj, par le morphisme dual. On peut ensuite conclure de la méme
maniére en appliquant la formule d’Euler-Jacobi torique. O

Définition 6.1 (Symbole de Kronecker torique).

Soit X une variété projective simpliciale et F une famille de n+1 polyndémes homogénes vérifiant
les conditions 6y et 4.

On appelle symbole de Kronecker torique relativement a la famille F, la forme linéaire [X définie
sur S,/(F), de la facon suivante :

det ny
H X(H;F) = H[Gyp; F
VH € S,, (*(H;F) det ] ((H1Grr 3 T 1)

our € [0,n], Gyr est I'inverse de F,.; modulo F; ; et I désigne un ensemble simplicial maximal.

6.2 Extension de la définition au cas non simplicial

On suppose que le polytope P qui définit la variété projective X n’est pas premier ce qui signifie
que X I’éventail dual de P n’est pas simplicial. Il est possible de prolonger la définition du symbole
de Kronecker torique en procédant & un raffinement de ¥ par ajout de vecteurs primitifs.

Soit ¥/ un raffinement de ¥ obtenu par ajout de vecteurs primitifs et soit X’ la variété torique
associée & ¥'. On nomme 7 le morphisme d’éclatement induit par le raffinement et Fj, = Fom
pour tout k.

Proposition 6.5. Les polynomes Fj, vérifient les conditions €o et €.

Preuve. les polynomes Fj, vérifient la condition €] par la proposition 3.11 et le théoréme3.3.
On montre que les polynoémes Fj vérifient la condition %p. L’image par le morphisme torique
d’un zéro commun aux F dans X’ est un zéro commun aux Fy dans X. Par conséquent, les

polynoémes Fy, ..., F; sont sans zéros dans X'. De plus, les tores de X et X’ sont isomorphes
par le morphisme torique, donc pour tout & la famille Fy,..., Fy_,,F} ,..., F, a un nombre
fini de zéros dans le tore. O

On définit le symbole de Kronecker torique pour une variété projective non simpliciale en utilisant
un raffinement de I’éventail.

Définition 6.2. Soit A un représentant du degré critique de la famille (F}). Soit 7 le morphisme
d’éclatement induit par le raffinement de ¥ en I’éventail simplicial 3. On pose A’ = 7*(A). On
rappelle que les diviseurs A’ et A définissent le méme polytope (Cf 3.11). Alors pour tout
m € Pan = Pay,

(XA (B)) = €X' (XA (F))).

On vérifie que la définition est indépendante du morphisme d’éclatement construit & partir d’une
séquence de vecteurs primitifs ajoutés a I’éventail initial. La démonstration emprunte le schéma
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suivi pour la définition du symbole de Kronecker dans le tore. La proposition 4.6 qui montre que
le symbole de Kronecker est invariant quel que soit 'ordre observé pour introduire les vecteurs
primitifs dans 3 et la proposition 4.17 qui prouve l'invariance du symbole de Kronecker dans
une variété simpliciale lorsqu’on raffine I’éventail a l'aide de vecteurs primitifs du type voulu
s’appliquent encore.
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Résumé. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et F' une suite de n polynémes
en intersection compléte sur k[Xy,. .., X,]. Le Bezoutien de F' fournit une forme dualisante sur
k[X]/(F) appelée symbole de Kronecker, qui est un analogue algébrique du résidu.

L’objet de ce travail est de construire et calculer le symbole de Kronecker dans le tore (C*)"
relativement a une famille f de n polynémes de Laurent en n variables. La famille f posséde un
nombre fini de zéros et est réguliére pour ses polytopes de Newton. La représentation du résidu
global dans le tore a 'aide d’un résidu torique, donnée par Cattani et Dickenstein , suggére
d’interpréter le symbole de Kronecker dans le tore dans la variété torique projective définie par
le polytope P somme de Minkowski des polytopes de Newton de f.

Lorsque P est premier, Roy et Szpirglas ont défini le symbole de Kronecker dans le tore & partir
des symboles de Kronecker définis sur les ouverts affines de la variété torique Xp relativement
& une famille de n + 1 polynémes homogénes sans zéros communs dans la variété Xp. Nous
montrons ici que le cas « P non premier » est réductible au cas précédent en explicitant les mor-
phismes d’éclatement qui traduisent le raffinement de I’éventail de Xp en un éventail simplicial.
Mots-clés. — Symbole de Kronecker, résidu global dans le tore, variété torique projective, raffi-
nements d’un éventail.

Abstract.—Let k be an algebraically closed field with char(k) = 0 and let be polynomials
Fi,...,F,suchthat k[Xy,..., X, ]/(F},..., F,) is a complete intersection k-algebra. The Bezou-
tian of F,..., F, gives a dualizing form acting on k[ X1, ..., X, |/(F1,..., F,) called Kronecker
symbol. It is an algebraic analogue of residue.

The aim of this work is to build and calculate the Kronecker symbol in the torus (C*)" for
a system f of Laurent polynomials with a a finite set of zeroes and regular for its Newton
polytopes. In the same way as Cattani and Dickenstein had done for the global residue in the
torus, we consider the projective variety given by the Minkowski sum P of the Newton polytopes
of f in order to build the Kronecker symbol in the torus.

When P is prime, Roy et Szpirglas have defined the Kronecker symbol in the torus from Kro-
necker symbols on affine subsets of Xp for a system of n + 1 homogeneous polynomials with no
common zeroes in Xp. We prove that the case "P no prime" can be reduced to the previous
case by using simplicial refinements of the fan of Xp and making explicit the associated toric
morphisms on the total coordinate spaces.

Keywords.—Kronecker symbol, global torus residue, toric projective toric variety, refinements of
fan.



