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Introduction générale

Les polymeres sont des matériaux qui occupent une place importante de la vie quotidienne. La
grande majorité des polymeéres d’usage sont les polyméres thermoplastiques synthétiques. Les
thermoplastiques sont des matériaux constitués de macromolécules ; ils peuvent étre des
polymeres amorphes qui sont incapables de cristalliser ou des polymeéres cristallisables. Les
polymeres ne peuvent pas cristalliser totalement mais plutdt cristallisent partiellement, cette

structure s’appelle semi-cristalline.

La cristallisation des polymeres semi-cristallins est un sujet majeur de recherche dans le
domaine de la physique des polymeéres. En effet, la compréhension quantitative de ce
phénomene et de ceux connexes pourrait conduire a un contréle prédictif sur les propriétés
des produits finis. La cristallisation des polymeres peut se produire de deux fagons :
thermiquement ou induite par la sollicitation (contrainte ou déformation appliquée). Cette
aptitude a la cristallisation provient de la grande régularité des chaines macromoléculaires qui
composent le polymere. La cristallisation lui confere des propriétés physiques et mécaniques
specifiques, en particulier, une augmentation de la résistance a la fatigue ou a la rupture. La
régularité de la structure chimique est une de conditions nécessaire pour la cristallisation du
polymére. 11 faut également que la cinétique de la cristallisation ne soit pas trop lente. L’étude
bibliographique montre de nombreux travaux expérimentaux [MAND 54, WANG 00, WOOD
46] qui proposent des modéles phénoménologiques et/ou physiques pour décrire la cinétique
de la cristallisation. Malheureusement, elle ne permet pas de décrire les caractéristiques

structurales a 1’échelle microscopique ou mésoscopique.

La morphologie cristalline et la cinétique de cristallisation sont deux domaines d'intérét dans
la cristallisation du polymeére. La littérature nous montre qu’il y a interpénétration des pelotes
statistiques et formation d’un réseau macromoléculaire quand le polymére est a 1I’état fondu
[PIOR 13, PICA 08T, DETR 08T]. Au cours de la cristallisation depuis le fondu, la
cristallisation évolue en forme sphérolitique. Ces sphérolites sont de forme plus ou moins
sphérique et sont constitués de lamelles cristallines orientées radialement et separées par de la
phase amorphe. Leur croissance est obtenue a partir de la nucléation d’un germe constitué
d’un empilement de cristallites, appelé¢ axialite. Et puis, I’axialite s’allonge et se courbe

progressivement pour se refermer sur lui-méme au fur et a mesure de la croissance et



finalement obtenir une forme sphérique. Des études expérimentales sur la cinétique globale de

cristallisation de films minces du polymere, par exemple, sont présentées dans [BILL 94].

Certaines recherches ont essayées trouver un modéle analytique pour décrire 1’évolution des
sphérolites [BENA 98, DURI 15] mais ce modele reste applicable a des structures tres
simples. La simulation numérique est un autre outil qui peut permettre de prédire la cinétique
et la morphologie de la cristallisation. Par exemple, Raabe et al. [RAAB 04] prédit la
croissance des sphérolites a 1’échelle mésoscopique par le modeéle d'automate cellulaire. Un
algorithme multi-échelle de couplage une méthode de volumes finis avec une méthode de
coloration par pixel est proposée dans I’article de Ruan [RUAN 12]. La méthode des volumes
finis est utilisée sur un maillage grossier pour calculer la température macroscopique et la
méthode de coloration des pixels est utilisée sur un maillage fin pour capturer la morphologie
de la cristallisation. Wang et al. [WANG 13] simule les morphologies de la cristallisation

isotherme en utilisant la méthode du champ de phase.

Le champ de phase est un modéle mathématique pour résoudre les problemes d’interfaces.
Actuellement, il a déja montré sa capacité a décrire les morphologies cristallines complexes
[GRAN 05]. A I’échelle mésoscopique, la méthode du champ de phase est bien adaptée a la
modélisation des assemblages de cristallites en sphérolites. Les contributions les plus
représentatives sont celles de Granasy et al. [GRAN 04] ou Xu et al. [XUHJ 06]. lls se
concentrent principalement sur la reproduction de toutes les gammes des morphologies des
sphérolites observées en modifiant phénoménologiquement la forme de la fonction d’énergie

libre et en ajoutant d'autres champs diffusifs.

L’objectif de ce travail de thése est d’utiliser la méthode des champs de phase afin de
reproduire 1’évolution de la structure cristalline au sein des polymeres par la méthode
d’éléments finis. Par exemple, la croissance des sphérolites qui apparaissent lors d’une
cristallisation induite par la température mais aussi, plus ambitieux, la cristallisation induite
par les sollicitations mécaniques. L’idée est ensuite d’exploiter la simulation a 1’échelle
microscopique de ces phénomenes de changement de phase pour alimenter la simulation a

I’échelle macroscopique par des techniques de changement d’échelle.

Au niveau macroscopique, des théories de cinétique de cristallisation existent [BILL 93,
PIOR 06, ANAN 09]. Le modéle d’Avrami est fréquemment utilisé car il permet une
identification simple & partir de données expérimentales concernant la cristallisation

isotherme [AVRA 39-41]. Gréce a la méthode des champs de phase, nous pourrons vérifier la



pertinence de ce modele et le confronter a des données expérimentales. Nous pourrons ainsi

identifier les parametres cinétiques de ce modele a I’aide de nos résultats numériques.

Fort de cette identification, nous pourrons ensuite tester 1’influence des sollicitations
mécaniques sur 1’évolution de la morphologie. En conséquence, ce manuscrit de thése est

organisé en 4 chapitres :

> Le premier chapitre présente un rapide état de I’art sur les polymeres, et plus
particulierement, le comportement viscoélastique des polymeres dans les températures
de changement de phase. On se concentre sur la morphologie de la cristallisation et la
cristallisation induite. Quelques modéles développés pour sa description sont rappelés.
Le premier chapitre se termine sur la problématique du changement d’échelle : celle a
laquelle on peut décrire la cristallisation par rapport a celle ou on peut décrire le
comportement mécanique.

> Le second chapitre présente la méthode de champ de phase utilisée tout au long de
notre travail. On présente les difficultés d’ajustement de 1’épaisseur d’interface pour
¢éviter le probléme de saut sur I’interface. Puis, a I’aide de simulations en cas isotrope,
on peut identifier le coefficient cinétique en comparant les données expérimentales.
Les modélisations en cas anisotrope réalisées par méthode des éléments finis sont
validées en comparant avec un modele de la littérature (modéle de Provatas).

> Dans le troisieme chapitre, nous présentons le modele des champs des phases
multiples. Afin de reproduire 1’évolution sphérolitique de la cristallisation isotherme,
ce modeéle doit étre utilisé. Ensuite, a 1’aide de simulations de cristallisation en prenant
en compte le coefficient cinétique aux différentes températures ont peut reproduire des
résultats expérimentaux identifiées grace au modele macroscopique d’Avrami. Pour
conclure ce chapitre, la méthode de Monté Carlo est utilisée pour évaluer la dispersion
provenant de la distribution initiale de positions et de tailles des germes.

» Le quatriéme chapitre, présente le modele de la cristallisation sous contrainte. C’est
une autre facon importante de cristalliser pour les polymeéres, notamment lors des
procédés de mise en forme. Dans un 1% temps nous étudions qualitativement les
influences du modéle de cristallisation induite a partir des principes
thermodynamiques des milieux continus. Pour tester I’effet de la mécanique sur le
champ de phase, nous simplifions notre modele avec deux phases de mémes
caractéristique viscoélastiques (cas homogeéne qui donne acces a des résultats

analytiques). Dans un 2" temps, nous présentons les premiéres simulations de
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cristallisation induite avec des caractéristiques viscoélastiques differentes dans chaque
phase (cas hétérogéne). Nous testons les influences de la déformation finale et de la
vitesse de déformation sur le taux de cristallinité et sur les orientations des

macromolécules et comparons avec les résultats de la littérature.



Liste des symboles utilisés dans la these

Symboles Signification

T, Température de transition vitreuse

T, Température de fusion

p Masse volumique

E Module d’Young

A Taux d’élongation

Ac Taux d’élongation critique

U Coefficient de Poisson

Mn Masse moléculaire moyenne

G Vitesse de croissance

I Vitesse de germination

AGg Enthalpie libre associ¢ a la transformation de I’interface
AG, Enthalpie libre associ¢ a la transformation d’un volume
AG Enthalpie libre

Of, O Energie d’interface

AG™ Enthalpie libre critique

Ag Variation de 1’énergie libre volumique de transition

N Nombre de germes formés



Ak,

AT

Xi

Xoo

Ax

At

[~

[]

Constante de Boltzmann

Enthalpie de fusion

Surfusion

Vitesse de dépot des germes secondaires
Vitesse de complétion des couches cristallines
Constante du gaz parfait

Cristallinité relative

Cristallinité instantané

Cristallinité ultime

Variable de champ de phase (paramétre d’ordre)
Longueur d’interne

Temps caractéristique

Coefficient cinétique

Energie libre de Gibbs

Pas d’espace

Pas de temps

Rayon du sphérolite (en cas 2D)

Tenseur d’identité d’ordre 2

Tenseur d’identité d’ordre 4.

10



11



Chapitre | Contexte scientifique

Dans ce premier chapitre, nous souhaitons présenter les généralités sur le polyéthylene
téréphtalate (PET). Ces généralités nous permettent de bien comprendre la microstructure et le
comportement mécanique du PET.

Dans la premiére partie, nous présentons les généralités sur la microstructure des polymeres.
Puis, nous nous concentrons sur le polyéthyléne téréphtalate (PET). Nous présentons sa
synthése et ses propriétés physiques. Or ses propriétés physiques dépendent fortement de la
microstructure. C’est pour cela que nous décrirons sa structure au niveau macromoléculaire
ainsi que ses microstructures obtenues soit par cristallisation depuis le fondu, soit par étirage.

Finalement, le comportement mécanique sera présenté.

Dans la deuxiéme partie, nous détaillerons la cristallisation du PET depuis le fondu et la
cristallisation induit par la déformation.

I. 1. Géneralités sur la structure des polymeres

Les polymeres sont des matériaux macromoléculaires, constitu¢s de longues chaines d’atomes
en liaison forte, liaison covalente. Le concept de chaines macromoléculaires n’a été reconnu
que dans les années 1920 a la suite des travaux d’Herman Staudinger (prix Nobel de Chimie
en 1953). Il paraissait inconcevable a 1’époque que des unités moléculaires, les monomeres,
s’organisent en chaines par liaison covalentes. Lorsqu’on regarde une chaine de pres, il
apparait un ordre local lié a la nature des liaisons chimiques intrachaines ou les
empéchements stériques. La notion d’ordre local dans une chaine s’appelle la configuration. Il
y a trois types de configurations : atactique, isotactique et syndiotactique. Les deux dernieres
configurations sont plus favorables a la cristallisation. Ces notions de configurations sont

statistiques.

La microstructure et les propriétés mécaniques dépendent de la mobilité moléculaire. Lorsque
les chaines sont suffisamment flexibles et avec une configuration réguliere, il peut y avoir
apparition d’une phase cristalline (voir Figurel.1). Les polymeres semi-cristallins constituent

une grande classe de matériaux présentant des propriétés mécaniques intéressantes.
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isotropic Semi crystalline

Figurel.l: L'agencement de chaines macromoléculaires dans la phase amorphe (a gauche) et

dans un semi-cristallin (a droite).
Dans cette étude nous nous intéressons plus particulier au Polyéthyléne téréphtalate (PET).
1.1.1. Généralités sur le PET

Le PET est un polymere thermoplastique aromatique semi-cristallin de la famille des
polyesters saturés. 1l est constitué de longues chaines moléculaires. L’unité de répétition est
représentée par la Figurel.2. En général, le degré de polymérisation est compris entre 240 et

300 monometres.

Figurel.2: Représentation moléculaire volumique et schématique du PET. Les atomes de

carbone sont en vert, d’hydrogene en blanc et d’oxygene en rouge [MARC 03T].

Le polyéthyléne téréphtalate (PET) découvert en 1941 par J.R. Whinfield et J. Dickson, est
obtenu par la polycondensation de I’acide téréphtalique avec 1’éthyléne glycol (Figurel.3).

13
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Figurel.3: Synthese du Polyéthylene téréphtalate.

Le PET est un polymére possédant de bonnes caractéristiques mécaniques et une bonne inertie
thermique et chimique. C'est pour cela qu'il est utilisé dans des applications industrielles tres
variées: fibres textiles, emballages alimentaires, récipients pour boissons, etc. Ses propriétés

physiques sont données dans le Tableau I.1.

PET semi-
PET amorphe
cristalline
Masse volumique (g.cm'3)
1.29-1.39 1.37-14
P
Module d’Young (GPa)
2.8-3 2.76 - 3.1
E
Taux d’élongation (%)
280 - 320 65-75
A
Coefficient de poisson
0.381 - 0.396 0.381 - 0.396

u

Température de fusion (K)
/ 528 - 538
Tm

Température de transition

vitreuse (K) 333 - 357 341 - 353

Ty

Tableau 1.1 : Propriétés physiques du PET [réf. CES 2016 EDUPACK]

14



Le taux de cristallinité du PET, y, peut atteindre 50%. La température de transition vitreuse
Ty est de I’ordre de 80°C et la température de fusion T, est presque 250 °C. Le PET est plutdt
rigide avec des chaines de trés faible mobilité en dessous de la température de transition

vitreuse. Au-dessus de la température de fusion, le PET a un comportement fluide visqueux.

Daubeny et al. [DAUB 54] ont observé que la maille cristalline du PET est triclinique. Les
parametres de maille sont donnés sur la Figure 1.4. On peut noter que les paramétres de
mailles peuvent varier en fonction de la température de cristallisation, la vitesse de

refroidissement, le taux d’étirage, etc [SUNT 88].

Figure 1.4: Maille cristalline triclinique du PET (d’aprés [DAUB 54])

1.1.2. Morphologie cristalline

La cristallisation du PET peut se produire de plusieurs fagons : thermiquement ou/et induite
par une déformation. Ces différents mécanismes de cristallisation produisent différentes
morphologies cristallines.

a) Les sphérolites : cristallisation activée thermiquement
La cristallisation du PET activée thermiquement (cristallisation naturelle ou statique) peut étre

obtenue de deux fagons :

— soit le matériau est refroidi depuis 1’état fondu.
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— soit il est réchauffé au-dessus de la transition vitreuse depuis 1’état vitreux amorphe.

La coexistence de deux phases (amorphe et cristalline) est caractéristique des polymeéres semi-
cristallins. Le modele de micelles a franges a été initialement développé par Hermann et Abitz
afin de décrire cette structure des polyméres [HERM 30, KREV 09]. Plusieurs études
expérimentales sur les polymeres cristallisés a partir du fondu ont montré que les cristaux

formés ont une structure lamellaire de taille nanométrique [BASS 94, KAVE 70].

En général, la morphologie des polymeéres semi-cristallins non déformeés est constituée de
régions sphéolitiques. Le sphérolite est un arrangement radial de lamelles cristallines
intercalées de phase amorphes inter lamellaires. La Figure 1.5 montre la croissance d'un
sphérolite. Un sphérolite commence par un axialite constitu¢ d’un empilement de cristallites.
Puis, I’axialite se « referme » sur lui-méme au fur et a mesure de la croissance pour prendre
une symetrie sphérique. La creation de nouvelles lamelles ainsi que leur croissance finissent
par former une sphere de cristallites disposées radialement. Les sphérolites croissent
indépendamment au cours de la cristallisation et s’arrétent lorsqu’ils rencontrent un autre

sphérolite. C’est pourquoi les fronti¢res entre les sphérolites sont plates.

Figure 1.5: La croissance d’un sphérolite a partir d’axialite [DETR 08].

Comme présenté ci-dessus, on observe 1’apparition d’une structure sphérolitique [BARA 70,
BALL 81, COMB 05] sous cristallisation thermique. La littérature nous donne des clichés de
cette microstructure. Sur la Figure 1.6, nous voyons un agrégat de sphérolites de PET observé
par micrographie électronique a balayage (MEB) et par microscope optique entre polariseurs

croisés. Sur le cliché MEB, on ne voit pas de zone non-cristallisée entre les sphérolites. On
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observe une géométrie polygonale des sphérolites car leurs frontiéres sont plutét droites. Le
diamétre du sphérolite est compris entre 1 et 100um. Le diamétre moyen des sphérolites est
contrélé par les conditions de cristallisation : température de refroidissement et vitesse de

refroidissement. En effet plus le refroidissement est rapide, plus la taille des sphérolites est

petite.

(2) (b)

Figure 1.6: (a) Structure spherolitique d'un échantillon de PET cristallisé a 215°C observé
par micrographie électronique a balayage (MEB) [RAHE 94]. (b) Sphérolites de PET
observés au microscope optique entre polariseurs croisés (cristallisation isotherme a 225°C

pendant 30 minutes).

De plus, la morphologie sphérolitique peut changer avec la température de cristallisation. On
rencontre des formes elliptiques ou axialitiques pour des températures de cristallisation
extrémement élevées. Généralement les sphérolites vont se former a une température
relativement faible. Par exemple, la Figure 1.7 montre une série de micrographies des
sphérolites du Polytéréphatalate de triméthylene (PTT) obtenues par cristallisation isotherme
pour différentes températures de cristallisation. Dans le dernier cliché Figure 1.7(1), il apparait
une forme axialitique a 493K, c’est une température trés proche de la température de fusion
(T, = 500K). La morphologie se transforme progressivement en forme elliptique (Figure 1.7
(j-k)) a 488K puis en forme sphérolitique lorsque la température de cristallisation diminue
(au-dessous de 473K). La structure similaire a été confirmée par 1’observation de la

microscopie électronique en transmission (MET) dans la cristallisation du PET [YEHG 67].
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Ce phénomene s’explique par ’existence de différents régimes de croissance cristalline
introduits dans la théorie de nucléation secondaire de Lauritzen-Hoffman. Cette théorie sera

présentée dans la suite (cf. 1.2.2).

(b)

T0p m

—30u m _— 2@; m

(k) 0]

Figure 1.7: Micrographies des sphérolites d’'un polymére (PTT) observées par microscopie
en lumiére polarisée pour différentes températures de cristallisation : (a) 443K ; (b) 448K ;
(c) 453K ; (d) 458 ; (e) 463K ; (f) 468K ; (g) 473K ; (h) 478K ; (i) 483K ; (j) 488K ; (k)
490K and (1) 493K.

b) La structure fibrillaire : cristallisation induite par la déformation

Des le début des années 1950, des auteurs proposent une description de la structure des fibres

ultra-étirées qui constituaient les premiéres applications industrielles des polymeéres de
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synthése. Dans cette microstructure, les chaines ont quasiment toutes la méme orientation

(Figure 1.8). 1l y a peu de repliements de chaines dans les cristallites de cette morphologie.

fibrille

amorphe
intrafibrillaire "i =4

PT[ ;
cristallite I l‘ ‘
orientées u! l‘f -

=5

»

amorphe
interfibrillaire

nit
i
ney,
LT

Figure 1.8: Représentation schématique de la structure fibrillaire [ETIE 02].

Figure 1.9: Transformation fibrillaire de lamelles inclinées par rapport a [’axe de traction

[BOWD74]. (a) Etat non déformé, (b) Extension des molécules de liaison et basculement des
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chaines a l'intérieur des lamelles, (C) fragmentation des lamelles en blocs plus petits, (d)

Alignement des blocs selon la direction d’étirage.

Petermann et al. [PETE 79] ont amélioré le modele en y introduisant notamment du
glissement interlamellaire de la phase amorphe et de la cristallisation induite par étirage. Ce

modele se décompose en trois étapes decrites sur la Figure 1.9.

L’avantage de ce modéle est de montrer le réle de la phase amorphe et notamment 1’influence
des molécules de liaison dont I’extension est a 1’origine de la fragmentation des lamelles par
cisaillement hétérogéne. Il faut noter que dans cette vision les nanoblocs de la morphologie

fibrillaire sont directement issues des lamelles initiales.
1.1.3. Comportement mécanique

Les polyméres semi-cristallins peuvent avoir un comportement soit rigide fragile, soit ductile,
soit caoutchoutique. Cela dépend essentiellement de la température. lls présentent des
caractéres viscoélastique, hyper-viscoélastique, viscoplastique et endommageable [MARC
03T, LUOY 12, DETR 11]. Le comportement des matériaux polymeéres dépend également de
paramétres microstructuraux tels que la masse moléculaire, le degré d’enchevétrement,
Porientation macromoléculaire, le taux de cristallinité et Dorientation cristalline. En
particulier, I’évolution du taux de cristallinité et de 1’orientation macromoléculaire modifie les
caractéristiques mécaniques du matériau comme les propriétés élastiques et les frottements

internes a I’origine de la viscosité.

La Figure 1.10 présente la réponse du PET sous une sollicitation equi-biaxiale pour
différentes températures et pour différentes vitesses de déformation. Aux températures
Iégerement supérieures a Tg, le comportement caoutchoutique du PET est fortement
hyperélastique. Sur la Figure 1.10, a droite, on observe néanmoins que la réponse du PET a
une sollicitation equi-biaxiale est sensible a la vitesse de déformation ce qui est caractéristique
d’un comportement visqueux. Le matériau est moins rigide lorsque la température augmente
et plus rigide lorsque la vitesse augmente. Ces résultats d’essais d’élongation biaxiaux font
apparaitre des courbes de comportement qui présentent un durcissement (augmentation de la

contrainte) lorsque 1’élongation atteint environ 2,5.
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Figure 1.10: La réponse du PET sous une sollicitation equi-biaxiale pour différentes

températures et vitesses d'étirage [CHEV 06].

Dans la littérature, plusieurs auteurs modélisent le comportement du PET dans ces gammes de
vitesses et de températures avec des modeles viscoélastiques [CHEV 06, LUOY 12, BUCK
95]. L’avantage de ces modéles est de prendre en compte les effets de retour élastique que

I’on observe expérimentalement.
I. 2. Cristallisation depuis le fondu

La cristallisation est un changement d’état qui conduit a ’apparition d’une phase cristalline
depuis la phase amorphe. Cette transformation est induite par les conditions
thermomécaniques dans laquelle se trouve le matériau. La cristallisation depuis le fondu se
déroule en deux étapes : la germination et la croissance. Il est intéressant de noter que la
cinétique globale de cristallisation dépend a la fois de ces deux phénomenes. Les vitesses de
germination et de croissance sont représentées schématiquement en fonction de la température
sur la Figure 1.11. On observe que les maxima de ces deux vitesses ne sont pas aux mémes
températures. La vitesse maximale de germination se trouve a une température inférieure de
celle de la croissance. Au-dessus de la température de fusion, il n’a plus de cristaux parce que
la phase cristalline est instable. Pour des températures proches de la température de transition
vitreuse, Tg, la germination et la croissance sont inhibées en raison de la perte de mobilité

moléculaire.
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Figure 1.11: Evolution des vitesses de germination et de croissance en fonction de la

température [ETIE 02].

Dans cette section, nous présenterons d’abord la théorie de germination, puis celle de la

croissance pour finir par les modéles globaux de cinétique de cristallisation.
1.2.1. Germination

a) Taille critique des germes
La germination est la premiere étape de la cristallisation. Cette étape consiste a former des
germes cristallins a partir desquels vont pouvoir se développer les sphérolites. Elle est aussi

appelée nucléation.

La nucléation est un processus au cours duquel une phase métastable se transforme
localement en une nouvelle phase stable. Nous pouvons distinguer deux types de nucléations :
la nucléation homogeéne et la nucléation hétérogéne [PUEL 05, ROSS 75, TURN 50]. La
nucléation hétérogene est un processus de naissance d’une petite région cristalline dans un
voisinage de certaines hétérogénéités (impuretés, agents nucléant, surfaces,...). La nucléation
homogeéne apparait dans les matériaux purs ou la formation des germes est due aux seuls

fluctuations thermiques.
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Il y a apparition de germes cristallins a partir de 1’état fondu du polymere lorsque la phase
amorphe devient métastable sous I’effet de la température ou de la contrainte [GAYL 76,
YEHG 79]. Sous l’effet des fluctuations thermiques, un germe cristallin se forme
spontanément, sa croissance ou sa disparition dépend de la variation de 1’enthalpie libre, AG,
en fonction des dimensions du germe (I, d) (voir Figure 1.12). L’expression de la variation
d’enthalpie libre due a la germination peut varier en fonction du mode de nucléation
(homogeéne ou hétérogene) et de la dimension du probléme (2D ou 3D) [PIOR 13]. Elle se

décompose en deux contributions qui sont dans le cas de la nucléation homogéne en 3D :

AG = AG, + AG, (1.1)
e Une contribution volumique correspondant I’enthalpie de fusion, AG, = —Agld?
e Une contribution surfacique correspondant I’énergie perdue par création d’une

surface, AGs = 20,d* + 40¢ld

O¢

A M M

N M MY Of
Yl &

L1/ // ////' [/
af
Figure 1.12: Aspect anisotrope de l’énergie de surface des cristallites de polymeres

AG; est ’enthalpie libre associée a I’interface entre le cristal et le fondu, et AG, 1’enthalpie
libre associée a la transformation d’un volume de fondu en cristal [WUND 76]. Les longueurs
[ etd sont respectivement la largeur et I’épaisseur d’un germe. Ag est la variation de I’énergie

libre volumique de transition. Elle a pour expression :

_ AhgAT

7 (1.2)

Ag

ou AT est la surfusion et Ahg I’enthalpie de fusion. of est 1’énergie surfacique de la surface

latérale, o, est 1’énergie de des surfaces supérieure et inférieure. o, est beaucoup plus grand
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que of. Ceci est di aux repliements des chaines au niveau des faces supeérieure et inférieure.

Pour le matériau PET, o, = 0.19 J/m? alors que oy = 0.0102 J/m? [PLAY 80].

Un germe est stable si la dérivée de sa variation d’enthalpie libre est négative

ol od
Pour obtenir les dimensions critiques du germe, les conditions (1.3) doivent égal a zéro. En

reportant ces conditions dans I’équation (1.1), on a:

_ 40.Tm et * _ 40-me

I = =
AheAT Ahy AT

(1.4)

L’expression de 1’épaisseur critique, [*, montre que si la température de cristallisation
augmente (AT diminue) 1’épaisseur de lamelles formées augmente, ce qui est Vérifiée
expérimentalement [WEEK 63, VONK 88]. En combinant les équations (1.1) et (1.4), on

obtient I’énergie libre critique :

_ 320,04°

_ (1.5)
(Ag)?

AG*

b) Vitesse de germination

La théorie cinétique de la nucléation (TCN) proposée par Becker and Doring [BECK 35]
décrit la vitesse d’apparition des germes. Le taux d’apparition de germes en équilibre par
unité de volume et de temps, I(T) dépend la température et d’une énergie d’activation AG ™.
Selon la TCN, I(T) est donné par la relation suivante :

dN AG™

_ _- 1.6
I It Iyexp( kT (1.6)

ou I, est un facteur cinétique de dimension m~3s™1, N est le nombre de germes formés, kest
la constante de Boltzmann. Turnbull et Fisher [TURN 49] montrérent que I, vérifie I’équation
suivante :

ka Ag*

IO = nOTexp(—kb—T (17)

ou n, est le nombre de macromolécules dans le volume considéré, h est la constante de Plank,

Ag® est I’enthalpie libre d’activation pour 1’autodiffusion.
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La Figure 1.13 , issue des travaux de Martinez-Vazquez et al [MART 02], montre la vitesse
de germination du PET pour différentes températures. Nous constatons qu’a haute
température, la vitesse de germination est lente car la taille critique d’un germe est plus

grande.
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Figure 1.13: Vitesse de germination du PET pour différentes températures [MART 02]
1.2.2. Croissance des cristaux

Théorie de Lauritzen-Hoffman

La théorie de Lauritzen-Hoffman a été proposée pour étudier la cinétique de cristallisation
depuis le fondu a une échelle moléculaire [LAUR 59]. Cette théorie est largement utilisée
pour décrire la cristallisation de polymeres flexibles tels que le polyéthyléne (PE) [HOFF 97],
le polypropyléne isotactique (iPP) [STRI 01] et le caoutchouc naturel [LAGH 14T].

Dans la suite, nous présentons briévement les principes fondamentaux de cette théorie. La
théorie de Lauritzen-Hoffman (réactualisée en 1997 par Hoffman et Miller [HOFF 97]) a mis
en évidence différents régimes de croissance selon I’importance relative de la vitesse de dépot

des germes secondaires v; et de la vitesse de complétion des couches cristallins v;, la vitesse

globale de croissance G dépend seulement de ces deux paramétres. On observe 3 régimes :
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Figure 1.14: Trois régimes de croissance cristalline selon la théorie de Lauritzen-Hoffman, a)

Régime 1, b) Régime 2, c) Régime 3.

Regime 1:v; » v;

Le régime 1 est observé a faible surfusion ou la germination est trés difficile. On parle

de mononucléation. Dans cette situation, la vitesse de complétion d’une couche v; est

plus grande que la vitesse de dép6t de germes secondaires v;. Chaque couche est

complétée avant le dépot d’un nouveau germe, la vitesse de croissance est controlée

par la vitesse de germination secondaire G « v;.

Reégime 2 : v; = v;

Le régime 2 est observé a surfusion modeérée. La vitesse de dépdt de germe v; et la

vitesse de complétion de couches v; sont comparables. La croissance des lamelles se

fait simultanément dans le sens de la largeur et dans le sens de la longueur G «
1

(vv))>.

Reégime 3 : v; K v;

Le régime 3 est observé a surfusion élevée. La vitesse de dépdt de germe v; devient

dominante devant la vitesse de complétion des couches cristallines. La croissance des

lamelles se fait par plusieurs dépdts de germes secondaires sur une méme couche

cristalline. Dans ce cas, G est régi par la germination secondaire G « v;.

La vitesse de croissance globale des lamelles peut s’exprimer en fonction de deux

contributions qui assurent la croissance : 1’'une pour la diffusion des chaines au sein du fondu

et I’autre pour la germination secondaire sur I’une des faces latérales d’une cristallite, cette

vitesse G s’écrit ;

AG AG”
G = Gy exp (— R_Yfl) exp (— ka) (1.8)
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Le premier terme exponentiel représente la diffusion des chaines macromoléculaire. Il
modélise la réduction de mobilité des chaines lorsque la température diminue. G, est un
préfacteur cinétique, R est la constante des gaz parfaits et AG, I’énergie d’activation
gouvernant le transport de la chaine vers la surface du cristal. Cette énergie peut s’exprimer

selon I’équation ci-dessous :

(1.9)

ou U* est 1’énergie d’activation apparente du mouvement des macromolécules. Sa valeur est
de 6284 J/mol pour tous les polymeres. T, est la température a laquelle tous les mouvements

moléculaires susceptibles de provoquer la cristallisation cessent (To, = Ty — 30K).

Le deuxiéme terme en exponentielle de 1’équation (1.8) caractérise 1’apparition de germes
secondaires a la surface de la lamelle. AG™ représente la variation d’enthalpie libre liée a

I’apparition d’un germe a la surface d’une lamelle.

La théorie de Lauritzen-Hoffman permet de modéliser ’influence de la température sur la
vitesse de croissance, G. En "occurrence, cette théorie décrit convenablement la forme en
cloche de la courbe expérimentale représentant G en fonction de T. En outre, on peut prédire

la vitesse de croissance des sphérolites par cette théorie.

Antwerpen et al. [ANTW 72] nous montre les données expérimentales de la vitesse de
croissance de sphérolites en fonction de température du PET pour différentes masses
moléculaires (Figure 1.15). La vitesse, G(T), mesure la vitesse de croissance du rayon des
sphérolites. Antwerpen et al. [ANTW 72] présentent également une expression mathématique
pour G qui permet de reproduire les données expérimentales :

5 100 4 293X 10" 777 3093 x 10°
) L e T2(573 —T)

G, exp(—AGq/RT)  exp(—AG*/k,T)

(1.10)

Ici, G a pour unité le nm/s et la température T le Kelvin.
Cette expression ressemble a 1’équation (1.8), mais avec une expression de AG* différente

[HOFF 58, HOFF 64]. En effet, les auteurs utilisent les expressions suivantes :
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40,07

AG* =
Ag (1.12)
L AnAT T
97T, T,

L’expression de Ag est plus complexe que celle de I’équation (1.2). En effet, les auteurs ont

rajouté un terme correctif T/Tm pour mieux prendre en I’influence de la température.

De plus, dans I’expression (1.10), nous constatons 1’influence de la masse moléculaire
moyenne en nombre Mn sur le pré-facteur G,. Une dépendance en 1/Mn est utilisée pour

rendre compte que la cinétique de cristallisation décroit avec taille des macromolécules.
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Figure 1.15: La vitesse de croissance des sphérolites en fonction de la température
pour différentes masses moléculaires : (1)( Mn)=19,000 ; (2)( Mn )=22,300 ;
(3)(Mn )=24,800 ; (4)(Mn)=27,400 ; (5)(Mn)=30,100 ; (6)( Mn )=35,400 ;
(7)(Mm)=39,100 [ANTW 72].

1.2.3. Modeéles cinétiques globaux de la cristallisation

La plupart des modeéles globaux de cristallisation (isotherme ou anisotherme) sont basés sur
des articles publiées par Kolmogorov, Avrami et Evans [EVAN 45, AVRA 39-41, KOLM
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37]. L’un des modéles macroscopiques les plus utilisés pour décrire la cristallisation

isotherme est celui d’Avrami [AVRA 40].
Modele d’ Avrami

Le modele d’Avrami, aussi connu sous le nom d’équation JMAK (Johnson-Mehl-Avrami-
Kolmogorov), décrit les changements d’état a température constante. L’équation a été obtenue
en premier lieu par Kolmogorov en 1973, et les premiéres tentatives d’application de cette
équation remontent aux années 70. Elle décrit la cinétique de cristallisation isotherme en
fonction du temps en donnant le taux global de cristallisation normalisé, x(t) =
Xa(®) /X (T), OU y,(t) est le taux de cristallinité a I’instant t et y.(T) est le taux de

cristallinité maximal a la température T.
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Figure 1.16: Cristallisation du PET pure en fonction du temps [AIMU 07].

La fraction de volume, y, transformé au temps t pour un germe initié au temps 7, est donnée

par :

_pe

5 V(t,70) N(to)[1 — x(10)]d7o (1.12)
lJ0

X

Avec N(t,) est la fréquence de nucléation par unité de volume non transformé, p. et p; sont
les densités des phases d’amorphe et de la phase semi-cristallin, respectivement. V (¢, t,) est

le volume en cours de croissance. On tient compte de I’hypothése de croissance libre, sans
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restriction dues aux sphérolites voisins. Dans cette hypothese de croissance libre et de
nucléation constante, la fraction transformée virtuelle est :

x =2 V(t 7o) N (7o) d1, (1.13)

P Jy
On suppose que la croissance des sphérolites est libre et que la fréquence de nucléation est
constante. Sous ces hypothéses et pour des germes distribués au hasard, la fraction

transformée virtuelle, x’, est liée a la fraction réellement transformée, y, par :

dx
—~ =1- 1.14
=11 (L.14)
En intégranton a :
x=1—exp(—x") (1.15)

En considérant la croissance libre et la nucléation constante, on a :

x=1- exp[—p—j V(t, To)N(19)dT,] (1.16)
P

Dans le cas de la croissance sphérolitique, le volume a I’instant t s’écrit donc :

V(t, 1) = —[ f G(T) dtl (1.17)

et le taux de transformation :

t t 3
X =1-exp[- f N (o) l f G(T) dtl dto] (1.18)
0 To

P

Cette équation (1.18) est une expression la plus générale du taux de transformation pour
décrire la cristallisation sphérolitique [KOLM 37]. Dans le cas particulier, par exemple, le
modele d’Avrami, sous hypotheése de tous les germes apparaissent a 'instant t=0 et les

sphérolites croissent dans le cas isotherme, équation (1.18) peut réduire a :

4r
x=1—exp[— —2¢ t3] (1.19)
On peut extraire une forme générale de I’équation (1.19) :
x(@) =1—exp(—K(T)t") (1.20)
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Tableau 1.2: Exposant d'Avrami pour différents types de nucléation et de croissance [MAND
04]

Mode de germination Homogene Hétérogene

Nucléation Nucléation

Croissance linéaire  Croissance controle  Croissance linéaire
par la diffusion

Etat t =0 Etat t=0
d’équilibre d’équilibre
Trois dimensions, d = 3 4 3 5/2 3/2 3<n<4
Deux dimensions, d = 2 3 2 2 1 2<n<3
Une dimension, d = 1 2 1 Vo 1/2 1<n<?2

*Tous les germes activés at = 0.

L’exposant d’Avrami, n dépend seulement du type de germination et de la dimension du
systeme considéré, d, (cf. Tableau 1.2). La constante d’Avrami, K(T) est donnée par

I’expression dans le cas ou tous les germes apparaissent en méme temps

K(T) = C4G(T)*N(T) (1.21)

ou Cy est une constante qui dépend de la dimension (C; = 1en 1D, C; =men2D et Cy; = 4?"

en 3D); G(T) est la vitesse de croissance a la température T et N, (T) est la densité de

germes a I’équilibre a la température T

Si I’on se place dans le cas d’une germination homogéne, ou la vitesse de germination, N, est

constante, la constante d’ Avrami s’écrit

K(T) = %CdG(T)N(T) (1.22)

Le modele d’Avrami a été développé dans le cas de cristallisation isotherme. Sous cette
hypothése le nombre de germes N, la vitesse des germes formés N et la vitesse de croissance
sphérolitique G sont constants. Il existe des extensions du modele d’Avrami pour décrire la
cinétique de cristallisation sous différentes conditions thermiques. Par exemple, le modele
d’Ozawa [OZAW 71] décrit la cinétique de cristallisation pour un refroidissement a vitesse
constante. Le modele de Nakamura [NAKA 72] permet de decrire la cinétique de

cristallisation lors de refroidissement complexe.
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I. 3. Cristallisation induite par déformation

Certains polymeéres et élastomeres ont la capacité de cristalliser soit d’une fagon thermique
soit par 1’application d’une déformation mécanique. Dans cette section, nous présenterons la

cristallisation induite par la déformation.

Les études sur la cristallisation induite par déformation sont nombreuses. Les premiers
travaux, principalement dirigés par les professeurs Ward [NOBB 76] et Monnerie [BOUR 86-
87], ont porté sur la caractérisation de la cristallisation induite pour différents types
d’étirage uniaxial a force constante, a vitesse de traverse constante et a vitesse de déformation
constante. Ces travaux se sont principalement attachés a la description physico-chimique de la
cristallisation induite. Puis, les travaux du professeur Salem [SALE 95,98] ont étendu les
gammes de température et de vitesse explorées afin de proposer un cadre d’explication
général sur la base de cinétiques de déformation et de cristallisation. Chevalier et ces
collaborateurs ont étudié la cristallisation induite sous des sollicitations uni- et bi-axiales
[CHAA 03, MARC 02a, MARC 02b, MARC 04]. Dans ces études, des techniques ex-situ
post-mortem et in-situ et telles que la diffraction des rayons X, le dichroisme, 1’infra-rouge et

la biréfringence ont été utilisées.
Dans cette section, nous présenterons les observations faites sur les deux types de sollicitation
uni-axiale et bi-axiale.

1.3.1. Description des sollicitations rencontrées

On utilise le taux d’étirage, A, pour définir les cinématiques de déformation. Dans le cas de
I’étirage uni-axial, A est défini comme le rapport entre la longueur courante, [, et la longueur

initiale, [y, de 1’échantillon :

=1/, (1.23)

Dans le cadre du bi-étirage, un double étirage est réalisé selon deux directions
macroscopiques orthogonales du plan d’un I’échantillon plat. Le taux d’étirage planaire (TEP)
est défini par le produit des taux d’étirage dans chacune des directions orthogonales

d’étirage :
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TEP = A, X 4, (1.24)
ou x et y sont les deux directions du plan de 1’étirage.

Les essais uni-axiaux peuvent étre ou non contraints selon la largeur de 1’échantillon au cours
de I’étirage. Selon les cas rencontrés, 1’étirage peut étre réalisé a force constante, a vitesse de

déplacement constante ou a vitesse de deformation constante.

Dans le cas du bi-étirage, il y a deux types de sollicitions : séquentiel ou simultané. Pour le bi-
étirage séquentiel, les étirages selon les deux directions sont réalisés en deux étapes distinctes

et séquencees chronologiquement (Figure 1.17).

Figure 1.17: Bi-étirage séquentiel d’éprouvettes cruciformes en PET de 4mm d’épais [MARC

03T].

Lors du bi-étirage simultané, les sollicitations selon chacune des directions sont réalisées
simultanément et dans les mémes conditions, généralement a vitesse de traverse imposée
(Figure 1.18).
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A=3

Figure 1.18: Bi-étirage simultané d’éprouvettes cruciformes en PET de 4mm d’épais [MARC
03T]

Le comportement mécanique observé pour ces deux types de sollicitations est différent. Ceci

est intimement lié a la cristallisation induite par déformation.
1.3.2. Etirage uni-axial

La cristallisation par étirage du PET provoque un changement de conformation gauche-trans
des chaines moléculaires [LAPE 92, SHEN 91, SPIB 92]. Au niveau de la microstructure, les
cristaux formés s’organisent progressivement en structure micellaire puis en lamelles
cristallines. La Figure 1.19 illustre schématiquement les différentes structures rencontrées au

cours de la cristallisation induite par étirage.

Tout d’abord, les segments de chaines polymeres s’orientent suivant la direction d’étirage.
Ensuite, il y a apparition d’une phase nématique (Figure 1.19(a)), c’est-a-dire que les chaines
sont paralleles mais qu’il n’y a pas d’ordre cristallin dans le plan perpendiculaire aux chaines.
Puis, la phase nématique s’organise peu a peu pour former une phase smectique lorsque le
facteur d’orientation des chaines vaut environ 0.3 (Figure 1.19(b)). Enfin, la phase smectique

se transforme en une phase cristalline triclinique (Figure 1.19(c)).
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Figure 1.19: Résumé de différentes structures cristallines proposées pour décrire la

cristallisation induite par déformation [MARC 03T].

Salem et al. [SALE 92] ont réalisé des essais a vitesse d’étirage constante. D’aprés ces essais,
nous constatons que la cristallisation induite n’apparait que lorsque le matériau a atteint un
taux d’étirage critique (A = 2 a 2,5) (voir Figure 1.20(a)). lls ont également montré que ce
taux d’étirage critique est sensible a I’action conjuguée du couple température, vitesse de
déformation (voir Figure 1.20(b)). On constate que le taux d’étirage diminue lorsque la

température diminue et/ou que la vitesse de déformation augmente.

41 A
95°C
‘J
DENSITY (kg m’) CRYSTALLINITY
3 o
1369 (a) (b)
2151 6 S0°Cq
0425t e, - 02 . 3 ‘o
X “5.01 &1 83°c e
1.359 . 54 5
“
/ 24 P
1.349 | ? r 0.1 . g e g;’g
/ | s
L y -~ 95°C
1339 6—o—aPl - . 0 1.l
1 2 3 4 5 6 7 102 10t 10 10! 102 103
DRAW RATIO STRAIN RATE (s)

(b) Taux d’étirage critique A. en fonction
de la vitesse de déformation nominale
pour trois températures différentes.

D’aprés Salem ef al. [SALE 94].

(a) Densité et taux de cristallinité en
fonction du taux d’étirage a 90 °C pour
différentes  vitesses de  déformation
nominales. D*aprés Salem ez al. [SALE 92].
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Figure 1.20: Illustration de la sensibilité en vitesse de déformation et température du taux

d’étirage critique lors de sollicitations realisées a vitesse constante.
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[BOUR 86]

Figure 1.21: Evolution du taux de cristallinité pour les trois types d’étirage uni-axiaux : (a) a

force constante, (b) a vitesse d’étirage constante, (c) a vitesse de déformation constante.

Une fois que le taux d’étirage critique est atteint, le taux de cristallinité augmente continument
avec le taux d’étirage quelle que soit le type de sollicitation (voir Figure 1.21). Les étirages
réalisés a force constante ont montré que le taux de cristallinité augmente avec la déformation
indépendamment de la charge (Figure 1.21(a)). Pour les étirages réalises a vitesse de
déformation et a une température constante, on constate que le taux d’étirage critique diminue
avec la vitesse de déformation (Figure 1.21(c)).

1.3.3. Etirage bi-axial [MARC 03T, MARC 02a, MARC 02b, MARC 04]

Les resultats de la littérature sur les essais de traction uni-axiaux nous donnent une premiére
piste pour comprendre 1’évolution microstructurale du PET sous sollicitations mécaniques.
Toutefois, pour mieux comprendre les évolutions du PET lors de processus industriels, il est

nécessaire d’étudier la cristallisation sous des sollicitations multiaxiales.
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Dans le cas bi-axial, il existe également un taux d’étirage critique. Ceci a été mis en évidence
par Marco et al. [MARC 03T] a I’aide d’analyse post-mortem de RX et de densimétrie
(Figure 1.22 et Figure 1.23). Les valeurs des taux d’étirage critique observées sont proches de

celles constatées pour 1’étirage uni-axial (A, = 2).

Biaxial simultané 90°C 0.35 s-1 Traction Plane 90°C 0.35 s-1

Figure 1.22: Evolution des clichés de diffraction en fonction de I’élongation pour les cas de

traction bi-axiale simultanée et de traction plane [MARC 03T].
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Figure 1.23: Evolution du taux de cristallinité final en fonction de [’élongation pour les cas

de traction bi-axiale simultanée et de traction plane [MARC 03T].

La Figure 1.24 illustre I’influence de la vitesse de déformation de la température sur le taux de
cristallinité. Pour un taux d’élongation principal A et vitesse de déformation fixée, nous
trouvons que le taux de cristallinité diminue lorsque la température augmente (Figure 1.24(a))

ou lorsque la vitesse de déformation diminue (Figure 1.24(b)).
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Figure 1.24: Evolution du taux de cristallinité final en fonction : (a) de la température et (b)

de la vitesse de déformation pour le cas de traction bi-axiale simultanée [MARC 03T].

L’analyse en diffraction des rayons X aux grands angles réalisée par Marco et al. [MARC
03T, MARC 04] a montré que les microstructures induites par bi-étirage séquentiel ou
simultané sont différentes. En outre, cette étude montre que le taux de cristallinité induit en
fin de bi-étirage séquencé est plus élevé qu’en fin de bi-étirage simultané (Figure 1.25), mais
pour des éprouvettes trempées a 1’azote liquide juste apres le chargement, les taux de

cristallinité sont proches.
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Figure 1.25: Taux de cristallinité pour des éprouvettes trempées ou non apres différents types
de sollicitations bi-axiales [MARC 03T].
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La Figure 1.26 présente une comparaison de 1’évolution du taux de cristallinité en fonction de
1’élongation pour différentes sollicitations. On constate que pour 1’étirage uni-axial le taux de
cristallinité atteint des valeurs plus élevées que 1’étirage bi-axial. Il apparait également que la

cristallinité est systématiquement supérieure pour des sollicitations séquencées.
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Figure 1.26: Comparaison de I’évolution du taux de cristallinité en fonction de 1’élongation

planaire pour diverses sollicitations [MARC 03T].
I. 4. Conclusion partielle

Ce chapitre a présenté une étude bibliographique sur la cristallisation des polymeéres semi-
cristallins, notamment sur le polyéthyléne téréphtalate (PET) considéré comme le matériau
d’étude dans les chapitres a venir. Dans un premier temps, nous avons présenté les généralités
du PET : I'unité de répétition, les propriétés physiques, les morphologies cristallines sous
différentes conditions et le comportement mécanique. Notre étude se concentre sur la
morphologie cristalline activée thermiquement et a la cristallisation induite par la

déformation.

Nous avons détaillé les deux modes de cristallisation. Dans le cas de la cristallisation activée
thermiquement, nous présentons la croissance de sphérolite et la cinétique de la cristallisation.
Les résultats expérimentaux de la vitesse de croissance de sphérolite sont donnés pour
comparer avec les résultats numériques qui seront présentés dans le chapitre suivant, Chapitre
Il. Au niveau macroscopique, les cinétiques globales de cristallisation peuvent étre décrites
par un modele classique, le modele d’Avrami. Les parametres concernant la cinétique de la

cristallisation de ce modele peuvent étre identifiés en utilisant le modele des champs multi-
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phases dans le Chapitre Ill. La deuxieme facon de cristalliser, par les sollicitations
mécaniques, a aussi un impact sur la cinétique de la cristallisation. Cette influence va étre

discutée dans le Chapitre V.
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Chapitre Il : Modéliser la cristallisation par la méthode des

champs de phase

Ce chapitre est consacré a la modélisation de I’évolution de microstructure pendant la
cristallisation. Du point de vue mathématique, les problémes a traiter sont des problémes a
frontiéres libres ou I’interface est inconnue dans la croissance cristalline. Un exemple bien
connu de mouvement géométrique d’interfaces est le mouvement par courbure moyenne. Ce
type d’évolution est défini par la vitesse normale d’une interface qui est fonction de sa
courbure. Il a été largement étudié dans de nombreuses applications faisant intervenir des
transitions de phase : solidification, précipitation, croissance cristalline, etc. Les premiers
résultats sur le mouvement par courbure moyenne sont dus a Huisken et al. [HUIS 84], Gage
et Hamilton et al. [GAGE 93], ainsi qu’a Grayson et al. [GRAY 87].

Les méthodes qui décrivent explicitement le mouvement des surfaces sont, par exemple, les
méthodes paramétriques [BARR 08, DECK 99, DZIU 94] et les méthodes level-set [OSHE
88]. Elles ne peuvent pas facilement prendre en compte les changements de topologie et
s’avérent difficiles a implémenter. La méthode des champs de phase peut surmonter ces

difficultés car elle se base sur une description implicite de 1’interface.

La méthode de champ de phase a été utilisée il y a une vingtaine d’années pour décrire la
thermodynamique hors d’équilibre et la dynamique des transitions de phase. Cette méthode se
base sur un concept d’interface diffuse qui permet de décrire localement les différentes phases
a travers un champ continu, appelé champ de phase. Les méthodes de champ de phase sont
tres souvent utilisées en science des matériaux pour étudier les problémes physiques liés a la
formation des structures, comme dans le cas de la solidification [BOET 02, STEI 09, WANG
93, WARR 03]. On peut citer les travaux sur la croissance dendritique [KARM 98, KOBA
93], I’évolution de la microstructure des matériaux polycristallins [GRAN 04, WEND 11].La
littérature est abondante : 1’étude des mécanismes de nucléation-croissance [GRAB 07], de la
séparation de phases de liquides visqueux [TEGZ 05], de la fracture [KARMO01, MARC 05],
ainsi que la propagation des fissures [NGUY 16].

Le but de ce chapitre est de présenter et de valider les schémas numériques utilisés pour la
méthode des champs de phase. Dans un premier temps, nous présentons la méthode des
champs de phase et quelques tests numériques préliminaires pour comprendre 1’erreur liée a la

discrétisation numérique et liée a I’approximation d’interface diffuse. Puis, nous présenterons
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quelques simulations avec différentes formes initiales pour comprendre 1’évolution de
I’interface. Ensuite, nous Vérifierons la condition de rayon critique pour former un sphérolite
par la méthode des champs de phase. Finalement, nous identifierons le coefficient cinétique

M4 (T) a’aide de données expérimentales présentées dans la section précédent (cf.1.2.2).

I1. 1. Influences des parametres de champ de phase

La méthode de champ de phase est développée essentiellement pour décrire 1’évolution des
systemes hors équilibre caractérisés par une transition de phase a 1’échelle mésoscopique. Les
équations originales de champ de phase se trouvent dans les travaux de Cahn et Hillar [CHAN
57] sur I’énergie libre des systémes non-uniformes. Plus tard, Allen et Cahn [ALLE 79]
étendirent ses travaux sur les mouvements d’interface. Du point de vue numérique, le modele
de champ de phase représente un atout majeur car il est capable de simuler 1’évolution des
microstructures a des échelles variables. La méthode de champ de phase permet de passer
d’un modéle discontinu (Figure 11.1(a)) a un modele continu (Figure 11.1(b)). L’interface
diffuse est créée par I’intermédiaire d’une ou de plusieurs variables nommées variables de
champ de phase ou paramétre d’ordre. Localement, le paramétre d’ordre prend une valeur
dans chaque phase et il varie continlment entre I’ensemble de ces valeurs dans les régions
d’interface. Par exemple, nous considérons un systéme composé de deux phases, solide-

liquide ou cristal-amorphe, ¢ = 0 représente la phase amorphe et ¢ = 1 le cristal.

(a) (b)
phase 1 phase 1

phase 2 phase 2

W, |

Figure 11.1: lllustrations de la transition de phase, (a) modele biphasé (discontinu) ; (b)

modele du champ de phase (modéle continu).
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11.1.1. Approche par champ de phase

La méthode de champ de phase, utilisée dans cette étude, est basée sur 1’énergie libre de
Gibbs G qui est une fonction d’état. Elle est associée au second principe de la

thermodynamique, principe d’évolution des systémes physico-chimiques.

§= faf dr + f (g’liquide + g’solide) dQ (2.1)
r Q

La premicre intégrale représente l’énergie surfacique du systeme et l'autre représente
I’énergie volumique qui contient I’énergie de chaque phase. gjiguige €t Gsoliae rePrésentent
I’énergie de la phase liquide et solide, respectivement. Le formalisme général de
I'approximation par champ de phase peut s’obtenir a partir de 1’énergie libre développée en

remplacant le terme surfacique par une intégrale de volume de la forme :

dQ + f (g’llqulde + gsollde) dQ (2-2)

s = [ (v +52)

oy est I’énergie de surface, Wy est une longueur interne qui contrdle 1’épaisseur de la région
interfaciale. Le paramétre d’ordre ¢ est une fonction continue qui dépend de I’espace et du

temps. A, est une constante de normalisation qui ne dépend que de I’expression du polynome

q(¢) utilisé :

Ay = fo 1,/2q(x) dx (2.3)

q(¢) est une fonction polynémede ¢. La forme de ce polynébme permet d’assurer que
I’énergie interne soit minimale dans chacune des phases. En fait, c’est une fonction positive

qui ne s’annule qu’en deux points. Les conditions peuvent exprimer mathématiquement :

29(®)
a(@lg=o = 0, a(P)lg=1 = 0 T =0 @4
$=0,1

Les deux exemples typiques de tels polyndmes sont le potentiel double puits,
1 2 2
a(p) = 7021~ ) (2.5)
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et le potentiel double obstacles,

1

400 sinon.

Les deux versions sont représentées sur la Figure I1.2. Le potentiel double puits est
généralement employé comme prototype de potentiel régulier, et le double obstacle comme
prototype de potentiel non régulier.
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Figure 11.2: Le potentiel double obstacles (a gauche) et double puits (a droite)

Avec I’expression de la fonction q(¢) que nous avons choisie, le profil ¢(§) du champ de

phase pour une interface plane a 1’équilibre s’écrit :

X
2V2W,,

¢(x) == [1 — tanh(

)] 2.7)

N| =

Ce profil montre que loin de I’interface, ¢ prend 1’une des valeurs 0 et 1 qui caractérisent les

phases thermodynamiques présentes dans le systeme, et qu’il varie continiment dans la région
d’épaisseur 2\/§W¢. La taille de la zone de transition d’interface est lice au parametre W,
Dans la limite W, — 0, on s’attend a voir apparaitre des interfaces « raides » entre les deux
régions [BRON 91], comme sur la Figure I1.3. Donc W, joue un role important au niveau de

la stabilité numérique des simulations par la méthode de champ de phase, puisqu’il contrdle le

choix du pas de discrétisation spatial.
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Figure 11.3: Interface « diffuses » (W > 0) selon le modele de champ de phase et interface

« raides » (W¢ — 0).

11.1.2. Les équations cinétiques du champ de phase

Pour simuler la croissance de sphérolite, on doit écrire une évolution temporelle en fonction
de parametre d’ordre ¢. Dans la méthode de champ de phase, les aspects cinétiques du
systéeme sont déduits de la fonctionnelle d’énergie libre. En effet, cette fonctionnelle permet
de déterminer localement les forces motrices qui provoquent les transitions de phase, et donc
I’évolution du systeme d’un état hors équilibre vers son équilibre thermodynamique [HOHE
77]. Les équations cinétiques qui gouvernent 1’évolution du champ de phase, se distinguent
par la nature de ce dernier qui peut étre soit conservatif soit non-conservatif [HOBE 77,
HALP 74].

Un champ est dit conservatif lorsque 1’intégrale de ce champ sur tout I’espace est une
constante, par exemple la concentration chimique. Pour un champ non-conservatif, I’intégrale
sur tout I’espace n’est plus une constante mais elle évolue avec le temps. Dans cette section,
on va présenter les deux approches phénoménologiques décrivant les équations d’évolution de

ces variables de champ conservatifs ou non-conservatifs.
Champ conservatif

Pour un systeme thermodynamique décrit par un champ de paramétre d’ordre conservatif
(concentration, densité de particules), on utilisera 1’équation de Cahn-Hilliard [CAHN 58, 61].

Le parametre d’ordre ¢ doit vérifier I’équation de conservation qui s’écrit :
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9Pt _ _ 2.8
T V.Js (2.8)

ou J est le flux associé au paramétre d’ordre ¢ qui traduit localement un écart a 1’équilibre

du systeme. En considérant 1’énergie libre totale du systéme G(¢, T), le potentiel local relatif
a la ¢ pourra s’écrire : §G(¢,T)/6¢ . Donc la relation reliant le flux J, a 1’énergie G(¢, T)

s’écrit :

56(¢,T)
Jo = ~Lo- V55— (2.9)

Ly est un coefficient cinétique qui, dans le cas général, dépend de la température. En

combinant 1’équation (2.8) et (2.9), nous obtenons alors I’équation de Cahn-Hilliard :

209(xt) 56(9,T)
WD _ [¢_le (2.10)

Champ non-conservatif

D’autres phénomeénes physiques liés a la transition de phase se caractérisent par des variables
de champ non-conservatives, comme le cas de la croissance cristalline ou la quantité de la
phase solide augmente au cours du temps. Par exemple, la solidification d’un matériau pur en

condition isotherme, le paramétre d’ordre quantifie 1’état solide.

Ce type d’approche phénoménologique fournit un cadre d’étude universel des problemes de
transition de phase [LAND 36-37]. L’approche est basée sur une description statistique hors
équilibre du systeme a travers une variable de champ de phase désignée comme un parametre
d’ordre. Ici, on considére un parameétre d’ordre scalaire identifiant localement dans quelle
phase on se trouve. Ce parametre d’ordre est reli¢ a la fraction cristalline dans le systeme.
L’évolution temporelle du systeme est décrite a partir d’une cinétique de type Ginzburg-

Landau :

d¢(x,t) 6G(¢,T)
p—ap = My o) - —My (045G — V.0746) (2.11)

ou My, est un coefficient cinétique positif qui contrdle la mobilité du champ de phase ¢(§, t),

et definit ainsi le temps caractéristique de relaxation du champ vers 1’équilibre.
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Il. 2. Implémentation numérique
11.2.1. Discrétisation par différentes méthodes numeriques

L’utilisation de ces méthodes numériques est coliteuse en temps et nécessite un procédé
d’adimensionnement préliminaire pour réduire le nombre de parametres. Elle nécessite aussi
une discrétisation des équations cinétiques issues des méthodes de champ de phase. De plus,
la cristallisation est reliée au probléme de changement de phase, donc un champ non-
conservatif doit é&tre utilis€. Dans cette partie, nous allons présenter la procédure
d’adimensionnement et de discrétisation de I’équation Ginzburg-Landau. Nous nous limitons

au cas a deux dimensions.

D’abord, nous rappelons I’expression de la potentielle thermodynamique associé a un champ
de phase mathématique ¢ qui décrit les états d’équilibres du systéme, et 1’interface est
considérée comme isotrope (Wgest un constante) :

8G _or <q’(¢>)

ou Ag est I’écart de 1’énergie libre entre les deux phases. p’(¢d) et q'(¢d) sont les dérivées
premieres des polyndmes p(¢) et q(db), respectivement. p(¢d) permet d’assurer la continuité

de I’énergie interne au passage de I’interface (varie entre 0 et 1).

p(p) = $*(3 — 2¢) (2.13)

Pour un champ non-conservatif ¢, 1’équation d’évolution de Ginzburg-Landau discrétisée

spatialement est alors :

0pxt) . |9 q'(¢) :
Wy ——— =My lZ <W¢A¢> ~w, ) — Agp (cp)l (2.14)

On pose H = % et =—% En effet, H est le coefficient de barriére, et T le temps
qu¢. M¢.H

caractéristique. Puis, on transforme 1’équation sous la forme adimensionnelle en utilisant les

relations & = t/T et X = x/W,,. % et £ sont deux variables adimensionnelles. L’équation (2.14)

peut réécrire :

0ip = Ap — q'(¢) + arp'($) (2.15)

47



avec a; = Az; = (sans dimension).Ahf est I’enthalpie de fusion, AT la surfusion (AT = T,

T) et T,, température de fusion.
Section de la méthode des différences finies

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante de
recherche de solutions approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre
un schéma numérique liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points
suffisamment proches les uns des autres. Cette méthode peut s’appliquer a tout type d’EDP.
La discrétisation des opérateurs différentiels (dérivées premieres, secondes, etc.) peut étre
obtenue par les formules de Taylor. Développons ¢ (i, j) autour du point (i, j) donne (voir
Figure 11.4) :

S+ 1))~ (i) + ¢>( ) 5 +10 ACTIN

2 0x?
(2.16)
102
B E1) = $()) + d’(;’) y+3 Z’y(”)

Normalement, nous supposons que Ax = Ay pour simplifier. Donc, la discrétisation de la

dérivée premicre s’écrit :

¢(i+1,j)—¢p(—-1j)

9z (L,)) = .
2A
* 2.17)
PG+ ) - — 1)
dy9@,j) = AT
et ’opérateur Laplacien s’écrit :
B it DD F D — 4D
A¢(i,j) — ¢l+1,] ¢l 1,j d;l;;-l ¢l,j 1 ¢l,] (2_18)
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(i, j+1)
X - X

1 ds

ds ds
(i=L)) @ = " ) (14+1,7)
T (i f)
Ay
l 1([\’
X ™ X

(j—=1

o AX amp

Figure 11.4: Schémas de la grille rectangulaire uniformes au point (i, j) centré.

Pour la discrétisation temporelle, on utilise le schéma explicite :

dp i — ¢ (2.19)

ot At

La solution d’équation (2.15) approchée par méthode des différences finies peut s’écrire :

$UEGL)) = 910 )) + Be[Bf(i ) —q' (' @) +awp’ (#5N)|  (@20)
Section de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis fait partie des outils de mathématiques appliquées. 1l s’agit de
mettre en place, a ’aide de la formulation faible, un algorithme discret mathématique
permettant de rechercher une solution approchée d’EDP sur un domaine compact avec
conditions aux bords. Concrétement, cela permet de calculer numériquement le comportement

ou le maillage d’objets méme trés complexes.

A cause de la limitation de la méthode de différences finies sur la structure du maillage, on va
aussi tester une autre méthode numérique la méthode des éléments finis. La discrétisation par
la méthode d’éléments finis part la formulation forte de 1’équation (2.15) qu’on multiplie par

une fonction test ¢ et qu’on integre sur le volume Q. On obtient alors :

[#rocpdn-| ¢ (B0 -a@) +aw'@)da=o 2.21)
Q Q
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En considérant les flux sur les bords sont nuls et I’intégration par partie du premier terme de

seconde intégrale nous donne :

f¢*af¢dn+f¢*(q'(¢) —alp'(¢))dn+fv¢*.v¢ dQ =0 (2.22)
Q Q Q

Définissons par ailleurs, pour ¢ et ¢* dans H1(Q), la forme bilinéaire

a(p, ) = f VoV dQ (2.23)

Q

Et notons m le produit scalaire L? donné par

m($,¢*) = jﬂ¢*¢> do (2.24)

Selon le 6 -schéma et les définitions (2.23) et (2.24), nous obtenons la formulation

variationnelle de notre probleme :

(= 0) = o (2.25)

1 o . ) .
(zm(® = ¢,67) +a(¢7,¢") + m(q'(#7) - ap($7),¢7) = 0
i Vo =0 VX ET

Pour la discrétisation en temps, une facon classique de résoudre le probléme (2.14) est donnée

par le 68-schéma.

%m(¢f+Af _ ¢f’¢*) + a(¢f+6’¢*)

i i (2.26)
+ m(ql(¢t+9) _ alp,(¢t+6); d)*) =0
ol ¢+ est défini, pour 6 dans [0,1], par
¢f+9 — 9¢f+Af + (1 _ e)d)f (227)

Quand 6 = 0, on a le schéma explicite. 1l est linéaire, mais il ne converge que sous la

condition classique pour les équations paraboligues,

At
—<ce (2.28)
AX?

ou la constante C¢ dépend du domaine et de la donnée initiale ¢p,. Le schéma implicite,

obtenu pourf = 1, est également soumis a une contrainte sur le pas de temps, assurant que
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I’équation non linéaire qui permet de calculer ¢pf+2f admet une solution unique & chaque

itération. Cette contrainte s’écrit :

At < min(q" (¢)) W, (2.29)

La condition du schéma implicite est bien sir moins restrictive que celle du schéma explicite.
Pour assurer une discrétisation convenable de 1’interface, nous devons choisir un parametre

Wy, suffisamment grand par apport a A%.

En utilisant I’approximation spatiale de type éléments finis, on peut écrire ce schéma sous la

forme matricielle suivante :

(9" 17 (K. 1[E2F] = [p*1[F1(¢0)] (2.30)

On peut décomposer le vecteur [F; (¢¢)] en un terme linéaire et un terme non-linéaire de la

facon suivante :

[F1(¢%)] = [K:1[¢F] + [MVi(¢D)] (2.31)

On en déduit I’expression suivante :

[p7+7] = a1 [K71[97] + (KT [V (D)) (232)

L’approximation éléments finis des fonctions test et de la solution dans un élément (), est

donnée par

¢(x,t) ~ [Nel[¢e] ¢"(x,t) = [Nellge'] (2.33)

ol [¢¢] et [pg t] sont les valeurs nodales dans 1’élément Q, a I’instant ¢. La matrice [N, (x)]
est la matrice des fonctions de forme. Les valeurs nodales dans 1’¢lément (), sont reliées aux

valeurs nodales globales au travers de la matrice [L,].

[¢e] = [Lel[#'] [¢e*] = [Lell@™] (2.34)

Les champs de gradient sont approchés par :

Vo (x,t) = [Bl[pE] Vo*(x,t) = [Bellgs ‘] (2.35)

La forme bilinéaire a(¢, ¢*) dans 1’élément (), est approximee par :
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alp,d*) = f (62 17 [B.1" [B.][$L] 4O (2.36)

Qe
et le produit scalaire m(¢, ¢*) par :
(97 = [ (82T INITING (48] d (2:37)
Qe
Par analogie avec le classique probleme de mécanique, nous appelons
[M¢] = fﬂ [N.]T[N,] d, la matrice de « masse »élémentaire (comme si la masse volumique

p = 1). A partir de ces expressions (2.34), (2.36) et (2.37), nous pouvons exprimer les
matrices [K;] et [K;]:

Kl = D" [ el NI ING] + 08B BT} L] do
e=1"e
(2.38)
K] = L J7{[N,]T[N,] + (1 — 0)AE[B,]"[B.]}[L.] A
[K7] Z[ﬂ[ T{NTING + (1 — O)AFBIT[B. L]
Le terme non-linéaire [V; (¢?)] est :
[ (95)] = 2 fﬂe[Le]TUve]T[zve][Le][ff] a0 (239)
ol les valeurs nodales des vecteurs [F£] sont données par :
[7i] = —a'([¢]) + a0’ ([¢"]) (2.40)

Nous utilisons des éléments triangulaires a 3 nceuds avec un schéma explicite, tel que 8 = 0.

Les valeurs numériques des parameétres sont identiques a ceux utilisés dans la méthode de
différences finies.

Pour accélérer les calculs, nous utilisons I’approximation de «lumping mass» [FELI 15] pour
construire la matrice de « masse » élémentaire [M®] nécessaire au calcul de m (¢,¢). Selon

cette approximation, nous pouvons construire une matrice de « masse » diagonale :

100
[Me]=J [N,]7[N,] dQ=E 0 1 0 (2.41)
Qe 3o 0 1
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A, est I’aire de I’élément. Cette approximation de la matrice de masse élémentaire revient a
placer le 1/3 de la masse sur chaque nceud au lieu d’une répartition homogene sur 1’élément

qui donnerait une matrice pleine.
11.2.2. Tests numériques préliminaires

Nos premiers tests numériques s’appuient sur un cas particulier pour lequel il existe une
solution explicite au mouvement par courbure moyenne. Nous considérons un cercle, de
rayon R, = 1um au temps initial (t=0), évoluant par courbure moyenne. D’apreés la définition
du mouvement par courbure moyenne, la vitesse d’évolution du rayon de cercle est
proportionnelle a la courbure :

drR(t) k.

dt  R()

(2.42)

K. est une constante qui égale a 1um? /s pour nos tests préliminaires. La solution analytique

de I’équation (2.42) en considérant le rayon initial R, est donnée par :

R() = /Rg — 2Kt (2.43)

pour tdans [0, t¢], tr estle temps d’extinction, donné par tf = %Rg.
c

Les résultats de Mottoni et Schatzman [MOTT 89, MOTT 95] nous disent que 1’équation
d’Allen-Cahn va converger, quand Wy — 0, vers le mouvement par courbure moyenne. Selon

I’approximation de 1’énergie libre par champ de phase, nous rappelons 1’équation d’Allen-

Cahn :

d 1
Wy a—(f — WA + Wd)q’(qb) =0 (2.44)

avec la condition initiale et des conditions aux limites de Neumann homogenes

d(t =0) = ¢
Vp.n=0

(2.45)

Pour utiliser la méthode des éléments finis, nous devons commencer par écrire la formulation

faible de ce probléme aux limites (I’équation (2.45)).
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1
M@ = 9497 + a(@h,¢7) + m(q (9, ¢7) = 0
(2.46)
¢(t =0) = ¢
Vp.n=0

11.2.3. Erreur sur P’aire au cours du temps

Nous considérons une forme initiale circulaire, grace a la solution explicite donnée dans la

section ci-dessus, 1’aire théorique est donnée par :

A(t) = mR(t)? = m(RZ — 2t) (2.47)

Selon cette aire théorique, on sait que le rayon va diminuer linéairement avec le temps. L’aire

approchée par la méthode numérique sera donnée par :

A, = J ¢ dQ (2.48)
Q
Nous pouvons calculer I’erreur d’aire moyenne par la moyenne de la différence de A4, et de

A(t,) par rapport a I’aire initiale A(t = 0) a chaque pas de temps :

ne
1
= E A, — A(t 1009 (2-49)
¢ nA(t = 0) n=1| " ( n)l * &

Il y a deux origines a cette erreur qu’on peut mesurer dans un modeéle de champ de phase : la

discrétisation, liée aux parametres At et Ax, et I’approximation liée au paramétre Wy. Nous

allons d’étudier séparément ces deux origines.

schéma numérique

At =0 | discrétisation en

Ax - 0 temps et en espace

modele champ de phase

approximation

W, 0 G
" champ de phase

modeéle « interfaces raides »
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Figure 11.5: Superposition des erreurs provenant de la discretisation et de |'approximation

dans un modele de champ de phase

Erreur de discrétisation

D’abord, nous étudions I’erreur qui provient de la discrétisation. La taille du maillage pour
tous tests préliminaires est 2.4um x 2.4um. Nous utilisons le schéma explicite, tel que 8 = 0.
Selon ce schéma, At doit verifier la condition (2.28) qui dépend de Ax pour des raisons de
convergence. Ce qui revient a s’intéresser aussi a l’erreur due au paramétre de
discrétisation Ax. Notre idée consiste a choisir une valeur de W fixée, et a faire varier la

valeur de Ax.

La Figure 11.6 présente I’erreur moyenne e pour différentes valeurs de Ax. La valeur de W

est choisie égale a 0.04 um et le pas de temps At est fixé a Ax?/10 (s), ce qui nous assure
d’étre dans le domaine de stabilité. Il est évident que 1’erreur diminue lorsque 1’on diminue la
taille des pas de temps et des pas d’espace, mais, elle ne tend pas vers 0 : elle tend vers une
constante non nulle, qui n’est rien d’autre que I’erreur d’approximation due au parametre W,
Alors, on peut faire une conclusion : il est inutile d’utiliser des pas de discrétisation trés petits
lorsque la valeur de W est grossiere. Le gain en précision devient négligeable. De plus,
I’augmentation du cofit en temps de calcul est énorme. D’aprés la Figure 11.6, le meilleur

choix est de prendre un demi ou un tiers de W, comme valeur pour Ax.

=g
N
y
*

Q <
o o2

<
N

Euwrreur moyenne sur l'aire par rapport d l'aire initiale
e(%)

Q
RN

0.02 0.04 0.06 0.08

pas de discrétisation Ax

Figure 11.6: Erreur moyenne sur l'aire en fonction du pas de discrétisation Ax, W, etant

fixé.
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Erreur d’approximation champ de phase

Nous allons maintenant étudier I’erreur en fonction du parametre Wy, Pour cela nous devons
fixer des « petits » pas de discrétisation Ax et At, et puis, nous faisons les calculs pour

différentes valeurs de We.

La Figure 11.7 a été obtenue avec Ax = 0.01 (en pm) et At = Ax?/10 (en s). Nous observons
que Perreur sur I’aire obtenue par la méthode du champ de phase décroit avec Wy,. L’erreur
diminue jusqu’a un seuil, et puis «explose » une fois ce seuil passé. Ceci s’explique
simplement : quand W, devient trés proche de Ax, I’interface devient trop étroite pour étre
correctement discrétisée par le maillage. En fait, ¢’est le choix de la discrétisation qui fait
remonter 1’erreur moyenne sur 1’aire e. Pour cette raison, nous devons faire attention a ne pas
trop diminuer le parameétre Wy, et en méme temps, assurer qu’il est au moins de I’ordre de
quelques Ax, sous peine de voir I’erreur augmenter rapidement. Dans nos calculs a venir, nous

choisissons les valeurs de Ax et Wy selon la relation Wy = 2Ax.

g ——FEM

: E W

S 0.5}

Y

¥ 90.4;

S

§ 03}

s 0.2

 04)

l:lg.] 0 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08

paramétre d'approximation W .

Figure 11.7: Erreur moyenne sur ['aire par rapport a ['aire initiale en fonction de Wy pour

Ax et At étant fixes.
I1. 3. Reproduire les résultats expérimentaux

Pour valider la méthode de champs de phase et vérifier les théories présentées dans le chapitre

précédent, nous faisons quelques simulations :
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1) Le cas de rayons proches du rayon critique pour verifier la condition de
germination.

2) Le cas d’un coefficient cinétique constant pour montrer que la vitesse de
croissance est constante dans une cristallisation isotherme.

3) Reproduire les résultats expérimentaux par différentes méthodes numériques avec

un coefficient cinétique qui dépend de la température.
11.3.1. Simulation de la croissance sphérolitique

Nous traitons cette simulation pour vérifier la théorie du rayon critique. Nous considérons que
la sphérolite est représentée par un cercle (en cas deux dimensions). Donc la variation

d’enthalpie libre peut écrire :
AG(r) = AGs + AG, = 2nrop — r?Ag (2.50)

Pour trouver le rayon critique, on fait la derivée de I’Eq. (2.50) par rapport au rayon r égal a

0. Le rayon critique de nucléation .. s’écrit :

_op 05Ty
L’énergie libre pour former un germe s’€écrit :
nof
AG* = —= (2.52)

=
On a vu que, dans cette équation, les deux termes sont en opposition. L’un correspond a la
force motrice de la transition favorable a la formation des germes, elle va prendre des valeurs
négatives quand la température est inférieure a la température de fusion. L’autre terme
correspond a la variation d’énergie liée a la formation de I’interface : il est toujours positif.
Pour cette raison, ce terme est toujours défavorable a la croissance. Nous tracons 1’évolution
de chaque terme et AG en fonction du rayon pour bien comprendre I’influence de température
sur la taille du germe. On peut voir sur la Figure 11.8 que le rayon critique décroit au fur et a
mesure que la surfusion augmente. C’est-a-dire, on a de plus petits rayons critiques quand la
température s’éloigne de la température de fusion. Au-dela de 7;, 1I’énergie libre de Gibbs est

une fonction décroissante de r et la cristallite a tout intérét a croitre pour minimiser AG.
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diminue AT augmente (T} < T5)

Tapewr (l)
r.(Ty) ‘~-./-\.Gv(Tz) AG(T)
AGy(Ty)
1. diminue
C—

Figure 11.8: Diagramme des variations de [’enthalpie en fonction du rayon de sphérolite

(AG4 indépendant de la température).

Nous faisons deux simulations isothermes avec un cercle qui a un rayon initial r;,,; au centre
du maillage. La seule différence pour ces deux simulations est la valeur du rayon initial, un
rayon est au-dessus et I’autre au-dessous de la taille du rayon critique (r;,; = 0.9 1. ety =
1.1 7). Les autres valeurs des parametres utilisés sont données dans le Tableau I1.1. De plus
Wy = 1./10 pour ces simulations. On prend AX = 0.5 et Af = 0.002 en raison de la
condition de stabilité et ’influence sur I’erreur numérique qu’on a discuté dans la section

précédant. Le flux de paramétre d’ordre est nul sur les bords.

Ah¢(J/m?) Aq 6¢(J/m?) T,,(K)
1.8%108 V2/6 1.02 * 1072 533

Tableau 11.1: Valeurs des paramétres pour les simulations sphérolitiques [PALY 80].

Nous pouvons voir dans la Figure 11.9, le germe croitre lorsque son rayon initial est supérieur
au rayon critique, et au contraire, le germe disparaitre lorsque son rayon initial est inférieur du

rayon critique. Ces résultats s’accordent la théorie du rayon critique.
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Figure 11.9: Evolution du rayon de sphérolite pour deux rayons initiaux différents (au-dessus
et au-dessous de la taille du rayon critique).

Pour la suite on prend la valeur de longueur interne W, = 1nm pour simuler I’évolution d’un
sphérolite. La température initiale est une valeur au-dessous de la température de fusion

(Tin; = 410K). La taille de germe initiale est r;,,; et la distribution initiale de ¢ est donnée par
I’équation ci-dessous :

¢(x,t = 0) = 0.5[1 — tanh(%\/_;im‘)] (2.53)

avec 1’(5) = /X2 + 2. Le rayon est mesuré par la somme de valeurs de paramétre d’ordre ¢.

Nous tragons I’évolution du rayon dans la Figure 11.10.

14
12}
10|
> 8 B
= v=0G—
"';_'f 6 W¢
o
4.
% 1. 2 3 4
Time /0

Figure 11.10: L évolution isotherme du rayon d’un sphérolite. G est la vitesse de croissance.
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Nous constatons que le rayon augmente linéairement avec le temps, autrement dit, la vitesse
de la croissance adimensionnelle ¥ est une constante. Parce que 7 et W, sont deux constantes,
nous savons que la vitesse de croissance sphérolitique G est constante sous la condition

isotherme.

11.3.2. Identification de coefficient cinétique M4 (T)

Dans le chapitre précédent (cf. 1.2.2), nous avons vu que la vitesse de croissance dépend de la
température et de la masse moléculaire moyenne du matériau. Maintenant, nous considérons
le PET pur, sa masse molaire moyenne est de Mn = 26,000 g.mol~* [MARC 03T]. Avec
cette masse moléculaire moyenne, nous pouvons tracer la vitesse de croissance de sphérolites
du PET pur en fonction de la température en utilisant 1’équation (1.9). Sur la Figure 11.11 on
peut voir que la vitesse maximale G,,,, = 76 nm/s existe pour une température optimale de
cristallisation T,,,,, = 450K . La vitesse de croissance G est presque nulle quand on

s’approche de la température de transition vitreuse T;ou la température de fusion T,,,.

Dans cette section, on va identifier le coefficient cinétique My (T) pour reproduire cette

courbe expérimentale par la méthode de champ de phase.

100

T,l:,' TCITIIIX jl?n-
%ED 380 fiDID 42ID fifllﬂ 4?;0 fiBID SDID 520
T(K)
Figure 11.11: Vitesse de croissance des sphérolites pour du PET pur

(Mn = 26,000 g.mol™') pour les températures comprises entre la température de

transition vitreuse (T ) et la température de fusion (T, ).
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Selon la simulation de croissance d’un sphérolite deja réalisée dans le cas isotherme, on a
constaté que la vitesse de croissance est constante. Nous allons maintenant tester I’influence
de la tempeérature sur cette vitesse de croissance. Nous utilisons toujours les valeurs dans le
Tableau 11.1 et Wy=1nm. Les simulations sont réalisées pour les différentes températures,
mais avec un coefficient cinétique My constant. Les évolutions du rayon de sphérolites pour
differentes températures sont illustrées dans la Figure 11.12. Nous pouvons obtenir la vitesse
de croissance adimensionnelle ¥ a I’aide de la pente de la ligne. Donc, la vitesse de croissance

G peut s’obtenir par I’équation (2.53) : elles sont tracées dans la Figure 11.13.

W,
G=0—2=0MyH (2.54)
T
15 T T . T - -
— 450
14} o //
13 — 470 ///" /“
480 S

Rayon(x!‘W@)

Tempsi(t/t)
Figure 11.12: Evolution du rayon de sphérolites pour différentes températures

On constate que la vitesse de croissance G augmente presque linéairement avec la surfusion
AT par rapport a la température de fusion : plus la température est proche de la température de
fusion plus la vitesse de croissance est lente. Néanmoins, on reproduit assez bien ’allure
comme la courbe macroscopique dans cette zone ou T est supérieure a la température de
cristallisation optimale. En I’état, la partie proche de T, est mal reproduite car elle dépend de
la mobilité moléculaire. 1l y a deux facteurs qui ont une influence sur la vitesse de croissance.
D’une part, pour T proche de Tg, la vitesse G croit avec la température en raison de la
mobilité moléculaire de plus en plus importante. D’autre part, pour T proche de T,,, la courbe
descend a cause de la force thermodynamique qui diminue. En effet, cette force dépend de

I’écart de la température par rapport a celle de fusion.
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Figure 11.13: Les données expérimentales de la croissance du sphérolite en PET comparées

avec nos simulations pour My = constante.

Pour accorder les données expérimentales, il est nécessaire de prendre en compte les effets de
température sur la vitesse de croissance G. On consideére que M, est une fonction dépend de
la température My (T). Selon 1’équation (2.53), on sait que H est une constante, il n’y a que la
vitesse de croissance adimensionnelle dépend de la température, donc, I’expression du

coefficient cinétique M, (T) peut s’écrire :

G

Il nous faut écrire une relation pour représenter 7(T) quelle que soit la température. D’apres
I’équation (2.15), le seul coefficient dépend de la température est a,, parce qu’il contient la
surfusion. En plus, on a constaté que la vitesse de croissance adimensionnelle ¥(T)
n’augmente pas linéairement avec ce coefficient a;. Les températures qui nous intéressent
sont comprises entre 390 K et 510 K parce que la vitesse de croissance presque nulle si la
température est en dehors de ce intervalle. L’intervalle de a; qui nous intéresse est compris
entre 0.3 et 1.3. Nous faisons les simulations avec quelques valeurs de a; dans cet intervalle.

Puis, on trace ces résultats et on ajuste cette courbe avec I’équation ci-dessous :

#(T) = 4.193 + 0.2037e1:2%97W(T) _ 5701 ~12997W(T) (2.56)

A T’aide de cette équation et I’équation (1.9), on peut avoir I’expression de M (T). On refait

les simulations avec My (T) pour chagque tempeérature. Les résultats sont illustrés dans la
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Figure 11.14. On peut finalement voir les résultats numériques sont bien en accord avec les

données expérimentales.
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Figure 11.14: Confrontation entre les résultats des simulations par champ de phase et les
données expérimentales de la vitesse de croissance de sphérolites de PET avec un ajustement
de My(T) [ANTW 72].

11.3.3. Comparaison entre différentes méthodes numériques

Dans les sections précédentes, toutes les simulations sont faites par la méthode de différences
finies. Afin de comparer les performances des deux méthodes nous avons aussi reproduit la
courbe expérimentale précédente par la méthode d’éléments finis en utilisant les valeurs de
My(T) identifiées lors de la précédente section. Les simulations réalisees par la méthode des
éléments finis et de différences finies sont représentées dans la Figure 11.15. On peut voir que
les résultats par ces deux méthodes numériques sont tous parfaitement en accord les données

expérimentales. Il n’a pas d’écart entre les deux méthodes numériques.
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Figure 11.15: Les données expérimentales de la croissance du sphérolite en PET avec nos

résultats numeriques.

Nous comparons les codts en temps des deux méthodes numériques. Pour mesurer les codts
en temps, nous adoptons la démarche suivante : nous fixons Wy a une valeur, 1nm, et nous
choisissons un pas de temps adimensionnel At = 0.002 , puis nous mesurons le temps mis par
chaque méthode numérique pour une méme température. En effectuant la mesure pour des
maillages de plus en plus fins, nous pouvons étudier les variations du co(t en temps suivant
AX.

Le Tableau 11.2 présente les résultats de ces mesures. Nous constatons que la méthode des
éléments finis dépense plus de temps que la méthode de différences finies (environ 1.5 fois).

Dans les 2 méthodes, et ¢’est logique, plus fin est le maillage plus long est le temps de calcul.

M¢éthode numérique FDM FEM
AX = 0.25 923s 149.8 s
AX = 0.4 37.8 s 60.3 s
AX = 0.5 24s 36.4s
AX = 2/3 129 229s

Tableau 11.2: Co(t en temps en fonction de AX pour les différentes méthodes numériques

64



I1. 4. Conclusion partielle

Dans ce premier chapitre, nous avons presenté une des méthodes pour décrire le mouvement
d’interface : la méthode de champ de phase. Cette méthode se base sur 1’énergic libre de
Gibbs et évite de suivre la position d’interface entre deux phases en introduisant un parametre
d’ordre ¢p. Un des modeles cinétiques du champ de phase, champ non-conservatif, est utilisé
pour modéliser la croissance d’un sphérolite. Des simulations numériques ont éte réalisées par
la méthode des différences finies et la méthode des éléments finis. Dans un premier temps,
nous avons fait les simulations pour tester I’influence provenant de I’approximation du champ
de phase (W), de la discrétisation en espace et en temps ( Ax et At). En comparant avec la
solution analytique, nous avons pu mettre en évidence une relation optimale entre 1’épaisseur
d’interface Wy et le pas d’espace Ax. Dans un second temps, des simulations en fonction de la
température ont été réalisées pour simuler la croissance de sphérolite. Dans cette partie, nous
avons Vérifié la condition du rayon critique et identifié le coefficient cinétique M(T) par
comparaison avec des données expérimentale. Deux méthodes numériques nous donnent
quasiment le méme résultat. Mais le temps de calcul de la méthode des éléments finis est plus

que la méthode des différences finies.

Nous ne considérons que la cristallisation activée par la température. 1l est donc essentiel de
mettre en place un modeéle pour simuler la cristallisation induite par déformation. Donc,

I’impact de la mécanique sur le taux de cristallinité va discuter dans le chapitre suivant.
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Chapitre 111 Simulation de la cristallisation du polymere depuis

I’état fondu

Au chapitre Il I’approche champ de phase n’utilise qu’un seul champ, elle ne peut donc
modéliser la croissance que d’un seul sphérolite. Or, la cristallisation d’un polymeére semi-
cristallin depuis le fondu forme un agrégat de plusieurs sphérolites. Il est donc nécessaire

d’étendre ce modele pour simuler la croissance de ce type de microstructure.

Les principales extensions de la théorie champs de phase dans le cas de la croissance de

polycristaux sont de deux types :

1. les modeles avec un paramétre d’ordre d’orientation en plus du paramétre d’ordre
définissant la nature liquide ou solide de la phase qui ont été utilisés pour la
solidification des polycristaux métalliques dans [KOBA 98, 00] ;

2. les modeles qui associent un champ de phase a chaque phase : liquide, grain 1, grain 2,
..., grain i [BOTT 06, STEI 96, 99, GARC 99].

Les modé¢les qui introduisent un parametre d’ordre d’orientation ne sont pas adaptés a notre
probleme. En effet, ils ne sont pas capables de former des frontiéres entre les sphérolites
fixées dans le temps. L’article de Warren [WARR 03] présente quelques résultats de
simulations isothermes utilisant le champ d’orientation. D’abord, les grains croissent tous
seuls, quand les grains se touchent 1’un a 1’autre, une frontiére va apparaitre. Mais au cours du
temps, les gros grains absorbent les petits (voir Figure 111.1). Ceci n’est pas un phénoméne
observé durant la croissance des sphérolites. Le modéle multi-champs de phase (MCP) ne

présente pas cet inconvénient.

Dans la premiére section, nous allons présenter le modele MCP introduit par [BOTT 06, STEI
96, 99, GARC 99]. La deuxieme section va montrer les résultats de simulations et les
comparer qualitativement avec des morphologies observées au microscope optique entre
polariseurs croisés. Dans la derniere section, nous allons nous concentrer sur la cinétique
globale de cristallisation ou le modele MCP est utilisé pour identifier les coefficients

cinétiques du PET a ’aide d’une étude statistique.
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t=1200

Figure 111.1: Résultats des simulations du champ de phase couplé au champ d’orientation a

différents instants [WARR 03]. Le contraste dépend de [ orientation.
I11. 1. Le modéle multi-champs de phase (MCP)

111.1.1. Formulation du modeéle

Comme le modele de champ phase classique, le modéle MCP doit étre construit de maniere a
respecter la thermodynamique et a décrire les évolutions de frontiéres. Dans le modéle MCP,
chaque phase est identifiée avec un champ de phase individuel ¢;et les transformations entre

toutes les paires de phases sont traitées separément.

Ici, nous nous concentrons sur la croissance des plusieurs sphérolites de PET pur. Les
différents sphérolites possedent la méme composition chimique et la méme nano-structure a
I’échelle lamellaire. Ce modele a été introduit par Steinbach [STEI 96]. Les différents
spherolites f. Nous supposons que tous les paramétres d’ordres ¢;varient entre 0 et 1. Dans le
champ de phase i, si le point (x, y)est situé dans le sphérolite i, nous avons ¢;(x,y) = 1 et
¢;(x,y) = 0 pourj = i. Il est intéressant de noter que les seules zones ol deux ou plusieurs
champs sont différents de zéro sont les interfaces et les points triples. Le fait que les champs

¢, représentent la fraction volumique locale de la phase i impose la condition suivante :

N
D i =1 (3D
i=1

Prenons I’exemple d’une zone ou il y a deux sphérolites, notés a, B, au milieu d’un fondu de

polymére, noté L. La Figure I11.2 présente une microstructure type ainsi que les différents de
champs ¢y, ¢y, G-
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Figure 111.2: Représentation schématique du modéle des champs des multi-phases.

Comme le modele de champ de phase standard que nous avons présenté dans le chapitre 11, le
modele MCP est aussi basé sur 1’énergie libre G qui contient deux parties: 1’énergie
surfacique GS¥/ et D’énergie volumique GP“* . Mais dans le modéle MCP, 1’énergie

surfacique entre les phases i et k peut exprimer en fonction de ¢;, ¢, Vo, et V¢, [JANS 07] :

1 n n
Gl =3 ) G @D =) G @)

q(d)l' d)k)) do.

surf OF ix
; o, T) =——
glk ( ) ﬂq W1]

|14
<7¢ |6VP: = Vil” +

Q

ou oy, est I’énergie interfaciale entre le sphérolite i et k ;W est une longueur interne qui

contrble la largeur de I’interface diffuse introduite par 1’approximation champs de phase.

Nous prendrons la méme valeur pour toutes les frontieres entre les deux sphérolites dans la

suite. A, = [/2q(u, 1 —u)du et q(¢;, ¢x)est aussi une fonction «double puits » définie

par :

qa(¢i di) = 8¢/ i 3.3)

L’énergie libre volumique entre les phases i et k peut écrire :
bulk 1 1 3 2 1 3 2 3.4
Gix (b1, dp) = T 4a. Mk (5 b +didr — §¢k - ¢k¢i) dQ (3.4)
QO ik

ou a;;, et my, sont les deux parameétres qui sont définis par les relations suivantes :

_ Wolq
320_fik

(3.5)

Ak
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_ 6a; Ahy (T — T)
Mg = T,
l

Ah;, est D’enthalpie de fusion pendant les transitions de phases. Tj, est la température
d’équilibre pour la changement de phase. Les expressions de G5 (¢, ¢y et de q(d;, Pr)

peuvent assurer que I’énergie est minimale dans les phases ¢; et ¢y,.

En général, nous devons prendre en compte tous les changements de phases qui contribuent a
I’évolution du champ de phase ¢; . Comme le champ de phase standard, 1’équation

d’évolution établit selon la théorie de Ginzburg-Landau est :

n
dp; 0G;
Kk (k%0) 8¢i(x t)

M¢ik est le coefficient cinétique entre la phase i et k. En utilisant la contrainte (3.1), on a :

9 _ 9%k =y (3.7)

9¢; k(c7i, ) 9¢;

ou d¢,/d¢p; dépend de la coexistence d’au moins trois phases aux points triples (T, sur la
Figure 111.3). En fait, selon I’hypothése physique, le point triple entre les trois phases
différentes est déterminé par le mouvement de la ligne d’interface entre 2 phases. De plus, il
ne posséde pas de mouvement dynamique important. Donc, nous négligeons le terme
d¢py/d¢;, I’équation (3.7) devient :

d¢; .
=—1, i # ] (3.8)
ol
Il en découle que :
0 ax i . .
ﬁ =—1 i +j (3.9)
0(0x9;)
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Figure 111.3: Représentation schématique du point triple (T,) entre trois phases différentes

2y, 24, 2p).

En développant 1I’équation (3.6) et en y introduisant les équations (3.8) et (3.9), I’évolution du

champ de phase se met sous la forme suivante (voir Annexe pour le détail) :

0 = z — [W¢2(¢kA¢i — ¢iAdy) — Pi (P — P — 2my) (3.10)

i 2
ko) Lk

ou Ty = Wy ai/Mg - Mg est un coefficient cinétique positif qui contrle la mobilité du
champ de phase. L’équation (3.10) définie un systéme de n équations aux dérivées partielles,
mais nous pouvons le réduire a (n-1) équations indépendantes en prenant en compte la

contrainte (3.1). Finalement, nous considérons que le champ de phase représentant la phase

liquide est donné par :

n-1
b=1- ) & (3.11)

i ((#L)

Si n=2, nous pouvons retrouver 1’équation (2.29) avec ¢, = 1 — ¢; et Vop, = —V¢;.
111.1.2. Implémentation numérique
Nous rappelons la formulation forte du probléeme MCP sur le domaine Q (Figure 111.2):

Equation d’évolution :
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1
Gdi= Y | Wbt~ i) vi €O
k(k+i0)

Vi
9 ¢k
(P — i — Zmlk)] =1,..,n—-1
Contrainte :
¢,=1- Z o, Vx € Q
i (i#£L)

Conditions aux limites :

Voin=0 Vx € 0Q

La méthode des éléments finis est utilisée pour la simulation de la croissance et de la jonction
des sphérolites. Pour obtenir la formulation faible, nous multiplions 1I’équation (3.10) par une

fonction test ¢; qui s’annule sur dQ et nous intégrons sur le volume Q. On obtient alors :
n
« 1 2
[#rogida= D" = (w2 @) - N (3.12)
Q ke [k
N * * ¢L¢
Ou Ly = [, b7 (Pl — piAp) dQ et Ny = [, b [Tk (o — i - 2mik>] dq.

Puis, en réalisant une intégration par parties de £;;, on obtient :

L = — fﬂvw(cpkwi — 4V dO (3.13)

On discrétise par la méthode des éléments finis :

o= - | GBI GHBAW) - @B 0. (19

o7 (x) et oy (x) sont les valeurs dans les éléments, {¢p} et {¢py} sont les vecteurs des valeurs
nodales. Pour nos simulations, nous utilisons un schéma temporel d’Euler explicite pour la
discrétisation en temps. La discrétisation temporelle de I’équation (3.12) s’écrit sous la forme

matricielle suivante :

n

M) = (of) + Y. [we? (Kot} - ko) - I(rs)] (819

k(k#i)

71



ou

M1 =D [ LI ING L] d,

e=1 Qe

K901 = Y [ 0 @)L BIBIIL] a0,
e=1" e (3.16)

Ne

K@ =) | 65 LI BITBIL do,

e=1

tat
{Fitk} = {¢12¢k (¢1t< - ¢it - zmik)}

Nous utilisons 1’approximation de quadrature de Gauss pour calculer les intégrales dans
I’équation (3.16). Par exemple, pour calculer I’intégrale de F*(x) sur le domaine Q nous

pouvons faire I’approximation comme suit :

g i=1

ou Jr est la matrice Jacobienne, wj; est le poids du point de Gauss (i) et X;, y; sont les
coordonnées du point de Gauss (1). Dans notre étude, nous utilisons 3 points de Gauss pour

I’élément triangulaire a trois nceuds.

Pour prendre en compte la contrainte (3.1), on pourrait utiliser un multiplicateur de Lagrange.
Dans cette étude, nous appliquons directement cette contrainte en I’introduisant dans

I’équation (3.10) pour éliminer un des champs et ainsi réduire le nombre d’équations.
Algorithme pour définir le champ du germe

Lors de la croissance des sphérolites, la morphologie finale est proche d'un diagramme de
Voronoi. Si on ne met pas les phases différentes, au moment ou les deux sphérolites se
rencontrent, il y a coalescence. A la fin, toute la phase cristalline va remplir I'ensemble de
volume. Il faut donc s'assurer que deux germes voisins ne vont pas avoir le méme champ de
phase et pour cela il nous faut gérer le nombre de phases minimal. En effet, le nombre de
phases a un effet sur le temps de calcul. Vu que notre modéle multi-phase est non-linaire, le
temps de calcul (le temps CPU) croit fortement avec le nombre de champs de phase (voir le

Tableau I11.1). Pour résoudre cette difficulté en diminuant le nombre de champs de phase,
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nous utilisons un méme champ pour plusieurs germes qui ne se touchent jamais. Ainsi

plusieurs germes seront modélisés avec le méme champ de phase sans risquer la coalescence.

Le nombre de champs de phase Le temps de calcul (h)
1 3.8
3 11.5
8 39.8

Tableau I11.1 : Le temps de calcul pour difféerents nombres de champs de phase.

Pour déterminer le nombre minimal de champs, on a créé un diagramme de Voronoi qui est
assez proche de la morphologie finale de la microstructure. On va s'appuyer sur ce diagramme
pour identifier les potentiels voisins pour éviter la coalescence. A partir d'un placement
aléatoire d'un certain nombre de germes dans la zone d'étude (8 germes dans le cas du Figure
[11.4 (a)), il est possible de construire le diagramme de Voronoi associé¢ a ces nceuds. Un
diagramme de Voronofi est un découpage du plan en cellules a partir d’un ensemble discret de
points appelés « germes » dans notre cas. Le contour polygonal obtenu en prenant toutes les
médiatrices des segments reliant un nceud donné avec ses voisins une cellule de Voronoi
associé a ce nceud. L’ensemble des cellules constitue le diagramme de Voronoi. Il permet de
visualiser les voisins (Figure 111.4 (b)). Nous considérons que deux cellules de VVoronoi qui se
touchent ne peuvent pas avoir le méme champ de phase. L'algorithme consiste a prendre une
cellule, en affectant la phase par exemple 1, ensuite, distribuer autour de cette cellule les
phases différentes. Par exemple, sur la Figure Il1.4 (c), nous séparons huit germes en 3

champs de phase (chaque couleur représente un champ de phase différent).

(a) (b)
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Figure 111.4: Diagramme de Voronoi : (a) [’ensemble discret de germes dans un plan. (b) les
cellules de Voronoi découpent le plan a partir d'un ensemble discret de points. (c)
associations de chaque germe a un champ de phase en assurant que deux voisins n’ont pas le
méme (les numéros 2, 4 et 6 représentent des germes différents qui ont le méme champ de
phase) chaque couleur représente un champ de phase différent).

Pour réaliser la simulation de la morphologie finale (voir les étapes de l'algorithme dans la
Figure 111.5) et minimiser le nombre de champs de phase, nous tirons les coordonnées des
germes aléatoirement (étape 1). A l'aide du diagramme de Voronoi, nous avons une image
approximative de la morphologie finale de maniére a s'assurer que les voisins ne se touchent
pas (étape 2). Grace a une fonction de Matlab « Voronoin.m », nous obtenons les voisins de
chaque germe (étape 3). Ensuite, nous associons a chaque germe un champ de phase. Pour
chaque germe, nous devons déterminer le champ possible (étapes 4 - 6) : Nous faisons une
boucle sur les différents germes. A partir du germe N°1 dans la Figure 111.4 (c), on le met la
phase N°1. Ses voisins ont le plus petit numéro de champ qui n'est pas commun avec 1. Par
exemple, on met la phase 2 pour le voisin germe 2. Le germe 7 est en contact avec les germes
let2:ilalaphase 3. Le germe 8 est en phase 1 a nouveau, parce qu'il est en contact avec le
germe 2 et le germe 7. On peut mettre la phase 3 pour le germe 3 qui est voisin des germes 2
et 8. De proche en proche, on remplit toutes les cellules en choisissant toujours le numéro
minimum pour affecter dans les cellules qui ont déja des voisins connues. Pour limiter le
temps de calcul, nous ne souhaitons pas a dépasser 4 champs de phase. Si l'algorithme nous
gieme

oblige a créer un champ, nous ignorons ce cas et on fait un nouveau tirage aléatoire des

positions des germes.
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Etape 1

Coordonnées des germes

1

Etape 2

Prédire la morphologie
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Etape 3

Relation entre les cellules
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Etape 5 Jeter cet ensemble des
Numéro du champ possible coordonnées

Etape 6
le champ définitif

Figure 111.5: Algorithme pour associer a chaque germe un champ de phase en assurant qu’il

que deux sphérolites qui se touchent n’auront pas le méme champ.
I11. 2. Simulation numérique du processus de cristallisation depuis le fondu

I11.2.1. Simulation préliminaire

Dans la section précédente, nous avons présenté le modele MCP. Dans cette section, nous
traitons un cas avec 2 sphérolites. Nous supposons que tous les parametres des deux phases
sont identiques. Sous cette hypothése, 1’équation (3.10) se simplifie et s’écrit sous la forme

adimensionnelle suivante :

didx
2

o= ) (G- dhp) - T - p —2ma)| (319

k(k#i)
out= t/Tik etx = X/W¢ .

Nous supposons qu’il y a deux sphérolites initialement dans la boite (voir Figure 111.6).
¢, et ¢, représentent les champs de phases des deux sphérolites, ¢, représente la phase
liquide. Nous supposons que Ahy, et Ty, sont nuls car la différence d’énergie libre et de

température d’échange est la méme pour chaque sphérolite. On en déduit donc une nouvelle

expression de I’équation (3.17) :
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bidx
2

deti= ) |(BuBd - dBitn) - E2E (i - b — 280m) (319

Kk (k#i)

oud;, =1lorsquei=10u2,k=3eti=3,k=10u2et0sinon.

Figure 111.6: Représentation schematique de la simulation des deux sphérolites.

De plus la condition (3.1) impose que ¢p5; = 1 — ¢p; — ¢,, ce qui permet de réduire le systeme

(3.18) a deux équations :

oipy = E¢1 — Fj3 — Fi,

(3.20)
0z, = Aﬁbz —Fy — Fy
ou
Fi, =—-F = ¢12¢2 (¢2 — 1)
Ry = 207 fl —92) (1 _ g, — 209, - 2m) (3.21)

Fyy =

¢2(1_(§1_¢2)(1_¢1_2¢2_2m)
Notre boite de simulation a une taille de 400 x 400, la discrétisation est réalisée par la
méthode des éléments finis avec des éléments triangulaires a trois nceuds. Pour assurer la
stabilité du schéma temporel explicite et pour minimiser les erreurs d’approximation du
champ de phase, nous choisissons un pas d’espace AX = 0.5 et un pas de temps At = 0.01.
Les autres parametres sont donnés dans le Tableau 11.1. La température initiale est de 440 K.

Les positions initiales des deux sphérolites sont fixées, le champ initial est donné par :
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¢;(t=0)=0.5-0.5tanh| 2 ( \/ (% - fg’"')z + (5 - ygm')z — f;'"i) (3.22)

ol x™, §int et #™ sont les positions initiales et le rayon initial du sphérolite, respectivement.

Les 2 germes ont la méme taille initiale #™ = 2. On rappelle que les conditions aux limites

imposent que les flux sur les bords soient nuls.

Les résultats d’une simulation caractéristique sont représentés sur la Figure 111.7. Au temps
initial, nous avons placé aléatoirement deux germes, puis ils croissent uniformément au cours
du temps. Le bleu représente la phase fondue et le rouge représente la phase semi-cristalline.
Quand les 2 sphérolites se touchent, il y a apparition d’une interface. L’interface ne bouge pas
et les sphérolites continuent de grandir. L’interface entre deux sphérolites est clairement

identifiée sur cette simulation.

1000A¢ 1600A%

Figure 111.7: Evolution des deux sphérolites réalisent par la méthode d’éléments finis
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Nous ¢étudions ici I’influence des parametres sur 1’épaisseur de D'interface. Il y a deux
parametres qui influent sur I’épaisseur d’interface : 1’énergie surfacique oy et longueur interne
Wg. Dans le chapitre 2, nous avons déja discuté de I’influence de Wy. Ce parametre de la
modélisation par la méthode du champ de phase est lié a I’épaisseur d’interface qui diminue

lorsque Wy décroit. Pour tester la sensibilit¢ de 1’énergie surfacique sur I’épaisseur de
I’interface, nous la faisons varier dans nos simulations. Nous prenons la valeur de o du

Tableau 11.1 comme référence (o7 ).
fref

oF = 100fref of = afref

O'f = 0I1O_fref

Figure 111.8: Influence de l’énergie de surface d’interface o sur I’épaisseur d’interface.

La Figure 111.8 nous montre le résultat final de 1’évolution de deux sphérolites. Nous voyons
que plus I’énergie surfacique est faible plus 1’épaisseur d’interface est mince. D’apres les
résultats expérimentaux de la littérature [FRIE 83, NISH 93], nous savons que I’épaisseur
d’interface (quelques dizaines nanometres) est tres petite devant la taille des sphérolites. Dans

les simulations qui suivent, nous utiliserons une valeur faible d’énergie surfacique entre les
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sphérolites pour avoir une interface mince. Par ailleurs, nous constatons que le temps de
calcul est plus long lorsque 1’énergie surfacique est grande car le temps caractéristique t est
en proportion inverse de I’énergie surfacique of. En conséquence, dans notre systéeme
adimensionné, nous avons besoin de plus de pas de temps pour une méme valeur du pas de

temps afin pour arriver le méme instant.

111.2.2. L’évolution de la cristallisation isotherme

Sur la gauche de la Figure I11.9, nous observons 1’évolution microstructural isotherme du
poly(oxyde d'éthyléne) (PEO) [YOUT 01], observés par microscopie optique en lumiere
polarisée. Nous reproduisons dans cette section, cette évolution en utilisant le modéle des

champs des multi-phases et en introduisant les germes aux mémes instants que dans la vidéo.

Les parametres sont identiques pour tous les champs de phases. En effet, il n’existe que deux
états, liquide et semi-cristallin dans notre probléme. En conséquence, plusieurs parametres qui
concernent les changements de phases sont constants. Par exemple, T, égale a la température
de fusion T, quand i, k représentent les phases différentes, sinon elle égale a zéro. Nous
supposons que le coefficient cinétique M¢ik ne dépend que la température, donc, nous
éliminons les indices comme sur le parametre M. Le seul parametre qui varie au cours du
changement d’indice est 1’énergie surfacique f e Dans la suite, on note que Tf représente
I’énergie surfacique entre la phase solide et la phase liquide, Of représente 1’énergie
surfacique entre les phases solides. Nous supposons que Of = CssOf - L’équation (3.10)

devient :

n

1 x x i
dibi= Y | (bt~ pid) -

2
k(kzi) K

(P — i )| + Suemy vVi<n (3.23)

ou c;x =1 quand ik représentent les états de phases différents, c;; = cg
quand i, k représentent les mémes états de phases. Ici, nous supposons que I’énergie
surfacique entre la phase amorphe et la phase semi-cristalline est dix fois plus grande que
celle entre les deux sphérolites (c;c = 10). Notre maillage a une taille de 600 x 900, nous
gardons les mémes conditions aux limites que sur les simulations avec deux sphérolites, ainsi
que le méme pas d’espace AX = 0.5 et le méme pas de temps At = 0.01. La température

initiale est de 410 K, comme sur le premier cliché experimental, nous introduisons 3 germes
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dans la boite avec des tailles initiales, 7,,; = 3,5, 7 respectivement. Les deux autres germes
vont apparaitre avec les tailles 7;,,; = 1 au fur et & mesure au cours de la cristallisation. Toutes

les positions des germes sont identiques a celles de I’expérience.

Nous voyons sur la Figure 111.9 que notre simulation reproduit fidelement la croissance des

sphérolites. A la fin, on observe des jonctions ayant la méme géométrie.

t=21

t=71
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t=81

Figure 111.9: Evolution isotherme de la microstructure sphérolitique: a gauche, clichés
observés par microscope optique en lumiére polarisée [YOUT 01]. A droite, la simulation
numérique du processus de cristallisation par MCP. Les germes initiaux sont introduits dans
la simulation aux mémes endroits et aux mémes instants que dans [’expérience. A t=8z, les

lignes rouges caractérisent les jonctions entre sphérolites

I11. 3. Etude de la cinétique macroscopique de cristallisation
111.3.1. Rappel du modéle

Nous avons identifié le coefficient cinétique My (T) a partir des données expérimentales (cf.

11.3.2). A I’aide de cette identification, nous pouvons décrire la cinétique de cristallisation au
niveau de sphérolitique (mésoscopique). Les taux de cristallinité suivent au cours du temps
des courbes de forme en « S ». La vitesse d’évolution est faible au début et a la fin de
transformation, mais passent par un maximum dans une période intermédiaire. La faible
vitesse du début de la transformation peut étre attribuée au temps nécessaire pour qu’un
nombre significatif de germes apparaissent avant que la croissance ne commence réellement.
Lorsque la transformation s’approche de 1’état final, la quantité de matiére non-transformée
est faible et les germes existants commencent a se toucher et forment une frontiere ou la
croissance s’arréte. Par ailleurs, la vitesse de cristallisation est plus rapide pour les
températures éloignées de la température de fusion et de la température de transition vitreuse
qu’a celles proches de ces deux températures. Pour prédire la cinétique a 1’échelle
macroscopique, nous devons identifier le parametre cinétique K (T) dans du modéle d’ Avrami
(cf. 1.2.3).
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Le modéle d’Avrami décrit les transformations de phase (ou changement d’état) dans les
solides, a température constante. L’équation donnant le taux global de -cristallisation

normalisé y(t) au cours du temps a la température T est :

x(@) =1—exp(—K(T)t") (3.24)
ou le taux global de cristallisation normalisé y(t) = ;“—?T)) avec y,(t) le taux de cristallinité a

I’instant t et y,,(T) le taux de cristallinité maximale a la température T. K(T) est la constante
d’Avrami qui dépend de la température et n est I’exposant d’Avrami qui dépend du type de

germination et de la dimension du systéme considéré (voir Tableau I.2).

La cinétique globale de cristallisation dépend a la fois des phénomeénes de germination et de
croissance. L’équation (1.18) nous montre aussi la cinétique globale de cristallisation
contrdlée par la densité des germes et la vitesse de croissance. L’équation (1.21) peut s’écrire

dans notre cas (2D) :

K(T) = nNy(T)G(T)? (3.25)

oU Ny (T) est le nombre de germes par unité d’aire activés initialement a la température T,
G(T) est la vitesse de croissance (voir I’équation (1.10)) a la température T. Nous pouvons
ainsi trouver Ny(T) en introduisant les données expérimentales sur la constante d’Avrami

K(T) et sur la vitesse de croissance G (T).

K(T)

O (3.26)

No(T) =

L’article de Hieber [HIEB 95] donne une série des données expérimentales. Les vitesses de
cristallisation sont trés sensibles a la microstructure et la nuance de PET testé. Nous
constatons donc une grande dispersion sur les résultats expérimentaux récapitulés sur la
Figure 111.10. Cette dispersion provient des différentes microstructures initiales (positions et
tailles des germes) et des masses moléculaires differentes des variétés du PET. La courbe en
trait plein de la Figure 111.10 qui correspond a I’équation (3.27) est bien décrite comme une la
valeur moyenne d’un nuage de points de différents résultats expérimentaux. Ici, I’unité est le

Kelvin pour la température T.

InA(T) = 25.04 — 0.2903(T — 273) + 8.343 x 10~4(T — 273)? (3.27)
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Figure 111.10: Données expérimentales de cristallisation isotherme du PET qui émanent
différents sources [HIEB 95].

Dans I’article de Hieber [HIEB 95], on introduit un temps caractéristique de cristallisation
A(T) qui confere un sens plus facile a interpréter que la constante K(T). L’équation (3.28)
donne la relation entre A(T) et K(T).

Dans la suite, nous allons étudier via des simulations numériques, 1’influence de la densité du
germe. Grace a nos simulations réalisées sous forme adimensionnelle, seul le temps
caractéristique dépend de W, Pour cette raison, nous n’avons pas besoin de changer la taille
de notre boite pour chaque température, nous ne changeons que la valeur de W, pour accorder

les valeurs de densité du germe. Les valeurs dans Tableau 111.2 sont calculées par 1’équation
(3.29).

w1 9
¢ 7 1000Ax .| No(T)

(3.29)
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T(K) 370 380 390 400 410 420 430 440

Wy (nm) 5 15 27.7 39 47.3 53 57.5 61
T(K) 450 460 470 480 490 500 510
Wy (nm) 65 68 70 68 65 50.4 30

Tableau 111.2 : Valeurs de W, en fonction de la température pour accorder les valeurs de

densité du germe
111.3.2. Identification des parameétres du modéle d’ Avrami

Nous affectons les mémes conditions aux limites que pour les simulations précédentes ainsi

que les valeurs des parametres du modéle. En revanche, nous agrandirons la taille du maillage
21000(Ax) x 1000(Ax), et nous plagons 9 germes aux positions fixées. Ils ont les mémes

tailles initiales. La température est de 440 K. Les résultats sont illustrés sur la Figure 111.11.

40 60
t(s) t=17s t=38s

t = 60s t=81s t=102s

Figure I11.11: Evolution morphologique de la cristallisation a une température donnée

(440K) simulée par le modele des champs des multi-phases.
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Dans la suite, nous faisons des simulations tous les 10 K de la température Tg de 390 K a
celle de Tm a 520 K. Le nombre du pas de temps reste le méme pour totutes les simulations.
Le taux de cristallinité est donné par la somme de ¢>(§, t) de chaque nceud sur le nombre total
de nceuds. Cing des taux de cristallinité sont illustrés dans la Figure 111.12 (a). Nous ne
tracons que le taux de cristallinité initial jusqu’a 5 minutes pour toutes les tempeératures. Pour
trouver les valeurs de deux constantes K (T) et n dans 1’équation d’Avrami facilement, nous

transformons 1’équation comme une relation linéaire ci-dessous :

In(—In(1 —x)) =InK(T) + nln(t) (3.30)

Selon 1’équation (3.30), la courbe qui obéit a un modele d’Avrami est une droite de pente n et
d’ordonnée a I’origine In K (T). Nous ajustons les deux parametres en méme temps avec une

ligne (voir Figure 111.12 (b)).

1 odj'_ﬁ)‘ *w'ﬁwﬂ'ﬂ 3 1 : : i
2 L ~ T=390K o original point
08t 00 ** x T=420K| ok —fitline | ... S i
5 % o T=450K &
o} % = 1 saBasnned Dy
0.67 o ] ® T 4905 o QR Lok
% ° & 58 . 6
© 2 b= () SRS RERSIRSRATY < VAT, SR
0.4} o) * o [} ] \_g //0 :
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oo N o 3 | ORI S - e ]
02 ° = o° » 1 /
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ty o @ 2 ® 2 ;
e 0° . = . |
0 1 2 - 3 4 5 3 D) 1 0 1
t{man Loglt)
(a) (b)

Figure 111.12: (a) Evolution du taux de cristalliniteé pour les différentes températures. (b)
Ajuster les résultats numériques du taux de cristallinité a chaque pas de temps afin de trouver
la valeur de K(T).

L’exposant d’Avrami n identifié ainsi n’est pas tout a fait une constante, il varie un peu en
fonction de la température. Pour un probleme 2D comme le nbtre, d’aprés le Tableau 1.2,
I’exposant d’Avrami n devrait étre égal a 2. Donc, nous chercherons I’influence de la valeur

retenue pour n sur la valeur identifiée de A(T) : les résultats sont tracés dans la Figure 111.13 :
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Figure 111.13: Cinétique de cristallisation caractéristique A(T) en fonction de la température

avec différentes valeurs de n.

1. Lacourbe bleue : la valeur de n varie en fonction de température
2. Lacourbe rouge : la valeur de n est fixée a 2

3. La courbe noire : la valeur de n est fixée a 3

L’¢écart entre les différentes valeurs de n est tres faible comme on peut le voir sur la Figure

111.13. Dans la suite nous conservons la valeur n=2.

Les valeurs numériques identifiées de A(T), qui prennent en compte la densité du germe
d’apres 1’équation (3.26),sont données dans le Tableau 111.3 et elles sont tracées dans Figure
I11.14 en superposition des données expérimentales. Nous pouvons voir que ces résultats sont
en bon accord. Ils ont la méme tendance curviligne et la méme échelle des grandeurs avec les
données expérimentales. Néanmoins, il reste encore un petit écart. Comme nous avons vu
précédemment (Figure 111.10), la cinétique globale de cristallisation est sensible a la
température, elle dépend de plusieurs conditions. Donc, il est logique qu’il n’y ait pas une
concordance parfaite entre les résultats numériques et expérimentaux. Dans la suite, nous

allons étudier la dispersion de la cinétique globale de cristallisation.

T(K) 370 380 390 400 410 420 430 440
A(min) 101.5 30.8 11 4.7 24 1.4 1 0.8
T(K) 450 460 470 480 490 500 510
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A(min) 0.8 0.9 1.3 2 3.9 8.2 22.5

Tableau 111.3: Valeurs du temps caractéristique de cristallisation A(T) en prennent en

compte la densité de germes initiale pour différentes températures.

2.5

——numerical
o, * + experimental ||

logio(minutes)

0.5}

100 150 200 250
T(°C)
Figure 111.14: Résultats numériques de A(T) comparés avec les données expérimentales

lissées par I’équation (3.27).
111.3.3. Etude statistique

La Figure 111.10 nous montre des résultats expérimentaux de la cinétique globale de
cristallisation tres dispersés autour de la courbe moyenne. Au niveau de la simulation
numeérique, les conditions initiales ont évidemment une influence sur la cinétique et les choix
faits pour la 1% série de simulation, donne une évolution qui tombe bien dans le nuage de
points mais qui montre un léger décalage avec la courbe moyenne. Donc, on va étudier les

dispersions de la constante d’Avrami en fonction des fluctuations des conditions initiales.

Dans cette étude, la taille des germes et leurs positions du germe sont aléatoires, mais leur
nombre est maintenu constant pour des raisons de commodité de choix du nombre de champs
de phase. Les coordonnées des germes sont générées par une loi uniforme standard sur la

surface de notre boite. Le rayon initial des germes suit la loi uniforme sur I’intervalle 0.05um
et 0.5um [MOLI 98].

Deux cents simulations avec tirages aléatoires des positions initiales et des tailles de germes

initiaux sont realisés pour chaque température entre la tempeérature de transition vitreuse T, et
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la température de fusion T,,. La moyenne et I’intervalle de confiance & 90% sont calculés pour

comparer avec les datas expérimentaux. Les résultats sont illustrés dans la Figure 111.15.
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Figure 111.15: (a) Moyenne mobile (ligne rouge) et écart type mobile (ligne bleue) de la
cinétique de cristallisation caractéristique A(T) pour une température donnée (T=127°C) en
fonction du nombre de simulations. (b) Le diagramme en barres représente la distribution de
A(T) pour la méme température qu’en (a). Les barres rouges sont dans [’intervalle de
confiance de 90%. (c) Resultats numériques moyens de A(T) (cercle noir) et données
expérimentales (étoile rouge) pour différentes températures. L intervalle de confiance pour

toutes les températures sont tracées (ligne bleu avec étoile).
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La moyenne mobile et de 1’écart type mobile de A(T) pour une température sont illustrees
dans la Figure I11.15 (a). Nous voyons que la moyenne mobile et 1’écart type mobile
convergent assez vite apres environ 50 réalisations. La distribution de A(T) est représentée
par le diagramme en barre dans la Figure 111.15 (b). La barre en rouge est I’intervalle de
confiance de 90% pour la méme température que la Figure I11.15 (a). Ce domaine de
confiance nous permet de construire la moyenne et la barre d’erreur autour de la moyenne.
Comme la densité de probabilité n’est pas symétrique, la moyenne numérique n’est pas
centrée sur I’intervalle de confiance. Nous trouvons que les moyennes numériques sont plus

en accord avec les résultats expérimentaux lissés.

Finalement, nous tracons la moyenne de A(T), l’intervalle de confiance et les données
expérimentales pour chaque température dans la Figure 111.15 (c). Nous trouvons que les
résultats expérimentaux centrés tombent dans I’intervalle de confiance. En plus, les résultats
numériques et leur dispersion sont compatibles avec les résultats expérimentaux de la
littérature [HIEB 95] sur diverses nuances du PET. Néanmoins, il faut noter que ces derniéres
correspondent a des nuances tres diverses du PET, alors que dans nos calculs, le matériau
reste toujours caractérisé de la méme maniere. Pour cette raison, vraisemblablement, nous

obtenons un intervalle de confiance plus petit que dans la littérature.

I11. 4. Conclusion partielle

Tout au long de ce chapitre nous nous sommes intéressés a la cristallisation du polymeére
depuis le fondu. Nous nous sommes attachés dans un premier temps a présenter un modéle
des champs de multi-phases. Dans ce modéle, chaque champ représente une phase, 1’évolution
de la cristallisation de chaque sphérolite est isolée de ses voisins par le choix de plusieurs
champs de phase différent. Le modele multi-champs de phase est aussi basé sur I’énergie libre
G. Nous utilisons ce modele pour simuler la morphologie polycristalline. La simulation
réalisée par la méthode des éléments finis reproduit bien les croissances des sphérolites et les
jonctions entre sphérolites. A 1’aide du modele d’Avrami, nous avons identifié le coefficient
cinétique A(T) sur la plage de température [Tg,Tm]. Les résultats expérimentaux nous
montrent que la cinétique globale de la cristallisation est trés dispersée. Aussi, nous avons
étudié ces dispersions en fonction des fluctuations des conditions initiales, position et taille

des germes. Grace aux diagrammes de Voronoi, le nombre de champs de phase peut étre
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réduit et le calcul du temps est diminué d’autant. En définitive, nos résultats numériques sur la

cristallisation isotherme du PET correspondent bien aux les résultats expérimentaux.
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Chapitre IV Modele de la cristallisation sous contrainte

Comme nous avons mentionné dans le Chapitre I, le PET cristallise soit d’une manicre
thermique [ANTW 72, WEEK 63, XFLU 01] soit par I’application d’une déformation
mécanique [BOUR 87, JABA 92, MARC 02a, MARC 02b, MISR 79]. La cristallisation par la
thermique a été présentée dans les chapitres précédents. Ce chapitre se concentre sur la
cristallisation induite par deformation alors que les conditions thermiques ne justifient aucun

changement d’état.

La cristallisation induite peut étre observée lors de différents types de déformation :
cisaillement [POPL 00, TITO 97], traction uni-axiale [LAPE 91, SALE 92], traction bi-axiale
simultanée ou séquencée [CAKM 86, CHAN 93]. Du point de vue expérimental, il existe
plusieurs techniques pour étudier la cristallisation induite, par exemple, la calorimétrie
différentielle & balayage (DSC), le dichroisme infrarouge (dichroisme IR) ou la diffraction de
rayon X aux grands angles (WAXD), etc. Des nombreux articles ont étudiés les effets de la
déformation sur la morphologie et la cristallisation des polyméres semi-cristallins en utilisant
ces techniques. Sun et al. [SUNT 84] et Matthews et al. [MATT 00] ont étudiés 1’étirage de
film de PET autour de la température de transition vitreuse. lls suivent la morphologie des
échantillons et mesurent le taux de cristallinité par la DSC. Chevalier et Marco ont étudiés la
microstructure (le taux de cristallinité, le degré d’orientation et la taille des cristallites) de
PET par dichroisme IR et WAXD [CHEV 01, MARC 02b, MARC 04]. Les travaux de
Haudin et Jay montrent les morphologies des sphérolites aprés déformation [JAYF 99].

Ces articles montrent que 1’état de la morphologie cristalline du PET est fortement lié a son
histoire thermomécanique. La vitesse de traction a une influence sur le taux de cristallinité
pour les températures basses (entre 80 T et 100C), a une méme température, le taux de
cristallinité augmente lorsque la vitesse de traction augmente. Pour une méme vitesse, le taux
de cristallinité diminue lorsque la température augmente. Outre la cristallisation, 1’orientation
moléculaire aussi une modification de microstructure due a la sollicitation mécanique et qui
peut avoir, comme le taux de cristallisation, un effet important sur les caractéristiques

mécaniques induites dans le matériau.

Nous avons présenté la cristallisation induite du PET dans le premier chapitre (cf. Chapitre I.
3). De nombreux articles présentent les différents modéles pour décrire la rhéologie non

linéaire du PET. Tout d’abord, le modele hyperélastique s’est imposé pour modéliser les
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réponses du PET [PINN 66]. Ce modéle présente un effet de durcissement, mais il n’est pas
adapté pour représenter I’effet de la vitesse de déformation. Les premieres recherches des
modélisations en utilisant le comportement viscoélastique sont réalisées par Laun et al.
[LAUN 86]. Le modeéle viscoeélastique non-linéaire représente trés bien le comportement du
PET sous différentes températures ou vitesses de déformation [BUCK 95]. Un modele
viscoplastique a été proposé par Wang et Chevalier et al. [WANG 00, CHEV 06] pour
simuler le procédé d’étirage soufflage. Bordival et al. [BORD 09] prend en compte
I’influence de la vitesse de déformation en utilisant ce modéle. Parmi ces modeéles, le plus

réaliste pour le PET est le modéle viscoélasique.

Dans nos travaux, nous nous intéressons au modele viscoélastique pour simuler la
cristallisation induite du PET en contraintes planes. Dans un premier temps, nous présentons
les formulations du modele. Et puis, le modele du champ de phase couplé a la mécanique sera
utilisé pour simuler la cristallisation induite. Pour valider notre modele, quelques résultats
expérimentaux seront présentés afin de comparer avec la prédiction de nos simulations. Enfin,
nous étudions I’influence de la vitesse de sollicitation sur la cristallisation en faisant varier les
conditions aux limites. Il s’agit d’une étude préliminaire qui devra étre poursuivie afin de

prédire une morphologie plus réaliste.
IV. 1. Modéle local de cristallisation sous contrainte
IV.1.1. Rappel de la thermodynamique des milieux continus

Premier principe de la thermodynamique

Le premier principe exprime la conservation d’énergie. Au cours d’une transformation
quelconque d’un systéme fermé, la variation de son énergie interne AU est égale a la quantité
de chaleur recue Q et I’énergie regue par le systéeme du fait du travail W d’une force. Cette

transformation peut s’exprimer selon la relation suivante :
AU=Q+W (4.1)

Considérons maintenant un systeme fermé en évolution thermodynamique quelconque. Le
premier principe peut étre généralisé en tenant compte de 1’énergie cinétique du systéme qui

devient :
U+K=P3+Pcal (4.2)
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ou K est I’énergie cinétique, P, la puissance des efforts extérieurs et P.; la puissance
calorifique recue. Pour un milieu continu, nous supposons 1’existence d’une densité d’énergie

interne, u, tel que :

U= fpu dQ = qu”"l dQ + J uS*doQ (4.3)
Q Q o0

p est la masse volumique. u¥°! et us%" sont respectivement, la densité d’énergie interne de la

sur

partie volumique et celle de la partie surfacique. u**" est supposé constante. Les puissances

calorifiques et mécaniques échangées avec 1’extérieur peuvent étre mises sous la forme :
Pcal=frcaldﬂ_j q.nd o (4.4)
Q 0~
T.q ©st la densité volumique de taux de chaleur regue, g est le vecteur flux de chaleur échangé

avec I’extérieur. Le théoréme de 1’énergie cinétique implique :

dK
E:Pint'i'Pe;Pint:_fQ

lla

¢ d (4.5)

Donc, en utilisant toutes ces équations et 1’approximation de la partie surfacique par champ de

phase, nous aboutissons a la relation sous la forme locale suivante :

Il
la

usur ! .
puvol + <_W¢A¢ + q (d))) ¢ : g - dlvg + Tcal (46)

’161 W¢

oy est I’énergie de surface, W, est une longueur interne qui contrdle 1’épaisseur de la région
interfaciale. 4, est une constante de normalisation qui ne dépend que de I’expression du

polynéme q(¢) (cf. Eqg. (2.3)). q(¢) est une fonction polynéme de ¢ (cf. Eqg. (2.5)). Cette
équation de conservation d’énergie exprime l’origine des variations d’énergie interne du

solide. Elle se compose d’une partie de puissance mecanique liée aux efforts intérieurs o: £ et

d’une partie de puissance calorifique divg — Teal-

Selon le second principe de la thermodynamique, toute I’évolution d’un milieu continu fermé

doit respecter 1’inégalité :
. vol d Teal . g
psvlda +— | swraaa > [ 8 giv (—) do 4.7)

93



sl et sS¥" sont les densités d’entropie des parties volumique et surfacique, respectivement.
De la méme facon que précédemment, nous approximons la partie surfacique par champ de

phase et nous écrivons sous la forme locale :

sur

< Wyhd + %) ¢ == (rcal - divq) + % VT (4.8)

svol S
ps ot +

Aq

Nous multiplions par T et utilisons le premier principe thermodynamique (4.6) :

g —,D( vol Tsvol)

la

usur _ TSSUT' B q (d))
A

q
W, >¢—— VT 20 (4.9)

Si nous définissons la densité d’énergie libre par :

gvol = yvol — Tgvol _

la

1 e
loie
p== (4.10)

g)sur —_ usur — TSS‘LLT

Nous pouvons introduire les définitions (4.10) dans 1’équation (4.9). Ainsi, nous obtenons :

g q'(¢) q
7 (—W¢Aq§ W, >¢ ~=.VT>0 (4.11)

ok gv — g:ge —p(gﬂ"‘” + TS”OI) —

Nous supposons g”°! dépend de la déformation élastique, de la température et du champ de

phase, alors nous avons :

agvol agvol ] ag_vol )

svol — - T

9 =g STt Tt e @ (4.12)
Nous introduisons 1’équation (4.12) et la décomposition de la déformation £ = ¢¢ + ¢v dans
I’équation (4.11) :

agvol . agvol vol q
= (4.13)
gsur C[,((l)) agvol .
— — >
<1q<W¢A¢+ W, +p % $=0

Cette inégalité doit étre veérifiée pour tout type de transformation. C’est-a-dire que tous les

termes du c6té gauche ne doivent pas étre négatifs, nous aboutissons a 1’égalité suivante :
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vol
Equ’a}tions £f=—p ag gvol — _ag¥! (a)
d’état = 9 oT
gs”( q(@)\, 9g™"
D¢ ( —WyAp + +p <0 b
g \ 7 We ¢ ® (4.14)
q
pth % VT <0 (c)
Vg >0
DY £-0 (d)

Les équations de (4.14a) sont les équations d’état, les Eqs. (4.14b,c,d) représentent la

dissipation qui est décomposee en 3 termes. Nous choisissons 1’expression ci-dessous pour

assurer une dissipation du champ de phase D? toujours positive.

: 6G(¢,T)
Wd’d) = _M¢(T' g) 6¢(X, t)
(4.15)
56T ¢ [ 7@ . 9g*
5p(x,t) g < T >+p 09

L’Eq (4.14c) est vérifiée avec la loi de Fourier sous I’hypothése que la température est

constante. La déformation visqueuse peut s’obtenir par :

. aDv
eV =
= do (4.16)

DY est la dissipation visqueuse qui doit étre une fonction convexe et positive avec la

dissipation D (¢ = 0) = 0 pour garantir que I’énergie dissipée visqueuse D" est positive.

1VV.1.2. Formulation du modéle

Partie champ de phase

Nous définissons la densité d’énergie libre de la partie volumique g%, telle que :

pg” = p(P)p.gr® + (1 — p(¢))pa g4 (4.17)

avec pour chaque phase :
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1
Amorphe fondu : pag‘gm - (E g: [[Cllc_zl: g + g i + pag’a (T)>
(4.18)
Semi-cristalline : vol 1 th
PcGc = — Eg [[C]]c -= g é +pcg’c (T)

ol gt et gt sont les densités d’énergie libre qui dépendent de la température, ¢ et ¢

sont les déformations libres (constante), [C];! et [C]z! sont les tenseurs de souplesse d’ordre
4 définis positifs pour chaque phase, respectivement. De la méme fagon que 1’énergie libre, la

dissipation visqueuse s’écrit :

D = p($)D¢ + (1 - p($))Ds (4.19)
avec
1
Amorphe fondu : DY = =5g Izt o
(4.20)
Semi-cristalline : 1 B
Dg = Eg [[U]]clig
L’¢énergie libre de Gibbs peut s’écrire sous la forme :
G = f pg?oldQ + f g dr (4.21)
Q r

Alors, 1’évolution du champ de phase est donnée par 1’équation de Ginzburg-Landau (2.11) et
I’équation (4.14c). Ce qui donne :

= My(T, o) ljf <W¢A¢ - %) — Agp'(q))l (4.22)
q

09(x, t)
ot

Wy
Ici My (T, o) est le coefficient cinétique dépendant de la température et de la contrainte.

L’écart d’énergie libre entre deux phases Ag contient deux parties : une partie provenant des
contraintes, Ag™e°®, et une autre partie thermique, Ag™, cette partie est discutée dans le
Chapitre I11.

ag™ = 2 o: (ICT* ~ IC13"): o + g A 423)

la
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AheAT

Ag™ = p(gd" — 9a") = ——
m

ou Ahs est I’enthalpie de fusion, AT la surfusion, T, la température de fusion et la

déformation Ag® = ¢ — g7 provient de la contraction lorsqu’il y a un changement de
phase. Nous supposons que la contraction est isotrope aussi elle est égale a 8,1, ou g, =

(pa — pc)/pc/3 (sans dimension). Nous choisissons la phase amorphe comme [I’état de

référence, alors ¢ ) = 0et £2 = B, 1. Ces expressions de la partie mécanique sont inspirées

de celle présentée dans I’article d’Uehara [UEHA 07] mais, nous ne considérons pas 1’effet de

la dilatation thermique.

Parie mécanique

Maintenant, il faut écrire une équation d’évolution des contraintes en fonction de ¢ pour
coupler le champ de phase a la mécanique. Nous supposons que les deux phases obgéissent a
une loi de comportement viscoélastique. Pour le comportement viscoélastique, nous utilisons
le modéle de Maxwell (Figure 1V.1).

v

I
L
v

Y ¥

|
I
| i £
I

Figure 1V.1: Représentation schématique du modele Maxwell

Selon cette hypothese, la déformation totale s’écrit :

g=g"te (4.24)

On suppose que la partie élastique des déformations reste petite aussi nous pouvons supposer
I’additivité des déformations. Selon 1’équation (4.14a), nous obtenons la déformation

¢lastique a partir d’énergie libre par les équations (4.17) et (4.18).
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£ =p(®) ([[C]];lz o+ §2> +(1-p(9) <[[C]]al: o+ g3> (4.25)

La deformation élastique vient de la phase semi-cristalline quand ¢ = 1 (tel p(¢p) = 1). La
déformation élastique vient de la phase amorphe quand ¢ = 0 (tel p(¢) = 0). Donc, la

déformation de la part élastique dérivée par rapport au temps donne :
£ = [Cleg: 5+ dp'()By L (4.26)

avec [Clzg = p(PICIZ* + (1 — p(¢))ICI;' . La vitesse de déformation de la partie

visqueuse, selon les équations (4.16), (4.19) et (4.20), s’écrit :

£" =p@lzt o+ (1-p@))Inl3h o (4.27)
La combinaison des équations (4.26) et (4.27), nous permet d’avoir la vitesse de déformation
totale :
é = év + ée = [[7]]];}1: o) + [[C]];ql: g + ¢p,(¢)ﬁvL (4.28)

avec [n]2h = p(P) Izt + (1 — p(¢))Inl"

Maintenant, nous introduisons deux projecteurs [[J] et [K], dont les expressions sont :

[SSRIE

Ui=51®1

(4.29)
[K] =01 -UI
Si le matériau est isotrope, nous pouvons décomposer [C]z; sur les deux projecteurs [/] et

K] :

1

[Clzd = —11 +ﬁm (4.30)

3keq
kq est le module de compressibilité équivalent ( ki = ¢>ki +(1-9¢) ki )- Heq €St le module
eq c a

de cisaillement équivalent (ML = gb#i +(1- d))ﬂi). Si le matériau est incompressible, k.,
eq c a

tend vers I’infini, alors nous pouvons éliminer le terme [J1. En conséquence, la
eq

3k

déformation visqueuse est purement déviatorique et on a :
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%) = — KT (4.31)

2Neq

Neq €St la viscosité équivalente (. = ¢n. + (1 — ¢$)n,). On reformule I’équation (4.28) en

introduisant les équations (4.30) et (4.31) dans le cas incompressible. Alors, la loi de

comportement s’€crit :
Megé = L+ OeqZ + 21eqdp" ($)By L (4.32)

avec Ogq = Meq/teq, |6 temps caractéristique de relaxation equivalent. X est le tenseur des

extra-contraintes. Si nous ne prenons pas en compte le terme de contraction, 1’équation se

redonne le modele de Maxwell en petite déformation (8, = 0 dans 1’équation (4.32)). Le

tenseur des contraintes de Cauchy o est obtenu en ajoutant un terme de pression p,, associé a

la condition d’incompressibilité :

la

=I-pl (4.33)

En résumé, le probléeme du champ de phase couplé a la mécanique est gouverné par la forme

forte suivante :

div(g) =0, g =2 -pvl (a)
OegZ + (1= P(D)Z + 2eqdp' ($IBy L — 2Meq g = 0 (b) (4.34)
a , !
Ve ¢<% 2 My (T, o) l;_f <W¢A¢> - quf)) - Agp’(d))l ©)
q

Nous savons que o,, = 0 sous I’hypothese des contraintes planes. A 1’aide de cette

hypothése, nous pouvons déduire :
Py = Xzz (4.35)
p,, peut étre calculé par 1’équation (4.34b) en projection sur e, e, :

Geqpv + (1 - p(¢))pv + Zneqd)p’(d))ﬁv - 2neq‘ézz =0 (436)
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De plus, I’hypothése d’incompressibilité donne div(V) = Oou encore tr(£) = 0. Ce qui

implique :

€77 = —(Exx + éyy) (4'37)

L’équation (4.36) peut se réecrire :
Geqp.v + (1 - p(¢))pv + 277eq¢5p'(¢)ﬁv + 2neq (gxx + éyy) =0 (4.38)

Vu que I’équation du champ de phase est écrite sous une forme adimensionnelle, nous devons
aussi transformer les équations mécaniques sous formes adimensionnelles lorsque nous

faisons le couplage.

@eq az/af + (1 - p(d’))g + Zﬁeqd)p’((p)ﬁvi - Zﬁeqz =0 (439)
avec
~ 3 =~ ~ . 1 ~
t=1t L=HL = Oeq=10eq Teq=THieq E£=7E (4.40)
H=-X (J/m3) etz = Jo (s). Ainsi, H est le coefficient de barriere, et 7 le temps
W¢ M¢H

)Lq
caractéristique. L’ensemble des équations du champ de phase couplé a la mécanique peut

s écrire sous la forme adimensionnelle :

drp=Ap—q'(¢) + a1+a2§:§—ﬁvtr<£> p'(¢)

Ocq 62/65 +(1- p((,b))g + Zﬁeqd)P'((l))ﬁvé _ Zﬁqu —0 (4.41)
g = z - ﬁvé

fusion, AT la surfusion et T,,, température de fusion.

IV.1.3. Implémentation numérique
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La formulation faible associée au champ de phase décrite dans le Chapitre 11 est obtenue en
multipliant la forme forte par une fonction test ¢*. De méme, nous multiplions les différentes

équations la forme forte par des fonctions test ¢*, " et V* respectivement, et on somme sur

le domaine étudié pour obtenir les formulations faibles du probléme de la cristallisation

induite :

_ _ (4.42)
f ¢ |0 dp— Ap+q'(Pp) —| ay +a,5: L — Btr <§> p'($)| d2=0
o -z g
f 27 (0,q 0% /0T + 3 + 2fipp’ (P)By I — 2fjoq€) dQA =0 (4.43)
02 2 2 L =
j V*div(E —p,1)dQ =0 (4.44)
o Z =

Apres intégration par parties et en choisissant une fonction test V* qui s’annule sur les bords

0Q, I’équation (4.44) peut écrire :
j VK*(E —pp,1)dQ =0 (4.45)
Q = =

Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale de formulation faible du champ de phase est présentée dans le
Chapitre Il (cf. Chapitre 11.2.1). Nous nous concentrons sur celle de la partie mécanique.
Selon I’hypothése de contraintes planes 2D, en utilisant 1’approximation spatiale de méthode
éléments finis et la notation de Voigt, les fonctions de test et des solutions dans un élément
Q. sont données par

V(x0) ~ INHV) ACDRIU e (4.4

I(xt) = [N5 {2} Z(x, ) ~ [N£1{=*}

{ve} et {Z¢} sont les valeurs nodales dans 1’élément Q, a D’instant t. [Nj] et [Ng] ont les

formes ci-dessous :

Nf O Nf 0 Nf O (4.47)

el —
[Ny] = 0 Nt 0 Nf 0 N¢
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N6 0O O N¢ 0O 0 N O O
[N¢]=|0 N¢ O 0 N¢ O 0 NE O
0 0 Nf 0 0 N 0 0 N¢

N{, Ni et N§ sont les fonctions de forme. Comme nous traitons le cas 2D, nous pouvons

considérer Dy, + Dy, = div(V). Les champs de gradient ou divergence sont approchés par :

VV(xt) = [By]{VE}
V.V(x,t) ~ {d}[By[{V°} (4.48)
{d}=[1 1 0

[By] ala forme :

aNeE 0 NS 0O 9NE O
[Be]=| 0 9,Nf O 9,Nf 0 9,N¢ (4.49)
d,Nf 0,Nf 9 ,N§ 0,N§ 0O,N§ 0,N¢

Nous pouvons écrire la solution du probleme sous la forme matricielle suivante :
[[KVV] [KVZ]] [{IZ}] — [{Fv} (4_50)
{3} {Fz}

A partir des approximations qu’on a présentées au-dessus, les matrices [Kyy], [Kyz], [Ksy] €t

[Kss ] peuvent s’exprimer :

(K] = Z jﬂ " {ay” :‘j _{}[BS] d (451)
[Kys] =i f [BE]T [N£] dQ, (4.52)

[Ksy] = zi: f [NE]T 277, [BE] dQ, (4.53)
[Ksz] = 2 f © 4 1ING] de, (4.54)

Par suite, les vecteurs {F; } et {Fx} ont les formes :
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n

(F,} = Zf [B‘e/]T(Geqﬁv - Zﬁeqd)p’(ﬁb)ﬁvAf) (d} da, (4.55)

e=1 Qe AE + @eq
n @e 3 .
e} = Z fne[Nrf]T( A7 [INFHE) + 27ieg b9’ (9)Bo{dD) d,  (450)

IV. 2. Cristallisation induite simplifiée : cas homogéne

Dans un premier temps, nous allons utiliser la méthode de champ de phase en considérant que
la phase cristalline et la phase amorphe ont le méme comportement mécanique afin de tester

les tendances.

IV.2.1. Phase de traction homogéne

e

[

'*llll"ll"l"*l"*lll"

Figure 1V.2 : Représentation de la traction simple avec une vitesse constante suivante e, en

2D.

Avant de simuler avec le champ de phase, nous allons discuter 1’effet de la partic mécanique
dans 1’équation d’évolution du champ de phase. La Figure 1V.2 représente la geometrie de
I’éprouvette PET pendant les essais de traction simple. L’échantillon est soumis a une vitesse

constante V sur I’axe e, et laisse la contraction libre sur 1’axe e,,. Nous supposons que V =

BLy, Ly est la longueur initiale d’échantillon. B est la vitesse de deéformation nominale
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constante, alors, la vitesse de déformation dans la direction de la traction varie au cours du

temps suivant la relation :

(4.57)

Compte tenu que le matériau est incompressible et soumis a une traction uniaxiale, nous

avons la contrainte et le taux de déformation :

[ o

Ici, nous supposons que le matériau est viscoélastique et que les deux phases ont les mémes

é
- [ —&/2 (4.58)

[la
[[en-

—é/Z]

caractéristiques mécaniques (viscosité n, temps de relaxation ©). Donc, 1’équation (4.32) se

simplifie et donne I’équation de Maxwell:

C]

[

t1=2n¢g (4.59)

La solution analytique de I’équation (4.59) s’exprime a partir de fonctions définies par des

inteégrales (fonctions Ei) s’écrit :

-3 (a5 -n(3)

(4.60)
5y =3[ ¥ ( (E50) -5 ()
Nous avons T,y = py Car oyy = 0, alors la contrainte de Cauchy s’écrit:
Oxx = Zyxx — Zyy (4.61)

Donc, nous pouvons déduire le terme mécanique de I’équation d’évolution du champ de phase
qui vaut :
Oxx X

1
[agree an= [ ~o:zan= [ Z=Eu ag (4.62)

L’équation (4.62) représente 1’énergie regue du systéme a I’instant t, nous faisons 1’intégration
sur [0, tr] pour obtenir I’énergie totale dans le systeme G™¢“ au cours de la traction.
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L’évolution de I’énergie regue permet de nous aider a comprendre les effets mécaniques sur le

champ de phase.

Dans les études suivantes, nous avons eétudié I’influence de différents sollicitations.
Premiérement, nous testons I’influence de I’amplitude de la déformation sur le taux de
cristallinité. Les éprouvettes sont étirées a une vitesse constante (B = 4s~1). L’énergie
provenant de la mécanique peut se calculer par I’intégrale de 1’équation (4.62) sur le temps de

traction. Sa tendance de variation en fonction de la déformation finale &, est présentée dans

la Figure 1V.3.

25

20t

15¢

gme L3

10t

Efin
Figure I1V.3 : Evolution de [’énergie mécanique fonction de la déformation finale &,

Nous voyons que I’énergie recue augmente lorsque nous étirons plus longtemps. Un autre
facteur affecte la cristallisation, c’est la vitesse de déformation. Donc, nous étirons
I’éprouvette a la méme déformation (&, =2.5) a différentes vitesses pour tester cette
influence. Nous supposons la viscosité 1 =4 (MPa.s) et le temps caractéristique de
relaxation ® = 0.5 (s). Figure IV.4 montre I’énergic recue du systeme en fonction de la

vitesse de déformation 3.

D’aprés la Figure 1V.4, nous constatons que 1’énergie regue par le systéme au cours de la
traction diminue lorsque la vitesse de déformation augmente, sauf dans le domaine ou la

vitesse de déformation est basse (B < 2.5 s~1) ol on observe une augmentation.
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Figure 1V.4 : Energie recue par le systeme en fonction de la vitesse de déformation f

1VV.2.2. Influence des conditions de sollicitation

D’aprés les résultats analytiques de 1’énergie regue par le systéme en presentant dans la
section précédente, nous savons les tendances de G™é® sous différents conditions de
sollicitation. Ensuite, nous allons utiliser la méthode de champ de phase en considérant que la
phase cristalline et la phase amorphe ont la méme comportement mécanique afin de tester la

relation entre le champ de phase et la contribution de mécanique.
Influence de la déformation finale &¢;,

En conséquence, nous faisons des simulations par éléments finis sur un systéme plus
complexe pour vérifier cette influence de la déformation finale &¢;, sur le taux de cristallinité.
Dans nos simulations, la viscosité n égale a 4 (Mpa.s), le temps caractéristique de relaxation ©
égale a 0.5 (s). La température au cours de la traction est fixée a 363 (K). Les formulations

faibles du modele simplifié s’écrivent :

f v [af = Bb+a'(9)- ("fal +a,5: E) p’(¢)l dQ =0 (4.63)
Q —_ =
J,z @05/t + 521000 =0 (4.64)
f Vdiv(g ~p,1)da =0 (4.65)
Q = =
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ou ¢f est un coefficient qui représente la différence entre la cinétique de cristallisation sous

condition thermique et la cinétique sous condition mécanique. Nous savons qu’il n’y a pas de
cristallisation quand la température est tres proche de la température de transition vitreuse,

alors ici, nous prenons une valeur tres petite (c; = 1073) pour reproduire ce phénoméne.

H of

- a - qu¢

a, , les valeurs de af et 4, sont donnée dans le Tableau I1.1, nous choisissons

Wg = 0.1 (um). Le pas d’espace adimensionnel égale 0.5 et le pas de temps adimensionnel

égale 0.005/7. Les conditions aux limites sont comme la Figure 1V.2, I’éprouvette est étirée a

une vitesse constante (8 = 4 s~1) suivant la direction x.

Les évolutions du taux de cristallinité et de la contrainte sont présentées dans la Figure 1V.5.
Nous voyons que le taux de cristallinité augmente lorsque la déformation finale est plus
grande. Ainsi cela confirme que I’énergie regue du systéme provenant de la mécanique
favorise le taux de cristallinité. Les contraintes ont une tendance a décroitre en raison de la

vitesse de déformation qui décroit au cours de traction en suivant I’équation (4.57).

05 - - 20
o4 151
0.3
0.2
0.1t 5'
% % 1 8 12
Efin
(a) (b)

Figure IV.5 : (a). Taux de cristallinité aprés la traction a une vitesse constante (8 = 4 s™1).

(b). I"évolution de contrainte pendant la traction.

Influence de la vitesse de déformation §
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Selon les résultats précédents, nous savons que I’énergie regue a une influence favorable au
taux de cristallinité. Plus 1’énergie regue est importante et plus I’éprouvette cristallise. Donc,
en conséquence, le taux de cristallinité va diminuer quand nous augmenterons la vitesse de
déformation. Mais ces résultats sont en apparente contradiction avec les observations
expérimentales. Une explication de ce désaccord est peut-étre a chercher dans la relaxation

qui suit la traction.
1V.2.3. Etude de la relaxation

La cristallisation et 1’orientation des cristaux dépendent de la relation entre les conditions de
traction et le processus de la rétraction de chaine moléculaire (relaxation) qui donne le
caractére viscoélastique du comportement. Si la vitesse d’étirage est plus rapide que la
rétraction de la chaine, la cristallisation est retardée jusqu’a la fin de la déformation. Si la
vitesse d’étirage est plus lente que la rétraction de la chaine, alors les chaines ont une liberté

suffisante pour s’aligner cristallographiquement et activer la cristallisation pendant que la

traction est encore en cours [MAHE 99, MAHE 00].

Influence de la déformation finale &;, avec relaxation

Dans un premier temps, comme précédemment, nous testons 1’influence de la déformation

finale &¢;, avec la relaxation. Nous étirons I’éprouvette avec une vitesse constante (S =
4 s71), on varie les temps de traction pour avoir différentes déformations finales (g¢;,, = 3, 6,

12), et puis nous nous arrétons brutalement, la relaxation durée 1.5 secondes.

Pendant la relaxation, en prenant en compte de la déformation reste a la déformation finale, le

taux de déformation est nul. Donc, les formulations faibles s’écrivent :
j ¢’ [af ¢ — Lo +q' (@) - <cfa1 +a,5: 5) p'<¢)] do =0 (4.66)
Q ==
J c"(005/9t+3)da=0 (4.67)
0= = =

Toutes les valeurs des paramétres sont pareilles que celles présentent dans la section
précédente. Les évolutions du taux de cristallinité et de contrainte sont présentées dans la

Figure IV.6. Les étoiles noires indiquent le moment de la fin de traction.
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Figure IV.6 : (a). Taux de cristallinité, (b). Evolution des contraintes avec [’effet de

relaxation pour les différentes déformations finales.

Le taux de cristallinité n’augmente pas beaucoup apres la fin de traction, en plus,

I’augmentation entre le cas &¢;,, = 6 €t le cas g¢;;,, = 12 est petite. Parce que les contraintes

sont proches a la fin de traction.
Influence de la vitesse de déformation f avec relaxation

D’autres simulations avec la déformation finale constante sont faites pour tester 1’effet de la
vitesse de déformation . Nous fixons la deformation finale a 2.5. Nous étirons 1’éprouvette
avec trois différentes vitesse de déformation (B = 2, 8, 32), dés que la déformation finale
atteint, nous arrétons la traction immédiatement et gardons la déformation jusqu’a 3 secondes.
Les évolutions du taux de cristallinité et de contrainte sont illustrées dans la Figure 1V.7. Les

points noirs représentent le moment de la fin de traction.

Avant le point noir, nous voyons le taux de cristallinité est plus petit quand la vitesse de
déformation est plus grande conformément a la solution analytique de la section précédente.
Pendant la relaxation a I’issue des vitesses de déformations les plus rapides (p = 8, 32) la
cristallisation continue alors que pour la vitesse de déformation la plus lente, la cristallisation

est presque finie a I’issue de la traction. A la fin de I’expérience, la plus rapide traction
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correspond au plus grand du taux de cristallinité et ces résultats sont conformes avec les

résultats présentés dans I’article de A. Mahendrasingam [MAHE 00].

1 30
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_[3=32
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0.2
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Figure IV.7 : (a). Taux de cristallinité, (b). Evolution des contraintes avec |’effet de
relaxation en atteint de la méme déformation finale (£5;,=2.5) pour différentes vitesses de

déformation.
IV. 3. Cristallisation induite : modélisation par le champ de phase

Dans second temps, nous chercherons a mettre en évidence les influences de la différence

comportement mécanique des deux phases.
IVV.3.1. Influence de traction

Dans la section précédente (cf. section 1V. 2), nous avons évalué les tendances des différents
parameétres mécaniques, déformation et vitesse de déformation, sur la cristallisation induite en
considérant un champ de phase homogeéne. En realité, le comportement des deux phases est
different. La phase semi-cristalline est plutdt élastique alors que la phase amorphe est plutdt
visqueuse. Donc, nous allons définir des propriétés mécaniques différentes pour distinguer les

deux phases.
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Initialement, nous supposons qu’il y a une zone cristalline située au coin de la boite (voir
Figure 1V.8). Les propriétés mécaniques du grain sont : viscosité n, et élasticité u, ; pour la

phase amorphe on note n, et u;.

M
n, AN
N, W ‘/cas homogene
1, M1

1
] C
1
N2, K2 0,

Figure 1V.8 : Représentation schématique du probléme testé

Les formulations faibles pour simuler la cristallisation induite en prenant en compte la
différence entre les deux phases sont présentees dans la section 1V.1.3 (les équations (4.42),
(4.43) et (4.44)). Les simulations sont faites avec trois cas différents (voir Tableau IV.1) pour
tester la sensibilité a la proportion des viscosités n, /n, et a celle des modules de cisaillement
Uy /1. Quand les deux proportions sont égales a 1, on revient au cas homogéne présenté dans
la section précédente. Nous fixons la viscosité de la phase semi-cristalline n, a 4 MPa.s et le
module de cisaillement u, a 8 MPa. Les autres paramétres sont ajustés pour obtenir plusieurs
rapports. Les valeurs étudiées sont récapitulées dans le Tableau V.1 qui donne aussi le taux

de cristallinité atteint en fin d’étirage et 1’évolution du taux de cristallinité présente dans la

Figure IV.9.

p=8s"" M1/M; /s 0,/0; Xrin (%)
Cas homogene 1 1 1 82.9
Cas 1 0.8 0.2 4 37.7
Cas 2 0.8 2/3 1.2 12.5
Cas3 0.1 0.2 0.5 22
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Tableau IV.1: Taux de cristallinité de fin de traction pour trois proportions de propriéeté

mécanique différentes sous la vitesse de déformation g = 8 s~ 1,

0.4

m—CAS 1
—CAS. 2
0.3} cas 3

~0.2 |

0.1}

0 0.5 1 1.2
t(s)

Figure 1V.9 : Evolution du taux de cristallinité pour différentes propriétés mécaniques

lorsque la durée de traction est 1.5 seconds.

En comparant les trois cas, nous observons que le taux de cristallinité augmente lorsque la
viscosité et le module de cisaillement de la phase amorphe agrandissent. C’est-a-dire plus la

capacité de la phase amorphe a s’écouler est difficile, plus grand est le taux de cristallinité.
IVV.3.2. Influence de relaxation

Cette section est consacrée a I’influence de la relaxation en prenant en compte les différences
de propriétés mécaniques de chaque phase. La relaxation d’éprouvette démarre lorsque la
déformation atteint 2.5, et la durée totale du test est de 3 s. Les proportions de propriété
mécanique sont pareilles que la section précédente. Les taux de cristallinités du dernier instant

présente dans le Tableau 1V.2.

La Figure 1V.10 présente les évolutions du taux de cristallinité en cas de la relaxation. La
barre noire correspond au moment de la fin de traction. Nous constatons que la cristallisation
est terminée apres environ 1 s pour les cas 2 et cas 3. En revanche, celle du cas 1 augmente
sans arrét jusqu’a la fin de la simulation et se stabilisera a une valeur plus élevée. De plus, il y

a peu de différence sur le taux de cristallinité avant le démarrage de la relaxation. En
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comparant les données des cas 1 et 2, on note que seul le module de cisaillement de la phase

amorphe est différent, ce qui a un effet sur le temps de relaxation. Alors, nous pouvons

conclure de la que plus le module de cisaillement petit, plus lente la relaxation de contrainte.

B=8s"" n1/M2 ta/ Uz 0,/0, Xrin (%)
Cas homogéne 1 1 1 27.3
Cas 1 0.8 0.2 4 18.8
Cas 2 0.8 2/3 1.2 4.6
Cas 3 0.1 0.2 0.5 1.35

Tableau 1V.2 : Taux de cristallinité aprés une relaxation de 1.5 s pour trois proportions de

propriété mécanique différentes sous la vitesse de déformation f = 8 s~1.

0.2
m—CAS 1
— CAS 2
0.15[——cas 3
= 0.1
0.05
Ot g I
0 1 2 3

t(s)

Figure 1V.10 : Evolution du taux de cristallinité pour différentes propriétés mécaniques

lorsque la déformation atteint de 2.5.
1V.3.3. Orientation des cristaux

Chevalier et al. [CHEV 99, CHEV 01] précise que le taux de cristallinité seul ne permet pas

d’effectuer la corrélation entre les modules elastiques induits par des tractions uni ou bi-
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axiales aux conditions proches de celles du soufflage par bi-orientation. D’autres facteurs
doivent étre pris en compte pour quantifier I’anisotropie induite, notamment 1’orientation
moléculaire. La Figure 1V.11 illustre I’orientation d’une chaine macromoléculaire par rapport
a une direction de référence z. L’orientation est décrite par deux angles y et y. y est I’angle
entre 1’axe ¢ d’un maillon de la chaine et I’axe de référence z, I’orientation de la projection de
I’axe ¢ dans le plan orthogonal (x, y) est I’angle y. Généralement, nous pouvons mesurer les
valeurs moyennes d’orientation (cos? y) par dichroisme infra rouge. La fonction d’orientation

pour le cas 2D peut se définir [SAMU 81] par :

fori = 2{cos?y) — 1 (4.68)

« Pour une orientation aléatoire des chaines : f,,; = 0.
« Pour une orientation parfaite suivant une direction donnée : f,,; = 1.

« Pour une orientation parfaitement orthogonale a la direction donnée : f,,; = —1.

c-axis

s
/—— —_— — e — — — —— —— —
<Y

Figure 1V.11 : Paramétrage de [’ orientation macromoléculaire.

Dans nos résultats de simulations, la zone semi-cristalline a une allure d’ellipse apres
déformation. Si on considére qu’il y a beaucoup des chaines macromoléculaires dans I’ellipse,

la valeur moyenne d’orientation correspond a I’angle y dans la Figure 1V.12.

!
twyzf (4.69)
a

ou [, est la moitié de la longueur du grand axe et [, est la moitié de la longueur du petit axe.
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Figure IV.12 : Représentation schématique de [’orientation moyenne des chaines

macromoléculaires.

Nous pouvons réécrire 1’équation (4.68) en fonction de [, et [, :

(4.70)

avec ¢, = ly/l,. Si la zone semi-cristalline a une allure cercle (I, =1,), la fonction
d’orientation égale a zéro. Ce cas ressemble a 1’essai de traction bi-axiale. Si la zone semi-
cristalline a une allure ellipse allongée (I, >> [,), alors la fonction d’orientation tend vers a

1. Ce cas ressemble a ’essai de traction uniaxiale.

D’abord, nous testons 1’influence de déformation finale sur la fonction d’orientation avec les
différentes propriétés mécaniques. Les propriétés mécaniques sont les mémes que celles dans
la section 1V.3.1. Les résultats sont donnés dans le Tableau IV.3.

Traction simple (t = 1.5 s)

:8:25_1 fori 3285_1 fori
Cas 1 0.958 Cas 1 0.998
Cas 2 0.969 Cas 2 0.999
Cas 3 0.939 Cas 3 0.972

Tableau 1V.3: Valeurs de fonction d’orientation obtenues sous les différentes vitesses de
déformation avec différents ratios de propriétés mécaniques. La durée de traction est 1.5

secondes.
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En comparant les résultats des deux vitesses de déformation nominale, nous constatons que la
vitesse de déformation nominale a une influence favorable a ’orientation. Plus nous étirons
vite, plus la phase cristalline est parfaitement orientée. En comparant les différentes propriétés
mécaniques, la fonction d’orientation diminue lorsque la viscosité de la phase amorphe

augmente ou lorsque le module de cisaillement de la phase amorphe diminue.

Ensuite, nous étudions le cas de la relaxation pour lesquels des résultats sont montrés dans le
Tableau 1V .4.

Relaxation (&7, = 2.5,t = 3 )

.8:25_1 fori 3285_1 fori
Cas 1 0.928 Cas 1 0.956
Cas 2 0.922 Cas 2 0.936
Cas 3 0.479 Cas 3 0.779

Tableau 1V.4 : Valeurs de fonctions d orientation sous les différentes vitesses de déformation
avec différents ratios de propriétés mécaniques. La relaxation démarre quand la déformation

atteint 2.5. Le temps total est de 3 s.

A l’issue de la phase de relaxation, la vitesse de déformation nominale a le méme effet que
dans le cas de la phase de traction. Mais quand les viscosités sont identiques, avec un module
de cisaillement de la phase amorphe plus petit, les chaines sont plus orientées suivant la
direction de la traction. Nous pouvons aussi conclure que la relaxation a un effet de

désorientation en comparant les trois cas de traction et de relaxation en méme vitesse.
IV. 4. Conclusion partielle

Une premiére série de simulations de champ de phase couplé avec la mécanique a éte réalisée
par la méthode des éléments finis. Le modéle local est issu de la thermodynamique des
milieux continus. Nous simulons la traction uniaxiale avec une vitesse de déformation
nominale constante. Les influences de la déformation finale &, et de la vitesse de
déformation nominale B sont étudiees dans le cas d’une traction suivie d’une relaxation. Dans
ces deux cas, le taux de cristallinité augmente avec la vitesse de déformation nominale ou

avec la déformation finale. L’influence de la différence de propriétés mécaniques entre les
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deux phases sur le taux de cristallinité est aussi étudiée. Nous trouvons que le taux de

cristallinité augmente lorsque la phase amorphe est initialement plus visqueuse.

Un autre facteur contrdle la propriété mécanique induite par 1’étirage du PET, ’orientation
cristaux. Grace a nos simulations, on peut estimer cette orientation par un modele qui
simplifie la zone semi-cristalline en une ellipse. La fonction d’orientation f,,; peut alors étre
évaluée a I’aide de la longueur du grand axe et du petit axe de ’cllipse. Nos resultats sont

accord avec ceux de Chevalier et al. [CHEV 01].
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Conclusions et perspectives

1. Conclusion

Nous avons présenté 1’utilisation de la méthode des champs de phase pour simuler I’évolution
de la microstructure pendant la cristallisation du PET. La méthode du champ de phase, basee
sur I’équation de Ginzburg-Landau, donne 1’évolution du champ de phase a partir de 1’énergie
libre. Un paramétre d’ordre ¢, fonction du temps et de 1’espace, qui varie entre 0 et 1 est
utilisé pour décrire I’état du matériau sans étre obligé de suivre I’interface (remaillages
complexes). Il est ainsi possible reproduire la croissance des sphérolites qui apparaissent lors

d’une cristallisation induite par la température.

Dans un premier temps, nous nous sommes concentrés sur la cristallisation activée
thermiquement. Des simulations d’évolution du champ de phase dans le cas isotrope, tel que
la croissance de sphérolite, ont été réalisées par la méthode d’¢éléments finis. La taille critique
du germe pour activer la cristallisation a été validée. Le coefficient cinétique a été identifié en

comparant avec les données expérimentales de la littérature [ANTW 72].

En introduisant un modele du champ de phases multiples (the MPF model) nous avons pu
simuler 1’évolution de plusieurs sphérolites et gérer la jonction lorsque 2 sphérolites se
rencontrent. La croissance et la jonction des sphérolites ont été modélisées par la méthode
d’éléments finis qui reproduit parfaitement 1’évolution expérimentale d’une cristallisation

isotherme.

Nous avons ensuite étudié les dispersions de la constante d'Avrami, K(T) en fonction des
fluctuations des conditions initiales (positions et taille des germes). Ces fluctuations,
comparées aux résultats expérimentaux de la littérature sur diverses nuances du PET
indiquent que nos résultats de simulation et leur dispersion sont compatibles avec les valeurs

de la littérature.

Finalement, la cristallisation induite par déformation a été étudiée dans le dernier chapitre. Le
modele qui décrit la loi de comportement viscoélastique avec un couplage du champ de phase
est proposé a partir des principes thermodynamiques. L’influence, sur le taux de cristallinité
final, de la déformation finale et de la vitesse de la déformation nominale a été étudiée dans le
cas d’une traction simple suivie d’une la relaxation. Ainsi nous avons pu conclure que : (i)

plus la déformation de traction est grande plus le taux de cristallinité final est grand et (ii)
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plus grande est la vitesse de déformation et plus le taux de cristallinité est grand lui aussi. De
méme pour I’orientation des cristaux, les chaines macromoléculaires sont de plus en plus
orientées dans la direction de la traction quand, soit (i) la déformation est grande ; soit la

déformation est plus rapide.
2. Perspectives

Dans la forme actuelle, notre modele du champ de phase ne peut simuler que des croissances
sphérolitiques, éventuellement allongées sous ’effet de sollicitations mécaniques. Un modéle
plus complet de champ de phase peut permettre d’affiner les simulations des morphologies
des sphérolites pendant la cristallisation depuis le fondu en donnant une information
complémentaire sur le ratio « cristallin / amorphe » au sein méme du sphérolite. Ce type de
modele permettrait aussi de simuler une cristallisation suivant les directions des sollicitations
mécaniques. Pour cela, il faut introduire un terme d’anisotropie dans la partie de 1’énergie
surfacique. Ce terme doit permettre au champ de phase d’évoluer différemment suivant la
direction du gradient de température que dans la direction ou T=constante pour plusieurs
directions privilégiées [PROV 11, KARM 98, KOBA 93]. Ainsi le cas de la cristallisation

activée thermiquement donnera une représentation plus réaliste de la microstructure induite.

Notre modele couplage de la mécanique est réalisé dans le cas de petites rotations, il ne prend
pas en compte 1’utilisation d’une dérivée convective qui induit, en traction, un phénomeéne de
durcissement qui peut modifier les conclusions qualitatives du dernier chapitre. En
complément de I’étude sur la traction uniaxiale avec et sans relaxation, la traction bi-axiale
peut aussi étre simulée pour mieux comprendre 1’évolution du PET pendant les processus

industriels de biétirage de film ou de soufflage par bi-orientation.

Au niveau numerique, le temps de calcul peut étre encore diminué par ’utilisation d’une
méthode de raffinement de maillage adaptatif (AMR). En effet, les zones qui ont besoin de
plus de détail et qui impactent la précision du calcul, sont proche de I’interface. Alors que
dans la phase amorphe ou la phase cristalline les déformations sont assez homogenes. Pour
cette raison, nous n’avons pas besoin d’un maillage tres fin partout ainsi nous pourrions

garder la méme précision globale avec un temps de calcul réduit.
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Annexes

Calcul de I’évolution du modéle multi champs de phase (MCP) :

6Gu _ 0Gu 9Gix

= — A.l
Soine) 00 " ave; (D
On suppose que G;; contient deux parties : f; et f5.
W,
fi= (ZA 2 [PV — PV |?
! (A.2)
o = g [#00F ~ 97 + 670 301 - #190)
L’équation (A.1) peut réécrire :
8Gik fi  0f; df1 a2
= —V. - V. A3
5o t) 09 Ok Ve " ovey (A
On peut savoir que le dernier terme est nul, parce que £, ne dépend pas de V¢;.
fy oWy O
3 (P Vep; — ¢1V¢k)(a¢l Vo, — Vy) (A4)
i oWy Ve, (A.5)
av¢l Aq (¢kv¢l ¢1V¢k)(¢k ¢l aV(PL)
0f;  ¢idx (A.6)

36, Zay, (P — b —2my)

En utilisant les équations (3.7), (3.8), les équations (A.4) et (A.5) peuvent simplifier comme la

suite :
0 W,
a(’; = L2 (49 — VB (—T1 - V) %)
i q
ofi _ oWy B | (A.8)
R OB LUNICD

Selon I’hypothése qu’il n’y a pas triple point sur ’interface des phases, on sait qu’il n’y a que
deux phases présentés : phase i et phase k. Donc, on a ¢, + ¢; = let Vop; = —V¢,.. Alors,

I’équation (A.7) égale a zéro. En résumé :
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