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Chapter 0

Introduction

0.1 Introduction en francais

Dans un contexte ol des quantités toujours plus colossales de données sont
disponibles, extraire des informations significatives et non triviales devient
toujours plus difficile. Nous cherchons des solutions a des problemes de diffi-
culté croissante, comme la classification des types de cancer, la détection de
maladie a partir de 1égeres ombres sur des radiographies ou encore automa-
tiser le controle qualité en utilisant de la reconnaissance d’image pour n’en
citer que quelques-uns. Souvent, ces données sont sous la forme d’un nuage
de points vivant dans R”. En général I'information contient beaucoup de
redondance. Il est donc commun de supposer que les points sont situés, au
bruit pres, sur une variété de dimension d plus faible. De cette hypothese
de nombreuses méthodes permettant de réduire la dimension des données
ont été étudiés. Cela comprend les méthodes linéaires comme ’analyse de
composante principale, et celles non linéaires comme les machines a vecteurs
(SVM) de support a noyaux. Quand la dimension est réduite, I'information
initiale est simplifiée, le bruit réduit voir supprimé, et une compréhension
de la répartition des données devient plus accessible. Ceci est vrai sous
I’hypothese que la méthode de réduction de dimension utilisée est adaptée
a la nature des données.

Afin d’améliorer la classification, régression, ou encore ’analyse exploratoire
de données, 'approche fournie par 1’analyse topologique de données (TDA)
est de rechercher la présence de formes dans le jeu de données. En ne
conservant que les informations relativement a ces formes, on applique un
processus qui peut étre assimilé & une réduction de dimension. Cette in-
formation de nature topologique est résumé par des descripteurs de divers
types : nombres, vecteurs ou encore ensemble. Dans un contexte de docu-
ments textuels, le descripteur utilisé correspond a la notion de sacs de mots
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(bags of words) [45]. Dans le cas de réseau de neurones ayant une structure
d’auto-encodeur [36] c’est la représentation compressée de l'entrée obtenue
dans le goulot d’étranglement du réseau qui joue le role de descripteur. Dans
le domaine de ’analyse topologique de données, une approche nommée map-
per consiste a construire un graphe qui résume I'information d’un nuage de
points d’une facon visuelle : une couverture de R par des intervalles est
choisie avec une fonction définie sur le jeu de données et a valeur dans R. Le
nerf des pré-images de la couverture par cette fonction est calculé, donnant
un graphe. Une facon simple de définir une telle fonction est simplement
de supprimer une colonne du jeu de données et d’utiliser ses valeurs. Par
exemple si I'on consideére des mesures prises dans une usine chimique [33],
et une colonne représente la qualité de la substance synthétisée, on peut
utiliser cette derniere.

Une autre approche qui ne requiert pas le choix d’une couverture de R est
donnée par I’homologie persistante. Dans le cas de ’homologie persistante,
I’entrée peut étre un nuage de points, et la sortie une collection d’intervalles
qui résument les nombreuses caractéristiques topologiques — composantes
connexes, boucles, trous, ... — de la forme sous-jacente. Ces descripteurs
sont calculés en utilisant ’homologie.

0.1.1 Homologie

Certaines caractéristiques de la forme d’une variété peuvent étre résumées a
travers un invariant appelé groupes d’homologie. Cet invariant sera introduit
formellement au Chapitre 1. On présente ici I'idée principale. Dans les
grandes lignes, le nieme groupe d’homologie encode le nombre de trous n-
dimensionnels en utilisant, a translation et déformation continue le long de
la variété pres, des n-spheres (ou n-simplexes) non contractiles’. Le Oieme
groupe d’homologie compte le nombre de composantes connexes. Le premier
groupe d’homologie compte le nombre de cercles non contractiles, alors que
le second compte le nombre de spheres non contractiles.

Pour calculer ces groupes, on peut considérer un espace topologique fait
de simplexes (points, segments de ligne, triangles, tétraedres, ...) collés en-
semble. On définit alors une algebre formée des sommes formelles de ces
simplexes & coefficients dans un corps® k. On définit un opérateur de bord 0
qui envoie chaque simplex sur la somme alternée® de ses faces. On étend en-
suite cette définition & toute l’algebre par linéarité. Les groupes d’homologie

! Contractile signifie homotope & un point.

2Dans le contexte de ’homologie persistance, on consideére des espaces vectoriels. Les
groupes d’homologie peuvent étre aussi construits avec des coefficients dans Z. Cela donne
plus d’information avec pour coilit une complexité de ’objet accrue.

3Le mot alterné signifie que le signe de chacun des simplexes de cette somme alterne
entre +1 et —1.
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sont alors obtenus en prenant le quotient du noyau — moralement les boucles
— de 9 par 'image de 9 — moralement les boucles qui sont des bords.

0.1.2 Homologie persistante

Ici, on motive et présente I’homologie persistante a travers un exemple pra-
tique. Soit P C R% un nuage de points. On suppose que cet ensemble est
échantillonné sur une surface, comme c’est le cas de I’ensemble représenté
sur la Figure 1 ou les points sont pris le long d’une courbe s’enroulant autour
d’un tore.

Figure 1: Points provenant d’une courbe fermée s’enroulant autour d’un
tore.

Une partie de I'information topologique d’un tore T peut étre extraite
en calculant ses groupes d’homologie H;(T), ou pour un invariant encore
plus simple on peut se contenter du rang de ces groupes [3;(T), appelé nom-
bre de Betti. Dans cette exemple nous souhaiterions retrouver, au moins
partiellement, I'information que P a été échantillonné sur un tore.

Calculer H;(P) ne nous apporte rien de plus, puisque Hy(P) est simple-
ment le nombre de points dans ’ensemble et tous les H;(P),i > 1 restants
sont nuls. On peut remplacer P par 'union de boules d’un certain rayon r
centrés en ses points. Notons cet ensemble F;. = Upe p B(p,r). L’ensemble
F, est maintenant un volume et 'on peut calculer ses groupes d’homologie.
Pour une bonne valeur de r, représentant une échelle adaptée, on peut
s’attendre a retrouver les groupes d’homologie de T. De plus, pour une
plus faible valeur de r, on se retrouve a ne connecter que les points adja-
cents le long d’'une courbe, et 'on retrouve les groupes d’homologie d’un
cercle. Cela nous informe que les points ont été échantillonnée le long d’une
courbe fermée.

Déterminer les valeurs de r présentant un intérét est un probleme difficile.
Au lieu de chercher directement quelle est la ”bonne échelle”, I’homologie
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persistante les prend toutes en compte au sein d’'un méme objet. La collec-
tion de tous les volumes F;. sera plus tard appelée une filtration. L’homologie
persistante calcule tous les groupes d’homologie de la collection {F,,r > 0}
et les lie entre eux. L’invariant calculé, appelé un code barre, décrit quand
une caractéristique topologique apparait et combien de temps elle persiste
a travers cette filtration.

0.1.3 Persistance Multidimensionnelle

Comme nous le verrons au Chapitre 3, la persistance comme décrit plus haut
ne peut répondre seule a toutes les questions qui apparaissent naturellement
quand ’on cherche a comprendre la topologie d’un jeu de données. Soit dp
la distance & un nuage de points F' C R?. Considérer les boules de rayon r
centrées sur les points de P est équivalent & observer les r-sous-niveaux de
la fonction dp (a valeur dans R), c’est-a-dire les ensembles {z|dp(x) < r}.
C’est pourquoi ’homologie persistante fait sens pour n’importe quelle fonc-
tion a valeur dans R. Une généralisation naturelle est de considérer les
sous-niveaux d’une fonction a valeur dans R™, au lieu de R. Cette no-
tion est appelée multipersistance. Cela signifie que les index des groupes
d’homologie ne sont plus le rayon r d’une boule, mais un élément de R™. Les
caractéristiques topologiques évoluent maintenant le long de chacun des n
différents axes, et doivent étre reliées les unes aux autres par des relations de
commutativité. Cette nouvelle construction accroit dramatiquement la com-
plexité des modules de persistance, rendant invalide nombre de théoremes
disponibles dans la théorie un-dimensionnelle. Non seulement le théoréme
qui énonce l'existence de descripteurs ne s’étend pas, mais le nombre de
candidats & ce que 'on pourrait appeler un code-barre croit tellement que
les utiliser directement semble vain. Dans le Chapitre 3 on donne des ex-
emples de sommandes complexes apparaissant en dimension 2 provenant de
la littérature existante. On illustre aussi un phénomeéne appelé monodromie
se produisant en dimension 3 via un exemple, qui signifie que l'on peut
construire des carquois circulaires a l'intérieur d’'un module de persistance
3-dimensionnel.

0.1.4 Contributions

Dans cette these nous étudions les propriétés des modules de persistance
multidimensionelle dans le but d’obtenir une meilleure compréhension des
sommandes et décompositions de ces derniers.

Arbres enracinés. Dans le Chapitre 3, nous introduisons un foncteur
qui plonge la catégorie des représentations de carquois dont le graphe est un
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arbre enraciné dans la catégorie des modules de persistance indexé sur R2.

Cup-produit. Au Chapitre 3 nous enrichissons la structure de module de
persistance provenant de ’application du foncteur homologie & une filtra-
tion. En utilisant le cup-produit des anneaux d’homologie, nous définissons
un produit qui permet de construire non pas des modules de persistance
mais des algebres de persistance. Le produit de deux vecteurs du module
M coincide point a point avec le cup-produit de H(F}) ou F; est l'espace
topologique de la filtration a I'instant ¢ € R"™.

Persistance exacte 2 dimensionnelle point & point finie. Au Chapitre 4
nous généralisons I’approche de Crawley Beovey [26] a la multipersistance et
identifions une classe de modules de persistance indexée sur R? qui possede
des descripteurs simples et analogues au théoreme de décomposition (voir
Théoréme 1.4.4) existant en persistance 1-dimensionnelle. Ces descripteurs
sont des collections de certains types de rectangles infinis: bandes verticales,
bandes horizontales, quadrants supérieurs droits et quadrants inférieurs gauches.
Les modules disposant d’une telle décomposition satisfont une certaine pro-
priété appelée exactitude, demandant pour chaque diagramme rectangulaire
tracable dans R? :

t
h(ﬁzwty)

M, ) M;

vgsz’ty) Uftz»sgﬂ (01)

Ms > M(tz,sy)

hgtz,Sy)
que la séquence suivante soit exacte (i.e. Im ¢ = Ker):

_ (ta,sy) (sa,ty) ot it
b= (hs ) Us zz)71](%5»91;) h(vaty)
M; M(twvsy) ® M(vaty) M;.

0.1.5 Structure du document

Cette these est divisée en deux parties. Les deux premiers chapitres traitent
de la persistance 1-dimensionnelle, mentionnent les propriétés principales
et leur utilisation a travers un algorithme. Les deux derniers chapitres
développent le cas de la persistance multidimensionnelle, en se focalisant
essentiellement sur la dimension 2, et présentent quelques résultats dont on
peut espérer qu’ils amenerons un jour a de nouveaux outils et une vision
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plus claire de la persistance multidimensionnelle. Le détail des chapitres est
le suivant :

e Le Chapitre 1 définit I’homologie et la persistance 1-dimensionnelle.
Il présente les théoremes fondamentaux et le concept de code-barres
(aussi connus sous le nom de diagrammes de persistance). Il termine
par une courte présentation d’un algorithme permettant le calcul de
la persistance d’une filtration.

e Le Chapter 2 suit étape par étape la démonstration de Crawley-Boevey
du théoreme de décomposition en des modules de persistance 1-dimensionnelle
point & point de dimension finie. C’est le point de départ pour la
démonstration du Chapitre 4.

e Le Chapitre 3 traite de la persistance multidimensionnelle. La définition
de la persistance 1-dimensionnelle est généralisée. Nombre des théoremes
principaux ne sont plus valides et nous donnons des exemples de la
complexité des sommandes indécomposables. Nous mentionnons quelques
nouveaux résultats, par exemple concernant les zigzags de persistance
(voir [9, 7]). Finalement, nous présentons deux contributions acessi-
bles: un foncteur de plongement des représentations de carquois sur
les arbres enracinés, et le cup-produit pour les modules de persistance.

e Le Chapitre 4 est essentiellement la démonstration de notre théoréme
de décomposition pour les modules 2-dimensionnelles étant exact et
point & point de dimension finie. Nous terminons en mentionnant
quelques applications immédiates de ce résultat.
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0.2 Introduction in english

In a context where huge amounts of data are available, extracting meaningful
and non trivial informations is getting harder. We are looking for solutions
to problems of increasing difficulty, like classifying cancer types, detecting
diseases from light shadows on radiography or automatizing quality control
using image recognition to cite only a few. Often, data comes in the form
of a point cloud living in R™. Since usually data contains redundancies, it
is common to assume that the points are actually located, up to noise, on a
manifold with lower dimension, say d. From this assumption various meth-
ods to reduce the dimension of the data have been studied. This includes
linear methods like principal component analysis, and non linear ones like
support vector machines using kernels. When the dimension gets reduced,
the initial information is simplified, the noise reduced or removed, and un-
derstanding the distribution of the data becomes easier. This is true under
the hypothesis that a method of reduction adapted to the nature of data
has been used.

In order to improve the tasks of classification, regression, or exploratory
analysis, the approach provided by topological data analysis is to look for
the presence of shapes in data set. By keeping only the information relative
to the shape, we apply a process which can be assimilated to dimensional-
ity reduction. This information of a topological nature is summarized by
descriptors of various kinds: numbers, vectors or even sets. In the context
of summarizing text documents, the descriptors correspond to the notion
of bag of words [45]. In the case of neural networks based on auto-encoder
[36] it is the compressed representations obtained in the bottleneck of the
network that play the role of a descriptor. In the area of topological data
analysis, an approach named mapper consists in building a graph which
summarizes information from the point cloud in a visual way: a covering of
R by intervals is selected along with an R valued function defined on data.
Then the nerve of the pre-image of the cover by this function is computed,
giving a graph. An easy way to define such a function is to remove a column
from the data set and use its values. For example if our data are diverse
measures taken in a chemical plant [33], and one column is the quality of
the product, then one can use this column.

Another approach which does not require a choice of an R covering is
provided by persistent homology. In the case of persistence homology, the
input can be a point cloud, and the output is a collection of intervals sum-
marizing the various topological features — connected components, loops,
holes, ... — of the underlying shape. These descriptors are computed using
homology.
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0.2.1 Homology

Properties of the shape of a manifold can be summarized through an invari-
ant called the homology groups. This invariant will be introduced formally
in Chapter 1 and we present here the underlying idea. Roughly speaking,
the n-th homology group encodes the number of n-dimensional holes us-
ing, up to continuous deformations and translation along the manifold, non
contractible* n-spheres (or n-simplices). The 0-th homology group counts
the number of connected components. The 1-st homology group counts the
number of non contractible circles whereas the 2-nd homology group counts
the number of non contractible spheres.

To compute such groups, one can consider a topological space made of
simplices (points, line segment, triangles, tetrahedra, ...) glued together.
We then define an algebra made of formal sums of these simplices with
coefficients in some field® k. We define a boundary operator 0 which sends
a simplex to the alternated® sum of its faces and then extend its definition
to the whole algebra by linearity. The homology groups are then obtained
by taking the quotient of the kernel — morally the closed loops — of @ modulo
the image of 9 — morally the loops that are boundaries.

0.2.2 Persistent homology

We motivate and present persistent homology through a practical example.
Let P C R% be a point cloud. We assume this set of points to be sampled
on a surface like the set depicted in Figure 2 where points were taken from
a curve rolling around a torus.

Part of the topological information from the torus T can be extracted
by computing its homology groups H;(T), or for a simpler invariant we can
simply look at the rank of these groups (3;(T), called the Betti numbers.
In this example we would like to recover, at least partially, the information
that P was sampled from a torus.

Computing H;(P) does not give much information, since Ho(P) gives
the number of points in the set and all the remaining H;(P),7 > 1, are zero.
One could replace P by the union of balls of some radius r centered on its
points. We name this set F,, = [J,cp B(p, 7). The set F}. is now a volume and
we can compute its homology groups. For a good value of r, representing a

4Contractile means homotopy equivalent to a point.

5In the setting of persistent homology, we actually consider vector spaces. Homology
groups can be constructed using coefficient in the ring of integer Z. This can give more
information with the cost of a more complex object.

5The word alternated means that the sign in front of each simplex in the sum alternates
between 1 and —1.
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Figure 2: Points from a curve rolling on a torus

suitable geometric scale, we can expect to recover the homology groups of T.
Furthermore, for a smaller value of r we will only connect adjacent points
on the curve and recover the homology groups of a circle. This is telling us
that the point cloud was sampled along a closed curve.

Determining the interesting values of r is a difficult problem. Instead
of finding directly the ”good scales”, persistent homology takes all of them
together in a single object. The collection of volumes F;. will later be called
a filtration. Persistent homology computes all the homology groups of the
collection {F,,7 > 0} and links them together. The invariant computed,
called the barcode, describes when a new topological feature appears and
how long it persists through the filtration.

0.2.3 Multidimensional persistence

As we will see in Chapter 3, persistence as described above cannot handle
well all the questions that naturally arise when we are looking for the topol-
ogy of data. Let dp be the distance to a point cloud P C R?. Considering
the balls of radius r centered at the points of P is equivalent to looking
at the r-sublevel set of the R valued function dp, namely {x|dp(z) < r}.
Thus, persistence does actually makes sense with any R valued function. A
natural generalization of persistence is to consider sublevel sets of functions
with value in R” instead of R. It is called multipersistence. This means
that the index of homology groups is not the radius of a ball in R anymore,
but an element of R™. Topological features can now evolve along each one
of the n different axes, and should be linked to each other by a relation of
commutativity. This new construction dramatically increases the complex-
ity of the persistence modules, breaking many of the theorems available in
the one-dimensional persistence theory. Not only the theorem stating the
existence of descriptors fails to be extended, but the number of candidates
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for what we would call a descriptor increases so much in complexity that
using them directly seams pointless. In Chapter 3 we gives examples of
complex summands arising in dimension 2 taken from the existing litera-
ture. We illustrate by an example the phenomenon of monodromy arising
in dimension 3, which means that one can build circular quivers embedded
in a 3-dimensional persistence module.

0.2.4 Contributions

In this thesis we investigate the properties of multidimensional persistence
modules in order to obtain a better understanding of the summands and
decompositions of such modules.

Rooted trees. In Chapter 3, we introduce a functor that embeds the
representations category of any quiver whose graph is a rooted tree into the
category of R?-indexed persistence modules.

Cup product. In Chapter 3 we also enrich the structure of persistence
module arising from the homology of a filtration. Using the cup product
from homology rings, we describe a product that allows us to build not only
persistence modules but persistence algebras. The product of two vectors of
the module M coincides pointwise with the cup product of H(F;) where F;
is the topological space of a filtration at location ¢t € R"™.

Exact pointwise finite dimensional 2d-persistence. In Chapter 4 we
generalize the approach of Crawley Beovey [26] to multipersistence and iden-
tify a class of persistence modules indexed on R? which have simple de-
scriptor and an analog of the decomposition theorem 1.4.4 available in one
dimensional persistence. This descriptor is a collection of certain kinds of
infinite rectangles: horizontal bands, vertical bands, upper-right quadrants,
and lower-left quadrants. The modules that have this decomposition sat-
isfy a certain exactness condition, stating that for every rectangle diagram
drawn in R?:

t
h(SI,ty)

M, M,

Sayty)

Ug-sa:»ty) Uzt;p,Sy) (02)

My ———> M, 5,)

hgtz,Sy)
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the following sequence is exact (i.e. Im ¢ = Kert)):

M

5= (=, o) Y
M,.

tx,sy) (sz,ty)
M, 5,) ® Ms, 1,) - -

tz,Sy

0.2.5 Structure of the document

This thesis can be split into two parts. The first two chapters deal with
one-dimensional persistence, mentioning the main properties and their use
through an algorithm. The last two chapters develop the case of multidimen-
sional persistence, focusing mostly on dimension 2, and then present some
new results that we expect will lead to new tools and a clearer understanding
of multidimensional persistence. The details of the chapter follow:

e Chapter 1 defines homology and one-dimensional persistence. It presents

the main theorems and the concept of barcodes (also known as per-
sistence diagrams). It ends with a short explanation of an algorithm
allowing to compute the persistence of a filtration.

Chapter 2 is a step-by-step account of Crawley-Boevey’s proof of the
decomposition of one-dimensional pointwise finite-dimensional persis-
tence modules. This is the starting point of the proof from Chapter 4.

Chapter 3 focuses on multidimensional persistence. The definition of
one-dimensional persistence is generalized. Many of the main theo-
rems from dimension one are now invalid and we give examples of the
complexity of summands. We mention some known results, for ex-
ample regarding zigzag-persistence (see [9, 7]). Finally, we give two
accessible contributions: the embedding functor for representation of
rooted trees and the cup product for persistence modules.

Chapter 4 is for the most part the proof of our decomposition theorem
for 2-dimensional modules that are both pointwise finite-dimensional
and exact. We finish by mentioning some of the immediate applica-
tions of this result.
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Chapter 1

1D Persistent Homology

In Chapter 4 we generalise the decomposition theorem 1.4.4, proven by
Crawley-Boevey|[26] whose proof is detailed in Chapter 2. In order to ex-
press why this theorem is so important in persistence theory, and to under-
stand the applications of its generalization, we first have to introduce the
objects of the theory. We start by introducing our main objects: persistence
modules. We enunciate some of their properties and present an invariant
of persistence modules called the barcode which summarizes the topological
features contained in a persistence module. Thanks to the decomposition
theorem 1.4.4 this invariant is complete.

We endow the space of persistence modules with a structure of pseudo
metric space through the definition of the interleaving distance. Small per-
turbations in this distance can be induced by small perturbations on the
objects — points clouds, and functions — from which persistence modules
are computed. In parallel, we define the bottleneck distance on the space
of barcode, which can be seen as an intuitive and naive way to compare
two barcodes. Persistence modules and barcode having turned into two
pseudo-metric spaces, we can link them between each other. We then recall
the isometry theorem which states that this two spaces are indeed isometric.
This result has a deep meaning. It states that small perturbations on persis-
tence modules through the interleaving distance — induced by perturbations
on the objects which gave rise to this persistence modules — are indeed the
exact same thing as small perturbations on barcode through the bottleneck
distance. It is the main justification of why barcode are in practice well-
behaved to summarize topological information.

13
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1.1 Homology and Cohomology

Throughout the exposition, the field of coefficients is fixed and denoted by
k. For computational purposes, it is often taken to be a finite field and most
of the time for applications k = Zs.

We will recall the definition of singular homology and cohomology. A
reader unfamiliar with homology can find a valuable introduction to sim-
plicial and singular homology, and even more, in Algebraic Topology from
Allen Hatcher [34].

Let X be a topological space, and G an Abelian group. Denote by A™
the standard n simplex {z € R"" |z + - +x, =1,2; > 0,i =0,...,n}.

Let o be a n-singular simplex. We can designate o by its ordered vertices
[U1,...,05] = [o(€1),...,0(en)] where the e; are vertices of A™. The notation
[v0, ..., Vi, ...,0Uy] is the restriction of o to the face of A™ whose vertices are
all but v;. The boundary operator 9, : C,,(X) — Cp_1(X) on n-simplices
is defined by

On(0) =Y (=10, -, bis- ., vn]-
(2

The sign in the sum is alternating on the faces of A”, to take the orientation
into account. For example, the boundary of a simplex [vg, v1] will be d3(0) =
[v1] = [vo]. Two singular simplex are identified up to a minus sign if they
are the same after applying a permutation of two vertices on the simplex
they are defined. For example, [vg,v1] = —[v1,vg]. The boundary operator
respects O 0 11 = 0 and it allows us to define the degree n singular
homology group H, = Ker9d,/Imd,+1. The homology group as defined
above is a vector space.

Homology is a functor H, from the category of topological spaces to
the category of k-vector spaces, which associates to a topological space X
the graded k-module H,(X) = @, H;(X). Each element o € H;(X) has
homology degree i. Similarly, we can build the dual construction: singular
cohomology. The group C™(X; k) of singular n-cochains with coefficients in
k is Hom(C,(X), k) the dual of the singular chain group. This collection
forms a chain complex thanks to the operator § defined by a collection of
map on each chain complex 6" : C"(X; k) — C"1(X;k) given by

8"p(0) = ¢(Ono) = Z(—l)isﬁ([vo, Ty Un),

for o = [vg,...,vn=1] a n 4 1-singular simplex. The homology of this com-
plex is called the singular cohomology, and the n-th cohomology group is
H"(X;k) = (Kerd"/Imé"~!). The cohomology H" is also a functor.
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1.2 A topological construction

We are interested in algebraic objects called persistence modules, which en-
code the evolution of topological features along a notion of time. The values
the time can take is called the index set, and the topological features are
encoded by vector spaces.

We recall that a category C is a collection Ob(C) of objects and a col-
lection of arrows (also called morphism or maps) Hom(C) and a low of
composition of morphisms, following the axioms described bellow. Each
morphism has a source object a € Ob(C) and a target object b € Ob(C).
We write Hom(a, b) for the collection of arrows with source a and target b
and f : a — b for a such morphism. For every three objects a,b,c € Ob(C)
we have a binary operation Hom(a,b) x Hom(b,c) — Hom(a,c) where the
composition of f:a — b and g : b — ¢ is written g o a. The morphisms and
composition low should respect the two folowing axioms :

o (identity) for every object € Ob(C) there is a morphism id, : * —
x € Hom(z,x) called the identity morphism for x. We require id,
to be a neutral element for the composition law. That is, for any
fia—zxand g:x — b, weask id, o f = f and goid, = g.

e (associativity) we require the composition law to be associative, that
is for every f : a = b,g : b = cand h : ¢ — d we should have

ho(gof)=(hog)of.
From this definition, there is exactly one identity morphism by object.

Let C and D be two categories. A functor F form C to D is a mapping
that

e associate to each object x in C and object F'(x) in D.

e associate to each morphism f : a — b in C a morphism F(f) : F(z) —
F(b) in D such that

— F(idy) = idp(y) for every object x € C.
— F(gof)=F(g9)oF(f) forevery f:a—band g:b— cinC.

For more detail on category theory, the Stack Project [46] is a good
reference.

Definition 1.2.1. Let (5, <) be a totally ordered set. The set S can be
either finite or infinite, and will be referred as the index set. A 1-dimensional
S-persistence module M, or simply a persistence module, is a functor from
the category (.5, <) to the category of vector spaces Vect. The set S is called
the index set of M. For points s,t € S, the morphisms M! = M(s < t)
between the two vector spaces Mg and M; are called structural morphisms.
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If we state it without using the language of category, a persistence mod-
ule M on S is a collection of vector spaces indexed by elements of S con-
nected with linear applications M! for every s,t € S, s < t. In our settings,
asking M to be a functor is asking for the composition of these morphisms,
that is for any s,r,t € S such that s <t < r, we have M} o M! = M.

The index sets considered most of the times are N, Z or R. In practical
applications computer data are finite so the index set will be an interval of
N written [0, N] for N a sufficiently large integer.

One of the most common way of constructing a persistence module is
from a filtration.

Definition 1.2.2. Let (S,<) be a totally ordered set. A 1-dimensional
S-filtration F, or simply a filtration, is a collection of topological spaces
F,,s € S such that Vs,t € S, s <t = Fs; C Fj.

Given a filtration F, one can obtain a persistence module H,(F) by
applying the homology functor on the family. We then obtain a family of
vector spaces @;H;(Fs),s € S. These spaces are connected by the linear
application @;H;(Fs C F;) since the homology functor sends continuous
map (and therefore inclusions) to linear applications.

1M
1M

R Py Py
Figure 1.1: Filtration constructed from a point cloud

Given a point cloud P C R™ a filtration can be built by taking sublevel
sets of the distance function to the point set dp : R™ — R4 (see Figure 1.1
for a visual example) where P, = dp'((—o0,7]).

But there is no reason to restrict ourselves to distance functions to a set.
One can take any arbitrary map f : X — R and look at the collection of
sublevelsets L, = f~!((—oo,7]). They define a filtration L/ and applying
the homology functor give us a persistence module H*(L1).

1.3 Module category
