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Résumé

Ces travaux portent sur la commande et 'analyse de la stabilité d’un systeme électropneuma-
tique constitué d’un axe linéaire commandé par deux servodistributeurs régulant le débit massique
entrant dans chaque chambre de 'actionneur. La problématique générale est motivée par I'ap-
parition d’un phénomene de redécollage sur ce systéme électropneumatique difficilement pris en
compte par les études actuelles en automatique. Ce probléme, rencontré depuis de nombreuses
années, concerne toutes les commandes linéaires et non linéaires mono et multidimensionnelles
étudiées au laboratoire. Il se traduit par des mouvements saccadés du vérin au voisinage de 1’équi-
libre. Ce phénomene est dii a la présence de frottements secs et aux dynamiques des pressions dans
les chambres pneumatiques de lactionneur, qui continuent & évoluer (intégrer le débit massique
entrant délivré par les servodistributeurs), méme aprés 1'équilibre mécanique. La premiére partie
de ce mémoire propose une commande non linéaire commutée afin d’éviter le phénomene de redé-
collage de I'actionneur électropneumatique notamment vis-a-vis des variations de frottements secs
qui peuvent & tout moment causer ce phénomene. Cette technique est finalement mise en 7uvre et
son efficacité est constatée.

La plus grande partie de ce mémoire traite ’analyse de 'actionneur électropneumatique avec
sa loi de commande commutée. La présence de frottements secs et 'application d’une loi de com-
mande commutée nous a amené a concilier une démarche d’analyse de stabilité, en considérant
une classe de systemes commutés appelée systémes affines par morceaux. La principale difficulté
de cette démarche réside dans ’obtention de fonctions de Lyapunov adéquates, qui se transforme
en un probléme d’optimisation sous contraintes LMI (Linear Matrix Inequality) en utilisant
la S-procédure. Afin d’analyser la stabilité d’un systéme PWA (PieceWise Affine), la premiére
démarche proposée permet le calcul d’une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux sous
la forme d’un probleme d’optimisation sous contraintes LMI, en imposant des conditions suffi-
santes de stabilité. Ces dernieres permettent, contrairement aux méthodes classiques, d’assurer la
convergence de trajectoires d’état non pas vers un point d’équilibre, mais vers un ensemble des
points d’équilibre d’un systeme PWA. L’approche proposée permet aussi I’étude de la robustesse
vis-a-vis des variations paramétriques dans le systéme.

Nous proposons aussi une deuxiéme approche pour la construction d’un type de fonctions de
Lyapunov dites polynomiales par morceaux, via 'utilisation des "sum of square" et de la "power
transformation", afin d’analyser la stabilité d’un ensemble de points d’équilibre d’un systéeme
PWA, en présence de phénomenes de glissement et de variations paramétriques. Cette approche
propose des conditions suffisantes moins conservatives que celles imposées par les fonctions de
Lyapunov quadratique par morceaux. En effet, sur des exemples de systémes PWA présentant
de dynamiques discontinues sur les frontieres entre les cellules, pouvant générer a tout moment
des phénomenes de glissement, ces dernieres s’averent inefficaces et ne permettent pas d’assurer
la stabilité des systemes PWA en présence de ces phénomeénes. Par conséquent, les résultats
sur la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux sont étendus pour pouvoir calculer des
fonctions de Lyapunov polynomiales par morceaux d’ordre supérieur, en résolvant un probléme
d’optimisation sous contraintes LMI. Ces derniéres permettent de garantir des conditions plus
générales et moins conservatives par rapport a celles développées dans la littérature.

Ces deux approches ont été appliquées afin d’analyser la stabilité de ’ensemble des points
d’équilibre du systeme électropneumatique, en considérant a la fois un modele de frottements sous
la forme d’une saturation et un autre sous la forme d’un relais présentant une dynamique discon-
tinue. Les résultats sont satisfaisants, c’est-a-dire la stabilité est assurée ainsi que la robustesse
vis-a-vis des variations de seuils de frottements secs. La possibilité d’avoir des phénomenes de
glissement est aussi traitée pour le cas de relais en considérant la deuxieme approche proposée.

Mots clés : Redécollage des vérins électropneumatiques, commande commutée, Systemes affine
par morceaux, analyse de stabilité.
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Abstract

This work focuses on the control and stability analysis of an electro-pneumatic system, i.e. a
linear pneumatic cylinder controlled by two servo valves regulating the mass flow entering each
chamber of the actuator. The general problem is motivated by the appearance of stick-slip on the
electro-pneumatic system, hardly taken into account by the current studies in automatic control.
This problem, encountered throughout the years, concerns all mono- and multidimensional linear
and non-linear controls systems studied at the laboratory. In pneumatic cylinders, the phenome-
non consists in a displacement of the rod a while after it has come to a rest ; this is due to the fact
that the force acting on the rod initially becomes smaller that the threshold which is necessary
for a motion, and then this threshold is overcome later on. In this case, stick-slip is caused by the
presence of dry friction and by the pressure dynamics in the chambers, which continue to evolve
(integrating the net incoming mass flow from the servovalves) even after the rod has stopped. The
first part of this thesis proposes a nonlinear switching control law in order to avoid stick-slip on
pneumatic cylinder, taking into account with the variations of dry friction that may occur at any
time causing this phenomenon. This technique is implemented and its effectiveness is recognized.

The greatest part of this thesis deals with the stability analysis of the pneumatic cylinder
with its switched control law. The presence of dry friction and the application of a switched
control law requires an appropriate method for approaching the stability analysis; this method
is based on considering the closed-loop system as belonging to a class of switched systems called
piecewise affine systems (PWA). The main difficulty in this approach lies in obtaining adequate
Lyapunov functions for proving stability, which turns into an optimization problem under LMI
constraints (Linear Matrix Inequality) using the S-procedure. In order to analyze the stability
of a PWA system, a first method is proposed allowing the computation of a piecewise quadratic
Lyapunov function through an optimization problem under LMI constraints. The methods takes
into account, in contrast to conventional methods, that the states might converge not to a single
point but to a set of equilibrium points. The proposed approach allows also the study of robustness
with respect to parametric variations in the system.

A second method is also proposed for the construction of a type of Lyapunov functions called
piecewise polynomial, using the “sum of squares” and “power transformation” techniques. This
approach proposes less conservative sufficient conditions than those imposed by the piecewise
quadratic Lyapunov functions, yielding a more succesfull stability test when for PWA systems
featuring sliding modes and parametric variations. In fact, on PWA systems with discontinuous
dynamics (which can generate sliding phenomena), piecewise quadratic Lyapunov functions might
prove ineffective to prove the stability. Therefore, the results on piecewise quadratic Lyapunov
functions are extended in order to compute piecewise polynomial Lyapunov functions of higher
order, by solving an optimization problem under LMI constraints. These functions are more ge-
neral and allow less conservative conditions compared to those formerly developed in the literature.

Both of these methods have been applied to the stability analysis of the set of equilibrium
points of the pneumatic cylinder, considering first a friction model in saturation form and then a
model in relay form with a discontinuous dynamics. The application of the methods is successful,
i.e. the robust stability is proven under dry friction threshold variations, with possibility of sliding
modes.

KEYWORDS : Stick-slip phenomena of pneumatic cylinders, switching control law, piecewise
affine system, stability analysis, Lyapunov functions.
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INTRODUCTION GENERALE

E travail présenté dans ce rapport de thése a été effectué au laboratoire Ampere !, au sein
du département Méthodes pour I'Ingénierie des Systémes (MIS).
L’objectif général des travaux de recherche menés dans ce laboratoire consiste a gérer et
utiliser I’énergie dans le systeme de fagon rationnelle en relation avec leur environnement.
Ce laboratoire est contractualisé avec trois établissements dans la région Lyonnaise : I’Ecole Cen-
trale de Lyon (ECL), I'Institut National des Sciences Appliquées (INSA) et I'Université Claude
Bernard Lyon 1 (UCBL1).

La particularité des recherches développées au Laboratoire Ampeére est d’étre a cheval entre
l'automatique et de nombreux domaines de 'ingénierie, plus particulierement le domaine Fluid
Power, le Laboratoire Ampeére possédant un centre d’essais Fluid Power (systémes pneumatiques,
systémes hydrauliques, lois de commande études de performances Fluid Power).

Nos travaux de recherche s’inscrivent dans cette démarche. Au cours de cette theése, nous
sommes attachés a la fois a tester expérimentalement le bon fonctionnement des lois de commande
et a le démontrer théoriquement

FIGURE 1 — Actionneur électropneumatique

1. http://www.ampere-lyon.fr/


http://www.ampere-lyon.fr/
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CONTEXTE DE RECHERCHE

En automatique, on fait appel a de nombreux types d’actionneurs pneumatiques connus pour
leur bonne robustesse et leur bonne vitesse d’exécution tels que les vérins, les moteurs rotatifs
oscillants, les moteurs rotatifs a piston. Les actionneurs pneumatiques, retenus principalement
pour ces qualités, occupent une large place dans le milieu industriel, surtout apres l'intégration
d’un nouveau modulateur de puissance & la place des électrovannes ou distributeurs « tout ou
rien » : les servodistributeurs, voir Figure 3, qui ont permis de répondre a ’augmentation toujours
croissante des performances souhaitées. Par ailleurs, I'introduction de ces derniers est considérée
comme une évolution technologique par les industriels, qui a permis, avec les avancées théoriques
de la commande durant ces derniéres années, I'implantation de plusieurs lois de commande mo-
dernes sur des actionneurs électropneumatiques.

FIGURE 2 — Actionneur électropneumatique : les servodistributeurs

Spécialement au Laboratoire Ampere, de nombreux travaux de recherche ont été menés pour
tester I'applicabilité de différentes méthodes de commande aux systémes électropneumatiques.
Ainsi [104] a synthétisé des lois de commande linéaires et non linéaires pour asservir en position
un axe électropneumatique rotatif. [37] a abordé des problémes de commande en position et
en effort et a étudié la faisabilité d’une pince & souder électropneumatique. [80] a développé
des approches pour la commande des vérins de grande longueur. [16] a traité de la commande
linéaire et non linéaire adaptative d’un asservissement de position électropneumatique et d’un
dispositif de contrdle de pression. [17] a appliqué une commande par modes glissants d’ordre 1 sur
un axe électropneumatique rotatif. [20] a testé des lois de commandes linéaires et non linéaires
(commande non linéaire linéarisante) ainsi qu’une loi de commande non linéaire multivariable
basée sur la théorie de la platitude sous contrainte de critéres énergétiques. [117] a développée
des lois de commandes non linéaires basée sur la technique de backsteppeing, des modes glissants
d’ordre un et d’ordre supérieur.

Cependant, I'un des problemes majeurs de 'actionneur électropneumatique, lors de I’applica-
tion de lois de commandes sur un actionneur électropneumatique destiné a des applications en
mouvements rectilignes comme le positionnement d’une charge a masse variable, voir Figure 3,
est le phénomene de « redécollage » qui se présente comme un mouvement de secousses ou un
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déplacement de la partie mobile de 'actionneur électropneumatique (masse, tige, ..., voir Figure 3)
apres avoir rejoint I’équilibre. Dans ce cas, ce phénomene est dii a la présence de frottement sec
et a la dynamique de pression dans les chambres pneumatiques de ’actionneur, qui continuent &
évoluer (intégrer le débit massique entrant délivré par les servodistributeurs), méme apres que la
partie mobile soit arrétée.

FIGURE 3 — Vérin électropneumatique : la partie mobile

Afin d’éviter ce phénomene fortement indésirable en industrie, une loi de commande a été
proposée récemment dans [130, 129]. Cette solution consiste en une commande non linéaire linéa-
risante, qui compense les non-linéarités dans le modele pneumatique, avec une loi de commutation
appropriée. Le controleur commute a partir d’un suivi de trajectoires en position et en pression
vers une régulation des pressions apres que la partie mobile soit en équilibre, en compensant
la différence de pression entre les deux chambres, tout en évitant une évolution incontrélée des
pressions qui pourrait éventuellement faire redémarrer cette partie mobile. Cette approche a été
implémentée sur le vérin électropneumatique, les résultats expérimentaux ont été tres satisfaisants
et le phénomene de redécollage a été limité.

Néanmoins, cette solution proposée ne permet pas de garantir d’'une part, la robustesse vis-a-
vis des variations de parametres pouvant déclencher le phénomeéne de redécollage, notamment la
diminution des frottements secs, influencés par des variations climatiques et d’autre part, aucune
démonstration mathématique d’analyse de stabilité n’a été proposée.

Cette these s’inscrit dans ce contexte, c’est-a-dire d’une part, elle traite de la commande non
linéaire commutée afin d’éviter le phénomeéne de redécollage de ’actionneur électropneumatique,
en étendant celle développée dans [130], notamment vis-a-vis des variations de frottements secs
qui peuvent a tout moment causer ce phénomene. D’autre part, I’analyse de 1'actionneur électro-
pneumatique avec sa loi de commande commutée est effectuée. La présence de frottements secs et
I’application d’une loi de commande commutée nous a amené a concilier une démarche d’analyse de
stabilité, en considérant une classe de systémes commutés appelée systémes affines par morceaux,
et en se basant sur le principe d’optimisation sous contraintes « LMI » (Linear Matrix Inequality).

Les systémes affines par morceaux ont fait 'objet d’études depuis de longues années. Ils
ont été développés pour modéliser différents systémes non linéaires complexes, notamment des
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systemes hybrides et des systemes commutés. L’analyse de tels systemes a été largement abordée
et différents résultats intéressants ont été proposés, basés essentiellement sur un type de fonctions
de Lyapunov appelés fonctions de Lyapunov par morceaux, plus approprié que des fonctions de
Lyapunov quadratiques. Dans la littérature [69, 54, 137], la recherche de ces fonctions de Lyapunov
se transforme en un probleme d’optimisation sous contraintes LMI en utilisant la S-procédure.
Cependant, on retiendra que ces méthodes développées dans la littérature ne traitent que le
cas d’analyse de stabilité d’'un point d’équilibre et non pas ’analyse d’un ensemble des points
d’équilibre d’un systéme affine par morceaux.

Les problemes d’optimisation sont généralement évoqués comme une classe générale de pro-
blémes mathématiques permettant I’étude des propriétés d’un modele. Spécialement ’optimisation
convexe sous contraintes « LMI », considérée comme une sous classe de problemes « faciles »,
c’est-a-dire dotée d’algorithmes de résolution en temps polynomial, apparait actuellement comme
une des plus larges classes d’optimisation pour laquelle on dispose d’algorithmes de résolution
efficace proposés dans les logiciels de calcul scientifique généraux comme Matlab ou Scilab et qui
a eu d’importantes applications en Sciences de I'Ingénieur.

CONTRIBUTIONS DE LA THESE

Les principales contributions de ces travaux de theése sont répertoriés comme suit :

1. Dans un premier temps, et afin d’éviter le phénomene de redécollage méme en présence
des variations de frottements, le résultat de [130] est adapté en proposant une approche
alternative qui consiste a empécher 1’évolution de l'effort pneumatique en le maintenant
constant, voire nul, pendant 1’équilibre partiel mécanique. Cette technique est testée en
simulation, puis elle est appliquée sur le vérin électropneumatique. Les résultats sont tres
satisfaisants en simulation et expérimentalement.

2. Afin d’analyser la stabilité d’'un systéme PWA (PieceWise Affine), nous proposons un
premier résultat inspiré de ceux développés dans [69] et [54], qui permet le calcul d’une
fonction de Lyapunov quadratique par morceaux sous la forme d’un probléeme d’optimisa-
tion sous contraintes LMI, en imposant des conditions suffisantes de stabilité. Ces dernieres
permettent, contrairement aux méthodes classiques, d’assurer la convergence de trajectoires
d’état non pas vers un point d’équilibre, mais vers un ensemble des points d’équilibre d’un
systeme PWA. L’approche proposée permet aussi ’étude de la robustesse vis-a-vis des
variations paramétriques dans le systéme. Cette méthode est appliquée afin d’analyser la
stabilité de ’ensemble des points d’équilibre du systéme électropneumatique, en considérant
un modele de frottements sous forme d’une saturation. Les résultats sont satisfaisants, c’est-
a-dire la stabilité est assurée et la robustesse vis-a-vis des variations de seuils de frottements
secs est garantie.

3. Nous proposons aussi une deuxieme approche pour la construction d’un type de fonctions
de Lyapunov dites polynomiales par morceaux, via l'utilisation des SOS et power transfor-
mation, afin d’analyser la stabilité d’'un ensemble de point d’équilibre d’un systeme PWA,
en présence de phénomenes de glissement et des variations paramétriques. Cette approche
dispose de conditions suffisantes moins conservatives que celles imposées par la forme qua-
dratique. En effet, dans le cas de systéme PWA présentant de dynamiques discontinues
sur les frontiéres entres les cellules, qui peut générer a tout moment des phénomenes de
glissement, l'utilisation de la fonction de Lyapunov s’avere inefficace et ne permet pas d’as-
surer la stabilité des systémes PWA en présence de ces phénomenes. Par conséquent, les
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résultats sur la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux sont étendus pour pouvoir
calculer les fonctions de Lyapunov polynomiales par morceaux d’ordre supérieur, en résol-
vant un probléeme d’optimisation sous contraintes LMI. Ces derniéres permettent de garantir
des conditions plus générales et moins conservatives par rapport a la premiére approche et
par rapport a celles développées dans la littérature [69, 54, 137]. L’approche proposée est
appliquée aussi afin d’analyser la stabilité de I’ensemble des points d’équilibre du systeme
électropneumatique, en considérant cette fois-ci un modele de frottement sous forme d’un
relais présentant une dynamique discontinue. Les résultats d’application sont satisfaisants,
c’est-a-dire la stabilité est assurée, sous la possibilité d’avoir des phénomenes de glissement,
et la robustesse vis-a-vis des variations de seuils de frottements secs est garantie.

ORGANISATION DE LA THESE

Si le lecteur n’est pas familiarisé avec le domaine du Fluid power, il trouvera au Chapitre 1 les
éléments nécessaires a la compréhension du probléeme posé en terme d’analyse de stabilité.
Les chapitres suivants sont sur le plan théorique décorrélés du domaine Fluid Power qui n’est
dans cette these qu'un champ d’application possible de théorémes développés dans ces travaux.

Ce mémoire de these se décompose en quatre chapitres qui s’articulent comme suit.
Chapitre 1 : A propos du redécollage dans les systémes Electropneumatiques

Dans ce chapitre, le phénomeéne de redécollage sur le systéme électropneumatique est étudié.
Dans un premier temps, nous faisons une étude sur la description du systéme électropneuma-
tique, la source du phénomene de redécollage et comment palier ce probléme en littérature. Nous
proposons ensuite une solution pour éviter ce phénomene, méme en présence de variations de
frottements secs. Ce chapitre se termine par une discussion sur 'analyse de stabilité du systeme
électropneumatique avec sa loi de commande en présentant les difficultés et les différents objectifs
de ce travail de recherche.

Chapitre 2 : Les systémes affines par morceaux (PWA)

Ce chapitre traite de la notion de systémes affines par morceaux et les différentes méthodes de
base d’analyse de stabilité de ces systemes via ['utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques
par morceaux. Dans un premier temps, les deux méthodes de référence pour analyser la stabilité
de cette classe de systeémes avec quelques exemples d’application sont exposés. Ensuite, ces deux
méthodes seront appliquées afin d’analyser la stabilité du systeme électropneumatique présenté
au Chapitre 1. Le chapitre se termine par une discussion sur les différents résultats exposés.

Chapitre 3 : Analyse de stabilité des systéemes PWA

Ce chapitre est consacré a l'analyse de la stabilité des systémes affines par morceaux présen-
tant un ensemble des points d’équilibre, via I'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques
par morceaux. D’abord, les différentes hypotheses sur le systéeme PWA (2.1) et la démarche a
suivre pour analyser la stabilité de ce dernier sont introduits. Nous présentons ensuite un résultat
pour assurer la convergence vers un ensemble des points d’équilibre, et un autre en présence des
variations paramétriques. Ce chapitre se termine par une application des différents résultats pour
analyser le systéeme électropneumatique.
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Chapitre 4 : Extension de ’analyse de stabilité des systéemes PWA

Dan ce chapitre, nous faisons ’analyse de la stabilité des systémes PWA via l'utilisation des
fonctions polynomiales par morceaux en présence de modes de glissement et des variations de
parametres du systéme. Nous présentons tout d’abord les nouvelles hypotheses sur le systéme
PWA et la démarche & suivre pour analyser la stabilité de ce dernier. Nous proposons ensuite un
premier résultat pour assurer la convergence vers un ensemble des points d’équilibre en présence de
modes de glissement. Puis, le résultat est étendu pour analyser la robustesse vis-a-vis des variations
paramétriques. Ce chapitre se termine par une application des résultats proposés pour analyser le
vérin électropneumatique avec sa loi de commande présentant un ensemble des points d’équilibre,
la possibilité d’avoir des modes de glissement et des incertitudes sur les parametres.

PUBLICATIONS

Revues internationales avec comité de lecture

- O. Ameur, P. Massioni, G. Scorletti, X. Brun and M. Smaoui. Lyapunov stability analysis of
switching controllers in presence of sliding modes and parametric uncertainties with application
to pneumatic systems, IEEE Transactions on Control Systems Technology (accepté). [4]

Conférences internationales avec comité de lecture

- O. Ameur, P. Massioni, G. Scorletti, X. Brun and M. Smaoui. A piecewise-affine approach to
the analysis of non-linear control laws for pneumatic systems , IEEE Conference on Decision and
Control, pages 3963 - 3969 2014, Los Angeles, USA [3]

- O. Ameur, P. Massioni, G. Scorletti, X. Brun and M. Smaoui. A piecewise-polynomial
approach to the stability analysis of non-linear switching controllers in presence of sliding modes
with application to pneumatic systems, IEEE Conference on Decision and Control 2015 (accepté)

[5]



Chapitre 1

A propos du redécollage dans les
systemes Electropneumatiques

Résumé.

Ce chapitre est consacré a ’étude d’un vérin électropneumatique, et plus particuliére-
ment du phénomeéne indésirable sur ce systeme qui est le phénoméne de redécollage.
Nous présentons d’abord une description du vérin et de ses différentes caractéristiques.
Puis, une bréve discussion est faite sur le redécollage et la solution développée en littéra-
ture pour surmonter ce phénomene. Ensuite, nous présentons les points faibles de cette
solution, notamment la robustesse vis-a-vis des variations paramétriques et I’analyse de
stabilité. Nous proposons alors une meilleure solution et terminons par fixer les différents
objectifs de ce travail de recherche.
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1 INTRODUCTION

Les systemes électropneumatiques sont tres utilisés en industrie. Leur bonne utilisation dépend
de la maitrise de leur commande, ce qui constitue un axe de recherche au laboratoire Ampere.
Différentes lois de commandes ont été synthétisées afin de répondre aux différents cahiers des
charges testés sur les « benchmark » du laboratoire.

En effet, le vérin éléctropneumatique est parmi les « benchmark » les plus utilisés du la-
boratoire, pour lequel des lois de commandes en position et en pression ont été synthétisées.
Cette application pneumatique souffre d’'un probleme majeur dit “phénomeéne de redécollage”
lors de l'application de ces lois de commandes. Il se traduit par un mouvement de secousses
saccadées quand le systeme est a I’arrét et constitue un probléme crucial pour la mise en ceuvre
industrielle de cette technologie. Afin d’éviter ce phénomene, des lois de commandes commutées
ont été synthétisées et proposées par [130, 129]. Cette approche a été implémentée sur le vérin
électropneumatique; les résultats expérimentaux ont été treés satisfaisants et le phénomene de
redécollage a été limité.

Néanmoins, la solution proposée présente des inconvénients majeurs qui rend son utilisation
limitée. En effet, d’'une part, elle n’est pas robuste vis-a-vis des variations de parametres cau-
sant le phénomene de redécollage, notamment la diminution des frottements secs, qui peuvent
étre influencés par les variations de la température par exemple. Par conséquent, la variation
de tels parameétres peut a tout moment engendrer un phénomene de redécollage de la partie mobile.

D’autre part, le vérin électropneumatique avec des lois de commandes commutées, pour des
conditions initiales données, n’a causé aucun phénomene d’instabilité. Cependant, aucune dé-
monstration mathématique d’analyse de stabilité n’a été fait dans [130, 129].

Ce chapitre est subdivisé en deux parties afin de répondre aux deux problématiques précédentes.

Dans un premier temps, il s’agit de faire une description du procédé électropneumatique, de
sa modélisation et de ses caractéristiques. Puis nous décrivons la problématique rencontrée sur ce
procédé liée au phénomene de redécollage en proposant ensuite une solution issue des travaux de
[130, 129]. Ensuite, nous discutons le premier point faible de la méthode de [130], en proposant
ensuite une nouvelle solution. Des résultats de simulation et expérimentaux sont présentés a la fin
de cette partie.

La deuxiéme partie est consacrée a I’analyse de la stabilité du vérin électropneumatique avec
sa loi de commande commutée proposée dans la nouvelle solution, en éclaircissant la difficulté, les
obstacles qui empéchent cette analyse et comment résoudre cette problématique.

2  DESCRIPTION ET MODELISATION DU PROCEDE

Nous pouvons représenter les différents éléments et les différents étages de puissance qui consti-
tuent un systéme électropneumatique ou tout systeme “Fluid Power” concernant 1’asservissement
en position d’un axe de la fagon générale donnée dans la Figure 1.1 [20].

D’apres cette figure et dans le but de répondre aux différents cahiers des charges imposés
par l'utilisateur, que ce soit en temporel ou fréquentiel, I'asservissement électropneumatique de
position est réalisé via un actionneur pneumatique qui entraine une charge et qui utilise ’énergie
délivrée via les servodistributeurs (modulateur de puissance). Des capteurs sont mis en place pour
délivrer des informations sur les différents états du systéme, notamment la position, I’accélération
et les pressions.
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FIGURE 1.1 — Systéme Electropneumatique : principe de base

La Figure 1.2 représente un prototype du banc d’essais du Laboratoire Ampere a 'INSA
qui est destiné a des applications en mouvements rectilignes comme le positionnement d’une
charge a masse variable. Le banc d’essais peut étre alimenté par de I'air comprimé et contient
deux servodistributeurs pour réguler le débit fourni aux deux chambres du vérin, il présente un
actionneur sous la forme d’un vérin linéaire pneumatique double effet avec une tige qui relie un
chariot guidé sur rail.

Dans cette figure, on n’a représenté que les parties nécessaires a 1’élaboration des modeles
d’analyse du systeme électropneumatique. En effet, aprés quelques hypothéses simplificatrices, la
partie concernant les servodistributeurs a été négligée car les dynamiques sont plus rapides que la
dynamique de positionnement du vérin [16].

Potensiometre . .
0 9mP  interne AN 1 Rails de ggyldage
s ™ - Chariot
Chambre P H_Chambre N

Ynllin (-) yr;lax - y
FIGURE 1.2 — Vérin électropneumatique

Concernant la modélisation, en plus de I’hypothese précédente, et en tenant compte des travaux
antérieurs réalisés au laboratoire Ampere, d’autres hypotheéses ont été imposées afin d’aboutir &
un modele d’analyse simplifié et affine en la commande [114, 20].

Parmi ces hypothéses, on peut citer celles concernant les chambres pneumatiques du vérin [65] :

e les conduites de mise sous pression et de mise a ’échappement sont a la méme hauteur ;

P’air est supposé étre un gaz parfait ;

I’écoulement s’effectue sans échange de travail, ni de chaleur avec ’extérieur;

e I’énergie cinétique est négligeable dans la chambre;

I’échange de travail avec le piston est réversible;

e le modele de quantité de chaleur échangée est supposé polytropique;
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e les variations de température dans les deux chambres du vérin ont été négligées devant la
température source Tk.

Le modele non linéaire du systéeme électropneumatique apres les hypotheses simplificatrices est
donné comme suit [20, 130, 129, 24, 21, 120] :

y=v
’('):%(Sppp—SNpN—bU’U—Ff(’U)—Fezt) (1 1)
PN = \/k;(i)(f—%pNU + qmn) :
Pp = 72l (S32PPo + dmp)
avec :
‘/p(y):VP(O)+SPy Vp(O):VDP+SP%
; (1.2)
Vn(y) = Vn(0) — Sny Vn(0) = Vpn + Sng

ou les signaux sont définis dans la table de notation.

Dans ce modele, les deux premieres dynamiques de la position y et de la vitesse v sont
obtenues a partir de la modélisation de la partie mécanique en appliquant la deuxiéeme loi de
Newton sur le solide en mouvement et sous les hypothéses d’une liaison tige/chariot rigide et d’un
solide indéformable. Les deux autres dynamiques sont obtenues par la modélisation des chambres
pneumatiques a volumes variables.

M est la masse équivalente de toute la partie mobile (chariot, piston, tige,...) qui se déplace
horizontalement sur lequel agit une force extérieure qui sera supposée constante Fi,;.

F(v) est la force de frottements secs, dont le modele non linéaire est donné dans la littérature
par plusieurs relations [8, 36, 131, 27]. Dans nos travaux de thése, nous considérons deux modéles
des forces de frottements secs, 'un dans une forme de saturation continue (M) et un autre dans
une forme de “relay” discontinu (M;), comme indiqué dans la Figure 1.3 tel que :

= +F; pour v > 0
M,: Ff(v){ €[-Fs,+F;] pourv=0 (1.3)
= —F for v < 0.

et
F pour v > ¢

My: Fr(v)=<{ L0 pour —e<v<e (1.4)

—F, pourv < —¢

gmp €t gmN sont les débits massiques entrant et sortant des chambres du vérin électropneu-
matique. Ils sont liés d’une part aux tensions de commande du servo-distributeur et d’autre part,
au rapport de pression amant/aval. Ils interviennent de maniére non linéaire sur les dynamiques
des pressions pp et py dans les deux chambres pneumatiques. Les expressions de ces deux débits
obtenues via les caractéristiques du servo-distributeur et issues des mesures expérimentales ont
été approximées au sens des moindres carrées dans les travaux précédents [114, 20, 11] et elles ne
seront pas prises en comptes dans la suite de ces travaux. Par conséquent, ces deux débits sont
considérés directement comme vecteur de commande, c¢’est-a-dire :
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FIGURE 1.3 — Modéle de frottements secs.

qmPp

. . . ’ T .
Des contraintes physiques sur les variables d’état du vecteur 27 = [y v pp pN} , qui

correspondent au domaine physique de fonctionnement données comme suit :

AS [ymin; ymam]

(RS [Umin; 'Umaz]
(1.5)
pp € [pE;ps]

PN € [pE;ps]

Dans ce domaine physique, I’évolution de la position est limitée par les fins de course sur le
vérin. Le domaine physique de la commande correspond aux saturations sur les sorties de la carte
d’entrée/sortie. Les pressions dans les deux chambres pneumatiques sont limitées par la pression
atmosphérique et la pression source. Pratiquement, ces domaines physiques sont donnés comme
suit :

—-0.25 <y <0.25 m
—2.7<0v <27 m/s
1<pp <7 bar
1<pny <7 bar

DcCR*=

Afin de synthétiser des lois de commande et de répondre aux différents critéres de performance
du cahier de charges, beaucoup de travaux ont procédé au changement de variables d’état du
systéme, en prenant le vecteur d’état suivant z7 = [y v oa p p} T Les dynamiques de ce nouveau
vecteur d’état sont exprimées alors comme suit :
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(1.6)
kSZv kS% v by 17 SpkrT SnkrT
“MVe PP T MV PN T 2@ abr(v) + I\/[}\D/PT(y)qu - MZ\‘;NT(y) qmN

d:

PP = v (= 25DPU + dmp)

A partir de ce modele, le choix de la position y et la pression pp comme sorties est un choix
judicieux car contréler la position et la pression peut permettre de contréler I’énergie délivrée par
la source [119].

Sur ces modeles du vérin électropneumatique, différents types de lois de commande ont été dé-
veloppées dans la littérature avec pour objectif de satisfaire les différentes contraintes du cahier des
charges. Cependant, certaines lois de commandes conduisent parfois & un phénomeéne indésirable
et peu apprécié par les industriels, dont la définition et les différentes causes pouvant I’engendrer
sont expliquées ci-dessous. Ce phénomeéne nommé dans cette these “redécollage” est plus complexe
que la notion de stick-slip plus connue.

3 PROBLEMATIQUE DE REDECOLLAGE

3.1 Phénomene du Rédécollage

Les systemes pneumatiques et plus particulierement les actionneurs électropneumatiques
souffrent d’un probleme majeur qui rend plus délicat leur développement et qui favorise la concur-
rence des autres domaines (les procédés électriques...). Ce phénomene appelé phénomeéne du redé-
collage dans ’actionneur électropneumatique se présente sous la forme de mouvements ou secousses
breves et saccadées. Ce phénomene peut se produire pour deux raisons soit par la présence de I'ac-
tion intégrale de la loi de commande des servo-distributeurs générant le phénomeéne de “Stick-Slip”,
soit par I’évolution de ’effort pneumatique dans les chambres comparée a la force de frottements
sur le vérin, et qui est défini par :

Fpneu = SPPP - SNPN - Fezt (17)

La Figure 1.4 montre 'enregistrement d’une expérience sur le vérin électropneumatique, a
partir de laquelle le redécollage peut étre clairement vu. En effet, la position de la tige reste
constante pendant un certain temps puis, elle commence a se déplacer a nouveau sans aucune
modification de la consigne ou perturbation.

Le phénomene de “Stick-Slip”, qui est souvent observé expérimentalement [7, 75, 115, 20, 130,
129] entraine des résultats néfastes au niveau des performances d’un systéme asservi. Il peut étre
traduit par des phases de collage et des phases de glissement d’un solide en mouvement en contact
avec une surface et se déplacant de fagon saccadée. Dans certain cas on parle de cycles limites diis
a la présence conjointe de frottements secs et d’une action intégrale dans la loi de commande. La
présence de ces phénomeénes peut étre vue comme l’oscillation du systéme entre deux positions
situées autour de la position de référence en régime statique. En effet, le systeme peut redécoller,
si I'erreur statique est non nulle, pour se stabiliser a chaque fois sur un coté de la position de
référence car elle est sommée de part la présence de ’action intégrale. Par conséquent, ['utilisation
de Daction intégrale est souvent évitée sauf en ajoutant quelques considérations pour éviter le
“Stick-Slip”, par exemple empécher l'effet de 'action intégrale sur le régime statique en ajoutant
une zone morte a sa sortie, ce qui ne permet pas malheureusement d’annuler lerreur statique.
D’autres solutions ont été aussi suggérées, dans [123]. On applique, lorsque le systéme est a ’arrét,
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Position [m]
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FIGURE 1.4 — Phénoméne de redécollage sur le vérin électropneumatique

une série d’impulsions pour vaincre la force de collage, ce qui va détériorer malheureusement
la forme de la réponse du systeme. Dans [29], on propose une méthode de réglage des gains du
P.I.D en se basant sur la technique d’“anti-windup” qui est plus efficace que les deux précédentes.
Cependant, la nécessité de la présence d’un modele explicite de frottements a conduit a une
utilisation limitée de cette technique.

Nous allons maintenant expliquer brievement le phénomeéne du redécollage causé cette fois par
I’évolution de l'effort pneumatique dans les systéemes électropneumatiques présentant des frotte-
ments secs, sans trop entrer dans les détails car ce phénomene est largement expliqué dans les
travaux précédents réalisés au laboratoire Ampeére [129, 130, 22, 23]. La différence avec le phéno-
mene de “stick-slip” (ou collé-glissé), connu dans le domaine mécanique et expliqué ci-dessus, est
qu’il ne présente pas des oscillations et des phénomenes d’hystérésis autour de la position désirée
mais uniquement un changement de position pendant ’équilibre mécanique. Il peut se présenter
ou apparaitre a n’importe quel moment et quelque soit la commande appliquée.

En d’autres termes, ce phénomeéne peut facilement apparaitre si le systéme n’est pas dans un équi-
libre dit total. En effet, pour un actionneur électropneumatique, on peut distinguer trois notions
d’équilibre dans le modele (1.1) :

Définition 1.1 (Notion d’équilibre dans un systéme électropneumatique).

e un équilibre total : correspond a la nullité de toutes les dérivées temporelles des
variables d’état,

e un équilibre mécanique : est considéré comme un équilibre partiel et qui cor-
respond a un systeme a l’arrét, c’est-a-dire l’accélération et la vitesse sont nulles
et les pressions peuvent continuer a évoluer,

e un équilibre pneumatique : est atteint lorsque les pressions sont stabilisées dans
les deux chambres de ’actionneur alors que la partie mobile est en mouvement et
qui est aussi considéré comme un équilibre partiel.

Par conséquent, si le systeme est a l'arrét, c’est-a-dire que [’équilibre partiel mécanique et
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léquilibre pneumatique ne sont pas atteint, alors le phénoméne de redécollage peut étre observé.

La condition de redécollage est liée d’une part, a I’évolution des pressions dans les chambres
pneumatiques et d’autre part, a la présence de frottements secs a vitesse nulle. En effet, d’apres
Péquation mécanique dans le modeéle du vérin électropneumatique (1.1), pour une vitesse nulle,
les forces de frottements sont égales a :

Ff(O) = Sppp(t) - SNPN(t) - Fext (18)

Pour un systeme a 1’équilibre mécanique satisfaisant les conditions :
(1.9)

et si 'effort pneumatique a vitesse nulle satisfait la condition suivante, en tenant en compte du
modele de frottement M; dans (1.3) :

— Fs(t) + Fept < Sppp(t) — Snpn(t) < +Fs(t) + Fent (1.10)

alors le phénomeéne de redécollage n’aura pas lieu Vt.

Par ailleurs, si le vérin n’est pas dans un équilibre total et qu’il y a toujours une évolution des
pressions dans les chambres pneumatiques, alors 'effort pneumatique Sppp(t) — SNpn(t) — Feut
peut devenir supérieur aux forces de frottements secs et le vérin va s’écarter de sa position en
influengant sur lerreur en position qui aura tendance a augmenter. La commande va de nouveau
agir pour ramener le piston a sa position d’ou le phénomeéne saccadé.

3.2 Solution proposée par [130] pour éviter ce phénomeéne

Afin d’éviter ce phénomene de redécollage, une solution a été proposée derniérement dans
les travaux de [130, 129]. L’idée principale consiste & maintenir les pressions constantes dans les
chambres pneumatiques en régime statique.

En d’autres termes, 'asservissement de trajectoire en position et/ou en pression est fait en
régime dynamique, puis durant ’équilibre mécanique le systeme est commandé en régulation des
pressions pour atteindre 1’équilibre total.

Pour assurer un bon fonctionnement, la commutation entre les deux systémes bouclés s’effectue
selon des criteres qui reposent sur les mesures de position, de vitesse et sur la vitesse désirée de
la fagon suivante :

Critere 01 : vérifier que la trajectoire désirée de vitesse est nulle, en vérifiant le critere :

’UdZO

Critere 02 : vérifier que lerreur en position soit faible et inférieure a une certaine valeur fixée £; en
vérifiant le critere :

ly —yal < e1

Critere 03 : vérifier que le systéme soit a l'arrét, c’est-a-dire que numériquement la vitesse soit inférieure
a une certaine valeur tres faible 5 en vérifiant le critere :

v < &2
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Les pressions désirées pp, et py, choisies pour la régulation des pressions, sont fixées aux va-
leurs des pressions quand le systéeme est au repos. Puis, & chaque commutation vers la régulation
des pressions, ces pressions désirées prennent les valeurs de pressions pp,, ., et pn,,,, dans les
chambres du vérin au moment de la commutation.

L’objectif des commandes étant un suivi en position et en pression une base d’erreur entre la
position, la vitesse, 'accélération, les pressions et leurs trajectoires désirées est crée :

€y =Y —Yd
€y =V — Vg
€q =a— aq
€p =PpPpP — PP,
€EN = PN — PNy
La commande non linéaire par retour de sortie est appliquée dans chaque mode de fonctionne-
ment. Le systéme commuté en boucle fermée est présenté sur la Figure 1.5.

€o = —kyey — kye, — koeq

ép, = —kpe,

[Ay| <&

Y = Ystop T Ay
v=Av |Av| < ey

éN = —k:NeN

ép = —kpep
FIGURE 1.5 — Commutation entre deuz modéles en boucle fermée

Cette solution a été implémentée sur le vérin électropneumatique. Les résultats expérimen-
taux ont été satisfaisants que ce soit en commande multidimensionnelle ou mono-dimensionnelle
(QmP = 7qu)-

3.3 Inconvénients et points faibles

La solution proposée par [130] a été fondée sur 'hypotheése que les frottements secs ne diminuent
pas. Par ailleurs, si les frottements diminuent alors cette solution peut poser probleme. En effet,
pour une trajectoire de référence donnée :

ya(t), ya(t) = va
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telle que
ya(t >T) = cte, vg =10

synthétiser une loi de commande telle que :

Vistop > T ¢ |9(Tstop)| < € = |9t > Tst0p)| < €

L’objectif de cette commande est d’empécher le redécollage du piston apres Parrét (1’équilibre
partiel) & t = Tst0op. Assurer cet objectif revient & garantir I’équilibre pneumatique en plus de
I’équilibre mécanique, c’est-a-dire équilibrer les pressions dans les deux chambres pneumatiques.
Ceci évite le redécollage car ’effort pneumatique Fjpe,, sera inférieur au seuil des frottements secs,
c’est-a-dire :

vt > Tstopa Fpneu(t) = |SPpP(t) - SNpN(t) - Fezt| < Fs(t) (111)

Cependant, en choisissant des pressions désirées comme étant les pressions de stop au moment
de la commutation vers la phase de régulation des pressions, I’effort pneumatique résultant tend
vers des valeurs constantes et il est parfois proche des seuils de frottements secs, voir Figure 1.6,
c’est-a-dire Fppey = Sppp — SNPN — Feqt = Fs ou Fppey = Sppp — SNPN — Fegr = —F;. Par
conséquent, si les seuils de frottements secs sont variables, ce qui est généralement le cas (& cause de
la température, déformation des joints,...), alors ce choix des pressions désirées dans les chambres
pneumatiques peut ne pas vérifier la condition de non redécollage (1.11) et ce phénomeéne peut
apparaitre sur le systéme.

T T
—— Effort pneumatique

Position désirée
100

Position

50

-50

-100

1 L 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30

t[s]

FIGURE 1.6 — Mesures expérimentales du phénoméne de redécollage pour la méthode [130]

D’autre part et d’apres la Figure 1.6, le phénoméne de redécollage a été observé au début
de I’équilibre mécanique, c’est-a-dire au début de la phase de régulation des pressions. En effet,
Peffort pneumatique devient supérieur au seuil des frottements a cause de la différence entre les
dynamiques des pressions au moment de la convergence vers les pressions de stop. Une fois que
les pressions sont stabilisées, la position de la partie mobile reste constante et il n’y a plus de
redécollage.

3.4 Solution proposée

Pour faire face au risque de diminution de frottements secs qui peut causer le phénomeéne de
redécollage, la solution de [130] est adaptée en agissant sur les trajectoires désirées en phase de
régulations des pressions, c’est-a-dire au moment de 1’équilibre partiel mécanique. En effet, on ne
va pas procéder au choix des trajectoires désirées de pressions au moment du stop comme dans
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[130] qui conduit & un effort constant, mais plutdt on proceéde directement au choix de leffort
pneumatique désiré que 'on fixe a 0, voir Figure 1.7, c’est-a-dire :

deneu :SPde _SNde _Femt =0 (112)

él\
l
z
=
2 Y e ———
| A
= -
95! e o
.3
« T
0*
o S AN
.= N
:% Effort pneumatique désiré
. £
/N

Y

Temps (en régime statique)

FIGURE 1.7 — Effort pneumatique nul

A partir de la Figure 1.7, on remarque bien qu’il n y a aucun risque de redécollage une fois
Ieffort pneumatique atteint ’effort pneumatique désiré, car il se trouvera toujours entre les deux
seuils de frottements quelque soit la diminution de ces derniers, c’est-a-dire que le vérin sera
toujours en équilibre total.

Concernant le choix des pressions désirées pp, et pn,, la procédure ci-dessus est valable méme
pour des pressions désirées connues a priori. En effet, pour une commande multi-dimensionnelle
commutée, ol un asservissement de position et de pression pp est appliqué en régime dynamique
et une régulation des deux pressions pp et py est appliquée en régime statique, la pression désirée
pp, dans la chambre P est la méme pour les deux modes de réglage, tandis que la pression désirée
pn, dans la chambre N dans la phase de régulation de pression est déduite a partir de I’équation
de Peffort pneumatique nul (1.12), ¢’est-a-dire :

pp, = p% = cte (définie en t_0s)
(1.13)
PNy, = ﬁ(SPde - Fezt)

La Figure 1.8 montre un résultat expérimental de I'application d’'une commande commutée
sur le vérin en considérant I'effort nul comme Deffort désiré. On remarque bien qu’a chaque mode
statique 'effort pneumatique devient nul et reste borné par les deux seuils de frottements apres
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une large variation en mode dynamique.

On remarque sur la Figure 1.8 que le temps de convergence vers 0 des efforts pneumatiques sont
tres faible et de l'ordre de 0,03s. Pour étre certain que le redécollage n’ait pas lieu, il ne faut pas
que la dynamique de variation des frottements secs soit plus rapide que le temps de convergence
vers 0 de l'effort pneumatique. Or comme expliqué précédemment, ces variations de frottements
sont essentiellement dues a des effets thermiques, ou a des phénomenes liés aux forces de contact
entre un matériau élastomere (joint du piston) et un métal (paroi interne du vérin) qui sont des
variations tres lentes au regard des trois dixieémes de seconde, raison pour laquelle cette solution
a été développée dans cette these.

—— Effort pneumatique
—— Position désirée

50

=100

#2,  #1 . #2

0 1 2 3

_#1 W # #
4 t[;] 6 7

FIGURE 1.8 — Effort pneumatique dans le cas effort pneumatique désiré nul

Discussion 1 (Avantages d’un effort pneumatique nul).

L’intérét de cette méthode par rapport & celle de [130] est présenté dans les points
suivants :

1. La solution est valable méme si les frottements secs diminuent au cours du temps
car effort apres le moment de Parrét est réduit a zéro et il est toujours entre
les seuils de ces frottements secs, c’est-a-dire dans ce cas la on ne peut avoir un
effort pneumatique supérieur a effort au moment de l'arrét : Fppeu(t > Tstop) <
Fpneu(t = Tsiop), ce qui n'est pas le cas par rapport aux travaux de [130].

2. Le deuxiéme point intéressant de cette méthode, c’est qu’on n’a pas besoin de
mesurer les pressions au moment de stop pour déterminer les pressions désirées en
régulation des pressions et on peut se contenter des valeurs de pressions désirées
définies a priori.

3. L’utilisation de la linéarisation exacte dans [130] peut aussi causer le phénomeéne
de redécollage, car des erreurs sur la modélisation et sur la linéarisation exacte
peuvent engendrer des dynamiques différentes sur I’évolution des deux pressions et
qui peut causer & certains moments apres I'arrét un effort pneumatique supérieur
aux seuils de frottements et donc le phénomene de redécollage, ce qui n’est pas
le cas pour un effort désiré nul, car méme si l’effort pneumatique ne sera pas
completement nul, il sera quasiment proche de 0.
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Discussion 2 (Inconvénients).

L’inconvénient du choix de 'effort pneumatique désiré nul est que ce dernier dépend
de la valeur de la force extérieure F.,; supposée connue au départ et constante, ce qui
n’est pas le cas dans [130], car les trajectoires désirées en régulation des pressions sont
indépendantes de cette force extérieure.

3.5 Synthese de lois de commande

Pour la synthese de lois de commande et afin d’éviter le phénomene de redécollage, nous allons
nous baser sur la méthode développée dans [130]. En effet, une commande commutée est appliquée
entre un asservissement de position et en pression pour rejoindre 1’équilibre mécanique, et en
régulation des pressions dans les chambres pneumatiques pour rejoindre l’équilibre total, voir
Définition 1.1. Cette loi de commande commutée est adaptée en considérant les nouveaux chan-
gements d’une part, sur les trajectoires désirées en prenant en régime statique comme trajectoire
désirée un effort pneumatique nul et d’autre part, sur les criteres de commutations entre les deux
modes de régulation. Sur la Figure 1.9, la stratégie de commutation des lois de commande entre
les deux modeles en boucle fermée est présentée. A partir de cette figure, le choix de la commande
a appliquer (U7 ou Us) dépend des critéres de I'algorithme de commutation, dépendant & leur tour
des mesures sur la position et la vitesse du vérin et la vitesse désirée du cahier des charges. En
effet, soit le mode d’asservissement de position est activé, et dans ce cas les trajectoires désirées
sur la position et une pression seront prises en compte ou bien, en équilibre mécanique ou la
régulation des pressions est activée, et dans ce cas l'effort pneumatique nul est considéré comme
trajectoire désirée.

Commandes
Cahier .
. Jds Qds Vds Yd U Imp
d’asservi Choix > Modal
5d od
charges PpsPp
de position
dela non linéaire
Commandes
Effort
d -
s 6 PP P Uz N
v de régulation d’ordre 4
désiré
des pressions
Algorithme

Yds Va

y, v

de

commutation

FIGURE 1.9 — Schéma de commutation au niveau de la commande

Pour ces deux modes de fonctionnement, on aura besoin de spécifier, a partir des modeles
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du vérin éléctropneumatique (1.1) et (1.6), des modeles de commandes afin de synthétiser les
différentes lois de commande.

Modeéle de commande

La commande non-linéaire appliquée sur le modele non linéaire de I'actionneur électropneuma-
tique est la technique de commande non linéaire linéarisante par retour de sortie [63]. Cette loi
de commande ainsi définie transforme le systéme non-linéaire en chaine d’intégrateurs en compen-
sant toutes les dynamiques non linéaires sauf celles estimées incertaines, notamment les frottements
secs. On effectue également un retour d’état ayant pour objectif soit, le suivi de trajectoires en po-
sition et en pression, soit la régulation des pressions. Prenons alors comme modeles de commande,
les modeles présentés ci-dessous, qui découlent des modeles (1.1) et (1.6) sans frottements secs.

y=v
v = %(SPPP - SNPN - b'uv - Fe;vt) ( )
) 1.14
PN = vy (ZEpNv + gmn)
pp = V]Z(Z) (S22ppv + qmp)
Suivis de trajectoire en position et pression (#1)
Le modele de commande considéré dans ce mode de contréle est le suivant :
y=v
v =a
kS v kS% v b SpkrT SykrT (1.15)
A — v P N
@ = =WV PP ~ MUN@PN T 30T MV ImP T MUy () IN
PP = Vs (—2Eppv + gmp)

Dans le but de faire le suivi de trajectoire en position et pression, un vecteur d’état constitué
des erreurs entre la position, la vitesse, 'accélération, la pression pp et leurs trajectoires désirées
est crée avec :

€y =Y —Yd
€y =V — Vg
€q = a— ag
ep =pp — PP,

(1.16)

L’application de la commande non linéaire linéarisante conduit a la loi de commande suivante :

gmp = V,fr(%/) [JCPS(Z)UPP + pp, — kpep]

(1.17)

MV, Stk S%k .
dmN = SNJI;[T(%) []3?/];7“(2) dmpP — M‘};Pg}y)PP - IV[‘;]N(Uy)pN - %a — Jd + kaea + kvev + kyey]

avec ky, ky, kq, kp les gains du retour d’état.

En remplacant les commandes synthétisées (1.17) dans le modeéle d’analyse (1.6), le modéle en
boucle fermée est donné comme suit :
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€y = €y
€y = €4
. (1.18)
éq = —kqeq — kvey — kyey — ﬁFf(v)
ép = —kpep

Régulations des deux pressions (#2)

Une fois que les critéres de commutation sont satisfaits, le systeme en boucle fermée commute
vers un autre systeme bouclé qui consiste en deux régulations de pressions dans les chambres du
vérin.

Pour la régulation en pressions, la méme méthode a été utilisée. Le but de la commande étant
dans cette phase une régulation de pression, un vecteur d’état constitué des erreurs a été créé :

€y =Y —Yd
Co= U0 (1.19)
€p = PP — PPy
EN = PN — PNy
La loi de commande en régulation des deux pressions est donnée comme suit :
Vi .
mp = zfr(%/) [\;CPS(FY;) vpp + Pp, + wi]
(1.20)

dmN = VZVT(Ty) [— ‘Zf@)UPN + PN, + wo

Cette loi de commande permet d’écrire le modele (1.1) en boucle fermée sous la forme suivante :
y=v
V= ﬁ(SPpP - SNPN - bUU - Ff(?)) - Fe;vt)

(1.21)
éN = W2

ép:w1

Les deux commande wy et wo sont calculées via une syntheése par retour d’état. Deux fagons
de synthese peuvent étre distinguées :

e soit le retour d’état est synthétisé en considérant uniquement des gains sur les dynamiques
de pressions, c’est-a-dire :
w1 = —k/’pep
(1.22)
wy = —knen

car on s’intéresse uniquement a la régulation des deux pressions pneumatiques;
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e soit il est synthétisé en considérant des gains sur tous les états (cas standard), c’est-a-dire :

y
[“’1} =-K|" (1.23)
%) enN

ep

avee : K — K1 Ko Kis K14]-

Ko Koy Koz Koy

Remarque 1.1.

Pour ce deuxiéme cas de retour d’état, il est synthétisé uniquement pour des raisons
d’analyse de stabilité dans le prochain chapitre et non pas pour assurer un bon suivi ou
éviter le redécollage. Par conséquent, en simulation et en implémentation expérimentale,
on ne considere que le retour d’état (1.22).

Critéres de commutation

Afin d’assurer un meilleur suivi de trajectoires en évitant le phénomene de redécollage, des
criteres de commutation ont été bien imposés entre les deux modes de contrdle. Ces criteres sont
adaptés & ceux imposés dans [130] et ils sont présentés comme suit avec €1, €2, €3 constantes
strictement positives :

ley| < &1
[v] < e (1.24)

lva| < e3

Le premier critere exige que erreur de position en régime statique doit étre inférieur a une
constante faible e fixée auparavant. Le deuxiéme critére assure que le systéme est bien & Iarrét
en vérifiant que la vitesse tend vers 0 au bruit numérique pres. Pour le troisiéme critére sur la
vitesse désirée, il a été légérement modifié de celui imposé par [130], qui a imposé une vitesse
désirée nulle afin de vérifier que la trajectoire désirée de la position est bien en régime statique.
En effet, on a toléré une faible variation de la vitesse désirée en équilibre mécanique pour des
raisons d’analyse de stabilité que nous verrons dans les prochains chapitres.

Par conséquent, la commutation entre les deux modes de contrdle (#1) et (#2) se fait de la
fagon suivante :

#H1— #2 1 |ey| <er1 Afv] <ea Alvg| <es

#2—) #1 : |€y| >e1V |’U| >e9V |’Ud| > €3
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Résultats en Simulation

La loi de commande commutée synthétisée a été validée en simulation en se basant sur le
schéma de commande présenté dans la Figure 1.9. Les résultats de simulation sont présentés dans
la Figure 1.10.

La figure montre une tres faible erreur entre la position et la position désirée. On voit tres bien
aussi que effort pneumatique devient presque nul en équilibre mécanique, ce qui va éviter tout
risque de redécollage de la partie mobile.

Résultats Expérimentaux

Les lois de commandes (1.17) et (1.20) en commutation ont été implémentées sur le vérin
électropneumatique. Les résultats expérimentaux sont montrés sur la Figure 1.12 qui montre bien
que le phénomene de redécollage a été évité.

La Figure 1.11 montre qu’un bon suivi de trajectoire en position et en pression a été obtenu.
En effet, Perreur entre la position et la position désirée dans la Figure 1.12 est de I'ordre de 1%
du déplacement total effectué. En raison de la dissymétrie du vérin et de frottements secs [20],
Perreur en position est aussi dissymétrique.

La pression dans la chambre P reste constante suite a I'imposition d’une pression désirée
constante ou I’erreur entre les deux est de quelques centiémes de bar. Les deux pressions pp et py,
avec la commande imposée, restent constantes durant le régime statique, qui a conduit a un effort
nul imposé comme effort pneumatique désiré, ce qui évite de dépasser la zone de non redécollage
limitée par les frottements secs.

La Figure 1.12 montre aussi des commandes faibles et non saturées (Jumqz| = 10V). Le
chattering en équilibre mécanique est dii aux grands gains utilisés pour réguler les pressions.

4 PROBLEME DE LA STABILITE DE LA SOLUTION PROPOSEE

4.1 Description de ce probléeme

Le phénomene de redécollage a été un des problemes majeurs rencontré dans les travaux
précédent dans le cadre d’asservissement d’axe électropneumatique : la commande linéarisante
et par platitude [20, 22, 23], la synthése par la technique de backstepping et modes glissants
[119, 118, 120]. En appliquant la solution proposée précédemment, qui consiste & une commu-
tation entre deux lois de commandes, d'une commande de suivi de trajectoire en position et
en pression a une commande en régulation de pressions lorsque trois criteres de commutation
sont respectées simultanément. Ceci dans le but de maintenir 'effort pneumatique constant pour
éviter le “redécollage”. Cette approche a été implémentée sur le vérin électropneumatique, les
résultats expérimentaux ont été tres satisfaisants, le phénomene de redécollage a été évité et aucun
mouvement saccadé n’a donc été observé. L’application de cette loi de commande commutée,
en simulation et expérimentalement pour des conditions initiales données, n’a entrainé aucun
phénomene d’instabilité. Cependant, aucune démonstration mathématique de stabilité n’existait
au début de mes travaux.

Par ailleurs, Il ne faut pas perdre de vue que le fait de simuler un systéme a partir d’un état
initial n’est pas suffisant pour évaluer le comportement global du systéme. En effet, a chaque
point initial correspond une trajectoire différente, il faudrait donc simuler a partir d’une infinité
de points initiaux pour étudier correctement le comportement du systeme en général, ce qui est
évidemment impossible a réaliser.
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FIGURE 1.10 — Trajectoires en simulation obtenues en appliquant une commande commutée entre (1.17)

et (1.20)

La présence de frottements secs et la commutation entre les lois de commande rend ’analyse de
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FIGURE 1.11 — Résultats expérimentauz 1 obtenus en appliquant une commande commutée entre (1.17) et

(1.20)

stabilité du systéme en boucle fermée tres compliquée a réaliser. En effet, d’apres la Figure 1.13,
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et (1.20)

il est évident que la distinction entre les conditions de commutations causées par les frottements
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secs et celles causées en changeant la loi de commande n’est pas assez claire. Les deux modeles ne
sont pas exprimés dans la méme base, ce qui complique 1’étude du phénomene de redécollage. De
plus, les variations incertaines des frottements secs influencent fortement I’analyse de stabilité.
Par ailleurs, les critéres de commutation entre les lois de commande sont des critéres suivant les
états, ce qui classe ce systeme commuté parmi les classes de systémes commutés les plus difficiles
a analyser.

éy =€y

éy =e€q

ba = —kaea — kuey — kyey — 3 F5(v)

é, = —kpep

FIGURE 1.13 — Algorithme de commutation entre les deur modéles en boucle fermée (1.18) et (1.21)

Ces dernieres raisons nous ont forcé a étudier le probléme autrement et mener ce travail de
recherche afin d’analyser la stabilité du vérin électropneumatique soumis & des lois de commande
commutées.

Les dynamiques des pressions dans les chambres pneumatiques, et la présence de frottements
secs rendent ’actionneur électropneumatique fortement non-linéaire. Typiquement, la commande
linéarisante peut étre utilisée pour éliminer les non-linéarités, en sachant que 'incertitude dans
le modele peut conduire a des effets catastrophiques. Pour cette raison, dans nos travaux, nous
avons analysé une loi de commande basée sur celle développée dans [130] qui annule les effets non
linéaires grace au retour linéarisant a ’exception des frottements. Afin d’analyser la stabilité, il
faut donc disposer d’un modele suffisamment détaillé, tel qu’il soit capable de prendre en compte
a la foi la commutation causée par les frottements sur le vérin éléctropneumatique et celle entre
les lois de commandes dépendant de 1’état.

Dans la littérature [69, 54], une sous classe de systéme commuté appelée “systémes affines
par morceaux” et qui constitue une classe des systeémes non linéaires, permettent de répondre
a ces contraintes. L’analyse et la description de cette classe de systeme sera 1'objet d’étude des
prochains chapitres.

Avant de parler de systemes affines par morceaux et de leur caractéristiques, nous devons mettre
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le modele en boucle fermée du vérin électropneumatique dans ses deux modes de contrdle dans la
méme base afin de simplifier son analyse.

4.2 Mise en forme de modéle du vérin

Suivis de trajectoire en position et pression

Considérons le modele (1.18) du vérin en mode dynamique. Afin d’éviter de dériver des frotte-
ments, nous avons procédé au changement de base suivant.

€y €y
v v
€a €af

ep ep

avec : e = €4 + 17 F5(v)

Le modele dans la nouvelle base est exprimé de la facon suivante :

€y =0V — g
@:eaffﬁFf(v)Jrad (1 25)
éaf = —kyey — kyv — koeqr + k—Aj[Ff(v) + kyvg

ép = —kpep

Régulations des deux pressions

Afin d’analyser la stabilité, le modele (1.21) du vérin & 1’équilibre mécanique, avec les deux

lois de commande par retour d’état précédemment définies, est exprimé dans la méme base,

c’est-a-dire 27 = [ey vV e ep}.

Le premier modele

En considérant (1.21) et (1.22), le modeéle du vérin en équilibre mécanique est rappelé comme
suit :

€y = €y

o = 37 (Sppp — SNPN — bov — Fy(v) = Feu)

(1.26)
éN = —k:NeN
ép = —k/’pep
On procede au changement de base suivant :
[ey v en ep}T — [ey v eqf ep]T (1.27)

En considérant un effort pneumatique désiré nul, c’est-a-dire Sppp, = Snpn, + Feat, le modele
du vérin en boucle fermée en régulation de pression est exprimé dans la nouvelle base de la fagcon
suivante :
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€y =V — g

. 1
V=-¢eqr — 7 Fr(v) +aq
M (1.28)

éaf = 52 (kn —kp)ep — (kn + 58 )ear — Soknv — (kv + 8%)aad — ja + 12 Fr(v)
ép = 71€p€p

avec vg, aq et jq respectivement la vitesse désirée, 'accélération désirée et le jerk désiré
(ja = aa).

Le deuxiéme modeéle :

En considérant (1.21) et (1.23) et en prenant Sppp, = SNPN, + Fezt, on a :
Y=

V= ﬁ(Spep — Snen — byv — F¢(v))

(1.29)
ép = —Kiiey — Kise, — Kizep — Kjuey — K11yq — K12v4

ey = —Kaiey — Kase, — Kogep — Kogeny — Ka1yq — Ka2v4

En appliquant le changement de base (1.27), le modeéle du vérin en boucle fermée en régulation
des pressions, avec la deuxieme loi de commande par retour d’état, est exprimé dans la nouvelle
base de la fagon suivante :

€y =V — g
bzeaf— ﬁFf(U)‘f'ad

af = 5 (SNKo1 — SpKi1)ey + 4 (Sn Koo — SpK12 — by(Kag — §—§K14))U
2
— (b 4+ Koy — §—§K14)eaf + bylf(SPKM +SSNK23 - SpKis - §—§K14)€P
+37 (SN K21 — SpK11)ya — (35 + Kaa — g2 K1a)ag — ja + 172 (v)

ép=—Kiiey — (K12 — Sb—fVKM)U + %K14eaf — (K13 — §—§K14)ep — Ki1ya + %Kmad
(1.30)

CONCLUSION

Dans ce chapitre, le phénomeéne de redécollage du vérin électropneumatique a été étudié.
Les conditions d’existences de ce phénomeéne ont été abordées et identifiées. Une solution a été
proposée, adaptée de celle proposée dans [130], qui se base sur une commande commutée entre
une commande en position et en pression en régime dynamique vers une régulation des pressions
dans les chambres pneumatiques avec des pressions désirées choisies de maniere a assurer un effort
pneumatique nul au repos. Cette solution a été implémentée sur le vérin électropneumatique.
Les résultats expérimentaux ont été tres satisfaisants et aucun phénomene de redécollage n’a été
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observé.

En seconde partie, le probléme de la stabilité a été discuté ce qui a permis d’illustrer la com-
plexité de I'analyse dépendant de la commutation entre les lois de commande et des frottements
secs qui sont fortement non linéaires. L’utilisation de la commande non linéaire linéarisante a
permis d’éliminer toutes les non linéarités en laissant uniquement celles des frottements secs,
qui peuvent étre modélisés comme des modeles affines par morceaux, et comme les criteres de
commutation dépendent de 1’état, les systémes commutés définis par les équations (1.25), (1.28) et
(1.30) sont considérés alors comme des systémes affines par morceaux. En effet, les deux modeéles
du systéme en boucle fermée dans les deux modes de contrdle, asservissement de position et
régulation des pressions, sont écrits dans la méme base. En prenant les criteres de commutation
sur la loi de commande et les modéles (1.3) ou (1.4) comme modeles de frottements.

La dynamique du vecteur d’état est affine, en considérant les deux modeles de frottements
précédents, et appartient & des secteurs (morceaux) définies par les contraintes de commutation
de la commande et des modeles de frottements.

Les différentes méthodes d’analyse de stabilité des systémes affines par morceaux développées en
littérature seront alors étudiées dans les chapitres suivants, afin d’analyser la stabilité du systéeme
commuté présenté dans ce chapitre.



Chapitre 2

Les systemes affines par morceaux

(PWA)

Résumé.

Ce chapitre introduit la notion de systémes affines par morceaux, et il regroupe les
méthodes de base d’analyse de stabilité de ces systemes via 'utilisation des fonctions de
Lyapunov quadratiques par morceaux. Nous présentons d’abord les deux méthodes de
référence pour analyser la stabilité de cette classe de systémes avec quelques exemples
d’application. Ensuite, ces deux méthodes seront appliquées afin d’analyser la stabilité
des deux modeles d’actionneur pneumatique avec loi de commande commutée présentés
au Chapitre 1. Le chapitre se termine par une discussion sur les points forts et les points
faibles de chaque méthode en fixant les objectifs des prochaines étapes.

33
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1 INTRODUCTION

Les systémes affines par morceaux (Piece-Wise Affine systems ou PWA) sont considérés comme
une classe importante de systemes hybrides. Ils sont caractérisés par un nombre fini de modeles
dynamiques linéaires qui commutent entre eux selon des lois de commutation données dépendantes
de I’état. Par conséquent, cette description du modeéle provoque une subdivision de ’espace d’état
en plusieurs cellules. Ces cellules ont des propriétés différentes pour lesquelles la dynamique au
sein de chaque cellule est décrite par des équations différentielles linéaires.

Les études sur les systéemes PWA commencent & partir des années 1940 dans les travaux
d’Andronov sur les oscillations dans les systémes non linéaires, et elles se sont développées
durant ces vingt derniéres années [68, 78, 99, 138], ou ils ont été utilisés dans de nombreuses
applications en ingénierie et en sciences [13, 68, 72, 96]. Depuis, plusieurs travaux sur l’analyse
[135, 43, 68, 100, 137, 62] et la synthése de controleurs [35, 124, 68, 42] ont été élaborés, sans ou-
blier la modélisation et 'approximation des systémes par des systémes PWA [25, 50, 42, 41, 109],
et l'identification de ces derniers [83, 44, 13, 92].

Dans ces travaux de these, nous nous focalisons sur la partie analyse de systémes PWA, plus
particulierement I'analyse de la stabilité. La quasi-totalité de travaux d’analyse de stabilité sont
basés sur les fonctions dites de Lyapunov [74, 18]. La fonction de Lyapunov est une fonction telle
que si on en trouve une on démontre la stabilité. Cependant, trouver une fonction de Lyapunov
quelconque pour un systéme est difficile, donc on ramene le probleme & la recherche de fonctions
de Lyapunov particuliéres, ce qui peut introduire du conservatisme [74]. De nombreux types de
fonctions de Lyapunov sont proposées pour résoudre ce probleme, telles que les fonctions linéaires,
les fonctions quadratiques ou polynomiales.

Dans la littérature, plusieurs travaux se basent sur les fonctions de Lyapunov quadratiques,
qui ont avantage de la simplicité et de l'efficacité de calcul [69, 54]. Pour les systémes linéaires
temps invariants (LTI), considérés comme un cas particulier des systémes PWA, ce choix de
la fonction de Lyapunov est suffisant et méme nécessaire pour démontrer la stabilité de ces
systemes. Cependant, dans le cas général de systémes PWA, I'existence de fonctions de Lyapunov
quadratiques n’est pas nécessaire et leur utilisation dans certains cas s’avére inefficace [35, 68].
Par conséquent et pour surmonter ce probleme, d’autres formes de fonctions de Lyapunov plus
générales ont été définies, notamment les fonctions de Lyapunov paramétrées [96], les fonctions de
Lyapunov homogenes [64, 31] et les fonctions de Lyapunov bi-quadratiques [10, 127]. On a ainsi
abouti au concept de fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux qui est une extension
des fonctions quadratiques dans le but de garder I'avantage de la simplicité de calcul tout en
réduisant le conservatisme [59, 2, 88, 67]. En effet, Uobjectif est de procéder de la méme fagon
que dans le cas des systémes LTI ou on a des méthodes efficaces pour analyser la stabilité.
En d’autres termes, avantage d’utiliser les systémes PWA est de chercher une extension des
méthodes utilisées dans les systemes LTI sans trop s’écarter des méthodes développées pour ces
systemes et tout en gardant I’avantage de 'efficacité de calcul. Par ailleurs, on ne cherche pas a
avoir des conditions nécessaires et suffisantes qui seraient probablement difficiles & résoudre, mais
des conditions suffisantes dont la résolution serait efficace en faisant ’extension des méthodes
appliquées sur les systemes LTT.

Ce chapitre est consacré a la présentation de travaux de base sur ’analyse de la stabilité des
systemes PWA. Il est organisé en sous parties qui s’articulent comme suit.

Dans un premier temps, nous présentons les systemes PWA | leur définition et leurs propriétés
avec quelques exemples simples.

Nous entamons apres I’analyse de la stabilité en commencant tout d’abord par montrer la
différence entre le cas des systémes LTI et le cas des systemes PWA.

Nous faisons ensuite une analyse de stabilité des systémes PWA en considérant des
fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux utilisées par une large communauté
[66, 94, 68, 126, 91, 116, 89, 107, 38], ou leurs résultats sont généralement basés sur les deux
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travaux de référence présentés dans [69] et [54]. Ces travaux ramenent la recherche d’une fonction
de Lyapunov quadratique par morceaux a la résolution efficace d’un probleme d’optimisation sous
des contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities).

Nous terminerons le chapitre par I'application des deux méthodes de [69] et [54] & lanalyse
de la stabilité du vérin électropneumatique lorsqu’une commande commutée est appliquée sur ce
dernier pour résoudre le probleme de redécollage expliqué au Chapitre 1. Une discussion sera faite
pour présenter les avantages, les inconvénients et les limitations de chaque méthode.

2  DEFINITION DES SYSTEMES PWA

Définition 2.1.

Les systemes PWA sont une classe de systemes non linéaires. Ils sont représentés de
maniére générale par 'équation différentielle suivante [68, 54, 137].
z(t) = Ajx(t) +a; pour z€ X;,i€Z (2.1)

ou r € R™ est le vecteur d’état. L’espace d’état R™ est subdivisé en N cellules X;
polyédriques convexes a intérieur disjoint, avec i € Z ’ensemble de N indices, et les
dynamiques A; € R™*", a; € R™*! caractérisant chacune de ces cellules X;.

Pour certaines considérations que nous spécifions apres, nous pouvons distinguer deux types de
cellules X, des cellules contenant ’origine indexées par Zjp et d’autres ne contenant pas ’origine
indexées par Z;. En d’autres termes :

i1 €71y, si0 e X;
I =TIyUTI; (avec Zop NIy = () tels que (2.2)
i€ Il, si0 ¢ Xz

Définition 2.2.

Nous pouvons généraliser la représentation (2.1) d’un systéme PWA, en définissant le
nouveau vecteur d’état étendu 7, tel que T(¢)T = [z(¢)T 1], comme suit.

z(t) = [ 0 O(L) ]E(ﬂ B & € 26,0 € 1 (2.3)

Le domaine de chaque cellule polyédrique convexe, résultant de l'intersection d’un nombre fini
de demi-espaces fermés, peut étre exprimé a l'aide d’une matrice E; = [E; e;] € REX(HD) | telle
que :

T € X, Eif >0 (24)

Nous pouvons aussi définir la frontiere entre deux cellules X; et X; représentée par ’ensemble
T', qui est défini par la relation suivante :

I'={@,J) | XinX; # 0} (2.5)

Alors, il existe des matrices F;; € R"is x(n+1) telles que la condition suivante est vérifiée.
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V(i,j)el, XinX; C{ x| Fyz=0 }. (2.6)

Pour mieux comprendre la notion de systemes affines par morceaux, nous allons illustrer
quelques exemples [67].

Exemple 2.1. Le meilleur exemple illustrant un systéme affine par morceaux est quand un systéme
LTT est connecté a une non-linéarité statique, telle qu’une saturation ou un relais, voir la figure 2.1.

-+ T
_|_

J
A

FIGURE 2.1 — Systéme linéaire connecté a une saturation

L’exemple est un systéeme d’équation :

i = Az +0b sat(ry), AcR*>? b=[10]T, 2 c R*! (2.7)
To
X X2 .
3 1
0
T i )

FIGURE 2.2 — Les cellules de systéme linéaire connecté a une saturation

La présence de saturation subdivisera naturellement l’espace d’état en trois cellules (N = 3)
en fonction de la valeur de x1 qui est la premiere composante du vecteur x, voir figure 2.2. Le
systéme est donc affine par morceaux présenté comme suit.

Ar+b, sixy >1

. 1 0 .

T = Ax + 0 ol ®r si—1<z1 <1 (2.8)
Az — b, sixqg < —1

Le domaine de chaque cellule peut étre construit d partir de la relation (2.4), en respectant les
différentes contraintes sur la variable x1.
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o Cellule X1 21 >1=E; =[10 —1]

o Cellule X5 : —1 <z, <1= E» = [_1 0 1

1 0 1:|
o Cellule X3 : 21 < —1=E3=[-10 —1]

Exemple 2.2. Considérons le systéme PWA dont la dynamique est exprimée comme suit [69] :

i= Ax (2.9)

avec : Ay = Az = [_0'1 1 ], Ay = Ay = [__Oil _051]

-5 —=0.1
A

Xo

X4

FIGURE 2.3 — Les cellules du systéme PWA (2.9).

L’espace d’état cette fois-ci est subdivisé en quatre cellules X;, N = 4, représentées sur la

figure 2.3. A partir de la relation (2.4), les matrices E; caractérisant chaque cellule sont données
comme suit.

11 11
&:&2[1 J’&:&:Ll—J

3 L’EXISTENCE ET L’UNICITE D’UNE SOLUTION D’UN SYSTEME
PWA

Pour discuter l'existence et 'unicité de la solution d’un systéme PWA| nous allons nous baser
sur celle d'un systéme dynamique & = f(z), * € R™. Pour ce systéme, démontrer 1'existence et
I'unicité de la solution revient a vérifier la condition de Lipschitz suivante.
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— Lemme 2.1 (Existence et unicité [74]). \

Si f(x) est une fonction continue et satisfait la condition de Lipschitz, c’est-a-dire :
il existe L > 0 telle que :

If(2) = F)ll < Lz —y|| Yo,y € R (2.10)

alors I’équation d’état @ = f(z) a une solution unique, pour toute condition initiale .

J

Pour le systeme PWA (2.1), on peut distinguer deux cas de figure selon la continuité ou la

discontinuité sur les frontieres entre les différentes cellules X;.

Continuité :

Discontinuité :

Si la dynamique de systéme PWA est continue sur toutes les frontiéres alors la condition
de Lipschitz est forcément vérifiée pour un systéme affine ou linéaire continu, méme par
morceaux.

Dans le cas de discontinuité de la dynamique & sur une frontiére entre deux cellules X; et
X, la solution peut ne pas exister ou ne pas étre unique. En effet, selon Filippov [45], la
discontinuité peut étre résolue en faisant I’hypotheése que la dérivée de x sur la frontiere soit
une combinaison convexe entre les dynamiques f;(z) et f;(x) des deux cellules X; et X; et
qui est donnée par :

@(t) = 0fi(x) + (1 —0)f;(x),0<0<1. (2.11)

D’apres (4.26), on peut avoir plusieurs solutions selon la variation du parameétre 6. D’autre
part, cette combinaison convexe peut engendrer des phénomenes complexes, notamment les
modes glissants et les hystérésis, et augmenter la difficulté d’analyse de tels systémes.

Hypothese 2.1.

Dans ce chapitre, nous supposons que le systéme PWA (2.1) admet une solution unique.
Par conséquent, nous écartons la possibilité d’avoir de phénomenes de glissement sur les
frontieres entre les cellules.

Méme s’ils semblent proches des systemes LTI, les systémes PWA ont un comportement de

systemes dynamiques non linéaires, qui n’existent pas dans les systéemes LTI. Comme ’analyse
de la stabilité des systémes non linéaires est plus difficile que celle des systemes LTI, 'analyse
des systemes PWA est donc un probleme difficile. I’objectif est néanmoins d’avoir des méthodes
efficaces d’analyse de la stabilité comme dans le cas des systemes LTI.

4

ANALYSE DE LA STABILITE

La stabilité est 'une des propriétés fondamentales des systemes dynamiques et de la théorie du

contréle. Intuitivement, la stabilité est la propriété qui assure que I’état d’un systéme ne diverge
pas. Dans de nombreux systémes de contrdle, on cherche & parvenir a des formes particulieres
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de stabilité, notamment la stabilité asymptotique, qui assure que ’état du systéme converge
vers un point d’équilibre ou un ensemble de points d’équilibre aprés un transitoire initial. On
s'intéresse aussi a la stabilité exponentielle, qui assure que la convergence de ’état du systéme a
son point d’équilibre ou a son ensemble des points d’équilibre peut étre délimitée par une fonction
exponentielle du temps.

4.1 Différentes formes de stabilité

Point d’équilibre d’un systéme dynamique
Pour un systéme dynamique temps-invariant ayant comme vecteur d’état x(t) et donné par :
= f(x) (2.12)
on appelle point d’équilibre tout point . satisfaisant f(z.) = 0, c’est-a-dire [74] :

Si pour t = t1, x(t1) = z, alors Vt > t;, x(t) = z..
Concernant les systémes PWA (2.1), tout point z. € X; satisfaisant

Aixze +a; =0 (2.13)

est un point d’équilibre pour ce systeme PWA.

Ensemble des points d’équilibre d’un systéme dynamique
On peut également définir un ensemble de points d’équilibre E., donné par :

Be={ 2| f)=0}. (2.14)

Dans le cas de systeme PWA (2.1), si E.q C X, i € Ty, Par simplicité, nous prenons le cas de
0 € Feq et donc a; = 0, alors :

Eyy={zeX;|Az=0}. (2.15)

Néanmoins, il est valable pour tout ensemble des points d’équilibre car on peut toujours trouver
un changement de repére pour revenir au cas précédent.

Remarque 2.1.

L’ensemble des points d’équilibre n’est pas nécessairement réduit au point 0, c’est-a-dire
nous pouvons avoir 0 € E.q et E.q # {0}.

Stabilité de point d’équilibre d’un systéme dynamique

Les définitions ci-dessous sont adaptées de [74].
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Définition 2.3 (Stabilité).
Le point d’équilibre z. du systéme (2.12) est stable si : Ve > 0, 36 = d(e) > 0 tel que :

d(zo, xe) < 0 = d(z(t),x.) <€ VE>0 (2.16)

avec : d(a, z) = |la — z]|.

Cette définition signifie qu’il est toujours possible de choisir une certaine boule de taille ¢ telle
que, pour toutes les conditions initiales comprises dans cette boule et quelle que soit la boule
d’exigence de taille €, les trajectoires résultantes seront, en tout temps, comprises dans cette boule
d’exigence.

Définition 2.4 (Instabilité).

Le point d’équilibre z, du systéme (2.12) est instable s’il n’est pas stable au sens de la
définition 2.3.

La convergence de vecteur d’état vers un point d’équilibre définit d’autres formes de stabilité,
notamment la stabilité asymptotique et exponentielle, qui sont plus fortes que la stabilité dans la
Définition 2.3.

Définition 2.5 (Stabilité asymptotique).

Le point d’équilibre z. du systéme (2.12) est localement asymptotiquement stable s’il
est stable et s’il existe § > 0 tel que :

d(zo,xe) < 0 = lim d(z(t),z.) =0 (2.17)

t—o0

Si (2.17) est valable V ¢ alors le point d’équilibre z. du systéme (2.12) est globalement
asymptotiquement stable.

La stabilité exponentielle est un cas particulier de la stabilité asymptotique et qui a les carac-
téristiques suivantes :

Définition 2.6 (Stabilité exponentielle).

Le point d’équilibre . du systéme (2.12) est localement exponentiellement stable s’il est
stable et s’il existe d > 0 et a > 0 tels que :

d(zo,x.) < 0 = tlim e d(z(t), z.) = 0. (2.18)
—00

Si (2.18) est valable V ¢ alors le point d’équilibre z. du systéme (2.12) est globalement
exponentiellement stable.

En plus de la stabilité exponentielle, nous pouvons aussi déterminer une borne inférieure sur
le taux de décroissance des trajectoires d’état du systéme dynamique comme suit.
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Définition 2.7.

Le taux de décroissance représente le plus grand « positif tel que (2.18) soit satisfaite.

Stabilité d’un ensemble de points d’équilibre d’un systéme dynamique

De la méme facon, les différents types de la stabilité d’un ensemble de points d’équilibre sont
définis ci-dessous.

~— Définition 2.8 (Stabilité). \

L’ensemble des points d’équilibre E., (2.14) est stable si : Ve > 0, 36 = d(¢) > 0 tel que :

d(z0, Eeq) < 6 = d(z(t), Eeq) <€ Yt >0 (2.19)

avec : d(a, Eqq) = ZénEf lla — z]|.
eq

\. J

— Définition 2.9 (Instabilité). |

L’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.12) est instable s’il n’est pas stable
au sens de la définition 2.8.

\ J

~— Définition 2.10 (Stabilité asymptotique). |

L’ensemble des points d’équilibre E., (2.14) est localement asymptotiquement stable s’il
est stable et s’il existe § > 0 tel que :

d(z0, Eeq) < 6 = tli}m d(z(t), Eeq) =0 (2.20)

Si (2.30) est valable V ¢ alors I’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.12) est
globalement asymptotiquement stable.

\ J

La stabilité exponentielle est toujours un cas particulier de la stabilité asymptotique et est
définie comme suit.

~— Définition 2.11 (Stabilité exponentielle). .

L’ensemble des points d’équilibre E., (2.14) est localement exponentiellement stable s’il
est stable et s’il existe > 0 et a > 0 tels que :

d(zg,xe) < 0 = tlim e d(z(t), Eeq) = 0. (2.21)
—00

Si (2.21) est valable V ¢ alors I’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.12) est
globalement exponentiellement stable.

\. J

On peut également déterminer une borne inférieure sur le taux de décroissance des trajectoires
d’état du systeme dynamique comme suit.
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Définition 2.12.

Le taux de décroissance représente le plus grand « positif tel que (2.21) soit satisfaite.

4.2 Stabilité au sens de Lyapunov
Stabilité dans le cas d’un point d’équilibre

Pour démontrer la stabilité d’un point d’équilibre, Lyapunov a introduit certaines fonctions V'
dites par conséquent “fonctions de Lyapunov”. Soit :

V:D-—R (2.22)

une fonction continue, dérivable et définie dans un domaine D C R™ contenant le point d’équi-
libre telle que :

v
T oz

avec V(x) la dérivée de V(x) le long des trajectoires de (2.12).
Le théoréme de stabilité proposé par Lyapunov est le suivant.

V(z) (z) (2.23)

— Lemme 2.2 ([74]). \

Soit D C R™ contenant . ; le point d’équilibre z, du systéme (2.12) est stable si IV :
D — R une fonction continue dérivable telle que :

V(z) >0 pour z € D\ {z.}
) (2.24)
V(z) <0pour z € D\ {z.}
Ce point d’équilibre x. est localement asymptotiquement stable, si V' vérifie la premiere
relation dans (2.24) et la relation :

V(z) <0 pour z € D\ {z.}

. (2.25)
V(ze) = 0.
Il est localement exponentiellement stable si V' satisfait :
V(z) < —2aV(x) pour z € D\ {z.} (2.26)

Si||z|]] — o0 = V(x) — oo et D = R™ alors le point d’équilibre est globalement
asymptotiquement (ou exponentiellement) stable. Si V(z) est quadratique en z alors la
borne inférieure sur le taux de décroissance est au moins «.

Stabilité dans le cas d’un ensemble de points d’équilibre

Dans le cas de la stabilité d’un ensemble de points d’équilibre, les conditions imposées sur la
fonction de Lyapunov sont des conséquences directes de théoreme d’invariance de LaSalle ([74]
Théoréme 4.4 page 128). Les trois types de stabilité sont présentés ci-dessous.
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— Lemme 2.3. \

Soit D C R tel que E,, est inclus dans I'intérieur de D, I’ensemble des points d’équilibre
E.q, du systéme (2.12) est stable si 3V : D — R une fonction continue dérivable telle
que :

V(z) > 0 pour z € D\ Eq
' (2.27)
V(z) <0 pour x € D\ Eq
Cet ensemble des points d’équilibre E., est localement asymptotiquement stable si V'
vérifie la premiere relation dans (2.27) et la relation :

V(z) <0 pour x € D\ Eq
(2.28)

V(z) =0, v € Egy.

Si V(z) est quadratique en x alors il est localement exponentiellement stable si V' satis-
fait :
V(n(z)) < —2aV (n(z)) pour z € D \ Eq, (2.29)

avec m(x) € D un opérateur quelconque de projection tel que
T —> Eeqg & m(z) — 0
2 € By & m(z)=0
De plus, la borne inférieure sur le taux de décroissance est au moins «.

Si fjz|| — o0 = V() — oo et D = R™ alors l'ensemble des points d’équilibre est
globalement asymptotiquement (ou exponentiellement) stable.

\ J

Démonstration. Démontrons que (2.27) et (2.28) sont satisfaits alors ’ensemble des points
d’équilibre E., est localement asymptotiquement stable. C’est une conséquence du théoréme de
LaSalle

— Lemme 2.4 (Théoréme de LaSalle[7/]). N

Soit
e O C D un ensemble compact qui est positivement invariant pour le systéme (2.12) ;
e V : D — R une fonction continue dérivable telle que V(x) < 0 pour z € Q;
e E l’ensemble de tous les points de Q) tels que V(x) =0y
e M le plus grand ensemble invariant de E.

Alors, toute solution x dont la condition initiale appartient a Q approche M quand t
tend vers linfini.

Puisque E.q est inclus dans Uintérieur de D, il existe 6 > 0 tel que :

Bs ={x € R" | d(z, Eeq) <} C D.
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Soit n = min g, Feg)=5 V(x). Alors n > 0. En prenant § €]0, n|, on définit :
Oy = {w € B; | V(x) < B,

Alors Qg est inclus dans D. D’aprés (2.27) et (2.28), l'ensemble compact Qg est un ensemble po-
sitivement invariant pour (2.12). De plus, V(z) <0 pour x € Qg. Par suite, d’aprés le Théoréme
de LaSalle, tlim d(x(t), Eeq) = 0.

— 00

En conclusion, il existe 6 > 0 tel que :

d(x0, Feq) < 6 = tlim d(x(t), Eeq) =0 (2.30)

—00

ce qui démontre la stabilité asymptotique de I'ensemble Eq.
Si V(x) est quadratique en x alors il existe ar > 0 et B > 0 tels que : :

o ||m(@)|” < V(n(x)) < Bx |lm(a)||” (2.31)

ot ||.|| représente la norme euclidienne.
D’autre part, l’équation (2.29) se reécrit :

V(m(2))e®™ 4 2aV (1(x))e** < 0 pour x € D\ E, (2.32)
sott p
%(V(ﬁ(z))e%t) <0 pourx € D\ Eyy (2.33)
ce qui implique que
d (0% —
E(IIW(JC(%))H2 e*) <0 & (@)l < e [ln(2(0)] pour z € D\ Eeq. (2.34)

En conclusion,
lim e*d(z(t), Eeq) = 0.

t—o0

4.3 Analyse de stabilité des systémes linéaires temps invariant (LTT)

Dans le cas de systémes linéaires LTI, dont ’équilibre est I'origine, I’équation différentielle est
la suivante :

i(t) = Az(t),z € R (2.35)

Il s’agit d’un cas particulier de systeme PWA, nous avons donc tout 'espace d’état considéré
comme une seule cellule contenant l'origine, c’est-a-dire N = 1. Si nous prenons la structure définie
précédemment dans (2.3), les caractéristiques de ce systéme (2.35) sont décrites comme suit :

Zo = {0} avec Xg =R"
(2.36)
;=0

Pour les systémes LTI, une condition nécessaire et suffisante pour démontrer la stabilité est de
trouver une fonction de Lyapunov quadratique de la forme V(z) = 27 Pz pour x € R telle que
[18] :

V(z) =2TPx >0
pour z € R™\ {0} (2.37)
V(z) =T (ATP + PA)x <0

Comme la relation (2.37) est valable Vo € R™ \ {0}, alors :
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P>0
(2.37) —= (2.38)
ATP+ PA <0

C’est un probleme d’optimisation sous contraintes inégalités matricielles linéaires (LMI), appelé
probleme de faisabilité, voir annexe 6.1 page 68 sur optimisation, ou P, dite “matrice de Lyapunov”,
est a calculer.

4.4 Extension aux systemes affines par morceaux

Prenons le systéme linéaire par morceaux représenté par (2.1), ou Pespace d’état est subdivisé
en plusieurs cellules X;. Si nous prenons cette fonction de Lyapunov quadratique V(z) = 27 Pz,
les conditions pour démontrer la stabilité sont données comme suit.

V(x) = 2T Pz > 0 pour x € R\ {0}
. (2.39)
V(z) =27 (AT P+ PA;)x <0 pour z € X; \ {0}

Alors, le passage vers les inégalités matricielles linéaires ne se fera pas de fagon directe car la
contrainte quadratique dans la deuxiéme inégalité de (2.39) ne doit pas étre vérifiée pour tout
x € R™ mais pour z € X; # R" (X; C R"), en d’autres termes :

P>0

(2.39) & (2.40)
ATP+ PA; <0

A ce stade, il faut penser & une démarche qui permette d’accéder aux inégalités matricielles
linéaires a partir des conditions sur la fonction de Lyapunov imposées a chaque cellule de I'espace
d’état. Cette démarche se base sur ce qu’on appelle la S-procédure, présentée ci-dessous.

La S-procédure

Principe de la S-procédure pour deux formes quadratiques
Soit Fy = FY, Fy = FT € R™*™,
On veut que 27 Fyz soit positive pour les z tels que 27 Fy 2 est positive.

~— Lemme 2.5 ([70]). \

L’implication :
2TFz>0= 2TFyz>0 (2.41)

qui est équivalente & :
2T Fyz >0 Vz, 2TFiz>0

est vraie si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

INERA>0: Fy — AF, = 0. (2.42)
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Principe de la S-procédure pour des formes quadratiques multiples

Le principe est le méme, selon le lemme suivant.

~— Lemme 2.6 ([18]). \

Soient Fy = F{, ..., F, = Fil' € R™ ™. L’implication :

2TFi2>0,..,2 7 Frz >0 = 2TFyz > 0 (2.43)
qui est équivalente a :

2T Fyz >0 Vz, 2TFz> o,..., 2TFez>0

est vraie si la condition suivante est vérifiée :

k
AL, A ER AL 20,0, 0 2 0: Fy — Y NF; = 0. (2.44)

p=Il

Remarque 2.2.

Dans le Lemme 2.5, on a une seule contrainte dans ce cas la, on peut démontrer que le
passage entre (2.41) et (2.42) est une condition nécessaire et suffisante (non conservatif)
et la S-procédure dans ce cas est dite « sans perte ».

Cependant, dans le Lemme 2.6, on a plusieurs contraintes donc le passage entre (2.43)
et (2.44) est une condition suffisante (conservatif) et la S-procédure dans ce cas est dite
« avec perte ».

Utilisation de la S-procédure dans le cas des systémes PWA

D’apres (2.4), les cellules du systéme PWA sont définies par des inégalités linéaires en z.
Cependant, nous avons besoin d’inégalités sous formes quadratiques pour pouvoir utiliser la S-
procédure. Par conséquent, nous allons transformer ces inégalités linéaires en formes quadratiques
et appliquer ensuite la S-procédure sur chaque cellule pour obtenir des conditions sous forme de
LMI. On peut représenter ces formes quadratiques par un ensemble appelé €2; défini par la relation :

Q={z | 77Qz >0} (2.45)
tel que :
X; CQy

Dans ce qui suit, nous proposons une petite justification de ce passage vers les nouveaux
ensembles, et comment les inégalités matricielles linéaires peuvent étre obtenues.

Justification Prenons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V(z) =77 Pz > 0 pour z € R™\ {0}
(2.46)
V(z) = ET(ZiTﬁJr? AT < 0 pour x € X; \ {0}
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Du fait que X; C Q;, on a :
@A P+PA)T<0 VoeQ =7 (A, P+PA)T<0 VaoeX; (2.47)
En appliquant la S-procédure, d’apres le Lemme 2.5, on a que :
(A P+PAT<0 VT, 70,7 >0
est vraie si et seulement si la condition suivante est vérifiée :
I\ ERAN>0, A, P+P A — \Q, <0. (2.48)

ce qui est bien une inégalité matricielle linéaire avec variables de décision P et A;.

Compte tenu des considérations précédentes, nous pouvons arriver au lemme suivant, qui révele
que la fonction de Lyapunov peut étre calculée grace a une optimisation sous des contraintes LMI.

— Lemme 2.7 (Adapté de [54]). \
S’il existe :
o )\1 € R+ 5

o P=pPT cRxn

avec :
— P 0
P= [O O] (2.49)
tels que les LMI suivantes sont vérifiées :
P>0
ATP +PA; <0,i€T (2.50)

A P+PA+NQ, <0, icTy
Alors, le point d’équilibre z. = 0 du systeme PWA (2.1) est asymptotiquement stable.

Remarque 2.3.

Le Lemme 2.7 est valable pour les systeme PWA présentant un équilibre a lorigine.
Néanmoins, il est aussi valable pour tout point d’équilibre z. # 0, car il peut étre
déplacé vers ’origine via une translation donnée.

Dans cette approche, on utilise une seule matrice de Lyapunov, qui couvre ’espace d’état
entier. L’avantage avec ce type de fonctions de Lyapunov, utilisées pour certains travaux d’analyse
de systéemes PWA et dites “communes” [112, 15], réside dans sa simplicité et son efficacité de
calcul. Cependant, dans d’autres travaux de recherche, nous pouvons trouver des systemes ou il
est difficile, voire impossible, de trouver une telle fonction de Lyapunov, et c’est le cas de ’exemple
traité par [69], voir Figure 2.3 page 37.

Dans la prochaine section, des extensions développées sur les fonctions de Lyapunov seront
présentées dans les travaux de base [69] et [54].
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4.5 Meéthodes de référence : convergence vers un point d’équilibre

Dans la littérature, plusieurs travaux démontrent la convergence des trajectoires d’état dans
un systeme PWA via l'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux. En
effet, dans les années 1990, il y a eu l'apparition de quelques travaux de base qui proposaient
des conditions suffisantes sur ce type de fonctions de Lyapunov afin d’analyser la stabilité des
systemes PWA. Avec ces conditions, le calcul de fonctions de Lyapunov peut étre exprimé comme
un probléme d’optimisation sous contraintes LMI en utilisant le principe de la S-procédure. Parmi
ces méthodes de base, nous pouvons citer les idées développées dans [69] et [54] utilisées par une
large communauté de recherche en littérature.

Les fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux

Afin de minimiser le conservatisme des fonctions de Lyapunov quadratiques communes et de
trouver l'inspiration pour des nouvelles alternatives, un nouveau concept a été adopté par la
communauté de chercheurs sur les systemes PWA appelé fonctions de Lyapunov quadratiques par
morceaux. Elles sont définies par :

V(z)=Vi(x), VeeX, Viel (2.51)

Afin de démontrer la stabilité des systéemes PWA, ces fonctions quadratiques par morceaux,
d’apres la littérature, doivent vérifier certaines conditions exprimées comme suit.

(Fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux).

V(0)=0
Vi(z) >0, VexeX;\{0} VieZ (2.52)

Vi(z) <0, VreX;\{0} Viel

2. Condition de continuité sur la frontiere entre les cellules adjacentes X; et X;.

Vi(z) = V;(x), Vo € X; N X; (2.53)

Remarque 2.4.

La fonction de Lyapunov (2.51) a été découpée en morceaux en counsidérant les cel-
lules définies dans (2.4), mais ce choix n’est pas nécessaire car nous pouvons avoir deux
ensembles de cellules différents (celui de la modélisation et celui de la fonction de Lya-
punov). Par simplicité, nous prenons généralement les mémes cellules que celles définies
dans (2.4).

La recherche de telles fonctions a fait I’objet de plusieurs travaux de recherche, et c’est ce que
nous allons présenter dans le prochain paragraphe, ot nous exposons quelques travaux de base
pour Panalyse de stabilité des systemes PWA en utilisant les fonctions de Lyapunov quadratiques
par morceaux.
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Méthode développée par Johansson/Rantzer [69]

Dans [69], on propose des conditions suffisantes de stabilité des systémes PWA en utilisant
des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux. Les auteurs développent une méthode
pour calculer ces fonctions de Lyapunov via 'optimisation sous contraintes LMI, en utilisant les
informations de partition de I’espace d’état pour relaxer le conservatisme de I’analyse de stabilité.

Cette méthode a été réintégrée dans plusieurs travaux de recherche, on peut citer : analyse de
stabilité et synthése de controleur par retour d’état [39, 88], filtrage et synthése de contrdleurs
fréquentiels robustes (Hoo, Ha) [139, 66], analyse des systéeme PWA incertains [94], détection des
défauts a base d’observateur [136] et analyse des systémes PWA discrets [40, 88].

L’idée principale dans les travaux de [69] est de trouver tout d’abord sur chaque cellule une
fonction de Lyapunov quadratique, puis de combiner toutes ces fonctions pour former une fonction
de Lyapunov globale. Pour répondre aux conditions (2.52) et (2.53), les auteurs de [69] ont choisi
une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux de la forme :

Vi(r) =2TPx pour x€X;, i€y
(2.54)

T
Vl(x):[ﬂ E[ﬂ pour z€ X;, i€l

D’aprés [69], les conditions (2.52) et (2.53) sur la fonction de Lyapunov se transforment en
contraintes inégalités matricielles linéaires (LMI) via l'utilisation de la S-procédure. Les résultats
de [69] sont présentés dans le Lemme ci-dessous.
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~— Lemme 2.8 ([69]).

S’il existe :
e A € RmLxmL .
e U;, W; dont les coefficients sont non négatifs ;
o P,=PT c Rv" P, =P, ¢ ROw+Dx(n+1)
avec :

P,=LTAL;, pour i€T

., (2.55)
Fz‘ :L_l AE pour i €7
ot L; = [L; ;] € Rmex(+1) yérifient la relation de continuité :
T m =TI, m pour =€ X;NX,, (i,j) €T (2.56)
tels que :
AZTPi + PA; + EZTUzEz <0
pour i € I
P, — ETW,E; - 0
e m (2.57)
Ai P, + P;A; +Ei UFE; <0
pour i € 7y
P, —E; W;E; » 0

Alors, le point d’équilibre 2z, = 0 du systéme PWA (2.1) est globalement asymptotique-
ment stable.

Exemple 2.3. Reprenons l'exemple 2.2. La fonction de Lyapunov quadratique par morceautr dé-
finie par les matrices de Lyapunov suivantes :

1 0 5 0
P1=P3=[0 5}, P2=P4=[0 J

vérifient les conditions (2.55) et (2.57) imposées par [69], avec L; = [EF I|T, i =1,2,3,4, ce
qui démontre la stabilité.

La fonction de Lyapunov et ses courbes de niveauz' ont été tracées sur le plan (x1,32) dans les
figures 2.4 et 2.5. D’aprés ces figures, la décroissance vers l’équilibre et la continuité de la fonction
de Lyapunov sur les frontiéres sont bien vérifiées.

1. Une courbe de niveau est ’ensemble de points pour laquelle la fonction de Lyapunov est constante.
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FIGURE 2.5 — Les courbes de niveauz de la fonction de Lyapunov dans le plan (z1,x2).

Remarque 2.5.

Le choix de la structure particuliére (2.55) de la fonction de Lyapunov et la condition
(2.56) indiquée dans [69] afin d’assurer la continuité de la fonction de Lyapunov sur
la frontiere entre deux cellules n’est pas une condition nécessaire et suffisante, ce qui
rend cette méthode conservative. Pour diminuer le conservatisme, une autre condition
moins conservative a été proposée dans [68] et qui est équivalente a celle proposée dans
les travaux de [54] présentés ci-dessous. Les conditions (2.55) et (2.56) sont remplacées
alors par la condition suivante :

— — =T 7 —

P, =P;+ F,;T;; +T;;Fy; (2.58)

VA

avec P;, P; et T;; des variables de décision et F;;, i,j € T définies dans (2.6).
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Méthode développée par Hassibi/Boyd [54]

Dans les travaux de [54], une autre approche a été proposée pour l'analyse de la stabilité d’un
point d’équilibre de systéme PWA, basée toujours sur la transformation de 'analyse de stabilité
en un probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMI. Cependant, les auteurs dans [54]
ont proposé des conditions moins conservatives que celles développées dans les travaux de [69].
En effet, ils ont suivi les mémes étapes que dans [69], c’est-a-dire utiliser les informations tirées
du partitionnement de l’espace d’état en plusieurs cellules et de 'utilisation de la S-procédure
pour obtenir des conditions sous la forme de contraintes LMI. Néanmoins, le passage qui a été
fait par [54] en utilisant la S-procédure était moins conservatif. Ils ont aussi proposé une relation
générale qui exprime la condition de continuité de la fonction de Lyapunov sur la frontiere entre
deux cellules, qui est une égalité directe des fonctions de Lyapunov. Les conditions tirées a partir
de cette égalité sur la frontiere imposent moins de conservatisme par rapport a la stratégie suivie
par [69]. Nous avons indiqué précédemment que les auteurs dans [69] ont proposé plus tard une
condition de continuité équivalente & cette condition de continuité imposée par [54] et qui est
exprimée ci-dessous.

Les résultats de [54] ont été largement utilisés dans la littérature, on peut citer : syntheése
de contrdleur robuste et par retour d’état [105, 71, 93, 107, 89, 108, 106], analyse de systémes
incertains [90], analyse de stabilité pour les systémes PWA via I'approche polynomiale [137] et
analyse de systémes PWA en présence de phénomeénes de glissements [38].

Considérons la fonction de Lyapunov quadratique définie dans (2.54). Afin d’assurer la décrois-
sance et la continuité de cette fonction de Lyapunov, [54] propose les résultats suivants :

~— Lemme 2.9 ([54]). <
S’il existe :

o 7., T € le_“ ayant des coefficients non-négatifs;

o P; € RntDx(n+1) poyr 4 € 7;
tels que :

T3P — P;)Yi; =0 (2.59)

—L

ou: Ty; = F;, c’est-a-dire T;; est la matrice orthogonale & la matrice F'j;

et les LMI suivantes sont vérifiées :
Pi—Qi(T/) =0
e (2.60)
A; Pi+ PiA;i +Qi(T;) <0
N 0 —
ou: Qi(T;) = [,ETFJ + {0 E1T7Z}

Alors, le point d’équilibre z. = 0 du systeme PWA (2.1) est globalement asymptotique-
ment stable.
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Remarque 2.6.

La relation de continuité (2.59) est équivalente & celle développée par [68] dans (2.58).
Cependant, cette relation n’a pas été démontrée dans ces deux travaux. Elle peut étre
démontrée en utilisant le lemme de Finsler, comme est expliqué dans le Chapitre 3.

Exemple 2.4. Reprenons [’exemple 2.2 page 37. La fonction de Lyapunov quadratique par
morceaur définie par les matrices de Lyapunov suivantes, obtenues en procédant a la program-
mation numérique sur Matlab via utilisation des bibliothéques “YALMIP et SeDuMi”, avec
F12:F34:[1 1],F14:F23:[1 71] N

4.7876  —0.0495 1.4491  —0.0495

Pr=Ps=1_, 0495 0.9593} » Br=h= {—0.0495 4.2977

vérifient les conditions (2.58) et (2.60) imposées par [5]], ce qui démontre la stabilité.
La fonction de Lyapunov et ses courbes de niveaux ont été tracées sur le plan (x1,x2) dans les

figures 2.6 et 2.7. D’aprés ces figures, la décroissance vers l’équilibre et la continuité de la fonction
de Lyapunov sur les frontiéres sont bien assurées.

-0.5

x2

FIGURE 2.6 — La fonction de Lyapunov dans le plan (x1,x2).

Stabilité locale d’un point d’équilibre

Les résultats de la littérature [69] et [54] présentés ci-dessus testent la stabilité asymptotique
globale d’un point d’équilibre. Il est cependant parfois difficile de démontrer cette stabilité au
sens global. Par conséquent, on s’intéresse au concept de stabilité locale qui est treés intéressant,
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2 /9//7;////// S \\\\\‘\\\\.\\"

FIGURE 2.7 — Les courbes de niveauz de la fonction de Lyapunov dans le plan (x1,x2).

car les domaines de validité physique sont des ensembles bornés et la stabilité locale dans ce cas
est suffisante. En effet, pour les systémes PWA (2.1), parfois on rajoute des bornes fictives sur
les cellules X; pour avoir plus d’efficacité dans la résolution de contraintes LMI et pour faciliter
le calcul de la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux. Les résultats précédents restent
applicables méme pour démontrer la stabilité asymptotique locale d'un point d’équilibre, voir le
lemme ci-dessous.

Lemme 2.10.

Si U;ez Xi # R™ et si les conditions du Lemme 2.8 et Lemme 2.9 sont vérifiées alors le
point d’équilibre z, = 0 du systéme PWA (2.1) est localement asymptotiquement stable.

L’ensemble de conditions initiales xy pour lesquelles le systeme converge est alors donné par
le plus grand des ensembles Q25 = {z | V(x) < B} tels que Q5 C |J;c7 Xi tel que la stabilité est
vérifiée. En effet, la stabilité n’est pas vérifiée pour toutes les conditions initiales appartenant a
I'union des X;, mais elle est vérifiée uniquement pour celles appartenant a ’espace défini par Qg.
Comme on peut le voir dans la figure 2.8, la fonction de Lyapunov trouvée assure la convergence
asymptotique uniquement pour des conditions initiales dans I’ensemble Qg, c’est le cas du point
xo1, mais elle ne garantit pas cette convergence pour les autres conditions initiales de ’espace
d’état D, qui est le cas du point xp2.

Propriétés et cas particuliers

A travers cette partie, nous illustrons quelques cas particuliers de systéme PWA ot il est inutile
d’utiliser la S-procédure pour avoir des conditions sous contraintes LMI. En d’autres termes, le
passage vers les inégalités matricielles linéaires se fait de la méme facon que dans le cas des systémes
LTT.
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Zo2

Y

FIGURE 2.8 — Stabilité dans le cas de domaine borné D ; (C) : courbe de niveauz mazimale de la fonction
de Lyapunov; xo1, Toz2 : des conditions initiales.

1) Propriété de symétrie

Dans le cas de systéemes PWA présentant des cellules symétriques deux par deux par rapport
a lorigine, dont les dynamiques sont aussi symétriques, le nombre de contraintes LMI dans le
programme d’optimisation sera réduit, c’est-a-dire qu’au lieu de prendre chaque cellule séparément
et d’écrire ses contraintes, nous prenons une seule cellule avec des contraintes valables pour les
deux cellules symétriques.

Imaginons deux cellules X; et X; . géométriquement symétriques par rapport l'origine.
Supposons aussi que les deux dynamiques dans les deux cellules sont symétriques, c’est-a-dire
que si la cellule X; a une dynamique & = A;x + a; alors la dynamique dans la cellule symétrique
X est & = A;x — a;.

isym

La définition de la fonction de Lyapunov sera telle que pour la cellule X;, il y aura V;(z) de la
forme suivante :
T
|z P gl |x
weor=[i] [ ][] e

2T Px + 2qiT:c +7r; >0

telle que :

€ X; 2.62
)" [ATP + PA; AT+ Pai] [¢] _ pour (2.62)
1 af P+ qiAi  alqi+qiai | |1
Sur la cellule symétrique X;, , , ces conditions deviennent :
(—2)TPy(—x) —2¢] = +7; >0
€X; 2.63
)" [ATP 4 PA; ATqit Pl [~a] _ PO e (2.63)
1 al P+ qiAi  al ¢+ qiaq 1
on aura alors :
ot Pix —2q] w41 > 0
pour z € X, (2.64)

2" [ATP, + PA, —Alq+ Pai] 2] _,
1 al P—q;Ai  —alqi— qia; | |1
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On remarque que, si (2.62) est vérifiée par un triplet (P;, i, r;) alors (2.64) est vérifiée pour
P, = Pis iy = =iy Tigym = Ti-

Par conséquent, dans le cas de cellules symétriques présentant des dynamiques symétriques,
il suffit de trouver une matrice de Lyapunov sur une cellule et la symétrique est trouvée auto-
matiquement. Cela va permettre de réduire le nombre de contraintes LMI & considérer dans le
programme d’optimisation car le nombre de cellules considérées est réduit.

2) Cellules contenant 1’origine
Pour les cellules dont l'intérieur contient l'origine, le passage vers les LMI se fait de maniere
directe sans utiliser la S-procédure. Par conséquent, les termes de la S-procédure seront inutiles.

La définition de la fonction de Lyapunov est telle que pour cette cellule, il y aura une fonction
Vo = 2T Py telle que :

Vo =aTPyx >0

' pour z € X (2.65)
Vo = :L'T(Agpo + PQAQ)SC <0
Montrons que nécessairement :
Vo=2TPyx >0
pour z € R" (2.66)

Vo = :L'T(Agpo + P()Ao):c <0
Pour cela multiplions I'inégalité (2.65) par o avec : o € R, ce qui donne :
(ox)T Py(ox) > 0

(2.67)
(0x)T(AF Py + PyAo) (o) <0

Comme 0 € intérieur de Xo, il existe une boule By C X de centre 0 et de rayon non nul 7,
voir figure 2.9. Puisque VZ € R", Jp et 32 € By, avec & = ox tels que :

TPyt >0
(2.68)
i‘T(Agpo + Pvo)SET <0
Du fait que (2.68) doit étre vérifiée pour tout Z € R", alors :
Py>=0
(2.69)

Agpo + P()AO <0

Il est inutile donc d’utiliser la S-procédure.

3) Espace d’état subdivisé en deux cellules symétriques

Montrons que nécessairement, dans le cas d’espace d’état subdivisé uniquement en deux cellules
X, et X, symétriques par rapport a 'origine ou 0 € X7 N X5, le passage vers les contraintes LMI
se fait de maniere directe sans ajouter les termes de la S-procédure.

Avec cette configuration, pour avoir I’équilibre, la dynamique ne doit pas contenir de termes
affines, c’est-a-dire a; = 0. Dans ce cas, nous avons le systéeme PWA suivant, ot & € R? :

,f:Agw :c1§0
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N |
N

FIGURE 2.9 — Cellule dont Uintérieur contient l’origine

L’objectif est de démontrer la stabilité pour le systeéme, c’est-a-dire de chercher dans chaque
région une fonction de Lyapunov d’une forme quadratique V;(x) = 27 Pz, i=1,2 pour = € X;
telle que :

Vi=2TPx >0
. 1=1,2, pour z € X; (2.71)
V; = 2T (ATP, + P,A)x < 0
Montrons que nécessairement :
Vi=2TPax >0
i=1,2, pour z € R? (2.72)

Vi = 2T (AT P+ PiA))z <0

Par symétrie, si € X; alors —x € X5. Si les conditions dans (2.71) pour ¢ = 1 sont valables
dans X; alors forcément elles sont valables dans Xs. Avec cette configuration, comme a; = 0, la
fonction de Lyapunov, si elle existe, est une fonction de Lyapunov commune, c’est-a-dire P, =
P, = P. Nous pouvons écrire alors Vo € R? :

P>0
1=1,2 (2.73)
AP+ PA; <0

Il est inutile donc d’utiliser la S-procédure pour avoir les contraintes LMI, c’est le cas de
I’exemple de la Figure 2.10.

5 APPLICATION AU SYSTEME ELECTROPNEUMATIQUE

A travers cette partie, nous allons essayer de répondre & la problématique posée au Chapitre 1,
c’est-a-dire démontrer la stabilité du systéme électropneumatique lorsqu’une commande commu-
tée est appliquée sur ce dernier (voir Chapitre 1). L’étude de stabilité sera faite via 1'utilisation
des méthodes d’analyse exposées ci-dessus, c’est-a-dire la méthode présentée dans [69] et celle
présentée dans [54].

L’application des deux méthodes concerne les deux modeéles commutés du systeme électropneu-
matique présentés au Chapitre 1, c’est-a-dire un modele commuté avec des gains de retour d’état
sur tous les états en phase de régulation des pressions, voir (1.30) page 31, et un autre modele
commuté ou nous insérons uniquement des gains de retour d’état sur les erreurs en pression
toujours dans la phase régulation des pressions, voir (1.28) page 31. La différence entre les deux



58 Chapitre 2. Les systémes affines par morceaux (PWA)

AL

FIGURE 2.10 — Les cellules du systéme PWA (2.70).

modeles au niveau de I'analyse de stabilité est que la convergence dans le premier est vers un seul
point d’équilibre qui est l'origine, tandis que dans le deuxieme modele, la convergence se fait vers
un ensemble de points d’équilibre.

L’objectif est de tester 'efficacité de chaque méthode et de voir leurs avantages et inconvé-
nients. Pour cela, nous considérons une configuration des cellules obtenue a partir d’'un modele
de frottement sous forme de saturation, voir (1.4) page 12, et uniquement deux contraintes de
commutation sur la commande pour les deux modeles commutés cités précédemment. Cette partie
est subdivisée en sous parties selon les considérations prises sur les cellules et la méthode choisie
pour faire I’étude de stabilité.

Nous présentons tout d’abord les cellules considérées pour I'analyse de la stabilité et leurs
caractéristiques. Nous commencons par les cellules ou ’asservissement de position est appliqué
car elles sont les mémes dans les deux modeles commutés.

Puis, nous analysons la stabilité des deux modeles commutés par les deux méthodes. Premie-
rement, nous étudions le premier modele commuté en appliquant tout d’abord la méthode de
[69] présentée dans le Lemme 2.8 sur plusieurs cas de figures, ensuite I'application de celle de
[54] développée dans le Lemme 2.9 en présentant des résultats numériques. Deuxiémement, nous
discutons 'analyse de stabilité sur le deuxieme modele commuté et les résultats d’application des
deux méthodes.

Nous terminerons par une discussion sur les résultats trouvés tout en clarifiant les limitations
de chaque méthode sur ’analyse de stabilité.

5.1 Modele électropneumatique considéré

Nous faisons I’étude de stabilité qui est la réponse du systeme a des conditions initiales, et
c’est pour cette raison que les trajectoires désirées et les contraintes de commutations sur les
variables désirées ne seront pas prises en compte dans cette partie. Nous considérons donc que
deux contraintes de commutation sur la loi de commande qui reposent sur ’erreur en position et
I’évolution de la vitesse. D’apres le Chapitre 1, si les deux conditions décrites dans ce qui suit, sont
toutes satisfaites alors le systéme est commandé en régulation de pression. Sinon, si au moins ['une
des conditions n’est pas satisfaite, le systéme est commandé en suivi de trajectoire en position et
en pression. Ces critéres sont donnés comme suit.
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ley| <e1

lv] < 2

Suivant les criteres de commutation entre les lois de commande et celles causées par les frotte-
ments choisis, le systéme électropneumatique est sous la forme d’un systéme affine par morceaux
(voir Chapitre 1). L’espace d’état est donc subdivisé en plusieurs cellules de commutation, qui
peuvent étre représentées comme suit, voir Figure 2.11.

A

Cy

X1

Xo €y

Xo

FIGURE 2.11 — Les cellules X; dans le cas de frottements sous forme d’une saturation, intersection avec le
plan (ey, ey).

Remarque 2.7.

Les cellules : X; avec X, X3 avec X4 et X5 avec Xg sont symétriques par rapport
a Dorigine. D’apres la remarque 4.5, vérifier la condition de stabilité pour une cellule
implique la vérification de la condition de stabilité de la cellule symétrique. Les conditions
de stabilité seront donc vérifiées que pour : X, X7, X3 et X5.

Caractéristiques de chaque cellule X;

Les caractéristiques des cellules X; considérées dans le programme d’optimisation sous

contraintes LMI, c’est-a-dire les matrices d’état A;, les matrices F; liées aux contraintes de
commutation sur les cellules et les frontieres F';; entre deux cellules adjacentes, sont exprimées
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dans I’Annexe 6.2, page 71.

Pour ce qui concerne la dynamique de la cellule centrale, selon le type de retour d’état vu au
Chapitre 1, c’est-a-dire un retour d’état avec des gains uniquement sur les erreurs de pressions
ou bien sur tous les états, nous avons deux dynamiques différentes dans chaque modéle commuté.
Elles sont exposées lors de 'analyse de stabilité présentée ci-dessous.

5.2 Retour d’état avec des gains sur tous les états

Considérons (1.30), la dynamique de la cellule centrale peut étre écrite comme suit, voir (2.74) :
avec : K;j, i=1,2et j = 1,4 sont les gains du retour d’état.

Dans cette dynamique, toutes les valeurs propres sont a parties réelles négatives. Il n’y a pas
de valeurs propres nulles.
D’apres (2.13), ce modele considéré a un seul point d’équilibre qui est Porigine, c’est-a-dire :

2.=1[0000]" (2.75)

La convergence des trajectoires d’état dans ce cas est vers un seul point d’équilibre. Nous avons
toutes les informations sur les cellules, nous pouvons donc étudier la stabilité de ce systéme affine
par morceaux via I'utilisation des méthodes expliquées auparavant.

Application du Lemme 2.8 [69], page 50

Nous commengons par appliquer la méthode présentée dans [69] sur plusieurs cas de figures.
En effet, d’une part les auteurs dans [69] ont proposé deux structures de fonction de Lyapunov
et qui seront testées toutes les deux et d’autre part, les cellules présentées précédemment ne sont
pas bornées par le haut ou en d’autres termes elles sont ouvertes, nous allons donc tester ces deux
structures avec les deux types de cellules ouvertes et fermées et voir dans quel cas la méthode de
[69] est valable.

Cas de cellules extérieures ouvertes avec la premiére structure de la fonction de
Lyapunov

La premiére analyse de stabilité concerne l'application du Lemme 2.8,page 50 en prenant
des cellules ouvertes, c’est-a-dire nous prenons les mémes matrices E; exprimées précédemment.
Afin de démontrer la stabilité asymptotique pour le systeéme affine par morceaux précédent, nous
procédons a la programmation numérique des LMI exprimées dans (2.57) sur Matlab en utilisant
les bibliotheques “YALMIP et SeDuMi” [82, 84, 52, 57, 77, 121].

Malheureusement, les résultats ne sont pas satisfaisants et le programme est infaisable, c’est-
a-dire il n’arrive pas a trouver des matrices de Lyapunov satisfaisant les LMI programmées.
En considérant alors cette structure de fonction de Lyapunov et des cellules non bornées, la
démonstration de la stabilité est impossible.

Cas de cellules extérieures ouvertes avec la deuxiéme structure de la fonction de
Lyapunov

Dans ce deuxiéme cas, le Lemme 2.8 est appliqué en remplagant les relations (2.55) et (2.56)
par (2.58), et en considérant toujours des cellules ouvertes.
Le programme d’optimisation sous contraintes LMI a été modifié en considérant cette nouvelle
structure de fonction de Lyapunov. Cependant, les résultats sont aussi non satisfaisants et le pro-
gramme reste infaisable. Donc, nous n’arrivons pas a trouver des matrices de Lyapunov assurant
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la stabilité de ce systéme.

Cas de cellules extérieures fermées avec la premiére structure de la fonction de
Lyapunov

Dans le troisieme cas, nous revenons a la premiere structure de fonction de Lyapunov en
considérant le Lemme 2.8 mais cette fois-ci en bornant les cellules de I'extrémité par des bornes
supérieures suffisamment grandes. En effet, dans les deux cas précédent, nous n’avons pas pu
démontrer la stabilité globale en prenant des cellules ouvertes (non bornées), c’est-a-dire en consi-
dérant tout ’espace d’état R™. Par conséquent, nous allons essayer de démontrer la stabilité locale
en prenant des cellules fermées, c’est-a-dire un sous espace de 'espace d’état R™, voir page 53.
Les nouvelles contraintes de commutation sur chaque cellule en ajoutant les bornes supérieures
sont présentées dans I’Annexe 6.2, page 73.

Nous avons modifié le programme d’optimisation avec ces nouvelles caractéristiques afin de
chercher les matrices de Lyapunov mais malheureusement, les résultats sont toujours non satis-
faisants et le programme est aussi infaisable.

Cas de cellules extérieures fermées avec la deuxiéme structure de la fonction de
Lyapunov

Pour ce dernier cas, nous prenons la deuxieme structure de fonction de Lyapunov, voir le
deuxieme cas, avec des cellules bornées comme le cas précédent. Le programme cette fois ci a été
appliqué avec succes. Nous avons pu trouver des matrices de Lyapunov qui assurent la stabilité
locale pour ce systeme affine par morceaux. Nous avons tracé l'intersection de la fonction de
Lyapunov avec le plan (v, ey) et ses courbes de niveaux, voir Figure 2.12 et 2.13.

ey[m] oo v[ms—

FIGURE 2.12 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v, ey).

D’apres les deux figures, nous pouvons remarquer la décroissance des courbes de niveaux vers
Porigine, donc la condition de décroissance de la fonction de Lyapunov est vérifiée. Ces courbes
de niveaux sont continues sur les frontieres représentées par des droites alors, la condition de
continuité de la fonction de Lyapunov est aussi assurée.
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FIGURE 2.13 — Les courbes de niveauz de la fonction de Lyapunov sur le plan (v, ey).

Application du Lemme 2.9 [54], page 52

Maintenant, nous allons appliquer la méthode de [54], présentée dans le Lemme 2.9, sur le
systeme précédent. Nous procédons toujours a la programmation des contraintes LMI en Matlab
sous la bibliotheque Yalmip. Dans ce cas, en appliquant le Lemme 2.9 en prenant des cellules
ouvertes, le programme d’optimisation donne des résultats satisfaisants et nous avons pu trouver
des matrices de Lyapunov qui démontrent la stabilité du systeéme et cette fois-ci sans borner les
cellules. De la méme facon, nous avons tracé 'intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan
(v,ey) et ses courbes de niveaux (voir figure 2.12 et 2.15).

Nous pouvons illustrer a partir des deux figures la décroissance de la fonction de Lyapunov
trouvée tout en respectant la continuité sur les frontiéres représentées par des droites. A partir de
la figure des courbes de niveaux, nous pouvons bien remarquer la déformation de ces courbes sur
les frontieres, c’est-a-dire nous n’avons pas les mémes courbes sur chaque cellules et ce que nous
ne pouvons pas l'avoir avec une fonction de Lyapunov commune.

5.3 Retour d’état avec des gains sur les erreurs en pression

Considérons (1.28), la dynamique dans la cellule centrale peut étre écrite comme suit.

0 1 0 0
0 —L 1 0
Ag = Me 2.76
0 0 val/cIN _(bMv + kN) SP(k?JI\\}_kP) ( )
0 0 0 —kp

avec : ky, kp les gains du retour d’état.

La différence entre cette dynamique et la dynamique (2.74) présentée dans le premier modele
commuté et que dans ce cas la, elle présente une valeur propre nulle. En d’autres termes, ’origine
n’est pas le seul point d’équilibre de ce systeme, mais on a un ensemble de points d’équilibre qui
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FIGURE 2.14 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v, ey).
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FIGURE 2.15 — Les courbes de niveauz de la fonction de Lyapunov sur le plan (v, ey).

correspond a plusieurs positions d’équilibre situées entre —es et .
D’apres (2.14), ce modele considéré a un ensemble de points d’équilibre donné comme suit.

BEog = [25000]" avec — ey < a5 < ey (2.77)

L’application des deux méthodes précédentes d’analyse de stabilité en considérant cette nou-
velle dynamique n’est pas suffisante, avec toutes les possibilités, c’est-a-dire cellules bornées et non
bornées et avec les deux structures de la fonction de Lyapunov car d’une part, le systéme n’est
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pas asymptotiquement stable vers 'origine et la convergence dans ce cas est vers un ensemble de
points d’équilibre et d’autre part, pour des raisons de conservatisme que nous discutons ci-dessous.

Discussion

Les méthodes développées dans [69] et [54] sont uniquement utilisables pour démontrer la
convergence vers un point d’équilibre. Dans le cas de systémes présentant un ensemble d’équilibre
ces méthodes deviennent inapplicables.

Pour les travaux de [69] :

e le probléme se pose en premier lieu au niveau du choix de la forme quadratique pour pouvoir
utiliser la S-procédure et faire le passage vers les conditions LMI dans le Lemme 2.8. Parfois,
le terme 7 ET'U; E;x se révele étre inutile, comme il n’a aucune influence sur la positivité
ou la non positivité des LMI, c’est le cas des cellules décrites par une seule inégalité ou les
matrices U; seront forcément des scalaires (voir les deux premiers cas de application de la
méthode de [69]). Par ailleurs, comme nous I’avons vu précédemment, ces formes quadra-
tiques auront plus d’influence sur les LMI dans le cas des cellules bornées completement ou
partiellement, en d’autres termes il faut qu’elles soient décrites par au moins deux inégalités
(voir le dernier cas de I’application de [69]).

e La plus grande difficulté dans les travaux de [69] est sur la fagon d’imposer la condition de
la continuité sur la frontiére et c’est 1a en grande partie la source de conservatisme (voir
le premier et le troisiéme cas de l'application de [69]). En effet, d’aprés la condition de
continuité imposée par [69], il n’y a pas une méthode générale pour choisir les matrices F;
et Fj.

1. En choisissant la matrice F';, la matrice Fj sera déterminée en fonction de cette matrice
a partir de la condition (2.56). En imposant plus de contraintes, il n’est pas évident de
déterminer les matrices de Lyapunov qui satisfont ces contraintes.

2. Si en exprimant de maniere générale les termes de F'; en fonction de ceux de F;, on
obtient un probléme bilinéaire non convexe dont la solution n’est pas évidente.

De plus, le choix de la fonction de Lyapunov dans ces travaux est restreint a une struc-
ture particuliére (2.55). En effet, on ne considére qu’une partie des fonctions de Lyapunov
quadratiques par morceaux continues et non pas toutes les fonctions de Lyapunov, et c’est
pour cette raison, d’aprés la Remarque 2.5, que les auteurs de [69] ont proposé une relation
plus générale qui considére toutes les fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux
continues et qui est exprimée dans (2.58).

Pour les travaux de [54], le passage vers les inégalités matricielles linéaires devient conservatif
quand les contraintes sont sous forme de plusieurs inégalités.

Dans le Tableau 2.1, un récapitulatif de résultats d’application des méthodes de [69] et [54]
sur les deux modeles de commutation. Nous pouvons voir a partir de ce tableau, que démontrer
la stabilité dans le cas de convergence vers un ensemble d’équilibre en utilisant les deux méthodes
s’avere infaisable.

L’objectif de ce travail de thése dans les prochains chapitres est d’étendre les résultats de [69)
et [54] afin de démontrer la stabilité asymptotique, voire exponentielle, du systéeme PWA (2.1)
contenant un ensemble de points d’équilibre.
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Méthode de [69]

Cellules Cellules Cellules Cellules MéthOde

ouvertes ouvertes fermées fermées
+ + + + de
lere 2¢eme lere 2¢me
relation relation relation relation [5 4]
de de de de
continuité continuité | continuité | continuité
Cellule centrale
avec gain infaisable | infaisable| infaisable | faisable faisable

sur la position

Cellule centrale

sans gain . . ' . . . ) .
g inapplicable [inapplicable|inapplicable |inapplicable inapplicable

sur la position

TABLE 2.1 — Résultats d’analyse de stabilité par les méthodes [69] et [54].
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6 ANNEXES

6.1 Optimisation LMI

Cette section est reprise de la référence [76], pour plus de détails, voir [18].

Apres une définition formelle du probleme d’optimisation, on présente dans une breve dis-
cussion les problemes d’optimisation convexe ou quasi-convexe ainsi que les algorithmes pour les
résoudre efficacement. Enfin, nous définirons trois problemes d’optimisation sous contrainte LMI
généralement considérés dans la littérature et utilisés dans ce document.

Définition 2.13 (Probléme d’optimisation).

Un probléeme d’optimisation est défini de la maniére suivante.
Soient ne un entier naturel non nul, D C R™ un ensemble non vide et

f i R - R

£ = [
Alors un probleme d’optimisation s’écrit :
i 1)

o D est appelé l’ensemble des contraintes ;

o (= [ & o ne ]Test appelé le vecteur des variables de décision ;
o f est appelée la fonction de coit.
On dit que :

o &opt € D est un optimum local s’il existe un voisinage ouvert U de &yt tel que, pour
tout £ € UND, on a f(§opt) < f(E);

o Lopt €D est un optimum global si, pour tout £ €D, on a f (§opt) < f ().

Résoudre le probléme d’optimisation signifie trouver un optimum global (et la valeur de
la fonction de coit f en ce point).

On distingue différentes classes de probleme d’optimisation en fonction des propriétés de f et
de . Deux classes importantes de problémes sont les problemes d’optimisation convexes et les
problemes d’optimisation quasi—convexes.
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Définition 2.14.

Un probleme d’optimisation est dit convexe si

o D est un ensemble conveze : pour tout & € D, pour tout &3 € D, pour tout X € [0, 1],
on a (M1 +(1—N)&) eD;

o f est une fonction convexe : pour tout & € D, pour tout &3 € D, pour tout A € [0, 1],

on a f(Aq+ (1 —A)&) < Af (&) + (1 —A) f (&)
Un probleme d’optimisation est dit quasi—convexe si

o D est un ensemble conveze : pour tout & € D, pour tout &3 € D, pour tout A € [0, 1],
ona (Mg +(1-XN&) eD;

o f est une fonction quasi-conveze : pour tout & € D, pour tout & € D, pour tout

A€[0,1], on a f (A& + (1 — N)&) <max{f (&), f (&)}

Les deux classes de problémes d’optimisation convexe mentionnées ci-dessus admettent une
résolution numérique efficace. En effet, la convexité implique que tout optimum local est en réalité
un optimum global et donc le probléme de trouver un optimum global se réduit a un probleme de
trouver un optimum local. Ce dernier type de probleme est « facile » a résoudre numériquement
[14], i.e. il existe au moins un algorithme de résolution, dit « efficace », dont le temps de résolution
(temps de calcul nécessaire & cet algorithme pour se terminer) est « raisonnable ». Un algorithme de
résolution permet effectivement de résoudre un probleme d’optimisation particulier, mais surtout
il permet de résoudre tous les problemes d’optimisation de méme classe. Dans ce cadre, une mesure
usuelle du temps de résolution d’un algorithme est son évolution en fonction de la « taille » du
probléme d’optimisation qu’il résout. Un algorithme est dit efficace si I’évolution de son temps de
résolution est bornée par une fonction polynomiale de la taille du probléme d’optimisation. On dit
aussi dans ce cas-la que le probleme est P-difficile. Dans le cas contraire, ’algorithme est dit non-
efficace et le probleme d’optimisation correspondant est dit NP-difficile. Nous ne développerons
pas plus cet aspect. Les lecteurs intéressés pourront se référer au livre [51] pour une introduction
a la complexité algorithmique.

Du fait qu’ils peuvent étre résolus efficacement, les problemes d’optimisation convexes et quasi—
convexes sont donc appréciés. Des sous—problemes importants sont les problémes d’optimisation
sous contraintes LMI. D’une part, ces problémes apparaissent actuellement comme des problémes
importants pour lesquels des algorithmes de résolution efficaces ont été programmés dans les
logiciels de calcul scientifique généraux comme Matlab [49] ou Scilab. D’autre part, les problémes
d’optimisation sous contrainte LMI ont d’importantes applications en Sciences de 1'Ingénieur (en
Automatique [18] ou dans d’autres domaines [14]). Ils permettent par exemple de résoudre le
probleme H.-standard ainsi que d’autres problémes.
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Définition 2.15 (Contrainte LMI).

Soient ng un entier naturel non nul et F; € R™*™, § =0,--- ,ng, des matrices symé-
triques. Une contrainte LMI est définie comme l’ensemble de vecteurs suivant

{eeR™ |F(§) >0}, (2.78)
avec
ng
FOLF+) &R (2.79)
i=1
Les matrices Fy, i = 0,--- ,n¢, sont appelées les données et le vecteur § est appelé le

vecteur des variables de décision de la contrainte LMI.

Dans l'expression (2.78), F' (§) > 0 signifie que la matrice F' (&) est définie positive (de la méme
fagon, F' (§) < 0 signifie que F' (§) est définie négative). Une contrainte est une contrainte LMI
lorsque & apparait de fagon affine dans F'(§). Dans la suite de ce document, 'expression F (§) = 0
sera aussi appelée contrainte LMI.

Si, dans la Définition 2.13, 'ensemble des contraintes I est défini par I'expression (2.79), le
probleme d’optimisation est alors appelé un probléme d’optimisation sous contrainte LMI. Ces
problemes seront écrits plus simplement de la maniere suivante :

min  f(§)
sere (2.80)

tel que F (£) > 0.

Il est ainsi possible de définir plusieurs problemes selon le choix de f. Deux choix sont généra-
lement considérés : f est linéaire ou f est la valeur propre généralisée de deux matrices. Un autre
probléme important est le probléme de faisabilité qui consiste & trouver £ € R™¢ tel que F' (§) > 0.
En résumé, on a les trois problémes suivants.

Probléme de faisabilité Tester s’il existe & € R™¢ tel que F (£) > 0, et si oui, déterminer un
tel £ € R™s .

trouver ¢ € R™¢
(2.81)
tel que  F (&) > 0.

Le probleme de faisabilité peut se formuler comme un probleme d’optimisation au sens de la
Définition 2.13. Il revient au probléeme d’optimisation suivant : min ;)ep t avec D = {(§,t) |F (§)+
tI = 0}. Si la valeur minimale de ¢ est strictement positive, alors le Probléme de faisabilité (2.81)
n’a pas de solution; si elle est négative ou nulle, alors le Probléme de faisabilité (2.81) a une
solution donnée par la valeur de &,y pour laquelle ({op¢,t) est un optimum global.

Probléeme de minimisation d’une fonction de cofit linéaire Tester s’il existe £ € R™¢ tel
que F (£) = 0, et si oui, déterminer £ € R" tel que F (£) = 0 et qui minimise c¢7¢ ot ¢ € R™¢ est
un vecteur donné :

min (cT'¢)

R"™¢
* (2.82)

tel que F () = 0.
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Probléeme de minimisation de la valeur propre généralisée maximale Tester s’il existe
& € R™ tel que FF'(§) = 0 et H(E) » 0 ot H (&) est de la forme (2.79), et si oui, déterminer
& € R™ tel que F (§) > 0 et H(E) > 0 et qui minimise la valeur propre généralisée maximale
Amaz (G (&), F (€)) de F(§) et G (§) ou G (&) est de la forme (2.79) et ott Aoz (G (§), F (§)) est
la valeur minimale de A\ pour laquelle AF' (£) — G (£) est définie positive >

min )\max (G(§)7 F (5))

R™¢
¢ (2.83)
tel que F(§) > 0et H () > 0.
Remarque 2.8.
Lorsqu’il y a plusieurs contraintes LMI F; (§) = 0,4 = 1,--- ,np (comme dans le Pro-

bleme (2.83)), il est toujours possible de les réécrire sous la forme d’une seule contrainte :

FE 0 - 0
Fea| © . 0.
c . . 0

0 0 0 Fu(9)

Il n’y a donc pas de perte de généralité a définir les problémes d’optimisation sous
contrainte LMI avec une seule contrainte LMI.

Jusqu’a présent, nous avons considéré une contrainte LMI avec un vecteur de variables
de décision scalaires. En Automatique, il est plus courant et naturel d’utiliser des va-
riables de décision matricielles. L’expression (2.83) peut se récrire (et inversement) sous

la forme : .
nR nRrR
FELF.+) FR.(OF + <Fc +> FfR; <5)F;‘> : (2.84)
=1 v=1

ot F, € Rm*™m FJ € R™X4% et F? € RY%*™ sont données et ot les R; (£) € R *bi,
i = 1,--- ,nr, linéaires et possiblement structurées en &, sont les variables de déci-
sion matricielles. Par exemple, I’expression (2.84) peut étre trouvée a partir de ’expres-
sion (2.79) en choisissant F, = $Fp, FY et F¢ telles que F/F = 1 F; et R;(§) = &1.

6.2 Application au systéme électropneumatique

Nous spécifions dans cette partie les caractéristiques des cellules X; considérées pour analyser
la stabilité du systeme électropneumatique, voir pageb9, et qui sont présentées sur la Figure 2.11.

Caractéristiques de chaque cellule X; :

Cas de cellules ouvertes Cellule extérieure X; :
Concernant cette cellule, la contrainte est donnée par :
€y > €1

lv| < e2

2. Amaz (A, B) est aussi définie comme la plus grande valeur propre de B~1/2AB~1/2 ¢t n’est définie que dans
le cas ol B est définie positive. Dans le probléme d’optimisation (2.83), F (§) > 0 est une contrainte du probléme ;
ce probléme est donc bien posé.
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Dans ce cas la, le critere de commutation sur la position n’est pas satisfait, nous sommes donc
dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, nous sommes toujours dans la
cellule centrale ol on a uniquement les frottements visqueux. La dynamique dans cette cellule
peut étre alors écrite comme suit.

avec A; € R5%5

0 1 0 0 0
Fs
. 0 o 1 0 0
Av=| ~ky SFye—-k, ks 0 0 (2.85)
0 0 0 —kp O
0 0 0 0 0
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.
o 1 0 0 0—e
Ei=] 0-1 0 0 & (2.86)
01 0 0 &

Cellule extérieure X3 :
La cellule X3 est définie par :

go<v<e

Dans cette cellule, nous sommes toujours dans la phase poursuite de position avec des frotte-
ments dynamiques. La dynamique est la méme que dans la cellule X;.
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

- 0-1 0 0 ¢
Eg_(o 10 052) (287)

Cellule extérieure Xj :

La contrainte est donnée par :
v >e€

Dans ce cas la, c’est le critéere de commutation sur la vitesse qui n’est pas satisfait, nous
sommes donc dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, nous sommes dans
les cellules extérieures ol nous avons uniquement la partie statique. Alors, la dynamique dans
cette cellule peut étre écrite comme suit.

avec As € RP*5

AS = 7ky —ky  —kq 0 sl (288>

Es=(0 1 0 0—¢) (2.89)
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Les matrices Fij exprimant la frontiére entre chaque cellule X; et X; :

Nous allons maintenant chercher les matrices Fij décrivant les frontiéres en se basant sur la
relation (2.6) afin d’imposer la continuité de la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux

sur chaque frontiere. Toutes les matrices F;; sont exprimées comme suit.
e entre les cellules X et X : Fip = ( 1 0 0 0—¢ )
e entre les cellules X et X3 : Fq3 = ( 0 1 0 0—e9 )
e entre les cellules X3 et X : Figp = ( 0 1 0 0-—eq )

e entre les cellules X3 et X5 : Fss = ( 01 0 0-¢ )

Cellule centrale Xj :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont satisfaites, nous sommes
donc dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, nous sommes dans
la cellule centrale ol on a uniquement les frottements visqueux.

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < &1
v < &2

La matrice qui défini cette cellule est donnée comme suit.

—1 0 0 0 &1
= [ 100 0 &
Eo=10-10 0 = (2.90)
0 1 0 0 E2
Cas de cellules fermées Pour la cellule extérieure X7, la contrainte est donnée par :
g1 < €y < 51
v < &2
La matrice qui définit cette cellule est donnée alors comme suit.
1 0 0 0-—e
= | -1 00 0 &
Ev=1 9100 = (2:91)
0 1 0 0 e2
Pour la cellule extérieure X3, la contrainte est donnée par :
—52 < €y < (52
(2.92)
go<v<e

La matrice F3 sera donc comme suit.
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1 0 0 0 6
= | -1 0 0 0 &
Es = 0 -1 0 0 e

0 1 0 0-—e

Pour la cellule extérieure X5, la contrainte est donnée par :
—03 < ey < 03

v>E€

La matrice F5 décrivant cette cellule est donnée alors par.

B 1 00 0 &
Es=| -1 00 0 4
0 1 0 0-—¢

avec : 0;, ¢ = 1,2, 3 sont des constantes suffisamment grandes a choisir.

(2.93)

(2.94)

(2.95)



Chapitre 3

Analyse de stabilité des systemes

PWA

Résumé.

Ce chapitre est dédié a I’analyse de la stabilité des systémes affines par morceaux via
I'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux. Nous commengons
tout d’abord par introduire les différentes hypothéses sur le systéme PWA (2.1) et la
démarche a suivre pour analyser la stabilité de ce dernier. Ensuite, nous présentons un
premier résultat pour assurer la convergence vers un ensemble de points d’équilibre, puis
un deuxieme résultat pour analyser la robustesse vis-a-vis des variations paramétriques.
Pour terminer, ces résultats seront appliqués pour analyser le systéme électropneuma-
tique avec sa loi de commande présentant un ensemble de points d’équilibre.

75



76 Chapitre 3. Analyse de stabilité des systémes PWA

1 INTRODUCTION

Dans le Chapitre 2, Section 4.5 page 48, nous avons rappelé quelques méthodes d’analyse de
stabilité de la littérature pour cette classe de systemes affines par morceaux et qui se basent sur
les idées développées dans [69] et [54]. Dans ces travaux, une condition suffisante pour démontrer
la stabilité de ce type de systémes est de trouver une fonction de Lyapunov quadratique par
morceaux. Le calcul de ce type de fonctions peut étre traduit en appliquant la S-procédure a la
résolution d’'un probleme d’optimisation sous contraintes LMI. Cependant, nous avons montré
que, dans le cas de systémes PWA présentant un ensemble de points d’équilibres, ces méthodes
ne suffisent pas.

L’approche adoptée dans ce chapitre consiste dans un premier temps a travailler et a étendre
les résultats de [69] et [54] en proposant un moyen pour démontrer la convergence des trajectoires
d’états dans un systéeme PWA, non pas vers un point d’équilibre mais plutot vers un ensemble de
points d’équilibre. D’autre part, nous proposons aussi de réduire le conservatisme de 'application
de la S-procédure en choisissant des formes quadratiques plus adaptées.

Ce chapitre est articulé autour de trois parties.

La premiere partie traite de 1’étude de la stabilité exponentielle des systemes PWA. Nous
introduisons d’abord les différentes hypothéses sur le systéme PWA (2.1), notamment la présence
d’un ensemble de points d’équilibre, et comment imposer les conditions sur la fonction de Lyapu-
nov choisie. Ensuite, nous expliquons le passage vers les inégalités matricielles linéaires (LMI) en
appliquant la S-procédure et en mettant en ceuvre un moyen afin de respecter la continuité de la
fonction de Lyapunov sur la frontiere. Cette partie se termine par un théoréeme rassemblant les
différents résultats.

La deuxiéme partie traite de la notion de stabilité robuste de cette classe de systéemes PWA.
En effet, le résultat précédent a été étendu afin de préserver la stabilité malgré des variations
paramétriques sur le systéeme. Un théoréme plus général est proposé a la fin de cette partie.

Nous terminerons ce chapitre par une partie dédiée a 'application des deux approches précé-
dentes afin d’étudier la stabilité, la stabilité robuste, le suivi de trajectoires désirées et le suivi
robuste sur le systéme électropneumatique.

2 CONVERGENCE VERS UN ENSEMBLE DE POINTS D’EQUILIBRE

2.1 Extension et contribution

Pour les systémes affines par morceaux décrits par (2.1), Papproche dominante afin de dé-
montrer la stabilité est ce qu'on appelle les fonctions de Lyapunov quadratique par morceaux
[103, 105, 108, 126, 106]. Cependant, la difficulté réside dans le calcul de ces fonctions de Lya-
punov lorsqu’il s’agit de démontrer la convergence des trajectoires d’état vers un ensemble de
points d’équilibre. C’est cette difficulté qu’a abordé ce travail de these, c’est-a-dire comment dé-
velopper un outil efficace pour calculer ces fonctions de Lyapunov quadratiques qui démontrent la
convergence que ce soit asymptotique ou exponentielle vers ’ensemble des points d’équilibre. La
démarche est présentée dans le paragraphe ci-dessous.
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Démarche a suivre

L’objectif est de proposer pour le systéme affine par morceaux (2.1) des conditions sur la
fonction de Lyapunov candidate choisie afin d’assurer la convergence exponentielle des trajectoires
d’état x(t) vers un ensemble de points d’équilibre. Nous supposons que le systéme (2.1) vérifie les
hypotheses suivantes dans ce chapitre.

Hypotheése 3.1.

Il n’y a pas de phénomeéne de glissement et le systéme PWA (2.1) admet une solution
unique pour une condition initiale donnée.

L’Hypothese 3.1 implique qu’aucune conclusion ne peut étre tirée sur la stabilité du systeme
PWA (2.1) présentant des phénomenes de glissements en appliquant la démarche ci-dessous.

Hypothese 3.2.

L’ensemble des points d’équilibre Eeq 2 {0} est un ensemble de J;c7, Xi-

On appelle qu’il n’y a aucun point d’équilibre en dehors des cellules X;, ¢ € Zy, c’est-a-dire :

Eg={2eX;|Az=0,i€T }. (3.1)

Hypothese 3.3.

Les dynamiques A;, i € Z; peuvent avoir des valeurs propres nulles.

Cette hypothese implique que ’ensemble des points d’équilibre F.q n’est pas nécessairement
réduit a I'élément 0, c’est-a-dire nous pouvons avoir E., # {0}.

Par la suite, si A; a des valeurs propres nulles, on considére ’ensemble des vecteurs h qui forme
une famille libre et génératrice du noyau de ’application linéaire associée a A; : le méme noyau
pour tout A;, i € Iy. Nous appelons Z € R™*" la matrice de rang plein de ces vecteurs propres
(A;Z =0, i € Ip). L’ensemble des points d’équilibre peut étre ré-exprimé de la fagon suivante.

Eg={z€X;,i€Ty| 3 v=2¢}. (3.2)

Nous définissons également la matrice IT € R™*("~") comme étant le complément orthogonal
de Z, normalisé tel que II”TI = I, c’est-a-dire [Z II] est unitaire et de rang plein.

L’objectif est de proposer des conditions afin d’assurer la convergence exponentielle des tra-
jectoires d’état du systéme x(t) vers I’ensemble des points d’équilibre Ee, pour cette classe de
systeémes.

Dans notre démarche, nous nous basons sur des fonctions de Lyapunov quadratiques par mor-
ceaux. Ces fonctions V(z) sont définies comme suit.

V(z) = Vi(z) pour x € X; (3.3)

avec
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2TPx pour z€X;, i€l

Vi(z) = (3.4)

T
[ﬂ P; [ﬂ pour x € X;, i€y

Ces fonctions quadratiques par morceaux peuvent permettre de garantir la stabilité dans le cas
de systémes contenant un point d’équilibre, voir Chapitre 2. Dans ce qui suit, nous démontrons a
travers quelques étapes que ces fonctions par morceaux permettent aussi la garantie de la stabilité
pour le cas de systémes présentant un ensemble de points d’équilibre.

La présence de valeurs propres nulles peut étre interprétée comme la possibilité de décomposer
le vecteur d’état en la somme d’un terme convergent et un terme borné. A ce niveau, nous pouvons
voir la différence avec le cas classique. En effet, la présence de ce terme borné rend I'utilisation
des méthodes de la littérature inefficace. Pour remédier a ce probleme, nous proposons d’étudier
la convergence vers I’ensemble des points d’équilibre en s’appuyant sur une projection orthogonale
par rapport & cet ensemble des points d’équilibre.

Nous proposons alors de séparer les deux parties en faisant une projection sur le terme
convergent.

Avec cette projection, nous assurons la convergence vers ’ensemble des points d’équilibre des
trajectoires d’état qui est dirigée par les vecteurs propres du systeme hormis les vecteurs propres
dans Z.

Afin d’assurer la continuité de la fonction de Lyapunov sur la frontiere entre deux cellules X;
et X; voisines, elle doit vérifier la condition suivante :

Apres avoir parlé de la notion d’un ensemble de points d’équilibre d’'un systéme affine par
morceaux, le lien entre la présence de I'’ensemble des points d’équilibre, son influence sur la
stabilité de ce systéme, la procédure a mettre en ceuvre pour imposer la convergence uniquement
en dehors de cet ensemble et la continuité de la fonction de Lyapunov sur les frontieres, nous
allons concrétiser ces notions sous forme de conditions suffisantes a imposer. Ces conditions sont
inspirées de celles imposées dans les travaux de [69] et [54].

Comme une conséquence directe du théoréme de LaSalle, comme dans le Lemme 2.3 (au Cha-
pitre 2 page 43), ces conditions sont données dans le lemme suivant.
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— Lemme 3.1. <

Pour le systéeme PWA (2.1), la convergence asymptotique de x vers E., pour ¢ > 0,
t — 00 est assurée si les conditions suivantes sont satisfaites.

e La fonction de Lyapunov doit étre continue sur la frontiére entre deux cellules X;

et X, c’est-a-dire elle vérifie la condition (3.5).

e La fonction de Lyapunov doit étre positive en dehors de E,,, c’est-a-dire :

Vi(x) >0, z € X; \ Eeq, 1 € L4
{ (z) \ Eeq 0 (3.6)

Vi) >0, z€ X;, i €Ty
e La dérivée de la fonction de Lyapunov doit étre négative en dehors de g, c’est-

a-dire :

{ Vi(z) <0, 2 € X; \ Eeq,i €T 57

Vi(x) <0, z€X;, i€l

o La dérivée de la fonction de Lyapunov doit étre nulle uniquement dans E,,, c’est-
a-dire :

V(z) =0, 2 € Eeq. (3.8)

\ J

Nous pouvons également démontrer la convergence exponentielle de x vers E,, et calculer une
borne inférieure sur le taux de décroissance des trajectoires d’état via le corollaire ci-dessous.

— Lemme 3.2. \

Pour le systéeme PWA (2.1), si les conditions (3.5), (3.6) et (3.8) sont vérifiées et si la
condition suivante est satisfaite :

V(M7 z) < —2aV;(TIMTx), © € X; \ Eeq, i € Tp -
. 3.9
Vi(z) < —2aVi(z), x € X;, t € T4

avec II la matrice de projection définie a la page 77

alors ’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement stable,
avec un taux de décroissance plus grand que a.

Remarque 3.1.

Le Lemme 3.2 vient du Lemme 2.3, (2.29) pour :

g o
i) — { Iz pour z € X;,i € Iy (3.10)

xr pour x € X;,i €1y

Nous allons décrypter ces conditions et les justifier une par une. La premiére condition (3.5)
consiste a imposer la continuité de la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux sur la
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frontiere séparant deux cellules voisines du systéeme PWA.

La deuxiéme condition exprimée dans (3.6) assure que la fonction de Lyapunov par morceaux
est positive a la fois a 'intérieur des cellules contenant 1’origine X;, i € Zy, en dehors de ’ensemble
des points d’équilibre, et aussi sur les cellules extérieurs X;, ¢ € Z;. Ces conditions sont la réponse
sur la condition classique de la fonction de Lyapunov imposant la positivité de cette fonction sur
tout 'espace d’état.

La condition (3.9) exige que la fonction de Lyapunov décroisse exponentiellement le long des
trajectoires d’état en imposant une condition sur sa dérivée. Sur les cellules X;, i € Zy, nous
avons parlé de la projection sur le terme convergent pour éviter la stabilité marginale, et cela
nous pouvons l’envisager dans la premiere inégalité de (3.9) via 'insertion de la matrice II or-
thogonale aux vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles. Ces conditions imposent aussi
une borne inférieure « sur le taux de décroissance des trajectoires d’état, donc une information
supplémentaire par rapport au temps de réponse de systeme.

Avec la condition (3.8), nous imposons que la dérivée de la fonction de Lyapunov soit nulle une
fois arrivée sur ’ensemble des points d’équilibre, c’est-a-dire nous n’exigeons pas la décroissance
de la fonction de Lyapunov sur I’ensemble des points d’équilibre, ce qui laisse un degré de liberté
pour trouver la solution.

Nous avons donc exprimé les conditions & imposer sur la fonction de Lyapunov quadratique
par morceaux afin d’assurer la convergence exponentielle des trajectoires d’état vers ’ensemble
des points d’équilibre. Nous proposons le théoreme ci-dessous ou nous présentons un probléme
d’optimisation sous contraintes LMI dont la solution donne des fonctions de Lyapunov qui satisfont
ces conditions imposées. L’intérét de ce passage vers des contraintes LMI consiste & une résolution
efficace du probleme.
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— Théoréme 3.1. \

Supposons que le systéme (2.3) satisfait ’'Hypotheése 3.1. Soit v > 0 est un scalaire
donné. S’il existe :

= =T — =TT
o U, =Ur W, =WI U, =U, W, =W, € Ri*li et T;, T/ € R*! ayant des
coefficients non-négatifs ;

e P, € RHLX(+Y) pour ¢ € Iy, P, € R™™ pour i € T et Ly €
ROV - pour 4,5 | (i,7) € Ty

tels que :
= = =" - .o .o
P; =P+ F, L}, + LijFi;, pour i,j | (i,§) € Ty (3.11)
nrATp,z =0 .
{ E.Z =0 pour i € T (3.12)
et les LMI suivantes sont vérifiées :
P, — \111(77) = EZTWZEZ >0
7 (AT P, + PiA; + O4(T;) + ETUE)I + 20117 BT < 0 (3.13)
pour ¢ € Iy

P, —Qi(T)) - ETWze =0
AP+ PiA + Uy(T7) + B UiEi + 20P; < 0 (3.14)
pour i € 7y

. — 0 =T
avec : U, (T;) = ['ﬁrﬁj + {() E, ’7;}.
Alors, l'ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement
stable, avec un taux de décroissance plus grand que .

Démonstration. Nous considérons la fonction de Lyapunov candidate V (x) définie par (3.3).

A partir de la condition :

Pj = ﬁi +FZL£ + Lijfij, pour (2,]) S Fij (315)
on a _
(3.15) < Y| @, = P) ||+ [T @WF )T |2 + |Y| LT, [T =0 (3.16)
1 1 11 1 1 1
sachant que sur la frontiére, c’est-a-dire [f eX;nNX;:
Fy; ‘ﬂ —0 (3.17)

en remplagant cette condition dans (3.16), on aura :

ool =0 ar Fomr - flem -
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et donc :

Vi(z) = Vj(z) Vo € X; N X;. (3.18)

Cette paramétrisation linéaire, en utilisant le lemme de Finsler, voir page 84, est une condition
nécessaire et suffisante pour préserver la propriété de la continuité de la fonction de Lyapunov
sur la frontiére.

Ensuite, la premiére inégalité de (3.14) implique

T
m (P~ ()~ E'W,E) m >0
21" =[x
Cela veut dire que, en appliquant la S-procédure, [1} P; L} > 0 lorsque
2" —r— — [z
L} E, W,E; [J >0
(3.19)
21" x
(T
T ol

ce qui implique que Vi(x) > 0 pour x € X;, i € I;.

De la méme fagon, la premiére inégalité dans (3.13) implique la premiére inégalité dans (3.6),
et la deuziéme inégalité dans (3.14) implique la deuxiéme inégalité dans (3.9).
Pour ce qui concerne la seconde inégalité dans (3.13). Rappelons que

Vi(w) =« (AT P, + PiA] ),

Par ailleurs, en se basant sur I’Hypothése 4.4, nous pouvons toujours écrire une décomposition
du vecteur z, de la forme v = Z& +1I(, avec x € X;, i € Ty et ( € R(r—h)x1
Comme A;Z =0 pour & € E.q, c’est-d-dire x = Z&, alors la premiére égalité dans (3.12) implique
(3.8).

_ Pourz ¢ E.q, lorsque la dynamique active est A;, i € Iy, grace d (3.12), on a :
Vi(x) = (ZE + T (AT Py + P A)(Z€ +TIC) = ¢"TIT (AT P; + PiA)TIC

Notons aussi que la deuziéme égalité dans (3.12) implique que E;x > 0 = E;II¢ > 0. Alors,
grace a la S-procédure, la deuzieme inégalité dans (3.13) implique ¢TTIT AT PII¢C < —2a(T Pi¢
pour x & Eq, comme on a ("IT EXU; E;IIC > 0, grace 4 (3.12), ¢TTIITW, (T)II¢ > 0.

D’autre part V;(IIT z) = 27T BTNz = ¢TTIT PIIC, alors :

V(7 z) = ¢T1” PINT ¢ + 2 T7 PRI .

En remplagant : x = Z& +TIC et en considérant les propriétés suivantes : 1T Z = ZT1I = 0,
A;Z =0 et HTAiTPZ-Z =0, on aura alors :

V(T z) = ¢t ATn” P ¢ + ¢Tuofnn? pn’ A;11¢
en sachant que TIIITII =11 et TIIT A; = A;, on a alors :
V(M7 z) = ¢TI AT PIIC + ¢TTT P, ApTI¢

ce qui implique la premiére dans (3.9).
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Done, nous avons montré que les conditions requises par le théoréme impliquent (3.5), (3.6),
(3.8) et (3.9), en satisfaisant les hypothéses du Lemme 3.2, ce qui démontre le Théoréme 3.1.

Discussion

Nous avons décrit les inégalités matricielles linéaires qui dépendent a la fois des matrices de
Lyapunov P; recherchées et les différents parameétres venant de l'utilisation de la S-procédure.
Dans ce qui suit, nous discutons les résultats proposés et des différences avec les méthodes de base
dans [69] et [54].

e En plus des inégalités linéaires matricielles (LMI) (3.13) et (3.14), le Théoréme 3.1 comporte
quelques égalités matricielles linéaires (LME), (3.12) et (3.12). Ces LME peuvent étre
résolues par une paramétrisation appropriée des matrices concernées.

e Un probléme intéressant est de trouver le plus grand « tel que (3.18), (3.13) et (3.14) soient
vérifiées. Ce probleme peut étre résolu grace a une recherche par dichotomie par rapport a
Q.

Corollaire 3.1.

Prenons o = 0 dans le Théoréme 3.1. Si les hypotheses de ce théoréeme sont satisfaites
alors I’ensemble des points d’équilibre E,, est asymptotiquement stable.

Comparaison avec les méthodes [69] et [54]

Le Théoreme 3.1 est une extension de ces deux résultats de base; il est moins conservatif car
il dispose de conditions plus générales, et en méme temps, il permet 'analyse de la convergence
vers un ensemble de points d’équilibre autre que 'origine seule.

e Le Théoréme 1 dans [69], présenté au Chapitre 2 page 50, est considéré comme un cas
particulier du Théoréme 3.1, pour Eey = {0}, T; =0 et a = 0.

e La méthode développée dans [54], présentée au Chapitre 2 page 52, est aussi considérée
comme un cas particulier du Théoréme 3.1, pour E., = {0}, U; =0 and o = 0.

Utilisation de la S-procédure

Dans le Chapitre 2, nous avons vu que le choix de la forme quadratique pour pouvoir appliquer
la S-procédure n’est pas unique [69, 54, 60, 61] et qu’il dépend du probléme traité. Assurer le
bon fonctionnement de la méthode revient donc a trouver la bonne forme quadratique qui génere
moins de conservatisme lors du passage vers les conditions LMI.

Dans notre travail de thése, nous avons choisi de relacher ce choix de formes quadratiques, en se
basant sur les travaux de [69] et [54] et de laisser plus de liberté pour le probléme d’optimisation.

En effet, nous avons décidé de prendre, d’'une part, la forme quadratique ElTUlEl définie dans
[69], qui a plus d’influence sur le signe de l'inégalité matricielle linéaire quand U; n’est pas un
scalaire et d’autre part, une forme quadratique, équivalente a celle utilisée dans les travaux de
[54], qui devient une condition nécessaire et suffisante dans le cas de cellules décrites par une seule
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inégalité ot F; est juste un vecteur ligne, car la S-procédure est sans perte.

Par conséquent, les termes de la S-procédure dans le Théoréeme 3.1 sont composés des deux
termes suivants :
S i,
E;, U,E;, U; e R

%

I
U, (T7), T; € REX!

L’avantage de l'insertion de ces deux formes est d’apporter plus de degrés de liberté dans la
résolution du programme d’optimisation.

Continuité de la fonction de Lyapunov sur la frontiére

Vue 'importance de la continuité de la fonction de Lyapunov quadratique par morceaux dans
le cas de systémes PWA, voir Chapitre 2 page 48, la fagon selon laquelle elle est imposée est un
facteur clé pour réduire le conservatisme du programme d’optimisation sous contraintes LMI. En
effet, nous avons vu que 'application de la méthode citée dans [69] pour imposer la continuité de
la fonction de Lyapunov sur la frontiere n’est pas efficace et cause des problemes de résolution
numérique. Par conséquent, nous considérons comme relation de continuité dans le Théoreme 3.1,
la relation proposée par [68] et qui est équivalente & celle proposée dans les travaux de [54].
Cependant, la démonstration de cette relation de continuité n’a pas été abordée par ces deux
travaux de base. Dans ce qui suit, nous proposons une démonstration de cette relation en se
basant sur le lemme de Finsler [48, 128].

D’apres (3.5), la condition de continuité de la fonction de Lyapunov sur la frontiére entre la

région X; et X; impose :
2" = [z 2" = [z
iRt 520

Comme les matrices de Lyapunov ﬁj et P; sont des variables de décision dans le programme
d’optimisation sous contraintes LMI, alors une premiére facon pour pouvoir décrire cette condi-
tion de continuité, est d’exprimer tous les parametres de la matrice ﬁj en fonction de ceux de la
matrice P; et les remplacer dans les différentes LMI. Cette facon de faire est pratique dans le cas
de matrices de Lyapunov de petites dimensions ou la paramétrisation manuelle est faisable. Ce-
pendant, cette méthode reste compliquée surtout dans le cas des matrices de grandes dimensions.
pour cette raison, nous proposons d’exprimer cette condition de continuité de maniere plus simple
et plus générale.

e (3.20) peut étre formulée
pour tout [ﬂ | Fij [ﬂ =0 (3.21)
on a

mT (P; - P;) m =0 (3.22)

e (3.21) signifie que [ﬂ appartient au noyau de l'application linéaire associée a F;;. Intro-

—=orth P - fpo
duisons la matrice F?jrt dont ses colonnes générent ce noyau. Donc, la condition définie par
(3.21) et (3.22) est équivalente a la condition suivante :

—orth —orth o

(Fy )" (Pi— P))Fy; 0 (3.23)
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En appliquant le Lemme 6.1, voir Annexe 6.1 page 109, en prenant Q = P; — ﬁj, V = Fij
et K = L;;, la condition (3.23) est équivalente a 'existence d’une matrice T;; telle que

P, =P, + FioT o T;;Fij, for (i,j) € Iy

g

ce qui conclut la preuve de la continuité de la fonction de Lyapunov.

Les matrices P; et Tj; seront considérées comme variables de décision dans le programme
d’optimisation sous contraintes LMI.

2.2 Cellules dont l’intérieur contient 1’origine

Dans le cas de systéeme PWA ou l'origine appartient & I'intérieur d’une cellule X;, i € Zp, qui
est appelée cellules centrale de dynamique Ag € R™*™ le Théoréme 3.1 se simplifie au corollaire
ci-dessous.

~— Corollaire 3.2 ([3]).

Supposons que le systéme (2.3) satisfait 'Hypothése 3.1. o > 0 est un scalaire donné.
S’il existe :

— T —  —T . L.
e U, =U, W;=W, €Ri*li ot T; T/ € Ri*™ ayant des coefficients non-négatifs ;

e P, ¢ ROWHLX(+D) pour 4 € Iy, Py € R™™ pour i € I, et Li; €
R TDXris  pour 4,5 | (4, ) € iy ;

tels que :

= - T = .. ..

P =P+ FijLiTj + Li; Fj, pour 4,5 | (4,5) € Ty (3.24)
nrAlpPz =0 (3.25)

et les LMI suivantes sont vérifiées :

Py =0
(3.26)
HT(AgPO + P()A())H + QQHTP()H <0

?z’ — v, (77) = EzTWZEZ =0
AP, + PA, + Uy(T;) + E- U.E; +2aP; <0 (.20
pour i € 7y
(T = 0 =7 - lix1
avec : U, (T;) = TTE, +10 E, T;|, Tie Ry
i i

Alors, l'ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement
stable, avec un taux de décroissance plus grand que .

J

Gréce a la propriété expliquée au Chapitre 2 page 57, les conditions (3.12) et (3.13) dans
le Théoréme 3.1 se simplifient en les conditions (3.25) et (3.26) dans le Corollaire 3.2. Cette
simplification vient du fait que sur une cellule dont l'intérieur contient 1’origine, 'utilisation de la
S-procédure devient inutile d’ott ’absence de ces termes. Par conséquent, la deuxieme égalité dans
(3.12) n’est pas nécessaire dans ce cas aussi.
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3 ANALYSE DE SYSTEMES PWA INCERTAINS
3.1 Stabilité robuste vis-a-vis de variations paramétriques

La notion de robustesse actuellement occupe une place tres importante dans la conception
des systémes. Un systéme est dit robuste s’il est possible de garantir son bon comportement
dynamique malgré les dispersions de ses caractéristiques lors de sa fabrication, lors des variations
de 'environnement ou encore lors de son vieillissement. L’étude de la stabilité robuste est un des
sujet actuel qui intéresse une large communauté ou I'intérét majeur est d’assurer un comportement
invariant global du systéme malgré de fortes incertitudes [132, 79, 28, 85, 53, 81].

L’objectif de cette partie est de présenter I'analyse de la robustesse en étudiant la stabilité
en présence de variations des parametres du systeme PWA. La démarche se base sur I'analyse
qui a été faite auparavant, c’est-a-dire en prenant comme fonctions de Lyapunov candidates
les fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux pour démontrer la stabilité malgré ces
variations paramétriques. Cependant, les conditions imposées dans le Théoreme 3.1 ne sont pas
suffisantes pour répondre a cet objectif et il fallait les adapter en prenant en compte ce type
d’incertitudes.

Nous allons maintenant expliquer briévement sur un systéme linéaire classique non stationnaire
la notion de variations de parametres et 'analyse de stabilité dans le cas standard [113].

3.2 Systémes linéaires a parametres variant dans le temps

Nous considérons que le systeme dépend de parameétres incertains supposés temps variants. Le
systeme linéaire avec dépendance affine des parameétres incertains temps-variants est défini par,
avec Ak, k allant de 1 & ¢, matrices carrées :

B(t) = (t)Aga(t) (3.28)
k=1

avec A\(t) les parameétres variant dans le temps et qui peuvent prendre toutes les valeurs
possibles telles que :

Aot) >0, VE€ {1, ..., q}

q 3.29
> () =1 (529
k=1

Analyse de la stabilité

L’objectif est de démontrer la stabilité du systéme défini par (3.28) malgré les variations para-
métriques. Dans la littérature, une condition suffisante de stabilité a été proposée qui consiste a
rechercher une matrice P > 0 telle que la condition suivante soit vérifiée.

VAR(E) >0, > Me(t) =1, (zq: )\k(t)Ak> P+P <zq: )\k(t)Ak> <0 (3.30)
k k=1

k=1

Dans cette condition, nous supposons que la matrice P n’est pas influencée par les variations
paramétriques, ce qui revient a dire que cette matrice de Lyapunov est équivalente & une matrice
de Lyapunov commune a toutes les dynamiques constituant le systéme linéaire non stationnaire.
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La difficulté est que trouver P > 0 telle que (3.30) soit satisfaite est un probléme d’optimisation
défini par un nombre infini de contraintes paramétrisées par A\;. Néanmoins il est possible de le
transformer en un probléeme d’optimisation de dimension finie par le lemme suivant.

Lemme 3.3.

q q
VAR20, ) M=1, Q+ > MBU=0VEe(l, ..., g}, Q+ Q>0
k=1 k=1

Revenons au probléme de dimension infinie décrit par la condition (3.30). Ce probléme en
appliquant le Lemme 3.3 se transforme en la recherche de P > 0 telle que :

VEe{l, ..., q}), ATP+PA; <0 (3.31)

ce qui est un probléme d’optimisation de dimension finie.

3.3 Systéme affine par morceaux a parametres variant dans le temps

En se basant sur (2.1) et (3.28), un systeme PWA variable dans le temps (systéme a parametres
incertains) peut étre représenté comme suit.

qi
z(t) = Z)\ik(t)(Aikx(t) +ay) pour z€X; i€, Vke{l, ..., ¢} (3.32)
k=1

Définition 3.1.

De maniére équivalente, en prenant Z(t)” = [z(t)T 1], on peut généraliser la représenta-
tion d’un systéme PWA incertain comme suit.

0 0
—_——
Ak

oy - A @ik T or N
m),;kk(t)[ ] (0. foratt) € Xt (3.33)

On suppose que I'Hypothese 3.1 et 'Hypotheése 3.3 sont aussi valables pour le systeme
PWA (3.32). La généralisation du Théoréme 3.1 pour démontrer la stabilité exponentielle de
systémes PWA (3.32) & parameétres incertains repose sur le lemme 3.3 qui conduit au résultat
suivant.
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— Théoréme 3.2. N

Supposons que le systéme (2.3) satisfait ’'Hypotheése 3.1. Soit v > 0 est un scalaire
donné. S’il existe :

= =T == =T
o Uy = UiTkai = V[/’Z.T7 Ui =Uy, Wi =W, € Rlixli o Tik, T € R4*1 ayant des
coefficients non-négatifs ;

e P, ¢ ROHVX(HY pour § € I;, P, € R™™ pour i € Iy et Ly €
R TDXris - pour 4,5 | (i,4) € ';

tels que :

= =1 = 2 2 2
P; =P+ F L+ Li;Fi;, pour i,j | (i,j) €T (3.34)

T AT p.7
{H Ao Pz =0 pour i € Ty (3.35)

E.Z =0

et les LMI suivantes sont vérifiées :

07 (A% Py + P Aig + 9i(Tir) + ET Ui E))TL + 20117 PIT < 0 (3.36)
pourt €y, k=1,...,q

{ P, — \111(77) = EZTWZEl >0

P, — Qi(T)) — EzTWzEZ =0

AP+ P + Ui(T) + B, Uy Es +2aP; < 0 (3:37)
pouri€Zy, k=1,...,q

Alors, I’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement

stable, avec un taux de décroissance supérieur ou égal a a.

Démonstration. Le passage vers les inégalités matricielles linéaires (LMI) se fait via lutilisation
de la S-procédure, de la méme facon que dans la Démonstration 2.1.

Pour le systéeme (3.32), démontrer la stabilité revient a trouver P; telle que l’inégalité suivante
soit vérifiée, adaptée du Théoréeme 3.1 :

qi T
VAir(t) =0, Y A(t) =1, (Z )\k(ﬁ)zik> Pi+P; <Z )\k(t)zik) + <Z Ak(ﬂ%(ﬁk)) +
k k=1 -

N

(3:38) & YAu(t) 2 0. 3 () =1, Y- M(t) (AuPs + Pilix + Wi(Ti) + F, Ui + 2aP5 ) < 0
k
(3.39)

Et d’apres le Lemme 3.3, la condition (3.39) se transforme en la condition de stabilité suivante,
c’est-a-dire trouver P; telle que.
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qui correspondent d la deuziéme inégalité matricielle linéaire dans (3.37). Le méme raisonne-
ment peut étre suivi pour démontrer la deuziéme inégalité matricielle linéaire dans (3.36).

La démonstration de la premiére inégalité dans (3.36) et de la premiére inégalité dans (3.37)
est la méme que dans la Démonstration 2.1.

4 APPLICATION AU SYSTEME ELECTROPNEUMATIQUE

Cette partie a pour double objectif, de tester l'efficacité des approches proposées précédem-
ment en démontrant la stabilité du systéme électropneumatique présentant un ensemble de points
d’équilibre, voir Chapitre 2 page 63, et d’assurer la stabilité de ce dernier malgré des variations
paramétriques en faisant varier la partie incertaine du modele électropneumatique qui correspond
au frottements.

Cette partie est subdivisée en plusieurs sous parties.

Nous présentons tout d’abord I’étude de la stabilité du systeéme électropneumatique en prenant
comme modele de frottements une saturation et uniquement deux contraintes de commutation
sur la commande. Le Théoréme 3.1 sera donc appliqué dans ce cas pour étudier et la stabilité
asymptotique et la stabilité exponentielle en présentant quelques figures et résultats numériques.

Dans la deuxieme sous-partie, nous étudions la stabilité robuste en faisant varier les seuils de
frottements. Dans ce cas-la, le Théoreme 3.2 sera aussi appliqué et dans le cas de I'étude de la
stabilité asymptotique et le cas de la stabilité exponentielle en analysant les résultats numériques.

Dans la derniere sous-partie, nous augmentons un peu plus la complexité en ajoutant le troi-
siéme critére de commutation sur la commande, qui concerne une variable désirée. Nous verrons
donc une étude de performance en prenant en compte les trajectoires désirées. Les Théoreme 3.1
et Théoreme 3.2 seront aussi appliqués afin d’étudier le suivi de trajectoires désirées et le suivi
robuste en montrant la complexité par rapport a la configuration plane de cellules de commuta-
tion. Pour terminer, les résultats d’application seront présentés pour valider les performances des
approches proposées.

4.1 Analyse de la stabilité
Cas du systéme avec deux contraintes de commutation sur la commande

Cette premiére sous-partie consiste a analyser la stabilité pour le deuxiéme modele commuté
du vérin, ayant une cellule centrale sans gain sur la position, ot les deux méthodes de [69] et [54] ne
s’appliquent pas, voir Chapitre 2 page 63. La convergence de ce systéme commuté, présenté sous
forme d’un systéme PWA | est vers un ensemble de points d’équilibre (2.77). Les caractéristiques
de toutes les cellules sont présentées au Chapitre 2, Annexe 6.2, page 71.
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Résultats numériques

Nous allons exposer les résultats numériques de 'application du Théoréme 3.1 sur ce systeme
PWA en répondant aux différents objectifs spécifiés dans les parties suivantes.

Stabilité asymptotique

Le Théoreme 3.1 a été appliqué pour o = 0 afin de démontrer la stabilité asymptotique pour le
systeme PWA précédent, en procédant a la programmation numérique sur Matlab via 'utilisation
des bibliotheques YALMIP et SeDuMi [82, 84, 52, 57, 77, 121].

Ce programme nous a permis de trouver numériquement toutes les variables de décision appa-
rues dans ce théoréme, notamment les matrices de Lyapunov P; et les termes issus de I’application

de la S-procédure.

Afin de vérifier les différentes contraintes sur la fonction de Lyapunov, nous avons tracé ses
courbes de niveau et son intersection avec le plan (v, e,), voir Figure 3.1 et Figure 3.2.

0.2

0.2

e ulms Y

FIGURE 3.1 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v, ey), cas de la stabilité asymptotique
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FIGURE 3.2 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v, ey), cas de stabilité asymptotique

Discussion 3.

D’apres les Figures 3.1 et 3.2 :

e Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov trouvée décroissent vers
I’ensemble des points d’équilibre. Les contraintes de décroissance de la fonction de
Lyapunov vers ’ensemble des points d’équilibre imposées dans le Théoreme 3.1
sont donc vérifiées.

e Ces courbes de niveau sont continues sur deux cellules adjacentes, ce qui vérifie la
contrainte de continuité imposée dans le Théoreme 3.1.

Les conditions imposées par le Théoréme 3.1 sont vérifiées, 'ensemble des points
d’équilibre est donc asymptotiquement stable.

Stabilité exponentielle et taux de décroissance

Le Théoreme 3.1 a été aussi appliqué pour a # 0, afin d’'une part de démontrer la stabilité
exponentielle pour le systéeme PWA précédent et d’autre part, de déterminer une borne inférieure
« sur le taux de décroissance des trajectoires d’état.
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La borne inférieure « sur le taux de décroissance, définie par le Théoréme (3.1), calculée par
exécution de I'algorithme d’optimisation sur Matlab est donnée comme suit :

ey [m]

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

—-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

a = 0.4747. (3.41)

5
t[s]

FIGURE 3.3 — Evolution de ’erreur en position pour différentes condition initiales

initiale apres ts5o

La Figure 3.3 montre ’évolution de ’erreur de position pour différentes conditions initiales.
Considérons la valeur o trouvée, nous pouvons estimer que l'erreur est réduit a 5% de la valeur

~ 6.31 s. En effet, nous pouvons remarquer que pour tous les cas le

systeme atteint le régime statique dans environ 6.2s.

De la méme facon, nous avons tracé les courbes de niveau et I'intersection de la fonction de
Lyapunov avec le plan (v, e,), voir Figure 3.4 et Figure 3.5, afin de vérifier les différentes contraintes
imposées.
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Discussion 4.

D’apres les Figures 3.4 et 3.5 :

e Nous vérifions bien la décroissance de la fonction de Lyapunov vers I’ensemble des
points d’équilibre sur chaque cellule.

e La continuité sur les frontiéres (représentées par des droites) entre chaque deux
cellules est aussi assurée.

e Nous pouvons remarquer les déformations des courbes de niveau de la fonction
de Lyapunov, c¢’est-a-dire la matrice qui définit la fonction de Lyapunov change
d’une cellule a l'autre. Cette déformation suggere qu’on peut ne pas avoir une
fonction de Lyapunov quadratique commune pour toutes les cellules.

La fonction de Lyapunov calculée vérifie donc bien les conditions imposées par le
Théoreme 3.1.

0.4

eylm]

-0.4

0.4

v[ms—1

FIGURE 3.4 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v,ey), cas de la stabilité exponentielle
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FIGURE 3.5 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v,ey), cas de la stabilité expo-
nentielle

Etude de robustesse vis-a-vis de la variation des frottements

En réalité, les frottements sont généralement en fonction de la vitesse et peuvent étre différents
d’un systéme physique a un autre. Dans la littérature, de nombreux auteurs ont proposé différents
modeles physiques et mathématiques dans le but d’analyser et de représenter ce phénomene
complexe [131, 36, 73, 8, 27, 26, 58]. La présence de ces phénomenes est la source de plusieurs
dégradations de performance, notamment les erreurs statiques, les erreurs de suivi de trajectoire
et peut aussi retarder la mise en mouvement du systeme. Par conséquent, nous aurons besoin de
pouvoir reproduire ces frottements en simulation dans le but d’obtenir une représentation cor-
respondant au mieux a son procédé expérimental afin de minimiser au maximum ces dégradations.

Certain auteurs estiment que les modeéles de frottement sont symétriques : c’est le cas de
modele sous forme de saturation ou de relais, mais ceci n’est pas le cas sur les procédés réels, plus
particulierement sur le vérin électropneumatique. Par ailleurs, les parametres de frottements dans
un procédé réel peuvent évoluer avec le temps et changer le comportement du systeme.

Concernant 1’étude de la stabilité du systeme électropneumatique et pour faire face a toutes
les contraintes que nous venons de citer, nous avons modifié le modele de frottements choisi en
insérant une plage de variation sur les seuils de frottements de telle sorte que le phénomene de
frottements réel appartienne a cette plage de variation, c’est-a-dire que le modeéle de frottement
considéré dans la prochaine étude de la stabilité est un modele incertain et qui représente un
ensemble de modeles y compris les frottements réels sur le procédé, comme nous pouvons le voir
sur la Figure 3.6. Au dela de la plage de variation, il est ainsi possible de considérer toute non
linéarité dont la courbe caractéristique est comprise dans la zone délimitée en vert.



4. Application au systeme électropneumatique 95

AT

FSax

Fspin

<Y

- Fspae

FIGURE 3.6 — Ensemble des non linéarités considérées pour représenter le phénomene de frottements

=20 N et F,

Smazx

Dans notre cas d’étude, nous avons considéré une variation entre F, =40N,
sachant que le seuil nominal sur le procédé réel est environ 38 N. Cette plage de variation peut étre
provoquée par des variations de température. Dans ce cas, le modele de frottements est incertain
avec ¢ = 2 et peut étre présenté comme suit :

{ Fy(\) = M Fs,,,, +XoF,,,, (3.42)

A+ =1

Avec ce modele de frottements, le modéle de vérin électropneumatique est PWA avec des
parametres incertains.

Le théoreme 3.2 s’interpréete de la fagon suivante : la stabilité sera assurée pour toute valeur du
frottement dans l'intervalle F . , Fs, .. si on établit la stabilité pour les deux valeurs extrémes
Fs. .., Fs, .. en utilisant la méme fonction de Lyapunov quadratique par morceaux.

D’apres le Théoreme 3.2 et grace aux propriétés de 'optimisation convexe sous contraintes
LMI, qui assure la stabilité en étudiant uniquement la stabilité pour les cas extrémes, la stabilité
sera étudiée pour les valeurs de Fy; = 40 N et Fy, = 20 N et qui sera valable pour toute valeur de

frottements entre ces deux bornes.

Le Théoréme 3.2 a été aussi appliqué en deux temps : premiérement, pour a = 0 afin de
démontrer la stabilité asymptotique malgré la variation de frottements et deuxiémement, pour
a # 0 afin de démontrer la stabilité exponentielle et d’essayer de préserver ou d’améliorer la
borne inférieure o sur le taux de décroissance trouvée précédemment. Nous procédons toujours a
la programmation numérique sur Matlab via 1'utilisation des bibliotheques YALMIP et SeDuMi.

1) Robustesse sans contrainte de taux de décroissance
Le Théoreme 3.2 a été appliqué avec succes afin de préserver la stabilité asymptotique malgré

la variation de frottements. Les résultats de programmation sont montrés sur les Figures 3.7 et
3.8.
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-0.05

-0.2

vims 1

FIGURE 3.7 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v,ey), robustesse sans contrainte de
taux de décroissance

FIGURE 3.8 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v,ey), robustesse sans contrainte
de taux de décroissance
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Discussion 5.
Les Figures 3.7 et 3.8 nous montrent que les conditions imposées par le Théoreme 3.2

sont bien vérifiées malgré la variation des caractéristiques du modele de frottements,
c’est-a-dire :

e la décroissance de la fonction de Lyapunov vers ’ensemble des points d’équilibre
est vérifiée ;

e la continuité sur les frontiéres est assurée.

Nous remarquons aussi la déformation des courbes de niveau entre les cellules, c’est-a-
dire que probablement on ne peut pas avoir une fonction de Lyapunov commune qui
préserve cette stabilité asymptotique vis-a-vis des variations de frottements.

2) Robustesse avec contrainte de taux de décroissance garanti

En plus de I’étude de robustesse vis-a-vis de variation de frottements, nous avons aussi réussi
a calculer une borne inférieure sur le taux de décroissance malgré cette variation. Les Figures 3.9

et 3.10 nous montrent les résultats d’application du Théoréme 3.2 pour a # 0.

o
Q
@

o
Q
bS]

FIGURE 3.9 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v,ey), robustesse avec contrainte de

taux de décroissance

La borne inférieure sur le taux de décroissance trouvée est :

o = 0.3625.
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FIGURE 3.10 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v,e, ), robustesse avec contrainte
de taux de décroissance

Discussion 6.

La stabilité exponentielle a été démontrée malgré la variation des caractéristiques du
modele de frottements, avec une diminution de la valeur de la borne inférieure sur le
taux de décroissance trouvée par rapport au cas sans variation de frottements. Cette
dégradation de la borne inférieure sur le taux de décroissance est tout a fait logique
car on garantit cette borne inférieure sur le taux de décroissance pour un ensemble de
valeurs de Fs plutét que pour une seule valeur.

4.2 Suivi de trajectoires désirées

Dans cette derniére partie, nous étudions le suivi de trajectoires désirées, c’est-a-dire assu-
rer que lerreur entre la trajectoire d’état et la trajectoire désirée tend vers zéro. En d’autres
termes, cela revient & ajouter un troisiéme critére de commutation, sur la variable désirée (voir
Chapitre 1). Cette trajectoire désirée est la sortie d’'un modele dynamique linéaire et elle sera
considérée comme une variable d’état du systeéme. Les cellules du systeme PWA seront modifiées
en considérant un troisiéme critere de commutation sur la trajectoire désirée.

Nous commengons donc par réécrire les modeles d’état avec les nouvelles variables d’état
insérées, subdiviser de nouveau l'espace d’état et redéfinir les cellules.



4. Application au systeme électropneumatique 99

Les critéres de commutation choisis entre les deux lois de commande dans ce cas reposent sur les
trois contraintes de commutation : 'erreur en position, I’évolution de la vitesse et la vitesse désirée.
Si toutes les conditions décrites dans ce qui suit sont satisfaites alors le systéme est commandé
en régulation de pressions. Sinon, si au moins une des conditions n’est pas satisfaite, le systeme
est commandé en suivi de trajectoire en position et en pression. Ces critéres sont rappelés comme
suit.

#H1— #2: |ey| <er1Aley] <eaAvg| <es
#2—) #1 : |€y| >V |€v| > g9V |'Ud| > €3

avec : #1 est la phase d’asservissement de position et #2 est la phase de régulation de pressions.

Prise en compte des trajectoires désirées

Dans cette partie, I’étude de performance ou le suivi des trajectoires désirées est traité en
prenant en compte les variables désirées dans le modele et dans les contraintes de commutation.
La trajectoire désirée est la sortie d’'un modele exogene présentant une dynamique linéaire, et qui
est donné ci-dessous.

Modele exogéeéne
Afin d’appliquer la méthode d’analyse de la stabilité présentée auparavant, on considére un modele
exogene linéaire d’ordre 2 présenté comme suit.

¢ = —0qgsS
(3.43)
Vg = —€qVg + ¢S

Avec ay4 et €4 des constantes choisies a priori dans le cahier des charges.
Afin d’assurer un bon positionnement de la masse sur une position donnée, le modéle exogene
est choisi de fagon & garantir une trajectoire désirée comportant des phases statiques ou la vitesse

désirée est faible, comme le cas des trajectoires de vitesse et de position désirées présentées dans
les figures (3.11) et (3.12).

Pour l'analyse de stabilité, les variables désirées du modele exogene ci-dessus sont considérées
comme des variables d’état dans le systeme PWA précédent. Les modeles dans les deux phases
asservissement de position et régulation des pressions sont rappelés comme suit.

Asservissement de position :
€y =V — g

0= eas — 27 Ff(v) + aa

o = —keear — kov — kyey + %Ff(v) + kyvq

ép = —k/’pep

Régulation des pressions :
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I I
—Vitesse désirée

0.04

FIGURE 3.11 — Vitesse désirée

I I
—Position désirée

0.2

0.1~

t[s]

FIGURE 3.12 — Position désirée

€y =V — Vg

U= €qf — %Ff(v) + aq

éaf = 32 (kn — kp)ep — (kn + 2)ear — 2k — (ky + 22)aq — ja + 25 Fr(v)
ép = —kpep

avec
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1')d:ad
ad = jd

eaf = €a+ 37 Fr(v)

En insérant les variables désirées du modele exogene dans les deux modeles ci-dessus, les deux
modeles augmentés dans les deux phases, asservissement de position et régulation des pressions,
sont représentés donc comme suit.

Asservissement de position :

€y =V — g
. 1
b= eay — 37 Ff(v) —€q,va+ <

baf = —keear — kov — kyey + %Ff(v) + kyvq

ép = —k/’pep
¢ = —4S
Vg = —€4,Vd + ¢

avec ag = —€4,V +¢.

Régulation des pressions :

€y =V — g
U =eqf — ﬁFf(v) — €44+ §
baf = fv—lj(kzv —kp)ep — (kn + bﬁv)eaf — %k}vv + eq, (kn + bﬁv — €dy)0d + (€ay + g, — kN — %)g
ép = —kpep
¢ = —Qd,S
Vg = —€d,Vq + ¢
avec
aqg = —€4,Vq + ¢

Ja = €3,0a — (€dy + dy)s

Simulation Les résultats de simulation, en considérant les trajectoires désirées dans les Figures
3.11 et 3.12, sont présentés dans la Figure 3.13.
La figure montre un bon suivi et une tres faible erreur entre la position et la position désirée.
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0.3

—Position
0.25F —Position désirée 7

0.15- : : _

Position [m]

0.05— -

~0.05 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

t[s]

FIGURE 3.13 — Evolution de position par rapport & la position désirée

Analyse de stabilité

Afin d’étudier la stabilité, nous procédons de la méme facon que dans le cas du modele sans
variable désirée. Nous sommes quasiment face au méme systéeme PWA dont les caractéristiques
de chaque cellule sont prédéfinies précédemment. La différence dans ce cas la est que d’'une part,
la dimension des différents éléments dans chaque cellule est augmentée suite a l'ajout de deux
variables exogenes qui géneérent la trajectoire désirée et d’autre part, 'apparition d’autres cellules
extérieures dépendant de la troisieme contrainte de commutation rajoutée.

Selon les criteres de commutation entre les lois de commande et ceux causés par les frottements
choisis, les cellules peuvent étre présentées comme suit, voir Figure 3.14.

Remarque 3.2.

Dans ce cas aussi, les cellules sont symétriques deux & deux par rapport a lorigine. Alors,
d’apres la propriété de symétrie dans le Chapitre 2 page 54, lorsque les conditions sur la
fonction de Lyapunov sont vérifiées pour une cellule, elles sont satisfaites pour la cellule
symétrique. On ne considere donc dans le programme d’analyse de la stabilité que les
cellules : Xo, Xl, Xg, X3 et X4.

Caractéristiques de chaque cellule X; :

De la méme fagon, nous devons décrire a nouveau les caractéristiques de chaque cellule X,
c’est-a-dire identifier les matrices d’état A;, les matrices E; libes aux contraintes de commutation
sur la cellule et les matrices Fij caractérisant les frontieres entre chaque deux cellules. Toutes les
caractéristiques sont exprimées dans I’Annexe 6.2 page 109.
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T Vd (m/s)

LCellXy |
" \
| x Cell X, !

1
Cell X] |
Cell X,

Cell X,
FIGURE 3.14 — Les cellules X; dans le cas de suivi des trajectoires désirées.

Résultats numériques

Dans ce cas aussi, nous allons exposer les résultats numériques de l'application des Théo-
rémes 3.1 et 3.2 sur ce systéme PWA en répondant aux différents objectifs spécifiés !, notamment
pour I’étude de la stabilité asymptotique et le suivi robuste de trajectoires de référence.

Suivi de trajectoire

Le Théoréme (3.1) a été appliqué pour a = 0 afin de démontrer la stabilité asymptotique de
suivi de trajectoire pour le systeme affine par morceaux précédent, en procédant toujours a la
programmation numérique sur Matlab via I'utilisation des bibliotheques YALMIP et SeDuMi.

Nous avons aussi tracé l'intersection et les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov
trouvée sur le plan (v, e,), voir Figure 3.15 et 3.16 et sur 'espace (e, v, vq), voir Figure 3.17.

1. L’étude de taux de décroissance ne sera pas abordée dans ce cas-1a a cause de la présence de variables désirées
et donc ¢a n’a aucun sens de le calculer
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0.2

-0.15 -0.05

eylm]

-0.2

-0.2

vims—]
FIGURE 3.15 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v, ey), cas de trois contraintes de
commutation

Discussion 7.

D’apres les Figures 3.15 et 3.16 :

e La décroissance asymptotique de La fonction de Lyapunov vers ’ensemble des
points d’équilibre est vérifiée.

e La continuité sur les frontieres est assurée.

e La déformation des courbes de niveau et assez remarquable et dans ce cas-1a aussi
une fonction de Lyapunov commune peut ne pas étre suffisante.

Donc, les conditions imposées par le Théoréeme 3.1 pour o = 0 sont bien vérifiées,
ce qui démontrent la stabilité de ce suivi de trajectoires désirées.

Robustesse : variation de frottements

Comme nous ’avons expliqué précédemment dans la page 94, la robustesse vis-a-vis de varia-
tions de frottements a été testée dans cette partie en faisant varier le seuil entre F, =40 N et

Smax
Fs, .. =20N. Le Théoreme 3.2 a été appliqué avec succes en étudiant la stabilité pour ces deux
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FIGURE 3.16 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v, ey), cas de trois contraintes
de commutation

valeurs extrémes. L’intersection et les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov trouvée sont
représentées sur les Figures 3.18 et 3.19 et sur Pespace (ey, v, vq), voir Figure 3.20.

Discussion 8.

Malgré les variations des caractéristiques du modele de frottements, le résultat est tres
satisfaisant, voir Figure 3.18 et 3.19, c’est-a-dire nous avons réussi a préserver les condi-
tions imposées par le Théoreme 3.2 pour v = 0. La stabilité de suivi de trajectoire est
alors garantie et la robustesse est vérifiée vis-a-vis des variations de frottements.

5 (CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons proposé de nouvelles stratégies pour analyser la stabilité et la
robustesse des systemes PWA.

Deux approches ont été proposées. Dans un premier temps, nous avons montré que le probleme
d’analyse de la stabilité d’un systéme PWA peut étre traité en utilisant les fonctions de Lyapunov
quadratiques par morceaux. Bien qu’elle soit trés bien adoptée par une large communauté dans la
littérature, cette approche ne permettait pas I’étude de convergence vers un ensemble de points
d’équilibre et démontre uniquement celle vers un point d’équilibre. Alors, nous avons via des
conditions suffisantes en termes d’inégalités matricielles linéaires démontré que de telles fonctions
permet d’assurer cet objectif.
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FIGURE 3.17 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur l'espace (ey, v, va), cas de trois
contraintes de commutation.

La méthode proposée nous permet aussi de trouver une borne inférieure sur le taux de décrois-
sance et donc d’avoir une information sur le temps de réponse du systéme considéré.

L’approche a été étendue dans un deuxiéme temps pour démontrer aussi la robustesse vis-a-vis
des variations et I’évolution des parametres incertains de systeme.

Nous avons validé les méthodes proposées en répondant a la problématique du vérin élec-
tropneumatique et en démontrant sa stabilité lorsque ce dernier est soumis a une commande
commutée entre deux lois de commandes.

Les résultats trouvés nous permettent de dire que les méthodes proposées apportent des contri-
butions pour I'étude de la stabilité de systemes PWA.
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-01

-05

vims—

FIGURE 3.18 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (v,ey), cas de trois contraintes de
commutation, robustesse vis-a-vis de frottements

o

I

FIGURE 3.19 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (v,ey), cas de trois contraintes
de commutation, robustesse vis-a-vis de frottements
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FIGURE 3.20 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur l’espace (ey, v, v4), cas de trois contraintes
de commutation, robustesse vis-d-vis de frottements.
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6 ANNEXES

6.1 Lemme de Finsler

— Lemme 3.4 ([18]). \

Soit 2 € R™*™ une matrice symétrique, V' € RP*™ une matrice de rang plein. Il existe
une matrice K € R™"*P telle que :

i) QO+ KV+VIKT =0 3.44
()

si et seulement si :

(“) VojyzthQVOTth =0 (345)

avec V¢, désigne la matrice W de rang maximal telle que VIWW =0 .

\ J

Démonstration. Introduisons Xy comme étant une base de Ker(V) et une matrice Y telle que
la matrice [XV Y] soit carrée et non-singuliére. Alors, (i) est vérifiée si et seulement si :

Xy Y]"(Q+KV+VTKT)[Xy Y] =0 (3.46)

qui est équivalent a

XTaxy XxLtay XL
viox, vroy|t|yr|K0 VY]+ 3.47
0 ) T ’
+ YTVT_ K [XV Y] =0
Comme V est de rang plein, on introduit le changement de variable suivant :
X
Q=0 Q= {ﬁ KVY (3.48)
qui est équivalent a trouver deux matrices Q1 et Qo telles que :
0 XyQv +0f 1 _ (3.49)
YTQXy +Q1 YTQY + Qo+ QF ‘

Avec Q1 = —YTQXy et Qo = —éYTQY et (ii), on obtient le résultat.

6.2 Caractéristiques des cellules : suivi de trajectoires désirées

Nous spécifions dans cette partie les caractéristiques des cellules X; considérées afin d’étudier
le suivi de trajectoires désirées pour le systeme électropneumatique, voir page 98, et qui sont
présentées sur la Figure 3.14.

Cellule centrale Xj :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont satisfaites, nous sommes
donc dans la phase régulation des deux pressions. Vis-a-vis des frottements, nous sommes dans
la cellule centrale ou on a uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans cette

cellule peut étre écrite comme suit.

Il n’y a pas de terme affineag=(0 0 0 0 0 0 O)T. Alors, Ag € R6x6
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0 1 0 0 0 -1
0 - 1 0 1 —€dy
Ag= | O ~(5F -5 —(Gi +hw) SECNTEE g, — (kv + 55) Fear (kv + §5) e, — el
0 0 0 —kp 0 0
0 0 0 0 —aa, 0
0 0 0 0 1 —ed,
(3.50)
ley| < e
v < €2
lva| < 3

La matrice qui définit cette cellule en tenant compte de la relation (2.4) est donnée comme
suit.

€1
€1
€2
€2
€3
€3

OO OO =
OO~ = OO
OO OO oo
OO OO oo
OO OO oo
_=—_ 0 000

Cellule extérieure X :
Concernant cette cellule, les contraintes de commutation sont données par :
€y > €1
v <&z
Dans ce cas-1a, le critere de commutation sur la position n’est pas satisfait, nous sommes
donc dans la phase poursuite de position. Vis-a-vis des frottements, nous sommes toujours dans

la cellule centrale ot nous avons uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans
cette cellule peut étre écrite comme suit, avec 4; € R7*7,

0 1 0 0 0 -1 0
0 —Ls 1 0 1 —ey O
—k, Loka _ —k 0 0 k 0
— Y  Mepsi v a v
Ay = 0 0 0 —kp O 0 0 (3.51)
0 0 0 0 —agy 0 0
0 0 0 0 1 —ey O
0 0 0 0 0 0 0

Suivant la relation (2.4),la matrice E; qui définit cette cellule et satisfait les contraintes de
commutation est donnée comme suit.
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0 —e1
0 &2 (352)
0

Cellule extérieure X3 :

Dans cette cellule et d’apres la figure 3.14, la contrainte sur la vitesse désirée n’est plus vérifiée,
alors les contraintes de commutation peuvent étre données comme suit.

ley| < e1
lv| < e2
Uq > €3

Dans ce cas la, nous sommes toujours dans la phase poursuite de position avec des frottements
dynamiques. La dynamique est la méme que dans la cellule X1, c’est-a-dire A3 = A;.

La matrice qui définit cette cellule en faisant référence toujours a la relation (2.4) est donnée
comme suit.

~1 0 0 0 0 0 &
1 000 0 0 &

Es=| 0-1 0 0 0 0 e (3.53)
01 00 0 0 e
0 000 0 1-—e3

Cellule extérieure X5 :

Concernant cette cellule, la commutation dépend uniquement de la vitesse et elle est donnée
par la relation suivante.

o <v<e€ (3.54)

Dans ce cas la aussi, nous avons la méme dynamique que dans le cas de cellules X; et X3.

La matrice E5 qui définit cette cellule et vérifie la contrainte (3.54) est donnée comme suit.

Cellule extérieure X7 :
La contrainte de commutation sur cette cellule est donnée par :

v>eE

Dans ce cas la, c’est le critere de commutation sur la vitesse qui n’est pas satisfait, nous sommes
donc dans la phase poursuite de position. Vis-a-vis des frottements, nous sommes dans les cellules
extérieures ou nous avons uniquement la partie statique. Alors, la dynamique dans cette cellule
peut étre écrite comme suit, avec A; € R7¥7.
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0 10 0 o -1 0
0 0 1 0 1 —ea —%
. ~ky ko —ko 0 0 ky  Eshe
A7 = 0 0 0 —kp O 0 0 (3.55)
0o 0 0 0 —aw O 0
o 0 0 0 1 —eq O
o 0 0 0 0 0 0

La matrice E7 qui définit cette cellule est donnée comme suit.

E;=(0 1 0 0 0 0-¢)



Chapitre 4

Extension de ’analyse de stabilité
des systemes PWA

Résumé.

Ce chapitre est consacré a ’analyse de la stabilité des systéemes PWA via l'utilisation des
fonctions polynomiales par morceaux en présence de modes glissants et des variations
de parametres du systeme. Nous commencons tout d’abord par introduire de nouvelles
hypotheses sur le systeme PWA et la démarche a suivre pour analyser la stabilité de ce
dernier. Ensuite, nous présentons un premier résultat pour assurer la convergence vers un
ensemble de points d’équilibre en présence de modes glissants. Puis, le résultat est étendu
pour analyser la robustesse vis-a-vis des variations paramétriques. Ces résultats seront
appliqués ensuite pour analyser le systéme électropneumatique avec sa loi de commande
présentant un ensemble de points d’équilibre, la possibilité de modes glissants et des
incertitudes sur les parametres.

113
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1 INTRODUCTION

Nous avons vu dans les sections précédentes, pour les systémes PWA présentés par (2.1), qu'un
des objectifs usuel est de proposer pour cette classe de systémes des conditions afin d’assurer la
convergence des trajectoires d’état x(t) vers 'équilibre. En effet, dans la littérature, des conditions
suffisantes ont été imposées sur un type de fonctions de Lyapunov qui sont les fonctions de
Lyapunov quadratiques par morceaux pour démontrer la stabilité de 'origine de ces systémes.
Ces approches ont été adaptées dans nos travaux pour 1’étendre dans le cas de présence d'un
ensemble de points d’équilibre. Bien que ces méthodes soient trés intéressantes, nous ne pouvons
pas parfois conclure sur la stabilité du systéme PWA en les utilisant, notamment en présence de
phénomenes de glissement sur les frontiéres entre les cellules constituant ce systeme. En effet, la
présence de ce phénomene peut a tout moment déstabiliser le systeme méme si les dynamiques de
toutes les cellules sont stables [112, 68].

La présence de dynamiques discontinues dans les systemes PWA rend I'analyse et la simulation
de ces systémes trés compliquées [86, 87], et pire encore, provoquer des phénomeénes de glissements
sur les frontieres. Ces phénomenes trés complexes, jouent un role théorique trés important et sont
représentés par des modeles mathématiques complexes [46, 45]. Pour ces raisons, et & cause de
la complexité de ce phénomene de glissement, peu de travaux dans la littérature considerent la
présence de ce phénomene.

Malgré cette difficulté, des auteurs ont fait l'effort d’analyser la stabilité des systémes PWA
en prenant en compte ce phénomene [68, 38, 19, 55, 112]. Dans [68], une extension de la méthode
présentée dans [69] a été proposée pour I'analyse de mode glissant attractif mais uniquement dans
le cas ou le point d’équilibre n’appartient pas aux frontiéres entre les cellules, notamment celles
qui présentent un phénomene de glissement. Dans [38], des conditions suffisantes ont été proposées
pour I’étude de stabilité de systemes PWA en présence de phénomenes de glissement méme dans le
cas de points d’équilibre appartenant a la frontiére entre deux cellules. Ces conditions combinent
les travaux de [112] qui traitent I'analyse de la stabilité des systémes PWA et les travaux de [95]
sur la stabilisation des systémes PWA en présence de modes glissants. Cependant, cette méthode
est trés conservative et compliquée car elle se base sur la combinaison convexe des fonctions de
Lyapunov par morceaux. Dans [19], les modes glissants sont considérés comme une dynamique du
systeme. L’inconvénient dans ce cas est les pré-requis de plusieurs informations sur le phénomeéne
de glissement. Cet inconvénient a été évité dans les travaux de [112] mais de fagon conservative
car on utilise les fonctions de Lyapunov communes.

Tous ces travaux sont non seulement conservatifs mais aussi ils traitent uniquement le cas de
convergence vers un point d’équilibre et non pas vers un ensemble de points d’équilibre en présence
de phénomeéne de glissement. Dans nos travaux [3], présentés en détails dans le Chapitre 3, nous
avons exposé une méthodologie d’analyse de stabilité vers un ensemble de points d’équilibre via
I'utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux.

L’approche développée dans ce chapitre consiste a étendre les résultats proposés au Chapitre 3.
Des conditions suffisantes vont étre établies afin de démontrer la convergence des trajectoires d’état
dans un systéme PWA vers un ensemble de points d’équilibre, en présence de phénomenes de
glissement et de variations des parametres du systeme PWA.

Ce chapitre est articulé autour de trois parties.

La premiere partie traite de ’étude de la stabilité exponentielle des systemes PWA en présence
de modes glissants. Nous commencgons par introduire les nouvelles hypotheses sur le systeme
PWA (2.1) présentant un ensemble de points d’équilibre, notamment les hypothéses de modes
glissants. Puis une autre forme de fonction de Lyapunov va étre proposée dite fonction de Lya-
punov polynomiale et qui prend en considération toutes ces hypotheses. Ensuite, des conditions
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suffisantes de stabilité vont étre proposées tout en expliquant le passage vers les inégalités matri-
cielles linéaires (LMI) en appliquant la "power transformation" [142, 137] et la S-procédure. Cette
partie se termine par un théoréme rassemblant les différents résultats.

Dans la deuxieme partie, le résultat précédent est étendu afin de garantir la stabilité malgré
des variations paramétriques des systemes PWA. Un théoréme plus général est proposé a la fin
de cette partie.

Ce chapitre se termine par une partie consacrée a I'application des deux approches précédentes
afin d’étudier la stabilité, la stabilité robuste, le suivi de trajectoires désirées et le suivi robuste
sur le systeme électropneumatique.

2 SYSTEME PWA PRESENTANT DES PHENOMENES DE GLISSE-
MENT

L’objectif est de démontrer la convergence exponentielle des trajectoires d’état x(t) vers un en-

semble de points d’équilibre de systéme 2.1 présentant des phénomenes de glissement. La démarche
est présentée dans le paragraphe ci-dessous.

Démarche a suivre

Dans ce chapitre, nous supposons que le systéme (2.1) vérifie les hypotheses suivantes.

—~ Hypothese 4.1. <

Sur toute frontiere lorsque le vecteur d’état appartient a une frontiere de I' entre deux
cellules adjacentes X; et X;, un mode glissant peut se produire, voir Figure 4.1, c’est-a-
dire pour z € X; N Xj, (4,7) € I' on a la dynamique suivante (selon Filippov [45]) :

Z(t) = (0A; + (1 — 0)A4;) z(t), 0 < 6 < 1. (4.1)

Notons que 6 = 6(¢).

\ J

L’Hypothése 4.1 implique que le systéme PWA (2.1) peut avoir une dynamique discontinue
en admettant plusieurs solutions, ce qui peut générer des phénomenes de glissement sur les fron-
tieres entre les cellules de systéme. D’apres Filippov [45], la dynamique sur la frontiére sera la
combinaison convexe des deux dynamiques des deux cellules adjacentes, voir Chapitre 2 page 37.

Hypotheése 4.2.

L’ensemble des points d’équilibre E., O {0} est un sous ensemble de | J,.- X; (notons

1€y
que E.q peut étre sur les frontiéres présentant des modes glissants).

L’Hypothese 4.2 implique que ’ensemble des points d’équilibre peut ne pas appartenir a une
seule cellule dite cellule centrale, mais a 'union de plusieurs cellules dites cellules centrales. L’hy-
pothese est aussi valable pour un ensemble de points d’équilibre appartenant a des frontiéres entre
des cellules centrales présentant des phénomeénes de glissement.
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FIGURE 4.1 — Modes glissants.

~— Hypothese 4.3. <

Selon ’'Hypothese 4.1, on peut distinguer deux cas :

e Si l'origine appartient a l'intérieur d'une cellule X; (pour laquelle on a donc
Zo = {i}) : la dynamique A; dans cette cellule n’a pas alors un terme constant

(a; = 0); on peut définir donc Ay = A;;

e Si l'origine se situe sur la frontiere entre les deux cellules X; et X, : il existe

un ¢, avec 0 < E_g_l, pour lequel fa; + (1 — f)a; = 0; on peut définir donc
Ay=0A,+(1-06) A;.

\. J

L’Hypothese 4.3 implique que pour avoir la convergence vers I’ensemble des points d’équilibre
il faut ajouter des hypotheses sur le terme affine. En effet, si I’ensemble de point d’équilibre,
y compris l'origine, appartient a 'intérieur d’une cellule alors forcément pour avoir 1’équilibre,
le terme affine doit étre nul. Par ailleurs, s’il appartient & la frontiére entre deux cellules alors
pour avoir ’équilibre, il existe un 6 pour lequel la combinaison convexe des termes affines soit nulle.

Hypothese 4.4.

La dynamique Ay peut avoir des valeurs propres nulles.




3. Fonction de Lyapunov polynomiale par morceaux 117

Cette hypothese implique que ’ensemble des points d’équilibre F.4 n’est pas nécessairement
réduit a {0}, c’est-a-dire nous pouvons avoir E., # {0}.

Nous supposons que Ay peut avoir des valeurs propres nulles, on considére I’ensemble de
vecteurs h qui forme une famille libre et génératrice du noyau de l'application linéaire associée a
Ay : le méme noyau pour tout A;, Zj. Nous appelons Z € R(TD*" ] matrice de rang plein de
ces vecteurs propres, avec AoZ = ZjZ =A,Z=0.

Ensuite, nous définissons la matrice IT € R(*tDx(+1=h) comme étant le complément orthogo-
nal de Z, normalisée tel que IITTI = I, c’est-a-dire [Z H} est unitaire de rang plein.

L’objectif est de proposer un ensemble de conditions suffisantes afin d’assurer la convergence
exponentielle des trajectoires d’état du systéme x(t) vers Pensemble des points d’équilibre E.,
pour cette classe de systémes, malgré la présence de modes glissants. Tout d’abord, nous devons
étendre les méthodes développées au chapitre précédent afin de prendre en compte les modes
glissants. Deuxiémement, afin de réduire au minimum le conservatisme, nous avons besoin d’aller
au-dela des fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux classiques. Par conséquent, nous
allons utiliser des fonctions de Lyapunov de degré plus élevé, notamment les fonctions de Lyapunov
polynomiales par morceaux, présentées ci-dessous.

3 FONCTION DE LYAPUNOV POLYNOMIALE PAR MORCEAUX

Les SOS (sum of squares) permette de tester la positivité d’'un polynéme pour tout z en
I’écrivant sous une forme quadratique, ce qui ramene le probléme vers un probléme d’optimisation
sous contraintes LMI. En utilisant ces propriétés, une large communauté en littérature ont fait
le lien avec la théorie de Lyapunov afin de calculer un type de fonctions de Lyapunov appelées
fonctions de Lyapunov polynomiales [31, 33, 64, 56, 102, 122]. En effet, dans [125, 134], optimisa-
tion polynomiale a été utilisée pour construire des fonctions de Lyapunov polynomiales. Les SOS
polynomiales ont été explorés pour remédier a des problemes d’analyse et de controle des systémes
[56, 6, 64, 100, 101, 32, 1, 9]. Les conditions sur les SOS polynomiales peuvent étre données de
maniéres explicites sous forme de contraintes LMI [30, 33, 56, 64], ou de maniére implicite en
utilisant une formulation polynomiale positive [64, 97, 100, 101].

Pour les systemes PWA, cette théorie a été utilisée afin d’analyser la stabilité de ces derniers
en utilisant des fonctions de Lyapunov dites fonctions de Lyapunov polynomiales par morceaux
[12, 64, 100, 138, 137]. L’idée est de pouvoir imposer des conditions suffisantes sur ces fonctions
de Lyapunov polynomiales par morceaux en adaptant les méthodes développées sur les fonctions
de Lyapunov quadratiques par morceaux [137, 140]. Cette technique a été exploitée et élargie plus
tard pour analyser les systémes hybrides et commutés [100, 137], et aussi pour les systémes discrets
[12, 137).

3.1 Définition

On appelle une fonction de Lyapunov polynomiale par morceaux, une fonction V(z) définie
par :

V(z) =Vi(z) pour x € X;,i €T (4.2)
telle que V;(x) est un polynéme de degré 2m en n variables donné par :

Vi(z) = x(2)" Pix(z) (4.3)

avec :
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e P, = PT c RP*,

e x(z) € RP*! qui présente le vecteur de tous les mondmes de degré inférieur ou égale & m qui
peut étre construit a partir des éléments du vecteur d’état z. La dimension de ce nouveau

vecteur d’état x(z) est définie par :
m-+n
o= (") (4.4
m

n
ol la notation ( k) indique le coefficient binomial, pour lequel on a

(1) = mr

Selon le positionnement et le type de monomes choisis, il existe plusieurs fagons de choisir ce
nouveau vecteur d’état. Dans ce travail de thése, nous avons choisi la structure suivante :

x(x) = [x1,22, ..., Tn, T1T2, T1X3, . . ., T1Tp, T2L3, . - . (4.5)

mo,.m m T
N T AR O, NN LS LU L | R

Comme il a été indiqué dans [98], le choix de la matrice P; n’est pas unique pour un certain
polynoéme V;(z) donné ; on peut construire un nombre ¢ de matrices @, = QT € RP*? linéairement
indépendantes, pour lesquelles :

x(@)TQ,x(x) =0pour v=1,...,¢ (4.6)
1 m+n\’ m+n n+2m
L5<(m)+<m)><2m ) (47)
et qui implique que :
Vi(@) = x(2)" Pix(@) = x(2)" (P, + Y Qur(v))x (@), ¥r(v) € R. (4.8)

Cela est dii au fait que certains des monoémes dans V; peuvent étre obtenus en tant que produits

de différents éléments dans y. Par exemple : 23 = 21 - 21 = 1- 29 = 27 - 1.

Exemple 4.1. Soit p(x) un polynome de quatriéme degré avec deux variables x1 et xa.

p(x) = 4ot + dadxe — T2 — 22123 4 1025 (4.9)

p(x) peut s’écrire comme une fonction quadratique des mondmes comme suit :

T
Tl Z1
] €2
T1 T2 €T T2
P(x) = x% Q z%
a3 a3
1 1

D’aprés (4.8), p(x) peut étre représenté de la fagon suivante :
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px) = x(2)"Qx(x) = x()"(Qo + Y_ Qur(»))x(x), Vr(v) €R. (4.10)
v=1
avec : Q=Qo+>.._, Qur(v)
Selon (4.7), comme n =2 et m = 2, le nombre v de matrices Q, est . =6

En appliquant la condition (4.6), Qo et les différentes matrices Q, peuvent étre représentées
comme suit :

00 0 0 0 0

00 0 0 0 0

oo 0o 2 -1 0

Q=190 90 2 4 -35 0

00 -1 -35 10 0

00 0 0 0 0

et

0 -1 00 0 0 200 0 0 0 0000 0 0
-1 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0200 0 0
0 0 00 0 1 000 0 0 0 0000 0 0
Q=10 0 0000 "2 {000 0 0 -1"®L=lo0o00 0 o0
0 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0000 0 -1
0 0 100 0 000 -1 0 0 0000 —1 0
0 0 -1 0 0 0 0 000 —1 0 00 0 00 0
0 0 0 100 0 010 0 0 00 0 00 O
10 0 000 0 1 00 0 0 00 -2 00 0
Q=10 1 0000 "% |0 000 0 0% |00 0 010
0 0 0 00 0 -1 000 0 0 00 0 1 00
0 0 0 00 0 0 000 0 0 00 0 000

3.2 Propriétés

Afin d’appliquer les différentes conditions sur cette fonction de Lyapunov temps invariant, on
aura besoin de spécifier de nouveau les différentes dynamiques dans chaque cellule du systéeme
PWA (2.1).

Suivant la "power transformation", qui consiste a faire le passage d’un vecteur d’état vers ses
puissances, nous pouvons obtenir la dynamique de x(x(t)) = x(t), avec laquelle nous serons en
mesure de calculer la dérivée de la fonction de Lyapunov. A savoir, la dynamique sera toujours
PWA, c’est-a-dire nous aurons :

x(t) = A;jx(t) pour y € X;,i €T (4.11)

avec une nouvelle description des cellules, grace & des matrices E; € RE*P telles que :

XGXZ':EZ'XZ(L
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et une nouvelle définition des matrices définissant les frontiéres entre les cellules voisines, avec
les matrices Fj; € R %7 telles que :

v(i,j) €T, X;nX; € {x|Fi;x =0} (4.13)

Pour le nouveau systéme (4.11), nous supposons que I'Hypothese 4.1, I'Hypothese 4.2 et 'Hy-
pothése 4.3 sont toujours vérifiées, c’est-a-dire que :

1. les modes glissants peuvent se produire, avec une dynamique :

X)) = (04, + (1 —0)A;) x(t),0< 6 <1 (4.14)

. il existe un ensemble de points d’équilibre Eeq|x € Eeq S x=0;x¢€ Eeq & x € By
eq C UzeI

3. De la méme facon que dans la Section 2 page 115, on peut aussi distinguer deux cas :

e si l'origine appartient a I'intérieur de la cellule X;; A; ne contient pas alors un terme
affine (a; =0); Ag = A

e si lorigine est sur la frontiére entre les deux cellules X; et X il existe alors un 6,

0<6<1, pour lequel les termes affines disparaissent, on peut définir alors Ay =
0 A+ (1-0) A

Ay peut avoir des valeurs propres nulles, on considére Pensemble de vecteurs A qui forment
une famille libre et génératrice du noyau de 'application linéaire associée a Ao : le méme
noyau pour tout Az, A Nous appelons Z € RP*I 1a matrice de rang plein de ces vecteurs

propres, avec AgZ A =A,Z =0.

Ensuite, nous définissons la matrice I € Rex(p=h) comme étant le complément orthogonal
de Z, normalisée tel que II7TI = I, c’est-a-dire [Z H] est unitaire de rang plein.

3.3 Analyse de stabilité

Prenons la fonction polynomiale V' (x) dans (4.2) comme fonction de Lyapunov candidate pour
le systéeme PWA (2.1).

Afin d’assurer la continuité de cette fonction de Lyapunov sur les fronticres entre les deux
cellules X; et X, (¢,5) € T, la condition suivante doit étre vérifiée :

Vi(x) = Vi(x) Vx(z) € X; n X;. (4.15)

Comme il a été indiqué au Chapitre 3 concernant les systémes présentant un ensemble de
points d’équilibre dans le Lemme 3.1, considéré comme une conséquence directe du théoréeme
de LaSalle [?], qui est exprimé dans le Lemme 2.3 au Chapitre 2 page 43, les conditions que la
fonction de Lyapunov (4.2) doit satisfaire sont exprimées dans le lemme ci-dessous.
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— Lemme 4.1. N\

Pour le systeme PWA (2.1), la convergence asymptotique de z vers E, (qui coincide
avec la convergence assymptotique de x dans (4.11) vers E,) pour ¢t > 0, t — 00 est
assurée s’il existe une fonction de Lyapunov qui satisfait les conditions suivantes :

1. La fonction de Lyapunov doit étre continue sur la frontiere entre deux cellules X;
et X, c’est-a-dire elle vérifie la condition (4.15);

2. La fonction de Lyapunov doit étre positive en dehors de E‘eq, c’est-a-dire :

Vi(x(z)) > 0 for x(z) € X;/E.q,i € T; (4.16)

3. La dérivée de la fonction de Lyapunov doit étre négative en dehors de Eeq, c’est-
a-dire :

Vi(x(z)) < 0 for x(z) € X;/Eeq,i €T (4.17)
méme dans le cas de dynamique de mode glissant ;

4. La dérivée de la fonction de Lyapunov doit étre nulle uniquement dans Eeq, c’est-
a-dire :

Vi(x(z)) = 0 for x(z) € Eey N X, € Ty. (4.18)

\. J

Nous pouvons également démontrer la convergence exponentielle de « vers E., (qui coincide

avec la convergence exponentielle de x dans (4.11) vers E.q) et calculer une borne inférieure sur
le taux de décroissance des trajectoires d’état via le corollaire ci-dessous.

— Lemme 4.2. <

Pour le systéme PWA (2.1), si les conditions (4.15), (4.16) et (4.18) sont vérifiées et si
la condition suivante est satisfaite :

{ V(" x(x)) < —2aV;(IM"x(2)) for x(2) € Xi/Eeq, i € To (4.19)

Vi(x(2)) < —2aVi(x(x)) for x(z) € Xi, i € Ty

alors ’ensemble des points d’équilibre E,, du systéme (2.1) est exponentiellement stable,
avec un taux de décroissance plus grand que a.

Nous avons exprimé donc les conditions a imposer sur la fonction de Lyapunov polynomiale
par morceaux afin d’assurer la convergence exponentielle des trajectoires d’état vers ’ensemble des
points d’équilibre. Afin de calculer toutes les matrices de Lyapunov P; dans (4.10) en prenant en
compte toutes les considérations précédentes, nous allons adapter le Théoreme 3.1 dans le chapitre
précédent, page 81, qui permet en utilisant la S-procédure de faire le passage vers un probléme
d’optimisation sous contraintes LMI. Ce dernier va permettre le calcul de toutes les variables
de décision dans les conditions imposées sur la fonction de Lyapunov, notamment les matrices
de Lyapunov sur chaque cellule du systeme PWA et aussi la borne inférieure « sur le taux de
décroissance. Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant.
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— Théoréme 4.1. N

Supposons que le systéme (2.1) satisfait 'Hypotheése 4.1, I'Hypothese 4.2 et 'Hypo-
theése 4.3. Soit @ > 0 est un scalaire donné. Soit A; la matrice présentant la dynamique
du vecteur x de degré m dérivant a partir de x, comme dans (4.11), avec X, E;, Fl-j, Z,
II, Ay telles que définies précédemment.

S’il existe :

tels que

et si les LMI suivantes sont vérifiées :

o P,=PF cRP*F pouri €ZT;

o U =UlI' W, =W e RUxk and T, T, € Rlix1 ; ayant des coefficients non-négatifs
pour ¢ € T

o U = U};, Uj; = UZ’jT € Rlixli T, Ti; € R *1 ayant des coefficients non-négatifs

pour i, j[(i,7) € I';
e L;; € RPXTii pour i, j|(i,j) € T';

o 7i(v), T, (v), 7] V), Ti;(v),Ti;(v) ER, pour i, j €T, v=1,...,L

) g [

Pj = R = ﬁ‘ng; T Lijﬁij = H(Tij) pour (Z,j) el (420)
77 AT p.7 —
{ %Zflz_%z =0 pour i € Iy (4.21)
L =

{ 07 (P, 4+ H(t}) — Ni(T;) — EFW,E)ITL = 0

O7(ATP, + P,A; + H(t!") + Ni(T:) + ETU,E))T1 4 20T P,IT < 0 (4.22)
pour ¢ € Zy
{ P+ H(t]) — Ni(T}) — ETW,E; = 0
ATP;+ PA; + H(7]) + Ni(T:) + ETU;E; + 2a.P; < 0 (4.23)
pour ¢ € 7

7 (A] P; + PjA; + H(7};) + Ni(Tij) + N;(T};) + B Uy By + ET UL E))TT
+20I1T PII < O
7 (AT P, + P A; + H(7);) + Ni(T;e) + N;(T};) + E] Ui B + ET UL BT
+2alITPI1 < 0
NTATP;Z=0,1TATP,Z =0
pour (i € Zy,j € Zp) €T
(4.24)
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ATP; + P A; + H(7};) + Ni(Ti;) + N;(T};) + ETUy; E; + EYULE
+2aP <0
ATP; + P A; + H(7);) + Ni(Tji) + N;j(T};) + ETU;E; + ETULE; (4.25)
+2aP; <0
pour (i ¢ Zo\/ j & Zp) € T

avec N;(T) = {T/JQEJ +[0 EIT]et H(r)=Y._,7(v)Q,

Alors I'ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement stable,
avec un taux de décroissance plus grand que a.

Démonstration. Nous considérons la fonction de Lyapunov candidate V (x(x)) définie par (4.2).

Pour démontrer les inégalités (4.20) et (4.21), nous utilisons la méme approche que dans le
Chapitre 3, voir page 83.

Alors, pour x(z) € X; N Xj, on a ﬁijx(x) =0.

En remplagant cette condition dans (4.20), en multipliant a droite par x(z) et a gauche par
x(2)T, sans oublier que x(x)T H(7)x(z) =0, V7, on aura :
x(@)T Pyx(z) = x(2)T Pix(z), qui est (4.15), c’est-a-dire (4.20) implique la continuité de la fonc-
tion de Lyapunov polynomiale sur les frontiéres entre les cellules.

Considérons maintenant (4.21) et (4.22). En se basant sur ’Hypothése 4.3, mnous pouvons
toujours écrire une décomposition du vecteur x(zx), de la forme :
x(z) = Z€ + 1I¢, avee x(z) € Xz,z €Ty et ¢ € RUn+D-~)x1,
Comme AoZ = 0 pour x(x) € Eoq, c’est-d-dire x(x) = ZE, alors la premiére égalité dans (4.21)
implique (4.18).

Pour x(z) ¢ E‘eq, la dynamique active est A;, i € Ty.

La deuxiéeme égalité dans (4.21) implique que Eix > 0 = EIIC > 0. Alors, grice
a la S-procédure et d la premiére dans (4.21), la deuziéme inégalité dans (4.22) implique
V(I y(z)) < 72aV(HHT (2)) pour x(x) ¢ FEeoq, qui est Uinégalité (4.17) pour i € T,
comme on a (TTITETU;E;TIC > 0, grace d (4.12) et (4.21), ¢THT N;(T;)II¢ > 0, grice d (4.6).

De la méme fagon, la premiére inégalité dans (4.22) implique naturellement l'inégalité (4.16)
pour les cellules avec i € Iy.

Ensuite, grice aussi a la S-procédure, la premiére inégalité dans (4
x(@) T Pix(x) > 0 lorsque x(z)T ETW;Eix(z) > 0, qui est valable grice a (4.12) si x(z) € X;,
X(@)TNi(T])x(z) > 0, qui est valable aussi grace a (4.12), et x(z)" H(7])x(x) = 0, qui est valable
grice a (4.6), qui a son tour implique que Vi(x(z)) > 0 pour x(x) € X;, c’est-d-dire 'inégalité
(4.16) pour les cellules avec i € I;.

23) implique que
A2

De la méme fagon, la deuziéme inégalité dans (4.23) assure l'inégalité (4.17) pour les cellules
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avec i € 1.

Les conditions (4.24) et (4.25) concernent la possibilité d’avoir de modes glissant sur la
frontiére entre deux cellules. En effet, en multipliant la deuxiéme inégalité dans (4.25) par 0 et
la deuzieme inégalité dans (4.23) par 1 — 0 et en sommant les deuz, nous auront, grice a la
S-procédure :

x(@)T((0AT + (1 = 0)AT)Pi + Pi(0A; + (1 — 0)A; + 2aP;))x () <0
Pour tout x € X; N Xj, qui assure que la dérivée de V; est négative pour toutes dynamiques

possibles de modes glissants.

Nous pouvons avoir aussi de la méme fagon, & partir de la premiére inégalité dans (4.25),
l'inégalité complémentaire :

x(m)T((OfL-T +(1- G)AJT)Pj + Pj(é'/ii +(1- O)Aj +2aP;))x(z) <0

La condition (4.24) concerne les modes glissants contenant ’ensemble des points d’équilibre,
ces inégalités peuvent étre démontrées en suivant le méme raisonnement comme pour (4.25) et

(4.22).

Donc, nous avons montré que les conditions requises par le théoréme impliquent (4.15), (4.16),
(4.18) et (4.19), en satisfaisant les hypothéses du Lemme 4.1, ce qui démontre le Théoréme 4.1.

Discussion

Le Théoreme 4.1 implique un probleme de faisabilité sous contraintes inégalités matricielles
linéaires (LMI) et égalités matricielles linéaires (LME). Dans ce qui suit, nous discutons les
résultats proposés et les différences avec les méthodes développées précédemment et les méthodes
de référence de [69] et [54].

e Les égalités matricielles linéaires (LME) (4.20) et (4.21) peuvent étre résolues par une
paramétrisation appropriée des matrices concernées.

e Chercher le plus grand « tel que (4.15), (4.16), (4.18) et (4.19) soient vérifiées, peut étre
résolu toujours grace a une recherche par dichotomie par rapport a «.

Corollaire 4.1 ( [5]).

Les hypotheses et les conditions du Théoréme 4.1 sont suffisantes pour démontrer que
I’ensemble des points d’équilibre E,, est asymptotiquement stable.

Comparaison

Le Théoreme 4.1 est une extension des méthodes précédentes; il est moins conservatif car il
dispose d’une présentation plus générale d’une fonction de Lyapunov par morceaux en assurant
des conditions moins conservatives, et en méme temps, il permet 1’analyse de la convergence vers
un ensemble de points d’équilibre autre que l'origine seule malgré la présence de modes glissants.
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Corollaire 4.2.

Le Théoréme 3.1 au Chapitre 3, page 81, est un cas particulier du Théoreme 4.1, pour
une fonction de Lyapunov polynomiale d’ordre 2, c’est-a-dire m = 1, et sans présence de
modes glissants sur les frontieres entre les cellules.

Par rapport aux méthodes développées en littérature :

e le Théoréme 1 dans [69], présenté au Chapitre 2 page 50, est considéré comme un cas
particulier du Théoréme 4.1, pour une fonction de Lyapunov polynomiale d’ordre 2, c’est-
a-dire m = 1, et sans présence de modes glissants sur les frontiéres entre les cellules, avec

E.,={0}, 7, =0et a=0.

e la méthode développée dans [54], présentée au Chapitre 2 page 52, est aussi considérée
comme un cas particulier du Théoréme 4.1, pour une fonction de Lyapunov polynomiale
d’ordre 2, c’est-a-dire m = 1, et sans présence de modes glissants sur les frontieres entre les
cellules, avec E.q = {0}, U; =0 and a = 0.

e la condition (4.20) qui assure la continuité de la fonction de Lyapunov polynomiale, est
adaptée de celle développée dans le Théoréme 3.1 qui est équivalente & celle de [54]. Donc,
par cette relation, toutes les fonctions possibles continues, polynomiales par morceaux sont
paramétrées.

e nous pouvons remarquer que les conditions (4.25) qui assurent la convergence des modes
glissants sont moins conservatives que celles imposées dans [38] qui nécessitent la combinaison
convexe des matrices de Lyapunov.

Remarque 4.1.

Les premiéres conditions dans (4.22) et (4.23) peuvent étre interprétées comme une
propriété de somme des carrés (SOS) [64, 98, 34]. En effet, nous recherchons un polynome
défini positif V;(x) comme une forme quadratique en x. Les termes dans H (7) permettent
de réduire le conservatisme des conditions.

4  SYSTEMES PWA VARIANT DANS LE TEMPS AVEC PHENOMENES
DE GLISSEMENT

L’objectif de cette partie est ’analyse des systémes PWA incertains (3.33) présentés au Cha-
pitre 3, page 87. La stabilité sera étudiée a la fois en présence des variations de parametres du
systeme PWA | et en présence de modes glissant sur les frontieres entre les cellules voisines.

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une fonction de Lyapunov quadratique est parfois
suffisante pour démontrer la stabilité des systemes PWA présentant des variations paramétriques,
ce qui n’est pas le cas en présence de modes glissants. En effet, dans la premiére partie de ce
chapitre, nous avons établi une autre stratégie pour répondre a cet objectif en se basant sur
une autre forme de fonctions de Lyapunov qui sont les fonctions de Lyapunov polynomiales par
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morceaux. L’objectif est alors de démontrer que ces fonctions de Lyapunov polynomiales par
morceaux seront suffisantes pour analyser la stabilité en présence de variations paramétriques sur
le systéme PWA.

Considérons le systéeme PWA (3.33). Nous formulons des hypothéses sur ce systéme qui seront
vérifiées a travers la démarche présentée ci-dessous.

—~ Hypothese 4.5. <

Un mode glissant peut se produire sur toute frontiere dans I' entre deux cellules adja-
centes X; et X, c’est-a-dire pour z € X; N X, (i,7) € I' on a la dynamique suivante :

f@y:G%M}ZAMQZMA%I—WAD}:Aﬂﬂzmaf@% (4.26)

k=1 k=1

0<oN) <1

— Hypotheése 4.6. \

L’ensemble des points d’équilibre E.; D {0} pour le systeme (3.33), est un sous ensemble
de UZ-GIO X; ( notons que E., peut étre aussi sur les frontiéres présentant de modes

glissants).

\.

— Hypothese 4.7. \

Selon ’'Hypothese 4.1, on peut distinguer deux cas :

e Si l'origine appartient a l'intérieur d'une cellule X; (pour laquelle on a donc
= {i}) : la dynamique Y 7 _, Ap(t)A;,r dans cette cellule n’a pas alors
un terme constant (a“c = 0, pour £k = 1,...,q9); on peut définir donc

AoN) =37 M Aik

e Sil'origine se situe sur la frontiére entre les deux cellules X; et X; : il existe un (N,
avec 0 < B(X) < 1, pour lequel G(X) Y271 Ak (t)asr+(1—0(A ))Zk L Ak(t)ajr =0;
on peut définir donc Ao(N) =0\ S0 M)Ak + (1 —0(N) i lAk()

\.

— Hypotheése 4.8. \

La dynamique Ag(\) peut avoir des valeurs propres nulles.

J

\.

Si A (M) a des valeurs propres nulles, on considére ’ensemble des vecteurs h, indépendants de

A, qui forme une famille libre et génératrice du noyau de I'application linéaire associée a Ag :
méme noyau pour tout > 5_, Ae(t) A et Y {_y M(t) Ak, 1,7 € To.

le
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__ Nous appelons Z € HE(”“)XE la matrice de rang plein de ces vecteurs propres, avec
AN Z = Y1 M)A Z = Dl M(t)A;Z = 0, qui implique que I'ensemble des points
d’équilibre n’est pas nécessairement réduit a l'origine seule, c’est-a-dire E., 2 {0}.

Ensuite, nous définissons également la matrice II € R+Dx((n+1)=h) comme étant le complé-
— —T— — —
ment orthogonal de Z, normalisée tel que II' II = I, c’est-a-dire [Z H] est unitaire de rang plein.

L’objectif est de pouvoir calculer une fonction de Lyapunov polynomiale par morceaux, telle
définie a la page 117, afin de démontrer la convergence exponentielle des trajectoires d’état vers
I’ensemble des points d’équilibre E.q, en présence de modes glissants et des variations polyto-
piques sur les parametres du systéme. Cet objectif peut étre assuré en répondant aux conditions
développées dans le Lemme 4.1, page 121.

Pour cela, nous allons spécifier les nouvelles dynamiques incertaines dans chaque cellule du
systéme (3.33), afin d’appliquer les différentes conditions sur cette fonction de Lyapunov.

Suivant la "power transformation", cela a été expliquée a la page 119, nous pouvons obtenir la
dynamique de x(x(t)) = x(¢). Cette dynamique sera toujours PWA et incertaine, c’est-a-dire nous
aurons :

qi
X() =D M) Airx(t), VE€ {1, ..., ¢}, pour x € X;,i €T (4.27)
k=1

La description des cellules et la définition de la frontiére sont définies de la méme fagon que
dans (4.12) et (4.13), page 119.

Remarque 4.2.

La "power transformation" permet de préserver A comme un terme linéaire dans la nou-
velle dynamique de x. On peut définir :

q
AN =D Mg (4.28)
k=1

Pour le nouveau systéme (4.27), on suppose que I"'Hypothése 4.5, ’'Hypothése 4.6 et 'Hypo-
these 4.7 sont toujours vérifiées, c’est-a-dire :

1. les modes glissants peuvent se produire, avec une dynamique :

X(t)= <9(A)2Ak () Aik+(1=6(0)> M Of)Aa:k) x(®), (4.29)
= 0<oNy <1

2. il existe un ensemble de points d’équilibre Eeq tel que x € Eeq S x=0;x¢ Eeq Sz e By,
Eeq C UieIo Xi

3. on peut aussi distinguer deux cas :

e si lorigine appartient & Dintérieur de la cellule X; ; /L'Lk()\) ne contient pas alors un

terme affine pour tout A (a; = 0); Ag(\) = 7, Me(t)Air = Ai k(N
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e si l'origine est sur la fronticre entre les deux cellules X;et X j + il existe alors un o(N),
0 <60(\) <1, pour lequel les termes affines disparaissent, on peut définir alors Ag(\) =
O(N) D1 ()i + (1= 0(N) Sy Me(®)Ajn = 0N A (N) + (1= 0(N)) A4;(N).

Si Ay (M) a des valeurs propres nulles, on considére I'ensemble des vecteurs h, indépendants de
A, qui forme une famille libre et génératrice du noyau de 'application linéaire associée a Ap : le
méme noyau pour tout > {_; Ne(£) Ak et D iy A(t)Ajk, 0,7 € Lo.

~ On _peut appeler Z € RP*h 1a matrice de rang plein de ces vecteurs propres, avec
AN Z =X 046 Z =30 Me(t)Aix Z = 0.

_ Ensuite, nous définissons la matrice e Rpx(ffﬁ) comme étant le complément orthogonal de
Z, normalisée tel que IITII = I c’est-a-dire [Z H} est unitaire de rang plein.

En prenant en compte toutes les considérations précédentes, le Théoréeme 4.1 est adapté afin de
calculer toutes les matrices de Lyapunov P; dans (4.8), qui assurent la convergence exponentielle
des trajectoires d’état vers ’ensemble des points d’équilibre, en présence de modes glissants et des
variations des parameétres du systéme PWA.

Le résultat ci-dessous permet, en utilisant la S-procédure, de faire le passage vers un probleme
d’optimisation sous contraintes LMI. Ce dernier va permettre le calcul de toutes les variables
de décision dans les conditions imposées sur la fonction de Lyapunov, notamment les matrices
de Lyapunov sur chaque cellule du systeme PWA et aussi la borne inférieure « sur le taux de
décroissance. Nous pouvons alors énoncer le théoreme général suivant.

— Théoréme 4.2 ([4]). N

Supposons que le systéme (2.1) satisfait "'Hypothése 4.5, 'Hypothese 4.6, "'Hypothése 4.7
et 'Hypothese 4.8. a > 0 est un scalaire donné. Soit fli,k, Vk € {1,---, ¢} matrices
incertaines décrivant les dynamiques du vecteur xy de degré m dérivant a partir de =z,
comme dans (4.11), avec X, B ﬁ'ij, Z, 10, Ay telles que définies précédemment.

S’il existe :

o P,=PF c¢R°*F pouri €ZT;

o Uy = ng,Wi =Wl e Riixli gt Tk, Ti € RI*1: ayant des coefficients non-
négatifs pouri € Z, k=1,...,q;

° Uz’j,hUin,k € Rfixh, 723'71677;;‘,1@ € Rfi“, ayant des coefficients non-négatifs pour
i,j]0G,j) el k=1,...,q;

e L;; € RP*Tii pour i,j|(i,7) € I';
o 7,(v), T (V), 7/, W), Tijk(V),Ti;(v) ER, pour i, j €L, v=1,....1, k=1,...,q
tels que

P; = P, + FL L] + LijFy; + H(mi;) pour (3,5) €T (4.30)

T AT p. 7 —
{1:[ AipPiZ =0 pouri €Ty, k=1,...,q (4.31)

E,Z=0
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et si les LMI suivantes sont vérifiées :
07 (P; + H(7}) — Ni(T;) — EFW;E)IT =~ 0
7 (AT, P, + P Ay + H(7l},) + Ne(Te ) + B Ui o E;)IT

+2aIIT PRI < 0
pouri €Zy, k=1,...,q

(4.32)

P+ H(7}) — Ni(T}) — ETW,E; - 0
lekPi + PA; + H(r/") + Ni(Tix) + ETU, +E;
+2aP; <0

pouri€Zy, k=1,....q

(4.33)

7 (AT P; + P Ak + H(rij ) + Ni(Tije) + Ni(T3 1)
+ETU; kEs + ETUL BT+ 20017 BT < 0
(AT, P + PoAjx + H(Tji) + No(Tjan) + Ny(T5 )
+EJTUji,kEj —+ EzTUJ/%kEz)H —+ QCYHTBH =<0
[T AT, P, % = 0, T AT, P2 = 0

pour (Zaj) € iajaGIOa k= Lgoooqn@

(4.34)

AT, P + PiAi i + H(7ijk) + Ni(Tijr) + N5 (T); 1)
—|—EiTUij7kEi aF E_;rUi/j,kEj aF 2CYPj <0

AT\ P+ Pidj ke + H(mjik) + NilTji k) + Nj(Tj; 1) (4.35)
—|—E]TUji,kEj + EZTU]IZ’kEl + 2aP; <0

pour (¢,5) €T, i ¢ o\ j¢ Ty, k=1,...,q
avec N;(T) = {’TJJQE} + [0 E‘lTT} et H(1) = Z;Zl T(v)Qu

Alors I'ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement stable,
avec un taux de décroissance plus grand que a.

Démonstration. Dans le Théoréme 4.2, toutes les inégalités impliquant /Lk sont présentes pour
toutes les valeurs de k, en assurant qu’elles soient aussi vérifiées pour /L()\) pour tout A wvalide
(systéme affine en \ et multi-affine en X et 6 en cas de mode glissant [?]).

Par exemple, si AZkPi + Pizzli,k + H(T;/k) + Ni(Ti) + EiTUi7kE~’i +2aP; < 0 est vérifiée pour tout
k alors Ai()\)TPi + PZ%L()\) +H(1]") + Ni(To) + EiTUiEi +2aP; < 0 est vérifiée pour tout \, avec
7/, Ti, Ui proprement choisis. Avec ces considérations, nous revenons au cas du Théoréme 4.1 dont
la démonstration est donnée ci-dessus, page 123.

Discussion

Le Théoreme 4.2 implique aussi un probleme de faisabilité sous contraintes inégalité matri-
cielles linéaires (LMI) et égalités matricielles linéaires (LME).

Chercher le plus grand « tel que (4.15), (4.16), (4.18) et (4.19) soient vérifiées, peut étre résolu
toujours grace a une recherche par dichotomie par rapport a «.
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Corollaire 4.3.

Les hypotheses et les conditions du Théoreme 4.2 pour a@ = 0 sont suffisantes pour
assurer que 1’ensemble des points d’équilibre E,, soit asymptotiquement stable.

Comparaison

Le Théoréme 4.2 est une extension des résultats précédents; il est moins conservatif car il
dispose de conditions plus générales. Il permet aussi I’analyse de la convergence vers un ensemble de
points d’équilibre autre que 'origine seule malgré la présence de modes glissants et les incertitudes
sur les parametres du systéme.

Corollaire 4.4.

Le Théoreme 4.1, page 122, est un cas particulier du Théoreme 4.2, sans présence des
incertitudes sur les parametres du systeme.

Concernant les méthodes développées dans la littérature :

e le Théoréme 1 dans [69], présenté au Chapitre 2 page 50, est considéré comme un cas
particulier du Théoréeme 4.2, pour une fonction de Lyapunov polynomiale d’ordre 2, c’est-
a-dire m = 1, et sans présence de modes glissants sur les frontieres entre les cellules et sans
incertitudes sur les parametres du systeme, avec E.q = {0}, To =0 et a = 0.

e le théoréme développé dans [54], présenté au Chapitre 2 page 52, peut étre aussi considéré
comme un cas particulier du Théoréme 4.2, pour une fonction de Lyapunov polynomiale
d’ordre 2, c’est-a-dire m = 1, et sans présence de modes glissants sur les frontieres entre les
cellules et sans incertitudes sur les parameétres du systéme, avec E.q = {0}, Us = 0 and o = 0.

Cas particuliers de systemes PWA

Systémes PWA sans modes glissants

Pour un systéme PWA ne présentant pas de phénomeénes de glissement, le Théoreme 4.2 se
simplifie au corollaire ci-dessous.
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— Corollaire 4.5.

X, E;, Fij, Z, 11, Ay telles que définies précédemment.
S’il existe :

o P,=PF cRP*F pouri €ZT;

pouri€Z, k=1,...,q;

o L;; € R°*™is pour 4,7 | (i,7) € T';

tels que 3 ~

P; = P, + F;Lj; + Li;Fy; + H(7;;) pour (i,j) €T
nTAT, PZ =0
L , € T =1,...
{EiZ:O pour i € Ty, k sy
et si les LMI suivantes sont vérifiées :

07 (P, + H(r}) — Ni(T) — EFW,E)IT = 0
+2allTPI1I < 0
pourt€Zy, k=1,...,q

P+ H(7)) — Ni(T?) — ETW,E; = 0
AT P, + P Ay + H(r},) + Ni(Tip) + ET Uiy E;
+2aP; <0

pourt€Zy, k=1,....q

avec N;(T) = {'TTOEJ + [0 EZTT] et Hit) =Y _,7(1)Q,

avec un taux de décroissance plus grand que a.

\.

o 7;(v), T (¥), T (V) Tij(v) ER, pour i, j €L, v=1,...,1, k=1,...

ﬁT(;lePi + PiA;p + H(r") + Ni(Ti) + ETU; xE)TI

4

Supposons que le systeme (21) satisfait ’'Hypothese 4.7 et I’'Hypothese 4.8. Soit a@ > 0
est un scalaire donné. Soit A;r, Vk € {1,---, ¢} matrices incertaines décrivant les
dynamiques du vecteur x de degré m dérivant a partir de z, comme dans (4.11), avec

o Uip =UL,Wi=WT eRl*et Ty, T/, € R ; ayant des coefficients non-négatifs

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Alors I’ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement stable,

J

Dans ce cas, les inégalités (4.39) et (4.34) sur les modes glissants dans le Théoréme 4.2 ne sont
pas nécessaire, car il n y a pas de phénomene de glissement, elles ont été donc éliminées.

Fonction de Lyapunov polynomiale commune

La recherche d’une fonction de Lyapunov polynomiale par morceaux est une méthode générale
pour démontrer la stabilité d’un systeme PWA. Cependant, dans des cas particuliers, une fonction
de Lyapunov commune existe, voir Chapitre 2 page 47, et est suffisante pour assurer cette stabilité.
Dans ce cas-1a, en imposant moins de contraintes, le théoréme précédent se simplifie et se réduit

au théoréme ci-dessous.
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— Corollaire 4.6. \

Supposons que le systéme (2.1) satisfait I'Hypothese 4.5, 'Hypothese 4.6 et 1’'Hypo-
theése 4.7. Soit o > 0 un scalaire donné. Soit A4; i, Vk € {1,---, ¢} matrices incertaines
décrivant les dynamiques du vecteur x de degré m dérivant a partir de z, comme dans

(4.11), avec X;, E;, Fij, Z, 11, Ay telles que définies précédemment.
S’il existe :

o P=PT cRP*r

o U= ng, W, =WT e RIxli et Tk T, € RU ; ayant des coefficients non-négatifs
pouri€Z, k=1,...,q;

[

o 7;(v),Ti(v), 7, (v) ER,powri €T, v=1,....,, k=1,...,¢q

tels que
NTAT, PZ =
{E-Zz—’ko 0 pourie€Zy, k=1,...,q (4.40)
et si les LMI suivantes sont vérifiées :
07(P + H(r))I = 0 (4.41)
I7(AT, P+ PA; . + H(r!",) + Ni(Tix) + EF Ui 1 E)I1 + 20117 PI1 < 0
pour ¢ € Iy
k=1,...,q
A;I:kP + PAin + H(Tz,,/k) + Nz(fﬁ,k) + ElTUi,kEi +2aP <0
pour i € 7y
(4.42)

avec N;(T) = {TJQEJ + [0 E‘?T] et Hit)=>1_,7(1)Qu

Alors I'ensemble des points d’équilibre E., du systéme (2.1) est exponentiellement stable,
avec un taux de décroissance plus grand que a.

\ J

Dans ce cas, la matrice de Lyapunov est la méme pour toutes les cellules du systéme, ce qui
a permis d’éliminer certaines contraintes. En effet, les conditions (4.39) et (4.34) sur les modes
glissants dans le Théoréme 4.2 ont été éliminées car elles sont équivalentes, dans le cas de fonction
de Lyapunov commune, aux conditions (4.42) dans le Corollaire 4.6, ¢’est-a-dire que la fonction
de Lyapunov commune rend la vérification des modes glissants incluse dans les autres inégalités.
Par ailleurs, la condition de la positivité de la fonction de Lyapunov sur chaque cellule est imposée
qu’une seule fois dans I'inégalité (4.41).

5 APPLICATION AU SYSTEME ELECTROPNEUMATIQUE

Cette partie est subdivisée en deux sous parties.

Dans la premiere sous partie, les méthodes présentées ci-dessus seront testées sur le systeme
électropneumatique présentant un ensemble de points d’équilibre, voir Chapitre 2 page 63, pour
un modele de frottements sous forme d’une saturation afin d’analyser la stabilité, la robustesse et
le suivi de trajectoires désirées. Les modes glissants ne seront pas prises en comptes dans ce cas
car le modele de frottement ne présente pas de discontinuité.
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Dans la deuxiéme sous partie, nous faisons la méme étude mais cette fois-ci pour un modele
de frottements sous forme d’un relais. Le nouveau modele du vérin électropneumatique présente
donc une discontinuité sur la dynamique di au modele de frottements considéré. Les méthodes
développées dans ce chapitre seront appliquées en considérant la possibilité d’avoir des phéno-
menes de glissement sur les frontiéres entre les cellules voisines. Cette sous partie se termine par
une comparaison avec les résultats obtenus en appliquant la méthode basée sur les fonctions de
Lyapunov quadratiques par morceaux.

5.1 Frottement modélisé par une saturation

Prenons d’abord un modele de frottements sous forme d’une saturation. Le modéle du vérin
électropneumatique pour ce modeéle de frottement est donné au chapitre précédent page 89.

Analyse de stabilité

Dans un premier temps, nous faisons ’analyse de la stabilité du systeme en considérant uni-
quement les deux contraintes de commutation sur la position et la vitesse.

Résultats numériques

Les résultats d’application du Corollaire 4.5 sur ce systeme affine par morceaux sont présentés
ci-dessous.

L’ordre minimal de la fonction de Lyapunov polynomiale supérieur a celui de la fonction de
Lyapunov quadratique par morceaux est égal a 4, c’est-a-dire m = 2.

Remarque 4.3.

La fonction de Lyapunov quadratique par morceaux est un cas particulier de la fonction
de Lyapunov polynomiale pour un ordre égal a 2 de cette derniere. Alors, pour garantir
moins de conservatisme et des résultats différents par rapport a ceux obtenus en utilisant
la forme quadratique, il faut choisir un ordre plus élevé, c’est-a-dire un ordre supérieur
ou égal a 4.

Alors, en utilisant la relation (4.7), le nombre des matrices @, linéairement indépendantes a
utilisées pour chaque forme polynomiale est ¢« = 50.

Le nouveau vecteur d’état x(z) formé & partir du vecteur d’état augmenté Z(¢t) et dépendant
de Vordre de la fonction de Lyapunov choisie, est donné & partir de la relation (4.5) comme suit.

x1

ey Ty r1 T3
v x2 T1 T4
eaf | =%T(t)=1] 3 —r x(x) = | z2z3 (4.43)
ep Ty T2 T4
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Pour ce nouveau vecteur d’état, les nouvelles dynamiques et les descriptions des cellules ont
été définies, a partir de la procédure de la page 119. Toutes les caractéristiques des cellules sont
présentées a 1’Annexe 7.1 page 160.

On suppose pour cette partie qu’il n y a pas de variation de frottements, c’est-a-dire A =1 et
k = 1. L’analyse de stabilité est faite pour une consigne constante, c’est-a-dire nous prenons yq
constant et vg = 0, ag = 0, qui implique dans ce cas e, = v, e, = a.

Stabilité asymptotique

Le Corollaire 4.5 a été appliqué pour a@ = 0 afin de démontrer la stabilité asymptotique. Les

différentes contraintes ont été vérifiées en tracant les courbes de niveau et l'intersection de la
fonction de Lyapunov sur le plan (e,, ey), voir Figure 4.2 et Figure 4.3.

0.25

ey[m] h -’0.25 -0.2; h ev[m5_1]

FIGURE 4.2 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ey, ey), saturation, stabilité asympto-
tique
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[ T

FIGURE 4.3 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e,, ey), saturation, stabilité
asymptotique

Discussion 9.

D’apres les Figures 4.2 et 4.3 :

e Les contraintes de décroissance de la fonction de Lyapunov vers I’ensemble des
points d’équilibre imposées dans le Corollaire 4.5 sont vérifiées car toutes les
courbes de niveau de la fonction de Lyapunov trouvée décroissent vers 1’ensemble
des points d’équilibre.

e La contrainte de continuité de cette fonction de Lyapunov est assurée car ses
courbes de niveaux sont continues sur les frontiéres (représentées par des droites)
entre deux cellules voisines.

Les conditions imposées par le Corolaire 4.5 sont vérifiées, ’ensemble des points
d’équilibre est stable asymptotiquement.

Stabilité exponentielle et taux de décroissance

Le Corolaire 4.5 a été aussi appliqué pour « # 0 afin de démontrer la stabilité exponentielle
pour le systeme PWA précédent. Toutes les variables de décision apparues dans ce corolaire ont
été déterminées numériquement, notamment les matrices de Lyapunov et la borne inférieure sur
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le taux de décroissance qui démontrent la stabilité exponentielle de ce systeme commuté.
Le taux de décroissance a trouvé est donné comme suit.

o =0.4753

Les courbes de niveau et l'intersection de la fonction de Lyapunov ont été tracées sur le plan
(e, €y), voir Figure 4.4 et Figure 4.5.

ems—1

FIGURE 4.4 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (e., ey), saturation, stabilité exponen-
tielle



5. Application au systeme électropneumatique 137

HiiL ] |

~0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

FIGURE 4.5 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e., ey), saturation, stabilité
exponentielle

Discussion 10.

D’apres les figures 4.4 et 4.5 :

e La décroissance de la fonction de Lyapunov vers ’ensemble des points d’équilibre
est vérifiée.

e La continuité sur les frontiéres (représentées par des droites) entre deux cellules
voisines est assurée.

e Les déformations des courbes de niveaux de la fonction de Lyapunov est remar-
quable, c’est-a-dire la matrice qui définit la fonction de Lyapunov change entre
une cellule et une autre. Cette déformation suggere qu’on peut ne pas avoir une
fonction de Lyapunov polynomiale commune pour toutes les cellules.

On vérifie bien donc les conditions imposées par le Corolaire (4.5). L’ensemble des points
d’équilibre est alors exponentiellement stable.
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Etude de Robustesse vis-a-vis de la variation des frottements

La robustesse vis-a-vis des variations de frottements a été testée comme dans le cas de fonction
de Lyapunov quadratique, voir Chapitre 3 page 94, en considérant le modele de frottement incertain
suivant, avec k = 1,2 :

min (4.44)

Fu(\) = MFs . + X\oF,
AM+A=1

1) Robustesse sans contrainte de taux de décroissance

Le Corolaire 4.5 a été appliqué avec succes et les résultats de la programmation sont montrés
sur les Figures 4.6 et 4.7.

0.25

efm] =" edms]

FIGURE 4.6 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev, ey ), analyse de stabilité, robustesse
sans taur de décroissance



5. Application au systeme électropneumatique 139

FIGURE 4.7 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e, ey), analyse de stabilité,
robustesse sans taux de décroissance

Discussion 11.

D’apres les Figures 4.6 et 4.7, les conditions imposées par le Corolaire 4.5 sont bien
vérifiées malgré la variation de frottements, c’est-a-dire :

e La décroissance de La fonction de Lyapunov vers I’ensemble des points d’équilibre
est vérifiée.

o La continuité est assurée sur les frontieres.

La stabilité asymptotique de ’ensemble des points d’équilibre a été préservée malgré la
variations de parameétres de frottements.

2) Robustesse avec taux de décroissance

Une borne inférieure sur le taux de décroissance a été aussi calculée malgré la variation de
frottements. les Figures 4.8 et 4.9 nous montrent les résultats de programmation, avec une borne
inférieure sur le taux de décroissance trouvée : a = 0.4375.



140 Chapitre 4. Extension de ’analyse de stabilité des systémes PWA

FIGURE 4.8 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev, ey ), analyse de stabilité, robustesse
avec taux de décroissance

T

FIGURE 4.9 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e., ey), analyse de stabilité,
robustesse avec tauz de décroissance
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Discussion 12.

Le résultat est tres satisfaisant car d’apres les deux figures, les conditions imposées
par le Corolaire 4.5 sont bien vérifiées. La stabilité exponentielle de I’ensemble du point
d’équilibre a été assurée malgré les variations de frottements avec une légere détérioration
de la valeur de la borne inférieure sur le taux de décroissance trouvée par rapport au cas
sans variation de frottements.

Suivi de trajectoires désirées

Dans cette partie, le suivi de trajectoires désirées est étudié comme dans le Chapitre 3 page 98.
Nous considérons alors la troisiéme contrainte de commutation concernant la vitesse désirée,
et le modele du systéme éléctropneumatique est augmenté par les deux variables générant les
trajectoires désirées, voir page 99.

Nous procédons de la méme fagon que dans le cas deux contraintes de commutation. Alors,
nous prenons une fonction polynomiale d’ordre 4, c’est-a-dire m = 2. Par ailleurs, le nombre de
matrices @, linéairement indépendantes est ¢ = 196.

Le nouveau vecteur d’état x(z) formé a partir du vecteur d’état augmenté Z(t) est donné
comme suit.
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€af I3
ep =7(t)=| x4 | — Z(x)= (4.45)

Vd T

Toutes les caractéristiques des cellules, en considérant ce nouveau vecteur d’état, sont présen-
tées a I’Annexe 7.1 page 162.

Résultats numériques

Le Corolaire 4.5 a été appliqué avec succes pour a = 0 afin de démontrer la stabilité asympto-
tique de suivi de trajectoire désirées pour le systeme PWA précédent.

Nous avons tracé 'intersection et les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov trouvée
sur le plan (v, e,), voir Figure 4.10 et 4.11, et sur ’espace (v, ey, vq), voir Figure 4.12.

Discussion 13.

D’apres les figures 4.10 et 4.11 :

e La décroissance asymptotique de La fonction de Lyapunov vers ’ensemble des
points d’équilibre est vérifiée

e La continuité sur les frontiéres est assurée.

La stabilité asymptotique de suivi de trajectoire désirées a été assurée car les conditions
imposées par le Corolaire 4.5 pour o = 0 sont bien vérifiées.
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-0.25

ey[m]

FIGURE 4.10 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev,ey), frottements sous forme de
saturation, suivi de trajectoires désirées.

FIGURE 4.11 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e,,ey), frottements sous
forme de saturation, suivi de trajectoires désirées.
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FIGURE 4.12 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur lespace (v, ey, va), frottements sous
forme de saturation, suivi de trajectoires désirées.

Etude de Robustesse vis-a-vis de la variation des frottements

Nous avons testé la robustesse vis-a-vis la variation de frottement de la méme facon que le cas
précédent. L’intersection et les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov on été tracées sur le
plan (v, ey), voir Figures 4.13 et 4.14, et sur l'espace (v, ey, vq), voir Figure 4.15.

Discussion 14.

Malgré la variation de frottements, le résultat est tres satisfaisant et nous avons réussi
a préserver les conditions imposées par le Corolaire 4.5 pour « = 0. Alors, la stabilité
asymptotique de suivi des trajectoires désirées est garantie et la robustesse est vérifiée
vis-a-vis la variation des frottements.

5.2 Frottement modélisé par un relais

Prenons maintenant un modele de frottements sous forme d'un relais, voir Figure 4.16. Ce
modele présente une discontinuité pour v = 0.
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0.25

o v [ms—

FIGURE 4.13 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ey,ey), frottements sous forme de
saturation, suivi robuste de trajectoires désirées.

= 00

=

v [ms!]

FIGURE 4.14 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (ev,ey), frottements sous
forme de saturation, suivi robuste de trajectoires désirées.

Analyse de stabilité

Les commutations dans le systéme, dues au modele de frottement et aux lois de commande
(deux contraintes de commutation sur la commande), subdivise l'espace d’état en un ensemble de
huit cellules, voir Figure 4.17, avec :

e Deux cellules X; and X contenant l'origine (0 est sur la frontiére entre ces deux cellules).



146 Chapitre 4. Extension de ’analyse de stabilité des systémes PWA

v [ms—]

ey[m]

FIGURE 4.15 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur lespace (v, ey, vq), frottements sous
forme de saturation, suivi robuste de trajectoires désirées.

A Fr ) [N]
Fy |

'FS
|

FIGURE 4.16 — Modéle de frottements sous forme d’un relais

e six cellules externes X1, X1s, Xo, Xos, X3 et X34, deux par deux symétriques par rapport a
Porigine.

La discontinuité du modele de frottement peut générer des phénomenes de glissement sur la
frontiere correspondant v = 0. Alors, afin de démontrer la stabilité, méme en présence de modes
glissants, nous sommes obligés de considérer les cellules associées a cette frontiere.
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ey A surface de glissement
Xo | Xy
X3s X3
Xo2 | Xo1 €y
-
Xls

FIGURE 4.17 — Les cellules X; dans le cas de frottements sous forme d’un relais, intersection avec le plan

(ev ’ ey)

Comme dans le cas de frottements sous forme d’une saturation et grace a la propriété de symé-
trie vue au Chapitre 2 page 55, on ne considére que les cellules suivantes : Xo1, Xo2, X1, X2 et X5.
Les conditions imposées sur ces cellules seront nécessairement vérifiées par symétrie pour les autres.

La fonction de Lyapunov polynomiale choisie dans ce cas aussi est de degré 4, c’est-a-dire
m = 2. Alors, le nouveau vecteur d’état x a la méme structure que dans (4.43).

Les nouvelles dynamiques, en considérant le nouveau modele de frottements, et les descriptions
des cellules sont présentées a I’Annexe 7.2 page 164.

On suppose pour cette partie qu’il n y a pas de variations de frottements, c’est-a-dire A = 1
et k = 1. Nous faisons aussi I’analyse de stabilité pour une consigne statique, c’est-a-dire nous
prenons yg constant et vg = 0, ag = 0, qui implique dans ce cas e, = v, e, = a.

Stabilité asymptotique

Le Corolaire 4.1 a été appliqué afin de démontrer la stabilité asymptotique avec la possibilité
d’avoir des modes glissants. Les différentes contraintes ont été vérifiées en tragant les courbes
de niveau et l'intersection de la fonction de Lyapunov sur le plan (e,, ey), voir Figure 4.18 et
Figure 4.19.



148 Chapitre 4. Extension de ’analyse de stabilité des systémes PWA
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FIGURE 4.18 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev, ey), relais, analyse de stabilité,
stabilité asymptotique
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FIGURE 4.19 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (ey, ey), relais, analyse de
stabilité, stabilité asymptotique
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Discussion 15.

D’apres les Figures 4.18 et 4.19 :

e Les différentes contraintes imposées dans le Théorémes 4.1 sont vérifiées, no-
tamment la décroissance de La fonction de Lyapunov vers ’ensemble des points
d’équilibre et la continuité sur les frontieres entre deux cellules voisines.

e Nous pouvons remarquer une déformation des courbes de niveau de la fonction de
Lyapunov sur les frontieres entre les cellules, une fonction de Lyapunov commune
peut ne pas étre suffisante dans ce cas.

e Les contraintes sur les phénomeénes de glissement a v = 0 sont bien vérifiées, nous
assurons donc la convergence de ces phénomenes, au cas ou ils apparaissent, vers
I’ensemble des points d’équilibre.

Les conditions imposées par le Corolaire 4.1 sont vérifiées alors I’ensemble des points
d’équilibre est stable asymptotiquement.

Stabilité exponentielle et taux de décroissance

Le Théoreme 4.1 a été appliqué afin de démontrer la stabilité exponentielle de ’ensemble des
points d’équilibre. Toutes les variables de décision apparues dans ce théoreme ont été calculées
numériquement, notamment les matrices de Lyapunov et la borne inférieure sur le taux de dé-
croissance qui démontrent la stabilité exponentielle de ce systeme commuté. On a trouvé une

faible borne inférieure sur le taux de décroissance, c¢’est-a-dire « = 0.

Les courbes de niveau et l'intersection de la fonction de Lyapunov ont été tracées sur le plan

(e, €y), voir Figure 4.20 et Figure 4.21.

Discussion 16.
Les Figures 4.20 et 4.21 montrent que :
e La décroissance de la fonction de Lyapunov vers I’ensemble des points d’équilibre

est vérifiée.

e La continuité sur les frontiéres (représentées par des droites) entre deux cellules
voisines est assurée.

Les conditions imposées par le Théoreme 4.1 sont vérifiées, ’ensemble des points d’équi-
libre est stable exponentiellement, avec une borne inférieure sur le taux de décroissance
de valeur proche de 0.
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eoms—1

FIGURE 4.20 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev, ey), relais, analyse de stabilité,
stabilité exponentielle
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FIGURE 4.21 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (ey, ey), relais, analyse de
stabilité, stabilité exponentielle

Etude de Robustesse vis-a-vis de la variation des frottements :

La robustesse vis-a-vis des variations de frottements a été testée comme dans le cas de frot-
tement sous forme d’une saturation, en considérant le modele de frottement incertain dans la
Figure 3.6 qui est présenté comme suit, avec k = 1,2 :
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min (4.46)

Fu(\) = MF, . + A\oF,
M+ =1

1) Robustesse sans taux de décroissance

Le Corolaire 4.3 a été appliqué afin de préserver la stabilité asymptotique malgré la variation
de frottements.

Les résultats d’application sont montrés dans les Figures 4.22 et 4.23.
Discussion 17.

D’apres les deux Figures 4.22 et 4.23, nous avons réussi a préserver les conditions im-
posées par le Corolaire 4.3 malgré les variations de parametres de frottements. Alors, la
stabilité asymptotique est garantie et la robustesse est vérifiée vis-a-vis de la variation
de frottements.

2) Robustesse avec taux de décroissance

Le Théoreme (4.2) a été appliqué dans ce cas afin de préserver la stabilité exponentielle et
calculer une borne inférieure sur le taux de décroissance malgré la variation de frottements.

Les résultats d’application sont présentés dans les Figures 4.24 et 4.25, avec une borne inférieure
sur le taux de décroissance trouvée toujours proche de 0.

Discussion 18.

D’apres les deux figures, les conditions imposées par le Théoreme 4.2 sont bien vérifiées.
La stabilité exponentielle de I’ensemble du point d’équilibre a été assurée et nous avons
pu trouver une borne inférieure sur le taux de décroissance malgré les variations de
frottements .

Suivi de trajectoires désirées

Dans cette partie, le suivi de trajectoires désirées est étudié comme dans le cas de frottements
sous forme d’une saturation, voir page 141. nous prenons toujours une fonction polynomiale
d’ordre 4, c’est-a-dire m = 2. Le nombre de matrices @, linéairement indépendantes est ¢ = 196.
Le nouveau vecteur d’état x(z) formé a partir du vecteur d’état augmenté Z(t) a la méme structure
que dans (4.45).

Toutes les caractéristiques des cellules, en considérant ce nouveau vecteur d’état et ce modele
de frottements, sont présentées a I’Annexe 7.2 page 168.

Résultats numériques

Le Corolaire 4.1 a été appliqué avec succes afin de démontrer la stabilité asymptotique de suivi
de trajectoire désirées. Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov trouvée ont été tracées
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ey[m]
ems—1

FIGURE 4.22 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ev,ey), relais, analyse de stabilité,
robustesse sans taux de décroissance

ep[ms™!]

FIGURE 4.23 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e,,ey), relais, analyse de
stabilité, robustesse sans taux de décroissance
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FIGURE 4.24 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ey,ey), relais, analyse de stabilité,
robustesse avec taux de décroissance

ep[ms™1]

FIGURE 4.25 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (e,,ey), relais, analyse de
stabilité, robustesse avec tauxr de décroissance

sur le plan (e,, ey), voir Figure 4.26, et sur 'espace (v, ey, vq), voir Figure 4.27.
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FIGURE 4.26 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (ev,ey), relais, suivi de
trajectoires désirées.
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FIGURE 4.27 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur espace (v, ey, va), relais, suivi de
trajectoires désirées.

Discussion 19.

D’apres les deux Figures 4.26 et 4.27, la stabilité asymptotique de suivi de trajectoires
désirées a été assurée car les conditions imposées par le Corolaire 4.1 sont bien vérifiées.
nous pouvons remarquer de grandes déformations des courbes de niveaux sur les fron-
tieres entre les cellules voisines, qui suggere qu’une fonction de Lyapunov polynomiale
commune peut ne pas étre suffisante.
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Stabilité robuste

Nous avons aussi testé la robustesse vis-a-vis de la variation de frottement en appliquant le
Corollaire 4.3. L’intersection et les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov on été tracées
sur le plan (e,, ey), voir Figures 4.28 et 4.29, et sur l'espace (v, ey, vq), voir Figure 4.30.

ey[m] -0.015 ) :

. 20,006
-0.02 0015 g

-0.02

edms—1

FIGURE 4.28 — Intersection de la fonction de Lyapunov avec le plan (ey,ey), relais, suivi robuste de trajec-
toires désirées

Discussion 20.

Nous avons aussi réussi a préserver la stabilité du suivi de trajectoires désirées en vérifiant
les conditions imposées par le Corolaire 4.3, voir les deux figures, malgré la variation de
frottements et la possibilité d’avoir de modes glissants sur les frontieres entre les cellules
voisines.

6 CONCLUSION

Le Tableau 4.1 contient les résultats de tous les cas d’application des théoremes proposés sur
le systeme électropneumatique ; a savoir la stabilité, stabilité robuste, suivi de trajectoires désirées
et le suivi robuste, en considérant les deux modeles de frottement et les deux formes de fonction
de Lyapunov.

Nous pouvons remarquer efficacité de ’approche basée sur les fonctions de Lyapunov polyno-
miales par morceaux pour démontrer d’une part, la stabilité méme en présence de modes glissants
et incertitudes paramétriques et d’autre part, trouver une borne inférieure moins conservative sur
le taux de décroissance par rapport aux fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux, a la
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FIGURE 4.29 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur le plan (ev,ey), relais, suivi robuste
de trajectoires désirées

v[ms—

FIGURE 4.30 — Les courbes de niveau de la fonction de Lyapunov sur lespace (ey,v,vq), relais, suivi robuste
de trajectoires désirées

fois pour les fonctions de Lyapunov quadratiques par morceaux et polynomiales par morceaux ce
qui va permettre de faire la comparaison des résultats obtenus dans les deux cas.
Dans ce chapitre, des conditions suffisantes ont été proposées pour trouver des fonctions de
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Degré de la Analyse Suivi de Variables (a)
fonction de la trajectoires ([Taille des LMI (b)
de Lyapunov Stabilité désirées Taille des LME (c¢)
. a=151
f bl
A m=1 B faisable b =36
f avec a = 0.4747 c=20
—— e - =
. a=1115
: m=2 faisable faisable b =114
avec o = 0.4753 c =60
. a=171
A m=1 faisable faisable b =54
] avec a = 0.3625 c=20
f a— 1135
1 _ faisable
' m=2 faisable b =171
avec o = 0.4375 c =60
4 _ L L .
m=1 infaisable infaisable infaisable
_____ ——— —
faisable a=1451
- m=2 infaisable b = 200
avec a ~ 0 c=121
m=1 infaisable infaisable infaisable
e i . a= 1645
1 faisable
| m=2 faisable b =323
avec a =~ 0 c=121

TABLE 4.1 — Tous les cas d’étude sur le vérin électropneumatique
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Lyapunov polynomiales par morceaux pour les systéemes PWA avec des modes glissants, en pré-
sence d’incertitudes sur le modele de frottements et présentant un ensemble de points d’équilibre
autre que 'origine, et potentiellement sur un mode glissant.

Cette nouvelle approche a été appliquée sur le systéme électropneumatique avec sa commande
modélisé comme un systeme PWA avec des modes glissants et des incertitudes dues a la présence
de frottements, pour lequel les approches basées sur la fonction de Lyapunov quadratique par
morceaux n’étaient pas applicables.

Avec cette approche, on a réussi a trouver une fonction de Lyapunov polynomiale par morceaux
de degré 4 a travers un probléme d’optimisation en termes d’inégalités matricielles linéaires. Par
ailleurs, d’apres le Tableau 4.1, le nombre de variables de décision et les contraintes LMI a augmenté
lors du passage de la forme quadratique a la forme polynomiales, ce qui augmente un peu plus la
complexité de résolution. Cependant, cette complexité reste raisonnable vis-a-vis la capacité des
algorithmes de résolution.
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7 ANNEXES

7.1 Frottement sous forme d’une saturation

Nous spécifions dans cette partie les caractéristiques des cellules X; considérées pour analyser
la stabilité du systéme électropneumatique, voir pagel33.
Analyse de stabilité

Cellule centrale X :
Dans cette cellule, les critéres de commutation sur la commande sont satisfaites, on est donc
dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule

centrale ou on a uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans cette cellule peut
étre écrite comme suit.

Il 0’y a pas de terme affine ag = 0, donc Ay € R4*14,

Ag=
01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0-£=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a1 a2z as 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0-kp 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 —£ 1 o0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 =-a a2 as 1 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0-kp O 1 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 a-+= as 0 0 Lofo by 1 0
00 0 0 0 0 0 0 —kp— 2= 1 0 0 0 0
00 0 0 0 0 O 0 —ar  —kn—kp—%0 0 0 as
00 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 00 0 0 O 2 0 0 0 -2k 0 0
00 0 0 0 0 0 —2a 0 2a3 0 0 —2kny — 22 0
00 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —2kp
avec kv b Fsb

S VI VExe

ag = *kN — %

Sp (Kn—k
as = p( N r)

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < e1
v < €2

La matrice qui définit cette cellule en tenant compte de la relation (4.12) est donnée comme
suit.

1 0000000000000¢&1

B = -1 0000000000000¢&1
0= 0 1000000000000¢e2
0 —1000000000000e&2

Cellule extérieure X; :
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Concernant cette cellule, la contrainte est donnée par :
ley| > &1

lv] < 2

Dans ce cas la, le critere de commutation sur la position n’est pas satisfait, on est donc dans la
phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est toujours dans la cellule centrale
ou on a uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans cette cellule peut étre
écrite comme suit.

Al c R15X15
01 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 agz 1 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—kyas—ka 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —kp O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 as —ka O 1 0 0 —ky O 0 0 0
~ 0O 0 0 0 O 0 —kp 0 1 0 0 0 0 0 0
A = 0 00 0 —ky O 0 —ko+as 0 0 0 as 1 0 0
0O 0 0 0 O 0 0 0 —kp + a1 1 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 O 0 —ky 0 a6 —ko—kp 0 O 0 0 0
o0 0 o0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 O 0 0 2 0 0 0 2a1 O 0 0
0 0 0 0 0 —2k 0 2a5—2k, 0 0 0 0 -2k, 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 —2kpO
00 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
avec
a4 = 7]558

(16:(127]671

La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

F1=({0-1000000000000 e2

~ <1 0 000000000000—51)
0 1000000000000 e2

Cellule extérieure X3 :
La contrainte de commutation sur cette cellule est donnée par :

go<v<e

Dans ce cas la, on est toujours dans la phase poursuite de position avec des frottements dyna-
miques. La dynamique est la méme que dans la cellule X;.
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

= 0 1000000000000 —e2
37 0-1000000000000 «

Cellule extérieure X5 :
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Les contraintes sont données par :
[v| > €

Dans ce cas la, c’est le critere de commutation sur la vitesse qui n’est pas satisfait, on est
donc dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans les cellules
extérieures ou on a uniquement la partie statique. Alors, la dynamique dans cette cellule peut
étre écrite comme suit.

AS c R15X15
o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 o0
0o 0 1 0 0 0 0 0 0 0 oo o0 o -£
~ky —ky —ks O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 ZLsha
0 0 0 -ke O 0 O O O 0 00 0 0 0
-£ 0 o0 o0 0 1 0 0 0 0 01 0 0 0
Eka 0 0 —ky =k« 0O 1 0 0 -k 0O 0 0 O

. 0 0 0 0 0 0 -kp 0 1 0 00 0 0 0

As=| 0 LEke K 0 —k, 0 0 —ka O 0 0 -k, 1 0 0
0o 0 0 -0 0 0 0 —kp 1 00 0 0 0
0 0 0 £ 0 0 -k, 0 —ky—ka—kp O 0O O 0 0
0o 0 0 0 2 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 -2 0o 0 0 0 0 2 0 0 o0 0 0 0
0 0 2Lk o 0 -2k, 0 -2k, O 0 0 0 —2ka 0 O
o 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 —2kp O
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0

La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

Es=(01000000000000—¢)

Les matrices Fij exprimant la frontiére entre chaque cellule X; et X; :

e entre les cellules X; et Xg: Fijo=(1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —&1 )

e cntre les cellules X3 et X : Fgo =

(

oentrelescelluleleeth:F13:(O 1 00 00O0O0O0OOUOO OO0 —e)
(001 00 0O0OO0OO0OOO0UO0O OO0 0 —e)
(

e entre les cellules X5 et X5 : Fys =

Suivi de trajectoires désirées

Dans cette partie, nous spécifions les caractéristiques des cellules X; considérées pour étudier
le suivi de trajectoires désirées pour le systéme électropneumatique, voir pagel4l.
Cellule centrale X :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont satisfaites, on est donc
dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule
centrale ol on a uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans cette cellule est
Ay e RZTX2T (elle n’est pas affichée & cause de sa grande dimension). Il n’y a pas de terme affine
a0 = 0.
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Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < e1
lv] <2
lva| < €3
La matrice qui défini cette cellule est donnée comme suit.
1 00000000000000000000000000¢y
-1 0000 0 000000000000000000000¢1
= 0 10000000000000000000000000¢€2
0 —1000 0 000000000000000000000¢€2

0 0000-1000000000000000000000¢€3
0 0000 1000000000000000000000¢€3

Cellule extérieure X :

Concernant cette cellule, la contrainte est donnée par :
ley| > &1

lv] <2

Dans ce cas la, le criteére de commutation sur la position n’est pas satisfait, on est donc dans la
phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est toujours dans la cellule centrale ot
on a uniquement les frottements visqueux. Alors, la dynamique dans cette cellule est A; € R2?8%28,

La matrice F; qui définit cette cellule est donnée comme suit.

F1=({0-10000000000000000000000000 &2

_ 1 00000000000000000000000000 —&1
010000000000000000000000000 &2

Cellule extérieure X3 :

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
|ey| <el
v < &2

Uq > €3

Dans ce cas la, on est toujours dans la phase poursuite de position avec des frottements dyna-
miques. La dynamique est la méme que dans la cellule X7, c’est a dire Ag = A;.
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

-1 00000000000000000000000000¢1
Fo — 1 00000000000000000000000000¢1
3= 0 -10000000000000000000000000¢2
0 10000000000000000000000000¢2
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Cellule extérieure Xj :
La contrainte de commutation sur cette cellule est donnée par :

o< v<Ee

Dans ce cas la aussi, nous avons la méme dynamique que dans le cas de cellules X; et X3.

La matrice F5 qui définit cette cellule est donnée comme suit.

B — 0-10000000000000000000000000 ¢
>~ 010000000000000000000000000—¢2

Cellule extérieure X7 :
Les contraintes sont données par :
[v] > ¢
Dans ce cas la, c’est le critere de commutation sur la vitesse qui n’est pas satisfait, on est
donc dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans les cellules
extérieures ol on a uniquement la partie statique. Alors, la dynamique dans cette cellule est
A, € R28X28,

La matrice F7 qui définit cette cellule est donnée comme suit.

E;=(010000000000000000000000000 —¢)

7.2 Frottement sous forme d’un relais

Nous spécifions dans cette partie les caractéristiques des cellules X; considérées pour analyser
la stabilité du systéme électropneumatique, voir pagel44, et qui sont présentées sur la Figure 4.17.
Analyse de stabilité

Cellule centrale X, :
Dans cette cellule, les critéres de commutation sur la commande sont satisfaites, on est donc
dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule ou

on a la partie statique positive de frottements. Alors, la dynamique dans cette cellule peut étre
écrite comme suit.

;101 c R15><15
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doy =
0o 1 0 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0
0 0 1 0 0 00 O 0 o 0o o0 o0 o0 -
0 &l g5 az 0 00 0 0 0 0 0 0 0 £k
0 0 0 —-kp 0 00 O 0 0 0 0 0 0 0
-£ 0o 0 0 0 10 0 0 0 0 1 0 0 0
Ebe 0 0 0 —f2lggar 1 0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0-kp O 1 00 0 0 0 0
0 £ L 0 0 00 9as ar 0 0-fxbey1 0 0
0 0 0 -£ 0 00 0 —kp 1 00 0 0 O
0 0 0 Z% 0 00 0 -kl kpia0 0 0 ar O
0o 0 0 0 2 00 0 0 0 0 0 0 0 0
0o -2 0 o0 o0 00 2 0 0 0 0 0 0 O
0 0 2&k o 0 0 0 -2 g 2az 0 0 2a 0 0
0o 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0-2kp O
0o 0 0 0 0 00 0 0 00 0 0 0 0
avec
_ Sp(Kn—kp)
{ ar = M,
ag = —kn — 5
Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < e1
0<v<e

La matrice qui défini cette cellule en tenant compte de la relation (4.12) est donnée comme suit.

1 0000000000000
-1 0000000000000¢&1
0 10000000000000
0 —1000000000000¢2

Eop =

Cellule extérieure Xy :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont aussi satisfaites, on est
donc toujours dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est
dans la cellule ot on a la partie statique négative de frottements. Alors, la dynamique dans cette
cellule peut étre écrite comme suit.

;102 c R15 xX15
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Az =
0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 00 0 0 o o0 o0 0 £
0 —kxbe g¢ @z 0 00 O 0 0 0 0 0 0 —Lb
0 0 0 —kp 0 00 O 0 0 0 0 0 0 O
L0 0 0 0 10 0 0 0 0 1 0 0 0O
—Lbe 0 0 0 —Mleggar 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0-kp O 1 0 0 0 0 0 O
0 —Lb L 0 0 0 0 oas ar 0 o-fxbe1 0 0
0 0 0 E 0 00 0 ke 1 0 0 0 0 0
0 0 0 —-LZb 0 00 0 —E kptas0 0 0 a7 O
0 0 0 0 2 00 0 0 0 0 0 0 0 ©
0o 0 0 0 00 2 0 0 0 0 0 0 O
0 0 —2Lpe 0 0 0 -2l 2az 0 0 2 0 O
0 0 0 0 0 00 0O 0 0 0 0 0-2kp O
0 0 0 0 0 00 © 0 0 0 0 0 0 O
Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < &1
—E&9 S v S 0

La matrice qui défini cette cellule en tenant compte de la relation (4.12) est donnée comme
suit.

1 0000000000000¢&:
-1 0000000000000¢&1
0 -10000000000000
0 1000000000000e&2

Egz =

Cellule extérieure X; :
Concernant cette cellule, la contrainte est donnée par :
€y > €1
0<v<egy
Dans ce cas la, le critere de commutation sur la position n’est pas satisfait, on est donc dans la
phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule ot on a la partie

statique positive de frottements. Alors, la dynamique dans cette cellule peut étre écrite comme suit.

;11 c R15X15
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Ay =
01 0 0 0 0 0 0 O 0 00 0 0 0
0o 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 —-%£
~ky —kyv —ka 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 £
0 0 0 ke O 0 0 0 O 0 00 0 0 0
- 90 0 0 0 1 0 0 O 0 01 0 0 0
Esba 00 0 0 —ky—ka 0O 1 0 0 -k, 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -kp 0 1 0 00 0 0 0
0 foka K 0 —k, 0 0 —ke O 0 0 -k, 1 0 0
0 0 0 -0 0 0 0 -k 1 00 0 0 0
0 0 0 £k 0 0 -k, O —kv—hka—kp O O 0 0 O
00 0 0 2 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 -2 0 0 0 0 0 2 0 0 00 0 0 0
0 0 2£k 0 0 -2k, 0 —2k, O 0 0 0 —2ks 0 O
0o 0 0 O 0 0O 0 0 O 0 0 0 0 —2kp O
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0

La matrice F; qui définit cette cellule est donnée comme suit.

~ 1 0000000000000 —e&1
Ey=({0-1000000000000 e2

0 1000000000000 O

Cellule extérieure X, :

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
€y > €1

- <0v <0

Dans ce cas la, le critére de commutation sur la position n’est pas aussi satisfait, on est donc
toujours dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule
ou on a la partie statique négative de frottements. Alors, la dynamique dans cette cellule peut
étre écrite comme suit.

A2 c R15X15
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Ay =
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 0 1 00 0 0 0 ©0 0 oo o o L
~ky —ky —ka O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —feke
0 0 0 —-kp 0O 0 O 0 0 0 00 0 0 0
o0 0 0 0 1 0 0 0 0 01 0 0 0
—Lfska 0 0 —ky—ka O 1 0 0 -k 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —-kp 0 1 0 00 0 0 0
0 —fika L 0 -k, 0 0 —ka O 0 0 -k, 1 0 0
0 0 0 £ 0 0 0 0 —kp 1 00 0 0 0
0 0 0 -k 0 0 -k 0 —Kv-ka—kp O 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 &= 0 0o 0 0 0 2 0 0 00 0 0 0
0 0 —2£ka 0 0 -2k, 0 —2k, O 0 0 0 —2ks 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —2kp O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0

La matrice Fy qui définit cette cellule est donnée comme suit.

~ 1 0000000000000 —e&1
Ey=({01000000000000 e2

0—-1000000000000 O

Cellule extérieure X3 :

Concernant cette cellule, la dynamique est la méme que celle de la cellule z1, dans ce cas donc :
Ay € R*I5 qvec A5 = A;.

La matrice F3 qui définit cette cellule est donnée comme suit.

E3=(01000000000000—¢2)

Suivi de trajectoires désirées

Nous spécifions dans cette partie les caractéristiques des cellules X; considérées afin d’analyser
le suivi de trajectoires désirées pour systéme électropneumatique, voir pagel51.
Cellule centrale Xy :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont satisfaites, on est donc
dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule
ou on a la partie statique positive de frottements. Alors, la dynamique dans cette cellule est
Ay, € R28x28
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Les contraintes sur cette cellule sont données par :

ley| < e1

lva < e3
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

1 00000 000000000000000000000¢€1
-1 0000 0000000000000000000000¢1
0 10000 0000000000000000000000
0 —-1000 0 000000000000000000000¢2
0 0000-1000000000000000000000¢€3
0 00001000000000000000000000¢€s3

Eop =

Cellule centrale X :

Dans cette cellule, les criteres de commutation sur la commande sont aussi satisfaites, on est
donc toujours dans la phase régulation des deux pressions. Et vis-a-vis des frottements, on est
dans la cellule ou on a la partie statique négative de frottements. La dynamique dans cette cellule
est /102 € R28%28

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
|ey| <er
—ea <v <0
lva| < e3

La matrice Fyo qui définit cette cellule est donnée comme suit.

1 00000 000000000000000000000¢€1
-1 0000 0000000000000000000000¢1
0 —-1000 0 0000000000000000000000
0 10000 000000000000000000000¢€2
0 0000-1000000000000000000000¢€3
0 00001 000000000000000000000¢€3

Eps =

Cellule extérieure X, :
Concernant cette cellule, la contrainte est donnée par :
€y > €1
0<v<egy
Dans ce cas 13, le critére de commutation sur la position n’est pas satisfait, on est donc dans la
phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule ot on a la partie

statique positive de frottements. La dynamique dans cette cellule est A; € R28%28,

La matrice F; qui définit cette cellule est donnée comme suit.



170 Chapitre 4. Extension de ’analyse de stabilité des systémes PWA

0-10000000000000000000000000 &2

~ 1 00000000000000000000000000 —¢&1
B =
010000000000000000000000000 0

Cellule extérieure X5 :
Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ey > €1
—2<v <0
Dans ce cas la, le critére de commutation sur la position n’est pas aussi satisfait, on est donc

toujours dans la phase poursuite de position. Et vis-a-vis des frottements, on est dans la cellule ou
on a la partie statique négative de frottements. La dynamique dans cette cellule est A5 € R28%28,

La matrice Elg qui définit cette cellule est donnée comme suit.

010000000000000000000000000 &2

~ 1 00000000000000000000000000 —¢&1
Ep =
0-10000000000000000000000000 0

Cellule extérieure Xo; :

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| <er
0<v<egy
Vg > €3

La dynamique est la méme que dans la cellule X1, c’est a dire Ay = Ay,
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.
1 00000000000000000000000000 &1
_ —1 0 0000000000000000000000000 &1
Ey = 0 1 0000000000000000000000000 O

0 -10000000000000000000000000 &2
0 00001000000000000000000000 —e3

Cellule extérieure Xos :

Les contraintes sur cette cellule sont données par :
ley| < e

- <0v <0

Vg > €3
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La dynamique est la méme que dans la cellule X153, c’est a dire 12122 = /112.
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

1 00000000000000000000000000¢1
-1 0 0000000000000000000000000¢&1
0 -10000000000000000000000000 0
0 10000000000000000000000000¢€2

E22 =

Cellule extérieure X3, :
Les contraintes sur cette cellule sont données par :

V> €9

La dynamique est la méme que dans la cellule X171, c’est a dire 12131 = /~111.
La matrice qui définit cette cellule est donnée comme suit.

E3 =(010000000000000000000000000 —&2)






CONCLUSION GENERALE

U cours de cette thése, nous nous sommes intéressés d’'une part, a I’étude du phénomene
de redécollage d’une application Fluid Power (lactionneur électropneumatique) en
proposant une technique de synthese basée sur une loi de commande commutée afin
d’éviter ce phénomeéne et d’autre part, a 'analyse de la stabilité de ce systeme avec sa

loi de commande commutée modélisé comme un systeme affine par morceaux, en proposant deux
approches basées sur les fonctions de Lyapunov dites par morceaux, quadratiques et polynomiales.

Du point de vue de 'application, ce phénomene de redécollage est rencontré dans le domaine
Fluid Power depuis de nombreuses années. Il concerne toutes les commandes mono et multidimen-
sionnelles développées dans le laboratoire (retour d’état sur linéarisé tangent, backstepping, mode
glissant,...) et se traduit par le redécollage du vérin électropneumatique du fait que le systéme
atteint I’équilibre mécanique alors que 1’équilibre pneumatique n’est pas obtenu. Autrement dit,
comme les températures des chambres ne sont pas stabilisées, 'effort pneumatique continue a
évoluer du fait de ’évolution des pressions dans les chambres pneumatiques alors que la position
est en équilibre partiel mécanique.

Afin de limiter ce phénomeéne de redécollage, I'idée de base développée dans [130] est alors
d’utiliser une commande en position pour le suivi de trajectoire en position et en pression, et si
celui-ci comporte des phases d’équilibre mécanique, de commuter sur deux régulations de pressions
avec des pressions désirées choisies comme étant les pressions au moment de la commutation.
Cette méthode a permis d’avoir un effort pneumatique constant qui limite I’apparition du phéno-
meéne de redécollage pendant 1’équilibre mécanique. Cependant, comme nous ’avons remarqué au
Chapitre 1, dans le cas de variation de frottements secs, cette solution peut alors poser probléeme
et peut ne pas empécher le redécollage.

Durant ces travaux de these, nous avons proposé une approche alternative afin d’éviter ce phé-
nomene de redécollage méme en présence des variations de frottements. Tout comme dans [130],
notre approche consiste a maintenir I'effort pneumatique constant; par contre, contrairement a
[130] cette valeur est prise égale & 0 pendant I’équilibre partiel mécanique. Cette technique a été
mise en ceuvre en simulation, puis elle a été appliquée sur le vérin électropneumatique et des
résultats satisfaisants ont ainsi été obtenus.

Concernant ’analyse de stabilité, considérée comme un deuxieme objectif de ces travaux, la
présence de frottements secs et la commutation entre les lois de commande a rendu au départ
I'analyse de la stabilité du systéme en boucle fermée trés compliquée a réaliser. Par ailleurs,
I'utilisation de la commande non linéaire linéarisante, qui annule les effets non linéaires grace
au retour linéarisant a ’exception des frottements, et I’approximation des frottements secs par
des dynamiques par morceaux nous a permis de modéliser le systéme en boucle fermée comme
un systeme affine par morceaux, pour lequel plusieurs résultats d’analyse de stabilité ont été
proposés dans la littérature. Pour cette classe de systémes, nous nous sommes intéressés aux
fonctions de Lyapunov par morceaux, quadratiques et polynomiales, car ces fonctions donnent de
meilleurs résultats d’analyse que d’autres. Cependant, les travaux de la littérature, qui proposent
des conditions suffisantes en transformant le calcul de fonctions de Lyapunov en un probléme
d’optimisation sous contraintes LMI via la S-procédure, peuvent analyser la stabilité uniquement
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d’un point d’équilibre des systéemes PWA, et ne permettent pas de 'assurer pour des systémes
présentant un ensemble de points d’équilibre, qui est le cas de I'actionneur électropneumatique
avec sa loi de commande commutée. L’objectif principal de cette these était la réalisation de
cette démarche, c’est-a-dire étendre les résultats de la littérature, en proposant un moyen pour
analyser la stabilité d’un ensemble de points d’équilibre du systéeme PWA, en présence des modes
de glissements et de variations paramétriques dans le systeme PWA.

A Tissue de ces trois ans d’étude, nous pouvons dire que les objectifs ont été atteints et que
les exigences ont été respectées. En effet, nous avons développé les résultats ci-dessous.

e Le premier résultat est inspiré de ceux développés dans [69] et [54]. Des conditions suffi-
santes de stabilité ont été proposées, qui permettent le calcul d’une fonction de Lyapunov
quadratique par morceaux sous la forme d’un probléeme d’optimisation sous contraintes
LMI. L’avantage de la méthode proposée, contrairement aux méthodes classiques, est qu’elle
permet analyse de la stabilité d’'un ensemble de points d’équilibre d’un systéeme PWA, et
aussi I’étude de la robustesse vis-a-vis des variations paramétriques dans le systeme. Nous
avons appliqué cette méthode avec succes pour le cas du systeme électropneumatique. La
stabilité a été assurée en prenant un modele de frottements sous forme d’une saturation, et
la robustesse a été garantie en faisant varier les seuils de ce modele de frottements.

e Cependant, comme nous avons pu le voir précédemment, les fonctions de Lyapunov quadra-
tiques par morceaux peuvent ne pas étre le bon choix pour analyser la stabilité des systeme
PWA, spécialement pour ceux présentant des modes de glissement. Ce qui nous a motivé
dans nos travaux de recherche pour proposer une alternative tout en assurant des conditions
moins conservatives de stabilité. En effet, dans le Chapitre 4, nous avons proposé des condi-
tions suffisantes moins conservatives basées sur des fonctions de Lyapunov polynomiales par
morceaux, via 'utilisation des SOS et de la power transformation. Ces conditions peuvent
étre vérifiées, en étendant le résultat précédent sur les fonctions de Lyapunov quadratiques
par morceaux, en résolvant un probléme d’optimisation sous contraintes LMI. Ce passage
vers des fonctions de Lyapunov polynomiales de degré plus élevé que celui de la fonction
quadratique nous a permis d’imposer des critéres plus généraux et moins conservatifs afin
d’analyser la stabilité de ’ensemble des points d’équilibre des PWA, présentant des modes
de glissement et des variations paramétriques. Concernant le systeme électropneumatique,
en prenant un modele de frottements sous forme d’un relais, le systéme en boucle fermée
avec sa loi de commande commutée peut présenter des phénomeénes de glissement a cause
de la discontinuité du modele de frottements; ’application de la méthode proposée nous a
donc permis d’assurer la stabilité de I’ensemble des points d’équilibre pour ce systéme élec-
tropneumatique en considérant la possibilité d’avoir des phénomeénes de glissement et /ou des
variations de parametres du systéme.

PERSPECTIVES

Les travaux de recherche effectués durant les trois années de thése ont donné lieu a plusieurs
perspectives intéressantes.

e Sur le plan applicatif, la contribution principale de la these, c’est-a-dire une méthode d’ana-
lyse de stabilité des systémes modélisés sous forme de PWA, peut étre appliquée a d’autres
domaines d’application, notamment en Génie Electrique, au Laboratoire Ampere, sur les
convertisseurs et les moteurs électriques présentant un ensemble de points d’équilibre en
asservissement de position. Par ailleurs, il serait intéressant aussi d’appliquer ces méthodes
afin d’analyser la stabilité des systemes commutés entre plusieurs actionneurs comme dans
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le cas de domaine aéronautique.

e La deuxieme perspective concerne I'étude de performances des systémes non linéaires. En

effet, aprés I'apparition des méthodes H, par [141], une grande importance a été accordée a
des propriétés d’entrée/sortie de systéme, utilisées comme un moyen pour parvenir & réduire
la sensibilité, méme en présence de perturbations et d’incertitudes. Pour les systéemes LTI,
les méthodes Ho, et Ly—gain [133] assurent efficacement les performances de cette classe de
systemes. Cependant, pour les systémes non linéaires, ces méthodes deviennent inefficaces.
Un nouveau concept, appelé norme incrémentale, est alors proposé dans la littérature [47],
qui est considéré comme un candidat tres convenable pour 1’élaboration d’une théorie non
linéaire de la méthode H.,. Cependant, la complexité des conditions a vérifier généralement
dans ces méthodes rend leur utilisation tres limitée.
La modélisation des systémes non linéaires par des systéme PWA simplifie énormément
I’analyse de performances de tels systémes. En effet, la notion de L;—gain incrémental a
été introduit dans la littérature [110, 111] pour analyser les systémes PWA. Cependant,
cette méthode a été limitée pour certaines fonctions quadratiques. Il est donc intéressant, en
utilisant des modeles PWA, de réduire le conservatisme des conditions utilisées pour assurer
les propriétés de la norme incrémentale proposées dans la littérature, en étendant les résultats
développés dans ces travaux de recherche afin d’assurer les performances des systemes non
linéaires.
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