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������ ��	1
����
�	 � ������� ���� ���
���� ��� ����
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������ ��	1
����
�	 ���� �������
�� ��� ������
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��� ��� �	 $	��	���� �� 
���	�� ��	������	���� 	���� ���
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���� �� 
	���*�����
����� ���� 	$��� �	 $����� +89 �� ���*
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+	����� �:@@; � &�� �:@@( � D�
���0 �� 	�� �:@@( � &�������� �� 	�� �:@'@ � &	��� 	�� >�������
�:@': � &	��� 	�� ����� �:@': ����������� �� 	���E� ��� ��	$	�� ��� �� ������

��� ��� ��	�� 
� ��

�� 
��� �������� ������������ ���� ����� �� ��
����� � �� ���������� ��� �����
� �����
��	�� 
� ��

�� ��������	�

��� ���� �� ���	�	� ��������� �� ������ ���� ��� �� ���� � ������������� �� ���� ����� ��� ��	�� 
� ��

��
��� �������� �� ������ ����	�	� � ������� ������������ ������� �� ������� 
������������� �� ��� �
���
�
��


����� ������������ ����� � ��� ���� �� 
���� 
� ����� �� 
� ��
����� ��� �� ��	�� 
� ��

�� � ���� �������
 � � ��������� ���� ����	����� 
� ����� 
�� ���
�!�� ��� �� ������� �������
 �� 
� ���������� �� 
������ �
��
�"
���� 
� ��������

�#� ��� $���� 
���	�	������ �����
� 	�

��
��� ���
 �� ��	���� ������������� � �� ����� 
� �����
��
 ���
�"��	� �� ������ � ��� ������ �� ����� 
� ��� ��	�	����� � ��� $������ 
�� �����
��
� ���� �������� ��� ���

����
� 
� ��

���

�%� ��� �&������� �� ��� �' �� ������ ���� �� ������ �������� 
������ �� 
��� �� �������
 
� ����������
�"��	�� ���� $��������� !��� ���
	�
� �� ��
(���

�)� �� ���& 
� ������������ � 
�
 �����
 � ����
� 
� ����
������� 
� ���

 ��	����� ���� *+,,- ��� ���

	�� � � . �+��

F



���� �������� 	
�� ����� 
��
��
���� ��� 
� ������������ 	� ��� ������� ����� ��� ������� ��
	
����
	 ��
� ��������� 
	� �����
	 ������	���� �� �
	� ��
� ������ �
 ����
� �� ���
����� �
�
��
� ��� ���
���� ��� ���
����
	� ��

�����	� �
��� �
 ����
� ��
	 ���� ����	�
	���
������ ��

�
� 
	 �
�����
���� �� �
�	� �	 ���	���� ��	���� �� ��������
�� ���	 ���� �� ��
�� �� �!������ ��� ���� ��� ���	����������� �
 �
� �� " �	��	���� ���� �����
��

���������� �
� 	

� 
�����
	� ��	� �� ��
��� �� �!������ �

� �
������� ��� �������
	� ��
	
����
	 ��� ����
	��
�� �	 �
	���
	 ��� �����
�� �� ����
� ���� �
��� �

� �
������� ��
�!�#	� �� $��%
� " ��
�� ����� �
� �
	����
� �� �
��
�����	� ��� ����
	��
��� &	 ����' �� 
	
�
	��� �� ��� ��
�� ����� �
������� ��
	 ����
	��
� ( 
�����' ���	�������
 

 ����' 	

� �

�
	�
�
	���
��� 
	� �!�#	� �� $��%
� " ��
�� ����� �� ������ ��� �	��	����� �� �������
	 �	��� ��� �����
" ��� �����
�� �� ����
�� )

� ��

�
	� ��	� �� ��
��� �� �!������ �
� �� �
��
�����	� ���
����
	��
�� ��� ��	����� �
� �����
�� �� ����
� ���� ����� ��	�������� ��� �� ���
	 ��
� �
�����
�� ������� �� �
��
�����	� ��� ����
	��
�� ��� ��� �����
�� �
��� ��	����� " ��� �����
��
����
*��
	
���
�� �
��� �� �+��� ��
	
���
� 

 ��� ��
� ���	���,� " �

�� ����� �- �
����
�� ��
����
� ��� ������� � ��� �
������ �

� �
��� �� ������
	 �� �� ���� 	
	 
������� �� ��
���	� �� ������ ��
�� �
� �� ��
����
� ��� ���*������	�� � ��� �
������ �

� �
��� �� ������
	
�� �� ���� 
�������� �� �
��� �� �� ���� 	
	 
������� �� �� �� ���� 
������� " �

� �
��	� �
		�
�� �
	��	� ��
��� ���
�
������
	�
.� ���� ��
� 	��
��' ��� ��
����
� �� ������ �� �� ���*������	� ��������		�	� " ���	��������
]0; 1] ���� 
	� ����� �� ��
�������� 	
	 	
��� �
� �� �
�	� / �

� ��0���� �� ��
�������� ��
����� �
������	� �
� �� ���	� �� ������ 

 �� �� �����+�� �
������	�� )

� ��
	� 
������ 
	�
�������
��
	 ��
� ����
�� �� � �
� �
	����� �	 
	 ����	�� �� �������
��
	� �	��� 
	� �
� ��
�
�� 
	� �������
��
	 ����	���� �	 / �

� ������ �� �������
��
	 ��� ��������� �� ������ �� ��
���*������	�� ��
��������
	 �
 ����� ��� �
� ��� �������� ��	�������� �

� �� �
����
	' ����!����
�� �� �
��� �12$�33� ������ �� ���� ��� ����� ���� �� �� �������
��
	 ��
� ����
�� �� � "
��� �����
�� ������������ 4	� ���
����
	 �� $
	�� ����
 �
� �
���	� �

� ��� ��
����
� �����
����������	� ������ �� ��
�
��� ��� �������
��
	� �� ���!*0
5� �	 �
	���
	 ��� ���	���� ��
*
	
���
�� �

�
�� �� �
� �� �� ���!*0
5 ��	�� �
	����
� �

��� ��0���� �� �
��
�����	� ���
����
	��
�� " ������� �� �+��� ��
	
���
� �� ��������� �� ���
� �����!�	��� ��� ����
�� ���� "
�� ���
����� �� �
 6	�	����	� ��	� 
	� ������!� ��
���� �� ������ ���� �� �
�����
���� �� �������

�� �
���� �� �!������ �� ����� �! �� ���� �
 �
	���� �
� �� ������ �� ���� ��� �� 	���	�� ��
����
� �

� ������	� �+��� �� �
	���������� ������' ��	�
��' ���
��	��� ��� �������� ��	�� �
�
�� ��
�
	��
� ������� ��� �
		��� �� 	
����
	 �
	� �
� ����������
	 ��� ����� ���� �� ����
�
�

��� ��
	� �
��� �	���������� ����� �	��������� �� ����������� �

� �� �
��� ��
	 �	������ ��
����
�� �
������� ���� 
	� ����������	�� ���
���� 	
	 	
���� )

� ������
	� ��
�� ���	������
��


 �������
7�� �
� ��� ����� ���� �� ����
�' �	������
�� �� �����
7�� ���	� ��
�����	��� ��	�
	
��� ��
�
�� �
����	 ��
�� 
	 ������
� ������*�� ��,� " ��+�� �

� ���
��� 

 �����	�� �
	
����
� �� ����� �
���
� ��� ����� ���� �
��� 
������ �

� ����
�� �� ����
� �
	� �	������	� 8 ��
���
	�� ���
������	� ���
���� ��� ��� ���
����
�� ��������	�� �
 ���� �� ������ �� 9���
�� ������
	 ��	� ���	������	' ����' �� �
	������� ��� ����� ��� �
������� ��	� ����������
	 ���
����� ���� �� �� ��
����
		�� ��� �
	�� ��
���� �	 �
	���
�	��� 4	� ���
	�� ��
� :6	�: ���
�
������ �� ��
	 ����
� �����	�����	� ��� ������	�� �����	�� �
� ����� �
����
	 �

� ��' " ���
��
����������
	 �
 ����
�' ����������
	 �� �������
7��' �������
�� �
 ������
� ���*"*��� �
 ����
�
�� �
	 �����
�� ���*"*��� �� �������
7��� �� �
��
�����	� ��
	 ������
� �	 
	����� �	������	

��� �� ���� ����	�
	���
 ���� 	
��
 ����
����� ���������� ����� �� ��������� �	�� �� �	� ����� �	���� ���
������� �� ��
��������� �� ��	��� �� ��	� �� ������ ��  � ��  ���	�� 	!
�!� ��� "�� ��	����
� ��
�	�� ��
��
��������� #��
	!� �� ��� 
� ���
�� ���$ ��� ���� ����
 ��� �	���� ��
 �� %�
�&�� �� �� �� ����� �� 	
��
��� �
��	������ �������

;



��� ������ ��	
�����
� ��
� 
� ���	��� �� 
� ������	
 �
 �
���������� 
	�� ���
��	
� ��
� 
�
�������� ������ 
�� 	���
� ����
	���� ��
� ��

���� �	�� ���	
��� � 
	��� ��	�
��������� ���

��� ���
������ ����
���� ��� ������� ��� 
��
��������� ��� ����
 �����
�� ����������� ��� 
��
��	����
����� �
 ���
� �� ������ � 
���������� ���� ����	�� � ����� �
 �	
��
� ���������
�
�	����� �	�� ������� ������

���
� 	� �	��
���
� 
���������� ��� 
�� ��	����
�����
�����	�� �� �� ��������� �������� �� ����� �	
����� � ������� 
� ��� ���
 �������� ������ ��
������ �� 
����� � 
���������� ���� ��� ��� �	
��	
�� � �� 
���������� ��� 
�� ��	����
�����  	��
�	
��	
� �� ��
���� �	
��� �
������� ��� 
� �����
�� ����������� �� �
!��
��� 
� ����	����	
�
������� �� �������� �	�� ������� 	� �
���
�� 
� ������ �� 
���������� �
	�� �"�� ��� �� ���
���
��� 
����� � 
����������� #	�� �� ����� 
	�� ��	
� ������ 
� �	�������

� ���
����������
� � ����

	������ ��
����� ���	
 ���� �
��������� �	��� ��� ��"�� ��
������� $����� 
	����� �	�����
���� ������ 
� ������� ��� ���	��� � 
� ����� ��� �� ������ �� 
������
���� �	
� �� 
	

����	������
� �� �� ����� %������� ���� �� 
� 
�����&� 
� ���	
� ��� ���	��� �� ��	'� ���
���
�� 
������
���� 
� ���� ��� ������ �� ����	���� 
� 
	��
�
 ( �
���"�� %�	
 ���� �� 
� 
�����&�
����������� ��� �
��	����� ��� 
�� ��	����
���� �� ���
�����	
 �� ������� ���� �� 
� 
������
�
 �)��� ��
� 
� ��� ���
 ��"� ��
����� �� 	
 	������ ��� �� �������� 
�� ��������	
� ���
��	����
���� �� ������ �	
� ��� '��
�� ��� 
	
 �	�������
*�
� �� ������
 �� ������ 
	�� �	
�����	
� ���� �	����� ����������� �	����� ��� ���� ������
��
�
���	���� ��������
�� 
�

�� ������ ������
� �
���	��� ���+	��� � 
� ��	����
��� �� �������
���� ��
� �
� ��� 
	�������  	�� ��'
���	
� �
����� 
� ������������	�
��
� %*,#& �	��� 
�
�	
��
� �� �� �������� ����
 �������� ��� ��"� � ����� �	�� 
� ����� ���� ����� �	
 ���� �� 
�

����� %��� �� �������	
 �	��
� �� ������& 	� ������� 
� ������ �� ����� ���� �� ������� ���� ��

� 
����� %��� �� �������	
 ������

� �� ������&� -
 ���
���
� 
� �	��
� �����
��� ������� �	��
��������� �� .
���
	) �� �
� %/001&� ��� ����� ������ ��������� ���
�� ��� ������ �� ��'
��
�
� 
	� �� ��	����
��� ��� 
�� 
	�� �� ��	����
���� � ���	�� �	����
�� �� �
� �	
���	
 �����������
�����
�� � ���
��� �
 �	���� 
��������� ��������� �� 
���������� �� ��������� 
	�� ������	
�

����
��� ������� �� �������� �
 �����
�� ����������� ��� 
�� ��	����
�����
-
 �����
�� �� ���� �	����� ������������ 
����
��� ������� ���
 �������� 
����� � 
����������
������� �	��� �	
 ���
��� ������� ��
� ��������� �
�� �
 ����� ���
�������	
 �
��� 
� ������
�� 
�����������  	�� �	
��	
� ��� �� ����� ���� "��� 
	
 
�
� �� ��� ��	��� ��� 
����������
�
!��
�� 
� ���
�"��� ���
 �������� �
	�� ��� ��
����� ��� 
����� � 
�����������  	�� �	����	
�
�
����� 
� *,# �� �������� �	�� �
� �������	
 �� ������ �
 �����
�� ����������� ��� 
��
��	����
���� ���� ��

� ��� � 
� �"�� �	
���	
 ���� �
 ����
�� ������������  	�� �	
��	
�
�
	�� ��� ��
� 
� ��� ���
� �������	
 �	��
� �� ������ �� �� 
����������� 
� ��)���
�� ��� *,#
� 
� �"�� ���
� ��� 
��)�� ���
�������	
 �
��� 
� ������ �� 
����������� $�� �)�� ��� 
� ��	����
�� 
� �	�����
�� �
��� 
�� ���� �	����� ����������� �� ���
 ����� ��� ����
� �� 
� �	
���	

�����
��� �� ���������  	�� �	
��	
� ��� ��� �)�� ���
�������	
 ���� "��� ���
� ����
���
� ��
	
 �	�� 
� �	
����	
 �� ���
� ���� ��
��
 ��� 
� �	
���	
 �����
���� *�
� 
� ��� ���
� �������	

������

� �� ������ �� �� 
����������� 
� ���
� �� 
� ��)���
�� ��� ���� *,# ��� �
�� �	��
���
� �������� �
 �������� ��� ���	������ ����
���
������ �� ��
� �� ���
� �� 
��)�� ���
�������	

���� ��
� 
� ��� �������
��
2�3�� ��� ����
���� �� ��������� ��������� 
	�� �	
��	
� ����
 �������� ������ �� �������
���
 ����
 �	�� 
����� � 
����������� �� 
���������� �������� ��� 
�� ��	����
����� �
 ���� 
��
�
�	�
� �
!��
�� ��� ��

���� 
	�� �� �� �����	
 �� �������

$���� ����� �� �	��	��� ��� �	��	��� �� ������ ���������� ��
� 
� �������� �
����
� �������


������������ 
	�� ���	
� 
�� �����
� ���	������ 
���������� � 
� �	������
��	
 ��� ��+���� 
	��

��� ���� ��	
	����
� 
�� ������ ���
�� ���	���� �� ���	�	�
 ����� �� ��
	��� ���	��
�
�� ��
� 
� ������

�



������ ��� ����� 	� 
� 
�

���
��� ���� ������ 	�� ����
� �
 ���� ���� ��
��	������ 
�� 	����

���
�� ����
���
����� �
 ���������� 
������
 	� ��
�� 
���� ���� 
�� 
���
���

��� 
���� ��
��� �����
��� ����
�
�
��
 ������
������
 � � ��������	
� ��
�� �� ��� ���	���	�� ��

������ �	����	�� ������� � �������� ����� ��� ��� �	�
	�	�� �� � ����	�� ���� �
 �	��	�������

������ ��� ���
�	�� �	�� 	� �������� �� ��� ���	�
	�� ��
���� �
 ���
 ������
�� ���� �����

	���
��
���

���� 
���������� ��
�� 
���� ��� ��� ���
��� �����
�	�� �� ��������	
���

 





�������� 	

�������� �	��
��
���

��� ����� �	
��
����� ��� 
	����� 
���������	
���� �� 
��
��
��	� ��� �	����	�� �� �
����

���� �����		���
� ��
� ��

� ���
�� 	�� ���
������ �	���

� �� ������ �� �����
� �		�

 �� 	�
���
�
��
 �� 	� 
�
��
 �� �����		�
�� ��� �����
�� 	� ������ �� �����
 ��� ��		���� �
��
���� �

�����

 ��� 	� ���
�
��
 �� 	� 
�
�
��
 ��� ������ �� ��
�
�� �
 �
�
 �
 �����

�

 	�� ����
���
��� ����		�� �� ����	�� �� �����
��
 �� 
�
�
��
 �� 	� ���	�
� �� �����
� ���� 
����
���
�
��

� ���
�� ��� 	� �����

�
��
 �� 	� ����	���
���� �
 �� 	������
 �� 
�� 
������� �	 ��
  

�
�� ��� 	� ��!���
� ��� �	���

� �� �����	 ��
 ��
���
� �� "��������� �
� #���� �$%%&� ���
������� �
� ����� ��� ������'�� �	�������� �� ����	���
��
 �� ������ �� �����
�

����� �������	� 
� �
 
��
���
��� �
��
���

(� �����		�
�� ���
� �

������� ������� �
 �
�
 ���
��	����	�
� ��
�
�
�  �
� ��'��
�� ��

���
)�	����� �
���� 	��

������� ��
� �
 ��������� ���
������� !��������� ����� !���������� ���	��
���

 �
 �� �	������� ��*
����� �	 ����
� ����
��

� ���

 	� �����
��
 ��� ������

� �
 ��

���

��		� ��
�����
�� !��������� 	� ���+
 �� ��	�
� �
� ������� �� ��	
�����	�
� ����

 	����		�
	�� ����
������ 	�� ��
��

����� �� 	�� ����	�
���� �����

 *
�� �	��
�� ��� ��,��	
�� ��
��
�

���� ��� 	��

������� �
 ��

�� ������ ��� ������� �� �����

��
 ���������
 �� ��
������
��

�� ��

�� 
�
����

��
(� )���
� �� -.	� ���
�
 	� �����
 �� 	� ��/�
 �����

� �0�
��	� 1&2 �� 	� )���
�	 3��������


3���	�
��
 �)33�� 4��
 $%15�

�� 	��
��	������

 ��
��� ���� ���� �������  ��� ������� 
�		�� ��� 	� ���	���
��
 �� 	� ����
�

��� 	� ����
��� 
� ������ ������	���

 ��� �������

�� �

����	���

 �� ��� ��	���
��
�
�� �����
 �
���� 	��� ��
 �

������� ���� �� 	��
� �� ��� �	��	�� 6

�� 	�������� �� ����
��� ��� �
� ��	���
��
 �� �����
 ���
����
��� �
���� 	��
��	������

� ��

�

������� ���� �� 	��
� �� ��� �	��	�� ��
 ���������  7% !����� (�� ��
���
�� �����
�

��
�����

 ����	���� 	� ��	�� �� 7% !���� ��� 12% !���� ���� 	�� ������
��
� ����

��� ���
��� ���
� ������	���� ������

��	� �� ����������� ��� 8�
�
�� �
 9�:�

�� ;

��������
�89;� ��
� 	� ��
������ ��� ������
��
� ��� 	� �	��

�	� �� ��
��	� ��
�� ��� ���� 	��
������
��
� ��� 	�� �

�
�� �� ���
��� ���	���

(� ���
�
��
 �� �����
 	����� �
� ���
��
� 	�
�
��� �� ��*
���� ��
��� 	� �������� ��
��
��
 ��
���
 ��
�����  �
 �����
 ��
� ����	 : ��
 �� ��
��� �� ������

 �� 	� ���
 �� ����
���� ;

���
����� 	� ��
��� �������
 ��
������� ����	 : � �����
 �� 	�� ��������
� �

�����
�� ���� �������

2



�� ������ �	
��
��� 
�������
 �� ���
��� ������ ��� ������� 
� �	
�
�	� ��		
���� �
��
��
 &
�		���� �
 ��
��� �������������
� �� ������
 ���
�����
 �
������ ��� 
����
�	�  �� ��
�
�
�
���
����� 
� ���
���� !��" �		
��� ��� �#������ �� 
�$�
��� ��
 �	���
��� �� 
�%��
 �	�����
���� 
�� 
�	�� ��������
� ������
� �� ��	
��
 &

�� �� 
�%��
 	� �� ��
��
 
� �������
 
�� ��
��'
� 	� 
� ��������� ��������
 ��� ��
��
� 
�
�������
 ����
 %��
 ��	$(�
 
���� ���	���
�	�� )

��� ��� %�����
� 
� 
�$�
��� )

���� ��� �	
����
�	� 
� �	�
��
 ���
��� 	* �� 
�$�
��� 
	��� �� 
�
��
��� 
� 
�
�� 
� �������

� �	������� ������� 
��� �� $�
 
� 
������� ��� 	$����
�	�� ������+���� 	� $��� 	* ��
�	
����
�	� � �	�� $�
 �������
 
���
�� ��������
���  ���
�� �� 
�%��
 
� �������
�

����� �����	�
� �� 
����� �� �
���	

�� ������ 
� ���
�
 ��
 �� ������ 
� ���
� �������
 �� 
�%��
 
��� ������
��� ��� ����	�

�� ���$	�������
 
� ��� 
�

�� �	$����
�	��� ��'
� $��������� �������� �	��������������� !�
������ �� 
��	��	�� �� ������ 
� 
�%��
 ��� ��
������
 �� ��� 
� ���������
 	� ��
��
 
� ��
���
 
� ��������
��� ��� �� �������
 
� ��������� �
,	� 
�� ��
��'
� 
� �� 
�

�� ������ ��� ��

��# 
� ���	�������
 �� ��� 
� 
�%��
� �
 ������ 
� 
����
�
�	� 
� �� �����
� 
� �	�
�%������

� ���
�
� -� �����
 
� �� %	��� �� ���� �������� 
� ������ ��� ��� ������� 
�� ����
��#�

����� ����� �� 
������ �� �
���	

.����� 
���� 
� ������� 
� ���
�
 ������
 '
�� 
��
������ ���	� ��� ���
�����
� ��������� �	���/

�����

• ����������� 	
 ��� ��
������� �� ����	�������� �	�� ������ ���� �� 
	�����
���#����� �� ���� ������ ��
 ����� 
�� ���
�
� ����������� �� ������ �� ���+�� �� ��� 
�
�	�/�#���
�	� 
��� �������
 ����� & �	�/�#���
�	� 
��� �������
  �� 
�
� 
����������
�������
 ���
���  �� 
�
� 
���������� 	� ���	�
 
��� �������
 ������ 	� 
� 
�%��


���� �	�
�����
�� & ��������
� 
���� �	�
�����
��  ������
�� ���
����� 
� ��� 	$����/

�	��� �������
� �	�� ��� �	�
�����
�� 
� ���	�
�� ���
����� 
� ��� 	$����
�	��� 	� ���	��
��������
� 
���� �	�
�����
�� 
� �	�
�����  ���

�� 
�� ��	
��
� 
� ���
�
�

• ����������� �	�� ��� ����� �� �������� ���	�� ��� �	������ �� �	�� ���

	���� � ���	��
�� ������ ���
 �#��
�� �	�� 
�� ���
�����
�  ���� 
�� ���
�
�  
��# �����$��� 
��
���
�����
� �� �	�
��
 ��� ��� ����
��'
� 
�� ���
�����
� �����
�$����

• ��	���� �	�� �� �������� ��� �	�
��	� �� 
�������� 
	�����	��
.� 
��� ��
�%� �	�
 ��� �#����� ��� 	�
�	��� ��� �0��� 
� ���
�
 ����
�%�  
�� ��
���������
	� �� ���
�
 $���� �� ������ ��	����
 
� ������ 
� 
�%��
 
���� �	�
�����
��� �
 �	� 
�
������ 
� 
�%��
 ��� �����
�����
 ���/�'���

• ������
�� 
������
�	� 
���� 
����� ���
 '
�� �	���
���� �	��� ��� %	��� 
� ������ 
� ���
�
�
�	������� ���

��� ��	��
 
� ������  �� ��'
��� 
�� �	�
��
� ������ 
��� ��� 
�����

�
�������  
�� 
�
�� %�
���� ���
������� 	� ����	�� 
� %�1	� �������
� ��� �� 
�����
�	�������� �� ������ �	� �� �	��� �� ���
��� ��� �� 
�1 
���� ������ �������� �����/
��� ����	���$���� !����
��
� �	��
� 
��� 
� �� ����	
� ���%	�� �	���� 
��������
�	� 
�
��	
��
� 
� ���
�
� 	� ���
 �����
��  ��� 
�
���	��
�	� �	�
���� 
� �� ������ 
� 
�����

2



���� ��� ���� ��� 	
��� ��
��
����� 	��� ����� ���� ��� ���� ��������������� ���� �� ������
	��� ��� ����������� �� ��
������
� ����� ��
��� �
������� ��� ������
� �
	������ ���
��� ����������	��� ��
���� �� ���
� ��������� ���� �� ����� �� ������ �� ���� �� �������

• �������

��� ���
���� ���� �������� �� �
��������� ��� �� ������ �� ���� ���������� 
�� �� ����
������� ��� �� 
����� 	�������� �� ��������	��� �� ������� �� �����	��� 	
��� ���������
�� ���� �
		������ �� �� �������� ����
��� ��� ��
�������� ������ �� ������ � ��� ����
�����������  � ��
��� �� �
����������� ��� ���
�� ����� ���
�����	���� !��� �
	������
��� ��� ����������
� ��	������� ���� ����� ������	���� "��������� �� ���� ������� ���
�
��� �
�����
� ��� ���
��� ������� ��#� ��
����� �� ���
������ ��	������� �� ���
���
	�������� $�
�������
� �� ���
��%�  � ��
��� �� �
����������� �� ��
����&����
� ���� ���
������� 	��� �
� ���	���� �
	��#��	��� ��� �������� '�� ��� 	������ &�������� 
( ���
������	���� �� ������ �
�� �
��� ������#��	���� �� ������ �� ������ ��� �
�
��� �
���� ���
��� ������������ �� ���� $
� �������%� ��� ���������� �� ���	�� 	
�������� �� 
�����	�
������ �� �
����	�
����	���� ���

����
� ���������� �� ��� ������������ �
������� �����
��� �
�	� �� ������ �� ������� ��� ��)�� ��� �� 
����� �� 	����� �� ��� ������� *��� ��
���� �� ����� ��� ���������� ��� �� ������ �� ������� �
�� ��� �� ������ �� ������ ������
������
�	��� �� 
����� ���� ����� 
� ���� �
���������� ���������

• �	
��� �� �
��	�

+�&�� �� ������ ���
��� � ��� ����� �� ������ ���
���� � ��� ���������� 
� � �� ������
������ $����� �� ������% �� �
� ���
�� ������	��� ��������� *��� ��� 	��
���� �������
�
&�����#��� ���	�������� ���� ����
,��� �����������
� �� �� ����� �� �
�� �����
����
� � ��
���� �� ������� �� ������ ����� ��� �����	������
� ���
�#�� �� ����� ���
����
��

����� �� �����	��

������� ����	�	�� �� �� �����	��

�� �
����
� ��� ���
������
� �� ������ �� �
������	��� �� ��	�� �� �� ����� �� �� �
������
�� ��������� �� ��� �����!�� �������� � ��� 
�������
� &�����#��� -
�	����	���� �� ������ �����
�
������
� �� �� ��
�������� �� ����������� � �� ������� �
��.
�� /� ������ � ���
�� ������ ��
�
����
��� ��� �� ��!��� ���	���������� �� ���	�� �
������� �� �� ��&����
�� �� �� �����������
$

�� �����
� 0�0�0%�
1� ��������� ��������	��� ��� �
����
�� ���������� �� ���
� ����������
� 
� ��
��� �� ������
���������� �� ���
� ���������
� 
� ������� 2� ���	��� �� ��
�� ��� ������	���
� ����� ��
���
������ �� ����������� � �� ������� �
��.
�� � 
������ ����� 3 �� 033 $%%� *�� ������� ���
���
�� ������� �� ��
��� �
���4������� �� �
��������� ��� ������� �� ��
���� �� ������ �� ���� ���
�
����� �������� �� �� ��
�������� �� ����������� ����	�� ��� ��� ���	��� ���������� � 3�5 %� ��
����� �� �������� 6
�� �� ������ ����������� ��������� �� �
����
� �
	�
��� ��������	��� ����� 7
�� 03 �����
�� $

�� 8������ 0�0 �
�� ��� �����
�� ��� ����������� ������� �� �
����
��%

-����� ' & 6       999 99 9 """ "" " *
:

����  ��  �  9�� 9� 9 "�� "� " *

����� 0�0 ; �������� ��� �
����
��

"�� �����
�� �
�� ��������� ��� 
���� �� ������ ��
������ <    ����� �� 	�������� �
����
��
* ��������� �� ������������

03



������� �����	
���� 
�	 ���
����	

��� ��������� 	
 ��
� �
 	� ������
���
� ���� ��
���� 
�������� �� ������� ��
� 	���	�� 	��
�����	� 	� ���	�� �� 	�� �������������
�� 	� ��
���� � �������� ��
� 	
 ���	��� 	
��� 	
 ���	���
�����	���� 	��
���� 
����������� ������
��� �� ��������� 	� ��������� ��
� 
������������

�� ��
�� �������� 	������������ ������ �	��� 	� 	���� �
� �� ����!�� 	��� ������������� 	�
��
����������� �
� �� �������� 	� �� 	���� ��� 
�� ������ 	� �������� ������� "� �
� ���
	��������� ��� ����������
�� �
� �� �����
 	� ����
�� "�������
� ��
� �!����� ����� �� ��
��
!���� ��
�� 	�� ������� ������� �� �� �!����� ���� 	�
�� �������� �
�
���

��� ��� ����������� ��
���� 
��� ��������  �������� ����������
�� ����� ��� ���	� 	� �������
��
� ��
� ������ 	� ����	�� 	�� ����
�� �������	����� #����� �� 	������
� !����
��������
��� ���������� ��������������� ������ 	� ###  $$$� �� ����
������� 	� $$  �� ���
	����%��� ��
� ����
�� ��
� �� ����� ����	 �
���� 	� ���� ������ "�� ���	� 	� �������
����� ��� ������� ��� ���
���������� 	��������� �� 	���� ����
�������

���� "� �!�������� ���
�� 	� �� �������������� 	���� 
� ��
���
 �&�� �
� ���������� ��
������� 	�� ���	� ������� �������������� 	����	��� 	� �� �����

������� ��	� �� ��
�� 
� 	���� �� 
� �
����

'� ������ 	�
� ����	�� ������!�� ��
� ������
�� 	�� ���������  	�� ��
�� �
 	�� ����
���
���

�� (�� �����%�� ������!� ������ �
� ��������� 	�������� ) �� ����� 	� ����� ��� ����������
*��� ����� ������	������ ��
� ��� ��������� 	�� ����	�� ������������ 	�� ��+�� 	�� ����
���������� �������� 	�� ,���������� 	� ���-���� *��� �����
�� �
� 
�� ����+�� ��������	��
	�� ������� 	�� ���-��� �� �
� 
�� ����������� ���� ��� ��������� 	�� ��������

��� (�� �����	� ������!� �����
�� �
� 	�� ����+��� ���������
�� 	�� 	����������� ���������
	��� �� ����� ��
� 	�� 	����� �
 	�� ����
���
�� ������������ *��� ��� ������	������
��
� ��� ���	���  �� ������������� ��� ��
�� !+���!�������� ��� ���	��� ���������� .������
	� ���	���� ��� ��
�� �
� ������� �� ��+����� ������������ /�� ��� ������%�� ��
� �
���
�����
�� ���� ��� ��%� �	�����  �� ������� 	�� �����	� 	� ���	�� �� ������ "� ���!���
�
�� ��
� �����+�� ��� ����� 	�� ��	%�� ����� .���� 0�
�����
� ��	 1����2 .3455� ��
� 
��
	���������� ��������	�� 	�� 	������� ������!���� 6� �� ,�� 
� !���7�� 	� ��������� 	�
	����������� 	����� 
� ��� # ������ 	� ���	��� �����	�� 	��� �� ������ �� ������
�� 	��
����� 	� 	������ ���������� 	�� �������������
�� 	� ������
���
� �� 	
 ��
�� Xi 	������
�� �� ���� �
��� + ��� �
 �
 ��� 	���������� 	
���� �� �����%�� ����� 	
 ��
�� ����������
��� 
�� �������� ��	�������� Zi� ��� 	������ ���� 
�������� ��
� �������� 
� ��	%�� ����� �

P [Zi = 1|xi] = 1

1 + e(−〈β,Xi〉) .5�5�5�

�8 β 	������ 
� �����
� 	� �����%���� ������
�� "� ���� ��� ����� 	����� ��� s (Xi) =[
1 + e(−〈β̂,Xi〉)]−1

� �8 β̂ 	������ ������������ 	� β� ����� ����� �������� ����� 4 �� 5�

	���� 
�� ���������� 	� �� ����������� 	� 	���������� �
 ��
�� 	� �� �����%�� ������ *���
��
� ��������
��  ��
�� ���������� ��
� ���
���� ��� ����
�� 	�� ��������� ������������ Xi

���� 	����������� �� ������
���� ��
� 	� ��
������ 	����	�� 	� ��
�� /�������� ���	���
�
��
� 
� �����	 	� ��
�� ����� ���!���
� ��
� �
��� 
��� 
������� ��
� �
���� �� ����
�
�� ��
�� 	� ��
�� "�� ��������� ������������ ��
���� ����� ����
�� 	��
���� ������������
��������� �
 ������������ 	� �����
������� 	� ������
���
�� 6� ����� 	� ����� 	�
�������������
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������� ����	
 ���
�� �������

������������	 ��
� ����
������ 
� ������ � ����� �
����� �� 
�� ���� l ������ �� �����
��
�
��� 
� �������
� ������ Sl ������
� 
�� ����
��� �������
�� �� �����
�� �� �� ���� l �

�� ���� t ��� ������ ��� �� ���
�
�� �� �� ���
���� Sl

t ���� 
�� ����
�
�� �� �� ���
�� ������
−∞ = Cd+1 < Cd < · · · < Ci+1 < Ci < · · · < C1 = +∞	 �� d ���������� �� ����
� �� 1 ��
�
��
�� �� ����
� �� ��
� ������� �� �����
�� Rl

t �����
�	

Rl
t =

d∑
i=1

i1{Ci+1≤Sl
t<Ci}. � � �!"

#
$������� ������
���
��� �� Sl ���� ��������� ���� �� �
������
�� ���
� �� �%����� &
�'���
�� ��� �!((("	 )���
� �� ��� �!((!"	 *������� �� ��� �!((+"	 ���� �� ��� �!((,""	 �� ����
�� �� ��
�
�������� ��� ��������� ���� -�
�
���
% ��� .
��� �!((," �� ���� �� ��� �!((," �� �� ��

� Sl

t

��� �%��
�� ����� 
�� �����������
�� �/�� ��
� �����
� �� �����
�� �� �
��
� ����
�� Xt

�� ��
� �����
� 
�
��0�����
�
� 
���������� εlt� ��� ��������
��
�
�� �� ����� �����������
��
�/�� ��������� �� �� �����
�� �� �� ���� �� t− 1� �� ���
���� ������� Sl

t �����
�	

Sl
t = αi + 〈βi, Xt〉+ σiε

l
t, � � �+"

��

• l = {1, · · · , n} ��� �� ������ �� ����� �� �� ���
���
�� ��
�
��	

• t = {1, · · · , T} �� ������ �� ���
����	

• εlt ���� ��� ���
����� ��
��
����� �������� ���

��� 
������������	

• Xt �����
� ��� �����
�� �� �
��
�	 �� ��
��� [K × 1]	 
����������� �
 ��

��

1��

�� ���
� ���������� ���� 
�����

�� �� �
�� ���� �� �����
�� �� ������ Rl
t−1 = i	 θ =

(αi, βi, σi) 2

• αi ��������� �
�� � i	 ���������� ���$�� �� �� �����
��	

• βi ���������� �� ����
�
�
�� �� �� �����
�� i �
% �����
�� �� �
��
�	

• σi ���������� � �� �����
�
�� ��� ���
�
�	 ���� σiε
l
t ∼ N (0, σ2

i )	 �� ������� ���$�� �����
�
���

#��� 
� ����� ������� �
���	 ���� ��
�� ���0������� �
� �� �
���
�
�
�� ��� ���
�
� εlt"	 �� ������
��� �
� ���������	
 ����

�	 ��
� ���
���� �
��
 �� ��� ������ �
��
���
�� ������� ����
3
��
� �!((+"� �� ���
���� �� ��
� ������
� ���� �� �
������
�� ��� �� ������ 4���
� �������
���� ���
�
� �� ��
 ��
��
����"	 ��
� -���
���
�
 ��� -�
�
���
% �!((5" �
 ���� �� ��� �!((,"
��
� ��
� �� ����
�� &�
� �������� ���0������� �� ��
 ��
��
���� ��� ���
�
� ���� �� �

�� �

��%���

&�
� ����
����� �� ������
�
�� �� �����
�
�� pij ����
�
������� � Xt ��� ���
� -���
���
�
 ���
-�
�
���
% �!((5"" 2

pij = P

[
Rl

t = j | Rl
t−1 = i,Xt

]
,

= P

[
Cj+1 ≤ Sl

t < Cj | Rl
t−1 = i,Xt

]
,

= P

[
Cj+1 ≤ αi + 〈βi, Xt〉+ σiε

l
t < Cj | Rl

t−1 = i,Xt

]
,

= P

[
Cj+1 − αi − 〈βi, Xt〉

σi
≤ εlt <

Cj − αi − 〈βi, Xt〉
σi

| Xt

]
.

 +



������ �� Φ(·) ��	 �
 ���
	��� �� ���
�	�	��� ����� �
��
��� �
�������� �	
��
��� ���� ��	������
���� 	��	 i = 1, · · · , d− 1�

pij = Φ

(
Cj − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
− Φ

(
Cj+1 − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
, j = 2, · · · , d− 1, �������

pi1 = 1− Φ

(
C2 − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
, �������

pid = Φ

(
Cd − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
. �������
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��� �������  ��	����	� ��	 �	� ��	�����	� �
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�
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�		� 
����
0� ���� ��
���� ��� ������� �� 
����	 �	 &�
�	�6�� ��
���&�� �� 
����	� 7�6�� �� ������  ��	����	� �
� ������	��� 
� ������ �	��
	����� �� 
0��
0�
�
�  �'���&��� ��� �
����� �� ���
�	8����
	��� �
�� �� 
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��	�� ��� ���� ��������� �� �	����
�	
��� ������
	���� ��� ��� ������� �� �
�
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������� ��	������ 
� �	� �����������

9��� ������	��� �
�� 
�		� ��
	��� �� ������ ��	����	� ���	�:�

	����� �
�� ��&��� ����	����	�
��	 ���
	��� �� ��
	��� ��� �

	���� �� ���&��� 7� 
�������
�	 ��� 6�	�
	��� 
���
���  X� ��	��
G� ��� ���
����� �� ����
	��� ��� ��	
	���� (Rl

t)t≥0� l = 1, . . . , n ���	 ��� 
0
;��� �� <
�2��
 	���� 
��	����� 
����	�����������	 ��������
�	�� �

0
�	 ��0��	���&�� �� X� ����� �

0
�	
G∞� =� ����� ���� 	��	 ���	
�	 t ���� 
���������� &�� 
�� ���
����� ��������	 �� �����
	���
�
	��
��� 
����� ΛX(t)� ��6�� �
��

ΛX(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−λ1(Xt) λ12(Xt) · λ1,d−1(Xt) λ1,d(Xt)
λ21(Xt) −λ2(Xt) · λ2,d−1(Xt) λ2,d(Xt)

· · · · ·
· · · · ·

λd−1,1(Xt) λd−1,2(Xt) · −λd−1(Xt) λd−1,d(Xt)
0 0 · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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��� ���� ���� j �= i� λij ��	� 
�� ��	
���	� ��������� ��

λi :=
∑
j �=i

λij ,

���� i = 1, · · · � d − 1� ���� j �= i� �� ���
��� λij(Xt) × dt 
�������	
 � �� ����������� 
�	
��
���		���� 
������	
�� ������ j 
�	� �� 
���� �	�������� 
� ����� (t, t + dt] ��
��	� Gt �� �� ����
��� �� 	������	 
� �� ���� ��������	� � ������ i � ���	���	� t� ��	� 
� 
��� ��������������	 ��
������� ��
�� �����	�� ��� 
����
��

λij (Xt) dt ≈ P

(
Rl

t+dt = j | Rl
t = i,Gt

)
, � � �!"

���� ������ ��� ����� l = 1, . . . , n� #� �� ������ ��� λi (Xt)×dt ��� �� ����������� 
�	
����		����

� ������� ������ i 
�	� �� 
���� �	�������� 
� ����� (t, t+ dt] ��
��	� Gt�

$	� ����������	 
�������� 
� �� ��	
���	 
��	��	���� 
� ��%�����	 ��� �� ���	���������	 ���
��	�	������ �&	� 
� ��
���� 
� ��
����� 
����	�� �� 	��������� ������	
��� '��
� �� ���
�()  "� *�	
� �	
 +,�
����% �())("� -�������� �()) "� -���.���
� �	
 ���	��
� �())("� ��
�
�������	� 
���� ����������	 
�� ���� 
�		� �� ����������� 
� 
�	
����		�� λij � 
�/���	�� ��
�
����� 
� ������ �����	� �������� ��� 	�%�����" ���� �	 �����
��	� �� 
�	
����	 λij > 0� ����
���� i �= j� i < d� 	��� ����	�	��

λij(Xt) = exp (αij + 〈βij , Xt〉) , � � �0"

��� �� ���
����
λij(Xt) = λij,0 exp (〈βij , Xt〉) , � � �1"

�� αij ������ λij,0" ��� �	 �����2��� 
�	���	� �� βij �������	�� �� ��
���� 
�� ��	��������� 
�
���	��	���� 
� ��%�����	 λij �� ��
���� 
�� ��
����� 
����	� X� #� �������� 
�������	� ���

���� ����������	 ������ 
� �����
��� �� 
�	
����	 ��� �� ���������� 
� λij � *� ��
2�� ����	�
��� �	� ����	���	 � ��������� ����� 
� ��
2�� � ������ ���������		�� 
� 3�� ��

��	� 
� 
�
��� �	 
��	����	� P (t, s) 
���� �� �����
� 
�� ������������ 
� ���	�����	 
�	
��
���		����� �	��� ��� 	������	� i � i = 1, · · · � d− 1" �� j �j = 1, · · · � d"� �	��� ��� �	���	�� t �� s�
P (t, s) ���� 4��� 
��
���� �	 �������	� ���������	 ������� 
� -����%����

∂P (t, s)

∂s
= P (t, s)ΛX(s), P (t, t) = #
. � � � )"

*� �����
� 
� ���	�����	 �	
�	
����		���� Π(t, s) ��� ����� 
�		�� ���

Π(t, s) = E [P (t, s)] , � � �  "

�� �� ����� ������	
� ��� ��	
���	 
� �� 
����������	 
� (Xu)t<u≤s� 5	 ��������� �� �����
�

� ���	�����	 Π(t, s) ���� 4��� ���������� ��� �	� ���������	 
� 6�	�� 3���� ����� ��� 
��
���������	� �	
���	
�	��� 
�� ���7�
������ 
� X �	��� ��� �	���	�� t �� s� ���� ����� ��������
���	 
� (Xu)t<u≤s� ���������	 � � � )" ���� 4��� ������� � ����
� 
��	 �
���� 	�������� �������

+� �� ���
����� 
� ��
���� X 	� 
��	%� ���� 
�� 
���� 
��
�2��� t1 < . . . < tN � �	��� 
��� 
����
tk �� tk+1� �� �����
� 
� ���	�����	 
�	
����		���� ���� 4��� �������� 
���� ������	�	������
�����
����� �����	��

�� ���� ��		� ���� ��	 	�
 �	���
� ��� ����������	
 �	�	�
 ��
�
�
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P (tk, tk+1) = eΛX(tk)(tk+1−tk). ��������
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���� � ��� 
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� *��
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���	������� +��� �� �,��
	�-����� ���� �� ��������� ��� �������	�� 
� ./! ��0 '������ �� �� "#$$$% 
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	����� ����� ������ ��
�0 ��� �� ��	��� ���	� �� �	����	� 
� ./! ��� ����	�� �� ����� 
�
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���������	�0 �� ����� ��������� �	�����	�
 �� ������ ���0 �� ���	�
 ����� �� ������ ��	���

�� �� ����� ��������� �� ������ ��
� ��� 
��� ���
�� �������� � �� �	������	� ��� �� �1���
��	�	����� ��� �� ������� 
���������� 
��� �� �������	� 
�� ��	��������� 
� ��������	� 
+��� �1��� 
� ���
������ �������� �	�� �� �	�
���	������� 
�� ��	��������� 
� ��������	�
��� ��� �������� 
� ������� �� �������� �&�����
� � �
������� 
�� �������� ��� 
�� ����1���
��	�	������ �� ������� ������� ��� ���������� �	�� �������� ��� ������������ '	�� ���	�� 2�����
�
�� "#$$3% ��� �	���
��� �	��� �������� 
� ������0 �� �	�������� 
�� ����
�� ����	��0 �&���� 
�
���
�� ��0 ��� ���� 
&�����,� �	��� �����0 �� 
�������� ����� �� ���� 3$ ��� �� �� ���� 3 �� 
��
�	�� 
� ����	� ��������� 4	�
��� ��
 )������ "#$$5% ����� � ��� 
����� ��� �������� �� ��	��
��������0 ���	�����	� ��� ��� ����
�� ���������0 �1��� ��	�	����� �� ���	�����	� ���������
�� ����
� 
� ���
��0 6������ �� �� "#$$5% ������� ����� �������� ����	 ��	�	������ �	��
������ �� ������ ��������� 
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�1���������� �� ������� �	���� ��	���� 
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p∗iJ,tk =

d∑
j=J

pij,tk = P
[
Rtk ≤ J |Rtk−1

= i,Xtk

]
. �
�
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���� ���� t	 �� 
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��� ���� �

������

p∗iJ,t = Φ

(
CJ − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
,

⇒ Φ−1
(
p∗iJ,t

)
=

CJ − αi

σi
− 1

σi
〈βi, Xt〉 ,

�
�
�
 �

�� ������� ����!������	

ψiJ,t =
CJ − αi

σi
− 1

σi
〈βi, Xt〉 . �
�
�
"�

���� �� ������ �� ����� n ��#������� ���!�	 ���� �������� �� ��������� ����
�������
�� �$���������� p̂∗iJ,t �� ���� ��������� 
�� �� ���%��� &���� �� ��������� ����
������� ��

�$���������� ψ̂iJ,t ����%��� �� �������� ψiJ,t = Φ−1
(
p∗iJ,t

)
�� '��� ������������ �� �������

�������� �������� �!��
√
n
(
ψ̂iJ,t − ψiJ,t

)
∼ N

(
0,Ξ2

iJ,t

)
�� �$%�
��%��� �$��� ��������� ����(

��������!� �� !������ ��� �������� �� ������ Xt� )� !������ Xt ��� ����� �� ��*�� �������!� ��
�� 
�������� ����� X̄t := E(Xt | Ψt) �!�� Ψt = (ψ̂t1 , . . . , ψ̂t) ��� �������

)$��������� ��� 
��������� ������� θ̂ =
(
Ĉi+1, α̂i, β̂i, σ̂i

)
i=1,...,d−1

��� ����� �� ��+�������

�� ���(!������������ �� ������� �������� ����� ��� ��� 
������� ���� &����� ��� ���
���
�,-
,��
. �$����� �� ����� 
��������	 ���� �!��� ������ ��� ����������� ��� 
��������� �� ������
���������� / �������� ������� ���� ����� �� 
�������� ����� ��� ��
������� �� ����� ����������
����� �� ������ �� ����� 
�
�
'��� �!��� ������ ����� ���%��� �� ������ / ��������� �!�� �������� ������� �� �����������
�$�������� ��� ������ �$��������� �� ��������� λij(Xt) �!��� �������� 
�
�0�	 ���� ��������
�$�������� ���!���� 1

yij,t = αij + 〈βij , Xt〉 , t = t1, . . . , tN �
�
�
2�

�3 yij,t = log (λij,t) �� αij = log (λij,0)� .!�� �� 
��
����� �� ��������� ����
������� ��

�$���������� ŷij,t	 ����	
√
n (ŷij,t − yij,t) ∼ N

(
0, χ2

ij,t

)
���� ������������ �� ������� ��������

�������� ��� 
����� �$������� �� 
�������� ����� X̄t := E(Xt | Yt)	 �3 Yt = (ŷt1 , . . . , ŷt)�
)� 
�������� ����� ��4�� �� ������ ��������� �$�

������ ����� �� ����� ���������� �����

�� ������ �� ����� 
�,� )$��������� ��� 
��������� ������� θ̂ =
(
α̂ij , β̂ij

)
i �=j,i<d
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� �
 �
��
�����

�� ������ �� �	
������
 ��� ��� ������ ������� �� �������� ����������� ��� �
���� �� ��� �����	
�������� ������� �� 
����� �� ��������� ������������ ��� ���	����� � �� �� ������ �� �	
������

������ ��	���� ���� i = 1, · · · , n�

Yi = β0 + β1Xi + εi, εi
i.i.d∼ N (

0, σ2
)

�������

� β = (β0, β1) ��� �� ������� ��� ���������� �� σ
2 �� �����
�����
���
��� ��� ������ ��������

εi�

�� ������ �� �	
������
 �������� ��	���� ���� K ��������� �������������

Yi = β0 + β1X
(1)
i + β2X

(2)
i + · · ·+ βpX

(K)
i + εi, εi

i.i.d∼ N (
0, σ2

)
�����!�

�� �� ��
���� 	�������
���{
Yi ∼ N (

μi, σ
2
)
,

μi = β0 + β1X
(1)
i + β2X

(2)
i + · · ·+ βpX

(K)
i .

�����"�

#��� ���������
� �� 
������
 ����������� ���� ���	
�� ��	�������� ���� i = 1, · · · , n� 
��� 	�����
� ${
Y ∼ N (

μ, σ2
)
,

μ = Xβ.
�����%�

� X ��� �
� ������� n × p� (p = K + 1)� ��� ��
���
� ��� K ��������� ������������ ���� �
�
����

� �� � ���� ��� ��� � �
� ��
���
�� β0 ��� 
	��������� �� ������� β �� ������ K + 1 ���
��
�����	 ��� ���������� � ������� �� ��� �	&
����
� �� �������
 �� �� �������� � ��������� ����
��� ��������� ������������ ���
��� '���������
� ����" �� ����% �	����
� ��� ()���(���� ��� ���� ��
��
� ��� ������� ��
	������ *

�+��� ���� ��� ��� ������� �	�����
� ����������
� �
� �������
 �
��� �
� �������� � ���������
�� ��� ��������� ������������� ��� ()���(���� �����
��� �����
� ,��� �	��&	�� $

�� �� �������
 �
��� �����	��
�� �� �� �������� � ��������� �� ��� ��������� ������������ ���
�
� �������
 ��
	�����

�� ��� ����������
� ��
� ��������	�� �����
� �
� ��� 
������� ����� ()���(��� ��� ����
������
���� �	������ ��� ������

�� �� �����
�� ��� ��������� ��	������� ����	��
��
� ��� ����������
� ��� ��
���
���

!� ��� ��������� ��	������� ����	��
��
� ��� ����������
� ��
� 
�
 ����	�	���

-����
 ��.�"� ������ � ������ ��� ()���(���� 	
��	�	�� ��/������ ��� 	�	��
�� ��� ��
��
� ���
������� ��
	����� �
�����	� � ������
� ���� ����

0 �� '��� �� �� ��
����
�� �� ��
	����	 �� ��()���(��� �� �����	��
�� �� Y ��� �(	��������
�

�
 ���
	�� ���� ��
� �� ������ ��
	���� �����'��� ���� ���	����� ��� ��������� ���
	���
��� ��� ���� �� ����
� �� �� ��	/������
� ��� ������� 1

0 ���� ��� ����������
� ������ �� �����������
� ��������� �� �� �� �����������
 ������ ��
�� ��)�

� ��� ����)�	������ ����� ��()���(��� �� 
�������	 
���� ��� �	��&	� �� ���
�����������
� ���� �����	�� �����
� ,��� ������	�� 1
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��
�	� �	� ������
	� � 	� �� �	 �	
�	�
 β 	�� ��
���� ���	�� �	
�	�
 �	� �	���������� ��� ��
�	�
�

�	 
����	�
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�� �� �� !�
� �� ������� ��� �����
���� ��� �� ���� ��"���
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 �
 ��������� �� #� ��� ����
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����� ����	
� 	�
����
� ��
���	���� �����

��� ������� �
���
��� �������
��� $%�&' ��� ��� 
������
�� ���� (����� ��� )�*�� $+,-.' ��
��
������� ���� &�/������ ��� (����� $+,0,'� ��� ������� ��� ������� ���
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���
��
��� ����
����
�� ��� ���������� $����' �����
��
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���� ��� ������� �
���
��� $�
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��� 
��
���� ��������� �� ������
�� ��� �	���
��
���'� �� ����
��� 
���
��
�� 
������
� ���
!����
�� �������� �
�� !����
�� �� �
�� g(·) ����� ����������� �� Y �� ��� 
��
�	��� ����
���

���
�� ������� �������� �� ��
 ������� ��� �� !��
��� �� ��
� ��������
����� $
�
� ��#�
�
�� +�+'�
������ ExpFamily �
 ������ �� ���
�
��� ��
�
�� �������
���� ��� ��
����� ������ ����������

�����

����� $����������� ��	��
���� ���
� 
�����
 ��
������' ���� ���
��� ��� ���������� β

���� �� ���
��� �� 
��
���	������
3������������ �� %�& 
������
� �� !����
�� �� �
�� g �
��
 ���
� �������� �� ��
 ������� ���
��� ��
� ��������
������ ����� ��� �� !�������
�� +�.�4 �� �����!���� ���{

Y ∼ ExpFamily (μ, φ) ,

g(μ) = Xβ.
$+�.�-'

/���� �����!�����
�� ������ �� �
�� ����������� �� Y �
�� ��� 
��
�	��� ����
���

�� �� ���
���
��� �
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��� 1� �2�� ���� ��� !����
�� g(.)� ��� �
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�� �� 	
"���

� ����� R �� �������	��
�� ��#�
�
�� �� Y � ��� �	���
��
��� �� ������� 
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��� ���
��� ���� ����
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�
� ���
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�	��� �� ��������� ��� ������ �� 

�� ��� �������
���� ��� 
������ 	
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���� ����
�����
���� ���� %�& �� !�
� �� ���� ������� �� ����
��� ����
��� 5 ���
�
� ��� ��
 �� ���	�	
�
��
���� ��� �	���
��
��� �� Y � �� ������� ����
��� 5 �����
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�� ����� ����������� �� Y ��
��� 
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�	��� ����
���
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���
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 )���� �� ��
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��������� �	�	 ���� fY ����	
 PY � �
 ������� ����	
 ��� � �� 	���
������ �� �
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��
��� Y 
 fY
����	
 PY � 
		
������ � �
 �
����� ��	���������� �
������� �� ���� ������� ���� �
 �����

fY (���	
 PY (Y = y)) = exp

(
1

γ(φ)
(yω − b(ω)) + c(y, φ)

)
�������

�� c ��� ��� �������� �����
���� � ��� ����� ���� �����
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� E(Y ) = μ = b′(ω)
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� V(Y ) = φ b′′ [ω (μ)] = φ V (μ).
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��	�� E [Yi] = μ 
	 �
		� �	 ��	� # �� ������
	
��	
���� g(μ) = Xiθ� $�%� �
���	� 
	 ��
���� �� �
	���
	 �� ���	 g �
��� 
��	� �� �
	���
	 !��
���	��
��� � ���
��	�� μ �	 �����%��� 	������ �� �� �
�� ���� �����	� # ��
�����

g(μ) = (b′)−1(μ), �����&�
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�� 
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	� g(μ) = μ�
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	� ��� �
		
�� �� �
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�� ��� �	� �
� �� )
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�� ��
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� �� ��
�������
 � �	�
����������
	 �� )
���
	�

P [Y = y;λ] =
λy

y!
exp (−λ) =

1

y!
exp (y log (λ)− λ) , ��������

�	 �
	���
��	� �� �
"	���
	 ���� ��� ���	��"����
	 	
�� 
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P [Y = y; p] = py(1− p)1−y = exp

(
y log

p

1− p
+ log(1− p)

)
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Y ∼ ExpFamily (μ, φ) ,

g(μ) = Xβ + s1(X1) + · · ·+ sJ(XJ), J ≤ K,
��������
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Y ∼ D (μ, σ)

g1(μ) = X1β1 + s11(X11) + · · ·+ s1J1
(X1J1

) ,

g2(σ) = X2β2 + s21(X21) + · · ·+ s2J2
(X2J2

)
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Y ∼ D (μ, σ, τ, ν )

g1(μ) = X1β1 + s11(X11) + · · ·+ s1J1
(X1J1

)

g2(σ) = X2β2 + s21(X21) + · · ·+ s2J2
(X2J2

) ,

g3(τ) = X3β3 + s31(X31) + · · ·+ s3J3
(X3J3

)

g4(ν) = X4β4 + s41(X41) + · · ·+ s4J4
(X4J4

)
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Y ∼ D (θ1, θ2, θ3, θ4 ) ,

gk(θk) = Xkβk +
∑Jk

j=1 skj(Xkj), k = 1, · · · , 4, ��������

�� βk 	�
� k = 1, · · · , 4 �
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Y ∼ D (θ1, θ2, θ3, θ4 ) ,
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 ��
����� ��� �� @�	������� ���	� ������ ����	������� �	�
 ���
��� �� � ���
�� �� �� ��� �� �
���
�
����� ����	������� �	�
 �� ����� ����	������� �


�
	
� �� & !	���� �� )#� ������������� ���
����	�������� �	�
 ���� �� ���	� ��� A�4� ����� ���� ���
�������� ��� ��	����	�� μ �� σ ��	
��� ��������� �� ����� � 
�
 ��	
����� ������
� ���� �� ����
	���	�� ��� �	������ �� .����3���:

��� ��� ��	
���� 
� 	
����	��� �	������� 
��� ��	 ��	�� ��	��
��	 ��� ���	� 
� �������
� ���	��
� 
� 
�����

�	�����	������ ��� ����� �
���	�� 
� �����
� � 
���	�
 ��� ��

���	���� ��	
� ��� ��	
��
���� ������	 ��
	�� 
��

����� ���	��
� ������������
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��� ������	�
� �
����� ������� ��� �����������	 �
����� ������	� ��� ��������� �
�� ��
!�"������� �� ��# �
��$�� ����� �� ��# �
�%�� �	��������� �� �"��&� ��� ���'��( )�� "�	"	����
��� ����������� �� ��(���� �� '������������ ��*��	�*� 	� ��� +	������ +���*�� "	�� ��
+	����	� �� ��	��� �� ������� �,��+	�����	� �� ������ ����� )�� �	� ��'����# -�� �""������	��
��� ��� "�*�	�.��� �'�� ��� 	����'���	�� ���� �,�����'���� 	�'��� (0, 1) �	�� "�	"	�*�� "	��
��������� ��� �*������� �� ����� *�����#
/�� ���'��( ��� ��� ����������	�� ���� ������	
 �	�� "��� �*����� �� "��� ������ ���� �� �*'��
�	""����� �� �� ��������� 01�/�� ���� �� �	
����� �� ����� ���.� 2 �'	�� ������	"	��	� �� ��#
�
�%3�� "�������� ��� "���� �� ���� "��� ���"�� �� ��� �	�.��� �� ��� ���������	� "��� ���
�#
�	�� ���	�� ��������� �� ��# �
�%
� �� 4�"��� ��� ������� �
�%
� "	�� ��������� �,���������	� ���
����������	�� ���� ������	
# !� �� ������ ��� ��� �	��*�� �� �*+��� �,��'��	� %5� ��� "�6���
��������� �� ��# �
�%
� �	�*������ ��� ���( �� ���	�'������ �	��� �� �*���
� �� �	�� ����
β(μ, σ) �� �� �	���
������# /�� "����.���� �� �	7���� �� �,*������ �	�� ��*� 8 ��� +�������
�("������+� 
�9�� ��( �	�.��� 0/� ��	�� )�� "	�� �� "����� �����.�� �� �	�.�� �	
����)��
������+���	���� ��� ������*# 4�"��� ��� ������� �
�%
� "�*������� �� �	�.�� �� �*���
� �����
��� ����������	� ���� �� ��� ����������	� �*
*�*�*� �� � 	� %# /,������� �� "�	"	�� �� �	����
�� ����� 
*�*��� �,��������	� ��� "����.���� �� �� �	� ����� )�� ��� ��:*����� 	����� �������
��)��� "	�� ������� �� )�����* �� �,�;�������� �� �	�.�� "	����* �'�������� �("������'��� ��(
	����'���	��# /,������� +��� �*+*����� ��( �	�.��� 01�/�� �	��� *���� �� ����� "��� ���
�
�� )�� "����� �,������� ��� "����.���� 
�9�� �� "����
� 2#

����� ����	
��
����� �
 ���
����
���� �� 	� 
����

/� 
����	� �� ���)�� �� ��)�����* �,��� ��
�� �� ��*��� ��� �� ��;�� ��;��� "	�� �� ���)���
�	�� �'	�� '� )�� �� ���)�� ��<� �� �,���������	� ��� ��
��� �� ��*��� "�� ��� ��"��������# /��
���'��( )�� �	�� '��	�� �,�("	��� �	������ �,���*�6� )�� ��� ������( ����*��)��� ����� )��
"�	+����	����� 	�� "	��* 8 �� )�����	� �� �,���������	� ��� ��
��� �� ��*���# =� �	������� ��
�*
�
�� �,���������	� �,��� ��
�� �� ��*��� ��� ��.� +	������� �	��*�*� 8 �� )�����* �� ��*��� ��
�,��"�������� �,������ +������� ���'��� �	�� ������>*�� �� �7��� *�	�	��)�� ��""�	��* "�� ��
?@A ���B C��*��B �� ��# �
��D�� �� �� �	����*��������	� ������ ��� �������� �
�%
�� C��*��B
�� ��# �
��D��# /�� ���)��� )���� 8 ����� 
.���� �� "����� �� ���)�� �� ��)�����* �� �*�������
�� �	����� �,���	������	� �� �,��"������� �� �����+��� "��� �������� ����.��� �� "�	>�������*�
�#�#� ��� �1�,� ��������� 1�'���� ����
���# /�� �	�.��� �� 
����	� �� ���)�� �� ��)�����* 8
���'��� �� "�	;����	� �� ���( �,���������	� �	�� �����	�" "��� ����� )�� ��� �	�.��� �("������+�#
���� �,�("��)�� "�� �� �	�'����* �� ����� "�	��*����)��� �� �:��� �'��� �� ����� ��� 

�����	
�
�� >��������� 8 �	��� ����� "	�� ��� ���)��� �� �	��������� "�� �� "�	��.��� �� "���� ��
��)�����* *���� ��.� +������ �� �� ���)�� ��"������� ��� ��)�����*�� ���� "	�'��� �� >������ 8 ���
���( �	�'������� ���� ���)��� �� 
�	���� "�����# -�"���� 
��$� �� "�����
�� � ����
* �� ���
���)��� 	�� �	�"��� )�� �� ���)�� �� ��)�����*� ������ )�� ��� ������ ���)��� ��'��� 6��� ���'� ��
�	���E�*# /�� ���'��( �� -�:7 �� ��# �
��5� �� �*'.���� 6��� "�*�������� ��� ��� ������ �,�'���
�� ������ ���� ��� ���'��( 	�� *�* �*����*� "	�� �� �	�"�� �,��� ���)��# /,���.� ��������� ��(
�	��*�� ��� �� +���� �� �*'��	""����� ��� �	�.��� �� 
����	� �� ���)�� �� ��)�����*� ���� ��
��� �� -�:7 �� ��# �
��5�� ��� �	��*�� ��� ��� ��
��� �� ��*��� �� ������� /7��� 	�� *�* ����� 8
���"	����	� "	�� �� �	��������	� �,�� 	���� ������� �� 
����	� �� ���)�� �� ��)�����*# �� �	�.��
�,�""��� �� "����� ��� �� �7��.�� �("���� �� ������� ��� ���"�* ��( �"*��>���*� �� "	���+������
�� ������� /7��� ���� �� ������� 6��� 
*�*�����*#

/� �	�.�� �� �����F	G )�� �	�� "�	"	�	�� ���� �� ��	���.�� ���"���� �� ����� ��.�� ��� ���
�	��������	� ��( �	�.��� �� 
����	� �� ���)�� �� ��)�����*# �	�� ����'	�� ���� ��� "	���� )��
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� ������ �	� �	����� 	�� ��	�	�� �����	����

��� �	�� ��� ��	�	�� �����	���� �� �	�� ��������	���� ����� ����� �� 
����� ��� ����
��	������
�������� � ��	��� �� ������� ����	���� ��� 
����� ������
����� �� �	����� ���	����� �� ��
�	����� ����������� � ��� ��	��	� �� 	�� ��  !�� "�# ��  $�� %�����& �� 	�� ��  $� �� "	���
	�� '������� �� ��� ��������� ��� ������� ����	���� ���� ������� ��� (	
����� �����
	��(�
�� �	�� ��������	���� ����� ��
���� ����)�� �	�� ��� ���	�
*� �����
	����� 
���� (���� ��
�������	���� ���� ��+�� �	�� ���� �� �� ���	 �	� �� ���
,�
��( ��� �� 
��������� �� ������
�� ���,�
���� �� (��
���� ��� (	
����� �� ���-��� .� �/�� �� ������ ����	��� ��� ��
	�	
��
�� 
	���� ��� ���	��� �� ���0�	������� ���	�� �	
���
� �� �	��� �� ���
	
����� �� ��� �	�
	�������� ��� �����	����� �	� ������ ����	��� ������� 	
����� � ��� �	����� �� ��*��� ��
��������	��� ]0; 1]� 1��� 	������� 
���� ���
���	��-��� ���� 	���� ������� �	 ������
�����
���� ������	 	� 
 -�� �� 
������ ����� ������
����� ���� � ���� �	�	������ μ �� σ�
��#��� ��� ��������	��� ]0; 1[ �� ����� ������
����� ��������� �� � 	��
 �� �	�	����� τ �
2�3
� � 
���� �������	����� ���� 
��
����� �� ������ �����
	��( -�� ��������� ��� (	���
��4����� �
������ �� -�� ������ ����
������ ��� ������	���� ���� ��� ���,�
������

1��� ��� �	��	
�� ����� δ ��#��� �	�� (0, 1]� �	 (��
���� �� ������� �� �	 ������
�����
���� ������	 	� 
� ����� ����� (μ, σ, τ) � ���
��� �� (��
���� �� ��
���� ��� �	�	������
θ = (μ, σ, τ) 
���� ���� 5

�����(δ|μ, σ, τ) :=
⎧⎨
⎩(1− p1)

1

B(α, β)
δα−1(1− δ)β−1 �� 0 < δ < 1,

p1 �� δ = 1,

������6�

�7� B (α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
� Γ(·) ��� �	 (��
���� 2	��	 ���

α =
μ(1− σ2)

σ2
, β =

(1− μ)(1− σ2)

σ2
, p1 =

τ

1 + τ
. ������$�

������������

μ =
α

α+ β
, σ2 =

1

1 + α+ β
, τ =

p1
1− p1

, ������ �

1	� 
����-����� α > 0� β > 0� 0 < p1 < 1� 0 < μ < 1� 0 < σ < 1 �� τ > 0�

8������	�
� �� �	 �	��	�
� �� �	 
�����	��� 
������� �� δ� ����� δ∗� ����� δ∗ ∈ (0, 1) ����
�����
��������

E [δ∗] =
α

α+ β
= μ

��

Var [δ∗] =
αβ

(α+ β)2(1 + α+ β)
= σ2μ(1− μ)

.� ��
��	�� ����������� �� �� ����� δ ∈ (0, 1]� �������	�
� �� δ �� �	 �	��	�
� ���
������ 5

��� ���� ��		
�� �� 
������� ����� 
�� �����
 	��� ���� �����
 ���	�
�
 z� �
� ��
 Re(z) > 0 ��� �

γ : z �−→ ∫ +∞
0

tz−1e−tdt�

��



E [δ] = p1 + (1− p1)μ

Var [δ] = (1− p1) σ
2μ (1− μ) + p1(1− p1)(1− μ)2

���� �� ���	
� �� ���
�� �� 
�
������ �� ���� �� �
� ������ ���
��� 
� �������� �� ������
����� ���
�� ������ �� ���� �����
�������� 
� ���	
� �� ����� ���  
��� ���!�� ���
���

� �������� �� 
����������� �� ��

�����
������� ����� �������� ���� ����� ���	
�� ����
���� �""����� ��� 
�� ������ ������ "��� �#����� 
� ���
� �������
�� 
�� �� �����
������� ��� ���� �������$� ��������� �� ���������� �� 
� 
�
������ ��� ����%��� &���
���
����� "�� ��

���� 
� ���� �� ������������ ������� ���� '(( �GRR = 1 − LGD�
����� �� ���������� "
�� )� �� 
� ��

�����
�������� ��
��*�� ��� ������� �� "��� ������
���� 
� ���"�� ��� ����
���� 
�� ���� �������� ���� ����� �""
������� �������� 
��

�� +������� 
�� ���� ����� �#����� ��� �� "������ ��"
�����+� 
���"��� ��� ��"������
�������� ��
�� 
� �������� �� ������� ����� 
�� ��"�������� ���� ��� ��������� ���������
�� ������ ���� ���������� ,����� ���� 
�� "
�� �����-
�� ��� +������� ������������
����

����� ���� �� �
� ������ �� ����� ���  
��� ���!�� �� ����
����� "�� ����������� 
� ���� �����*

�������� �
� ����
����� 
�� +������� ������� ���,������ ��� ��������� �� ������ �� ����������
�� ��

�����
��������� �� ���� �����
������� ����
� ��� ������ ����� ������-����� ��"���
��
�������� �� ������� .�� ����"
�� �� 
� ������ ��� 
� �������� �� ������� ���� �� �
� ������
��,������� 
��� "�"�
����� �� ������ �� ��������� �� ������������ 
�� ������-������ ��
���� �����
������� "��� �%�
�� ��,����� /
 � ���� ���� ������ �� ������-������ 
�� ��
��������� �� ������� 0� ���
����� ��� ������-������ ��"���
���� �
� ��""����� 
�� 
� +����
�� 
� ������-����� �� "��� "�� ���
��� ��
�� 
�� +������� ��"
�����+� ��� ����*�� ��1�������

�� +������� ������� �� ��� 
�� ������-������� ��� ���������� ��
�� 
���� ���	
��� �� ��*
"������� ���� ��� �������� Rt �� ���"������ �� 
� �$�� ����	�� �� "������ �����
�
�� �� "������ �� ������ �� 
���������� �� ������ 
�� �� �������� �� �%��,� "��� ���
���� �����
������� �� ���� "�� ��1����� "�� 
�� ���������� ����� �� ������������
����
&��� ����� ���� ����� ������
 �� �%	�� ��������� 
�� 
� ���� �����
������� "������ $���
����������� ��1����� "�� 
�� +������� ��"
�����+�� 0� "
�� �� ��,������ 
�� ������-������
���� ������	
 	� � "�� �������� �� ������� ���� ����� 
�� ����������� 
�� "����	���� ��
�%����� ��� ������-������ ���� 
�� +������� ��"
�����+�� �� ����� ����	�� 
�� ������-������
��� ���� �����
������� "������ �%��,�� �� 
�� ���������� �%��,��� �� ����� �� ��1���� ����

� ���"�������� ��� ��"��������� &��� �-������ ���� ����� �""
������� ��� �����-�
����
��,��)���������� ��� ��

�� ����� 
�� "����	���� �� 
� ������-����� ����� (μ, σ, τ) ��

�� +������� ��"
�����+�� 2��� ���+���� �
��� ����� ������%��

&��� ���
����� 
� ����� ��� ���	
�� '34��� "��� 
��� 
�� "����	���� �� 
� ������-�����
����� (μ, σ, τ) ��� �����-
�� ��"
�������� Xt� .���� i = 1, · · · , n� 
�� �-���������� ����*
"�������� (δi) ��� ��� +������� �� ������� f(δi|θi) �����������

����� 5 θi = (μi, σi, τi)

� ������� ��� "����	���� �� 
� ������-������ 2%�
�� "����	��� ��� ��"���� �� +�������
��� +������� ��"
�����+� 5 ������� 
� +������� �� 
��� g(·)� 3����� "��� k = 1, 2, 3� ����
gk(·) ��� +������� �� 
��� �������� 
�� 
�� 
�� "����	���� �� θ �� ������� ��� �����-
��
��"
�������� Xt� &��� ���������
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θ (Xt) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μt = μ (Xt) = g1 (β1Xt) =
1

1 + e−Xtβ1

σt = σ (Xt) = g2 (β2Xt) =
1

1 + e−Xtβ2

τt = τ (Xt) = g3 (β3Xt) = eXtβ3

, ��������

�� gk(·) : R 
−→ ]0, 1[� 	�
� k = 1, 2� �
 g3(·) : R 
−→ R
∗
+�

��� ����
���� �� ���� ���
 ��� ����
���� ��

������ ��� 
���� 	�����
���� ���� ��������
��
� ����
�
��� ����� ������ �
� ��� 	�����
��� �� �� ���
���

��� ����� (μ, σ, τ) ���

�����
����
 ��	����� �� ����
��� ��� ��������� ��	����
���� Xt�

����  
!" �
 ��� ��##$� �%�		
���
 �
� 
� �"�
��� ��	��
 	�
� 	������ ��� ��
���� ��� ��&
	�
�
�
�� ����� �
� ����� ��� ��	�� 
��
�� �	 ��	��	�� ��� �����	 �	 �	��	 ���������	�
�� ���� �� �����	 �� �	 ����������� ���� ����� ��������� �������� �	 �������	� ���� ����	
�����	�  	��	 ������ 	�� ���� ���	 !�	 �	� �����	� ����	 ���� ������� ���!�� ���� 	��
��������� ��� ������	�"�	� #��� ����� ����� ������� ��	 �$���	 �	 %��&�� ' ����� ������
����	 (ηt)t≥0 ���� �������	� �	� ����� ������� �����"�	� ���� 	������	��� ' ������� �	 ��	�
(���	� ���	� ��� �� ����	 �	 ������ �� 	)	���	� �� �������	�	��� #��� ����� ���� �	� �����
������� �	��	����	�	�� ��� �	� �$�)�	� �� 
 	� �� #��� ������������ ����� ����	 �$�*�	 �	
%��&�� ' ����� ����� 	� �	����� �	 �������	�� �������	� Λ ��+ �����"�	� 	+��������	� Xt�
#��� ���������

ΛX(t) =

⎛
⎝ −λ0(Xt) λ01(Xt) λ02(Xt)

λ10(Xt) −λ1(Xt) λ12(Xt)
λ20(Xt) λ12(Xt) −λ2(Xt)

⎞
⎠ ,

,	 �� �-�	 ������	 !�	 ���� �	 ����	���� �	 ��������� �	� ��������� �	 ������� ����
��������� �� ������	 �	 ���������� ���� �	 ����	���� (ηt)t≥0 	���	 �	�+ ������� tk 	� tk+1�

PX(tk, kk+1) =

⎛
⎝ p00(Xtk) p01(Xtk) p02(Xtk)

p10(Xtk) p11(Xtk) p12(Xtk)
p20(Xtk) p12(Xtk) p22(Xtk)

⎞
⎠ ,


�� �� ���"����� �	� �	�+ ����	���� �	 �����	 	� �	 �������	�	�� ��	� �� �$�*�	 �	 %��&��
!�� �������	 �	 �������	�	�� �	 ��	������	��� ���� ����� ��������� �� ����	���� ���	��
����������� 	��
� ���� (δt)t≥0 !�� ��	�� �	� ���	��� ���� �����	�����	 [−1; 0[∪{0}∪]0; 1] ��	�
�	� ����	� �	 ���"�"����� ��� ����	� ��� �	� ������ �
� � 	� 
� .	� ����	� ��� ����	� 	�
�
� � 	� 
 �	/��	�� �	� ��� �0 ��	������	�� ���	 �����	�	�� ��� �� ����	 �	 ������ 
δt = 1��
!���� �������	 �����	�	�� 
δt = −1� �� !���� �	 (���	 ��	� 
δt = 0�� .������1����� ���	 �	
����	��	 ���� �� (���	 �������	

δt (Xt, δt−1) = 0 · 1{ηt=0} + δd (Xt, δt−1) · 1{ηt=1} − δp (Xt, δt−1) · 1{ηt=2} ��������

�0 Xt 	�� �	 �	��	�� �	� (���	��� �	 ���!�	� (ηt)t≥0 �� �$�*�	 �	 %��&�� !�� �	����	��	
�	 �������	�	�� �	 ��	������	�� ' ����	�� �	� ����� ������ 	�
� 
ηt = 0�� ��	��
 
ηt = 1��

2�



����������	
 �ηt = 2�� ��� ��	
����� (δdt)t≥0 �� (δpt)t≥0 ����
������� �����
�������� ���
��	
����� �� ������ �� �� ��
����������

���� � 
� ��	
����� ��

�����
��	 ��
� ���	�� ���	
�
� ��� �	�
��	�� �� ��������� ��� ���
�����
�� �������	� �� �	����� �����	������	� ����� �
��	�� � �������� �� ��	
����� �� ����� ��

�� �� �
���� �� ������������ ����� ��� ��� ���������� �� ����� ������������ ��� ��
������ �	� ������
� �� �� ����� �� 
�
���� �� �	���� �� 
���� 	! ����� 
	������
 �	����
�� 
��� �� 
	��	������� ��� ����������� � ������� �� 
"
�� 

	�	����� �� ���������
�� ����# ����
������ ��� ������� �� ��������
 �� �� 
�
��� ���� �	���������� �� ������
�� 
�
���� $	�� ����	"	�� �� ��
���� � �� ��
��	� %�% �� &������� % �	�� ��	�� �� �
����
�� �� 
	�����
��	� �� �	���� �� 
���� 	!� $	�� �� �
���	�� 
������� �� �	����� ��
�����'
���	� �� 
����� (�	
�

$	�� 

���	�� �� �	���� �� 
���� 	! �	�� tk� k = 1, · · · , N − 1� 
	��� �����

CFk =

{
k−1∑
i=0

(r(tk−1, tk) + S(ti−1, T )) · Cki ·Δtk + F (tk, tk+1) · (Ak − Uk) ·Δtk −ΔUk

}
· 1{τ>tk}

−
{
(1−GRRk ·B(tk, tRD)) · Uk

}
· 1{tk−1≤τ≤tk}

�)�*�*%�
	+ τ ��� ��� �����(�� �� ���
� ��� ����
����� ��������� �� �
���� �� �������������

,	�� k = 0� �� 
���� 	! ��

��� -

CF0 = F (t0, t1) · (A0 −D0)−D0. �)�*�*.�

$	�� ��	�� 
	����
�
 �� 
�� ��

�'��� �� 
���� 	! �� t = 0 �	�� ����� 
	���� ��� 
��
�� ������ � ��	��������	� �� �� ����� �� 
�
��� �
�� ��� ����� ���	(��������

� �� �������
 �� �� ����� �� 
�
���� tN = T � �� 
���� 	! ��

��� -

CFT =

{
N−1∑
i=0

(r(tN−1, T ) + S(ti−1, T )) · CNi ·ΔtN + UT

}
· 1{τ>T}−{

(1−GRRT ·B(T, tRD)) · UT

}
· 1{τ=T}

�)�*�*/�

���
 �� 
	������	� �� �	����	� - S(t−1, T ) = S(t0, T )�

• ��� 
��������� ����� ��� ��� �	������ �� ������ �� �� ��
��������� �	�� 
���
� ���
�� �����(�� ΔUk�

• ��� ���������� �����
���� �	�� 
���
� ��� ���#������	�
∑k−1

i=0 (r(tk−1, tk) + S(ti−1, T ))·
CkiΔtk, �	��� k = 1, · · · , N − 1,� 0+� r(tk−1, tk) ��� �� 
	1� �� '���
����� ��
�� (����� ���� ������������ �� ����� [tk−1, tk) �� S(ti−1, T ) ��� �� ������ �� 
�
���
���	
�
 � �� �	����	� �� ������������ �� ti ���
 �� �������
 T �	�� i = 1, · · · , k�
Cki ��� �� �	����� ������� � ���(	����� ��� ������������ ����� � �� ������ �����
������ �2�
��
 �� ti� �	�� i = 1, · · · , k�

• ��� ���������� �� ����� ������������ �	�� 
���
� ��� ���#������	� F (tk, tk+1) ·
(Ak − Uk) ·Δtk, �	�� k = 1, · · · , N − 1� 	+ F (tk, tk+1) ��� �� ���# ��� ���� � 
���

���� ��� ����� ������������� (Ak − Uk) ����
����� �� ���� �	� ������
� �= PNUk��

• �� ����� �� 
�� �� �
���� ��� 
���
� ��� �� 
	��	����� - (1−GRRk ·B(tk, tRD)) ·
Uk, �	�� k = 1, · · · , N − 1� 	+ B(tk, tRD) ��� �� ���# ���
���������	� ����� ������
���� ��	(�������	� �� �
���� tk �� ��������� �� 
�3���� �� �	����� �� �
���� tRD�

.)
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�� i� i = 1, · · · , n�  
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 . 	������ ������������� Ui,t�
	������ �������������� Ai,t� ���
 ������������� �
 �� ����
 ti,0� ���
 �
 	������� Ti� ��������
�
 ������ �
 ��
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 �
�����
	
�� 
���	� ��� �� ����
 �
 ������ GRRi,t(
���� ����� ��	
���� �
� �����
� ��
� �
� �������
� 	���������	���
� ����
���
� �

��� �

��

��� ����
� �
 ���
�� �
�� �
 �� 0��
��
 1������
 �	�������
 �12��� ���� 12� �#$&3�( 4
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 ������ ��� �
� ���/ �
 �����
 
�
�
 
��,
��
	
�� 	��� ����� ����9�
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�	
(
)
� ��������� 	����
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 ���� �
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���	���
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� ������������� ����� (μ, σ, τ) 
��,
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=
�
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��
 >��	 �	 ? =
��@�� �	 ? q̂99% �	 ?
$�����
 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
)�
 1 11 10 8 5 3 4 3 4 18 18 18 13
)�
 3 17 14 12 6 4 5 4 4 28 25 22 17
)�
 0 24 19 14 7 4 4 4 3 32 28 23 14
)�
 5 27 20 15 7 3 3 3 2 34 27 22 14
)�
 : 26 20 15 8 2 2 2 2 32 25 20 12
)�
 ; 26 20 15 8 2 2 3 2 32 26 21 12
)�
 A 26 19 15 7 3 3 3 3 33 26 22 14
)�
 B 33 22 16 8 5 5 5 4 46 35 28 19
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 �����&�� �
�� �� �����
�
���	� '�� ������#����	� ��� ) �������� ������� �� 	��
���	 *� � )+ ��	� �
	� �
 "���� �� �
�� �
�� ���� ��� ) ���	���� *, � -+ �
	� �
 "���� �� �������

���	
� ��- � .�����#����	 ��� �
�� ��������
���	 � �
 �����&�� ������� �� �����
���	

��� �������	��
����
��� �� �������� ���� ������� �
�	�������
	

�� 	�	
����
	 �� ������ �
 �����
�� �� ���� ������� ��
��

�����	�

���� �����	� �
 �%�� ��������� ��� �
	� ��� ���� �������	�� � 
������ ���� ��
���� �� ! 
�����
) ��� �
 ����������	����
��� ���	 �������� ���� ������� �
���������	� �� ���
����	� �� ������
�	 �����	�� �� ���� ������� ��
�#���/��� ���� 
���	� ��
#��� �����	��� ��� ������ � ��������
	�����
���� � �
 ������ �	���	 �� �
 �������	 �
	� ���	����
�	� '� �
�
���� ��0���#��� ���
 �	
���	� ���	���� ���� 
#����� �� ��	���� ��
�#���/��� ���� ����	� �	����� �	� ����� ��
�������
��� �������	� �� ���&�� ��
�#���/�� ����� ��������� �
� 1��#
	�( �� 
�� *�22,+ *�����	 
����


���� �����+ ��� 	��� �������	� 	��� �%�� �
	� �� � 
����� )� 0	"	
 	��� �����	����	� 	����
���#���
����� 
�	�� ��� ��� ������
�� �� 	���� ��
�
�� ���� �� � 
������

����� ������	
 ��
� 

 

����� ����
�

���� ��
���	� �
	� ����� � &�� �� �
� ���	 �������� ��� ���� ��
����� �	 � ��� �
	� �	
�	����� ������ ��� .
	� �	 ��	����� �	����
�	
 �	� 
����	 
 ��������� ��	�����	���
 
��
	� ��

��� ��� �� 	
��� �����
 ������������ ��� ��� ������� �
��� �� ������� �����
������
� ��
�� ����� ��� ��
�����

������	 �� ������� �� ����� �� ������ �� ������ ���������

��� � �� ���	� �� ����� ������
 �
�� ����
��
�� �
����� �� ����� ���	�
�
��	 ���� �� ����������� ���� �
��

��
�� ������� �������� �� ����� ������ �
�� ���� ���������� �� 	���� 
� ��� ��
��������� ���
	���� ��� �
������

))



������������ ��� 	
����� 	� 
� ������� ���� S 
� ������ 	
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��� 	
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� ��� �������� �� ��������
	
���������	� �������
� ��� ����
� �������� ��	
���

%� ���� πs 
� �������
��� �������� " 

���� s &
∑S

s=1 πs = 1'� (��� �� �������� ������� ���
������ ��� 	��� ��� )�����
� �
������� &)���' X ����
�� 
������  

X = [x1, x2, ..., xS ;π1, π2, ..., πS ].

��� ������������ ���� ����
��� 	�� 
���  xs ��� 
� 
�� ���������� " 

���� s� %� ���� �����
����������� ��� ������ ������� ��� ��� ��� )�����
� �
������� ��������  X " ���
������� 	���


�����)�

� [x, x] �� 	� 	������ f(x)�
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���������� �
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%� ���� V R(X) 
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������ &����� 
� )�
��� 	� 
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������' X�

�� ������� �� 	
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�
�� )�
��� 	
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������ ��� ���
� " ��� ��������� ������������  V R(X) = E[X]�
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� �
���
��� 
� )������� 	� X ���������� 
� ������ 	� �����,���

��
4���� 
������ X ��� �)�
��� ���  V R(X) = f (E[X],Var[X])� �5 
� ,������� f ��� ��� ,�������
" 	��� ���������� �������� �� n ,��� 	���)��
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	 ���� �������� 	
������� 
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V V NM (X) =

S∑
s=1

πsu(xs)
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• u 
�	�������� �	��


���� �������� �� n ���
 �� �	����
!���

• u ��"��� # ��� �	
�
��	�
���� 
�	�������� �	��


��� 
$�� �	%
�

&� ��	�� V vNM (X) = E[u(X)]�
&� 
����
�	
� �� �
��%	� '���	
��� ��� �
 �������� u �
� �������� �� n ���
 �� �	����
!��� &�
����	
 u′� u′′� u′′′ �� u′′′′� �
 ��	���� �	���%	�� 
������� �	��
�%�� �� ��
�	�%�� �� �
 ���������
(� ���#� ���
 ����	��
 u(n) �
 ��	���� ���	�	� n�
&� ���� ���
����� )*���)%
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�'�� �� �
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E[u(X)] = u(ECX)
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• (��	
��� ��
,#,��
 �� 	�
��� �	�
���)�!��� ≡ ECX < E[X]�

• ����	
���� ����� �	����� ��
,#,��
 �� 	�
��� ≡ ECX = E[X]�

• (���	
��� ��
,#,��
 �� 	�
��� �	�
���)����� ≡ ECX > E[X]�
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�
��	�
���� 
$�� 
�	�������� �	��
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��� a > 0�� 
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ρX = E[X]− ECX ⇔ E[u(X)] = u(E[X]− ρX)
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• �������� 	�
� �� ����
� ≡ ρX > 0 ⇔ ECX < E[X]


• ��
������� ��������� �
 ����
� ≡ ρX = 0 ⇔ ECX = E[X]


• ��������� ��������� �
 ����
� ≡ ρX < 0 ⇔ ECX > E[X]
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� �������� 	��������

• ����������� �
 ������
� � 
� ����� ��������� 	������ ��
��
�� 	�
� � ����� �≡ ������	�
�� ��� ���
������ ��� ����������� 

≡ x � x− k ∀k > 0! ∀k > 0!

≡ u(x) > u(x− k) , ∀x!
≡ u(x) ����������� ���������� �u′(x) > 0∀x 


• �������� ��������� �
 ����
� � 
� ����� ������ �
 ����
� 	������ ����� �"��	������ �� ����
�� �� ������� 	�
�#� �
� �� ������� ������$��!

≡ E[X] � X , ∀X!

≡ u(E[X]) > E[u(X)]!

≡ u(x) ����������� ������� �u′′(x) < 0, ∀x 
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�������! �"�������� �
 ����
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����� �� �� ���	������ ���� �
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�! W1 = w+X1 �� W2 = w+X2! �'! X1 �� X2 ����
��
( ��������
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����
�������
 �� �������� W2 � ��
�	�� � �� 

�� ��� ����
� 	
�
 ��� �����������

�
�
 ��������
����� ��� ��� �
��
�
� 	��
���
� ������� �
 ������
��
 �����

���� 	� �
� ��
��
�

��������
 W1 � W2
 )�� ��������� ���������� ���� ��� �
+����� 	�
� �� ��������� ����%���
���
� �"����� * ��� �
� �"��	������ �� �� ���%���� ��������� W1 ���� �
	����
�� � �"��	������
�� �� ���%���� ��������� W2! �
�
! E [W1] > E [W2]
 )�� ��������� ���������� �� �
+����� 	�
�
���,��� �� ��������� ����%�����
� �"����� * ����� W1 �� W2 ��� �
� �� �������� �� ��	��������
F (t) �� W1 ���� �������
�� �� ��
� 	���� t � �� �������� �� ��	�������� G(t) �� W2
 -� �����!

W1 �1 W2, ssi , ∀t, F (t) ≤ G(t), �*
.
* 

�' �� �/�,��� 0�10 ��	������� �� ��������� ����%�����
� � �"����� *
 1"��������� ����� F (t) ��
G(t) ����� ������� 	�
� 
� �����,�� �� ����
�� t �� 	��,�,����� ��� �
���


������� ����	
	�� 
����

����� ������� �

����� �
� �� ��������� ����%�����
� �"����� * ���,��� 
�� 	��������� ����� ��
( ���%�����
���������� ����� �� ������� �� ��� ������� �� �"�����! �� ��������� �"����� 2 ���,��� 
�� 	���������
����� ��
( ���%����� ���������� ����� �"�����
�� ��������� �
 ����
� �� �"�����
 3� ����������� ��

��� ����� ��	
����
 �
� �������� �� ������� �������
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����������	
 �� ���� 
	� ��	��� ��	��	� �� �����	 ������	�� 
� ����	��	 W1 � 
� ����	��	 W2 �
���
W1 �����	 �����������	�	�� W2 � 
�����	 �
 �� �����
 W1 �2 W2� ��	 ��������� ���	�����	
���� ��� �������	 	�� 	����	 �	

	 �	� 	�������	�
 E [W1] ≥ E [W2]� ��	 ��������� ���	�����	
	� �������	 	�� �����	 ���� 
	 ��� �	 ��������� ��	 
�� ����
	�
��
 	

	 �������


W1 �2 W2, ssi , ∀s
∫ s

−∞
F (t) dt ≤

∫ s

−∞
G(t) dt, ��� ��!

��	� �� 	��	��
	 �	 ��
	��� �	 s �	 �������
��� ��� ��

	 ���� 
	��	
 
������
��� 	�� ������	�

"� ��������	 �����������	 ������	 � ������ �	

	 ������	 �
 	� 	#	�
 �� W1 �1 W2 �
��� ����

	� ��	��� ��� ����	��	�� 
� ��������� �	 ��� ������� ������	���� W1 � W2
 $ ������� 
	�
���������	�� %&� �	 ����������	� 
� ��������� �	 ' �
�� ������ ��	 ( � ����	�� 
� ��������	
�����������	 ������	 �
 )�������
� ��� *���
��+ ��,-.! ���	
���	�� 
	� ����	��� ���/��� ����
����� �
��� 	� �	 ������	�� �	 ����� �	� �������
���� ��	��0��	�	����� ���	�� �� �������
��$!
	� �����	�� ��	 �� W2 ������� ����	 
� ����	 �	 W1 	� ���� ����� �
��� ε̃ �� ��	 G(t)
	�� ��	 �������������� �	 F (t) ��� ������	�� 	� ������������ 
� �������
��� �������	 � ��	
���
������� ��� �	� ��
	��� ������	��	� 	� ������	��	� ����� 	1	��
	!
 �
��� W2 	�� ������	
�����������	�	�� � 
�����	 � ��� W1�

2� ����������� 
	� �	�1 
��	��	� W1 	� W2


W1 = [10, 50, 100 ; 0.2, 0.6, 0.2]

	�


W2 = [10, 50 + ε̃, 100 ; 0.2, 0.6, 0.2]

�3

ε̃|W2=50 = [−30,+30 ; 0.5, 0.5]

4
 �������� ��� ��	 W2 = W1 + ε̃|W2=50
 ��� �	 
��
 �� W2 ��	�� 
� ��
	�� 5.
 �� ����	
 �
��

��	�������	 ��

	 ���/���	 � �	��	 ��
	��� 2� 	�������	
 W1 	� W2 ���� ���
	�
 	� 	#	�

E [W1] = E [W2] = 52
 
��/��� ���� ����� �
��� �	 �����	 ��	� � 
�	�������	 �	 
� ����	��	 W1�

6�� ��

	���
 W2 �	�� �	 �������	 ���� 
� ����	 7

W2 = [10, 20, 80, 100 ; 0.2, 0.3, 0.3, 0.2]

8��� �	�������� ��	 
� �������
��� �������	 � 
� ���
������� w2 = 50 ���� 
� 
��	��	 W2
 ����	
p|w2=50 � ��� �������	 ��� 
	� �������
���� �������	� ��1 �	�1 ���
�������� w2 = 20 	� w2 = 80

����	� �	��	����	�	�� p|w2=20 	� p|w2=80
 �	
 ��	
 p|w2=50 = p|w2=20 + p|w2=80�
2� ��
��
��� 
����
��� 	�����	 ��	� 
� �������� �����
��� ����������	 	� ������	! u(w) =

√
w ����


	� �	�1 
��	��	�
 ���� ���	���� E[u(W1)] � 6, 87 	� E[u(W2)] � 6, 65
 �	 ��� ���&��	 ��	

����
��� �	����	 ��� 
���	�� ��	� 
� ����	��	 W1 	�� ������	��	 � �	

	 �	 W2�
)�������
� ��� *���
��+ ��,-.! �����	�� 
� ����������� �3 
	� 9 ���������� �������	� ���� ����0
��
	��	� 7

��! :��� 
	� ��	��� ��	��	� �� �����	 ������	�� W1 � W2 7 E [u(W2)] ≤ E [u(W1)] ���� ����	�

	� ��������� u(·) ������	��

��! W2 ������� ����	 
� ����	 �	 W1 	� �� ����� �
��� ε̃�

9;



��� W2 �����	
�� � 
���	� �
 W1 
� ��
 ����
��
 �
 �����
�
��� �
 �	���
 � ���
��

��������
�

��� ∀s, ∫ s
−∞ F (t) dt ≤ ∫ s

−∞G(t) dt�

������� ����	
	�� 
����

����� ������� n

��
 �������	���	�� �
 �� ���	����
 ��������	��
 � ������
 n �����	
�� ����
 ��� ����	�	���
��	����
� ��� �
� �	���	���	��� �
�

��	�
� �
 W1 
� W2� �� 
������ �
 �� �����	��� F1 = F 
�
G1 = G� ���� �� �	����� �
 ���	!�
 	�����	�
 
��� ���� t ∈ [t1, t2]

Fk+1(t) =

∫ t

t1

Fk(z)dz 
� Gk+1(t) =

∫ t

t1

Gk(z)dz


��� k = 1, 2, · · · , n − 1� "����� W1 
�� ���	��
 
�� W2 ��� W1 
���!�
 W2� �	� �� ��#
�	����
 ��������	��
 ������
 n �	 Gn(t) ≤ Fn(t) 
��� ���� t� 
� �	 Gk(t2) ≤ Fk(t2) 
���
k = 1, 2, . . . , n− 1� $��� ������ W1 �n W2�
%�����
 �
� n−1 
�
�	
�� ���
��� �
W1 
�W2 ���� ������ �� ���	����
 ��������	��
 ������

n ����
�
��� � �� ���	����
 ���&
�� ������
 n ���	� �&
�� �'()*��� ����
W1 �Ekern−n W2� %

����

� �
 ���	����
 ���&
�� 
�� ��!� ��	�
 
� �����	
 �� �	���
 ��� 	� �����	� 
��� �	+��
��
�
���
��� �
 n �
� ���	���
� ����
��	�� �� �	���
� �
 
���
��
 
� �
 �
�
�����
� �� 
+
�� 
���
n = 2� �� ���	����
 ���&
�� � ������
 2 �����	� �� ���	�� ����
��	�� �� �	���
 �� �
 ���	!�

���	���
��
 ����
��	�� �� �����
�
�� �
 �	���
 � ���
��
 ��������
 �����������	
�� ������ 
�

�
�
 	������	�
 
�� ,������	�� ��� -�	��	�. �'(/*�� 0��� n = 3� �� ���	����
 ���&
�� � ������

3 �����	� �� ���	�� �
 
���
��
 �	�#�#�	� �� �	���
 �� ����
��	�� 1��
 ��� �	���
� ��	��	
��
������
�� �
�
� 	������	� 
�� 2
�
.
� 
� ��� �'()*�� 
��
 ����
�
��� � ��
 
��1��
��
 
��� �

��
���
�
�� �
� �	���
� �
�� �
� ����� �� ����
 �
� 
��� 1�������
�� 0��� n = 4� �� ���	����

���&
�� � ������
 4 �����	� �� ���	�� �
 �
�
�����
 �	�#�#�	� �� �	���
 �� �
 ���	!�
 ���	#
���
��
 ����
��	�� �	�#�#�	� �
� �	���
� 
��
��
� ������ �
�
 �	���
��� 	������	�
 
�� 2
�
.
�
��� 3��� �4**5�� %���
��	�� ��� �	���
� 
��
��
� �	��	 
 ����� ���	�
�� �
�
����� 
��1��
��
W1 � W2 ������� �
��� ���	� 
�
�	
�� ���
��� ������ �	 ���
���	��
�
�� �
 �� �	���	���	��
�����	�
 � W1 
�� 	�1��	
�� � �
��	 �
 W2�

������� ��	����	 ��������� ���	 �������� ����� ���� 	
���� �����

6��
����� �'()/� �������
 �
 ������� ��	���� 7

����� �� ���� ������ 	��� X �� Y � ������ ��� X �n Y � ����� E[f(X)] ≤ E[f(Y )] ���� �����

�����
�� f ��
 ���
���
� (−1)k+1f (k) > 0 ∀k = 1, . . . , n�

$��� 
������ ����	�
 �
 �
 �
��
 ��	�����	�� ��	����
 7 E[u(w + Y )] ≥ E[u(w + X)] 
���
����
 1����	�� ����	�	�� u �
��
 ��
 u′ > 0� u′′ < 0 
� (−1)k+1u(k) > 0� 	�
�� 
��� ����
 1����	��
����	�	�� ���� �
� ���	��
� ����
��	�
� ���
��
�� 
� �	��
� %
� ���	��
� 	�
�	�
� ���� 
��	�	�
�

� �
� ���	��
� 
�	�
� �����	�
�� �� ��
�� ��
� ��
 1����	�� ����	�	�� ��	 ���
��
 
� �	��
 
��
�	� �
��� �
�
 �	���� �2,"��
"	��	 �� ��
�� 2," 
�� ���	���
� �u′ > 0�� ��
��
 �� �	���
 �u′′ < 0�� 
���
�� (u′′′ > 0��
�
�
����� (u′′′′ < 0�� 
���

����� ����	
���
	� 
� �����
�����

8

�	� ��
�
��	
��
 1������	�
 �
 �����
�� �'(9'�� ����
��	�� �
� ��
��� �8
�	�	�� 2�&
��� �
��	��
��	���
 ��� �
� 
�����	�	��� ���� �
�� 
�	�
 �
 ���	�	�� 
�� �� 1�	� �
������ �� 
+
�� 
�

:(



��������� �	 �
�����	 �
���
�	�����	 �	 �� ��
���	 �	 �
������
 	��
�
	� �
	��
��	��	 �
�����	��
�����	 ��	 �
���	������	 ��� �	� ����������
� ����	 �	� ���	��� � ��
�
�	� ������	�	�� �	� �����
��	� �	� ����������
� �����	� � �	�� ��	� �	� ����������
� �������	�� ��� 	�	���	� �	� ��	���
��
���	�� �� ���	��	 ��� ����	 �� ���� �	 �  ��	� ��	 ����������
 p = 1/2 � ��	 ����	
���	��	 ���� ����	��	 �� ����������
 �	 ����	� �  	�� ���	�����	� ���� ��	� ��	 ��!	��	 �	�
����������
� 
���	 � 1/2 "p = 1/2 + ε̃� �# ε̃ 	�� ��	 ���� �
	��
����	 ����	 	� ����
	 �	��	
��	 0 ≤ p ≤ 1$� %	� 
���	� ���
��	��	� ��� ���&��
 �	 �
������ 	� �����
 ��
��	 �����	
�����	 �	 �� ���������� ��
���	 �
���	� ������	 �	� ����������
� ���� �����	�� ���� ������� ���
'������ "�())$� *���� ��� +	�	� "�((,$� -��. ��� *���� "/  �$� ����0 ��� 1����	�� "/ �2$
�� �����	��	� 	� ��� "/ �2$� 3	� 	���4�	� ������ �	� �	���������	� �
	���	����	�� -�	���� ���
5������ "/  ,$ 	� 5������ ��� -�	���� "�((($ �����	�� �	 �4�	 �������	�	��� 6� ��	�� ���
�	 �������	 �	 �� ����	 	�� ��� ��	��	 � �
��������
 ��� *��. "/ ��$ �
&��� �
������7�
 ����	
�
���	������	 ��� �� ����������
 ��

	 ��� ��	 ����������� ����8����	 	� ��� �������� 4��	
�����	� 9 �� ������	 �	 �	��	 �
&������� �� 	�� ����	 �	 ��������	� 	���	 �	 �����	 	� �
������7�
�
6� ���	 	�� ��
 �� �����	 ������
�� ! � ���	0 �
����������� ���� ������	� �	� ����
��	��	� �	
�	� ���	 � �	� ����������
� �����	� ����� ��
�� 	�� ��
 � �
������7�
 ������
�� �
! � ��� ���	0
�
����������� ���� ��������	� �	� ����������
� "�����	�$ ������
	� ��� ����
��	��	� �	 �	� ���	�
:&� �
���������	 �
������7�
 ��� �	� ����������
�� ���� ������
���� �� ��� �����	 �	 ���	��	
L � �	�� 
����� �� ��� 
��� �	 �� �����	 	� �� �������� ;���	��	�	��� ���� 
������� < L =
[X,Y ; p, 1−p] �# X 	�� �� �������	 ��
�����	 "����$ ������
	 � �� �
��������� �� ������� 
��� �	
�� �����	 ��	� ��	 ����������
 p 	� Y �� ���� ������
	 � �� �
��������� �� ��� 
��� �	 �� �����	
��	� ��	 ����������
 1− p� 6� ��	�� ��	��	 �� �����	 ��
�
�	�� �	 �����	 Y �� �����	 X� 
����
���� ����	 �
	��
����	 �
������
� �	�� ����	 E[u(w + Y )] ≥ E[u(w +X)] �# w 	�� �� ����	��	
�������	 �	 �
��	���
3
������7�
 ��� �	� ����������
� 	�� ���������	 ���� ����	 �
��	 ���� �
	��
����	 ����	� ���
	
ε̃� 	� �	 �	����
 F � �	��	 ��	 EF [ε̃] = 0� ���	 �
�����	 � �� ����������
 �� ������� 
��� �	
�� �����	 ���� �� ���	��	 L� ��� ����	�	��� 	��	 ��	�� �� ����	 �
��	 ���	������	 ��� �	�
����������
� �	 �
��������� �	 �� ���	��	 L� �� �	 �	��� �� ��
�	��	 �
������7�
 ���� ��	 ��
����������
 ������
	 ��� ����
��	��	� X 	� Y �
	�� ���� �����	 ���� �������	 	� �� 	��	���	
�	 ����������
�� ������	 �	=
���� �	� ���!���	� �� �
���	���
3	� ����������
� ������>� p̃� �

����	�� p̃ = p+ ε̃ ��	� EF [p̃] = p�
-���	 �
������	 ?	��	� "/ ��$� �	 ����	�� �
������7�
 ��� �	� ����������
� 	�� ��������� �	
�	��	 ������	 ��	 �
	��	���	 �	� ����	��	� ����������
� ������
	� � ��	 ����
��	��	 ����
	
�
	�� ��	� �
����	 ��
�� �����������	
�� ������ ���� �
	����	 �	� ������������� �	 ����������

�� ��	��	� ����	� @� 	� �
����	 ��
�� ��	�� ��	��	 � �
������7�
 �	�� ��4� � ��!	� ���� �
����	
	� A �� 
�����	� �
������7�
 ��� �	� ����������
��

3
���	���� �	 �
������� �	 �
��������
 ��� �	� ����������
� ���	 �� ��	����� �	 �� �	���	 �
��
�����	�	�� �
������7�
� : ����	�� �� ����
�����	 ��� �	 ���	�� ���� ��	���&��� ����� �	���	� �	
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������� �� �� ����� �� ���	
�
�������������� ���� �� �������� �������
���� ������ ������ � ��������� ��������� ��� ����� �!
������� " �� ����#�� �� $���%!&���� ��
� ��� ������ ����	
� �������
��� �����������
��� ���
������� '��% ������ ��
��� �� ����
� �� ������������� ��
� 
� ������
� ���� 
� ����� �����
�
(� ������ 	
� ������������� 	
� ���
�� �������
��� � 
�� ����
� �������� ��
� �� ������
� ������
" �������
���� (� ������ �
��� 	
� �� ����
� �� ������������� 	
� ������� �� ���	
� �� ) �
 ����!
���
��� �
������ ���� 
�� ��
� ������ �����
��� �� 
�� ��
� ������ �������� " �������
���
�
 ������
�� *������ ����+� ��
��� ���,�� �� ���������� " �������
��� �
� �� ������� �����
�����
������� ���� �� ����� ��
�� �������
���� ��� ������ �����
-� (� �������� 	
� ��
� ��,�������

.�



���������� ��	
��
����� ��	������� � ��	
��
���� �� ��	���� �	� ��������� �����	�� ��	����	���
����
	��� �	� ���
���� �� ��� ������������� �� ����� ��������� ������� ���� ��������� �����
������� �� �	����� �� ��	���
��	��� 
������� �� �� �����	� ����
	� �������� ��� ��	������ ���
��
���� � 
����� ��� �	 ����� 	�

���� ��� ��	 � 	�� !�������
�� "#$%&' ������(���� �� ���)
��������� 	��� �� 	���� �*� �� �� 	���� ������ "��� 	
��
� �� �������	��� ��������' 	���� �����
��������	
 ������ 	
��
�� ����� �� ������ ��� ����	��� �� ��� 	����	��� 	��� ��� �����������
��� �	 ������������� +� ������	�� ��� ��	��� �	� 
����� ������ 	������ � ��� ������������
�������� ���� ���� ��	��� ��	 �	 ��
��	��� �����	������ ������� N �	� �	����� 	�� 	�����
�	� 
����� ������ ���������� ��� 	������ 
������� ��� ��	������� � ��	
��
���� ����	,�� ���
��
������� �� ������������
��� �	�� ��	���� ������ ������� �� �	� 
����� ������ ��� 	
��
��

������ ����	
��
���� �
 ���
����
��� �� 	� 
����

-�	�� ����� ��� ��	������� � ��	
��
���� �������� ��	������� 	� ������� �	 .����������)�)�	/��
".0�' ���� ������� �	�������
��� �� ���	��
��� �� �� ������ ���� 	
��� 	����� � ��	
��
����
��� ���� ������ �� ��
�	�	���� � �	 .0� �� ��� ����	������� �� ���� �	� 	
��
�1�� +� �	��	��
�� �� �����	�� ���� ������ �	 ������
	����� ����	��� 2 ���
	 
����� 

 �� ��� 
��	 
���

��

	
���
 � ����������� ���� �
�� ��
���
 �
 �����
 ����� ��
 �
� ������������ ��	� �������� ��
3���������� ��

(�� ��� �� �� �������� ��� ������ � ��	
��
����� �	�� �� �	� 	
��
� �� �� �	���	
�	� ���� ���� ������� �� ������ �	� �	����� 	� �	� �	�� 	
��
����� 4�� ������	�� 
������� ���
�	�� ����	��� �	�� �	 �������� ��	
��
���� ��� ��� ����	������� ��� ��5�	��� ���� ��6������ �	
.0� 	7� �� ������� �� ������ ���� �������� ������ � ��	
��
�����
3� �	� ��	
��
���� ��� ��� ����	������� ������ ��� 	�����	���� �	�� �	 
������ �� ������ ��
������� �� �	��������� ��������� ��	
�� ���� �����	� 
	���� "�����	�� �/��� ���
���������'
���� ������ �� ��/ 	 �	� 	���8 �� ������� ����������� �������
���� �� ���	�� ���� ���
�����
��� ����
	���� ��	�������� ������� �� �	 ����	������ �� ���	��� 9����(��
���� ���	 ���� ����
��������� ��

� �� �����(
� �� ��	���� �� ������� �� �� �����(
� �� ������� 
	���	����
�* � �	 ������� � ������ "��
�� ��������	���� ��
���'� +� ����� �� ���� ������(�� ��� ��
�� ��
������� �� 
	��	�� ��	� �� �	 �	���� ��� ����� �� ���	�� �� �	��
��� �� ���
�������� ��� 	������
� �	 ����	������ �� ���	�� "�.'� p ≡ PD� 	���� ��� �� ��� ��	� ��� ����� �� �	��
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V (w; {p1, p2}; {0, 0}) := E[u(w + L1 + L2)]

= p1p2E[u(w +X1 +X2)] + p1(1− p2)E[u(w +X1 + Y2)]

+ (1− p1)p2E[u(w + Y1 +X2)] + (1− p1)(1− p2)E[u(w + Y1 + Y2)],

�� ��������	��� �� ����������� 	�� ��	 
����������	 � ������	 ���� ���� ε̃i� i = 1, 2 ���	
����
�
������ ��������� �	
���� �� ��
����� 
����������������� � ε̃i� i = 1, 2 	��
��� �

U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)) := E[u(w + L1 + L2) | ε̃1, ε̃2]
= p̃1p̃2E[u(w +X1 +X2)] + p̃1(1− p̃2)E[u(w +X1 + Y2)]

+ (1− p̃1)p̃2E[u(w + Y1 +X2)] + (1− p̃1)(1− p̃2)E[u(w + Y1 + Y2)].
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V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = Φ−1
(
E[Φ{U(w, p1, ; p2, ε̃1, ε̃2)}]

)
= Φ−1

(
Φ(E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)])

)
,

= E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)],
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V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ).

&��
 ΔU(w,X, Y ) = E[u(w+X1 +X2)]−E[u(w+ Y1 +X2)]−E[u(w+X1 + Y2)] +E[u(w+
Y1 + Y2)]�
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�	� ���� ����
��� �	�� �	 ������� ��� ��� ��� ���� ������
	�����
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��	������� ��� ����
��� ��!������� �� ����"��
� ���� �������


	��
� ����� ��� ����
� � ��	���������

�������� ���	
��
� �	 ����	� �� �����	���

���� 	��
���� ������� �	 �
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�������� �� 
����� �� ����	
	�� ��� #$%

	�������� � �	 
�������� �� 
����� �	�� ��� ���� ���
�
�� ��� 	����� �� 	������ #	��

�����
�
� �	�� 	��������� �	 
�������� �� 
����� �������� � �	���
 �� pi � αpi� i = 1, 2� 	
��
0 ≤ α < 1�  	 
�������� �� 
����� �	�� �����
�
� 	����� �������� � �	���
 �� pi + ε̃i �

��� ���� �	 
�� �
������ 
� ��������� ���� ������ ����	� 
	� 	�
�����	� E[·] ���� ��������	� 	���	 EF [·] 	�
E[·]� �	�� ���� ���������	 ����������� ��� 
	� ����	
���
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α (pi + ε̃i)� i = 1, 2�

���� ������ P (w,α) 	
 ��
 ���� 	
 ��������� �� ������ ����� ���������� α 	������ 	��
����
��	���� �� ���� �
� 
������� �� P a(w,α) 	
 ��
 ���� 	
 ��������� �� ������ �����
���������� α 	������ 	�� ����
��	���� ���� 
�������� ��� ��
 �
������� 	�� ���
����� ����
���� �

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) = V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0}).

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}).
�
�� 	
 ������� �� � ���� �������� ��� 	�� ���! ��
 ���� 	���� �
� 	
 ��	
���� ����
��� �

V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})− V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})
= Cov(ε̃1, ε̃2)

(
ΔU(w,X, Y )− α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)
. "#�$�%&

'� ��� ���� ������ ��������� 	�� ���! 
����� ����	�
�� �� �� �(
����� �

• ���� �� 	
 ��������� ���
	� �� ������� ����� α = 0� 	� Signe [P (w; 0)− P a(w; 0)] ≡
Signe [Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y )]�
���� �������� �
�� 	
 ������� �� �# ��� �� �

• Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) < 0 
	��� P a(w; 0) > P (w; 0) > 0�

• Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) > 0 
	��� P a(w; 0) < P (w; 0) �
�� �
�� �������	��� ��
�
���� �� P a(w; 0) > �� < 0�

• ���� �� 	
 ��������� �
����		� �� ������� ����� 0 < α < 1� 	� Signe [P (w;α)− P a(w;α)] ≡
Signe

[
Cov(ε̃1, ε̃2)

(
ΔU(w,X, Y )− α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)]
� ��� ���� 
���	��� ���

��� ������	
����� ��
�����

'�� �)�� ��� �	�� ����	�!� * ������ �� �������� ��� (+���(,��� ����	�����
���� �
�
�
����� * 	��)�� �������
����� ���� ���� ���
�		��� �
�� 	
 ������� �� �- 	�
�
	+�� ���
������ �� ������ 	��)�� �������
����� ����	�� �� ���� �� ���������� 	�� �
� �. 	
 ��

P a(w;α) ��� ����������� ���������� �� ��
	� * 	
 ��
 P (w;α)�

 �
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��(
���� 
�����  ����	 �����
��� ����
 �
��
�� ������� �� �
� ����)�� *�	 ���
� ��� ���	�����
� �� �

� ��
���!��
� ��� ��
� ���	� ���
����	
���!  ����	
 �	� ��
�	#��
� ��� ��� ��
� ���	� ���� �	� �

���� �� �� ����
�	#��
��
"�� ����	 �
 
���
��� ���� �� ����	���
 
���� ���	� ��� �
�������� �
 ���� �� ��
��	���

+�����	� , $��	�
 	����! ���� �� ��� ��	��� [01/2006− 01/2014]� -� .�� ���� ��� �����
���
����
 ���� ��
�	#��
�  ����	
 �
 ��� ��� ���� ��
� .�
 ����	���
 �	��
����� �	�����
����
�
�� 
��� ���� ��##����
 ������� ���
 
���� 
���
 ���� 
��	� ��!	�����
 � ��#�
����� !	���
.	�
 �	� 
�!��.����
� ��		�
���� �� ��� ��
���

 ���
� ���	��
� �����
� � 
��/ � ��
�	#�����
�
�� �
 ��� ��

��
� �� 
���� ��� 	�
����� ������� 
��! ��!	�����
 ���	� ���� ��� !	���
�
��� ��� ��
���

 ���
�� �����	���! ��� ��#�
����� !	��� .	�
� ����!	��� ��!	�����
 �	�
��!���#�
� 	�
���� �� ��
���

 ���
� �����#�	 ��� ���
����� � ��� ��!	������

�	�
�	

0��
 ��� �	���
�� ���
 �������
 
��
�������� 
����
��1�� �� ���2
�
  ����	��

 �� ��!	����� ��
�	����� ����� �
�

� �� ���2
�
 	���
� 
�	 
�������2
� 1�� 
�
 ����!�����
 �� �������� 
���
!��#�	��
 ��	 �� ��
���
� ��  �����	
 ������
 	��	�
������ 
��#�
����� �� ���
� �������1���
3��
 �����	��
 �� ��	����
��	 
��
�������� �� ���2
� $	���� �	����� ��
 1�� ���	�� ���

%�!
��	���� ��� %��	��	��& ����'� �#�� 
��
�������� �� ���2
� 4 �����
��� ��
�� ����	��

�
1�� �
� �	�
���� ���
 ������� �� �
� ����)�� $��	 ��
 ���& ���	����
� ���
 ��
���!���


� ��
 �5 
�
  �����	
 
��
(6�����
 
��� ��
�	#��
�
 �� 
� ��
 �5 �

 
��� ���
���	�
 �����
����
�	#��
�
� 7� 	��
�
����� ����� ����� ����	�1�� 
�	 ��
 ������
 �� ��������
 +�����	� ,
$��	�
 
�	 
� ��	���� [01/2006− 01/2014] ���
 ��	��� �� ����
�	� 1�� 
� ���2
� 4 �����
���

'�



���� �������	 
�	�������	 �	� ����
 ��
 ���	�� �� �
��� ��	 ��
���
�
��	 �� ����	
�

� ���
�
���	�
��� �
�����	� ������� �
����� ��	 ��	����	 
�����	 ���	 �� ���������	 ���
���	 �
��� ����
 ��
��������	 ���� !� " 	��

� ��� �
�� ��	 ����	 ��
 	
�� �
�� �
���	� ��	 �
#���

�	 �� �
���

�
�� ��
��� ����
���� ��� ��#��! 	
�� �
��	 �� �$��� ��
�
�
��� ��
�	 ����� ��
	
� �� ������
��
�	�����

�	� 
� �	� 
��
		
��� �� �
�� ��	 �
#���

�	 �� �
���	 ����
����	 ����	 �� ����
��#��	! �� �$��� ��
�
�
���� %
�	��� ��	 ����	 	
�� ��� �
���	� ��	 ��#�����

�	 �� �
���

�
	
�� ��#��
������ �
������	 �� �$��� ��
�
�
����

�������� 	 &���
� �
#���

� �
���	� 
������ ��
�
� �
���� ����
'	���� ������ 
����	
�$
�
���� �
�
�
�$ 
����� ������ ������

��� �����	
�����

(���$)
�# ��� �*��� 
� ��	
��		 �$��� 
� ���
�# ����	
�

� ��
���
�
�
�	 ��	 ���� � 	������ 
�
#���� 
�����	� ���	� ��	� ������ $���	� ����
������$ ��� �
 ��� 
�����	
�# ���		��� �
�
�# ��
�
��#����
�	 �
� 	���		 ��	�
�#�

+� 	���$ ��� 	���
	�
��� �	�
���

� 
� 	
�� ����
���
��� ����
� �
#���

� �
���	 ,����� �
�
���� ���� ��� ����	
�

� ����
� 
	 ��
��� �$ � 	�� 
� �
��
� �$���
� ����
�	� -�� ������$
�#
����
�	 �
� �� �����	���
�# ��� ��
���

� 
� ��� ��	
��		 �$���� -��$ ��� �� �		���� �
 ��
�
���� 
�	������� 
� ��
�	�������� .� ��� ��	� ����
���� 
�� 	�����	 
�	������� ����
�	 	���
�	 ����
��
�
�
� ���
����	 ��� ���� �	�
����	 ��� ����	
�

� ��
���
�
�
�	� 	��	
�
�
�
�	 ,
��
��	���� �
 ���	� �
���
���	� ��������	 ���� ! ���
�����	 � ����
'	���� �����	

� 
� � /
�
��
�
��

��� ��)��� �
��� ,
�� ��	���� �
 ��� 3'�
��� ��� 10'$��� 
�����	� ����	� ��� ���
�$
������ ��� ��� ���
�$ ������ �
���
�
�$� 0� ���	 ���� �� 
�����	� 
� ��� 
�����	� ����	� � �
,��
���
�$ ������ ��� � �
#��� ���
�$ ������ �
���
�
�$ ��� �		
�
���� ,
�� �
#��� �
,�#����

����	
�
�	� 1
�2��� �� ��� �����! ����
$ �� 
������ ��
�
� �
��� ��� ��
�� ��� ����������

� ����	
�

� ��
���
�
�
�	 
� ��� 
��
#
� 
���	��
�� 	���
�� 
�	 ��	
��		 �
����$ ��� ��� 	��#�

� ��� ��	
��		 �$���� 3��#
� �� ��� �����! 	������� ��� ��
�
�$ 
��
 �,
 ��#
��	� �����	

�
��� �
������

�� -��$ �	�
���� �� 
������ ��
�
� �
��� ��� 	�
, ���� ��� �
		 �
	��
���

�

� ����
� �
���
�

	 ��� �
*�� #�����$ ��
�# ��� �,
 ��#
��	� �	 ��� �� ��� �
��
�
���� �����

� ��
�
�
� ���
��� �
 �� �		
#����
-�� 	��
�� ����
��� ��	 ����#�� 
� ��	�
�	� �
 ��
�
�
	�	 ���� �#�
�	� ��� ��	� ����
����
(	 4
��
��
�� ��� -

�
 ����5! �

�� 
��� ��� �
	2 
� 	�����
�# �
���
���	 �
�	 
� ������
�#

���� 
��	 ,�
�� ,
��� �� �
�� ��������� 6���
����

�	 ,
�� ������ �
���
���	 ������ 
�
���
���	 	��� �	 4�#�
���
�
 ��� 4
��
��
�� ����7! ,�
 �
�	
��� �� 
������ ��
�
� �
���
,
�� ����� ��
�	������� ����
�	 ��� ����
�� 
�	 �	�
���

� �	
�# � ������ ����� 
� ���
�#	
���� 
� &����� �
��
����	� -��$ ��� ���� ��� �,
 ��	� ����
�	 ��� ������� �
 ��� ����#� 
�
&����� 48� ��
�	
����� �	 � ��
�$ 
� ��� ��	
��		 �$���!� �

���� �� ��� ����5! ��
���� 
� �
��������
� 
����	
�$ �
��� �$ �
��
�

�
�# ��� �
#���

� 
����	
�$ 
� �
�� 
�	������� ����
�	
��� ������ �$���
� ����
�	� -�� �	�
���

� 	�
,	 ��� ��
	����� 
� � �
��
� �
	2 ����
� �
� ���
�
#���

�	� -�� 
����� 
� ��
	 �
	2 ����
� 
	 �
#��� �
� �
,�#����	 ���� �
� ��#����	 9 ��
	 ��'
�
�
��� ��	��� 	�##�	�	 ���� ��#����	 ��� �
�� 	������ �
 
�

	$�����
� 	�
�2	 ���� �
,�#����	�

-�� �
� 
� ��
	 ����� 
	 �
 �		�		 ��� �
����� �,
 ��������
�� 	�
���	�
� �
#���

� �
���	 
�
���
� ��
�
�$ �
 �
�2 ��� ����	
�

� ��
���
�
�
�	 �
 �
���� 
�	������� 
� ��
�	������� �$���
�
�
	2 ����
�	� .� ��
	 ��	����� ,� �	� ��� 	��� ���� 	�� �
 �
����� ��� ����
'	���� ������ ����
�

����	
�$ �
��� �	�� 
� �

���� �� ��� ����5! ��� ��� 
������ ��
�
� �
��� �	 ��	��
��� �
�

�	����� 
� 3��#
� �� ��� �����!� (�����	� �� ��� ����:!� 4�#�
���
�
 ��� 4
��
��
�� ����7! 
�

75



���� �� ��� 	
���
�
�� ��� ��� ��� ������ ������� ������� [01/2006− 01/2014] �� � ���������� ��������� ��������
�� 2875 � ������ ��� ������ ���� ������ ������� ������� ��� ���������� �������� ���� ���
���������� ������� ��� ��� ����� ��! "� ���� �� � ������ #������� �������������� �� ��� �"�
���������� ������� $�� ��� ����� �� ������� ��� ���� �������  � � �������� %����� ������
$��� �������������� ���  ��� ����������  � #���������� ��� #��������& 	
��'
 ��� �� �������
��� �� ������ $� ������� ��� ���������� �� ���������� ��� ��������� ������! "� �&���� ����
�������� �� ��� �����(����� ������ ������ ��������� ������

$�� ����� �� ������)�� �� �����"�� *� ������� 
! "� ������� ��� ����� �� ������ ��������� �������
$���! "� ��������� ��������� ������ ��� ���������� ������ �� ���������� ������ ���������
������� ������� + ������ �� ��� ���������� ��������� ��� � �����(����� ������ ��������� �����
�� ��� �"� ����� "���� ��� ������ �� ������� ��  � � ����� �� �� ��� ����� ��� *� ������� ,!
"� ������� ��� ���������� ��������� ���������� "��� � ���������� ������� ��� �� ����� ���
"� ���� ����� ��� ���� �� � ����� �� ��� ��� ��� � �� �������� *� ������� '! "� ������� ���
���������� ���������� �� ��� ������ ������� ���������� ���� ��� ������� ��� ���� ������� ���
��������

��� ������ 	
����
�� 	�
���

*� ���� �����! "� �������� � -��.����� ����� ���������� �� �"� ������������ ��������� X ���
R� $�� ������� X ���������� ��� ��������� �� ������� "������ R ���������� ��� ������ ���������
������� �� � ���� �� n � ������� -��� �����������! ��� ��� ���� t ≥ 0! Rt = (R1

t , . . . , R
n
t ) ��

� ������ �� {1, · · · , d}n! "���� d ����������� �� ��� ������� ����� ��� 1 ����������� �� ���
����� "��� ���  ��� ������ /������� $�� l(�� ����� �� R ������ �� ��� ������ ��������� ��������
�� � ����� l �� ��� ��� S = {1, · · · , d}� $�� ���������� ��� � ������� ��� ������  � � ������
������� X� �� �������� ���� ��� ������� �� ���. ��� ������ "��� ������� �� ��� ��� � �����
����� (Ω,F ,P) ����"�� "��� ���� ��������� ��������� F = (Fu)0≤u≤t ���������� ��� �����
�����������
��� ��� l = 1, · · · , n! ��� Hl  � ��� ��������� ���������� "��� ��� ��������� ������� Rl ���
��� H  � ��� ��� �� ��������� ���� ���� Hl

u = H1
u ∨ · · · ∨ Hn

u! u ≥ 0� 0�� G  � ��� ���������
���������� "��� ��� ������ ������� X� $�� ������ ��������� ������ "� �������� �� ���� �����
��� �� ��� ����� �� ������ ��������� �������

��������� �	
	 � ������ ���	
� �
����
�
 ��	�� 
� � ������ ������� (X,R) ���� ����

� ��� ������ X 
� � ������ ������� �

 
�� ��
 ������
�
��

� �
��
 ��� �
����� �� X� 
���� �
��
 G∞� ��� ����

�� ���

� �
����
�
 ���������
R1, . . . , Rn ��� 

	���
	�
� ��
�� 

������
����� ������ ���

� �
�� ��� ���� ���
�
 
�
�
 ����
����

1������� �� ��� ��������� �� ���������� ��������� ������ �� #���������� ��� #��������&
	
��'
! ���� ��� ������ ������� X �� ��� ����������� ��������� �� � ������ ���������� ������(
���� �����&� 2��� ���� ��� ������ ������� X ����� �"� ��������� ����� 3 �� ���������� �������
����������  ��"��� ��� � ����� ������ ��������� ��������� ��� �� ����"� ��� ���(-��.�����
������ ���������� �� ��� ��������� �������� 3 ��� ������ ��������� ������� R �� ��� � -��.��
������� 	�����
� 2��� ���� ���� ��� ����������� -��.�� ����� (R1, . . . , Rn) ��� dn ����������
������� $�� ����������� ������������ �������� ����"� �� ������������ ������ ��� ��� ��� ��(
������� "��� ������� "��� ��������� ����������� �� ��� 4���� ������ ����� �� ������ ���������
������� *� ���� �����! ������������� �� ��� ��������� G! ��� R1

t , . . . , R
n
t ��� 

	 ��� ����� ���� t�
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 �� ����
�	�� ����
�	
� 	� ��	
 ��
������� � �	��
�	�� ����� 	� ��� ����
�

 �� 	��
�� �� ��� ���	���
 �	��
�	�� ����
�	�	�	�
 
	��� ��� �
���� 
�� ��	��� �� 
 �����


X ��	�� 	
 �
���� 	� 	�
 ��� ����
�	��� �� �����
� �� 
�� ���� !� ��� �
���� �����

 X �
�
����
	� ���	���"
���	�� 	�����
�	��
 ��	���������	� �
�	
���
! 

 ���� 

 ������ ��
���
���
�
����
 ��
���������	� �
�	
���
! �� ������ #���
����� �
���� �
����
� �� ��	
 �
���� �� ��
��� ���
	��� 
�� 	�	�
����
�	� �
����
� $�����	�� �� ��� 
	�#
�	��� ��� �����

 � 
�
��
 ���
�	���� ������ ��
���
��� �
����
 �� ������ #���
���
��� �
����
�

����� ������	�
 ��
���

�� ��	
 
���	��� �� ����� �#��	"
�
�� �
���� 	����
	�� �����
 

 �
��	�#�
� �
���� �	��
�	��
�����
� %	��� ��� �	
���� ��X ��	��� G∞!� ��� �
�	�� �	��
�	�� �����

�
 (Rl

t)t≥0� l = 1, . . . , n

�� ����	�	��
��� 	���������� ����	�#�#
"�	�� �
���� ��
	�
� ��������� ��� 
�� �	�� t� ����

�� 


#��� �� �
�� 
 ������ �����
��� �
��	& ΛX(t) ������ ��

ΛX(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−λ1(Xt) λ12(Xt) · λ1,d−1(Xt) λ1,d(Xt)
λ21(Xt) −λ2(Xt) · λ2,d−1(Xt) λ2,d(Xt)

· · · · ·
· · · · ·

λd−1,1(Xt) λd−1,2(Xt) · −λd−1(Xt) λd−1,d(Xt)
0 0 · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

������ ��� 
�� j �= i� λij 
�� ��
	�	�� �#���	��
 
��

λi :=
∑
j �=i

λij ,

��� i = 1, · · · � d−1� '�� j �= i� ��� ����#�� λij(Xt)dt �����
����
 �� ��� ����	�	��
� ����
�	�	��
�� ��	�� �� �
�	�� 
�
�� j 	� ��� 
�
�� �	�� 	�����
� (t, t + dt]� �	��� Gt 
�� ��� �
�� ��
�
��� ���	��� 	
 	� �
�	�� 
�
�� i 
� �	�� t� '�� 
�
�� �	�� ������ dt� ��� ������	�� ��
�"�����

����&	�
�	�� ����


λij (Xt) dt ≈ P

(
Rl

t+dt = j | Rl
t = i,Gt

)
, �����(!

��� 
�� ���	��� l = 1, . . . , n� �� �#��
 �#� ��
� λi (Xt) dt 	
 ��� ����	�	��
� ����
�	�	�� ��
���
�� ���� 
�
�� i 	� ��� 
�
�� 	�����
� (t, t+ dt] �	��� Gt�

� ��


	�
� 
���	��
�	�� �� �	��
�	�� 	����
	�	�
 	
 
� �&������	
�"
)�� ��
�
����
�	�� �� ���
������ �
����� ���� 
���	��
���� ��� 
�� i �= j�

λij(Xt) = exp (αij + 〈βij , Xt〉) , ������!

����� αij 	
 
 ���
�
�� �
�
����� 
�� βij 
���#��
 ��� ��� 
��
	�	�	�� �� �	��
�	�� 	����
	��
λij �� ��� ������ �
���� X� *�	
 
���	��
�	�� �
�
��	�
 ��� ��
	�	�	�� �� �	��
�	�� 	����
	�	�
�
*�	
 
���	��
�	�� �����
����
 �� 
 �#��	"
�
�� �&���
	�� �� ��� +�& �������	��
� �
,
�� ������

�� ��	
 ��
������� ��� ����	�	��
� ����
�	�	�� ��
�
	�	�� �
��	& P ��	��� G∞!� �
� �� ���"
�#��� �� 
���	�� ��� ����
�� ���������� �-#
�	��

∂P (t, s)

∂s
= P (t, s)ΛX(s), P (t, t) = ��. �����.!

/0



��� ������	
	���� 

���	
	�� ��

	� 	� 
��� �	��� ��

Π(t, s) = E [P (t, s)] , �������

���
� 
�� �����
�
	�� 	� 
���� ���
 
�� �	�

	��
	�� �� (Xu)t<u≤s� �� �
��
	��� 
�� 

���	
	��
��

	� Π(t, s) ��� �� ���
��	��
�� ��  ��
� !�
�� �	����
	���� ����� �� 	���������

�	����
	��� �� 
�� ��
� �� X ��
���� t ��� s� "�
 ���� 
���	#�
	�� �� (Xu)t<u≤s� � �	����
����
	��� ������ ��� �� ���� 
� ����� �����$��

�� 
�� ���
�
 �
����� X ���� ������� �
 �	��
�
� 
	��� t1 < . . . < tN � 
�� ����	
	���� 

���	
	��
��

	� ��� �� ���
����� �� � �
����
 	�����	�� 
�� ������	�� ��

	� �������
	�� 
�
��

P (tk, tk+1) = eΛX(tk)(tk+1−tk). �����%�

����� ����
 
�	� ������
	��� 
�� ��
��
� &������
�� �'��
	�� �����$� ��� �� ����	�	
 ����
	���
(�
� 
��
� 	� 
�� ����
�
�
 ��

	� ΛX 	� 
	��)	������������� 	
 	� ����
���� ��
 

�� 
��
 ���
��� ��
��� �$���*� 
� ��


P (t, s) = e
∫ s

t
ΛX(u) du. �����+�

,�����
� 
�	� 
���
	�� ����� ��
 ���� ����	-��
	�� �� ΛX ��
 ��	�� 
�� ��

	��� ΛX(u) ���
ΛX(u′) �����
� ��
 ��� u, u′ 	� [t, s]�

����� ���������	 
��
	�

.� ����	��
 � �	��
�
�)
	�� �

��
�
�� ������ ���
� ��� -
� l /���� 
� � ��� 
�
	�� ��
���
�
���� � '���
	
�
	�� ��
��
 �
����� Sl �
����� ���� �
�)����	-�� ������ �
 ��

	�
�� �� 
��
�����	��� �

��
�
��  �

�� ������ Sl 	� ��-��� �� 
�� 
�
	� �� ����
 ����� ��� �	��	�	
	��� ���

�
	�� �� ���� l �
 
	�� t 	� �	��� �� 
�� ���	
	�� �� 
�� ��
��
 ��
	���� Sl

t 	��	�� � �
�)����	-��
��

	
	�� �� 
�� 
��� �	�� −∞ = Cd+1 < Cd < · · · < Ci+1 < Ci < · · · < C1 = +∞�  �
�
��
������

Rl
t =

d∑
i=1

i1{Ci+1≤Sl
t<Ci}. �����*�

0���
�� ������ ��	�
 	� �	
�
�
�
� ��
 
�� ����	-��
	�� �� Sl ����� ����� (	����� �
 ��� ��111��
2���	� �
 ��� ��11��� 3������� �
 ��� ��11$�� "��� �
 ��� ��11*��� �� 
�	� �
���� �� ������
4���	�
�	�	 ��� 4��
	�
��� ��11%�5� ���
���� �	��� 	
 	� � ����
��	#�
	�� �� �
��	����� �	
��
������� 	
 	� ���� 	����
	��
�� 	� 4��
	�
��� ��� �	��� ��11*� ��� "��� �
 ��� ��11*�� "�
 ���
���	��
 l = 1, . . . , n ��� ��� 
	�� t� 
�� ��
��
 �
����� Sl

t 	� ���
����� �� � ��
�
�	�	�
	� �6��


�����
��
	�� �� � ������ ���
�
 Xt ��� �� �� 	���������
 	�	�����
�
	� ���
�
 ε

l
t� ���

���
��
�
	�
	�� �� 
�	� �6�� 

�����
��
	�� ��� ������ �� 
�� 
�
	�� �
�
� �
 
�� �
����	��
��
� t− 1� ��� ��
��
 �
����� Sl 	� 
��� ����
	��� ��

Sl
t =

d∑
i=1

(
αi + 〈βi, Xt〉+ σiε

l
t

)
1{Rl

t−1=i}, �����7�

���
� αi 	� 
�� ����� �� S
l �
 
�
	�� i� βi 
��
����
� 
�� ����	
	�	
� 	� 
�
	�� i �� 
�� ��
��


���
�
 Sl 
� 
�� ������ ���
�
 X� σi ��

������� 
� 
�� ����
	�	
� �� 
��	����� ��� εlt �
� 		�

����� ��
	����� 	���������
 �� X� .��� 
�� 	�	�����
�
	� 
��	���� �
������� εl� l = 1, . . . , n
�
� ��
 ����	-��� 
�	� ��

������� 
� �� �
��
�� ����
����� ������ ��� ���
 ������
��
�	�� 	� 
�� �
��
�� 8
��	
 ����� ���
� εlt �
� 	���������
 �
����
� 4����	�� ��
	�����

+1



���� ������	
��� ��
 ��
	��	�
� ������ �	 ���� �� ��� ������ ��	 ��	� 
�������� �� ����
�������� �� �����
�	 ��� �	
�	�
 �	���� ��
�� ��
 �� 
����� � θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,...,d−1
��� ��� �� 
�!���� "�	�����	��

�� ���� �	�����	!� ��� ���
������� �	�������� "	����������� pij �	� ��#�� � ��

pij = P

[
Rl

t = j | Rl
t−1 = i,G∞

]
,

= P

[
Cj+1 ≤ Sl

t < Cj | Rl
t−1 = i,G∞

]
,

= P

[
Cj+1 ≤ αi + 〈βi, Xt〉+ σiε

l
t < Cj | Rl

t−1 = i,Xt

]
,

= P

[
Cj+1 − αi − 〈βi, Xt〉

σi
≤ εlt <

Cj − αi − 〈βi, Xt〉
σi

| Xt

]
.

$���� �� Φ(·) �� ��� �
�
����#� 
���	��
���� �
������ �� � ����
�	
 ��
����� #�	������ ��
������� ��	 �� i = 1, · · · , d− 1�

pij = Φ

(
Cj − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
− Φ

(
Cj+1 − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
, j = 2, · · · , d− 1, �����%�

pi1 = 1− Φ

(
C2 − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
, �����&��

pid = Φ

(
Cd − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
. �����&&�

��� ��������	�
 ��������
� 
� ��������� �
��
�

�� ���� �������� �� �����
�	 � �
���'����� �������� ��
�� �� 
���	���
 �� (������ ����& ��

�� ��"���� ��� �� �������� ��� "�	�����	� �� ��� ����	���	 ���	�� ��#�� ��� ���"�� �����	 
�� ��� ������	� 	����� ���	������� �� � ����	�� �������� �� )	�� ��#� ��� ��"	������ �� ���
���
������� ��!������
 �
������� ��	 ��� ���� �� ��� "	����������� �� 
������
��� ��� ���"�� ����
���	� ���	����� ����������� �	� �������� �#�	 ���� ��
 ��� ���� ���	�� �� �� � ��
���'������
"	�"�	������ ��*�	
 ��
��� ��� ����������� �	� ��#�� �� ��"��������'�+�� �	�����	������
�� �� ����	#���� �����	 X� �� ���� �������� ��� ���������� �� ��
�� "�	�����	� �� ��
� � 
������*��� ��� ���
������� ��!������
 �
������� ,��� ��� �����	 X �� ���
��
 �� �� 
���'
��	#����� ��� ���������� 	�-
�	�� ��� ���"
������ �� ��� 
����
������� ��!������
 �
�������
$��� ���! �� �� ���"
��������� �������#� �� ��"�����
 �� .��"��� �� ��� ������� �� ����
"�"�	� �� ������ �� �
�"� ��� �""	���� �� ������	
��� ��
 ��
	��	�
� ������ �����������
�� �� �	
�	�
 �	���� ��
�� ���� 
����	#���� �����	�� �� ��� �
���'����� �����	 �������� ��
���

,� ���
�� ����� ��	 �� ������	 l = 1, · · · , n� ��� ����	#�
 �
���	 �� 	������ #�����
 

	���
��� "�	��
 [0, t) �� 
�����
 � Nl �Nl ≥ 1�� ��	 �� k = 1, · · · , Nl� ��� ���� ����	#���

[
tlk−1, t

l
k

)
��		��"��
 �� ��� #������� �� ��� ����� rlk ���	� tl0 = 0 ��
 tlNl

= t� $���� ��� ����	#�
 "���
�� 	������ �� ������	 l 

	��� ��� "�	��
 [0, t) �� 
���	���
 � 

rlu =

Nl∑
k=1

rlk1{tlk−1≤u<tlk}. ���/�&�

�� ��� ����	�
�	�	 ��� �
�
	�

�� ������ �

 �

� ����	���

0&



����� ��� Nl − 1 �����	�
� ����	
 
�
����� �
� 
����
� l �� 	�� 	��� ��	����� [0, t)� ���� 
�
	��� ��
 	

� ����� �	 	��� tlk �
� k = 1, · · · , Nl − 1�

����� ����	
	���� �	
��	���� ����
	��

����������� 	
	
 ��� θ �� ��� ��� �� 	
�
������ 
���� ��
�
�������� ��� ��������
� ���� ���
���
��� �����
��� �
���� ΛX 
�� ��� �
���� 	������ X� ��� ���������
� ���������� �������� ����� ���
�������� 	
�� �� �
���� ����
���� ���������

(
rlu
)
0≤u<t


�� ��� 	
�� �� ��� ���� �
���� (Xu)0≤u≤t

�
� �� ��	������ 
�

L(θ | Gt) =

n∏
l=1

Nl∏
k=1

λrlk,r
l
k+1

(Xtlk
) e

− ∫ tl
k

tl
k−1

λrl
k
(Xu) du

, �������


��� ��� ���������� λrlNl
,rlNl+1

= 1�

��������
����� ��� ��

� �� �������� ����

�
	� 	��	 	�� �
���	�
��� �������

� � ��	�
� ��� �� �����
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'�	 ��� t = t1, . . . , tN � ��� ������ �����	 et �� ��� �	�������� �		�	 ��� �� �(��� �� et :=
ŷt − E[ŷt | Yt−1]�
��� ���	�) Ft �� ��� ����������� ��	����� �
 et ����� Yt−1� ����� Ft = *�	(et | Yt−1)� ��� |Ft| ��
��� ����	������� ����� ��� �����	 �
 +����	�������, YtN � ��� �	�������� �		�	 et ��� ��� ���	�)
Ft ��� �� �������� �� ���� ���� t �� ������� �
 ���  ����� 	�������
��� ��	�����	� α̂ij � β̂ij �	� ������ �� ��� ���� ���� ��)���-� ��� ������
������� 
�������
�!�%�#&$� .� ���� ����� ��� ��������� ���	����� ����������� ��

λ̂ij(X̄t) = exp
(
α̂ij +

〈
β̂ij , X̄t

〉)
, �!�%�#/$

���	� X̄ ��� ����	�� 
����	 �	����� ���������� ���� ��)���
������� ��	�����	� θ̂, Â� ��� 	����
���� �!�%�#/$ ���� �� ���� �� ��� ����������� �� 012 ���� ���� ������� !�3�4$�

��� ��������	�
 ��������
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� ����	����
 �
��
�

5� ���� �������� �� �������	 ��� ��	����	�� ����� ����	���� �� 0������ !�!�! ��� �� �)�����
��� �� �������� ��� ��	�����	� �
 ��� ����������� �	�������� �	��������� pij ���� �!�!�6�!�!�##$$
����� ��� ������ �����	� �
 ��� ������	� 	����� ���	������� 7� 
�	 ��� ��������� ������ �� �������
����� ��� ���� ���	� ��� ����	����� 
����	 �� ����	����� ��� ��� ���� ���	� �� �� ������	������
.��� ��� 
����	 X �� ����	������ ��� ���������� �
 ����� ��	�����	� �� ���� �� ��)���-���
��� ����������� ��
������� 
�������� .��� ��� 
����	 X �� ������� �� �� ������	������ ���
���������� 	�(��	�� ��� ����������� �
 ��� ������������� ��
������� 
�������� ���� ���
 ���
�� ��������������� ��	� ���������� 7� 
�	 ��� ��������� ������ �� �������	 �� �� ����	������
	���� ��� ���������� ���	���� ���� �� ������	���� ��� ���	��	��) �!""3$�

����� ����	
���� 
����	�

7������� ���� ��� ����������� �	�������� �	��������� pij ������� �� � K������������
����	����� 
����	 X = (X1, . . . , XK) ��� �������	��� θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,d−1 �� ��� ���
�
 ��	�����	� ����� ���	����	�-� ��� 
��������� ���
 ������� pij ��� ��� 
����	 �	����� X�
'�	 ��� k = 1, · · · , N � ��� ���� ����	���� [tk−1, tk) ��		������ �� ��� �������� �
 ��� ����� r

l
k

���	� t0 = 0 ��� tN = t� ��� ����	��� ���� �
 	������ �
 ������	 l ��	��� ��� ��	��� [0, t) ��
����	���� ��

rlt =

N∑
k=0

rlk1{t=tk}. �!�4�#$

����������� 	
�
 ��� �����	���
� ���������� 
���	��� 
�����
	�� ��	� 	�� �������� �
	� �


�
	��� ����
	��� ���	�����
(
rlt
)
� t = t0, . . . , tN � l = 1, . . . , n 
�� ����� 	�� ���	�
� �
	���� 
��

&&



��� ���� �� ��� �	
� ������ (Xt)
 t = t1, . . . , tN ��� �� �����

�� �



L(θ | GtN ∨Ht0) =

n∏
l=1

N∏
k=1

∏
i �=j

(pij (Xtk))
Y l
ij(tk) , �������

�����
 ��� k = 1, . . . , N 


Y l
ij(tk) =

{
1 	� i = rltk−1

��� j = rltk ,
0 ��
�.

�����
����	���

L(θ | GtN ∨Ht0) =

n∏
l=1

P

(
Rl

u = rlu, u = t1, . . . , tN | GtN , R
l
t0 = rlt0

)

=

n∏
l=1

N∏
k=1

P

(
Rl

tk = rltk | Rl
tk−1

= rltk−1
,GtN

)

pij (Xtk) �� �	
�	� �
 �������� �������� ��� �������� ��� θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,d−1 �

�	 �	���	 �����

θ̂ = argmax
θ

⎧⎨
⎩

n∑
l=1

N∑
k=1

∑
i �=j

Y l
ij(tk) log (pij (Xtk))

⎫⎬
⎭ , �������

������� ������� �� ���	 ���	������
 �
 ������	���� ����������� �� ��	 ���������
 � σi > 0 ���
��	 ���	� � ���	����� Ci �−∞ = Cd+1 < Cd < · · · < C2 < C1 = +∞� ��		 ���	���! "�� ��
���	 ���	 �	�������

����� �����	
���
	 �����
�

�	 ��# ������	� ���� ��	 ����������� ���������� ����������
 pij �	�	��� �� � K$���	�������
�����	�����	  ����� X = (X1, . . . , XK)� %�	 �
�����  ����� X �� �����	� �� �����	 �� ���	�
t1, · · · , tN #��� ��	  ����#��� ����$�	��	����	 �
�������

Xt = AXt−1 + ηt, �������

#�	�	 ��	 �����! A �������	��&	� ��	 ��������	� �
������ ��� ηt ��	 ��� ��� �������� '��������

%�	 ��!���� ��(	������ 	��������� � θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,d−1 ������	� ��	 �����������

� ��	 ������������� ��(	������  ������� L̃(θ) ���	� �
�

L̃(θ) = E

⎛
⎝ n∏

l=1

N∏
k=1

∏
j �=i

(pij (Xtk))
Y l
ij(tk)

⎞
⎠ . �����)�

*��������� θ ����� �����)� ����	� ��	 ����	 � ��	 ���	������
 ���� ����	� � ���	����� ��
������	� +��		�� ��	 ������������ ���� �	 ���	����	� #��� �	��	�� �� ��������	� ����	�
Xt1 , · · · , XtN � #���� �	��	�	��� [K×N ] ���	������ ,�������
 �� ��	 ���	����
 ���	�� #	 ��	 ��	
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 �
��
� � �� ������ ��
���� p∗iJ,t �	�� ��������� 
	 
 ��
�
�

��
����
 �� �
��
� �� 
��
��	 �	�� �����!� ������ 

� ���	 ��
	����� 
 ��
�
� �
�		�

 ������

�����������	
� �� � �	���� ��
��	�� �
���

"��	�� �� ����
��� ��#
� p∗iJ,t ��� t = t1, . . . , tN 
	�

p∗iJ,tk =

d∑
j=J

pij,tk = P

[
Rl

tk ≤ J |Rl
tk−1

= i,Xtk

]
. �������

$��� ��
� p∗i1,tk = 1 

� ���	 ��� 
		���
��� ����	���� C1 = +∞� %�� ����	����	 �� ��
�	���
��� 
�� CJ ��� J = 2, · · · , d� �� �&�� 
��
��� Ci+1 ��� i = 1, · · · , d − 1� '� �	� ���
������
���
 Ci+1 �
	��
� �� CJ �
 ��� �
�
�����	  ����� θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,d−1 ��� ���
�
	� �� 
��
���
�

(		���
� 

 ������� )����� ������ ������� ������	�

p∗iJ,t = Φ

(
CJ − αi − 〈βi, Xt〉

σi

)
,

⇒ Φ−1
(
p∗iJ,t

)
=

CJ − αi

σi
− 1

σi
〈βi, Xt〉 ,

�����*�

�� �&�� 
��
����

ψiJ,t =
CJ − αi

σi
− 1

σi
〈βi, Xt〉 . �����!�

$��� ��
� p∗iJ,t 

� ψiJ,t� t = t1, . . . , tN 
�� 
�� ��	�� �� ��� �

 �� �	���
��� ���� ��� �

��

�
�
� '� 
		��� ��
�� ��� 

� ���� �
����	 k = 1, . . . , N 

� ��� 

� 
��� 
� 	�
�� J � p∗iJ,t �

�
���
 ψiJ,t� �

 �� �	���
��� ���� ��� ����
���
 ��

���	 ��	�� �� �
 ���� �
��� 
� (tk−1, tk)
�	�
� ��� �
�+��,������� �	���
�� ���-�!� 

� ��� ����
�
��
� �
���� ���� �����		�� �
 �-���*��

'� ���
 ��
	����� 
 ���� 	����	 �� �	���
��� p̂∗iJ,t 

� ψ̂iJ,t� t = t1, . . . , tN � %�� 
	��������


���
���� �� ��� �	���
��� p̂∗iJ,t �����	
√
n
(
p̂∗iJ,t − p∗iJ,t

)
↪→ N (0,Ω2

iJ,t) 
	 ��� 
����� n ��

�������	 ���	 �� �
#
��� �� "������
� ��� .���
 ������� �� 
�	� ,
�� ��
�
√
n
(
ψ̂iJ,t − ψiJ,t

)
↪→

N
(
0,Ξ2

iJ,t

)
����� ΞiJ,t =

(
Φ−1

)′
(p̂∗iJ,t)ΩiJ,t� (	 
 ��	���� �� ��� �

�� �
�
 �	 	�/���
��� �
����

�� �	�
� �����!�� �� ���
�
 ��� �������
� ��
�
� �
�		�

 �����	�
�
���
⎧⎨
⎩ ψ̂iJ,t � CJ − αi

σi
− 1

σi
〈βi, Xt〉+ Ω̃iJ,tυiJ,t , ∀i, J, t = t1, . . . , tN ,

Xt = AXt−1 + ηt,
�����0�

����� Ω̃iJ,t :=
ΩiJ,t√

n
� υiJ,t 

� ηt 
�� �
����
��
� ����� ����	� ��	�������� 
	 	�

�
�� �
�		�
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���	� "�� 

� t = t1, . . . , tN � �� ��
��� �� ψ̂t ��� �����
  ����� �����	�� �� ��� �����
�	
ψ̂iJ,t� i < d� 1�� p �� ��� 
����� �� ���	 �� ψ̂t 

� Ψt = (ψ̂t1 , . . . , ψ̂t) �� ��� �
����
���


�� Ω2
iJ,t �� �����	�
���
 �� Ω̂2

iJ,t = p̂∗iJ,t(1 − p̂∗iJ,t)� ��
��
� �� �� �����
�� ��� ����
��� �������� � ��������
���
 i� ������ �� �� J �� ������ �� �� ����� ���� ��� ����
��
 ����� ��� p̂∗iJ,t ��� �� ���������
 �� � ����
���
����
��
 ����� ���� ������� �� ��� ��   !!�

�!



��������� �� �� �	
� t� �
	�� ��� ���
�� ������ ��� ����
����� ������ X ��� �� ������� ������

	���� �	��� ��� �
�	
���� �����

 ψ̂t� ��� ��� t = t1, . . . , tN � ��� �
 ������ X̄t := E(Xt | Ψt)
��� ������� ���
	�� �� ��� ������ �����

 ��� �� X̄t|t−1 := E(Xt | Ψt−1) ��� ��
� ����	��	��
�� Xt �	��� 	����
��	�� �� �� �	
� t − 1� �� ��� ���
�� ����� ���
	������� ��� ��
� �����
�	�� 	� ��� �!" �����
����
 �� ��� 
��
���
��� �����	��� ��� 
����� �� ��� ����
	�	�� �����	���

������� ���	��
��� �
 �
	 ���	�	� ���	�

#�� θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,d−1 �� ��� ������ �� ��$��%� 
���� ����
����
� &�� ����
�	$��	���� �����	�� �

��	���� %	�� ��� ������� '��

	�� 
���� 	
 �	��� �� (���	� ��� �����

�� ��)*�" �
�

log (L(θ,A)) = −Np

2
log (2π)− 1

2

N∑
t=0

(
log |Ft|+ eTt F

−1
t et

)
. ��� �*)"

��� ��� t = t1, . . . , tN � ��� ����
� ������ et 	
 ��� ����	��	�� ����� ��� 	
 ����� �� et :=
ψ̂t−E[ψ̂t | Ψt−1]� &�� 
���	+ Ft 	
 ��� ����	�	���� ���	���� �� et �	��� Ψt−1� 	���� Ft = ,��(et |
Ψt−1)� ��� |Ft| 	
 	�
 �����
	����� '	��� ��� ������ �� -��
�����	��
. ΨtN � ��� ����	��	�� �����
et ��� ��� 
���	+ Ft ��� �� ����	��� �� ���� �	
� t �
 ������
 �� ��� ���
�� ����	���

&�� ����
����
 θ̂ =
(
Ĉi+1, α̂i, β̂i, σ̂i

)
i=1,··· ,d−1

��� ���
�� �
 ��� ��� ���� 
�+	
	/� ��� ����

�	$��	���� �����	�� ��� �*)" �� ��� ������� 
����� 0� ���� ����� ��� �
�	
���� ������	�	�� ��

	����	�� ��%���
 � ���	�� � �� ����% �


ψ̂iJ,t(X̄t) =
ĈJ − α̂i

σ̂i
− 1

σ̂i

〈
β̂i, X̄t

〉
, ��� �**"

%���� X̄ ��� ������� ������ �����

 �

��	���� %	�� 
�+��	$��	���� ����
����
 θ̂, Â� &�� �����
�	�� ��� �**" %	�� �� �
�� 	� ��� ����	���	�� �� 123 ���� �
�� 
���	�� ��4� "�

��� ������	
� �
���

�� ��	
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����
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 �������� �� ��� 1,( 
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�� ��� �������
������ �� ��� ���� ���
	�	� ��

�	� 
	 ��� �������� 
���� ����� ����
��� ������	 ������
�	� ��
� ��� �������
���� 48.4%� 24.5% �	� 17.2% ���� ����� �� !� ��� ���
� �� ������ 
� ����
��	��	������ �� ��� ��� "�� ���
	�	� ������� ��� #
	�	��� �	��
�� $	������� %�
�
�
�� �	�
������� �
�� �������
���� 17.5%� 9.1%� 7%� 6% �	� 5.1% �� ��� ����� ������ ���� ����� ���!�
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�� ���� ���� ��� �������
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� ��	��
�� �� ��� ������
�
�	 
� ���	
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�	�� �� ������� ����� .���
���
�� 	����
�	� �
��
	����
� �.�
����	�� ��  ��	��� ��� ���� � ��� ������ �	�
� / ��� -�
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�	 �����	��
� ��

�	 �����	��
�
����� ����
�� 0/�0 ,�	���� ����
�� ���
������	 ������ �0�1 '���� ����
��  �/

��
�  2�� ,�	���� ������  �2
�������
� �	� )��
"� ��/ ���
�� �	� 3
���� ����  �0

����� �� 4 )������
� ���
� �� ��

�	�

������ �����	��
� ������ �����	��
� ������ �����	��
�
#
	�	��  2�1 ,���� 3��
� &�2 #��� +�� &
�	��
� 5� ,���
���� &�6 ,�	����� ��5
$	������ 2�7 ����8���
�� &�1 9����� ��5
%�
�
�
�� 6�7 +�
��
	
 &�0 :�
���� ��2
������� 1� $	����	�� &� ���	����� ��2

����	���
� 0�1 ;���
� &� <�����  6��

����� ��� 4 )������
� ���
� �� �������

=���  � & 0 1 6 2 / �����
�776 &�& /� & �7 & �7  1�1 5�5 7�/ 7�0  77
�772 &�1 5�� �5�7 & �6  6�6 /�/ 7�5 7�0  77
�77/ &�0 5�/ �2�0 & �7  1�/   �1 7�/ 7�&  77
�775 &�6 /�2 �/�2 & �0  0�&   �6  �� 7�1  77
�7 7 ��5 /�7 �/�1 & �5  &�0  ��1  �5 7�5  77
�7  &�0 2�1 �/�� &��1  &�/  &�&  �7 7�&  77
�7 � ��0 6�1 �6�0 &��6  6�1  &�/  �0 7�0  77
�7 & ��1 6�� �1�2 &0�7  1�5  0�  �0 7��  77

����� ��& 4 )����	��
� �� ���

��� ��� ���
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	� ��� ���	�
�
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�
�
�� ��� �
��8
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� ���	� ���� ���� ��� ������ �������� ���� :>?�� �	� )���� ��772!! �	� ��� 
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�	 ��&��! ��	 �� ���� ��
������� ��� ���	�
�
�	 ����
�� �� ���� 
	����

���� ���� �� ����� ��� ������ �������� ���	�
��� �� ������� � �

� 	����� �� 	��� ���	�
�
�	 ������
�
�
��� ��
�� ��*�� ��� ��������
�	 ��

.��	�
�
�� �
*� Φ−1
(
p̂∗ij
)
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�� ��� ������� 	
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�� ��� ���
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 �� p̂∗ij �
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������ ��� �����	�	�� 
�����	�	�	�� 
��� ��� ���� �� ��� 	�������� ��	�� � �������� ���������
����	� �� �	�� 	������� [01/2013− 01/2014] ����� �� ��� �����
	�� ������� �� ��� 2013 ���
���� �����	�	�� ����	� �� ��� ����� ����

� � � � �  ! "
� "!��� ���!! #��# # # # # #
� # $"��! ���$ #�#� # # # #
� # ���! $���$ ��!" #�# # # #
� # #�#� ���! $���$ ��� #��� # #
� # # #��� !�� "$��# ��!� #�#" #�#�
 # # #�#� #� " $��� "�� " ��"� ���"
! # # # #�#� #�"� ����� �$� # ����#
" # # # # # # # �##

����� ��� % &�� ���� �����	�	�� ����	� �� �#��

��� �����	�	�� ����	� 	� ����� ��� 	� ��
	��� �� ��� �	����	�� �����	� �����	���� ���

�����	�	�	�� �� ��� �	������ ��� ����� �� ��� 
�	�� ����� ���� ��� ���	��� ��� '�	�� ������
���	�� � ����� �	�� 
��	�� (
�	�� 	� ��� ���� ��� 1 ����)� ��� 
�����	�	�	�� ������ ��� ��	�
�	������ (����� ��� ����
) ��� ���� �	��	*����� 
�	�� ��� ����� ���� ���� ��������� �� +����
,������ ���	�� � ����� �	�� 
��	��� � ����	� �	�- ������� ��� �� 	�����	�� �� ��
������ (���
�
�
�����) � ���	�� ��� ���� ���� ��� ������ .�
����� ��� ��� ��� 	��������� ������� 	����
���	��� 5� 6 ��� 7 	� 	� ������ �� ���� ���� ����������	�� ���� ��� 	��������� ������� ��	�
	� ��� 	� ��� ���� �� ��� *����	�� �	����	�� �� ��� *��� �����	�� �� ����� ���	��� ��� 	� ���
����� ���� �� ��� ���������� ����� �� �����	��� /��� � ������� 
�	�� ��� ��� ���� 
���	����
�� ��� ���	�� �����	�� ������� ������� ��0�������� ��� 
�������� �� ������� ��� ��	� 
���	��	��
������ ���� ��
������� ��� ���� �

�	�� �� ��� *��� 
�	�� ��� 	� ��� ���� �	����	�� �� ���
��������� ����

,� 
� ����	��� � �������� ����	� ��������� �� ��� ������� ����� 
��	��� 	���� [01/2006− 01/2014]

� ��� ��� �����
	�� �����	�	�� ����	� ���� 
� ��� ����	��� �� � ������� ��� 1���� �����	�	��
����	�(��� ����� ���)�

� � � � �  ! "
� $�� $  ��! #��" #�#� #��� #�#� # #
� #� � "$�$� "�$ #�� #�#� # # #
� #�#� ���! $���! ��$� #��# #�#� # #
� # #�#" ���� $���� ��� #��� #�# #�#�
� #�# #�#$ #���  �"$ "��$$ "�� #��� #���
 # # #��� #��� !�$ "��!!  ��# ����
! # # #�#� #� � ���� ���$� ����! ���$�
" # # # # # # # �##

����� ��� % &�� ���� ������� ��� 1���� �����	�	�� ����	�

�� ���� ���	
	��	 �� �
	 �� ��	 ���� ���� ��	 ����
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���� ��	� ��� ���	 �
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�	 �� ��	 ��������	 �����
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���� �
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��� �
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���������	� ���	
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�����

��� �����
��� �� 
�� ��������� �� ��
��	�� ���� ����
��� �� � ���	� 
���� �� �����
�	�
���� ���
��� ����� 
� �����
��� � !!"#� $��	�� �
 ��� � !! #� ������� ��� %�����
 � !!&# ��� � 
�
���� ���� ��
����� '� 
��� �
���� �� ���� �������� 
�� ���� �� ������� ��� %�����
 � !!&# ��
�����
��	 ��������� ��������	 
� 
���� �������
�� (��������(� ����� ������������� �������
����
)������� ��� �������
� �����
� �������
��� ��� �����
 �����
 �������
���� *� ��� ���
�����
�� ������ �������� �� +, ��� -��� ����
���� �� ������� �� +, ��� -��� ������
���� ���
��
��� ���
 �� �������
�� �� 	���� ����� ���

. ����������	
� ���
��
�� � +, ��� -��� %��� /���� 0����
�� 1�����
� +, ���
-��� �������� 1���� '������� +, ��� -��� �������� +����������
 ��
��� +, -2��
���
3������ 3���� ��
� �����
 
��� ��
����
 ��
�#� -��� ����
 
��� ��
����
 ��
��� +, "! �����

������� ����
��
 ��
���
� ��
�� ���	4
��� /��������
 ���� ������ "!4������ +, ���
-��� '����
���� 1�����
��� '������� +, ��� -��� 1��������	 ����	�� '������� ����4
,������ '���
 ����� ��
�
� ����� '���
 ��� +,#�

. �
����
�
 ��� ��		��
�� 	������ ���
��
�� � ����� 5�� ������ /��� ������ 6*,4
0*7 "!! '���
� 0�� 8���� '���
� -��� ,�599 '���
 ��� �����	� $���� 5�
����
-
����	� �����
 :���
���
� '���
�

. ����
� 	����� ���
��
�� � $��� �� *������ ������� ;���� +, ���� $$$ 
�
�� ��
���
'���
� $��� �� *������ ������� ;���� +, ���� ** 
�
�� ��
��� '���
� �����
 �$�


** ��� �����
 �$�

 $$$�

��� ��
� 
��� ������ 	� ���� 01/2006 
� 01/2014 ����� ����������� ��� �
��� ������� -���
�������� ������
� �� � ���� 
� ���� 	���
� ��
���
 ����������	 ��
���� 
�� ���4�������� 
���
	���� < ���4�������� 3�� �
������ 
�� +, %��� /01 	���
� ��� 
�� ��
� 01/2014 ����
 ���4
������# �� �������
�� �� 
�� ����
��� �����
��� �����	 
�� ������ [31/12/2012− 31/12/2013]�
����� 	�����

%��� /01 /���
�01/2014 =
%��� /0131/12/2013 − %��� /0131/12/2012

%��� /0131/12/2012

=
15916 b$− 15433 b$

15433 b$
= 3.13%

*� 
�� ������ �� �������
�� �� �����
��
 �25 ������#� �� ���� ��������� � 1�������� ��������

*������� �1�*# �� ����� 
� ������ 
�� ������ �� �
�����
��� ���
���� �����  �= �������>��

�� 8 )��
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������� �� ������
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��������
����������

���� ����� �����
���� ����� �����
���� ����� �����
���� ���� �����
���� ���� �����
���� ���� �����
���� ���� �����
���� ���� �����

����� ��� � � !���� �� 
���	�! ����������!

"#� $�!� 
���	� �%�����! ���	!� 44% 	
 �#� �	��� ��������& '#��� �#� ��!� 	
 
���	�! (2 �����
8) �%����� 50% ��������� ��������� *! �#��� �! �	� � !����� ���� �	 �#		!� �#� ��� �� 	

�	�������!& '� #��� ����!������� �#� �!������	� ��	������ 
	� ��+����� ��� �� 	
 �	�������!�
* 	�� $�� 
���	�! �#� �	�,��-���#		� �! �	 �	�� !����$�����. ����	���& '� #��� �#�� �#	!��
�#� ��� ���� ��	�
�� '��# � ��������� �%������� �������� 	
 86% �	 �����!� �#� �!������	�
��	������� "#� ��� �� 	
 !������� 
���	�! ���  � �#�������� �� �#� ���#� 	
 � ������
����!������	�&  �� �� �! �	� �#� ����	!� 	
 �#�! ������

������� ����	
�
�� 
��
	��
�� ��� ��
 
��
��
�� 	��
�

/� ������ �#�� 
	� �#� �����!��. �	���& �#� ���������! �	  � �!������� ��� �#�  �!����� �����!��.
Λ0 (!�� "� �� ���) ��� �#� �������! 	
 
���	� !��!��������! βs& s = 1, · · · , 5 (!�� "� �� ���  ��	'
��� "� ��! *�� , *�� �� �������% *����)� /� �!� ��	�	!���	� ��� �	 �!������ �#�!� ���������!

�	� �#� ����� ���� �	��	!�� 	
 � !� ,����	�!�

� � � � � � � �
� ,���� ���� � � � � � �
� � ,���� ���� � � � � �
� � ���� ,���� ���� � � � �
� � � ���� ,���� ���� � � �
� � � � ���� ,���� ���� � �
� � � � � ���� ,���� ���� �
� � � � � � ���� ,���� ����
� � � � � � � � �

����� ��� � 0�!����� �����!��. �������	� 
	� 	 !���� �� 
���	�! �����!��. �	���

� � � � � � � �
� � ,���� � � � � � �
� ���� � ,���� ���� � � � �
� ,���� ���� � ,���� ���� ���� � �
� � ����� ���� � ,���� ���� ���� ,����
� ,���� ,���� ,���� ���� � ,���� ,���� ,����
� � � ,���� ���� ���� � ,���� ,����
� � � � ���� � ���� � ,����
� � � � � � � � �

��



����� ��� � ���� 	
� ��� 
��� 	���
� ��������� �
���

�� 
���� �
 ������ ��� ����������� �����
����� 
	 ��� β̂ij ���
������ ���� ��� �������
� i −→ j� ��
���� ����������� � �������

� ����
 ���� �� �
�������� �� ��� ���������� 
	 ��� ���� ���
������
H0 : β̂ij,k = 0, k = 1, · · · , 5 ������� ��� ���
������ H1 : ∃k ∈ {1, · · · , 5}, β̂ij,k �= 0� ����� �� 
���
��� ��� �!������ ���
������ ���� ��� �������

� ����
 �����

" � # $ % & ' �
" ! 4× 10−4 " " " " " "
� ( ! 2× 10−10 ( " " " "
# (�%" 3× 10−5 ! 7× 10−3 ( 3× 10−9 " "
$ " ( (�(" ! 2× 10−4 (��# 3× 10−8 9× 10−3

% (�"% 2× 10−3 (�"% (�(" ! 3× 10−10 8× 10−12 4× 10−4

& " " (��" 8× 10−4 4× 10−3 ! 10−15 (�(%
' " " " ( " (�(" ! 4× 10−6

� ! ! ! ! ! ! ! !

����� �� � �!������ 	
� ��� ���
������ β̂ij = 0

��� �������
�� ��� �)������ �
 �� �
�������� ���� ��� �������� ������ ���������� ���� ���
�������
� �� � �
������� ��� �
�������� ���� ��� �������
� �� �� �������� *��
����� ��� �����
���� ����� ��� 
��� 	���
� ��� �� �
�������� �� � ��
)� 
	 ��� �������� ������ ���� ������
�� ��
�
�
���� 	
� ��� ����� ����	���
� +����� 
�� ����� �������
�� 	
� �������� β̂12 = −0.06, β̂23 =

−0.11, β̂32 = 0.22, β̂21 = 0.34,� *� ��� �� ���� 
� ����� �� � ��� �!������ ���
������ ����
����� ������������� ����� 	
� ����� ����������� �����
������ -��� ��� �������
� �� 	������ +�����
�
�� ���� ��
 ������,� ��� �
 ��� ���� 
	 
��������
��� �� �� �
 �
�� �
������ �
 ����� ���

�����
���� ������
� ���� ��� �������� ����� +��� ��� �!������ ���
������ �
 β̂31� β̂51� β̂46� β̂63,�
-��� �� 	
��� 
� ��� �
� ���������� ����� 
����
�� +������� %� & ��� ',� �� ��� 
������
����� ��� �
�������� ��� �����
������ ���������� �
�������� �
 ��� �������� ������ �������� ���
��������� 
	 ��� �������
� +��� ��� �!����� ���
������ ���� β̂57� β̂58� β̂68� ���,�

������� �����	
	�� 	�
���
�
� �
� 
�	 �
���
���� �
�	�

.
� ��� ���������� �
���� ��� ���������� ��� θ = (Ci+1, αi, βi, σi)i=1,··· ,7� ����� ����������

����� ��������� ����� ��� �/����
�� +���� ! ����"",� ��� ������� ��� ���
���� �� ������ ��"(
��� ��""�

Ĉ α̂ σ̂

Ĉ2 0 %�"& α̂10 %�(� σ̂10 (�"'

Ĉ3 0 $�#% α̂20#��# σ̂20 (�#�

Ĉ4 0 #�$' α̂30 #�"$ σ̂30 (�'$

Ĉ5 0 ��"& α̂40 ��$' σ̂40 "�"�

Ĉ6 0 "�(% α̂50 "�%� σ̂50 "�"'

Ĉ7 0 !(�" α̂60(�&# σ̂60 "�"'

Ĉ8 0 !"�%% α̂70!"�(" σ̂70 "�'�
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β̂1 β̂2 β̂3 β̂3 β̂5
β̂11����� β̂21� ���� β̂31����� β̂41������ β̂51���	


β̂12����� β̂22����	 β̂32�����	 β̂42����� β̂52����	�

β̂13����� β̂23� ���� β̂33������ β̂43����� β̂53�����


β̂14����� β̂24����
 β̂34����� β̂44������ β̂54�����

β̂15����
 β̂25����� β̂35������ β̂45������ β̂55�����

β̂16����
 β̂26����� β̂36����
 β̂46������ β̂56���
�

β̂17����
 β̂27���	� β̂37���		 β̂47����
 β̂57�����

����� 	��� � ���� ��� ���������� ������� ���������� �����

��� � !�� ���� ��� � ���� ��� ���� ���"  �#����"��� ��� ��� ���������� ������ $�� �"% i =
1 · · · , 7 �"� k = 1, · · · , 5& '� ��"� ��� ��� "��� �%#����� � ( ��" �% H0 : β̂ik = 0� ��� #�������
�� ����� ����� ��� ��#�����  " ����� 	��	�

β̂1 β̂2 β̂3 β̂3 β̂5
1 0.10 0.02 0.05 9× 10−5

10−5 1 0.30 10−5 1
5× 10−8 10−4 6× 10−4 10−3 1
2× 10−3 9× 10−3 1 0.60 1
2× 10−3 0.01 4× 10−3 0.30 0.50
10−4 5× 10−11 4× 10−7 8× 10−8 6× 10−10

0.01 2× 10−10 0.04 0.03 5× 10−3

����� 	��	 � #������� ��� �%#����� � β̂ik = 0

��� ������� �� ������ 	���& 	��� �"� 	��	 ��� ��"� ���"� ' �� ����� ���� "�� �% )�(� ��� " �"�
)��� ����* +	���, �� ��� ��� ����� ���� �� ������ Ĉ  "������ ' �� ���#��� �� ��� "( -��� �%�
��� ���� ��"���� �" ����� ��� ���  "�����#�� α̂i '� �� ��".��� ���� ��� ��'"(���� � �!  �
� (��� ��� ��' -��� �% ���� �� ��� ��� ����� ��� "( ����� � � �� ��� ��"� ���"� ' �� ��� ���� ����
��� "�"  "������"� (���� .��� ��� � !��% �� ����  " � ���(�� ��� �� ��� "(�� /"����& σ̂7 = 1.72
�"� σ̂6 = 1.17& '������ σ̂1 = 0.17 �"� σ̂2 = 0.38� 0"� ������ ���� "�� �� ���� ��� β̂ ���1� �"��
��� ��� "�"  "������"� (���� ��� "(� 6 �"� 7 ��� � (" .��"��% � (��� ���" ��� ���  "������"�
(���� .���� 2� ��" �� ���"  " ����� 	��	& ���% ��� ���� ���� �� ����% ���� � (" .��"�� �����
������� ��".�� ���� ��� '��!��� .��� ��� ����  �#����� �% ������� ���"(��  " ��� ���"��%�
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��� �
���� �
�����

��� ��� �� ����"� ������� �� �*#�� " � �� ��� �� �" �� ��� ���� � ��� "(� ��-� ��� �� ���#��� �
����� ���% � (� "����� �� ��# � ��� ���"� � �"  "��"� � �� λ̂ij,t& i ∈ {1, · · · , 7} , j ∈ {1, · · · , 8}&

i �= j� /"����& λ̂ij,t ��� ���� ��  "#��� ��� ���� ������& ���% ��� ���"�������  "�� ψ̂iJ,t ���
��� ���������� ����� +��� "�*� ���� �", �"� !�#� �� ���� ��� ���  "��"� �% ������ /" �����
��  "������ ��� "����� �� �������� �"�& '� ���� ��"� ����� �" ������## "( %��� �� %��� ����
#�� �� ' �� �"� ��"�� ���#�� 3 �� 8 %���� �� ��"���% ���-��"�% ����& �� � ����'� �� ���� 86
�������� �"�  "����� �� 8 �������� �"�  � ��� ����#�� ��� '��� "�� ������## "( ��� $��  "���"��&
λ̂ij,t1  � ���������� �" ��� ����#�� �� [01/2006− 01/2007]& λ̂ij,t2  � ���������� �" ��� ����#�� ��

[02/2006− 02/2007]& ���� 3� ������ ���� λ̂ij,t ��� ���#���� �� "( ��� #��#�� � �" 	�
�
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�������  �� ���
 �� �� �
��� ���� ������ �� λ̂ij,t 
�� ψ̂iJ,t ��� t = t1, · · · , t86! �� ��������
���� 
� ��� ��
���
����� �� �
���� 	
��
���� 
�� ���� �
��� �� 
 "#$ �� ��� ��� �
���� ��
������ �
������

%�� ��� ��������� �����! �� ��
�� 49 	
��
���� λ̂12,t, λ̂13,t, · · · , λ̂78,t! �
�� ��� ����� ���� t1
�� t86 ����� �
&�� 49 ���� �������  �� "#$ �� ���� 
������ �� ���� ��� �� ����
�� ���
������ �
������ #��������� ��� ���
��
�
� �����! ��� λ̂ij,t 
�� ��
�������� ���� �������
�

��
������� ����
�������� p̂ij,t 
���� �'�(�)�! ���� ��� ������ ψ̂iJ,t �
�� 
� ψ̂iJ,t = Φ−1
(
p̂∗iJ,t

)
���

t = t1, · · · , t86 
�� ����
��� ���� ���(�)� �� ��(�� �� ��� ��� ��������� �� p̂∗iJ,t �� *� ��� 
��� 49
����� ������ �� ����� �� 
���� ��� "#$�
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��� ��	 λ̂ij,t ���	 �	��	�� ��	 ���� ��� ������� 	��
��
 98% �� ��	 ����
 �����
�	� ��	 �����
�	 ��

ψ̂iJ,t ���	 �	��	� ��	 	��
��
	� �� 72% � ��	 ��� ���� �������� !
 ���	� �� �����	 ��	 
���	� ��
����	��	� �� ��	 �
 ��	 "�
��
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#	 �	���� �
 ��	 �����	� ��� �
� ��� ��	 �
�	�	� ����	��	� E(Xt | Yt) �
� E(Xt | Ψt) �	�'
�	����	
 ��� ��� t = t1, · · · , t86� +	��

 ���� E(Xt | Yt) �
� E(Xt | Ψt) ����	���
� �� ��	
�
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 3× 10−3 � � � � � �

� 4× 10−4 
 6× 10−9  ��� � � � �

� � 5× 10−6 
 6× 10−3  � �  ��� � �

� � �  �� 
 4× 10−3  ���  ���  � #
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 2× 10−4 10−4  � �
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Ĉ α̂ σ̂ β̂

Ĉ2 � ���� α̂1� ���� σ̂1� ��	� β̂1� ��
�

Ĉ3 � 
��� α̂2� ���� σ̂2� ��	� β̂2� ����

Ĉ4 � ���� α̂3� ���� σ̂3� ���� β̂3� 
����

Ĉ5 � ���
 α̂4� ���� σ̂4� ���� β̂4� 
����

Ĉ6 � ���� α̂5� ���� σ̂5� ��	� β̂5� ����

Ĉ7 � ����� α̂6� ���� σ̂6� ���	 β̂6� ����

Ĉ8 � 
��
� α̂7� 
���� σ̂7� ���� β̂7� 
����

����� ���	 � ���������� ��� ��� ������ ���������� �����

��� ��� i = 1, · · · , 7�  � ���� �!� ���� !�"��!��#� H0 : β̂i = 0� $!� ������"���#�% "
&����� ���
��"����� #� $�'�� �����

β̂1 = 0 β̂2 = 0 β̂3 = 0 β̂4 = 0 β̂5 = 0 β̂6 = 0 β̂7 = 0
� � � 6.6× 10−16 � 1.1× 10−16 ����

����� ���� � "
&����� ��� !�"��!��#� βi = 0

$!� "��������� �'��#��� ��� '��! ������ ��� ����#�����  #�! �!��� �'��#��� #� �!� ���� ��
�'���&�'�� �������� (� �&��� ���� �!��� ��� �!� ���������� ������ �!� ���� !�"��!��#� ������
'� ��)����� ��� �!� '���*� �����#����  #�! �!� +��� ��� �!� +��! ���#�% ������

����� �����	
��� 
������ ������

,� ������ "��&#������ �!� �#� �� �!#� "�"�� #� �� ������ ��� ���"��� �!� �#%���#�� ������ ��
�!�#� �'#�#�� �� �#�- �!� �����#�#�� "��'�'#�#�#�� �� �����#� �#�- �������� .� ����� �� ��!#�&�
�!#� �')���#&��  � "������ #� � � ���"�� �#����  � ���"��� �!� ��� ���� ������� "��'�'#�#�#��
#�"�#�� '� ���! ����� ���#�% �!� ����� "��#��  #�! �!� ��"#�#��� ������� "��'�'#�#�#��� /�
!�&� �!���� �!� ������� "��'�'#�#�� '������ �!#� #��#����� #� �!� ���� ����&��� ���� �!� ����#�
�#�- "���"���#&�� 0�&���!������ ��!�� �����#�#�� "��'�'#�#�#�� !�&� '��� ���"���� ��� ��"�����
#��� �""���#1 ,�	 2��� �#%���� ,��� ,��� ,��� ,�
� ,��3� $!��� ������� ��� #� �!� ���� �#�� �� �!�
��� �'��#��� ��� ������� "��'�'#�#�#��� 4��������  � ���"��� �����#�#�� ����#��� �� ���! �����
 #�! ���"��� �� � ����#� ������ 456 ��'#�#�� #���1 ��� #��������� #� 7���� ��� 4�!�������
2���
3� $!� ��'#�#�� #���1 #� � �����#�� �!�� �������� �!� �'#�#�� �� � �����#�#�� ����#1 ��
%������� �#%���#�� �&���� 2�!� ��'#�#�� #���1 #� ����#��� #� ��'����#�� �������3� $!� �����
"��������� ���� ��� �!� ���"����#�� �� ���
���� ������� "��'�'#�#�#�� ��� ��'#�#�� #��#��� ���
�!��� �'��#��� ���� �!� ���#���#�� "��������� �� �!� � � "��&#��� ����#��� 2�'���&�'�� ���
������ ��&��#����3� $!� ���"��#��� #� ����  #�! ���"��� �� � ����#� �#%���#�� �����  #�! ��
��&��#��� � ������ �!� ��������� �	
�� !�������� �  !���� �� ���! ��'
"��#��� �!� �����#�#��
����#1 #� ���#����� ��#�% �!� "�������� �����#'�� #� "��"��#�#�� ��
 2��� ���� ��'����#��
�����3� 8����� �!��  � !�&� � ��� �&����""#�% ��'
"��#��� ��� �!� �'���&�'�� ������� ��� ��
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 i = 0, · · · , k
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' · · ·
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' Ckk = ΔUk �� ΔUk ≥ 0 �� Ck0 = Ck−1,0, Ck1 = Ck−1,1, · · · , Ck,k−1 = Ck−1,k−1�

��� ���� ��	
	���	�� 	� �
� ������� �� �
	�
 � �������� ����	�� ��� � ��� ����� ��� � ������ ��������� �
��

����	���	��� ��	
	���	�� 
�������� 	������� ��� �
� ����� ���� ���	�
 � ���� ����	���	�� �� �� �	������� �� ������

��� �� 	� ���� ����	��� �� ��� � ���� ������� �� ���	
���� ����	�� ��	���	�� ��� �������� ��	���������� 	� ����

����� �� ��������� �
�� ��� �
� ���� ����	�
 	� ����� �� 	������� �����  
	� ���� �	�� �� � ����	�� ���� �� �
�

���� ��� ����	�����

($



�����

� Uk =
∑k

i=0Cki� ��� �	�
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� Ck+1,0 = max
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Ck0 − |ΔUk+1|+
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Ck+1,k = max (Ck,k − |ΔUk+1|, 0) ,

Ck+1,i = max
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⎝Cki − |ΔUk+1|+
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(1−GRRk ·B(tk, tRD)) · Uk, 
�� k = 1, · · · , N − 1,

�	��� B(tk, tRD) �� �	� �������� �
����  ������ �	� ���� tk 
�� �	� ���� �� ��� �� �������� tRD�
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���� ����� '"'()�"'(
 �	�
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�� ��
� �
�	���� ����� 
� �
�� tk
 k = 1, · · · , N − 1 �
�  � �*������� 
� +

CFk =

{
k−1∑
i=0

(r(tk−1, tk) + S(ti−1, T )) · Cki ·Δtk + F (tk, tk+1) · (Ak − Uk) ·Δtk −ΔUk

}
· 1{τ>tk}−{

(1−GRRk ·B(tk, tRD)) · Uk

}
· 1{tk−1<τ≤tk}
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�	��� τ �� �	� ���
���� �
��
 �� �����������! �	� ���
��� ���� �� �	� � ��!���

'�� k = 0
 �	� �
�	���� �� ������� 
� +

CF0 = F (t0, t1) · (A0 −D0)−D0 �$�$�%�

,� 	
�� ���������� �	� �����-� �
�� �� CF0 �� 
������ ��� �����.
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0� ��
�/� �
������
 tN = T 
 �	� �
�	���� �� ������� +

CFT =

{
N−1∑
i=0

(r(tN−1, T ) + S(ti−1, T )) · CNi ·ΔtN + UT

}
· 1{τ>T}−{

(1−GRRT ·B(T, tRD)) · UT

}
· 1{tN−1<τ≤T}

�$�$�$�

,��	 �	� ���������� + S(t−1, T ) = S(t0, T )�
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�	���� 
� t0
 ����
 CF0 
�� �	� �
�	����
CF1 �	��	 �� ���������� �����! �	� ������ ]t0, t1[�
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���
	���� ����	�� (αt)t≥0� αt =
ΔAt

At
� 	
� ��
����� 
�� ����
����	 �
	�� ��� 	
� ������

[tk−1, tk)� 	
� ��� �� 	
��� 	�� ��������� �� ����	�� (δ)t≥0 
�� �
��� �	����
	��� �
	�� �	
�
�
 	��� ��	���
� [tk−1, tk)� �	 �� �������� 	� ���� 	
� �
�� {ΔAk,ΔUk} 	
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 ��
� l 	� 	
� �
���� 	
��� �� 	
� ��������� δ(k) 
�� α(k)�
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# $
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# $
� �����	��� �� 
�	
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	���� ����� ΔAk < 0 �� 
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� �����	 �� �����	��� 
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� �
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� ��������

# � ����
����	 ����	 
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 ����	��� ���
�	 �� 	
� ������ 
����	 ��	���� tk−1 
��
tk� ����� ΔPNUk > 0 
�� 
 ���
	��� ��� �� 	
� ��	�	
����� �����
� ��������	� �����
ΔUk < 0�

# $
� 	�� ���
	���� " Ak = Uk + PNUk 
�� ΔAk = ΔUk +ΔPNUk�

����� ����	
��� ��
�
��� ��
���� ������ ���	����� ��� 	������� 	�������
�

������� �����	
���� 

�� 
� 
 �������� �� �
������ ����������

&	
�	��� ���� 	
� ����� ���	����� 
����� �� ����� 	
� ���
	��� ��	���� 	
� ������� ���������
{δ(k), α(k)} 
�� 	
� �
�
���� ��������� {Ak, Uk}� �� 	
� �	����
	��� �
	� �� 	
� ��� �� 	
�
��
����� �
	� 
�� 	
� ����
����	 �
	�� ��� �
� ����� 	
��� 	�� �
��
����� $
� ��
�����
�
	� �� ������ 
� 	
� ��	�	
����� �����
� ��������	 ΔUk ������� �� 	
� 
�
��
��� ��'����	�
�� 	
� ��
�� 	

	 ��� 	
� ������ �
�	 
	 	
� ��������� �� 	
� ������ [tk−1, tk)� ����� PNUk−1�
���� 
 ���������	 (����� �����	���) �� 
�	
����
	���� ΔAk� $
� ��
����� �
	� �� �������
�� * 
�� +� ����� [0, 1] 
� 	
� ������� �
� ��	 ��
� ���� 	

� 	
� 
�
��
��� ��'����	�� $
��� 	
�
��
����� �
	�� ����	�� δd �� ����� ��

δd(k) =
ΔUk

PNUk−1 +ΔAk
, (,�-�+)

$
� ����
����	 �
	�� ��	�� δp� �� �����	�� �� �������� ΔUk �� 	
� ��	�	
����� �����
� 
	
	
� ��������� �� 	
� ������ [tk−1, tk)� 	

	 �� Uk−1� $
� ����
����	 �
	� �� ������� �� * 
��
+� ����� δp ∈ [0, 1]� !� �	
�� ������ 	
� ������� �
� ��	 ����
� ���� 	

� �

	 
� ����� $
���
	
� ����
����	 �
	� �� ����� ��

δp(k) =
| ΔUk |
Uk−1

, (,�-�.)

/���� (,�-�+) 
�� (,�-�.)� 	
� �����	��� �� δ(k) 
�� α(k) 
� ����	���� �� 	
� ��������	� ΔAk


�� ΔUk �� ���		��⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

δ(k) :=
ΔUk

PNUk−1 +ΔAk
· 1{ΔUk≥0} −

| ΔUk |
Uk−1

· 1{ΔUk<0}

α(k) :=
ΔAk

Ak

(,�-�,)
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����� ��� ����� 1{ΔUk≥0} ��	�
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�
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 ��� ����� 1{ΔUk<0} ��
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 ���������� �� �������� �� ����������� ���� ��� �	���� ���	�


�������� ����

�� ��� ����� �	�
� ���
��� ��� �����	� �	���� �� U0 	�
 A0� 	�
 ��� 
��	���� �� ��� ���������
α(t) 	�
 δ(t) 	���
� �� ����
 ������	��� ��� �	�� ��
 ������� �� ��� ���� ������	� [t0, · · · , tN ]�
�� ���� ��
� 
� ������� ��� �����
��� 	�������� �� �����	�� ��� �	�����
 ����������  

! 
�	
��� �� 	 �	��� �� ��	��� 	������"	���� �	�� αk �� ����� ���� 	�������	�� ��������
f (·) 	�

αk := f (αk−1, · · · , α0, Xk, · · · , X0) ,

! 
�
��� ��� ��	��� �� 	������"	���� 	������

ΔAk = Ak−1 · αk,

! 
�	
��� �� 	 �	��� �� �����"	���� �	�� �� ����� ���� �����	�� �������� �� g (·) 	�

δ(k) := g (δ(k − 1), · · · , δ(t0), Xk, · · · , X0) ,

! 
�
��� ��� �����	�
��� �����	� ���������

ΔUk := δ(k) · (PNUk−1 +ΔAk) · 1{δ(k)≥0} + δ(k) · Uk−1 · 1{δ(k)<0}

! ��
	�� �� ��� ��������� ��	��� 	� 
	�� tk�

fk (Ck−1,ΔUk) = (Ck0, Ck1, · · · , Ckk) ,

! 
�
��� �� ��� �����
 �	�� 	� 
	�� tk�

PNUk = Ak − Uk.

����� ����� 	�� �����
���
 ��� k = 1, · · · , N �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αk := f (αk−1, · · · , α0, Xk, · · · , X0) ,

ΔAk = Ak−1 · αk,

δ(k) := g (δ(k − 1), · · · , δ(t0), Xk, · · · , X0) ,

ΔUk := δ(k) · (PNUk−1 +ΔAk) · 1{δ(k)≥0} + δ(k) · Uk−1 · 1{δ(k)<0}

fk (Ck−1,ΔUk) = (Ck0, Ck1, · · · , Ckk) ,

PNUk = Ak − Uk.
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k = 1, · · · , N �
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���

#�� ����
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��
�� 	���� 
���
���$������"��� �� ��� �� ��� "��� ���
��
 ��
��� 	����
��� ���� 	���������! ��� 
�� ����� �� %�&� �� �	� � ''(� ���� �
������ 
��
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�� ��� ��	���� �� ����	� 
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��
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"�	��������� ���	���� 
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	�
� ���� ��� ������	 
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���� ����� ����	� /� ��""���)� ��� 
����� ��
����
����
 �� 	��������� �� ��� ��		����� ������ 0

#�� ��
���� ���� ������
� � ������"��� ��� 0

1 2�""�� 
�
������� �� ���"� ����� ��
 ��
������� 	����
��� �� ��� 
��� "������� 3� ���

�"�� ����������� ��� ��� ��	���� �� ������ ���� �� ��� 
��� �� ��� ���� ���� � 
���
�������
 �� "������ �� "��� �
���������� 
��
�������

1 4����� ���	���! �� ��� ��	���� ��� � ������ �"�����"��� ������
��! �� ��		 �� ������ ��
�
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��
�� 	��� �� "��� ��������	� 
��
������ ���� �� ��� "������

1 /�������� �� ������ ���	���� * ���
 ������ �� ����		� ����
����
 ���� ��
������
 ����	��
��	��� �� ������� ���
��� ����
��! "��� �� ���
� ��� �������
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��
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���
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��
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�����
�������� �� � ���
��� ����
��

1 6���	 �� 
�		�����	������� �� ��� 
��
�� 	���! 7�"8��) �� �	� � ''.� ���� ��� 
�		�����	�������
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��
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�
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���
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������� ����		
�� �
 ��� ������ ���
� ��
�
�� ��� ����
� ���
�� �
 ��� ��	
����

�� ���� ���	
� �	 
�����	
 � ��
������ ���	� 
��������� �� ��� �������
���	 �
�
	��	� X ���
R� ��	 �
�
	�� X 
	�
	�	��� ��	 	�������� �� ��
��
� ��	
	�� R 
	�
	�	��� ��	 
����� ���
�����
�
�
	�� �� � ���� �� n ������
�� ��
	 ��	
��
����� ��
 ��� ���	 t ≥ 0� Rt = (R1

t , . . . , R
n
t ) ��

� �	
��
 �� {1, · · · , d}n� ��	
	 d 
�

	������ �� ��	 �	����� ����	 ��� 1 
�

	������ �� ��	
����	 ���� ��	 �	�� 

	��� �������� ��	 l��� 	��
� �� R �	�

��	� ��	 
����� ���
����� ������
�
�� ������
 l �� ��	 �	� S = {1, · · · , d}� ��	 �
�������� �
���������	� �
	 �
��	� �� � ��
��

�
�
	�� X� �	 
�����	
 ���� ��� ���

	� �� 
��� �
	 �	��	� ���� 
	��	
� �� ��	 �
���������
���
	 (Ω,F ,P) 	����	� ���� ���	 
	�	
	�
	 ���
����� F = (Fu)0≤u≤t ���������� ��	 �����
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 ��� l = 1, . . . , n� �	� Hl �	 ��	 ���
����� ����
���	� ���� ��	 ���
����� �
�
	��
Rl ��� �	� H �	 ��	 ������ ���
����� ��
� ���� Hl

u = H1
u ∨ · · · ∨ Hn
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 ���
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���	��� "��	� ��	 �����
� ��X #���	� G∞$� ��	 
����� ���
����� �
�
	��	� (Rl

t)t≥0� l = 1, . . . , n
�
	 
������������ ���	�	��	�� 
�������������	 ��
��� 
������ ��
	��	
� ��
 ��� ���	 t� ��	�
�
	 �����	� �� ���	 � 
����� �	�	
���
 ���
�% ΛX(t) �	��	� ��

ΛX(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−λ1(Xt) λ12(Xt) · λ1,d−1(Xt) λ1,d(Xt)
λ21(Xt) −λ2(Xt) · λ2,d−1(Xt) λ2,d(Xt)

· · · · ·
· · · · ·

λd−1,1(Xt) λd−1,2(Xt) · −λd−1(Xt) λd−1,d(Xt)
0 0 · 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

��	
	� ��
 ��� j �= i� λij �
	 �������	 ���
����� ���

λi :=
∑
j �=i

λij ,

��
 i = 1, · · · � d−1�  �
 j �= i� ��	 �
���
� λij(Xt)dt 
�

	������ �� ��	 
���������� �
���������
�� ����� �� 
����� ����	 j �� ��	 ����� ���	 ���	
��� (t, t + dt]� ���	� Gt ��� ��	 ��
� ����
��	 ������
 �� �� 
����� ����	 i �� ���	 t�  �
 ����� ���	 �	���� dt� ��	 ��������� �
����
�	

���
�%������� �����

λij (Xt) dt ≈ P

(
Rl

t+dt = j | Rl
t = i,Gt

)
, #&�'�($

��
 ��� ������
 l = 1, . . . , n� �� ��
�� ��� ���� λi (Xt) dt �� ��	 
���������� �
��������� ��
�	��
� �
�� ����	 i �� ��	 ����� ���	
��� (t, t+ dt] ���	� Gt�

) 
�����
�� ��	
��
����� �� ���
����� ���	�����	� �� �� 	%���	�������*�	 �
�����
������ �� ��	

����� ��
��
� ��
	 ��	
��
����� ��
 ��� i �= j�

λij(Xt) = exp (αij + 〈βij , Xt〉) , #&�'�+$

��	
	 αij �� � 
������� ��
��	�	
 ��� βij �

����� ��
 ��	 �	��������� �� ���
����� ���	�����
λij �� ��	 
����� ��
��
 X� ���� ��	
��
����� ��
����	� ��	 ���������� �� ���
����� ���	�����	��
���� ��	
��
����� 
�

	������ �� � ����������	 	%�	����� �� ��	 ,�% �
���
������ ��-�
� ���	��
�� ��	 ��
��
 �
�
	�� X ���� 
����	� �� ���

	�	 ���	� t1 < . . . < tN � ��	 
���������� �
��������
���
�% 
�� �	 	%�
	��	� �� � �
���
� ��������� ��	 ��������� ���
�% 	%���	����� �	
��

P (tk, tk+1) = eΛX(tk)(tk+1−tk). #&�'�.$

//



��� �����	�	
� ����	� 
��	�� ��� �	�� 	������� [tk, tk+1] 	� ���� �	��� �� �

PX(tk, tk+1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p11(Xtk) p12(Xtk) · p1,d−1(Xtk) p1,d(Xtk)
p21(Xtk) p22(Xtk) · p2,d−1(Xtk) p2,d(Xtk)

· · · · ·
· · · · ·

pd−1,1(Xtk) pd−1,2(Xtk) · pd−1,d−1(Xtk) pd−1,d(Xt)
0 0 · 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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 �
��	���
����� �� 
���� ��� ����� ����� ����
� ���	� ��
���� 
��
��
 (ηt)t≥0 �� ��� ��
���� ����

�	��� ��� 
��	�
��� ���	
� 
��	�� ��� �	�� 	������� [0, T ]� ��� ����� ������ ���� �� �������
���	��	� ��
 
��
��
���� ����� ������ ��� ���

�
 �������	���� �	�� ��� ������� {0, 1, 2}
�
 ���� �
���	
� ���	��� �� ��� ����
� ���	� 
 ��� ���	�� ��
����� ��� ����
� ���	� 
 ���
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��� ���	
�� 	� 
�	��� �� �  ���
� ��
���� !� "� �
��	
�� ���
 ���� ��� �
����� 
 �	�� ���

����
 �	�� ������� �
 ��� ��
���	�	�� ����� (Ω,F ,P) ��

��
 �	�� �
�� �� ������ ������	
�
F = (Fu)0≤u≤t ���	� �	�� ��� ����� �
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ΛX(t) =

⎛
⎝ −λ0(Xt) λ01(Xt) λ02(Xt)

λ10(Xt) −λ1(Xt) λ12(Xt)
λ20(Xt) λ12(Xt) −λ2(Xt)

⎞
⎠ ,

�� ��� ����  ���	
� ����  
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�
��� ��� �����	�	
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� ��� ��
���� (ηt)t≥0�

PX(tk, kk+1) =

⎛
⎝ p00(Xtk) p01(Xtk) p02(Xtk)

p10(Xtk) p11(Xtk) p12(Xtk)
p20(Xtk) p12(Xtk) p22(Xtk)

⎞
⎠ ,
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 ��� ����/0
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���	�	
� 
 (δt)t≥0 ���� ��	� ��
���� �
���	�� �
�� 
���

��� ��

������������ ���� 	�� 	 (δt)t≥0 > 0 ��	� ����
�  
� � 
���

��� 	 (δt)t≥0 < 0� ��	� ����
�
 
� � ����������� ��
 	 (δt)t≥0 = 0� ��	� ����� �
 ���	
�� �� ����  
��
��� �� �
��	
�� ����
(δt)t≥0 	� 
����
 	� ��� 	������� [−1, 1]�
"� 
���� ��� ��
������ (δdt)t≥0 ��
 (δpt)t≥0 �������	���� �� ��� ��
������ ���������	�� ���

',,
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 �	
 ����������� ���
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�� �� ������� �

δt (Xt, δt−1) = 0 · 1{ηt=0} + δd (Xt, δt−1) · 1{ηt=1} − δp (Xt, δt−1) · 1{ηt=2} �������
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����� "�#�$%� �	
 �
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 �
�� ������������� μ ��� σ� �
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����� �
��
����
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�������� ��� ����� ��� ��
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 ����

�
� τ �� ������
�
� �� ������� ��� �	
 ����������� 
���
�� ��
�

�	
 �
����� �������� �� �	
 ����������� ���� ������������ ���	 �
��
�� �� �	
 �
���� ����

�
��
θ = (μ, σ, τ) �� �
���
� ����� (μ, σ, τ) ��� ���
� �� �� �

�����(δ|μ, σ, τ) :=
⎧⎨
⎩(1− p1)

1

B(α, β)
δα−1(1− δ)β−1 �� 0 < δ < 1,

p1 �� δ = 1

!"�#�/%

�	
�
� B (α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
� Γ(·) �� �	
 0�

� ���������

α =
μ(1− σ2)

σ2
, β =

(1− μ)(1− σ2)

σ2
, p1 =

τ

1 + τ
. !"�#�*)%

-��
��
���

μ =
α

α+ β
, σ2 =

1

1 + α+ β
, τ =

p1
1− p1

!"�#�**%

1
��
� α > 0� β > 0� 0 < p1 < 1� 0 < μ < 1� 0 < σ < 1 ��� τ > 0�

��� �� ���	� 
� ��
�
���
 
�	 
	�
� �	 ��	 
�	 ��
�
��� (δt)t≥0 ���
	�� �� (δdt)t≥0 (�	���(δp)t≥0)�

*)*



��� ���� ��� ��	
���� �
 ��� ����
����� ��������� �
 δ� ����� δ∗� 
���� δ∗ ∈ (0, 1) �	�
	������
����

E [δ∗] =
α

α+ β
= μ

���

Var [δ∗] =
αβ

(α+ β)2(1 + α+ β)
= σ2μ(1− μ)

������
�� ��� �����
�� �� ���� 
���� δ ∈ (0, 1]� ��� ���� �
 δ ��� 
�� ��	
���� ��� �� �	
����
�� �

E [δ] = p1 + (1− p1)μ

Var [δ] = (1− p1) σ
2μ (1− μ) + p1(1− p1)(1− μ)2
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��� 	�����

���� ��� ���� 
���	��	���� 
� ��� ����������	 �		����� ��	���
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���
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�����
�� �
���	 �	 ��� �
���	
�	��
���	��
� ����  ����� ������� ����� 
�	 i = 1, · · · , n� 
���������� ����	���
��� (δi) ���� �	���)
�
�
�� �����
��! 
����
�� f(δi|θi) ����
�
���� �� θi = (μi, σi, τi) � �����	 �
 ��	�� �
��	
���
��
��	�����	�� ���� �
 ��
�� ��� �� � 
����
�� �� ��� �(�������	� ��	
������ *����� 
�	 k = 1, 2, 3�
��� gk(·) �� � "���� �������
� �
�" 
����
�� 	����
�� ��� �
��	
���
�� ��	�����	� θ �� �����	
�
 �(�������	� ��	
����� Xt�

θ (Xt) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

μt = μ (Xt) = g1 (β1Xt)

σt = σ (Xt) = g2 (β2Xt)

τt = τ (Xt) = g3 (β3Xt)

, �+�,�-$!

.��	� gk(·)� 
�	 k = 1, 2� ��"�� ������ 
� ]0, 1[ ��� g3(·) ��"�� ������ 
� R
∗
+�

.
�� �� ���	��	
��� 
�	�����
�� �
 ��� �
�" 
����
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�" �	
��	� ��(�������	� ��	
�����! �� ��� ��	�����	� μ, σ, τ ��� ����� �� ���
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��	
���
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������� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 �	
���
�� Total
12/2006 152 95 185 225 359 331 153 51 140 1691
03/2007 162 98 210 215 387 385 177 46 119 1799
06/2007 179 113 234 248 476 518 290 47 61 2166
09/2007 194 132 232 276 470 539 275 47 61 2226
12/2007 185 148 211 291 493 584 304 55 85 2356
03/2008 173 145 231 294 494 599 285 54 84 2359
06/2008 179 152 244 290 521 625 324 63 101 2499
09/2008 187 154 245 299 512 653 316 78 111 2555
12/2008 183 147 238 307 537 616 320 113 114 2575
03/2009 182 151 229 332 530 603 335 128 128 2618
09/2009 156 144 209 293 497 487 310 120 163 2379
12/2009 147 147 205 286 480 490 290 110 155 2310
03/2010 144 147 217 299 475 458 253 112 166 2271
06/2010 139 142 213 291 441 436 253 96 161 2172
09/2010 144 134 214 286 472 481 264 110 169 2274
12/2010 161 159 230 311 521 565 298 121 161 2527
03/2011 112 106 169 281 472 505 252 90 150 2137
06/2011 114 104 175 288 482 491 273 76 142 2145
09/2011 103 100 169 280 481 486 269 78 133 2099
12/2011 92 92 153 252 467 470 263 82 134 2005
03/2012 88 85 147 246 442 426 256 87 124 1901
06/2012 81 76 151 231 408 366 237 89 119 1758
09/2012 82 81 131 228 393 376 223 83 119 1716
12/2012 79 83 106 225 372 351 216 91 108 1631
03/2013 76 83 113 247 356 353 224 85 124 1661
06/2013 73 83 101 238 326 345 231 84 127 1608
09/2013 64 71 104 239 326 343 208 89 137 1581
12/2013 63 82 110 235 332 349 198 89 128 1586
03/2014 70 85 135 243 342 341 187 98 125 1626
06/2014 81 83 128 229 346 267 139 69 91 1433
09/2014 94 88 125 239 355 332 179 74 102 1588
12/2014 101 81 152 252 375 361 187 78 96 1683
Mean 126 112 179 266 436 454 250 84 123 2029
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�������� �� ��� ��������� ������ �� �� ��� ���� !�� ��� ��������� �����" ��� ���������� �� #�
��������� ��� ��� #������� ��������� Λ0" $�� � �� �����!����� ���� #������� ��������� ���������
�����% ���� &�#�� 	�� � ��� ��� �����% �! !� ��� �������'����� ���� &�#�� 	����

� � 	 � ( � ) * +
� ������ ����* ����	 ����� ����+ ����) ����( ����� �
� ����� ������ ����� ����� ����� ����+ ����	 ����	 �
	 ����� ���*( ����*	 ����� ���(� ����� ����� ����� �
� ����� ����* ���)) ������ ����� ����+ ����� ����* ����	
( ����	 ����� ����� ����� ����)� ����� ����	 ����) ����	
� ����� ����� ����� ����� ����� ����() ���+� ����* �����
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�� ��� ����
�������� ������ ��� ������ �	� ���� ����� ����! ����� ��� ����	 ���� ���� ����	���� �� "�	��

#� 	���	� ��	� ��� ����������� ���	�� �� �������� ���	� ���� 
���� ��$�! ��� 	��� �� ��� �������%
������ �	� 	���	��� �� ��� &������� ' �� 
����� '�( ��� '�) �

* ( � $ + , - . )
* / %/�** /�** /�/. %/�/+ / / / /
( %/�/� / /�/* /�*( /�*, / / / /
� %/�/* /�/+ / %/�/) /�*$ /�*- / / /
$ / /�/, /�/, / %/�/+ /�*. /�*$ /�(/ /
+ / /�*� /�/* /�/* / %/�/� /�*$ %/�** %/�()
, / / /�*+ %/�/* /�/* / %/�() %/�/. %/�(+
- / / / /�*. /�/+ /�/- / %/�*+ %/�*)
. / / / / / /�(� /��+ / %/�*/
) / / / / / / / / /
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 ��	��� ����� ����� �� ������	�� ��
����


�� ���� �����	����� ������ ��� ���� 
��� ��	 ��� ���������� �� ��� 1�	2�� ����� ����� ��
������	3� �������� 
�� 	��
��� �	� �	������� ��	� ����	�

/ % / / % * / % ( * % / * % * * % ( ( % */ ( % * ( % (
4�� * −0.4 0.33 0.06 1.5 −1.78 0.38 1.3 1.03 −2.33
4�� ( −0.59 0.53 0.05 1.34 −1.86 0.52 1.36 1.45 −2.81
4�� � −0.87 0.76 0.11 1.17 −1.64 0.47 1.09 1.37 −2.46
4�� $ −1.05 0.93 0.12 1.32 −1.67 0.35 1.1 1.37 −2.49
4�� + −1.05 0.93 0.12 1.33 −1.70 0.37 1.1 1.46 −2.56
4�� , −1.02 0.89 0.12 1.25 −1.65 0.40 1.04 1.39 −2.42
4�� - −0.91 0.81 0.10 1.47 −1.78 0.31 1.04 1.13 −2.17
4�� . −1.20 1.11 0.09 1.55 −1.81 0.25 1.28 1.31 −2.59

*/-



����� ��� � ����	
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 ��������� ��� ������ ���
� �� ��	
��� ���
�� ��� ���� ���
��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� � 81.64 14.70 3.66 65.73 27.77 6.50 64.08 22.25 13.67
��� � 73.92 21.38 4.70 59.40 32.28 8.32 59.61 28.56 11.83
��� � 62.61 30.16 7.23 49.53 40.12 10.35 48.82 35.41 15.77
��� � 59.64 33.85 6.51 50.05 41.66 8.29 48.57 37.14 14.29
��� � 59.55 33.76 6.68 50.13 41.42 8.45 48.39 37.60 14.01
��� � 59.35 33.32 7.33 48.69 41.77 9.54 46.99 37.32 15.70
��� � 64.59 29.41 6.00 54.94 37.17 7.89 51.09 32.32 16.59
���  58.83 36.12 5.05 52.32 41.62 6.06 50.66 37.36 11.97
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����
�� ����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� � −0.07 0.16 0.16 −0.08 −0.24 −0.11
��� � −0.04 −1.30 0.32 0.02 0.06 −0.03
��� � −0.04 2.19 0.34 0.03 0.04 −0.05
��� � −0.04 −2.13 0.29 0.17 0.04 0.18
��� � 0.06 3.69 0.08 0.04 −0.43 −0.01
��� � 0.01 1.30 0.11 0.05 −0.02 0.02
��� � −0.04 6.38 0.26 0.07 0.17 −0.06
���  −0.11 1.66 0.24 0.17 0.43 0.22
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�������� ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� � 0.02 0.08 0.00 0.05 0.00 0.14
��� � 0.09 0.20 0.00 0.44 0.10 0.44
��� � 0.01 0.00 0.00 0.12 0.08 0.05
��� 	 0.02 1.00 0.00 0.00 0.13 0.00
��� 
 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00 0.67
��� � 0.54 0.03 0.00 0.00 0.31 0.22
��� � 0.03 0.07 0.00 0.00 0.00 0.21
��� 
 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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(�������)( ���� ��� ��
����� �� �� 
����� �� �� �' ����"  ��������$ ������" �� ��� ��������

���	�! �� �  ������� �������� ���	� ����� � ���� "� ��"���� �� ��� ������� �� ��� ���"�� ������

����� ����	
����
 �� ��� ����������	 
��� 	�����

���� �
 ��� �
�����



���

&� ���� ������� #� ���# ��� ������$ �� ��� ��"�� ����� (μt, σt, τt) �� �� ��"%�� ��� ��$��*�"
����� ���� ���� ���� �����" �� ��� ������� ��	�� �� ���� "���� �� ���� ��"! ���  ���������
��� "�������" �� �%������� �� ��%� ���) ������� ��" �� ������� � + ���� ��! ��� ��������� ��
��� ����� �������$ ���� ���#��� �#�  ����"� tk−1! tk! "�����" ΔGRR� ��� %����*����� ����
�� ���  �����%�  ����"! �����$ δ(tk−1)� ��� �%������ �$��� ��"������ ��  ����" t! "�����"
�������� ���	� ��" ��� ��������� �� ��� ����� �������� �����! "�����" Δ&� ��� ,����$! #� ��)�
����%�� �� ��� ���"�� #��������� �$ "����� ���  � %������ #��� ��� ��� �� ��� ������ ���"���
-� �����"�� ���� ��� ����������� . ��������$ ��" "�������� ��������/ �� ���  ��������� μt, σt, τt
���� ���� ����  �������" �� ��� ������� ��	����� ��� �����#��� ��������  ������ ��� ���%��� ��
��� ����������� �� ��� ����� (μt, σt, τt) ��"�� �� ��� "��� "�������" �� ������� ��
���

����	�
 ��
�������� �� 
������� ���������

&� ��"�� �� ��)� ����%�� �� ��� ���������� 0 < μt < 1! #� "���� ��� �%������ μt = g1 (Xtβ1)

�� ��� ������� ����� �%������! ���� ��! μt =
1

1 + e−Xtβ1
� -���� Xt = (1, X1t, X2t, X3t, X4t)

��" β1 = (β10, β11, β12, β13, β14) ��� ��� �������$ ��� ������� �� �' �������$ ��������� ��"
��������������

��� ����� ����#  ������� ��� ���%�� �� β̂1 ��� ���� ���"�� �������

��� ��� ��	
 �	��
��� 
��� ���� ���� ���	 ������ ��� ���� ��
� 	�� ������������� ��
	����	��

��0



������� β̂10 ΔGRR δ(tk−1) �	���
�� ��
�
 Δ�� �
1 −0.78∗∗∗ 0.24 0.85∗∗∗ −0.07∗ −0.09
2 −0.75∗∗∗ −0.49 0.55∗∗∗ −0.07∗ 0.01
3 −0.72∗∗∗ −0.56 0.65∗∗∗ −0.02∗ 0.29∗∗

4 −0.72∗∗∗ 0.62 0.71∗∗∗ −0.01 0.24∗∗

5 −0.68∗∗∗ −0.50 0.47∗∗∗ −0.05∗∗∗ −0.07
6 −0.60∗∗∗ 0.51 0.53∗∗∗ −4× 10−3 0.16∗∗

7 −0.59∗∗∗ 0.72∗ 0.62∗∗∗ −8× 10−3 0.01
8 −0.26∗∗∗ 0.24∗ 0.84∗∗∗ −6× 10−3 0.22

����� ��� � �
���������
� �� μt �� ���� ��
���� ��� 
�
� ������
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������
 �� ��
 ���� ��
����  	� ��� �� ��
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 ��� ��� ��������
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� �� ��
 
�
��� �
�
���������� ���� ��! μ1 = 0.31! μ2 = 0.32!
· · · ! μ7 = 0.36! μ8 = 0.44! ���� #
��� ���� ��
 � ������ ��
 #��
 "���
 �� 	�
 ��
�� 
�
���
���
� �� ��
�� 
�
��� %	����� �� �
����� ����
! ���� �� ���
 ���� ��
 �
�	��� �� &������ 
� ���
'())*+� ��
 �
��������� �� δ(tk−1) �� "������
 ��� ��������
���� �����,
��� ��� ��� ��
 ��������
���� �� ������ ���	����
 �� 
�
� ��#
 � �������� �� "
����#
� ��
 #
�� �������� �� ����
��
��
 ��
��� ΔGRR ��� �� �����,
��� �#"�
� �� μt ���� �
���� �� ��
 ��������
�� �����,
��
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��#
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 � ������ ��
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�� �� ��� � �����,
��� "������
 �#"�
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��� ��
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��#
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�� �������� �� �

�
����� ��
� ��
 ��%	����� �� ��
�
������
2
�
�����! ��
 #�� ����

 ���� ��
 #��� �
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0 < σt < 1� �� ����� ��� �
������ σt = g2 (Xtβ2) �� ��� ����	�� ����� �
������� ���� ���

σt =
1

1 + e−Xtβ2
� ���	� Xt = (1, X1t, X2t, X3t, X4t) ��� β2 = (β20, β21, β22, β23, β24) �	�

	����������� ��� �����	� �� ���������	� ��	������ ��� ��������������

��� ����� ����� �	������ ��� ���
�� �� β̂2 ��	 ���� �	���� 	������

��� ��� ���	
�� ��� �
��� �����	��� ��� ������ �� ��� ���� ���
� 	� �����	��� ���� ������ 	��
 	� ���

���������� ���� ��� μ =
1

1 + e−β̂10
�

���



������� β̂20 ΔGRR δ(tk−1) �	���
�� ��
�
 Δ�� �
1 0.86∗∗∗ −0.56 0.36∗ −0.06∗ 0.27∗

2 0.48∗∗∗ −1.00 0.08 −0.06∗∗ 0.44∗∗∗

3 0.58∗∗∗ −0.92 0.57∗∗∗ −0.02 0.03
4 0.74∗∗∗ 0.54 0.38∗∗∗ 0.02∗ 0.08
5 0.53∗∗∗ −0.32 0.16∗∗ −0.02∗ 0.09
6 0.46∗∗∗ −0.12 0.18∗∗∗ 0.02∗∗∗ 0.14∗∗

7 0.52∗∗∗ −0.05 0.31∗∗∗ 0.03∗ 0.14∗

8 0.74∗∗∗ −0.13 0.04 8× 10−3 −7× 10−3
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! $� ��
 ���
�

�� β20 ��! �� �������� �
���
! �� ��
 	����&����� ���
 �� tk−1"
���� ��" σ1 = 0.70" σ2 = 0.61" · · · " σ6 = 0.61" σ7 = 0.63 ��! σ8 = 0.68� ����
��
! �� ����!��!
!
������� �� δ∗ ���� ���
� ��1(δ∗) = 0.32" ��2(δ

∗) = 0.28" · · · " ��6(δ∗) = 0.29" ��7(δ
∗) = 0.30

��! ��8(δ
∗) = 0.35� ��
 ����	�� ��
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 �� τt

,����
�
� τt �� �
���
! �� ���$�$����� p1 $� ��
 �
������ p1 =
τ

1 + τ
" p1 �
��
�
��� ��


���$�$����� �� � ����� !�� !� �" ���
�� δt = 1� -� ��
 
��������� �� τt ����!� ���� �� ���
����������" τt > 0"  
 !
(�
 ��
 �	�
���� τt = g3 (Xtβ3) �� ��
 
#���
����� �	�
����" ���� ��"
τt = eXtβ3 � +�
�
Xt = (1, X1t, X2t, X3t, X4t) ��! β3 = (β30, β31, β32, β33, β34) ��
 �
��
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������� β̂30 ΔGRR δ(tk−1) �	���
�� ��
�
 Δ�� �

1 0.08∗∗∗ 3.88∗ 1.92∗∗∗ −0.22∗∗∗ 1.18∗∗∗

2 0.29∗∗∗ 1.03 2.10∗∗∗ −0.17∗∗∗ 0.96∗∗∗

3 0.24∗∗∗ −0.54 1.81∗∗∗ −0.24∗∗∗ 1.12∗∗∗

4 0.23∗∗∗ −1.54 1.53∗∗∗ −0.17∗∗∗ 0.91∗∗∗

5 0.27∗∗∗ 0.57 1.53∗∗∗ −0.20∗∗∗ 0.83∗∗∗

6 0.31∗∗∗ 0.36 1.46∗∗∗ −0.19∗∗∗ 0.74∗∗∗

7 0.67∗∗∗ 0.56 1.23∗∗∗ −0.18∗∗∗ 0.77∗∗∗

8 0.57∗∗∗ 0.47 1.04∗∗∗ −0.13∗∗∗ 0.81∗∗
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� ������ ��! τ1 = 1.08! τ2 = 1.33! · · · ! τ7 = 1.95! τ8 = 1.76 $��
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�� ���%�%�����
� ���
� �� p11 = 0.51! p21 = 0.57! · · · ! p71 = 0.66! p81 = 0.64� ��
 ���	
� �� pi1!
i ∈ {1, 2, · · · , 8} �� ��
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������� ���
�

�� ΔGRR δ(tk−1) �	���
�� ��
�
 Δ�� �

1 −0.76∗∗∗ 0.40 0.05 0.09∗ −0.27
2 −0.77∗∗∗ 2.14 0.14 0.00 −0.29
3 −0.89∗∗∗ 1.14 0.06 0.02 −0.15
4 −0.85∗∗∗ −0.02 0.53∗∗∗ 0.03∗ −0.26∗

5 −0.91∗∗∗ 0.24 0.15∗ −0.01 −0.14∗

6 −0.96∗∗∗ 0.98 0.04 0.02 0.03
7 −0.98∗∗∗ −1.30 0.004 0.01 −0.0014
8 −1.27∗∗∗ −2.26 0.02 0.16∗∗∗ 0.12

��� ��� ��	
 ��	 
���� �� τ �� ���������� �����
� τ = eintercept�

��� �� ��� ��� 	������	 pi1� ����� i �������	�� ��� ����	
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τ

1 + τ
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&��
��	 +�������� ΔGRR δ(tk−1) ,�	
��		 )���� Δ+& -

1 0.67∗∗∗ 0.92 0.01 −0.02 0.06
2 0.64∗∗∗ 3.07 0.38∗ −0.10∗ 0.005
3 0.47∗∗∗ −0.29 0.32∗∗ −0.03∗ −0.03
4 0.61∗∗∗ 1.37∗ −0.13 −0.03∗ −0.18∗

5 0.51∗∗∗ 0.55 0.06 −0.03∗∗ −0.06
6 0.46∗∗∗ 0.83 0.03 −0.02∗ −0.11∗

7 0.54∗∗∗ −0.64 0.03 −0.03∗ −0.07
8 0.40∗∗∗ −4.35∗∗∗ 0.11 −0.13∗∗∗ 0.07
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������� �����	�
��� �
 τt

������� ���	
�	�� ΔGRR δ(tk−1) 
����	�� ����	 Δ�� �
1 −1.53∗∗∗ 1.19 2.31∗∗ 0.21∗ 0.71
2 −1.56∗∗∗ 7.84 0.73 0.24∗ 0.88
3 −1.96∗∗∗ −0.63 0.34 0.18∗∗∗ 0.92
4 −2.20∗∗∗ −1.93 0.31 0.22∗∗∗ 0.66
5 −2.17∗∗∗ 4.01∗ 0.79∗∗ 0.17∗∗∗ 0.47
6 −1.85∗∗∗ 0.34 0.76∗∗∗ 0.09∗∗ 0.36
7 −2.30∗∗∗ −1.01 0.42∗ 0.18∗∗∗ 0.79
8 −2.06∗∗∗ −6.62 2.06∗∗ 0.10 0.21
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Ratings 1 2 3 4 5 6 7 8
$���	� �� 1 1.16 1.26 1.36 1.46 1.60 1.71 1.86 1.96
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&��������� 0��� �� 1 &���2�� �� 1 q̂99% �� 1
3���
�� k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
4�� � 11 10 8 5 3 4 3 4 18 18 18 13
4�� � 17 14 12 6 4 5 4 4 28 25 22 17
4�� � 24 19 14 7 4 4 4 3 32 28 23 14
4�� 
 27 20 15 7 3 3 3 2 34 27 22 14
4�� 5 26 20 15 8 2 2 2 2 32 25 20 12
4�� % 26 20 15 8 2 2 3 2 32 26 21 12
4�� - 26 19 15 7 3 3 3 3 33 26 22 14
4�� + 33 22 16 8 5 5 5 4 46 35 28 19
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� ����� ���� ��
� 26% ��� 33% �
 7% ��� 8% ������������� $��
(�
��
�) �������� �.��� �� ��� �
 ��� ��7����� 
� ��� �����!���
� ���� 
� ��� ���� tk−1 
� ���

�� 
� ��� ���� ���� tk �� ��� ����� ���� �� ����
� (�����
�� 
� ����������) �� ������ �
��
���
 � ��
���� 
�� �� ��� ���� ����� $���  �����
�� �� 
 ������ ���
��� ��� ��������
� ��������

��� �� ���� 	�
�	��
 ��� ��������� 1%� 25%� 50% ��
 75% �� ��� ������ ����� ����� ����� ����

��� �� 
�� ���� ��� ���	�� �� ��� �	�� 
�	��
� ��� 	��� �	� 	�
�	��
 �� ��� �

��
� � ��� !���	�� ����
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��� ����� ��� ������� ����	
� �
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���� �������� "��� 
������ ���
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������ 
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�#�
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�
� �������� #

�
���� �
�#���� �&
��� �2 .���
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#� ��
��
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 �
�����
� ��������� 
�
�&��� �� ��� �
�������
#

�
���� 
�� 
��
���� ��� �
�� �
�����
� ��������� 
� ��� �
�	
��� ����� �����
��
 "��� ���
�����"��� #
�����

��� ������	 
� �	� ��

�� ����� ��
 ��
 �� ����������� �� ��
 ��
��� 	��
� ��� ���� ���� � �� �
�	����	
 ����
�� ����� �� ��
 �
�������� �
��

� 35% ��� 55% �� ��� �	���
������� ��
 ��� ��
������� �
��� �
�� ���

������� 70% ��� 80% �� ��� �	���
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 ��� ��� ��
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��� �
���
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Scenarios �
������ ����
��

����� ������	
� ����

�� ���	
 Δ�� � ����

�� ���	
 Δ�� �

k = 5 1.13 0.3 −7.26 −0.3
k = 6 0.89 0.2 −2.68 0
k = 7 1.62 0.4 −2.45 0
k = 8 1.00 0.3 −1.99 0

��	
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������ 
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���
�� � ��
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 ! ��
���" k = 5, · · · , 8" �!� �
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��
���
� �
�� �����������


�


����
� 

�  ������� #��! 
���� � �!� �
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 #� !
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 �����
����� $!� 
������ �� �!� ��
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���
��� �� �!� $
���� ���� 
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Scenarios �
������ ����
��

�
����� k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
�
� � 3 3 2 3 18 11 9 7
�
� ( 4 4 4 4 19 9 8 7
�
� � −2 −1 0 1 22 9 8 7
�
� ) 5 5 5 5 21 9 6 5
�
� � −6 −1 0 2 13 7 6 5
�
� * 4 4 4 5 16 8 7 5
�
� � −14 −6 −5 −3 20 9 7 5
�
� � 4 5 5 6 20 6 3 2

���
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Scenarios �

����� �����
�
������� k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
�
� � 2.3 2.4 2.2 2.2 3.4 3.3 3.2 3.1
�
� � 3.0 3.1 3.1 3.1 4.7 4.6 4.6 4.5
�
� � 3.0 3.1 2.9 3.0 3.3 3.3 3.2 3.2
�
� � 2.2 2.2 2.2 2.1 2.5 2.5 2.5 2.4
�
�  2.3 2.1 2.2 2.1 1.9 1.8 1.8 1.7
�
� ! 1.7 1.7 1.6 1.6 1.6 1.6 1.7 1.6
�
� " 3.1 3.0 3.1 3.0 2.6 2.7 2.5 2.5
�
� � 4.4 4.5 4.3 4.3 4.8 4.7 4.4 4.5
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�� �� �%� 
�
��
�� ����
���� �
 ��� 
����'�
��� ����%�� 
����'�
��
��	
�� �
� �� 
%��� �� �%� �
���
��� 99% (�
�����) �%� &
��� ���* 
%��
 �%
� ������ �%�

����
� 	�����
) �%� ��
+ �� �


��� ��
�����
 ,
���� 30%- �
 �� ���� ���
��� �� �%� �
�
�
����
 ��� ������
 �%� �
�� �� 
���
� 
�� �
����
 ��� .������) 

 �%� ���� ���
 �/ ,
�� 	�����
k = 8-) �%� �

����� 
���
��� 
%��
 ���
��� 99% (�
�����
 �%
� �%� 
����
� 
���
��� ��� �%� ���
����
����� ��
�� �������
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 �
 ��� �� �%� �
���
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Scenarios �

����� �����
�
q̂99% k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
�
� � 12 12 11 12 31 21 20 18
�
� � 14 13 13 13 35 23 21 20
�
� � 7 10 10 12 34 20 17 16
�
� � 12 12 11 11 29 15 13 11
�
�  2 8 8 11 19 12 10 8
�
� ! 11 11 11 13 24 15 14 12
�
� " 2 6 8 11 30 17 15 14
�
� � 15 17 17 20 33 16 11 11

����� ���* � ���	
��
�� �� q̂99% (�
����� �� ������
���� �
�� 	�� �
���� ������� �

����� 
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��	��	�� ��
 ��� q̂1% #����	�� �� ���
��
����� 	� ������� �� ��� ������	$��	�� �� 
��� tk� k = 1, · · · , 4� ��� ��
����� 	� ������� ��
��� ������	$��	�� 	
 �������
 �
 ������
�

CFk% =

∑Lk,R

l=1 CFk,l∑Lk,R

l=1 Ak,l

��� ��� ���	�

 k = 1, · · · , 4� ��� ���	��
 R ∈ {1, · · · , 8} ��
 ��� ���	���
 l = 1 · · · , L�
��� 
	�� �	��
 	� ��� ����� ����
 ���� ��� ��
����� 	
 �� ������ ��� ��� �����

%���	
�	�
 &��� 	� ' %�
�(�� 	� ' q̂1%
)��	�

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
*�� " −11 −10 −9 −6 5 5 5 4 −24 −24 −22 −19
*�� ! −18 −15 −12 −8 7 7 6 6 −35 −33 −30 −28
*��  −25 −19 −14 −8 8 7 6 5 −44 −37 −31 −23
*�� + −27 −20 −14 −8 5 5 4 4 −39 −32 −27 −18
*�� , −27 −20 −14 −9 7 4 4 3 −44 −29 −25 −17
*�� - −27 −20 −14 −9 6 5 5 4 −41 −32 −26 −18
*�� . −26 −20 −14 −9 8 7 6 5 −46 −39 −31 −24
*�� / −33 −22 −15 −8 12 10 9 7 −60 −48 −42 −34

�����  �!" 0 &���� 
���
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��	��	�� ��
 q̂1% �� ��
����� 	� ������� ��� ���	�� 
��	��

����� �� ���� 
	�����	��

1
 �2�����
� ��� ��
����� 
	�����	�� ������
 ��� ��
	��
 �� ��� ��	�	$��	�� ���� 
	�����	���
������� ��� ��� 	���
����� ���
� ���	���
 ��� � ������� 
����� �� �	#�	
	�� ������ ��� ���
����� ��� ��

��� �� �	�� ���

 �� �	�	� ��� 
���
��� �����	�� �� ��� ���	���
� 
���	���� ���
��� 	���
����� ���
� ���
� 3����������� ��� ��
����� 
	�����	�� �2�	�	�
 � ������� ���	��	�
�	�� �� ��� ��
�����
 �
 ��� 	�����
� �������
 ��
 ��� ��

 �	��� 
������ ���� ���� 	��������

	� ��� ��������	��
� ��� ����
 �� ��� 
	
��	���	�� ��	�
 q̂1% �	��
 �� 	�
	���	�� �� ��� ��
�����
�� �	
�� 4�� ��� ���	�� ���� ��� �	
� �� �2����� ������
 	
 ������� 	� ��� ��
����� 
	�����	��
���� 	� ��� ��	�	$��	�� ���� 
	�����	��� ��	
 	
 �����
� �� ��� 	�������	�� �� ��� ��

 �	���

������ 	� ��� ��
����� 
	�����	���

1
 � ��
���� ��� �������	� ������� ����
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��� �� � k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8

&�� ' −5 −4 −4 −3 −17 −10 −8 −6
&�� � −5 −4 −4 −3 −19 −10 −6 −4
&�� � −6 −4 −3 −3 −17 −7 −4 −2
&�� ( −5 −4 −3 −3 −16 −6 −3 −2
&�� ) −8 −5 −4 −3 −8 −5 −3 −2
��� � −6 −5 −3 −3 −11 −6 −4 −2
��� � −7 −5 −3 −3 −16 −6 −3 −1
��� � −5 −4 −3 −2 −15 −4 −2 0
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q̂1% k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� ! −17 −17 −16 −15 −35 −26 −26 −21
��� 	 −22 −19 −16 −18 −42 −29 −22 −19
��� � −22 −21 −17 −18 −36 −25 −20 −15
��� " −13 −12 −11 −9 −28 −16 −11 −8
��� # −17 −13 −11 −9 −18 −13 −11 −8
��� � −16 −13 −10 −9 −25 −18 −13 −11
��� � −20 −18 −15 −13 −32 −22 −15 −12
��� � −29 −23 −22 −18 −41 −25 −17 −11
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 ������
��� �����
��� ���� ������������� ��� ����� ���� �������� ��� ������ ���
���
��� ������ ��� �����
��� ��
���� �� ������� �� ��� ����	 �������� �	� ������ �
� ���
����������� ����� ������� ���� ��� �����
��� ��� ����� ���� ��� ������
����� �� �����
���
���� �� ��� ������� ����� �� ��� �����
������
���� ��� ����������� �� ���� �����
��� ���
���� ��������	 ������� �	! ������� ���������� �� ���� ������� ��� "#$ ��� ���� ���
����� ��
�������� �� �����
��� ��� �� ������� �� ��	 ������� �	% �����
��� ��� �����	

��� ��� ���	�
��
 
����

&������� � �������������� '��( ���� � ������������� 
������ �
������ u ��� �� ������� ������
����� w	 "� ������ �� u′� u′′ ��� u′′′ ���  ��� ����������� ��� ������ ����������� ��� ��� �����
���������� �� ��� 
������ �
������ u	 ���� ���������� �� ����� u(n) ��� ��� nth ���������� ��
u ∀n ≥ 1 ) ��� ��������� u′� u′′� ��� u′′′ ��� u(1)� u(2)� ��� u(3)� ������������� ���� �� 
���
���������������	 *� 
�
���� ��� �� �� ���
��� �� �� ������������ ��� ������������ �	�	� u ��
�������������� ��� ������� 'u �� �
�� ���� u′′(x) < 0 < u′(x) ∀x ������� �� u′′ < 0 < u′ ��
���� �������(	
#�� �� ����� ��� ����������� ������ ������ ���� 1 ��� ���� 2� ������������ �������� �� ���
��������� ��������� L1 ��� L2 +

L1 = [X1, Y1; p1, 1− p1] ��� L2 = [X2, Y2; p2, 1− p2]

����� X1, Y1, X2, Y2 ��� �
�
���� ����������� ������ ���������	
,�� ���� ���� Li 'i = 1, 2)� ��� �� ����� ���� ����������� pi � -���. ����� �� ���
��� ��������
�� ��� ������ �������� Xi� ��� ����� � ������ ����� ���� ����������� (1 − pi) �������� ��
��� ������ �������� Yi	 /� �� ������ �� ��������� �� 
�������� �������� ����������� ����
� ��� ����� ������� + �������� ����������� ����
� �0�������� ��������1� ����
�� ����
� ��
����
��� ����� ���
� �������� ����
� ��������� ���	 /� �� �������� ��� ��������� L1 ��� L2

�� ��� ���� ���
��� �� � ������� ����� ��� ����������� pi 'i = 1, 2( ��� �� ���� �� ���
����
�� ������������ �������� ������� PDi �� ���  ������� ��� ���
����� �������
��	 Xi

'���� Yi( �� ���������� ���� ��� ���� �� ��������1� ����
�� '������������ �� ����
��(	 Xi ���
Yi ��� ���������� �� Xi ��� ������ �� � ���������� �������� ���� ��� Yi ��� ������ �� �
���������� ���� '234/564 ��� �0�����(	 /� �� �������� ��� ����������� ���� ��� �������� ��
� ����� � ���
������ ������� ��������� L1 ��� L2 ��� �� ���� �� ���������� ���
��� ������
���� ����� ����������	 Xi '������������	 Yi( �� ��� ���������� ���
�� �� ��� ���� �� �����������
'�0�������( ���� ���
�� ���� ����������� pi '���� ����������� 1−pi( �� ��� �������� �� ��� ������	

*��
���� ���� Yi ������ � ������ ����� �� ���
�� ���� Xi ����� ���� ��� �� ������� �� ����
��� ���� Yi ���� �� ���� ��� ���� Xi	 3���� ��� �0������ 
������ ������ ���� ��������� ������
E[u(w+Yi)] ≥ E[u(w+Xi)] ��� ��� w	 /� ����� ������ ��� �����0� Xi �� ������� ���� ��� �����0�
Yi� ��� ���� ��� �� ������� �� �� ���������� �� Yi ���� ��Xi	 #� ����� ������� �� ����� �� 
��
��� ������� �� ���������� ��������� �� �� �� 
�
���� ���� �� �������� �������
��	 ����������
��������� ����������� � ������� �������� �� ����������� �������
�����	 &������� ��� ������
��������� X ��� Y ���
�� �� ���� �������� [z1, z2] �� ��� ���� ����� ���� ���������� �
�
������
�������
���� �
������� F ��� G	 �������� ���� F1 = F ��� G1 = G� �� �� ����������� ���
z ∈ [z1, z2]

Fk+1(z) =

∫ z

z1

Fk(t)dt ��� Gk+1(z) =

∫ z

z1

Gk(t)dt

��� k = 1, 2, . . .	 #���� X �� ���� �� �� ��������� �� Y ��� nth������ ���������� ���������
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�X �n Y � � �� Gn(z) ≤ Fn(z) ��� ��� z	 �
� �� Gk(z2) ≤ Fk(z2) ��� k = 1, 2, . . . , n − 1� 
��

��� ���� n− 1 ����
�� �� X �
� Y ��� �����	 nth������ ���������� ����
�
�� ���
����� ����
����
 ����
�
�� �� ����� n �X �Ekern−n Y �� ��� ��
���� �� ����
�� ����
�
�� �� ���� ����

���� �
 ���� �������  � �
 �!�����	 ��� 
����
 �� �����������	
�� 
������� 
� �
�
 �
��������
"� #��������� �
� $��%���& �'()*� ��������
�� �� ����
�� ����
�
�� �� ����� + �X �2 Y
���� E[X] = E[Y ]�� $��������	 ��� 
����
 �� 
������� 
� �����
�� �
�
 �
�������� "� ,�
�&��
�� ��� �'(-*� ��������
�� �� ����
�� ����
�
�� �� ����� . �X �3 Y ���� E[X] = E[Y ] �
�
E(X2) = E(Y 2)�� 
� ����� ��� ������ �� $����� �
� $��
�������� �+**)� ��� ���� �������
�"��� ���������� �������
,��� %�
������	 ��
������
% ��� ���������� ����
�
�� ������ s1 �
� s2 ���� ���� X1 �s1 Y1
�
� X2 �s2 Y2	 �������
% /
%������ �'(-)�

�	 ��� �
�������� E[u(w + Yi)] ≥ E[u(w + Xi)] ���
i = 1, 2 ����� ��� �
� ������� ��
����
 u ���� ���� u′ > 0	 u′′ < 0 �
� (−1)k+1u(k) > 0 ��� ���
k = 1 �� max{s1, s2}� 0��� ���� (−1)k+1u(k) > 0 ��� ��� k = 1 �� max{s1, s2} ���
� ���� ���
��� ����������� �� u ��� �������� �
� ��� ���
 ����������� �� u ��� 
�%�����	 ����	 ����������� ��
��%���� 1 �� max{s1, s2} �����
��� �
 ��%
� 1������
% 2������� �
� 3����
 �'(-)� �
� 4�"���5
�
� 6���
��� �'((7�	 � 8, ���� ���� � ������� ��
����
 �� ���� �� "� �
��� �
�
 �	����
����� ���� 1 �� max{s1, s2}� 0��� ���� ���� �������� �� �������� "� ��� ������� ��
����
�
���� �����
�� ���� �
 ������������ ���
����� �
�����
% ��� ��� ���������� ��
���
�
������� ��
����
� ���� �� ��� ��%��������	 �!��
�
���� �
� ����� ������� ��
����
��

 � ��������� L1 �
� L2 ��� �
����
��
�	 ��� 8, �!������ ������� ��!������ ������� �� ���
�%%��%���� ���� L1 + L2�	 ��
���� "� V (w; {p1, p2}; {0, 0}) �	 ������ ��

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) := E[u(w + L1 + L2)]

= p1p2E[u(w +X1 +X2)] + p1(1− p2)E[u(w +X1 + Y2)]

+ (1− p1)p2E[u(w + Y1 +X2)] + (1− p1)(1− p2)E[u(w + Y1 + Y2)],
�9�+�'�

����� E[·] ��
���� ��� �!��������
 �������� ���� ��� ��
��� �����"����

:�� �
������ ��
���
� ��� ��� 8, �� �����
% �� ��� �� "�
��� ���� ���� ��������
� ��� �"�
;������ �� ��� ����� �� �� ���� ���� ��� 
����
%
�������6�� �
�6� ������� ��"�%���� ��
 "�
��<���
� ���� ��� �
� �
 �����
�� �� ��"�%���� ���
 �� ��� 8, �� ������� �� "� 
������ ������
��"�%����� ��� %��� �� ��� ����� �� �� �!����
 �
 ������ ��� �� �"���
 ���� ���
�����
�������
�������
��� ��� �� ��� 
�6 �� � ������� �� ��� ����� � 8, �������� �� ���� ���
%�� �� ���� �����

�
 ���
���� ���������� ���� ��������� �� ��� �'(()�	 4��� �+***�	 4���
��� �� ��� �+*'=�	 ���
%
�������

� ��
����� ������� �
� ����� ���� ��������
� 
� ����� �
 ��� �������
������ 
�6 �� "�
���
���� � ��������
 �� ����	 ����	 ��� �����
%
��� �� ��� �� "�
��� ���� ��� �����%� ���� pi > 0
�� αpi	 ∀i = 1, 2 ���� α ���� ���� 0 ≤ α ≤ 1� :"������� �� α �� ����� �� 1	 ����� �� 
� ���
%��
/� α �� ����� �� 0	 ��� ���"�"����� pi "������ 0 �
� �� ����� �"��� ����� ���� ��������
 ��
���� �����
����
� /� α ������� 0 < α < 1 ���
 ��� ���"�"����� pi "������ αpi ����� �� ��������
�������� �
� ������� ���
 pi� /
 ���� ���� �� ����� �"��� ������� ���� ��������
�

�� X �� ���� ���� 	� 
� ������
 	��� Y � �
 Xi �
������ Yi ��� nth��
��
 �	�����	�� ����������
�� ����� �����
���� ������� � ��
 ��� X ��� Y � �� 	��	 X �n Y � 	��� E[f(X)] ≤ E[f(Y )] ��
 ��! � ��	���

f � �� 	��	 (−1)k+1f (k) > 0 ∀k = 1, . . . , n�
�� {0, 0} �� 	�� ��	�	��� V (w; {p1, p2}; {0, 0}) ����� 	��	 	�� ���	�"	 �� #�	�� 	 ��
�� �	!� $��� #� #���

��	
�� �� ��
�� �	! ���� ���	��� %�&�� {0, 0} ���� �� �����	�
 �� {ε̃1, ε̃2} ����� ��

�� ��������� ε̃1 �

 ε̃2
�������
� �
	�����
�� �
 ������������� ������������

���



�� ����� ��� 	�

���
� 
������
� P (w;α) �� ��� ��� �� ��
��� 	��� ��� ������� 	��� pi > 0
�� αpi 	�� �

 i = 1, 2 ���� α ���� ���� 0 ≤ α ≤ 1 ��
���
� 
������
� �
�������� ������ P (w;α) �� ��
����
 �	 ��� 	�

���
� �������
 �

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) = V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0}). ��� � !

"������
#� ���
 α = 1 �
� ���
��!� ��� ���� P (w;α)� ���� ������ �� P (w; 1) �� ����
 ��
$���� ���
 α = 0 ����% �
���
����
!� �������
 ��� � ! ������
�
�
# �������� ��

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) = V (w − P (w; 0); {0, 0}; {0, 0}). ��� �&!

'�
�� pi� i = 1, 2 �� ��� �������
��# �	 ��� ����� �������
�� �
� E [u (w +Xi)] < E [u (w + Yi)]
	�� i = 1, 2� ��� 	�

���
� �
����
����� ��
� �� ∀w�

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) < V (w; {αp1, αp2}; {0, 0}) < V (w; {0, 0}; {0, 0}) . ��� ��!

�� �����
 �����
P (w; 0) > P (w;α) > P (w; 1) = 0. ��� �(!

��� )* �� �
��#� ��

�
� �� ��# �� ��
��� �	 ���% ��������
��
"�� ��+������ �
 ���� ����� �� �� �
�
#�� ��� ���� ��� ������� ���
 ��� �������
��# 
���
�
p1 �
� p2 ��� 
�� %
��
 ���� ������
�# �# ��� )*� ,
 ����� ������ ��� ��+������ �� �� �
�
#��
��� ���� ��� �
���������
 �	 ��������# ���� �������
����� p1 �
� p2 ������ ��� �������
� �	
�
 ��������# 
�����
 )*�

��� �����	
����� �
 �����
���

�� ������ ���� �������
����� p1 �
� p2 ��� 
� 
�
��� ��+������
# %
��
� ��� ��� ����������
���� ���� �� ����
 �
 ��� ������ ���% ��
�����
� �	 �� ��
����� ��� �-���
� �	 
�������� L1 �
�
L2 �� ��� 
��
 �����
�� .���

 ���� ��� ��	��
� �������
��# �� ���������� �� ��� ��� ����� �	

������ pi ≡ PDi �i = 1, 2!� ��� ���������
 ��������� �	 ��� PDi �
��#� ������� ���� �������
�	 �
������
�#� 	�� �-���
� ��� 
������ ����	�
�� ��$� ������ ������
 ���� �
� ���������
 �����!
����� ��# 
�� �

�� �� �������� ��	��
� �������
����� ���� ��/���
� ��������
�
��� )* �� ������� �� 	��� � ���+������ ��� �	 �������
����� ���� ��� ����� �����������
� �	 ���

�������� L1 �
� L2� ,
 ���� ��
��� ���%� 1 �
� 2 ��� ������� �� �� ���������� ��� �������
�����
�	 ��� 
�������� �������� ��� 
�� �������
# %
��
� '� �� �� �-����� ��������#� �� ��
����� ���
��
��� ������
� ε̃i� �
� ��� �� �� ��� �������
��# pi �� ���� p̃i = pi + ε̃i� i = 1, 2� 0�� ���
��%� �	 ���������
� 
��1� ������ ���� ��� )*1� ����+������! ��
��	� ��� ���� ���� E[ε̃i] = 0
����� �

��� �� �� ��
����� � ���% Li �	 ��� ���� ���
����� �� �
 ��� ���� ������� ��������#
�E[p̃i] = pi!

��� �� ������ ���� ���
�$����
� �	 ��� ��
��� ������
� p̃i = pi+ ε̃i ��
�
� �� [0, 1]�
����� ���� ��� ������� �	 ε̃i� [εi, εi]� �� ���� ���� 0 ≤ pi + εi ≤ 1 	�� �

 εi ������ εi = −pi �
�
εi = 1− pi!�
�� �������� ������ ���� ��� ��
��� ������
�� Xi� Yi� i = 1, 2 ��� �����

# �
����
��
� �
�
�
�� �
����
��
� 	��� ε̃i� i = 1, 2� 2�� �� ��
��� �# U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2) ��� ��
�����
�
 �-������

�� ���� ���� 	�
��
���
� ��� 	��
�� �� p1 �
�� ����� p2 �
	��
��
� �� ��� 	��
�� �� p2 �
�� ����� p1
�
	��
��
� �����
�� ������� ������� ���� �� ��� �� 
�
�� 
������ ������ 	���� �
 ��� ������
��� �
 ����� ���
�� ��� ��
	���
 V (w; {αp1, αp2}; {0, 0}) �� 
�	�����
� ���� α ∈ [0, 1]�
��� �
�� � ���� �
�������� ���� 	�

����
 �� ��!����
� ���� ��� "# ��$������ $������ ��� �$%�	������ �
$��&

��
�

3&3



������� �� ��	 
���� 
	���� ���	� ε̃1, ε̃2� �� ����

U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)) := E[u(w + L1 + L2) | ε̃1, ε̃2]
= p̃1p̃2E[u(w +X1 +X2)] + p̃1(1− p̃2)E[u(w +X1 + Y2)]

+ (1− p̃1)p̃2E[u(w + Y1 +X2)] + (1− p̃1)(1− p̃2)E[u(w + Y1 + Y2)].
�������

���� ��
 ���������� ��
 � ���	� �	�	� �� 
���� {p1, p2}� ��� � ���	� �	�	� �� ���������� {ε̃1, ε̃2}�
��	 �� 
	���
	 

��	� �� V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2})� ��  �� �	 	������	� 
��� ��!	
	�� ���	�� ��
�	� 
��	� �	��
�

����� ��� �	

�� �	
������ 	
���

"  �
���� �� ��	 ������ ��������� ���	� �� #������! 	� ��� �$%%&�� ��	 ��'� 
	���
	 ��
�	(�	� �� �����
�

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = Φ−1
(
E[Φ{U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)}]

)
, �����$�


�	
	 ��	 ��� ���� Φ  �)��
	� ��	 �������	 ��
�
�� ��������� �Φ′ > 0�� �� Φ �� 	�	
�
�	
	
 �� ��	 �Φ′′ < 0� ��	� ��	 �� �� ������
���� ��������� ��	
�	� �� Φ �� 	�	
�
�	
	  ���	*
�Φ′′ > 0� ��	� ��	 �� �� ������
���� ��������� �		����� �� Φ �� ���	�
 �Φ′′ = 0�� ��	 �� ��
��������� �	��
���
�� ���� )�)	
� 
	 �����	 ���� ��	 �� �� ��������� �	��
��� ��������� ����	��� ���� ��	 ���
�+
�� ���� �� ��������� 
���� ��� ������ ��	 
	���
	 ��
 �� � � ��� ���		�� 
�	� ��	 �� �� 	�
��	 
��� ��� �� Φ �� ���	�
� ��	 ������ ��������� ���	� �� 	,�����	�� �� ���-	 ���	 	*)	 �	�
�������� �� ��
 �
��	
�
�� ��	�� 
��� �
� 
����� �� ���� ��	 
��� pi �� ��������� ��� �� Φ �� ���	�
�
��	 ������ ��������� ���	� �� 	,�����	�� �� ���-	 ���	 	*)	 �	� �������� ��	� ��	 �� �	���	�
�  �
���� �� 	,������ ��$�� 
��� pi = E[p̃i]�
.�	 �
��������� �� ���� 
�
� �� �� �����	 ���� ���� 
���� 1 ��� 2 �
	 ����������  ���
�
� ��

��� ��������� ����	���� ��	 )
	�	� 	 �� ���������  �� ������ ��	 
	���
	 �� �� ���������
�	��
�� ��� .� ������ ���� 
	����� 
	 �
	�

��	 ��	 
	���
	 ���	
 ��������� ��
 �� ���������
�	��
�� �� �� �����
��

Φ−1
(
E[Φ{U(w, p1, ; p2, ε̃1, ε̃2)}]

)
= Φ−1

(
Φ(E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)])

)
,

= E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)],
�������


	 ������ ��	��
V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)]. �������

����� ��
��������� �����������

.�	 	�)�
� �� ���	
���
	 ���	� ��  �	�
 ���
	
 
�� � ��������� ���	� �	�� �	� 
��	� )	�)�	'�
)
	�	
	� 	�� ����	 ��	 
	����� �� /����� 	� ��� �$%��� �
	  ������	�� 
��� ��	 ������ ���������
���	�� 0������ ��� 0�	� �
��� �$%�&� ��� /�	
 	� ��� �$%�1� ���	
�	 ���� ���	�� ���	 /��,�	�
	*)	 �	� ������� �2 ��	���	
 ��343�� ��� α+��*��� �5��
�
���� 	� ��� �$%%���  ���� �	��	

	*)���� ��	�
 ����� �� ���� 2	 ����� 
	 	*)��
	 ��	 
������	�� �� ��
 
	����� ���	
 ��	 �	�+
�������	 ���	� �� /���	���	�� 	� ��� �$%%1�� 6	�+�������	 )
	�	
	� 	� �
	 � �)	 ���  ��	 ��
/��,�	� 	*)	 �	� ������� ��� ��	� ���� ���	 �� ���	
)
	������ �� �	
�� �� α+��*��� ��		 ��

������ 	 0������ ��� 0�	� �
��� �$%�&� ��
 �	������� 7��	
 �	�+�������	 )
	�	
	� 	�� ��	 ��'�

��$



���������	 
����� �� 
����
�

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = (1− a)E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)] + a− b

2
max[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)]

+
a+ b

2
min[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)],

�������

���� �����
max[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)] = V (w; {p1 + ε1, p2 + ε2}; {0, 0})

�	�
min[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)] = V (w; {p1 + ε1, p2 + ε2}; {0, 0})


�� �	 ��������� 	������ �� ���

�	 �������	 �������� a ∈ [0, 1] �	� b ∈ [−a, a]�  	��!�������� �� ����� 
����� (1 − a) ��
��� �"#����� �������� 
����� a−b

2 �� ��� ��"���� ��"#������ ������� ���� �� ��	 �����	 �	�


����� a+b
2 �� ��� ��	���� ��"#������ ������� ���� �� ��	 �����	� $�����	 �%&'(� ���
� ����

��� �����!
��� ��)	����	 �
 ��������� �������	� 
���� �� ��������	� �� Φ′′ < 0 �	��� ���
������ ��������� ������ �� ��������	� �� b > 0 �	��� 	��!�������� #��
���	���� *�� ��)	����	
�
 ��������� #����	��� 
���� �� ��������	� �� Φ′′′ > 0 �	��� ��� ������ ��������� ������
�� ��������	� �� a > 0 �	��� 	��!�������� #��
���	���� +�� ���� a = b = 0 �� ��������	� ��
Φ′′ = 0� ���� ��� ��������� 	���������� *�	��� 	��!�������� #��
���	��� �
 �	 ��������� 	������
�� #�������

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)]. �����,�

+�� 
��
��� �
 �	 ��������� 	������ �� ��� ��	�����	��� ��� ���� �"#������	 �� ��� �	� 
���
��� ������ ��������� ������

����� �����	
�
�
 �����
�


+�� -����	�. �� ��� �%&&�� ������ �
 ��������� �������	 ���� �	���#����� ���� �"����	�
��������� ��������� �	�������� � ������� �
 ��������� �������	� �	� �������� � ��#������	
���
��	 ��������� �	� ��������� ��������� +�� /�0��� �� ��� �%&&(� ������ �
 ��������� ����
������ ����� )	� #��#������� ��� �� ����� �	 �	����� �"���������  ������	� �� ���� ������ ���
��1� ���������	 �
 U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2) �� ����� �� 2

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = aU(w, p1, p2, ε1, ε2) + (1− a)E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)], �����(�


���� εi ��#����	�� ��� 
���� �����3����	 �	 ����� �
 
��
��� �
 ε̃i ∀i = 1, 2 ������ pi + εi �� ���
������� #���������� �� 
��� ��� ��� ����� �
 	����� Xi��
+�� #�������� a �� ��� #�������� �
 ��������� �������	 �� ����������	 
������	� a ���� ����
0 < a ≤ 1 ������ ��������� �������	 
���� a = 0 ������ ��������� 	���������� +��� 
��!
��
��4� ������� ��������� �� 5������� ��� ���� ��	������ � ��	��� �����	����	 ���
��	 ���
�"#����� ������� �	� ��� ��	���� �
 �"#����� �������� �	 ���� #�#��� �� ��� �� �� �������
��������� 	������� 
� �����	 2

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)]. �����6�

��� ������ 	
�	 ε̃i ∈ [εi, εi]� �
� i = 1, 2�
��� �������� ������

'��



�� ��� ����	
��
�� �	� ���������� ������ �	� ����
�� �� 
� 
�������� �����
� �� 	
� �	�
�
�� ����������� E[U(w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)] �	
� �
� �� ��
������ 
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V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + E[ε̃1ε̃2]ΔU(w,X, Y ). �!�"�# 

���	 ΔU(w,X, Y ) = E[u(w+X1+X2)]−E[u(w+Y1+X2)]−E[u(w+X1+Y2)]+E[u(w+Y1+Y2)]�
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V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) �!�!�� 

����� E[ε̃i] = 0 ��� i = 1, 2 ������� E[ε̃1ε̃2] = Cov(ε̃1, ε̃2)�
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��� ε̃1 ��� ε̃2 ��	 ���	 	��	���

���� ε̃1 ��� ε̃2 ��	 ��� ���	 	��	�� ��� ��	 
��� ���� Cov(ε̃1, ε̃2) = 0 (��� ����	���	�)�

����� ΔU(w,X, Y ) = 0�
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ε̃1/ε̃2 −0.3 0 0.3

−0.1 0 1
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� E[ε̃1ε̃2] = 0� ����� ���
� ���� Cov(ε̃1, ε̃2) = 0� �


��� ���� ����� Pε̃1,ε̃2(0, 0) �= fε̃1(0).fε̃2(0) =
2
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������� �	 ����� ���
� ε̃1 ∼ ����(a1, b1) ���� a1 �
� b1 ∈ [−0.5, 0.5] �
� ���� ����

a1 = b1� �� 	�
��� ���� E[ε̃1] = 0� ����� ���
� ε̃2 ���� �� ε̃2 = ε̃1 · ε̃� ���� ε̃1 ⊥ ε̃ �
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����
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�������� Cov(ε̃1, ε̃2) = 0� �
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Cov(ε̃1, ε̃2) = E[ε̃1ε̃2] = E[ε̃21 × ε̃] = E[ε̃21]× E[ε̃] = 0�
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��" � ���� ΔU(w,X, Y )�
�� �!��� �� ��
�� �����	�
 ��� ����
��
�� ��	�� ������
 ε̃1 �
� ε̃2� ���� ���� ��� ��#
 ��

ΔU(w,X, Y ) �� #�	�
 �� ��� ��#
 �� ��� (s1 + s2)
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u� �
 ���� ����
� �� ������� ���� u �� ��$�� 
��" �	�
�� �
�� 1 �� max{s1, s2}� ����� ����
(−1)(k+1)u(k) > 0 ��
 ��� k = 1, . . . , sM ���� sM = max{s1, s2}� �� �� ���
 �������� ����

(−1)(k+1)u(k) = 0 ��
 k > sM � ��
 �$����� ��
 k = s1 + s2� %� ������
��� ���� ���
�� �����
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# �$�������
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	 &����� ���� X1� Y1 �
� Y2 �
� ��#�
�
���� 	�
������ ���� �� X1 = −a� Y1 = −b
�
� Y2 = 0 ���
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� b �
� ������	� ��
���
�� ���� ���� a > b� &����� ���� X2 �� � ��
��

���
 
�
��� 	�
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 ���� �$������ �� ��	� X1 �Ekern1
Y1 �
� X2 �Ekern2

Y2 �
� ����

sM = 2� '������
# ��
 ���������
� u �� ������� �� �� ()& �
�� 1 �� 2� ����� ���
� ����

u′ > 0 �
� u′′ < 0 ����� �� 	�
���� �� ��� 
��"��	�
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�����
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ΔU(w,X, Y ) = E[u(w − a+X2)]− E[u(w − a)]− E[u(w − b+X2)] + u(w − b).

�� ��

� ���� ΔU(w,X, Y ) < 0 �� u(3) > 0� ����� �� ��� *( �� �
���
�� �
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�� u(3) = 0� %�� ���� ���� ����
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ΔU(w,X, Y )� ��� ��� �������
# �$�
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ΔU(w,X, Y ) = E[u(w +X1 +X2)]− E[u(w +X1)]− E[u(w +X2)] + u(w).

ΔU(w,X, Y ) �� 
�#���	� �� u(4) < 0� ����� �� ��� *( �� �����
�
�� �
� �� �!��� �� ��
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�� ����
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Y1 = Y2 = 0, X1 = −a �
� X2 = −b ���� a > b > 0,
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����� s1 = s2 = 1 ��� ΔU(w,X, Y ) �	
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��� 
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�

sM = max{s1, s2} 
�� ��	� 
�

 sM ≥ 2�

�	�� ��
����	�
 �����	���� ��� ���	
��	
� �� ����� (sM +1) 	� � ��
 �� ���� ���� 	��
	�� ����
�

 �	���� ����� ���	
��	
�� ��� � ��
 �� ���� ���� !�� ���� ΔU(w,X, Y ) 	� ���� �	
�

��������� 	�

��� ���� ���	
 �� ���

��� (ΔU(w,X, Y ) < 0) ��� 
�� 
������
�����
�
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�� �����
����� ��
��
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����

�� ��� ��"� ��	
	�� �����	�� u 	� #$%$� 	� ��	��� �� ��� �&������	�
 ��	
	�� �����	�� '
u(x) = − 1

γ exp−γx �	�� γ > 0� �� u 	� #%%$� 	� ��	��� �� ��� ����� ��	
	�� �����	�� '

u(x) = 1
1−γx

1−γ �	�� γ �= 1 ��� γ > 0� !���� ��	
	�� �����	��� ��� �%$ �	����� �����
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 (Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) �= 0)�
#
 ��	��
��� 
�� ����
�� ����� �� 
�� 
������
� ���	
 �� ���

��� (Cov(ε̃1, ε̃2) < 0) 
�� ��	��
���
�
 �� 
�� 
������
� ���	
 �� ����
��� (Cov(ε̃1, ε̃2) > 0)�

!�� 	���	�	�� �� ��� ����
� ��� �� �&�
�	��� �� ��

���� ���� ��� ������ 
��	��
�� ������	��
���	��	��� ε̃1 ��� ε̃2� ��� ���������� ��� 	��������	�� �� ���	��	�� 	� � �	
�
��� �� ���
	��������	�� �� ��� ������ �� ���	��	�� ��� �������� �� � �������� ���� ������ 
��	��
��
������� 
��"� ����	��� ��� (�� ����
 ���� ��� �� ����� ��� �	�� ��)��� �� ��

��� '
��� ����� �� ������ *��	
	�� uB+ �	�� ������	
	�� p + ε̃� ��� ���� ����� �� ������ *��	
	�� uG

�	�� uB < uG+ �	�� ������	
	�� 1− (p+ ε̃)�

!�� ��"� ��
���� ��	��� ��

Φ−1
(
E[Φ{(1− (p+ ε̃))uG + (p+ ε̃)uB}]

)
= (1− p)uG + puB + E[ε̃](uB − uG), *,�,�-+

�	��� ��� �� 	� ���	��	�� ������
�

!�� 	��������	�� �� ���	��	�� ���� ��� 	����� ��� ��
���� 
�
�
 ������	�� �� ��� ����
�	����� ���	��	�� ���� E[ε̃] = 0� !�	� ��� �� ���� �� ��� �	��� ���� �	�� �� ��� � ���	��
*,�,�-+ 	� � ��
 �� ��� ��
���� �	����� ���	��	�� ���� E[ε̃] = 0�
���� E[ε̃] > 0� 	� 	� � ��� ���� ��� ��� ���	��	�� ������
 �� �	��� ��� ������	
	�� �����	����
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�� ��� ��� ����� �	 
����� 
� �
���� �p + E[ε̃] > p�� ��
�����
���� �� �������� ��� 

��
�
�
�
��� 

�������
�
 �	 ���
��
�� ��������� �
� ���	��� ����� ��

�� E[ε̃](uB − uG) < 0��
�������
������ ���
 E[ε̃] < 0� 
� 
� � ���� 
��� 	�� ��� ���
��
�� 
������ �� �

�� ���
������
�
�� �����
���� �� ��� ��� ����� �	 
����� 
� ������� �p + E[ε̃] < p�� ����� �� ��������
��� 

��
�
�
� ��� 

�������
�
 �	 ���
��
�� 

������� �
� ���	��� ����� ��

�� E[ε̃](uB−uG) > 0��

 
 ��� ����� ��� �
�
 �	 Cov(ε̃1, ε̃2) ����� ��� ���� ���� ���
 ��� �
�
 �	 E[ε̃]� !��
 ε̃1 �
�
ε̃2 ��� ���
�
���� ����
��
� �Cov(ε̃1, ε̃2) > 0�� ��� 

������
�
 ������
 ��� ��� ������� �	
���
��
�� ��
 �� 

��������� �� � ��� 
��� 	�� ��� �� �
� ��������� �
� ���	��� ������
"
 ��
������ ���
 ε̃1 �
� ε̃2 ��� 
����
���� ����
��
� �Cov(ε̃1, ε̃2) < 0�� ��� 

������
�

������
 ε̃1 �
� ε̃2 ��
 �� 

��������� �� � ���� 
��� 	�� ��� �� �
� 

������� �
� ���	��� ������

��� ����
��� �
����
� �	 ��� 

������
�
 �#��� ������
 ���
��
�� �
� �
�$ �%���

� ��� ���
!�& �� ��
�'� 	��� �
�$ ������
�
 ��
 �� �
#���
� 

 �����
�� �	 ���
��
��� ��� 
�%� ����
�

�����
�� � ����
��� �
�����
�
�

��� ���� �	
��
��� ��
 �������
�

��� ����
��� ����
�
 ����� �
� �%���

� ��� ��� �����
�� �	 ���
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�� ��
 

������ �� ��������
��� ��(� ���	��� �
� ��� �
�
 �	 ��� 

������
�
 �#��� ������
 �
�$ �
� ���
��
��� ��
� ������
�
�� �� ����	�� �� ���� �
� �%���

 ���
 �
� ��� ��� �����
�� �	 ���
��
�� ��
 ���
	� ���
!�& �� ��
�'� �	 �
�$ ������
�
�
)��(� ��
��� P a(w;α) ��� !�& �� ��
�'� 	��� ��� ������� 	��� pi + ε̃i �� α(pi + ε̃i) 	�� ���
i = 1, 2 �
�� α ���� ���� 0 ≤ α ≤ 1� !��
 α = 0� ��� ������
�
�� �� 	��� ��� ��� ����� �	

����� 


�
���� ����� �� pi + ε̃i ������� 0�  
 ����� ������ P a(w; 0) 
� ��� !�& �� ��
�

���
���
��
�� �
� �
�$� !��
 α 
� ���� ���� 0 < α < 1� P a(w;α) 
� ��� !�&� 
���� ��� ��%
���
����
� �	 ��
�� ��� �� 
� �
��

� �� ��� �� ������ ���
��
�� �������� 	��� ε̃i �� αε̃i�
�
� �� ������ �
�$ �������� 	��� pi �� αpi� �
�����
������� !� �
�� ����$ ����� �
�����

��
��
�

��
�
 ���
 α = 0 �
� ����� �
�����

�� ������
�
 ���
 0 < α < 1�
��� !�&� P a(w;α)� 
� �����
�
 �	 ��� 	�����

� �����
�
 *

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}). �+�,�-�

!��
 α = 1� ����� 
� 
� ���
�� �
� ���� P a(w; 1) = 0� !��
 α �= 1� P a(w;α) ��
 �� ���
�
���

����
�� �� 

� ������� �	 ��� 

������
�
 �#��� ������
 �
�$ �
� ���
��
���  �� ������
��
 ��
P (w;α) 
� ���� 
�� ��
�
��� ���� �������
� �������� ���� .���
�
% ��/ 	�� ��������
�
 ����
���
����
��� ��� ����
��� �%�����
�
 �	 V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2})� ��
�� 
�

V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) = V (w; {αp1, αp2}; {0, 0}) + α2 Cov(ε̃1, ε̃2) ΔU(w,X, Y ),
�+�,�/�

���� 
� ���
����� ���
����
� �� �����
�
 �+�0�1� ���
 α = 1�

2�

� �����
�
� �+�/�/�� �+�+�-�� �+�,�-� �
� �+�,�/�� �� ����

 ��� �����
�
 �

$

� ��� !�&
�
����� ���
��
��� P (w;α)� �
� ��� !�& �
�� ���
��
��� P a(w;α) ���� .���
�
% ��0 	��
��� ����
�����
�
� *

V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})− V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})
= Cov(ε̃1, ε̃2)

(
ΔU(w,X, Y )− α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)
. �+�,�0�
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����� ����	
���

 �������
��� �α = 0�

���� α = 0� ����	
�� �
����� ����
	�� ��

V (w − P a(w; 0); {0, 0}; {0, 0})− V (w − P (w; 0); {0, 0}; {0, 0}) = Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ).
�
���
�

��� ������
��� ��	���� P (w; 0) ��� P a(w; 0) 
� 	��� ��	
���� �����
��� �� 	�� �
�� �� 	��

�	����	
�� � ��	� !� 	�� ����	
�� f(x) = V (x; {0, 0}; {0, 0}) 
�������� �
	� x� �� ���
��
��	�
� 	�� ������
�� ������
	
���

����������� 	
�
 ��� �����	�
� ��	

�� ��� 
��� ���
�� �������� ����
�� ��� 
� �����


�
�� 	���

���
� �������
��� (α = 0)�

(i) �� ����� 	
 	�� �
� 	
 �����	 ��
� ���� �������	�
� (P a(w; 0) = P (w; 0)) ���� ���� ���

�������	� �
 �
	 ��	����	 (Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) = 0)�

(ii) �� ����	�� 	��� 	�� �
� 	
 �����	 ��
� ���� �������	�
� (P a(w; 0) > P (w; 0)) ���� ����

��� �������	� ��	����	 ����	����� (Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) < 0)�

(iii) �� ������� 	��� 	�� �
� 	
 �����	 ��
� ���� �������	�
� (P a(w; 0) < P (w; 0)) ���� ����

��� �������	� ��	����	 �
��	����� (Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) > 0)�

����� ������� 	�� 
���� �������
�� �� �� �	
� ����� �� ��� ���
���� �������� ��� ���� ��
��
���� ��
��� {p1, p2}� ���� 	�������� 	�� ���� �� ��� �����	��� ��� ���� ����	�� ���� 	��������
�� ��� �	�� 	� ��� ��� ������� 	���������
���� 	�������� 	�� ���� �����	�� ���	��
���� ��� ���� ����	�� ���� 	�������� �� ��	���� ��	�
��� ���� ����	�� ������� 	���������  ���	��� V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) < V (w; {p1, p2}, {0, 0})
	�� ���� ��� �� �� ������� �� �	� ���� �� �������� �� 	�������� ��	� �� 	������ �� �� !
P a(w; 0) > P (w; 0)� "��� ��	� P a(w; 0) > 0 ����� P (w; 0) > 0�
 �� 	 ��
�� ���� ��
�� {p1, p2}� ���� 	�������� 	�� ���� �����	�� ������
���� ��� ����
����	�� ���� 	�������� �� ���	��� ��	� ��� ���� ����	�� ������� 	��������� �����
V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) > V (w; {p1, p2}, {0, 0})�
��� �� �� ���� ������� �� �	� ���� �� �������� �� 	�������� ��	� �� 	������� �� �� !
P a(w; 0) < P (w; 0)� "��� ��	� �� ���� �	�� P a(w; 0) �	� �� ���	��
�� ��	� ��	�� ��	� ��� ��
	��� 	 �������	����� ���� ������ �	� �� �#��	���� 	� ��������

P a(w; 0) �� ��� ��$ �� ������	������� ����	�� {p1, p2} �� {0, 0} 	�� �� ����	�� {ε̃1, ε̃1} ��
{0, 0}� %������� ��	� ���� ��	��� �� ��
�����	�� &���� ���� P a

ε ��� 	����� �� ����� ��� �� ��
��	�� �� �	� �� ����	�� {ε̃1, ε̃1} �� {0, 0} ��
�� ��� ���� ��
�� ����	����� P a

ε �� �������� �� !

V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P a
ε ; {p1, p2}, {0, 0}). '(�)�)*

&���� ������ ��� �� ��� 	����� �� ����� ��� �� �� ��	�� �� �	� �� ����	�� {p1, p2} �� {0, 0}
������� ��	� {ε̃1, ε̃1} �	
� ���� ������	���� ���� 	����� �� ������ P a

p/ε 
���+�� ��� ���������

�
�	���� !
V (w − P a

ε ; {p1, p2}, {0, 0}) = V (w − P a
ε − P a

p/ε; {0, 0}, {0, 0}). '(�)�,*

-	
��� �� ���� ��	� P a(w; 0) 
���+��

V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P a(w; 0); {0, 0}, {0, 0}), '(�)�.*

	�� ����� '(�)�,* 	�� '(�)�.*� �� ���	��

P a(w; 0) = P a
ε + P a

p/ε. '(�)�/*

01/



�� ���� ��	� P a
ε < 0 
��	�
� V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) > V (w; {p1, p2}, {0, 0}) 
���� �� ��	�

���� ��� �	
� ����� ��
� 	�� 	�
������ �����	�� ��
������� ���
�� 	�
� ���� ��	� P a

p/ε > 0 
��	�
� V (w; {p1, p2}, {0, 0}) < V (w; {0, 0}, {0, 0}) ��� 	�� w 
����

V (w; {0, 0}, {0, 0}) �
 ��� ����	�� �� ��� �� ��� �	���� ���� ���� 
�	��
 �� �	����� �
 P a
ε < 0

	�� P a
p/ε > 0� P a(w; 0) �	� 
� ��
������ ���	���� �� ��� ��� P a

ε 	�� P a
p/ε 	�� � �	� �� 	

�����

�	���!�

����� ����	
���

 	����
��� �0 < α < 1�

���� α �
 ��"����� �� #���� ������� 	� � �	���� �$�%�&!� �� �	
��� �����
�	�� ��	� ���
����	��
�� 
������ P a(w;α) 	�� P (w;α) �
 ���� �������	���� '����� ���
 ����	��
��
�
 ���������� 
� ��� 
��� �� 	 ���� �������� �	��
�����	 ����� ��	� �
 � �	� �� ��� 
��
�� ��� ����
 ( ��� ���� �����	����� �"���� Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y )� ���
 	 
����� �����
−Cov(ε̃1, ε̃2)α

2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )� ��	� ������
 	���� �����
 �� ��� ����� �� α 	�� ��
��� 
��� �� P a(w;α)�

'� ��� ���� �����	����� �"��� �
 � �	� �� #��� ���� ��� �������� �����	����� �"��� �
 � �	� ��
#��� ��� 	�� ���� P a(w;α) = P (w;α)� )��
 ��
��� �
 ���� ���������� )� 
�� ��� ��	����� ���
��������� ������ ����� ��� 	�� α 
��� ��	� 0 ≤ α < 1� ��� ������������ �� 	�
������ ���
 ���
������ ��� �)* ���� ��
� 	�� 	�
������ �� ��� �����	���

���� ��
� 	�� 	�
������ �����	��� ��
���
 	�� ��

 �������� ����������� ��� 
��� �� ���

�����

���
(
ΔU(w,X, Y ) − α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)
��	� ���������
 ��� 
��� �� ���

�������� �����	����� �"��� �
 ��� �����	�� �� ���
��� ��� ���	���� 	�	��
�
 �� ��� �	��
�

���� ����� Cov(ε̃1, ε̃2) > 0

�

����� 	 ����#��� �����	����� 
������ ��
� 	�� 	�
������ 	�� 	

����� Cov(ε̃1, ε̃2) > 0
�
 � ���	���� �� ���
���� 	 ���	���� ���� �����	����� 
������ ��
� 	�� 	�
������
�Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) < 0!� +��	�� ��	� ��� �� �
 ��	�� �� �	� �� 
���,� ����
	 ��������� �� ��
� ��� 	 ����� 	�
������ ����� ����	����� ����� �� 
���,� ��� �	
�

	�� ���� ({p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) �� ({αp1, αp2}, {ε̃1, ε̃2})� '����� �� �
 �	
� �� ������ ��	�
V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) < V (w; {αp1, αp2}, {ε̃1, ε̃2}) 
���� αpi < pi ��� �-.�/� 	�� ���	�����
��	� pi �
 ��� ���
	
����� �� �	���� 
	� 
�	�� �� �	�����

'� ��� 
	�� ����� ��� �� �
 ��	�� �� �	� �� 
���,� ���� ��� ��������� �� 	��

������ ����� ��� 	 ����� ��
� ����� ����	����� ����� �� 
���,� �� ��� �	

	��
���� ({p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) �� ({p1, p2}, {αε̃1, αε̃2})� '����� �� �
 �	
� �� ������ ��	�
V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) < V (w; {p1, p2}, {αε̃1, αε̃2}) 
���� ��� ���� �����	����� �"��� �

���	����� )�� ��� �"���
� ����� ��������� �� ��
� 	�� ��������� �� 	�
������ �� �� ��� 
	��

��
�� �
 	 ���
� ������ ��� �� �
 ��	�� �� �	� �� 
���,� ���� ��� ��� ���������
 (
P a(w;α) > 0�

�� ��
� ��� ��	���� ��� 
��� ��
(
ΔU(w,X, Y )−α2ΔU(w−P a(w;α), X, Y )

)
� �
 ��� ����

�����	����� �"��� �
 ��"����� �� #���� �� ���� ��	� ��� �������� ΔU(x) �����	
�
 ���� x �
����
(−1)(s1+s2+2)u(s1+s2+1) > 0� ����� u �
 �+�!�
0��
� ������ ΔU(w,X, Y ) > ΔU(w − P a(w;α), X, Y )� 1�� 	
 ΔU(w,X, Y ) < 0 	�� α < 1�

��� ������ 	
�� �
������ ������� ���� V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) +
Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y )� �� Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ) > 0� ���� V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) > V (w; {p1, p2}, {0, 0})�

.&2



�� ������ �	� 
�������� ���
������ � ΔU(w−P a(w;α), X, Y ) < α2ΔU(w−P a(w;α), X, Y ) < 0�
�	���
���� �� ������ �������� �� �	� ���������� ������� α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) ���
ΔU(w,X, Y ) ���	��� ���������� ����������

�
 α �� ���������� ������ ����� �
 �	� ��������� �� ���������� 	��	� �� ������ �	��

Sign
(
ΔU(w,X, Y )−α2ΔU(w−P a(w;α), X, Y )

)
= Sign

(
ΔU(w,X, Y )

)
��� �	�� �	� ������

��������� ����� �� ��������� �� �	� ��� �
 �	� ���� ������������ �	� �	���	��� ����� �
 α� α∗�
�	�� �������� �	�� ������ �������

α∗ =
( ΔU(w,X, Y )

ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

) 1

2

.  !�"�#$

%��� �	�� �� ������� �� α ��� �	� ��������� �
 P a(w;α)�

&�� ��� ��������� ����� α ���	 �	�� �� α < α∗ �	�� �� �� ��� 
�� ��� ���������� 	��	 ���������
�����  ����� �	� ��������� �
 �	� ��������� ��������� �	�� α ���������$� ����� �	� �
������
 !�"�'$ ��� ��������� �	��

Sign
(
V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})− V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})

)
= Sign

(
ΔU(w,X, Y )− α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)
,

�� ������ P a(w;α) > P (w;α)� &�� ��� ��������� ����� α ���	 �	�� α ≥ α∗� �� ������
P a(w;α) ≤ P (w;α)�

���� ����� Cov(ε̃1, ε̃2) < 0

(������� � ���)*��� ����������� ������� ���� ��� ��������� ��� �������� Cov(ε̃1, ε̃2) < 0
�� �
�������� �� �������� � �������� ���� ����������� ������� ���� ��� ���������
 Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w) > 0$� (� �� �	� �������� ����� �	� +, �� ����� �� ��� �� ������

��� � ��������� �� ���� ����� �� ��������� ����� ���	������ ����� �� ������ �
 �	� �������

��� ({p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) �� ({αp1, αp2}, {ε̃1, ε̃2})� -���� �	� �������� P a

p/ε(w;α) 
�� �	� .�/


�� ���� ��������� ������� ��������� ���	������ �� ����� P a
p/ε(w;α) > 0�

0������� �� �	� �������� ����� 	��� �	� +, �� ��� ����� �� ��� �� ������ 
��� �	� � ���������
�� ��������� ����� � ���� ����� ���	������ ����� �� ������ �
 �	� ������� 
��� ({p1, p2}, {ε̃1, ε̃2})
�� ({p1, p2}, {αε̃1, αε̃2})� ������� ������� �
 �	� �������� ���� ����������� ������ �� ������
V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) > V (w; {p1, p2}, {αε̃1, αε̃2}) ��� -���� �	� �������� P a

ε/p(w;α) 
�� �	�

.�/ 
�� ��������� ��������� ������� ���� ���	������ �� ����� P a
ε/p(w;α) < 0�

�	� ��� ������� ��������� �� ���� ��� ��������� �� ��������� ���� �� �������� ������ .�
������ �	�� P a(w;α) ��� �� ���������� ���� P a(w;α) = P a

ε/p(w;α) + P a
p/ε(w;α). ���	

��� �� ΔU(w,X, Y ) − α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) < 0� �� 	
��

��� ���� ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) < 0 ��
�

α <
( ΔU(w,X, Y )

ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

) 1
2
�

��� �
��

 �	�� ���
���� ��� ���� V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2} = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + Cov(ε̃1ε̃2)ΔU(w;X,Y )�
�� ��
 ���
 �
��� �
 ���� ���� V (w; {p1, p2}, {αε̃1, αε̃2} = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + α2Cov(ε̃1ε̃2)ΔU(w;X,Y )�
����
 α2 < 1 ��� � �������
 ��	
 ���
	������ 
�
��� �
 ����
��
 ���� V (w; {p1, p2}, {ε̃1, ε̃2}) >
V (w; {p1, p2}, {αε̃1, αε̃2})�

1!2



P a
ε/p(w;α) < 0 �� ��� ���� 	
������	�
 �
��� 	� ���	�	�� �
� P a

p/ε(w;α) > 0�

�� ��� �
��� ������	�
 	
 �	�� ���	
���� ��� �
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��	� ����	����� ����� ΔU(w,X, Y ) − α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) = (1 − α2)ΔU(w,X, Y ) < 0
�
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= −Sign
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�� ����� #����$ 
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��� �!��
 �� %���
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Cov(ε̃1, ε̃2)
(
ΔU(w,X, Y ) − α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y )

)
� Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y )� �
 ��	�

����� 	� 	� �&������ ���� ��� ��	
�� (i) �
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	 ��	��� �	 ������	� �� P a(w;α) < 0 ����ΔU(w,X, Y ) < ΔU(w−P a(w;α), X, Y ) <
α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) < 0 ��� ���	 (α2ΔU(w − P a(w;α), X, Y ) − ΔU(w,X, Y )) > 0� �� ����
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� ���� 
����
� l = 1, · · · , n �
• �� ���
�� Rl

u ��� ����
	 �������� ��
��������� ��� ������ 
� 
����
� l �� ��	� u� Rl
u ∈

{1, · · · , d}� ����� d �� ��� ������� ����� ��� 1 ��� ���� ������ ������� ����� �

• �� �� � ����� �
���
� ���� t > 0� ��� ���������� 
�
�������� �
��� (Ω,F ,P) �� ���
���
���� �
	� ��������� �������
� F = (Fu)0≤u≤t ��� �� ���������� ���� �
 ��


�� ���

��
������� 
�
������
{
Rl

u, 0 ≤ u < t
}
��� {Xu, 0 ≤ u ≤ t} �

• ��� Hl
u(0≤u<t) �� ��� �������
� ���
������ �
 ��� 
�
����

{
Rl

u, 0 ≤ u < t
}
�
� ����� �����


� l = 1, · · · , n� �� �
������ � ��
��� �������
� Hu(0≤u<t) ����� �� ��� ���
� 
� ��� ���

�������
�� Hl
u� ���� ��� Hl

u = H1
u ∨ · · · ∨ Hn

u �

• ��� Gu(0≤u≤t) �� ��� �������
� ���
������ �
 ��� 
�
���� {Xu, 0 ≤ u ≤ t}� �� ����	� ����
�
�����
��� 
� Gt� ��� 
�
������

{
Rl

u, 0 ≤ u < t
}
��� ����
������ ���
�� 
����
�� �

• �� ����	� ���� ����������� ��� ���
��� �
 ��� �������
� Gu(0≤u≤t) ��� ����
������ ��
	
��� �������
� Hu(0≤u<t)�

• �� ���
�� Nl ��� ��	��� 
� ������� ������� ������ ��� 
���
� [0, t) �� ��� 
����
� ��
���� ��� �
�����
� Nl ≥ 1� [0, t) �� ���� ������� ���
 � �������� 
� ���������

[
tlk−1, t

l
k

)
�

k = 1, · · · , Nl� ����� t
l
0 = 0 ��� tlNl

= t �

• ���� 
���
� [tlk−1, t
l
k

)
� k = 1, · · · , Nl� �
����

��� �
 ��� �������� 
� ��� ����� rlk� ��

���� ���� ��� ������� ������ rl1, · · · , rlNl
�  
�� ���� ���� �
��������� ������ ��� 
������
��

��!������ ���� rlk−1 �= rlk �

• ����� ��� Nl − 1 	������
� ������ �
� ���� 
����
�� ���� 	������
� ����� ��"�� 
���� ��
��� ��	� tlk �
� k = 1, · · · , Nl − 1 �

• �� ���
�� {rlu, 0 ≤ u < t
}
��� 
������� 
��� 
� ������� 
� 
����
� l ������ ��� 
���
�

[0, t) �

�������	
����� �� "�
� �����

L(θ | Gt) = P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t), l = 1, · · · , n | Gt

)

=

n∏
l=1

P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t)|Gt
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�� ���������	
 ������������ �
 (Rl
u)0<u≤t� l = 1, . . . , n ����� Gt�

P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t)|Gt

)
= P

(Nl−1⋂
k=1

{(
Rl

u = rlk

)
∩
(
Rl

tk = rlk+1

)
, u ∈

[
tlk−1, t

l
k

)}
,

∩
{
Rl

u = rlNl
, u ∈

[
tlNl−1, t

l
Nl

)}
| Gt

) �������

��� ���	���� ������� ��������� ��� 
���
����� �
 ��� ������ �	�� �
 ��� ��
���� l� ��� ��
����
��	��� �� ��� �	���� rlk 	� ���� t

l
k−1� �� ������ ��� ������

[
tlk−1, t

l
k

)
�� ���� ��	�� ����
 �� �����

�� ��� �	���� rlk+1 	� ���� tk� ��� 
	�� ������
[
tlNl−1, t

l
Nl

)
�� �	�����
	� ���	���  � ��
� �������

��� �	���� Rl
u ����
 ���� t

l−
Nl
� ���� ����������� �� ���� t−�� !� �	� ��
� ����
��� �� ��� ��	�

�
 ��� ��
���� l �� ��� ��	�� rlNl
�

P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t)|Gt

)
= E

[
1(

⋂Nl−1

k=1 {(Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k)}∩{Rl

u=rlNl
,u∈[tlNl−1,t

l
Nl
)}) | Gt

]
= E

[
E

[
1(

⋂Nl−1

k=1 {(Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k)}∩{Rl

u=rlNl
,u∈[tlNl−1,t

l
Nl
)}) | Gt ∨Hl

tNl−1

]
| Gt

]

= E

[
Nl−1∏
k=1

1((Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k))

× P
(
Rl

u = rlNl
, u ∈

[
tlNl−1, t

l
Nl

)
| Gt, R

l
tNl−1

= rlNl

)
| Gt

]

= E

⎡
⎣Nl−1∏

k=1

1((Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k))

× e
− ∫ tlNl

tl
Nl−1

λrl
Nl

(Xu) du | Gt

⎤
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��	���� �� ��� �	���� rlNl
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)
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Hl

u� !� ��� ��� �	�� �
 Gt ∨Hl
tNl−2

	�� ������ ��� ���� �� ��� ���$����

P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t)|Gt

)

= E

[
E

[
1(

⋂Nl−1

k=1 {(Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k)}) | Gt ∨HtNl−2

]
e
− ∫ tlNl

tl
Nl−1

λrl
Nl

(Xu) du | Gt

]

= E

[
Nl−2∏
k=1

1((Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k))

×

P
((

Rl
u = rlNl−1

)
∩
(
Rl

tNl−1
= rlNl

)
, u ∈

[
tlNl−2, t

l
Nl−1

)
| Gt, R

l
tNl−2

= rlNl−1

)
e
− ∫ tlNl

tl
Nl−1

λrl
Nl

(Xu) du | Gt

]

= E

[
Nl−2∏
k=1

1((Rl
u=rlk)∩(Rl

tk
=rlk+1),u∈[tlk−1,t

l
k))

× λrlNl−1,r
l
Nl

(XtlNl−1
) e

− ∫ tlNl−1

tl
Nl−2

λrl
Nl−1

(Xu)du
e
− ∫ tlNl

tl
Nl−1

λrl
Nl

(Xu) du | Gt

]
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������� �� Hl
u ��	�� �� ����

P
(
Rl

u = rlu, u ∈ [0, t)|Gt

)
=

Nl∏
k=1

λrlk,r
l
k+1

(Xtlk
) e

− ∫ tl
k

tl
k−1

λrl
k
(Xu) du

, �������

���� ��� 
��������� λrlk,r
l
k+1

= 1 ��� k = Nl�

��� ����� �� �����	
�
�� ��
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	��� ��� �	 ��
� ���������� �����	��� �� ���
���� ���	��� �� λij,0 �
� �� λij,0 	�� ��� ��
��� βij � �� ������ �
� ��
��� �	�	������ θ =
(λij,0, β1,ij , β2,ij , · · · , βK,ij) 	�� ���� �� �����	�� θ �

� 	��

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂θ
= 0 ⇒

{
∂ log (Lij(θ | Gt))

∂λij,0
,
∂ log (Lij(θ | Gt))

∂βij

}
= 0.

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂λij,0
=

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Y l
ij(t

l
k)
∂ log

(
λij(Xtlk

)
)

∂λij,0
−

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Sl
i(t

l
k)

∫ tlk

tlk−1

∂λij (Xu)

∂λij,0
du.

!� ��
	�� ��	��

λij (Xt) = λij,0 e〈βij ,Xt〉 	��
∂λij (Xt)

∂λij,0
= e〈βij ,Xt〉.

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂λij,0
=

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Y l
ij(t

l
k)

λij,0
−

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Sl
i(t

l
k)

∫ tlk

tlk−1

e〈βij ,Xu〉 du

= 0

�� ����

λij,0 =

∑n
l=1

∑Nl

k=1 Y
l
ij(t

l
k)∑n

l=1

∑Nl

k=1 S
l
i(t

l
k)
∫ tlk
tlk−1

e〈βij ,Xu〉 du
���"���

#������ ��
��� β̂ij ���� ����
�� ������� �$
	���� ������
∂ log (Lij(θ | Gt))

∂βij
= 0� ����� �	���	�

�����	���� ���� ���
�� �� 	 ���	���� ������� ��
��� βij 	�� �	�� ��	����� 
��	��	��� �	�
�� ������
Xs,t� 	� ���� 	� ����	���� ������	������

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂βij
= 0 ⇔

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂β1,ij
= 0

���
∂ log (Lij(θ | Gt))

∂β2,ij
= 0

���
���

∂ log (Lij(θ | Gt))

∂βK,ij
= 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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∂ log (Lij(θ | Gt))

∂βs,ij
=

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Y l
ij(t

l
k) Xs,tlk

− λij,0

n∑
l=1

Nl∑
k=1

Sl
i(t

l
k)

∫ tlk

tlk−1

Xs,u e〈βij ,Xu〉 du

= 0

�� ������	
� �	
� λij,0�� �������	�
 �� ��
 
�� ����
	�
 ���
���

∑n
l=1

∑Nl

k=1 Y
l
ij(t

l
k) Xs,tlk∑n

l=1

∑Nl

k=1 Y
l
ij(t

l
k)

=

∑n
l=1

∑Nl

k=1 S
l
i(t

l
k)
∫ tlk
tlk−1

Xs,u e〈βij ,Xu〉 du∑n
l=1

∑Nl

k=1 S
l
i(t

l
k)
∫ tlk
tlk−1

e〈βij ,Xu〉 du
.
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∂ log (L(θ | GtN ∨Ht0))

∂θ
= 0 ⇒

{
∂ log (L(θ | GtN ∨Ht0))

∂αi
,
∂ log (L(θ | GtN ∨Ht0))

∂βi
,
∂ log (L(θ | GtN ∨Ht0))

∂σi

}
= 0.

(�� i ∈ {1, · · · , d− 1}� �	
� � )��� ������ �� 
�������� Cj �−∞ = Cd+1 < Cd < · · · < C2 <

C1 = +∞ � ����� ���
�� θ̂i =
(
α̂i, β̂i, σ̂i

)
	� ��
�	
�� 
������ 
�� ������
	�
 �� 
�� ������	
�
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n∑
l=1

N∑
k=1

∑
j �=i

Y l
ij,tk

pij (Xtk)

[
φ

(
Cj − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
− φ

(
Cj+1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)]
= 0

n∑
l=1

N∑
k=1

∑
i �=j

Y l
ij,tk

pij (Xtk)

[
(Cj − αi − 〈βi, Xtk〉)φ

(
Cj − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
−

(Cj+1 − αi − 〈βi, Xtk〉)φ
(
Cj+1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)]
= 0

n∑
l=1

N∑
k=1

∑
i �=j

Y l
ij,tk

Xtk,s

pij (Xtk)

[
φ

(
Cj − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
− φ

(
Cj+1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)]
= 0
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+,-
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ

(
C1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
= 0

φ

(
Cd+1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
= 0

(C1 − αi − 〈βi, Xtk〉)φ
(
C1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
= 0

(Cd+1 − αi − 〈βi, Xtk〉)φ
(
Cd+1 − αi − 〈βi, Xtk〉

σi

)
= 0.
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��� 	 � ×10−3 
 10−8 	 	

� 	 8× 10−12 
��� 	 8× 10−10 
 9× 10−8 
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�
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��� 	 2.35× 10−8 3× 10−3 	

� 	 	 
��� 5× 10−4 4× 10−3 	 6× 10−14 
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� 	 	 	 
 	 3× 10−4 	 5× 10−5

� 	 	 	 	 	 	 	 	

����� ���� 
 ����� ������� � �	������ ��� ��� ���������� β̂ij = 0
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Ĉ α̂ σ̂

Ĉ2  ���� α̂1 ��!
 σ̂1 10−7

Ĉ3  ��
� α̂2 ���� σ̂2 
��!

Ĉ4  ���� α̂3 ���� σ̂3 
���

Ĉ5  ���� α̂4 ���� σ̂4 
�!�

Ĉ6  ���� α̂5 ���� σ̂5 ��
�

Ĉ7  
�
� α̂6 
��� σ̂6 ����

Ĉ8  	���� α̂7 	���! σ̂7 ���!

����� ���� 
 ����� ������� � "��������� ��� �#�����#�� ������� ���������� ��$��

β̂1 β̂2 β̂3 β̂3 β̂5
β̂11 
��� β̂21 
���� β̂31 
�
�
 β̂41 
���� β̂51 
����

β̂12 
�

! β̂22 
�
�� β̂32 
�
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�
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����
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β̂14 
�
�� β̂24 	
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�
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β̂15 
�
�! β̂25 	
�
�� β̂35 	
�
�� β̂45 	
���� β̂55 
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β̂16 
�
�
 β̂26 
�
�� β̂36 
���
 β̂46 	
���! β̂56 
����

β̂17 	
�
�� β̂27 
���� β̂37 
��!� β̂47 
�
�!� β̂57 �����

����� ���� 
 ����� ������� � %��� ��� �#�����#�� ������� ���������� ��$��

β̂1 β̂2 β̂3 β̂3 β̂5
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 2× 10−6


��� 10−11 9× 10−8 
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� 4× 10−6 % 10−6 5× 10−7 % % % %
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Ĉ α̂ σ̂

Ĉ2 � ���� α̂1� ���� σ̂1� 10−7

Ĉ3 � ���� α̂2����� σ̂2� ����

Ĉ4 � ��		 α̂3� ��
� σ̂3� ���	

Ĉ5 � ���� α̂4� ���� σ̂4� ����

Ĉ6 � ���� α̂5� ���� σ̂5� ����

Ĉ7 � 
���� α̂6����� σ̂6� ���	

Ĉ8 � 
��
� α̂7�
���� σ̂7� ����
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β̂1 β̂2 β̂3 β̂3 β̂5
β̂11����� β̂21� ����� β̂31�
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 β̂51�
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β̂12�
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������ �� ��	
��
� �

Quarter �������� ���	� Quarter �������� ���	� Quarter �������� ���	� Quarter �������� ���	�

06/2000 1.40 03/2004 0.29 12/2007 −2.98 09/2011 −2.58
09/2000 0.29 06/2004 3.24 03/2008 −5.41 12/2011 0.80
12/2000 −0.87 09/2004 1.13 06/2008 −1.19 03/2012 1.20
03/2001 −4.17 12/2004 2.01 09/2008 −1.78 06/2012 −0.21
06/2001 −1.24 03/2005 2.46 12/2008 −8.40 09/2012 0.20
09/2001 −2.74 06/2005 1.47 03/2009 −5.76 12/2012 0.39
12/2001 −3.22 09/2005 2.61 06/2009 −0.06 03/2013 1.51
03/2002 0.76 12/2005 2.81 09/2009 0.44 06/2013 0.96
06/2002 −0.20 03/2006 2.56 12/2009 −0.10 09/2013 3.03
09/2002 −2.74 06/2006 1.92 03/2010 0.60 12/2013 1.40
12/2002 −0.68 09/2006 0.43 06/2010 −0.42 03/2014 0.36
03/2003 −0.08 12/2006 −0.35 09/2010 −1.06 06/2014 1.15
06/2003 −0.33 03/2007 0.08 12/2010 0.77 09/2014 0.52
09/2003 2.73 06/2007 0.63 03/2011 1.97 12/2014 0.12
12/2003 1.47 09/2007 −0.78 06/2011 −0.48
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� � � ���� ����� ����� ����� ����� � ����
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� δ(tk−1) �	�
��
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Δ�� % � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � 0.03 0.02 −0.01 0.07 0.02 −0.06
��� � −0.04 0.09 −0.14 −0.04 0.00 0.07
��� 	 0.02 0.00 0.01 0.01 0.08 −0.02
��� 
 0.15 −0.06 0.01 −0.07 −0.09 0.21
��� � 0.17 0.12 −0.01 −0.59 −0.12 0.01
��� � 0.11 −0.47 0.11 −0.13 −0.21 0.19
��� 
 0.25 0.02 0.07 −0.07 −0.19 0.21
��� � 0.21 −0.13 0.08 −0.03 0.08 −0.07

����� ��� � ����	
	�	
	�� �
 ���	��� ��
	�� 
� Δ �� % 
�� ���� ��
	��

Δ�� % � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��
 � 0.58 1.00 0.66 1.00 0.68 1.00
��
 � 0.51 1.00 1.00 0.32 0.96 0.36
��
 � 1.00 1.00 0.89 1.00 1.00 1.00
��
 � 0.18 0.99 0.69 0.15 0.50 0.04
��
 � 0.00 0.87 0.39 0.00 1.00 1.00
��
 � 0.06 1.00 0.08 0.00 0.10 0.01
��
 � 0.01 0.95 0.71 0.10 1.00 0.10
��
 � 0.02 1.00 0.76 0.50 0.82 1.00

����� ��� � ������� 
�� ����	
	�	
	�� �
 ���	��� ��
	�� 
� Δ �� % 
�� ���� ��
	��

 ����!	�� 
� 
�� "���� ���# 
�� ���	�
	�� �
 
�� ����
 	�
����
 ��
�� ��
$��� 
�� ���
 %��	�!

��! 
�� ��
&�� %��	�! ��� �� �	��	'���
 	(%��
 �� 
�� 
����	
	�� %�����	�	
	�� ��
$��� 
��

���	���)� ��
	����

ΔGRR � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��
 � 5.23 −8.67 1.19 −0.68 −1.66 3.57
��
 � 2.41 −6.31 2.11 −1.78 12.79 4.65
��
 � 3.03 −5.95 3.08 3.66 −1.76 1.99
��
 � −0.63 −5.74 −0.81 3.25 4.70 1.43
��
 � 0.39 29.72 −0.62 0.29 −4.86 1.08
��
 � −0.10 3.02 −1.09 3.58 6.60 1.07
��
 � 0.16 −7.12 −0.98 4.30 −4.31 4.54
��
 � −1.71 3.71 0.25 −4.53 3.06 −6.40

����� ��� � ����	
	�	
	�� �
 ���	��� ��
	�� 
� ΔGRR 
�� ���� ��
	��

��*



ΔGRR � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � 0.03 0.06 0.79 0.61 0.64 0.13
��� � 0.31 1.00 0.15 0.44 0.08 0.76
��� � 0.00 0.32 0.01 0.00 0.27 0.54
��� 	 0.47 0.94 0.38 0.08 0.04 1.00
��� 
 0.60 0.06 0.66 0.56 1.00 1.00
��� � 0.93 0.83 0.02 0.00 0.00 0.21
��� � 0.71 1.00 0.12 0.01 0.05 0.00
��� 
 0.14 0.92 0.83 0.04 0.45 0.01

����� ��� � ������� ��� ������������� �� ������� ������ �� ΔGRR ��� ���� ������

δ(tk−1) � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � 2.44 −3.16 0.65 −0.43 0.40 −1.32
��� � 1.88 1.29 1.30 −1.33 −0.27 −0.56
��� � 1.33 −4.99 1.22 −1.50 0.19 −1.20
��� 	 0.88 2.19 0.92 −1.05 −0.08 −0.79
��� 
 0.75 6.09 0.77 −0.58 11.04 −0.50
��� � 0.70 −4.81 0.70 −1.23 0.37 −1.02
��� � 1.23 5.59 1.12 −1.01 0.22 −0.52
��� 
 0.88 2.37 0.90 −1.43 −1.12 −1.39

����� ��� � ������������� �� ��������� ������� �� δk−1 ��� ���� ������

δ(tk−1) � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � 0.00 0.00 0.00 0.15 0.27 0.00
��� � 0.00 1.00 0.00 0.00 0.36 0.02
��� � 0.00 0.00 0.00 0.00 0.53 0.00
��� 	 0.00 1.00 0.00 0.00 0.75 0.00
��� 
 0.00 0.28 0.00 0.00 0.00 0.00
��� � 0.00 0.21 0.00 0.00 0.18 0.00
��� � 0.00 0.16 0.00 0.00 0.46 0.01
��� 
 0.00 0.02 0.00 0.00 0.12 0.00

����� ��
 � ������� ��� ������������� �� ������� ������ �� δk−1 ��� ���� ������

 �� �!"��� �� ��� #�� ��������� �� ��� ������ "������������ �� ������������$ ��� �����%����

�� �� ��� �� ���&� ����'�� ���  ���� ���� ��!� �������� ��� ����& ���( ��� ��� �)�!"�� ���

�������� �� ��� ������� � ��* � &��� ���"��� �� ��� !�������� � � �( �� ��� �������� �� ��� ������

� &��� ���"��� �� ��� !��������� � � �( � � � ��* � � � �'� ����� ����� ��� ��� ���� �� *�*'��

��$ �����%���� �!"��� �� ��� #�� ��������� �� ��� ��������� ���������

���
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����� 
�	 � ����������� �� ��� ������ ��������� ��������� ��� ��� ΔGRR ������

Days ���� �� % ���	
��� �� %
4 0.08 99.99
75 0.18 99.96
95 0.17 99.95
166 0.17 99.92
167 0.17 99.92
186 0.16 99.92
257 0.16 99.89
258 0.16 99.89
278 0.16 99.88
348 0.15 99.85
370 0.15 99.85
439 0.15 99.82
461 0.15 99.81
530 0.15 99.78
531 0.15 99.78
552 0.15 99.77
622 0.16 99.73
628 0.16 99.73
644 0.16 99.72
719 0.16 99.68
738 0.17 99.67
809 0.17 99.62
901 0.18 99.55
993 0.19 99.48
1084 0.21 99.39
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 � � !"
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���



q̂1% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 3 4 3 0 −2 −1 −2 −2
��� � 7 7 7 2 0 −1 −2 −1
��� � 13 14 13 7 −1 0 −1 −1
��� � 19 19 18 11 5 5 3 4
��� � 19 19 18 11 2 2 1 1
��� 	 20 19 14 9 3 2 2 2
��� 
 17 18 14 9 −4 −4 −5 −4
��� � 20 20 16 9 1 1 −2 −2

����� �
�� � ���� 1% �������� �� ����������� ���� ��� ������ ��� ���������� ������ ������

�������� � ������

q̂1% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 3 3 3 0 9 8 6 7
��� � 6 7 7 2 15 13 13 13
��� � 14 14 14 7 24 20 22 21
��� � 19 19 17 11 28 25 24 22
��� � 19 19 18 11 17 15 14 14
��� 	 19 19 14 8 13 12 12 12
��� 
 18 18 14 10 22 21 20 18
��� � 20 19 17 10 29 23 19 16

����� �
�� � ���� 1% �������� �� ����������� ���� ��� ������ ��� ���������� ������ ������

��!���� � ������

q̂25% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 7 8 7 3 2 2 2 2
��� � 12 14 13 7 4 4 3 4
��� � 19 19 19 12 4 4 3 4
��� � 23 23 21 15 8 8 7 7
��� � 22 23 21 14 5 6 5 5
��� 	 23 23 17 11 5 5 4 5
��� 
 21 22 18 13 1 1 1 1
��� � 27 28 24 16 8 7 6 5

����� �
�� � ���� 25% �������� �� ����������� ���� ��� ������ ��� ���������� ������ ������

�������� � ������

q̂25% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 8 8 7 4 14 13 12 11
��� � 12 14 13 7 22 21 21 19
��� � 19 19 19 12 31 27 27 26
��� � 23 23 21 15 32 29 28 26
��� � 22 23 21 14 20 18 17 16
��� 	 23 23 17 11 16 15 15 15
��� 
 22 23 18 13 27 26 24 23
��� � 28 28 24 16 37 31 26 23

�
�



����� ���� � ���	 25% 
��	�
�� �� ��
�
���
�	 ���� ��� ���
	� �	� �
�����
�	 ���
�� ���
	�

������� ���	��
�

q̂50% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 10 10 9 5 4 4 3 3
��� � 15 17 16 10 6 6 6 6
��� � 21 21 21 14 6 6 6 6
��� � 25 25 23 16 10 9 9 8
��� � 24 24 22 15 7 7 6 6
��� � 25 25 19 13 6 6 5 6
��� � 24 25 20 15 3 3 3 3
���  31 32 28 19 11 10 9 8

����� ���� � ���	 50% 
��	�
�� �� ��
�
���
�	 ���� ��� ���
	� �	� �
�����
�	 ���
�� ���
	�

!����
	� ���	��
�

q̂50% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 10 10 9 5 16 15 14 13
��� � 15 17 16 10 25 24 24 23
��� � 21 21 21 14 33 29 30 28
��� � 25 25 23 16 34 31 30 28
��� � 24 24 22 15 21 19 18 17
��� � 24 25 19 13 17 16 16 16
��� � 24 25 21 15 28 27 26 24
���  31 32 28 19 40 34 29 26

����� ���� � ���	 50% 
��	�
�� �� ��
�
���
�	 ���� ��� ���
	� �	� �
�����
�	 ���
�� ���
	�

������� ���	��
�

q̂75% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 12 12 12 7 5 5 5 5
��� � 17 20 19 12 8 8 8 8
��� � 23 24 23 16 8 8 7 8
��� � 27 27 25 18 11 11 10 10
��� � 25 26 24 17 8 8 8 8
��� � 26 26 20 14 7 7 6 7
��� � 26 27 22 17 5 5 5 5
���  35 35 31 23 14 14 12 11

����� ���� � ���	 75% 
��	�
�� �� ��
�
���
�	 ���� ��� ���
	� �	� �
�����
�	 ���
�� ���
	�

!����
	� ���	��
�

���



q̂75% k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8
��� � 12 12 12 7 18 17 16 15
��� � 18 19 19 12 28 28 27 26
��� � 23 24 23 16 35 31 32 30
��� � 26 27 25 18 35 33 32 29
��� � 26 26 24 17 22 20 20 18
��� 	 26 26 20 14 18 17 17 17
��� 
 26 26 22 17 30 29 28 26
��� � 34 35 31 23 43 37 32 29

����� �
�� � ���� 75% �������� �� ����������� ���� ��� ������ ��� ���������� ������ ������

������� � ������

���	
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������ �

������ �� ��	
��
� �

��� �������	
 ���
��� ��� 
��� �	 ��� ���� �� ��� ����
�����	� �

E [p̃1p̃2] = E [(p1 + ε̃1) (p2 + ε̃2)]

= E [p1p2 + p1ε̃2 + ε̃2p2 + ε̃1ε̃2]

= p1p2 + E [ε̃1ε̃2]

�������

E [p̃1 (1− p̃2)] = E [p̃1 − p̃1p̃2]

= E [p̃1]− E [p̃1p̃2]

= p1 − p1p2 − E [ε̃1ε̃2]

= p1 (1− p2)− E [ε̃1ε̃2]

�������

E [p̃2 (1− p̃1)] = E [p̃2 − p̃1p̃2]

= E [p̃2]− E [p̃1p̃2]

= p2 − p1p2 − E [ε̃1ε̃2]

= p2 (1− p1)− E [ε̃1ε̃2]

�������

E [(1− p̃1) (1− p̃2)] = E [1− p̃1 − p̃2 + p̃1p̃2]

= 1− p1 − p2 + p1p2 + E [ε̃1ε̃2]

= (1− p1) (1− p2) + E [ε̃1ε̃2]

�������

���



��� ��������	
� 
� V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2})
��� �� ����	
��� �

���� ��� V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = E

[
U (w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)

]
�

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = E

[
U (w, p1, p2, ε̃1, ε̃2)

]
= E

[
p̃1p̃2E [u (w +X1 +X2)] + p̃1(1− p̃2)E [u (w +X1 + Y2)] +

(1− p̃1)p̃2E [u (w + Y1 +X2)] + (1− p̃1)(1− p̃2)E [u (w + Y1 + Y2)]
]

= E [p̃1p̃2]E [u (w +X1 +X2)] + E [p̃1(1− p̃2)]E [u (w +X1 + Y2)] +

E [(1− p̃1)p̃2]E [u (w + Y1 +X2)] + E [(1− p̃1)(1− p̃2)]E [u (w + Y1 + Y2)]

= V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + E[ε̃1ε̃2]ΔU(w;X,Y )
�������

��
 ��������	
� 
� V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2})
��� �� ����	
��� �

���� ��� V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) = E

[
U (w,αp1, αp2, αε̃1, αε̃2)

]
�

V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) = E

[
U (w,αp1, αp2, αε̃1, αε̃2)

]
= E

[
αp̃1αp̃2E [u (w +X1 +X2)] + αp̃1(1− αp̃2)E [u (w +X1 + Y2)] +

(1− αp̃1)αp̃2E [u (w + Y1 +X2)] + (1− αp̃1)(1− αp̃2)E [u (w + Y1 + Y2)]
]

= E [αp̃1αp̃2]E [u (w +X1 +X2)] + E [αp̃1(1− αp̃2)]E [u (w +X1 + Y2)] +

E [(1− αp̃1)αp̃2]E [u (w + Y1 +X2)] + E [(1− αp̃1)(1− αp̃2)]E [u (w + Y1 + Y2)]

= V (w; {αp1, αp2}; {0, 0}) + α2 Cov(ε̃1, ε̃2) ΔU(w,X, Y )
�������

��� �	��	�� ��� ��� �	��
�� ���	��	�� P (w;α) ��� ��� ���

�	�� ���	��	�� P a(w;α)

��������	�
��� �
���� ���� 
�
����� ������� ����
��

V (w; {p1, p2}; {0, 0}) = V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0}),

��� ��
 
�
����� �������

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w; {p1, p2}; {0, 0}) + Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ).

�
 �����	 ��
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V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P (w;α); {αp1, αp2}; {0, 0}) + Cov(ε̃1, ε̃2)ΔU(w,X, Y ).
�������

�� 	
� �
�� 	���� ���
�� 	

	 	
� ���
	��� ������� ���	��

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}).

�� 	
� ���
	��� ������� ���	���

V (w; {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) = V (w; {αp1, αp2}; {0, 0}) + α2 Cov(ε̃1, ε̃2) ΔU(w,X, Y ),

�� 	
� ���	�
� ��
�	
 �� 	
� ���
	��� ������� �� ���
� 	� w − P a(w;α)� 	
���

V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) = V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})+
α2 Cov(ε̃1, ε̃2) ΔU(w − P a(w;α), X, Y ),

����
���� V (w − P a(w;α); {αp1, αp2}; {αε̃1, αε̃2}) �� ������� ������

V (w; {p1, p2}; {ε̃1, ε̃2}) = V (w−P a(w;α); {αp1, αp2}; {0, 0})+α2 Cov(ε̃1, ε̃2) ΔU(w−P a(w;α), X, Y ).
�������
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