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Résumé : Cette thése se propose d'étudier des
probléemes de factorisations des régions
cubiques.

Dans le cadre de l'analyse de programme
concurrent via des méthodes issues de la
topologie algébrique, les régions cubiques sont
un modele géométrique simple mais

expressif de la concurrence. Tout programme
concurrent (sans boucle ni branchement) est
ainsi représenté comme sous partie de RAn
auquel on enléve des cubes interdits
représentant les états du programme interdit par
les contraintes de la concurrence (mutex par
exemple) ol n est le nombre de processus.

La premiere partie de cette these s’intéresse a la
question d'indépendance des processus. Cette
question est cruciale dans l'analyse de
programme non concurrent car

elle permet de simplifier I'analyse en séparant le
programme en groupe de  processus
indépendants. Dans le modéle géométrique d'un
programme, I'indépendance se traduit

comme une factorisation modulo permutation
des processus. Ainsi le but de cette section est
de donner un algorithme effectif

de factorisation des régions cubiques et de le
démontrer.

L'algorithme donné est relativement simple et
généralise l'algorithme trés intuitif suivant (dit
algorithme syntaxique).

A partir du programme, on met dans un méme
groupe les processus qui partagent une
ressource, puis 1’on prend la cl6ture transitive
de cette relation.

Le nouvel algorithme s'effectue de la méme
manieére, cependant il supprime certaines de ces
relations. En effet par des jeux d'inclusion entre
cubes interdits, il est possible

d'avoir deux processus qui partagent une
ressource mais qui sont toutefois indépendant.
Ainsi la nouvelle relation est obtenue en
regardant I'ensemble des cubes maximaux

de la région interdite. Lorsque deux

coordonnées sont différentes de R dans un cube
Université Paris-Saclay
Espace Technologique / Immeuble Discovery

maximal on dira qu’elles sont reliées. Il suffit
alors de faire la cloture transitive de cette
relation pour obtenir la factorisation optimale.

La seconde partie de ce manuscrit s'intéresse a
un invariant catégorique que l'on peut définir
sur une région cubique. Celui-ci découpe la
région cubique en cubes appelés "dés" auxquels
on associe une catégorie appelée catégorie
émincée de la région cubique. On peut voir cette
catégorie comme un intermédiaire fini entre la
catégorie des composantes et la catégorie
fondamentale.

On peut ainsi montrer que lorsque la région
cubique factorise alors la catégorie émincée
associée va elle méme se factoriser. Cependant
la réciproque est plus compliquée et de
nombreux contre exemple

empéche une réciproque totale.

La troisieme et derniere partie de cette these
s'intéresse a la structure de produit tensoriel que
I'on peut mettre sur les régions cubiques. En
remarquant comment les opérations booléennes
sur une région cubique peuvent étre obtenues a
partir des opérations sur les régions cubiques de
dimension inférieure on tente de voir ces
régions cubiques comme un produit tensoriel
des régions de dimension inférieures. La
structure de produit tensoriel est hautement
dépendante de la catégorie dans laquelle on la
consideére. Dans ce cas, si l'on considere le
produit dans les algébres de Boole le résultat
n'est pas celui souhaité. Au final il se trouve que
le produit tensoriel dans la catégorie des demi-
treillis avec zéro donne le résultat voulu.

Route de I'Orme aux Merisiers RD 128 / 91190 Saint-Aubin, France



Title : Factorization of cubicals areas and application to concurrency

Keywords : cube, parallel programmation, factorization, categories

Abstract :

This thesis studies some problems of the
factorization of cubical areas.

In the setting of analysis of programs through
methods coming from algebraic topology,
cubical areas are geometric models used to
understand concurrency.

Any concurrent programs (without loops nor
branchings) can be seen as a subset of RAn
where we remove some cubes which contains
the states forbiden by the concurrency

(think of a mutex ) and where n is the number
of process in the program.

The first parth of this thesis is interested in the
question the indepencance of process. This
question is particularly important to analyse a
program, indeed being able to separate groups
of process into independant part will greatly
reduce the complexity of the analysis. In the
geometric model, the independancy is seen as a
factorization up to permutation of processus.
Hence the goal

is to give a new effectiv algorithm which
factorize cubical areas, and proves that it does.

The given algorithm is quite straightforward
and is a generalization of the following
algorithm (that we called syntactic algorithm).
From the written program, groups together
process that shares

a ressource, then take the transitiv closure of
this relation. This algorithm is not always
optimal in that it can groups together process
that actually could be separated. Thus we create
a new (more relax) relationship between
process. From the maximal cubes of the
forbiden area of the program, if two coordinate
are not equal to R, then groups them together.
We can then take the transitiv closure of

this and get the optimal factorization .

The second part of this thesis looks at some
categorical invariant that we define over
cubicals areas. This categories (called the
minced categorie) slice the space into cubes.

Université Paris-Saclay
Espace Technologique / Immeuble Discovery

Each cubes is an object of the category and
between two adjacent cubes is an arrow. We
can see that this categorie is inbetween the
fundamental categorie and the components
categorie of the cubical area. We can then show
that if the cubical area factorize then so does
the minced categorie. The reciprocal is harder
to get. Indeed there's a few counter example on
which we cant go back.

The third and last part of this thesis is
interested in seing cubical areas as some kind
of product over lower dimension cubical areas.
By looking at how the booleans operations of a
cubical areas arise

from the same operation on lower dimensional
cubical areas we understand that it can be
expressed as a tensor product. A tensor product
is highly dependant on the categorie on which
it is build upon.

We show that to take the categorie of boolean
algebra is too restrictive and gives trivial result,
while the category of semi-lattice with zeros
works well.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

1.1.1 Le diner des philosophes

Le diner de philosophes est un probleme classique en théorie de la concur-
rence, il a été introduit par E. W. Dijkstra [19]. Trois philosophes, Platon,
Descartes et Kierkegaard, sont attablés en cercle. Entre deux voisins de table
se trouve une seule fourchette, or il est nécessaire d’en avoir deux pour com-
mencer son plat. Pour chaque philosophe le repas se déroule selon la séquence
suivante :

1. Prendre la fourchette de droite si elle est disponible
2. Prendre la fourchette de gauche si elle est disponible,
3. Manger son plat s’il dispose de deux fourchettes,

4. Reposer les deux fourchettes une fois le plat terminé.

On vérifie facilement que si I'un des philosophes parvient a prendre deux
fourchettes, alors chacun des autres philosophes aura 'occasion de manger
son plat. En revanche, si chacun des philosophes parvient a prendre une four-
chette, alors aucun d’eux ne peut commencer son plat puisqu’il est contraint
d’attendre que son voisin (de gauche) ait reposé sa fourchette. Un tel état
est appelé interblocage (ou deadlock).

Dans le contexte de la norme POSIX, chaque philosophe représente un
processus capable de prendre une ressource disponible et de la remettre a
disposition des autres processus. Chaque fourchette est un verrou (aussi ap-
pelé exclusion mutuelle ou muter), c’est-a-dire une ressource qui ne peut pas
étre simultanément utilisée par deux processus.



FIGURE 1.1 — Diner des cinq philosophes, toujours aussi peu de fourchettes
(Image Wikimedia).

1.1.2 Vérification et analyse statique de programmes

L’analyse statique regroupe toutes les techniques permettant de garan-
tir, au moment de la compilation, qu'un programme donné vérifie certaines
propriétés. Un programme dont certaines exécutions s’achevent dans un état
d’interblocage étant considéré comme défaillant, on souhaite mettre au point
des techniques d’analyse permettant de garantir 'absence d’interblocage. I1
est cependant tres difficile d’analyser un programme concurrent, principa-
lement a cause du non-déterminisme des exécutions. En effet, ces dernieres
dépendent en grande partie de 'ordonnanceur de taches (scheduler) sur lequel
le programmeur n’a pas (ou peu) de controle. L’approche consistant a étudier
séparément tous les ordonnancements possibles se heurte a I'importance du
nombre de cas a traiter. Afin de surmonter cette difficulté, on cherche a
regrouper les ordonnancements selon des critére pertinents au regard de pro-
priétés que l'on souhaite vérifier. Dans I'exemple des trois philosophes, I’état
d’interblocage est atteint selon les différents ordonnancements suivants :

1. au méme moment, chacun des trois philosophes prend une fourchette,

2. au méme moment, deux des trois philosophes prennent une fourchette,
le troisieme prend la derniere mais avant ou apres les deux autres,

3. a tour de role, chacun des trois philosophes prend une fourchette.

Les treize ordonnancements décrits ci-dessus menent au méme état et peuvent
raisonnablement étre qualifiés d’équivalents. Les modeles géométriques de la
concurrence permettent de formaliser ce constat. Au second chapitre, nous
verrons comment exploiter le modele géométrique d’un programme pour le
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paralléliser, c’est-a-dire regrouper ses processus de facon a obtenir des pro-
grammes qui puissent étre exécutés indépendamment les uns des autres.

1.1.3 Modeles classiques de la concurrence

Les modeles historiques de la concurrence sont basés sur les entrelace-
ments, c’est-a-dire les exécutions a chaque instant desquelles 'un des proces-
sus exécute une instruction tandis que tous les autres sont en attente. Deux
exécutions sont déclarées équivalentes lorsque localement, I’ordre dans lequel
deux instructions exécutées par deux processus différents peut étre interverti
sans que les effets qu’elles produisent different [1]. Supposons que deux pro-
cessus tentent respectivement d’exécuter les actions A et B, et notons A|B la
composition parallele de ces deux processus. Le modele par entrelacements
du programme A|B est le carré suivant :

A

—

B] TB

[

A

On a deux chemins de = a z respectivement notés A.B et B.A. Ce sont les
entrelacements possibles des actions A et B. Dans le cas ou, par exemple,
les actions A et B sont les affectations = := 1 et y := 2 (z et y étant deux
variables distinctes) expressivité de notre modele doit permettre d’indiquer
que les actions A et B sont indépendantes, au sens ou l'ordre dans lequel elles
sont exécutées n’a pas d’incidence sur le contenu final des variables x et y. La
relation d’équivalence entre exécutions est alors déduite de la notion d’actions
indépendantes. En particulier, les exécutions A.B et B.A sont équivalentes.
Inversement, si les actions A et B sont les affectations x := 1 et x := 2, I'ordre
dans lequel elles sont exécutées a clairement une influence sur le contenu final
de la variable z.

1.1.4 Le langage PV

La norme POSIX offre divers mécanismes permettant au programmeur
d’interdire localement I'exécution simultanée de deux instructions, notam-
ment le verrou/mutexr que nous avons évoqué a l'occasion de I'exemple du
diner de philosophes. 11 a été introduit par E.W. Dijkstra [18] en méme temps
que le langage PV dont nous ferons usage pour écrire nos exemples de pro-
grammes. Un mutex a s’accompagne des deux instructions ci-dessous :

— Tinstruction Pa permet a un processus de verrouiller a s’il ne ’est pas

déja, mais interrompt son exécution dans le cas contraire. Le processus
attend alors que le mutex a soit déverrouillé.

7



— linstruction Va permet a un processus m de déverrouiller a dans le
cas ol a avait été verrouillé par 7. Sinon l'instruction est ignorée.
Le diner de trois philosophes se traduit alors par le programme ci-dessous :

P, = Pa.Pb.Va.Vb
Py = Pb.PcVb Ve
Py = Pc.PaVeVa

ol a, b, et ¢ sont trois verrous. Plus généralement, nous écrirons aussi des pro-
grammes utilisant des sémaphores d’arité n € N, c’est-a-dire des ressources
qui peuvent étre utilisées simultanément par n processus (mais pas n + 1).
Avec cette convention, un mutex est un sémaphore d’arité 1.

1.1.5 Modele géométrique d’un programme PV

L’utilisation d’objets géométriques pour représenter la concurrence ap-
parait, au moins de fagon informelle, dés le début des années 70 dans les
travaux de Coffman et al. [15]. Cette approche est formalisée par Carson
et Reynolds [12] pour un fragment du langage PV. Dans les deux cas, les
modeles obtenus sont essentiellement des sous-parties de R”, plus précisément
des réunions finies de produits d’intervalles. De telles sous-parties sont ap-
pelées régions cubiques. Au début des années 90, Pratt [47] et van Glabbeek
[51] introduisent les automates de dimension supérieure pour représenter
les programmes paralleles. Ils étendent ainsi la relation classique entre pro-
grammes séquentiels et automates. Dans ce formalisme, un ensemble de n
actions indépendantes est représenté par un <cube> de dimension n dont les
arétes paralleles sont étiquetées par I'une des actions de ’ensemble. En parti-
culier, la <surface> d’un cube de dimension 3 est obtenue a partir de 3 actions
dont deux peuvent toujours étre exécutées en parallele, alors que toutes les
trois ne peuvent pas étre exécutées simultanément. On peut comparer ces
trois actions a trois vecteurs qui engendrent un sous-espace de dimension 2.
L’idée d’appliquer des méthodes issues de la topologie algébrique a ’étude de
la concurrence émerge a la fin des années 90 [21, 30] notamment en associant
un espace topologique «dirigé> a chaque automate de dimension supérieure.

Dans la suite du manuscrit, les seuls processus que nous rencontrerons
sont des suites d'instructions P et V' (e.g. Pa.Va|Pa.Va). On impose cette
restriction afin de se focaliser sur les problémes liés a la concurrence. A titre
d’exemple, le modele du programme Pa.Va|Pa.Va (ou a est un mutex) est la
sous-partie de R? représentée & gauche sur la figure 1.2 tandis que le modele
du programme Pa.Va|Pa.Va|Pa.Va (ou a est un sémaphore d’arité 2) est
la sous-partie de R?® représentée sur la figure 1.3. A chaque processus est



associé un axe le long duquel on «épingle> les instructions du processus. Les
points de I'espace R? correspondent alors aux différents états du programme,
ou plus précisément aux positions du pointeur d’instructions. On remarque
qu'un point dans la zone grisée (que I'on notera F,) correspond a un état ou
les deux processus ont verrouillé a, ce qui est interdit par la sémantique des
verrous. L’ensemble F, est par définition la région interdite engendrée par a
tandis que le modele du programme est R? \ F,. Plus généralement, chaque
mutex engendre une région interdite. La région interdite F' d’'un programme
est donc la réunion des régions interdites engendrées par les verrous qui
apparaissent dans ce programme. Son modele géométrique est défini comme
la région cubique R™ \ F, ot n est le nombre de processus du programme.
L’exemple de cette construction appliquée au programme

Pa.Pb.Vb.Va|Pb.Pa.Va.Vb

est détaillé sur la figure 1.5. En raison de la forme de son modele, ce pro-
gramme est appelé la croix Suisse, mais il s’apparente également au diner
de deux philosophes. A titre de comparaison, le modele du diner de trois
philosophes est représenté a droite sur la figure 1.2.

Pa Va

P(a) pp) V@ V®

FIGURE 1.2 — Modeles géométriques

Les programmes PV que nous considérons ne possedent ni boucles ni
branchements. Néanmoins, au prix de quelques contraintes sur les programmes
que l'on prend en compte, la construction décrite précédemment peut étre
étendue de maniere a s’affranchir de cette limitation.



x2

Va|

Pa ’

x1

Pa Va

FIGURE 1.3 — Le cube flottant

1.2 Contribution

1.2.1 Factorisation des régions cubiques
et parallélisation de programmes PV

Reprenons 'exemple du diner de philosophes en supposant cette fois que
chaque convive dispose de deux fourchettes. Autrement dit on s’intéresse au
programme PV suivant ou a, b, ¢, d, e, et f sont des verrous.

P = Pa.Pb.Va.Vb
Py = Pe.Pd.VeVd
P3=Pe PfVeVf

Les processus sont deux a deux indépendants au sens ou deux d’entre eux
ne partagent aucune ressource. Tous les ordonnancements sont équivalents
et 'analyse du programme se réduit a ’analyse de chacun des processus
indépendamment des autres. Plus généralement, une notion d’indépendance
entre groupes de processus est pertinente lorsqu’elle permet de réduire I’ana-
lyse d’'un programme aux analyses des groupes de processus dont il est
constitué, séparément les unes des autres.

Selon le point de vue adopté, on obtient diverses notions d’indépendance
entre programmes PV. Dans le contexte de ce manuscrit, la plus naturelle
consiste a déclarer une famille de programmes P, ..., Py globalement indé-
pendante lorsque le modele géométrique de la composition parallele de ces
programmes est le produit cartésien de leurs modeles géométriques :

[Pr]---|Py] = [P x-- < [Pa]

10



x1

Pa Va

FIGURE 1.4 — Le complémentaire d’un <pilier> est une région cubique fac-
torisable

Par exemple, le programme ci-dessous

P =PaVa
P, =PaVa
P; = Pb.Vb

peut s’écrire comme la composition parallele des groupes de processus { Py, P }
et {P;}. Son modele géométrique R?\ ([1,2]? x R) est représenté sur la figure
1.4, on remarque alors que sa factorisation

R*\ (L2 xR) = (R*\[L,2]°) xR
correspond a la parallélisation du programme
[Pl =[PP x [P .

Le précédent exemple illustre la relation étroite qui existe entre la pa-
rallélisation d’un programme PV et la factorisation de son modele géométrique
[39], ce qui motive l'intérét que I'on porte au calcul effectif de cette derniére.
De plus, la collection des régions cubiques munie du produit cartésien forme,
a permutation des coordonnées pres, un monoide commutatif libre [4]. On
peut reformuler ce résultat en écrivant que la collection des factorisations
d’une région cubique de dimension n forme un sous-treillis du treillis des
partitions de I’ensemble {1,...,n}. Pour cette raison, on identifie les factori-
sations des régions cubiques de dimension n (resp. les parallélisations des pro-
grammes a n processus) a des partitions de 'ensemble {1,...,n}. Le résultat
de décomposition unique des régions cubiques s’accompagne d’un algorithme

11



dont la complexité est exponentielle en le nombre de cubes maximaux de la
région a factoriser [4]. La principale contribution du second chapitre de cette
these est un algorithme dont la complexité est linéaire en le nombre de cubes
maximaux du complémentaire de la région a factoriser. Cet algorithme est en
outre tres simple a décrire. Un cube d’une région cubique X est un produit
d’intervalles inclus dans cette région. Il est maximal dans X s’il n’est inclus
dans aucun autre cube de X. A chaque cube maximal

I x - x I,
du complémentaire de X, on associe son support, ¢’est-a-dire I’ensemble

{ief{l,....n} | I #R} .

La décomposition en facteurs irréductibles de la région X correspond a la
plus fine des partitions P de 'ensemble {1,...,n} telles que tout élément
de P soit une union de support de cubes maximaux du complémentaire de
X. Concretement, on associe a chaque support S d'un cube maximal du
complémentaire de X la partition

{s} u {{i}|ie{1,...,n}\S}

et on calcule la borne supérieure de toutes ces partitions.

1.2.2 Un invariant des régions cubiques
qui préserve leurs factorisations

Chaque région cubique est un sous-espace de R™ typique des objets étudiés
en topologie algébrique. Dans cette optique, on voudrait que les chemins sur
le modele d’un programme soient liés & ses exécutions. Néanmoins, le sens
de lecture d’un tel programme impose un ordre sur ses états, autrement
dit sur les points de son modele. Dans le cas des automates (de dimension
supérieure), cet ordre est reflété par le sens des fleches d'un graphe. Afin que
les modeles géométriques satisfassent une propriété similaire, on équipe cha-
cun d’eux d’une relation d’ordre compatible avec sa topologie sous-jacente.
Dans le cas des régions cubiques, cet ordre est hérité de I'ordre produit sur
I’espace R™.

En conséquence, on ne s’intéresse qu'aux chemins dirigés d’un modele
géométrique X, c’est-a-dire aux applications continues et croissantes de [0, 1]
dans X. Plus généralement, si X et Y sont deux modeles géométriques on
se restreint aux applications continues et croissantes de X vers Y. Dans cet
esprit, on définit une homotopie dirigée comme une application dirigée dont
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Vb Vb
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Pa Pa
Pb Pb

Pa Va PbVb Pa Pb Vb Va

FIGURE 1.5 — La croix Suisse

I'application continue sous-jacente est une homotopie de chemins [21, 33]. On
reprend alors la construction du groupoide fondamental [10] d'un espace to-
pologique en considérant la cloture transitive de la relation qui identifie deux
chemins dirigés lorsqu’il existe une homotopie dirigée de I'un vers 'autre. On
définit ainsi la catégorie fondamentale 71 (X) d'une région cubique X. Dans
le modele de la croix Suisse (voir figure 1.5), il y a exactement deux classes
de dihomotopie allant du point inférieur gauche au point supérieur droit. A
I'instar du groupoide fondamental d’un espace topologique, la catégorie fon-
damentale d’un modele géométrique possede une infinité continue de points.
Mais alors que le premier est équivalent au groupe fondamental de 'espace,
il n’a y pas de construction naturelle permettant de <réduires> la seconde.
La catégorie des composantes Fg(X) d’une région cubique X a été introduite
dans ce but [23]. Dans sa version la plus abstraite, cette construction s’ap-
plique & n’importe quelle catégorie sans boucle [32, 38], donc en particulier
a 7T_>1(X ) puisque la catégorie fondamentale d’une région cubique est de cette
nature. Ainsi pour toute région cubique X, on a par définition

(X)) = mE (X))

Malheureusement, bien que la construction de la catégorie des composantes
d’une région cubique soit effective, la masse de calculs qu’elle nécessite lui
Ote une partie de son intérét pratique. En revanche, I’application s qui a
chaque région cubique associe sa catégorie des composantes préserve le pro-
duit cartésien [37] et son image est contenue dans la classe des catégories fi-
nies sans boucle [38]. Or d’apres [3] la collection des (classes d’isomorphismes
des) catégories finies sans boucle connexes munie du produit cartésien est un
monoide commutatif libre (et dénombrable). Des lors, il est naturel de se de-
mander si cette application préserve les éléments irréductibles. Or on vérifie
facilement que R est une région cubique irréductible dont la catégorie des
composantes ne ’est pas, cette derniere étant isomorphe a 1’élément neutre
du monoide des catégories, c’est-a-dire la catégorie réduite a un objet et son
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FIGURE 1.6 — Catégorie des composantes vs catégorie émincée de la croix
Suisse

identité. On aimerait donc caractériser les régions cubiques dont la catégorie
des composantes est irréductible, mais I'ampleur les difficultés techniques
liées a ce probleme nous ont dissuadé de I'attaquer de front. A défaut, dans
le troisieme chapitre, nous associons a chaque région cubique X sa catégorie
émincée Em(X) (cf définition 3.2.18). On remarque pour cela que I'on peut
définir pour chaque k € {1,...,n} une partition P, de R de sorte que chaque
cube maximal de X puisse s’écrire comme la réunion des cubes de la forme

IIX"'XIn

qui sont inclus dans X et tels que pour tout k € {1,...,n} lintervalle I
soit un élément de Py. On obtient en particulier une partition de X. La
plus grossiere des partitions de cette forme est par définition I'ensemble des
objets de la catégorie Em(X). On dit alors qu'un cube J; x --- x J, de
cette partition est dans le futur immédiat d’un autre cube I; x --- x I, de
cette méme partition lorsque qu’il existe un chemin dirigé du second vers le
premier et que pour chaque k € {1,...,n} on a

I, = Jg ou sup(ly) = inf(Jg) .

Les morphismes de Em(X) sont les suites finies Cy, . . ., Cly de cubes de cette
partition telles que pour tout i € {1,..., N}, le cube C; est dans le futur
immédiat du cube C;_1, modulo la plus petite congruence qui supprime les
répétitions et identifie les morphismes Cy, C1, Cy et Cy, Cy des que Cy est
dans le futur immédiat de Cj. Cette catégorie étant sans boucle, on peut en
considérer la catégorie des composantes en espérant qu’elle s’approche de la
catégorie des composantes de X au sens ol

T(Em(X)) = m(T(X)).

Bien que nous n’ayons pas prouvé cette derniere égalité, nous avons établi que
lapplication X — Em(X) qui a chaque région cubique associe sa catégorie
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émincée préserve le produit cartésien, et donc induit un morphisme de monoide
(cf proposition 3.4.1). Nous avons également exhibé une classe de régions
cubiques irréductibles (cf définition 3.5.16) dont les catégories des compo-
santes le sont aussi (cf théoreme 3.5.29). Les éléments de cette classe sont
caractérisés par la conjugaison des trois propriétés suivantes :

— la catégorie Em(X) est connexe,

— pour tout 7 € {1,...,n} il existe un morphisme Cy, C; tel que

proji(CO) - projl—(Cﬁ)

— les traces de deux morphismes de base co-initiaux (ou cofinaux) dis-
tincts sont disjointes, ot la trace d’'un morphisme Cy, ..., Cy est 'en-
semble

{i € {1,...,n} | proj;(Co) # proj,(Cn}

et oll les morphismes de bases sont ceux de la forme Cy, C tels que si

Coy, C, Cy est encore un morphisme, alors C' = Cy ou C' = (.
Idéalement, il faudrait vérifier que les facteurs irréductibles des modeles des
programmes PV appartiennent tous a cette classe.

1.2.3 Structure booléenne des sous-régions cubiques
d’un produit de région cubiques

Pour toute région cubique X de dimension n, on note By la collection des
région cubique de dimension n incluse dans X. Compte tenu de 'importance
sémantique du produit cartésien de régions cubiques, on souhaite décrire
Bx«y en fonction de By et de By. Pour se convaincre que 'algebre de Boole
Bx«y differe du produit cartésien By x By il suffit de considérer le cas ou
X et Y sont des points, la premiere algebre possede alors 2 éléments tandis
que la seconde en contient 4. Cependant les relations ensemblistes standards

(A1UA2)XB:(A1XBl)U(A2XB)

AX(B]UBQ):(AXBl)U(AXBQ)
DxB=0=Ax10
(AlmAg) X (BlﬁBQ):(Al XBl)ﬂ(Angg)

suggerent que les éléments de Byyy de la forme A x B pour A € By et
B € By sont les <tenseurs purs> en rapport avec un certain produit tensoriel.
En effet, par analogie avec le produit tensoriel ordinaire d’algebre commuta-
tive (cf [42] pages 629-630), on est tenté d’interpréter l'intersection comme
le produit d’une algebre commutative et la réunion comme sa somme. On
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formalise cette analogie via la relation entre algebres de Boole et anneaux de
Boole, ces derniers étant des exemples particulier d’algebres (commutatives)
idempotentes sur le corps fini Fy [29, pp.1-20]. Puis on définit le produit
tensoriel de deux algebres de Boole comme 1’algebre de Boole qui correspond
au produit tensoriel ordinaire de leurs anneaux de Boole associés. Puisque le
produit tensoriel ordinaire de deux algebres commutatives est leur coproduit
[42; p.630], le produit tensoriel de deux algebres de Boole est 'image, via la
dualité de Stone, du produit cartésien de leurs espaces de Stone associés [46,
p.840-841].

Dans le quatrieme chapitre, nous abordons une troisieme approche via
Palgebre universelle, qui offre un mécanisme systématique pour définir le
produit tensoriel de deux modeles d’une théorie algébrique donnée (cf section
4.2). Dans cette optique, on constate que le produit tensoriel universel de
deux algebres de Boole dans la catégorie des algebres de Boole est dégénéré
a cause de la relation suivante (cf section 4.2.1)

0 = 0®l = 1.

Le probleme est alors de trouver une théorie algébrique plus faible que celle
des algebres de Boole et telle que le produit tensoriel universel de deux
algebres de Boole dans la catégorie des modeles de cette théorie soit une
algebre de Boole. On montre alors que la théorie des semi-treillis avec zéro
convient (cf théoreme 4.3.3) mais pas celle des semi-treillis (cf section 4.3.1).
Notre approche s’appuie également sur un corpus d’articles [25, 26, 27, 35, 36]
dont I'objet d’études est le produit tensoriel de semi-treillis avec ou sans zéro.
On exploite enfin cette approche pour montrer que (cf théoreme 4.4.1)

Bxxy = Bx ® By .
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1.3 Notations

En regle générale, nous notons X une région cubique de dimension n. Un
cube est noté C' (D ou E) et un intervalles I (ou J). Un programme sera
noté P. Nous utilisons également P pour les partitions. Une famille de cubes
sera noté M ou F.

— X une région cubique, X° son complémentaire dans R"

— n la dimension de I'espace dont la région cubique X est une sous-

partie, le nombre de processus du programme dont X est le modéle.

— [P] modele géométrique du programme P

— MC(X) ensemble des cubes maximaux de X

— Bgn algebre de Boole des régions cubiques de R”

— &, le groupe symétrique a n élément

— [1 : n], ensemble des entiers de 1 an

— Pn(A) monoide des langages homogenes sur A

— H(A*) monoide commutatif des langages homogenes sur A, union des

quotients de P, (A) sous 'action du groupe &,

— I ensemble des intervalles de R

— Humas sous-monoide de H(I*) des cubes maximaux des régions cu-

biques

— S o A projection sur les coordonnées A C [1 : n]

— W(wy, A, S) fibre de S au dessus de w; dans les monoides.

— {[1 : n} partition triviale de [1 : n]

— {{1}, ..., {n}} partition en singletons de [1 : n]

— Px, .. x, partition associée a la factorisation X = X; x ... x X},

— P, x,...x, la partition Px, _x, ou l'on applique la permutation o

— Pyeq(X) partition-factorisation de X en irréductibles

— Psyntazique Partition obtenue en appliquant I'algorithme syntaxique

— Tracep(C) trace d’'un cube par rapport a une partition P

— II; projection sur ¢, IIp, projection sur les coordonnées P; (équivalent

aob;)

— M ensemble fini de cubes recouvrant X

— Py ensemble des partitions admissibles pour M

— Pfpestm partition la plus fine admissible pour un ensemble de cubes

M

— supp(C') coordonnées finie de C

— P(supp(C)) partition formée des singletons et d’un bloc égal a supp(C)

— Pinest.m plus fine partition de Py, égale & Pjpeq si M = MC(X)

— MFC(X) ensemble des cubes interdits maximaux de X, égal & MC(X¢)

— B(F) algebre de Boole engendrée par la famille d’intervalles F'

— Atom(B(F)) atomes de B(F'), AtomConnex(B(F')) composantes connexes

-----
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des atomes de B(F)

— P; partition de R

— grillep(I;) position de I; dans P

— grillep(C) vecteur (de Z") représentant la position de C' dans la par-
tition P

— Cat(Z) catégorie de la grille Z

— B(C) base de la catégorie C

— Trace(z,y) trace entre deux points d'une grille, Trace(m) trace d'un
morphisme

— Factore .. ¢, (f) facteurs du morphisme f par rapport a la décomposition
C=Cy x..xC4

— 8 ensemble des morphismes de base de la catégorie émincée issus de

C
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Chapitre 2

Factorisation eflicace des
régions cubiques

2.1 Motivation et démarche

A la section 1.2.1 nous avons donné un exemple qui suggere une relation
entre la factorisation d’un programme et celle de son modele géométrique.
Dans ce chapitre, nous formaliserons la seconde notion puis nous rappelle-
rons que le modele géométrique de tout programme PV, et plus généralement
toute région cubique, admet une factorisation unique. A cette occasion, nous
décrirons et prouverons un algorithme qui effectue cette décomposition. En
termes d’efficacité, notre algorithme surclasse ’algorithme combinatoire in-
troduit par Balabonski et Haucourt [4]. Reprenons ’exemple d’un programme
PV dont la parallélisation est immédiate.

Exemple 2.1.1.

P = m = PaVa
| m = PbVD
| m = PbVb
| m = PaVa

On suppose ici que a et b sont des mutex. Les groupes de processus {7y, m4} et
{my, 3} sont clairement indépendants en un sens similaire a celui de la section
1.2.1. Dans la suite on écrira {{1,4},{2,3}} plutdt que {{m, ms}, {m2, m3}}
en se référant aux positions auxquelles les processus apparaissent dans le code
source du programme. Nous serons ainsi amenés a manipuler des partitions
de I'ensemble [1 : 4] dont les éléments seront vus comme les identificateurs
des processus du programme.
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Probleme de ’ordre En dépit du fait que les groupes de processus {7, 74 }
et {my, w3} sont indépendants, il serait faux d’écrire que le modele géométrique
du programme P est strictement égal au produit Cartésien [m|my] X [ma|ms]
bien que les deux soient isomorphes a permutation des coordonnées pres. De
méme, bien que les programmes

Pa.Va|Pa.Va|Pb.Vb|Pb.Vb et Pa.ValPb.VbPb.VblPa.Va

ne soient pas strictement égaux, ils le sont au changement pres de l'ordre
dans lequel sont décrits les processus. La factorisation des régions cubiques
doit donc se faire a permutation des coordonnées pres.

2.1.1 L’importance de la sémantique géométrique

Dans tous les programmes que nous avons abordés jusqu’a présent, la pa-
rallélisation découle de ’absence de ressource commune. Nous allons main-
tenant traiter des cas plus subtils.

Factorisation syntaxique

Nous dirons que deux processus sont syntaxiquement liés lorsqu’il par-
tagent une ressource. Etant donné un programme P, on note ~p la plus
petite relation d’équivalence sur I’ensemble des (identificateurs des) proces-
sus de P telle que i ~p j quand les ™ et j°™° processus sont syntaxiquement
liés. Les classes d’équivalence de cette relation induisent une parallélisation
du programme P. On retrouve en particulier la factorisation du programme
de 'exemple 2.1.1. L’exemple du diner de n-philosophes est plus instructif.

Exemple 2.1.2 (Le diner de n-philosophes).

Y = ™ = Pal.Pag.Val.Vag
H Ty = PCLQ.PCLg.VCLQ.V(Lg

| m = Pa,.Pa.Va,Vay

Chaque processus m;, pour @ € {1,...,n — 1}, partage le mutex a;; avec
le processus ;1 tandis que les processus m, et m partagent la ressource
ar. Il n’y a donc qu’une seule classe d’équivalence. Cet exemple révele que
deux processus (e.g. m; et 7r¢+2) peuvent ne partager aucune ressource et étre
néanmoins liés dans le contexte du programme dont ils font partie.
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Cubes interdits et liens syntaxiques Chaque ressource a apparaissant
dans un programme engendre une région interdite F, qui peut s’écrire comme
une réunion de cubes deux a deux déconnectés. On peut méme vérifier que
la région cubique F, est un produit cartésien dont chaque composante est
une réunion finie d’intervalles de R. On constate en particulier que si la i*™°
projection de F, (qui est une sous-partie de R™) n’est pas vide et differe de R,
alors le 7*™¢ processus du programme P utilise la ressource a. On en déduit
que si la %™ projection de F, n’est pas vide et differe également de R, alors les
i€ et j°Me processus sont syntaxiquement liés par la ressource a. L’exemple
qui suit montre que la réciproque n’est pas vraie. Si I’arité du sémaphore a est
supérieure ou égale a 2, alors la région interdite du programme Pa.Va|Pa.Va
est vide bien que les deux processus soient syntaxiquement liés. Néanmoins,
il semble naturel de considérer que les deux processus de ce programme sont
indépendants puisqu’ils n’entrent pas en compétition pour la ressource a,
cette derniere étant suffisamment abondante pour pallier simultanément leurs
besoins respectifs. Ce n’est plus le cas si, toujours avec un sémaphore a d’arité
2, on considere le programme Pa.Va|Pa.Va|Pa.Va.

Exemple 2.1.3 (En dimension 3). La région interdite du diner de trois
philosophes (cf section 1.1.4) est la réunion de trois piliers, a savoir F, =
[1,3] x R x [2,4], [, = [2,4] x [1,3] xR, et F, = R x [2,4] x [1,3]. On
retrouve ainsi les liens syntaxiques entre les processus de ce programme. La
région interdite engendrée par le sémaphore d’arité 2 dans le programme
Pa.Va|Pa.Va|Pa.Va est le cube [1,2]® (cf figure 1.3). La encore on retrouve
le lien syntaxique entre les processus du programme.

Nous avons déja signalé un lien entre la parallélisation d’un programme
PV et la factorisation de son modele géométrique. Nous avons également
établi, dans cette section, un lien entre les projections des régions interdites
engendrées par les ressource d'un programme d’une part, et la parallélisation
de ce programme d’autre part. Il est donc naturel d’imaginer que, d’une
maniere plus générale, il puisse exister un lien entre la factorisation d’une
région cubique X et les projections des éléments d'une certaine famille de
cubes qui recouvre le complémentaire de X dans R". En effet, si I'on suppose
que X se factorise en X; x X, alors le complémentaire de X est égal a

XexR2 U R™ x X5
ou d; est la dimension de X; pour i € {1,2}.

Définition 2.1.4. Un cube de dimension n est le produit cartésien de n
intervalles non vides (et possiblement différents les uns des autres). On dit
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qu’un cube inclus dans une sous-partie de R™ est un cube de cette sous-partie.
Des lors, un cube maximal d’une sous-partie de R"™ est un cube de cette
sous-partie qui n’est strictement inclus dans aucun autre cube de cette méme
sous-partie. Une famille finie de cubes est appelée recouvrement cubique de
la réunion X de ses éléments. Si ce recouvrement contient exactement tous
les cubes mazimaux de X, on dit qu’il est maximal et on le note MC(X).

Les cubes maximaux du complémentaire de X sont donc de la forme
C; x R ou R® x Oy ot C; est un cube maximal de X¢, pour i € {1,2}.
Par contraposée, si I'un des cubes maximaux du complémentaire de X n’est
pas de cette forme, alors on ne peut pas factoriser sous la forme X; x X5 ou
X (resp. X3) est la projection de X sur les d; premieres (resp. do dernieres)
composantes. C’est I'une des raisons pour lesquelles nous nous intéressons au

recouvrement maximal de toute région cubique.

Le probléme du recouvrement

La factorisation syntaxique n’est pas optimale parce qu’elle prend en
compte des ressources a dont la région interdite associée F, ne contient au-
cun cube maximal de la région interdite F' du programme. L’exemple qui suit
illustre ce phénomene.

Exemple 2.1.5. On considere le programme suivant, ou a et b sont des
mutex et ¢ est un sémaphore d’arité trois.

P = m = PaPcVecVa

I Pa.PcVeVa
| 73 Pb.Pc.VeVb
| m = Pb.PcVeVb

3
no
|

[’analyse syntaxique indique que tous les processus sont liés. Les régions
interdites engendrées par les ressources a, b et ¢ sont respectivement

F, = [L42 xR’
F, = R>x[L4]
° Fo— 23 x [23 x 23 x R U
2,3] x [2,3] x R x [2,3] U
[2,3] X x [2,3] x [2,3] U
R x [2,3] x [2,3] x [2,3]

On constate que F,. est inclus dans la réunion F, U F, et donc que F,. ne
contribue pas a la région interdite du programme. On parvient a la méme
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conclusion en remarquant qu’a cause du mutex a (resp. b), les processus m;
et my (respectivement 73 et 74) ne peuvent pas détenir plus d’une occurrence
de la ressource c. Ainsi le programme P n’a jamais besoin de plus de deux
occurrences de la ressource c. On peut donc paralléliser le programme P
en regroupant les deux premiers processus d’une part, et les deux derniers
d’autre part.

Idée de ’algorithme On suppose que M est un recouvrement cubique du
complémentaire d’une région cubique X de dimension n € N. On note ~x la
plus petite relation d’équivalence sur ’ensemble {1,...,n} telle que i ~y j
des qu'il existe un élément de M dont les i®™€ et j*™ projections different de
R. A permutation des coordonnées pres, on peut écrire X comme le produit
cartésien des régions cubiques X, ou pour chaque ~ x-classe d’équivalence
k= {i1 <+ <fcard() }» Xx est 'image de X par la projection :

R* — Rcard(m)

(xlv e axn) = (xiw e 7$icard(r£))

On montrera (c’est le résultat principal de ce chapitre) que si M est le re-
couvrement maximal du complémentaire de X, alors la factorisation de X
est optimale. A ce propos, on précise que l'algorithme de calcul du recouvre-
ment maximal d’une région cubique a partir d’un recouvrement quelconque
est extrémement cotiteux par rapport a celui que nous venons de décrire.

2.1.2 Etat de ’art

Le probléme de la décomposition unique dans les algebres de processus a
été abordé pour la premiere fois par R. Milner et F. Moller [45]. Plusieurs ex-
tensions ont été étudiées [13, 14, 34]. Le lien entre les décompositions uniques
dans les monoides commutatifs et dans les algebres de processus a également
été étudié par B. Luttik dans [43, 44], dans lesquels il obtient notamment
un résultat de décomposition unique sur une classe particuliere d’algebre de
processus. L’étude de la décomposition unique de régions cubiques a été ob-
tenue par E. Haucourt et T. Balabonski [4] mais ’algorithme qu'ils proposent
prend en entrée le recouvrement cubique maximal de la région X plutot que
celui de son complémentaire. Son cadre d’application est plus large mais il
est aussi extrémement moins efficace.

2.1.3 Démarche du chapitre

Il nous faut & présent rentrer dans les détails techniques, afin de démontrer
la correction de 'algorithme.
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Régions cubiques

Nous donnons quelques propriétés des régions cubiques. Notamment, la
forme normale associée aux cubes maximaux. La méthode du double complémentaire
qui permet de calculer ces cubes maximaux est présentée. On évoque également
la structure d’algebre de Boole de ’ensemble des régions cubiques. Cette
derniere sera le point central du dernier chapitre.

Monoide et factorisation

Nous donnons une caractérisation des monoides commutatifs libres adaptés
aux besoins de la preuve de la correction de 'algorithme. En effet, un monoide
commutatif est dit libre quand chacun de ses éléments s’écrit de maniere
unique en éléments irréductibles.

Partitions et factorisation

Les partitions de 'ensemble [1 : n] qui correspondent a des factorisations
de X forment un sous-treillis du treillis usuel des partitions de ’ensemble
[1:n].

Cubes maximaux et partition en irréductibles

On donne la preuve du résultat principal de ce chapitre.

2.2 Régions cubiques

Exemples de régions cubiques L’ensemble vide, R", tout singleton conte-
nant un point de R", de méme que les modeles géométriques des programmes
PV sont des régions cubiques (cf. figure 2.1 et la proposition 2.2.8). Un disque
de rayon non nul n’est pas une région cubique.

2.2.1 Forme normale et cubes maximaux

Une région cubique X possede, en général, une infinité de recouvrements
cubiques, nous prendrons son recouvrement cubique maximal MC(X) comme
forme normale. Dans 'exemple de la figure 2.1, MC(X) est composé des
quatre cubes autour du carré grisé. On constate qu'un point de X peut
appartenir a plusieurs cubes maximaux.

Lemme 2.2.1. Soit C' un cube de R™ alors, le complémentaire de C' posséde
au plus 2n cubes mazrimaux.
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Va2r---- i - Va 27
Region Region
Interdite| Interdite]
Pa 17---- ‘ - Pa 1
I 2 1 2
Pa Va Pa Va

FIGURE 2.1 -~ Modele géométrique du programme (PaVa)|(PaVa). A droite
sont représenté les quatre cubes qui recouvrent le complémentaire du cube
(deux rouges, et deux en ligne)

Démonstration. Soit le cube I; X --- x I, alors tout sous-cube maximal de
son complément peut s’écrire

Rx---xJyx---xR
~—

kth position
avec Ji un sous-intervalle maximal du complément de [}, dans R. Ol

Remarque 2.2.2. En dimension deux, on a bien les quatre cubes maximaux
qui entourent un carré, celui du dessous, de bas, du dessus et de gauche.

Proposition 2.2.3. Un ensemble X C R" est une région cubique si et seule-
ment si son recouvrement cubique mazimal MC(X) est fini.

La méthode du double complémentaire qui suit va nous permettre de
démontrer le sens difficile de cette proposition. Cette derniere nous sert a
calculer les cubes maximaux d’une région cubique a partir de n’importe lequel
de ses recouvrements cubiques.

Méthode du double complémentaire

Les cubes maximaux du complémentaire d’'un cube nous sont donnés par
le lemme 2.2.1, nous allons exploiter ce résultat.

Lemme 2.2.4. Soient C et C' des recouvrements cubiques finis de X et X'
tels que MC(X) C C et MC(X') C C'. Alors la famille de n-cubes

{CnC"|CeCetC el}

contient tous les cubes maximauxr de X N X'.
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Démonstration. Soit C” un cube de X N X’ et C' et C’ deux sous-cubes de
Xet X' tel que C”" C C et " C . Alors C N C’ est un sous-cube de
X N X' contenant C”. Tout cube de X N X’ est donc contenu dans un cube
de C" C (', c’est en particulier vrai pour les cubes maximaux. O

Proposition 2.2.5. Soit C = {C4,...,Cx} un ensemble fini de cubes et X
leur réunion. Alors le complémentaire X¢ de X possede un nombre fini de
cubes maximauz.

Démonstration. Puisque X = Ule C;, par les lois de De Morgan on a

I’égalité
k
xe = (¢
i=1

La finitude du recouvrement cubique maximal de Cf est donnée par le lemme
2.2.1. Pour chaque Cj, la famille MC(C¥) est le recouvrement cubique maxi-
mal de Cf. D’apres le lemme 2.2.4 on sait que la famille finie

{Di1N..NDy| D; e MC(CY)}

contient tous les cubes maximaux de X°¢.

Nous pouvons des lors démontrer la proposition 2.2.3

Démonstration. Si MC(X) est fini alors X est une région cubique, car les
cubes maximaux recouvrent X . Réciproquement, si X est une région cubique,
alors il existe un recouvrement cubique fini {C1, ..., Cy} de X tel que :

Puisque X = (X€)¢, on applique la proposition 2.2.5 a X¢.

2.2.2 Algebre de Boole des régions cubiques

Définition 2.2.6. On notera Br~ la famille des régions cubiques de dimen-
siom M.

Nous venons de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.7. La collection Brn est une sous-algébre de Boole de la
collection des sous-parties de R™.
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Proposition 2.2.8. Le modéle géométrique d’un programme PV est une
région cubique.

Démonstration. Soit P un programme PV avec n processus. Son modele
géométrique X est défini comme la sous-partie de R dans laquelle on a
retiré un nombre fini de cubes issus des contraintes liées aux ressources. Soit
{C1, ..., Cy} l'ensemble de ces cubes, alors on a

Ainsi X est le complémentaire d’une région cubique (i.e X¢ € Bgn), donc
X = (X°)¢ est aussi une région cubique.
O

2.3 Monoide des régions cubiques

Cette section reprend essentiellement les résultats de [4] dont on aura
besoin pour la suite.

2.3.1 Monoide commutatif libre

La factorisation unique en éléments irréductibles est la propriété ca-
ractéristique des monoides commutatifs libres [41].

Définition 2.3.1. Un monoide est un ensemble £ muni d’une loi de com-
position interne x : E — E associative et d’un élément neutre €. Il est dit
commutatif si x est commutative.

Définition 2.3.2. Un élément m d’un monoide commutatif M est dit inver-
sible sl existe un élément m' tel que m’' x m = ¢, ou € est I'élément neutre.
Un tel élément m' est unique, c’est par définition ['inverse de m.

Définition 2.3.3. Un élément non-inversible m d’un monoide commutatif
M est dit irréductible si pour tous éléments x,y € M, m = x xy implique
que 'un des éléments x et y est inversible.

Définition 2.3.4. Un monoide commutatif est dit libre si chacun de ses
éléments peut s’écrire de facon unique comme un produit d’éléments irréductibles
a une permutation des facteurs pres. C’est la propriété de décomposition
unique.
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Exemple 2.3.5. Le monoide commutatif (N, +, 0). Son seul élément irréductible
est 1.

Exemple 2.3.6. Le monoide commutatif (N\ {0}, %, 1) est libre, ses éléments
irréductibles sont les nombres premiers au sens usuel du terme.

Nous allons maintenant définir un monoide commutatif libre basé sur des
ensembles de mots dont tous les éléments sont de méme longueur. Puis on
spécifiera la construction au cas ou l'alphabet est I'ensemble des intervalles
de R. De fait un mot sur cet alphabet correspond & un cube.

2.3.2 Monoide homogeéne sur un alphabet

Définition 2.3.7. Soit A un ensemble appelé alphabet. Le monoide non com-
mutatif des mots sur A a pour éléments les suites finies d’éléments de A muni
de la concaténation : étant donnés deux mots w et w' de longueurs n et n’,
la concaténation w * w' est un mot de longueur n +n' défini par

R S L5 L
w,_, st n+l<k<n+n

Définition 2.3.8. On étend la concaténation des mots a la collection P(A*)
des ensembles de mots sur A en posant

Sx S i={w*xw' | weS;w el
pour tous S,S" € P(A*) .

Définition 2.3.9. Le groupe symétrique S, est le groupe des permutations
de l’ensemble [1 : n].

Le groupe G,, agit naturellement sur les mots de longueur n : pour o € G,,
et w un mot de longueur n on a

o-wi=woo = (Wo—1(1) * ** Wo—1(n)).-

Cette action s’étend tout aussi naturellement aux ensembles de mots dont
tous les éléments sont de longueur n. Un sous-ensemble H de A* est dit
homogene si tous les mots qu’il contient sont de méme longueur n € N.
L’entier n est par définition la longueur de H que 'on note ¢(H). Le groupe
symétrique &,, agit donc sur les ensembles homogenes de longueur n en
appliquant la méme permutation a tous les mots.

o-H:={o-w|weH}
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La collection P, (A*) des sous-ensembles homogenes de A* forme un sous-
monoide de P(A*) que 'on munit de la relation d’équivalence ~ qui relie H
et H' lorsque ((H) = ((H') = n et qu'il existe 0 € &, tel que H' = o - H.
On définit la juataposition ¢ ® o’ € &4,y de deux permutations o € &,, et
o' € &,; de la maniére suivante :

gRoin) = (c'(k—n))+n if n+1<k<n+n

La juxtaposition satisfait la loi d’échange
(0-H)x (o' -H)=(c®0")-(H=xH
dont on déduit que la relation ~ est une congruence sur le monoide P (A*).

Définition 2.3.10. Le monoide homogéne H(A*) sur un ensemble A est
le monoide quotient Py(A*)/~ duquel on enléve l’ensemble vide. Son seul
élément inversible est le singleton {e} ou € est le mot vide.

La proposition qui suit est prouvée dans [4].

Proposition 2.3.11. Le monoide homogene sur A est libre.

2.3.3 Régions cubiques et monoides homogeénes

Un point de R™ peut étre vu comme un mot de longueur n sur I’alphabet
R. Par extension, toute sous-partie de R™ (donc en particulier toute région
cubique de dimension n), peut étre vue comme un élément de Pp,(R*).

Exemple 2.3.12. Considérons la région cubique X = R?\ [1,2] x [0,4].
L’action de la transposition (1, 2) a pour effet d’échanger les coordonnées du
plan. On peut visualiser X et (1,2) - X sur la figure ci-dessous.

C1
(]-7 2) : Cl

La région (1,2).X
La région X a région (1,2)

La classe d’équivalence de X contient donc deux éléments.
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Dans cette optique, factoriser une région cubique X a permutation des
coordonnées pres signifie exactement factoriser la classe de X, notée X, dans
H(R*). En outre, un cube de dimension n peut étre vu comme un mot de
longueur n sur 'ensemble 7 des intervalles non vides de R. Par extension,
un recouvrement cubique est vu comme un élément de Pp(Z*). On peut
alors démontrer que décomposer X en facteur premiers dans H(R*) revient
a décomposer la classe de MC(X), notée MC(X), en facteurs premiers dans
H(*)I [4]. L'intérét de ce transfert est la finitude de MC(X) (cf. proposition
2.2.3) qui rend la factorisation des régions cubiques effective. Avant de clore
cette section, nous donnons un exemple qui met en exergue 'importance de
I’hypothese de maximalité dans la corrélation entre la factorisation d’une
région cubique et celle de son recouvrement cubique maximal.

Exemple 2.3.13. Le carré [0,2]? est par définition une région cubique fac-
torisable. L’ensemble {[0,1]?,[0,2]*} en est un recouvrement cubique qui
induit un élément irréductible de H(I*). L’ensemble {[0,2] x [0, 1], [0, 1] x
[1,2],[1,2] x [1,2]} est au autre tel recouvrement.

La partie suivante présente ’algorithme de factorisation des monoides
commutatifs homogenes donné dans [4].

2.3.4 Factorisation effective des éléments finis
d’un monoide homogene

Un exemple

On consideére I'ensemble de mots S sur l'alphabet {R, I, I} suivant (le
R en gras est la pour insister sur I’élément en commun).

S = {I,RR, LRR, RRI,, RRL,}

On peut factoriser S en remarquant que tous les mots de S ont leur seconde
lettre en commun. Ainsi on a

g = {R} * {]1R, IQR, RIl, RIQ}
On peut en outre vérifier que

(R}« {I,R, LR, RI,,RI,} = {RLR, RL,R, RRI,, RRL,}
= (1,2).{L,RR, LRR, RRI,, RRI,}
= (1.2).5

ce qui montre bien que l'ordre n’importe pas. L’ensemble S; = {[1 R, LR, RI,, RI,}
est irréductible. Dans le cas contraire, on devrait pouvoir I’écrire comme le

30



produit de deux ensembles de mots de longueur 1. Puisque les lettres Iy,
I, et R apparaissent toutes en téte d’au moins un mot de S, I'un des fac-
teurs doit contenir (et donc étre égal) a {I;, [, R}. La méme observation
s’applique a la seconde lettre des mots de S;. Mais dans ce cas I’ensemble
S1 contiendrait par exemple le mot RR, ce qui n’est pas le cas. En posant
R =R, I} = [—00,1] et I = [2,00] on comprend que 'exemple ci-dessus est
inspiré du complémentaire d'un pilier (voir la figure 2.2).

A

x3

%

va |

Pa, - - =
7

7 7

7 7

Pa Va

FIGURE 2.2 — Les mots de S sont les cubes maximaux du complémentaire
du pilier

2.4 Factorisation et partition

2.4.1 Factorisation dans un monoide homogene et
partition de I’ensemble des coordonnées
Une sous-partie de [1 : n] est appelée intervalle lorsqu’elle contient x des
qu’elle contient ¢, tels que t < x < t'. Si I et J sont des intervalles disjoints
de [1: n] on écrit I < J pour indiquer que tout élément de I est strictement

inférieur & tout élément de J. Etant donnée une partition (P, ..., FP) de
[1:n], il existe une unique permutation o € S,, telle que :

1. pour tout t € [1: k|, o(P;) est un intervalle de [1 : n],

2. pour tout t € [1 : k], les restrictions de I'application o aux ensembles
P, sont croissantes,

3. pour tous ¢, € [1: k] tels que t < t/, on a o(P,) < o(Py).

Si X est un élément de P, (A*) de longueur n, alors la partition (P, ..., )
induit une factorisation de X dans H(A*) lorsque l'on peut écrire o - X
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comme le produit Xj * -+ % X dans Py(A*), ou pour tout t € [1 : k], X,
est ’ensemble des mots obtenus en ne gardant de chaque mot de X que les
lettres se trouvant aux indices appartenant a o(F;). Dans le cas ou X est fini
on peut décider algorithmiquement si cette égalité est satisfaite. Inversement,
si I'on a une factorisation de X, alors par définition on a une permutation
o € G, telle que 0 - X = X7 x--- % X, a laquelle est associée la partition
(Py,...,P;) oupour tout t € [1: k], on a

P = o Yd1+1:d)

ou dy = 0 et pour tout ¢ € [1 : k| on pose

t

dt:ZdimXi.

i=1

Pr(ﬂ)osition 2.4.1. 5151 --- Sy est la décomposition en facteurs irréductibles
de X, alors la partition Py, ..., P, est unique a lordre des termes preés.

Démonstration. Par définition du monoide H(A*) on a une permutation o €
S, telle que
- X=Xy *x---x X,

ot pour chaque t € [1: k] on a X; = S; et dont Py, ..., P, est la partition
associée. Si Pj, ..., P}, est une partition qui induit la décomposition en fac-
teurs irréductibles S; - - - Sy, alors on a k = k&’ et en notant ¢’ sa permutation
associée on a

o X=X x-xX]

avec Y; = S; pour tout ¢t € [1 : k|. En passant au monoide homogene, on
obtient en effet une égalité entre produit de facteurs irréductibles :

X% X, = Y;*---*Y;.
On a donc en particulier
(600" )-(Xix-#X}) = (000" )(0"X) = oX = Xpw-owX,

dont on déduit que la partition (P, ..., P]) est la partition (Py,..., FP) a
une permutation des termes pres. Ol

Il existe une relation directe entre les factorisations d’un élément de lon-
gueur n de H(A*) et certaines partitions de [1 : n]. En effet, les factorisations
d’un élément d’'un monoide commutatif libre forment un treillis isomorphe a
celui des partitions du multi-ensemble des facteurs premiers de cet élément

32



comptés avec leur multiplicité. Un élément X € Pj(A*) de longueur n étant
fixé, a tout facteur irréductible S de X on associe un ensemble P, ..., P, de
sous-parties de [1 : n] tel que pour tout i € [1:m], on a X|p, = S ott X|p,
est 'ensemble des mots extraits de ceux de X en ne gardant que les lettres
se trouvant aux indices appartenant a P,. Donc le treillis de partitions de X
est isomorphe au treillis des partitions de [1 : n] qui sont plus grossieres que
la partition décrite dans la proposition 2.4.1 (voir la figure 2.3).

Définition 2.4.2. On note Pieq(X) la plus fine partition qui correspondent
a une factorisation.

Pour trouver une factorisation de X, il suffit donc de passer au crible
toutes les sous-parties non vides de {1,...,n} de cardinal au plus égal a
n/2 4+ 1 (la division étant prise dans N).

Exemple 2.4.3. Soit X = {aebf, agbh, cedf, cgdh}, la permutation associée
a la sous-partie {1, 3} est la transposition (2,3). On a alors

(2,3)- X = A{abef,abgh,cdef,cdgh} = {ab,cd} x{cf,gh} .

Cet algorithme est décrit dans [4], sa complexité est exponentielle mais il
est applicable quel que soit 'alphabet A. Or les résultats de la section 2.2.2
suggerent que ’algebre de Boole des unions finies d’intervalles de R s’étend a
toutes les régions cubiques (ce que nous formaliserons au quatrieme chapitre).
Dans la section suivante, nous exploiterons cette extension pour proposer un
algorithme de factorisation des régions cubiques beaucoup plus efficace.

Dans le cas ou la région cubique considérée est le modele géométrique
d’un programme PV, on compare la factorisation syntaxique du programme
(cf 2.1.1) a la factorisation de son modele géométrique.

Proposition 2.4.4. La partition Psyntazique de [1 : n] induite par la facto-
risation syntaxique d’un programme PV est plus grossiere que celle induite
par la factorisation de son modeéle géométrique.

Démonstration. Supposons que le programme P s’écrit comme la composée
parallele P[P, ou Py et P, sont syntaxiquement indépendants. Pour chaque
ressource a apparaissant dans le programme P, si a apparait dans P; alors
il n’apparait pas dans P, de sorte que la région interdite du programme P
engendrée par a est incluse dans

[P]¢ x R%

ou [P1] est le modele géométrique de Py (considéré indépendamment de P;)
et dy le nombre de processus de Ps. O
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FIGURE 2.3 — Treillis des partitions et sous-treillis des factorisations

2.4.2 Algorithme efficace

Nous démontrons dans cette section la correction de 1’algorithme décrit
a la fin de la section 2.1.1.

Définition 2.4.5. Soit C = I} x ... X I,, un cube de R"™ et une sous-partie

P={py <+ <pn} de|l:n], on appelle projection de C' sur P le produit
cartésien

Par cohérence avec les notations précédentes, on écrira également
Co P = projp(C)

Définition 2.4.6 (Support d'un cube). Le support d’un cube C' = I; x - -- X
I, CR" est l’'ensemble

supp(C) = {ie[l:n]|L; #R}.
Exemple 2.4.7. supp(R") = 0 et supp(R x [0,1] x R x [0,1]) = {2,4} .

Définition 2.4.8 (Trace d’un cube). Soit P = { P, ..., P} une partition de
[1:n] avec pour chaque i € [1 : 1], d; le cardinal de P; . On définit la trace
d’un cube C' = Iy x ... x I, sur une partition P comme le sous-ensemble des
éléments 1 de [1 : 1] tels que le support de C' rencontre P;, autrement dit

Tracep(C) = {i€[1:1]]projp(C) # R%} .
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Si la partition est triviale (i.e. {[1 : n]}) alors la trace d’un cube est soit
réduite au singleton {1}, et le cube est différent de R™, soit vide auquel cas
le cube est égal a R™. A I'inverse, si 'on regarde la trace d’un cube sur la
partition discrete {{1},...,{n}}, alors sa trace est 'ensemble des indices i
tels que la projection du cube sur la i*™¢ coordonnée differe de R.

Définition 2.4.9 (partition admissible d'un cube). On dit qu’une partition
P de [1: n| est admissible pour un cube C' de dimension n lorsque sa trace
sur P est un singleton. Plus généralement, on dit que la partition P est
admissible pour un ensemble de cubes lorsqu’elle l’est pour chacun de ses
éléments.

Proposition 2.4.10 (critere de factorisation). Soit X une région cubique.
Toute partition admissible pour un recouvrement cubique du complémentaire
de X induit une factorisation de X .

Démonstration. A permutation pres on peut supposer que chaque élément
de P est un intervalle. On veut des lors montrer que X se factorise comme

X = Xl*"'*Xl

ou pour chaque i € [1 : ] on a X; = X|p et dim(X;) = d;.Soit M un
recouvrement cubique de X°¢ pour laquelle P est admissible. Définissons A;
comme ’ensemble des éléments de M dont la trace sur la partition P est .
Puis on définit
X, = R%\|JcC
CeA;

Montrons alors que les complémentaires de X et de X; x ... x X; sont
égaux. Un élément z € X appartient & un cube C € M. Supposons que
Tracep(C) = {i}, alors la projection x|p, de x sur P, n’appartient pas a X;
(par construction de ce dernier). Donc z ¢ X; x -+ x X.

Inversement, si x appartient a la région cubique (X x --- x X;)¢ alors
il existe au moins un indice ¢ € [1 : ] tel que la projection de = sur P;
n’appartient pas a X;. Par définition de X;, cela implique qu’il existe un
cube C' € M dont la projection sur P; contient la projection de x sur P; (i.e.
x|p, € C|p,). Puisque la partition est admissible pour M on a

C = R"x..xR%' xprojp(C) x R4 x ... x R*
et donc x € C' C X*. ]

Pi'

Dans I'introduction de ce chapitre, nous avons évoqué les raisons qui nous
poussent a regarder les coordonnées finies des cubes de la région interdite.
C’est ce que nous allons faire maintenant. Ceci nous permettra d’obtenir un
critere de factorisation d’une région cubique étant donné un ensemble de
cubes M recouvrant la région interdite X°.
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Treillis des partitions admissibles

Nous vérifions que 'ensemble des partitions admissibles pour un ensemble
de cubes M est un treillis fini, puis nous calculons son plus petit élément.

Lemme 2.4.11. Etant donné un cube C, les éléments de la plus fine des
partitions admissibles pour le recouvrement cubique {C'} sont les singletons
{i} pour chaque i tel que I; = R et le support de C' (dans le cas ou ce dernier
n’est pas vide).

Démonstration. Une partition admissible pour le cube C' est une partition
dont I'un des éléments contient le support de C. O

Lemme 2.4.12. Si P est une partition admissible pour une famille de cubes
M, alors toute partition plus grossiere que P est encore admissible pour M.

Démonstration. Soit (Q une partition plus grossiere que P. Pour chaque
élément Q; de @), notons A; 'ensemble des indices des éléments de P dont la

réunion est Q); i.e.
Q = Unr.

JEA;

Pour tout cube C' tel que Tracep(C) = {j} avec j € A;, on a Traceg(C) =

{i}. O

Corollaire 2.4.13. Soit M wune famille de cubes, et P,Q deux partitions
admissibles pour M, alors PV Q) est admissible.

Démonstration. Cf lemme 2.4.12. ]

Lemme 2.4.14. Soit M une famille de cubes, et P,Q deuz partitions ad-
missibles pour M | alors P N\ Q) est admissible.

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour un cube C' = I; x ... X [,
donné. Supposons, sans perte de généralité, que Tracep(C) = {1} et que
Traceg(C) = {1}. Un bloc de P A @ est de la forme P, N Q; avec P; €
P, Q; € @, quand l'intersection est non vide. Soit 7 € [1 : n] une coordonnée,
alors la projection II;(C') = I; du cube est soit égale a R soit différente. Si
elle est différente de R alors i € P;, car on a supposé Tracep(C) = {1}. De
méme, on aura ¢ € Q1 et donc i € P N Q. Ainsi seul le bloc P, N Q; de
P A @ aura des projections finies et la trace de C' sur P A @) sera donc un
singleton représentant ce bloc. O

En vertu du lemme 2.4.14 et du corollaire 2.4.13, la définition ci-dessous
a un sens.
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Définition 2.4.15. L’ensemble Admis(M) des partitions admissibles pour
la collection de cubes M est un sous-treillis du treillis des partitions de l’en-
semble [1 : n]. En particulier il posséde un plus petit élément que 'on note
Pﬁnest,./\/l'

\ /
\ Rrred ’

N .
N Treillis des factorisations ’
N ~ - ’

({1} 42} {n)}

FIGURE 2.4 — Treillis des partitions, sous-treillis des partitions qui induisent
une factorisation de X, et sous-treillis des partitions admissibles pour M.

Dans le cas ou la famille de cubes M recouvre le complémentaire d’une
p

région cubique X, on a la chaine de plongements de treillis décrite dans la
figure 2.4. Il nous reste a :

— déterminer Pfpeqa & partir de M, et

— montrer que Pppest i = Pirreq dans le cas ou M est le recouvrement
cubique maximal du complémentaire de X.

Détermination de Pfppest

Dans le cas ou un recouvrement cubique ne contient qu’un unique cube
C, sa plus petite partition admissible, c’est-a-dire Ppyeq (o} en suivant la
notation de la définition 2.4.15, est donnée par le lemme 2.4.11.

Proposition 2.4.16. Si M est un recouvrement cubique, alors la plus fine
des partitions admissibles pour M est la borne supérieure (dans le treillis des
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partitions de lensemble [1 : n]) des partitions Pipest{c} pour C € M :

Pﬁnest,/\/l = \/ Pﬁnesm{C} .
CeM

Démonstration. Notons () la borne supérieure, dans le treillis des partitions
de I'ensemble [1 : n], des partitions Ppgpes, (o} pour C € M

Q = \/ Pﬁnest,{C} .

ceM

En particulier, pour chaque C' € M, la partition @) est plus grossiere que la
partition Pgyeq (¢}, donc elle est admissible pour le cube C' d’apres le lemme
2.4.12, et donc pour le recouvrement cubique M d’apres la définition 2.4.9.
La partition ) est donc plus grossiere que la partition Prpes -
Inversement, on sait que Pgpeqaq est admissible pour M, c’est-a-dire ad-
missible pour tous les cubes C' de M. Or la plus fine partition admissible
pour un cube C est par définition Ppeqcy. La partition ) étant définie
comme une borne supérieure, la partition Pppestam €st plus grossiere que la
partition Q. Ol

Remarquons que les partitions Pppes iy pour C' € M n’induisent en
général pas une factorisation du complémentaire de la réunion des éléments
de M (voir la figure 2.5). Donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 2.4.17 (Avec un seul cube). Supposons que M = {[0,1]*} c’est-
a-dire que X = R3\ [0, 1]*. Le support de [0, 1]* est I'ensemble {1,2,3} ce
dont on déduit que la partition Pppestaq est triviale. On peut vérifier que
Pfinestm = Pirreq- En régle générale si la collection M ne contient qu'un seul
cube, alors on a Pppest it = Pirred-

Considérons une situation plus délicate.

Exemple 2.4.18. Soit M = {C; = [0,3] x R,Cy = [1,2] x [1,2]} (figure
2.6). Donc le cube Cy est inclus dans le cube Cy et on a

Phnesticry = {{1}1{2}} et Prnesticsy = {{1,2}}
On en déduit que
Pﬁnest,/\/l = {{172}} .

Or le complémentaire de la région cubique [0, 3] X R est manifestement facto-
risable en (R \ [0, 3]) x R. Le cube C5 provoque le regroupement de facteurs
irréductibles.
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Treillis des factorisations
. PN N
’ - N N

PV (17| D

P(Finite(Cl)/) P(Fini\te(Ck))

{1} {2} ... {n}}
FIGURE 2.5 — L’union des partitions P(supp(C;)) est égale & Pppestm,
On peut facilement détecter I'inclusion d’un cube dans un autre, mais il

est beaucoup plus difficile de déterminer lorsqu’un cube est inclus dans la
réunion d’une famille de cubes. Supposons maintenant que

M = {]—o00,1] x[1,2],]1,00[x][1, 2]}

On a alors
Ppinestfcry = Phnesticny = {{1,2}}
On en déduit que
Pﬁnest,M = {{1>2}} :

Encore une fois, le complémentaire de la région cubique R x [1,2] est mani-
festement factorisable en R x (R \ [1,2]).

Validité de I’algorithme syntaxique

Nous sommes a présent en mesure de démontrer la validité de ’algorithme
syntaxique (cf proposition 2.4.4).

Proposition 2.4.19. La partition Psypiazique induit une factorisation.
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o o]

FIGURE 2.6 — A gauche le cube C est inclus dans le cube C5, a droite la
réunion des cubes C et Cy est un cube qui les contient strictement.

Démonstration. Soit R 1’ensemble des ressources d’un programme PV. Chaque
ressource r € R engendre une région cubique recouverte par l’ensemble de
cubes M,.. La région interdite du programme est donc recouverte par I’en-
semble de cubes

M = UM,

TER

Soit A, C [1 : n] 'ensemble des processus dans lesquels la ressource s ap-
parait. Notons P(A,) la plus fine des partitions dont 1'un des éléments est
A,, autrement dit

P(A) = {AYu{{i}]igAl}.

Par définition, la partition Fiyntaxique €st la borne supérieure des partitions
P(A,) pour r € R, c’est-a-dire

Psyntam'que = \/ P(A»,-) .

reR

Puis pour chaque cube C' de M, rappelons que Pyeq (cy est la plus petite
partition dont 'un des éléments est le support de C, autrement dit

Pinesticy = {supp(C)} U {{i} | i &supp(C)} .

En particulier, si le cardinal de ’ensemble A, est strictement supérieur a
Parité a(r) de la ressource r (qui par convention est le nombre d’occurrences
disponibles de la ressource r en début d’exécution) alors M, n’est pas vide.
Par construction de la région interdite, chaque cube de M, peut-étre obtenu
en choississant m > «a(r) + 1 processus parmi A,, puis pour chacun de ces
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processus un intervalle Pr...Vr ot r est vérouillé. Le support de chacun de
ces cubes est exactement les m processus choisis. En choississant m = A, on
obtient au moins un cube dont le support est A,. Dans ce cas la partition
P(A,) est la borne supérieure des partitions Pppes,icy pour C' € M,.

Si au contraire, le cardinal de ’ensemble A, est inférieur ou égal a Parité
a(r), alors M,. est vide et la borne supérieure précédente la plus fine des
partitions de [1 : n], ¢’est-a-dire

{{i} |ie[1:n]}.

La partition P(A,) est donc en général plus grossiere que la borne supérieure

\/ Pﬁnest,{C}

cCeM,
ce dont on déduit que
Psyntaxique = \/ P(Ar) < \/ \/ Pﬁnest,{C} = Pﬁnest,M .
réeR reR CeM,

Or on sait que la partition Pjpeq a4 induit une factorisation (cf proposition
2.4.10) de méme que toute partition plus grossiere (cf lemme 2.4.12). O

Caractérisation de P g

Pour un recouvrement cubique quelconque M du complémentaire d’une
région cubique X, I'exemple 2.4.18 montre que la partition Pfpesaq 1'est pas
nécessairement la partition Pi..q, ¢’est-a-dire celle qui induit la décomposition
en facteurs irréductibles de X. L’objectif de cette section est de montrer que
c’est le cas des que M est le recouvrement cubique maximal du complémentaire
de X.

Définition 2.4.20. On note MFC(X) le recouvrement cubique mazimal du
complémentaire de la région cubique X, autrement dit

MFC(X) = MO(X).

La notation MFC dérive de la terminologie anglaise Maximal Forbidden
Cubes.

Lemme 2.4.21 (Cubes interdits maximaux d'un produit). Soit X = X;x X,
une région cubique de R™, notons d; la dimension de X; pour i € {1,2}.
Les cubes maximaux du complémentaire de X sont de l'une des deux formes
suivantes :
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— C) x R% quec Cy cube mazimal du complémentaire de X, ou
— R4 x Oy avec Cy cube mazimal du complémentaire de Xs.
Autrement dit on a :

MFC(X) = {CixR® R"x Gy | Cy € MFC(X,); Co € MFC(X5)} .

Démonstration. Soit C' un cube maximal de X¢ que l'on peut donc écrire
C = C1 x Cy avec O (resp. C3) la projection de C' sur les d; premieres
(resp. dy dernieres) coordonnées de R™. Si C; N X; = 0, alors C; C X{.
Dans ce cas, on a C; € MFC(X}), sinon il existe un cube C] € MFC(X,)
tel que C; C C7 de sorte que le cube C' est strictement inclus dans le cube
Ci X CQ - Xe.

Si O € MFC(X)), alors le cube €' = C; x R% est inclus dans X¢. Soit
C" = C] x C% un cube de X¢ tel que C' C ", avec C (resp. C%) la projection
de C" sur les d; premieres (resp. dy dernieres) coordonnées de R™. On a
Ch=R% et C; C C}, donc C; = € par maximalité et donc C' = (. O

On en déduit le résultat suivant par induction.

Corollaire 2.4.22 (produit quelconque). Soit X = X; X ... X X; une région
cubique de R™, et d; les dimensions de X; alors :

l
MFO(X) = [J {ROFH G x REFH | G e MPC(X;)
=1

Remarque 2.4.23. La présence d'un cube non maximal dans un recouvre-
ment ne rend pas forcément ’algorithme non correct. Ainsi il est possible
d’obtenir d’autres recouvrements de X autre que MFC(X) sur lequel I’algo-
rithme soit optimal.

Théoréeme 2.4.24. Le treillis des partitions de l’ensemble [1 : n] admissibles
pour le recouvrement cubique MFC(X) est celui des partitions qui induisent
une factorisation de X . Son plus petit élément est donc la partition Pieq(X).

Démonstration. D’apres le lemme 2.4.12 il suffit de montrer que
Pfinest,MFC(X) = Pirred .

A une permutation des éléments de I'ensemble [1 : n] pres, on peut sup-
poser que la factorisation en irréductibles de X est donnée par

X = X1X"'XXk
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A cette factorisation correspond la partition ordonnée Pieq = {F1,. .., Py},
avec pour chaque i € {1,...,k}, P, C [1: n] tel que projp, (X) = X;. D’apres
le corollaire 2.4.22 la partition P..q est admissible pour chaque cube de
MFC(X), donc en posant

MFC(X); = {CeMFC(X) |supp(C)C P}

pour chaque i € {1,...,k} on obtient une partition de MFC(X). Chaque
région cubique X; étant irréductible, la proposition 2.4.10 implique 1’égalité
suivante :

\/ prOjPi (Pﬁnest,{supp(C)}) = pl"iji (Pﬁnest,{Pi}) = {PL} .
CEMFC(X);

Dans la mesure ot pour chaque j € [1 : n]\ P, les blocs des partitions
Pinest,{P,} €t Phnest {supp(c)} (pour €' € MFC(X);) qui contiennent j sont
réduits au singleton {j}, on déduit de I'égalité précédente que

\/ Pﬁnest,{supp(C)} = Pﬁnest,{Pi} .
CEMFC(X);
Ainsi on a
k
\/ Pﬁnest,{supp(C)} = \/ \/ PﬁUEStv{SUPP(C)}
CeMFC(X) i=1  CeMFC;(X)
k
= \/ Pﬁnest,{Pi}
i=1
= Pirred .
Ce qui permet de conclure que Ppinesmrc(x) = Pirred- O
Algorithme

Le modele géométrique d'un programme PV est naturellement donné sous
la forme d’un recouvrement cubique de sa région interdite. Pour factoriser
une région cubique dont le complémentaire est recouvert par la famille finie
de cubes M, on procede en trois étapes :

1. on calcule le recouvrement cubique maximal du complémentaire de
X, i.e. MFC(X), par la méthode du double complémentaire,

2. pour chaque cube C' € MFC(X), on calcule le support de C, et donc
la partition Phpest,{supp(C)}
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3. on détermine la borne supérieure des partitions Phnest,{supp(C)}-

La premiere étape est de loin la plus cotiteuse. La seconde est clairement
linéaire en le cardinal de 'ensemble MFC(X), la troisieme consiste a appli-
quer un algorithme wunion-find standard sur une famille des sous-ensembles
de [1 : n] ou en pratique, 'entier n n’exceéde pas quelques centaines.

Exemple 2.4.25. Revenons au diner de n philosophes, dont les n cubes
interdits maximaux sont

C; = R7'x[1,3] x[2,4] x R

pouri € {1,...,n—1} et C, = [2,4] x R" 2 x [1,3]. Pour i € {1,...,n— 1}
on a donc

Pinestqcy = {1} ... {i =1} {5, i+ 1}, {i +2},...,{n}}

et Phinest{c,} = {{1,n},{2},...,{n — 1}}. La borne supérieure de ces parti-
tions est la partition grossiere {[1 : n]}, ce qui équivaut a l'irréductibilité du
modele géométrique de ce programme, qui ne peut donc pas étre factorisé.

L’une des spécificités de cet algorithme est sa capacité a détecter rapide-
ment les éléments irréductibles, par exemple si le support de I'un des cubes
maximaux est [1 : n]. Nous allons maintenant en évaluer la complexité et
donner les résultats des tests de performances qui ont été effectués.

Proposition 2.4.26. Soit M un recouvrement cubique du complémentaire
d’une région cubique X, le calcul de la plus fine des partitions admissibles
pour M nécessite O(dim X - | M| - log |[M|) opérations élémentaires sur les
intervalles de R.

Démonstration. L’algorithme union-find sur k éléments peut se faire en O (k*
log(k)) opérations [16]. Dans le cas présent, les éléments sont des cubes de
dimension n sur lesquels chaque opération nécessite n opérations sur les in-
tervalles de R. O

L’obtention de la décomposition en facteurs irréductibles d’une région
cubique est conditionnée par celle du recouvrement cubique maximal de son
complémentaire. En pratique, on dispose d’un algorithme qui & partir d’un re-
couvrement cubique quelconque M de X détermine le recouvrement cubique
maximal du complémentaire de X. Essentiellement, cet algorithme calcule
les intersections des éléments de toutes les sous-familles de M de cardinal la
dimension de X.
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Benchmarks

Nous avons passé différents algorithmes au banc d’essai. Le résultats sont
rassemblés dans les deux tableaux des figures 2.7 et 2.8. Nous séparons les
différentes étapes du calcul afin de bien discerner les étapes gourmandes (ie
calcul du complémentaire) de celles qui le sont moins. Dans tous les cas,
la premiere étape consiste a déterminer un recouvrement cubique M de la
région interdite du programme considéré.

Syntax :

1. Détermination de Ppes

Syntax 1T :

1. Suppression des cubes de M inclus dans un cube strictement plus

grand

2. Détermination de Pfypest

X :

1. recouvrement cubique maximal de X

monoide :

1. recouvrement cubique maximal de X

2. algorithme de factorisation combinatoire [4] & partir du recouvrement

cubique maximal de X

X

1. recouvrement cubique maximal de X

2. recouvrement cubique maximal de X¢ a partir du recouvrement cu-

bique maximal de X
MaxCubes :
1. recouvrement cubique maximal de X

2. recouvrement cubique maximal de X¢ a partir du recouvrement cu-
bique maximal de X, i.e. MFC(X)
3. algorithme de factorisation de la section 2.1.1, i.e. détermination de
Prnest, MFC(X)
Décrivons les programmes PV sur lesquels les différents algorithmes ont été
testés. Le programme Y, . est constitué de & groupes de processus. Pour
tout i € {1,....k}, le i®° groupe de ce programme contient n; copies du
processus
P(a;).P(b).V(b).V(a;)
oll a; est un mutex et b est un sémaphore d’arité k. Tous les processus par-
tagent donc la ressource b, mais chaque groupe détient au plus une occurrence
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Exemple Syntax | Syntax [T | X | monoide | X¢ | MaxCubes
6 Philosophes | 0.003 0.003 0.024 | 0.032 201 201
7 Philosophes | 0.004 0.004 0.1 0.1 >3600 >3600
8 Philosophes | 0.005 0.005 0.5 0.5 >3600 >3600
9 Philosophes | 0.005 0.005 1.8 1.8 >3600 >3600
10 Philosophes | 0.005 0.005 10.3 10.4 >3600 >3600

FIGURE 2.7 — Benchmarks des philosophes, aucune décomposition possible,
les temps sont en secondes

Example | Syntax | SyntaxII | X | monoide Xe¢ MaxCubes
Yoo 0.002 (*) 0.002 0.003 | 0.003 0.004 0.004

Y353 0.006 0019 | 377 | 392 |15ml10| 15mll
Sa4 0.002 0.003 | 0.040 | 0.054 | 1.07 1.07
S5 s 0.004 0.005 | 027 | 038 | 1496 | 14.96

FIGURE 2.8 — Benchmarks des programmes 3, (*) signifie que 1’algorithme
renvoie un résultat non correct

du sémaphore b, de sorte que le programme ¥, ,, n’a jamais besoin de plus
de k occurrences du sémaphore b. Les résultats affichés dans les tableaux
des figures 2.7 et 2.8 ont été obtenus avec la commande Unix time qui n’est
pas tres précise.

L’algorithme combinatoire [4] est efficace lorsque le modele géométrique
du programme est un produit de facteurs de petite dimension. On observe le
méme phénomene avec des entiers en facteurs premiers.

A Tinverse Ialgorithme sur les cubes interdits est plus efficace lorsque
la décomposition n’a que peu de facteurs. Le cas optimal étant celui ou le
cardinal du support de I'un des cubes interdits est égal a la dimension du
modele géométrique.

2.4.3 Conclusion et perspectives

Bien que l'algorithme présenté ici soit théoriquement plus efficace que
celui de [4], tous deux dépendent, pour obtenir la décomposition en facteurs
irréductibles, d’'une étape de normalisation extrémement couteuse. On espere
cependant trouver des heuristiques permettant d’obtenir des décompositions
intermédiaires non triviales. L’algorithme syntaxique naturel donne un résultat
optimal dans de nombreux cas, qui sont ainsi traités simplement.

D’un point de vue plus théorique, il serait intéressant de comparer le
parallélisations de programmes obtenues via la factorisation des régions cu-
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biques et celles obtenues dans les algebres de processus [45, 34].

Toute la théorie présentée dans ce chapitre reste valable si ’'on remplace
R par la réalisation géométrique d’un graphe fini, de sorte qu’elle s’applique
encore aux modeles géométriques de programmes ayant des branchements et
des boucles. Cette extension fait ’objet d’un article en cours de rédaction.

Enfin, le calcul exhaustif des cubes maximaux du complémentaire de la
région X a factoriser n’est sans doute pas nécessaire. Par exemple, dans le
cas ou X est irréductible, on peut imaginer qu'une petite sous-famille du
recouvrement cubique maximal suffit a conclure.

La suite

Dans le chapitre suivant, nous étudions les relations entre la factorisation
des régions cubiques et la factorisation d’un invariant que nous définirons.
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Chapitre 3

Catégorie émincée d’une région
cubique

3.1 Introduction

Problématique

Dans ce chapitre nous associons a chaque région cubique X une catégorie
notée Em(X) qui appartient & une classe de catégories pour laquelle on a une
propriété de décomposition unique similaire & celle introduite dans le second
chapitre. Nous verrons qu’une décomposition de X induit une décomposition
de l'invariant Em(X) et que 'on a une réciproque sous réserve que X sa-
tisfasse quelques conditions. La catégorie Em(X) est décrite a partir d’'une
partition cubique de X de sorte que les objets de Em(X) sont les éléments de
la partition tandis que les morphismes sont engendrés par les contacts entre
les cubes (figure 3.1) et que les relations sont déduites des cubes maximaux
de X.

FIGURE 3.1 — Une région cubique X et sa catégorie Em(X) associée
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Le but de ce chapitre est donc de montrer que :
1. Si X =X x -+ x X alors Em(X) = Em(X;) x -+ x Em(Xy)

2. Sous certaines conditions, si Em(X) = C; x --- x C;, alors on a des
régions cubiques X; telles que X = X; x -+ x Xy et Em(X;) = C;
pour tout ¢ € [1: k]

La catégorie Em(X) est intermédiaire entre la catégorie fondamentale de X
[21, 22] et sa catégorie des composantes [23]. La premiere est facile a décrire
mais possede une infinité indénombrable d’objets tandis que la seconde est
finie mais tres difficile a calculer. La catégorie Em(X) offre un compromis
raisonnable entre les deux.

Plan du chapitre

Apres avoir construit la catégorie Em(X) associée a une région cubique
X, on reprend les travaux de T. Balabonski [3] dont nous aurons besoin
pour établir la relation entre la factorisation de X et celle de Em(X). Nous
détaillons en particulier I'algorithme de factorisation des catégories finies
sans boucle en remarquant sa tres grande similitude avec I'algorithme de
décomposition des régions cubiques basé sur les recouvrements cubiques du
complémentaire (cf chapitre 2). Nous décrivons alors un isomorphisme cano-
nique entre Em(X; x Xs) et Em(X;) x Em(X5). Nous terminons en mon-
trant une réciproque partielle.

Etat de l’art

Les invariant algébriques connus en topologie algébrique dirigée sont pour
la plupart des petites catégories. La premiere d’entre elle, appelée catégorie
fondamentale [31] est définie de maniere analogue au groupoide fondamental
d’un espace topologique [11]. La catégorie des composantes a été introduite en
guise de substitut fini & la catégorie fondamentale [23, 32]. Malgré son intérét
théorique [?], la masse de calculs nécessaire a sa détermination lui fait perdre
une partie de son intérét pratique. Le probleme de la factorisation des petites
catégories dépasse la cadre des présents travaux, le cas des catégories finies
sans boucle connexes ayant été traités par T. Balabonski [3]. Les travaux
menés dans ce chapitre s’inscrivent dans la continuité de ceux évoqués ci-
dessus.

Quelques exemples

Sans donner de définition formelle, nous comparons la catégorie Em(X)
d’une région cubique X avec sa catégorie fondamentale et sa catégorie des
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FIGURE 3.2 — La région cubique est formée d’un unique cube interdit. A
gauche quelques fleches de la catégorie fondamentale, au milieu la catégorie
Em(X), a droite la catégorie des composantes

composantes. Les morphismes de la catégorie fondamentale de X sont les
classes de dihomotopie des chemins dirigés sur X. Deux tels chemins étant
déclarés dihomotopes lorsque 'on peut déformer contintiment I'un pour ob-
tenir 'autre.

Exemple 3.1.1 (Le carré interdit). Considérons la région cubique X =
R?\[1,2]. La figure 3.2 nous montre une partition de 'espace en huit zones a
partir de laquelle nous décrivons les morphismes de la catégorie fondamentale,
c’est-a-dire les classes de dihomotopie.

Il existe au plus une classe de dihomotopie entre deux points d’une méme
zone. Plus généralement, entre deux points pris dans deux zones distinctes
de la partition, il y a au plus une classe de dihomotopie, sauf dans le cas ou
le point de départ est pris dans la zone 1 et celui d’arrivée dans la zone 8.
Dans ce cas, il y a exactement 2 classes de dihomotopie.

Les éléments de la partition précédente constituent les objets de la catégorie
Em(X), ses morphismes sont engendrés par les fleches représentées sur la fi-
gure ; on note que ces fleches génératrices correspondent aux faces partagées
par les zones de la partition.

La description de la catégorie des composantes de X est similaire, mais
elle ne contient que quatre objets, et ces derniers ne sont pas nécessairement
des carrés.

Exemple 3.1.2 (La Croix Suisse). Considérons la région cubique X = R?\
([1,4] x [2,3]U[2,3] x [1,4]). Comme précédemment il y a au plus une classe
de dihomotopie entre deux points d’'une méme zone, de méme qu’entre deux
points de deux zones distinctes, sauf si le point de départ est pris dans la zone
inférieure gauche et le point d’arrivé dans la zone supérieure droite. Dans ce
cas, il y a exactement deux classes de dihomotopie.

La région cubique X est partitionnée en une vingtaine de zones (figure
3.3) qui sont les objets de la catégorie Em(X), les morphismes sont en-
gendrés par les fleches qui correspondent aux face partagées par deux zones.
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Néanmoins, la catégorie obtenue n’est pas libre de part la présence de deux
carrés commutatifs (bas gauche et haut droite). La catégorie des composantes
de X est également représentée sur la figure 3.3.

Bt

—

FIGURE 3.3 — La Croix Suisse et sa catégorie des composantes

Exemple 3.1.3 (Le cube interdit, ou cube flottant). Considérons R3\ [1, 2]3.
Comme précédemment, la catégorie Em(X) est obtenu a partir d'une parti-
tion cubique de X. Cette derniere est ici obtenue en découpant ’espace selon
les hyperplans portant les faces du cube interdit. On obtient ainsi vingt-six
cubes (27 — 1), les morphismes étant engendrés par les faces communes de
deux zones, que 'on peut se représenté comme une fleche perpendiculaire a
la face passant en son centre (voir aussi la partie droite de la figure 3.4). En
outre chaque carré est commutatif.

Dans le cas présent la catégorie des composantes est égale a la catégorie
Em(X). Ce résultat n’est pas triviale et justifie I'intérét que I'on peut porter
a I'étude de la catégorie Em(X) .

3.2 La catégorie émincée

Nous allons définir la catégorie Em qui est ’objet principal de ce chapitre
et donner un résultat de factorisation unique, dans le cadre des catégories
connexes finies sans boucles que nous appliquerons aux catégories Em.

Définition 3.2.1. Soit C une catégorie, un zigzag entre deuz points x ety
est une suite de fleches f, ..., fi tel qu’on ait le diagramme suivant :

fi f2

k
X1 <—> Ty <—> <> Tp <> Tky1

ot la fleche bidirectionnelle désigne une fleche qui peut aller vers la droite
ou vers la gauche. Une catégorie est dite connexe lorsque deux de ses objets
sont toujours liés par un zigzag.

Définition 3.2.2. Une catégorie C est dite sans boucle lorsque pour tous
objets x et y, s’il existe un morphisme de x versy et un morphisme de y vers
x, alors x =y et ces deux morphismes sont des identités.
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Po va (b) Catégorie émincée et composantes du
(a) Cube Flottant cube

FIGURE 3.4 — Dans cet exemple, la catégorie émincée est la méme que la
catégorie des composantes

3.2.1 Une définition de la catégorie

Nous allons définir une partition de chaque région cubique dont nous
déduirons une catégorie associée. En particulier, nous utilisons un encodage
intermédiaire, sous la forme d’une sous partie de Z™ qui facilite la construc-
tion bien qu’il ne soit pas indispensable. Nous décrivons un exemple dont la
simplicité devrait donner 'intuition sur laquelle se base la construction.

FI1GURE 3.5 — Région cubique a gauche avec deux cubes interdits, a droite la
partition émincée

Exemple 3.2.3 (Démarche de la définition). La figure 3.5 représente la
région cubique dont on veut définir la catégorie émincée. La premiere étape
consiste a définir la partition émincée a partir des projections des cubes
sur chaque dimension. Seuls les cubes inclus dans la région nous intéressent
(figure 3.5).
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A partir de ces cubes, on pourrait définir la catégorie émincée comme sur
la figure 3.6 Cependant, nous allons plutot passer par un intermédiaire qui

FIGURE 3.6 — La catégorie émincée, a droite les commutations sont ajoutées

encode les éléments de cette partition par ceux d’une grille, ¢’est-a-dire un
sous-ensemble de Z". On définit alors la catégorie a partir de cette grille.
Ce procédé a pour objectif de simplifier certaines définitions, on pourrait
cependant s’en passer. La figure 3.7 illustre la construction. On retrouve
bien la méme catégorie que précédemment, mais depuis la grille.

(1,1)

(13

(1,2)

21

(.1

' w,2)

4,1)

5

L=

3

2 —

1 |-
1 2 3 4 5

FI1GURE 3.7 — Une région cubique et sa catégorie émincée

3.2.2 La partition émincée

Définition

Soit F' un recouvrement cubique de la région cubique X de dimension
n, par exemple F' = MC(X). On veut subdiviser chaque cube de F' selon
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les hyperplans qui portent les faces des cubes de F' (voir la figure 3.5 en
dimension 2). On se heurte & la subtilité suivante : lorsqu'un hypercube C
est traversé par un hyperplan H, la tranche C'N H doit-elle étre prise comme
un des éléments de la partition recherchée ou bien doit-elle étre collée a I'une
des deux “moitiés” de C'\ H 7 Pour cette raison, on ne peut pas se contenter de
considérer, pour chaque i € [1 : n], 'ensemble des valeurs ty < t; < --- <ty
telles que chaque hyperplan {z; = t;} porte une face de I'un des cubes de
F. La région cubique représentée sur la figure 3.8 fournit un exemple pour
lequel I'une des zones de la partition recherchée est réduite a un point. Dans
le paragraphe qui suit nous introduisons les outils nécessaires a la prise en
compte de cette subtilité.

Ll |
732 [272‘
[2,1
Ly Ly Iis
Py

FiGure 3.8 — Exemple de base ol les morphismes non-unitaires sont
nécessaires, le point central dans ’espace est son propre cube.

Algebre de Boole atomique Une algebre de Boole B est dite atomique
s’il elle possede une sous-partie A C B dont chaque élément n’a d’autre
minorant strict que 0, et que tout élément de B s’écrit comme I'union V d’une
sous-famille finie de A. A toute famille d’intervalles F, on associe B(F) la
plus petite sous-algebre de Boole de By contenant la famille F'.

Remarque 3.2.4. L’algebre de Boole B(F) d’une famille finie F d’intervalles
est atomique.

Exemple 3.2.5. Si F est réduit au singleton {[0, 1[} alors les atomes de
B(F) sont 'intervalle [0, 1] et son complémentaire | — oo, 0] U [1, +00].

Si F = {[0,2],[1, 3]} alors les atomes de B(F) sont [0, 1], [1,2], ]2,3] et
] —00,0[ U ]3, 400l
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FIGURE 3.9 — Partition émincée on coupe tous les cubes selon leurs bords,
cela donne une partition des deux axes (R) en intervalles

Les atomes de B(F) ne sont donc pas nécessairement connexes, nous
allons y remédier.

Définition 3.2.6. On note Atom(F) l'ensemble des atomes de B(F) et
AtomConn(F) les composantes connexes des éléments de Atom(F).

Proposition 3.2.7. Soit F' une famille finie d’intervalles alors la collection
AtomConn(F) est une partition finie de R.

Démonstration. Puisque B(F) est une sous-algebre de Bg celle-ci contient
nécessairement R. Or les atomes sont générateurs donc leur union est égale
a R, ce qui reste vrai si I’on considere les composantes connexes des atomes.
De plus deux atomes a,b € Atom(F) sont égaux ou disjoints, sans quoi leur
intersection montrerait que I'un des deux n’est pas un atome. Puis chaque
atome est la réunion disjointe de ses composantes connexes. Ol

Soit F une famille finie de cubes de dimension n. Pour chaque coordonnée
i € [1:n] on note P;(F) la partition AtomConn(F;) ou F; est la famille des
i®™¢ projections des cubes appartenant & F :

F, = {proji(C) ’C’E}_}.
Le produit de ces partitions de R nous fournit alors une partition de R"
PUF)x -+ xPu(F) = {Lx--xIL,|LeP(F)}

Définition 3.2.8. La partition émincée associée a un recouvrement cubique
F d’une région cubique X est la collection

Em(F) = {Lx--x[,CX|LeP(F)}.
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P L I3 Iy I

F1GURE 3.10 — Partition P; est déduite de la projection de deux cubes

—— —— ————

—_
—

F1GURE 3.11 — Une partition émincée et la catégorie qu’elle engendre

Exemple 3.2.9. Reprenons l'exemple de la figure 3.9. On y trouve deux
cubes qui se superposent et dont les projections nous donnent deux inter-
valles pour chaque axe. Notons K7 et K les projections des deux cubes sur
I’axe horizontal. Ce dernier est partitionné en cinq intervalles disjoints cor-
respondant aux différentes fagons de d’écrire des expressions booléennes avec
K, et K5 (voir la figure 3.10).

Définition 3.2.10. La partition émincée de la région cubique X est la par-
tition émincée associée 4 son recouvrement cubique maximal :

Em(X) = BEm(MO(X)).

Les éléments de Em(X) sont appelés les dés de X .

3.2.3 Projection sur une grille

Nous allons associer a une région cubique X une catégorie construite a
partir de la partition émincée de X comme le suggere la figure 3.11. En
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(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5)
I (5.5) (1L4) (24 (5.4)
I é (1,3) (5,3)
P2 I3
’ (1,2) 4,2)  (5,2)
I,
Iy | 11 F @21 3.1) 0 (41) ¢ (5,1)

P

FIGURE 3.12 — A gauche la partition émincée obtenue comme produit des
partitions P; et Py de R

préambule de cette construction, nous allons projeter les dés sur un sous-
ensemble de Z" de maniere a simplifier certaines définitions, en mettant en
évidence une présentation simple de la catégorie que 'on souhaite définir.
Puisque toute partition finie de R en intervalles admet un ordre total naturel,
l'idée est d’associer a chaque déC' un n-uplet dont le i terme est la position
de l'intervalle proj,(C') dans la partition P;.

Définition 3.2.11. Soient P; = {[;1 < -+ < Lim,} avec i € [1 : n] des
partitions de R en intervalles. A chaque J € P; on associe sa position, ¢’est-
a-dire Uunique j € {1,...,m;} tel que

J - Iz’,j .
A chaque cube C' de la partition de R™
{ix-xI,| L eP}

on associe le n-uplet dont le ™ terme est la position de 'intervalle proj;(C)
dans la partition P;.

Définition 3.2.12. Une grille de dimension n est un sous-ensemble de Z".
La grille d’une région cubique X, notée GridG(X), est l’ensemble des n-
uplets de Z" associés aux dés X (cf définition 3.2.10).

Exemple 3.2.13. Reprenons 'exemple décrit en figure 3.12. La grille GridG(X)
est 'ensemble des points de Z? qui numérotent les dés inclus dans X.
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3.2.4 Limites de ’expressivité des grilles

Idéalement, on voudrait qu’'un chemin dirigé sur une région cubique X
induise un morphisme sur la catégorie associée a X a partir de la suite (finie)
des dés visités par ce chemin. En regle générale, la notion de grille n’est pas
assez expressive pour décrire cette catégorie puisque, par exemple, le modele
géométrique d’une barriere de synchronisation (voir figure 3.8) nécessite de
prendre en considération des contacts entre n-cubes de dimension strictement
inférieure a n — 1. Plus précisément, le point qui se situe a 'intersection des
deux droites en rouge est un dé. Afin d’obtenir cette propriété, nous définirons
les morphismes générateurs comme les couples (A, B) des dés tels qu’il existe
un chemin dirigé qui part d’un point de A et arrive a un point de B et dont
I'image est contenue dans A U B.

Exemple 3.2.14 (Barriére de synchronisation). Sur le modele géométrique
d’une barriere de synchronisation, on a exactement deux morphismes générateurs,
I'un joignant le carré inférieur gauche au déréduit a un point, et le second
joignant le déréduit & un point au carré supérieur droit.

3.2.5 Catégorie d’une grille et catégorie émincée

Nous allons associer une catégorie a chaque grille et une autre catégorie
plus précise dans le cas ou cette grille est induite par une partition émincée.

Catégorie d’une grille

Définition 3.2.15. Deuz points x = (x1,...,x,) ety = (Y1, ..., yn) de Z" sont
dits adjacents s’il existe un vecteur € € {0,1}" tel que

rte=y.

Lorsqu’un tel vecteur e existe, il est unique. Le vecteur € peut n’avoir
qu'une seule composante égale a 1 et toutes les autres égales a 0. Dans ce
cas le vecteur € est dit unitaire et x et y sont <cote a cote> au sens ou ils
partagent une face de dimension n — 1. En effet une image & avoir en téte est
de voir les coordonnées de Z™ comme des cubes d’une grille. En particulier,
la norme euclidienne d’un vecteur unitaire est égale a 1.

Définition 3.2.16. Soit Z une grille, soit x1, xa, ..., x; et Yy, ..., Y deux suites

croissantes de Z, telles que x1 = y1, €3 = yi. On dit que ces deuz suites sont
adjacentes lorsque x1 et x; le sont.
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Exemple 3.2.17. Supposons z; = y; = (0,0,0,0) avec la suite x; de taille
5 et la suite y de taille 3, tels que 4 = y3 = (1,1,1,1). On a le diagramme
commutatif suivant

>

)—=(1,1,1,0)

(1,0,0,0) —(1,1,0,0

(07 0, 07 0) EETRNEE

Les fleches en pointillés montrent les diverses décompositions en triangle que
I’on peut effectuer.

Catégorie émincée

Définition 3.2.18. Soit X une région cubique. Le graphe I'x a pour sommets
les dés de X et pour fleches les couples (x,¢€) tels que € € {0,1}™ et il existe
un chemin dirigé sur X allant de v a x + €. On note F(I'x) la catégorie
librement engendrée par le graphe I'x. On considere alors la congruence ~
sur la catégorie F(T'x) qui relie le chemin de longueur 2 et le chemin de
longueur 1 ci-dessous

(z,€e1), (x+€1,€6)) ~  ((z,61+€))

dés que €1 + €5 € {0,1}". La catégorie émincée Em(X) associée a X est le
quotient
F(Tx)/ ~ .

Un morphisme adjacent de Em(X) est un morphisme dont la source et le
but sont adjacents. On note Adj(X) l’ensemble des morphismes adjacents de
Em(X).

Remarque 3.2.19. Si la composée de deux morphismes f et g est un mor-
phisme adjacent alors les morphismes f et g le sont aussi.

Remarque 3.2.20. Il y a au plus un morphisme entre deux cubes adjacents.
Ce morphisme est en outre adjacent (c’est essentiellement une conséquence
de l'associativité de I'addition dans {0,1}").

L’exemple ci-dessous montre que la restriction qui impose I'existence d’un
chemin sur X joignant la source et le but d’une fleche ne peut pas étre omise.
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Exemple 3.2.21. Considérons une région cubique X proche du modele
géométrique d’une barriere de synchronisation, a savoir le complémentaire
de

11,2[x]0,1[ U [0,1] x [1,2]

Alors le point (1, 1) est interdit et la partition émincée associée est composée
de quatre cubes. La catégorie naive qui relie les cubes adjacents par un mo-
prhisme aurait pour seul morphisme non trivial le morphisme non-unitaire
joignant le carré inférieur gauche au carré supérieur droit. Or tout chemin
joignant ces mémes carrés rencontre nécessairement le complémentaire de X
(en rouge sur la figure 3.13).

F1GURE 3.13 — Ici le point central est interdit, il n’y a donc pas de fleche
diagonale

Base de la catégorie Em(X)

Les catégories finies sans boucle ont un plus petit ensemble générateur.
Dans cette section, nous détaillons cette propriété. Pour commencer on étend
la notion d’irréductibilité introduite dans le cadre des monoides commutatifs.

Définition 3.2.22. Un morphisme d’une catégorie est dit irréductible lors-
qu il n’est pas possible de l’écrire comme la composé de deux morphismes sans
que ['un d’eux soit un isomorphisme.

Définition 3.2.23. Une famille de morphismes G est dite génératrice lorsque
tout morphisme de la catégorie qui n’est pas une identité peut s’écrire comme
une composée de morphismes appartenant ¢ G. La base d’une catégorie, lors-
qu’elle existe, est la plus petite famille génératrice de cette catégorie.

Proposition 3.2.24 (Balabonski). Une catégorie finie sans boucles C admet
une base que l'on note B(C).

Cette propriété est fausse pour une catégorie quelconque comme le montre
par exemple l'ordre total (R, <).
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Proposition 3.2.25. La catégorie Em(X) est finie sans boucles.

Démonstration. Par construction la catégorie Em(X) est engendrée par les
morphismes adjacents qui sont en nombre fini. Elle est sans boucle car la
source d’'un morphisme est inférieure, pour l'ordre produit sur une grille, a
sa cible. O

Nous allons préciser quels sont les morphismes de la base de Em(X). En
préambule, nous rappelons que d’apres la définition 3.2.18, tout morphisme
adjacent de Em(X) est une paire (z,€) avec € € {0, 1}". Par construction de
la catégorie Em(X), tous les morphismes de la base sont adjacents, on a une
réciproque partielle.

Définition 3.2.26. Un morphisme adjacent de Em(X) est dit unitaire lorsque
€ est unitaire.

Lemme 3.2.27. Tout morphisme unitaire appartient a la base de Em(X).

Démonstration. Soit o = § o un morphisme unitaire avec v : x — z et
5z — y. En tant que point de Z", la distance euclidienne entre x et y est 1.

Cela implique que ||z — z|| =0 ou ||y — z|| = 0, et donc que x = z ou y = z.
La catégorie Em(X) étant sans boucle, I'un des morphismes 3 et v est une
identité. Ol

L’exemple 3.8 de la barriere de synchronisation nous confirme que certains
morphismes de la base de Em(X) sont diagonaux.

Trace d’un morphisme

Par construction, la source z et le but y d’'un morphisme de la catégorie
Em(X) associée a une région cubique X sont des points de Z" tels que
y =x + € avec € € N, ce qui nous conduit a la définition suivante :

Définition 3.2.28. Soit Z une grille de dimension n et x, y deux points de
Z tels que x <y (pour lordre produit). La trace de (z,y) est par définition

Trace(z,y) = {i€[l:n]| projy—z) >0} .

Exemple 3.2.29. Soit x = (1,0,2) et y = (2,0,3), alors z < yety —x =
(1,0,1), on a donc Trace(z,y) = {1, 3}

Lorsque X est le modele géométrique d’un programme PV, on peut in-
terpréter les éléments de [1 : n] comme les identificateurs des processus du
programme. De ce point de vue, on peut considérer qu’un morphisme de la
catégorie Em(X) est un fragment d’exécution du programme et que sa trace
est ’ensemble des processus qui ont été activés au cours de 'exécution de ce
fragment.
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Proposition 3.2.30. La trace induit un foncteur de la catégorie Em(X)
vers le monoide des sous-parties de [1 : n] dont l'opération binaire est la
réunion ensembliste. Autrement dit

Trace(awo B) = Trace(a) U Trace(f) .

Démonstration. Sie et € sont deux éléments de N"| alors pour tout ¢ € [1 : n],
on a proj,(e + €) > 0 si et seulement si proj,(e) > 0 ou proj;(¢') > 0. O

3.3 Produit de catégories

3.3.1 Définition et exemples

Le produit cartésien de catégories est une construction standard. En par-
ticulier, on construit naturellement une présentation du produit a partir de
présentations des termes de ce produit. Nous allons voir que toute catégorie
finie, connexe, et sans boucle, admet une présentation a partir de laquelle on
déduit des propriétés intrinseques de cette catégorie.

Définition 3.3.1 (Produit cartésien de catégories). Soient Cy et Cy deux
catégories , le produit C; x Cy est donné par :
— Les objets sont les couples (cq, o) pour c; € Cy et ¢y € Co
— Les morphismes de (c1,cq) vers (dy,dy) sont les couples (f,g) avec
f161—>d1 etg:62—>d2
La composée (g1, g2) © (f1, f2) est définie si et seulement si les composées
g1 0 f1 et go o fo le sont, auquel cas on a

(91,92) 0 (f1, f2) = (q1ofi, g20f2) .

Les relations satisfaites par les catégories Cy et Cy sont conservées pour
chaque <tranche> du produit, c’est-a-dire les sous-catégories {id,, } x Cy et
Cy x {id,,} de Cy x Cy. En outre, pour tout morphisme fi : x1 — y1 de Cy
et tout morphisme fo 1 x9 — yo de Cy, on a le carré commutatif suivant :

(f1,iday)
(21, 29) ——2 (41, 72)

(idz1af2)t l(idylan)

(1, 92)(]7%2')(3/17 Y2)

‘eme

On note m; la projection sur la i°™ composante.
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Exemple 3.3.2. Dans le terme de droite du diagramme ci-dessous, les trois
carrés commutent. La commutativité des triangles dépend de la commutati-
vité du triangle de gauche.

(1,a)
AR
(2,a) (3,a)

VANEN

(1,0)
/ \
(2,b) (3,b)

L’exemple 3.3.2 suggere que la catégorie représentée a droite admet une
unique décomposition en produit cartésien de catégories irréductibles. C’est
effectivement un cas particulier du résultat prouvé par T. Balabonski dans
[3]. Le résultat s’accompagne d'une méthode de décomposition effective basée
sur une présentation particuliere des catégories finies sans boucles que nous
allons maintenant détailler.

3.3.2 Propriétés des morphismes

Dans la suite, la catégorie C est finie sans boucle et munie d’une factorisa-
tion C = Cy X -+ - X C. Un morphisme f de C est donc un k-uplet (fi,..., fx)
de morphismes tel que f; appartient & C; pour 7 € [1 : k]. On s’intéresse aux
coordonnées ¢ telles que le morphisme f; n’est pas une identité.

Définition 3.3.3. On définit le facteur de f par rapport a la factorisation
C=0C; x---xC, comme l’ensemble

Factore,..c,(f) = {i€[L:k]| fi #idy,} -

On dit que le morphisme g est un translaté de f lorsque f et g ont le méme
facteur et que pour tout i appartenant ce facteur, on a f; = g;.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la factorisation considérée, on omet-
tra les indices C; pour n’écrire que Factor(f). On dira qu'un morphisme f
provient de C; lorsque son facteur est réduit au singleton {i}. Les concepts de
trace et de facteur sont similaires si ce n’est que la premier n’a de sens que
dans le cas d'une catégorie de la forme Em(X) associée a une région cubique
X.
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Proposition 3.3.4. Pour toute permutation o de l’ensemble [1 : k] et tout
morphisme f de C il existe une unique décomposition

f=fioo

telle que pour tout i € Factore, . ¢, (f) le facteur de fi est le singleton {o (i)}
et f; est une identité pour i ¢ Factore,, ¢, (f)

Démonstration. En désignant la source et le but de chaque morphisme f; par
x; et y;, on a alors projg(i)(fi) = fo() et pour j # o(i) on a projj(ﬁ) = id,,
sl existe ¢ < i tel que o(i') = 7, et projj(ﬁ-) = id,, dans tous les autres cas.
En particulier on a

fi = (idey, ... idy, |, fiyidy,, ., ... idy,)

lorsque la permutation o est I'identité. Ol

Base d’un produit

On détermine facilement la base d’un produit en fonction des bases de
chacun de ses facteurs.

Proposition 3.3.5. Les morphismes de base du produit C; X --- X Cp, sont
les morphismes f dont le facteur est un singleton {i} et dont la projection
correspondante f; est un morphisme de base de la catégorie C;.

Démonstration. Le facteur d’un morphisme de base est un singleton {i}
d’apres la proposition 3.3.4 et le facteur f; est nécessairement un morphisme
de base de C;. La réciproque est due au fait que dans une catégorie sans
boucle, si la composée de deux morphismes est une identité, alors ces deux
morphismes sont aussi des identités. 0l

3.3.3 Algorithme de factorisation

Nous allons présenter les idées de l'algorithme de factorisation décrit
dans [3]. Cet algorithme se base sur le théoreme de factorisation unique des
catégories finies sans boucle connexes. Une catégorie C est dite irréductible
lorsqu’une et une seule des catégories C; et Csy est la catégorie terminale des
que C =C; x Ca.

Théoréme 3.3.6 (Balabonski). Toute catégorie finie sans boucles connexe
posséde une unique factorisation en éléments irréductibles a une permutation
des facteurs pres.
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De la base d’une catégorie on déduit naturellement un graphe. La premiere
étape du procédé de factorisation d’une catégorie finie sans boucle consiste
a <factorisers le graphe induit par sa base. D’apres la proposition 3.3.5, on
a une bijection entre B(C) et I'union disjointe des bases des catégories C;,
factoriser un graphe revient donc a en colorier chaque fleche en fonction du
facteur auquel elle appartient.

Un critere de séparation et un critére de regroupement

On donne un critere suffisant pour que deux fleches soient de la méme
couleur. Il est basé sur le recensement des carrés commutatifs induits par le
produit cartésien de catégories. En effet, supposons que x soit un objet de
la catégorie C et que les morphismes f : z — y et ¢ : * — z appartiennent
a la base de C. Supposons en outre que f et g appartiennent a des facteurs
différents, disons i et 7, alors il existe deux morphismes [’ et ¢’ appartenant
a la base de C et tels que le carré suivant commute.

A
N

En supposant que ¢ < j la composée commune est de la forme

(...,fi,...,gj,...)

-eme -eme

ou f; et g; sont respectivement les i et ™ composantes de f et g (vus
comme des k-uplets), et ou les point de suspensions sont mis pour des iden-
tités. Il s’ensuit que les facteurs des morphismes f’ et ¢’ sont respectivement

{1} et {j}-
Critere 3.3.7. Soient f : x — y, g : * — z deux morphismes de la base de C

ayant la méme source. S’il n’est pas possible de trouver deux morphismes de
bases f" et ¢’ tels que fog = go f’, alors f et g sont dans le méme facteur.

Critere 3.3.8. S’il existe deux morphismes de bases f’, ¢’ tels que fo g =
go f', alors on a Factor(f) = Factor(f') et Factor(g) = Factor(g') mais on
ne peut pas décider si les deux morphismes f et g sont dans le méme facteur
puisque la carré commutatif peut étre contenu dans une méme tranche du
produit.

On a bien sur deux critéres similaires dans le cas ou les morphismes de
base f et g ont le méme but.
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F1GURE 3.14 — Propagation des couleurs sur un graphe

L’algorithme

Ces criteres nous donnent l'algorithme de factorisation décrit dans [3] :

1. on colorie 'ensemble des fleches en propageant les contraintes im-
posées par les criteres 3.3.7 et 3.3.8, puis

2. on vérifie a posteriori que la coloration correspond a une factorisation.
Au besoin on regroupe des termes en identifiant des couleurs.

La premiere étape est essentiellement un parcours de graphes dont ’exhaus-
tivité est garantie par I'hypothese de connexité de la catégorie C. En terme
de complexité, la seconde étape est la plus couteuse.

Exemple 3.3.9. Appliquons cet algorithme au produit d’un triangle et d’une
fleche (voir la figure 3.14). On commence sur un point particulier qui possede
trois fleches adjacentes auxquelles on attribue trois couleurs différentes. Le
diagramme constitué de la fleche bleue et de la verte ne peut pas étre complété
en un carré commutatif, on identifie donc la couleur verte et la couleur bleu.
On propage ensuite les couleurs rouge et bleu le long des carrés commutatifs.

On fait de méme entre la fleche initiale bleue et la rouge. Ici cela se
complete en un carré, on colorie alors en bleu et rouge les fleches paralleles
dans le triangle du bas. On continue ce processus. Au final on trouve que
chaque composante connexe rouge est égale, ainsi que les bleus. On vérifie
qu’on a bien un produit entre le triangle et la fleche.

Tout comme P'algorithme de factorisation du chapitre précédent, I’algo-
rithme que nous venons de présenter consiste a propager des contraintes
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locales a la totalité d’une structure pour décomposer cette derniere.

3.4 Le sens direct

Nous allons montrer que 'application qui associe a chaque région cubique
X la catégorie Em(X) est un morphisme de monoides. Rappelons que facto-
riser X revient a trouver une permutation o de [1 : n], ou n est la dimension
de X, telle que 0.X = X; x Xs. Sans perte de généralité on peut supposer
que o = id, c’est-a-dire qu’il n’y a pas besoin de réordonner les coordonnées.

Proposition 3.4.1. Si une région cubique X se factorise (a permutation des
facteurs prés) en X = X1 x X, alors la catégorie Em(X) se factorise en

Em(X; x Xs) = Em(X,) x Em(Xs) .

Démonstration. Nous traitons d’abord la partie objet de 'isomorphisme re-
cherché. L’application F' qui associe a chaque dé C' le couple de cubes
(projx,C, projy,C') est une bijection de 'ensemble des objets de la catégorie
Em(X; x Xs) vers ceux de Em(X;) x Em(X3). En effet, par définition, pour
toute région cubique X, les objets de la catégorie Em(X) sont les dés de X.
Il suffit alors de revenir a la définition de la partition émincée d’une région
cubique (cf section 3.2.2) et d’appliquer le lemme 2.4.21.

On veut maintenant étendre la définition de F' aux morphismes de la
catégorie Em(X; x X3) qui rappelons-le peuvent tous étre écrits comme une
composée de morphismes adjacents.

Une fleche du graphe I'x (cf définition 3.2.18) est une paire de dés ad-
jacents (A, B) tel qu'il existe un chemin dirigé de A vers B dans X. En
particulier, on a Ialternative suivante : soit projy, (A) = projy, (B), soit le
couple (projy, (A),projy, (B)) est une fleche de I'x,. Or on sait qu'’il existe
au plus un morphisme entre deux cubes adjacents (cf remarque 3.2.20). On
peut donc identifier un morphisme adjacent a de Em(X) avec un tel couple
(A, B) et définir sans ambiguité

F(Al X AQ,B1 X BQ) = ((AhBl)? (AQ?BQ))

ou pour i € {1,2}, les cubes A; et B; sont les projections de A et B sur
X;. Etant donné que les morphismes adjacents engendrent Em/(X) il reste
a montrer que si A, B, et C' sont des dés tels que (A, B) et (B, () sont des
fleches de I'x et que

{i € [1 : n] ‘ proj;(A) # proji(B)} N {Z € [1 : n] | proj;(B) # proji(c)} =0
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alors

F(A,C) = F(B,C)oF(A,B). ()

L’implication précédente est en effet une traduction en termes de dés de la
relation génératrice

(z,€61), (x+€1,6)) ~  ((r,e1+€))

donnée dans la définition 3.2.18. 1l suffit alors de remarquer que 1'égalité ()
est immédiate puisqu’en projetant sur X; (resp. sur X5) on obtient soit des
identités soit des morphismes adjacents de Em(X;) (resp. Em(X3)).

Les morphismes de Em/(X;) x Em(Xs) sont engendrés par les morphismes
ayant de 'une des formes

(Al,(AQ,BQ)) ou ((Al,Bl),BQ)

oupouri € {1,2}, le couple (A;, B;) est une fleche du graphe I'y, (cf définition
3.2.18). Selon le cas, une telle fleche est I'image par F' de 'un des couples

(Al X AQ,Al X Bg) ou (Al X BQ,Bl X Bg)

qui sont tous deux des fleches de I'y, d’ou la surjectivité de F. De plus les
relations

(A17(AZ;BZ))7(A17(327CZ)) ~ (Ala(A27CQ)))
sur Em(X;) x Em(X3y) issue de la relation

((A2, B2), (B2,C2))  ~  ((A2,(9)))

sur Em(Xs) se relevent en des relations
((A1 X AQ,Al X BQ), (Al X BQ, Al X 02)) ~ (A1 X AQ, Al X Cg)))

sur Em(X). De méme toute relation de Em(X;) x Em(X3) issue d’une re-
lation de Em(X;) se releve en une relation de Em(X). Enfin une relation
dans Em(X;) x Em(Xs) due au produit cartésien est de la forme

A1,(A2,B2
(A, Ag) 2

((A1,B1)7A2)l
(317 AQ)

(A17 BQ)
L((AlaBl)sz)
(Bl7 BZ)

(B1,(A2,B2))
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et se releve donc en deux relations de Em(X) données ci-dessous :
((Al X A27A1 X B2)7 (Al X BQ,Bl X Bg)) ~ ((Al X AQ,Bl X BQ))

((Al X A27Bl X A2)7 (Bl X A27Bl X BQ)) ~ ((Al X AQ,Bl X Bg)) .

Le foncteur F est donc bijectif sur les morphismes et les objets, c’est donc
un isomorphisme. O

La catégorie Em(R) est réduite & un point, ce qui montre que I'applica-
tion X — Em(X) ne préserve pas les éléments irréductibles. Néanmoins, en
se basant sur une analogie entre 'algorithme de décomposition des régions
cubiques via leur cubes maximaux interdits (cf chapitre 2), et I'algorithme
de factorisation des catégories finies sans boucles [3], nous allons montrer que
la proposition 3.4.1 admet une réciproque partielle.

3.5 De la catégorie vers ’espace

Pour clore ce chapitre, nous allons montrer que pour toute région cubique
X de dimension n satisfaisant certaines propriétés, si

Em(X) = Em(X;)x Em(X,)

alors on a une partition de [1 : n| qui correspond a une factorisation de X.

3.5.1 Quelques obstructions

Nous donnons une liste d’exemples illustrant les situations pathologiques
dans lesquelles une factorisation de Em(X) ne peut pas étre relevée en une
factorisation de X.

Connexité

L’algorithme de décomposition des catégories sans boucle finies ne s’ap-
plique qu’aux catégories connexes, on supposera donc toujours que les régions
cubiques X auxquelles on s’intéresse sont telles que Em(X) est connexe au
sens de la définition 3.2.1. L’exemple qui suit montre qu’il ne suffit pas d’avoir

la connexité de X (en tant qu’espace topologique non-dirigé) pour avoir celle
de Em(X).

Exemple 3.5.1. On considere le carré [0, 2]? dont on préleve le carré inférieur

gauche [0, 1[x]0, 1] et le carré supérieur droit [1,2]x]1,2]. Le milieu (1,1) n’a
donc pas été supprimé et la sous-partie X de [0,2]> que l'on obtient est
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connexe. En revanche sa partition émincée est composée de deux cubes qui
correspondent aux points (0,1) et (1,0) de la grille associée. L’espace X est
donc connexe mais pas la catégorie Em(X).

Les facteurs de dimension 1

La catégorie émincée d'un intervalle est I’élément neutre du produit cartésien
de catégories, c’est-a-dire une catégorie réduite a un objet et un morphisme.
Donc le morphisme de monoides qui envoie une région cubique sur sa catégorie
émincée ne préserve pas les éléments irréductibles.

Définition 3.5.2. On dit qu’une région cubique connexe X est un cylindre
st elle posséde un facteur irréductible de dimension 1, ce qui équivaut o ce
qu’elle admette pour facteur un intervalle.

Exemple 3.5.3. La région cubique X = [0, 1] x X3 est un cylindre.

Définition 3.5.4. Soit X une région cubique, on note X le plus grand fac-
teur de X sans facteur de dimension 1.

Proposition 3.5.5. Toute région cubique connexe X peut se décomposer en
X:XX(]1X"'XIk)
ot X nlest pas un cylindre et ot les facteurs I; sont des intervalles de R.

Démonstration. Il suffit de considérer la décomposition de X en facteurs
irréductibles. O

Proposition 3.5.6. Soit une région cubique X telle que Em(X) est connexe,
alors

Em(X) = Em(X) .
Démonstration. L’application qui associe a chaque région cubique sa catégorie
émincée est un morphisme de monoides qui envoie un intervalle sur I’élément
neutre du produit cartésien de catégories. 0J

Cette proposition justifie le fait de ne considérer que les régions cubiques
sans facteurs de dimension 1.

Remarque 3.5.7. Ceci nous indique également que les régions cubiques de
dimension 2 ne sont pas intéressantes en termes de factorisation, car si elles
se factorisent, les deux facteurs sont de dimension 1. La dimension 3 n’est pas
beaucoup mieux non plus, car au mieux on a un facteur de dimension 2 et un
facteur de dimension 1. La factorisation devient donc intéressante a partir
de la dimension 4; qu’il est malheureusement plus difficile de représenter
graphiquement.
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Probléeme de D’existence des morphismes unitaires

Les régions cubiques qui ne sont pas des cylindres vérifient la propriété
suivante :

Proposition 3.5.8. Soit X sans facteur de dimension 1 avec Em(X) connexe,
alors pour toute coordonnée i € [1 : n] il existe une fleche f € Em(X) telle
que 1 € Trace(f).

Démonstration. Soit ¢ une coordonnée, alors la partition P; donnant la par-
tition émincée contient au moins deux intervalles, sinon il y aurait un facteur
de dimension 1. Notons P; = {14, .., I;} cette partition. Il existe alors deux dés
C,D C X dont les i-eme projection different. En effet dans le cas contraire
il y a au plus un intervalle I; tel que II;(C) = I; avec C' C X un dé, et alors
I; sera facteur de X de dimension 1.

Soit x = G(C) et y = G(D) les objets de Em(X) correspondants. La
catégorie Em(X) est connexe. Il existe donc un chemin (zigzag) entre x et
y. Si toutes les fleches f; du zigzag sont telles que i ¢ Trace(f;), alors le
zigzag serait constant sur la coordonnée i, ce qui n’est pas possible, car il
relie deux cubes qui évoluent sur ¢. Ainsi il existe au moins une fleche f; telle
que ¢ € Trace(f;). O

Malheureusement, la propriété donnée par la proposition 3.5.8 ne suffit
pas a exclure toutes les pathologies. Voici un contre-exemple symptomatique
des subtilités liées aux morphismes diagonaux.

Exemple 3.5.9 (Contre-exemple au cas général). Considérons la région cu-
bique X de dimension 3, que I'on décrit par ses dés (voir figure 3.15). Elle est
incluse dans une grille 2 x 2 x 2. Le premier cube, qui correspond au point
(0,0,0) de la grille, est

c, = [0,1*.

A cet <étage> (i.e. 3eme coordonné a 0), il y a également le cube
Cy = ]1,2]x]1,2] x [0,1]

qui correspond au point (1,1,0) de la grille. De méme a «I’étage du des-
sus>» on a deux cubes C et Cy qui correspondent respectivement aux points
(1,0,1) et (1,1,1) de la grille. Ainsi il existe dans cette région deux mor-
phismes unitaires

(1,0,1) — (1,1,1) et (1,1,0) = (1,1,1)
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(a) La fleche diagonale entre le(b) Vu de derricre, on distingue

cube (0,0,0) et (1,0,1) est enla fin de la fleche diagonale

S (0,0,0) a (1,1,0), on voit
rouge. Elle passe sur I’aréte entre .
également les deux morphismes
les deux cubes blancs.

unitaires

FI1GURE 3.15 — Deux angles de vue différents. En blanc les cubes interdits.
Les fleches sont représentées par les lignes.

dont les traces respectives sont {2} et {3}. De plus on a les morphismes
non-unitaires de méme source

(0,0,0) = (1,0,1) et (0,0,0) — (1,1,0)

dont les traces respectives sont {1,3} et {1,2}. La catégorie émincée est
engendrée par ces quatre fleches. Ces dernieres forment en particulier un carré
commutatif et donc la catégorie émincée se factorise. Ce probleme vient de la
présence de morphisme de base co-initial dont les traces ne sont pas disjointes.
En termes d’exécution de programmes cela signifie que le processus associé
a la coordonnée 1 ne peut exécuter une instruction que simultanément avec
une instruction de 'un des deux autres processus.

Plan pour la suite

Ces contres-exemples nous montrent que le relevement d’une factorisation
de Em(X) en une factorisation de X n’est pas trivial. Nous allons néanmoins
montrer que si Em(X) est connexe et telle que deux morphismes de base
co-initiaux ou co-finaux ont des traces disjointes, alors toute factorisation
de Em(X) se releve en une factorisation de X. Nous procéderons en deux
étapes :

73



1. montrer que la factorisation de Em(X) induit une partition de 1'en-
semble des coordonnées [1 : n]

2. montrer que cette partition induit une factorisation de X.

La premiere étape est mise en défaut lorsque des traces de morphismes de
base co-initiaux ou co-finaux ne sont pas disjointes. La seconde reprend les
idées du chapitre 2, notamment celles qui relient la factorisation de X et les
cubes maximaux de son complémentaire.

3.5.2 Facteurs de Em(X) et partition des coordonnées
Lien entre trace et facteur

Soit X = Xy x -++ x X une région cubique de dimension n sans facteurs
de dimension 1. Nous avons deux notions semblables sur les morphismes f
de Em(X) :
— Pensemble Trace(f) C [1 : n] des coordonnées de R™ qui évoluent sous
l'action du morphisme f (définition 3.2.28)
— lensemble Factore, x..xc, (f) C [1 : k] des facteurs de la décomposition
de Em(X) sur lesquelles la projection de f n’est pas une identité.
On veut montrer que la factorisation de Em(X) correspond & une partition
de [1 : n]. Pour cela on veut associer a chaque facteur de Em/(X) un ensemble
de coordonnées qui correspond aux traces des fleches provenant de ce facteur.
Il faut alors montrer que deux facteurs distincts ont leurs ensembles de coor-
données associés disjoints. Soit ¢ un isomorphisme de catégories de Em(X)
sur C; X - -+ X Ci, un tel isomorphisme est par définition une factorisation de
Em(X).

Définition 3.5.10. On dit qu’un morphisme f € Em(X) provient de C; si
Factor(o(f)) = {i},
ce que l'on notera aussi f € II7H(C;).

Définition 3.5.11. On définit la trace d’un facteur C; comme la réunion des
traces des morphismes qui proviennent de ce facteur :

Trace(C;)) = U Trace(f) .

FE1(Cs)

Lemme 3.5.12. Supposons que f provient du facteur C;. Soit j € Trace(f)
alors il existe un morphisme de base g qui provient de C; tel que j € Trace(g).
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Démonstration. Il suffit de considérer une décomposition de f dans la base
de Em(X). Tous les éléments de cette décomposition proviennent de C; et
d’apres la proposition 3.2.30 la trace de I'un d’eux (au moins) contient j. [J

Définition 3.5.13. Pour tout dé C de X, on note
= {f € BEm(X)[sre(f) = C}
lensemble des fleches de base de Em(X) dont la source est C.

En rapport avec la définition 3.2.18 la remarque qui suit caractérise le
contact entre deux cubes adjacents.

Remarque 3.5.14. Etant donnés deux cubes adjacents C' et D avec C' < D,
on a un chemin dirigé sur X allant de C' vers D dont 'image est incluse dans
C' U D si et seulement si

pour tout ¢ € Trace(C — D) on a

sup(proj;(C')) € proj;(C)

ou

pour tout ¢ € Trace(C' — D) on a
inf(proj;(D)) € proj;(D)

Lemme 3.5.15. Soit C' un dé de X eti € [1 : n] tel que le cube D qui
succede a C' dans la direction i sur la grille est encore un dé de X. Alors la

fleche f: C — D est l'unique fleche de 8 telle que i € Trace(f).

Démonstration. Soit g : C — E € 8 une fleche adjacente telle que T'race(g)
contient ¢ et au moins un autre élément j. Pour montrer que ce n’est pas un
morphisme de base, il suffit de montrer qu’il existe un chemin dirigé sur X
allant de D a E (dans ce cas on aura un triangle dont tous les cotés sont
adjacents, il sera donc commutatif). On sait qu’il existe un chemin dirigé ~y
sur X allant de C' vers F.

Si I'image de v n’est pas incluse dans C'U E alors le chemin v visite
nécessairement un cube intermédiaire entre C' et F en conséquence de quoi
g n’est pas irréductible.

Sinon l'image de ce chemin est incluse dans C' U E. On veut montrer
Pexistence d’un morphisme h : D — FE. La réciproque de la remarque 3.5.14
nous affirme l'existence d’un chemin entre D et E (et donc d’une telle fleche
h) si pour tout i € Trace(D — E) on a soit sup(proj;(C)) = proj,(C) soit
inf(proj,(E)) = proj;,(E). De plus I'application de la méme remarque a g
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nous dit que pour tout i € Trace(g) on a soit sup(proj;(C)) = proj;(C) soit
inf(proj;(E)) = proj;(E). L’égalité Trace(D — E) = Trace(g) \ i permet
de conclure dans le cas inf(proj;(F)) = proj;(F). Dans lautre cas il suffit
de remarquer que pour j # i proj;(C) = proj;(D). O

Le lemme 3.5.15 suggere de se restreindre aux régions cubiques X ayant
la propriété suivante :

Définition 3.5.16. On dit que la base d’une région cubique est séparée
lorsque deux morphismes de base de la catégorie Em(X) qui sont co-initiaux
ou co-finaux ont leurs traces disjointes.

Cette propriété n’est en particulier pas satisfaite par la région cubique
de T'exemple 3.5.9. On va également supposer que la décomposition de X
n’admet pas de facteurs de dimension 1. Dans le reste de ce chapitre, on
suppose que la base de la région cubique X est séparée et que X n’a pas de
facteurs de dimension 1.

Définition 3.5.17. Soit f un morphisme de C, on dit que g est un translaté
de f si pour tout i € Factore, .. ¢, (f) on a proj;(f) = proji(g)

En particulier, un morphisme de base provient d’un unique facteur i et
peut alors se décomposer comme (idy,, ..., idy, |, proj;(f),idy, .., ids, ). Ses
translatés sont tous les morphismes (également de base) de la méme forme
avec les identités qui peuvent changer .

Proposition 3.5.18. Un morphisme de base de la catégorie Em(X) a la
meéme trace que n'tmporte lequel des ses translatés.

Démonstration. Puisque la catégorie Em(X) est connexe, on a un zigzag de
morphismes de base du produit

Cl><'-'><ck

joignant la source de ¢(h;) a celle de 7, et dont les facteurs des éléments sont
disjoints du facteur de ¢(h;). On résume ceci par le diagramme ci-dessous

ol rf

que 'on compléte pour obtenir le diagramme suivant

w1

_— = —

ou pour chaque carré on a :
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— les fleches horizontales (resp. verticales) ont le méme facteur,
— les projections de fleches horizontales (resp. vericales) sur leur facteurs
sont égales,
— les projections de fleches horizontales (resp. vericales) sur le complémentaire
de leurs facteurs sont des identités.
L’isomorphisme ¢ induit une bijection entre la base de la catégorie Em(X)
et celle du produit C; x --- x Cg. Donc le précédent diagramme est envoyé
par ¢~ ! sur le diagramme ci-dessous

0 e

dont chaque fleche est un morphisme de base de Em(X). Considérons I'un
des carrés du diagramme précédent.

D’apres la restriction sur les régions cubiques considérées, les traces des mor-
phismes h et f de ce carré, de méme que celle de h’' et f’, sont disjointes.
D’apres le lemme 3.2.30 et 1'égalité ffoh =h'o f on a

Trace(h') U Trace(f) = Trace(f') U Trace(h)

de sorte que si les traces de h et de f’ n’étaient pas disjointes, alors en
notant C' et D la source et le but de f’, et € 'unique élément de {0,1}" tel
que C'+ € = D, on aurait une cordonnée j pour laquelle proj,(e) = 2. Mais
dans ce cas f’ ne serait pas un morphisme de base. De la méme maniere on
montre que les traces des morphismes f et h’' sont disjointes. Il en résulte
que h et b’ ont la méme trace. Ol

Proposition 3.5.19. Soit f un morphisme de Em(X) provenant du facteur
C; et dont la trace contient i. Si h; est un morphisme de base dont la trace
contient i, alors h; provient aussi du facteur C;.

Démonstration. Le morphisme h; étant un morphisme de base, il provient
d’un certain facteur. D’apres le lemme 3.5.12 on peut supposer que f est un
morphisme de base. Supposons que les facteurs dont proviennent respective-
ment h; et f sont différents. On peut donc translater h; et f de maniere a
ce qu’ils aient la méme source. D’apres la proposition 3.5.18, les morphismes
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translatés ont la méme trace que les originaux et ce sont également des mor-
phismes de base. En appliquant a nouveau la restriction imposée aux régions
cubiques considérées, les traces de ces deux morphismes sont disjointes. [J

En écrivant que deux sont fleches paralleles lorsque leur traces sont iden-
tiques, la proposition 3.5.19 affirme que deux fleches paralleles dans Em(X)
sont dans le méme facteur.

Corollaire 3.5.20. Toute factorisation Em(X) = Cy X -+ X Cy induit une
partition des coordonnées [1 : n] dont les éléments sont les traces des fac-
teurs :

P = {Trace(C;) | jEL: K} .

Démonstration. Comme X n’a pas de facteur de dimension 1, pour chaque
i € [1 : n] il existe un morphisme de base dont la trace contient ¢. Si deux
éléments de ce recouvrement partagent un élément ¢, alors d’apres la pro-
position 3.5.19, les facteurs correspondants sont égaux, donc leurs traces
aussi. O

Définition 3.5.21. On note Pe, . ¢, (X) la partition de [1 : n| correspon-
dante auzx traces des facteurs Em(X).

L’hypothese de connexité sur Em(X) sera utilisée dans la section sui-
vante.

3.5.3 La partition P¢, ¢, (X) induit une factorisation

Nous allons montrer que la partition Pj...q(X) est plus fine que la parti-
tion Pe, ... ¢, (X) de la définition 3.5.21. Essentiellement, il s’agit de montrer
que pour toute région cubique irréductible de dimension au moins égale a
2 dont la base est séparée, si la catégorie Em(X) est connexe alors elle est
irréductible.

Un cas d’école

Considérons une région cubique de dimension deux X C R? et un cube
maximal C' du complémentaire de X dont le support est {1, 2}. Nous avons vu
au chapitre précédent que les coordonnées 1 et 2 sont alors liées par le cube C.
En particulier la région cubique X est irréductible. Cette situation est décrite
par la figure 3.16 dans le cas ou le complémentaire de X est réduit a C'. On
note alors que les deux fleches A — B et A — D forment un diagramme qu’il
est impossible de prolonger en un carré commutatif de la catégorie Em(X).
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D’apres le critere de séparation 3.3.7 ces deux fleches proviennent du méme
facteur de la catégorie Em(X) qui est donc aussi irréductible.

Plus généralement, on pourrait penser qu’il suffit, pour chaque cube maxi-
mal C' du complémentaire de X, de trouver deux fleches au voisinage de C
pour lesquelles on peut appliquer le critere 3.3.7. L’exemple 3.5.22 montre
que ce n’est pas le cas.

|

|

|

|
e — — — — -

FIGURE 3.16 — Région X, autour du trou les fleches de la catégorie émincée
ne peuvent pas former un carré commutatif

Exemple 3.5.22 (Contre-exemple en dimension trois). Considérons X =
R3\ (C; U Cy U C3) avec

Cy =[1,2)* x [-1,1]
Cy =R x {1} x [-1,1]
C3 =R x {2} x [-1,1]

I n’existe pas de paire de fleches de base co-initiales (ou co-finales), dont les
traces sont {1} et {2}, que 'on ne puisse pas refermer en un carré commutatif
par des fleches de base. Nous allons passer outre cette difficulté.

FIGURE 3.17 — Tranche selon ’hyperplan {z = 0} de 'exemple 3.5.22
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FIGURE 3.18 — En blanc les deux dés D et E, en noir un cube interdit
maximal, avec les témoins Fp et Fpr.

Configuration interdites des dés d’un régions cubiques

Définition 3.5.23. Soient deur dés D, E C X eti,j € [1:n] tels que pour
toute partition P = {Py, P} de [1:n| avec i € P, et j € Py il existe un cube
Fp C X¢ qui vérifie lp (Fp) = Ilp, (D) et p,(Fp) = llp,(E), on dira alors
que les cubes D et E sont en configuration interdite pour les coordonnées i
et j.

Exemple 3.5.24. En dimension 3, supposons que D = I} X Iy x I3 et F =
J1 X Jy x J3 sont des dés de X. Les partitions

P={{1},{2,3}} et P ={{1,3},{2}}

de I'ensemble [1 : 3] sont les seules qui séparent 1 et 2. Posons Fp = J; X [y x I3
et Fpr = Jy X Iy x J3. Si Fp et Fp sont inclus dans le complémentaire de X
(voir la figure 3.18) alors D et E sont en configuration interdite pour 1 et 2
puisque

Hl(Fp) = Hl(E) et H273(Fp) = Hg’g(D) y

et
H173(Fp/) = Hz’g(E) et HQ(FP/) = Hl(D) .

Les cubes maximaux induisent des configurations interdites.
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Proposition 3.5.25. Soit C' un cube maximal de X et i,j € supp(C) deux
coordonnées, alors il existe des dés de X dans une configuration interdite
pourt et j.

Démonstration. Soit Ch,e = K1 X ... X K, un cube interdit maximal tel que
K; #Ret K; # R. Alors il existe deux cubes D, ' C X avec D = I} x...x I,
et £ =J; x...x Jy, tel que I, C K, pour a # i et [; C Kf, de méme pour
E onaJ, C K, pour a # jet J; C K En dautres termes on peut
translater les cubes D, E dans les directions i et j respectivement de telle
sorte que le translaté soit dans le cube interdit, comme dans la figure 3.18.
L’existence de ces deux cubes résulte de la maximalité du cube C,,q: . Soit
alors une partition P = {Py, P,} telle que i € P, et j € Ps, et Fp tel que
le(F'p) = le(E) et HPQ(FP) = HPQ(D) Alors F'p Q Cmam- Il suffit de
regarder chaque coordonnée du cube. Soit [ € [1 : n], si [ € P; alors la
projection II;(Fp) = II;(F) = J, C Kj, car j ¢ P, de méme si |l € P, alors
II,(Fp) = I(D) = I, C K, car i ¢ P,. Donc quelle que soit la partition P
choisie on peut trouver un cube Fp interdit dont la projection sur P est égale
a la projection de E sur P, et la projection sur P, est égale a la projection
de F sur P;. O

Nous allons montrer que chaque configuration interdite est une obstruc-
tion a la factorisation de la catégorie Em(X). Autrement dit les morphismes
de Em(X) dont la trace contient i sont dans le méme facteur que ceux dont
la trace contient j.

Derniere étape

L’idée sous-jacente est assez simple. Supposons Em(X) = C; X Cy. Soit
alors deux objets x,y € Em(X), on peut les décomposer sur les facteurs en
x = (x1,22) et y = (y1,92). On peut alors considérer les points z = (x1, ys)
ou encore w = (y1,22). Ces quatre points existent dans la catégorie, car
on a supposé qu’il y avait factorisation. Aux points z,y correspondent un
déautorisé par la bijection entre les dés et les objets de la catégorie. Soit
C, =G () et C, = G (y) alors on peut décomposer ces cubes selon les
coordonnées de C; (ie Trace(Cy)) et celles de Cy. Pour simplifier on suppose
qu’a permutation pres les coordonnées sont séparées et on peut alors écrire
Cy = (Cy1,Cy2) de méme avec Cy = (Cy 1, Cy2). Sion considere maintenant
w avec Cyy = G Hw) = (Cy,1, Cyp o) alors on peut montrer que Cy, 1 = Cy 1 et
Cuw2 = Cy2. De fait si I'on considere trois cubes en configuration interdite,
alors si la catégorie se factorise cela impliquerait que les trois cubes sont des
objets donc des cubes autorisés d’ou la contradiction.

Cet argument en dimension deux est essentiellement le méme en dimension
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n. En effet, on démontre par I’absurde que si la catégorie factorise avec Py, P,
les coordonnées des deux facteurs, alors on utilise cette partition et le cube
interdit correspondant donné par la configuration interdite.

La premiere chose que nous allons montrer est que deux objets de la
catégorie qui ont une projection identique se relevent en deux cubes qui ont
une projection identique et réciproquement.

Lemme 3.5.26. Soient ¢ : Em(X) — Cy x Cy un isomorphisme et x,y €
C1 x Cy avec x = (x1,22) et y = (y1,y2) et soit P; = Trace(C;) C [1: n] les
coordonnées de chacun des facteurs. Notons Cp, = ¢~ *(x) et Cy = ¢~ (y) les
dés correspondant a x ety, alors pour i € {1,2} on a

(@i =w) < Tp(C) =1Ip(Cy) .

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer (& permutation
pres) que P, = {1,...,1} et P, = {l + 1,...,n}. Nous pouvons alors écrire
Cy = (Cy1,Ch2) et Cy = (Cy 1, Cy 2). Nous voulons alors montrer que zo = 3
implique C, o = C} 2 et réciproquement.

Puisque la catégorie est connexe, alors C; et Co aussi. Ainsi il existe un
zigzag (definition3.2.1) entre deux points quelconques de C; de méme qu’entre
deux points quelconques de Cy. Soit f; un zigzag de C; entre x; et y; comme
ci-dessous :

D’apres la proposition 3.5.19 on peut le relever en un zigzag de Em(X) de
la forme dont les traces des fleches sont contenues dans P;.

(f1,idas) (f2)idey) (fa—1,iday )
x = (x1, x2f1<—2> (22, x2) i ~— (xy_1,2) <1—>2(y1,x2)
T S
C, Cy Ch_1 C,

Ainsi, sur le diagramme précédent, les projections sur P, des cubes C; sont
égales, autrement dit Ilp, (C,) = p,(Cy).

Réciproquement, supposons Ip,(C,) = IIp,(C,). Par un raisonnement
analogue on obtient un zigzag dans Cy entre (y1,x2) et (y1,y2).

flecheseCy flecheseCa

r = (21, 22) (Y1, 22) (Y1,92) =y

e

Ca: = (Cac,lv Ca:,Q) Cn = (Cn,lv Cn,Q) Cy = (Cy,la Cy,Z)
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Pour passer de z & (y, x2) les fleches sont de la forme (f;, id) et donc les pro-
jections sur P, des extrémités des morphismes ¢~1(f,id) sont toutes égales.
La méme remarque s’applique lorsque I'on considere un zigzag entre y et
(y1,@2). Ainsi on a Cy o = Cy 2 et Cy et C,,. Donc C,, = (Cy 1, Cy2) = C, car
par hypothese on a Ilp,(C,) = Ilp,(C,). Puis ¢(C,) = (y1,22) = ¢(Cy) =
(y1,y2) et donc zy = ys. O

Proposition 3.5.27. Soit Em(X) =C; x -+ x Cy et soient deuzr dés D, E
en configuration interdite pour i et j, alors i et j sont dans le méme bloc de
la partition Pe, .. ¢, (X).

Démonstration. Soient Em(X) = Cy X Ca, et P, = Trace(C;) les coordonnées
des facteurs (cf corollaire 3.5.20). Soit deux dés D, E en configuration in-
terdite pour i et j (cf définition 3.5.23). On suppose que i € Py et j € P,.
La configuration interdite nous donne alors un cube interdit F' (pour P,
Py) vérifiant Ilp (F) = Ilp, (E) et IIp,(F) = Ip, (D). On peut appliquer le
lemme 3.5.26 aux couples D, F et E,F. On note ¢(D) = x = (x1,22) et
&(F) =y = (y1,y2). En particulier on peut former l'objet z = (y;,x2) du
produit C; x Cy et poser Z = ¢~ !(z). D’apres le lemme 3.5.26 on a alors
Ip (Z) =1p (E) et lIp,(Z) =1p,(D) car z = (y1,x2). Ainsi Z = F et donc
Z est un cube interdit d’olt une contradiction. O

On en déduit le résultat attendu :

Corollaire 3.5.28. La partition Pe,
région cubique X.

¢, (X) induit une factorisation de la

-----

Démonstration. Sii et j sont dans le support d’un méme cube interdit maxi-
mal, alors d’apres la proposition 3.5.25 on a une configuration interdite pour
1 et j. D’apres la proposition 3.5.27 ¢ et j sont dans le méme bloc de la parti-
77777 ¢, (X), qui par construction de la partition Piyeqd, st plus grossiere
que cette derniere. Ol

Nous venons ainsi de montrer que sous certaines hypotheses, I'irréductibilité
de la région cubique X implique celle de la catégorie Em(X) (corollaire
3.5.28) et nous savions déja (cf proposition 3.4.1) que la construction X
Em(X) est un morphisme de monoides.

Théoréme 3.5.29 (Equivalence de factorisation). i X est une région cu-
bique sans facteur de dimension 1 et telle que la catégorie Em(X) est connexe
et dont la base est séparée (cf. définition 3.5.16), alors la décomposition en
facteurs irréductibles de la catégorie Em(X) est donnée par

Em(Xy) x -+ x Em(Xy)
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ot X1, ..., Xy sont les facteurs de la décomposition en éléments irréductibles
de la région cubique X .

Conclusion et perspectives

II a été démontré [37] que la catégorie des composantes d'un produit de
région cubique est le produit des catégories des composantes des facteurs. Le
probleme a l'origine de ce chapitre est de définir des classes de régions cu-
biques pour lesquelles la décomposition de la catégorie des composantes est
déduite de celle de la région cubique. Les difficultés techniques liées a cette
question ont conduit & introduire la catégorie Em((X)) comme une approxi-
mation intermédiaire qui bénéficie d’une présentation facile a appréhender.
Ce faisant, nous avons trouvé un critere (cf définition 3.5.16) sous lequel la
décomposition en facteurs irréductibles de Em(X) est issue de celle de X.
Néanmoins ce critere n’est pas optimal. Il est par exemple facile de modifier
la région cubique de la figure 3.15, en ajoutant un cube flottant interdit qui
empecherait la factorisation de la catégorie.

En outre, nous n’avons pas fait le lien entre la catégorie fondamentale
d’une région cubique X et la catégorie Em(X) bien que la derniere ait été
inspirée de la premiere.

Les arguments utilisé ici ne sont pas immédiatement généralisables a
la catégorie des composantes, notamment car les composantes ne sont pas
nécéssairement des cubes.
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Chapitre 4

Produit tensoriel de régions
cubiques

4.1 Introduction

Quelques motivations pratiques

Les modeles géométriques des programmes PV sont des régions cubiques.
A partir de ces modeles on est capable, par exemple, de déterminer les traces
maximales d’un programme PV [20] ou les bassins d’attraction d’un interblo-
cage (voir la zone rougie sur la figure 1.2). On cherche donc des algorithmes
permettant d’effectuer efficacement toutes les opérations élémentaires sur
les régions cubiques. Dans ce chapitre nous allons nous focaliser sur les
opérations booléennes, c’est-a-dire sur la réunion et sur le complémentaire
de régions cubiques. Concretement, apres avoir précisé la notion de produit
tensoriel d’algebres de Boole, nous démontrerons que celle des régions cu-
biques de dimension n > 2 est le produit tensoriel de n copies de 'algebre
de Boole des régions cubiques de dimension 1, autrement dit celle des unions
finies d’intervalles de R.

Plan du chapitre

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous discutons informellement de
ce que devrait étre une <bonnes notion de produit tensoriel d’algebres de
Boole. Les deux sections suivantes définissent et étudient le produit tensoriel
dans des catégories liées a diverses théories algébriques parmi lesquelles on
trouve la théorie des algebres de Boole. Le premier résultat important est la
proposition 4.3.3 qui établit que le produit tensoriel de deux algebres de Boole
dans la catégorie des demi-treillis avec zéro (SLatg) est encore une algebre
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de Boole. Des lors, on écrira <produit tensoriel d’algebres de Booles sans
préciser dans quelle catégorie. Dans la derniere section, nous revenons aux
régions cubiques et nous montrons qu’un produit tensoriel d’algebres de Boole
de région cubiques est encore une telle algebre de Boole. On utilise pour cela
la partition émincée d’un recouvrement cubique que ’on a définie au chapitre
précédent.

Travaux antérieurs

Les produits tensoriels de demi-treillis et de treillis distributifs ont fait
I'objet de nombreux articles dans les années soixante-dix [2, 25, 26, 27, 35,
49]. Il semble que la principale motivation de ces divers travaux ait été le
produit tensoriel de treillis de congruences et qu’en raison de cela, I’extension
aux algebres de Boole n’ait pas été étudiée. Ainsi, la proposition 4.3.3 peut-
étre vue comme le prolongement de 1’étude du produit tensoriel de treillis
distributifs menée par Fraser [25] dont le principal résultat (ici théoréeme
4.3.2) constitue la pierre angulaire de la démonstration. L’application de ce
résultat aux régions cubiques est nouvelle, mais elle n’est pas sans rappeler
le produit de tribus (ou o-algebres). On a ainsi une analogie entre la sous-
algebre de Boole engendrée par les pavés de R™ et sa tribu borélienne.

4.2 Produit tensoriel de modeéles d’une théorie
algébrique

Le produit tensoriel d’espaces vectoriels est le cas particulier d’une construc-
tion qui s’applique & n’importe quelle classe de modeles d’une théorie algébrique.

On empreinte ici la terminologie utilisée dans le troisieme chapitre de
[8]. Une signature est une application @ d’'un ensemble €2 vers N. Chaque
élément w € 2 peut-étre considéré comme un opérateur et a(w) comme
son arité, c’est-a-dire le nombre d’arguments de w. Une interprétation d’une
signature est un ensemble X accompagné d'une application wy : X — X
pour chaque w € Q. Etant données deux interprétations X et Y d’une méme
signature, un morphisme d’interprétations de X vers Y est une application
[+ X =Y telle que pour tout opérateur w € Q et pour tous (z1,. .., Zaw)) €
X« on a I'égalité ci-dessous :

flox(@y, . Taw)) = wy(f(@), o f(Taw))-

Une théorie algébrique T est une signature avec une collection d’axiomes de
la forme suivante

V...V, O(xy,...,x,) = V(zy,...,2,)
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ou ® et ¥ sont des termes construits sur les opérateurs de 2 et dont les
variables libres sont prises dans l’ensemble {zi,...,z,}. Un modéle d'une
théorie est une interprétation de sa signature qui satisfait tous ses axiomes.
Un morphisme de modeles n’est quun morphisme d’interprétations entre
modeles de la théorie. Les modeles d'une théorie algébrique T et leurs mor-
phismes forment une catégorie complete et cocomplete, qui s’accompagne
naturellement d’un foncteur d’oubli vers Set (voir [8, Theorem 3.4.5, p.138]).

La notion générale correspondant aux applications bilinéaires est celle
de bimorphisme. La plupart des objets mathématiques étudiés en algebre
e.g. semigroupes, monoides, groupes, anneaux, modules, algebres, et toutes
leurs variantes commutatives et/ou unitaires sont les modeles de quelque
théorie algébrique. Nous allons noter C la catégorie des modeles d’une théorie
algébrique fixée. Dans la suite, nous ne considérerons que des catégories de
cette nature.

Définition 4.2.1 (bimorphismes). Soient A, B, et X trois objets de C. Un
bimorphisme f est une application de Ax B dans X telle que pour tout a € A
et pour tout b € B les applications f(a,_) : B — X et f(_,b) — X sont des
morphismes.

Définition 4.2.2 (produit tensoriel). Un bimorphisme i : A x B — X est
un produit tensoriel de A et B si pour tout objet Z € C et tout bimorphisme
f 1 AX B — Z il existe un unique morphisme h : X — Z tel que f = ho1i.

Ax B-4 s X

N

Z

Le produit tensoriel est unique a isomorphisme pres, on le note A @c B ou
plus tacitement A ® B lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible. L’application
1 nest en général pas surjective, mais son image génere A® B. Les éléments
de l'image de lapplication i, que 'on note i(a,b) = a ® b, sont généralement
appelés tenseurs purs.

Proposition 4.2.3 ([8]). Le produit tensoriel de deux modéles d’une méme

théorie algébrique est bien défini.

4.2.1 Le cas des algebres de Boole

La théorie des algebres de Boole est algébrique comme le montre la
définition 4.2.4. La catégorie des modeles de cette théorie, autrement dit
la catégorie des algebres de Boole, est notée Bool.
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Définition 4.2.4. Une algébre de Boole est un ensemble A muni de deux
opérations binaires V' (appelé “join”) et N (appelé “meet”), d’un opérateur
unaire (.)¢ appelé complémentaire et de deux éléments 0 et 1 (appelé “bottom”
et “top” ou encore plus petit et plus grand éléments) tel que pour tout a,b,c €
A les axiomes suivants sont satisfaits :

— Associativité : aV (bV c) = (aV b) V¢, de méme avec N

— Commutativité : a N b=0>bV a, de méme avec N\

—aV(aAnb)=aetaN(aVd)=a

—aV0=aetaNl=a

— Distributivité : aV (bAc) = (aVb)A(aVc) et inversement

—aVa*=1letaNha®=0.

On parlera d’algebre de Boole triviale ou dégénérée quand O = 1. Un mor-
phisme de la catégorie des algebres de Boole est une application f : A — B
ou A et B sont deuzx algébres de Boole telle que :

— f(aVAb) f(a)vef(b)

flanab) = f(a)Apf(b)
f(la) =13
f(04) =0p .

Dans la définition 4.2.4 on ne spécifie pas qu’un morphisme d’algebre de
Boole préserve le complémentaire, c’est en fait une conséquence des quatre
axiomes imposés. En d’autres termes, la catégorie des algebres de Boole est
une sous-catégorie pleine de celle des treillis distributifs bornés.

Par définition, calculer le produit tensoriel des algebres de Boole A et B
implique de déterminer quels sont les bimorphismes f définis sur A x B. En
notant C' le codomaine d’un tel f on a :

f(04,0) = 0¢
f(1a,0) =1¢
f(a,05) =0c
fla,1p) = 1¢

pour tout a € A et tout b € B. On en déduit, en posant a = 04 et b = 1p,
que Oc = f(04,1) = 1¢. Ainsi, le produit tensoriel de deux algebres de
Boole dans la catégorie des algebres de Boole est dégénéré.

4.2.2 Extensions de la théorie des demi-treillis

La section 4.2.1 montre que la construction décrite dans la définition
4.2.2 appliquée directement aux algebres de Boole est sans intérét. On peut
cependant remarquer que les égalités suivantes

(CLl U CLQ) X bl = (a1 X bl) U (CLQ X bl)
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(CL1 N a2) X bl = (a1 X bl) N (CLQ X bl)
Dxb=0

sont satisfaites pour tous a; C R™ et b; € R™ ou i € {1,2}. En notant
Pow(R"™) I’ensemble des sous-parties de R, ces égalités suggerent que les pro-
duits a x b pour a € Pow(R") et b € Pow(R™) sont les tenseurs purs d’un pro-
duit tensoriel de treillis distributifs avec zéro. La définition de (demi)treillis
sur laquelle nous nous appuyons correspond a celle donnée dans la plupart
des références sur le sujet [5, 6, 7, 9, 17, 28, 48] mais pas toutes [40, 50].

Un semi-groupe est un ensemble X muni d’une loi associative V. Un
élément ¢ € X est dit neutre ou zéro quand les applications e V _et _V e
sont des identités. Il existe au plus un tel élément dans un semi-groupe. Un
monoide est un semi-groupe avec un élément neutre. Un semi-groupe/monoide
est dit idempotent si xVx = x pour tout x € X. Un demi-treillis est un semi-
groupe commutatif idempotent, et un demi-treillis avec zéro est un monoide
commutatif idempotent. Tout demi-treillis induit un ordre partiel sur X en
écrivant z Cy y quand x V y = y. Réciproquement, un ordre partiel sur X
dont les paires possedent une borne supérieure induit un demi-treillis. Un
treillis est un couple V, A de demi-treillis tels que Co=C, ce qui est le cas
si et seulement si les lois d’absorptions

zV(zAy)=z=xV(rAy)

sont vérifiées pour tout z,y € X. Un treillis avec deux constantes 0 et 1 telles
que
OvVve=x=zAl1

pour tout x € X est dit borné, il est dit dégénéré quand 0 = 1. Un treillis
est dit distributif lorsque I’égalité

xAyVz)=(@Ay)V(rAz)
est satisfaite pour tous x,y, z. Dans ce cas on a également [5]
xVynz)=(xVy A(xVz).

Des lors, on peut définir une algébre de Boole comme un treillis distributif
borné avec un complément, c’est-a-dire une involution x € X — z¢ € X telle
que zVx° =0 and x A z¢ =1 pour tout x € X, ou 0 et 1 sont les éléments
neutres de V et A. Les célebres lois de De Morgan

(aVb)*=a®Nb°
(@Nb)*=a’Vb°
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‘ Structure ‘ Signature ‘ Axiomes ‘ Catégorie

demi-treillis \Y, semi-groupe commutatif idempotent | SLat
demi-treillis avec zéro | V, 0 monoide commutatif idempotent SLatg
treillis V, A deux demi-treillis avec CA=C" Lat
treillis distributif V, A treillis t.q. A distributif sur Vv DLat
treillis borné Vv, A, 0,1 treillis avec minimum et maximum | BLat
algebre de Boole V, 0, A, 1, ¢ | treillis distributif avec complément | Boole

FI1GURE 4.1 — Divers affaiblissements de la théorie des algebres de Boole

FIGURE 4.2 — Les diagrammes de Hasse de B; et By

affirment donc que cette involution est un isomorphisme de monoides com-
mutatifs entre (M,V,0) et (M, A,1). Toutes les structures précédemment
évoquées sont clairement des modeles de théories algébriques que 1’on récapitule
dans le tableau ci-dessous.

4.3 Produit tensoriel d’algebres de Boole dans
différentes extensions de la catégorie des
algebres de Boole

Remarquons que lorsque ’on affaiblit les axiomes d’une théorie algébrique,
on étend la catégorie de ses modeles. De ce point du vue, les théories algébriques
décrites dans la section précédente sont des affaiblissements de la théorie
des algebres de Boole, et donc des extensions de la catégorie Boole. Etant
données deux algebres de Boole A et B, on peut des lors s’intéresser aux
produits tensoriels i(A) ® ¢(B) ou i est le foncteur d’inclusion de la catégorie
Boole dans 'une de ses extensions. Dans la suite, on notera B; et B, les
algebres de Boole des sous-parties du singleton {0} et de la paire {0, 1} dont
les diagrammes de Hasse correspondants sont représentés sur la figure 4.2.
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Vv 0=0®0|a=1®0|b=0®1|1=1®1|aVd
0 0 a b 1 aVb
a a a aVb 1 aVb
b b aVb b 1 aVb
1 1 1 1 1 1

aVb|laVb aVb aVb 1 aVb

FIGURE 4.3 — Table de I'opérateur V du demi-treillis B; ®spat B1

4.3.1 Dans la catégorie des demi-treillis

En spécialisant la définition 4.2.2 a la catégorie des demi-treillis, on vérifie
assez facilement que le produit tensoriel de deux demi-treillis A et B est le
quotient du demi-treillis des sous-parties non vides de I’ensemble A x B munie
de la réunion binaire, par la congruence ~ engendrée par les relations

{(a\/b’ C)} ~ {(aa C))(b7c>}
{(CL,C\/d)} ~ {(a, C)ﬂ(avd)}

oua,be Aetc de B. Nous allons maintenant calculer le produit tensoriel
By ® By dans la catégorie SLat. Il y a quatre tenseurs purs que I'on notera
0,a,bet1:

0=0®0
a=1®0
b=0®1
1=1®1

En vertu de la description du produit tensoriel dans SLat que nous avons
donnée au début de cette section, on peut dresser la table de I'opérateur V
du demi-treillis By ® By (voir la figure 4.3). Détaillons le calcul de 1V 0 :

IVO=1®1Vv0®0
=(1®1Vvi®l)Vvi®0
=1®1VvV(0®1Vv0i®O0)
=1®1vi®l
=1®1

Notons S le demi-treillis dont le diagramme de Hasse est représenté a gauche
sur figure 4.4. Nous voulons montrer que ce demi-treillis est le produit ten-
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FIGURE 4.4 — Les demi-treillis By ®srat B1 et Bs

soriel de deux copies de B; dans SLat, c’est-a-dire que S vérifie la propriété
universelle qui caractérise le produit tensoriel. Remarquons déja que les seuls
tenseurs purs incomparables de By ® By sont a et b. Nous sommes donc face
a l'alternative suivante : soit a Vb = 1 auquel cas le produit tensoriel B; ® B;
est By, soit a Vb # 1 et dans ce cas il est isomorphe & S. Or attribution
des étiquettes aux éléments de S et a ceux de By sur la figure 4.4 définit
deux bimorphismes f : By x By — By et g : By x By — S. Cependant, la
seule application h : By — S telle que ¢ = h o f n’est pas un morphisme
de demi-treillis puisque h(a V b) = 1. Le produit tensoriel B; ® B; est donc
isomorphe au demi-treillis S et ce n’est pas une algebre de Boole pour des
raisons de cardinalité (les algebres de Boole finie ayant pour cardinal une
puissance de deux).

4.3.2 Dans la catégorie des demi-treillis avec zéro

Notons B,, I'algebre de Boole des régions cubiques de dimension n. Pour
que By soit le produit tensoriel de deux copies de By, il faut que le tenseur
pur a ® b corresponde au rectangle a x b pour tous intervalles a et b de R, .
En particulier, si 'un des intervalles a ou b est vide, le rectangle a x b devrait
I’étre aussi, autrement dit le tenseur pur a ® b devrait étre nul. Or ce n’est
pas le cas lorsque 'on considere le produit tensoriel dans la catégorie SLat.
Il est donc naturel de s’intéresser au produit tensoriel dans la catégorie des
demi-treillis avec zéro, notée SLatg, puisque 'on a alors par définition

a®0 = 0 = 0®5b.
L’algebre de Boole B; est I’élément neutre pour le produit tensoriel ®gpat,-
Proposition 4.3.1. Pour toute algebre de Boole A, on a A® B; = A.
Démonstration. En effet, tout tenseur pur de A ® B; est soit de la forme

a ® 1, soit de la forme a ® 0. Or on a a ® 0 = 0 = 0 ® a pour tout a € A.
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On remarque alors que les tenseurs purs a ® 1 forment une algebre de Boole
isomorphe & A car a; ® 1 Vas ® 1 = (a1 V az) ® 1. O

Le résultat qui suit est la clé du reste de ce chapitre.

Théoreme 4.3.2 (Fraser [25, 26]). Le produit tensoriel de deuz treillis dis-
tributifs (DLat) dans SLatg est encore un treillis distributif. Et on a

i J 1,7

Théoréme 4.3.3. Le produit tensoriel de deuz algébres de Boole dans SLatg
est encore une algébre de Boole. De plus, deux représentants de ce produit
tensoriel sont isomorphes en tant qu’algeébres de Boole.

Démonstration. Notons C' le produit tensoriel dans SLatg de deux algebres
de Boole A et B. Nous allons montrer que C' est une algebre de Boole. D’apres
le théoreme 4.3.2 nous savons déja que C' est un treillis distributif avec zéro
et que l'on a la loi d’échange

(a3 @b)A(aa®by) = (a1 Aag) ® (by Abg) (4.1)

ou ay, s € Aet bhbg € B.

Unité et zéro. Notons 14 et 1p les unités des algebres de Boole A et B.
Nous allons vérifier que 14 ® 1g est I'unité de A ® B. Il faut montrer que
pourtout r € AQ Bonaly®1pgVer=1,® 1get 14,®1g Ax = x. Dans
un premier temps, nous prouvons cette propriété pour les tenseurs purs.

(la®@1lp)A(a®b)=(1a®1) A ((1aAa)@Db)
=(1a®15)A(14®b) A (a®D)
= (1a® (1 Ab)) Ala®b)
=1,®bANa®b

Ia®1pVa®b=(1aVa)®1pVa®b
=14®1pVa®lpgVa®b
=1,®1gVa® (1 VDh)
=1,®1gVa®lpg
=(1aVa)®1p
=1,®1p
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Des calculs similaires montrent les égalité suivantes :
04, ®0Va®b=a®b

04®0Na®@b=0,R0p .

Tout élément de C' peut s’écrire 1V - - - Vi, pour une famille finie de tenseurs
purs tq,...,t,. L'opérateur V étant associatif, nous en déduisons que les deux
égalités ci-dessous sont vérifiées pour tout élément x de C.

1A®1B\/$=1A®1B

0,®0Vr=x

D’apres I'égalité 4.1 et la distributivité de 'opérateur A sur 'opérateur
V, les égalités ci-dessous sont également valables pour tout élément x de C'.

lalgAhz =2

0,0 AN =0,40p

Le treillis distributif C' admet donc un zéro Oagp et une unité 1445 respec-
tivement donnés par les tenseurs purs 04 ® Og et 14 ® 1.
Complémentaire d’un tenseur pur. Comme précédemment on écrit 1 et
0 au lieu de 14 ® 1 et 04 ® Og. On propose I'écriture suivante comme
complémentaire :
(a®b)’=(14®0)V (a°® 1p).

Vérifions en premier lieu que la formule donnée pour les tenseurs élémentaires
vérifie bien les deux égalités du complémentaire.
On introduit la notation

v o= (1ab)V(e“®1p) = (aVa)Rb® V a®® (bVb)
v vt
A B

On développe le terme de droite pour obtenir I’égalité

Yy o= a®b°Va RV a®Rb Va0

a’®lp

On vérifie que a®@ bV -y =1

a@bVy=(a®@bVa®b) V a“®@1p V a°® b
=(a®lp V a°®1p) V a°®b°
>(CL\/CLC)®1B

=14®1p.
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On vérifie que a ® b A v = 0 : de la distributivité de 'opérateur A sur
Iopérateur V on déduit 1’égalité ci-dessous

a®bAy = (a®bANa®b) V (a®@bANa“®1p) V (a@bAa®®b°) .

En appliquant la loi d’échange (égalité 4.1) on regroupe alors les tenseurs
purs pour conclure :

a@bAvy=(aNa@bAND) V (aNa®@bA1g) V (aNa®®@bAD)
=a®0 VvV 0®b VvV 0®0
=0.

C’est le seul passage de la preuve qui nécessite la relation a®0p = 0 = 04 ®b.
Par définition on a donc (a ® b)° = +.
Complémentaire. On développe 'expression

(\n/ai@)bi) \ (/K(a;@lBVlA@b;)) (4.2)

pour obtenir 'expression

/\ a;®1pV1a®0b5V (\/%‘@bi)
j=1

i=1

> aS®@lp V 14®bS V a;®b;
Or aj R1IpVI1IA® b;? est le complémentaire du tenseur pur a; ® b; et donc
a§®13\/1A®b§\/aj®bj:1A®lB .
Donc 'expression 4.2 se réduit a 14® 15. De méme on développe 'expression
n n
(\/ a; ® bi> A ( N@@isviye b;)) (4.3)
i=1 j=1

pour obtenir I'expression

\/ a; @ by A (/\aj@lelA@pbj)
=1

j=1

J/

< a;®b; V (l,{;@lB \Y 1A®b§
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Or on a vu que

Donc P'expression 4.3 se réduit a 0 et on a prouvé la premiere partie du
théoreme. Supposons que C) et Cy soient deux représentants du produit
tensoriel des algebres de Boole A et B dans SLaty. D’apres la propriété
universelle qui caractérise le produit tensoriel, on a un unique isomorphisme
m : C; — Cy tel que pour tout a € A et tout b € Bon am(a®,b) = a®qb ol
a®; b désigne un tenseur pur dans C;. Nous savons donc déja que m envoie le
zéro et I'unité de C sur le zéro et 'unité de Cs. En vertu de la loi d’échange
(égalité 4.1) et d’apres la définition du morphisme m nous avons

ma®1b A d @ b)=m(aNd @ bAY)
=alhd ®; bAY
=a®b N d @0 .

Nous venons de montrer que si ¢ et ¢ sont deux tenseurs purs de C; alors
on a l'égalité m(t At') = ¢t At'. On I'étend a tous les éléments de C) par
distributivité de I'opérateur A sur 'opérateur V. L’application m est donc un
morphisme d’algebres de Boole. Ol

4.4 Application aux régions cubiques

On rappelle que pour n € N P'algebre de Boole des région cubiques de
dimension n est désignée par Br-. Nous sommes désormais en mesure d’ex-
primer I'algebre de Boole Br~ en fonction de Bg, et ainsi d’aboutir a ’objectif
que nous nous étions fixé au début de ce chapitre.

Théoréeme 4.4.1. L’algebre de Boole Br ®grat, Br €st isomorphe a Bge.

Démonstration. Soit i : Bg x Bgr — Bgz 'application qui a un couple (a, b)
ou a et b sont des réunions finies d’intervalles associe le produit cartésien
a X b. Nous allons montrer que celle ci satisfait la propriété universelle qui
caractérise le produit tensoriel. Soit X € SLatg et f : Bg X Bg — X un
bimorphisme de SLatg. On souhaite trouver un morphisme de demi-treillis
h: Bryxr — X tel que le diagramme commute :

Br x BRCi—> Brxr

f |
I h
\v

X
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Un tel produit est une région cubique de dimension 2 puisqu’il admet un
nombre fini de composantes connexes et que toutes sont des rectangles. Si un
tel h existe, il doit en particulier satisfaire 1'égalité h(a x b) = f(a,b) pour
chaque rectangle a x b. Puisque chaque élément X € Bgryr admet recouvre-
ment cubique fini F, on voudrait poser

Mx) =\ )

(axb)eF

Encore faut-il montrer que la valeur du terme de droite ne dépend pas du
choix du recouvrement de X. Admettons provisoirement que ce soit le cas.
Par définition h(()) est la borne supérieure de la famille vide, donc le plus
petit élément de X . Par construction A est un morphisme car I'union de deux
recouvrement donne un recouvrement de I'union. Ol

L’application h est bien définie

On détaille ici un exemple qui illustre la construction qui va nous per-
mettre de montrer que h est bien définie. Sur la figure 4.5, on représente une
région cubique X (en haut) ainsi que deux de ses recouvrements cubiques
(a gauche et a droite) respectivement notés Fi et Fy. Le premier est le re-
couvrement cubique maximal de X, il comprend trois rectangles (deux sont
hachurés, le troisieme colorié en bleu) et un carré blanc. Le second est quel-
conque, il est composé de deux rectangles blancs et de cing carrés distingués
par la couleur (rouge) et les motifs (hachures, points, étoiles) utilisés pour
les remplir.

Définition 4.4.2. Etant donnés deuz recouvrements cubiques finis F' et F
d’une région cubique X, on dit que F' est un raffinement de F lorsque tout
élément de F' est inclus dans un élément de F. Le raffinement F' est dit
cartésien lorsque pour tout élément C € F, il existe deux familles finies
d’intervalles {Iy,...,In} et {J1,...,  Ju} telles que

N M
C = UUIZXJ]
i=1j=1

et I; x I; € F' pour touti e {1,...,N} et je{l,...,M}.

En bas de la figure 4.5 on trouve une partition F3 de X qui de surcroit est
un raffinement cartésien commun a J; et Fy. Le résultat qui suit a motivé
la définition 4.4.2.
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FIGURE 4.5 — Deux recouvrements d’une méme région cubique et une
<bonne> partition commune.
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Lemme 4.4.3. Si le recouvrement cubique F' est un raffinement du recou-
vrement cubique F d’une méme région cubique X, alors

Ve <\ Fo).

CeF CeF’
Si de plus c’est un raffinement cartésien, alors on a égalité.

Démonstration. Si le rectangle C' est inclus dans le rectangle C' alors on a
f(C") C f(C) car f est un bimorphisme. On en déduit que

\V fey c \/ ro).

C'eF’ CeF

De plus, pour un élément C' et deux familles d’intervalles comme dans la
définition 4.4.2 on a

er-r (UnUs)

M
j=1

f(llv J]) )

|
<=

@
Il
MR

s
Il

—
<
Il

—

I
<=
<=

d’on I’égalité attendue. Ol

Fin de la preuve du théoréme 4.4.1

Pour conclure, il suffit donc de montrer que deux recouvrements cubiques
flI{Al,...,AN} and fQZ{Bl,...,BM}

d’une région cubique donnée X ont un raffinement cartésien commun. Pour
chacune des coordonnées d € {1,2} on définit sur R une application ¢q4
a valeur dans {0, 1}¥*M qui indique si le réel ¢ appartient & la projection
proj,(Ax) (resp. proj,(By)) pour chacun des indices k € {1,..., N} (resp. k €
{1,..., M}). Autrement dit pour tout k € {1,..., N}, on a proj,(¢a(t)) =1
si et seulement si ¢t € proj,(Ax); et pour tout k € {N+1,...,N+ M}, on a
proj.(¢a(t)) =1 si et seulement si ¢ € proj,(By_n).

Etant donné w un mot de longueur N+ M sur {0, 1}, I'ensemble ¢! ({w})
est donc l'intersection de N+ M sous-parties de R dont chacune est la réunion
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FIGURE 4.6 — Découpage horizontal

d’au plus deux intervalles. Cet ensemble admet donc un nombre fini de com-
posantes connexes.

On définit alors P; comme la collection des composantes connexes des
sous-parties de R de la forme ¢;'({w}) pour w parcourant ensemble des
mots de longueur N + M sur {0,1}. Pour k € {1,...,N} et d € {1,2}, en
notant

PE = {IxJ|Ie€Py, JEP,, etproj,(¢i(l)) = proju(¢a(J)) =1}

on a ’égalité suivante pour tout A, € Fj :

A4 = | c.

Ccepk)

De méme pour k € {1,..., M} et B, € F» en posant pour d € {1, 2} :
PEN) = {IxJ |1 €Pi, JEPa, et projuyn(d1(l)) = projun(d2(J)) =1} .
On a

B, = U c.
Cepk+N)
La collection
Fz = {IxJ‘IEPl,JEPQ,etIXJQX}

est donc un raffinement cartésien commun a F; et Fo ce qui acheve la
démonstration. Les figures 4.6 et 4.7 illustrent la construction des collections
d’intervalles P; et Ps.

Conclusion et perspectives

En définissant Bx comme 'algebre de Boole des régions cubiques conte-
nues dans une région cubique X, on montre que pour toutes régions cubiques
Xiet Xo,0n a

Bx,xx, = Bx, ®Bx, .
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FIGURE 4.7 — Découpage vertical
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11 suffit pour cela de recopier la preuve du théoreme 4.4.1. A quelques adap-
tations anecdotiques pres, on peut encore généraliser ces résultats en rem-
plagant la droite réelle R par la réalisation géométrique |G| d'un graphe fini
G. Plus précisément, lorsque le graphe G est fini, la collection des unions
finies de produits cartésiens de sous-partie connexes de |G| est encore une
algebre de Boole, or c¢’est sur cette derniere propriété que repose l'essentiel
de la preuve du théoreme 4.4.1. L’intérét de cette généralisation apparait
lorsque 'on prend pour graphe G la réunion disjointe des graphes de flot
de controle des processus d’un programme parallele. Supposons que X soit
le modele géométrique d'un programme P = Py|---|P|Q1] - -+ |Q; tel que le
sous-programme constitué des processus P; soit indépendant de celui formé
par les processus ();. Alors on a

X =[Pl =[P| - |B] x[Qn] - |Qi] = X1 x X
et donc
Bipp = Bipip) © Bioy|-iqi

Réciproquement, on peut se demander si la factorisation de By en deux
composantes By, ® By, induit une factorisation de X en X; x X, et donc
I'indépendance de certains groupes de processus dans le cas ou X est le
modele géométrique d'un programme PV.
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4.5 Conclusion générale

L’intérét que 'on porte a la décomposition des régions cubiques est du
a leur lien étroit avec la parallélisation des programmes dont elles sont les
modeles.

L’étude que nous avons menée est restreinte aux régions cubiques, cepen-
dant, dans une tres large mesure (chapitres 2 et 4) elle peut-étre étendue
a des d’objets mathématiques qui permettent de modéliser des programmes
comportant des boucles et des branchements.

Le theme central de ce manuscrit est la corrélation entre la décomposition
des régions cubiques X et celles de leurs invariants Em(X). C’est une ques-
tion classique. En particulier, toute région cubique hérite d’'une structure
métrique naturelle pour laquelle on aimerait avoir un résultat de décomposition
unique afin de le comparer, une fois de plus, a celui des régions cubiques.
L’article de Lytchak et al [24] fournit un résultat tres proche.

Enfin, on pourrait envisager de définir une notion de proximité entre
programmes a partir de celle de leurs modeles géométriques. En acceptant par
exemple de modifier la sémantique d’un programme lorsque cela n’a pour effet
que de supprimer certaines traces d’exécutions indésirables ou redondantes,
on pourrait essayer de se <rapprochers> d’un programme parallélisable.
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