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Résumé

Les variétés possédant une orbite dense sous 'opération d’'un groupe sont dites presque
homogenes. Il s’agit d’objets ayant une géométrie tres riche, qui ont été abondamment
étudiés ces 50 derniéres années ; cela inclut notamment les variétés toriques. L’objectif de
cette these est d’obtenir une classification des couples (X, G) ou X est une courbe ou une
surface algébrique, définie sur un corps quelconque, et G est un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidelement dans X et possédant une orbite dense. Cette classification
passe par 1’étude des complétions régulieres équivariantes de X.

L’étude des courbes presque homogenes fait ressortir une classe particuliere, celle
des courbes seminormales. Nous obtenons une classification compléte des couples (X, G)
quand X est une courbe seminormale. Nous décrivons aussi les courbes quelconques
presque homogenes (sur un corps quelconque), généralisant ainsi un résultat de Vladimir
Popov. Enfin, nous déterminons les fibrés en droites linéarisés sur les courbes seminormales
presque homogenes.

Le dernier chapitre traite le cas des surfaces. A nouveau, nous obtenons une classifica-
tion des couples (X, G) quand X est une surface et G n’est pas affine. Quand G est affine,
la surface est rationnelle. Nous décrivons alors, sur un corps algébriquement clos, les sur-
faces homogenes et leurs complétions régulieres équivariantes relativement minimales. En
caractéristique nulle, nous déterminons aussi les groupes qui operent. Beaucoup de phé-
nomenes nouveaux se produisent en caractéristique positive, et certains de nos résultats
sont incomplets dans ce cadre.

Mots-clés Variété algébrique, Variété presque homogene, Variété seminormale, Pince-
ment, Fibré en droites linéarisé.

Abstract

The varieties having a dense orbit under the action of a group are said to be almost
homogeneous. Those are objects with a very rich geometry and have been extensively
studied for the last 50 years ; this includes toric varieties. The purpose of this thesis
is to classify the pairs (X, G) where X is an algebraic curve or surface, defined over an
arbitrary field, and G is a smooth connected algebraic group, acting faithfully on X with
a dense orbit. The classification relies on the study of the equivariant regular completions
of X.

The study of almost homogeneous curves highlights the class of seminormal curves.
We get a full classification of the pairs (X, G) when X is a seminormal curve. We also
describe all almost homogeneous curves (over an arbitrary field), thus generalizing a result
of Vladimir Popov. Finally, we determine the linearized line bundles over seminormal
almost homogeneous curves.

The last chapter deals with the case of surfaces. Again, we get a classification of the
pairs (X, G) when X is a surface and G is not affine. When G is affine, the surface is
rational. We then describe, over an algebraically closed field, the homogeneous surfaces
and their relatively minimal equivariant regular completions. In characteristic zero, we
also determine the acting groups. Many new phenomena occur in positive characteristic,
and some of our results are incomplete in this setting.

Keywords Algebraic variety, Almost homogenous variety, Seminormal variety, Pinch-
ing, Linearized line bundle.
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Introduction

Contexte

Les variétés homogenes sont des objets tres symétriques. Commencons par donner une
motivation pour I’étude de ces objets, en des termes un peu vagues. Soit X un « objet
géométrique » (par exemple une variété différentielle ou une variété algébrique). On attend
d’un automorphisme qu’il « respecte la structure » de X : si un observateur se situe sur un
point de X alors il per¢oit son environnement d’une certaine facon, et apres avoir appliqué
un automorphisme l'observateur s’est déplacé mais percoit toujours la méme chose. Si
pour tout couple de points de X il existe un automorphisme qui envoie le premier point
sur le deuxieme, alors un observateur sur X n’a aucun moyen de savoir ou il se trouve,
puisque ou qu’il soit il voit la méme chose. Dans ce sens, on peut bien dire que X est
homogene. Plus généralement, si un groupe G opere dans X par automorphismes alors
on peut se demander si 'opération est transitive, auquel cas on dira que X est homogene
sous 'opération de G.

Toutefois les variétés homogenes forment une classe trop restrictive. On obtient une
classe beaucoup plus large d’objets ayant une géométrie tres riche, en autorisant les
groupes a avoir non pas une seule orbite, mais une orbite dense. On parlera alors de
variétés presque homogenes. C’est le cas par exemple des variétés toriques, qui sont les
variétés algébriques presque homogenes sous l'opération d’un tore algébrique, et qui ont
été abondamment étudiées depuis les années 1970. En outre, une variété algébrique X
qui est homogene sous 'opération d'un groupe G n’est pas nécessairement compléte, ou
« propre » dans la terminologie moderne (de fagon analogue, une variété différentielle
n’est pas nécessairement compacte). Il est donc naturel de se demander si X possede
une complétion équivariante X. Par définition, il s’agit d’une variété propre munie d’une
opération de G telle que X soit une orbite dense dans X.

L’objectif de cette these est d’étudier les courbes et surfaces algébriques qui sont
presque homogenes sous 'opération d'un groupe algébrique lisse connexe.

En dimension 1 la situation est agréable car, sur un corps algébriquement clos, une
courbe lisse posséde une unique compactification lisse, et si un groupe algébrique lisse
connexe opere dans la courbe alors 'opération s’étend de fagcon unique a la complétion.
De plus le complémentaire de I'orbite dense est un ensemble fini (éventuellement vide).
Vladimir Popov a ainsi classifié dans les années 90 les courbes presque homogenes définies
sur un corps k algébriquement clos et de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7]). Celles
qui sont lisses sont les courbes elliptiques, la droite projective P!, la droite affine Al et
la droite épointée A\ {0}. Celles qui sont singuliéres se répartissent en quatre familles,
paramétrées par des entiers ou des sous-monoides de N. On ne dispose pour l'instant pas
d’une classification complete sur un corps quelconque.

Obtenir une classification des surfaces presque homogenes, et méme des surfaces ho-
mogenes, est plus compliqué. D’une part, il n’y a plus unicité d’une complétion lisse
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équivariante. Par exemple, le plan affine A2 opérant dans lui-méme par translations peut
se plonger de facon équivariante dans P? ou P! x P!. D’autre part, il est plus difficile de
controler le complémentaire de 'orbite dense.

Marat Gizatullin a classifié les surfaces affines lisses (définie sur un corps algébrique-
ment clos) qui sont presque homogenes, sous ’hypothese additionnelle que le complémen-
taire de 'orbite dense est un ensemble fini de points (voir [Giz2]) ; on dit que ces surfaces
sont quasi-homogenes. Il s’est aussi intéressé a un probléme proche mais un peu diffé-
rent : celui des surfaces affines lisses dont le groupe (abstrait) des automorphismes opére
transitivement dans le complémentaire d’un ensemble fini de points. Une classification est
donnée dans 'article [Giz3]. Pour cela, Gizatullin utilise des arguments géométriques, en
étudiant le complémentaire de la surface dans une complétion équivariante.

Popov obtient une classification analogue en ne supposant plus que les surfaces sont
lisses, mais que le corps de base k est de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7, th. 2.3]);
comme pour les courbes, les surfaces affines singulieres quasi-homogenes sont paramétrées
par des invariants discrets, qui sont des uplets d’entiers. Popov n’utilise pas les complétions
équivariantes comme le fait Gizatullin mais se fonde uniquement sur la théorie des groupes
algébriques.

Friedrich Knop a classifié en 1994 les surfaces définies sur un corps quelconque qui sont
homogenes sous 'opération de SLy, en déterminant tous les sous-schémas en groupes de
SL, (voir [Knop]).

En revanche, ces classifications laissent ouverte la question de la description de toutes
les complétions équivariantes et des groupes qui opérent.

Citons aussi I'article [Pot] de Joseph Potters qui donne la liste des surfaces analytiques
complexes compactes dont le groupe des biholomorphismes possede une orbite ouverte
(ce groupe est un groupe de Lie complexe). On trouve notamment les surfaces abéliennes,
certaines surfaces réglées au-dessus d’'une courbe elliptique et les surfaces rationnelles
(obtenue a partir de P?, P! x P! ou d’une surface de Hirzebruch F,, en éclatant un
nombre fini de points). On renvoie a la section 3.5 pour des rappels sur les surfaces de
Hirzebruch.

Potters trouve également des surfaces qui ne sont pas algébriques, comme les tores
complexes de dimension 2 qui ne sont pas des surfaces abéliennes, et les surfaces de Hopf
dont le groupe fondamental est abélien (ce sont les quotients de C?\ {0} par une opération
libre d’un groupe abélien discret).

Résultats principaux

On aimerait classifier les couples (X, G) ou X est une courbe ou une surface algé-
brique, définie sur un corps k quelconque d’exposant caractéristique p, et G' est un groupe
algébrique lisse connexe opérant fidelement dans X de sorte que X soit presque homo-
gene. La stratégie adoptée dans ce manuscrit est de commencer par le cas ou X est lisse
(par exemple quand X est homogene). On cherche alors a « coincer » G dans le groupe
des automorphismes d’une complétion équivariante X de X. Des arguments de théorie
des groupes permettent de réduire les possibilités, jusqu’a trouver les G' qui conviennent.
Il reste a déterminer les courbes et surfaces X et a comparer G au normalisateur du bord
X \ X. Il s’agit donc, contrairement a Gizatullin ou Popov, d’utiliser a la fois la géométrie
et la théorie des groupes.

Le cas des courbes a donné lieu a la rédaction de 'article [Lau], a paraitre dans le
journal Transformation Groups.
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Sur un corps quelconque, les notions de lissité et de régularité pour une variété ne
coincident pas toujours. La régularité est une condition plus faible que la lissité, et est
plus adaptée pour notre probleme. Si C' est une courbe réguliere alors il existe une courbe
réguliere projective C' et une immersion ouverte C' — C'. Cette courbe vérifie une propriété
universelle : pour toute courbe projective C’, tout morphisme C' — C” se prolonge de fagon
unique en un morphisme C' — C’. En particulier C' est unique & unique isomorphisme
pres. On 'appelle la complétion réguliere de C'. Si un groupe algébrique lisse connexe
opére dans C' alors 'opération s’étend de facon unique en une opération dans C (voir le
lemme 2.1.3). On en déduit la classification des courbes réguliéres presque homogenes.

Si C' est une courbe singuliere qui est presque homogene sous 'opération de G alors
on considére la normalisation v : C — C. Alors C est une courbe presque homogene
sous l'opération de G (voir le lemme 1.5.8), donc on connait les couples (C~’, G) possibles.
On peut retrouver C' & partir de C' par un procédé inverse de la normalisation, appelé
le pincement, qui a été étudié de fagon systématique par Daniel Ferrand et qui consiste
« moralement » & recoller des points et des tangentes de C' (voir [Fer] ou la section 1.5).
Une classe particuliere de courbes se distingue, celle des courbes seminormales. Il s’agit
des courbes dont les branches sont « aussi transversales que possible », et qui sont les
courbes pour lesquelles le pincement s’exprime de fagon simple (voir la section 1.4 pour
une définition précise des variétés seminormales).

On obtient ainsi le théoreme suivant, en combinant le théoreme 2.1.7, le corollaire
2.1.9 et le théoreme 2.2.7.

Théoréme A : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant dans C'. L’opération est fidele et C est presque homogene si et seulement si un
des cas suivants a lieu :

1. (courbes homogenes)

(a) C est une conique projective lisse et G est le schéma en groupes des automor-
phismes Autc;

(b) G est une forme du groupe additif G, et C' est un G-torseur;

(¢) G est une forme du groupe multiplicatif G, et C' est un G-torseur;

(d)

)

(e) C' est une courbe projective lisse de genre 1 et G est la composante neutre
Auty;

C ~ A! et G est le groupe des transformations affines G, x G, ;

2. (courbes réguliéres et non homogenes)
(a) C~Plet G~ G, %G
(b) G est une forme de G, et C' est la complétion réguliere d’'un G-torseur;
(c) C~A'ouPlet G~G,;
(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable
de degré 2;
3. (courbes singuliéres, seminormales et non homogenes)
(a) G est une forme non triviale de G, et C' est obtenue en pingant le point &

Vinfini P de la complétion réguliere d'un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel k(P) est une sous-extension stricte de x(P)/k;

(b) C est obtenue en pingant deux points k-rationnels de P! sur un méme point
k-rationnel et G ~ G, ;
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(c) C est obtenue en pingant un point P séparable de degré 2 d’une conique pro-
jective lisse C' sur un point k-rationnel et GG est le centralisateur de P dans
Aut~.

c

Dans cette liste, les objets les plus nouveaux et les plus mystérieux sont les complétions
régulieres des torseurs sous une forme non triviale de G, qui apparaissent dans les cas
2b et 3a. Les formes non triviales de G, ont été décrites par Peter Russell dans I'article
[Rus] ; elles n’existent que sur un corps imparfait. Les complétions réguliéres restent mal
comprises.

De méme qu’il est naturel de vouloir plonger une variété dans un espace projectif,
quand on a une variété munie d'une opération d'un groupe algébrique G on cherche a
la plonger de fagon équivariante dans le projectivisé d'un G-module de dimension finie
(c’est-a~dire un espace projectif tel que 'opération de G soit linéaire). Il est important
de remarquer qu’un tel plongement n’existe pas nécessairement. De plus, I'existence peut
dépendre de la caractéristique : la courbe cuspidale d’équation y?z = 2® dans P? est
presque homogene sous 'opération du groupe additif G, et elle peut se plonger de fa-
¢on équivariante dans le projectivisé d'un G,-module si et seulement si le corps est de
caractéristique positive. Un tel plongement est décrit a 'aide de fibrés en droites munis
d’une structure supplémentaire, appelée une linéarisation. Les classes d’isomorphisme de
fibrés en droites linéarisés sur un schéma X muni d’une opération de G forment un groupe
PicG(X ), appelé le groupe de Picard équivariant. On renvoie a la section 1.6 pour des rap-
pels sur ce groupe. On y démontre un résultat (le corollaire 1.6.15) qui permet d’exprimer
le groupe de Picard équivariant d’une variété X en fonction de celui de la normalisée X,

J 5
[y

]

et plus généralement a chaque fois que I'on a un diagramme de pincement

N—— N

(voir la proposition 1.5.2 pour la définition d’'un diagramme de pincement).

Proposition B : On a une suite exacte de groupes abstraits

1 — OX)* = OX)< x 0(2)<° — O(Z)*°

D

L Pic®(X) — Pic%(X) x Pic?(Z) — Pic%(Z)

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connexion § : O(Z)*“ — Pic%(X),
ot O(X)*“ est le groupe des éléments inversibles G-invariants dans I'anneau O(X) des
sections globales du faisceau structurel Ox (et de méme pour X, Z et 7).

On peut également déterminer les courbes presque homogenes, définies sur un corps
quelconque, qui ne sont pas seminormales. Quand le groupe qui opére est G,,, ou une forme
de G,,, ces courbes sont données dans les théoremes 2.3.6 et 2.3.8. Quand le groupe qui
opere est G, ou G, X G,,, la description n’est explicite qu’en caractéristique nulle et est
donnée dans le théoreme 2.3.2 ; cette restriction est déja présente dans le travail de Popov
(qui suppose de plus que le corps est algébriquement clos). A chaque fois, les courbes sont
paramétrées par des invariants discrets, a savoir des entiers ou des sous-monoides de N.
En revanche, en caractéristique positive, il existe une famille de courbes seminormales
qui sont presque homogenes sous une méme forme de G, et qui sont paramétrées par les
éléments du corps k (voir I'exemple 2.2.9).
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Le fait de se placer en caractéristique arbitraire n’est pas anodin. Non seulement on
est confronté & des difficultés techniques supplémentaires (en particulier, sur un corps
imparfait, il existe des variétés régulieres qui ne sont pas lisses) et certains résultats « na-
turels » deviennent plus difficiles a démontrer, mais surtout des phénomenes nouveaux
apparaissent en caractéristique positive. Pour les courbes, ces phénomenes se produisent
principalement sur les corps imparfaits. Pour les surfaces, ils se produisent déja sur un
corps algébriquement clos. Par exemple, I'opération naturelle de SLy dans le plan A2 pos-
sede deux orbites, a savoir l'origine (0,0) et son complémentaire, mais en caractéristique
2 il existe une opération telle que A? soit homogene (plus précisément, le quotient de SLy
par le normalisateur d’un tore maximal devient isomorphe & A?). Des groupes nouveaux
apparaissent également sur les corps imparfaits (voir le théoreme 3.2.1).

Comme les courbes, les surfaces homogenes possedent encore une complétion réguliere
équivariante, mais celle-ci n’est plus unique en général. Un énoncé général est donné dans
le lemme 3.1.8. Sur un corps algébriquement clos, on peut donner un énoncé plus précis
(qui découle des corollaires 3.1.11 et 3.2.3), qui est le point de départ de la classification.

Proposition : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogene sous une opération de G.
Alors il existe une immersion ouverte équivariante X — X ot X est I'une des surfaces
projectives lisses et relativement minimales suivantes :

1. une surface abélienne ;

2. une surface réglée P(£) — E ou E est une courbe elliptique et & est un fibré vectoriel
de rang 2 sur E donné par une extension 0 - O - & — O — 0, 0u & = L. O
et L est un fibré en droites de degré 0 sur E';

3. P2 ou P! x P! ou une surface de Hirzebruch F,, ot n > 2.

Le dernier cas correspond a celui des surfaces rationnelles.
En outre, le bord 0X = X \ X se comporte assez bien.

Proposition C : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogene sous une opération de GG. Alors
la surface X posséde une complétion lisse équivariante X qui est relativement minimale
ou qui est I'éclaté de P? en un point, et telle que le bord 9X = X \ X soit un diviseur
a croisements normaux simples (éventuellement vide). Si de plus G est résoluble alors on
peut choisir X relativement minimale.

Une classification complete des couples (X, G), ou X est une surface qui n’est pas
rationnelle (définie sur un corps quelconque) et G est un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidelement dans X de sorte que X soit homogene, est donnée dans le théoreme
3.2.1.

Pour les surfaces rationnelles, on dispose des trois théorémes suivants (qui sont donnés
les propositions 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5 pour le premier, le théoreme 3.4.13 pour le deuxieme
et le théoreme 3.5.17 pour le troisieme).

Théoréme D : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P! x P! et G un sous-groupe lisse connexe de PGLy x PGL,. Alors X
est homogene sous l'opération de G si et seulement si, a conjugaison et permutation des
facteurs pres, un des cas suivants a lieu :

1. G=PGLy; x PGLy et X =P! x P!;
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2. G ~ PGL; est le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : PGLy; — PGL,
o r > 0 et X est le complémentaire dans P! x P! du graphe du morphisme de
Frobenius itéré F" : Pt — P! ;

3. G ~ B est le graphe de F" : B — B our > 0 et B est le sous-groupe de Borel
standard de PGLs, et X est le complémentaire dans A' x A! du graphe de F" :
Al — Al:

4. G=BxPGLyouU x PGLy ou U = R,(B) ~ G, et X = A x P!;

5 G =T x PGL, ou T' ~ G,, est le tore maximal standard de PGL4y et X =
(AT\ {0}) x P

6. G:BxBoquBoquUouG:{< i’ ﬂ,ro ﬂ) | (a,b)eeg,te(}m}
(ot (m,n) € Z* x Z* et pged(m,n) = 1), et X = AT x Al;

7.G:B><TouU><TouG:{([tO Clb,to (i \aeGa,tGGm}(oﬁ(m,n)G
Z* x Z* et pged(m,n) = 1), et X = A" x (A'\ {0});

8. G=TxTet X=(A"\{0}) x (A" {0}).

Théoréme E : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P? et 90X = P?\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogene sous l'opération d'un groupe algébrique lisse connexe si et
seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. 0X est vide;
0X est un point;
0X est une droite ;

0X est la réunion d’une droite et d’un point;

GUE W

0X est une conique lisse si p # 2, ou la réunion d’une conique lisse et du point
d’intersection commun de toutes les tangentes si p = 2;

6. 0X est la réunion de deux droites;
7. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;

8. 0X est laréunion de la courbe C d’équation 27" = yzP ! et de la droite D d’équation
z=0oup" > 2;

9. 0X est la réunion de trois droites.

Remarque : La surface X est affine sauf quand 0.X est vide, un point, la réunion d’une
droite et d’un point, ou la réunion d’une conique lisse et du point d’intersection des
tangentes (pour p = 2). On retrouve alors les surfaces affines obtenues par Gizatullin
dans larticle [Giz2]; la description du bord peut s’extraire de la démonstration de [Giz2,
lemma 4]. Les groupes qui opérent seront donnés dans le théoréme 3.4.14.

On rappelle que, pour n > 2, la surface de Hirzebruch F,, est munie d’un morphisme
7 : F, — P! qui en fait une surface réglée au-dessus de P!. Ce morphisme posseéde
une unique section s, qui est d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut —n),
et il possede une section sy qui n’intersecte pas s... Sur F,,, on dispose de coordonnées

([u: 0], (z,9)).

Théoréme F : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n > 2, X un
sous-schéma ouvert de F,, et 0X = F,, \ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
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réduit). La surface X est homogene sous 'opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, & conjugaison pres, un des cas suivants a lieu (ces cas sont illustrés
dans la figure 3.1 page 110) :

1. 0X = 55

2. 0X = soo U sp;

3. 0X = s, U (o0);

4. 0X = s, UsgUm1(o0);

5. 0X = s Um H(oo) Um1(0);

6. 0X = sooUm 1 (00)UC ou C est la section {([z°y" : v°], (z,y)) | [z :y] e P}, e > 1

. . e
et sin<i<ealors | | =0dans k;
i

7. 0X = 85 U H(00) UC ot C est la courbe d’équation u?” = xy™ ~1vP" et p" > 2;
8. 0X = 5o Usg U (o0) Ur1(0).

Remarque : A nouveau, on a une surface affine sauf quand 90X est égal & so0 0U Soo U So.
Le bord est partiellement décrit dans la démonstration du corollaire de [Giz2, lemma 7]
(il ne 'est pas dans le cas 6). Les groupes qui operent seront donnés dans le théoreme
3.5.18.

Remarque : Sur un corps algébriquement clos, les surfaces lisses qui sont presque homo-
genes sous l'opération d’un groupe algébrique lisse connexe affine G' sont les sous-schémas
ouverts G-stables des surfaces obtenues a partir de P2, P! x P! ou F,, par des éclatements
successifs de points fixes (voir la proposition 3.1.13).

La classification des couples (X, G) quand X est un ouvert de F,, n’est pas tout a fait
complete quand p > 2 : le groupe G n’est pas totalement déterminé quand il est unipotent,
ou quand il n’est ni réductif ni résoluble ; ce probléme disparait en caractéristique nulle.
En caractéristique quelconque, on peut donc donner le résultat suivant.

Théoreme G : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe, H un sous-groupe de G et X = G/H. On suppose que si G est
affine alors il est réductif, ou résoluble non unipotent. Alors X est une surface, 'opéra-
tion de G dans X est fidele et G est minimal pour ces propriétés si et seulement si, a
isomorphisme prées, un des cas suivants a lieu :

1. (groupe non affine)
(a) G est une surface abélienne, H est trivial et X = G ;

(b) G = E x PGL;y ou FE est une courbe elliptique, H = {0} x B ou B est le
sous-groupe de Borel standard de PGLy et X = E x P!;

(c) on a une suite exacte 1 - G, - G — E — 1 ou E est une courbe elliptique,
H est trivial et X = G ;

(d) on a une suite exacte 1 - G,, - G — E — 1 ou E est une courbe elliptique,
H est trivial et X = G

2. (groupe réductif)
(a) G =PGLy x PGLy, H = Bx Bet X = P! x P!
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0

(b) G = PGL3, H = 0| et X = P? (H est le groupe d’isotropie de

* X X
* Xk X

—_

0:0:1]);

1

(c) G:SLQ,H:U:{<O

d’isotropie de (1,0));

?) | be Ga} et X = A?\ {(0,0)} (H est le groupe

(d)G:PGLg,H:NG(T):{[g ﬂ|aeGm}U{[§] 8 |b€Gm},p7é

2, G est vu comme un sous-groupe de PGLj3 grace au morphisme injectif

Wb a>  2ab V?
— |ac ad+ bc bd| et X est le complémentaire dans P? de la conique
¢ d c? 2cd  d?

lisse d’équation zz = y* (H est le groupe d’isotropie de [0 : 1: 0]);
() G=PGLy, H= Ng(T), p =2, G est vu comme l'image du morphisme SLy —

a®? b ab
PGL3; donné par (Ccl Z) — {02 d?> cd| et X ~ A? est le complémentaire
0 0 1

dans P? de la droite d’équation z = 0;

(f) G:SLQ,H:{<8 aﬁ) |a”:1}:U>4,unoi1n2SestimpairetXestle

complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré n sur P*;

a b

mentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré 2n sur P!;

(h)G:PGLQ,pzz,H:H‘éb

]|a”:1}:U>4,un0i1n21etXestlecomplé—

d] |02:0,a2:ac+ad—bc}, G est vu

comme un sous-groupe de PGL3 griace au morphisme injectif

a? 0 b?
ac ad—be bd

b
d

et X est le complémentaire dans P? de la réunion la conique

c? 0 d?
lisse d’équation rz = y* et du point [0 : 1 : 0] (H est le groupe d’isotropie de
[1:1:0]);

a b
0 1
dans P! x P! du graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : P! — P!:

(j) G=G,, x PGLy, H={1} x Bet X = (A'\ {0}) x P!;
3. (groupe résoluble non unipotent)

(a) G = G2, H est trivial et X = (A \ {0}) x (A'\ {0});

(b) G = G, x G, H est trivial et X = A! x (A'\ {0});

(i) G = PGLy, H = {[ ] | 0P = O} our > 1, et X est le complémentaire

d
(¢) G est le produit semi-direct G, x G,, ou d > 1 et G,, opere dans G, avec
le poids d, H = {(a,t) | Zcia”” =0,t°= O} oul=p° <. .- <, ¢ €k,

=0
e > 1, pged(d, e) = 1 et e divise pged(p™ — 1), et X = A' x (A'\ {0}).
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Remarque : Si on suppose de plus que la caractéristique est nulle alors on peut lever la
restriction sur les groupes affines et on trouve les cas suivants :

4. G = G2, H est trivial et X = A?;
5. G =Gy xPGLy, H={1} x Bet X = Al x P!

SL 0 B 0
6. G = 210 <PGLj3, H = 0 | ou B est le sous-groupe de Borel
x k| 1 0 x| 1
standard de SLy et X = P2\ {[0: 0: 1]} (H est le groupe d’isotropie de [1: 0:0]);
GL
7. G =V, xim (SLQ — 2) oun > 2, V, est le groupe vectoriel associé a l'espace
L,
klx,y], des polynémes homogenes de degré n en deux variables x et y, GLy opeére
SNIPE . .. GL,
naturellement dans V,,, 'opération passe au quotient en une opération de
[in
(oll i, est vu comme un sous-groupe d’homothéties), H = Vect(z" ly,...,y") x
GL
im <B — 2) et X est le fibré en droites de degré n sur P!.
L,
SL 0
En caractéristique positive, on trouve encore les groupes G2, G, xPGL; et 210
* k| 1

GL,

Cependant le groupe V,, xim <SL2 — > n’est plus nécessairement minimal et il peut

n
exister d’autres groupes, comme le groupe des vecteurs de Witt de longueur 2.

Perspectives

L’étude des courbes et surfaces presque homogenes n’est pas terminée. En particulier,
il reste a classifier les formes des couples (X, G) ou X est une surface géométriquement
rationnelle lisse homogene. Si G = SLy alors les possibilités sont décrites dans [Knop,
th. 5.2]. Si X est une forme de P? ou P! x P! alors G = Aut%. Si G est une forme du

produit semi-direct G, fi G,, alors on a déja G = G, fé G, sur le corps de base (voir
le lemme 1.3.8) et, d’apres [Bor, th. 15.11 p.208], X posséde un point k-rationnel ; on en
déduit que X est isomorphe & A x (A!\ {0}) et, si de plus k est de caractéristique nulle,
alors I'opération de G dans X est donnée par (a,t) - (z,y) = (t%x + a, t°y) pour un certain
e € Z*. Les autres cas sont encore a explorer.

Sur un corps algébriquement clos, il reste aussi a résoudre certains problemes en ca-
ractéristique positive. Par exemple, la structure des groupes lisses connexes de dimension
2 sur un corps imparfait n’est pas complétement comprise.

Le cas des variétés de dimension supérieure ne semble pas pouvoir étre abordé en
toute généralité. Toutefois, il doit étre possible de traiter au moins partiellement le cas
des variétés projectives rationnelles lisses de dimension 3, en utilisant la théorie de Mori.
C’est cette idée qui a été exploitée par Shigeru Mukai et Hiroshi Umemura pour déter-
miner les sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cremona Crsz sur un corps
algébriquement clos et de caractéristique nulle (voir par exemple [MU]J).

Par ailleurs, la classification des courbes presque homogenes a mis au jour certaines
questions qu’il serait intéressant de traiter. Tout d’abord, la classification reste inachevée
en caractéristique positive. La raison essentielle en est que les représentations du groupe
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additif G, sont mal connues dans ce cas, alors que celles-ci interviennent de fagon cruciale
dans la classification. On peut cependant espérer contourner la difficulté en étudiant « a
la main » les représentations particulieres qui interviennent vraiment.

Une autre question est celle de I'étude des automorphismes des courbes projectives
non lisses. Les groupes (abstraits) d’automorphismes des courbes projectives lisses sont
relativement bien connus. Si une courbe projective lisse est de genre au moins 2 (respec-
tivement de genre 1) alors son groupe d’automorphismes (respectivement le groupe des
automorphismes fixant un point fermé donné) est fini. Les courbes lisses de genre 0 ou
1 sont bien comprises, et celles de genre au moins 2 ont été abondamment étudiées ces
dernieres années, notamment pour trouver une borne au cardinal du groupe des auto-
morphismes. On sait aussi que, sur un corps algébriquement clos, tout groupe fini est le
groupe des automorphismes d’une courbe projective lisse (voir [MS]).

Le schéma en groupes des automorphismes d’une courbe projective lisse est lisse, donc
il est déterminé par le groupe abstrait des automorphismes. Ce n’est pas nécessairement
vrai pour une courbe projective réguliére mais pas lisse. A notre connaissance, ce schéma en
groupes n’a pas été étudié de fagon systématique dans cette généralité. L’article [Ro55] de
Maxwell Rosenlicht contient implicitement le fait que, pour les groupes d’automorphismes
infinis, les courbes qui apparaissent sont les compactifications régulieres d’une forme de
G, . La compréhension de ces compactifications réguliéres reste tres partielle. Un probleme
ouvert serait de déterminer compléetement leur schéma en groupes des automorphismes.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Conventions et notations

On fixe un corps de base k, d’exposant caractéristique p, et une cloture algébrique k.
On note k, la cloture séparable de k dans k. Pour tout k-schéma X et toute extension de
corps K /k, on note X = X Xgpeck Spec K.

Les schémas sont tous supposés étre séparés et localement noethériens. Les morphismes
entre k-schémas sont tous supposés étre des k-morphismes. Pour tout schéma S, 'espace
topologique sous-jacent est noté |S].

Une variété algébrique sur k est un schéma (séparé) de type fini sur k et géométrique-
ment inteégre. Une courbe (resp. une surface) est une variété algébrique de dimension 1
(resp. 2). Un groupe algébrique sur k est un schéma en groupes qui est de type fini sur
k. Un sous-groupe est un sous-schéma en groupes (fermé). On dit qu'un morphisme de
groupes algébriques est injectif si son noyau schématique est trivial.

Si X et Y sont deux k-schémas (resp. deux groupes algébriques) alors on dira que Y
est une forme de X ¢’il existe un isomorphisme de schémas (resp. de groupes algébriques)
Y ~ Xt

Pour toute variété propre X, on note Autx le schéma en groupes des automorphismes
de X (voir la proposition 1.2.11).

Pour n > 1, on note A" et P™ 'espace affine et 'espace projectif de dimension n;
s’il faut préciser que le corps de base est k, on écrira A} et PE. On note G, et G,, (ou
d
G et Gy, ) le groupe additif et le groupe multiplicatif. Pour d > 0, on note G, X Gy,
le produit semi-direct ou G,, opére dans G, avec le poids d. Si d = 0 alors il s’agit du
produit direct G, X G,,, ; si d = 1 alors on écrit plus simplement G, X G,,.

Soit G un groupe algébrique lisse connexe. Sip > 2, on note F : G — G le morphisme
de Frobenius relatif. Dans la plupart des cas qui nous intéressent, le groupe G est défini
sur le sous-corps premier F), donc on a un isomorphisme canonique G®) ~ G. Par exemple

P
pour G = GL; le morphisme est donné par F (CCL Z) = (ip Zi) Pour r > 0, on note F"

le r-eme itéré de F' et G, = ker(F"), qui est un sous-groupe infinitésimal caractéristique.

1.2 Opérations schématiques

Dans cette section on rappelle quelques faits élémentaires sur les opérations de groupes
algébriques, dans le langage des schémas. On renvoie a [DG| comme référence générale.

11
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Pour toute opération o : G x X — X d’un k-schéma en groupes G' dans un k-schéma
X, on écrira de facon abusive « : GxX — X )
(g,2) +— gz
Proposition 1.2.1 : /DG, II, §5, prop. 3.1 p.242] Soient G un groupe algébrique lisse
sur k, X un schéma de type fini sur k et o : G x X — X wune opération. Pour tout

X
point k-rationnel x € X(k), le morphisme d’orbite a, : G — se factorise en
g +— gz
G — Gx — X, ou le premier morphisme est fidelement plat et le second morphisme est
une immersion. De plus Gz est un sous-schéma (localement fermé) lisse et G-stable de

X, appelé 'orbite de x.

Proposition 1.2.2 : [DG, II §1, th. 3.6 p.165] Soient G un k-schéma en groupes, X un
k-schéma , Y un sous-schéma fermé de X et a: G x X — X une opération.

1. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe l'ensemble des g € G(S) qui induisent un
automorphisme de Yg (c’est-a-dire l’ensemble des g € G(S) tels que pour tout S-schéma
S, la bijection de X (S') induite par g stabilise globalement Y (S’)) est représentable par
un sous-groupe fermé de G, noté Ng(Y') et appelé le normalisateur de'Y .

2. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe l’ensemble des g € G(S) qui induisent
Uidentité sur Yg (c’est-a-dire l'ensemble des g € G(S) tels que pour tout S-schéma S,
la bijection de X (S') induite par g fize Y (S') point par point) est représentable par un
sous-groupe fermé de G, noté Cq(Y') et appelé le centralisateur de Y .

3. Le centralisateur de X est un sous-groupe distingué, appelé le noyau de l’opération.
On dit que l'opération est fidele si ce noyau est trivial.

4. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe l’ensemble des x € X(S) tels que le
morphisme d’orbite Gg — Xg soit trivial (c’est-a-dire l’ensemble des x € X (S) tels que
pour tout S-schéma S’, le groupe abstrait G(S') fivze x vu comme élément de X (S')) est
représentable par un sous-schéma fermé de X, noté XC et appelé le schéma des points

fixes.

Remarque 1.2.3 :

1. SiY est un point k-rationnel x de X alors le centralisateur est noté G, et appelé
le sous-groupe d’isotropie de x. C’est la fibre en x du morphisme d’orbite o, : G — X et
si G est lisse alors o, induit un isomorphisme G/G, ~ Gz.

2. Si G est lisse alors X“(k) est exactement 1’ensemble des points fixes de 1'opération
du groupe abstrait G(k) dans l'ensemble X (k). En effet, G(k) est dense dans Gy et,

comme Gy, est réduit, pour tout = € X (k), le morphisme d’orbite Gy — X7 est trivial si

et seulement si 'application induite G(k) — X (k) est constante.

On aimerait dire qu'une variété X est homogene (resp. presque homogene) s'il existe
une unique orbite (resp. une orbite dense). Puisque X peut ne pas avoir de point k-
rationnel, on donne la définition suivante.

Définition 1.2.4 : Soient G un groupe algébrique lisse sur k, X une variété algébrique
sur k et o : G x X — X une opération. On dit que X est homogéne (resp. presque
homogéne) si le morphisme de graphe

‘{GxX — X xX
T (gw) v (wg2)
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est surjectif (resp. dominant).

On retrouve la définition naturelle en termes d’orbite en étendant suffisamment les
scalaires.

Lemme 1.2.5 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est homogéne sous l'opération de G.

it) Pour toute extension de corps K/k, la variété X est homogéne sous l'opération de

Gk.

i) 1l existe une extension de corps K/k telle que la variété Xy soit homogéne sous
lopération de G .

i) L’opération du groupe abstrait G(k) dans 'ensemble X (k) est transitive.

v) S’il existe un point K-rationnel x € X (K) alors Uorbite Ggx est égale 4 Xk .

Démonstration. Les assertions i), i1), #i1) et iv) sont équivalentes car pour toute extension
de corps K/k, un morphisme f : Y — Y’ entre deux schémas de type fini sur k est
surjectif si et seulement si fr : Y — Y est surjectif, et si et seulement si 'application
ensembliste f : Y (k) — Y’(k) est surjective (voir [DG, I, §3, cor. 6.10 p.96]). Ceci vaut
en particulier pour le morphisme ~. De plus, pour tout point K-rationnel z € X(K),
I’égalité schématique Gxr = X est équivalente a la surjectivité du morphisme d’orbite

Gr — Xk, alasurjectivité de 'application G(k) — X (k) et a la transitivité de 'opération

de G(k) dans X (k). O

Lemme 1.2.6 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est presque homogéne sous l'opération de G.

it) Pour toute extension de corps K/k, la variété Xy est presque homogéne sous ’opé-
ration de Gg.

i1) 1l existe une extension de corps K/k telle que la variété Xy soit presque homogéne
sous l'opération de G .

i) 1l existe une extension de corps K/k et un point K-rationnel v € X(K) tels que
Uorbite Gz soit un sous-schéma ouvert de Xy .

v) La variété X contient un sous-schéma ouvert U qui est G-stable et homogéne.

Dans iv) Uextension K/k peut étre supposée finie et séparable. De plus le sous-schéma
ouvert U est unique et est appelé [’orbite ouverte.

Démonstration. Soit K /k une extension de corps. La projection m: X x Xg — X x X
est un morphisme ouvert et l'image ensembliste de v : Gx X Xx — Xg X Xg est
71 (y(G x X)). Donc v (G X Xk ) contient un ouvert de Xy x Xk si et seulement si
v(G x X)) contient un ouvert de X x X. Donc, d’apres un théoreme de Chevalley, v est
dominant si et seulement si vx est dominant (voir [DG, I, §3, cor. 3.8 p.78]). Ainsi les
assertions i), i) et 4ii) sont-elles équivalentes.

Supposons que X soit presque homogene et montrons que iv) est vraie. On peut
supposer que k est séparablement clos. Par platitude générique, il existe un ouvert non
vide V de Gx X tel que Vz € V,dim~y71(7(2)) = dim G x X —dim X x X = dim G —dim X
(voir par exemple [GW, cor. 14.116 p.471]). De plus, pour g € G(k) et x € X(k), on a
v (g, 7)) = vz, g1) = gG, x {x} ~ G,. En outre, le k-schéma de type fini G x X
est géométriquement réduit donc, comme k est séparablement clos, I’ensemble V' (k) est
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non vide. Donc pour (g,z) € V(k) C G(k) x X(k), on a dim G, = dim G — dim X donc
dim Gx = dim G — dim G, = dim X, donc Gz est dense.

Supposons que X soit presque homogene et montrons que v) est vraie. On vient de
montrer qu’il existe un point x défini sur la cloture séparable ks de k tel que l'orbite
G, x soit ouverte dans X, . Tout élément o € Gal(k,/k) induit un automorphisme de Xy,
encore noté o. Alors o(Gy, x) est Uorbite de o(z). Les deux orbites G x et o(Gy, x) sont
ouvertes donc elles s’intersectent, donc elles sont égales. En d’autres termes, G x est un
sous-schéma ouvert de Xy, qui est stable sous l'opération du groupe de Galois Gal(k/k).
Il existe donc un sous-schéma ouvert U de X tel que G,z = Uy,. Alors U est G-stable et
homogene. Si U’ est un sous-schéma ouvert G-stable et homogene alors, de méme, Uy et
Ué sont des orbites ouvertes donc ces sous-schémas sont égaux, donc U = U’.

Siiv) est vraie alors I'image de v contient 'ouvert Gz X G gz, donc vg est dominant
et X est presque homogene. De méme, si v) est vraie alors X est presque homogene. [

On rappelle la définition des torseurs.

Définition 1.2.7 : Soient f : X — Y un morphisme entre k-schémas de type fini,
G un groupe algébrique et a : G x X — X wune opération. On dit que f est un G-
torseur si c’est un morphisme fidelement plat, quasi-compact et G-invariant tel que le

GxX 2. X
carré prQ[ |f soit cartésien. Si'Y = Speck alors on dit que X est un G-

X Y

torseur.

Remarque 1.2.8 : Le schéma X est un G-torseur si et seulement si le morphisme - :
{GXX — X xX

est un isomorphisme.
(9,) > (x,97) P

On montre maintenant que 1’on peut se restreindre aux opérations fideles. On rappelle
que si G est un groupe algébrique et H est un sous-groupe alors, d’apres [SGA3-1, Exp.
VIA, 3.2], le quotient G/H existe. C’est un schéma de type fini et on a un morphisme
G-équivariant 7 : G — G/H qui est un H-torseur (pour l'opération a droite). Si G est
connexe (resp. lisse) alors G/H aussi. Si H est un sous-groupe distingué alors G/H est
un groupe algébrique, 7 est un morphisme de groupes et, pour tout k-schéma S, on a une
suite exacte de groupes abstraits 1 — H(S) — G(S) — (G/H)(S). La derniere fleche
n’est pas nécessairement surjective, mais elle I’est si S = Spec k. Plus généralement, pour
tout k-schéma S et tout g € (G/H)(S), il existe un morphisme S — S fidélement plat
et de présentation finie et un élément g € G(S5’) tel que § = n(g) dans (G/H)(S").

Lemme 1.2.9 : Soit H le noyau de l'opération o : G x X — X. Alors il existe une unique

Gx X —% . x

opération : G/H x X — X faisant commuter le diagramme 5 « idX[ /
B

G/H x X

L’opération (3 est fidéle. De plus X est homogéne (resp. presque homogéne) sous l'opération
de G si et seulement si elle l’est sous l'opération de G/H.

Démonstration. Le morphisme m x idy : G x X — G/H x X est un H-torseur donc
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c’est un quotient catégorique. Puisque le morphisme o : G x X — X est H-invariant (ou
H opére a droite dans G x X par multiplication sur le facteur G), il existe un unique
morphisme [ faisant commuter le diagramme.

Montrons que [ est une opération. Soient S un k-schéma, x € X(S5) et g, € (G/H)(S5)
et g, € (G/H)(S). On a 7m(e)r = x. Soient S — S un morphisme fidelement plat,
g1 € G(S') et go € G(5') tels que g, = 7(g1) et g, = m(g2) dans (G/H)(S’). Dans X (5'),
on a g,(g,2) = g1(g2x) = (g192)r = (g,95)z. Comme lapplication X (S) — X (57) est
injective (car S — S est un épimorphisme), I'égalité g,(g,x) = (7,5)x est déja vraie
dans X (S). Donc f est bien une opération.

Soit N le noyau de /3. Soit g € N(S). Soient S” — S et g € G(S) comme précédem-
ment. Pour tout morphisme S” — S’ et tout élément € X (S”), on a gr = gz = z. Donc
g € H(S"). Alors g = 7(g) = e dans (G/H)(S") donc § = e dans (G/H)(S). Donc N(S)
est le groupe trivial et I'opération 3 est fidele.

Enfin, comme 7 x idx est surjectif, le morphisme v : G x X — X x X est surjectif
(resp. dominant) si et seulement si G/H x X — X x X Dest. O

On peut aussi se retreindre aux opérations d'un groupe algébrique connexe.

Lemme 1.2.10 : La variété X est homogéne (resp. presque homogéne) si et seulement
st elle l'est sous l'opération de la composante neutre G°.

Démonstration. Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, on peut supposer que
k est algébriquement clos.
On suppose d’abord que X est homogene sous l'opération de G. Le groupe algébrique

G/G° est fini donc il existe g1, ..., g, dans G(k) tels que G = | | G°g;. Soit z € X (k).

=1
n

Ona X = Gr = U G°g;x. Une G°-orbite de dimension minimale est fermée dans X

i=1
(voir [DG, II, §5, prop. 3.2 p.243]). Or pour 1 < ¢ < n, Pautomorphisme de X donné
par g; induit un isomorphisme de G°x sur G°g;x. Donc l'orbite G°g;x est fermée dans X.
Comme X est irréductible, on en déduit qu’il existe un i tel que X = G°g;x. Donc X est
homogene sous 'opération de G°.

On suppose maintenant que X est presque homogene sous l'opération de G. Soit U un
sous-schéma ouvert G-stable et homogene. D’apres ce qui précede, U est aussi homogene
sous l'opération de G°. Donc X est presque homogene sous l'opération de G°. O

Pour les variétés propres, le groupe des automorphismes est « algébrique » au sens
suivant.

Proposition 1.2.11 : /MO, th. 3.7] Soit X un k-schéma propre. Alors le foncteur qui
a tout k-schéma S associe le groupe abstrait des automorphismes de S-schéma de X x S
est représentable par un schéma en groupes qui est localement de type fini, noté Autx et
appelé le schéma en groupes des automorphismes de X.

Remarque 1.2.12 :

1. Si X est projectif alors ce résultat est plus facile a établir : le schéma en groupes
Auty se construit comme un ouvert du schéma de Hilbert de X x X, en associant a
chaque automorphisme son graphe (voir [Kol, ch. 1, th. 1.10 p.16]).

2. La composante neutre Aut$ est un groupe algébrique. Si X est une courbe alors
Autx est lui-méme un groupe algébrique (voir [Brl7, ex. 7.1.2]).
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3. Se donner une opération d’un groupe algébrique G dans X revient a se donner un
morphisme de schémas en groupes G — Auty.

Exemple 1.2.13 :
1. Pour n > 1, on a un isomorphisme Autpn ~ PGL, ;.

2. On a Autpipr ~ (PGLy x PGLy) x {id, 0} ot o est l'automorphisme de P! x P!
qui permute les deux facteurs.

3. Toute variété abélienne A opere dans elle-méme par translation et on a un isomor-
phisme Auty >~ A x Autyy ot Autg est le normalisateur du neutre 0 dans Auta, qui
est un groupe étale (voir [Br17, ex. 7.1.5]).

Pour une courbe presque homogene, le complémentaire de l'orbite ouverte est un
ensemble fini. On peut méme étre plus précis.

Lemme 1.2.14 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe et Z un schéma de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. Alors l'unique opération de G dans Z est l’opération
triviale.

Démonstration. Comme deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils le sont apres
extension des scalaires, et comme le fait d’étre un schéma réduit est préservé par extensions
séparables, on peut supposer que k est séparablement clos. Le schéma Z est noethérien et
de dimension nulle donc il est affine et son espace topologique sous-jacent est un ensemble
fini muni de la topologie discrete. Les composantes de Z sont des sous-schémas ouverts
G-stables, donc on peut supposer que Z est irréductible. Il existe donc une extension
finie K/k telle que Z = Spec K. L’automorphisme de Z donné par un élément g € G(k)
correspond & un k-automorphisme de K. Or par hypothese I'extension K/k est purement
inséparable, donc 'unique k-automorphisme de K est l'identité. Puisque G/(k) est dense
dans G (car G est géométriquement réduit), 'opération est triviale. O

Remarque 1.2.15 : Ce résultat n’est pas vrai en général si G n’est pas lisse. Par exemple,
soient k un corps imparfait de caractéristique p, a € k un élément qui n’est pas une
puissance p-éme et K = k(a'/?) = k[X]/(X? — a). Le schéma Z = Spec K est de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. De plus, on a une opération non triviale du groupe
infinitésimal p, dans Z : pour tout k-schéma S, on a des isomorphismes naturels de
groupes (i,(S) ~ {A € O(S) | N =1} et Z(S) ~ {s € O(S) | s» = a}, et 'opération de
pp(S) dans Z(S) est donnée par la multiplication dans O(.S).

Lemme 1.2.16 : Soit G un groupe algébrique lisse connexe opérant dans une courbe C.
Alors C' est presque homogeéne si et seulement si l'opération n’est pas triviale. Dans ce cas,
lorbite ouverte est le complémentaire du sous-schéma fermé Z = CC des points fizes.

Démonstration. Si C' n’est pas presque homogene alors pour z € C'(k), I'adhérence dans
(% de lorbite Gzx est irréductible et ne peut pas étre de dimension 1, donc l'orbite Gy
est triviale. Donc 'opération est triviale.

On suppose que C' est presque homogene. Soit U = C'\ Z. Alors Uy est I'orbite ouverte
de C%. En effet, soit x € Cf tel que l'orbite Gzx soit ouverte. Il découle du lemme 1.2.14

que le complémentaire de cette orbite est constitué des points fixes de C(k), c’est-a-dire

des éléments de Z(k). Donc Gyx = Cy \ Zz = Ux. O

Une variété homogene qui possede un point k-rationnel s’écrit comme le quotient du
groupe algébrique qui opere par le sous-groupe d’isotropie du point. On dispose d'un
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critere pour qu'une opération dans un quotient du groupe soit fidele, qui est bien connu
pour les groupes abstraits.

Lemme 1.2.17 : Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe. Alors le noyau de
Vopération de G dans G/H par multiplication d gauche est le plus grand sous-groupe de
H qui soit distingué dans G.

Démonstration. Soient m : G — G/H le morphisme quotient et N le noyau de I'opération.
Ce sous-groupe est distingué dans G. Pour tout k-schéma S, on a

N(S)={g € G(S) | pour tout S" — S et tout T € G/H(S'),on a gT = T}
C{geG(Y)|gr(e) =n(e) dans G/H(S)} = H(S5).

Donc N est un sous-groupe de H.

Réciproquement, soit N’ un sous-groupe distingué de G contenu dans H. Soient S un
k-schéma et g € N'(S). Montrons que g est un élément de N(S). Soient S" — S et T €
G/H(S"). Soient §” — ' fidelement plat et x € G(S”) tel que T = w(x) dans G/H(S").
Alors g7 = gn(z) = m(gx) = xm(z~'gz) dans G/H(S"). Or x~'gx € N'(S") C H(S"),
donc g = am(e) = T dans G/H(S"). Enfin, le morphisme S” — S” est un épimorphisme
donc D'application G/H(S') — G/H(S") est injective, donc on a aussi g¢ = T dans
G/H(S"). Donc on a bien g € N(S). Donc N’ est un sous-groupe du noyau N. O

Remarque 1.2.18 : En particulier, 'opération de G dans G/H est fidele si et seulement
si H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué dans G.

1.3 Formes du groupe multiplicatif et du groupe ad-
ditif

Toute forme de Gy, i, est trivialisée par une extension séparable finie. De plus le groupe
des automorphismes de G, x, est Auty,(Gpk,) = {id, 7} >~ Z/2Z ot 7 est le morphisme

Gm,ks — Gm,ks
t =t
mologie galoisienne H'(Gal(k,/k),Z/2Z). On obtient ainsi le résultat bien connu suivant.

. Donc les formes de Gy, sont classifiées par I’ensemble de coho-

Lemme 1.3.1 : Soit G une forme de G, . Alors il existe une unique k-algébre quadra-
tique étale K telle que G =~ Ry (Gmx) ot Ryi(Go i) est la restriction de Weil et
R}(/k(GmyK) est le noyau de la norme Nk, © Rx/i(Gmx) — Gmg. La forme triviale
correspond & K = k x k. De plus, si G est une forme non triviale (c’est-a-dire que K/k
est une extension de corps galoisienne quadratique) alors Gx ~ Gy, .

Exemple 1.3.2 : Si k nest pas de caractéristique 2 alors toute extension galoisienne
quadratique est de la forme K = k(\/a) ot d € k n'est pas un carré. On écrit G, k =
Kz, y|

(zy — 1) . |
U, V,w,t
1 d(ut . Donc Rg/i(Gox) =S —
)+ Vd(ut +vw). Done Rigju(Gon i) = Spec (vw + dvt — 1, ut 4+ vw)

(u? — dv?)(w?* — dt?) = (vw + dvt)? — d(ut +vw)?, w = —w(u? — dv* — 1) + u(uw + dt —
1) — dv(ut +vw) +u et t = —t(u* — dv? — 1) + u(ut + vw) — v(uw + dvt — 1) —v. Donc la

Spec . En posant x = v + Vv et y=w-+ Vdt on trouve xy — 1 = (vw + dvt —

. On a les identités
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klu, v]
(u?2 —dv?—1)

RK/k(Gm,K) — Gk
(u,v,w,t)  — u?— dv?
La multiplication est donnée par (u,v) - (v',v") = (vt + dov', uwv’ 4+ u'v).
En particulier, RE/R(GWC) est l'unique forme réelle non triviale de G, r et on a un

norme est Ny, : et R}(/k(Gm,K) = Spec

Ru, v]
RE/R(Gm,c) = Spec o) —  SOyr
isomorphisme u —o
(u,v) — ( )
voou

On peut donner une description géométrique des formes de G,, et de leurs torseurs
en termes de coniques. On a d’abord besoin d'un lemme sur les structures de groupe sur

A\ {0}

Lemme 1.3.3 : A choiz de l’élément neutre prés, unique structure de groupe algébrique
sur A1\ {0} est G,,.

Démonstration. Soit G un groupe algébrique dont le schéma sous-jacent est A\ {0}.
Quitte a translater, on peut supposer que le neutre est 1. La structure de groupe est donnée
par un morphisme G X G — G. Or deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils sont
égaux apres extension de corps. Donc on peut aussi supposer que k est algébriquement
clos.

La multiplication a gauche par un élément = € G(k) est un automorphisme de A'\ {0}
donc il correspond & un automorphisme de k-algebre de k[T, T~!']. Un tel automorphisme
est donné par T'— aT* ot a € k* et ¢ € {—1,1}. Puisque la multiplication a gauche

par x envoie le neutre 1 sur z, on a a = x. Si € = —1 alors on a des points fixes (& savoir
les y € k tels que y*> = ), ce qui est impossible si z # 1. Donc € = 1 et la loi de G est
donnée par (z,y) — zy. O

Lemme 1.3.4 : Soient G un groupe algébrique et C' une courbe. Alors G est une forme
de G, et C est un G-torseur si et seulement s’il existe une conique projective lisse 6’,
une opération fidéle de G dans C' et un sous-schéma fermé Z de C tels que Z = Spec K
ou K est une k-algebre quadratique étale, C' ~ C \ Z et G est le centralisateur de Z dans
Auta.

Démonstration. Soient G une forme de G, et C' un G-torseur. Soient C' la complétion
réguliere de C' et Z = C'\ C muni de la structure de sous-schéma fermé réduit. D’aprés
le lemme 2.1.3, 'opération de G dans C' s’étend de fagon unique en une opération fidele
dans C.

On rappelle que les G,,-torseurs sont classifiés par I’ensemble de cohomologie galoi-
sienne H'(Gal(k,/k), k}) donc, d’apres le théoreme 90 de Hilbert, tout G,,-torseur est
trivial. Donc si G = G, alors C' ~ A'\ {0}, donc C' = P!, Z = {0,000} = Spec(k x k) et
G est le centralisateur de Z dans Autp: = PGL,.

On suppose maintenant que G n’est pas la forme triviale. Soit K /k I'unique extension
galoisienne quadratique telle que G = R}{/k(Gm,K). On a Gg ~ G,k or Ck est un
G -torseur donc, comme précédemment, on a Cx ~ AL \ {0}. Comme l'extension K/k
est séparable, (C')k est la complétion régulicre de Ck. Donc (C)x ~ Pk, donc C' est une
conique projective lisse (voir [Liu, ch. 7 prop. 4.1 p.285]). On a Zx = {0,000} = Spec(K X
K) donc, par descente galoisienne, on a Z = Spec(k x k) ou Spec K. Dans le premier cas
on a C' ~ P} donc, comme C' possede un point k-rationnel, on a G ~ C' ~ AL\ {0}. Donc
G ~ Gy, 1, ce qui est contradictoire. Par conséquent on a Z = Spec K. De plus G est bien
le centralisateur de Z dans Auty car il I'est apres extension des scalaires a K.
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Réciproquement, si C' est une conique projective lisse et Z est un sous-schéma fermé tel
que Z = Spec K ou K/k est une extension galoisienne quadratique alors le centralisateur
G de Z dans Auty opere dans le complémentaire C' = C'\ Z, on a G ~ Gy, i et C' est
un G-torseur car c’est le cas apres extension des scalaires a K. O

Peter Russell a classifié les formes de G, dans l'article [Rus| et a obtenu le résultat
suivant.

Proposition 1.3.5 :

1. Si C (resp. G) est une forme de A} (resp. de G,y) alors il existe une unique
extension de corps K/k qui est minimale pour 'inclusion et telle que Cx ~ Al (resp.
Gk ~ G, ). Cette extension est finie et purement inséparable.

2. Sik est de caractéristique p > 0 alors les formes de G, i, sont les groupes isomorphes
a un sous-groupe de Gik donnée par une équation du type y*" = x+a1aP+- -+ ana?" ou
m>0,n>0eta; €k. SiG est donné par une telle équation alors ’extension minimale

—-n

K/k telle que Gy ~ Gqy est K = k(d) ",... a%").

3. Awvec les notations précédentes, les G-torseurs sont les schémas isomorphes a la
courbe C' dans A% définie par I'équation y*" = b+ x + a12P + - -+ ana? pour un certain
b € k. De plus, le complémentaire de C' dans sa complétion réqulicre C' est un point P qui
n’est pas lisse et dont le corps résiduel est une sous-extension de K/k.

Remarque 1.3.6 : En particulier, si une forme de G, est trivialisée par une extension
séparable alors il s’agit de la forme triviale.

Exemple 1.3.7 : Sia € k n’est pas une puissance p-éme alors le sous-groupe G de G?L’k
défini par I'équation y? = x+az® est une forme de Gy, qui est trivialisée par K = k(a'/?).
G;’K : (tp,tle/ptp) . Soit C' la courbe dans P?
définie par 'équation yP = x2P~1 + axP. D’aprés le critére jacobien, le seul point de (CA')E
qui n’est pas lisse est [1 : al/r 0] donc le seul point de C qui pourrait ne pas étre régulier
est le point P en-dessous de [1 : a'/P : 0]. L’intersection de C' avec la carte (x # 0) est

On a lisomorphisme explicite {

k
la courbe Spec v, 2] et le point P correspond d l’idéal mazimal (z,y? — a) donc
(y? — 27! —a)
k
le corps résiduel de P est A = k(a'/?). L’idéal mazximal de I’anneau local Og p est
(y? —a) ’

m = (2,9 — a) donc m/m? est engendré comme k(a'/?)-espace vectoriel par z et y? — a.
Comme ces deuz éléments sont linéairement dépendants, on en déduit que m/m? est de

dimension 1. Donc le point P est régulier. Par conséquent, C' est la complétion réguliére
de C' =G.

d
On peut aussi classifier les formes du produit semi-direct G, x G,,, ou G,, opére
dans G, avec le poids d.

d
Lemme 1.3.8 : Sid > 1 alors G, X G,, n’a pas de forme non triviale.

d
Démonstration. Soit G une forme de G, x G,, ou d > 1. Il suffit de montrer que si
cette forme est trivialisée par une extension finie séparable ou purement inséparable alors

d
G = Ga,k X Gm,k-
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. d
Etape 1. Supposons qu’il existe une extension finie séparable K/k telle que G ~ G, X

G, k. La formation du radical unipotent de G commute aux extensions séparables (voir
[CGP, prop. 1.1.9 p.8]), donc celui-ci est isomorphe & G,j. Si T est un tore maximal
de G alors Tk est un tore maximal de Gk (voir [CGP, cor. A.2.6 p.475]). Donc T est
une forme de G,,. Pour raison de dimension, on a G = G, - T De plus (G, NT)x =
G.x NTx = {1} donc on a G = G, x T. L’opération de T" dans G, par conjugaison
donne, pour toute k-algebre A, un morphisme de groupes T'(A) — Auta_,,(Gg a) (fonc-
toriellement en A). Or si k est de caractéristique nulle alors End4_,, G, 4 s’identifie a A
ou un élément A € A correspond a I'homothétie de rapport A; si k est de caractéristique
p > 0 alors End 4, (G, 4) s'identifie & 'anneau non commutatif A[F] (pour la multipli-
Goa — Gaa
r +— P
Frobenius (voir [DG, II, §3, prop. 4.4 p.196]). De plus, les éléments inversibles de A[F]
sont les éléments inversibles de A. Comme 71" opére non trivialement dans G,y (sinon G
serait commutatif), on a donc un morphisme non trivial 7' — G, ;. Donc T" possede un
caractere non trivial, donc T = G, ;. Le poids de 'opération de 1" dans G, ne change

cation déterminée par FA = \PF) ou F : est I’endomorphisme de

d
pas apres extension des scalaires, donc on a bien G = G X Gy, k-

Etape 2. Supposons qu’il existe une extension finie purement inséparable K/k telle que

Grg ~ Ggx gl G, k. Comme précédemment, un tore maximal 7" de G satisfait Tk =
G, k. Comme l'extension K/k est purement inséparable, on a donc T' = Gy, ;. L'espace
homogene G /T est une forme de A} et le noyau de 'opération de G est g < T. Montrons
que 'on a G/T =~ Aj. Toute forme de A} trivialisée par une extension séparable est
triviale, donc on peut supposer que k est séparablement clos. Si pour tout point k-rationnel
x de G/T le morphisme d’orbite T" — G/T était constant alors, pour ¢ € T'(k), le schéma Z
des points fixes de ¢, qui est le sous-schéma fermé de G /T représentant le foncteur associant
a tout k-schéma S l'ensemble {x € G/T(S) | tv = z}, satisferait Z(k) = G/T(k). Or
G/T (k) est dense dans G/T et G/T est un schéma réduit, donc on aurait Z = G/T, ce
qui contredirait le fait que T n’opére pas trivialement. Soit donc = tel qge_\le mog)gsme
d’orbite soit non constant. On obtient un morphisme non constant P, — G/T', ot G/T est
la complétion réguliére de G/T. On déduit du théoréme de Liiroth que lon a G/T ~ P!
On a donc A} \ {0} =Tz C G/T C P} et ainsi G/T = A}

D’aprés le lemme 2.1.3, 'opération de G dans G/T ~ A} donne un morphisme G —
Gor % Gy, = Autp: o, dont le noyau est p14. Apres extension des scalaires a K, il s’agit

d

G’a7K X Gm,K — Ga,K X Gm,K
(a,) — (a,t7)

G, dans G par ce morphisme. Alors Uy est I'image réciproque de G, x par f donc Uk

du morphisme f : . Soit U I'image réciproque de

d

est le sous-groupe G, x de Gg g X Gy, . Donc U est distingué dans G, le sous-groupe
UNT est trivial et G = U - T. De plus le noyau du morphisme U — G, induit par
G — Gy % G est UN pg, qui est trivial. Donc U ~ G, , et, comme précédemment,

d
on a bien G = Gg i X Gy .

[]

Lemme 1.3.9 : On suppose que le corps k est parfait. Les formes de Gq i X Gy SO0
les Gop X T ouT est une forme de G, .

Démonstration. Soit G une forme de Gg X Gy k. Soit K /k une extension finie telle que
Gk ~ Gy g X Gy, k; cette extension est séparable. Comme dans la démonstration du
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lemme 1.3.8, on a G = G, - T ot T est un tore maximal de G. L’opération de T" dans
G, est triviale car elle le devient apres extension des scalaires. Donc G = Gg x 1. O

Remarque 1.3.10 : On pourrait espérer que, sur un corps quelconque, toute forme
de Gor X G soit du type U x T ou U est une forme de G, et T' est une forme
de G, ;. Toutefois, cela est faux en général. Par exemple, si le corps k est imparfait et
séparablement clos, et si U’ est une forme non triviale de G, j, alors il existe une extension
1 = Gy - G — U — 1 qui n'est pas scindée (voir [Tot, lemma 9.4]), et G est donc
une forme de Gg i X Gy, qui n’est pas du type U x T

1.4 Schémas seminormaux

Dans cette section on rappelle quelques propriétés des schémas seminormaux. On
utilise l'article [Swa] de Richard Swan comme référence générale.

Définition 1.4.1 : Soit f : Y — X un morphisme entre schémas noethériens réduits.
On dit que f est sous-entier si c’est un morphisme bijectif entier tel que pour tout y € Y,
le morphisme f* : k(f(y)) — r(y) entre les corps résiduels soit un isomorphisme. On
dit que le schéma X est seminormal si tout morphisme sous-entier f 'Y — X est un
isomorphisme.

Remarque 1.4.2 :

1. Le nom « sous-entier » peut paraitre étrange, étant donné qu’on demande que le
morphisme soit entier. Il s’agit d’une traduction du terme « subintegral » habituellement
utilisé en anglais pour désigner un tel morphisme.

2. Un schéma normal est seminormal.

3. D’apres [EGA, I, prop. 3.5.8 p.116] et [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], un morphisme
sous-entier est un homéomorphisme universel.

4. Le fait d’étre un morphisme sous-entier est une propriété locale sur la base.

Les schémas normaux sont recouverts par des spectres d’anneaux intégralement clos.
On peut espérer avoir une propriété analogue pour les schémas seminormaux.

Proposition 1.4.3 : [Swa, lemma 2.2] Soit A C B une extension entiére d’anneauz
noethériens. On pose

AL ={be B|Vp eSpecA,llj € A, + R(B,) C By}

ou R(By) est le radical de Jacobson de B, (c’est-a-dire lintersection des idéaur maxi-
mauz). Alors le morphisme Spec A}, — A est sous-entier et A} est la plus grande sous-
extension de A C B ayant cette propriété. L'anneau AL est appelé la cloture seminormale
de A dans B. On dit que A est seminormal dans B si A = Ap. On pose At = A% ot A
est la cloture intégrale de A dans son anneau total des fractions Q(A). On dit que A est
seminormal s’il est réduit et si A = A™.

Remarque 1.4.4 : Si A est seminormal alors, d’apres [Tra, lemma 1.3], 'idéal conducteur
¢ ={a € A|aA C A} est un idéal radiciel de A. En particulier les anneaux A/c et A/c
sont réduits.
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Lemme 1.4.5 : Si A est un anneau seminormal alors le schéma Spec A est seminormal.

Démonstration. Soit f : Y — Spec A un morphisme sous-entier. C’est un morphisme
affine donc on peut écrire Y = SpecB. Soit ¢ : A — B le morphisme d’anneaux
correspondant & f. Le morphisme f est surjectif et les anneaux A et B sont réduits,
donc ¢ est injectif. Notons q1, ..., q, les idéaux premiers minimaux de B. Le morphisme
f est bijectif et préserve les inclusions donc les idéaux premiers minimaux de A sont
pr = Yq1),...,pn = ¢ '(q,). Dans un anneau noethérien réduit, 'ensemble des divi-
seurs de zéro (auquel on ajoute I’élément 0) est la réunion des idéaux premiers minimaux
(voir [Boul, ch. IV, §2, n° 5, prop. 10 p.328]). On en déduit que tout élément de A qui n’est
pas un diviseur de zéro dans A n’est pas non plus un diviseur de zéro dans B. Donc ¢ induit
un morphisme injectif Q(A) — Q(B) entre les anneaux totaux des fractions. En outre,
n n

les morphismes canoniques A — [ Q(A/p;) = H k(p;) et B — ﬁQ(B/qi) = ﬁka(q

=1

induisent des isomorphismes Q(A) — H K(p;) et Q(B) — H K (voir [Swa, cor. 3.6]).

Or f induit un isomorphisme entre les COI‘pS résiduels, donc Vv Q( ) = Q(B) est un
isomorphisme. Enfin, par hypothése on a A = A" donc par maximalité de A" (au sens
de la proposition 1.4.3), ¢ : A — B est un isomorphisme. Donc f est un isomorphisme et
le schéma Spec A est bien seminormal. n

On dispose d'un critere pour savoir si un anneau est seminormal dans un autre.

Proposition 1.4.6 : [Swa, th.2.5] Soit A C B une extension entiére d’anneauz noethé-
riens. Alors A est seminormal dans B si et seulement si, pour tout b € B, si b*> € A et
b3 € A alors b € A.

La formation de la cloture seminormale commute avec la localisation.

Proposition 1.4.7 : [Swa, prop. 2.9] Soit A C B une extension d’anneauz noethériens.
Pour toute partie multiplicative S de A, on a (STTA)E_1 5 = STHAL).

Si A est un anneau noethérien réduit et A est la cloture intégrale de A dans son
anneau total des fractions Q(A) alors, pour toute partie multiplicative S de A, 'anneau
total des fractions de I'anneau S™'A est ST'Q(A) et la cloture intégrale de S™'A est
S~1A. En utilisant les propositions 1.4.6 et 1.4.7, on en déduit que le fait d’étre un
anneau seminormal est une propriété locale au sens suivant.

Proposition 1.4.8 : [Swa, cor. 2.10] Soit A un anneau noethérien réduit. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) L’anneau A est seminormal.
ii) Pour tout idéal premier p € Spec A, le localisé A, est seminormall.

it1) Pour tout idéal maximal m € Spec A, le localisé Ay, est seminormal.

Tout schéma noethérien réduit posseéde une seminormalisation, qui est un analogue de
la normalisation. On redonne briévement sa construction.

Proposition 1.4.9 : Soient X un schéma noethérien réduit et v : X — X la normalisa-
tion. Alors il existe un schéma seminormal X+, un morphisme sous-entier o : X+ — X
et une factorisation X — XT 5 X de v satisfaisant la propriété universelle suivante :
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pour tout schéma seminormal Y et tout morphisme f 'Y — X, il existe une unique
factorisation Y — XT = X de f. Le morphisme o est appelé la seminormalisation.

Démonstration. On commence par construire X ™ et o. Rappelons d’abord la construction
de la normalisation. Soit Kx le faisceau des fonctions méromorphes sur X. Pour tout
ouvert affine U = Spec A de X, Kx(U) est 'anneau total des fractions de Ox (U) et pour
tout x € X, la tige Kx, est 'anneau total des fractions de Ox .. On rappelle que 'on
a X = SpecA olt A est la sous-O x-algebre quasi-cohérente de Kx définie, pour tout
ouvert U, par A(U) = {s € Kx(U) |Vz € U,s, € Ox, C Kx_). Pour tout ouvert affine
U = Spec A on a A(U) = A et pour tout = € X on a A, = Ox,. Alors X = Spec A. En

particulier .05 = A donc pour € X on a (105), = Ox..
Soit B la sous-Ox-algebre de A définie, pour tout ouvert U, par B(U) = {s € A(U) |

Vz € U, s, € Oy, }. Alors pour tout ouvert affine U = Spec A on a

BU)={s € A(U) |Vo € U,s, € O%,} = {s € A| Vp € specAE € (A,)" C (4,)}

—(scA|Vpe SpecA,% € (A), C (A),} = AT = Ox(U)*

(la troisieme égalité vient de la proposition 1.4.7) et pour tout # € X on a B, = Ox .. En
outre, pour f € A\ {0} on a B(Spec Af) = (Af)" = (AT)s. Donc B est quasi-cohérente
et on peut poser Xt = Spec B. Par construction, on a le morphisme sous-entier o et la
factorisation de v.

Le fait d’étre un isomorphisme est une propriété locale sur la base, donc il découle du
lemme 1.4.5 que le schéma X est seminormal.

Montrons que 'on a la propriété universelle annoncée. Soit f : Y — X un morphisme
ou Y est un schéma seminormal. La seminormalisation Y — Y est un morphisme sous-
entier donc, comme Y est seminormal, ¢’est un isomorphisme. Soient U un ouvert affine
de X et V un ouvert affine de Y contenu dans f~1(U). Par construction de Y+, anneau
O(V) est seminormal. Donc d’apres [Swa, th. 4.1], le morphisme f : V' — U se factorise
de fagon unique en V. — o 1(U) & U. L’existence et I'unicité de la factorisation de
f Y — X s’obtiennent par recollement. O

Corollaire 1.4.10 : Soit X un schéma noethérien réduit. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Le schéma X est seminormal.

it) Pour tout ouvert affine U de X, l'anneau Ox(U) est seminormal.
iii) Pour tout x € X, l'anneau Ox , est seminormall.
i) Tout sous-schéma ouvert de X est seminormal.

v) 1l existe un recouvrement ouvert de X par des schémas seminormauc.

Swan a montré dans [Swa, th. 1] que si X est un k-schéma noethérien réduit affine
alors le tiré en arriere Pic(X) — Pic(X x A') (induit par la projection pry : X x Al — X)
est un isomorphisme si et seulement si X est seminormal, généralisant ainsi un résultat
de Carlo Traverso ([Tra, th. 3.6]). Pour les schémas qui ne sont pas affines, on a le cas
particulier suivant de [Brl5, lemma 3.6].

Proposition 1.4.11 : Soit X un k-schéma seminormal. Alors le tiré en arriére Pic(X) —
Pic(X x A') est un isomorphisme.
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Il est bien connu que la normalisation commute aux changements de base lisses. Il en
va de méme pour la seminormalisation.

Lemme 1.4.12 : Soit Y — X un morphisme lisse entre schémas réduits et de type fini
Yyt — X+

sur k. Alors le carré { { est cartésien.

Y X

Démonstration. Le morphisme Y™ — XT est donné par la propriété universelle de la
seminormalisation X+ — X appliquée au morphisme Y+ — Y — X. Pour montrer que
le carré est cartésien, on peut supposer que X et Y sont affines. Le résultat est alors donné
par [GT, prop. 5.1] (qui demande que les normalisations X — X et Y — Y soient des
morphismes finis, ce qui explique qu’on demande que X et Y soient de type fini). O

Corollaire 1.4.13 : [Bri15, lemma 3.5] Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X
un schéma réduit et de type fini sur k, a : G x X — X wune opération et 0 : X+ — X
la seminormalisation. Alors il existe une unique opération o™ : G x XT — X telle que le

ot
Gx Xt —— XT
morphisme o soit équivariant. De plus, le carré ;4 xa[ |J est cartésien et

GxX—X
(0%

les opérations v et o™ ont le méme noyau.

1.5 Normalisation et pincement

On veut pouvoir retrouver une variété X a partir de sa normalisée X. Sile corps k
est algébriquement clos et le lieu singulier de X est fini, Jean-Pierre Serre a donné dans
[Ser, ch. IV] une description explicite en construisant ’espace topologique sous-jacent de
X et le faisceau structurel. On peut retrouver X dans un cadre beaucoup plus général,
en utilisant le langage des pincements de Daniel Ferrand ([Fer]).

La normalisation v : X — X induit un morphisme de faisceaux injectif ¥ : Ox —
1,05 (on dit que v est schématiquement dominant, voir [EGA, IV 3, déf. 11.10.2 p.171]).
Le conducteur C est le faisceau cohérent d’idéaux qui est défini comme ’annulateur

C = Annp, (V*O)?/Ox) .
Pour x € X, la tige (V*Oj;)w est la cloture intégrale @X@ de Ox, et on a
C, = Ao, ((1.05) /Ox.) ={a € Ox,|a(rn05) COx.}.

Autrement dit, C, est le plus grand idéal de Oy, qui soit aussi un idéal de 6}(,3:, c’est-a-
dire I'idéal conducteur au sens classique du terme. Soient ¢ : Z — X 'immersion fermée

J

75X
définie par C et 7 = v=1(Z). Le carré cartésien )\‘ ‘,/ est appelé le carré du
Z — X

conducteur de X.
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Lemme 1.5.1 :

1. L’espace sous-jacent de Z est ’ensemble des points non normaux de X .
2. Le morphisme v induit un isomorphisme de j(v\ Z sur X \ Z.

3. Le morphisme \ : Z — Z est fini et schématiquement dominant.

4

. Le carré est cocartésien dans la catégorie des espaces localement annelés.

ZKLYK

5. Pour toute extension séparable K/k, le carré )\K[ [VK déduit par exten-

Zx — Xk
1K
ston des scalaires est le carré du conducteur de Xy .

Démonstration. L’espace sous-jacent de Z est {x € X | 1 ¢ C,} = {v € X | Ox. C
Ox.}. Donc X \ Z est le lieu normal de X et la normalisation v induit un isomorphisme
de v (X\Z)=X\ X sur X\ Z.

Soit U un ouvert affine de X. On écrit U = Spec A ou A est une k-algebre integre
de type fini. On a v~ 1(U) = Spec A ou A est la cloture intégrale de A. Soit ¢ = {a €
A | aA C A} l'idéal conducteur de A dans A. Pour tout idéal premier p € Spec A, la
cloture intégrale du localisé A, est le localisé (A), ~ A ®4 A, (voir [Bou2, V, §1 n°5,
cor. 1 p.19]). Puisque A est un A-module de type fini et A, est plat sur A, il découle
de [Boul, I, §2 n°11, cor. 2 p.40] que le conducteur de (A), dans A, est ¢, = cA,. Par
conséquent la restriction du faisceau conducteur C a U est le faisceau cohérent d’idéaux
associé & ¢. On a donc Z N U = Spec(A/c) et ZNv ' (U) = Spec(A/c). Le morphisme
Ale=04(ZN0)) = Afc = 0x(ZNv~HU)) = MOz(ZNU) est injectif et A/c est un
(A/c)-module de type fini.

Les ZNU ou U est un ouvert affine de X forment un recouvrement de Z. Donc \ est
bien fini et schématiquement dominant. En outre, d’apres [Fer, lemma 1.3 et th. 5.1] le

Z 01 (U) = Spec(A/c) —— 11 (U) = Spec A

carré A v est cocartésien. Donc le carré

Z NU = Spec(A/c) U = Spec A

du conducteur est bien cocartésien.

L’extension K /k est séparable donc la variété Xy est normale et v est la normalisa-
tion. Pour montrer que le carré déduit par extension des scalaires est le carré du conduc-

teur, on peut supposer que X est affine. Le résultat est alors a nouveau une conséquence
de [Boul, I, §2 n° 11, cor. 2 p.40]. ]

Réciproquement, Ferrand a montré que, sous des hypotheses assez faibles, la variété
X est obtenue en « pingant » Z sur Z. Le résultat suivant est un cas particulier de [Fer,
th. 5.4 et prop. 5.6].

Proposition 1.5.2 : Soient X un k-schéma, j : Z — X une immersion fermée et
A Z — Z un morphisme fini schématiquement dominant. Si tout ensemble fini de points
de Z est contenu dans un ouvert affine de X alors il existe un unique k-schéma X tel que
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771 .x

[’on ait un carré /\{ v qui soit cocartésien dans la catégorie des espaces locale-

]

ment annelés. De plus ce carré est cartésien, v est un morphisme fini schématiquement
dominant, v est une immersion fermée et v induit un isomorphisme de B(V\ Z sur X \ Z.
On dira qu’un tel carré est un « diagramme de pincement ».

Si X est de type fini sur k (resp. une variété, resp. propre) alors X aussi. Enfin, si X
est normale alors v est la normalisation.

Remarque 1.5.3 :

1. La derniere partie de ’énoncé est démontrée dans le mémoire de master [Howe] de
Sean Howe.

2. Si la variété X est quasi-projective (par exemple si ¢’est une courbe) alors la condi-
tion que tout ensemble fini de points de Z soit contenu dans un ouvert affine de X est
automatiquement satisfaite.

3. Si X est une courbe alors Z et Z sont des schémas finis et Z est déterminé par le
morphisme d’algebres injectif A : O(Z) — O(Z). Cela correspond a lidée intuitive : la
normalisation consiste « moralement » a séparer les branches et détordre les pointes, et
réciproquement on retrouve la courbe de départ en recollant des points et des tangentes.

Une opération d'un groupe lisse dans une variété peut se relever en une opération dans
la normalisée.

Lemme 1.5.4 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X une variété, o : GXx X —
J

X
X wune opération et |,/ le carré du conducteur. Alors il existe une unique
— X

N%Nz

i
opération a : G X X = X telle que le morphisme v soit équivariant. De plus, le carré

GxX 2. X
id XV[ [1/ est cartésien et les opérations o et & ont le méme noyau. Enfin, les
Gx X — X
Q@

sous-schémas fermés Z et Z sont G-stables.

Démonstration. L’existence et l'unicité de & sont données dans [Brl7, prop. 2.5.1] et

viennent de la propriété universelle de la normalisation. Le carré est cartésien car le mor-
: GxX — GxX
phisme u :

(9,2) = (g9,92)
GXXLGXX

\ lprQ (de méme pour @).
o

X

est un isomorphisme qui fait commuter le diagramme
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Le lieu lisse U de X ainsi que v~(U) sont des sous-schémas ouverts schématiquement
denses dans X et X. Donc, d’apres [EGA, IV 3, prop. 11.10.6 p.172], pour tout k-schéma,
S, les sous-schémas ouverts Ug et v~ (U)g = (vxidg) ™! (Us) sont schématiquement denses
dans Xg et Xg. Ils sont Gg-stables et v x idg : v (U)g — Ug est un isomorphisme G-
équivariant. Donc un élément g € G(5) induit I'identité sur Xg si et seulement s’il induit
identité sur Usg, si et seulement s'il induit I'identité sur v~'(Us), et si et seulement s’il
induit I'identité sur Xg. Par conséquent « et & ont bien le méme noyau.

Soit C le faisceau conducteur de v. D’apres [EGA, IV 2, prop. 6.8.5 p.152], le schéma
G x X est normal. Alors idg xv : G x X — G x X est la normalisation. Il découle de
[Boul, I, §2 n°11, cor. 2 p.40] que a*C et prjC sont tous les deux égaux au faisceau
conducteur de idg xv, donc en particulier ils sont égaux comme sous-faisceaux de Ogy x
(en utilisant les isomorphismes canoniques a*Ox ~ Ogyxx =~ pry Ox). Ainsi a7 1(Z) et
G x Z sont-ils égaux en tant que sous-schémas fermés de G' x X, c’est-a-dire que Z est
G-stable. Alors Z est également G-stable car v est équivariant. O]

Remarque 1.5.5 : Ce résultat ne se généralise pas aux groupes qui ne sont pas lisses,
comme le montre 'exemple suivant, essentiellement dii & Abraham Seidenberg (qui le
formule dans I’article [Sei] en termes de dérivation sur un anneau et sa cloture intégrale).

Exemple 1.5.6 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. On considére

u

le groupe infinitésimal oy, = Spec m des racines p-émes de zéro et la courbe C dans A?
U

d’équation 2P = yP. On a une opération de o, dans C' donnée par u- (z,y) = (z,y +u).

Montrons que cette opération ne se releve pas en une opération dans la normalisée de C'.

Al — C

PN (tP,tpH) car le corps des fractions

La normalisation est le morphisme v : {

de U'anneau O(C) s’identifie au corps des fractions rationnelles k(t) (avec t = Q) et alors
T

O(C) est le sous-anneau k[t?, 1P+ et sa cloture intégrale est k[t]. Si 'opération de o, dans

C se relevait en une opération dans A' alors celle-ci serait donnée par un morphisme
o , k[u] k[t][u]
d’algébres ¢ : k[t] — ) Ry klt] ~ (w
conditions o(t?) = 1P et (t*™') = t**' + u. Mais alors on aurait p(t)tP = p(t)p(tF) =
k(t) [u] u
(uP) v

. L’équivariance de v se traduirait par les

(tPt) = 7T + u done, dans
k[t][y]
(wr)

, on aurait o(t) =t + —, ce qui contredirait le fait

que @ est a valeurs dans

Réciproquement, une opération descend par pincement quand on pince un sous-schéma
fermé stable.
G
7 — X
Lemme 1.5.7 : Soit )\[ |,/ un diagramme de pincement (voir la proposition

]

1.5.2). Soient G un groupe algébrique et & : GxX — X et b GxZ — Z deux opérations.
Si le sous-schéma fermé Z de X est G-stable et si le morphisme \ est équivariant alors
il existe une unique opération o : G x X — X telle que Z soit G-stable, que [’opération
induite soit 3, et que le morphisme v soit équivariant.
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Démonstration. Soit 3 : G x Z — Z lopération induite par &. D’apres [Howe, th. 3.11], le
_id xy —~
GxZ——GxX

carré i x )\‘ {id «p est cocartésien dans la catégorie des espaces localement

GxZ—GxX
id x1

~ id xy —
Gx/Z—GxX &

id x A idxry X

annelés. Le morphisme \ est équivariant donc le diagramme
GxZ .

id x1
N

Z

GxX

X

7
commute. Par conséquent il existe un unique morphisme o : G x X — X qui complete ce
diagramme.

GxGEx7Z' — GEGxGExX'

Le carré est cocartésien dans la catégorie des espaces

GxGx/Z—GxGExX

localement annelés. De plus, en notant p la multiplication dans G, les diagrammes

id xid xj
GxGxZ GxGxX ) ,
\1(14)(@
id x id x A . G x X'
id x id xv
Oé,
GxGxZ — G xGxX
id x id x1
id xv
X/
ldXﬁ id X«
GxZ — GxX
id x1 v
3 Q
Z X

et
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id xid xJ
GxGxZ GxGxX' )
\uxﬁ
id x id x A L G x X'
id x id xv
GxGxZ GxGxX
id x id x1
id xv
l
MXId Mde
G x X
id x1 v
3 Eh\
A _ X
1

commutent (car chaque diagramme élémentaire commute), et les composées G X G x X' —
X (resp. GXGx Z — X) des deux diagrammes coincident. Donc par unicité, les composées

GXxGx XM Gx XS XetG@xGxX 2% Gx XS X coincident.
Par un argument similaire, la composée Speck x X G x X 2 X coincide avec

la seconde projection. Donc « est bien une opération. O

Les variétés presque homogenes se comportent bien vis-a-vis de la normalisation.

7 —X
Lemme 1.5.8 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X une variété, /\{ {
7 — X

le carré du conducteur, o : G x X — X une opération et a : G X X 5 X Zopemtzon
donnée par le lemme 1.5.4. Alors la variété X est presque homogene si el seulement si
X est presque homogéne. Dans ce cas, si de plus X est une courbe alors Z et 7 sont
contenus dans les sous-schémas fermés des points fizes X© et X¢.

Démonstration. Les morphismes v : G x X — X x X et 7 : G x X 5 X x X de la
GxX =X xX
définition 1.2.4 font commuter le diagramme ;4 xz/{ | v x v - Le morphisme

GxX—XxX
Y

v est surjectif et fermé, donc id xv est surjectif et v x v est surjectif et fermé. Donc si ¥
est dominant alors v aussi.

Réciproquement, supposons que X soit homogene. Soit U l'orbite ouverte dans X,
donnée par le lemme 1.2.6. Alors U est lisse donc v induit un isomorphisme v~'(U) ~
U. Donc v~ 1(U) est un sous-schéma G-stable et homogeéne de X, donc X est presque
homogene.

Supposons que X soit une courbe presque homogene. D’apres le lemme 1.2.16, U et
v~ 1(U) sont les complémentaires des sous-schémas fermés des points fixes. Comme Z est
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supporté par le lieu singulier de X et comme U est lisse, Z est contenu dans X \ U. De
plus Z = v=(Z) est contenu dans X \ v~ }(U). O

1.6 Fibrés en droites linéarisés

Dans cette section, on commence par rappeler la définition et quelques propriétés des
fibrés en droites linéarisés. On utilise [MFK, ch. 1, §3] comme référence générale. On
montre ensuite comment déterminer les fibrés en droites linéarisés d’un schéma obtenu
par un diagramme de pincement.

Définition 1.6.1 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X un schéma de type
fini sur k, m: L — X un fibré en droites et a : G x X — X une opération. On appelle
linéarisation de L toute opération : G x L — L qui commute avec ['opération naturelle
de G,, dans L par multiplication dans les fibres et telle que w soit G-équivariant. On dit
que L est linéarisable s’il posséde une linéarisation.

Exemple 1.6.2 : Si X est une variété lisse alors l'opération naturelle de G sur les formes
différentielles donne une linéarisation du fibré canonique wy .

GXLLL

Si B est une linéarisation alors le carré ;4 xw[ ‘W est cartésien, c’est-a-

GxX T X
dire qu'on a un isomorphisme ® : a*L — pri L. Pour g € G(k), le morphisme (g,id) :
X — GxX
z — (9,7)
isomorphisme &, = (¢,id)*® : g*L — L. On a &, = &j 0 h*(Dy).

donne (g,id)*a*L = g¢*L et (g,id)*pri L = L donc ¢ induit un

Lemme 1.6.3 : [MFK, p.31] La donnée d’une linéarisation est équivalente d la donnée
d’un isomorphisme ® : o*L — pry L de fibrés au-dessus de G x X faisant commuter le
diagramme suivant :

M X ldX *P
(idg xa)*a*L _cn (X idx)*a*L(4)> (n x idx)* prs L
(idg xa)*® can
(idg xa)* prs L —an " Pl - pris pry L
23

On dit que (L, ®) est un fibré linéarisé.

Si (Ly, ®1) et (Lo, Do) sont des fibrés linéarisés alors &1 @ Oy : a* (L1 ® Lo) = a* L1 ®
a*Ly — pry Ly @ pry Ly = pri(Ly ® Ls) est une linéarisation. De méme Py induit une
linéarisation de Li*.

Définition 1.6.4 : Un morphisme de fibrés linéarisés ¢ : (L1, Pp,) — (Lo, ®r,) est un
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by,
oLy —— pry [y

morphisme de fibrés en droites faisant commuter le diagramme a*gpl |pr§ o -

oLy —— pry Lo
Lo

Définition 1.6.5 : On note Pic®(X) le groupe abélien des classes d’isomorphismes de
fibrés en droites linéarisés sur X. On ['appelle le groupe de Picard équivariant.

Un fibré en droites tres ample sur un schéma (quasi-projectif) X permet de plonger X
dans un espace projectif. Si on a une opération de G dans X, on aimerait pouvoir plonger
X de fagon équivariante dans le projectivisé d’'un G-module. La donnée supplémentaire
sur le fibré pour pouvoir le faire est une linéarisation.

Proposition 1.6.6 : /[MFK, ch. 1, prop. 1.7 p.35] Soient G un groupe algébrique lisse
connexe, X un schéma quasi-projectif sur k, L un fibré en droites trés ample sur X et
a: G x X — X une opération. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le fibré en droites L est linéarisable ;

it) il existe une opération de G dans un espace projectif P" et une immersion (lo-
calement fermée) équivariante i : X — P™ telles que Opn(1) soit linéarisable et

L= Z*Opn(l) 5

iit) il existe un G-module V' de dimension finie et une immersion (localement fermée)
équivariante i : X — P(V') telles que L = i*Opn(1).

Le résultat suivant a été démontré par Hideyasu Sumihiro ([Sum, th 1.6], voir aussi
[Br15, th. 2.14)).

Proposition 1.6.7 : Soient X une variété normale et G un groupe linéaire lisse connexe
opérant dans X. Il existe un entier n > 1 tel que pour tout fibré en droites L sur X, le
fibré L®™ soit linéarisable.

On aimerait avoir un analogue, sans hypotheése de normalité, quand G est une forme
de G, en caractéristique p > 0. On a d’abord besoin de comprendre 'obstruction a ce
qu'un fibré en droites soit linéarisable. Pour tout groupe lisse connexe (G, on note G le
foncteur des caractéres qui & tout k-schéma X associe le groupe G(X) = Homyx_,,(G x
X, Gy, x X). Un élément de G(X) est donné par un morphisme x : G x X — G,, tel
que P'on ait identiquementx(gg’,z) = x(g,x)x(¢’,x). Il est bien connu que si le groupe
abstrait des caractéres G(k,) est trivial et si X est géométriquement réduit alors G(X)
est trivial. Pour le vérifier, on peut supposer k = k,. Pour y € G(X) et 2 € X(k),
— Gy,
— x(g,7)
Puisque G(k) x X (k) est dense dans G x X (car ce schéma est géométriquement réduit),
on en déduit que x est le morphisme constant 1.

le morphisme est un caractere donc, par hypothese, il est trivial.

Proposition 1.6.8 : [Br15, prop. 2.10] Soient X un schéma réduit et de type fini sur k,
et G un groupe lisse connexe opérant dans X. On a une suite exacte de groupes abstraits

~ . ) « Pic(G x X)
x@ X G a
1—-0X)" - 0O0X) = G(X)— Pic (X)—>P10(X)—>7r§ io(X)



32 CHAPITRE 1. RESULTATS PRELIMINAIRES

ot Pic%(X) — Pic(X) est le morphisme d’oubli qui a un fibré linéarisé (L, ®) associe le
fibré L, et O(X)XG est le sous-groupe de O(X)* formé des éléments G-invariants.

En particulier, si le groupe abstrait @(ks) est trivial et si X est géométriquement réduit
alors le morphisme Pic®(X) — Pic(X) est injectif, c¢’est-d-dire qu’un fibré en droites
posséde au plus une linéarisation (a isomorphisme prés).

Proposition 1.6.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient X
une variété et G une forme de G, opérant dans X. Il existe un entier r > 0 tel que pour
tout fibré en droites L sur X, le fibré L®P" soit linéarisable.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le groupe Pic(G x X)/prj Pic(X) est de p'-
torsion. Montrons d’abord qu’on peut se restreindre au cas G = Ggy. Soit K/k une
extension purement inséparable telle que Gk ~ G, i (voir proposition 1.3.5). Le degré d
de cette extension est une puissance de p. Supposons qu’il existe un entier s > 0 tel que
le groupe Pic(Gx x X))/ pri Pic(Xk) soit de p*-torsion. Soit L un fibré en droites sur
G x X. Par hypothese, il existe un fibré en droites M sur Xy tel que (Lx)®" ~ prj M. En
prenant la norme, on obtient L&%" ~ Ny ((LK)@’Y’S) ~ Nk (pry M) =~ pry(Ng(M))
et Ng/p(M) est un fibré en droites sur X (voir [EGA, II, prop. 6.5.8 p.130]). Donc le
groupe Pic(G x X)/ pri Pic(X) est de dp"-torsion.

Il reste & montrer que le résultat est vrai si G = Ggg. Soit 0 : XT — X la seminor-
malisation. D’apres le lemme 1.4.11, le tiré en arriére prj : Pic(X ) — Pic(G x X) est
un isomorphisme. Donc le diagramme

*

pr
0 —— Pic(X) ——— Pic(G x X) —— Pic(G x X)/ prs Pic(X) —— 0
o* (idG XJ)*
0 —— Pic(X*) —— Pic(G x X) 0
PTy

est commutatif et exact en lignes. Le lemme du serpent donne une suite exacte
ker(idg xo)* — Pic(G x X))/ pr; Pic(X) — coker o™.

De plus le morphisme « : G x X — X est lisse (car G est lisse) donc, d’apres le lemme
1.4.12, le schéma G x X est seminormal et id xo : G x X+ — G x X est la seminorma-
lisation. I1 découle de [Br15, lemma 4.11] qu’il existe un entier n > 0 tel que ker(idg xo)*
et coker o* soient de p"-torsion. Alors Pic(G x X))/ pri Pic(X) est de p?"-torsion. O

Remarque 1.6.10 :

1. Ce résultat n’est pas vrai en caractéristique nulle. En effet, G, opere dans la courbe
klu
cuspidale C' obtenue en pingant le sous-schéma Spec ([21 de P! supporté par oo sur Spec k
u
(qui peut étre réalisée explicitement comme la courbe dans P? d’équation homogene
y® = 2%2). D’apres [Brlb, ex. 2.16], un fibré en droites sur C est linéarisable si et seulement

s'il est de degré 0.

2. Si G est une forme non triviale de G, alors sa complétion réguliere C' se plonge de
facon équivariante dans le projectivisé d'un G-module, mais C' n’est pas lisse. Au contraire,
si k est de caractéristique nulle alors 'adhérence d’une orbite dans le projectivisé d’un
G,-module est toujours lisse (voir [BF, lemma 2.4]).

Il est bien connu que les linéarisations se comportent bien quand on tire en arriere un
fibré en droites par un morphisme équivariant.
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Lemme 1.6.11 : Soient X et Y deux schémas de type fini sur k, G un groupe algébrique
lisse connexe, a : G X X — X et f: G XY — Y deux opérations, et f :' Y — X un
morphisme G-équivariant. Si (L, ®1) est un fibré en droites linéarisé sur X alors

(idg % f)* pry f*L =% pry f*L

est une linéarisation de f*L. De plus, si ¢ : (L1, ®r,) — (Lo, ®r,) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur X alors f*o : (f*Ly, ®per,) — (f*Lo, Ps+1,) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur'Y .

(idg xf)"®

Opep B L (idg x ) o’ L

Démonstration. Le diagramme de la figure 1.1 page 34 est commutatif et la composée des
fleches verticales a gauche est (id X 3)*®¢+1,. Donc @+, est bien une linéarisation de f*L

De plus le diagramme

idg < f)*®p,
B*f*LlL(lde)* *Llw(ldxf) pr§L1Lpr2f*L1

B*fre (ide x f)*a*e (ide x f)* prs @ priy f*o

B*f*Ly (id x f)*a* Ly (id x f)* prs Lo prt f* Ly

can (ldG Xf)*(I)LQ can

est également commutatif, donc f*¢ est bien un morphisme de fibrés linéarisés. m

7 ——
Pour un diagramme de pincement )\| |y , Charles Weibel a décrit les fibrés
Z7 — X

en droites sur X en termes de fibrés en droites sur X et sur Z.

Proposition 1.6.12 : [Web, prop. 7.8/ On a une suite exacte de groupes abstraits
1= O(X)* = OX)* x O(Z)* = O(Z)* = PicX — PicX x PicZ — PicZ

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connexion § : O(Z)* — Pic X. Cette
suite est appelée la suite Units-Pic.

Cela signifie « moralement » que, a isomorphisme pres, un fibré en droites sur X est
donné par un fibré en droites sur X muni de trivialisations le long des fibres de \.

On peut reformuler ce résultat dans le langage des catégories. Pour tout schéma Y
de type fini sur k, on note Dy la catégorie des fibrés en droites sur Y. Les foncteurs j*
D — Dy et A : Dy — Dy permettent de définir la catégorie produit fibré D¢ XD~ Dy.

Ses objets sont les triplets (L M, o) ou L et M sont des fibrés en droites sur X et Z et
o est un isomorphisme j*L ~ A\*M de fibrés en droites sur Z. Un morphisme entre deux
triplets (Ll, M, 0q) et (Lg, M, 05) est donné par deux morphismes de fibrés ¢ : Ly — Lo
et ¥ : My — Ms tels que oy 0 (j*@) = (A*Y) o 7.

Proposition 1.6.13 : [Howe, th. 3.13] Le foncteur

DX — D XD~ DZ
T Xz
L +~—— (Vv*L,i*L,can)
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34

T+ & C1d
7./ Gad ad L 7.4 .4 Fad — 7.4 Gd (g% py)
ueo ueo ueo
®.(f x py)id
7 5d (fx pr)¥ad T.0,(4x pr)¥iad 7 1d L (fx pr). (g pr)
ueo ueo ueo
€1d (/% pr x pt
7 Gad FEad (X prx pr) o W prx ey 7.0 aad (f X ptx pr) o 7 %d ,(0x pr),(f X ptx pi)
e $(0X PY).(f X PEX P)
Gad . (pr x 1), (f < pr x pt L0 (P 1) (f X prx pr L0 (X PL) L (f < prx pr
7 8d(prx ). (fx p ﬂiexzxirﬁchgéq (Pt x ).(f x prx pr) o 7.0.(0X P1). (X P X p1)
ueo ueo ueo
7 2d L (f % pr).(pr X 77) T.0,(6x pr),(pr x 1) T.0.(f > P1). (9% pr)
O (f x 1) (Pt x 1)
ueo ueo ueo
7.4 2ad (pt x 1) T o (p1 x 1) o T 6% PY)

T4, (pt x 1)

FI1GURE 1.1 — Diagramme pour la démonstration du lemme 1.6.11.



1.6. FIBRES EN DROITES LINEARISES 35

(ou can est l'isomorphisme canonique j*v*L ~ \*i*L) est une équivalence de catégories.

Soit S le quasi-inverse de T'. Pour (E, M, o) dans D XD Dy, la classe d’isomorphisme

de L = S (E, M, o) est déterminée par l'existence d’isomorphismes ¢, : v*L — L et
J*v*L ERR J*L
@; "L — M faisant commuter le diagramme can{ ‘a

NV L —— XM

On peut donner une construction analogue pour les fibrés en droites linéarisés. Soit
G un groupe algébrique lisse connexe. Pour tout schéma Y de type fini sur £ muni d’une
opération de (i, on note DY la catégorie des fibrés en droites linéarisés sur Y. D’aprés
le lemme 1.6.11, si Y’ est un autre tel schéma et si f : Y’ — Y est un morphisme
G-équivariant alors on dispose du foncteur f*: DY — DY,

71X

On suppose maintenant qu’on a un diagramme de pincement )\‘ p ou X est
Z — X
?

de type fini sur k£ (donc X, ZetZ aussi). On suppose aussi que 'on a deux opérations
a:GxX > Xeta:GxX — X telles que les sous-schémas fermés Z et Z soient
stables et que les morphismes v et A soient G-équivariants (donc i et j au851) On note
B:GxZ— Zet[:GxZ— Z les opérations induites. Les foncteurs j* Df( — Dg et

N DE — Dg permettent de définir la catégorie produit fibré D)? X pa DF. Ses objets sont
zZ

les uplets (L, O, M, Py, 0) ot (L, &+ ) et (M, ®y,) sont des fibrés en droites linéarisés sur

X et Z, et o est un isomorphisme j *L ~ XM de fibrés en droites linéarisés sur Z. Un
morphisme entre deux uplets (L1,<I> Ty My, @y, 01) et (Lg,@ , My, @y, 09) est donné

par deux morphismes de fibrés linéarisés ¢ : (El,q)Ll) (Lo, ~2) et ¥ @ (M, ®pr) —
(M, ®yy,) tels que og 0 (7*@) = (M) 0 071.

Théoréme 1.6.14 : Le foncteur

- g  — D¢ xpgpg
| (L, @) — (VL,®,.p,i*L, ®;p, can)

(ou can est l'isomorphisme canonique j*v*L ~ \*i*L) est une équivalence de catégories.

Démonstration. 11 est immédiat que (v*L,®,.p,i*L, ®;xp,can) est bien un objet de la
catégorie DG)Z X pc D§. La définition de T sur les morphismes est évidente. On vérifie
zZ

alors facilement que T¢ est un foncteur.

Etape 1. D’aprés la proposition 1.6.13, le foncteur T est fideéle. Montrons qu’il est plein.
Soient (L1, ®p,) et (Lo, ®r,) deux fibrés en droites linéarisés sur X. Un morphisme
TC(Ly,®1,) — TY(Ly, ®1,) est donné par deux morphismes de fibrés linéarisés @ :
(V'Ly, @per,) = (U Ly, ®per,) et ¥ 1 (0% Ly, @iepy) — (1" Lo, ivp,) tels que oy 0 (j°@) =
(A*) o 01, ol 07 et oy sont les isomorphismes canoniques j*v*L; ~ A*i*Ly et j*v*Ly ~
N*i*Ly. A nouveau d’aprés la proposition 1.6.13, il existe un morphisme de fibrés en droites
w: Ly — Ly tel que ¢ = v*p et ¢ = 1*p. 1l reste a montrer que ¢ est un morphisme
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de fibrés linéarisés. En utilisant la définition des linéarisations ®,.;, et ®,.,, I'égalité
© = v¥p, le fait que ¢ soit un morphisme de fibrés linéarisés et les différents isomor-
phismes canoniques, on constate que le diagramme

idg xv)*®
(ldG XI/>*Oé*L1( ¢ ) L

(idg xv)* prs Ly
(idg xv)*a*e { (idg xv)* pri ¢

(idg xv)*a* Ly

idg xv)*prs L
(idGXI/)*CI)LQ( G Xv)" prs Lo

de fibrés en droites sur Gx X commute. De meéme, en remplacant idg X v par idg X7, on ob-
~ id x7j -
GxZ ——GxZ

tient un diagramme commutatif de fibrés en droites sur Z. Or ;4 « )\| kid Ny

GxZ——GxX
id x1

est encore un diagramme de pincement (voir [Howe, th. 3.11]), donc on peut lui appliquer
la proposition 1.6.13. En particulier le foncteur

/
T":Daxx — Doy Xp,, -~ Daxz

Ly
oLy —— prsy Ly
est fidele. Par conséquent, le diagramme a*w‘ [prs ¢ commute, c’est-a-dire
o* Ly —— prs Lo

Lo
que @ est bien un morphisme de fibrés linéarisés.

Etape 2. Montrons que T est essentiellement surjectif. Soit (f/, 5, M, @y, 0) un objet
de D)G? X pa DY. Toujours d’apres la proposition 1.6.13, il existe un fibré en droites L
zZ

sur X et des isomorphismes ¢, : v*L — L et w; + i*L — M faisant commuter le dia-

UL RN §*L

gramme Cank ‘/o’ . On veut donc construire une linéarisation ®; de L et un
ML —— XM
isomorphisme entre T%(L, ®;) et (E, O, M, Py, 0).
Considérons les isomorphismes

o1 ¢ (idg xj)* &L < 5L 2% BNM 2 (idg x\)*B*M

oy ¢ (idg x7)* pry L <5 prl j*L o, pry N*M =% (idg x\)* pry M
de fibrés en droites sur G x Z. Puisque o : j*l~} — A*M est un isomorphisme de fibrés
linéarisés, on a oy o ((idg xj)*®;) = ((idg xA)*®xr) 0 01. Donc @3 et @y, induisent un
isomorphisme (&*E,B*M, o1) — (prh Z,pr§ M, 03) dans la catégorie D, 5 Xp_ Daxz
(par définition des morphismes dans cette catégorie). Or le foncteur 7" défini plus haut est
pleinement fidele, donc cet isomorphisme provient d’un isomorphisme dans la catégorie
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Dex x, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme de fibrés en droites ®; : a*L — pri L
faisant commuter le diagramme
ok

a*p, -
(id xv)a L — L G P G

(ld XV)*(I)L (I)Z

(id xv)*pri L pry L

* *
pry v L —
can Pry Pu

ainsi que le diagramme analogue obtenu en remplacant v par ¢ et L par M.

Il reste a montrer que ®; est une linéarisation, car alors par construction ¢, et ;
induisent un isomorphisme T¢(L, ®) — (E, 5, M, @)y, 0). On veut donc montrer que le
diagramme

H X ldX *q)L
(idg xa)*a*L can (% idX)*oz*IE ) (u xidx)*pry L
(idg xa)*®, can
(idg xa)* prs L —an Prza’L —_— pris pry L
23

commute. On vérifie facilement que les deux diagrammes obtenus en tirant en arriere par
idg x idg xv et par idg x idg x4 sont commutatifs, car @5 et @), sont des linéarisations
(on peut par exemple écrire un diagramme analogue a celui de la figure 1.1 page 34).
Comme précédemment, le foncteur

DGXGXX — IDGXGX)? XDGxGxE DGXGXZ

est fidele. Donc le diagramme pour &, est bien commutatif. O]

Corollaire 1.6.15 : On a une suite exacte de groupes abstraits

G

1 — OX)* = OX)“ x0(2)*° — 0Z)<° B

L Pic?(X) — Pic%(X) x Pic%(Z) — Pic%(2)

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connezion 6 : O(Z)*° — Pic%(X).
Cette suite est appelée la suite Units-Pic équivariante.

Démonstration.

Etape 1. Exactitude en O(Z)*“. On identifie O(Z)* au groupe des automorphismes du

fibrés en droites trivial Z x A'. Les automorphismes du fibré linéarisé (Z x A, triv)
(oft triv est la linéarisation triviale) correspondent aux éléments de O(Z)*“. Le mor-
phisme § envoie o € O(Z)*° sur la classe d’isomorphisme du fibré en droites sur X
correspondant (grace au théoreme 1.6.14) a la classe d’isomorphisme de l'uplet (X X
Al triv, Z x Al triv, o). En particulier 'image de d(c) par le morphisme Pic%(X) —
Pic%(X) x Pic%(Z) est ((X x Al triv), (Z x Al triv)), c’est-a-dire que §(c0) est dans le
noyau du morphisme. Réciproquement, un élément (L, ®r) dans le noyau du morphisme
correspond a un uplet (X x Al triv, Z x Al triv,o) et on peut voir ¢ comme un auto-
morphisme de (Z x A, triv), donc on a 0 € O(Z)* et (L, ®.) = 6(0).
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Etape 2. Exactitude en O(Z)*%. Soit o € O(Z)*, vu comme un automorphisme de (Z x
Al triv). Alors o est un élément de kerd si et seulement s’il existe un isomorphisme
(Y x Al triv, Z x Al triv,o) — (j(v x Al triv, Z x A' triv,can). Un tel isomorphisme
est donné par des automorphismes @ de (X x Al triv) et ¢ de (Z x Al triv) tels que
cano(j*@) = (A\*))oo. En voyant @ et ¢ comme des éléments de O(X)*“ et O(Z)*“, cette
condition signifie précisément que o est 'image de (@,1)) par le morphisme O(X)* x
O(2) = 0(2)*°.

Etape 3. Exactitude en O(X)*“ x O(Z)*“. L’image du morphisme O(X)*“ — O(X)*“ x
O(Z)* est contenue dans le noyau du morphisme O(X)*% x O(Z)*° — O(Z)*“. Réci-
proquement, si (¢,1) est dans le noyau de ce morphisme alors, d’apres la suite Units-Pic
donnée dans la proposition 1.6.12, ce couple est I'image d’un élément ¢ € O(X)*. Le
morphisme idg xv : G X X — G X X est schématiquement dominant donc I'applica-
tion (idg xv)* : O(G x X)* — O(G x X)* est injective. Les images de a*(¢) et pri(¢)
par cette application sont respectivement a*(@) et pri(@). Or ¢ est G-invariant, donc
a*(@) = pr3(@). Par injectivité on a a*(p) = pri(yp), donc ¢ est un élément de O(X)*"

Etape 4. Exactitude en Pic?(X)xPic?(2). Soit ((L, ®7), (M, @) € Pic?(X)xPic?(2).
Son image dans Pic%(Z) est triviale si et seulement si on a un isomorphisme de fibrés
linéarisés (j*L)(AM)™" ~ Z x A', (ot Z x A" est muni de la linéarisation triviale),
c’est-a-dire si et seulement si on a un isomorphisme de fibrés linéarisés o : j*L — A\*M.
D’apres le théoreme 1.6.14, cela est équivalent au fait que ((L, d5), (M, <I>M)) soit I'image
d’un élément de Pic®(X). O

Remarque 1.6.16 : Si X est une variété propre alors O(X) = O(X) = k donc la suite
Units-Pic équivariante se simplifie en la suite exacte

1= 0(2)*° J0(Z)*° = Pic®(X) — Pic%(X) x Pic%(Z) — Pic®(Z).



Chapitre 2

Courbes presque homogenes

2.1 Courbes presque homogeénes réguliéres

Le résultat clé pour la classification est le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.1.1 : [Bri17, ex. 7.1.2 et 7.1.3] Soit C une courbe projective lisse de genre
g. Sig>1 (resp. si g = 1) alors le groupe algébrique des automorphismes Aute (resp.
le normalisateur Autc g dun point k-rationnel Q muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit) est un groupe fini étale.

Démonstration. L’algébre de Lie de Autg est HY(C,T¢) ou Ti est le faisceau tangent
de C. Or T¢ est le dual du fibré en droites canonique we donc deg T = 2 — 2¢g. Donc si
g > 1 alors deg Te < 0, donc dim H°(X,T¢) = 0. Donc Aut¢ est un groupe algébrique
lisse de dimension 0. On suppose désormais g = 1. Dans la courbe C; obtenue apres
extension des scalaires il n’y a qu'un nombre fini de points @)y, ..., Q, au-dessus de ) et
ce sont des points k-rationnels. Donc Autc_g, est d’indice fini dans (Autc,g)z. Donc il
suffit de traiter le cas ou k est algébriquement clos. Alors C' est une courbe elliptique et
() est un point k-rationnel. On a Aute = C' X Auteg et Auty, = C donc Auteg ~
Autc/Auty, = mp(Aute), donc Aute ) est étale et fini. O

Remarque 2.1.2 : En particulier, si ¢ > 1 (respectivement g = 1) alors le groupe
abstrait Aut,(C') (respectivement le stabilisateur de @) dans Autg(C)) est fini. Maxwell
Rosenlicht avait déja démontré ce résultat en 1955 en utilisant le langage des corps de
fonctions ([Ro55, th. p.4]).

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat d’André Weil sur les opérations
birationnelles. On en donne ici une démonstration s’appuyant sur des idées de Rosenlicht
(voir [Rob6, th. 15]). Michel Demazure a donné dans [Dem, prop. 5] un énoncé similaire
pour les courbes lisses.

Lemme 2.1.3 : Soient C une courbe réqulicre, C sa complétion régquliere, G un groupe
algébrique lisse conneze et a : G X C' — C une opération. Alors a s’étend de facon unique
en une opération dans C. De plus, le complémentaire Z = C \ C, muni de la structure de
sous-schéma fermé réduit, est stable par G (et G opére trivialement dans Z ).

Démonstration. Soit a: G x C — C I’application rationnelle définie par «. Son domaine
de définition U C G x C est un ouvert contenant G x C. Il suffit donc de montrer que
pour g € G(k) et € C(k) 'élément gz est défini, c’est-a-dire (g,2) € U(k). Comme
(CAJ');C est la complétion réguliere de C},, on peut supposer que k est séparablement clos.

39
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Le schéma G x C' est normal (car G est lisse et C' est normale, voir [EGA, IV 2, prop.
6.8.5 p.152]) et le schéma d’arrivée C' est propre donc (G x C)\ U est de codimension au
moins 2 dans G x C. De plus le sous-schéma Z de C est formé d’un nombre fini de points
fermés Py, ..., P. dont les corps résiduels sont des extensions purement inséparables de
k (car k est séparablement clos). Pour 1 < i < r, la composante irréductible Z; =
G x Speck(P;) de G x Z est de codimension 1 dans G x C. Donc U N Z; est un ouvert
non vide de Z;, sinon on aurait Z; C (G x C)\ U et Z; serait de codimension au moins 2.
D’apres [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], la projection 7; : Z; — G est un homéomorphisme.

Donc V = ﬂ (U N z;) est un ouvert non vide de G tel que V x Z C U.
i=1

Pour g € V(E) et T € Z(E) on a gr € Z(k). En effet, si gz € C(E) alors g~ !(gx) est
défini donc g7 '(gx) = (¢7'g)r = z, ce qui est impossible car g~!(gz) € C(k). Puisque
V est un ouvert non vide de G, on a G(k) = V(k)V (k) (voir [Bor, prop. 1.1 p.47]). Par
conséquent, pour g € G(k) et & € Z(k) 'élément gz est bien défini.

Soit Ng(Z) le normalisateur de Z dans G. Sa formation commute aux extensions
séparables donc on peut toujours supposer que k est séparablement clos. Tout élément
g € G(k) induit un automorphisme de CA’, encore noté g, tel que ’ensemble Z soit stable.
Comme le sous-schéma Z est réduit, g se restreint en un automorphisme de Z. On a donc
Na(Z)(k) = G(k). Or G(k) est dense dans G, donc Ng(Z) = G, c'est-a-dire que Z est
bien stable par GG. D’apres le lemme 1.2.14, 'opération de G dans Z est triviale. O

Remarque 2.1.4 : En particulier, se donner une opération fidele de G' dans C' revient a
se donner un morphisme de groupes algébriques G — Autg injectif tel que I'image de G
soit un sous-groupe du centralisateur Aut; , de Z.

On déduit facilement des résultats précédents une liste des courbes homogenes pos-
sibles (qu’on peut déja trouver dans [Pop, ch. 7, prop. 1.2 p.168] quand le corps k est
algébriquement clos).

Lemme 2.1.5 : Soit C' une courbe lisse. Si C' est homogéne sous ['action d’un groupe
algébrique lisse connexe alors C est une forme de P!, de A' ou de A'\ {0}, ou C' est une
courbe projective lisse de genre 1 (éventuellement sans point k-rationnel).

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe tel que C' soit homogene sous
une opération de G. On peut supposer que l'opération est fidele. On peut aussi supposer
que le corps k est algébriquement clos. Soit C la complétion réguliere de C'. On a un
morphisme injectif G(k) — Aut,(C) donc le groupe Aut,(C) est infini, donc la courbe
projective lisse C est de genre 0 ou 1. Si elle est de genre 0 alors on a un isomorphisme C' ~
P! et le complémentaire Z = C \ C' est de cardinal 0, 1 ou 2, car le seul automorphisme de
P! qui fixe au moins trois points k-rationnels est I'identité ; on a respectivement C' = P1,
C'~ A' ou C = A\ {0}. Si C est de genre 1 alors C' = C, sinon tout point Q € Z(k)
est fixé par tous les éléments de G(k), ce qui est impossible car G(k) est infini. ]

La réciproque est fausse : il existe des formes de A' qui ne sont pas homogeénes, comme
le montre le contre-exemple suivant, mentionné sans démonstration dans [Rus].

Lemme 2.1.6 : On suppose que le corps k est imparfait. Soit P un point de P tel que
Uextension k(P)/k soit purement inséparable et de degré au moins 3. Alors C' = P\ {P}
est une forme de Al et le centralisateur Autp: p de P (muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit de P') est infinitésimal.
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Démonstration. L’extension k(P)/k est purement inséparable donc il existe un unique
point Py, de P} au-dessus de P et on a I'égalité des degrés [k(Py,) : ks] = [k(P) : k].
Donc on peut supposer que k est séparablement clos. De méme, il existe un unique point
Py de P1 au-dessus de P et celui-ci est k-rationnel. Donc Cf = P\ {P;} ~ Af et C est
une forme de A'.

On note [t : u] des coordonnées projectives sur P!. Soit p > 2 la caractéristique de
k. 1l existe a € k et m > 1 tel que P ait pour équation t*" — a = 0. Alors x(P)/k est

de degré p™. Un élément de Autp: p(k) est une homographie qui induit 'identité sur le
pm

sous-schéma fermé P de P%. Ce dernier a pour équation (t — apfm) = 0. On conjugue

par une homographie envoyant [a?" " : 1] sur [0 : 1]. Comme p™ > 3, il suffit de montrer

que si une homographie f = g induit I'identité sur le sous-schéma d’équation t3 = 0
alors f = id. On a f([0 : 1]) = [0 : 1] donc S = 0. On peut supposer § = 1. On note
k[t k[t

encore ¢ I'image de ¢ dans (75[3% Alors f([t:1]) = [at : 1+ ~t] donc f opeére dans (75[31 par
t

f-t= 1:1_ ;= at — aryt?. Par hypothése l'opération est triviale, donc o = 1 et v = 0.
Y

Donc f =id. m

On peut maintenant démontrer le cas 1 du théoréme A.

Théoreme 2.1.7 : Soient C une courbe et G un groupe algébrique lisse connexe opérant
fidélement dans C. La courbe C' est homogene sous ['opération de G si et seulement si un
des cas suitvants a lieu :

(a) C est une conique projective lisse et G ~ Autc

(b)) C ~ Al et G~ G, x G, (opérant par transformations affines) ;
(c) G est une forme de G, et C' est un G-torseur;

(d) G est une forme de G,, et C est un G-torseur;

(e) C est une courbe projective lisse de genre 1 et G ~ Auty,.

Démonstration. Supposons que C' soit homogene. On commence par supposer que le corps
k est algébriquement clos. Soient C' la complétion réguliere de C' et Z = C \ C' muni de la
structure de sous-schéma fermé réduit, de sorte que d’apres la remarque 2.1.4 le groupe G
s’identifie & un sous-groupe du centralisateur de Z dans Autg,. La courbe C est projective
lisse et, d’apres le lemme 2.1.5, elle est de genre 0 ou 1.

Si elle est de genre 1 alors c¢’est une courbe elliptique E et elle est homogene sous
Auty, ~ E, donc C = E et G ~ Autg. On suppose désormais que C est de genre (0, donc
C' ~ P!. Alors G est un sous-groupe de Autp: ~ PGL; et Z est formé de 0, 1 ou 2 points
k-rationnels. Si Z est formé de 2 points alors, quitte a conjuguer G, on peut supposer que
ces deux points sont 0 et oo; en particulier C' = A'\ {0}. Le centralisateur de {0, 00}
. ﬂ ~ G,, de PGL, donc G =~ G,,.. Si Z est formé d'un
seul point alors on peut supposer qu’il s’agit de oo, donc C = A'. Le centralisateur de oo
ko ok
0 1
strict de B alors il est de dimension 1, donc il s’agit du radical unipotent G, de B ou
d’un tore de B; ce n’est pas un tore car Z n’est pas formé de 2 points. Enfin, si G est un
sous-groupe strict de PGLy alors il est de dimension au plus 2 donc, d’apres [Bor, cor.
11.6 p.149], il est résoluble. Donc, quitte & conjuguer, G est un sous-groupe de B et il fixe
le point co. Par conséquent, si Z est vide alors G = PGLs.

est le tore maximal standard l

est le sous-groupe de Borel standard B = ~ G, X G,,. Si G est un sous-groupe
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La classification sur un corps quelconque en découle immédiatement, sauf dans le cas
Gr ~ G,z % G, 7 et C ~ AL D’apres le lemme 1.3.8, on a déja G ~ G, x Gy, Soit
K /k une extension séparable telle que C' posseéde un point K-rationnel. On a alors un
isomorphisme Cy ~ Gx /G, x >~ AJ.. Donc d’apres la proposition 1.3.5ona C ~ A'. O

Remarque 2.1.8 : On utilise I'expression « conique projective » comme un synonyme
de « courbe projective de genre arithmétique 0 ». En effet, une telle courbe C' est lisse, et
le fibré anticanonique w$ ™' est trés ample et induit une immersion fermée C' — P? telle
que C soit donnée par une équation homogene de degré 2. Soit ¢ la forme quadratique
correspondante. Alors Autc ~ POg3(q) et c’est une forme de PGLs,.

Le cas 2 du théoréeme A est une conséquence directe.

Corollaire 2.1.9 : Soient C' une courbe réguliere et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidelement dans C. La courbe C est presque homogéne et non homogéne sous
lopération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :

(a) C =Pl et G ~G,xG,,;

(b) G est une forme de G, et C est la complétion réguliére d’un G-torseur;

(c) C~A' ouPl et G~G,,;

(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable de
degré 2.

Démonstration. D’apres le lemme 1.2.6, si C' est presque homogene alors elle contient
un sous-schéma ouvert U qui est G-stable et qui est une courbe homogene. De plus la
complétion réguliere de C' est la complétion réguliere de U. Pour le cas (d), on utilise le
lemme 1.3.4. [

2.2 Courbes presque homogénes seminormales

On a la caractérisation suivante des courbes seminormales, qui est une conséquence
d’une caractérisation donnée dans [GT, cor. 2.7] des anneaux japonais seminormaux qui
satisfont la condition de Serre Sy (un anneau noethérien réduit et de dimension de Krull
1 satisfait cette propriété).

J

_

Z C
Lemme 2.2.1 : Soient C une courbe et )\| {V le carré du conducteur. La courbe

?

C' est seminormale si et seulement si Z est réduit. Dans ce cas, Z est également réduit.
On dispose également du résultat suivant.
J e
|y
Z ——C
1

Z
Lemme 2.2.2 : Soit C' une courbe obtenue par un diagramme de pincement )\{

ot C' est une courbe réguliére et Z est un sous-schéma fini réduit. Alors C' est seminormale.
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Démonstration. Le morphisme v induit un isomorphisme de C'\ Z sur C'\ Z donc il
suffit de montrer que pour tout point P de Z, I'anneau local O¢ p est seminormal.
Puisque A est schématiquement dominant et 7 est réduit, Z est un schéma fini réduit.
Soit U un ouvert affine de C' contenant P mais aucun autre point de Z. Alors le carré

A1(Spec k(P)) —L— v=1(U)
/\| |y est un diagramme de pincement, donc on peut supposer

Spec k(P) U

7
que C est affine et que Z = Spec x(P).

On écrit C = Spec A et C = Spec A ot A est la cloture intégrale de A. Le point P
correspond & un idéal maximal m de A et les points de Z aux idéaux my,...,m, de A au-
dessus de m. Alors Z = Spec(A/m) et Z = [ Spec A/m; = Spec A/(m, - - - m,). D’apreés

i=1
[Fer, lemme 1.3], on a m; - - - m, = m. Autrement dit, I'idéal maximal mA,, de Oc p = An

est le radical de Jacobson de la cloture intégrale Oc p = Ay. Or les seuls idéaux premiers
de O¢ p sont (0) et mA, car O¢ p est un anneau local integre de dimension de Krull 1.
Donc, d’apres la définition de OE p, 'anneau O¢ p est bien seminormal. m

Remarque 2.2.3 : Avec les notations du lemme 2.2.2, si G est un groupe algébrique
lisse connexe qui opere dans C et si Z est G-stable alors, comme Z est réduit, G opére
trivialement dans Z. Donc d’aprés le lemme 1.5.7, il existe une unique opération de G
dans C' telle que G opeére trivialement dans Z et que v soit équivariant.

Le fait d’étre une courbe seminormale presque homogene est une propriété qui descend
pas extensions séparables. Pour le voir, on a d’abord besoin du cas particulier suivant de
[CGP, lemma C.4.1 p.649].

Lemme 2.2.4 : Soit G un groupe algébrique. Alors G posséde un plus grand sous-groupe
lisse G*™. De plus pour toute extension séparable K/k, on a G (K) = G(K) et (Gg)*™ =
(Gsm)K

Proposition 2.2.5 : Soient C' une courbe seminormale et K/k une extension séparable.
Si Ck est presque homogéne sous l'opération d’un groupe algébrique lisse connexe alors C
ausst.

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe sur K tel que Cx soit presque
homogéne sous une opération de G. On peut supposer que cette opération est fidele. Soient

Z——C
[ [ y le carré du conducteur, C' la complétion réguliere de C et Z' = (C\C)UZ
Z ——C

muni de la structure de sous-schéma fermé réduit de C. D’apres le lemme 1.5.1, le dia-

Zx — Ck

gramme | k est le carré du conducteur de C'x. De plus Cx est la complétion

ZK"CK

réguliere de C et Zj = (Cx \ Ck) U Zx est réduit. D’aprés les lemmes 2.1.3 et 1.5.4,
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I'opération de G dans C'x se releve en une opération dans Cr telle que le sous-schéma 7},
soit fixé. Autrement dit, G s’identifie & un sous-groupe du centralisateur Aut 5 Gucr2Z) de 7}

) Par consé-
G 7l )¥™. On
a (Autg 7 )™ = ((Autg ,,)™)k donc C' est stable et presque homogéne sous opéra-

tion de (Autg ,,

lemme 1.5.7, 'opération dans C descend en une opération dans C et C' est presque homo-
gene. Enfin, d’apres le lemme 1.2.10, la courbe C' est presque homogene sous 'opération

du groupe lisse connexe ((Aut ez) )O. O

dans AutA Puisque G est lisse, ¢’est méme un sous-groupe de (Aut Crc 21,

quent, la courbe C est stable et presque homogene sous 'opération de (Aut

)¥™. Par définition, ce groupe opeére trivialement dans Z. Donc, d’apros le

Remarque 2.2.6 :

1. Ce résultat ne s’étend pas aux extensions inséparables, méme pour les courbes lisses.
En effet, d’apres le lemme 2.1.6, si le corps k est imparfait alors il existe une courbe C'
et une extension purement inséparable K/k telles que Cx ~ Aj et que toute opération
d’un groupe algébrique lisse connexe dans C' soit triviale.

2. En gardant les notations de la démonstration, le plus grand groupe lisse connexe
opérant fidelement dans une courbe seminormale C' est ((Auta ) ) .

On en déduit la classification des courbes seminormales presque homogenes, qui est le
cas 3 du théoreme A.

Théoréme 2.2.7 : Soient C' une courbe singuliere seminormale et G un groupe algé-
brique lisse connexe opérant fidelement dans C. La courbe C' est presque homogéne sous
lopération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :

(a) G est une forme non triviale de G, et C est obtenue en pingant le point d l'infini
P de la complétion réguliere d’un G-torseur sur un point P dont le corps résiduel
K(P) est une sous-extension stricte de k(P)/k ;

(b) C est obtenue en pingant deux points k-rationnels de P sur un méme point k-
rationnel et G ~ G, ;

(c) C est obtenue en pingant un point P séparable de degré 2 d’une conique projective
lisse C' sur un point k-rationnel et G est le centralisateur de P dans Aut.

Démonstration. Soit v : C' — C' la normalisation. D’apres le lemme 1.5.8 et la remarque
2.2.3, la courbe C' est presque homogene si et seulement si C Test. De plus C' est obtenue
en pincant un ensemble Z de points fixes de C, muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit. Les différents couples (C, G) possibles sont donnés par le cas 2 du théoreme A.

On ne peut pas avoir C ~ Pl et G ~ G, x G,, ou G, car il faudrait pincer le
point k-rationnel co. On ne peut le pincer que sur Z = Speck, mais alors v serait un
isomorphisme et la courbe C' serait réguliere. De méme, on ne peut pas avoir C ~ Al et
G~G,

Si G est une forme non triviale de G, et C est la complétion réguliere d’un G-torseur
U alors, d’apres la proposition 1.3.5, le complémentaire de U est formé d’un unique point
P. 11 faut donc pincer Z = Spec /@(P) sur Z = Spec K ou K est une sous-extension de

#(P)/k. Comme précédemment, on n’a pas K = #(P) sinon v serait un isomorphisme.

De méme, si C est une conique prOJectlve lisse et GG est le centralisateur d’'un point
séparable P de degré 2 alors il faut pincer Z 7 = Spec /i(P) sur Z = Spec K, et on a
K # k(P) donc K = k.
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Enfin, si C ~ P! et G ~ G,, alors il faut pincer 0, co ou {0, 00} = Speck LI Spec k.
Comme précédemment, on ne peut pas ne pincer que 0 ou oco. Donc 7 = {0,00}. Alors
Z est un schéma réduit formé de 1 ou 2 points. Il ne peut pas étre formé de 2 points car
ceux-ci seraient k-rationnels et, encore une fois, v serait un isomorphisme. Donc Z est
formé d’un seul point, qui doit étre k-rationnel. O

Remarque 2.2.8 : Soient G une forme non triviale de G, C' la complétion régulicre
d’un G-torseur, P le point a l'infini, K; et Ky deux sous-extensions strictes de x(P)/k et

~ J

Spec k(P) ——— C
C1 et Cy les courbes obtenues par les diagrammes de pincement A 1[ Vl
Spec K1 — Cl
31
N T
Speck(P) —— C
et /\2| k vy - Ces diagrammes sont les carrés du conducteur. S'il existe un

Spec Ky ——— ()
L2
isomorphisme v : C} — Cy alors, par propriété universelle de la normalisation, celui-ci se
releve en un automorphisme ¢ de C. Puisque Spec K7 et Spec K, sont les uniques points
singuliers de C} et Cy, 15 induit un k-automorphisme de /1(15) envoyant K; sur Kj. Or
Pextension x(P)/k est purement inséparable, donc I'unique k-automorphisme de x(P) est
I'identité. On a donc K; = K,. Par conséquent, des sous-extensions distinctes donnent

des courbes distinctes.

La famille des courbes seminormales qui sont presque homogenes sous l'opération
d’une forme non triviale de G, peut étre tres grande, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 2.2.9 : On pose p =2 et k = Fy(a,b), et on considére la forme G de G, donnée
par Uéquation y* = x + ax? + b2x* (voir la proposition 1.5.5). On admet provisoirement
que le corps résiduel du point a Uinfini de G est Fy(a'/?,bY/?). Pour ¢ € k, on dispose de
la sous-extension k(a'/? + cb'/?) de Fy(a'/?,bY/?) [k, et différentes valeurs de ¢ donnent
des sous-extensions deux a deux distinctes. On obtient ainsi une famille paramétrée par k
de courbes presque homogenes sous l’opération de G et qui ont la méme normalisée.

Montrons maintenant Uaffirmation sur le corps résiduel. L’adhérence schématique G
de G dans P? est donnée par I’équation homogéne y* = 123 +ax?22 +b%x? et la complétion
réguliére de G est la normalisation de G. Dans la carte (x = 1), [’équation devient y* =
2%+ az? + b%. Posons

kly, 2| ot B — kly, w]

A= .
(y* — 23 — az? — b?) (y?> —w? — aw — b)

Montrons que B est la cloture intégrale de A, de sorte que dans la carte la normalisation
soit donnée par le morphisme A — B. Le morphisme ¢ : kly,z| — B déterminé par
oy) = y et p(z) = w? —a a pour noyau (y* — 2* — az? — b?). En effet, on a déja
oyt — 2% —az? — b?) = (y* — w® —aw — b)* = 0. Tout élément de kly, z| s’écrit sous la
forme

P(y,2) = Q(y, 2)(y* — 2° — az® — b*) + ¥’ P3(2) + y* Po(2) + yP1(2) + Po(2)
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ou Q, P3, P, P, et Py sont des polynomes, et alors

p(P) =y’ Py(w? — a) + y*Po(w? — a) + yPi(w® — a) + Ry(w® — a)
=y [(w3 + aw + b) Py(wy — a) + Py(w? — a)} + {(w3 + aw + b) Py(w? — a) + Py(w? — a)} :

Si p(P) =0 alors (w? + aw + b) P3(wy — a) + Py (w? —a) = 0 et w® 4+ aw + b) Py(w? — a) +
Py(w? — a) = 0 dans k[w], or (w4 aw + b) Ps(ws — a) et (w* 4+ aw + b) Py(w? — a) sont
des polynomes impairs en w alors que Py(w* —a) et Py(w? —a) sont des polynémes pairs,
donc tous les P; sont nuls et P est bien dans l'idéal (y* — 2% — az® — b*). Ainsi ¢ induit-il
un morphisme injectif A — B. Ce morphisme est fini. De plus l'anneau B est intégre et

a méme corps des fractions que A car dans B on a z = w? —a et y* —w® —aw — b =0
2

donc w = . D’apres le critére jacobien, le seul point de Spec B qui n’est pas lisse

est donné par l'idéal m = (w? — a) et il s’agit du point a Uinfini de G ; ce point est
toutefois régulier car l’idéal m est principal. Par conséquent l'anneau B est intégralement
clos, donc c’est bien la cloture intégrale de A. Enfin, le corps résiduel du point a ['infini
2 3
kly, w]/(y* — w’ — aw —b) ~ Fg(al/Q 61/2).
(w? —a) ’

est

2.3 Courbes presque homogeénes arbitraires

Popov donne dans [Pop, ch. 7] une classification des courbes presque homogenes sur
un corps algébriquement clos, en utilisant le langage de Serre ([Ser, ch. IV]) pour décrire
une courbe a partir de sa normalisée. On étend ce résultat & un corps arbitraire (sauf
pour les courbes presque homogenes sous 'opération G, X G,, ou une forme de G, pour
lesquelles on suppose en outre que la caractéristique est nulle), en utilisant le langage des
pincements.

2.3.1 Courbes presque homogeénes sous ’opération de GG, en ca-
ractéristique nulle

On note [t : u] des coordonnées projectives sur P}.

Définition 2.3.1 : Pour n > 0, on note P}m la courbe définie par le diagramme de
pincement

k[u] J L
Spec (1) P;
A v
Spec k : P
/l b
\ k[u] \ B .
ou Spec (1) est le n-éme voisinage infinitésimal du point oo.

En particulier on a P} ; = P;. D’apreés le lemme 1.5.7, les opérations de G, et G4 X G,
dans P} descendent en des opérations (fideles) dans Py .
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Théoreme 2.3.2 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C' une
courbe. Alors G, opére fidélement dans C (et C est presque homogéne) si et seulement si
C ~ Al ou s’il existe n >0 tel que C ~ P,lm (pour lopération naturelle).

Démonstration. On adapte la démonstration de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.1 p.171].
J

7 —-C
On suppose que 'on a une opération fidele de G,. Soit )\‘ [1/ le carré du
Z ——C

i
conducteur. Les G,-torseurs sont classifiés par ’ensemble de cohomologie galoisienne
H'(Gal(ks/k), ks) donc, d’apres la version additive du théoréeme 90 de Hilbert, tout G-
torseur est trivial. Donc d’aprés le théoréme A, on a C' = AL ou PL. Dans le premier
cas, C' est homogene donc C aussi et C = A}. On suppose désormais C = P;. D’apres le
lemme 1.5.8, la courbe C' est obtenue en pingant un sous-schéma fermé de P} supporté
Fe[u]

m pour un certain entier N > 0. Alors

par le point co. Donc Z est de la forme Spec

klu]

(uN—l-l)

A = O(Z) est une sous-algebre de qui est invariante sous I'opération de G,.

.y . . 1 <
Un élément a € G, (k) opere dans P} comme la matrice l a]’ c’est-a-dire que pour

01
u

14+ au

un point de coordonnées [1 : ujona a-[1:u] =[1+au: u] = {1 : ] On note
klu] klu]
(uN+) (uN+1)’

encore u l'image de u dans I’élément 1 + au est inversible et on a
u

1+ au

=u—au®+---+ (=1)N 1V "1y, De plus, pour 1 <i < N,onaa-u = (a-u).

klu]

(W)

Ainsi, dans la base (1,u,...,u"), la matrice de I’endomorphisme de induit par a

est-elle triangulaire et de la forme

1
0 1
—a
*
1
0 = x —(N—-1)a 1

k
Les sous-espaces k et V = Vect(u,...,u") de ( ]\[]Zﬁl) sont G,-stables. On peut donc
u

écrire A = k@ (AN V). Remarquons que m = ANV est I'unique idéal maximal de A,
et que A est stable si et seulement si m l'est. L'image de G, dans GL() est un sous-
groupe unipotent donc, d’apres le théoreme de Lie-Kolchin, tout sous-espace stable non
trivial de V' contient une droite stable (voir [DG, IV, §2, prop 2.5 p.487]). Mais, puisque
k est de caractéristique nulle, on constate en regardant la matrice précédente que la seule
droite stable dans V' est Vect(u) (en restreignant la matrice & V', tous les coefficients de
la premiére sous-diagonale sont non nuls). On complete v en une base (e, ..., eq, u)
de m. Quitte a échelonner, on peut supposer qu’il existe des entiers nq,...,ngr1 et des
scalaires b; ; € k tels que
1<m<...<ng<ng1=N
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et que, pour 1 <7 < d, on ait
€ = u" + b t™ T 4 by v qu T b v

k[u]
(uN+L)
nulles, la (n; + 1)-éme coordonnée vaut 1 et la (n; + 2)-éme vaut —n;a + b, 41 (qui est
donc différente de b;,,, 41 si @ # 0). Par conséquent, pour que les images des e; soient
bien dans m, il faut avoir n;;; = n; + 1. On a donc m = Vect(u™,u™ ! ... u?) et
Ao Klum umtt oo ul ulV

- (uN+)

L’idéal (u™) de

Alors dans la base (1,u,...,u") de les n; premieres coordonnées de a - e; sont

, qui réciproquement est bien une sous-algebre stable.

k Klumt um Y N
(u]\[;i]l) est aussi un idéal de [u ’u(uerl) u ]

[Fer, lemme 1.3] le carré d’anneaux

. Donc d’apres

Elu™, wmt ooV k[u)
(uV+1) (1)
k™ wm o aN T (W) klul/(@™*1)  ku]

k ~

(um) (wn) o (um)

est cartésien. De plus les morphismes de ce carré sont G,-équivariants. Donc le carré

klu ~
Spec [ — 7
(u™)
X[ { ) est un diagramme de pincement dont les morphismes sont G-
Speck A
ko 7
Spec —— P}
D ‘
équivariants. On obtient par concaténation un carré X[ { v qui un dia-

Speck C

Z'/

gramme de pincement dont les morphismes sont G,-équivariants, donc C' ~P} . O

Remarque 2.3.3 :

1. Contrairement & ce qui peut se passer pour les formes non triviales de G, (voir
I'exemple 2.2.9), si k est de caractéristique nulle alors les courbes qui sont presque homo-
genes sous une opération de G, forment une famille dénombrable.

2. La démonstration du théoreme 2.3.2 utilise de facon cruciale que £ est de caracté-
ristique nulle, et elle ne semble pas pouvoir s’adapter immédiatement a la caractéristique
positive car cela conduit a un probleme de représentations de G, qui sont mal comprises.
De surcroit, I'exemple 2.2.9 suggere que pour les formes de G, la classification doit étre
beaucoup plus compliquée, méme dans le cas seminormal.
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Corollaire 2.3.4 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C' une
courbe. Alors G, X G, opére fidélement dans C' (et C' est presque homogeéne) si et seule-
ment si C' ~ A} ou s’il existe n > 0 tel que C' ~ P}m (pour l'opération naturelle).

Démonstration. On garde les notations précédentes. D’apres le théoreme A, si on a une
opération fidele alors C' = Al ou P} (pour I'opération naturelle). Les sous-schémas Z et
Z sont stables sous 'opération de G, x G,,, donc ils le sont aussi sous ’opération du sous-
groupe G,. Donc C' est une des courbes données par le théoréme 2.3.2, qui réciproquement
conviennent. O

2.3.2 Courbes presque homogenes sous ’opération d’une forme

de G,

On commence par classifier les courbes presque homogenes sous 'opération de G,,.
On utilise ensuite le lien entre les formes de Gy, et les coniques (voir le lemme 1.3.4) pour
en déduire la classification des courbes presque homogenes sous 'opération d’une forme
de G,,.

On note encore [t : u| des coordonnées projectives sur Pi. Si 3 est un sous-monoide
de (N, +) contenant 0 et tous les entiers a partir d'un certain rang alors il existe un
unique entier m > 0 et un unique uplet ¢ = (co,...,¢,) telsque 0 = ¢y < ... < ¢, <m
et 3 = {co,...,c} U{r € N | r > m+ 1} (avec la convention ¢ = (0) si m = 0). Le
sous-monoide 3 est déterminé par m et ¢, et on le note 3,,(c).

Définition 2.3.5 : Pour tous sous-monoides 3,,(c) et 3,(d) de (N,+), on note respec-

tivement Ay (c), Py, .(c,d) et Py (c,d) les courbes définies par les diagrammes de
pincement
Zm A; Zm U Z, P}
Zn(€) —— A (@) Zm() U Zu(d) —— Py (c.d)
Spec k LI Spec k —— P}C?myn(g, d)
Spec Pl (c.d)
 Z = Spec A0 et 7, — Spec U sont les m-éme et n-éme voisinages infinitési
ot Z,, = Spec et Z, = Spec sont les m-éme et n-éme voisinages infinitési-
P () P !
klteo, ...t ¢! klu®, ... u oyt
maux des points 0 et 0o, Z,(c) = Spec [, (tn;H)’ ], Z,(d) = Spec [, (u’;fl) 4 ],

et Spec k LI Speck est le sous-schéma réduit de Z,,(c) U Z,(d).

En particulier on a Ay = Aj ((0) et P; = Py ,(0,0). D’apres le lemme 1.5.7, 'opéra-
tion de G, dans P}, descend en une opération (fidele) dans A}, (c) et P (¢, d).

1
k,m,n

Théoréme 2.3.6 : Soit C' une courbe. Alors G, opére fidélement dans C (et C est
presque homogéne) si et seulement si C ~ A} \ {0} ou s’il existe des sous-monoides 3,,(c)
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et 3,(d) de (N, +) tels que C soit isomorphe d A}, (c), P, .(c,d) ouPy . . (c,d)" (pour
lopération naturelle).

Démonstration. Les arguments sont essentiellement les mémes que dans la démonstration
de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.2 p.171] pour A (c) et Py (c,d). Pour Py . (c,d),
les arguments different de ceux de [Pop, ch. 7, th. 1.3 p. 175] la classification en termes
de carrés du conducteur s’obtient assez rapidement et il reste a la fin a simplifier les
diagrammes, comme dans la démonstration du théoreme 2.3.2.

Z C
Soit k k le carré du conducteur. A nouveau, on a C' = A} ou P}.
Z C

Cas 1. On suppose d’abord C' = A}. Le sous-schéma fermé Z de A} est supporté par le
k(]
()

point 0 donc il est de la forme Spec pour un certain entier M > 0. Alors A = O(Z)

est une sous-algebre de qui est invariante sous I'opération de G,,,. On note encore

k[t]

(tM—l—l) ’

()

Pour a € G,,,(ks) et 0 <i < M,onaa-t' = a't’ donc t' est un
k1]
(tM+1)
propres pour des poids deux a deux distincts. Par conséquent le sous-espace A ®;, ks de
ks t]
(tM+1)
et 7 alors il contient aussi t"*7. Ainsi existe-t-il un sous-monoide 3,,(c) de (N, +) tel que

A S e
ARpk, =

t 'image de t dans

vecteur propre de poids ¢. Donc le ks-espace vectoriel est somme directe de droites

est engendré par certains t'. Comme c’est méme une sous-algebre, s’il contient ¢!

. La descente galoisienne pour les sous-espaces vectoriels

(tM+1)
k[tco ... tor gm+L ]
donne A = (775 i +71) ’ , qui réciproquement est bien une sous-algebre stable
k[t
de g . Enfin, comme dans la démonstration du théoreme 2.3.2, on peut remplacer
(tM+1)
k[t] K[to, ...t tm+ ] k[t] klteo, ...t tm™+1] .
(£M+1) (tM+1) par (tm+1) et (tm+1) , done €' = A, (c).

Cas 2. On suppose maintenant C' = P;. Le sous-schéma fermé Z de P}. est supporté par
{0, 00} donc il est de la forme 7 = Zy U Zy pour certains entiers M > 0 et N > 0. De
plus Z est supporté par un ou deux points k-rationnels. On commet ici un léger abus : le
sous-schéma Z pourrait n’étre supporté que par un seul point mais alors on remplace le
carré du conducteur par un diagramme de pincement en ajoutant un point A-rationnel a
Z et A Z, et en pincant celui de Z sur celui de Z (ce qui ne change pas la courbe).

Si Z est supporté par deux points k-rationnels alors il existe des sous-algebres G,,-
k[t] [u]
@) i)

arguments que précédemment donnent un isomorphisme C' ~ Py . (c, d).

On suppose désormais que Z est supporté par un seul point. Il existe alors une sous-
k[t] k[u]
(ML) 7 (yN+
kslt] ks[u]
(EM+T) 7 (N

invariantes A et B de telles que Z = Spec A U Spec B. Les mémes

telle que Z = Spec A. Puisque (#%,0) et

algebre G,,-invariante A de

(0,u’) sont des vecteurs propres de de poids respectifs i et —j, le sous-
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s [t] ks[u]
(ML) 7 (N1
j > 1 ainsi que par un sous-espace de ks X ks contenant k- (1,1) (qui est donc k- (1,1)
ou kg X ks tout entier). A nouveau, par descente galoisienne il existe des sous-monoides
3m(0) et 3u(d) de (N, +) tels que

espace A ®y ks de est engendré par certains (t',0) et (0,u’) ot i > 1 et

Vect(tr, ...t t™F ) Vect(u®,... uds uy™*t . .)
(tM+1) X (uN+1) S k-(1,1)
K[to, ...t ¢m+t ] k[ude, .. ude w0 ]
ou (V1) X (uV+)

Puisque A posséde un unique idéal maximal (correspondant au point supportant Z), on
a nécessairement

c1 cp gmtl d1 dg o m+1
= Vect(t ,.(.t.Azil),t . " Vect(u ,(u],VZl),u . ok (1,1)
Comme précédemment, on peut remplacer (t];/l[i]l) (fj&}l) et A par (t];[ﬂl) (fiﬂ) et
e cp gm+l dy dg ,m+1
- Vect(t ,.G.nil),t . " Vect(u ,(u;'zjl),u . Sk (11).
Zp U Zyy —— P}
On a alors un diagramme de pincement { [ . Soit € la courbe défi-
Spec A/ —— C
Zn(c) U Zn(d) — Py n(c. d)
nie par le diagramme de pincement { . Le diagramme
Spec A’ C’
I U Zy, P

Zn(€) U Zy(d) —— P, . (c.d) est commutatif et les deux carrés sont cocartésiens,

Spec A’ C’

donc le grand carré est cocartésien. Par unicité de la courbe obtenue par pincement, on
en déduit C' ~ C'. Enfin, d’apres [Fer, lemme 1.3], le carré d’anneaux

o k[teo, ... tor tm+] y Klu®, ... ude y"t!]
l (tm+1) l (unJrl)
k< kxk

est cartésien, et les morphismes de ce carré sont G,,-invariants. On a donc un diagramme
Spec kU Speck —— Py (c, d)
de pincement | . O

Spec k C
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Soit G une forme non triviale de G,,. Soient C' une conique projective lisse et P un
point séparable de degré 2 sur C tels que G soit le centralisateur de P dans Aut (voir
le lemme 1.3.4). Soient K = x(P) et I' = Gal(K/k) ~ Z/27. Soit 3;,(c) un sous- mon01de
de (N, +). Soit Y le m-éme voisinage infinitésimal de P, qui est un sous-schéma fermé
G-stable de C. On a un 1somorphlsme Cr ~ P tel que Yi soit le m-éme voisinage
infinitésimal de {0, 0o}, c’est-a-dire qu’avec les notations précédentes on a Y = (Z,)x L
(Zm)i- On pose Y/ = (Z,(c))k U (Zm(c)) k. L'opération de T' dans P}, échange les
deux composantes de (?K ainsi que les deux composantes de Y, et le morphisme naturel
N (Y)g — Y’ est D-équivariant. Par descente galoisienne, il existe une unique sous-
algebre A de (9(37) telle que le schéma Y = Spec A satisfasse Y = Y’ et que )\ soit le
morphisme déduit du morphisme naturel X : ¥ — Y par extension des scalaires & K.

Définition 2.3.7 : On note C,,(P, c) et C,,(P, ) les courbes définies par les diagrammes
de pincement

Y C Spec K ——— C\,(P, ¢)
T
Y —— C(P,c) Speck —— Cp (P, c)

Aprés extension des scalaires a K on a encore un diagramme de pincement, donc par
unicité des courbes obtenues on a C, (P, ¢)x ~ Pl mm(c c) et Con(P, ) ~ Pl mm(Cc).
De plus on a G ~ G,, x et opération de G,, x dans Y’ est F—éqmvarlante donc on
a une opération de GG dans Y telle que le morphisme A soit équivariant. Encore une fois
d’aprés le lemme 1.5.7, lopération de G dans C' descend en une opération (fidele) dans

Con(P, ) et Cp(P,c).

Théoréme 2.3.8 : Soient G une forme non triviale de G,, et C' une courbe. Alors G
opére fidelement dans C (et C' est presque homogene) si et seulement si, avec les notations
précédentes, on a C ~ C'\ {P} ou s'il existe des sous-monoides 3,,(c) et 3,(d) de (N, +)
tels que C' soit isomorphe & Cp (P, ¢) ou Cp(P,¢) (pour Uopération naturelle).

Démonstration. On suppose que 1'on a une opération fidele de G et que C n’est pas ho-
mogene. La normalisée de C' est une courbe projective réguliere qui est presque homogene

Z C
mais pas homogene sous l'opération de GG, donc cette normalisée est C. Soit [ [
Z C

le carré du conducteur. Alors Z est supporté par P et Z est supporté par un point P tel
Ze —— P

que k(P) =k ou K. D’apres le lemme 1.5.1, le diagramme { | est encore le

Zx — Ok

carré du conducteur.

Cas 1. Si k(P) = K alors Zy est supporté par deux points k-rationnels. Comme dans le
K K[ )

(tM-i—l) (uN-‘rl)

théoréme 2.3.6, il existe des entiers M > 0 et N > 0 tels que Zx = Spec <
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et des sous-monoides 3,,(c) et 3,(d) de (N, +) tels que

Klteo o tee gm0 ] Kud, .o jude um ]
Z = Spec < (1) X () .

De plus le groupe I' échange les deux composantes de Zx ainsi que celles de Zx, donc on
a M = N et 3,(c) = 3,(d). Comme précédemment, les deux carrés du diagramme

Yi Zx Pl

sont cocartésiens donc le grand carré est un diagramme de pincement. Les morphismes

sont [-équivariants donc, par descente galoisienne, on a C' ~ C,, (P, ¢).

Cas 2. Si k(P) = k alors Zk est supporté par un unique point K-rationnel. Par un argu-
ment similaire, il existe un sous-monoide 3,,(c) de (N, +) tel que Cx ~ Pj . . (c,c)’. Les

morphismes dans le diagramme de pincement définissant Py . (¢, ¢)’ sont I'-équivariants,

donc on a C' ~ C,,(P, c)'. O

2.4 Groupe de Picard équivariant des courbes semi-
normales presque homogenes

On peut déterminer le groupe de Picard équivariant des courbes régulieres presque
homogenes, notamment grace a la proposition 1.6.8. La description des fibrés en droites
linéarisés sur une courbe projective obtenue par pincement (donnée dans la remarque
1.6.16) permet d’en déduire le groupe de Picard équivariant des courbes seminormales
presque homogenes.

Théoréme 2.4.1 : Soient C' une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fideélement dans C'.

1. (courbes homogénes)
(a) Si C est une conique projective lisse et G ~ Aute alors Pic®(C) = Pic(C) =
1

Z - we ou we est le fibré canonique, donc 3 deg : PicG(C’) — 7 est un isomor-
phisme.

(b) Si C ~ AIA et G ~ G, X Gy, (opérant par transformations affines) alors
Pic?(C) ~ G(C) ~ Z.

(c) Si G est une forme de G, ou de G, et si C est un G-torseur alors Pic®(C)
est trivial.

(d) Si C est une courbe projective lisse de genre 1 et G ~ Aut, alors Pic®(C) est
trivial.

2. (courbes réguliéres non homogénes)

(a) Si C ~P! et G=G,xG,, ouG~G,, alors on a une suite exacte scindée
1 = G(C) ~Z — Pic%(C) — Pic(C) = Z - [o0] ~Z — 0

et le morphisme Pic®(C) — Z s’identifie au degré, donc Pic®(C) ~ Z2.
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(b) Si G est une forme de G,, C est la complétion réquliere d’un G-torseur et P
est le point & Uinfini alors on a Pic®(C) = Z - [P] ~ Z et cet isomorphisme

s’identifie a deg.

[<(P) : K]

(¢) SiC~A' et G~ G,, alors Pic?(C) ~ G(C) ~ Z.

(d) Si C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point P de
degré 2 alors on a une suite exacte scindée 1 — G(C') — Pic%(C) — Pic(C) =

1
Z - [P] ~Z — 0 et le morphisme Pic®(C) — Z s’identifie d 3 deg.

3. (courbes singuliéres seminormales)

(a) Si G est une forme non triviale de G, et C est obtenue en pingant le point ad
Vinfini P de la complétion réguliére C' d'un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel k(P) est une sous-extension stricte de x(P)/k alors on a une
suite exacte scindée

1 — k(P)*/k(P)* = Pic®(C) = Z - [P] ~Z — 0

et le morphisme Pic®(C) — Z s’identifie d % deg.
[£(P) : k]
(b) Si C est obtenue en pingant deuz points k-rationnels de P' sur un point k-
rationnel et G ~ G,,, alors on a une suite exacte scindée

1 — (K x kX)/kE* = PicY(C) - G(PY) ~ Z — 0.

(c) Si C est obtenu_en pingant un point séparable P de degré 2 d’une conique
projective lisse C' sur un point k-rationnel P, et G est le centralisateur de P
dans Autz alors on a Pic“(C) ~ k(P)* /r(P)*.

Démonstration. Cas la. D’apres la proposition 1.6.8, le morphisme d’oubli PicG(C) —
Pic(C) est injectif. Si C' = P} et G = PGL;y alors le fibré Op1(1) n’est pas linéarisable
(voir [MFK, p.33]) mais le fibré canonique wp1 = Op1(—2) l'est. Donc Pic%(C) est le sous-
groupe de Pic(C') engendré par la classe de wp:. Plus généralement, si C' est une conique
projective lisse et G = Autg alors il existe une extension galoisienne K/k telle que
Ck ~ P1.. Le morphisme Pic(C) — Pic(Ck) ~ Z est injectif : son noyau est 1’ensemble
des (K/k)-formes du fibré trivial Cx x Ak or le groupe des automorphismes de ce fibré
est O(Ck)* ~ K* (ou 'automorphisme correspondant a un élément f € O(Ck)* est
{CKXA}K — O x A}

(z,0)  — (z, f(z)v)
de cohomologie galoisienne H'(Gal(K/k), K*), qui est trivial d’apres le théoreme 90 de
Hilbert. Donc ce morphisme s’identifie au degré. Si C' n’est pas isomorphe a P} alors il
n'y a pas de fibré en droites de degré 1 (sinon C' posséderait un point k-rationnel), donc
Pic(C') est engendré par le fibré canonique we, qui est bien linéarisable.

Cas 1b. Tout fibré en droites sur C' = Al est trivial. D’apreés la proposition 1.6.8, le
noyau du morphisme d’oubli Pic®(C') — Pic(C) est le groupe G(C'). De plus le foncteur
des caracteres G est représenté par le groupe constant Z.

Cas lc et 1d. La courbe C est un G-torseur donc, d’apres [MFK, p.32], le groupe
Pic®(C) est trivial.

Cas 2a. On a la suite exacte 1 — G(C) — Pic®(C') — Pic(C). Montrons que le
morphisme d’oubli Pic”(C) — Pic(C) est surjectif. On note a : G x C' — C V'opération
et D = [oo] le diviseur premier correspondant au point co. On a Pic(C) = Z - [o0].
Considérons la suite exacte de faisceaux 0 — Oc(—D) — Oc — Op — 0. Puisque les
morphismes « et pr, sont plats et D est G-stable, le diagramme

), donc I'ensemble des formes de ce fibré est ’ensemble
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0—— a*Oc(—D) —— a*Op ——— a*Op ——— 0

.

0 —— prs Oc(—D) —— prs O¢ —— prs Op —— 0

est commutatif, ses lignes sont exactes et les fleches verticales sont des isomorphismes. On
en déduit un isomorphisme a*O¢(—D) =~ pri Oc(—D). Or le schéma C' est réduit, donc
d’apres [Brl5, lemma 2.9] cela implique que le fibré en droites correspondant a —D est
linéarisable. Donc le morphisme d’oubli est bien surjectif.

Cas 2b. Comme précédemment, le morphisme d’oubli Pic”(C) — Pic(C) est injectif.
Soit U l'orbite ouverte de C'; on a C'\U = {P}. Si L est un fibré en droites linéarisable sur
C' alors la restriction Ly est linéarisable. Or U est un G-torseur, donc Pic®(U) est trivial.
Donc L correspond a un diviseur de Weil dans Z - [P]. Réciproquement, par le méme
argument que dans le cas 2a, le fibré en droites correspondant a —[P] est linéarisable.

Cas 2c¢. On utilise le méme argument que pour le cas 1b.

Cas 2d. Le diviseur canonique sur C' est —[P] donc Pic(C) = Z - [P]. A nouveau, le
morphisme d’oubli est surjectif.

Z——C
Cas 3a. On a le diagramme de pincement ‘ ‘ ou Z = Spec(k(P)) et Z =

Z ——C

Spec(k(P)) donc, d’apres la remarque 1.6.16, la suite Units-Pic équivariante donne

1= 0(2)*/0(Z)* — PicY(C) — Pic®(C) x Pic%(Z) — Pic%(Z).

Le groupe des caracteres é(/{s) est trivial donc, d’apres la proposition 1.6.8, les groupes

Pic®(Z) et Pic”(Z) sont triviaux. De plus, d’aprés le cas 2b, on a Pic®(C) = Z - [P].
Cas 3b. On adapte 'argument de [Brl5, ex. 2.15]. La courbe C' est donnée par le

71 p

diagramme de pincement )\[ {,/ ol Z = Spec kUSpec k est le sous-schéma fermé

]

réduit de P! supporté par {0,000} et Z = Spec k. La suite Units-Pic équivariante donne
1= O(2)*]0(Z)* = Pic?(C) — Pic’(P') x Pic?(Z) — Pic®(Z).

On a des isomorphismes Pic®(P!) ~ Pic(P!) x G(P') ~ Z x Z, Pic%(Z) ~ G(Z) ~ Z et
Pic®(Z) ~ G(Z) ~ Z x Z. Puisque G opére dans les fibres au-dessus de 0 et oo du fibré
Opi1(n) avec les poids respectifs n et 0, le morphisme Pic®(P!) x Pic%(Z) — Pic®(2)
correspond a

{(ZxZ)xZ — Z x7Z
((n,m),0) = (n+m,m)—(¢,0)

Son noyau est Z - ((0,1),1) ~ G(PY).
Cas 3c. Une fois encore, on a la suite exacte
1 = k(P)*/r(P)* = Pic?(C) = Pic%(C) x Pic¥(Z) — Pic%(Z)

ou Z = Speck et Z = Specr(P). Soit (L,®,) € Pic®(C) et montrons que son image

~

est triviale. On a Pic(Z) ~ G(Z) = Homy_z(G, G,,) = {1} car G est une forme
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non triviale de Gy,. Le fibré linéarisé i*(L, @) est donc trivial, donc j*v*(L, ®r) aussi.
Puisque le fibré Li sur Ck est linéarisable, d’apres le cas 3b il est de degré 0. Alors L
et v*L sont aussi de degré 0. De plus on a Pic(é) = Z - wg, donc le fibré v* L est trivial.
La linéarisation ®,-;, est donnée par un caractére x € G(C) (et la linéarisation ®;.,.;, est
donnée par j*(x) € G(Z)). D’aprés la proposition 1.6.8, le morphisme G(Z) — Pic%(Z)
est injectif, donc j*(x) est trivial. Aprés extension des scalaires & K = x(P), on a un
caractere yx € é;\((é;() dont le tiré en arriere dans C/JE(ZK) est trivial. Or G ~ Gy, i
donc Gg est représenté par le groupe constant Z. Donc x est trivial, et donc y aussi.
Par conséquent I'image de (L, ®1) dans Pic®(C) x Pic%(Z) est bien triviale. O

Remarque 2.4.2 : Un fibré en droites sur une courbe projective est ample si et seulement
si son degré est strictement positif, donc on obtient une description des fibrés en droites
linéarisés amples sur les courbes seminormales presque homogenes.

Corollaire 2.4.3 : Soient C' une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidéelement dans C. Alors il existe une immersion (localement fermée)
équivariante de C' dans le projectivisé d’un G-module de dimension finie, sauf dans les
cas 1d, 3b et 3c du théoreme 2.4.1.



Chapitre 3

Surfaces homogenes

3.1 Préliminaire

La stratégie pour déterminer les courbes homogenes était de « coincer » le groupe
(devant opérer transitivement) dans les groupes d’automorphismes des complétions régu-
lieres. Pour les surfaces, il n’y a plus de complétion réguliere canonique. L’objectif de cette
section est d’expliquer comment pallier ce probleme, pour obtenir le corollaire 3.1.11. Pour
cela, on commence par quelques énoncés sur la structure des groupes algébriques et sur
la variété d’Albanese d’une variété algébrique. On donne a la fin de la section quelques
résultats qui seront utiles par la suite. En particulier, on détermine les surfaces qui sont
homogenes sous 'opération d’'un groupe linéaire résoluble qui n’est ni unipotent ni un
tore, sur un corps algébriquement clos (proposition 3.1.17).

Proposition 3.1.1 : [Bri7, th. 4.3.2 et 4.3.4] Soit G un groupe algébrique lisse conneze.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué G.g tel que G/G.5 soit une variété
abélienne. De plus, G.g est affine et conneze, et sa formation commute aux extensions
algébriques séparables. Enfin, si k est parfait alors G,z est lisse.

Proposition 3.1.2 : [Bri7, th. 8.2.1 et 5.1.1] Soit G un groupe algébrique lisse conneze.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué G g tel que G /G oy soit affine. De plus,
Gt €St anti-affine, lisse, connexe et central, et sa formation commute aux extensions de
corps. En outre, on a G = Gupi - Gag €t (Gant) o €5t un sous-groupe de G gny N Gog.

Remarque 3.1.3 : On rappelle qu'un groupe algébrique H est dit anti-affine si Oy (H) =
k. Dans ce cas H est automatiquement lisse, connexe et commutatif.

Proposition 3.1.4 : [Wit, app. A] Soit X une variété algébrique. Alors il existe une va-
riété abélienne Alby., un Alb% -torseur Alb et un morphisme ax : X — Alb% satisfaisant
la propriété universelle suivante :

pour toute variété abélienne B, pour tout B°-torseur B! et tout morphisme b : X —
B, il existe un unique morphisme b* : Alby — B! tel que b = b' o ax, et il existe un
unique morphisme de variétés abéliennes b° : Alb‘;( — BY tel que b' soit équivariant.

On dit que Ab% est la variété d’Albanese de X et que ax est le morphisme d’Albanese.
La formation de Alb‘;(, Albﬁ( et ax commute auz extensions algébriques séparables,
ainst qu’auz produits finis de variétés algébriques.

o7
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Remarque 3.1.5 :

1. Si X posséde un point k-rationnel x alors le point k-rationnel ax(z) de Alb} induit
un isomorphisme Alb% — AlbY.. Dans ce cas, la variété d’Albanese est notée Alby et la
propriété universelle se reformule plus simplement de la fagon suivante :

pour toute variété abélienne B et tout morphisme b : X — B tel que b(z) = 0, il
existe un unique morphisme de groupes ¢ : Alby — B tel que b = ¢ o ax.

2. Si G est un groupe algébrique lisse connexe alors, d’apres [Brl7, prop. 4.1.4], on a
Albg = G/GLg.

Exemple 3.1.6 : Soient G un groupe algébrique lisse connezxe et X un G-torseur. Alors
on a A} = Alb%. En effet, il existe un unique morphisme de variétés abéliennes
@ : AIbY — AIDS tel que ax soit o o a,-équivariant (voir [Bri7b, sect. 3.4]). Comme
on a un isomorphisme de Gy -variétés Xy, ~ Gy, et les constructions commutent auz
extensions séparables, le morphisme déduit de ¢ apres extension des scalaires a ks est un
isomorphisme, donc ¢ est déja un isomorphisme.

Proposition 3.1.7 : Soient G un groupe lisse connexe, H un sous-groupe, X = G/H,
7w : G — X le morphisme quotient et v = m(e). Alors Gug- H est distingué dans G, le
groupe G /G o5+ H est une variété abélienne, le morphisme quotient ©' : G — G/G5- H se
factorise en un morphisme fidélement plat fx : X — G/Gug- H et fx est le morphisme
d’Albanese de X.

Démonstration. On rappelle que G- H est le sous-groupe de G qui est 'image schéma-
tique de la multiplication m : G,g X H — G. On a donc une factorisation G.g X H my
G - H 5 G de m ott m' est un morphisme de groupes qui est fidelement plat et 7 est
I'inclusion.

Comme 7’ est Gug-invariant, il existe un unique morphisme de schémas f : G/G.g —
/

G—" s GfGog- H
G /G- H faisant commuter le diagramme aGk / . Comme le groupe
f
G /Gt

G /G est abélien et ag est un morphisme de groupes, pour tout schéma S et tous
g€ G(S)et h € (Gag- H)(S) on a ©'(ghg™) = foac(ghg™) = foag(h) = 7' (h) =
7'(e) donc ghg™' est un élément de (Gag - H)(S). Donc Ga.g - H est distingué dans G,
et 7’ et f sont des morphismes de groupes. De plus, on a une suite exacte de groupes
1 = Gag H/Gug > G/Gog L G/Gog - H — 1. En particulier G/Gag - H est une variété
abélienne, comme quotient de G/Gg.

Comme 7" est H-invariant, il existe un unique morphisme de schémas fidelement plat

7_(./

G G/Gu- H
fx : G/H — G /G- H faisant commuter le diagramme 77[ / . Soient
Ix
G/H

B une variété abélienne et b : X — B un morphisme tel que b(x) = 0. On veut construire
un morphisme de groupes ¥ : G/G.g - H — B tel que b = 1 o fx. Comme fx est
fidelement plat, c’est un épimorphisme dans la catégorie des schémas, donc un tel 1) est
nécessairement unique.
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On a bom(e) = 0 donc, par propriété universelle du morphisme d’Albanese de G, il
existe un morphisme de groupes ¢ : G/G.z — B tel que v o ag = bo m. On veut avoir le

diagramme commutatif
/ \

Gaff : H/Gaﬂ

/
aff

B —* qa

G/Gaff H

Montrons que ¢ o j est le morphisme trivial. Pour tout k-schéma S et tout (g,h) €
(Gagx H)(S),ona pojomrom/(g,h) = poagoiom/(g,h) =bomom(g,h) =bom(gh) =
bor(g) = poag(g) = 0. Donc pojomom' est le morphisme trivial. De plus 7 et m’ étant
fidelement plats, ce sont des épimorphismes. Donc ¢ o j est bien le morphisme trivial. Par
conséquent, il existe un morphisme de groupes ¢ : G/G.z- H — B tel que ¢ o f = ¢.
Enfin,onavo fyom=t¢on' =1po foag=¢oag=>bomn donc, comme 7 est un
épimorphisme, on a bien 1 o fx = 0. O

En caractéristique nulle, toute variété munie d’une opération d’un groupe algébrique
lisse connexe possede une résolution équivariante des singularités (voir [Kol2, prop. 3.9.1
p.125 et th. 3.36 p.146]). C’est encore vrai pour les surfaces en caractéristique quelconque.

Lemme 3.1.8 : Soient X une surface projective, G un groupe algébrique lisse conneze
et « : G x X — X une opération. Alors X possede une résolution équivam’ante des
smgulamtes il existe une surface projective réguliére X', une opération o : G x X' — X'
et un morphisme X' — X birationnel propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu
réqulier de X et qui est G-équivariant.

Démonstration. Ce résultat est bien connu mais, faute de référence, on en redonne ici une
démonstration. Soit v : Y7 — X la normalisation. Alors id xv : G x Y] — G x X est
la normalisation de G x X et il existe une unique opération g : G x Y; — Y] telle que
le morphisme v soit G-équivariant (voir [Brl7, prop. 2.5.1]). De plus Y; est une surface
projective, v est un morphisme fini donc propre, et c’est un isomorphisme au-dessus du
lieu normal de X donc a fortiori au-dessus du lieu régulier.

Soit Z; le lieu singulier de Y; (c’est-a-dire le complémentaire du lieu régulier), muni de
la structure de sous-schéma fermé réduit. Alors Z; est stable sous 'opération de G sur Y;.
Soit f : X7 — Y I'éclatement le long de Z;. L’image réciproque de Z; par f est G x Z;
et ’éclatement de G x Y] le long de G x Z; est id x f : G x X; — G x Y;. Par propriété
universelle de 'éclatement, il existe un unique morphisme a; : G x X; — X, faisant
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(€3]
GXX14> X1

commuter le diagramme jq ><f| [f (voir [Har, ch. II, cor. 7.15 p.165]). Le
GxYy—— Y
B

morphisme f induit un isomorphisme de X; \ f~'(Z;) sur Y; \ Z; donc la restriction
ar G x (X1 )\ f71(Z))) = X1\ f71(Z)) est une opération. Comme X; \ f~'(Z;) est un
ouvert dense de X7, on en déduit que a; : G X X; — X est également une opération. De
plus X; est une surface projective et, par construction, f est un morphisme birationnel
propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier X; \ f~}(Z;) et qui est G-
équivariant.

Pour 7 > 1, on définit par récurrence X;;; — Y;\; — X; ou Y3 — X, est la
normalisation et X;,; — Y1 est I’éclatement le long du lieu singulier. D’apres [Lip,
intro. rem. BJ, il existe un entier n > 1 tel que la surface X’ = X, soit réguliere. En
itérant les constructions précédentes, on obtient l'opération de G sur X’ et le morphisme
X' — X voulus. m

Lemme 3.1.9 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une surface
(lisse) et G un groupe algébrique lisse connezxe, muni d’une opération fidéle v : Gx X — X
telle que X soit homogéne. Alors X posséde une complétion équivariante lisse relativement
minimale : il existe une surface projective lisse X qui est relativement minimale, une
opération G x X — X et une immersion ouverte G-équivariante X — X.

Démonstration. Comme G est lisse et X est homogene, il existe une surface projective
normale Xy, une opération G x Xg — X, et une immersion ouverte G-équivariante X —
Xo (voir [Brl7, rem. 5.2.3]). Soit f : X’ — X, une résolution équivariante des singularités
(voir le lemme 3.1.8). Comme f est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier de X, on
obtient une immersion ouverte G-équivariante X — X'.

Soit 7 : X’ — X un morphisme birationnel, o X est une surface projective lisse qui
est relativement minimale (voir [Har, ch. V| th. 5.8 p.418]). D’apres le lemme de Blanchard
([Brl7, th. 7.2.1]) il existe une unique opération G x X — X telle que 7 soit G-équivariant.
Par hypothése 7 induit un isomorphisme dun ouvert U de X’ sur un ouvert V de X. Pour
g € G(k), m induit un isomorphisme de gU sur gV car 7 est équivariant. Donc quitte a
remplacer U et V par U gU et U gV, on peut supposer que U et V sont stables par

geG(k) geG(k)
G(k). Donc U et V sont stables par G. Comme X est un ouvert G-stable et homogene
de X', il est contenu dans U. Donc la restriction 7 : X — X est une immersion ouverte

G-équivariante. n

Lemme 3.1.10 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient X une surface
lisse et G un groupe algébrique lisse connexe, muni d’une opération fidéle o : G x X — X
telle que X soit homogene. Alors on a l'alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur;

2. Gy # 0 et il existe une courbe projective lisse C' telle que X soit birationnelle da

P! x C.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G contient un sous-groupe iso-
morphe a G,,,. Montrons que X contient un ouvert G,,-stable de la forme G,, x F ou F
est une courbe lisse. La construction est bien connue et on la rappelle pour la commodité
du lecteur. D’apres un théoreme de Hideyasu Sumihiro ([Sum, cor. 3.11]), la surface X
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contient un ouvert afline G,,-stable X,. Soit V un G,,-module de dimension finie tel
que I'on ait une immersion fermée G,,-équivariante Xo < V. On a une décomposition
T

V=V, oun; € ZetV,, # {0} est le sous-espace de poids n;. Quitte & remplacer V
i=1
par un sous-espace, on peut supposer que pour tout ¢ la projection de X sur V,,. n’est pas
réduite a {0}. Il existe donc une coordonnée t; sur V,,, telle que 'ouvert X, N (¢; # 0) soit
T

non vide. Quitte a remplacer Xy par un ouvert affine G,,-stable de Xy N ﬂ (t; # 0), on
i=1

peut supposer que les ¢; ne s’annulent pas sur Xy. De plus, en notant d = pged(ny, ..., n,),

le sous-groupe {g € G,, | g¢¢ = 1} opere trivialement dans V. On a donc d = 1 et on peut

écrire une relation de Bézout a1ny + ---a,n, = 1 ou les a; sont des éléments de Z. On

peut considérer le morphisme

XO — Gm
I A — H ti(z)"
i=1

qui est G,,-équivariant. Alors, en posant F = f~1(1),

Gm x F — XU
(\ ) — Az

(fw), fly)y) «— g

est un isomorphisme de k-schémas. En particulier, F' est une courbe lisse (car X, est
lisse). En notant C' la complétion réguliere de F, la surface X est birationnelle & P! x C.

On suppose désormais que G contient un sous-groupe isomorphe & G,. Soient X une
complétion G-équivariante lisse de X (voir le lemme 3.1.9) et £ un faisceau inversible tres
ample sur X. Quitte & remplacer £ par une de ses puissances, on peut supposer que £ est
G,-linéarisé (voir [Sum, th. 1.6]). Alors H°(X, L) est un G,-module de dimension finie
donc, d’apres le théoréme de Lie-Kolchin, il existe une section s € H°(X, £)%e non nulle.
Donc X, = {z € X | s, ¢ mx L.} (qui s'interpréte comme I’ensemble des points ot s ne
s’annule pas) est un ouvert non vide de X qui est G,-stable. Comme X est une variété
projective et £ est trés ample, il découle de [Har, ch. II, prop 7.2 et 7.3 p.151] que X est
affine. Alors, d’apres [Spr, prop. 14.2.2 p.240], il existe une variété affine Y telle que X,
contienne un ouvert isomorphe a A! x Y. De plus Y est irréductible et lisse car A x Y
'est (comme ouvert de X, qui est lui-méme irréductible et lisse). Donc Y est une courbe
lisse et, en notant C' sa complétion réguliere, X est birationnelle & P! x C.

Enfin, si G ne contient aucun sous-groupe isomorphe a G,, ou G, alors G,g est trivial,
donc G est une variété abélienne. En particulier G est commutatif donc, comme 'opération
sur X est fidele, X est un G-torseur. O

Corollaire 3.1.11 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un
groupe algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogene sous une opération
de G. Alors il existe une immersion ouverte équivariante X — X ou X est une surface
projective lisse relativement minimale et on a alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur;

2. la variété d’Albanese Albx est une courbe elliptique et X est une surface réglée sur
Ale 5

3. X est isomorphe a P?, P! x P! ou une surface de Hirzebruch F,, pour n > 2.
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Démonstration. On suppose Goz # 0 et que X n’est pas isomorphe a P?. D’apres le lemme
3.1.10, il existe une courbe projective lisse C' telle que X soit birationnelle & P! x C. La,
surface X est relativement minimale donc elle est munie d’un morphisme 7 : X — C qui
en fait une surface réglée au-dessus de C' (voir [Har, ch. V, rem. 5.8.4 p.419]). D’apres
le lemme de Blanchard ([Brl7, th. 7.2.1]) il existe une unique opération G x C' — C
telle que 7 soit G-équivariant. Alors 7(X) est une G-orbite dans C, et elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de X et 7 n’est pas constant. Donc C est une courbe presque
homogene sous l'opération de G. Donc C' ne peut pas étre de genre au moins 2 (sinon
son groupe d’automorphismes serait fini). Si C' ~ P! alors X est une surface réglée au-
dessus de P! donc c’est une surface de Hirzebruch. Si C' est une courbe elliptique alors

Alby = Alby = C. 0

Remarque 3.1.12 : Dans le cas ou X est isomorphe & P%, P! x P! ou une surface de
Hirzebruch F,, pour n > 2, le schéma en groupes des automorphismes Aut~ est un groupe
affine lisse (voir par exemple [Mar| pour la description de Auty et plus généralement du
schéma en groupes des automorphismes des surfaces réglées). En particulier, le groupe G
est affine.

Proposition 3.1.13 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe affine opérant fidélement dans X.
Alors X est presque homogene si et seulement si elle s’obtient a partir d’une surface
rationnelle relativement minimale et presque homogene sous une opération fidele de G,
par des éclatements successifs de points fixes.

Démonstration. On suppose que X est presque homogene. On commence par raisonner
comme dans le lemme 3.1.9. Le groupe G est affine donc X posséde une complétion lisse
équivariante X’ : d’apres [Sum, th. 4.13] on a une complétion normale équivariante, et on
prend une résolution équivariante des singularités. Il existe une suite finie de morphismes
X=X, X, B ... % X, = S ou S est une surface projective lisse relativement
minimale et chaque 7; est I’éclatement d’un point k-rationnel P;. Le lemme de Blanchard
donne une unique opération de G dans X; telle que 7; soit G-équivariant. Pour g € G(k),
I'automorphisme de X;_; donné par g induit un isomorphisme entre les fibres 7; ' (P;) ~ P?
et ;7 (g - P;). Si on avait g - P, # P, alors 7; *(g - P,) serait un point. Donc g - P; = P,.
Comme G est lisse, on en déduit que P; est un point fixe dans X;. Enfin, S n’est pas
une surface abélienne ou une surface réglée au-dessus d’une courbe elliptique, sinon G ne
serait pas affine.

Réciproquement, supposons que ’on ait .S :NPQ, P!xP!ouF,, que G opere fidelement
dans S, que S soit presque homogene et que X soit une surface obtenue a partir de S
par des éclatements successifs de points fixes. Il existe une unique opération de G' dans X
telle que le morphisme X — S soit équivariant. De plus X est presque homogene car ce
morphisme est un isomorphisme au-dessus de I'orbite ouverte dans S. Si X est un ouvert
G-stable de X alors I'intersection avec 'orbite ouverte est non vide, donc par stabilité X
contient l'orbite ouverte. O

Le résultat suivant est bien connu. Il peut se déduire de [Jan, part 11, 9.8(1) p.130 et
prop. 7.5 p.99]. On en redonne ici une démonstration directe.

Lemme 3.1.14 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient G un
groupe algébrique affine lisse connexe et H un sous-groupe. Si pour tout r > 0, H contient
le noyau G, du morphisme de Frobenius itéré F" : G — G®") alors H = G.
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Démonstration. On écrit G = Spec A, H = Spec A/I et {1} = Spec A/J. En notant
fi, ..., fm des générateurs de 'idéal J, on a G, = Spec A/J, ou J, est I'idéal engendré par
..., fP". En particulier J, est contenu dans I'idéal produit J". Donc si H contient tous

les G, alors I est contenu dans tous les J,. Par conséquent on a I C ﬂ J, C ﬂ J" = (0),
r>0 r>0
la derniere égalité étant donnée par le théoreme d’intersection de Krull pour les anneaux

noethériens integres. Ainsi I = (0) et H = G. O

Lemme 3.1.15 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G = SLgy X
SLy et H un sous-groupe de G tel que G/H soit une surface projective. Alors il existe
r1 >0 etry > 0 tels que H soit conjugué a (F™ x F™2)~Y(Bx B) ot B est le sous-groupe de
Borel standard de SLy et F' : SLy — SLy le morphisme de Frobenius (avec la convention
F = id si k est de caractéristique nulle). De fagon équivalente, G/H est isomorphe d

P! x P! pour l'opération de G donnée par SLyx SLy FTxET, SLyxSLy, - PGLyxPGLs.

[e]

Démonstration. Le groupe H[,; est un sous-groupe parabolique lisse connexe de G de
codimension 2. Quitte a conjuguer H, le sous-groupe H; , contient le sous-groupe de
Borel B x B de G, donc Hy; = B x B. Si k est de caractéristique nulle alors tous les
groupes algébriques sont lisses donc on a H° = B x B. De plus H° est un sous-groupe
distingué de H mais les sous-groupes de Borel sont égaux a leur normalisateur, donc
H =B x B.

On suppose désormais que k est de caractéristique p > 0. Notons G’ et G les deux
facteurs directs de G. On a |H°| = |B x B| donc |pr,(H®)| = |pry(H®°)| = |B|, donc
pour raison de dimension pr,(H) et pry(H) sont des sous-groupes stricts de G’ et G”. Si
on avait ¥r > 0,G, x {1} < H alors on aurait ¥r > 0,G. < pr,(H) donc, d’apres le
lemme 3.1.14, on aurait pr,(H) = G'. Soit donc 71 > 0 maximal tel que G;. x {1} soit
un sous-groupe de H. De méme, soit 75 > 0 maximal tel que {1} x G soit un sous-
groupe de H. Comme F™ x F" a pour noyau G, X G}, ona H = H - (G, xG})) =
(Frix Fr2)~1 ((F™ x F"2)(H)). De plus (F™ x F™)(H) est un sous-groupe de codimension
2 de G contenant (F™ x F™)(B x B) = B x B. Donc il suffit de traiter le cas r; = r, = 0.

Le groupe Hy = H° N G est un sous-groupe strict du noyau de Frobenius G, et il est
entierement déterminé par son algebre de Lie b (voir [DG, 11, §7, cor. 4.3 p.283]). Soit T le

G, — SL,

tore maximal standard de SL, donné par a 0 . On a la décomposition
0 at

en poids sly = t@ Vect(e) @ Vect(f) (pour 'opération de T') ou t est I'algebre de Lie de T

(qui est I'espace de poids 0), e = 8 (1] (qui donne 'espace de poids 2) et f = (1] 8

(qui donne l'espace de poids —2); on a b =t @ Vect(e). L’algebre de Lie b est stable par
T x T et contient b x b donc, en considérant la décomposition en poids de b, on constate
que b est une des algebres b x b, sly X b, b X sly et sly X sly. Les sous-groupes de Gy
correspondants sont By X By, G} x B, By x G| et G; x G;. Comme 1, = ry = 0, on a
donc HY = By X Bj.

Les noyaux de Frobenius sont des sous-groupes caractéristiques donc Hy est un sous-
groupe distingué de H. Donc H est un sous-groupe du normalisateur Ng(B; x By) =
NsL,(B1) x Ngp,(B1). Or d’apres [Knop, lemma 3.1}, on a Ngp,(B1) = B sip # 2 et
Nsr,(B1) = F7Y(B) si p = 2. Donc quel que soit p, H est un sous-groupe de F~(B) x
F~1(B) contenant B x B. Comme F~}(B)x F~}(B) = (G} x GY)- (B x B), H est 'image
par la multiplication (G} x GY) x (B x B) — (G} x G) - (B x B) d’un sous-groupe
contenant (B; x By) X (B x B). Donc H est l'image de (H NG} x GY) x (B x B) =
Hy x (B x B)=(B; x B;) ¥ (B x B),donc H= B x B.
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On considere P! x P! muni de l'opération de G donnée par SLy x SL, 7%

SL, x SLy; — PGLy x PGL,. Alors P! x P! est homogene et, en notant oo le point &
'infini de P!, le groupe d’isotropie de (0o, 00) est (F™ x F™)~1(B x B). O

Remarque 3.1.16 : Par un raisonnement analogue, si H un sous-groupe de SLy tel
que SLy/H soit une courbe projective alors il existe » > 0 tel que H soit conjugué a
(F")"Y(B) = B - (SLy),.

d
On rappelle que, pour d > 0, on note G, x G,, le produit semi-direct de G, par G,,
ou G,, opere dans G, avec le poids d.

Proposition 3.1.17 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G un groupe
lisse connexe (linéaire) résoluble qui n’est ni unipotent ni un tore. Alors G opére fidélement
et transitivement dans une surface X et G est minimal pour cette propriété (c’est-a-dire
qu’aucun sous-groupe strict de G n’opére transitivement dans X ) si et seulement s’il existe

d
un entier d > 0 tel que G ~ G, X G,,. Dans ce cas on a un isomorphisme abstrait
X ~ Al x (A'\ {0}) et le groupe d’isotropie d’un point k-rationnel de X est conjugué

z d

d un sous-groupe de la forme H = {(a,t) € G | > cia”' = 0,1 =1} = (HNG,) X pe
i=0

ol 1 =p < pt < --o < pt e € K%, pged(d,e) = 1 et e divise pged(p™ — 1) (donc

H={(0,t) |t € u} sis=0).
Démonstration. On suppose que G opere fidelement et transitivement dans la surface X.

On écrit X = G/H. Alors H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué

dans G. On a la décomposition G = R,(G) x T ou T est un tore maximal de G. On

dispose du morphisme 7 : X = G/H — et, en notant 1 I'image du neutre de
R,(G)

R, (G)NH

R.(G) - H

G
G dans —————, on a un isomorphisme R,(G)-équivariant 7—1(1) ~
R(G) 1 p (G)-éq (1)
. d
FEtape 1. Montrons a cette étape que G est de la forme G, x G,,. Montrons d’abord que T
est de dimension 1. Il suffit de trouver un sous-tore 77 de 7' de dimension 1 tel que R, (G)
Ty opére transitivement dans X, car par minimalité on aura G = R, (G) xT;. Pour cela, on

G
va montrer que ———— est un tore de dimension 1 qui est homogene sous 'opération
R,(G)-H
G
de T'. Si dim X EN = 0 alors G = R,(G) - H donc X est homogene sous l'opération

de R,(G), ce qui est exclu. Si dim
dim Ry (G)- H2,, = dim H?

red>’

G
m = 2 alors dim RU(G) - H = dim H donc
donc R, (G) est un sous-groupe de Hy; et de H, donc R, (G)

est trivial, ce qui est exclu. Par conséquent dim = 1. Le sous-groupe R,(G)-H

R,G)-H
est distingué dans G car G/R,(G) est commutatif. De plus on a des isomorphismes de
G/R.(G) G
~ t G/R,(G) ~ T donc—————+ ~ G,,. L
BOWDES @ H T (Ra(C) - H)R(C) O CFE) RO H ‘

morphisme T — G, est surjectif donc T contient un sous-tore 77 de dimension 1 tel

que Ty — G, soit surjectif. Soient zo € X (k) = G(k)/H (k) 'image du neutre de G et

x € X (k). Par construction il existe ¢t € T1(k) tel que w(xg) =t - 7(xz) = 7(t - z). De plus
R,(G

7 m(xg)) =71 (1) =~ Ru(G()ﬂ)H donc il existe g € R, (G)(k) tel que g-(t-x) = xy. Donc

R.(G) x Ty opére bien transitivement dans X. En outre 77!(1) est lisse connexe (comme
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quotient de R,(G)), de dimension 1 (c’est une fibre de 7) et homogene sous l'opération
du groupe unipotent R,(G) donc on a un isomorphisme abstrait 7—1(1) ~ A'.

Montrons que R, (G) est commutatif. Soit IV le dernier terme non nul de la suite cen-
trale descendante de R, (G), définie par CO(R,(G)) = G et C""H(R,(G)) = [R.(G), C(R,(G))].
Alors N est un sous-groupe lisse connexe et central de R, (G) ; comme il opére trivialement

dans RU(GG)-H’ il stabilise la fibre 771(1). Si N opérait trivialement dans 7=—'(1) alors

N opérerait trivialement dans X : pour n € N(k) et z € X (k) il existe t € T'(k) tel que
t-zerm (1) etalorsn-z=t"1 - (tnt ) - (t-z)=t"1-(t-x) =z car tnt™' € N(k). Or
cela est exclu puisque G opeére fidelement dans X. Comme N est lisse connexe unipotent
et 71(1) =~ A, le groupe N opére méme transitivement dans 7—*(1). Donc N x T opere
transitivement dans X. A nouveau par minimalité, on a G = N x T et R,(G) = N.

Montrons que si p > 1 alors R,(G) est de p-torsion. Le groupe R,(G) contient un
unique sous-groupe N lisse connexe de p-torsion et maximal pour ces propriétés (car le
produit de deux tels sous-groupes est encore un tel sous-groupe). Ce sous-groupe N n’est
pas trivial. En effet pour m > 0, le sous-groupe p™ R, (G) est lisse connexe car c¢’est I'image
R,(G) — R.(G)

g +— ¢

n > 1 tel que R, (G) soit isomorphe & un sous-groupe du groupe des matrices triangulaire
supérieures unipotentes dans GLs, donc si p” > n alors un calcul élémentaire donne
p" R, (G) = {0}. Donc il existe m > 0 maximal tel que p” R, (G) # {0} ; par construction,
le groupe p™ R, (G) est de p-torsion. Donc N est bien non trivial. En outre, N est distingué
dans G car pour g € G(k), le sous-groupe gNg ! est encore un sous-groupe lisse connexe
de p-torsion de R,(G). Comme précédemment, N n’opére pas trivialement dans 7—'(1)
donc G =N xT et R,(G) = N.

Puisque R,(G) est unipotent, commutatif et de p-torsion, d’aprés [CGP, th. B.4.3
p.577], on a un isomorphisme T-équivariant R,(G) = Uy x U’ ott Uy = (R,(G))T est
I'espace des points fixes pour T et U’ est un groupe vectoriel tel que 'opération de T
dans U’ soit linéaire. Si Uy n’est pas trivial alors il est distingué dans G donc, comme
précédemment, ce sous-groupe n’opere pas trivialement dans 7=!(1) donc G = Uy x T =
Uy x T, donc G est commutatif, dimG = 2 et G = G, X G,,,. On suppose désormais que

du m-iéme itéré du morphisme de groupes { . De plus il existe

Up est trivial. On a une décomposition en poids U’ = H N; ou N; ~ G, est T-stable.
i=1
d
Alors N; est distingué dans G donc, encore une fois, on a G = N; x T ~ G, x G, ou d
est le poids de T" dans N;.

Etape 2. Déterminons le groupe d'isotropie H. On a dim H = 0 donc I'image de H par
pry : G — Gy, est de la forme p, ot e > 1. D’apres [DG, IV, §2, prop. 3.5 p.494], la suite
d

exacte 1 - HNG, - H — pu. — 1 est scindée. Soit ¢ : u. - G, x G,, une section.
On veut montrer que, quitte a conjuguer H, le morphisme de groupes o est a valeurs
dans G,,. Si k est de caractéristique nulle alors il n’y a rien a faire car G est résoluble
et o(ue)(k) est un sous-groupe constitué d’éléments semisimples donc, d’apres [Bor, th.
10.6 p.138], le sous-groupe lisse o (/i) est contenu dans un tore maximal de G. Dans le cas
général, on montre le résultat « a la main ». Soit «a(t) € k[t]/(t° — 1) tel que la section o
soit donnée par t — (a(t),t). Alors (a(ts),ts) = (a(t),t) - (a(s),s) = (a(t) + tla(s), ts)
donc a(ts) = a(t) + tla(s) dans k[t,s]/(t® — 1,s° — 1). Si a est constant alors o = 0.
Si o n'est pas constant alors il faut t¢ # 1 et, comme dans chaque monéme de a(ts) les
termes ¢ et s apparaissent avec le méme exposant, il existe ¢ € k* tel que a(t) = c(1 —t%);
alors (—c¢, 1) - (e(1 —t9),t) - (—¢, 1)t = (—c+c(1 —t%),t) - (¢, 1) = (0,t). Donc H est bien
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d
conjugué a (H N Gy) X fe.
De plus H N G, est un sous-groupe fini de G, donc il existe un p-polynéme de la

forme P(a) = a”’ + Zciapri ou0<rg<r <...<rset ¢ € k*, tel que HN G, soit
i=1

donné par 1'équation P(a) = 0. Alors H contient le sous-groupe {(a,1) € G | a?° = 0},

qui est distingué dans G, donc g = 0. En outre, H contient le sous-groupe {(0,t) €

G | treed(de) = 11 qui est distingué dans G car pged(d, e) divise d, donc pged(d,e) = 1.

Enfin, H N G, est normalisé par j, et P(t%a) = t* |a + ZCi td(pTil)apri] done e divise
i=1
d - pged(p™ — 1) donc e divise pged(p™ — 1).
‘ i

Etape 3. 11 reste & montrer que lon a X ~ A x (A'\ {0}). On vérifie facilement que, en
posant n = dp”, on définit une opération de G dans A' x (A'\ {0}) par (a,t) - (z,y) =
(t"z +> cia?” ety (n=dp"/e yey) (Pentier n — dpi = d(p’* — p’*) est bien divisible par

i=0
e), que cette opération est transitive et que le groupe d’isotropie de (0,1) est H. L]

Remarque 3.1.18 : Notons que si H = pu, alors I'opération s’écrit plus simplement
((l,t) ) (Qf,y) = (tdx +a, tey)'

3.2 Cas ou la variété d’Albanese est une courbe el-
liptique

On rappelle que les variétés pseudo-abéliennes ont été introduites par Burt Totaro
(voir [Tot]). Il s’agit des groupes algébriques lisses connexes ne possédant pas de sous-
groupe distingué lisse connexe affine non trivial. Sur un corps parfait, ce sont exactement
les variétés abéliennes ; ce n’est plus vrai sur un corps imparfait. On rappelle aussi que les
variétés semi-abéliennes sont les groupes algébriques lisses connexes G obtenus par une
extension 1 - T — G — A — 1 ou T est un tore et A est une variété abélienne.

Théoreme 3.2.1 : Soient X une surface lisse et G un groupe algébrique lisse conneze,
muni d’une opération fidéle o : G x X — X. Si dim Alez =1 alors X est homogéne si
et seulement si, a isomorphisme pres, un des cas suivants a lieu :

i) il existe une conique projective lisse C, une courbe elliptique E et un E-torseur D
tels que X = D x C et G = Auty, = F x Aut¢

i) il existe une courbe elliptique E, une forme U de G, et une suite ezacte 1 — U —
G — FE — 1 telles que X soit un G-torseur;

iti) G est une variété pseudo-abélienne (ni affine ni propre) et X est un G-torseur;

) il existe une courbe elliptique E et un E-torseur D tels que X = D x A et G =
Ex (G, xGy);

v) G est une variété semi-abélienne (ni affine ni propre) et X est un G-torseur.

Démonstration. Les surfaces données dans 1’énoncé sont bien homogenes. Réciproque-
ment, supposons que X soit homogene.

Etape 1. On suppose dans un premier temps que k est algébriquement clos. Le groupe
H = G, est lisse. On pose E = Alby, qui par hypothese est une courbe elliptique. Soit
x € X(k). D’apres la proposition 3.1.7, on a E = G/H - G, et on dispose du morphisme
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d’Albanese ax : X — FE et du morphisme quotient 7 : G — E. La fibre Y de ax en
0=mn(e)est H-G,./G, ~ H/HNG,. Cest un sous-schéma fermé H - G,-stable de X,
qui est géométriquement integre (car H l'est) et de dimension dim H - G, — dim G, =
(dimG —G,) — (dimG —dim H - G;) = 1. Donc Y est une courbe H-homogene. Comme
ona G = G- H et Gay est central, tout sous-groupe de G, qui est distingué dans H -G,
est aussi distingué dans G, donc H - G, opere fidelement dans Y (et a fortiori H aussi).
De plus, d’apres [Brl17b, sect. 2.5], il existe un H - G -torseur w : G X Y — X tel que le
carré

T
GXYL G

wl% ]Lﬁ

ax

H-G,
soit cartésien, c’est-a-dire que X est G-isomorphe au fibré associé G x Y.

La classification des courbes homogenes montre que, a isomorphisme pres, on a les
possibilités suivantes :
i)Y=Plet H=H -G, =PGLy;
i) Y = Al et H=Gy;
iii) Y = Al et H =G, x G,,;
iv) Y = A\ {0} et H=G,,.
Cas 1. Supposons d’abord que 'on ait Y = Pt et H = H - G, = PGL,. Comme G, est
central dans G, H N Gy est un sous-groupe du centre schématique Z(H) = Z(PGL2) =

Lo

H-Gy PG
{1}. Donc G = Gapt - H = Gang X H et Gapy = E. Donc X =G x Y = (ExPGLy) X
P = Ex P! et G = E x PGL, = Aut%.

Cas 2. Supposons que l'on ait Y = A' et H = G,. On a G = Gy - H donc G est
commutatif et X est un G-torseur. En particulier on a H - G, = H donc on a une suite
exactel > G, > G > E — 1.

Cas 3. Supposons que l'on ait Y = Al et H = G, % G,,. Comme précédemment, on a
HNGay < Z(H) = {1}, donc G = Gapy X H et (Gang)ar = {1} donc Gy est une variété
abélienne. De plus H - G, est un sous-groupe de G contenant H donc H - G, = F x H
ou F est 'image de H - G, par pry; : G = Gany X H = Gapg. S0it p @ Gang — Gang/F' le
Gant X H
FxH
la composée Gane X H 25 Gope 2 Gant/F. D’apres [Brl7b, sect. 2.5], le carré

morphisme quotient. On a alors F = = Gant/F et le morphisme 7 : G — E est

pl"
Gt X HX A =G XY —— G x H=0C

p X« ™
Gant 1 _
T><A o Gai/F =FE

est cartésien (en notant encore o : H x A' — A! la restriction de o : G x X — X) et le

. t o 2
morphisme p X o : Gane X H x A — % x Al est un H - G,-torseur. Donc, par unicité,

ant

on a un isomorphisme de G-variétés X ~ x Al. Comme G opere fidélement, on a

nécessairement /' = {1}. On en déduit G = E x (G, X G,,) et X = E x Al
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Cas 4. Supposons que l'on ait Y = A'\ {0} et H = G,,. Comme précédemment, G est
commutatif donc X est un G-torseur, et on a une suite exacte 1 - G,, > G — E — 1.

Etape 2. On ne suppose plus que k est algébriquement clos. Examinons les quatre possi-
bilités que 'on vient de trouver.

Cas 1. Supposons d’abord que l'on ait X = Ep x P% et Gy = Aut}z = Ep x PGLy ;.
Commencons par déterminer GG. Soit IV le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe
et affine de G. Le quotient Q = G/N est une variété pseudo-abélienne donc on a une
suite exacte 1 - A — @Q — U — 1 ou A est une variété abélienne et U est un groupe
unipotent commutatif (voir [Tot, th. 2.1]). Soit p la composée G — ) — U. Alors p(Ey)
est un sous-groupe lisse connexe propre du groupe affine Uz donc est trivial, et p(PGLZ@)
est également trivial car PGL, 3 est réductif donc n’a pas de quotient unipotent non
trivial. Donc U est trivial et Q = A est une variété abélienne. Par conséquent on a la
suite exacte 1 — Ny — Gy — Ay — 1 donc Ny = PGLM. Le sous-groupe N N G,y est
trivial, car il I’est aprés extension des scalaires & k. On en déduit G = Gape X N = E x N.

Soit K /k un extension séparable telle que X possede un point K-rationnel z. Soit Gk .
son groupe d’isotropie dans Gk. Alors (Gk )z = {1} X By ou By est un sous-groupe de
Borel de PGLy ;. Donc G, = {1} xpry(Gk ) dans Gx = Ex X Ng. Alors N/ pry(G g )
est une forme de Pk possédant un point K-rationnel, donc il s’agit déja de P}.. Donc
GK = EK X PG’LQ’K et XK = EK X P}{

La formation du morphisme d’Albanese ax : X — Alb} commute aux extensions sépa-
rables donc, apres extension des scalaires, on obtient la premiere projection ax g : Xxg —
FEx ; on dispose aussi de la seconde projection pry, : Xx — PL. Le fibré anticanonique

: : -1 _ * -1 x  —1 _ x, —1 : 4 :
satisfait wy, = (a X, KwEK) ® (p]f2 Wp1 ) = PI3Wp1 donc il est engendré par ses sections

globales et définit un morphisme Xx — P2, qui est la composée Xx —2 Pl L P2
ou ix est 'immersion fermée définie par le fibré w;ll = Op1. (2). Donc wy' est engendré
K

par ses sections globales et définit un morphisme X — P2%. En considérant son image

schématique C, ce morphisme se factorise en X = C' = P2, et pry et ix sont les mor-
phismes déduits de p et ¢ par extension des scalaires. La courbe C' est une forme de
P}, c’est-a-dire une conique projective lisse plongée dans P2 par wg'. Comme le mor-
phisme (ax x,pry) : Xxg — Ex X Pk est un isomorphisme, il en va de méme pour
(ax,p) : X — Alby x C.

Cas 2. Supposons que l'on ait une suite exacte 1 — G,3 — Gy — L£p — 1 et que Xy
soit un Gz-torseur. Alors X est un G-torseur. Soit NV le plus grand sous-groupe distingué
lisse connexe et affine de GG. Si N est trivial alors G est une variété pseudo-abélienne. On
suppose désormais que N n’est pas trivial. Alors N; est un sous-groupe distingué lisse
connexe et affine de Gy donc, pour raison de dimensions, on a N = G, 7. Le quotient
G/N est une courbe elliptique.

Cas 3. Supposons que l'on ait Gy = Fr X (G%E X Gm,E) et Xz = By X A%. Le groupe
G,z © G,z n'a pas de quotient unipotent non trivial donc, comme précédemment, on
a G =FExNouN est une forme de G, X Gy, . D’apres le lemme 1.3.8, on a N =
Ga,k X Gm,k-

Soit K/k un extension séparable telle que X posseéde un point K-rationnel . Comme
précédemment le groupe d’isotropie de x est de la forme {1} x H ou H est un sous-groupe
de Ng. Alors Xy = E x (Nx/H) et Ni/H est une forme de Ak qui est un torseur sous
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le sous-groupe G, x de Ng (car c’est le cas aprés extension des scalaires & k), donc on a
déja Ni/H = Al,.

Le morphisme d’Albanese ax : X — Alb} commute aux extensions séparables et le
morphisme d’affinisation p : X — Spec O(X) commute aux extensions quelconques. Le
morphisme déduit de p par extension des scalaires est la projection pry : Xx — Al, donc
on a Spec O(X) = A}. De plus (ax x,pk) : Xk — Ex X A) est un isomorphisme, donc
il en va de méme pour (ax,p) : X — Alby x A}

Cas 4. Supposons enfin que l'on ait une suite exacte 1 = G, + = G5 = Er — 1 et que
X7 soit un Gy-torseur. Alors X est un G-torseur, et Gy est une variété semi-abélienne
donc, d’apres [Brl7, lemma 5.4.3], G est déja une variété semi-abélienne. O

Remarque 3.2.2 :

1. Si on a une suite exacte 1| - G, - G — E — 1 alors, par définition de G,g (voir
proposition 3.1.1), on a Gug = G,. Comme G = Gy - Gag, le groupe G est donc com-
mutatif. De plus, on a Ext'(F, G,) ~ H'(E,Og) (voir [Oort, ch. III, 17.6, rem.]) mais
wp = O donc, par dualité de Serre, Ext'(E,G,) ~ k. Donc, & isomorphisme pres, il
existe un unique groupe G' donné par une telle suite exacte et qui ne soit pas le produit
direct E x G,. Ce groupe est ’extension vectorielle universelle de F.

2. Si G est une variété semi-abélienne donnée par une suite exacte 1 T — G - EF — 1
ou T est une forme de G,, alors, de méme, le groupe G est commutatif. On pose I' =
Gal(ks/k) et on note A ~ Z le I-module des caractéres de T'. La formule de Barsotti-Weil
donne Ext'(E,T) = Homgp(A, E(ks)) (voir [Brl7, prop. 5.4.10]). Si T' = G, alors on a
Ext'(E,T) ~ E(k). Si T est une forme non triviale de G,, alors cette forme est trivialisée
par une extension galoisienne K /k de degré 2. On écrit Gal(K/k) = {1,0}, qui opére non
trivialement dans A ~ Z. On a alors Ext'(E,T) ~ Hom;{];’”}(Z,E(K)) ~ {z € E(K) |
o(x) =—x}.

On en déduit le corollaire suivant, qui est déja plus ou moins connu mais qui mérite
d’étre explicité.

Corollaire 3.2.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe opérant fidelement dans X. Si
dimAlby = 1 et X est presque homogene alors X posséde une unique complétion lisse
équivariante X . De plus, X est presque homogéne si et seulement si, a isomorphisme pres,
un des cas suitvants a lieu :

i) X = X = ExP! o E est une courbe elliptique et G = ExPGLy ou EX(GyxG,,)
ou B x G, ou Ex G, ;

i) X=ExPL, X=ExA' et G=FEx (G, xG,,) ou Ex G, ou ExG,,;

iii) X =ExPl, X=Ex(A'\{0}) et G=FE x G,

iw) X =P(E) ou & est le fibré vectoriel indécomposable de rang 2 sur E donné par une
suite exacte non scindée 0 — O — & — Op — 0 (qui est unique a isomorphisme
pres), G est le groupe Auts, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 —
G, G@—>FE—1eX=XouX\C=>=G ouC estla section de P(§) - E
correspondant au sous-faisceau Og de & ;

v) X =P(E) ou E= LB Of et L est un fibré en droites non nul et de degré 0 sur E,
G est le groupe Autss, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 — G, —
GoE—=1LeX=XouX\CouX\C ouX\(CUC) ouC et C" sont les

sections de P(E) — E correspondant auz sous-faisceaur Op et L de E.
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Démonstration. Soit U l'orbite ouverte de X. Comme X est lisse, le morphisme Alby —

Albyx induit par 'immersion ouverte U — X est un isomorphisme (voir [Brl7, cor. 4.1.7]).

On écrit U = G/H. D’apres le théoreme 3.2.1, H est un sous-groupe de G,g. Le morphisme

d’Albanese est ax : X — G/G.g ~ E et il est G-équivariant car sa restriction a U est.

Soit Y la fibre de ax au-dessus de 0. Comme dans la démonstration précédente, on a un
Py

GxY — G
carré cartésien w‘ |7r . Le morphisme 7 est lisse donc w aussi. Puisque X
X — F
ax

est lisse, on en déduit que Y aussi. La courbe Y est stable sous 'opération de G.g et elle
contient une orbite ouverte V' pour cette opération, qui est la fibre de ay au-dessus de 0.
Par le méme raisonnement, la complétion lisse équivariante X est bien unique car elle

pr
GxZ—> G
est donnée par le carré cartésien w[ ‘W ou Z est la complétion réguliere
X — E
ax

de la courbe V. Quand G est de la forme E X Gu, on a X = E x P! et on trouve les
trois premiers cas. Si la suite exacte 1 — Gg — G — E — 1 n’est pas scindée alors on a
G = G, ou G,,. Les surfaces X et X et le groupe G sont alors donnés par la description
du schéma des automorphismes des surfaces réglées sur une courbe elliptique (voir [Mar,

th. 3)). O

3.3 Cas d’une surface dans P! x P!

3.3.1 Cas d’un groupe semisimple

Le résultat suivant est bien connu. On en redonne ici une démonstration, faute de
référence.

Lemme 3.3.1 : A composition par un automorphisme intérieur de PGLy preés, les iso-
génies ¢ : SLy — PGLy sont les composées SLy =% PGL, 7, PGLs ou can est le
morphisme quotient de SLo par son centre pus, r > 0 et F7 : PGLy — PGL;y est un
morphisme de Frobenius itéré.

Démonstration. Soit T le tore maximal standard de SLy. Alors o(T) est un tore de
dimension 1 de PGL, donc, quitte a composer par un automorphisme intérieur de PGLs,
on peut supposer que @(T) est le tore maximal standard 7" de PGLs,.

Rappelons quelques notations usuelles sur les données radicielles. On pose

T — G, B G,, — T
X : a 0 S a 0 ,
(O ) s a @ (O )
a=2yeta’ = = \. Alors les groupes des caracteres et cocaracteres sont X *(T) Zi et
X,(T) = ZX et les ensembles de racines et coracines sont R = {&, —a} et RY = {a", —a"}.
De méme en posant
T — G,

X : a 0 a
[Od}'ﬁ d
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G, — T
. _ vV o __ * _ _ _ _
A N g (1)] y,a=xeta =2 \ona X (T) =Zx, X.(T) =Z\, R = {a,—a}
et RY ={a’,—a"}.
L’isogénie ¢ : (SLy,T) — (PGL2, T) induit un p-morphisme de données radicielles

(X*(T),R, X.(T),R") — (X*(T), R, X.(T), R")
(voir [CGP, def. A.4.2 p.489]), c’est-a-dire que

p{xO = X
' p = poy

est un morphisme de groupes injectif a conoyau fini et qu’on a une bijection ¢ : R — Ret
une application g : R — {p™ | n € N} telles que

V5 € R, f(u(B)) = a(B)B et fY(BY) = a(B)u(B)".

On a deux possibilités, a savoir (&) = a ou —a.
Il existe des entiers 7. et m tels que f et fY soient déterminés par f(x) = ny et

fY(A\) =mA. Si (@) = « alors on a
nx = f(x) = f(e) = f((a)) = g(@)a = 2q(a)X
donc 7 = 2¢(@). De méme on a
mA = f'(N) = /(@) = g(@)a’ = 2q(a)A

donc m = 2¢(@). Un calcul similaire montre que si (@) = —« alors n = m = —2¢(a&).
Soit r > 0 tel que g(&@) = p". Si t(@) = « alors 'isogénie de données radicielles donnée

can

par ¢ coincide avec celle donnée par SLy — PGLy 7, PGL; car pour a € G,, on a
. a 0\ _ fa” 0 | _ o, . S a0 |a® 0
xo F"ocan (O a‘1> =X [ 0 a_prl =a*? et ["ocano\(a) = [0 a_prl = [ o 1l
De méme, si (@) = —a alors I'isogénie de données radicielles donnée par ¢ coincide
avec celle donnée par SL, =% PGL, o, PGL, & PGL, ol o est la conjugaison
0 —
1 0
d’apres le théoreme des isogénies (voir [CGP, th. A.4.10 p.499]), ¢ et F" o can coincident
a un automorphisme intérieur de PGLsy pres. O]

par (c’est-a-dire Pautomorphisme donné par M —— *M~1). Dans tous les cas,

Remarque 3.3.2 : De méme, a conjugaison par un automorphisme intérieur de SL,
pres, les isogénies SLy — SLy sont les morphismes de Frobenius itérés (voir [SGA3-3,

exp. XXIV, 7.4.6]).

Proposition 3.3.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G <
Autpi, pr = PGLy x PGLy un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial. Alors,
quitte a permuter les facteurs et a conjuguer, un des cas suivants a lieu :

i) G =PGLy x PGLy;
it) G ={1} x PGLy;
iti) il exister > 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : PGLy —

PGL; (donc G ~ PGLy) (avec la convention F = id si k est de caractéristique
nulle).
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De plus, le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" posséde une orbite ouverte dans
P! x P!, qui est le complémentaire du graphe du morphisme de Frobenius F" : P! — P!,

Démonstration. On suppose que G est un sous-groupe strict de PGLy; x PGL,. L’image
de G par la projection pr; : PGLs X PGLy — PGL; est un sous-groupe semisimple de
PGL; donc on a pry(G) = {1} ou PGL,. Si pr,(G) = {1} alors G est un sous-groupe
semisimple de {1} x PGLy donc, pour raison de dimension, on a G = {1} x PGLs.
On suppose désormais pr,(G) = PGLy et de méme pry(G) = PGL,. Comme G est un
sous-groupe de PGLy x PGL,, il est de rang au plus 2, mais pour raison de dimension
il ne peut pas étre de rang 2 (les dimensions des groupes semisimples de rang 2 sont 6,
8, 10 et 14). Donc G est de rang 1 et le revétement universel s’écrit v : SLy — G. Alors
pryov : SLy — PGLy et pryor @ SLy — PGL, sont des isogénies. D’apres le lemme
3.3.1, quitte a conjuguer G, il existe des entiers r; > 0 et ro > 0 tels que pry ov et pr, ov

soient les composées SLy <% PGL, — PGL, et SLy <% PGL, ~= PGL,. Donc G
est conjugué a un sous-groupe de l'image de PGLy ELET), PGL; x PGL;y. Quitte a

permuter les facteurs on peut supposer ro > 1 et poser r = ry — ri. Alors, pour raison
de dimension, G est conjugué au graphe de F" : PGLy, — PGL5. On peut donc voir G
comme le groupe PGL, opérant dans P! x P! par g (z,y) = (9 z, F"(g) - y). Comme
PGLs(k) opére 2-transitivement dans P!(k), le complémentaire dans P* x P! du graphe
du morphisme de Frobenius F" : P! — P! est homogene sous l'opération de G. O

3.3.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.3.4 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G <
Autpi,pr = PGLy x PGLy un sous-groupe lisse connexe qui n’est ni semisimple ni
résoluble. Alors G posséde une orbite ouverte X dans P! x P! et, a permutation des
facteurs et conjugaison prés, un des cas suivants a lieu :

i) G =G, x PGL et X = (A\ {0}) x P! ;
ii) G = B x PGLy et X = A! x P! ou B est le sous-groupe de Borel standard de
PGL, :

1 =

iii) G =U x PGLy ¢t X = A' x P! 00 U = R,(B) = [o |

] ~ G,.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Borel-Tits, G est contenu dans un sous-groupe
parabolique maximal donc, quitte a permuter les deux facteurs et a conjuguer, GG est un
sous-groupe de BxPGL,. De plus si l'image de G par la projection pr, : PGLy xPGLy —
PGL, était un sous-groupe strict de PGLsy alors, quitte a conjuguer, ce serait un sous-
groupe de B donc on aurait G < B X B, ce qui est impossible car G n’est pas résoluble.
On a donc pry(G) = PGL..

On suppose d’abord que G est réductif. On a G = R(G) - [G,G] (ou R(G) est le
radical de GG, c’est-a-dire le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe résoluble de
G) et [G,G] est semisimple. Alors pry(|G, G]) est un sous-groupe semisimple de PGLy
et si ce groupe était trivial alors [G, G] serait un sous-groupe semisimple de B x {1},
donc [G, G] serait trivial et G = R(G) serait résoluble. On a donc pry([G, G]) = PGLs.
De plus pr, (|G, G]) est un sous-groupe semisimple de B donc est trivial. Donc [G, G] est
un sous-groupe de {1} x PGLy, donc [G,G] = {1} x PGLs. En particulier G contient
{1} x PGL; donc G = pry(G) x PGLs. Enfin, pr,(G) est un sous-groupe réductif de B
donc, quitte a conjuguer par un élément de B, il s’agit du tore maximal standard G,,.

On suppose désormais que G n’est pas réductif, ¢’est-a-dire que le radical unipotent
R,(G) n’est pas trivial. Comme pry(G) = PGLg, on a pry(R,(G)) = R, (PGLy) = {1}
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donc R, (G) est un sous-groupe de B x {1}. Donc R,(G) = U x {1}. De plus pry(R(G)) =
R(PGLy) = {1}. Donc R(G) = U x {1} ou B x {1}. Si R(G) = B x {1} alors G est un
sous-groupe de B x PGLy contenant B x {1} donc G = B X pry(G) = B x PGLy. Si
R(G) = U x{1} alors G/R(G) est un sous-groupe semisimple (non trivial) de G,, x PGL;
donc G/R(G) = {1} x PGLy et G = U x PGLs. O

3.3.3 Cas d’un groupe résoluble

Proposition 3.3.5 : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Soit G <
Autpi,pr = PGLy x PGLy un sous-groupe lisse connexe résoluble non trivial. On note
B le sous-groupe de Borel standard de PGLy, U = R,(B) et T le tore mazimal standard

de B. Pour m € Z etn € Z, onposeTm,n:{<[t Ol,r O]) 6T><T|t€Gm}.

0 1 0 1
Alors, quitte a permuter les facteurs et a conjuguer, un des cas sutvants a lieu :
i) G=UxU;
i) G=U x{1};

iii) il existe deuz p-polynémes non nuls fi et fy tels que G soit Uimage de (f1, f2) :
G, > U x U (donc G~ Gy,);

w) G=TxT;

v) G=T x{1};

vi) il existe m # 0 et n # 0 premiers entre euz tels que G =T, ,, (donc G ~ Gy,);
vii) G =B X B;
viii) G = B x U ;

iz) il existe m # 0 et n # 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré
par U x U et Ty, ;

t) G=BXxT;
zi) G =B x {1} ;
ziit) G=UXxT;

xiit) il existe m # 0 et n # 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré
par U x {1} et Tpn ;

ziv) il existe r > 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : B — B
(donc G ~ B).

Démonstration. Quitte a conjuguer, on peut supposer que G est un sous-groupe du sous-
groupe de Borel B x B de PGL; x PGL,. On suppose dans un premier temps que G est
unipotent, donc G est un sous-groupe de U xU. Si dim G = 2 alors G = U xU. On suppose
dim G = 1, donc G ~ G,. Alors les deux projections sont des endomorphismes de G,, donc
elles sont données par deux p-polyndmes fi et fo, et G est 'image de (f1, f2) : G, — U xU.
Si fi1 (resp. f2) est nul alors G = {1} x U (resp. U x {1}).

On suppose maintenant que G est un tore. Quitte a conjuguer, GG est contenu dans le
tore maximal T'xT. Si dim G = 2 alors G = T'xT. On suppose dim G = 1, donc G ~ G,,,.
Alors les deux projections sont des endomorphismes de G,,,, donc il existe m € Z et n € Z
tels que (m,n) # (0,0) et G = T,,,. Sim = 0 (resp. n = 0) alors G = {1} x T (resp.
T x {1}. Sim # 0 et n # 0 alors, quitte a diviser m et n par leur pged, on peut supposer
que ces entiers sont premiers entre eux.
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On suppose enfin que G n’est ni unipotent, ni un tore. On a la décomposition G =
R,(G) x Ty ou Ty est un tore maximal de G.

Supposons dim R, (G) = 2 et dim 7T, = 2. Alors R,(G) = U x U et Tj est un tore
maximal de B x B donc G = B x B.

Supposons dim R, (G) = 2 et dim Ty = 1. Alors R,(G) =U x U et, quitte a permuter
les facteurs et a conjuguer, on a Ty = T'x {1} ou Ty = T, pour m # 0 et n # 0 premiers
entre eux. Dans les deux cas, U x U est bien normalisé par Ty.

Supposons dim R, (G) = 1 et dimTy = 2. On peut supposer Ty = T x T et on a
toujours R, (G) < U x U. Comme R, (G) est de codimension 1 dans U x U, il existe deux
p-polynoémes f; et fo tels que, en notant (x,y) les coordonnées dans U x U, le sous-groupe
R, (G) soit donné par I'équation fi(z) = f2(y) (voir [CGP, cor. B.1.5 p.563]). Si fo = 0
alors R, (G) = {0} x U dans U x U, qui est bien normalisé par Ty, et on a G = T x B.
On suppose désormais fo # 0. Si fy n’est pas un mondéme alors il existe y € k™ tel
que fa(y) = 0. Or les conjugués de (0,y) € R,(G)(k) par les éléments de Ty(k) sont les
(0,ty) pour t € k*. Donc R,(G)(k) contient {0} x k et, pour raison de dimension, on a
R,(G) = {0} x U dans U x U, ce qui est impossible. Par conséquent f est un mondme.
De méme on peut supposer que f; est un monéome. Comme G est lisse, quitte a permuter
les deux facteurs on peut supposer fo(y) = y. Il existe donc A € k* et r > 0 tel que R,(G)
soit donné par I’équation y = Az? . Cependant, ce sous-groupe n’est par normalisé par
T xT.

Supposons dim R, (G) = 1 et dim 7 = 1. On peut supposer que Ty est contenu dans le
tore maximal T'xT et on a toujours R,(G) < UxU. Sipry(R,(G)) = {0} ou pry(R,(G)) =
{0}, et si pry(T) = {1} ou pry(T) = {1}, alors quitte & permuter les facteurs, on trouve
G=Bx{l}ouUXT.Sipr,(R.,(G)) # {0} et pry(R.(G)) # {0}, et si pry(T) = {1} ou
pry(T) = {1}, alors par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent R, (G) ne peut
pas étre normalisé par Tp. Si pry (R,(G)) = {0} ou pry(R,(G)) = {0}, et si pry(T) # 1{1}
et pry(7T) # 1{1}, alors quitte & permuter les facteurs il existe m # 0 et n # 0 premiers
entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré par U x {1} et T}, ,,. Supposons enfin
qu’aucune des projections ne soit triviale. Soient f; et fo deux p-polynomes non nuls tels
que R,(G) soit donné par I’équation fi(z) = fo(y). Soient m > 1 et n > 1 premiers entre
eux tels que Ty = T}, ,,. Par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent, quitte a
permuter les facteurs on peut supposer qu'il existe A € k* et r > 0 tel que R,(G) soit
donné par I'équation y = A\z?" . Pour que R,(G) soit normalisé par Ty, il faut que pour
(z,y) € R,(G)(k)\ {(0,0)} on ait Vt € k* t"y = Xt™ 2P . 1l faut donc n = mp" et,
comme m et n sont premiers entre eux, m = 1 ou —1; on peut supposer m = 1. Par

, B a bl [a” o a b
consequentG-{([O 1],[0 1 )EBXB|[0 1

€ B} et, quitte a conjuguer

le second facteur par on peut supposer \ = 1, c’est-a-dire que G est le graphe

0 1y
du morphisme de Frobenius itéré F" : B — B. O

Corollaire 3.3.6 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soit X un sous-
schéma ouvert de P x P. Alors X est homogéne sous 'opération d’un sous-groupe lisse
conneze résoluble G < Autp, p1 = PGLy X PGLy et G est minimal pour cette propriété
si et seulement si, quitte a permuter les facteurs et a conjuguer, un des cas suivants a
liew :

i) G=UxUetX=AxAl;
i) G=TxT et X = (A"\ {0}) x (A" \ {0});
iii) G=UxT et X = Al x (A'\ {0});
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) il existe r > 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : B — B
(donc G ~ B) et X est le complémentaire dans A' x A' du graphe du morphisme
de Frobenius itéré F" : At — Al

Démonstration. Seul le dernier point est a vérifier. Dans ce cas X est bien homogene sous
'opération de G car B(k) opere 2-transitivement dans A'(k). O

3.4 Cas d’une surface dans P2

3.4.1 Cas d’un groupe semisimple

On note [z : y : 2] des coordonnées projectives sur PZ.

Proposition 3.4.1 : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Alors G <
Autp: = PGLj3 est un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial si et seulement
st un des cas suivants a lieu :

i) G est le normalisateur d’une conique lisse C' C P? donnée par une forme quadratique
non dégénérée q (donc G ~ PO;3(q) ~ PGLy);

Xk %
it) G est conjugué au sous-groupe [852 (1)1 du normalisateur |x x x| de la droite D
0 01
d’équation z =0 ;
SL, — PGL;
a®> b* ab :
) C2 d2 cd (quz

0 0 1

iti) p =2, G est conjugué a l'image du morphisme <a b
c d

est isomorphe a PGLs) ;
iv) G = PGL.

Démonstration. Si G n’a pas d’orbite de dimension 2 alors ses orbites sont de dimension
0 ou 1. Elles ne peuvent pas toutes étre de dimension 0, sinon G serait trivial. Une orbite
de dimension 1 d'un groupe semisimple est isomorphe a P!, donc c’est une orbite fermée.
D’apres la formule du genre, c’est une droite ou une conique. Si G posseéde une orbite de
dimension 2 alors celle-ci est dense donc, d’apres un théoreme d’Andrzej Biatynicki-Birula
([Bia, th. 1]), G posseéde une orbite fermée non triviale et cette orbite est une droite, une
conique ou P2.

Supposons que la conique donnée par une forme quadratique non dégénérée ¢ soit une
orbite fermée de GG. Alors GG est un sous-groupe du normalisateur de C' dans PGLs3, qui
est PO3(q) ~ PGL,. Comme G est semisimple, il s’agit du normalisateur tout entier.

Supposons que G possede une orbite fermée qui soit une droite. Cette droite est pro-
jectivement équivalente a la droite D d’équation z = 0 donc, quitte a conjuguer G, on

peut supposer que l'orbite fermée est D et que G est un sous-groupe du normalisateur
* k%

% % x| de D dans PGLs. Soit G — G le revétement universel de G (voir [CGP, cor.
0 01
A.4.11 p.500]). Pour raison de dimension, on a G = SLy. Comme le groupe Pic(SLy) est
trivial, il découle de [Br15, th. 2.14] que tout fibré en droites sur une SLa-variété normale
est linéarisable ; en particulier Op2(1) est linéarisable. Il existe donc une opération linéaire



76 CHAPITRE 3. SURFACES HOMOGENES

de SL;, dans A3 telle que le morphisme canonique A®\ {0} — P? soit équivariant. On a
une représentation supportée par k* et, en regardant I'image réciproque de la droite D,
on obtient un plan V dans k® qui est stable sous 'opération de SL,. Par hypothése SLs
opére transitivement dans la droite D, donc V' est une représentation non triviale de di-
mension 2. Puisque SLy n’a pas de caractere non trivial, V' est une représentation simple
et elle est donc donnée par une isogénie de SLy dans lui-méme. Quitte a composer par un
automorphisme intérieur, une telle isogénie est un morphisme de Frobenius itéré F" pour
un certain r > 0 (voir remarque 3.3.2). De plus, k3/V étant de dimension 1, il s’agit de
la représentation triviale. Il s’agit donc de déterminer les extensions de la représentation
triviale k par V.

On pose n = p". Alors V est la représentation simple de plus haut poids n. On
a une opération du sous-groupe de Borel standard dans A! donnée par le caractére

0 at
polynémes homogenes de degré n en deux variables X et Y (pour l'opération standard
de SLs) ; remarquons que V' est une sous-représentation de V,,, correspondant au plan en-
gendré par X" et Y. D’apres [Jan, part 11, 2.12(4) et 2.14(4) p.182], on a Extgy (k, V) ~
Homgr,, (k, V,,/V). Les éléments de Extgy, (k,V) correspondent donc aux polynomes P €

b) € SLy(k), les polynémes P et (CCL Z) - P soient égaux

b , L
(a ) — a". La représentation induite sur SLy est 'espace V,, = k[X,Y], des

a
V,, tels que pour tout (c d

modulo V. On écrit P = Zozz-XiY"_i. Alors pour a € k*, on a (g a(_)1> P o=

Zaz “1X)i(aY)" Zal "2 XY™ Doncsii# 0,4 % n et n—2i # 0 alors oy = 0.
=0
La seule possibilité pour avoir un polynome qui ne soit pas dans V' est d’avoirp =2, r > 1

Z P = 2(dX —bY )V (—cX +aY)"/? =

)2 ((cd)"/zX” + (ad + be) X2y ™2 4 (ab)”/zY”) = P mod V car ad+ bc = 1. Donc P

convient bien.

et P = ozn/gX"/zY"/z. Dans ce cas on a

Si k? est I'extension triviale de k par V alors le morphisme correspondant est

SL2 — PGLg
0 b a?” b 0
( ) — | dP 0
0 0 1

SLy 0
0 1

AX27'Y2 alors le morphisme correspondant est

et G est le sous-groupe [ ] Sip=2r>1etk®est donnée par le polyndme

SL, — PGLg
a2'r b27‘ )\a27‘ 1b27‘ 1
a b r r r—1 r—1
(C d) e L D e &
0 O 1
1 0 0
Quitte a conjuguer par |0 1 0|, on peut supposer A = 1 et alors G est 'image du
00 A
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morphisme
SL, — PGL;

0 b a> bv* ab
<c d) — |2 d® cd
0O 0 1

Supposons enfin que G opére transitivement dans P2. Soit G — G le revétement
universel de G. Soient = € PQ(k) et H son groupe d’isotropie dans G, de sorte que l'on
ait G/H ~ P2. Le quotient ¢ /H est une variété propre donc (H)74 est un sous-groupe

parabolique (lisse connexe) de G de codimension 2. Le groupe G est semisimple simplement
connexe, de rang au plus 2 (car G est un sous-groupe de PGL3), donc il est isomorphe a
SL,, SLy xSLo, SL3, Sp, ou Ga. Les sous-groupes paraboliques et leur dimension peuvent
se lire sur le systéme de racines de G (voir par exemple [Hum, 30.1, th.]). On constate
alors que SLsy, Sp, et G4 n’ont pas de sous-groupe parabolique de codimension 2 (les sous-
groupes paraboliques maximaux de Sp, et Gy ont pour codimensions respectives 3 et 5).
D’aprés le lemme 3.1.15 on ne peut pas avoir G = SLj x SL, (on aurait G/H ~ Pl x P1).
On en déduit G = SL; et G = PGLs. O

Remarque 3.4.2 : Sur un corps algébriquement clos, toute conique lisse dans P? est pro-
jectivement équivalente & la conique d’équation zz = 32, ce qui découle de la classification
des formes quadratiques (quelle que soit la caractéristique). En caractéristique 2, on peut
aussi donner un argument plus géométrique, bien connu. Soit C' une conique lisse dans P2,
donnée par une équation du type ax?®+by?+c2? +dry+eyz+ fzx = 0. On a (d,e, f) # 0,
sinon I’équation serait de la forme (ax + Sy + vz)? = 0. La matrice jacobienne de C' au
point [zg : Yo : 2o est (dyo + fzo dxo+ezy fro+ ey()) donc la tangente en ce point a
pour équation (apres simplification) (dyo + fz0)z + (dxo + €20)y + (fxo + eyo)z = 0. En
particulier, toutes les tangentes passent par le point [e : f : d]. On dit que la courbe C' est
étrange et que [e : f : d] est un point étrange (voir [Har, ch. IV, 3, def. p.311]). Le point
étrange n’est pas sur C, sinon C' ne serait pas lisse en ce point. De plus, pour tout point
P € C(k), la conique C' et la tangente en P se coupent uniquement en P. Donc si P; et Py
sont deux points de C'(k) distincts alors Py, P, et [e: f : d] ne sont pas alignés. Quitte a
appliquer un automorphisme de P2, on peut donc supposer Py = [0:0: 1], P, =[1:0: 0]
t [e, f,d] = [0 : 1 :0]. En particulier C' est donnée par I’équation by®> + zz = 0. On a
b # 0 donc, quitte a effectuer un changement de variable linéaire, on peut supposer que
I'équation est xz = 3.
De plus, en caractéristique 2, si C' est la conique lisse dans P? donnée par une forme
quadratique non dégénérée ¢ alors le point étrange est I'unique point fixe de POj3(q) dans
P? (voir par exemple [Giz, §5]).

Corollaire 3.4.3 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe semisimple non trivial G < Autp: = PGL3 possede une orbite
ouverte X dans P?. Les possibilités sont les suivantes :

i) p # 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C C P? donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G ~PO3(q) ~ PGLy) et X = P?\ C;

ii) p = 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C C P? donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G ~ PO3(q) ~ PGLy) et X = P2\ (C U {P})
(ot P est intersection des tangentes de C');

*
SL, 01 du normalisateur |*

iti) G est conjugué au sous-groupe [ 0 1
0

S * %

*
x| de la droite D
1
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d’équation 2 =0 et X =P?\ (DU{[0:0:1]}) =~ A%\ {(0,0)};
SL, — PGL3

2
w) p=2, G est conjugué da limage du morphisme a b N aQ b” ab (qui
c d
est isomorphe  PGLy) et X = P2\ D ~ A?;

U) G:PGLg etX:P2.

3.4.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.4.4 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors G est un
sous-groupe lisse connexe de Autp: = PGL3 qui n'est ni semisimple ni résoluble si et
seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

GL; 0

i) G est le sous-groupe [ 0 1

¥ ok %k
] de P= |x * x| ~ G2 x GLy (qui est le normali-
0 01

sateur de la droite D d’équation z =0);
ii) G est le sous-groupe G2 x SLy de P ;
i) G=P;

w) G est le sous-groupe SLy x G2 de P’ =

* X *
— o O
12
0
3
X
@

* X ¥

v) G=P.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G est réductif. On a la décom-
position G = R(G) - [G, G|, le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé
[G, G| est semisimple; par hypothese ces deux sous-groupes sont non triviaux. Les dif-
férentes possibilités pour [G, G| sont données dans la proposition 3.4.1. On ne peut pas
avoir [G, G| = PGL;.

Supposons que la conique lisse C' donnée par une forme quadratique non dégénérée
g soit une orbite de [G,G], de sorte que [G, G| soit le normalisateur de C' dans PGLs.
Pour t € R(G)(k), t-C est une conique lisse et [G,G] = t[G, G]t ™! est le normalisateur de
t-C. Alors [G, G| stabilise C'Nt-C donc, comme [G, G| opére transitivement dans C, on
at-C =C.On en déduit que R(G) stabilise C, donc R(G) est un sous-groupe de [G, G]|
et G =[G, G], ce qui est exclu.

Supposons que la droite D d’équation z = 0 soit une orbite de [G,G]. Comme pré-
cédemment, R(G) stabilise D donc est un sous-groupe de P. Supposons que [G, G| soit

SL; 0] de P. Alors [G, (] fixe le point [0 : 0 : 1] donc, comme pré-

le sous-groupe l 0 1
GL, o]

cédemment, R(G) fixe également ce point. Donc R(G) est un sous-groupe de [ 0 1

GL, 0|
0 1

et, pour raison de dimension, on a G = [ . Supposons désormais que 1’on ait

SL, — PGL3
2

N . a’> b ab .
p = 2 et que [G,G] soit 'image du morphisme (a b) e 2 ol Soit

0 0 1
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a [ o
M=156 e n| € R(G)(k) < P(k). Alors pour a € k*, comme R(G) est central dans G,
0 0 1
a 0 0
la matrice M commute avec N = |0 a~! 0]. On a
0 0 1
aca — Boat  af(a—a™t)
ae — 36  as— Bd i
MNM™'=|de(a—a™t) aeca™'— Béa
ae — 36 ae — 30
0 0 1
donc 8§ = aff = de = 0. Si § # 0 alors € = 0 donc 3 # 0 (car M est inversible), ce qui
a 0 ~(1—-a)]
contredit 4§ = 0. Donc § = 0, a # 0 et 8 = 0. Alors MNM~' = [0 a™' n(l—a™)
0 0 1
a -
010 0 -0
donc v =7 = 0. De méme M commute avec N’ = [1 0 0| et MN'M~* = |5 (o o
0 0 1 %‘ 0

1 0 0 1 00
donc a = e. Enfin, M commute avec N” = |1 1 1| et MN"M~' = |1 1 ¢| donc
0 01 0 0 1

e = 1. Donc R(G) est trivial, ce qui est exclu.

On suppose désormais que G n’est pas réductif. Le groupe G n’est pas semisimple
donc, d’apres le théoreme de Borel-Tits, il est contenu dans un sous-groupe parabolique
maximal de PGLs3. Donc, quitte a conjuguer, G est contenu dans P ou P’. On suppose
dans un premier temps que G est contenu dans P ~ G2 x GL;y. En notant G’ 'image de G
par la projection pry : P — GLy, on a la suite exacte 1 -+ GNG2 — G — G’ — 1. Comme
G n’est pas résoluble, G’ contient SLy. En effet, on a [G', G| < [GLy, GLy] = SL, donc
si G’ ne contenait pas SLy alors [G’, G'] serait un sous-groupe strict de SLy, donc il serait
résoluble. Il existerait donc un entier n > 1 tel que le terme D™(G’) de la suite dérivée de
G’ soit nulle. Comme D"(G’) = pry(D"(G)), on aurait donc D"(G) < kerpry, = G N G2
mais G N G2 est commutatif donc D™(G) est trivial, ce qui est impossible car G n’est pas
résoluble. Par conséquent on a G = SLy ou GLs.

Le groupe G N G2 est commutatif donc 'opération par conjugaison de G' dans G N G2
descend en une opération de G', donc (GNG?)(k) est stable sous 'opération naturelle de
SLy(k) dans G2(k). Ainsi (GN G2)(k) = {0} ou G2(k). Or I'image du radical unipotent
R,(G) dans G’ est triviale, donc R,(G) est un sous-groupe de G N GZ. Par hypothese
R,(G) n’est pas trivial et on en déduit (G N G2)(k) = G2(k). Donc G(k) contient G2 (k)
et G contient G2. Par conséquent G = G2 x SLy ou G2 x GLy = P. Si G est contenu
dans P’ alors, par le méme argument, on a G = SLy x G2 ou GLy x G2 = P'. O

Corollaire 3.4.5 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe non trivial G < Autp: = PGL3 qui n’est ni semisimple ni résoluble
posséde une orbite ouverte X dans P?. A conjugaison prés, les possibilités sont les sui-
vantes :

i) G est le sous-groupe [GOL 1

kK
] de P= |x x x| ~G2xGLy (qui est le normalisa-
01
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teur de la droite D d’équation 2 =0) et X = P?\(DU{[0:0:1]}) ~ A%\ {(0,0)};
ii) G est le sous-groupe G2 x SLy de P et X = P?\ D ~ A?;
iii)) G=P et X =P*\ D~ A?;

e

w) G est le sous-groupe SLy x G2 de P' =

* Xk X
* X *

0] ~GLy x G2 et X =P?\ {[0:
1

0:1]};
v) G=P et X =P*\ {[0:0:1]}.

3.4.3 Cas d’un groupe résoluble

L’objectif de cette section est de montrer que, sur un corps algébriquement clos, les
surfaces dans P? qui sont homogeénes sous I'opération d’un groupe résoluble sont données
par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont les groupes qui opérent.

Lemme 3.4.6 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P? et X = P?\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogéne sous l’opération d’un groupe algébrique lisse connexe résoluble
st et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

i) 0X est une droite ;
it) 0X est la réunion de deuz droites;
iti) 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;
i) 0X est la réunion de la courbe C d’équation " = yzP ! et de la droite D d’équation
z=0o0up" >2;

v) 0X est la réunion de trois droites.

Si un sous-groupe lisse connexe de PGLj3 stabilise X alors il doit aussi stabiliser le
bord 0X. On commence donc par déterminer le normalisateur du bord.

Lemme 3.4.7 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient Z un sous-
schéma fermé réduit de P? et N le normalisateur de Z dans PGLs.

X k%
1. Si Z est la droite d’équation z =0 alors N = |[x x x]|.
0 01
2. Si Z est la réunion des droites d’équations y = 0 et z = 0 alors la composante
x k%
neutre est N° = |0 *x 0].
0 01
3. Si Z est la réunion de la conique C d’équation vz = y? et de la tangente D au point
t2 2ta a®
[1:0:0], d’équation z =0, alors N =S 10 t a||a€ Gute Gy =G, Gy,
0 0 1
4. Si Z est la réunion de la courbe C' d’équation xP" = yzP"~1 (o p" > 2) et de la
t 0 a
droite D d’équation z =0, alors N = |0 7 aP" | |a € G, t € G,y p =~ Gy % Gyp,.
0 0 1

5. Si Z est la réunion des droites d’équations x = 0, y = 0 et z = 0 alors la composante
neutre N° est le tore mazimal standard T.
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Démonstration. Si Z est une réunion de droites alors N° est le sous-groupe de PGLj3 qui
stabilise chacune des droites (et N est le produit semi-direct de N° par le groupe symé-
trique permutant les droites). Donc N° est I'intersection des normalisateurs de chacune
des droites.

On suppose que Z est la réunion de la conique C' d’équation zz = y? et de la tangente
D. Pour raison de degré des courbes, N stabilise C' et stabilise D. Donc N stabilise le point
d’intersection [1: 0 : 0] de C' et D. Puisque N stabilise la droite D et le point [1: 0 : 0],

x k% b ¢ d
c’est un sous-groupe de |0 * x|[. Pour |0 ¢t a| et 2’ =br+cy+dz, ¢y =ty+az et
0 01 0 0 1
Y=z onazy—y?=(br+cy+dz)z— (ty+az)* = by —t>y* + (¢ — 2ta)yz + (d — a*)2>.
b ¢ d
Donc pour toute k-algebre A, un élément |0 ¢ a| € PGL3(A) est dans N(A) si et
0 0 1

seulement si b = t2, ¢ = 2ta et d = a®.

On suppose que Z est la réunion de la courbe C' d’équation 2P = yz*" 1 (o p" > 2)
et de la droite D d’équation z = 0. Comme précédemment, N stabilise C' et stabilise D.
La matrice jacobienne de C' en un point [z : y : z] est (0 —zP' ! yzpr’2) donc, comme
p" > 2, 'unique point singulier de C'est [0 : 1 : 0]. Le groupe N doit stabiliser ce point. En
outre, si [zg : Yo : 20] € C(k) est un point lisse alors zg # 0 et la tangente a C' en ce point a
pour équation 2oy —yoz = 0. Donc toutes les tangentes passent par le point [1:0: 0] et N
doit stabiliser ce point. Remarquons que D est la droite passant par [0:1:0] et [1:0: 0].

x* 0 % X % %
Puisque ces deux points ont pour normalisateurs respectifs |* % x| et |0 * x|, NV est
* 0 % 0 * x
* 0 t 0 a
le sous-groupe de |0 * x| stabilisant C. Pour |0 e f| eta' =tx+az, vy =dy—+ fz
0 01 0 0 1
et 2/ =z, onaa? —yP "l =P aP — ey’ 7L 4+ (aP" — f)2P". Donc N est donné par

e=t" et f=a". n

Remarque 3.4.8 :

1. On rappelle que, sur un corps algébriquement clos, toute conique projective lisse est
projectivement équivalente a la conique d’équation xz = y?, méme en caractéristique 2
(voir la remarque 3.4.2).

2. La courbe C' d’équation 27" = yzP ~! est étrange : toutes les tangentes aux points lisses
passent par un méme point, a savoir [1 : 0 : 0]. De plus, la droite D d’équation z = 0
passe par I'unique point singulier [0 : 1 : 0] et le point étrange [1: 0 : 0], et la multiplicité
d’intersection avec C' au point singulier vaut p” = degC. Cependant ces propriétés ne
suffisent pas & caractériser C, car si H est un polynéme homogeéne de degré p"—! alors la
courbe d’équation zP" = yzP' ~! + H(yP, zP) vérifie aussi ces propriétés, mais en général
elle n’est pas projectivement équivalente a C.

1 x =
Lemme 3.4.9 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. SoientU = |0 1 x| <
0 0 1
PGL;3 et G un sous-groupe lisse conneze strict de U.
1 0 =* 1 % x
1. Si G est commutatif alors c’est un sous-groupe de |0 1 x| ou |0 1 0|, ou G est
0 01 0 01



82 CHAPITRE 3. SURFACES HOMOGENES

100 1 a b
conjugué par un élément de |0 1 0| d un sous-groupe de< |0 1 al| |a € Gy b e G,
0 0 x 00 1
1 fl(a) b
2. Si G n'est pas commutatif alors il est de la forme < |0 1 fola)]| |a € Ga,b € G,
0 O 1

ou fi et fo sont deux p-polyndémes non colinéaires tels que pged(fi(a), f2(a)) = a dans
Uanneau de polynomes kla]. En particulier p > 2.

Démonstration. Les projections pry, : U — Gq et pry3 : U — G, (avec les notations
évidentes) sont des morphismes de groupes algébriques. Si pr; ,(G) = {0} ou pry3(G) =
1 0 x 1 % x
{0} alors G est un sous-groupe de [0 1 x| oude |0 1 0|.On suppose désormais que
0 01 0 0 1
G est commutatif et que pry 5(G) # {0} et pry ,(G) # {0}. En particulier pr, o(G) = G,.
1 1 b 1 a b
Il existe un élément de G(k) de la forme gg = |0 1 ¢y|. Alors pour g = |0 1 ¢| €
00 1 00 1
+a bg+b+ec 1 1+a by+0b+ ac
1 cotc |etggp=10 1 co+c donc ¢ = acy.
0 1 0 0 1
b
aco| | a € Gg,b € G, p. De
1
100
plus pry 3(G) # {0} donc ¢y # 0. Quitte a conjuguer G' par [0 1 0|, on peut supposer
0 0 Co

11
G(k) on a gog = |0
0

1
Comme G est lisse, c’est donc un sous-groupe de 0
0

S = Q

co = 1.
On suppose désormais que G n’est pas commutatif. Le groupe dérivé est lisse connexe
1 0 = 1 0 x
et vérifie [G,G] < [U,U] = |0 1 0| donc [G,G] = |0 1 0|. Soit G' I'image de
0 01 0 01
(Pry9,Pry3) : G = G4 x Gg. On a donc la suite exacte 1 — [G,G] - G — G" — 1.
De plus G’ est un groupe lisse connexe unipotent (comme quotient de G) et n’est ni de
dimension 0 (sinon G serait commutatif) ni de dimension 2 (sinon on aurait G = U).
Donc G’ est isomorphe a G, et il existe deux p-polyndmes non nuls f; et fs tels que l'in-
clusion G' ~ G, — G, x G, soit donnée par a — (f1(a), fo(a)). Le groupe G n’est pas
commutatif donc f; et fy ne sont pas colinéaires. En particulier on a p > 2. Enfin, comme
I'inclusion ci-dessus est injective (c’est-a-dire que son noyau schématique est trivial), le
groupe {a € G, | fi(a) = fa(a) = 0} est trivial donc pged(fi(a), f2(a)) = a dans 'anneau
de polynémes k[a). O

d
Proposition 3.4.10 : Soient d > 0 et G = G, x G,,. Alors les morphismes de groupes
algébriques 1 : G — PGLg3 injectifs sont, a composition par un automorphisme intérieur
de PGLy pres, donnés par les cas suivants :

t* 0 a
i) t(a,t) =10 t¢ 0| oue € Z etpged(d,e) =1 (avec la convention pged(0,e) =e);
0 0 1
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tte tea 0
it) a,t)=1 0 t° 0| oue€Z etpged(d,e) =1 (avec la convention pged(0,e) =
0 0 1

e);
t P e a
i) p>2,d=1c¢etila,t)= |0 t'7 0 our>1;
0

0 1
t2 2ta a?
w)d=1¢etia,t)=10 t al;
0 0 1
t 0 a
v) p>2,d=1ctifa,t)= 1|0 P a® | oir>1(etr>1sip=2).
0 0 1
Démonstration. On peut supposer que ¢ est a valeurs dans le sous-groupe de Borel stan-
Xk ok * 0 0
dard B= |0 % x| et que((G,,) est un sous-groupe du tore maximal standard |0 * O0f.
0 01 0 01
Il existe donc m € Z et n € Z tels que pged(m,n) = 1 et que pour tout t € G,, on ait
tm 0 0
1(0,t) =10 " 0|.Comme ¢(G,) est un sous-groupe unipotent de B, il existe des poly-
0 0 1

1 fi(a) fa(a)
nomes f1, fa et f3 tels que pour tout @ € G, on ait ¢(a,1) = |0 1 f5(a)|. Un calcul
0 0 1
matriciel élémentaire montre que a — f1(a) et a — f3(a) sont des endomorphismes de
G,, donc f; et f3 sont des p-polynomes. Dans PGL3 on a identiquement

1

A0 Ol a b][X O O] 1 Au~ta b
O p 0101 ¢/ |0 p O =10 1 uel .
0 0 10 0 1]]0 O 1 0 0 1

1 fi(tha) fa(ta)
Donc en regardant 'image par ¢ de (t%a, 1) = (0,t)(a, 1)(0,#)~! on obtient |0 1 f3(t%a)
0 0 1
Lotm= fi(a) " fa(a)
0 1 t" f3(a) | . Par conséquent les f; sont des mondémes de la forme fi(a) =
0 0 1
c1a?, fo(a) = coa® et fiz(a) = c3aP™ satisfaisant les conditions
si ¢; # 0 alors dp™ = m — n;
si ¢y # 0 alors dN = m; (*)
si cg # 0 alors dp™ = n.

Cas 1. On suppose d’abord ¢z = 0. Alors a — fy(a) est aussi un endomorphisme de G,
donc f5 est un p-polynome et N est une puissance de p.

Sous-cas 1.1. On suppose ¢; = 0. Alors, comme ¢ est injectif, on a ¢y # 0, fa(a) =
1
coa et quitte & conjuguer par diag(l,1, —), on peut supposer ¢y = 1. Donc t(a,t) =
Co
t"™ 0 a

t(a,1)e(0,¢) = | 0 " 0. D’apres les conditions (*) on a m = d (et e = n).
0 0 1
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Sous-cas 1.2. On suppose ¢; # 0.

Sous-sous-cas 1.2.1. Si ¢o = 0 alors, comme précédemment, on a ¢; # 0, fi(a) = cia et

t"™ t"a O
quitte a conjuguer par diag(1, ¢i, 1) on peut supposer ¢; = 1. Donc ¢(a,t) = | 0 " 0
0O 0 1

et d’apres les conditions (*) on a d =m —n (et e = n).

Sous-sous-cas 1.2.2. On suppose ¢; # 0. Quitte a conjuguer par diag(1,ci,cz), on peut
supposer ¢; = ¢3 = 1. On a d # 0, sinon on aurait m —n = m = 0. De plus d divise m —n
et n donc, comme pged(m,n) = 1, on a d = 1. Comme ¢ est injectif, il existe 7 > 0 tel que

= = a
lon ait { fia) =a ou { fi(a) =a . D’apres les conditions (*) on a respectivement

fa(a) = a” frla) = a
e o
m-n=1etm=p,oum—n=p etm=1 Doncia,t)= |0 =1 0] ou
0 0 1

[t t1 P e «a 1 00
0 t'?"  0|.En conjuguant la premiére matrice par [0 0 1| on obtient la matrice
0 0 1 010

(e

[P o P lg t 1P e a
0 1 0 |, quiest égale dans PGLy & |0 ¢!77" 0] . Sip” =1 alors on obtient
0o 0 ! 0 0 1
t a a t a 0 100
la matrice |0 1 0], qui est conjuguée a |0 1 0| par |0 1 1|.
0 01 0 01 0 01

Cas 2. On suppose désormais c3 # 0.

1

0

Sous-cas 2.1. On suppose ¢; # 0. Si ¢co = 0 alors en conjuguant par |0 0
010

le cas ¢; # 0, co # 0 et ¢3 = 0. On suppose maintenant ¢, # 0. Quitte a conjuguer par

0
1| on retrouve

diag(—, 1, ¢3), on peut supposer ¢; = ¢c3 = 1. D’apres le lemme 3.4.9 on a f; = f3, donc

o

p™ = p™. On a encore d = 1. Les conditions (*) donnent N = (m —n) +n = p"™* + p's.

Comme ¢ est injectif, on a p* = p™ =1 et N = 2. La condition ¢(a, 1)c(b,1) = t(a + b, 1)

donne 2¢5 = 1. On a donc p # 2 et en conjuguant par diag(2,1,1) on obtient la matrice
t2 2ta a®

0 t a
0 0 1
010
Sous-cas 2.2. On suppose ¢; = 0. Si ¢y = 0 alors en conjuguant par {1 0 0| on retrouve
0 01
le cas ¢; = 0, c3 # 0 et c3 = 0. On suppose maintenant ¢, # 0. Quitte & conjuguer par
1 N
diag(—, —, 1), on peut supposer ¢, = c3 = 1. On a encore d = 1. A nouveau, a — f>(a)
Ca2 Cg
est un endomorphisme de G, donc N est une puissance de p. Comme précédemment, il

t 0 a

— = ab" ”
existe 7 > 0 tel que 'on ait fa(a) apT ou fa(a) =a .Donc t(a,t) = |0 t7 aP
fs(a) =a fs(a) =a 00 1
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0 a” 010
ou |0 ¢t a |.Enconjuguant la deuxieme matrice par |1 0 0| on trouve la premicre
0 0 1 001
t 0 a t 0 a
matrice. Si p” = 1 alors on obtient la matrice |0 ¢ al, qui est conjuguée a [0 t 0
0 01 001
1 00 010
par |[—1 1 0f. Sip" = 2 alors en conjuguant par |1 0 0| on retrouve la matrice du
0 01 0 01

sous-cas précédent.

On peut maintenant démontrer le résultat annoncé dans le lemme 3.4.6 et déterminer
les groupes résolubles minimaux qui opéerent.

Corollaire 3.4.11 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P? et 90X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). Alors X est homogéne sous l'opération d’un sous-groupe lisse conneze résoluble
G < PGLj3 et G est minimal pour cette propriété si et seulement si, a conjugaison pres,
un des cas suivants a lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.1 page 88) :

1. 90X est la droite d’équation z =0 (donc X ~ A?) :

1 0 =«
(a)G: 0 1 =x* ZGGXG(L;
0 0 1
1 a b
(b)) G=1210 1 a||a€cGybe Gy,
001
(c) p > 2 etil existe deux p-polynomes fi et fo non colinéaires tels que pged(fi(a), fo(a)) =
1 fi(a) b
a dans l'anneau de polyndomes kla] et G = O 1 fola)| |a € Gg,be Gy, et
1
(a) O
le groupe d’isotropie de [0:0: 1] € X (k) est 0| | fa(a ;
1

2. 0X est la réunion des deux droites d’équations y=0etz=0 (donc X ~ A x (A"
{0})) -

(a) il existe d € Z et e € Z* tels que pged(d,e) =1

4 0 a p
G=<10 t° 0| |a€eG,teG,; ~G, %G,
0 0 1

d
et le groupe d’isotropie de [0:1:1] € X (k) est {(0,t) € G, X G, | t° =1} ~ pe;
(b) il existe d € Z et e € Z* tels que pged(d,e) =1

tite teq 0 .
G= 0 t° 0||aeGuteGy,~G,x Gy,
0 0 1

d
et le groupe d’isotropie de [0:1:1] € X (k) est {(0,t) € Go ¥ Gy, | t¢ =1} >~ e ;
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t t'Pa” a
(c) p>2etil exister > 1 tels que G =3 |0 t"7 0| |a€Gyt€Gy,p
0 0 1
G, ¥ G,, et le groupe d’isotropie de [0:1:1] € X (k) est {(a,t) € Ga X G, | a” +a =
0,tP" "t =1};
3. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente :
G ~ G, x Gy, est le normalisateur de 0X, quitte a4 conjuguer on a X = {[z :
y 1] € P2 | o # y*}, on a un isomorphisme X — A' x (A \ {0}) donné par
[z :y: 1] — (y,x — y?), Uopération de G, X G, dans A' x (A!\ {0}) est donnée
par (a,t) - (u,v) = (tu + a,t*v) et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] € X(k) est
{(0,t) EGu ¥ Gy |2 =1} >~ g ;
4. 0X est la réunion de la courbe d’équation xP" = yzP" ~
(oup">2):
G ~ G,xG,, est le normalisateur de 90X, on a un isomorphisme X — Al x (A'\{0})
donné par [x : y : 1] — (z,y—aP"), Uopération de G, x G,, dans A' x (A*\{0}) est
donnée par (a,t) - (u,v) = (tu + a,t? v) et le groupe d’isotropie de [0:1: 1] € X (k)
est {(0,t) € Gy X Gy | 7" =1} =~ pir ;
5. 0X est la réunion de trois droites (donc X ~ (A'\ {0}) x (A1\{0})) :
G est la composante neutre du normalisateur de 0X (donc G est un tore mazimal de

PGLs;.

L et de la droite d’équation z = 0

Démonstration. Si G est unipotent alors les différentes possibilités sont données par le
lemme 3.4.9. On n’a pas G = U car ce groupe n’est pas minimal pour l'orbite {[z : y :
1 *x =
1] € P?}. On ne peut pas non plus avoir G = [0 1 0] car ce groupe n’a pas d’orbite de
0 01
dimension 2 dans P2. Si G est un tore alors il est conjugué au tore maximal standard.
Si G n’est ni unipotent ni un tore alors, d’apres la proposition 3.1.17, G est iso-

d
morphe a G, x G,, pour un certain d > 0. Les différentes possibilités sont alors don-
nées par la proposition 3.4.10. On vérifie facilement qu’a chaque fois on a bien une

t4 0 a
orbite de dimension 2, sauf dans les cas 0 t° 0| |a€eGuteG,,p sie =0 et
0 0 1
tite tea 0
0 t° 0|]|aeGuteG, psie=0.
0 0 1
t2 2ta a?
Danslecas G=¢ |0 t a||a€ Gyte Gy, legroupe est le normalisateur de
0 0 1

la réunion Z de la conique d’équation xz = y* et de la tangente au point [1 : 0 : 0],
qui a pour équation z = 0. Donc X C P?\ Z ={[z:y:1] € P? | x # y*}. On a
(a,t)-[1:0:1] = [t*+a®: a: 1] donc pour [z : y : 1] € P? la condition (a,t) - [1 :
0:1] =[x : y: 1] est équivalente & a = y et t* = z — y*. Donc X = P2\ Z. Alors
¢:[r:y:1] — (y,r — y*) donne bien un isomorphisme X ~ A' x (A'\ {0}). De plus
o((a,t)-[z:y:1]) = o([tPa+2tay+a® : ty+a : 1]) = (ty+a, tPa+2tay +a® — (ty +a)?) =
(ty + a,t*(z — y)).

t 0 a
Dans le cas G ={ |0 t7" a? |a € Gyt e Gy~ G, x Gy, le groupe est le nor-
0 0 1

malisateur de la réunion Z de la courbe d’équation 27" = yz? ! et de la droite d’équation
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z=0.Donc X CP*\Z={lz:y:1]€P?|y#a"}.Ona(at)-[0:1:1 =]a:
t*" + a?" : 1] donc pour [z : y : 1] € P?, la condition (a,t)-[0:1:1] = [z :y : 1] est
équivalente a a = et t* = y—aF . Donc X = P2\ Z. Alors ¢ : [z 1y : 1] — (2, y —aP")
donne bien un isomorphisme X ~ A'x (A'\{0}). De plus ¢((a,t)-[z : y : 1]) = p([tz+a :
try+af 1)) = (tr+a, (P y+a’) — (tx +a)?) = (tx +a,t* (y — 2P")).

Dans les autres cas, la surface X et le groupe d’isotropie sont évidents. O

1 a b
Remarque 3.4.12 : Soit G =< |0 1 a| |a€ G, be G, p. Sip# 2 alors on a l'iso-

0 01

G — G
, 1w v+ id? —
morphisme (o) — |0 1 5 . Sip = 2 alors G est le groupe Wy des
0 0 1

vecteurs de Witt de longueur 2 (voir la proposition 3.5.16).

3.4.4 Bilan des cas

En réunissant les corollaires 3.4.3, 3.4.5 et 3.4.11, on obtient la liste des surfaces
homogenes dans P2.

Théoréme 3.4.13 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P? et 90X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). La surface X est homogéne sous l'opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a liew :

1. 0X est vide;

2. 0X est un point;

3. 0X est une droite;

4. 0X est la réunion d’une droite et d’un point ;
5

. 0X est une conique lisse si p # 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point
étrange st p = 2;

K

0X est la réunion de deux droites ;

7. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;

8. 0X est la réunion de la courbe C d’équation zP" = yzP ~1

z=0o0up" >2;

et de la droite D d’équation

9. 0X est la réunion de trois droites.

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opéerent.

Théoréme 3.4.14 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P?, 0X = P?\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit) et G- un sous-groupe lisse connexe de PGLs. La surface X est homogéne sous
lopération de G si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. 0X est vide (donc X =P?) : G = PGLs3;
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I 0 0
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. X ~ D = X
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0 1 ¢ X g p g ) I[ onbr
Le 4
[<4z<d
I 0 0
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O ARL ]} = X (a0 o+ 0 +01) = (8°0) - (1) I L
D k&@s@\ﬁw wl
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I 0 0
fi bzl =x ‘(g o+a,y) =) (3 - »
(00 [1:A: 2]} = X (8,00 +ay0) = (8°2) - G0 wwwzomow
Dyl ®+Ewn
1= (2p)p8d,Zz>2'Z22p
0#f][1:h:a]} = x (A4 +ap) = (A°2) - (30) iy oy = 4 Lo o o UiV x| sowom xmop
’ D0 i
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TABLE 3.1 — Surfaces homogeénes dans P? sous un groupe résoluble
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x % 0
2. 0X est un point, par ezemple [0 : 0 : 1] : G est le sous-groupe parabolique {* * 0] ~
x k1

SL 0
GL;y x G2 ou son sous-groupe 1o |;

x k| 1
3. X est une droite, par exemple la droite d’équation z =0 (donc X ~ A?) :
(a) p =2 et G ~ PGLy est l'image du morphisme SLy — PGL3 donné par

b a? b ab
(a >|—> 2 d?® cd

¢ d 0 0 1
* ok ok
(b) G est le sous-groupe parabolique | * x| ~ G2 x GLy ou son sous-groupe
0 01
*
SL, .
0 0] 1
1 0 th 0
(¢c) G=10 1 %[ ouq |0 t¢ x| |[t€ Gy (oi(de) € Z? etpged(d,e) =1)
0 01 0 0 1
x* 0 %
ou [0 *x x|
0 0 1
1 % th ox %
(d) G=10 1 x| ou |0 t¢ x| |te G,y (ou(de)€Z?etpged(d,e) =1)
0 01 0 0 1

ou G est le sous-groupe de Borel ] ;

*
*
0
1 a b t* ta b
(e)G{{O 1 a (a,b)EAQ} ou{{o t a]|(a,b)EA2,t€Gm} ou
0 01 0 0 1

tl tga b
0 ty all(a,b)eA? (ty,t) €G
0 0 1

(f)p>26tG{

o O %

— % %

f1 a b
f2 a)| | (a,b) € A%} ou fi et fo sont deuz p-
(

polynomes non colinéaires tels que pgcd fi(a = a dans l'anneau de poly-
nomes klal ;

4. 0X est la réunion d’une droite et d’un point, par exemple la droite d’équation z = 0
* % 0
* x 0

0 01

et le point [0 : 0 : 1] (donc X ~ A?\ {(0,0)}) : G = ~ GL; ou son

sous-groupe SLs ;

5. 0X est une conique lisse si p # 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point
étrange st p =2 : G ~ PGLy est le normalisateur de la conique;
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6. 0X est la réunion de deux droites, par exemple les droites d’équation z =0 et y = 0
(donc X ~ A' x (A'\ {0})) :

4 0 %
(a) G =< |0 t° 0| |teG,, (oud € Z, e € Z* et pged(d,e) = 1) ou
0 0 1
* 0 %
0 x 0f;
0 01
td+e x 0
(b) G = 0 t° 0||teGuy (oud € Z, ec Z* et pged(d,e) = 1) ou
0 01
* x
0 = 0f;
0 01

t tiTP e g

(c) G=L10 77 0| |a€eG,te G,y (otp" >2);

0 0 1
th % %
(d) G = 0 t° 0||teGny (o0 d € Z, e € Z" et pged(d,e) = 1) ou
0 0 1
* ok ok
0 x 0f;
0 01

7. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’'une tangente : G ~ G, x Gy, est le
normalisateur de 0X ;

8. 0X est la réunion de la courbe d’équation 2P = yzP' ~' et de la droite d’équation
z2=0o0up" >2:G>~G,xG,, estle normalisateur de 0X ;

9. 0X est la réunion de trois droites (donc X ~ (A*\ {0}) x (A*\ {0})) : G est la

composante neutre du normalisateur de 0X (donc c’est un tore maximal).

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ou G est résoluble (les autres cas sont déja traités
dans les corollaires 3.4.3 et 3.4.5). On a la décomposition G = R,(G) x Ty ou Ty est un
tore maximal de GG, que 'on peut supposer étre contenu dans le tore maximal standard
T de PGL;3. Alors G contient un sous-groupe lisse connexe (GG qui opere transitivement
dans X et qui est minimal pour cette propriété. Les possibilités pour Gy sont données par
le corollaire 3.4.11.

Cas 1. Supposons que 90X soit la droite d’équation z = 0. Alors G est unipotent, donc
c’est un sous-groupe de R, (G).
1 0
On suppose d’abord Gp = |0 1 x|. Si R,(G) = Gy alors, suivant que Tp soit de
0 01
dimension 0, 1 ou 2, on obtient les groupes du cas 3c. Si GGy est un sous-groupe strict de
R,(G) alors R,(G) = R,(B) donc on obtient les groupes du cas 3d.
1 a b
On suppose maintenant Go = ¢ [0 1 a| | (a,b) € A? ;. Si R,(G) = G alors, pour
0 01
montrer que 'on obtient les groupes du cas 3e, il suffit de traiter le cas ou Ty est de
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th 0
dimension 1. Il est alors de la forme T = 0 t¢ 0| |te G, ou (de) € Z* et
0 0 1
pged(d,e) = 1. On a
0 %1 a b t? 0 «]7" [1 tica tdb
0 ¢t 001 al|O0O ¢t 0O =10 1 ¢t
0 0 110 0 1IJ{0 0 1 0 0 1

donc, comme R, (G) est normalisé par Ty, on a au signe pres d = 2 et e = 1. Si Gy est un
sous-groupe strict de R,(G) alors R,(G) = R,(B) donc on retrouve les groupes du cas

3d.
1 fl(a) b
On suppose enfin Go = ¢ [0 1 fao(a)| | (a,b) € A%} on f; et fo sont deux p-
0 0 1

polynémes non colinéaires tels que pged(fi(a), fo(a)) = a dans 'anneau de polyndmes
k[a]. T suffit de montrer que G n’est normalisé par aucun sous-tore non trivial de 7. La
projection (pry,, pras) : Go — G2 est un morphisme de groupes et son image est I'image du
morphisme G, — G2 donné par a — (f1(a), fo(a)) (par hypothese, le noyau schématique
de ce morphisme est trivial). Donc si G était normalisé par le tore de dimension 1 formé

th 0 x
des éléments du type |0 ¢¢ 0] alors ce tore opérerait dans G, avec un certain poids
0 0 1

w, de sorte que l'on aurait t2¢fi(a) = f1(t¥a) et t?fi(a) = f1(t¥a). Si fo n’est pas un
mondme alors e = w = 0 donc d = 0, ce qui est impossible. Si f, est un monoéme alors
f1 n’est pas un monéme (car f; et fo ne sont pas colinéaires et leur pged vaut a) donc de
méme d = e = 0, ce qui est impossible.

Cas 2. Supposons que 0X soit la réunion des droites d’équations z = 0 et y = 0. On

*x ok
sait déja que G est un sous-groupe de [0 * 0], qui est la composante neutre du nor-
0 01

40 * tdte % 0
malisateur de 9X. On a Gy = 0 t¢ 0| |teG,p ou 0 t° 0]||te G, ou
0 0 1 0 0 1
t t'Pa? a x % %
0 t'?" 0| |a€ G, te G,y Doncsi G est un sous-groupe strict de [0 x 0
0 0 1 0 01
1 *x %
et contient strictement Gy alors R, (G) = |0 1 0| ou Ty = T. On obtient les groupes
0 0 1
1 a” a
des cas 6a a 6d (le sous-groupe § [0 1 0| | a € G, p n’est pas normalisé par T'). [
0 0 1

3.5 Cas d’une surface dans F,,

On commence par rappeler la structure du groupe Autg, pour n > 2 (voir [Giz,
§3]). La surface de Hirzebruch F,, = P (Op: ® Op1(n)) est munie d’'un morphisme 7 :
F, — P! qui en fait une surface réglée. On a une opération de G,, dans la variété
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S =P! x (A%\ {(0,0)}) donnée par X - ([u : v], (x,y)) = ([\'u : v],(Az, Ay)). On a un
G,,-torseur ¢ : S — F,, faisant commuter le diagramme

@ P

o | K

A%\ {(0,0)) —— P!

oup: A%\ {(0,0)} — P! est le quotient par G,,. Par abus, on écrit encore les éléments de
F,, sous la forme ([u : v], (z,y)) et le morphisme 7 est donné par 7 ([u : v], (z,y)) = [z : y].
De plus 7w posséde deux sections particulieres sy : P* — F,, et so : P! — F,, données
par so([z,y]) = ([0 : 1],(x,y)) et seo([z,y]) = ([1 : 0], (z,y)). On note encore sy et Sx
les images de ces sections, qui sont donc des courbes dans F,, isomorphes a P!. Alors
Se0 €st I'unique courbe de F,, d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut —n).
En outre, L, = F,, \ 55 muni de 7 : L, — P! est le fibré en droites de degré n sur

P! : les éléments de L, sont de la forme ([u : 1],(x,y)) et si x # 0 et y # 0 alors
T

1 1 Y
—u:1,(—1)=(u:1 =(|—u:1,(1,=)).
(1) = (e 1) () = (1 1.0, 2)
On note V,, le groupe vectoriel associé a l'espace k[z,y|,, des polyndmes homogenes de

degré n en deux variables x et y. Le groupe GLy opére a gauche dans V,, par M - f =
fo M=t Le groupe V,, x GLy opére dans F,, par

(f, M) ([u:v],(x,y) = ([u+vflax + by, cx + dy) : v], (ax + by, cx + dy))

GL
I

ou on

pour M = (CCL Z) Cette opération descend en une opération fidele de V,, x
identifie p,, au sous-groupe d’homothéties {AI,, | \" =1} de GLjy. On a alors

L
AutFn = Vn X G 2.

fin

2 N
operent

De plus la courbe s, est stable par Autg,, et Autg, et le sous-groupe

transitivement dans le complémentaire L, = F,, \ Sqo.
Dans toute cette section, on suppose que le corps k est algébriquement clos.

3.5.1 Cas d’un groupe semisimple

Lemme 3.5.1 : Soit ¢ : Bsn, = BpgL, un morphisme de groupes algébriques, ot Bgy,,
et Bpgr, sont les sous-groupes de Borel standard de SLy et PGLy. Alors, a composition
par un automorphisme intérieur de BpgL, pres, on a l'alternative suivante :

0 at 0 1

it) il existe s > 0 tel que p = cano F*® ot can : SLy — PGLy est le morphisme quotient
et F' est le morphisme de Frobenius.

i) il existe n € Z tel que ¢ soit donné par ¢ (a b ) _ [a ()] ;

. . . 1 1
Démonstration. Le morphisme ¢ induit un morphisme de (0 T ~ G, dans 0 j ~ G,
(car ce sous-groupe est le plus grand sous-groupe unipotent de Bpgr,). Il existe donc un

p-polynome f tel que 'on ait ¢ (é ?) = [é f(lb)l identiquement.
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L’image du tore maximal standard de SLy par ¢ est un tore donc, quitte a composer
par un automorphisme intérieur de Bpgy,,, on peut supposer que cette image est un sous-
groupe du tore maximal standard de PGLs. Donc ¢ induit un caractere du tore et il

existe n € Z tel que ¢ (g ag) =|® ﬂ identiquement. On a alors
a”
0

1[5 9 s aol)w(é ) =e (6 5) 6 )
R N

Donc f(a?b) = a"f(b) identiquement. Si f est le polynome nul alors on a ¢ (a b > =

\_/

0 a!
[% ﬂ Si f n’est pas nul alors n est pair et f est un monoéme de degré g Comme f est
b

un p-polyndme, il existe donc A € k* et s > 0 tel que f(b) = AP, et alors (8 ——

a 0 1 a'b a®” 0] |1 Xa P a?’  \aP b’ a?” P’
g0(0 a1>¢<0 1>:l0 1“0 1 ]:[0 1 ]:lo a ]Smt
w0
0 pt
@ =cano F*. O

1
p € k* tel que pu? = % Alors en composant par la conjugaison par on obtient

Lemme 3.5.2 : On suppose p # 2. Soit G = SLy et BpgL, le sous-groupe de Borel
standard de PGLy. Alors pour r > 0, le seul morphisme de groupes ¢ : G, — Bpgr, est
le morphisme trivial, ou G, est le noyau du morphisme de Frobenius itéré F".

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 7. Pour » = 0 il n’y a rien a faire car G, est
le groupe trivial. Traitons le cas » = 1. Le morphisme ¢ induit un morphisme d’algebres
de Lie f : Lie(G;) = sl — Lie(Bpgu,). Or p # 2 donc [sly, sly] = sly, mais Lie(Bpgr,) est
résoluble, donc f est le morphisme nul. Donc on a Lie(ker ) = ker f = Lie(G;). Comme
les groupes de hauteur au plus 1 sont déterminés par leur algebre de Lie (voir [DG, II,
§7, cor. 4.3 p.283]), on a ker p = Gy, donc ¢ est trivial.

Soit r > 1 tel que tout morphisme G,_; — BpgL, soit trivial. D’apres ce qui précede, la
composée G; — G, LN BpgL, est triviale, donc ¢ se factorise en G, — G, /G — BpgL,-
Or G,/Gy ~ G,_, donc, par hypothese de récurrence, le morphisme G, /G — Bpgr, est
trivial et donc ¢ aussi. O

Lemme 3.5.3 : On suppose p = 2. Soient G = SLy, et Bgy,, et BpgL, les sous-groupes de
Borel standard de SLy et PGLsy. Alors pour r > 0 et tout morphisme de groupes surjectif
¢ : Bsy, - G = BpgL,, la restriction de ¢ a G, est le morphisme trivial, ou G, est le
noyau du morphisme de Frobenius itéré F".

Démonstration. On raisonne par récurrence sur . Pour » = 0 il n’y a rien a faire car G,
est le groupe trivial. Traitons le cas r = 1. Fixons quelques notations. L’algebre de Lie sl

est le sous-espace de gl, engendré par Iy, Ejs = 8 (1) et By = (1) 8 , qui vérifient la
relation [E, Fo1] = Io. L’algebre de Lie pgl, s’identifie au quotient gl,/ Vect(l3) ; 'algebre

10

de Lie b de BpgL, s’identifie au sous-espace engendré par les images de Ej3 = 00
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et Fio dans gl,/ Vect(ly), que l'on note encore Ej; et Ejo et qui vérifient la relation
[Ey1, E1o] = E1a (ce qui implique en particulier que le centre de b est trivial).

Le morphisme ¢ induit un morphisme de p-algebres de Lie f : Lie(Gy) = sl — b.
Comme f(I3) est dans le centre de b, il faut f(l3) = 0. On écrit f(Ei) = [g ﬂ ou
a et 3 sont des éléments de k. Comme f est un morphisme de p-algebres de Lie, on a

2
0 = f(EY) = f(EpR)? = loé Oé(ﬂ donc o = 0. De méme on écrit f(Es) = lg g}
ou 7 est un élément de k. Les morphismes entre groupes de hauteur au plus 1 sont
déterminés par les morphismes induits sur les algebres de Lie (voir [DG, 11, §7, cor. 4.3

p.283]), donc la restriction de ¢ a G est donnée par ¢ <g x91> — I, <1 y) _

0 1
1 By I 0 (1 vz Ty x 0 1 0\ (1 2y\
(o 1>et9"<z 1)‘(0 1>'P°“r<z i) eGomaly ) les 1)l0 1)
x zy z oy 2
(z wyrtat) T\t car x* =1et ot —yz =1, donc

z y\ |1 Bry+yzz
P\z t) "o 1 ‘
D’apres le lemme 3.5.1, quitte a composer ¢ par un automorphisme intérieur de Bpgr,,
il existe s > 0 tel que la restriction de ¢ a Bgy,, soit égale a cano F'* ot can : SLy — PGLs

est le morphisme quotient. Soient A = g a[il € Bgp, et N = (le (1)> € G1. On a
14 % —p?
ANA! = < _2“ 1_[)%) € GG, donc

2 7Y
O(ANA™Y) = [(1) po y1+ “2]

car y(1+ %) =y. Or

erenea =1 S W=

aP aP

Donc § =+ =0, donc la restriction de ¢ a G est le morphisme trivial.

Soit r > 1 tel que la propriété soit vraie pour tous les morphismes surjectifs Bgy,, -
G,-1 — BpgL,- Le quotient de Bgy,, -G, par G est donné par F': Bgy, -G, — Bsy, - G,—1.
Donc d’apres le cas r = 1, le morphisme ¢ se factorise en Bgy,, -G, ER Bsy,, -G LN BpcL,
et @ est surjectif. Par hypothese de récurrence, la restriction de @ a G,_; est le morphisme
trivial. Donc la restriction de ¢ a G, est le morphisme trivial. O

GL
Proposition 3.5.4 : Soit G < Autg, =V, % 2 un sous-groupe lisse connexe semi-

simple. Alors G posséde une orbite ouverte X dans F,, si et seulement si, a conjugaison
GL,

pres, G est l'image de SLo dans et X est le complémentaire de sy U sy dans F,

fin
(c’est-a-dire le complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites Ly,).

Démonstration. On pose G = Autg,. L'image de G par pr, : G — 2 est un groupe

n
semisimple non trivial (sinon G serait un sous-groupe du groupe unipotent V;,), donc
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ce groupe est de rang 1. De plus si T est un tore maximal de G alors son image est
T-V, T

V., TNV,
[CGP, cor. A.4.11 p.500]). On veut montrer que I'image de SLy — G < G est I'image

de SL, dans

~ T'. Donc G est de rang 1. Soit SLy — G le revétement universel (voir

2, en analysant 1'opération des groupes dans les fibres du morphisme

7 : F,, — P Pour simplifier les notations, on commet ’abus d’écriture G = SLs.
GL
2 PGLy et

Le groupe G opére dans la base P! de 7 a travers le quotient G —

n
le morphisme 7 est G-équivariant. Alors (X ) est une G-orbite dans Pl,uet elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de F,, et m n’est pas constant. Donc 'opération de G dans
P! n’est pas triviale et, comme G est semisimple, le morphisme G — G — PGL, est
surjectif et on a 7(X) = P

B
Le groupe d’isotropie du point oo = [1 : 0] € P(k) dans G est H = V,, x —, ou B

est le sous-groupe de Borel standard de GL,. Soit H le groupe d’isotropie de oclf dans G ,
qui est I'image réciproque de H par le morphisme G — G. On a G/H ~ P! donc, d’apres
la remarque 3.1.16, quitte a précomposer le morphisme G — G par un automorphisme
intérieur de G, il existe r > 0 tel que H = (F")"*(Bsr,) = Bsi, - G, o Bgy, est le
sous-groupe de Borel standard de SLy. De plus le morphisme 7 est G-équivariant donc la
fibre schématique Z de m au-dessus de oo est stable sous I'opération de H (et donc de H)
dans F,,.

En utilisant les notations du début de la section, Z s’écrit comme I’ensemble des
([u:v],(1,0)) pour [u: v] € PL. L’opération de H dans Z est donnée par

(f’ M) ) ([u : U], (170)) = ([U+Uf<a70) : U], (CL,O)) = ([aln(u +Uf(a70)) : U]v (170))

ou M = 3 alz1>. En particulier H opére trivialement dans le point P = ([1 : 0], (1,0))
(qui est un point de la section s, de 7).

Le point k-rationnel P est fixe sous I'opération de H. Par conséquent l'opération de
H dans Z ~ P! donne un morphisme ¢ : H — Bpgr,, oll Bpgr, est le sous-groupe de
Borel standard de PGL,. Soit Y = Z N X, qui est la fibre de 7 : X — P! au-dessus de
oo. Comme H (k) opére transitivement dans Y (k), le morphisme ¢ n’est pas trivial.

Supposons que ¢ soit surjectif et montrons que cela conduit a une impossibilité. Dans
ce cas H opere transitivement dans Z\ {P} ~ A! donc, comme G permute transitivement
les fibres de 7, on trouve que X est le complémentaire de s, dans F,,. D’apres les lemmes
3.5.2 et 3.5.3, la restriction de ¢ a G, est triviale. Donc ¢ se factorise en H = Bgy,, - G 7,

Bsy, %, Bpgr,. De plus @ est également surjectif donc, d’apres le lemme 3.5.1, quitte
a composer par un automorphisme intérieur, il existe s > 0 tel que ® = can o F* ou
can : SLy — PGLy est le morphisme quotient, donc ¢ = can o F"**. Donc X est

isomorphe au fibré associé G X Al cest-a-dire au complémentaire dans P! x P! du
graphe du morphisme de Frobenius F** : P* — P!, ce qui est impossible.

Donc le morphisme ¢ n’est pas surjectif. Montrons que la restriction de ¢ a G, est
triviale. Si p # 2 alors d’apres le lemme 3.5.2 il n’y a rien a faire. On suppose désormais
p = 2. D’apres le lemme 3.5.1, quitte a composer par un automorphisme intérieur, ¢(Bsr,)
est un sous-groupe lisse du tore maximal standard Tpgy,. Ce sous-groupe ne peut pas
étre trivial sinon ¢(H) serait de dimension 0, ce qui est impossible car H (k) opere tran-
sitivement dans Y (k). Donc ¢(H) est un sous-groupe connexe de dimension 1 de Bpgr,

contenant Tpgr,. Il est donc de la forme Uy X Tpgr, ou Uy = {[(1] ﬂ | 07" = 0} (voir
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[Knop, th. 5.1]), et le point 0 € A est stable par H. Alors Iisomorphisme 7 : {0} — {oo}

b
d)EGrona

a b\ (1 bd”7'\ (a—bed” ™' 0 1 0
c d) \0o 1 0 d] \ed?" =1 1)

/
Les images par ¢ des groupes unipotents {(é ﬁ) | P = 0} et {(Cl, ?) | P = }

sont, des sous-groupes du tore Tpgr, donc sont triviales. Comme dans la démonstration
a 0
0 a/—l
de p a Gy est triviale. Donc ¢ se factorise en H — H/Gy = Bsy, - G.—1 — TpgL, €t
7w Z\{P} — {00} est (Bsr, - G,_1)-invariant. Par récurrence immédiate sur r, on en
déduit que la restriction de ¢ a G, est triviale.

est H-invariant donc il faut s = 0. Pour (Z

du lemme 3.5.3, la restriction de ¢ a { ( ) | aP = 1} est triviale. Donc la restriction

Donc ¢ se factorise en H = Bgy, - G, LN Bsy, 2, Bpgy,. D’apres le lemme 3.5.1,
quitte a composer par un automorphisme intérieur, il existe m € Z \ {0} tel que P soit

donné par @ (8 a[;) = [ao ﬂ . On en déduit que Y est isomorphe a A\ {0} et, quitte

— G

M s 7gM,l,onamz()etXestG-

a tordre toutes les opérations par F" et par

isomorphe au fibré associé G x Y ou H = Bgy,, opere dans Y a travers 1 —a™.
a

a
0
Donc X est isomorphe au complémentaire de la section nulle et de la section a l'infini
dans F,,, donc m = n. O

GL,
fin

Corollaire 3.5.5 : Les sous-groupes semisimples (non triviauz) de Autg, =V, x

GL,

sont les conjugués de l'image de SLo dans .
Lin

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 3.5.4, tout sous-groupe
semisimple non trivial de G = Autyg, est I'image d’'un morphisme non trivial G = SLy —
G. Il suffit de montrer qu'un tel sous-groupe possede une orbite ouverte. Si G opeére
trivialement dans la base du morphisme 7 : F,, — P! alors la fibre Z = 771 (00) ~ P est
stable par G. Le point Py, = ([1: 0], (1,0)) € Z(k) est fixe donc le morphisme G — PGL;
donné par 'opération de G dans Z n’est pas surjectif. Donc ce morphisme est trivial, c’est-
a-dire que GG opere trivialement dans Z. Alors G opeére trivialement dans F,,, ce qui est
absurde.

Donc G opére transitivement dans la base P!. Soit H le groupe d’isotropie de oo
dans G. L’opération de H dans Z donne un morphisme ¢ : H — PGL,. Quitte a
précomposer le morphisme G — ¢ par un automorphisme intérieur, il existe » > 0 tel
que H = (F")"!(Bsy,) = Bsy, - G, ot Bsy, est le sous-groupe de Borel standard de SLs.
Si I'image de Bgy, par ¢ n’est pas triviale alors G posséde une orbite ouverte : on peut
supposer que cette image contient le tore maximal standard Tpgr, et, en notant Cy et C
les orbites des points Py = ([0 : 1],(1,0)) et Py, = ([1: 0], (1,0)) de Z(k) sous I'opération
de G, pour tous points k-rationnels z et y de F,, \ (Cy U C) il existe un élément de G(k)
qui envoie x sur y (il existe g et ¢’ dans G(k) tels que gz et ¢’y soient dans Z \ { Px, Peo }
et il existe h € H(k) qui envoie gx sur ¢g'y donc y = (¢')"'hgx). Supposons désormais que
I'image soit triviale. Les sous-groupes de H contenant Bpgy, sont les Bpgr, - Gs pour
0 < s < r (voir [Knop, th. 5.1]) et le seul qui soit distingué est H lui-méme. En effet,
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pour <g a91> € Bgy, et <i ?) € G, \G,_1,0na

I [ B (R

donc pour que, pour tout a, on obtienne un élément Bpgr, - Gs = (F*)™!(Bsy,), il faut
s = r. Par conséquent le morphisme ¢ est trivial, c¢’est-a-dire que H opere trivialement
dans Z. On en déduit que pour = € Z(k), le groupe d’isotropie de = dans G est égal
a H, de sorte que l'orbite de x sous l'opération de GG est une section de 7. Or le seul
sous-groupe de G qui stabilise toutes les sections de 7 est le groupe trivial, ce qui est
contradictoire. O]

Remarque 3.5.6 : Si k£ est de caractéristique nulle alors ce résultat est directement
donné par un théoreme de George Mostow sur l'existence et 1'unicité a conjugaison pres
d’une décomposition de Levi (voir [Mos], ou [Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] pour un énoncé
plus fort sur les sous-groupes réductifs d’un groupe affine).

3.5.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.5.7 : Les sous-groupes réductifs connexes de Autg, = V,, X 2 sont les
[,
GL GL
conjugués des tores de 2, les conjugués de ['image de SLo dans 2 et les CONJUGueés
/z[/n /"L’n
GL
de 2.
Hn

Démonstration. Les sous-groupes donnés dans 1’énoncé sont bien réductifs. Réciproque-
ment, soit G un sous-groupe réductif connexe de Auty,. On a la décomposition G = R(G)-
(G, G], le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé [G, G] est semisimple. Si
[G, G] est trivial alors G est un tore, donc il est contenu dans un conjugué du tore maximal

standard de 2 (qui est un tore maximal de Auty,). On suppose désormais que [G, G]

n’est pas triviarll. Alors d’apres le corollaire 3.5.5, quitte a conjuguer G, le sous-groupe
GL
|G, G| est I'image de SLy dans 2 Soit (f, M) € R(G)(k). Alors pour M € SLy(k),

[in
on a (0, M)(f/, M)(0,M)™" = (f' o M~", MM')(0,M~") = (f' o M~', MM'M~). Or
R(G) est un sous-groupe central de G, donc (f' o M~ MM'M~') = (f’, M"). On a donc

L
/" = 0 et R(G) est un tore de 2. Par conséquent, pour raison de dimension, on a
[in
GL
G =[G,G] ou —2, O
o

Remarque 3.5.8 : Comme dans la remarque 3.5.6, ce résultat découle directement de
[Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] si k est de caractéristique nulle.

Théoréme 3.5.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Alors les sous-

GL
groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles de Auty, =V, x 2 sont Auty,
Hn,
GL
et V,, X im <SL2—> 2).
Hn,
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GL GL
Démonstration. Soit G un tel sous-groupe. Alors pry(G) = 2 ou im <SL2 — 2),

n

fin
L,

sinon ce groupe serait contenu dans un sous-groupe de Borel B de , donc G serait un

n
sous-groupe de V,, X B et G serait résoluble. Le groupe G NV, est de dimension au moins
1 car il contient R,(G). De plus G N'V,, est commutatif donc 'opération par conjugaison

de G dans GNV,, descend en une opération du quotient pry(G) . Par conséquent

TGNy,
I'algebre de Lie de G NV, est une sous-algebre de Lie(V},) qui est stable sous I'opération
de SLy. Or comme k est de caractéristique nulle, la représentation Lie(V},) = k[X, Y], est
simple. On en déduit Lie(G NV,) = Lie(V,,), donc GNV, =V, et G =V, x pry(G). O

Remarque 3.5.10 :

1. Si p > 2 alors il y a davantage de groupes. En effet, V,, contient une unique sous-
représentation irréductible de SLs, qui est le sous-groupe vectoriel L engendré par les

GL
2 ot Lx

2'y™ " pour p ne divisant par <n (voir [Jan, part IT, 2.16(7) p.186]). Alors L x
i

n

im SLQ —

sont des sous-groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles.
Hon
Savoir si tout sous-groupe lisse connexe non réductif et non résoluble est conjugué a un

groupe de cette forme reste un probleme ouvert.

2. Quelle que soit la caractéristique, si G' est un sous-groupe lisse connexe non réductif
et non résoluble alors, a conjugaison pres, G opeére transitivement dans F,, \ s.. En
L,

effet, pry(G) contient l'image de SLs dans donc G opere transitivement dans la

[in
base P!. De plus R,(G) est unipotent et distingué¢ dans G donc, puisque pry(G) est
réductif, pry(R,(G)) est trivial et R,(G) est un sous-groupe de V,,. Alors R,(G) opere
transitivement dans 771(0) \ (s N771(0)) =~ AL

3.5.3 Cas d’un groupe résoluble

Comme pour les surfaces dans P2, 1'objectif de cette section est de montrer que, sur
un corps algébriquement clos, les surfaces dans F,, qui sont homogenes sous 'opération
d’un groupe résoluble sont données par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont
les groupes qui operent.

Lemme 3.5.11 : Soient n > 2, X un sous-schéma ouvert de F,, et 0X = F,, \ X (muni
de la structure de sous-schéma fermé réduit). La surface X est homogéne sous l’opération
d’un groupe algébrique lisse connexe résoluble si et seulement si, a conjugaison pres, un
des cas suitvants a lieu :

i) 0X = 55 U 1(00);
i) 0X = so UsgUm1(00);
iii) 0X = so0 U (00) U™ 1(0);
w) 0X = soo U Hoo) UC ot C est la section {([z°y™ : v, (x,y)) | [z : y] € P},

. . e
e>1etsin<ealorspourn<i<eonal |=0dansk;
i

v) 0X = 550 U 1(00) UC ot C est la courbe d’équation uP" = zy™ ~1oP" et p" > 2;

vi) OX = 500 U so Um(00) U 1(0).
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Toujours comme pour les surfaces dans P2, on commence par déterminer le normali-

sateur du bord. On note B et T le sous-groupe de Borel et le tore maximal standard de
GL,.

Lemme 3.5.12 : Soient Z un sous-schéma fermé réduit de F,, et N le normalisateur de
Z dans Autg,,.

B
1. 8i Z = s, UrY(c0) alors N =V, x —.
Hon
, 1 B
2. 817 =S UsgUn ' (0) alors N = —.
Hn
T
3. 81 Z = 5o U H(00) Un (0) alors la composante neutre est N° = V,, x —.
in
4. SiZ = s UnmH(o0) UC ou C est la section {([zy" ) | [z :y] € P},

S (S T

5.8 7 = s UrH(oo) UC oi C est la section {([z°y™ : y°], (z,v)) | [z : y] € P},

, e
e>l,n<eetpourn<i<eonal| .| =0 dansk, alors
i

N = {<yn—e [xe o (.CE . ay)e] : [tlaz ;Z;L])} ~ Ga v Gm

6. Si Z =5s,,Ur 1 (0c0)UC ot C est la courbe d’équation u?" = xy™ ~wP" et p" > 2
t

Pow twa
alorsNz{(ay”, lt 1]>}:GQNGW
0 tn

T
7. 80 Z = s0o UsgUm(00) Ur1(0) alors la composante neutre est N° = —.
Hn

B

Démonstration. Si Z = s, Ur !(00) alors on a déja V;, x — < N. Le groupe N stabilise
Hn

le point so, N7 !(oc0) = ([1:0],(1,0)). En particulier N stabilise le point oo de la base

P!, donc N est un sous-groupe de V,, x —.
n

B
Si Z = 850 UsgUm (00) alors on a déja — < N. Comme précédemment, N stabilise
n

le point co de la base P!, donc N est un sous-groupe de V,, B et N stabilise 771 (00).
Donc N stabilise so \ {([0: 1],(1,0))}. Soient A une k-algebre gcng =(f,M)e N(A). On
a (0,M1) € B(4) € N(A) done (£,1) = (f, M) - (0, M~1) € N(A). On a (£,1) - ([0

1], (z,1)) = (/ﬁfl(x,l) : 1], (z,1)) donc, comme so \ {([0 : 1],(1,0))} est stable, on a

B
f(xz,1) =0, donc f =0. Donc N = —.
fin

T
Si Z = s Ut (00) Un™1(0) alors on a déja V,, x — < N. Le groupe N stabilise

n

T
{0,000} dans la base P! donc N° <V, x —.
in
On suppose Z = s,,Ur ! (00)UC o C est la section {([z°y™ : y¢], (z,y)) | [z : y] € P},

e > 1et n>e. Comme précédemment on a N < V,, x —. La courbe C' a pour équation
Hn,
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u = vzy"¢. Le groupe N stabilise le point 771(0c0) N C donc stabilise C'\ (77 *(c0) N C).

t1 b

Pour M = (Ol 4 ) ona (f,M)-([u:v],(z,1)) = (lut+vf(tiz+b,ty):v],(t1x+0b,t3)) =
2

([ '], (2, ) donc v’ —v'2"y"" ¢ = u+ f(tyx+b, ta) —vty (t1x+0)°. Donc les éléments

de N sont caractérisés par ty " “(t;2+b)¢ — f(t12+0b,t3) = 2°. En divisant par ¢} on obtient

<t1x+b> —f <t1x+b 1) lx donc f(x,1) = x¢ — e <t1x+b>e'

t2 2 t2 tn t2

e
On suppose maintenant n < e et pour n < i < e, <> = 0 dans k. La courbe C
i

a pour équation uy®~" = vx®. Un calcul analogue au précédent donne encore f(z,1)
1 [t b

x —= ( 1xt+ ) De plus f(z, 1) est un polynéme de degré au plus n, donc — < )
2 2

c’est-a-dire ¢ = 157" (et pour n < i < e les termes en ' sont bien nuls car )
Si Z = s U H(o0) UC ot C est la courbe d’équation u?” = zy™ ~1vP" et p" > 2

B ' T e T
alors on a encore N <V, x —. On a u/?" — 2y ~W'?" = (u+vf(tiz +b,t2))" — (t1x +
Hn
b)ts?" ~'uP" donc les éléments de N sont caractérisés par (tyz+b)ts? 71—f(t1x+b, t) = x.
Pour raison de degré, f(z,y) est de la forme ay™. Alors (tyx +b)t5? ~' — a”" 15" = 2 donc

t=t" et b= al t,.

T T
Enfin, si Z = s, U so U H(oo) Un(0) alors — < N et N° < V,, x — donc, en
Hn Hn
T
raisonnant comme dans le cas Z = s, U so U !(00), on trouve N° = —. ]
Hn

Soit T~ G?2, le tore maximal standard de GLy. Pour n > 1, la réciproque de ’iso-

T
— — T

1
morphisme Hn n est notée [ * 0 — s Ol )
ltl 01 <t1 0) 0 = 0 rpr
0 %

0 t L

d
Proposition 3.5.13 : Soient d > 0 et G = G, X G,,. Soit n > 2. Alors les morphismes

de groupes algébriques v : G — Autg, =V, % 2 injectifs sont, a composition par un

n
automorphisme intérieur de Auty, pres, donnés par les cas suivants :

d—e ,_e
i) il existe e € Z tel que pged(d,e) =1 et t(a,t) = (0, [t 0 t_ea] );

% tTwaP
it) d=1, p>2 et il existe r > 1 tel que v(a,t) = (ay”, )

0t
i) d = 1 et il existe e > 1 tel que sin < i < e alors (e) = 0 dans k et v(a,t) =
i
n—e e e tli; ti%a .
el = e [N )

w) d=1 et il existe i € [0,n] tel que t(a,t) = (azx'y™, [i)n tOll) ;

_ d+tei
n

0
0 t

h

v) il existee € Z* eti € [0,n] tels que pged(d, e) =1 et (a,t) = (az'y™™, [t des
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vi) p > 2, d > 1 et il existe des entiers e € Z*, mg > 0, s > 1 et ro,...,7s
et des coefficients ¢; € k* tels que 0 = rg < -+ < 714, pgcd( e) = 1 e dz—
Ts __ 1
vise pged(p™ — 1), mg — d? >0, n > max(mg - dp ) et ua,t) =

s ) tw 0
r; _dPTZ* dP *1 n
(Z Cia’p xmo ¢ yn mot ) —emqg—d )
i 0 [AND
Démonstration. Le groupe G est résoluble donc on peut supposer que ¢ est a valeurs dans

B
V,, X — ou B est le sous-groupe de Borel standard de GLy. On peut aussi supposer que
[in

T

t(G,,) est un sous-groupe de —. En utilisant les notations introduites précédemment, il
Hn

existe des entiers M € Z et N € Z tels que pged(M, N) =1 et que, pour t € G,,, on ait

M
tn 0 G’L2
(0,8) = [ 0 tNtJZI] T

B
De plus ¢(G,) est un sous-groupe unipotent de V,, x — donc il existe des polyndmes
220

0o, - - -, P et Y tels que pour a € G, on ait

o) = ey |y V),

=0

Pour b € G,, on a (En: wila + b)z'y™ ", lé w(al—i_ b)l) = la+b,1) = t(a,1)e(b,1) =
=0

(Zn: wila)z'y™" + Z% Y(a)y) 'y, [(1) @D(Q)J{d)(b)]). En particulier, 1 est un

1=
p-polynéme. En outre pour t € G,, on a

é pi(tta)a'y"", l(l] ¢(t1da)]) = u(ta, 1) = (0, t)e(a, 1)e(0,) "

= Qe [0 G [P ] )

i=0 0 Nt Nt

"~ Ni-Nn— imei |1 tTVY(a

= (e [y ),

=0

Donc 9 et les o; sont des mondmes. On écrit 1(a) = ca?" et g;(a) = c;al, et on a les
conditions

si ¢ # 0 alors dp” = —N; (%)
si ¢; # 0 alors dL; = Ni — Nn — M.

0

Sous-cas 1.1. Si d = 0 alors les conditions (*) donnent N = 0. Donc M = 1 ou —1. De
plus tous les ¢; sont nuls, sinon les conditions donneraient M = 0. Comme ¢ est injectif,

11 1,1
il faut p" = 1. Donc «(a,t) = ¢(a, 1)¢(0,t) = (0, ltn ttnla]) ou (0, [t ! nla]).

1
Cas 1. On suppose d’abord ¢ # 0. Quitte a conjuguer par l 2] , on peut supposer ¢ = 1.

0 0 Tn

Sous-cas 1.2. Si d > 2 alors tous les ¢; sont nuls sinon, d’apres les conditions (*), d

M M_y
diviserait N et M. A nouveau on a p” = 1, donc N = —d, et ¢(a,t) = (0, lt() ttha])'
1.

On pose e = dn — M. Alors pged(d, e) divise N = —d et M = dn — e donc pged(d, e) =
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Sous-cas 1.5. On suppose d = 1. Si tous les ¢; sont nuls alors on raisonne comme précé-
demment. On suppose désormais les ¢; non tous nuls. Si ¢; # 0 alors, d’apres les condi-
tions (*), ona N = —p" et pn — M = —Nn— M > —p"i — Nn— M = L; > 0.
1 a n , . .
De plus 1(a, 1) = (fa(z,y), [0 “ ]) ot fulzy) = 3 e M Pigiyni La condition
i=0
t(a+0b,1) = t(a,1)e(b, 1) donne foip(x,y) = fulz,y) + fo(x — "y, y). En regardant le co-

efficient de y™, on obtient cy(a+b)P"""M = coa? "M+ " (—=1)'c;a” B "M Onacy # 0

sinon tous les ¢; seraient nuls, et on a p"n—M > 0. Si ;fn—M = 1 alors, quitte a conjuguer

s

0 ¢ ])'

On suppose désormais p"n — M > 1. Montrons que l'on a p” = 1. Dans le membre de
n

par une homothétie, on peut supposer cg = 1 et on a ¢(a,t) = (ay”, l

droite de 'égalité co(a+b)P"" M —coa? ™M =" (=1)'c;a” "B M7 tous les exposants
i=0
de a sont divisibles par p", donc il faut que ce soit aussi le cas dans le membre de gauche.
Or on a le terme (p"n — M)ab? "~M=1 = —Mab?""~M=1 donc si p” # 1 alors il faut que p
divise M, ce qui contredit N = —p” et le fait que M et N soient premiers entre eux. Donc
n—M-—1
n—M)\ . -
on a bien p" = 1. L’égalité précédente se réécrit > < , )alb”M’ = (a+b)"M—
i=0 v
a" M =3"(-1)¢a’d" M. 810 < n—M < nalors ¢; = ( ) ( i )CO si0si<n
i=0 0 sinon
) ¢ = (—1)i(”_.M>co pour 0 <i<n—M
sin— M > n alors M ! i _ . Dans les deux cas, on
( ; )zOdansk81n<z<n—M

n-M-1 An— M o .
a fo(r,y) = (—1)’< . )c()a”‘M"x’y”‘Z = (=1)Meoy™ [ (@ — ay)" M — 2" M.
i=0
Quitte & conjuguer par une homothétie, on peut supposer (—1)M¢y; = —1. On pose
e=n—M.
, T e I
On peut autoriser e = 1 pour retrouver le cas t(a,t) = (ay”, [ 0 1 ]) ol

1 1
P =n tTwgP"

0 41 ]), on peut alors imposer p" # 1.

p" = 1. Dans le cas t(a,t) = (ay”, [

Cas 2. On suppose désormais ¢ = 0. Alors les ¢; sont des p-polynémes (non tous nuls) et
on écrit L; = p"i. On rappelle que d’apres (*), si ¢; # 0 alors dp™ = Ni — Nn — M.

Sous-cas 2.1. Si d = 0 alors il existe un unique ¢ tel que ¢; # 0 et celui-ci vérifie Ni —
Nn — M = 0 donc N # 0, N divise M et N = 1 ou —1. Quitte a conjuguer par
une homothétie, on peut supposer ¢; = 1. Comme ¢ est injectif, on a ¢;(a) = a. Donc

R I N A
L(CL, t) = (axzyn z7 [ 0 t;]) ou (a/xzyn Za [ 0 t_;])

Sous-cas 2.2. On suppose d # 0. Soit iy tel que min{p™ | ¢; # 0} = p"o. Comme pré-
cédemment, ¢ est injectif donc p"o = 1. Donc si ¢; # 0 alors d(p™ — 1) = N(i — ip).
Or, d’apres (*), pged(d, N) divise M et N donc pged(d, N) = 1. Si N = 0 alors d = 1,

0 t =
On suppose désormais N # 0. Si p = 1 alors il existe un unique 7 tel que ¢; # 0 et
celui-ci vérifie d = Ni— Nn— M. On pose e = —N et alors pged(d, e) divise N et M donc
pged(d, e) = 1. On suppose désormais p > 2. Si ¢; # 0 alors N divise p"i — 1 et ¢ = ip +

_1
M = —1 et, quitte & conjuguer par une homothétie, t(a,t) = (ax'oy" ", lt " 01] ).

)
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T o S

1 l na [th 0
d? N . On réindice pour écrire ¢(a,t) E;)czap m0+dp y”_mo_dp N 1, l 0 N )
(2

P

o0 =ry<--<ry ¢ #0, N divise pged(p™ —1) et n > mg +d > 0. De plus on

a M = Nmg— Nn — d donc pged(d, N) = pged(M,N) = 1. On pose e = —N. Si s =0
alors on trouve la méme écriture que dans le cas p = 1. O

Corollaire 3.5.14 : Soientn > 2, X un sous-schéma ouwvert de ¥,, et 0X = F,\ X (muni

de la structure de sous-schéma fermé réduit). Alors X est homogéne sous 'opération d’un
GL,

et G est

Hn,
minimal pour cette propriété si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a

lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.2 page 107) :

1. 0X = s, UsgUn Y (o0) (done X = {([u:1],(z,1)) € F, | u#0} ~ (A\ {0}) x A!) :
il existe d € N et e € Z* tels que pged(d,e) =1 et

sous-groupe lisse connexe résoluble non unipotent G < Autg, = V,, %

n

d—E&
G:{(O,lto tt a])|aeGa,teG }:GGQGW

Uopération est donnée par (a,t) - ([u: 1], (z,1)) = ([t°u : 1], (t%z + a,1)) et le groupe
d’isotropie de ([1 : 1], ( 1)) est H={(0,t) € G, ;‘é G |tc=1} ~pu;
2. 0X = s UrH(oo) Un™(0) (done X = {([u:1],(x,1)) €F, |z # 0} =~ A' x (A
{0})) -
(a) il exviste d € Z, e € Z* et i € [0,n] tels que pged(d,e) =1 et
dtei

AR 0

. d
Gz{(am’yn_l M}) |a€Ga,t€Gm}2Ga X Gy,

0 ™

on a un isomorphisme X — A' x (A'\ {0}) donné par ([u : 1], (z,1)) — (%,x),

d
Vopération de G, x G,, dans At x (A'\{0}) est donnée par (a,t)-(u,v) = (t*u+a,tv)
d
et le groupe d’isotropie de ([0:1],(1,1)) est H ={(0,t) € G, X Gy, | t° =1} ~ pe;
(b) p > 2 et il existe des entiersd > 1, e € Z*, mg >0, s > 1 et rg,...,rs et des
coefficients ¢; € k* tels que 0 = ro < --- < 15, pged(d,e) = 1, e divise pged(p™ — 1),

rs ] ri 1
mo — dp >0, n > max(mg — dp ) et
€ i e
5 r; gpli=1 +db t% 0
= { (O ca gmom ey et i |) | @ € Ga,t € Gy
i=0 0 t—n
d
~ G, x G,

on a un isomorphisme X — A'x(A"\{0}) donné par ([u: 1], (z,1)) — <u x) ,
Mo
d
Uopération de G, X G,,, dans A' x (A'\ {0}) est donnée par

(a,t) - (u,v) = (tdprsu +3 " ¢ar e ) B ,t%)
i=0

d 5 -
et le groupe d’isotropie de ([0 : 1],(1,1)) est H = {(a,t) € Go X Gy, | D cia”" =
i=0
0,tc°=1};
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3. 0X = s Ur 1 (o0) UC ou C est la section {([z°y" : y°], (z,y)) | [x 1 y] € P}, e > 1
et sin < e alors pourn <i <e on a <6> =0 dans k (donc X = {([u: 1], (z,1)) €

Fo|u#2})

G = {(yn_e [z — (x — ay)], l 0 tnza]) |a € G, t e Gm} ~ Gy % Gy,

(qui est le normalisateur de 0X sin < e), on a un isomorphisme X — Al x (A"\{0})
donné par ([u : 1], (z,1)) — (z,u—2a°), Uopération de G, x G, dans A* x (A*\{0})
est donnée par (a,t) - (u,v) = (tu + a,t) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1,1))
est H={(0,t) € Gu X G,,, | t° =1} >~ p,;

4. 0X = s,,Unm 1 (0c0)UC ou C est la courbe d’équation uP" = zy™ ~1oP" et p" > 2 (donc

X={(lu:1,(z,1)eF, |z#£u"}) :

G ~ G,xG,, est le normalisateur de 90X, on a un isomorphisme X — Al x (A'\{0})
donné par ([u : 1], (x,1)) — (u,x—uP"), Uopération de G, x G,, dans Al x (A*\{0})
est donnée par (a,t) - (u,v) = (tu+ a, " v) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1],(1,1))
est H={(0,t) € Gy x G, | 7" =1} =~ pipr ;

5. 0X = s Usg U Hoo) Um(0) (done X ~ (A'\ {0}) x (A'\ {0})) :

G = — ~ G2, est la composante neutre du normalisateur de 0X .
Hn

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ou G n’est pas un tore. D’apres la proposition

d
3.1.17, G est isomorphe a G, x G,, pour un certain d > 0. Les différentes possibilités
sont alors données par la proposition 3.5.13.

e

ti—n tw

! t_neab la€ G, te Gm} alors

Cas 1. SiG:{(O,[ 0

(a,t) - ([u: 1], (2,1)) = ([u: 1], ¢4 "a +twa,t™ ) = ([tu : 1], (tz + a,1)).

Pour avoir une orbite ouverte, il faut e # 0.

. #on twa
Cas 2. Si G = {(ay”, [ 0 1 1) |a€Ga,t€Gm} alors

(a,0) - ([w: 1], (@, 1)) = ([u+at™ 1), (7w + 7 wa” 7))
= (tu+a: 1], z+ada",1)).

Donc lorbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {([u : 1],(z,1)) € F,, | * # w”"}. On a un
isomorphisme ¢ : X — Al x (A!\ {0}) donné par ¢([u: 1], (z,1)) = (u,z — u?"). Alors

(a

o(ftu+a:1],(tF z+a? 1)) = (tuta, 'z +a” — (tu+a)?) = (tu+a,t? (x —u")).

Le complémentaire de X dans F,, est la réunion de s, de 771(00) et de la courbe C' =
{([uv™®" = o], (uP",vP")) | (u,v) # (0,0)}. La courbe C' a pour équation zy™ ~1oP" = u?".
Cette équation est bien invariante par le changement (u,v,z,y) — (A"u,v, Az, \y); en
particulier on peut utiliser le critere jacobien pour déterminer les points singuliers de C'.
La matrice jacobienne au point ([u : v], (z,y)) est (0 0y Ly —wy”pr_zvpr). Donc
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I'unique point singulier est ([0 : 1],(1,0)). De plus on a les intersections schématiques
suivantes :

CNsew=10

Cniso={([0:1],(z,y)) [ 2y~ =0}

Cnat(oo) ={([u:1],(1,0)) | v’ =0}

CNna10) ={([u:1],(0,1)) | v =0}

t=% twa

Cas 3. Si G = {(y”_e [2¢ — (x — ay)®], [ 0 =

]) |a € G, t € Gm} alors, en posant
flx,y) =y"¢[z° — (r — ay)°], on a
(a,t) - ([u:1], (z,1))

([u+ fEFx + ¢ 7a,t7%) 1), (0" e + twa, i)
([tu+ f(tx +a,1) : 1], (tz + a, 1))

([t°u + (tz 4+ a)® — t°z° : 1], (tx + a, 1)).

En particulier (a,t) - ([1:1],(0,1)) = ([t* + a® : 1], (a, 1)) donc 'orbite de ([1 : 1], (0,1))
est X = {([u:1],(z,1)) € F, | u# z¢}. On a un isomorphisme ¢ : X — A! x (A1 \ {0})
donné par ¢([u : 1], (z,1)) = (z,u — x°). Alors p([t°u + (tz + a) —t2° : 1], (tx +a,1)) =
(tx + a,t(u — z°)).

Le complémentaire de X dans F,, est la réunion de s, de 7r_1(oo) et de la courbe
C = {([z°y" : v°], (z,v)) | [z,y] € P'}. La courbe C est une section de 7 (en particulier
elle est lisse). Elle a pour équation u — vzy" ¢ =0sin —e > 0, et uy*™ —va® = 0 si
n —e < 0. On a les intersections schématiques suivantes :

[ Dsin—e>0
C”SW‘{ {([1:0],(1,9)) | y*™" = 0} sinon

_ {([ ]7($’ ))|xeyniezo} sin—e>0
CQSO_{{ (,9)) | 2° = 0} sinon

([0:1],
([0:1],(1,0)) sin—e >0
Cnat(oo)=< ([1:0],(1,0))sin—e=0
([1:1],(1,0)) sin—e <0
Cnr=i(0) = ([0:1],(0,1))

(o1, quand l'intersection est réduite a un point, celui-ci est muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit).

Cas 4. Si G = {(aa:iy"i, [t;n t91]) |a € G, te Gm} alors

(a,8) - ([u:1),(z,1) = (u+at vz’ 1], (t 7a, t7 7)) = ([tu+ az’ : 1], (z,1))

donc G n’a pas d’orbite ouverte.

e— d+ez
Cas 5. Si G = {(aaziy"_i lt 0 t_gei]) la € G, te Gm} alors
i eid+ez n—i 7d+e7, i ef@ dtet
(a,) - ([u = 1], (2, 1)) = (fu+ at =T ODERDgt Q] (1757, 1757))

d+tei d+tei

([u+at™" 1], (t % z,t" = ))
([t 4 at®2’ : 1], (t°z, 1)).
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Donc lorbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {([u : 1],(z,1)) € F, | 2 # 0}. On a un
isomorphisme ¢ : X — A x (A!'\ {0}) donné par ¢([u : 1], (z,1)) = (g, x). Alors
IZ

o([Eeu + atizt 1), (t2, 1)) = (9% + a, t°2).
xl

pli—1

0 t

s o e('nfr’,rlzo)fd
Cas 6. S1G = {(Z Ciapﬁ'xmo—d - yn—mo—i-dp 2 1, [t egod]) | ac Ga,t c Gm}
=0 n

alors

(a,1) - ([u: 1], (2,1))

5 . i1y e(n—mg)—d i1y, —emg—d i (n=mg)—d  —emg—d

([t 3 o A oo S 2D (e e

=0

S - . i — e(n—mg)— —emg—
= ([u: Y cabit=® fgmo—dt— 10,6 = da:,t w d))

=0

d+emo - pri e(mo—dprifl) mo—d 2 =1 e

= ([t u+ Y cal't < Jx e 1], (tz, 1)).

=0

Donc lorbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {([u : 1],(z,1)) € F, |  # 0}. On a un

isomorphisme ¢ : X — A! x (A!\ {0}) donné par p([u : 1], (z,1)) = %,x .
T
Alors )
¢<[td+em0u + Z Ciapn;te(mo—dp le_l)xmofdp i—1 : 1]7 (tex, 1))
i=0
— | 4apms u - P d(prs—pri) AP
— (t aij*deSe_l + ;cza t T ,t x) . UJ
On considere le sous-groupe unipotent G = V,, x U de Auty, ~ V,, x 2, ol par

n

GL
abus on note encore U l'image du groupe U = (é 1() < GL; dans 2. On rappelle
k[t
que, en notant kle] = t[Q] l'algebre des nombres duaux munie du morphisme kle] — k

d’évaluation en 0, 'algebre de Lie de G est le noyau du morphisme de groupes abstraits

G(k[e]) — G(k). Donc en notant M = [8 01, on a un isomorphisme linéaire
Vect(z", 2"y, ...,y", M) —> Lie(G)
> 'y + aM — (e > 'y T+ &?aM)
i=0 i=0
Le crochet de Lie est donné par [z'y"~% 27y ] = 0 et [M, 2"y = iz~ ly" " pour

0<i,j7<n(onal[My"]=0).

Proposition 3.5.15 : Soient n > 2 et X un sous-schéma ouvert de F,. Alors X est
homogéne sous l'opération d’un sous-groupe lisse connexe unipotent G < Autg, si et
seulement si, d conjugaison prés, on a X =F,, \ (seoc Um 1 (00)) =~ A% Si de plus le corps
k est de caractéristique nulle alors G est minimal pour cette propriété si et seulement si
G ~ G2 est le sous-groupe lisse connexe de V,, x U dont l'algébre de Lie est engendrée par

n
y" et un élément de la forme M + Zcixiy"_i.
i=1
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o< = (XON =D | VXY ()
4 7 ° I L N(00),_x N 0s N X
¢ 3 . 3 ¢ Cp ¢ m D _ -Wlw 0 .h * Asgsiﬁﬁﬂzﬁv
(it o) (o)} = x g+ o) = () - o) | < d™Dx "D~ (XQN = ﬁ-ﬁr vt @i v N(50), 2 A >s
1
&mqmwolﬂ.vmpoﬁwv.@v:apoHAw PR
() [ i+ )} = X v+ 29) = () - (1°0) ’ vy | D L)
‘cu D — W\w O 4 @ \M DAOOVM\.KD s
U_X U).\ @m:w “ 7 Tm@|&v|®,i®lﬁv
= 31
] 7 _ _ 9
A‘T P — twxem Zu g < b
(1 — . d)poBd osiatp 2 .y 39 - > 0=
AA: ks T ” ?six X T=0P)psd 235 13p TId D KD
u_ 2 0 P . 0=?
w\om \ v___] TNEE.OELBTwiwloEHﬁh@QN
P (u—u)s : s
u>1>0'7T=(2p)pBdZ>39'N>p (0
[() 1= )} = X (0 + 2,0 = (£°2) - (3) sy Py AA o L ix VXAV (o) un s
p u 5 . .
©o+p
1= ()posd ,Zz>2 ‘N>p
{((12) 1A} = x “(fisp'v + ap) = (Aitz) - (2°0) g s oy — ) | 2P0 VXV | (00)-n0sn>s
U WA U ~ D u w u
> = 3P
uorerpdo | O | X | X0 |

luble non unipotent

7

n SOUS Ul groupe reso

TABLE 3.2 — Surfaces homogenes dans F
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Démonstration. Quitte a conjuguer, G est un sous-groupe de V,, x U. Alors X est un

ouvert de F,, \ (80 Um1(00)). On a pry(G) = U, sinon G opérerait trivialement dans la

base P! de 7. Donc Lie(G) contient un élément de la forme u = M + > c;z'y" .

On a la suite exacte 1 =GNV, - G — U — 1 donc dimG N Vn221 1. Donc GNV,
contient un sous-groupe isomorphe a G,,. Ce sous-groupe stabilise 771(0) \ (soc N7 1(0)) =~
A, donc il opére transitivement dans ce sous-schéma. Donc on a bien X = F,, \ (50 U
7 1(00)).

On suppose désormais que k est de caractéristique nulle. Montrons que G est commu-
tatif. Supposons qu’il ne le soit pas. Soit NV le dernier terme non nul de la suite centrale
descendante. C’est un sous-groupe du groupe dérivé |G, G] donc, comme U est commuta-
(1) ﬂ e U(k) et
f/<l', y) € Vn(k) tel que (flv M/) S G(k) On a (fla M/)(fa ])(f/a M/)il = (f(x_a?% y): ])
Or N est un sous-groupe central de GG, donc pour tout a € k on a f(z —ay,y) = f(z,y).
En regardant le coefficient de ", on en déduit f € Vect(y"). De plus N est lisse, donc c’est
le sous-groupe vectoriel de V,, engendré par y". Par conséquent, h = Vect(y",u) est une
sous-algebre de Lie commutative de Lie(G). Donc la fonction exponentielle Lie(G) — G
induit un isomorphisme de b sur un sous-groupe lisse connexe commutatif H de G (voir
DG, 1V, §2, prop. 4.1 p.497]). Par construction, H contient N et on a pry(H) = U. Mais
alors H opére transitivement dans F,, \ (5o U7 (00)), ce qui contredit la minimalité de
G.

Donc G est commutatif. Il possede une orbite de dimension 2 donc dim G = 2. Son
n

tif, ¢’est un sous-groupe de V,,. Soit (f,I) € N(k). Soient a € k, M' =

algebre de Lie est engendrée par u et un élément v de la forme v = aM + Zdimiy”_i.
i=1
Quitte a remplacer v par v — au, on peut supposer a = 0. De plus Lie(G) est commutative

donc 0 = [u,v] = Zidixi_ly"_”l, donc v = dyy™ et on peut supposer dy = 1. O
i=1

La proposition 3.5.15 n’est pas vraie en général si k est de caractéristique p > 2. On

rappelle que le groupe Wy des vecteurs de Witt de longueur 2 est le groupe lisse connexe

unipotent supporté par A? et dont la loi est donnée par (a,b) - (a/,b') = (a +a',b+ V' +

PP — (1 + y)P | o
Sl Ch ) = <p> WPt e L,y
p i—1 P

(I)(a7 a/))7 ou <I>(x,y) = 7

Proposition 3.5.16 : Pour n > p on a un morphisme de groupes injectif
GL,
fhn

(a,b) (y”_p[q’(—xaay)*byp]’((l) ?))

W, — AutFn = Vn X

@

De plus Wy opére transitivement dans F,, \ (se U7 1(00)).

Démonstration. On a ®(—z, ay) + ¢(—(z — ay),d'y) = ®(—=z, (a+d')y) + P(a,a’)y? dans
I'anneau de polynoémes Z[a, a'|[x, y] car
[(=2)? + (ay)” — (=2 + ay)’] + [(—z + ay)” + (a'y)” = (=2 + (a + a)y)"]
=(—2)? + (a® + a®)y? — (—z + (a + da')y)?
=[(=2)" + ((a+d)y)’ = (=2 + (a+ )] + [a" + a” — (a + )]y,

Donc ¢ est bien un morphisme de groupes. Le noyau schématique de ¢ est trivial.
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De plus ¢(a,b)-([0:1],(0: 1)) = ([®(—a,a)+b:1],(a,1)) = (E

b:1],(a,1)). Donc Wy
opere transitivement dans {([u : 1], (z,1)) € F,,} = F,, \ (soo (

00)). O

3.5.4 Bilan des cas

En réunissant la proposition 3.5.7, la remarque 3.5.10, le corollaire 3.5.14 et la propo-
sition 3.5.15, on obtient la liste des surfaces homogenes dans F,,.

Théoréme 3.5.17 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n > 2,
X un sous-schéma ouvert de F,, et 0X = F, \ X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit). La surface X est homogéne sous l'opération d’un groupe algébrique lisse
connexe si et seulement si, 4 conjugaison pres, un des cas suivants a lieu (ces cas sont
illustrés dans la figure 3.1 page 110) :

1. 0X = S0

2. 0X = S50 Usg s

8. 0X = s U H00) ;

4. 0X = s, UsogUm 1 (o0);

5. 0X = 850 U Hoo) Un™(0) ;

6. 0X = s U H(oo) UC ou C est la section {([z°y" : v°], (z,y)) | [z : y] € P},

. . e
e>letsin<i<ealors| . |=0dansk;
0

7. 0X = 550 Um 1 (00) UC ot C est la courbe d’équation uP" = xy™ ~1oP" et p" > 2;
8. 0X = 80 UsgUr (o0) Um1(0).

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opeérent (dans deux des
cas, la description n’est pas completement explicite).

Théoreme 3.5.18 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n > 2,
X un sous-schéma ouvert de ¥, 0X = F, \ X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit) et G un sous-groupe lisse connexe de Autg,. La surface X est homogéne
sous lopération de G si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. 0X = 84 (donc X est le fibré en droites de degré n sur P') : G est n’importe quel
sous-groupe lisse connere de Autg, tel que la suite eracte 1 — V,, — Auty, —

GL GL GL

2 5 1donmel -GNV, G =G —1o0uG = 20uim<SL2—> 2),
Hn Hn Hn
etdimGNV,>1;

2. 0X = Soo U sy (donc X est le complémentaire de la section nulle dans le fibré en

GL GL
2 ou im <SL2 — 2) ;
n /’L’n

droites de degré n sur P') : G =

8. 0X = s5o U H(00) (done X ~ A?) : G est n’importe quel sous-groupe lisse connexe
GL,

Lin

B
GNV,—-G—->G —-10uU<G < —etdimGNV,>1;
Hn

4. 0X = 550 UsgUml(c0) (donc X ~ (A'\ {0}) x A!) : G = B (qui est le
1

de Autg, tel que la suite exacte 1 — V,, — Autp, — — 1 donne 1 —

-3 ¢t = d
normalisateur de 0X ) ou {[t 0 t_ea]} ~ G, X Gy, (oud € N, eecZ et

pged(d,e) =1);
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ﬂ—_l(O) W_l(OO) H H
50

(a) 0X = s0o b) 0X = so0 U sp 8X—SOOU7r
6X—SOOU8(]U7T 8X—SOOU7T U7T_l
8X—300U7r g@X—sOOLMF1 ) 0X = s
([x°y™ 9] wy}n>6 ([z°y™ = y°), (2, ) },nze xey”:y,x,y ,n<e
(i) 0X = seoUT (o) U (j) 0X = s UsoU
(uP" = zy™?" ~1yP") 71 (00) U 1(0)

FIGURE 3.1 — Dessins du théoréme 3.5.17
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5. 0X = s U Ho0) Um™1(0) (donc X ~ A x (A1\ {0})) :

T 0
(a) G=Wx— oqu{[tO t_,f)ﬂ] | t € Gm} oup€Z,v>1,pged(p,v) =

1 et W est un sous-groupe vectoriel non nul de V,, ;

©
(b)pZQ,G:WN{[tS t’E)*ﬁ] |t€Gm} oup€Z,v>1, pged(p,v) =1

et W est produit direct de sous-groupes de V,, de la forme

S
i _gpli-1 o pli-1
{Zciap pmo—d—; y" mo+dP— |6L€ Ga} ~ G,
=0

ou0=rqg<---<r,, cl-ek;*,Ogmggn,dzy(n—mo)—u,ogmo—dprsy_l <n
et v divise pged(p™ — 1) ;
i

6. 0X = s U Hoo) UC ou C est la section {([z°y" : v°], (x,y)) | [z : y] € P},
e>1etsin<i<ealors <6> =0 dans k (donc X ~ A' x (A'\ {0})) :

i
(a) n > e et G est le normalisateur de 0X ;

t=w twa

(b) G = {(y”_e [2¢ — (x — ay)€], [ 0 = ])} ~ G, ¥ Gy, (qui est le nor-
malisateur de 0X sin < e;

7. 0X = s UnH(o0) UC ou C est la courbe d’équation uP” = xy™ ~‘oP" et p” > 2
(donc X ~ A x (A'\ {0})) : G ~ G, x G,, est le normalisateur de X ;

T
8. 0X = 850 UsgUn o) Um1(0) (donc X ~ (A'\ {0}) x (A'\{0})) : G = — est
la composante neutre du normalisateur de 0X. "

Démonstration. Si G est réductif mais pas résoluble alors, d’apres la proposition 3.5.7,
on obtient le cas 2. Si G n’est ni réductif ni résoluble alors, d’apres la remarque 3.5.10,
on obtient le cas 1. On suppose désormais que GG est résoluble. Alors G' contient un sous-
groupe lisse connexe Gy qui opere transitivement dans X et qui est minimal pour cette
propriété. Les possibilités pour Gy sont données par le corollaire 3.5.14 quand G n’est
pas unipotent.

Cas 1. On suppose 0X = s, U *(00). Alors Gy est unipotent donc, comme dans la
démonstration de la proposition 3.5.15, on a pry(Gy) = U et dim Go NV, > 1. De plus le

B B
normalisateur de 90X est V,, x — donc pry(G) < —.
i

n n

B
Cas 2. On suppose 0X = s, U7 !(00). Le normalisateur — de 90X est de dimension 3
i

B
et Gy est de dimension 2, donc G = — ou Gy.
Lon
Cas 3. On suppose 90X = s,,Ur ! (c0)Unr™(0). On a la décomposition G = R, (G)xT, ou

T est un tore maximal de GG, que ’on peut supposé étre contenu dans —. Le normalisateur
Hn

T
de 0X est V,, x — donc R,(G) est un sous-groupe de V,.
[in
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T
Sous-cas 3.1. On suppose d’abord Ty = —. L’opération de Ty ~ G2, dans V;, est donnée

par (ti,ty) - x'y" " = (tl_%x)i(tl_%tgly)”*i =ty "'y Il n’y a pas de vecteur de poids
nul dans V,, sous l'opération de Ty donc, d’apres [CGP, prop. B.4.2 p.576], R,(G) est un
groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de Ty dans R,(G) telle que I'inclusion
R.(G) — V,, soit Ty-équivariante. On a une décomposition de R, (G) en somme directe de
droites Ty-stables. Soient H ~ G, une telle droite et (wy, ws) le poids de Ty ~ G2, dans H.

L’inclusion H — Vj, est donnée par a — Y _ fi(a)z'y" ™" ot les f; sont des p-polynomes.
i=0

Par hypothése on a Y _ fi(t{"t5?a)z'y" ™" = > t7'th " fi(a)z'y" . Donc w; = —1 et si
=0

=0 =
fi1 # 0 alors f; est de la forme f;(a) = ¢;a (& cause du poids de ¢;) donc wy = i — n, donc
il y a un seul f; non nul. Donc I'image de H dans V,, est la droite engendrée par ;4" .

Sous-cas 3.2. On suppose maintenant que T est de dimension 1. Il est donc de la forme
H
{[tg t_VOJr,L |t€Gm} oupu € Z, v e N et pged(p,v) = 1. On a v # 0 sinon G

opérerait trivialement dans la base P!. L’opération de Ty ~ G,,, dans V,, est donnée par
t-aiyn = tmv=agiyn=i [espace de poids nul est de dimension 1 si 0 < p < n (il
s’agit de la droite engendrée par x" #y*) et est trivial sinon. Donc d’aprés [CGP, prop.
B.4.2 p.576], R,(G) est encore un groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de
Ty dans R,(G) telle que l'inclusion R,(G) — V, soit Typ-équivariante. Pour toute droite
H de R,(G) qui est Ty-stable, le groupe H x T opeére transitivement dans X donc les
possibilités pour H sont données dans le corollaire 3.5.14.

Cas 4. On suppose 0X = s, U 1 (00) U C ou C est la section {([z°y™ : v°], (x,9)) | [z :
y] € P'}. Alors Gy est de dimension 2 et le normalisateur de X est de dimension 3 si
n > e et de dimension 2 si n < e. Donc G est égal a Gy ou au normalisateur de 0.X.

Cas 5. Enfin, si 0X = s, Unm1(00) UC ou C est la courbe d’équation u?” = xy™ ~1o?
et p" > 2 ou si 0X = s, U sgUm ! (00) U~ !(0) alors le normalisateur de 90X est de
dimension 2 donc G = G,. ]

Remarque 3.5.19 : Si X est un sous-schéma ouvert de F,, qui est homogene sous 1'opé-
ration d’un sous-groupe lisse connexe G de Autg, alors il existe une opération fidele de
G dans F,, telle que G possede une orbite ouverte isomorphe a X, dont le bord soit un
diviseur a croisements normaux simples. En effet, les seuls cas ou le bord X de X n’est
pas un diviseur & croisements normaux simples sont X = s, U7 '(0co) UC ou C est la
section {([z°y™ : y°], (z,v)) | [x : y] € P'} et e < n (les trois composantes s’intersectent
au méme point) ou bien C est la courbe d’équation u?" = xy™ ~1vP" avec p” > 2 (les
courbes C' et m71(c0) sont tangentes). Mais alors on a G ~ G, x G, et le groupe d’iso-
tropie est d$ la forme p., donc on peut faire opérer G dans F,, comme le sous-groupe
e L

{(ay”, lt On t01]> |a € Gy, te Gm} de Autp,, et X est isomorphe au complémen-
taire de so U m 1 (00) Um1(0). De méme, si X est un sous-schéma ouvert de P! x P!
(resp. P?) qui est homogene sous 'opération d’un sous-groupe lisse connexe résoluble G
de PGLy; x PGLy (resp. PGL3) et si le bord X n’est pas un diviseur a croisements
normaux simples alors il existe une opération fidele de GG dans F,, telle que G possede
une orbite ouverte isomorphe a X, dont le bord soit un diviseur a croisements normaux
simples.
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